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RESUME

Le présent travail porte sur la classification de structarbsrescentes selon leurs
symétries. Plus précisément, il fait I'objet de celle ddsres plans, des 2-arbrés
gonaux exterplanaires, des 2-arbkegonaux sans sommets de degré 4 et des 2-arbres
polygonaux exterplanaires. Ceci est fait en déterminadéleloppement moléculaire
de ceux-ci vus comme especes de structures. Le développeroitulaire des arbres
plans est obtenu a I'aide du théoreme de dissymétrie dessdtbenrichis (voir Berge-
ron, Labelle et Leroux, 1994) et par I'utilisation d’'une fiule d’addition pouCy(B)

ol B est une espéce €t, est I'espéce des cycles orientés de longueuCette for-
mule se trouve dans (Ducharme, 2005). En généralisantfoettelle au cas ol est
pondérée, nous obtenons le développement moléculairelokes gplans pondérés par
la distribution des degrés de leurs sommets. En ce qui aauai2-arbres:-gonaux
exterplanaires, une telle classification paue= 3 a été faite dans (Labelle, Lamathe
et Leroux, 2003 ; Lamathe 2003) et paur= 4,5 dans (Ducharme, 2005) en utili-
sant des formules d’addition d’espéces auxiliaires exgnindes espéces pointées qui,
a l'aide d’un théoreme de dissymétrie, peuvent exprimeesgeces des 2-arbrés
gonaux exterplanaires. Le seul résultat manquant dané@done, 2005), pour obtenir
le développement moléculaire des 2-arbkegonaux exterplanaires, est celui des 2-
arbresk-gonaux exterplanaires pointés en un polygone. Celuitolggnu par I'énu-
mération de classes diédrales de mots dont les lettressmyeht chacune un type
d’'isomorphie de 2-arbrels-gonaux exterplanaires pointés en une aréte orientéet C'es
aussi par '’énumération de classes diédrales que nousaststeme nouvelle formule
d’addition deP, donnant le développement moléculaire/dg B) en fonction de ce-
lui des puissances de I'espeéBeou P, est I'espéce des polygones de taillécycles
non orientés de longueur). Les espéces apparaissant dans cette formule sont de la
forme PYi(N, M, L) ouC;(K) ou K, L, M et N sont des espéces moléculairés,

jlk et PHe(X,Y, Z) est une espéce moléculaire de polygones bicolorés. Noumdsn
également une condition pour détermineP§ic(N,, M, L;) etP;D;C(NQ, M, Ls) sont
isomorphes dans le cas &, M, L1, Ny, M, et L, sont des especes asymétriques.
Comme le développement moléculaire des différentes esp@ietées de-arbresk-
gonaux exterplanaires ne font appel qu’a des espéces agymesdtet aux especes

et PYi(X,Y, Z) dans lesquelles on a substitué des especes asymétriques,toia-
cilement regrouper les termes semblables pour obteninelai@ement moléculaire
des 2-arbreg-gonaux exterplanaires. Les coefficients de ce développemelécu-
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laire sont exprimés en fonction de ceux des puissancesente I'espece des 2-arbres
k-gonaux exterplanaires pointés en une aréte orientée. &€ages coefficients sont
obtenus par inversion de Lagrange. Pour le cas des 2-@rlgesaux sans sommets de
degré 4, nous faisons une distinction entre les types dogolepe d’isomorphismes
d’ordre 2 est généré par une rotation non trivial et ceux twgroupe est généreé par
une réfexion. Ceux-ci sont isomorphed/d, (M) mais seront respectivement associés
a l'espéceNC,y(M) et a I'espéce’?(N, M, 1). En plus, seules certaines classes dié-
drales de mots, dont les lettres représentent chacune emtgomorphie de 2-arbres
k-gonaux sans sommets de degré 4 pointés en une aréte exienté@dont les som-
mets sont de degré 2, représentent un type de 2-arlgesaux sans sommets de degré
4. Les coefficients du développement moléculaire des Z2akbgonaux sans sommets
de degré 4 sont ensuite exprimés en fonction des coeffictentelui de puissances
d’especes asymétriques obtenus encore par inversion darigeg Le cas des 2-arbres
polygonaux exterplanaires est tres similaire au cas der2sk-gonaux exterplanaires
ou & est pair. L'étiquetage est effectué aux sommets plutbtuigufalygones, ce qui
occasionne des changements mineurs aux définitions degsldi€drales a énumeérer.
Les espéces moléculaires de leur développement molézplairvent encore étre de-
crites a l'aide d’espéeces asymeétriques ett?detPijiC(X, Y, Z) oui etj sont des entiers.

Mots clés : Arboresenc@;arbres, exterplanaire, moléculaire, développement.



INTRODUCTION

Il est possible d’énumérer certaines molécules chimigliagi@ de graphes . Ainsi,
les molécules de type benzénique catacondensées (voin €yGutman, 1989) cor-
respondent a des 2-arbres hexagonaux exterplanairedext péticondensées, a des
polyominos non arborescents sur le réseau hexagonal.rB&lydrocarbures peuvent
étre représentés par des 2-arbres (voir Brunvoll, CyvinysirC 1996). En particulier,
certaines molécules catacondensées peuvent étre assbdEg2-arbres exterplanaires
composeés de polygones de différentes tailles contraireaux2-arbres exterplanaires
hexagonaux qui ne sont composés que d’hexagones. Notorl'gquenération deg-
arbrek-gonaux exterplanaires a été faite dans (Harary, Palmeead RL975) et celle
des2-arbresk-gonaux exterplans dans (Palmer et Read, 1973). Pour le2dabres
triangulaires, leur énumération est faite, entre autransdBeineke et Moon, 1969 ;
Fowler et al., 2000, 2002 ; Palmer 1969).

Le présent travail porte sur la classification des arbrasspldes2-arbresk-gonaux
exterplanaires, dez-abresk-gonaux sans sommets de degré 4 et des 2-arbres poly-
gonaux exterplanaires, selon leurs symétries. Plus @rdeist, cette classification est
effectuée en donnant leur développement moléculaire. Elie dlassification deg-
arbresk-gonaux exterplanaires pokir= 3 a été faite dans (Labelle, Lamathe et Leroux,
2003 ; Lamathe 2003) et pokir= 4, 5 dans (Ducharme, 2005).

Dans le chapitre 1, nous faisons des rappels sur le dévetappenoléculaire et sur
la formule d’addition donnant le développement moléceldeC'.(B). Nous générali-
sons cette formule dans le cas Biest une espece pondérée. Nous introduisons ensuite
une nouvelle formule d’addition donnant celui B¢ B). Nous donnons également une
généralisation de la formule donnant celuildg X, B, Z) au cas ou esB une espéce
pondérée. Nous terminons ce chapitre en donnant les thésrdendissymétrie pour



les arbres, les arbrd&-enrichis et les arbres bicolorés dont les feuilles sonaderd@me
couleur.

Dans le chapitre 2, nous obtenons le développement moléeudles arbres plans
en utilisant le théoreme de dissymétrie des arlitemrichis puisque leur espece est
isomorphe a celle des arbrés+ C')-enrichis. On obtient d’abord le développement
moléculaire des puissances de I'espéce des arborescdnee§’)’-enrichies par in-
version de Lagrange puisqué + C')" est asymétrique. On peut ensuite appliquer les
formules d’addition de”;, pour trouver les développements moléculaires des autres
especes apparaissant dans le théoreme de dissymétrigeEisuffit de regrouper
les termes semblables pour obtenir le développement malézdes arbres plans. Le
développement moléculaire des arbres plans pondérés giatriution des degrés de
leurs sommets est obtenu de méme maniére en utilisant lafedtaddition pourC),
adaptée aux espéeces pondérees.

Dans le chapitre 3, nous obtenons le développement moléxueas 2-arbres:-
gonaux exterplanaires. Ceci est fait en utilisant un therée dissymétrie utilisant
trois especes de 2-arbrésgonaux pointés. On introduit une quatriéme espéece de 2-
arbres pointés qui sera asymétrique et avec laquelle omgexprimer les trois autres.
Le développement moléculaire de cette espéce pourra dferslitenu par inversion
de Lagrange. Celui de deux des trois autres le sera pardaitdn de formules d’addi-
tion. Celui de la troisieme sera obtenu par I'utilisationctiesses diédrales de mots de
longueurk dont les lettres représentent des types d’'isomorphie dediigme espeéce.
Le développement moléculaire des 2-arbragonaux exterplanaires sera alors obtenu
en appliquant le théoreme de dissymétrie et en regroupsitétmes semblables des
développements moléculaires des trois espéces de 2-pdintés.

Dans le chapitre 4, nous obtenons le développement moléxwaas 2-arbres:-
gonaux sans sommets de degré 4. Nous ferons, de plus, uamestistinction entre
des types, dont les groupes d’isomorphie de leurs strigctangt d’ordre deux. De plus,
les classes diédrales utilisées devront avoir une caistifée supplémentaire pour re-
présenter des types de 2-arBrgonaux sans sommets de degré 4. La démarche utilisée
pour trouver ce développement moléculaire demeure, a ¢adsdgres, la méme que



pour les 2-arbreg-gonaux exterplanaires.

Dans le chapitre 5, nous obtenons le développemnt moléeudas 2-arbres poly-
gonaux exterplanaires. La démarche est semblable a cédleitpour les 2-arbres
k-gonaux exterplanaires.



CHAPITRE |

NOTIONS DE BASE ET FORMULES D’ADDITION

Dans ce chapitre, nous faisons d’abord un rappel sur lesespaoléculaires (voir
Bergeron, Labelle et Leroux, 1994). Par la suite, nous dérmos une formule d’addi-
tion relative a I'espéc€’;, des cycles orientés de longugurinsi que celle relative a
PY¢(X,B(Y), Z) ol B(Y) est une espece quelconque. Ces formules ont été démon-
trées dans mon mémoire de maitrise (Ducharme, 2005). Noutoag aussi le cas ou
I'espéce substituée est pondérée. Par contre, nous imsooduune nouvelle formule
d’addition deP, I'espéce des polygones de taillesCelle-ci s’inspire de celle de la
forme P,,(X;+ X5+...) (voir Auger, Labelle et Leroux, 2002). Le principal avargatg
notre formule est qu’elle n'utilise pas d’espéces définesdes quotients. Finalement,
nous mentionnons des théorémes de dissymétrie qui nousosgmians les chapitres
subséquents.

1.1 Deéveloppement moléculaire

Définition 1. Une especenoléculaireest une espece dont toutes les structures sont
isomorphes.

Proposition 1. Une espece moléculaife est caractérisée par le fait qu’elle est indé-
composable sous la somme combinatoire, c’est-a-dire :

M est moléculaire <= V F et G des espéce§M = F+G) = (F =0ou

G =0)).

Définition 2. Le groupe, notdy;, des permutations d’un ensemble fihde cardinalité

n est ditsymétrique de degreé. SiU = [n] = {1, ...,n}, on écrit simplemens,,.



Proposition 2. Une espéce moléculaird peut s’écrire sous la forme

Xn
M=
H )

ou X" représente I'espéce des listes de longueet H est un sous-groupe d&,. En

fait, H est le stabilisateur d’'un&/-structure quelconque sus]|

Par exemple, I'espéec&™ des listes de longueur est moléculaire et son stabili-
sateur est réduit a I'identité. Lespeég, des ensembles de taille est moléculaire et
son stabilisateur est,,.

Proposition 3. Deux especes moléculair% et % sont isomorphes si et seulement
si H et K sont conjugués darss,.

Notation 3. Notons M I'ensemble des espéces moléculaires (a isomorphisme d’es-
péces pres).

Proposition 4. Toute especé’ peut étre exprimée comme une combinaison linéaire
(possiblement infinie) a coefficients entiers naturelsppBess moléculaires de la forme
suivante :

F = Z f]\/[Mu

MeM
ou fy; est le nombre de sous-espécesidesomorphes al/. Ce développement est
unique et il est ditnoléculaire

Définition 4. Une espécd” = »  fy M est diteasymétriquesi VM € M, fy; #

MeM
0 = M = X™ oum est un entier positif.

En d’'autres termesk’ est asymétrique si le stabilisateur de todtestructure est
réduit a l'identité. Il est possible de généraliser la notidespece moléculaire aux es-
péces multisortes. Malgré que la définition 1 soit valablerpme espéece multisorte,
la description d’espéces moléculaires par un stabilisgpeaposition 2) nécessite cer-
tains ajustements. Il nous sera nécessaire dans le présait t'introduire celle des
especes a deux et trois sortes.

Proposition 5. Toute espéce moléculairk/ (X,Y") sur deux sortesX et Y) peut
s’écrire sous la forme suivante :
Xrym

M(X)Y)= 7




OUH < 8X xSY estle stabilisateur d’'unk/ (X, Y)-structure sut[n], [m]) etS;* note
le groupe symétrique de degteagissant sur les points de soie

Proposition 6. Toute espéce moléculaifd (X, Y, Z) sur trois sortesX, Y et Z) peut
s’écrire sous la forme suivante :

xnymzt

MX)Y, 7)) = ———

( Y Y ) H )
OUH < 8Xx8Y xS7 estle stabilisateur d'un®/ (X, Y, Z)-structure sut[n], [m], [¢]).

Notons que le résultat d’'une composition d’especes maiéesl est moléculaire.
Un produit d’especes moléculaires I'est aussi.

Dans le casy-pondére, ou est un anneau commutatif integre, chaque structure
d’'une espéce moléculaiteg’-pondérée doit posséder le méme poids dahsAinsi,
toute espéce moléculairg€-pondéréel/,, s’écrit sous la forme standard

M, = M,

ou M est une espece moléculaire non pondérgeecety, le poids d’'unel/,,-structure.
Le produit de deux espéces moléculairgspondérées se fait a I'aide de la formule

Mqu = (MN)pq

pour tout poid, q € <.
Notation 5. Notons parM_, 'ensemble des especes moléculaigggpondérées.

Proposition 7. Toute espece?-pondéréd peut étre exprimée comme une combinai-
son linéaire (possiblement infinie) a coefficients entiatsirels d’especes moléculaires
<7 -pondérées de la forme suivante :

F = Z fMpM;m

MpeM o

ou fy, est le nombre de sous-especeg-tisomorphes a/,,.



1.2 Formules d’addition des cycles

1.2.1 Deéfinition et caractérisation d’espéces de cycles erités

Définition 6. L'espéceC des cycles orientés finis peut étre définie comme étant celle
qui a pour structures sur un ensemble finies graphes orientés connexes Sudont
chague sommet possede exactement un arc sortant et unteQuant au transport de
structures le long des bijections, il peut étre défini de laigra suivante :

Soients : U — V une bijection et = (U, W, C U x U) € C[U].

Alors, Clo](s) = (V,Wy) ou Wy = {(o(a),c(b)) | (a,b) € W1}.

Notation 7. Nous noterong’;, la sous-espece dé n'ayant que les structures désur

les ensembles de cardinalité Autrement dit,C), est 'espéce des cycles orientés de
longueurk. La figure 1.1 illustre uné€’s-structure surd].

2 3

5 6

Figure 1.1 — Une&’s-structure sur [6]

Définition 8. Le groupe cyclique d’ordré, notéC,, est le groupe engendré par un
élément d’ordré.

Proposition 8. L'espéceC), est moléculaire. De plus, le groupe des automorphismes
de laCy-structure sufk| dont I'ensemble des arétes est

(1,2),(2,3), o, (6,0 + 1), (ke — 1, k) (k, 1)

est égal §p), oup est la permutation circulairg, 2, 3, ..., k).



Remarquons qué) estisomorphe &;. Par la proposition précédente, nous concluons
donc queC, est isomorphe a I'espéce quotiexit /(p). Ce qui a pour conséquence la
proposition suivante.

Proposition 9. L'espéceC), des cycles orientés de longuduest isomorphe a I'espéce
des classes d’équivalence des listes de longheagus I'action dgp) ou I'action de
d’'un élément € (p) sur une listday, as, ..., ay,) est la suivante :

g - (Ozl,OzQ, ...,Ozk) = (aa—l(l),aa—l(g), ...,Oza—l(k)).

Cet isomorphisme peut étre obtenu en associant a un cyeetérie longueuk
I'ensemble des listes obtenues en supprimant un seul asdelagcle.

1.2.2 Formules d’addition deC}.

Définition 9. Soit B(z) = ., b,2" une série formelle. Nous noterons gai(z) la
j-iéme puissance dB(z) et b le coefficient enz” de B (x), avec la convention que
bY) sera nul sih n’est pas entier positif.

oo

Définition 10. Soient une espédd asymétrique e} .~ b, X* son développement mo-
léculaire. Notons qu'alorB(z) = > ., b,a™. Définissons4d(B) comme étant I'alpha-

bet pondéré composé de ensemble de lettbes ¢ est un entier positifet < j <, },

le poids de la lettré; ; étantX*. Nous munirons cet alphabet de I'ordre lexicographique
deéfini par la relation suivanted; ; < b,,¢) < ((: < m)ou (i = met j < ¢)). Définis-
sons le poids d’'un mot sut(B) comme le produit des poids de ses lettres. Remarquons
queb%) correspond au nombre de mots de longueet de poidsX ™.

Définition 11. Définissons une&lasse circulairede mots de longueur comme une
classe d’équivalence de mots de longukwsous I'action dgp) ou I'action d’un élé-
mento € (p) sur un mot(ay, as, ..., ) est la suivante :

g - (Ozl, Ao, ..., Ozk) = (Oza—l(l), Qg=1(2)5 -+ Oza—l(k)).
Définissons le poids d’une classe circulaire comme étant dein de ses mots.

Un type d’isomorphie de I'espédg,(B) peut-étre associé de fagon bijective a une
classe circulaire de mots de longuéusur les types dés-structures, c’est-a-dire, sur



I'alphabetA(B).

Définition 12. Un motm est ditprimitif s’il n’est pas la puissance (par concaténation)
positive(> 1) d’un autre mot. Définissons tacine primitived’un motm comme étant
le plus petit mot primitif tel que le mot. est une puissance positive 1) de ce mot.

On montre facilement que I'action du groupe circulaire d&# sur un mots de
longueurs induit une action du groupe circulaire d’orgur sa racine de longueyr
Le résultat suivant s’obtient alors.

Proposition 10. L'ensemble des racines primitives des mots d’'une classalaire de
mots de longueuk forme une classe circulaire de mots de longueatl j|k. Notons
gue la taille (le cardinal) de ces deux classes est la méntg, so

Définition 13. Un mot primitif est unmot de Lyndors’il est le plus petit mot de sa
classe circulaire pour I'ordre lexicographique.

Lemme 11. Soientk > 1, B une espéce asymétrique .4{B) I'alphabet pondéré
associé. Soit un type d’isomorphie de I'espé&tg B) associé a une classe circulaire
de mots de longueur dont la racine primitive de I'un de ses mots est de longueur
(ou|k) et de poidsX” . Alors le type d’isormophie est isomorphe, en tant qu’espéec
aCyi(X7). Notons que”,, (X°) = C,,(1) = 1,Vn > 1.

Le lemme 11 est illustré par la figure 1.2 pour un typelg B)-structures et ou les
«; sont des types dB-structures avek = 12 eti = 4. De plus, par la proposition 10,
I'espece obtenue ne dépend pas de la racine primitive ehoisi

Notation 14. Définissons\(B, k,n) comme étant le nombre de mots de Lyndon sur
I'alphabet.A(B) de longueul et de poidsX™. Par convention)\(B, k,n) = 0 si k ou
n ne sont pas des entiers positifs.

Théoréme 12(Ducharme,2005)Soientt > 1, B une espéce asymétrique4{s) son
alphabet pondéré associé. Alors,

Ci(B) = Y ) AB.k/i,n)Ci(X™) (1.1)

ilk n=>0

= D Y AMB,i,n)Ci(X").

i-j=k n>0
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Figure 1.2 — Un type d’'isomorphie d&,(B)

Il est possible d’exprimer le nombre de mots de longueet de poidsX™ en fonc-
tion de certains\(B, j, m). Remarquons gu’une classe circulaire primitive de mots de
longueurn contient exactement éléments.

Proposition 13. Soit B = >_°°, b; X" une espece asymétrique. Alors,

0 = Y jNB,jn/d) (1.2)
j-d=k

ouby) = [X"| Bk

En effet, les mots de longuekret de poidsX™ sont comptés pdnﬁf). On regroupe
ces mots selon la longueyirde leur racine primitive de poids“ otid = k/j. Une
telle classe circulaire de mots contignéléments et peut étre associée bijectivement a
un mot de Lyndon de longuetiret de poidsX . laquelle est associée & un unique mot
de Lyndon.

Ainsi, en isolant le coefficient d&(B, k, n), nous obtenons la récurrence suivante :



11

Proposition 14. Soit B = )~°, b; X" une espéce asymétrique. Alors,

AB. k,n) = =0 = Y jAB,j,n/d)). (1.3)

jrd=k
d#1

| =

Nous remarquons qug B, 1,n) = b,. De plus, a partir de la proposition 13, il est
possible d’effectuer une inversion de Mobius dans le tseies diviseurs dé pour
obtenir une expression dé B, k, n) en fonction des) tels quej|k.

Proposition 15. Soit B = >~°°, b; X" une espece asymétrique. Alors,

(k/J (J
B, k,n) = + Z Doufi =+ Z d)by)),. (1.4)
jlk j-d=k

Démonstration.On a

kZ by = %Zu(j) B E (1.5)
ilk ilk iy Y
= %ZS)\(B7k/d7n/d)Zu(j) (1.6)
d|k jld
— B, k,n). (1.7)
O

Il nous est donc, entre autres, facile de déterminer le dgpeiment moléculaire de
C,(B) lorsquep est premier. En effet,

Cp(B) = D D AB,p/i,n)Ci(X™)

i|p 7L>0
= Y NB, Ln)C(X™) + Y AB,p,n)Ci(X")
n>0 n>0
= Y b C(XM) + > (1/p)(BP = byyp) X"
n>0 n>0
= bo+ (1/p)(Bh —bo) + Y baCp(X™) + > (1/p) (0P — b)) X

n>1 n>1

= G Dh) 5y o) £ S0 — by X

p n>1 n>1
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Il est possible de généraliser les résultats précédents agpeceds quelconque dont
le développement moléculaire est connu, en posant areitnant un ordre totak() sur
les espéces moléculaires.
Définition 15. Soient une espécB et by M son développement moléculaire
oub,, estun entier naturel. Définissod$ B) comme étant I'alphabet pondéré composé
de I'ensemble de lettres suivaftt,, ; | i est un entier positif et < i < b,,}, le poids de
la lettreb,, ; étant)/. Nous munirons cet alphabet de 'ordre lexicographiquendpéir
la relation suivantegby; < by;) < (M < N)ou (M = N eti < j)). Définissons le
poids d’un mot surd(B) comme le produit des poids de ses lettres.

Définition 16. Soit une espéc® dont le développement moléculaire est donné par

Notons parM(B) I'ensemble des espéces moléculaifdstel queb,, > 0. Nous
notons panbﬁf} le nombre de types dB’-structures isomorphes®. Si M n’est pas
une espéce moléculaire altbf;Q = 0. End’autres termes, onpogé = >, ., bE@}M.

Remarquons qulé\j} est le nombre de mots de longuewst de poidsV/ sur.A(B).

Définition 17. Soit M une espece moléculaire fetun entier positif. Définissons!
comme étant I'especg, si elle existe, telle qué* = M.

Notation 18. NotonsA(B, k, M), le nombre de mots de Lyndon sur I'alphab&tB)
de longueurk et de poidsM. Posons\(B,k, M) = 0 si M n'est pas une espéce
moléculaire ou sk n’est pas un entier positif.

Remarquons qu&(B, k, M) est nul siM ¢ M(B*).

Proposition 16. Soit une espéc& dont le développement moléculaire est donné par

B = Z by M.

MeM

Alors,

(1.8)
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Démonstration.Nous n’avons qu’a classer les mots de pdidselon la longueuj de
leur racine primitive pour obtenir la formule suivante :

=Y B, j, MY, (1.9)
j-d=k

Il ne reste donc qu’a effectuer une inversion de Mobius damlllis des diviseurs de
k. O

Théoreme 17.Soit B une espéce dont le développement moléculaire est donné par
B= Y byM.

Alors,

=3 > AB.i.M)Ci(M) . (1.10)

i-j=k MeM(B?)

Notons que ces résultats s’appliquent tout autant au cassortg. De plus, ces for-
mules sont mieux adaptées au calcul de développement ntaitécque celle pour
Cr(mi Xy +meXs + ...), OU lesX; sont des espeéces de singletons (voir Auger, Labelle
et Leroux, 2002 ; Labelle, 1992).

Les mémes définitions et résultats s’appliquent directémerase’-pondéré.

Théoreme 18.Soit B une espéces-pondérée dont le développement moléculaire est

donné par
> b,
MpeEM o

Alors,

Ci(B) = > Y MB,i,M,)C;(M,)

i-j=k M,eM(B?)

= > Y ABi, M) (C(M)), (1.11)

i-j=k Mpe M(B?)
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1.3 LesespéceB,(X)etPY(X,Y, Z)

1.3.1 Groupes diédraux

Les résultats de cette section portant sur les groupesadiégeuvent étre trouves,
entre autres, dans (Stockmeyer, 1971).

Définition 19. Soitn > 1 un entier. Le groupe, notB,,, engendré par etwv tels que
r" =1 =% etor = r~ v est ditdiédral.

Notons queD,,| = 2n. De plus, poumn > 3, D,, est le groupe des symétries d’'un
n-gone.

Proposition 19. Tout sous-groupe( deD,, est égal de fagon uniqueg/&®) ou (r*, riv)
ol kln et0 < j < k — 1. De plus,(r*, r/v) ~ D= et (r*) ~ C» ouC, estle groupe
cyclique d’ordren.

Proposition 20. SoientH etG deux sous-groupes de,, alors

H = (rk) et G = (r*) et L|k|n
H<G ouH = (r¥) et G = (rf,r9v) et {|k|n
ouH = (r* riv) et G = (rf, riv) | |k|neti= j mod /.

Proposition 21. Soit H = (r*) un sous-groupe d®,,. Alors, H est un sous-groupe
normal deD,,.

Démonstration.Vérifions queyYyg € D,,, gr¥g~' € H. Etant donné qu®,, = (r, v), il
suffit de vérifier querrtv=! € H. Or,

orfo™t = vrky = pur™F = 7k,

O

Proposition 22. SoientH = (r* riv) etG = (r*,r/v) deux sous-groupes d&, oU
kln,fln,0<i<k—1et0<j</{—1.Alors,

., k =l et k est impair
H et G sont conjugués <= . o
ouk = (et k est pair et 1 = j mod 2
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Démonstration.

<) Pourk impair, il suffit de vérifier quer*, v) est conjugué ave@*, r'v) ol 0 <
t <k — 1, pours un entier on a

ok ) = (rF rSor™®) = (rF r?).
Or,{tmodk|0<t<k—-—1} ={2smod k|0 < s < k— 1} cark est
premier avec 2. Pour undonné2s = t + hk, de sorte que® = rr"* et que
(r¥, r20) = (r* rtv). D'ol (r* v) et (r¥, r'v) sont conjugués.

Pour k pair, en conjugant par®, nous voyons quér”, v) est le conjugué de
(r*, r?*v) tandis quer*, rv) est celui dgr®, r2+1v).
=) H et G sont conjugués donc isomorphes. Donc, par la propositior 19 /.
Pourk pair, il ne reste plus qu’a voir quév(r®, vyvr= # (rk rv) pour montrer
que(r*, v) et (r* rv) ne sont pas conjugués. Or,
k s

rio(r® vyor™* = (rforfor=® rfvver®) = (r~

= (r7F rfor=) = (rF ) £ (rF ro),

Frspor™s, réor=?)

car,rv € (r* r?*v) étant donné qué et2s sont pairs.
L]
Notation 20. Notons[H| la classe de conjugaison d’un sous-groépd’un groupes.
SiH = (ry,...,rj), on notera aussH| parry, ..., 7;].

A I'aide des propositions 21 et 22, il est possible de déteemies classes de conju-
gaison des sous-groupeseg.

Proposition 23. Lensemble des classes de conjugaison des sous-groupes est
égal a

{[r*] + kln}U{[r*,v] : k|n et k est impair jU{ [r*, v], [r*,7v] : k|n et k est pair} .
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Définition 21. SoientG un groupe fini et/ et ' des sous-groupes dé Définissons
la relation= sur les classes de conjugaison des sous-group@pdel’énoncé suivant :

[H]| < [H] <= (BgeG : H<gHg™).
Proposition 24. SoitG un groupe fini. Alors< est une relation d’ordre sur 'ensemble
des classes de conjugaison des sous-groupés de

Démonstration.
1) réflexivité

H=1H1"'= [H] < [H],

2) antisymétrie

[H] < [Het [H] < [H]
Jge G : H<gH g
{ dheG : H <hHR!
= H < gHg'<ghHh g™
= |H| = |gH g”'|
= H=gH g

3) transitivité

ElgGG H < gH ¢!
dheG : H <hH'h!
= H < ghH h g}
= [H] < [H']
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Définition 22. SoientU un ensemble muni d’un ordre etu, v, w € U. L'élémentw
est uneborne supérieurgleu etv siu < w etv < w.

Définition 23. SoientU un ensemble muni d’un ordr€ etu,v,w € U. L'élément
w est lesuprémunde u et v si w est une borne supérieure deet v et toute borne
supérieurer dewu etv satisfait aw < .

Définition 24. SoientU un ensemble muni d’un ordre etu, v, w € U. L'élémentw
est uneborne inférieuradeu etv siw < u etw < v.

Définition 25. SoientU un ensemble muni d’un ordre etu, v, w € U. L'élémentw
estl'infimumdew etv si w est une borne inférieure deet v et toute borne inférieure
r dew etv satisfait ar < w.

Définition 26. Soit U un ensemble muni d'un ordr€. U muni de I'ordre< est un
treillis si tout couple d’éléments dé possede un infimum et un suprémum.

Pour montrer qu’'un ensemble ordonné finiest un treillis, il suffit de montrer
I'existence des infima et d’'un élément maximumc’est-a-dire qu&/z € U, x < w
(voir, entre autres, Stanley 1986).

Proposition 25. L'ensemble des classes de conjugaison des sous-groufsrdeni
de I'ordre= est un treillis.

Démonstration.PourG un groupe ef, J, K des sous-groupes de K < TetK < J
implique K < (I N J). De la méme manier¢k| < [I] et[K] < [J] implique [K] <
[I'nJ]oul €[l]etJ € [J]. Nous procédons de la fagon suivante : nous comparons
les intersections entre les sous-goupes de deux classasstaions qu’elles sont toutes
plus petites ou égales a celles formant une classe de caspuaga’'élément maximum

de I'ensemble des classes de conjugaison des sous-greapesdt[D,,| = [r, v].

Soit k& et i des entiers impairs divisamt. Comparons les intersections des sous-
groupes der* v] et [r¢, v]. Ces sous-goupes sont de la forfé, r‘v) et (ré, riv).
De plus,

(ré,rto) sidt:t=Lmodkett=imod j,

(r) sinon,

(r* rfo) N (et i) = {
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ou s est le plus petit commun multiple deeti. Mentionnons quér?, r*v) est bien
unique car I'est modulos. Etant donné que les groupes de formg r'v) font partie
de[r®,v], linfimum de[r* v] et[ri, v] est[r®, v].

De la méme maniere, pouret i divisantn et pair, 'infimum de[r*, v] et [r?, v]
est[r*, v] ou s est le plus petit commun multiple deeti. Sous ces mémes conditions,
I'infimum de [r*, v] et [r¢, ro] est[re, rv] si k est impair efr¢] sinon.[r*, rv] est aussi
Iinfimum de [r*, rv] et[ré, rv] ol k eti sont pairs et divisent.

Remarquons quér*) et tous ses sous-groupes sont des sous-groupes normaux de
D,, par la proposition 21. En particulier, I'intersection @é) et d’'un sous-groupe est
un sous-groupe normal d8,. Ceci implique donc que les intersections(@d&) avec
chacun des sous-groupes d’'une classe de conjugaison sonéfees. En effet, solf
un sous-groupe dP,, alors,

Vg € Dy, (') NVH = g((r") N H)g™" = g(r)g~ ngHg™" = (") N gHg™".
D’ou, I'infimum de [r*] et [H] est[(r*) N H].
]

A partir des résultats précédents, il est possible de déterre treillis des classes
de conjugaison des sous-groupesie Par exemple, la figure 1.3 illustre ceux pour
n = 2,4, et 5 tandis que la figure 1.4 celui paur= 6.

[r,v] [r,v] [r,v]

[r?,v]

("]

[r]

[r2, rv]

N

S I T () |~ [rs, V]
[r4, v] [r?3] [r?, rv]

[r°]

Figure 1.3 — Les treillis des classes de conjugaison desgroupes dé,, D, et D;

a)

b)

c)
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[r.v]

[r 21 V] [I'] [r 2’ rV]

Y

[r]

[ré, V] [r3] [r8, rv]

AN~

[re]

Figure 1.4 — Le treillis des classes de conjugaison des gauges dég

1.3.2 Définition de I'espéce’, (X)

Considérong>,, I'espece des-gones (cycles non orientés de taitleen des som-
mets de sorteX.
La figure 1.5 représente urg-structure.

Le stabilisateur de telles structures est isomorphe.a

Proposition 26. L'espéceP, (X) satisfait & I''lsomorphisme d’espéces suivant :

PAX) =

(1.12)

ou H est le stabilisateur d’'un&, (X )-structure sur le 'ensemble|. En fait, H =
(r,v) our etv sont des permutations de| définies par leur décomposition en cycles
disjoints par les formules suivantes :

(L,n)..(i,n—i+1)..(55+1) si n est pair,

(1)(2,n)...(t,n — i +2)...(22, 22 4 1) sin est impair.
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Figure 1.5 — Un&Ps-structure

1.3.3 Définition de I'espécePic(X,Y, Z)

Définition 27. DéfinissonsPyi(X, Y, Z) comme I'espéce moléculaire (a trois sortes)
des2n-gones en des sommets de sdrtebicolorés en leurs arétes lesquelles sont de
sorteX ou Z selon leur coloration, la bicoloration deés-gones étant propre (c’est-a-
dire que deux arétes adjacentes sont de couleurs diffé)efette coloration est telle
qu’illustrée, poum = 4 etn = 3, par la figure 1.6 ou les arétes doubles sont de sorte
X et les simples de sortg.

Remarquons que le stabilisateur d’'uRE(X, Y, Z)-structure quelconque est iso-
morphe &D,,. En effet, la bicoloration impose des restrictions sur lg®@orphismes
d'une PP°(X,Y, Z)-structure :H peut-étre vu comme un sous-groupeZg, dont
les axes de réflexion ne peuvent passer que par deux sommeesparétes. Or, la
bicoloration des arétes ne permet pas d’axe réflexif paggsameux sommets. D’ou
H~D,.

Proposition 27. L'especePYi¢(X, Y, Z) satisfait a 'isomorphisme d’espéces suivant :

P(X,Y, Z) = ——— (1.13)
H
ol H est le stabilisateur d’'un@bic(X,Y, Z)-structure sur le multiensemble/ =

({zi |7 € [n)},{yi | i € 2n]},{z | ¢ € [n]}). En fait, H = (r,v) our etv sont
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Ya Ye
yz / \
Ys
Ys Y
a) b)

Figure 1.6 — UneP( X, Y, Z)-structure et unéy°(X,Y, Z)-structure

des multipermutations d&/ définies par leur décompaosition en cycles disjoints par les
formules suivantes :

ro= (yl,yg,...,ygiﬂ,...,ygn_l)(yg,y4,...,ygi,...,ygn)(x1,xg...,xn)(zl,zz,...,Zn)
.
(yb y2n)-“(yi7 y2n—i+1)'~(yn> yn+1)
(21, 2n)--- (2, Zn—z'+1)---(2%, z%H)

(zn)(xn) (@1, Tno1) o (Tis Tpi) o (Tn 1, B0 1) i est pair

(Y1, Y2n)-- Wi, Yon—it1) -+ Yns Ynt1)
(1) (zg, ). (x4, xn_i+2)...(xn7+1,x%+l)

\ (21)(22, 2n) - (24, zn_i+2)...(z%, z%ﬂ) si n est impair.

Mentionnons que les figures 1.7 a) et b) représententiiéX, Y, Z)-structure et
uneP(X,Y, Z)—structure dont les stabilisateurs correspondent a ceuitsidans la
proposition précédente. De plus, elles illustrent I'attite v sur ces structures comme
une réflexion sur udn-gone régulier tandis que celle deserait une rotation d’angle
2% Notons queP}“(X,Y, Z) est une généralisation d’especes connues au sens ou
PYic(X,Y,1) est isomorphe &}°(X,Y’) (voir Labelle, Lamathe et Leroux 2003) et
PYe(1,X,1) a PY(X) (voir Labelle 1985). La proposition suivante se déduit -aisé
ment de la définition de 'esped&i*(X,Y, 7).

n
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Figure 1.7 — Actions dev sur une PP°(X,Y, Z)-structure et unePP(X,Y, Z)-
structure

Proposition 28. Soitn > 1. Alors, on a I'isomorphisme d’especes suivant :

PY(X,Y,Z) = Py(Z,Y, X) (1.14)

Dans le cas ow est impair, une aréte de sotke est opposée a une de soffieOn
en déduit facilement la proposition suivante.

Proposition 29. Soitn > 1 impair. Alors, on a 'isomorphisme d’espéeces suivant :

Pyf(X,Y, Z) = Ppf(XZ,Y,1) (1.15)
On peut facilement vérifier quanec(X™, X™, X) = Pyic(X"™, X™, X*) en
comparant les types de décomposition en cycles disjoinkswote isomorphismes. Par

la proposition 28, on peut se limiter au casrou> /; etny > /.

Proposition 30. Soientky, ny, m1, {1, ko, no, mo €tly des entiers naturels tels qig>
ko > 1,ny > {1 etny > {,. Alors, les especeRyc(X™, X™ X) et Pyc(X™, Xm2 X*2)
sont isomorphes si les entigrs ny, m1, ¢1, ks, no, mo €tly satisfont a au moins une des
conditions suivantes :

(1) n1:m1:€1:n2:m2:£2:0,

(2) ki = ko est pair,n1 = nNg, M1 = My €14 = {5,
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(3) k1 = ko estimpairn, + 1 = ny + Uy €tmy = mo,

(4) k‘1:2,k‘2:1,m1:€1:n2:€2:0etn1:m2.

Démonstration.

La premiere condition est évidente & 1). Posonsd = Pyic(X™, X™, X") et
B = Pf,if(X"l,Xml,Xfl). On peut ensuite supposer qu’aucune des espéces est iso-
morphe a 1. Ce qui implique qu’au moins un exposant indicé gt non nul pour
i € {1,2}. Sik; = ky est pair alors:; = ny car sinon uned-structure n'aurait pas
d’isomorphisme laissant fixen, éléments sih; < n, ou uneB-structure n'aurait pas
d’'isomorphisme laissant fixen; éléments sh; > n,. De la méme maniérd; = ¢,
doncm; = my car sinonA ne serait pas concentrée sur le méme cardinalRjue

Si ky = ko est impair alorsy; + ¢, = ny + f5 car sinon uned-structure n’aurait
pas d’'isomorphisme laissant fixe + ¢, éléments. Ainsim; = m, et A et B sont
iIsomorphes par la proposition 29.

Il ne reste donc plus qu’a exclure les casou> k-, ne satisfaisant pas a la quatrieme
condition. Sik; > 3 alors des isomorphismes d’urestructure posséde des cycles de
longueurk; alors qu’uneB-structure n’en possede aucun.k3i= 2 etk, = 1 alors
my = ¢; = 0 car sinon le groupe des automorphismes d'drgtructure n’aurait pas
le méme cardinal que celui d’'ug-structure. Alorsn, = ¢, = 0 car I'isomorphisme
non trivial d’une A-structure ne laisse fixe aucun élément tandis que celuiedBmn
structure en laisserait fix, + ¢,. Doncn; = msy car sinonA ne serait pas concentrée
sur le méme cardinal quB. A et B seraient donc isomorpheda(X™). O

1.3.4 Classes diédrales de mots

Définition 28. Soitw = b;...b,, un mot surA. Le motmiroir dew, notéw, est le mot
bpby_1...b1.

Définition 29. Soit.A un alphabet. Notonsg I'action du groupe diédraD,, = (p, )
sur 'ensemble des mots de longuewsur A ou, pourw = by by...b,,,

pw = bnblbg...bn_l
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et

TW = W.

L'orbite d’'un motw sous I'actionp restreinte §p), notée[w], est une classe circu-
laire.

Définition 30. La classe diédrale d’'un mat, notéef|w]], est I'orbite dew sous I'action
0.
Remarquons qugw]] = [w] U [@w]. En effet, les éléments d, sont de la forme’

etp'r. De plus, les éléments de] sont de la forme'w tandis que ceux deu] sont de
la formepiTw.

Définition 31. Une classe diédrale est dite primitive si elle contient un prionitif.

L'ensemble des racines primitives des mots d’'une classiral&forme une classe
diédrale primitive. En effet, une classe diédrale est banile deux classes circulaires
de mots dont les racines primitives forment des classeslaires primitives de mots.
De plus, il s'agit d’'une classe diédrale puisque la racinmipire du mot miroir d’'un
motw ne peut étre que I'image miroir de la racine primitivewle

Notation 32. Notons pastab(w) le stabilisateur dev sous I'actiong.
Définition 33. Un motw est unpalindromesi w=1w.

Définition 34. Un dexterpalindromest un mot formé par la concaténation d’une lettre
suivie d’'un palindrome.

Donc, siw est un palindrome alorstab(w) = {(p°,7) ou est la longueur de
sa racine primitive. De plus, s est un dexterpalindrome alossab(w) = (o', p7).
Ceci implique que la racine primitive d’'un palindromeest un palindrome car sinon
T ¢ stab(w). De la méme maniere, la racine primitive d'un dexterpalimae est un
dexterpalindrome.

Définition 35. Une classe diédrale sera dgalindromiquesi elle posséde un palin-
drome.

Définition 36. Une classe diédrale sera dilexterpalindromiquesi elle possede un
dexterpalindrome.
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Proposition 31. Soitw un mot. Alorsjw] = [w] si et seulement gjw]] est une classe
diédrale palindromique ou dexterpalindromique.

Démonstration.Si [w] = [w], alors il existe: tel quep’w = Tw. Sii est pair { = 2n),
alorsp"w = p~"Tw = Tp"w. Donc, p"w est un palindrome €fw]] est une classe
diédrale palindromique. Siest impair { = 2n + 1), alorsp=2""1p"*lw = pp™ 17 =
prp"w. Ce qui implique que"™w est un dexterpalindrome et qiiev]] est une
classe diédrale dexterpalindromique.

Il ne reste donc plus qu’a prouver quessest un dexterpalindrome, aldrs| = [w].
Il suffit de montrer quev € [w] et quew € [w]. On a

w = prw € [w].

De plus,

O

Par exemplef[abccba)] = [abecba, aabeeb, baabee, cbaabe, ccbaab, becbaa) est une
classe diédrale palindromique et I'ensemble des classesaires de ses mots n'est
que de cardinal 1. De la méme maniére, pour une classe dabeipmique|[abcb]] =
[abeb, babe, cbab, beba] est réduite a la classe circulaire que ses mots forment.nsoto
gu’une classe diédrale peut étre palindromique et dextedsamique. En effet][bab]| =
[bab, bba, abb], cette classe diédrale contient le palindrobug et le dexterpalindrome
abb.

Définition 37. Une classe diédrale est digauchesi elle est I'union de deux classes
circulaires différentes.

Ainsi, [[w]] la classe diedrale de est gauche diw] # [w]. Par exemple, la classe
diédrale du motbc est 'union des deux classes circulaif@s:, bca, cab] et|cba, bac, acb.
Proposition 32. Soit w un mot primitif de longueur impaire¢ + 1). Si [w] = [w]
alors|[w]] contient un seul palindrome et un seul dexterpalindrome.

Démonstration.Par la proposition 3][w]] posséde un dexterpalindrome ou un palin-
drome.
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1. Si[[w]] contient un palidrome, ses autres éléments sont de la forphe ou
1 <7< 2n+ 1. Le stabilisateur de ces éléments est

p'stab(p)p™" = p'(T)p~" = (p*'7).

Comme2i # 0 mod 2n + 1, [[w]] ne possede qu’un seul palindrome. Par contre,
(P D7) = (pr), [[w]] contient donc un dexterpalindrome.

2. Si[[w]] contient un dexterpalindromg ses autres éléments sont de la fophe
oul <i < 2n+ 1. Le stabilisateur de ces éléments est

% 2i+17_>.

p'stab(p)p~" = p'(pr)p~" = (p

Etant donné quéi # 0 mod 2n + 1, [[w]] ne posséde qu'un seul dexterpalin-
drome. Par ailleurgp®"™'7) = (7), [[w]] contient donc un palindrome.

O

Proposition 33. Une classe diédrale, palindromique et primitive de motsodguieur
paire @n) posséde deux palindromes et aucun dexterpalindrome.

Démonstration.Une classe palindromique contient un palindrgmBe plus|p| = [p].
Donc, les autres éléments {dgl] sont de la forme’p ou1 < i < 2n. Ce qui implique
que leur stabilisateur est égal a

p'stab(p)p™" = p'(T)p~" = (p*'T).
Seulsp et p™p sont des palindromes. De plyg|| ne posséde aucun dexterpalindrome

car2i # 1 mod 2n. O

De la méme maniére ont obtient le résultat suivant :

Proposition 34. Une classe diédrale, dexterpalindromique et primitive désrde lon-
gueur paireZn) posseéde deux dexterpalindromes et aucun palindrome.

1.3.5 Enumération de classes diédrales de mots et formuleadidi-
tion de P,

Dans cette section, on supposera que les mots sodt(&irotu B = 3, v b M.
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Notation 38. NotonsPal(d, M, M), le nombre de palindromes de poitls, de lettre
centrale de poida/; et de longueud impaire.

Notation 39. Notonspal(d, M;, M), le nombre de palindromes primitifs de poitis,
de lettre centrale de poidd; et de longueud impaire.

Notation 40. Notons(d, M;, M), le nombre de classes palindromiques primitives
dont le palindrome est de poidd,, de lettre centrale de poid¥; et de longueur!
impaire.

Remarquons qu’on a(d, M;, Ms) = pal(d, My, M,) par la proposition 32.
Proposition 35. Soitd un entier impair.Alors,

(452
Pal(d, N, M) = byb 2

1.
MN-1)2

Proposition 36. Soitd impair. Alors,

Pal(m, N, M) = > pal(i, N, M), (1.16)
-j=m
pal(d, N, M) = > p(j)Pal(i, N, M), (1.17)
-j=m
_ . )
n(d, N, M) =) N 7 e (1.18)

i-j=m
Démonstration.On classe les palindromes selon la longueur de leur racingtpe
pour obtenir I'équation 1.16. Par inversion de Mobius, on a

S uiPal(S N ME) = 37 (i) S pal( N, M)

. . S| m ]
ilm im ks
m 1 ]C
= Zpal(zyN,M’“)ZM(;)
k|m ik
= pal(m, N, M)

qui est équivalente a I'équation 1.17. Par la propositioni32classe diédrale palindro-
mique dont la racine est de longueur impaire ne contientrgs&ul palindrome, d’ou
I'egalité pal(d, N, M) = n(d, N, M) et 'équation 1.18. O
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Notation 41. Notons(d, M), le nombre de classes palindromiques primitives dont
I'un des palindromes est de poids et de longueud.

Proposition 37. Soitd un entier impair. Alors,

n(d,M)= "> w(d,N,M). (1.19)

NeM

Notation 42. NotonsPal(d, M), le nombre de palindromes de poitiset de longueur
d.

Notation 43. Notonspal(d, M), le nombre de palindromes primitifs de poitiset de
longueurd.

Proposition 38. Soitd un entier pair. Alors,

Pal(d, M) — bLl (1.20)

Pal(d, M) = > pal(i, M), (1.21)
ij=d

pal(d, M) = 27T(d M), (1.22)

w(d, M) = —Z (j)Pal(i, M7). (1.23)
i-j=d

Démonstration.L’équation 1.20 est un résultat immédiat de la définition dénp
drome. Celle 1.21 est le classement de ces palindromesladtmrgueur de leur racine
primitive. Avec la proposition 33, on obtient 'équatior22. On a

D (iRl ME) = D7) Y pal(

ilm ilm i
— Y pal? M%>Zu<ﬁ>
k|m ik
= pal(m, M)
qui, avec I'équation 1.22, donne I'équation 1.23. O

Notation 44. NotonsDext(m, L, M, N), le nombre de dexterpalindromes primitifs de
longueurm paire de poidsV dont la premiere lettre est de poifiset la lettre centrale
de son palindrome est de poidis.
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Notation 45. Notonsdext(m, N, M, L), le nombre de dexterpalindromes primitifs de
longueurm paire de poidd. dont la premiére lettre est de poidset la lettre centrale
de son palindrome est de poidis.

Notation 46. Notonss(m, N, M, L), le nombre de classes dexterpalindromiques primi-
tives dont I'un des dexterpalindromes est de longueyraire de poidd., sa premiére
lettre est de poid4/ et la lettre centrale de son palindrome est de pdids

Proposition 39. Soitm pair etV et M des especes moléculaires différentes. Alors,

m 2

Dext(m, N, M,L) = beNb ) e (1.24)

Dext(m,N,M,L) = Y dext(i, N, M, L), (1.25)

dext(m, N, M,L) = Z 1u(j)Dext(i, M, N, L7), (1.26)
(5

S(m,N,.M, L) = > p ()beNb(N? S (1.27)

i-j=m
Jj impair

Démonstration.L’équation 1.24 est obtenue de la définition de dexterpedime, tan-
dis que I'équation 1.25 est obtenue par le classement deegésrgalindromes selon la
longueur de leurs racines primitives. On a

Z (i )Dext( , N, M, Li i) = Z Z dext -, N, M, Lw)

ilm ilm ]\7”

i impair i impair j impair
= E dext , N, M, Lk E ,u
k\'m Z|k’
k impair

= dext(m, N, M, L),

qui équivaut a I'équation 1.26. 37 # N, Il n’y a qu’un seul dexterpalindrome primitif
de longueurn paire de poidg. dont la premiere lettre est de poil¥set la lettre centrale
de son palindrome est de poid$ dans une classe diédrale, dexterpalindromique et
primitive, ce qui implique I'équation 1.27.

]

Notation 47. NotonsDext(m, N, M), le nombre de dexterpalindromes de longueur
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de poids)M et dont la premiere lettre est de poitls

Notation 48. Notonsdext(m, N, M), le nombre de dexterpalindromes primitifs de lon-
gueurm, de poids)M et dont la premiére lettre est de poiis

Définition 49. SoientN et M des espéce moléculaires. Ala¥s M est I'espéce mo-
léculaireT, si elle existe, telle qu&'T = M.

De maniére similaire a la proposition 36, on obtient la psifon suivante.

Proposition 40. Soitm un entier positif. Alors,

Dext(m, N, M) = byPal(m —1, N"*M), (1.28)

Dext(m,N,M) = Y dext(i, N, M7), (1.29)
i.j=m

dext(m, N, M) = Z,u(j)Dext(i,N,M%). (1.30)
.j=m

Proposition 41. Soitd pair. Alors,

—2
m-2)

Dext(m, N, N,L) = b?VbEN,QL)l/Q, (1.31)
Dext(m,N,N,L) = > dext(i, N,N,L7)+ Y dext(i, N, L), (1.32)
dext(m,N,N,L) = 3 u(j)(Dext(z',N,N,L%) (1.33)
— 3 dext(t, N, Lk%)),
L.k=1
k pair
1

6(m,N.N,L) = Zdext(m, N,N,L). (1.34)

Ce résultat est obtenu de maniére presque identique a eelai groposition 39
sauf que les classes comptéesqat, N, N, L) comprennent deux dexterpalindromes
comptés padext(m, N, N, L).

Notation 50. Notonsd(d, M), le nombre de classes diédrales, dexterpalindromiques,
et primitives dont I'un des dexterpalindromes est de padidst de longueud.
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Proposition 42. Soitd pair. Alors,

8(d,Ly= "> > 6(d,N,M,L).
NeM M>N

Notation 51. Notonso(d, M), le nombre de classes diédrales gauches primitives dont
I'un des mots est de poid¥ et de longueud.

Proposition 43. Soitd un entier positif. Alors,

A(B, d, M) = 20(d, M) + m(d, M) + x(d pair)5(d, M) (1.35)

AN B,d, M) — mw(d, M) — x(d pair)d(d, M)
2
Démonstration.Par la proposition 31 et la définition de classe diédrale lgautqua-
tion 1.35 ne refléte que le fait que les classes diédraleshgawsont I'union de deux
classes circulaires différentes tandis que les autresadatiédrales se confondent cha-
cune avec une classe circulaire. O

o(d, M) = (1.36)

Il ne reste plus qu’a associer les bonnes espéces molé&sudaix classes diédrales
pour obtenir un théoréme d’addition pour I'espdge

Théoréme 44.Soientk un entier positif et3 une espéce. Alors,

P(B) = Y > > w(i,N.NM*)Py¢(N,M,1)

NeM MeM iij=k

i impair

+ 3> (i, N)PE(1, N, 1)

NeM ij=k

i pair

+ 30> > 66, N, M, NML*) Py(N, L, M)

NeM MeM ij=k
LEM M>N i pair

+ 3> a(i, N)Cy(N). (1.37)

NeM i-j=k

Démonstration.Si la classe diédrale associée a un typ&de3)-structures est gauche,
on choisit I'orientation de maniére a obtenir la classeutaite du plus petit mot. Une
fois I'orientation donnée, on divise le type selon la ragomienitive du plus petit mot.
Ainsi, si la racine est de poids et de longueui oui - j = k, un tel type est isomorphe
en tant qu’espéce@; (V). Ceci est illustré par la figure 1.8.
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Figure 1.8 — Correspondance entre un typdge3)-structures e’s(V)

Si la classe diédrale est palindromique, elle contient Umgh@me et si la racine
primitive r est de longueurimpaire,(i - j = k), alorsr est de la formeyap olia est la
lettre centrale de etp un mot. Le type associé posséde des axes de symétrie pamsant p
la lettre centrale et entre les multiplicités de On peut orienter les secteurs délimités
par ces axes vers l'axe passant paAinsi, sip a le poidsM eta, le poidsN, le type
associé a la classe palindromique est isomorpRE4 N, M, 1). Ceci est illustré par
la figure 1.9.

Figure 1.9 — Correspondance entre un type’déB)-structures efp(N, M, 1)
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Si la classe diédrale est palindromique et si la racine fikieni- de son plus petit
palindrome est de longueupaire,(i - j = k), r est de la formep oup est un mot. Le
type associé possede des axes de symétrie passant au daltietentre ces multipli-
cités. On peut orienter les secteurs délimités par ces axed’axe passant au millieu
der. Ansi, sip a le poids)M, le type associé a la classe palindromique est isomorphe a
Pyic(1, M, 1). Ceci estiillustré par la figure 1.10.

[ I —
M M

Figure 1.10 — Correspondance entre un typégle3)-structures ef>Pic(1, M, 1)

Si la classe diédrale est dexterpalindromique telle quadae primitiver de son
plus petit dexterpalindrome est de longuéypaire, (i - j = k), r est de la forme
apbp ou a et b sont des lettres et est un mot. Le type associé possede des axes de
symétrie passant paretb. On peut orienter les secteurs délimités par ces axes vers
I'axe passant pab. Ansi, sia a le poidsN, b, M etp, L, le type associé a la classe
dexterpalindromique est isomorphé’gc(]\f, M, L). Ceci estillustré par la figure 1.11.
]

Encore une fois, le résultat précédent s’applique au cassode. De plus, il n'uti-
lise aucune espéce quotient, ce qui n’est pas le cas de lal®pourP,, (X +...+ Xx),
ou X; est une espéce de singletons, dans (Auger, Labelle et Le260R). Les mémes
définitions et résultats s’appliquent directement au®agondéré.
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L

Figure 1.11 — Correspondance entre un typé’gdéB)-structures e’ (N, M, L)

Théoreme 45.Soientk un entier positif el une especes-pondérée. Alors,

P(B) = D Y > i, Ny NyMR) (PN, M, 1)) g

NyeEM g MpeMyy ij=k

i impair

+ 3 3 w6, N (P, N, 1))

NyEM yy ii=k

i pair

+ > > (i, Nyy My, NyMLE)(PYE(N, L, M)) oy

NgEMy i-j=k
LreMgy i pair
MpeM gy
Mp>Ng

+ Y > oli, N (CH(N)) (1.38)

NgEM oy i-j=k

Les classes diédrales sut(B) peuvent également étre associées a des types de
PYi¢(B,Y, Z)-structures. En identifiant les especes moléculaires #&soa chaque
classe diédrale, on obtient la formule suivante.

Théoreme 46.Soientk un entier positif el3 une espéece. Alors,

PEBY,Z) = > 3 N w1, NNM})PY(N, 27 Y M, Z)
NeM MeM ij=k
+ 3 3 w(i, NP2, 27 YN, 2)
NeM ij=k

1 pair
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+ 505 ST 66, N, M, NML?) PY(N, Z:Y'L, M)

NeM MeM i-j=k
LeM M2>N i pair

+ 33 (i, N)Cy(Z'Y%N). (1.39)

NeMij=k

Démonstration.Si la classe diédrale associée a un typefe( B, Y, Z)-structures est
gauche, on choisit I'orientation de maniére a obtenir |@s#acirculaire du plus petit
mot. Une fois I'orientation donnée, on divise en secteutygde selon la racine primitive
du plus petit mot. Si la racine est de longuewu : - j = k, chaque secteur comporte
i arétes de sort& et 2;: sommets de sortg. Ainsi, si la racine est de poids, un tel
type est isomorphe en tant qu'especg;aZ'Y* N).

Si la classe diédrale est palindromique, elle contient Uimghiame et si la racine
primitive r est de longueut impaire, (i - j = k), alorsr est de la formepap ou a
est la lettre centrale deet p un mot. Le type associé possede des axes de symétrie
passant par la lettre centraleet par les arétes de sorfeentre les multiplicités de
r. Chaque secteur possé@ﬁt arétes de sort eti sommets de sort&. On peut
orienter les secteurs délimités par ces axes vers l'axeapapsra. Ainsi, sip a le
poids M et a, le poidsN, le type associé a la classe palindromique est isomorphe a

i—1

PYe(N, Z'5' Y M, Z).

Si la classe diédrale est palindromique et si la racine fikieni- de son plus petit
palindrome est de longueupaire,(i - j = k), r est de la formep oup est un mot. Le
type associé possede des axes de symétrie passant au daltietentre ces multipli-
cités, donc sur des arétes de saéftén peut orienter les secteurs délimités par ces axes
vers I'axe passant au millieu de Chaque secteur possé@g—fﬁ arétes de sort& et
sommets de sortés. Ainsi, sip a le poidsN, le type associé a la classe palindromique

i—2

estisomorphe &)°(Z, Z 2 Y'N, Z).

Si la classe diédrale est dexterpalindromique telle quadae primitiver de son
plus petit dexterpalindrome est de longuépaire, (i - j = k), r est de la formepbp
ol a etb sont des lettres et est un mot. Le type associé posséde des axes de symétrie
passant pat etb. On peut orienter les secteurs délimités par ces axes eaespassant
parb. Chaque secteur posségiarétes de sort& eti sommets de sortg. Ansi, Sia a
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le poids/V, b, M etp, L, le type associé a la classe dexterpalindromique est iggreor
aPYe(N,Z2Y'L,M). O

Les mémes définitions et résultats s’appliquent directémerase’-pondéré.

Théoréme 47.Soientk un entier positif et3 une espéce?-pondérée. Alors,

PeBY,Z) = > Y > w(i, Ny NJM2)(PY(N, Z T Y' M, 2)) o1

NgEM gy MpeMy ii=k

i impair

+ > > w (i, NOY(PY(Z, ZF YN, Z)) s

NgEM gy i-d=k

i pair

+ )Y 60, Ny, My, NgM,L2)(PY(N, Z2Y L, M)) grpiy2s

NgeMy i-j=Fk
L’,-EMW i pair
MpeM 4
Mp>Ng

Y Y ol N)(GHZYEN)), (1.40)

NgEM gy i-j=k

1.3.6 Propriétés d’action restreinte a un sous-groupe nora
Nous ferons le rappel de résultats sur les actions de groume gntre autres, cal-
culer le stabilisateur d’'une action d’'un groupe restre@ntan sous-groupe normal.

Notation 52. SoientGG un groupe fini,H un sous-groupe d€, W un ensemble ep
une action de groupe de suri¥. Notonsy| ;, I'action ¢ restreinte &.

Notation 53. SoientG un groupe finiH un sous-groupe d&, W un ensembley € W
et une action de groupe d& sur . Notonsstaby (w) le stabilisateur dev sous
I'action v|,.

Remarquons qu&aby (w) = stabg(w) N H.

Proposition 48. SoientG un groupe fini,y € G, W un ensemblew € W ety une
action de groupe dé€ surl¥. Alors,

stabg(gw) = g stabg(w) g~ (1.41)
Démonstration.En effet,

h € stabg(gw) <= hgw = gw
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— g 'hgw=w
<= g 'hg € stabg(w)

<= h € gstabg(w) g

O

La proposition précédente implique qu’il est possible @dssifier les orbites d’une
action de@ selon la classe de conjugaison des sous-groupds ddaquelle leurs
stabilisateurs appartiennent.

Proposition 49. SoientG un groupe finig € G, H un sous-groupe normal de, W
un ensembley € W ety une action de groupe de suriV. Alors,

stabg(gw) = g staby(w) g~ (1.42)
Démonstration.En effet,

staby (gw) = stabg(gw) N H = g stabg(w) g ' NgHg™!
= g(stabg(w) N H)g™' = gstaby(w) g~ *.

O

Notation 54. SoientG un groupe fini/ un sous-groupe d&, W un ensembley € W
et une action de groupe de surlW. Notons|w| I'orbite dew sous 'action de)| ;.
Notons égalementjw]y, {gv : v € [w]y}.

Notation 55. SoientGG un groupe finig € GG, H un sous-groupe d&, I un ensemble,
w € W ety une action de groupe deé surlW. Notonsg|w]g = {gv : v € [w]y}.

Proposition 50. SoientG un groupe finig € G, H un sous-groupe normal de, W
un ensembley € W ety une action de groupe de surlV. Alors,

glwly = [gwlg. (1.43)
Démonstration.En effet,

glwlg ={gv : vewlyg} ={ghw : he H} ={igw : i € H} = [gw]y
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La troisieme égalité est obtenue par le fait diieest normal ou autrement djtf =
Hg. ]

1.3.7 Classeg?-diédrales

Pour obtenir une formule d’addition d&°(X,Y, Z), nous définirons des classes
de mots qui permettront de classifier les types d’isormergtd PLic(X, B(Y), Z)-
structures.

Définition 56. Soit un motw = aya,...a;,. Le motmiroir de w, notéw, est le mot

apdp—1...a1.

Définition 57. Soit.4 un alphabet. Notong I'action du groupe diédraD,,, = (p, 7)
sur 'ensemble des mots de longuéursur.A ou, pourw = ajas...as,,

PW = A20304...02,01

et

TW = W.

De plus, remarquons qué"w = w = 72w etTpw = p~'7w. Cela implique que
© est bien une action d®,, sur 'ensemble des mots de longueur. C’est plutbt
I'action de¢ restreinte &p?, 7) et (p?) qui nous intéressera. Notons g{4&, 7) est un
sous-groupe normal d8,,, car(p?, 7) est d’indice 2, c’est-a-dire quﬁ% = 2.

Définition 58. Soit w un mot de longueuln (n entier). Définissons lalassep?-
circulaire dew, notéefw],, comme étant I'orbite de sous I'actiony restreinte §p?).

Par exemple, soit le mat = abedabed alors[w]y, = {abcdabed, cdabedab}.

Définition 59. Soit w un mot de longueuln (n entier). Définissons lalassep?-
diédraledew comme étanfw], U [w],. Notons-la[[w]]».

La définition précédente est équivalente a dire fquéj, est I'orbite dew sous
I'action ¢ restreinte &p?, 7). Par exemple, soit le mat = abcabe. Alors

w = cbacba,
W]y = {cbacba, acbach, bacbac},

[[w]]ls = {abcabe,beabea, cabeab, cbacba, bacbac, acbach},
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_ 2 4 2 4
= A{w, p w, p*w, Tw, p*Tw, p*Tw}.

Notation 60. Notonsstab,(w) (respectivementtab,, (w)) le stabilisateur d’'un mab
de longueuln sous I'action d€p?) (respectivementp?; 7)).

Par exemple, soit le mat = abbaabbaabba alorsstabsw = (p?) et staby,w =
{p*, 7). Soit le motw = abab alorsstabyw = (p?) etstaby,w = (p?).

Définition 61. Un motw de longueurn est dit p?-primitif si stab,(w) est réduit a
l'identité.

Autrement dit un motv de longueu@n estp?-primitif si sa classe?-circulaire pos-
séden éléments. Sinon, il existeraitet j tels quei # j mod n et p*w = pYw,
doncp* 2w = w etl # p?~%. Notons que les mots de longueur 2 sont nécessaire-
mentp?-primitifs. Notons que la définition 12 d’un mot primitif e§guivalente a dire
que son stabilisateur sous I'action (¢ est réduit & I'identité. En particulier, un mot
primitif de longueur2n est doncp?-primitif. Par contre, un mop?-primitif n’est pas
nécessairement primitif. Par exemple, le mbtabe estp?-primitif mais non primitif.

Définition 62. Un motw de longueuen est ditp? -symétriquesi staby(w) = (p*) ol
jln.

Par exemple, le mathcdabedabed estp*-symétrique. Remarquons que les mots pri-
mitifs de longueur2n sont p?"-symétriques puisqug®” = 1. Par exemple, le mot
abcabe estp®-symétrique ep?-primitif.

Proposition 51. Soitw = ajasas...as,. Alors, w estp?-symétrique si et seulement si
w=us olluy = aias...as; €tu estp?-primitif, o ™ désigne lan-ieme puissance par
concaténation du mat.

Définition 63. Soitw un motp? -symétrique de longuen. Laracine p?-primitive de

w est le motu tel queus = w.

Par exemple, la racing’-primitive dew = abcabcabcabe estabecabe et w est bien
pS-symétrique.

Proposition 52. Soitw un motp*-symétrique. Alorsyu € [w],, u estp?-symétrique.
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Démonstration.Si u = p*w, alors

staby(u) = p* staby(w) p= = p*(p¥)p~> = (p¥).
0

Proposition 53. Soientw un mot p?/-symétrique de longuelwn et v sa racinep?-
primitive. Alors,
[u]y = {v: 07 € [w]y}. (1.44)

En fait, pourw un motp? -symétrique de longue@n etw sa racine primitivep*w =
(p*u)7. Par exemplew = abcaabcaabea estp*-symétrique et sa racing-primitive
estu = abca. De plus,p?w = caabcaabcaab = (caab)® = (p?u)3.

Proposition 54. Soientw un mot p*-symétrique de longueun. Alors, w estp? -

symétrique.

Démonstration.En effet,
staby (1) = 7 staby(w) 771 =7 (p¥ )71 = (p¥).

O

Définition 64. Une classe?-diédrale est dite?/-symétrique si elle posséde un mot
p¥-symétrique.

Proposition 55. Une classe?-diédrale esp?-symétrique si et seulement si tous ses
mots sontp?-symétriques.

Définition 65. Une classe?-diédrale ou?-circulaire est dite>-primitive si elle pos-
séde un mop?-primitif.

Proposition 56. Soientw un mot p?/-symétrique de longuelwn et v sa racinep?-

primitive. Alors,
[ull = {v: vi € [[w]l2}. (1.45)
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En fait, pourw un motp?-symétrique de longuedn et u sa racinep?-primitive,
pPw = (p¥u)i et pPrw = (p¥ru)i. Par exemplew = acbaachaacba est pi-
symeétrique et sa racing-primitive estu = acba. De plus,7w = abcaabcaabca =

(abca)® = (Tu)?.

Définition 66. Soitw un mot de longeu2n. Le motw est dit(p*, 7)-symétriqueresp.

(ij’ pZT)'Symétriqu¢Si Stab27’(w) = <p2j7 T> (resp'StabQT(w) = <p2j7 p27->) etj|7l
Remarquons que les motg?, 7)-symétriques de longue@n, pour tout entier

j divisantn, sont exactement les mots palindromiques de longReuPar exemple,
abbaabba est(p*, 7)-symétrique tandis quidaabbaa est(p?, p?7)-symétrique.

Proposition 57. Un motw est(p?, 7)-symétrique si et seulementab est(p?, p*7)-
symeétrique.

Démonstration.Supposons que est(p?, 7)-symétrique. Alors,

1

staba. (w) = (0¥, 7) = staby. (pw) = p(p”, 7)p~" = (0¥, p7).

O

Définition 67. Soientn et des entiers tels qugn. Une classe?-diédrale de mots de
longueur2n est dite[p?, 7]-symétriquesi elle possede un mat tel questab,, (w) =

(p¥,1).

Définition 68. Soientn et j des entiers tels qugn. Une classe?-diédrale de mots de
longueur2n est dite]p?, p>7]-symétriquesi elle posséde un mattel questab,, (w) =
(0?7, p°7).

Définition 69. Soientn et j des entiers tels qugan. Une classe?-diédrale de mots
de longueuen est dite[p*’]-symétriquesi elle posséde un mat tel questab,, (w) =

(p™).

Par les propositions 23 et 48, la définition précédente stash une classification
des classeg?-diédrales par les classes de conjugaison des sous-groeip&s ) cor-
respondant a celles de leur stabilisateur. Bien qu'unesejasdiédrale[p*, 7|]-symé-
triqgue contienne forcément un mgt¥, 7)-symétrique, ce ne sont pas nécessairement
tous ses mots qui le sont. Par exemples= acbbca est(p?, 7)-symétrique tandis que
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le stabilisateur d@*w = caacbb sous I'action dep?, 1) est(p®, p'7). De la méme ma-
niere, il est possible qu'une clasg&diédrale[p?, p?7]-symétrique posssede un mot
qui ne soit pagp*, p*7)-symétrique. Par contre, 8i est un mot d’une classp®]-
symeétrique, alorstab,, (w) = (p¥) car (p*) est un sous-groupe normal ¢&, 7).

Définition 70. Un motw de longueuln est ditp*-gauchesi [w], # [w]s.

Définition 71. Une classe?-diédrale ¢, est ditep?-gauchesi il existew ¢ ¢ tel quew
estp?-gauche.

Proposition 58. Une classe?-diédrale¢ estp?-gauche ep*-symétrique si et seule-
ment si¢ est[p?]-symétrique.

Démonstration.

=) Soient¢ une classe?-diédralep?-gauche ep?-symétrique etv € £. Nous de-
vons montrer quetaby, (w) = (p?). Par définition[w], # [w]y etstaby(w) =
(p*). Or, staby(w) = stabs, (w) N (p?) = (p¥). Il ne reste donc qu’a montrer
qu'il n’existe pas d’élément de la form@&ir dansstab,, (w). Pour cela suppo-
sons le contrairey®r € staby, (w) alorsp?rw = w d’'oll Tw = p~?w. Il s'en-
suit I'égalité [w]y = [p~*w], = [w], qui est en contradiction avec I'hypothese
que¢ estp?-gauche.

<) Soit¢ une classg?-diédralep*]-symétrique. Il faut montrer queestp?-gauche
et p?-symétrique. Par définition dg il existew € £ tel questaby, (w) = (p*).
Donc, staby(w) = stabs, (w) N (p?) = (p*), d’'oll £ estp?-symétrique. Pour
montrer que estp?-gauche, supposons le contraire, c’est-a-dire[glie= [w]..
D’ou, il existei tel quep*w = 7w doncw = p~%7w. Il S’ensuit quep=%7 €
staby, (w) qui est contradiction avec I'nypothése quest[p?]-symétrique.

O

Définition 72. Soitw un mot de longueur paire. Le motet sa classg?-diédrale][w]],
sont ditsp?-palindromiquessi [w], = [w]..

Par exemplegbcchba et sa class@?-diédrale sonp?-palindromiques. Par contre, ce
ne sont pas tous les mot8-palindromiques qui sont palindromiques. Par exemple,
la classep®-diédrale debcddcbaa est{bcddcbaa, ddcbaabe, chaabedd, aabeddeb} qui
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est égale a la classe d@bcddch. La classep?-diédrale debeddcbaa est doncp?-
palindromique et ne contient aucun palindrome malgré que s&s mots soient-
palindromiques.

Proposition 59. Soit £ une classe?-diédrale. Alors¢ est p?-palindromique ep? -
symétrique si et seulement&est[p?, 7]-symétrique odp* | p?7]-symétrique.

Démonstration.

=) Soient¢ une classe?-diédrale,p?-palindromique ep?-symétrique etv € £.
Il faut montrer ques est[p*, T]-symétrique oup?, p*7]-symétrique. Par défi-
nition de¢, staby(w) = (p¥) et [w]y = [w],. Do, il existei tel quep*w =
rw doncw = p~%rw. Etant donné qué est p¥-symétrique staby, (w) =
(p¥, p~%7). Remarquons qu&w ou p"w fait partie def cari oui + 1 est pair.
Or, staby, (p'w) = (p¥, 1) etstaby, (p™w) = (p%, p*r). Donc,& est[p?, 7]-
symétrique oup? , p*7]-symétrique.
<) i) Soit¢ est une classg?-diédrale efp®, 7|-symétrique. Il faut montrer que,
pourw € &, staby(w) = (p¥) et [w]y = [w],. Par définition det, il
existew € & tel questab,, (w) = (p*, 7). Donc,¢ estp®-symétrique, car
staby(w) = staby, (w) N {p?) = (p*). De plus,w = 7w donclw]y = [w]s.
D’ou, £ estp?-palindromique.

ii) Soit ¢ est une classg?-diédrale et[p?, p*>r]-symétrique. Il faut montrer
que, pourw € &, staby(w) = (p*) et [w]y = [w],. Par définition de, il
existew € & tel questabs, (w) = (p%, p?7). Donc, & estp®-symétrique,
carstaby, (w) N (p?) = (p¥). De plus,p*rw = w d'oll p~*w = Tw. Par
conséquentuw], = [p~#w], = [1]y, doncé estp?-palindromique.

O

Notons que les notions de?, r]-symétrie et dgp*, p>7|-symétrie ne sont pas
mutuellement exclusives. Par exemple, le mot abcdeedcba est(p'?, 7)-symétrique
alors quep®w = dcbaabedee est(p!?, p?r)-symétrique. Donc, pour = abcedeedcba,

[w] est[p¥, T]-symétrique efp*, p*r]-symétrique. Plus généralement, ce n'est le cas
que si{p¥,7) et (p¥, p?7) sont conjugués. Donc a I'aide de la proposition 22, nous
obtenons la proposition suivante :



44

Proposition 60. Une classe?-diédralet est[p?, 7]-symétrique efp?, p?7]-symétrique
si et seulement gi estp?-palindromique ep*-symeétrique tel que est impair.

A l'aide de la proposition 50, il est possible de générallagproposition 57 aux
classesp® , 7]-symétriques efp?, p*7]-symétriques.

Proposition 61. Soit ¢ une classe?-diédrale[p?, T]-symétrique. Alorspé est une
classep?-diédrale[p?, p?7]-symétrique.

Par exemple, soitv = abccba alors w est (p®, 7)-symétrique,[[w]], est[p?, 7]-
symeétriquepw = becbaa est(p®, p?1)-symétrique ef[pw]], est[p?, p*7]-symétrique.
Notons que par la proposition 58w]]s = [[pw]]2.

Proposition 62. La racinep?-primitive d’'un mot(p*, 7)-symétrique (resp,p*, p>7)-
symétrique) estp?, 7)-symétrique (resp,p*, p>7)-symétrique).

1.3.8 Enumération des classes-diédrales

Rappelons que, pour une espece asymetrigiue >~ b, Y™ de sorteY’, A(B)
(voir def. 10) est I'alphabet composé g lettres de po_ide’)/m (pour tous lesn >
0). De plus, la série génératrice de I'espdéeest B(y) = > ., b,y™. En posant
Bi(y)=>",50 b%)ym, le coefficient)) correspond au nombre de mots de longueur
etde poidsY’;L surA(B).

Notation 73. Soit B =} ., b,Y™ une espece asymetrique. Notdhd (B, 2n, m),
le nombre de palindromes de longuéurde poidsy™ sur A(B).

Comme un palindrome de longueuen et de poids’™ est de la forme:u ol u est
un mot de longueur et de poids’ %,

Pal(B,2n,m) = b%‘). (1.46)

Notation 74. Soit B = ., b, Y™ une espece asymétrique. Notons 3, 2n, m),
le nombre de palindromesg-primitifs de longueu®n de poidsY™ sur.A(B).

Notation 75. Soit B = »_ .,b,Y™ une espece asymetrique. NotoWs3, 2n, m)
(resp.v(B,2n,m)), le nombre de classeg-diédrales efp®", 7]-symétriques (resp.
[p?", p*7]-symétriques) dont les mots sont de paid® et de longueugn sur.A(B).
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Notons qu’un mot de longue@n (p**, 7)-symétrique oup**, p>7)-symétrique est
p2-primitif et p?-palindromique étant donné qu’un mot primitif de longueurestp®"-
symétrique. Donc, une clasgé-diédrale[p®", 7]-symétrique oUp**, p*7]-symétrique
de mots de longuedn estp?-primitive et p*-palindromique. Etant donnée la proposi-
tion 61, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 63. Soit B =} -, b,,Y™ une espece asymetrique. Alors,
B(B,2n,m) = v(B,2n,m). (1.47)

Pour compter le nombre de clas$&s, 7]-symétriques, nous compterons le nombre
de palindromes dans de telles classes. Par exemplersibcdeedcba alors

[[w]]e = {abedeedcba, cdeedcbaab, eedcbaabed, debaabedee, baabedeedc}.

Donc, w est le seul palindrome déw]], qui est[p'?, 7]-symétrique. Par contre, il est
aussi possible que le nombre de palindromes dans une ¢}#8se]-symétrique de
mots de longueun soit égal a 2. Par exemple,si= abeddcba alors

[[u]]2 = {abcddcba, cddcbaab, debaabed, baabeddc}.

Donc,u et dcbaabed sont les palindromes déu]], qui est[p®, 7]-symétrique. En fait,
une classdp®”, 7]-symétrique de mots de longueii contient seulement un palin-
drome sin est impair et deux si est pair. Ceci sert a prouver la proposition suivante :

Proposition 64. Soit B =} ., b,,Y™ une espece asymetrique. Alors,
mo(B, 2n,m) = (x(n est pair) + 1)3(B, 2n, m). (1.48)

Démonstration.

Soit¢ une classe?-diédrale]p®”, 7]-symétrique de mots de longuelir. Alors, pour
n impair, il faut montrer qu’il N’y a qu’un seul palindrome?-primitif dans ¢ donc
{v € & : stabs.(v) = (1)} = 1. Par définition deg, il existew € ¢ tel que
staby, (w) = (p*,7) = (1) carp® = 1. La classé& estp*-palindromique don¢ =
[w]y = {p*w | 1 < s < n}. Le stabilisateur de*w est égal &% (1)p=2 = (p**7). Il
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faut donc trouver le nombre detel que(p**7) = (1) et1 < s < 4. Or, (p**7) = (1)
si et seulement sts = 0 mod n d’ou s est nécessairement égahecar n et 2 sont
premiers. Le motv est donc le seul palindrome de

De la méme maniere, pourpair, {s | (p*v) = (r) et 1 < s < j } est égal dJ, %}.
Ce qui implique que& posséde deux palindromes. O

Proposition 65. Soit B =} -, b,,Y™ une espece asymétrique. Alors,

Pal(B,2n,m) = by = Z(X(destpair)+I)B(B,Qd,%), (1.49)

d-k=n

1 n (d)
B2 = — b 1.50
BB, 2n,m) X(n est pair) 4+ 1 Z <d> 2% (1.50)

=n

Démonstration.Nous classons d’abord les palindromes selon la longueugudeniot
p?-primitif d’ou
Pal(B, 2n, m) Zﬂ'g
din

Par inversion de Mdbius, nous obtenons

dm

2(B,2n,m) Z,u )Pal(B,2d, —)

Il ne reste plus qu’a utiliser la formule de la proposition 64 O

Notation 76. Soit B = ), ., b, Y™ une espece asymétrique. Notonsi, 2n, m), le
nombre de classgg-circulairesp?-primitives de mots de longue@n et de poids’™
surA(B).

Mentionnons que les classeg-diédrales|p*"|-symétriques correspondent aux
classeg?-diédralesp?-gauches?-primitives. En classant les mots de longuurde
poidsY™ selon la longueur de leur racind-primitive, nous obtenons la proposition
suivante :

Proposition 66. Soit B = -, b,,Y™ une espéce asymetrique. Alors,

b = 3 dre(B, 24, %) (1.51)

d-k=n
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et

No(B.2n,m) = = k)Y 1.52

(B, 2n,m) nde:nu<>F (1.52)

Notation 77. Soit B = ) ., b,Y™ une espéce asymétrique. NotengB, 2n, m),
le nombre de classeé-diédréles{p%]-symétriques de mots de longueuret de poids
Y™ surA(B).
Notation 78. Soit B = ) ., b,Y"™ une espéce asymétrique. Notdig B, 2n, m),
le nombre de classeé’-diéd}aIeSpQ-palindromiques ep?-primitives de longueun
de poidsY™ sur. A(B).

Proposition 67. Soit B = -, b,,Y™ une espece asymetrique. Alors,
II5(B,2n,m) = (x(n est pair) + 1)3(B, 2n, m). (1.53)

Démonstration.Par les propositions 59 et 60, pourimpair, les classeg?-diédrales
p*-palindromiques ep?-primitives de mots de longue@rn correspondent aux classes
p*-diédralesp®", ]-symétriques. Donc, pour impair, [1y(B, 2n,m) = (B, 2n,m).
De la méme maniére, pour pair, les classes?-diédralesp?-palindromiques ep?-
primitives de mots de longue@n correspondent aux classgé-diédrales|p*, 7]-
symétriques efp®", p>7]-symétriques. Donc, pour pair,

IIy(B, 2n,m) = B(B,2n,m) + v(B, 2n,m) = 26(B, 2n,m)

par la proposition 63. O

Proposition 68. Soit B =} -, b,,Y™ une espece asymétrique. Alors,
Xao(B,2n,m) = 209(B, 2n,m) + Iy(B, 2n, m), (1.54)

et
B,?2 ~TIy(B,2
oo(B, 2n,m) = Ao(B, 2n, m) 5 (B, 2n,m) (1.55)

Démonstration.Par définition, une classé-diédralep?-primitive ¢ est celle d’'un mot
w p*-primitif tel que & = [[w]]s = [w]z U T[w]e. Selon qudw]s, = 7[w], ou [w]y #
T[w]s, € est associable a une ou deux claggesirculairesp?-primitives. Or,[[w]], est
p*-palindromique sfw], = 7[w] et p?>-gauche sinon. O
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1.3.9 Formule d’addition de P)i¢(X,Y, Z)

Théoreme 69(Ducharme,2005)Soit B une espéce asymetrique dont le développe-
ment moléculaire est donné par

BY)=Y bnY™
m>0
Alors,
PYC(X,B(Y),Z) = Y Y 0a(B,2j,m)Cy(XY"Z) (1.56)
- j=nm>0

+ Y S BB, 2),2m)PYE(X, (X 2) T Y™, Z)

i-j=n m>0
j est impair

+ Y S B(B,2),2m)PE(X, 2(XZ)'T Y™, X)

ij=n_  m>0
Jj est pair

+ 3 N 8(B,2).2m) P2, X(XZ) Y™, Z),

j=n m>0
Jj est pair

ou3(B,2n,m) etoy (B, 2n, m) sont respectivement donnés par les formules (1.50) et
(1.55).

Démonstration.

Premiérement, nous associons bijectivement chaque tyg&ieeX, B, Z)-struc-
tures a une classé-diédrale de mots de longue sur. A(B). A partir d’'un type de
B-structures distingué, il est possible de donner une @iiemtau type dé’yi°(X, B, 7)-
structures auquel il appartient. En effet, nous n'avonsxdiioisir I'orientation fai-
sant en sorte que l'aréte de softeincidente au type dés-structures distingué lui
soit sortante. Inversement, & un mot sdifB), il est possible d’associer le type de
PYi¢(X| B, Z)-structures en supposant que I'aréte entre les deux presnigttres du
mot soit de sorteZ. Ceci est illustré par la figure 1.12 pour un typellg’(X, B, Z)-
structures. L'ensemble des mots obtenus a partir d'un tegeid (X, B, Z)-structures
forme bien une classe?-diédrale. Par exemple, dans la figure 1.12, pour le met
Y2Y3Y4Ysyey1 dey,, NOUs avons quew est le mot dey; et p*w est le mot dey,. Pour
w un mot deb un type deB-structures distingué;w est le mot du type adjacentbta
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par une aréte de sort€. De plus,p?w est le mot du troisiéme type dg-structures
selon 'ordre induit par le pointage énCe qui nous permet de conclure que les types
de PY¢(X, B, Z)-structures sont en bijection avec les classediédrales surd(B).
Remarquons que pour un choix d’'un mot de la classe d’'un typ&ié X, B, 7)-
structures, il est possible de définir I'actiondet p? sur les types dé-structures ou

7 est 'axe de symétrie passant au milieu du mot et donc auss kEnpremiére et la
derniére lettre tandis qu& est une rotation dénﬁ.

Y1 Ys

Y2 s <> Y2 Ys Y+ Y5 Ys Y1

Ys Ya

Figure 1.12 — Un type d&P°(X, B, Z)-structures distingué en urg-structure

Deuxiémement, siv est le plus petit mot associécaun type dePyi(X, B, 7), et
¢ est[p?]-symétrique, ol - j = n, alors il est possible de donner une orientation
a ¢ pour quew soit lu dans le bon sens. De pluspeut-étre divisé selon la racine
primitive u de w. Ainsi, siu est de poidsn, £ est isomorphe en tant qu’espece a une
Ci(X7Y™Z7) (en ajoutant & I'aréte de sorteX le suivant). Ceci est illustré pour un
type dePY¢(X, B, Z) par la figure 1.13.

Troisi€mement, pouy impair, oUi - j = n, Si w est le mot(p*, 7)-symétrique
et de poidsY™ associé & un type dePY(X, B, Z), alors le stabilisateur dé par
rapport aw est(p?, 7). De plus, il est toujours possible de diviseselon la racine
primitive u = vv dew. Les axes des symétrigdi‘v (1 < ¢ < j) passent au milieu
d’'un motwu ou entre deux mots en coupant, selon le cas, une aréte de sortel de
sorteX. Il est donc possible d’effectuer une divisionglen secteurs de contemtou
v selon une orientation donnée geEtant donné que ces secteurs sont délimités par
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Figure 1.13 — Isomorphisme entre un typeldé°(X, B, Z)-structuresp®>-gauchep?-

m

symétrique de poids™ etCy(XY 1 7)

une aréte de sort& et une de sort&, nous pouvons donner une orientation a chaque
secteur allant de I'aréte de sork a celle de sorteZ. Muni d’'une telle orientation,

le contenu d’un secteur est Chaque secteur posséde forcémgnt 1 arétes, donc

(j — 1)/2 arétes de sort& et Z. Nous en concluons donc ggesst isomorphe en tant

j—1

quespéce &X°(X, (X Z)=2 Y2, 7). Ceci estillustré par la figure 1.14 pour un type

1)

de Ph¢(X, B, Z)-structures.

Y3 Y3
b e v
Ys Ys Vil
-
Ys Ys %%K
Y Y Yo W
Z Y1 Y1 2 Ys Y3

Figure 1.14 — Isomorphisme entre un type @&ic(X, B, Z)-structures [p®, 7]-

m

symétrique de poid¥™ et P(X, X ZY %, Z)

Quatriemement, pouf pair, oui - j = n, Siw, le plus petit mot de poid¥™ as-
socié a, un type dePYi¢(X, B, Z), est(p¥, T)-symétrique, alors le stabilisateur de
¢ par rapport aw est{p?, 7). Il nous est toujours possible d’effectuer une division
de ¢ par secteurs. Par contre, ces secteurs sont délimités paragétes de sortd’.
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Il est néanmoins possible de donner une orientation auwsedéefacon a ce que son
contenuv soit miniminal. En fait, sk, est la racine dev alorsu = vv. Notons que
cette orientation des secteurs différencie les aréteswngteupes : celles pointées par
I'orientation des secteurs et celles qui ne le sont pas. Dg phaque secteur possede
j — 1 arétes donj/2 de sorteZ et (j — 2)/2 de sorteX car les secteurs sont délimités
par deux arétes de sord& Nous en concluons donc ggest isomorphe en tant qu’es-

péce arPyic(X, Z(XZ)% 2, X). Ceci est illustré par la figure 1.14 pour un type de
PPic(X, B, Z)-structures.

( M

Y,

¥

st

Ut

W
Y,

Y1 Wi

st At
W V&

(S /

Figure 1.15 — Isomorphisme entre un type @&i°(X, B, Z)-structures[p*, 7]-
symétrique de poids™ et PP(X, ZY s , X)

Finalement, pouy pair, oui-j = n, Siw, le plus petit mot et de poids™ de la classe
p*-diédrale def, un type deP(X, B, Z), est(p¥, p*r)-symétrique alors le stabilisa-
teur de¢ par rapport av est{p*, p>r). Remarquons qu&X,Y, Z) = p~1£(Z,Y, X)
OUE(X, Z,Y) est 'espéce associée au typet p~1¢(X, Y, Z) celle associée au type
de la classe~'¢. La remarque précédente est vraie pour une classiéédrale quel-
conque. Ceci est illustré par la figure 1.16 pour la classe duymyysy1ysys. NOUus
pouvons donc en conclure ggest isomorphe en tant qu’espéce a
Phe(Z, X(XZ)'Z Y%, 7).

L]

Corollaire 70. Soit B une espece asymétrique dont le développement molécusaire e
donné par

BY)=) b,¥Y™

m>0
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Y1 Ys Y Y

Y2 Ys Ys Ye

Y3 Y4 A Ys

Figure 1.16 — Isomorphisme entre I'espé&c¢&’, Y, Z) du type d’isormorphié& et celle
dep'¢(X,Y, Z)

Alors,
PY(X,B(Y),Z) = Y BX°ZY™+ ) B Z°Ey(XY™) (1.57)
m>0 m>0
+ D BAZXY ")+ Y B X (Y™
m>0 m>0
+ ) BP(X, Y™ Z),
m>0
ou
1 3 1
L A CO N X ) BT o
1
B = B =0mn= 5(555) —bm),
B = b

Démonstration.ll suffit de calculer a I'aide du théoreme 69. Notons égaldanogie
PYe(X,Y,Z) = XZE,(Y) étantdonné qu'un&(X, Y, Z)-structure est I&-gone a
deux sommets de sorié et une aréte de sorf€ et une de sort&'.

[l

Les corollaires suivants sont obtenus par une substitappnopriée de I'équation
du corollaire 70 ou du théoreme 69. De plus, paur= 1, nous retrouvons un des
résultats de (Labelle, Lamathe et Leroux, 2003 ; Lamath&R00

Corollaire 71. Soit B une espece asymétrique dont le développement molécusdire e
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donné par
BY) =) bY™
m>0
Alors,
PP(X", B(X),X") = Y BLX"+ ) B X¥E(X™) (1.58)
m>n—+4 m>n
+ Z O Ba(X™) + ZﬁananﬂXm)
m>n—+4 m>/{
D PP X XY,
m>0
ou
1 3 1
B = Zbg)—zn—w - Zb(vi_)%;fﬂ + §b7’”*2§*2“
1
/67277, = —(bgi)_n — bmfn 5 )
2
1
ﬁs’n = §(b£5)_n_z - bmeH,)
1 e
ﬂfn = 5 (bfn)—f bm;é ),
B = by

Corollaire 72. Soit B une espece asymétrique dont le développement molécusaire e

donné par
BY) =) b,Y"™
m>0
Alors,
PY(X,B(Y)) = Y _BLXY™ 4+ B2E(XY™) (1.59)
m>0 m>0
+ Y BXENY™) + Y B PPUX, Y™,
m2>0 m>0
ou
1 3 1
L ] N i e
6m 4 4 2 + 2 1)
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2= b — b,
2
1
o= 0 —by)
Br = bn

Corollaire 73. Soit B une espece asymétrique dont le développement molécusdire e

donné par
=) b X™

m>0
Alors,
PYe(X"B(X)) = > BLX"+ ) BLE(X™) (1.60)
m>2n m>n
+ ) BXTE(XT) 4+ B PreX", XM,
m>0 m>0
ou
1 3 1
1 = - (4) - = —0m—2n
L e L
ﬂfn == bgyzl)_n - brnfn,
1
3 Z(p2 _ o
m 2(bm 67)7
L= b

Nous allons maintenant généraliser les résultats prét€denne espece& quel-
conque dont le développement moléculaire est connu, empadatrairement un ordre
total (<) sur les espéces moléculaires. Les preuves des résultafdétant cette sec-
tion sont omises puisqu’elles sont identiques a celles dasgmétrique.

Rappelons que, pour une espéée= ., by M, A(B) (voir def. 15) est I'al-
phabet composé dg, lettres de poids\/ (pour tous les\/ € M). En posantB’ =

MeM bSVI M, le coefﬂuentb” correspond au nombre de mots de longuget de
poidsM sur A(B).

Notation 79. Soit B = >, ., bas M une espece. Notorial(B, 2n, M), le nombre
de palindromes de longuein de poidsM sur A(B).
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Par la définition d’un palindrome de longuelt, on a
_ 3
Pal(B,2n, M) = bM%. (1.61)

Notation 80. Soit B = ), .\, bmM une espéce. Notons (B, 2n, M), le nombre de
palindromes?-primitifs de longueuen de poidsi sur A(B).

Notation 81. SoitB = ), ,.,, barM une espece. Noton§ B, 2n, M) (resp.y (5, 2n, M)),
le nombre de classgs-diédrales efp®", 7]-symétriques (respp®”, p*7]-symétriques)
dont les mots sont de poidg et de longueun sur A(B).

Proposition 74. Soit B = >_,,. ., buM une espéce. Alors,

Pal(B,2n, M) = biv’;)%: > (x(d est pair) + 1)3(B,2d, M+),  (1.62)
d-k=n

3(B,2n, M) = L T > k)b, . (1.63)

X (n est pair =

Notation 82. SoitB = } ., bm M une espéce. Notons (B, 2n, M), le nombre de
classeg?-circulairesp?-primitives de mots de longuear. et de poids\/ sur A(B).

Proposition 75. Soit B = >_,,. ., bn M une espéce. Alors,

b2 — d\o(B, 2d, M (1.64)
M
d-k=n
et .
Mo(B. 20, M) =~ > u(k;)bgédg. (1.65)
d-k=n

Notation 83. Soit B = } ., barM une espéce. Notons (B, 2n, M), le nombre de
classeg?-diédralegp**]-symétriques de mots de longueuret de poids\/ sur.A(B).

Notation 84. Soit B = ), bm M une espece. Notors, (5, 2n, M), le nombre
de classeg?-diédralesp?-palindromiques ep*-primitives de longueuen de poids)M
surA(B).

Proposition 76. Soit B = ), ., bas M une espéece asymeétrique. Alors,

II5(B,2n, M) = (x(n est pair) + 1)3(B, 2n, M). (1.66)
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Proposition 77. Soit B = >_,,. ., bu M une espéce. Alors,
Xo(B,2n, M) = 209(B,2n, M) + I15(B, 2n, M), (1.67)

et

)\2<B, 27L, M) — HQ(B, 2n, M)
5 :
Théoreme 78.Soit B une espéce dont le développement moléculaire est donné par

oo(B,2n, M) = (1.68)

MeM
Alors,
PY(X,B,Z) = > Y 03(B,2j, M)C{(XMZ) (1.69)
i-j=n MeM
+ > Y B(B.2j, MAPY(X, (XZ)'T M, Z)
ij=n  MeM

j est impair

+ Y Y B(B2j, MYPY(X, Z(XZ)'F M, X)
ij=n  MeM

j est pair

+ > S B(B2, MAPY(Z,X(XZ)' M, Z),
ij=n  MeM

Jj est pair

ou3(B,2n,m) etoy (B, 2n, m) sont respectivement donnés par les formules (1.63) et
(1.68).

Les mémes définitions et résultats s’appliquent directémerase’-pondéreé.

Théoreme 79.Soit B une espéces-pondérée dont le développement moléculaire est

donné par
> b, M
MpeM g
Alors,
PYC(X,B,Z) = Y Y 0B, 2j, M) (Ci(X'MZ’)), (1.70)

i-j=n MyeM



57

Y S B(B2) MA(PYE(X, (X 2)'F M, Z)),

ij=n  MpEMy

j est impair

> > B(B2j, MA(PR(X, Z(X Z)'F M, X))

j=n  MpeMyy

Jj est pair

+ N B(B2) MA(PYZ, X (X Z)'F M, Z)),.

ij=n  MpeMyy

Jj est pair

1.4 Théorémes de dissymétrie

On peut retrouver les résultats de cette section, entresguatans (Bergeron, Labelle
et Leroux, 1994).

Théoreme 80(Théoréme de dissymétrie pour les arbrésespéce des arbreq,, celle
des arbres distingués en un somnait, celle des arbres distingués en une aréte,
et celle des arbres distingués en un sommet et en une ariégteriteca ce dernieq)*,
satisfont a 'isomorphisme d’especes suivant :

a*+a - =a+a*.

Essentiellement, le pointage en un sommet (ou en une adtépaivalent a un
pointage du centre ou a I'extérieur du centre auquel cassiimgue également 'aréte
incidente (ou le sommet incident) le plus prés du centre.sDarcas des arbrek-
enrichis, le méme théoréme s’applique et on peut exprimaciwoiie des espéces poin-
tées en fonction d&.

Théoréme 81.Soit R une espéce de structures possédant au moins une struature su
I'ensemble vide, on a alors 'isomorphisme suivant :

X - R(Ag) + Ey(Ag) = Qg + A%,

ou S est la dérivée de?, As est I'espece des arborescenceenrichies et est
I'espéce des arbre3-enrichis.

Définition 85. On dira qu’un arbre est bicoloré s’il possede une 2-colongprropre.

Théoréme 82(Théoréme de dissymétrie pour les arbres bicolorés dofeldies sont
de méme couleur)L’'espéceB des arbres bicolorés dont les feuilles sont de la méme
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couleur satisfait a I'isomorphisme d’espéce suivant :
B*+ B°=B+ B*”°

ou les exposante, o et e—o représentent respectivement le pointage en un sommet de
la premiére couleur, le pointage en un sommet de la deuxiémleur et le pointage en
deux sommets adjacents.

De maniere similaire au cas des arbres, le centre d’'un ardwké dont les feuilles
sont de méme couleur est un sommet et, comme précédemmeaityage d’'un som-
met est fait sur le centre ou non auquel cas on peut égalensimgder le sommet
adjacent en direction du centre.



CHAPITRE I

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES ARBRES PLANS

Pour trouver le développement moléculaire des arbres pilasisffira de trouver
celui de trois especes d’arbres plans pointés. Pour ce fasaffira de trouver les
puissances d’'une espéce asymétrique et d’appliquer lesufes d’addition pour les
especes des cycles orientés de tdille 1, puis, d'utiliser un théoréme de dissymétrie
pour obtenir le développement moléculaire des arbres plandémarche demeure la
méme pour les arbres plans pondérés par la distributionegeside leurs sommets.
Les équations fonctionnelles décrivant les différentggeess d’arbres plans peuvent
étre retrouvées dans (Labelle et Leroux, 1996), la seulevation étant I'utilisation
des formules d’addition des cycles orientés pour trouvesldéveloppements molécu-
laires. Ces résultats ont fait I'objet d’un article (Duamay, Lamathe et Leroux, 2007).

2.1 Développement moléculaire des arbres plans

Définition 86. Un arbre plan est une classe d’homéomorphie d’arbres degpidn-
gés dans le plan. Nous noterons palfespece des arbres plans étiquetés en leur som-
mets.

Définition 87. Les espéce suivantes seront nécessaires pour décriredegpdes
arbres plans.
— X, I'espece des singletonisg,, des sommets) ;
— FEy, 'espéce des ensembles de taille deux ;
- L=73.,X" I'espéce des listes (ou ordres lineaires),otireprésente I'es-
péce des listes de longueur
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- C = >, Cn, I'espece des cycles (orientés), 6 est 'espece des cycles
(orientés) de taille.

Notons que les arbres plans sont en bijection avec les arb#eS)-enrichis puisque
I'orientation du plan induit une structure cyclique sur ssnmets voisins de chaque
sommet d’un arbre plan. De plus, comthest I'espece dérivée de I'espete- ', on
déduit du théoréme 81 la proposition suivante :

Proposition 83. L'especeq des arbres plans satisfait a I'isomorphisme d’especes sui-
vant :
A=X-(14+C)oAL+Co(AL) — A2, (2.1)

ou A; est I'espece des arborescendesnrichies qui est isomorphe a I'espéece des
arborescences ordonnées et ou les espEcés + C') o Ay, Co(AL) et A2 sont respec-
tivement isomorphes aux espéces des arbres plans pointéssemmet, en une aréte
et en un sommet d’'une aréte distinguée.

Il suffira donc de calculer les développements moléculalessespéceX - (1 +
C)o Ar, Cy(ApL) et A2 pour obtenir celui de I'espéce des arbres plans. De plus, il n
suffira que de connaitre les coefficients du développemeléaulaire des puissances
entiéres ded;. On obtient ces coefficients par inversion de Lagrange peigly est
asymeétrique.

Proposition 84. Le développement moléculaire de I'espeteest donné par

Ap(X) =) e X7, (2.2)

n>1

N 1 2 yO BN
ouc, = — (') désigne le2** nombre de Catalan. De plus, on a

E(2n—Fk—-1\_,
AQ(X):§E< o )X. (2.3)

En particulier, on a

AF(X)=AL(X) =X => ¢, X" (2.4)

n>2
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On conviendra que pour les résultats suivants- 0 sin n’est pas un entier naturel.
A l'aide des formules d’addition pout;,, on obtient les deux propositions suivantes.

Proposition 85. Le développement moléculaire de I'espé&&g A, ) est donné par

A1) = Y eaGo(X) + 3 Sy — 6y )X (2.5)

n>1 n>2

Dans le cas de la formule d’addition concernant 'esp@ceB) avecB = A,
AAp, k,n) désigne le nombre de mots de Lyndon de longueat de poidsX™ sur
I'alphabetA (A, ). Ces entiers satisfont la formule

ANAL k,n) ZN Jalll, (2.6)
dlk
ou
k) i Ak k(2n—k—1
= [X"|A](X) = — p ) pow k> n. (2.7)
n n —

Proposition 86. Le développement moléculaire de I'espéce(1+ C') o Ay, est donné
par

X-(14+C)oAr =X+ MX" YN "N XCu(X"), (2.8)
n>1 k>2 n>1
ou
A=Y MAL, j,n). (2.9)
j=1

En utilisant les propositions de cette section, on obtietlhéoreme suivant.

Théoréme 87.Le développement moléculaire de I'espécdes arbres plans est donné
par

Q=X+ X"+ B.Co(X") 4+ DD AXCe(X™), (2.10)
n>2 n>1 k>2 n>1
ou
1
Qn = )\n—l - §(Cn—1 + C%—1)7 (211)
ﬁn = Cy—1, (212)

A = D MALgin). (2.13)

j=1
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Notons que\,, est le nombre de mots de Lyndon de paldssur l'alphabet4(A;).

2.2 Développement moléculaire des arbres plans pondérésrpa
distribution des degrés de leurs sommets

Comme les poids des structures dans ce chapitre seront neunoet unitaires, on
notera papM au lieu de)M,, une espéce moléculaifg munie du poid%.

Notation 88. Soit la fonction de poids telle que

w: all] — Q[ry,r,.. ]

@ — U)(Oé),

(2.14)

ouQ [ry,79,...] est 'anneau des polyndmes en les variables,, . . ., & coefficients
dans le corps des nombres rationri@|g1[U] désigne I'ensemble des arbres plans sur
I'ensemble finil/ et ou le poids d’'un arbre plam est donné paw(a) = ri'r% ..., ol

i; représente le nombre de sommets de dggte I'arbre«. Notons pani,,, I'espece
des arbres plans pondérés par

On peut généraliser la définition d’arbieenrichi a des especes pondérées, le poids
d’'un arbre R-enrichi étant le produit des poids désstructures associées a chaque
sommet. Le théoreme de dissymétrie des arlitesnrichis reste alors inchangé par
rapport au cas non pondére.

Définition 89. On définit 'espéces pondérég par I'isomorphisme d’espéeces suivant :

Ce =3 Gy (2.15)

k>1

Par la définition det,,, on obtient la proposition suivante.

Proposition 88. L'espéceq,, des arbres plans pondérés par la fonction de poidst
isomorphe a I'espéce des arbfes+ C,)-enrichis ou, par abus de notatiog,= - 1,
I'espece moléculaire munie du poigspossédant une structure sur I'ensemble vide.

En utilisant le théoréme de dissymétrie des arlitemnrichis et la proposition pré-
cédente, on obtient le résultat suivant.

Proposition 89. L'espéecea,, des arbres plans pondérés par la fonction de paids
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satisfait a 'isomorphisme d’especes suivant :
Q=X (ro+Cp) o Ay + Co(A,) — A2 (2.16)

ouL, = ZT”“X " est la dérivee d€; et A, = Ay, estI'espece des arborescences
. n_ZO
L.-enrichies.

Notation 90. Soit D I'ensemble des vecteurs dont les composantes sont indieges
les entiers naturels non nuls,

D = {i= (i1,4s,i3,...) | i € N}. (2.17)
Pourn, j € N, définissons I'ensemble de distributiohs; par I'equation suivante :

Lorsquei € I,,, la distributioni corrrespond a celle d’'une arborescence. Pour
i € I, -, la distribution correspond a celle d'un arbre ou a une pdimeborescences.
Finalement, pour € I, ;, on a la distribution d’urk-uplet d’arborescences.

Notation 91. Notonsr! = 7{'722r% ... pour désigner le poids d’une structure dont la
distribution des degrés ekt Comme la distribution des degrés est un vecteur, pour
¢ € R, on notera pari le vecteur(ciy, cis, . . .) qui lui n’est pas nécessairemment une
distribution des degrés.

Les développements moléculaires des puissancels dent obtenus par inversion
de Lagrange.

Proposition 90. Soit k¥ > 1. Le développement moléculaire de I'espécek ) des
k-listes d’arborescencds.-enrichies est donné par

Ax) =33 afr'xn, (2.19)

TLZO ieln’k

aﬁffi)=5< " ) (2.20)

N \%1,29,...
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Rappelons quel(A,) est I'alphabet pondéré dont chaque lettre est pondéréenpar u
représentant de la classe d’isomorphie d’espéces moiésithu type ded,-structures
que cette lettre représente (voir la section 1.2.2). A éade la formule d’addition de
C}, on obtient le résultat suivant :

Proposition 91. Nous avons la formule d’addition suivante relative a I'esp€;. des
cycles (orientés) de longuedrk > 1 :

=33 Ak/dn, i) e Cy(X7), (2.21)

dlk n>01€l, 1 /q

oudi = (diy, dig, dig, . ..) etA(k/d,n, i) est le nombre de mots de Lyndon de longueur
k/d sur 'alphabetA(A,) de poidsriX". Ces nombres satisfont a la formule

Ak, n, 1) § () (j/.d, (2.22)
d’
d|k:

Q..\'-'

ou a( est donné par la formule (2.20). Rappelons que ces coefickamt nuls dans
le cas d'indices fractionnaires ou dans celuiiggi/,, ;.

En utilisant les propositions de cette section, on obtiethéoréme suivant.

Théoreme 92.Le développement moléculaire de I'espece des arbres ptardepes
par la distribution des degrés de leurs sommets est donné par

Qu(X) = DD ar’ X"+ BarPCy(XT)

n>2 i€ly o n>1 i€l, 1

+ Z Z Z Z A, 1) rprP X O (X, (2.23)

k>2 n>0 ¢>1i€l,,

ou
. 1
a,i = Y Akn—1i=6) - +a, ) (2.24)
k>1 272
ﬁn,i = Qi (225)

J; étant le vecteur infini dont tous les éléments sont nuls egdep'®™e qui vaut 1.



CHAPITRE 1l

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES
E-GONAUX EXTERPLANAIRES

Ce chapitre généralise certaines équations fonctiorsedid’article de Labelle, La-
mathe et Leroux (2003) qui portait sur les 2-arbres triagiges exterplans et exterpla-
naires. Pour trouver le développement moléculaire de desples 2-arbresgonaux
exterplanaires, on d’abord trouve d’abord celui de troifedentes especes de 2-arbres
pointés qui peuvent étre décrites a I'aide d’'une quatrieaegmnétrique, qui sera notée
A. Deux de ces espéces peuvent étre exprimées a l'aide d'wradicg fonctionnelle
n'impliquant que les espéces”, F,, PP°(X,Y) et A. Les développements molécu-
laires de ces deux espéces ne seront obtenus qu’en nhttiksaformules d’addition
de E, et PP°(X,Y). Par contre, 'espéce des 2-arbkegonaux exterplanaires pointés
en un polygone est décrite par le biais d’'une espéce quoNents devrons utiliser des
classes diédrales de mots associées aux types d’'isom@mqiniedéterminer 'espéce
moléculaire correspondant a chaque type. Ce procédé aktista celui de la formule
d’addition deP,, I'espéce des polygones de taillesauf qu’en plus du poids de cer-
tains mots primitifs et de certaines lettres de ceux-ci arpus allons définir comme
la hauteur d’un type dd-structures influera sur la nature de I'espéce moléculase-a
ciée au type de 2-arbrésgonaux exterplanaires pointés en un polygone. Apres avoir
obtenu les développements des trois especes pointéeHird stutiliser le théoréme
de dissymétrie des 2-arbrésgonaux pour obtenir le développement moléculaire des
2-arbresk-gonaux exterplanaires.
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3.1 Définition d’espéces orientées et pointées et théoréeme dissy-
métrie
Les2-arbresk-gonaux(k > 3) sont essentiellement les grapl2esonnexes consti-

tués dek-gones liés par certaines de leurs arétes de maniére atbntesPlus précisé-
ment, on a la définition suivante.

Définition 92. La classel des2-arbrest-gonaux § > 3) est définie de maniére récur-
sive comme étant la plus petite classe de graphes simples|tel

1. un graphe formé d’une aréte est un élément de
2. siun graph& = (5, A) satisfait aux conditions suivantes :
(a) G possede des sommets, nates .-, de degre,
(b) G possede des sommetsetz;_;, de degré au moins 2,
(c) x; etx; sont adjacents $i+ 1 = j mod &k, pouri =0, ..,k — 1,
(d) G —{zy, ..., zx_o} appartient &,
alors,G est dangl.

On obtient donc ur2-arbrek-gonal a partir d'un autre en ajoutant érgone ne
possédant qu’une seule aréte en commun avec le dernier.

Définition 93. Le graphek-gone-aréte d’ur2-arbret est le graphe dont les sommets
sont lesk-gones et les arétes deet dont chaque aréte indique I'incidence entre un
k-gone et une aréte deOn admettra qu’il est bicoloré en accordant une couleur aux
k-gones de et une autre aux arétes tle

Définition 94. Un 2-arbrek-gonal est diexterplanaires’il admet un plongement dans
le plan de telle sorte que tous ses sommets soient dans laxXerae (voir 'exemple
de la figure 3.1 pouk = 5).

Définition 95. Le degréd’'une aréte d’'urk-arbrek-gonal est le nombre de-gones
auxquels elle appartient.

Par définition, une aréte d'utrarbrek-gonal exterplanaire ne peut appartenir, au
plus, qu'a dewk-gones. D'ou, le degré d’une telle aréte est au plus

Notation 96. Notonsa, I'espece deg&-arbresk-gonaux étiquetés en leuksgones. De
la méme maniere, notoris,, 'espece deg-arbresk-gonaux exterplanaires étiquetes
en leursk-gones.
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Figure 3.1 — Ur-arbre exterplanaire pentagonal

Notation 97. Notons parA I'espéce def-arbresk-gonaux exterplanaires pointés en
une aréte externe orientée, c’est-a-dire une aréte de degi@s 1.

Proposition 93. L'especeA des2-arbresk-gonaux exterplanaires pointés en une aréte
externe orientée est caractérisée par I'isomorphismeédtes suivant :

A=1+ XA (3.1)

La figure 3.2 a) illustre ur-arbre pentagonal exterplanaire pointé en une aréte ex-
terne orientée.

L'équation de la proposition 93 est illustrée par la figur2 B) pour un cas impair
(k = 5) et c) pour un cas paik(= 6). Etant donné que l'aréte distinguée est orientée,
un ordre et une orientation peuvent étre définis sur lessatétes dé-gone possédant
I'aréte distinguée.

Proposition 94. Le développement moléculaire de I'espetest donné par

AX) =1+ H (”(k B 1)))(". (3.2)

n—1
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| EE
Sy

a) b) c)

Figure 3.2 — Des\-structures pouk = 5 etk = 6

De plus, sial’ = [X"]47(X) est le coefficient d&™ dansA’(X), on a

a<j>:£(n(k—1)+j—1)7 nj>1 (3.3)

n n n—1 -

etal) =1, > 0,4 = 0, pourn > 1.

Démonstration.Nous utilisons la formule d’inversion de Lagrange sur I'étijon A —
1= X((A—1)+1)*! pour obtenir la relation 3.3. L'équation 3.2 provient dienent
de I'équation3.3, en prenanj = 1. O

Théoréme 95(Théoreme de dissymétrie desarbresk-gonaux exterplanaires)’es-
peceq,, des 2-arbreg-gonaux exterplanaires satisfait a 'isomorphisme d’'espésui-
vant :
_ o
a, +asd =a,+ ay, (3.4)

ou les exposants, < et< représentent respectivement le pointage en une aréte, en un
k-gone et en urk-gone ayant une aréte distinguée.

Démonstration.A partir de la définition deg-arbresk-gonaux, on déduit que leurs
grapheg:-gone-aréte sont des arbres bicolorés dont les feuillésisda méme couleur,

celles-ci représentant les arétes de degré un dedeantsresk-gonaux. En appliquant le

théoreme de dissymétrie des arbres bicolorés dont lesgfegibnt de la méme couleur
sur les graphek-gone-aréte, on en déduit I'équation 3.4. O
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3.2 Classes diédrales de types dé-structures

Considérons 'alphabet composé des lettres ; de poidsX’ tel quel < i < a; ou
A=73,-0a,X". Nous associerons donc a chaque lettwe type ded-structures noté
A(a). Par abus de langage, on associera a une letteson typeA(a) les propriétés
invariantes sous le transport de structures des struaietdsa).

Définition 98. Soit la lettrea € A . La lettreinversedea, notéea, est la lettre associée
au type de structures obtenu en inversant I'orientatioradéte distinguée de.

Définition 99. Soitw = b,...b,, un mot surA. Le motmiroir dew, notéw, est le mot
bp...by.

Malgré le changement de définition du mot miroir, on définihooe précédemment
une action du groupe diédral d’'ordze sur les mots de longueuwrsur I'alphabetA.

Définition 100. Notonsy I'action du groupe diédreD,, = (p, 7) sur I'ensemble des
mots de longueur sur.A ou, pourw = byby...b,,

pw = bnblbgbg...bn_l

et

TW = W.

Définition 101. La classe circulaire d’'un mat € A, notée|w] est I'orbite dew de
I'action ¢ restreinte & p)

Définition 102. La classe diédrale d’'un mat € .4, notée[[w]| est I'orbite dew de
I'action ¢.

Remarquons encore qli@]] = [w] U [w].

Il est possible d’associer les classes diédrales de motsisaux types deag-
structures. En effet, a partir d'un mot d’une classe di@jrah construit le type. In-
versement, les mots obtenus par l'orientation d’une anétie-glone distingué forment
une classe diédrale. Ceci est illustré par la figure 3.3.

Définition 103. Un motw est palindromique sb = w.

Définition 104. Un motw est un dexterpalindrome s’il est la concaténation d’'urtedet
a, telle quea = a, et d’'un palindrome.
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c c

Figure 3.3 — Un type dag-structures et deux mots qui lui sont associés

Ainsi, le stabilisateur d’'un palindrome est de la forfpé 7) tandis que celui d’un
dexterpalindrome est de la fornjg’, p7).

Définition 105. Soit un motw. Ses classes diédrale et circulaire sont dit@éndro-
miquessi elles contiennent un palindrome.

Définition 106. Soit un motw. Ses classes diédrale et circulaire sont digerpalin-
dromiquessi elles contiennent un dexterpalindrome.

Définition 107. Une classe diédrale ou circulaire est dite primitive si etiatient un
mot primitif.

Définition 108. Soient deux arétesetb d’un 2-arbrek-gonal. L'aréte est diteopposée
aasi

1. les arétes eta font partie d’'un méme-goneP,

2. ladistance entre etb est®>2
ou la distance entre estb est la distance minimale entre un sommet.ag un deb.

Définition 109. Soient deux arétesetb d’'un 2-arbrek-gonal. L'aréteh est diteparal-
leleaa sib satisfait a une des conditions suivantes :

l.b=a
2. b est opposée @,
3. b estopposée a une aréte parallete a

Définition 110. Soita une aréte dé un2-arbrek-gonal. Définissonsé&chelleassociée
aa comme étant le sous-graphe didrmé desk-gones possédant au moins une aréte
parallele au.
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Définition 111. Définissons la longueur d’'une échelle comme étant le nombre d
gones lui appartenant.

Définition 112. La hauteur d’uned-structure est la longueur de I'échelle associée a
son aréte orientée.

Par exemple, la hauteur desstructures de la figure 3.4 est 4. De plus, la hauteur
d’'une A-structure otk est impair ne peut qu’étre 0 ou 1 étant donné qu’une aréte d’'un
tel 2-arbre n'a pas d’aréte opposée et que le degré de 'aréiaglige est inférieur a
2.

L'espéce quotieng_i> est I'espéce dont les structures sont les orbites de liacko
sur lesA-structures. Plus précisemment, I'actionsdgur uneA-structure lui associe la
structure obtenue en inversant I'orientation de cdt&ructure.

Notation 113. a(n, m) estle nombre de types (—ilj(;-structures isomorphes¥* Ey(X™).

Lafigure 3.4 illustre la bijection entre Ig%-structures et les arbrésgonaux pointés
en une aréte externe. Si I'orbite ne contient que des stegtsomorphes, alors le type
de cette structure est isomorphe, en tant qu’'espégg’a, (X ™) oun est la hauteur
desA-structures e 2™ leur poids.

Figure 3.4 — bijection entre un%-structure et un arbrg-gonal pointé en une aréte
externe
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3.3 Développement moléculaire des 2-arbrdsgonaux exterplanaires
ou k est impair

Théoreme 96.Soit k un entier impair. Lespecé, = @, (X) des2-arbresk-gonaux
exterplanaires pointés en une aréte satisfait a I'isomsnphd’espéces suivant :

a;(X) =1+ XEy (A7) + PPe(X, A™7). (3.5)

p

L'isomorphisme se décrit selon le degré de I'aréte pointés. figures 3.5 et 3.6
illustrent cet isomorphisme poér= 5.

(Y-

Figure 3.5 — Espéces de 2-arbres pentagonaux exterplamairgés en une aréte de

- =
o8 W

Figure 3.6 — Espéces de 2-arbres pentagonaux exterplamaingés en une aréte de
degré 2

En appliquant les formules d’addition pour les espéEeet PP°(X,Y) au théo-



73

reme précédent, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 97. Soit & un entier impair. Le développement moléculaire de I'espéce
a, = a,(X) des2-arbresk-gonaux exterplanaires pointés en une aréte est donné
par

a,(X) = 14> BLX"+ > B EX™) +Y BXEX"™) (3.6)

m>1 m2>1 m=>0
+ ) B XPENXT) + Y B PPN X,
m>1 m>0
ou
1 _ 3 (p— 1 (k= 1 - 1 (k2
By = a0 = SalD 4 Caln) 4 el - Sl
4 2 2 4 2 2
k—1
G = Ty -,
3 _ n5 )
/Gm_/@m - a'm Y
1 k—1
4 Look-1 _CF)

Théoreme 98.Soit & un entier impair. L’espéc&% = a%(X) des2-arbresk-gonaux
exterplanaires pointés en une aréte ditgone distingué satisfait a I'isomorphisme
d’espéces suivant :

A3 (X) = XEo(A'T) + X2Ey (A, (3.7)

C’est encore selon le degré de I'aréte pointée qu'il estiplesde déduire I'isomor-
phisme précédent. En appliquant la formule d’addition gmspéceF, au théoreme
précédent, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 99. Soit & un entier impair. Le développement moléculaire de I'espéce
a,% = ag(X ) des2-arbresk-gonaux exterplanaires pointés en une aréte d4gione
distingué est donné par

ay(X) = D BLX™+ 3 B2 XEy(X™) (3.8)

m>0 m>0
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m>0
ou
1 k-2 1 ey 1 gy 1 (21
B = g et~ gt~ geal
2 (5
/6m = 0am )
B3 = al

3.3.1 Enumération des classes diédrales sut pour k impair

Un palindrome de longueur impaire doit avoir une lettre @@atinvariante sous
I'action der. Ces lettres correspondent a celles dont le quotient plartype associé,
A(a), estisomorphe X" E,(X7) oun est la hauteur d’'ungl(a)-structure et est un
entier. Le nombrey(n, j) de telles lettres est donné par la proposition suivante étan
donnée qu’il sont en bijection avec Iesarbresk-gonaux exterplanaires pointés en une
aréte externe dont les types, en tant que sous-espécesmuntphes X" Fy(X7).

Proposition 100. Soientn = 1 ou 0 etj un entier naturel. Alors,

(*34)

a(n,j) = a? (3.9
Notation 114. Soitd un entier naturel. Notorial(d, n, m), le nombre de palindromes
de longueutr! et de poidsX™ tels que leur lettre centrale= a est de hauteut.

Notation 115. Soit d un entier naturel impair. Notonsal(d, n, m), le nombre de pa-
lindromes primitifs de longueut et de poidsX™ tels que leur lettre centrale= a est
de hauteur.

Notation 116. Soitd un entier naturel impair. Notongd, n, m), le nombre de classes
palindromiques primitives de longuedret de poidsX™ telles que leur lettre centrale
a = a est de hauteur.

Un palindromex de longueurd et de poidsX™ est uniquement déterminé par sa
lettre centrale: de hauteur et le mott composeé de sef-é}1 premieres lettres; = tat.
m—n—2j

Le poids de la lettre centrale étant de la forxig™%/, le poids det est doncX — 2
puisgu’il est le méme que celui deOn en déduit la proposition suivante.
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Proposition 101. Soitd etk des entiers impairs. Alors,

d—1
Pal(d,n,m) = Za(n,j)a(mfnzzj
>0 ’
_ jg:(ﬁn&;ﬁa(%%)
j 7712711_‘7
j=0

U

m—n

Notons gu’une classe diédrale, palindromique et primitigenots de longueur im-
paire ne contient qu’un seul palindrome primitif.

Proposition 102. Soitd impair. Alors,

Pal(d,n, m) Zpal

pal(d.n,m) = > pu(j)Pal(i,n, =),

ij=d

m(d,n,m) =Y plj)a;

i-j=d

Notation 117. Notons\(d, m), le nombres de classes circulaires primitives de mots de
longueurd et de poidsX™.

Remarquons qu’a chaque classe circulaicke mots de longueuks on associe la
classe circulaire primitive formée des racines primitides mots de: et que si ces
racines sont de longueuralors la cardinalité de est:.

Proposition 103. Soitd un entier. Alors,

0l = 37 ),

irj=d J
1 NG
m) == > pulj)al.
irj=d

Notation 118. Notonso(d, m), le nombre de classes diédrales, primitives et gauches
de mots de longueut et de poidsX™.
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Notation 119. Notonsw(d, m), le nombre de classes diédrales, primitives et palindro-
miques de mots de longuediet de poidsX™.

Proposition 104. Soitd un entier impair. Alors,

m(d,m) = Z 7(d,n,m).

n>0

Notons qu’une classe diédrale, gauche et primitive ne eohtjue deux classes
circulaires primitives tandis qu’une classe diédralemjtive et palindromique n’en
contient qu’une. Ce qui nous donne les formules suivantes.

Proposition 105. Soitd un entier impair. Alors,

Ad,m) = 20(d,m) + n(d, m),

o(d,m) = S(\(d,m) — 7(d,m)).
Théoréme 106.Soit k£ impair. Le développement moléculaire des 2-arbir@gonaux

exterplanaires pointés en érgone est donné par

1
al = 337N wlin,2m + n) X PYE(X", X™) (3.10)
n=0 m>01i-j=k
+> > o(im)XC(X™). (3.11)
m>04-j=k

Démonstration.Si la classe diédrale est gauche, on oriente le type de sgrtaglasse
circulaire ainsi obtenue contienne le plus petit mot. Onseive type selon la racine
primitive de ce mot pour obtenir un&C;(X™)-structure ol est la longueur de la
racine primitive et - j = k.

Si la classe diédrale est palindromique, elle contient img@me dont la racine
primitive est de la formeap ol a est une lettre gb est un mot. Le stabilisateur de ce
palindrome est la formé&y’, 7) ou est la longueur de sa racine primitiveietj = k.
Ainsi, le type possede des axes de symétrie passant pard@éyp-structure associé
a la lettrea et entre les multiplicités de la racine primitive. On oriehés secteurs
délimités par ces axes vers la lettreDonc, si le type de%-structures associé a
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est isomorphe &"E,(X?) et si le poids dg estX™, le type deq$-structure est
iIsomorphe éXPZ‘f;.iC(X“, X™). Ceci est illustré par la figure 3.7. O

Figure 3.7 — Un secteur d’'un type d@-structures

I suffit d’utiliser le théoréme de dissymétrie pour 2srbresk-gonaux exterpla-
naires et les développements moléculaires des esagcesl? etag pour obtenir celui
de 'espécel, puisquedt, = ., + A3 — as.
Théoréme 107.Soit & un entier impair. Le développement moléculaire de I'espéce
a, = a,(X) des2-arbresk-gonaux exterplanaires est donne par

a,(X) = 14+ BLX"+) B EX™) +) 8 XEX"
m>1 m>1 m>1
+ ) B XCE(X™) 4> B PYX, X

m>1 m>0

1
+ Z Z Z (i, n,2m + n) X PY°(X™, X™)
n=0 m>0 i-j=k
i<k
+30 D ol m)XC(X™), (3.12)

m>0 i-j=k
i<k
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ou
1 _ 1 _ k=1
B = olkym—1) = qais? = Jali) 4+ Sal%),
2 4
k=1
o= oAb —alz),
2
n = w(k,0,2m),
1 1 k—1
ho= wlk12m) = S (@) = a7 ),
2
65 — agn%l)

3.4 Développement moléculaire des 2-arbrdsgonaux exterplanaires
ou k est pair

Pourk impair, il est possible de donner une orientation par ragpane aréte distin-
guée aux autres arétes d’ksgone. En particulier, il est possible d’orienter une aggte
direction de son sommet le plus éloigné de I'aréte distieg@&ci est illustré pour un
pentagone par la figure 3.8 a). Or, pdupair et une aréte d’'un k-gone, I'aréte dont
la distance avee est(k — 2)/2 ne peut pas étre orientée de cette maniére. Il est donc
possible d’orientek — 2 arétes d’'unk-gone ayant une aréte distinguée tel qu'illustre,
pour un hexagone, par la figure 3.8 b). Cette orientation @atinduite a ur2-arbre
k-gonal ; voir la figure 3.8 c).

a) b) c)

Figure 3.8 — Orientation d’arétes par rapport a une arétmdise

Théoreme 108.Soit k£ un entier pair. Lespeca, = G, (X) des 2-arbreg-gonaux
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=

N
=
o
x
N
=
o

a) b) c) d)

Figure 3.9 — Sous-especes@gpointées en une aréte

exterplanaires pointés en une aréte satisfait a 'isomenpdd’especes suivant :

—1+Z{ |xmEa(a'3®) + PPe(xm, 45, (3.13)

Démonstration.Nous classons les structures selon le degré de I'arétagliste. L'aréte
distinguée de degré 0 est isomorphe a I'espéce 1. Pour les @& degré 1 ou 2, nous
sommons sur la longueur de I'échelle associée a l'arétmdigte. Si I'aréte distinguée
est au milieu de son échelle de longueur alors nous pouvons associer ces types de
structures a I'especBfic(X", A"%), ce qui est illustré par la figure 3.9 ¢). Quant a
la figure 3.9 b), elle représente le cas ou I'aréte distinguest pas au milieu de son
échelle. Dans ce cas-ci, pour une échelle de longugles types de structures obtenus
sont isomorphes A" E,(A™"2"). O

En appliquant les formules d’addition pour les espéEest PP°(X,Y) au théo-
reme précédent, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 109. Soitk un entier pair. Le développement moléculaire de I'esggge-
a, (X) des 2-arbres-gonaux exterplanaires pointés en une aréte est donné par

a,(X) = 1+ B X"+> BLE(X™) (3.14)

m>1 m>1

m>1n>1 m>1n>1

YD Al PR X,

m>0n>1
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ou

1 _ @W (%1 (n(k=2)) (n:52) } (2n(k—2))_§ (n(k—2)) 1 (nk52)
" [2 +; 2 ma )& 70T T qOmean 5 lmdn
B S -l

n>1 2

4 1 (n(k—2)) (n%)

m,n - §(am Am )’

= T,

Théoreme 110.Soit k£ un entier pair. L’espéc@% = a%(X) des 2-arbreg-gonaux
exterplanaires pointés en une aréte ditgone distingué satisfait a I'isomorphisme
d’espéces suivant :

kn—2n

Ay (X) =Y nX"Ey(A™T"). (3.15)

m>1

Démonstration.Nous classons encore les structures selon la longueurdellé as-

sociée a I'aréte distinguée. Cette fois-ci, pour une éelddllongueur, les structures
k—2 . . e .

obtenues sont des™ F, (A" = )-structures. Ce qui est illustré par la figure 3.9 a))

En appliquant la formules d’addition pour I'espéEe au théoreme précédent, on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 111. Soitk un entier pair. Le développement moléculaire de I’espié%et
a%(X ) des 2-arbreg-gonaux exterplanaires pointés en une aréte d4gone distin-
gué est donné par

<& m n m
A (X) =) B X"+ DD Fnn X Ba(X™), (3.16)
m>1 m>1n>1
ou
;2

B = mty Sl —dl ),

n>1

2= )

m,n
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3.4.1 Enumération des classes diédrales sut pour & pair

Les différences avec le cas étest impair se résument essentiellement dans le fait
gu’une A-structure peut posséder une hauteur supérieure a un et dofoprocéder a
I’énumération de classes diédrales primitives de longpaine. Rappelons quen, m)
est aussi le nombre de lettres ddel quea = a de hauteun et de poidsY™2™,

Proposition 112. Soitk etn des entiers naturels gt> 4 pair. Alors,

(n5%)

a(n,m) =am * . (3.17)

Par la proposition précédente et la définitionitlé(d, n, m), on a la proposition
suivante.

Proposition 113. Soientk > 4 un entier pair et/ un entier impair. Alors,

d—1
Pal(d,n,m) = Za(n,j)&m_z)

Notons gu’une classe diédrale, primitive et palindromidaenots de longueur im-
paire contient un seul palindrome primitif. On a alors lagorsition suivante.

Proposition 114. Soientk > 4 pair etd impair des entiers. Alors,

Pal(d,n, m) Zpal

pal(d,n,m) = Z w(j)Pal(i, n, m)

i-j=d J
k=2 -1
w(d,nm) = 37 p(j)ayi_ 7
i-j=d !

Notation 120. NotonsPal(d, m), le nombre de palindromes de longuédlet de poids
X,
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Notation 121. Notonspal(d, m), le nombre de palindromes primitifs de longudtet
de poidsX™.

Notons qu’une classe diédrale, primitive et palindromidaeenots de longueur paire
ne contient que deux palindromes primitifs. On en déduitdgpsition qui suit.

Proposition 115. Soitk > 4 un entier pair. Alors,

Pal(d,m) = > pal(i, ),
i-j=d J

. m

1, —

J

pal(d,m) = Y u(j)Pal(i, =),

ij=d
1 .m
1, —

m(d,m) = mi;qlﬂ(j)Pal( ; )-

Par la définition déal(d, m), on obtient le résultat suivant.

Proposition 116. Soitk > 4 etd > 1 des entiers o& est pair. Alors,

e si d est pair,
2

Pal(d, m) = (3.18)
ZPal(d, n,m) sid estimpair.

n>0

Notation 122. Soitd un entier naturel, pair et non nul. Séitl'ensemble des dexterpa-
lindromes de longueut et de poidsX™. SoitV I'ensemble des dexterpalindromes pri-
mitifs deU. Notonsdext(d, m), le cardinal dé/. Notonsi(d, m), le nombre de classes
dexterpalindromiques contenant un élémentd&oit U’ I'ensemble des dexterpalin-
dromes ddJ tels que leur premiére lettre est de hauteurNotonsDext(d, ny, m),

le cardinal del/’. Soit V' 'ensemble des dexterpalindromes primitifs dé Notons
dext(d,ny,m), le cardinal dé/”’. Notonsd(d, ny, m), le nombre de classes dexterpa-
lindromiques contenant un élémentide SoitU” 'ensemble des dexterpalindromes de
U’ tels que la lettre centrale de leur palindrome est de hautettotonsDext(d, ny, ns, m),
le cardinal deJ”. Soit V" 'ensemble des dexterpalindromes primitifs [d€é. Notons
dext(d, nq1, ny, m), le cardinal dé/”. Notonsj(d, ny, ns, m), le nombre de classes dex-
terpalindromiques contenant un élémentde
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Un dexterpalindrome de longuedret de poidsX™ est de la formewubu ou a et
b sont des lettres et est un mot de IongueLﬁg—Q. Sia est de hauteun, et de poids
X™+2 et sib est de hauteun, et de poidsX™2*%, le palindromeut est de poids
Xm-m—n2-2-2j On en déduit la proposition suivante.
Proposition 117. Soientk > 4 etd > 2 des entiers pairs. Soien{ etn, deux entiers
naturels. Alors,

Dext(d, ny,ng,m) = Z a(ny,i)a(ng, j)Pal(d — 2,m —ny — ng — 2i — 2j)
i.j>0
E—2\ (d—2

E=2y (k=2
= YT T,

Notons gu’une classe diédrale comptée @@t n, m, ¢) telle quen # m ne com-
porte qu’'un dexterpalindrome compté péixt(d, n, m, (), 'autre étant compté par
dext(d, m,n,¢). On en déduit la proposition suivante.

Proposition 118. Soitd pair etn > 0 etm > 0 des entiers différents. Alors,

4
Dext(d,n,m,l) = Z dext (i, n, m, =), (3.19)
ij=d J
. . 4
dext(d,n,m,?) = d(d,n,m,{)= Z w(7)Dext(i,m,n,=).  (3.20)
ij=d J
(3.21)

Par les définitions d®ext(d, n,m), a(n,:) et Pal(d,m), on obtient la premiére
équation de la proposition suivante, la deuxiéme étantoieten associant a chaque
dexterpalindrome sa racine primitive qui elle est aussi extatpalindrome et la troi-
séme en effectuant une inversion de Mdbius sur la deuxieme.

Proposition 119. Soitd un entier positif. Alors,

Dext(d,n,m) = Z a(n,i)Pal(d — 1,m —n — 2i), (3.22)
i>0
Dext(d,n,m) = Y dext(i,n, =), (3.23)
J
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dext(d,n,m) = Z,u(j)Dext(i,n,@,). (3.24)

Notons qu’une classe diédrale comptéedidr n, n, m) ne contient que deux dexter-
palindromes comptés pdext(d, n,n, m). De plus, les racines primitives de longueur
i tel quei - j = d des dexterpalindromes comptés paxt(d, n,n, m) sont comptés
par Dext(i, n,n, ?) si j est impair et parlext(i, n, ?) si j est pair. On en déduit la
proposition suivante.

Proposition 120. Soientk etd des entiers pairs. Saitun entier naturel. Alors,

Dext(d,n,n,m) = Z dext(i,n,n,@,)%— Zdext(i,n,@,), (3.25)
ij=d J ij=d J
‘ , m
dext(d,n,n,m) = Z u(y)(Dext(z,n,n,7) (3.26)
m
— ; dext(¢, n, E)),
1
d(d,n,n,m) = §dext(d,n,n,m). (3.27)

Comme les ensembles comptés§@r n,, ny, m) et pard(d, ny, ny, m) se confondent,
on obtient la proposition suivante.

Proposition 121. Soientk etd des entiers pairs non nuls. Alors,

5(d,m) =" > 6(d,ny,ny,m).

n1>0n2>n1

Notons qu’une classe diédrale primitive de mots de longumepaire est soit gauche
soit palindromique. Une classe diédrale primitive de mettothgueur paire est exclu-
sivement gauche, palindromique ou dexterpalindromiqueeplDs, seules les classes
diédrales gauches sont I'union de deux classes circuldgssutres n'en étant celle
que d’'une seule. On obtient la proposition suivante.

Proposition 122. Soitd un entier naturel non nul. Alors,

Ad,m) = 20(d,m) + 7(d, m) + x(d pair)d(d, m), (3.28)
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o(d, m) %(A(d, m) — 7(d, m) — x(d pair)3(d, m)). (3.29)

Théoreme 123.Soit i pair. Le développement moléculaire des 2-arlirg®naux ex-
terplanaires pointés en ungone est donné par

n>0 m>0 i-j=k
+3°N wi, 2n) X PRE(1, X7 1) (3.31)
n>0 i-j=k

1 pair

NS 66 Lom, 20+ L+ m) X PRE(X, X" X™) (3.32)

>0 m>€ n>0 ij=k

1 pair

+3 ) " oi,m)XCy(X™). (3.33)

Démonstration.

Si la classe diédrale est palindromique telle que la rachmaifive du plus petit
palindrome est de longueur impaire et donc de la fopme ou a est une lettre ep
est un mot, le stabilisateur de ce palindrome est la fofpher) ol est la longueur
de sa racine primitive &t- j = k. Ainsi, le type possede des axes de symétrie passant
par le type deA-structures associé a la letttieet entre les multiplicités de la racine
primitive. On oriente les secteurs délimités par ces axesladettrea. Donc, si le type
de <%-structures associéaest isomorphe X" E,(X9) et si le poids de estX™ 1,
le type deal?-structure est isomorphe)ész;C(X", X™). Ceci est illustré par la figure
3.10.

Si la classe diédrale est palindromique telle que la rachmaifive du plus petit
palindrome est de longueur paire, donc de la fopmeu p est un mot, le stabilisateur
de ce palindrome est la formg*, 7) ol 7 est la longueur de sa racine primitive et
i -j = k. Ainsi, le type possede des axes de symétrie passant entrauléplicités de
la racine primitive et entrg et p. On oriente les secteurs délimités par ces axes vers les
axes passant au milieu des racines primitives. Donc, siitksptep estX™, le type de
ag-structure est isomorpheXPy(1, X, 1).
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Figure 3.10 — Un secteur d'un type d@-structures

Si la classe diédrale est dexterpalindromique telle queadae primitive du plus
petit dexterpalindrome est de longueur paire, donc de ladapbp ou a etb sont des
lettres etp est un mot, le stabilisateur de ce dexterpalindrome est theree (o, 7p)
ou: est la longueur de sa racine primitiveietj = k. Ainsi, le type possede des axes
de symétrie passant par le typelestructures associé a la lettret par le type associé
aa. On oriente les secteurs délimités par ces axes vers la detibonc, si le type de
%-structures associémest isomorphe X™ E,(X4), le type associé hestisomorphe
aX"FE,(X°) etsile poids de estX™ ¢, le type deag-structures est isomorphe a
XPpie(Xm, Xm, Xm).

]

De nouveau, il suffit d’utiliser le théoréme de dissymétraiples 2-arbresk-
gonaux exterplanaires et les développements moléculdeeespeces,, a;? et a%
pour obtenir celui de I'espeag, puisquet, = A, + CLZ? — a%

Théoreme 124.Soitk un entier pair. Le développement moléculaire de I'espggce
a,(X) des 2-arbreg-gonaux exterplanaires est donné par

a,(X) = 1+ BX"+Y BLE(X™) (3.34)

m>1 m>1

+ DD BLXE(XT) Y S B X B (X)

m>1n>1 m>1n>1

DD O PO X,

m>0n>1



+ 3N N win2m+ )X PRE(XT, XM 1)

n>0 m>0 ij=k, i<k
i impair

+ > Y w20 X PR, X", 1)

n>0 ij=k, i<k
- 1 pair

+ ZZZ Z (i, 0,m, 2n + L+ m) X PYC(X", X", X™)

£>0 m>£ n>0 i-j=k, i<k

+ > ali,m)XC(X™),
m>0 ij=k
- 1<k

ou

g = o(k,m—1)—

m 2
n>1
1 on(k—2 3 (n(k—2 L k32
gt g~ gk
k=2
3 = =) a(ﬁ;ﬁ g
n>1 ’
3 o e n| (52
8 = 0(k,i,7,2m +1 + —L—Jamz )
’ ; ( J j) 2
i+j=n—1
4 _ }(a’(n(k—m) — a(nk%))
m,n g m Fl ’

m,n



CHAPITRE IV

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES
k-GONAUX EXTERPLANAIRES SANS SOMMETS DE DEGRE
SUPERIEUR A 3

Le principal intérét de cette classification est la reprég@n de molécules chi-
miques et particulierement de catafusenes. Généralelaghimistes font une classi-
fication de telles molécules par leur groupe d’isomorphsaneonjugaison prés dans le
groupe diédral. Ce qui nous amene a faire une distinctiae éeg symétries d’ordre 2
obtenues par réflexion et par rotation. Mentionnons quené&ramte sur les degrés des
sommets est équivalente a ne pas admettre deux arétesnitesidke degré au moins
2. Les différences les plus marquées avec le chapitre praté&eront les équations
fonctionnelles dans le cas duest impair et le fait qu’on ne considérera qu’un sous-
ensemble des classes diédrales de mots sur I'alphabet dapeze asymétrique. A
notre connaissance, 'énumération des 2-arbrgenaux exterplanaires sans sommets
de degré supérieur & 3 n'aurait été faite que poukles 8 (voir Brunvoll, Cyvin et
Cyvin, 1997).

4.1 Définitions et théoreme de dissymétrie

Notation 123. Notons pal, I'espece des 2-arbrésgonaux exterplanaires sans som-
mets de degré supérieur a 3 étiquetés en leygenes. Cette espéce correspond d’ailleurs
a celle des 2-arbrdsgonaux sans sommets de degré supérieur a 3.

Définition 124. La classetl des2-arbresk-gonaux § > 3) sans sommets de degré
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supérieur a 3 peut étre définie de maniere récursive comme@tzlus petite classe de
graphes simples telle que
1. un graphe formé d’une aréte est un élémentde
2. siun graph& = (5, A) satisfait aux conditions suivantes :
(a) G possede des sommets, nates x;._o, de degré,
(b) G posséede des sommeisetz;_,, de degré 2 ou 3,
(c) z; etz; sont adjacents $i+ 1 = j mod k, pouri =0, .., k — 1,
(d) G — {zy, ..., zx_o} appartient &,
alors,G est dangl.
Essentiellement, on obtient @rarbrek-gonal sans sommets de degré supérieur a
3 a partir d'un autre en ajoutant krgone ne possédant qu’une seule aréte en commun
avec cet autre-arbre dont les deux sommets sont de degré 1 ou 2. Le cas-o8iest
trivial au sens ou il N’y a que trois types de structures &éanné qu’un 2-abrg-gonal

possédant deux 3-gones ne posséde aucune aréte sans sdmdegeé 3. On a alors
la proposition suivante :

Proposition 125. L'especed, (X ) des 2-arbres triangulaires (i.e. 3-gonaux) sans som-
mets de degré supérieur a 3 satisfait a I'isomorphisme dtespsuivant :

a,(X)=1+X+ PY(X,1). (4.1)

Pour le cas ol = 4, tout 2-arbre 4-gonal sans sommets de degré supérieur a 3 se
limite & une échelle exterplanaire. En effet, pour touteebetexterplanaire de hauteur
supérieure a 2, seules les arétes a leurs extrémités posskdsx sommets de degré
inférieur a 3. Par contradiction, on obtient qu’un 2-arbigohal sans sommets de degré
supérieur a 3 et son échelle exterplainre de hauteur maxiseatonfondent car, sinon,
I'échelle ne serait pas maximale ou le 2-arbre possédemasbmmet de degré 4. Le
type d’'une échelle de hauteurest alors isomorpheXPfiC(X%, 1) sin estimpair
ou aPP¢(X2,1) sin est pair. On a donc la proposition suivante.

Proposition 126. L'especea, (X ) des 2-arbres quadrangulaires (i.e. 4-gonaux) sans
sommets de degré supérieur a 3 satisfait a 'isomorphisespdtces suivant :

@,(X) =) PPX" 1)+ Y XPPe(X"1). (4.2)

n>0 n>0
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Notation 125. Notons parA I'espece des 2-arbrédsgonaux exterplanaires sans som-
mets de degré supérieur a 3 distingués en une aréte exteenéeret telle que ses
sommets sont de degré inférieur a 3. C'est-a-dire que €avdentée et ses arétes in-
cidentes sont au plus de degré 1. Notons égalementl pdiespece des 2-arbrés
gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieustingaés en une aréte de
degré 1, orientée et telle que ses sommets sont de degréd2niiventA =1 + A,
car I'aréte de degré 0 est la seulestructure qui n’est pas uné, -structure.

Notation 126. Notons parc(m, n) le nombre de couplages de arétes de la chaine
orientée de longueurt.

Proposition 127. Soientm etn des entiers. Alors,

c(m,n) = <” 1= m) . 4.3)

m

Démonstration.A partir d’'une chaine orientée de longueus- 1 — m, on distingue
m arétes et on lui ajoute une a la suite de chaque aréte diseéngauf pour la der-
niére, pour ontenir un couplage em arétes d’'une chaine orientée de longueuet
inversement. O

Notation 127. Notons parB,,, I'espece des listes dé-structures de longueurtelles
gu’'aucuneA  -structure n’en précede une autre. Par conventionp&st pas un entier
naturel alorsB,,, = 0.

Par cette définition, on a la proposition suivante.
Proposition 128. Soitn un entier naturel. On a I'isomorphisme d’espéces suivant :

By = > c(m,n)AT. (4.4)

m>0

Proposition 129. L'espéceA ., des 2-arbreg-gonaux exterplanaires sans sommets de
degré supérieur a 3 distingués en une aréte de degré 1 garetrielle que ses sommets
sont de degré 2 est caractérisée par les isomorphismesdésspuivant :

Ay =XBy_gy =X > c(mk—3)A7 (4.5)

m>0
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Démonstration.L'orientation de I'aréte distinguée induit une orientatgur les arétes
du k-gone contenant I'aréte distinguée. Comme l'aréte distheget les deux autres
adjacentes a celle-ci sont de de@rées autres arétes sont soit des arétes de degué
des arétes de degpeéqui, ces dernieres, ne sont pas adjacentes entre elles eba qu
associe desl  -structures, ce qui constitue urik;,_s-structure. Ceci est illustré par la
figure 4.1. O

Figure 4.1 — L'especd en fonction deB;,_s)

Théoréme 130(Théoréeme de dissymétrie desarbresk-gonaux exterplanaires sans
sommets de degré supérieur a Bespeceq,, des 2-arbreg-gonaux exterplanaires
sans sommets de degré supérieur a 3 satisfait a I'isomaongld&speces suivant :

a; +al =a,+ay, (4.6)

ou les exposants, < et représentent respectivement le pointage en une aréte, en un
k-gone et en urk-gone ayant une aréte distinguée.

La preuve est la méme que pour karbresk-gonaux exterplanaires.

Nous utiliserons les mémes définitions qu’en section 3.2hdpitre 3 en ajoutant
une condition d’admissibilité pour obtenir une bijectiontre les classes diédrales ad-
missibles de mots de longuekret Iesag-structures. Pour le reste du chapitre, les
classes diédrales de mots seront considérées comme étatitlcges de mots sud
qui est I'alphabet dont chaque lettre représente un typé-sgeuctures et est pondérée
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par I'espece moléculaire asymétrique (c’est-a-direou n est le nombre dé-gones
des structures du type) a laquelle le type est isomorphe.

Définition 128. Un mot de longueuf, w = aga; - - - a,_1, €st ditadmissiblesi, pour

1 <i < /?—1,letype associé a la lettre est isomorphe a 1 ou le type associé a
la lettrea; 1 moq ¢ €St iSomorphe a 1. Autrement dit, un seul des deux typesi@ssic
deux lettres adjacentes peut étre un typeldestructures. Ou encore, au moins un des
types associés a deux lettres adjacentes est celui d’utee aré

On en déduit que les racines d’'un mot admissible sont des anlotéssibles et que
les mots d’une classe diédrale ou circulaire d’'un mot adbls$e sont aussi.

Définition 129. Une classe diédrale ou circulaire de mots sera afitmissiblesi elle
posséde un mot admissible.

4.2 Développement moléculaire des 2-arbrdsgonaux exterplanaires
sans sommets de degré supérieur a 3 guest impair

Notons que nous utiliserons la notation de I'esp&¢&(N, M) pour désigner les
espéces de 2-arbrésgonaux isomorphes & E» (M) si la symétrie d’ordre 2 est une
réflexion, ouN et M sont des espece moléculaire. Si la réflexion est une rotatioa
utiliserons la notation de I'esped€C, (M ). Pour ce faire, la version suivante de la
formule d’addition de I'espéc&“(X,Y) sera utilisée.

Proposition 131. Soit B une espece asymétrique dont le développement moléculaire
est donné par

B(X) =Y bX"

k>0

Alors,

PPU(X™ B(X)) = Y BuX™+ Y BnPye(1,X™) (4.7)

m>n m>n

+ YO+ 3Gk PR X

m>n m>0

+ ZﬁfnPfIC(Xn7Xm>7

m>0



93

ou
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ﬁm - 4bm—2n 4bm52n + 2b 2n ,
ﬁfn = %(bg)_n - b'rnfn,)

|G

1
gL = 5(55? —bm),

Nous aurons aussi besoin de définir la notion d’'un sommetsippaine aréte.

Définition 130. Un sommets est dit opposé & une aréie= (z,y) Si s,z ety font
partie dont mémeé-gone et la distance entseet chaque sommet deest(k — 1) /2.

Dans un 2-arbré&-gonal ouk est impair,n sommets sont oppposés a une aréte de
degrén. Rappelons que, dans le cas exterplanaire, le degré d’éteest au plus 2.

Définition 131. Soitk > 3 impair. Soitt un 2-arbrek-gonal. Soient:, b etc des arétes
det telles quen et b appartiennent chacun a érgone contenant. Alors, a etb sont

du méme co6té par rapporicasi le sommet de, dont la distance avecest minimale,
est le méme que celui dedont la distance avecest minimale.

Théoreme 132.Soitk > 7 un entier impair. L'espéce, = Q. (X) des 2-arbres
k-gonaux, exterplanaires, sans sommets de degré supéfeeir@ointés en une aréte
satisfait & I'isomorphisme d’espéces suivant :

- bic
a: = 1+P (X, B<¥>) + XA By Bis, (4.8)

p
+ PP (X Bpasy ) + P (1A XBjasy By
+ Oy (XAJFB(%)B(@)) +X2A+B<%>B:<”%>.

2

Démonstration.On classe legl, -strutures selon le degré de l'aréte distinguée et le
nombre d’arétes de degré 2 incidentes a un sommet oppodé diséhguée.

Si l'aréte distinguee est de degré O, I'espéce associée delleal, -struture est
isomorphe al. Si I'aréte distinguée est de degré 1 et que son sommet OO $e-
cident a aucune aréte de degré 2, alors I'espece de tgflestructures est isomorphe
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a ppie (X, B<ﬁ>>. Ceci est illustré par la figure 4.2 a). Si I'aréte distingede de
2
degré 1 et son sommet opposé est incident a une aréte dejégspece de telles
a,, -structures est isomorphe)éA+B<@> B<@>. Ceci est illustré par la figure 4.2 b).
2

2

-
=
SOCHPY :‘:

a) b) c)

Figure 4.2 — Sous-especes dg& isomorphes appie (X, B<u>) en a), a
2

XA+B<?>B<%> en b) et éX2A+B<%>B?%> en c)

SiI'aréte ditinguée est de degré 2 et que ses sommets opp®seést pas incidents a
une aréte de degré 2, I'espece de tallgsstructures est isomorphea'c (X, B<%>> .
Ceci estillustré par la figure 4.3 a). Si un seul des sommeissys a I'aréte distinguée
est incident a une aréte de degreé 2, I'espece de téalfestructures est isomorphe a
X2A+B<¥>B‘2% , ce qui est illustré par la figure 4.2 c¢). Si les deux sommep®op
sés a 'aréte distinguée sont, chacun, incident a une aeé&tegté 2 et si ces deux arétes
sont du méme coté par rapport a I'aréte distinguée, I'especellest, -structures est
isomorphe apPpi (1,XA+B<§>B<%>>. C’est ce qui est illustré par la figure 4.3
b). Par contre, si elles ne sont pas du méme cote, I'espeadle®d, -structures est
isomorphe &’y (XA+B<%>B<%>), ce qui estillustré par la figure 4.3 c).

]

De maniére similaire on obtient le théoréme suivant pouiagbres pentagonaux
(i.e 5-gonaux) exterplanaires sans sommets de degré supar8.
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)| e %@9‘%
S B @@ﬁﬁ

a) b) ©)

Figure 4.3 — Sous-especes dg&, isomorphes appic (X, B<@>) en a), a
2

Ppbic (1,XA+B<%>B<@>> en b) et &, (XA+B<¥>B<@>) en c)

2 2

Théoreme 133.L'especed, = G, (X) des 2-arbres pentagonaux (ilegonaux),
exterplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 etpeimune aréte satisfait a
I'isomorphisme d’espéces suivant :

a, = 1+P)(X,A)+XAA (4.9)
+ PY(X, 1)+ PYe(1,XAY)
+ Oy (XAL) + XA,
En appliquant respectivement les formules d’additioCgede P et de PP aux
deux théorémes précédents, on obtient les corollairearsisiv

Corollaire 134. Soit £ > 7 un entier impair. Soient les coefficients définis par les
équations suivantes et nuls si un de leurs indices n’estipastier naturel :

Sodix = ()

m>0

S X" = (XAB(a By

m>0
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> X = (Brey)

m>0
SoaX" = (XAuBn B
;Ohfﬁ)){m - <X2A+B‘Z’¥>B<k27>>e.

On omettra I'exposant s'il est égal a 1. L'espéte = @, (X) des 2-arbre-gonaux,
exterplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 etpeimune aréte satisfait a

'isomorphisme d’espéces suivant :

a-

p

ou

m
m
m

m

= 14+ ALXT Y BRRYL XY + Y B PYE(X, XM (4.10)

m>1 m>0 m>0
+ D B PYUXT X D B (X 4D BSPYX, X,
m>0 m>0 m>0

%(Cg)_l — C’”T’l) +d,, + %fﬁz - zf% + %fmT2 + g2 — gz + hm,
5= gn+ 50D~ ),

Crms

SUP = f2),

fm-

Corollaire 135. L'especea, = a,(X) des 2-arbres pentagonaux (iegonaux),

p

exterplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 etpeimune aréte satisfait a
'isomorphisme d’espéces suivant :

a, = 1+2X°+> BLX"+) B P, X™) (4.11)
m>3 m>2

Y BB X)) B Ca (X + PPO(X 1)

m>0 m>2
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ou
3 1
ﬁ,ln = 56&)_1 + ag)_2 — Q-1 — Q-2 — 5&111771 —am-2,
B = By =x(m > 2)apm1,
B = an.

Théoréme 136.Soit £ > 7 un entier impair. L’espécel,? = a%(X) des2-arbres
k-gonaux, exterplanaires, sans sommets de degré supéfeeir@ointés en une aréte
d’'un k-gone distingué satisfait a I'isomorphisme d’espécesasuiv

ad(x) = PpYe (X, Blis )+XA+B<%>B<;€ sy + PP <X2,Bz%>>

2 2

')
+ X2A+B<%>BZ’,€,S> +X2A+B<%>B<@>. (4.12)

Démonstration.On classe Ieﬂ%—structures selon le degré de I'aréte distinguée et le
nombre d’arétes de degré 2 incidentes a un sommet opposéeaistinguée. Si le
degré de I'aréte distinguée est 1, I'espéce de tel%structures est isomorphe a celle
desa,, -structures dont I'aréte distinguée est de degre 1.

Si I'aréte distinguée est de degré 2 et si les sommets oppessEant pas incidents a

une aréte de degré 2, I'espéce de tedlésstructures estisomorphe®' (X, B?M>) :
ce qui est illustré par la figure 4.4 a). Si le sommet appante@ank-gone non c;istin-
gué et opposé a I'aréte distinguée est le seul sommet oppedié&i et incident a une
aréte de degreé 2, I'espéce de teﬂéfsstructures est isomorphe)ﬁ?AJrB(%) Bz’kgs :
Ceci est illustré par la figure 4.4 b). Si le sommet apparteaan-gone distingué et
opposé a I'aréte distinguée est incident a une aréte de 8etjespéce de telleag-
structures est isomorphe)é23<k_3>3<%>B<%>, donc aXAiB<¥>B<%>, car
A, = XBy_s). Ce qui estillustré par la figure 4.4 c).

O

De maniére similaire, on obtient le théoréme suivant.

Théoreme 137. L’espéce&% = a%(X) des 2-arbres pentagonaux (iZegonaux),
exterplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 paniés aréte d’un pentagone
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S @@"‘@@”‘%
ERCINTe S SR

a) b) c)

Figure 4.4 — Espéces isomorpheB& (X, B%Q>) en a), éX2A+B<u>Bi<”ﬂ> en
b) et aXA%_B<u>B<@> en C)

2

distingué satisfait a 'isomorphisme d’especes suivant :
a3 = PY(X,A)+ XA A+ PP(X2 1)+ X?A, + XA2.  (4.13)

En appliquant la formules d’addition debc aux deux théorémes précédents, on
obtient les corollaires suivants.
Corollaire 138. Soit £ > 7 un entier impair. Soient les coefficients définis par les
équations suivantes et nuls si un de leurs indices n’estmpastier naturel :

S nxm = (Buy)

m>0
l
> dIX™ = (XA4Bu sy Bprsy)
2 X" = (Bussy)
SN = (XA B Bas)

m>0
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Z h%)Xm — <X2A+BZ’;C25>B<M>>Z,

2
m>0

DLAPAT = (XALBn Ba))

m>0

On omettra I'exposant s’il est égal a 1. L’espél:% = a%(X) des 2-arbreg-gonaux,
exterplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 eépemtine aréte d’'urtgone
distingué satisfait a I'isomorphisme d’espéces suivant :

Ay = 1+ BLX" 4+ Y BRPY(X, X™) + Y A PY(X, X™) (4.14)

m>1 m>0 m>0
ou
1 L @ L@ (2) :
ﬁm = i(cm—lcmTfl) + dm + i(fm—Z - f%) + hm + i,
ﬁyzn = Cm,
B = .

Corollaire 139. L’espéceag = a,?(X) des 2-arbres pentagonaux (begonaux), ex-
terplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 et painiég aréte d'un pentagone
distingué satisfait a I'isomorphisme d’espéces suivant :

Ay = 2X2+ > BLXT 4> BRP(X, X + PY(XE 1), (4.15)

m>3 m>0
ou
1
1 2
m 5(501571)_1 — CLm;l) - 3am—1 + (m—2,

m
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4.2.1 Enumération des classes diédrales admissibles sdr pour
k > 5 impair

Notation 132. NotonsPal(d, n, m), le nombre de palindromes admissibles de longueur
d impaire et de poid(™ tels que leur lettre centrale sont de hauteur

Notons que la seule lettre de hauteur O est de poids 1. De ghupalindrome
admissible de longueudrimpaire et de poidX ™ tel que sa lettre centrale est de hauteur
0 est décrit par un type dlé<%>-structures de poidX %, car ces premiére et derniére
lettres doivent étre aussi des arétes de degré 0. On a doraplasition suivante.

Proposition 140. Soitd > 3 impair. Alors,

Pal(1,0,m) = [X™]1, (4.16)
Pal(d,0,m) = [XZ] B<%>. (4.17)

Notons que le seul mot admissible de longueur 1 posséde tirede hauteu®.
La lettre centraler de hauteur 1 d’un palindrome est définie par un typeB(%IgY

2
structures cati = a, donc les arétes adjacentes au sommet oppposé a |'aréhe dést
sont de degré 1. De plus, si le palindrome est de longderr 5 impair, il est donc
défini par un type deB<@>B<@>-structures puisque la premiére lettre, la derniere
2 2

et celles adjacentes a la lettre centrale doivent étre deetnaQ. Ce qui implique la
proposition suivante.

Proposition 141. Soitk, d > 5 impairs. Alors,

Pal(1,1,m) = 0, (4.18)
Pal(3,1,m) = [X*} Byisy, (4.19)
Pal(d,1,m) = [X’”—} BiisyBlas). (4.20)

Notation 133. Notonspal(d, n, m), le nombre de palindromes primitifs admissibles de
longueurd impaire et de poid(™ tels que la hauteur de leur lettre centralerest

Notation 134. Notons=(d,n, m), le nombre de classes diédrales primitives, admis-
sibles et plaindromiques possédant un palindrome primdihissible de longueut
impaire et de poidX ™ tel que la hauteur de sa lettre centralerest
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Les racines primitives de longueides palindromes comptés gatl(d, n, m) sont
comptés papal(i,n,m/j) oui - j = d. Ainsi, on obtient la premiére équation de la
propoposition suivante, la deuxieme étant obtenue parsive de Mdbius. La troi-
sieme est obtenue par le fait qu’une classe diédrale, palimdue et primitive de mots
de longueur impaire ne posséde qu’un seul palindrome.

Proposition 142. Soitd impair. Alors,

Pal(d,n,m) = Z pal(i,n, ?), (4.21)
i-j=d

pal(d,n,m) = Z w(g)Pal(i,n, ?), (4.22)
i-j=d

mw(d,n,m) = pal(d,n,m)= Z w(y)Pal(i,n, %) (4.23)

ij=d

Notation 135. NotonsMa(d, m), le nombre de mots admissibles de longuéet de
poids.X™.

Le seul mot admissible de longuelest I'aréte de degré 0. Les mots admissibles de
longueurd > 2 commencant par la lettre associée a I'aréte de degré 0 stijeetion
avec les types d8,;_1y-structures, les mots admissibles de longuksg terminant par
la lettre associé a une aréte de degré 0 le sont aussi. Lesdmissibles de longuedr
commencant et se terminant ainsi le sont avec les typés de,-structures. On a donc
la proposition suivante.

Proposition 143. Soitd > 2 un entier. Alors,

Ma(l,m) = [X™]1, (4.24)
Ma(d,m) = [Xm] (QB(d—U_B(d—z))- (4.25)

Notation 136. Notons\(d, m), le nombre de classes circulaires primitives de mots
admissibles de longuedret de poidsX™.

A chaque classe circulairede cardinalité de mots de longueut et de poidsX™
on peut associer la classe circulaire des racines primitles mots de qui, elles, sont
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de longueur et de poidsX5 oui - j = d. Ce qui donne la premiére équation de la
proposition suivante, la deuxiéme étant obtenue par imwede Mobius.

Proposition 144. Soitd un entier strictement positif. Alors,

Ma(d,m) = Zi)\(i,%), (4.26)
ij=d

Ndom) = 53 pG)Ma(i, ). (4.27)
ij=d

Notation 137. Notonsco(d, m), le de nombre classes diédrales, gauches et primitives
de mots admissibles de longuelet de poidsX ™.

Comme chaque classe diédrale, palindromique et primistdwnion d’'une seule
classe circulaire primitive tandis que chaque classe diédgauche et primitve est
I'union de deux classes circulaires primitives, on obtiergsultat suivant.

Proposition 145. Soitd impair. Alors,

A(d,m) = 20(d, m) + pal(d, m), (4.28)

A(d, m) —2pal<d, m) (4.29)

o(d,m) =

Comme les especes isomorphes aux typa(slﬁdetructures associés aux différentes
classes diérales demeurent les mémes que celles du thétdérda chapitre 3, on a le
théoreme suivant.

Théoréme 146.Soit k£ impair. Le développement moléculaire des 2-arbirgonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3 paintés eyone est donné par

1
as = > > w(i,n2m+n)XPY(X", X™) (4.30)
n=0 m>01i-j=k
+) 0D ol m)XCyX™). (4.31)
m>0i-j=k

Notons queX PP¢(X™, X™) = PPi¢(X™+1 X™), On obtient les deux théoremes
suivants en appliquant le théoreme de dissymétrie.
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Théoreme 147.Soit £ > 7 un entier impair. Soient les coefficients définis par les
équations suivantes et nuls si un de leurs indices n’estipastier naturel :

SN = (Bay)

m2>0
V4
DX = (XABpn b))
V4
DX = (XL By B )

On omettra I'exposant s'il est égale a 1. L'espéige= a,,(X) des 2-arbreg-gonaux,
exterplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 isaisfsomorphisme d’'es-
péces suivant :

a, = 1+Z > ) wlin,2m+ )X PYO(X", X (4.32)

n= Om>OZJ k

I (X™)

m>0 i ];élk
J
DB XT Y BB X™)
m>3 m>2
Y BRI X Y A B X
m>1 m>2
m>2 m>0

ou

1 :
ﬂrln = U(k7m_1>_1fr(:)2 _fm2+ f;2+g(2)_g%_lm7

1
= O =gt 5l — fop),
g’l = W(k7072m)7

1

fn:fm-
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Théoreme 148.L'espécea,, = ,(X) des 2-arbres pentagonaux (isegonaux), ex-
terplanaires, sans sommets de degré supérieur a 3 satisfaitmorphisme d’espéces
suivant :

a, = 1+Y BLX"+Y BP(LX™)+ > BLP(X,X™), (4.33)

m>4 m>2 m>1

+ > BRCa(X™) + PYe(X, 1) + X PRe(1,1),
m>2
ou
9 3 1 9 1

gL = aﬁn)_Q + gm-1— §afn)_1 — 202 — g0msl — Gmes,
ﬁrzn = ﬁfn = Um—1,
ﬁgz = Qm.

4.3 Développement moléculaire des 2-arbrdsgonaux exterplanaires
sans sommets de degré supérieur a 3 guest pair

Théoreme 149.Soit £ > 6 un entier pair. Lespece, = G, (X) des 2-arbred:-
gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieuiréesmn une aréte satisfait
a I'isomorphisme d’espéces suivant :

a;(X) = 14 PP (X Bl )+Z{ ]wa (X" By 2;72;>)(4.34)

n>2

bic X" n—1
v 2h (3" B )
La preuve est similaire a celle des 2-arbkegonaux exterplanaires pointés en une
aréte, al'exception que les structures de chaque coéte-deses appartenant al'échelle
de I'aréte distinguée sont définies selon les degrés de sesadites paralleles a I'aréte
distinguée. Si les deux arétes sont de degré 1, ces strsnstumedesB<%>-structures.
Si une des deux est de degré 2, ces structures sorB@%% -structures puisque les
arétes du-gone adjacentes a celles de degré 2 doivent étre de degemiée, si les
deux sont de degré 2, ces structures serontB{gystructures. Rappelons qlﬁg]
représente le nombre de positions de I'aréte distingués siam échelle de hauteur
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sans que celle-ci soit située en son centre. La figure 4 &ndudeux sous-espéces de
a,, -structures.

a) b)
Figure 4.5 - Especes isomorphes &) (X,B<ﬁ>) en a) et a

pie <X3733M>B<k26>) en b)

En utilisant les formules d’addition pout'® et PP et le théoréme précedent, on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 150. Soitk > 6 un entier pair. Soient les coefficients définis par les équa-
tions suivantes et nuls si un de leurs indices n’est pas ueraraturel :

S Hoxm = (Bsy)

m>0

l
0) m 2 n—2
S afxm = (FioyBisy)

m>0
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> g X" = (B<%>BZ;_16>>Z.

2
m>0

On omettra I'exposant supérieur s’il est égal a 1. L'esgége= @, (X ) des 2-arbres-
gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieuiré&sgn une aréte satisfait
a I'isomorphisme d’espéces suivant :

a,(X) = 1+Y BLX"+> BCX™) (4.35)

m>2 m>1

DD B BT XT) Y Y B PUOXT X,

n>0 m>0 n>1 m>0
ou
glo— 10@ g+ Zl m G -~
m 2 m—1 e 219 n;m—n n; Mt
n>2
1 @ 3 @ 1
+ Z Zgn;m—Zn - ign;mffn + ign;m%%u

n>1

1
gho= > i(g,(f}n_n — Gpymen ),

1 n
3. = x(n=0)- (Z i(ggfgl_e - g&m?g)> +x(n=1) by +x(n>2)- M i
>1
L@
+ x(n22)- 50955, —952),
ﬁi;m = Y9n;m-

Théoréme 151.Soit £ > 6 un entier pair. L’espécel,? = a%(X) des 2-arbreg-
gonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieuriat&spen une aréte d’'un
k-gone distingué satisfait & I'isomorphisme d’espécesasuiv

a¥(X) = pbe <X, B<%>) +) nppe (X", Bf%@@i >) : (4.36)
n>2

La preuve est similaire a celle des 2-arbregonaux exterplanaires sans sommets de
degré supérieur a 3 pointés en une aréte éxgone distingué. Rappelons gueompte
le nombre de positions possibles d’un polygone distingugeeson aréte distinguée
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dans son échelle de longueur
En utilisant la formule d’addition pouPy et le théoréme précedent, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 152. Soitk > 6 un entier pair. Soient les coefficients définis par les équa-
tions suivantes et nuls si un de leurs indices n’est pas uerargturel :

S xm = (Bp)

m2>0

S = (Byri)

2
m>0

On omettra I'exposant s’il est égal a 1. L’espé];% = ag(X ) des 2-arbreg-gonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3 pantgeearéte d'urk-gone
distingué satisfait a I'isomorphisme d’espéces suivant :

=D B XY Y B PY(X X (4.37)

m>2 n>0 m>0

ou

1
/6;1 = i(bg) —brn 1 +Z nm n_dn;u)7

n>2

4.3.1 Enumération des classes diédrales admissibles sdr pour
k > 6 pair

La méme formule d&al(d, 0, m) demeure valide poukr pair oud est impair. No-
tons que le seul mot admissible de longueur 1 posséde urtedethauteLm La lettre
centralea de hauteum d’'un palindrome est définie par un type @&, L B<%>-
structures cati = a, les arétes adjacentes aux arétes paralleles al’ areimguilée étant
donc de degré 1 sauf celles incidentes a la derniére de lléape peuvent étre de de-
gré 2. De plus, si le palindrome est de longuéur 5 impaire il est donc défini par un
type desz 6>B< >B<d a5 -structures puisque la premiére lettre, la derniere e¢sell

2

adjacentes ala Iettre centrale doivent étre de hauteur Quidmplique la proposition
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suivante.

Proposition 153. Soitd > 5 impair,n > 1 etk > 6 pair. Alors,

Pal(1,n,m) = 0, (4.38)
Pal(3,n,m) = [ 7”2"}3’1% Bis, (4.39)
Pal(d,n,m) = [ : }B”k oy Brass) Blasy. (4.40)

Les formules donnantal(d, n, m) etw(d, n, m) demeurent valides pourpair.

Notation 138. NotonsPal(d, m) le nombre de palindromes admissibles de longdeur
et de poidsX™.

En classant les palindromes de longueur impaire par la hadeeleur lettre cen-
trale, on a la proposition suivante.

Proposition 154. Soitd impair. Alors,

Pal(d, m) ZPal d,mn,m) (4.41)

n>0

Un palindrome admissible de longuetlipaire et de poidsX™ est de la forme:u
tel queu est un mot de longueul/2 et de poidsX =z . Comme la premiére et la derniére
lettre deu doivent étre des arétes de degré 0, un tel palindrome est définin type
deB<%>-structures sil > 4 ou est constitué de deux arétes de degré=si2. On a
donc la proposition suivante.

Proposition 155. Soitd > 4 pair,n > 1. Alors,

Pal(2,m) = [X™
Pal(d,m) = [X

—

1, (4.42)
| Blasy. (4.43)

3

Notation 139. Notonspal(d, m), le nombre de palindromes primitifs admissibles de
longueurd et de poidsX™.

Notation 140. Notonsr(d, m), le nombre de classes diédrales, palindromiques, admis-
sibles et primitives de mots de longuelet de poidsX™.

A chaque palindrome de longuedy on peut lui associer sa racine primitive de
longueur: qui est un palindrome primitif pour obtenir la premiére éiuade la pro-
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position suivante. La seconde est obtenue par inversiondaud. La troisieme I'est
par le fait qu'une classe diédrale primitive de longuéwontientl + x(d est pair)
palindromes primitifs. On a donc la proposition suivante.

Proposition 156. Soitd un entier naturel non nul. Alors,

Pal(d,m) = Zpal (4.44)
i-j=d

pal(d,m) = Zu(j)Pal(zy?), (4.45)
i-j=d

w(d,m) — ! pal(d, m). (4.46)

1 + x(d est pair)

Notation 141. NotonsDext(d, ny, n2, m), le nombre de dexterpalindromes admissibles
de longueutl paire et de poidX ™ tels que leur premiere lettre est de hauteuet que
la lettre centrale de leur palindrome est de hautgur

Si la premiere lettre d’un dexterpalindrome admissibledeshauteur O alors son
palindrome n’est pas admissible puisque sa premiéere etrsgoelettre peuvent avoir
une hauteur supérieure a 1. Par contre, si la premiére éstree hauteut;, > 0 alors
son palindrome est admissible. Ce qui donne la propositivaste.

Proposition 157. Soientd; > 2,d, > 4,ds > 6 etk > 6 des entiers pairs. Soient
n; > 1, ne > 1 des eniers. Alors,

Dext(d;,0,0,m) = [X?] Bjaay, (4.47)

Dext (2,0, ng,m) = Dext(Z,ng,O,m):[ ”2]3"2—1 By, (4.48)
2

(%3°)
Dext(ds, 0,n9,m) = [Xm2n2]B<dg2_4>BZi__61

2

) Piest)

= DeXt(dg, Nna, 0, m), (449)
Dext(2,n1,n9,m) = 0, (4.50)
Dext (4, n1, ng,m) = [ S "2} Bl By, (4.51)
Dext(ds, 1, s, m) = [ e } BBl ay B, (4.52)

Notation 142. Notonsdext(d, ny, n2, m), le nombre de dexterpalindromes primitifs
admissibles de longueut paire et de poidsY{™ tels que leur premiére lettre est de
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hauteum, et que la lettre centrale de leur palindrome est de hautgur

Notation 143. Notonsd(d, ny,n2, m), le nombre de classes diédrales, primitives, ad-
missibles et dexterpalindromiques contenant un dexteqgrame de longueuf paire

et de poidsX™ tels que sa premiére lettre est de hauteuet que la lettre centrale de
son palindrome est de hauteuy.

Comme un dexterpalindrome dont la premiére lettrest differente de la lettre
centraleb de son palindrome, oa # b, ne peut étre qu’une puissance impaire d’'un
palindrome dont la premiére lettre esét dont la lettre centrale de son palindrome est
b, on obtient la premiére équation de la proposition suivdrdedeuxieme est obtenue
par inversion de Mobius et par le fait qu’'une classe comp®eifl, ni,ny, m) ne
contient qu’un seul dexterpalindrome compté gatt(d, ny, ny, m).

Proposition 158. Soientd pair etn; > 0 etny, > 0 deux entiers différents. Alors,

Dext(d,ny,ng,m) = Z dext(i,nl,m,?), (4.53)

i-j=d
J impair

dext(d,ny,ng,m) = d(d,ny,ng,m) = Z ,u(j)Dext(i,nl,nQ,ﬁ).(4.54)
J

i-j=d
J impair

Notation 144. NotonsDext(d, n, m), le nombre de dexterpalindromes admissibles de
longueurd paire et de poidX™ tels que leurs premieres lettres sont de hauteur

Notation 145. Notonsdext(d, n, m), le nombre de dexterpalindromes primitifs admis-
sibles de longueut paire et de poidX ™ tels que leurs premieres lettres sont de hauteur

n.

Notation 146. Notonsd(d, n, m), le nombre de classes diédrales, primitives, dexterpa-
lindromiques et admissibles contenant un dexterpalindrdelongueut paire et de
poids X™ tel que sa premiere lettre est de hauteur

La proposition suivante peut étre obtenue par le fait quaqade palindrome ad-
missible de longueur impaire et de la formen ou a est sa lettre centrale on peut lui
associer le dexterpalindrome admissitie.

Proposition 159. Soitd impair. Alors,

Dext(d,n,m) = Pal(d,n, m). (4.55)
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La proposition est obtenue a partir des définition®det(d, n, m) etDext(d, ny, ny, m).
Proposition 160. Soitd pair. Alors,

Dext(d,n,m) = Y _ Dext(d,n, {,m). (4.56)

>0

La premiere équation de la proposition suivante peut étienole par le fait que les
racines primitives des dexterpalindromes comptédpat(d, n, m) de longueut sont
comptées pabext(d, n, %) ou: - j = k. La deuxiéme I'est par inversion Mdbius.

Proposition 161. Soitd un entier positif. Alors,

Dext(d,n,m) = Zdext(i,n,?), (4.57)
i.j=d

dext(d,n,m) = Zu(j)Dext(i,n,?). (4.58)
i.j=d

Notons qu’une classe diédrale comptéedidr n, n, m) ne contient que deux dexter-
palindromes comptés pdext(d, n,n, m). De plus, les racines primitives de longueur
i tel que: - j = d des dexterpalindromes comptés pakt(d, n,n, m) sont comptés
par Dext(i, n,n, ?) si j est impair et parlext(i, n, ?) si j est pair. On en déduit la
proposition suivante.

Proposition 162. Soientk etd des entiers pairs. Saitun entier naturel. Alors,

Dext(d,n,n,m) = Z dext(i,n,n,@,)%— Zdext(i,m@,), (4.59)
ij=d J ij=d J
: , m
dext(d,n,n,m) = Z u(y)(Dext(z,n,n,7) (4.60)
m
- ; dext (¢, n, E)),
1
d(d,n,n,m) = §dext(d,n,n,m). (4.61)

Notation 147. Notonsé(d, m), le nombre de classes diédrales, primitives, dexterpa-
lindromiques et admissibles contenant un dexterpalindrdelongueut paire et de
poids.X™.
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Comme les ensembles comptés @@ ny, ny, m) et pard(d, ne, ny, m) sont confon-
dus, on obtient la proposition suivante.

Proposition 163. Soientk etd des entiers pairs non nuls. Alors,

o(d,m) = Z Z o(d,my,n9,m).

n1>0nz2>n

Les formules donnant les nombra&d, n, m) et Ma(d, m) demeurent les mémes
pour k pair ou impair. Par contre, celles impliquantd, m) different selon la parité
de k. Notons gu’une classe diédrale primitive de mots de longirapaire est soit
gauche soit palindromique. Une classe diédrale primitizeribts de longueur paire
est exclusivement gauche, palindromique ou dexterpalimdyue. De plus, seules les
classes diédrales gauches sont I'union de deux classetagies, les autres n’en étant
celle que d’'une seule. On obtient la proposition suivante.

Proposition 164. Soitd un entier naturel non nul. Alors,
Ad,m) = 20(d, m) + w(d, m) + x(d pair)d(d, m), (4.62)

o(d, m) = %(A(d, m) — 7(d, m) — x(d pair)3(d, m)). (4.63)

Comme les espéces isomorphes aux typeaﬁfstructures associées aux diffé-
rentes classes diédrales demeurent les mémes que celleapitre3, on a le théoréme
suivant.

Théoréme 165.Soitk > 6 pair. Le développement moléculaire des 2-arlirg®naux
exterplanaires pointés en érgone est donné par

as = > Y > wli,n2m+n)XP(X", X" 1) (4.64)
n20m20
+3 0N (i 2n) X PYE(1, X" 1)
n20 fook
+ Y DD 6, 4m, 2n 4 L+ m)X Pye(X, X, X™)
>0 m>€ n>0 Jp:k
+3 N ol m)XCyX™).

m>04-j=k
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En appliquant le théoreme de dissymétrie on obtient le tatstuivant.

Théoréme 166.Soit k£ > 6 un entier pair. Soient les coefficients définis par les équa-
tions suivantes et nuls si un de leurs indices n’est pas ueraraturel :

L
0) m 2 n—2
S = (BB )

m>0

o = (BB

m>0

On omettra I'exposant s'il est égal a 1. L'espéte= a,(X) des 2-arbreg-gonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3 satissmmorphisme d’especes
suivant :

a,(X) = 1+ > > wli,n,2m+n)XPP(X", X™ 1) (4.65)

n>0 m>0 ij=k

i impair

+ > 0> @i, 2m) X PY(1, X 1)

n>0 ij=k

i pair

i1

+ 3 38NN 66,6 mu 20+ €+ m) X PRE(XY, X X

£>0 m>£ n>0 ©j=k
i pair

J#L

+ Y0 o(i,m)XCy(X™)

m>0 ZJ k
S LSS LT
m>4 m>1
DD BhnPYXT X 4 Y B PP X,
n>0 m>0 n>1m2>0
ou
1
ﬁrln = km_1+z gnm 2n g()m2n+2gn
n>1
1 2
n>2

1
ﬂfn = Z 2(97(7,2277, n gn;m7”>7

2
n>1




114

e = X(n=0)- (Z %(gﬁ_e - gz;mTf)> +x(n=1)-7m(k,2m)

>1
1 (2) n
+ X0 22)- 598, = g53) = x(0 2 2) - | 3] duim
+ Z d(k,l,p,2m+n—1),
l+p=n—1
p>t

4 —
nym Inym.-



CHAPITRE V

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES
POLYGONAUX EXTERPLANAIRES

Nous procédons de maniere similaire au cas:ast pair dans le chapitre 3. Les
différences principales étant que ces 2-arbres exterptsnsont constitués de poly-
gones pouvant posséder des tailles différentes et querleguses seront étiquetées
en leur sommets. Cet étiquetage a été choisi puisqu’il estiturel pour une classe
de graphes, les 2-arbres polygonaux exterplanaires amdat aux graphes exterpla-
naires 2-connexes. De plus, I'étiquetage en des polygamesnait pas a lui seul suffi-
sant pour obtenir une espece de structures. Mentionnotenggat que cette classe de
2-arbres correspond a celle des partitions de polygonedgsadiagonales qui ne s’in-
terceptent pas. L'énumération des types d’'isomorphieltisteartitions a été effectuée
dans (Read, 1978).

5.1 Définitions

Un 2-arbre polygonal consiste en un graphe 2-connexe foenpédlygones liés par
certaines de leurs arétes de maniére arborescente. Ecupartiun 2-arbré:-gonal est
un 2-arbre polygonal.

Définition 148. La classel,,,; des2-arbres polygonaux peut étre définie de maniére
récursive comme étant la plus petite classe de graphesesirgile que

1. un graphe formé d’une aréte est un élemenigg

2. si, pour urk > 3, un graphe&= = (S, A) satisfait aux conditions suivantes :
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(a) G possede des sommets, nates ;. _», de degre,
(b) G possede des sommetsetz;_;, de degré au moins 2,
(c) z; etz; sont adjacents $i+ 1 = j mod k, pouri =0, .., k — 1,
(d) G —{z1,..., x4} appartient &,
alors,G est dansi .
On obtient donc ure-arbre polygonal a partir d’'un autre en ajoutant un polygone
ne possédant qu’une seule aréte en commun avec le dernier.
Définition 149. Un graphe est diéxterplanaires’il admet un plongement dans le plan
de telle sorte que tous ses sommets soient dans la faceextern
Notons que la classe desarbres polygonaux exterplanaires coincide avec celle des
graphes 2-connexes exterplanaires.

Notation 150. Notonsa@,,, 'espéce de structures desarbres polygonaux étiquetés
en leurs sommets. De la méme maniere, notopd’espece deg-arbres polygonaux
exterplanaires étiquetés en leurs sommets.

Notation 151. Notons parA, 'espéce deg-arbres exterplanaires pointés en une aréte
externe orientée dont le but est non étiquete.

Proposition 167. L'espéceA des2-arbres exterplanaires pointés en une aréte externe
orientée dont le but est non étiqueté est caractériséeipamiorphisme d’espéeces sui-
vant :

A=X+ Lsy(A). (5.2)

La proposition 167 est illustrée par la figure 5.1. Comme est asymétriqued
I'est aussi.
Notation 152. Soit ¢ un entier naturel. Notons pazrﬁf), les entiers tels quel© =
Y >0 a!?X™. On omettra 'exposant s'il est égal a 1. Par conventiof, = 0 sin
ou c_n’est pas un entier naturel.

Proposition 168. Soitc > 1 etn des entiers naturels non nuls. Alors,

0 sin<c
1 sin=-c
n

_Cc£<0) n—c—1 n+k—c _
Ll \ k1 k— i St~ c

(5.2)
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Démonstration.On peut ajouter un compteurde polygones a la sérié pour obtenir
la série

2A%(xz, 2)
Posons (B 2
+

Par inversion de Lagrange, paue> 1, on a

[ZF)(B + 2)¢ = [2M]A%(x, 2)
Lok cy/ l+ g
- ey (55

1— (tx
k+m—1
. k:l zlcz 2k+m
_ kz()t Z( - )@H)
m>0

— [k 1 Z Z Zkifn ~ < ) (k + ml— 1) <2k —l— m) fitd g 2hmee—j—i

i=1 m>0 j=0 J

RO

=1 m>0

Comme seul le coefficient d& dansA¢(z, z) n'a pas de facteur, pourn > ¢+ 1, on
a
(C) (n—c—l) (n—l—k—c) L
. z .
i k—1
A.

Notation 153. Notons%, 'espece deg-arbres exterplanaires pointés en une aréte
externe orientée dont le but et la source sont non étiqudtiiens également pa%{f
'espéces - A"~! pourn > 1.

[2"A%(x, 2) =

c.
zlkl

On obtient la formule 5.2 cat (X, 1) = O

Définition 154. Le graphe polygone-aréte d’@arbre polygonat est le graphe dont
les sommets sont les polygones et les arétegtidont chaque aréte indique I'incidence
entre un polygone et une aréte deOn admettra qu'il est bicoloré en accordant une
couleur aux polygones deet une autre aux arétes tle

Théoréme 169 Théoréme de dissymétrie pour les 2-arbres polygonaux@ateires)
L'especea,, des 2-arbres polygonaux exterplanaires satisfait a I'apimisme d'es-



118

- J

Figure 5.1 — Correspondance entre les listesiesructures de longueur et les A-
structures dont I'aréte orientée est celle diigone

péces suivant :
a; +ad=a,+ay, (5.3)

ou les exposants, < et représentent respectivement le pointage en une aréte, en un
polygone et en un polygone ayant une aréte distinguée.

Démonstration.A partir de la définition deg-arbres polygonaux, on déduit que leur
graphe polygone-aréte est un arbre bicoloré dont les ésuilbnt de la méme couleur,

celles-ci étant les arétes de degré ur2earbre polygonal. En appliquant le théoreme
de dissymétrie des arbres bicolorés dont les feuilles sea @dnéme couleur sur les

graphesk-gone-aréte, on en déduit le résultat. O

5.2 Développement moléculaire des 2-arbres polygonaux expla-
naires
Pour décrire les especes et a,?— en fonction deA et %, nous aurons besoin de la
notion de composition d’entier et de la hauteur d’une éelatlin 2-arbre.

Définition 155. Une composition d’un entier positif est une suite finién, ..., ny)
d’entiers strictement positifs tels qug + n, + ... + n, = n. Chaque entien; d’'une
compositior est appelé une part de

Notation 156. Notons par(n) le nombre de compositions @e un entier positif. Par
conventiong(n) = 0 sin n'est pas un entier positif.
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Pourn > 1, ¢(n) = 2"~L. En effet,c(1) = 1, la seule composition de 1 étant celle
d’'une part de taille 1. De plus, on peut obtenir les compms#tiden commencant par
1 en ajoutanti comme premiere part & une compositionde 1. Celles commencgant
par une part de taille supérieure a 1 sont obtenues en ajduada premiére part d’'une
composition dex — 1. Ainsi, pourn > 2, ¢(n) = 2¢(n — 1).

Définition 157. Un couple de compositions non vides suest un couple de composi-
tions dont chacune posséde au moins une part et dont la somtoatds les parts du
couple est.

Notation 158. Notons par? (n) le nombre de couples de compositions non vides sur

n.

Proposition 170. Soitn un entier strictement positif. Alors,
P (n) = (n—1)c(n —2)

Démonstration.Soit f la surjection entre les couples de compositions non vides su
et les compositions de — 1 définie par I'équation suivante :

fl((ng,.co;ny), (Mg, o)) = (N, oo, ny—1, my +nysr — 1, njga, . ).

Lafibre d’'une compositiofvy, ..., ny) étant{ ((n4, ..., n;+1—-d), (d, nj+1,....,n;)) | 1 <
Jj <ketl<d<n,;},celle-ci est de cardinalit¢ — 1, ce qui implique le résultat pré-
cédent. O

Définition 159. La hauteur d’'une échelle d’'un 2-arbre associée a une arégt le
nombre d’arétes de I'échelle non parallélesdivisé par 2.

La hauteur est bien un entier puisque chakpg®ne de I'échelle, pouk pair, contri-
bue pour(k — 2)/2 et (k — 1)/2 pourk impair.

Théoreme 171.L'especed, = a, (X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires poin-
tés en une aréte distinguée satisfait a 'isomorphismeédess suivant :

a,(X) = ExX)
+3 " c(n)(X Ey(A") + Ep(X A™))

n>1
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ﬂ An
+Z 2)(X2E2( )+ Ea(XA)
n>1
+> e(n)(PY(1L, A", X) + PY(X, %,X)) (5.4)

n>1

Démonstration.Nous caracterisons I'especg; selon le degré de I'aréte distinguée,
la hauteur de son échelle et le types de polygone constitear@xtrémités de cette
derniére. Si l'aréte distinguée est de degré 0, alors l@spét isomorphe B, (X).

Si le degré de l'aréte distinguée est 1, alors, I'aréte mijstée se trouve a la base
de son échelle de hauteur> 1. Les polygones de I'échelle déterminent une com-
position den. Pour chaque telle composition de 'espece des 2-arbres polygonaux
exterplanaires munis d’'une telle échelle se terminant pgralygone de taille impaire
est isomorphe & E»(A™). Tandis que celles dont une telle échelle se termine par un
polygone de taille paire est isomorphé&a X A™). Ceci est illustré par la figure 5.2.

e o @

Figure 5.2 — Schéma des espéces de 2-arbres exterplanaiingsspen une aréte de
degré 1

Si le degré de l'aréte est 2, les polygones de I'échelle détkadistinguée déter-
minent une paire de compositions surSi les parités de la taille des polygones aux
extrémités de I'échelle sont différentes, on peut oriecémoniquement I'échelle de sa
moitié se terminant par un polygone de taille paire versttamoiti€é, ce qui déter-
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mine un couple de compositions surPour un tel couple de compositions syif’es-
péce des 2-arbres polygonaux exterplanaires munis d’'lieestehelle est isomorphe
a X Ey(A™). Ceci est illustré par la figure 5.3. Si les parités de ladalks polygones
aux extrémités de I'échelle sont les mémes et les composisont différentes, on
peut orienter I'échelle de la composition la plus petitesarplus grande. Pour un tel
couple de compositions deet pour I'échelle se terminant par des polygones de taille
impaire, 'espéce des 2-arbres polygonaux exterplanaitgss d’une telle échelle est
isomorphe &, (X A™). Tandis que celle ou les polygones terminaux sont de taiikep
I'espece de telle 2-arbres est isomorph€%E,(4-). Ceci est illustré par la figure 5.4.
Il ne reste plus que le cas ou les compositions sont idergidbieon suppose qu'il
s'agit de compositions de, I'espéce de tels 2-arbres est isomorpheP&(1, A”, X)
ou PPe(X, %, X) selon la parité de la taille des polygones terminaux de ééelde
I'aréte distinguée. Ceci est illustré par la figure 5.5.

Figure 5.3 — Schéma des espéces de 2-arbres exterplanaiingsspen une aréte de
degré 2 isomorphesd E,(A™)

L
En utilisant les formules d’addition pour les espegg®t PP'°(X, Y, Z), on obtient
le corollaire suivant.

Corollaire 172. L'especed, = A, (X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires poin-
tés en une aréte distinguée satisfait a 'isomorphismeédess suivant :

4, (X) = B(X)+ > 0 X"+ 3 FE(X") + Y FXE(X™)  (55)

m>0 m>0 m>0
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Figure 5.4 — Schéma des especes de 2-arbres exterplanainéSspen une aréte de
degré 2 isomorphes &2 E,(4") et B> (X A™)

Figure 5.5 — Schéma des especes de 2-arbres exterplanaiinésspen une aréte de
degré 2 isomorphes@Pc(1, A", X) et PPe(X, 4% X)

+Y CFXIE(X™) + Y PP XM X) + ) OPPX, X X)

m>0 m>0 m>0

n>1
1 n 1 2n n
H5(e? () = e() + e(n) 5 (a7 — alals)
1 n. 1 1 3 1
@) () _ (WD 2n) _(n) S @) 2 (2n) |~
5@ (1) = ()50 — ai)) +e(n) (Fap" — Tl + 5
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1 3 1
qin) _ 2@ | 2 ()
+c(n )(4m 4a% +2 fg)

7 = S m) — c(3)) + elm)alidy + elm) (o) — o)

g = Z<c<2><n>+c<n> .
= Y el — o) + eln) @ —alth) + Dt
=) elnaly,

B = 3 cm)ayl,

n>1

Théoreme 173.L’espécea§ = a%(X ) des2-arbres polygonaux exterplanaires poin-
tés en une aréte d’'un polygone distingué satisfait a I'isgpmieme d’espéces suivant :

aG(X) = +Y_ c(n)(XEy(A") + Ey(XA™))

n>1

+3 " 2c? (n) X Ey(A")

n>1
ATL
A 2 Ey(X A" 5.6
+; XEQXH 5( ) (5.6)

Démonstration.L'espéce deﬂ%—structures dont l'aréte distinguée est de degré 1 est
isomorphe a I'espéce deg, -structures dont I'aréte distinguee est de degré 1. Pour ce
qui est desa%structures dont I'aréte distinguée est de degré 2 et derdetés des
polygones terminaux de son échelle sont différentes, powouple de compositions
surn, on compte 2 échelles différentes étant donné le pointatiétipar le polygone
distingué. Pour ce qui est du cas ou la parité des polygomesni@ux est la méme,

le polygone distingué induit un ordre sur les compositiorduites par I'échelle, ce
qui impligue que I'espéce munie d’une telle échelle est imqhe aX2E2(‘§:) ou
Ey(XA™). O

En utilisant la formule d’addition pour I'espédg, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 174. L’espéceag = a%(X) des2-arbres polygonaux exterplanaires poin-
tés en une aréte d’un polygone distingué satisfait a I'ispmeme d’especes suivant :

ay(X) = D FX"+Y FE(X™)+ Y FXEXT) (57)

m>0 m>0 m>0
+ Zﬁ4X2E2(Xm)
m>0
ou
1 2m 1 2n n
gto= D (eln) + 26 ()5 (" — anly) + (€ () + e(n) 5 (0" — ails)
n>1
@)L en _ 0
+c (n)i(am am’ ),

8 = Y (®(n) + e(n)al,,
3= 32 (n) + e(n))al?,

gt = P m)al,.

5.2.1 Classes diédrales

Nous reprendrons les mémes définitions qu’au chapitre 3q@qui est de I'action
du groupe diédral sur les mots de longueumais en adaptant la définition de lettre
inverse sut4.

Notation 160. Notons.4, I'alphabet composé des lettres; de poidsX* tel quel <
j <aouA =73 ,a,X". Nous associerons donc a chaque lettre un typel-de
structures notéld(a).

Définition 161. Soit la lettrea € A . La lettreinversedea, notéen, est la lettre associée
au type de structures obtenu en inversant le but et la soeréaréte orientée et ensuite
en inversant I'orientation de I'aréte distinguéeade

Définition 162. Soitw = b;...b,, un mot surA. Le motmirroir dew notéw est le mot
by,...by.
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Définition 163. Soit.A un alphabet. Notong 'action du groupe diédrab,, = (p, )
sur 'ensemble des mots de longuewsur A ou, pourw = by by...b,,

pw = bnblbgbg...bn_l

et

TW = W.
Définition 164. La classe circulaire d’'un mat € A, notéejw], est l'orbite dew de
I'action ¢ restreinte §p).

Définition 165. La classe diédrale d’'un mat € A, notée[[w]], est l'orbite dew de
I'action ¢.

Remarquons qugw]] = [w] U [w].
Définition 166. Un motw est palindromique sb = w.
Définition 167. Un motw est un dexterpalindrome s'il est la concaténation d’urtedet
a et d’'un palindrome tel que = a.

Ainsi, le stabilisateur d’'un palindrome est de la forfpé 7) tandis que celui d’un
dexterpalindrome est de la formg, p7).

Définition 168. Soit un motw. Ses classes diédrale et circulaire sont ditandro-
miquessi elles contiennent un palindrome.

Définition 169. Soit un motw. Ses classes diédrale et circulaire sont diwgerpalin-
dromiquessi elles contiennent un dexterpalindrome.

Définition 170. Une classe diédrale est digauchesi elle est I'union de deux classes
circulaires différentes.

Définition 171. Une classe diédrale ou circulaire sera dite primitive & etintient un
mot primitif.

5.2.2 Enumération des classes diédrales

Notation 172. Soitd un entier impair. Noton®al(¢, ¢, m), le nombre de palindromes
de longueuy et de poidsX™ tels que I'échelle de 'aréte orientée posseg®lygones
de taille impaire.
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Notation 173. Soitd un entier impair. Notongal(¢, ¢, m), le nombre de palindromes
primitifs de longueur’ et de poidsX™ tels que I'échelle de I'aréte orientée possede
polygones de taille impaire.

Notation 174. Soit d un entier impair. Notons (¢, ¢, m), le nombre de classes palin-
dromiques possédant des palindromes primitifs de longtietide poidsX™ tels que
I'échelle de I'aréte orientée possedpolygones de taille impaire.

Notons que le nombre de lettrestelles quea = a dont la hauteur de I'échelle
associée a son aréte orientéefesff 0 et dont I'échelle possedepolygones de taille
impaire estc(h) ZPO i Remarquons que le poids d’une telle letirest X%/+1~¢,
On en déduit la propositon suivante.

Proposition 175. Soit ¢/ un entier impair. Alors,

£— 1

Pal(f,s,m) = ZZ -h a.,,- 2J 1+e

h>e 720

=1
-y c(h)a(,,ffi;l 2.

h>e

Notons qu’une classe diédrale palindromique primitive otient qu’un seul pa-
lindrome primitif de longueur impaire. Ceci entraine lestiales suivantes.

Proposition 176. Soitd impair. Alors,

Pal(¢,e,m) Zpal

5=~

pal(f,e,m) = w(f,e,m) = Y u(j)Palli,e, %).

ij=¢
Notation 175. Soit ¢ un entier. Noton®al(¢, m), le nombre de palindromes de lon-
gueur/ et de poidsX™.

Notation 176. Soit ¢ un entier. Notongal(¢, m), le nombre de palindromes primitifs
de longueur et de poidsX ™.

Notation 177. Soit/ un entier. Notons (¢, m), le nombre classes palindromiques pos-
sédant des palindromes primitifs de longuéet de poidsX™.
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Proposition 177. Soit ¢ un entier. Alors,

(3)

[STEN

aw’ sif est pair,

S

Pal(¢,m) = (5.8)

ZPal(ﬁ, g,m) si £ est impair.
e=0

Notons qu’une classe palindromique primitive de mots dguleur paire contient
deux palindromes primitifs. On a donc les formules qui soiive

Proposition 178. Soit/ un entier. Alors,

Pal(¢,m) = Z pal(i, ?)7

i-j=0

pal(l,m) = Y pu(j)Pal(i, =),

ij=t J

1 4
1+ X (£ est pair) Z pld)Pal(

5=~

. m
1, —

(¢, m) ;

).

Notation 178. Soit ¢ un entier naturel, non nul et pair. SaitI'ensemble des dexter-
palindromes de longueuret de poidsX™ tels que leur premiére lettee= a possede
1 polygones de taille impaire sur I'échelle de son aréte ¢éret leur lettre centrale
b = b en posséde, sur I'échelle de son aréte orientée. Notdhsct (¢, e, &2, m), la
cardinalité ded’.

Notation 179. Soit ¢ un entier naturel non nul et pair. Sdit 'ensemble des dex-
terpalindromes primitifs de longueudret de poidsX™ tels que leur premiere lettre
a = a possede:; polygones de taille impaire sur I'échelle de son aréte téeret
leur lettre centralé = b en posséde, sur I'échelle de son aréte orientée. Notons
dext(¢, 1,29, m), la cardinalité dé/. Notonsi(¢, e1, 2, m), le nombre de classes dex-
terpalindromiques primitives contenant un élément/de

Notation 180. Soit ¢ un entier naturel. SolV 'ensemble des dexterpalindromes de
longueur? et de poidsX™ tels que leur premiére lettve= a possede polygones de
taille impaire sur I'échelle de son aréte orientée. Nofoast (¢, €, m), la cardinalité de
U.

Notation 181. Soit / un entier naturel. Soi/ 'ensemble des dexterpalindromes pri-
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mitifs de longueur’ et de poidsX™ tels que leur premiére lettre = a possede
polygones de taille impaire sur I'échelle de son aréte ¢émrNotonslext(/, e, m), la
cardinalité deJ. Notonsd (¢, ¢, m), le nombre de classes dexterpalindromiques primi-
tives contenant un élément de

Notation 182. Soit ¢/ un entier naturel. Soi/ 'ensemble des dexterpalindromes pri-
mitifs de longueur’ et de poidsX™. Notonsdext(¢,m), la cardinalité dé/. Notons
d(¢,m), le nombre de classes dexterpalindromiques contenanéoreét de’.

D’une maniére similaire a celle avec laquelle on obtiendtarfule poutPal (¢, e, m),
on peut déduire celle polyext(¢, ey, e2,m).

Proposition 179. Soit / un entier pair. Soiert; et s, deux entiers égaux a 0 ou 1.
Alors,

Z2)

Dext(ﬁ, 51,52,m) = Z Z Z hl hz j m+51+522—2i—2j72

h1>€1 h2>€2 ) _]>0

= 3 Y clhu)e(he) ffitff; 7.
h1>e1 ho>e2
Notons qu’une classe dexterpalindromique primitive deshalet longueuf comp-
tée pard(¢,0,1, m) possede un dexterpalindrome compté gatt(¢,0,1,m) et un
seul autre compté patext(/,1,0,m). De plus, sa racine primitive est comptée par
dext(i,1,0,m/j) tel quei- j = ¢ ouj estimpair. On en tire les deux résultats suivants.

Proposition 180. Soit /¢ pair. Alors,

Dext(£,0,1,m) = Y dext(i,0,1, ,), (5.9)

i-j=~
j impair

dext(6,0,1,m) = 6(£,1,0,m)= Y u(j)Dext(i,0,1,).  (5.10)
J

i-j=4L
Jj impair

(5.11)

Par la définition ddext (¢, £, m) on obtient la premiére équation de la proposition
suivante. La deuxiéme est obtenue en associant a chaqesmxtdrome de longueur
¢ sa racine primitive. La troisieme I'est en effectuant unemsion de Mdbius.
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Proposition 181. Soit/ un entier positif. Alors,

Dext(¢,e,m) = Z Z c(h)agh)Pal(d —1,m+e —2j—1), (5.12)

h>e 520

Dext(l,e,m) = Zdext(i,s,?), (5.13)
i.j=0

dext(f,e,m) = Y ,u(j)Dext(i,g,%). (5.14)
i.j=0

Notons gu’une classe dexterpalindromique primitive deswe longueur paire
comptée pad(/, ¢, £, m) posséde deux dexterpalindromes comptéslpatr(/, =, £, m).
De plus, leurs racines primitives sont comptéesipat (i, c,c,m/j) aveci-j = ¢, ouj
est impair, ou padext(i, e, m/j), ouj est pair. On a donc les formules de la proposition
suivante.

Proposition 182. Soient/ un entier pair. Soit. un entier égal a 0 ou 1. Alors,

Dext(f,e,6,m) = Y dext(i,e,e, =)+ Y dext(ie, ), (5.15)
i.j=¢ J i.j=¢ J
. . m
dext(l,e,e,m) = Z ,u(y)(Dext(z,s,s,7) (5.16)
ij=t
m
— Z deXt(d,E, h—])>,
d.h=1
h pair
1
0l e,e,m) = Qdext(ﬁ,e,e,m). (5.17)

Comme les ensembles de classes comptés ([dat, o, m) et §(¢,ez,1,m) S€
confondent, on obtient la proposition suivante.

Proposition 183. Soit ¢ un entier naturel pair non nul. Alors,

5(t,m) =" (t,er,e2,m).

e1=0¢e0=¢1

Notation 183. NotonsA(¢, m), le nombres de classes circulaires primitives de mots de
longueur? et de poidsn.

Notons qu’a chaque classe circulaire de mots on peut asdaaitasse circulaire
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des racines primitives des mots de cette classe dont lenehelt la longueur de ses
racines racines primitives. On en déduit alors la premigreatton de la proposition
suivante, la deuxiéme étant obtenue par inversion de M&hiuk premiere.

Proposition 184. Soit ¢/ un entier. Alors,

1 N7
All,m) = 5 > p(g)akl.
ij=t !
Définition 184. Définissonso (¢, m), le nombres de classes diédrales, primitives et
gauches de mots de longu€et de poidsn.

Notons gu’une classe diédrale primitive de mots de longapaire est soit gauche,
soit palindromique. Une classe diédrale primitive de metsothgueur paire est exclu-
sivement gauche, palindromique ou dexterpalindromiqueplDs, seules les classes
diédrales gauches sont I'union de deux classes circuldgssutres n'en étant celle
gue d’'une seule. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 185. Soit ¢ un entier naturel non nul. Alors,
Al,m) =20, m)+ w(l,m) + x (£ pair)o(¢, m), (5.18)

o(l,m) = %()\(f, m) — (¢, m) — x(¢ pair)§ (£, m)). (5.19)

Théoreme 186.L’esp<‘acea1§,> = al?(X ) des 2-arbres polygonaux pointés en un poly-
gone satisfait a I'isomorphisme d’espéces suivant :

ag(X) = Y33 > w(i,n,2m+e+ 1)P(X, X", X)

k>3 e=0 m>0 ij=Fk

i impair

+ NS (i 2m 4+ 2) PYO(X, X X)

k>3 m>0 ij=k

i pair

1 1
+Z Z Z Z Z 5(i,€1,52,2n+51 +€2>P2bjiC(X€1,Xm,X€2)

k>3 €1=0 e2e1 m>0 i-j=k

i pair
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NN ol m)ci(x™). (5.20)

k>3 m>0i-j=k

Démonstration.Si la classe diédrale associée au typel@’estructures est gauche, on
peut orienter et diviser le type selon le plus petit des motaipfs de cette classe. Si
le mot est de longueur et le mot primitif est de longueur oui - j = k, et de poids
X™, alors le type, en tant qu’espece, est isomorpbe(a™).

Si la classe diédrale associée au typelg’estructures a comme mot primitif un pa-
lindrome de longueur impaire, donc, de la formeu ol v est un mot et sa letrre
centrale, le type est divisé par des axes de symétrie pasaamtet entre les multi-
plicités de ce palindrome primitif. Le contenu de ces sastpeut étre orienté vers la
lettre centrale. De plus, pour une des multiplicités de dmgame primitif, les axes
de symétrie I'interceptent auxsommets de sa lettre centrale associés aux polygones
de taille impaire de I'échelle de son aréte orientée et amj@resommet du palindrome.

Si le mot est de longueuret le mot primitif est de longueurou: - j = k, et de poids
X?m+1+e glors le type, en tant qu'espéce, est isomorplﬂé}iaXa, X™ X). Ceci est
illustré par la figure 5.6.

- J

Figure 5.6 — Secteurs d’'un type isomorphE’}éC(Xa, X™ X) et son palindrome pri-
mitif associé

Si la classe diédrale associée au typeﬂ@éstructures a comme mot primitif un
palindrome de longueur paire, donc, de la formaeou v est un mot, le type est divisé
par des axes passant entret u. Le contenu de ces secteurs peut étre orienté vers le
centre du plus petit tel palindrome. De plus, pour une miiditg de ce palindrome
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primitif, les axes de symétrie I'interceptent aux premsrmmets de: et u. Si le mot
est de longueuk et le mot primitif est de longueur ouii - j = k, et de poidsY?7+2
alors le type, en tant qu’'espéce, est isomorplﬁé}?%(X, X™, X). Ceci est illustré par
la figure 5.7

4 2\

AN J

Figure 5.7 — Secteurs d’'un type isomorph@}}f(X, X™ X)) etson palindrome primitif
associé

Si la classe associée au type@jﬁ-structures est dexterpalindromique et quéu
est son plus petit dexterpalindrome primitif de longueurgaua etb sont des lettres
etu un mot alors le type est divisé par des axes de symétrie ggsmanet b. On peut
orienter le contenu des secteurs vers I'axe passaimt pasong; ete, comme étant le
nombre de polygones de taille impaire dans I'échelle aésaki’aréte orientée deet
respectivemerit Alors, pour une multiplicité du dexterpalindrome prirfites axes de
symeétrie I'interceptent; + e, sommets. Si le mot est de longuduet le mot primitif
est de longueur, oui - 5 = k, et de poidsX?m+ei1t+ez alors le type est isomorphe a
PPe(X®, X™, X52),

]

En appliguant le théoréme de dissymétrie pour les 2-arboggygnaux exterpla-
naires sur les développements moléculaires des esax};ceﬂﬁlﬁ> eta% on obtient celui
; - <
dea, puisque, = @, + A — @,

Théoreme 187 L'especen, = a,(X) des 2-arbres polygonaux exterplanaires satisfait
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a l'isomorphisme d’espéces suivant :

a,(X)

ou

5=

g =

gt =

= By(X)+ Y BXT+Y FE(XT)+ Y FXE(X™) (5.21)

m>0 m2>0 m2>0
+ D BIXCEN(XT) 4 Y BPP(L X X) 4+ PPN, X X)
m>0 m>0 m>0

+ZZ > w(i,n,2m 4 e+ 1) PYC(XE, X, X)
e=0 m>0 1J>13

i impair

+3 0N i 20+ 2)PYE(X, XM X)
m>0 ZJ>13

i pair

+Z Z ST N 61,60, 2m + 61 + &2) PRO(XTL X, X

e1=0e2=e1 m>0 1J>3

z palr

+ Z Z o(i,m)C;(X™),

2( () + ¢ <§>>§<a;_>2—a5nTz>—§<c<2><n>+c<§>>§<a;3>— )
Ly 3 o 1 (n Lom 3 @ 1 m
o) (qam’ = J0hm + 505k) +e(n) (70l — Jas” + Sad),
k 1 N\ (n
3" 6(k,0,0,2m) + +olzm)+ ) —5(cP(n) +c(§))a§n)_1
;>3 n>1

> 6(k0.1,2m+ 1)+ > w(k,0.2m+ 1)+ > —cP(n)aly,

2n n 1 n n
(), — i) + e(n)z (al” — aly),

k>3 k>3 n>1

k pair k impair -

> ok, 1,1,2m+2) +w(k,2m+2)+ Y w(k,1,2m+2) +
k>3 k>3

k pair k impair

1 n n 2n n 1 n
> el (@l = al) + em) (@ — alily) = S () + o(5))aihy,
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66

> elm)ay.

n>1
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CONCLUSION

Nous avons obtenu les développements moléculaires dessgolans, des 2-arbres
k-gonaux exterplanaires, des 2-arbkegonaux sans sommets de degré supérieur a 3
et des 2-arbres polygonaux exterplanaires. Dans chagueaasavons d’abord trouvé
le développement moléculaire d’une espéce asymétrique.tRauvé celui de diverses
especes pointées a l'aide de formules d’addition ou de edadedrales de mots re-
présentant des types de cette espece asymétrique. Le gigaelent moléculaire de
chacune de ces especes est finalement obtenu en utilisdmtanéine de dissymétrie
et en regroupant les termes semblables.

Dans le cas des arbrégenrichis, les techniques employées dans le présent tra-
vail pourraient étre utilisées a condition de connaitresdeetbppement moléculaire des
arborescenceB’-enrichies et de leurs puissances et de disposer d’'une feditaddi-
tion appropriée. Le principal obstacle survient dans leoteR’ n’est pas asymeéttrique
puisque, dans ce cas, on ne dispose pas de technique padecale facon générale,
le développement moléculaire des arborescemasrichies.

Dans le cas deZ-arbresk-gonaux ou polygonaux, il serait possible de généraliser
les techniques appliquées aux cas exterplanaires en esanale développement mo-
|éculaire des 2-arbres-gonaux (respectivement polygonaux) pointés en une atéte e
celui de ceux pointés en une aréte orientée. Cette foisu@te orientée n’est pas né-
cessairement externe puisqu’une aréte dans un 2-argpomal ou polygonal peut étre
de degré supérieur a 2.



APPENDICE A

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES ARBRES PLANS

A.1 Premierstermes du développement moléculaire des arbsglans

Premiers termes du développement moléculaire des arlaes. [iles termes sont
regroupés selon le cardinal sur lequel ils sont concentrés.

X
Ca(X)
XCy(X)
Co(X?) + X C3(X)

X5 4 XCy(X?) + XCy(X)

3X6 + 205(X?) + XC5(X)
9X7 4+ 3XCh(X?) + XC3(X?) + XCs(X)

28X8 + 5CH(X4) + XCr(X)
85X9 + 8X Cy(X1) + XCy(X?) + XCs(X)

262X10 + 14C,(X%) + 3X C5(X?) 4+ X Cy(X)
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827X 4 25X Cy(X5) 4+ X C5(X2) + XCyo(X)

2651X 12 + 42C,(X%) + X C1(X)

A.2 Premierstermes du développement moléculaire des arbsglans
pondérés par la distribution des degrés de leurs sommets

Premiers termes du développement moléculaire des arlanes pbndérés par la
distribution des degrés de leurs sommets. Ces termes gpatiEs selon le cardinal
sur lequel ils sont concentrés.

70X
riCsy(X)
ror? X Cy(X)
r3ri X C3(X) 4+ r3r2Cy(X?)
r3riX Co(X?) + rarari X5 + rari X Cy(X)
2r373r3 X0 4 ryrori X + ryr) X Cs(X) + rar?Co(X3) + rariCy(X?)

T2T1XC?(X3) + T3T2T XCz(Xg) + 2ry1; T%X7 —|— 3rary Til)’X? 4 9 TQT%X’?
rarari X Cy(X?) + rarary X7+ rsrory X7+ rariri X C3(X?) 4 rgrf X Cs(X)

3rsrar? X8 + 67’4r3r2r1X + rerord X8 + ryrarS X8 + r2rfCy(XH) + rir] X C7(X) +
rSriCo(X1) + brarar3 X8 + 6r2r2ri X8 + 3r2r2riCo(X?*) + bryrdri X8 + rir? X8

Trsrsrorf X9 + 3ryrarS X0 + ryr2rS X Co(X?) + ryrari X Oy (X?) + rsrar X0 +
1672r3rt XY + 8ryryri X2 + ryrari X Oy (X*) + 3rir3ri X Co( X)) + Trirer? X0 +
rarorf X Co(X*) + 77’37“27“%)(9 + 3rirerd X0 + rir? X Cy(X*) + rgr¥ X Cg(X) +
rerar{ X Co(X*) + rersri X0 + rororT X9 + 3rer ?Xg + 21ryrar3ry X0 + Trsr3r X

4r2rarT X0 4+ 9rgrSr3 X1 4+ drgr2rl X110 4 rerd3rS X Cy(X3) + 56r,r3rar? X10 +
rarSri X C3(X3) + 28ryr2ryrb X 10 4+ 32r2r8r! X110 4 8rerarer] X110 + 28r3r2r) X190 +
1rsrar) X110 + 2r3rSCs(X°) + rgrlXCg( )+ 12727208 X110 4 Orgrird X190 4
drrar] X10 + T%T%Cg (X5) + rir8 X C5(X3) + 8rsryror] X1 + 14ryrdri X10 +
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rar X104 28r5r3r2r1X 10 4 r8r2r X + 7rorg r8X10 + rerar$ X 10 +

IrgrararS X1 + 20r5ryrS X1 4 rlorloXC’m( ) + 36rgrarari XM 4 roror X1 +
60r2r3rt X1 + 4r2r3rS X Cy(XP) + 367rsryrirl X1 + 12rsrird X1 4
rarS X Co(XP) + drgrar$ X1 + 2rerarS X Co(XP) + 67‘37"27" 1XCo(XP) + roryr) XM +
3672rsrort X1 + 97‘5r47"37"§X11 + 47”47"37“27"1XC’2(X5) + 1267r3ryri XM +
rerar$ X Co(XP) + 84r5rararS XM 4 127, r3rT XM+ r3r8 XM 4 rgrgr) X1 +
IryrarorS X1 4+ 12r7r3rI X1+ 124 r2r2rf X1 + 207’47°3er11 + 7’57“27“?XC'5(X2) +
40r2r3rS X1 4 7“67°57'st11 + 2r5rorS X Oy (XP) + rerar$ X Co(XP) + riri X Co(X°) +
Arerar$ XM + 20rgrarS X1 + 25r5r5r) XM + r5r2r1XC’2(X5) + 847‘37"27"{’X11
2ryrSri X Co(XP) + 36rsrarer] X1 + dr2ryrf X1

1207‘67’37“5’7“IX12 + 157“87’27’?)(12 + 1207°57’47°27°1X + 7“77’57’%0X12 + 427“57’27?)(12 +
30r7rart X12 + rgryr{® X2 + 5ryrir) X12 + 210r5r3rsrf X 12 4 210r3rsry X112 +
100r3r2r1X12 + rorari® X112 + r2rl0Cy(XO) + 7’117‘11XC'11( ) + 180r5rarar] X2 +
1207’47’3T27’1X12 + 427”67’5’ X12 -+ 10T7T4T2T1X12 —+ 207’% %XlQ -+ 45T6T4T§ X12
45r6rirgrf X 12 + 4207”47"37"27"1)(12 + 5r2rarCy(X°) + 207“47"37"§X12 + 5r2rs r9X12
30r47ari X2 4+ 10rgrsrory X 12 + rigrori® X112 + 10072758 X12 + 110 02(X6>
157'47’27“§X12 + 907°57’4r37’27’1X12 + 67“5’7“7X12 + 107’6r4r37’§)X12 + 1007“27’27’1)(12 +
15r5r3rf X 12 + 5rorar) X 12 + 157"37’37’:1)’)(12 + 10rgrsror) X 12 4+ 10r2rSriCy (X)) +
5rorar) X 12 + 5r2r2r8Cy(XO) + 45rrarar$ X12 4+ 180r3rsrir X 12 +
2527’47"37" Sry X124+ 1073r3r$Cy(X0) + 10r3rarSCy (X °)



APPENDICE B

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES
k-GONAUX EXTERPLANAIRES

B.1 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
triangulaires exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-drlaegulaires
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdinaquel ils sont
concentrés.

1
X PMe(1,1)

Pye(X,1)

X E»(X)
2E,(X?) + X PMe(X, 1)
2X5 4+ 2X Fy(X?)
5X0 4+ 4E,)(X3) + 2X2Ey(X?) + PPe(X, X)
21X7 +5X By (X3) + XC3(X?)

61X + 1455(X%) + TX2E,(X?)
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214X° + 14X Ey(X*)
669X 10 + 40F5(X5) 4+ 19X2F5(X*) 4 2PP(X, X?) 4+ 2X C5(X?) + X PP(X, X)
2240 XM 4 42X Fy(X5)
7330X 12 + 132F5(X°) + 66 X2Ey(X?)
24695X 13 + 132X F5(X6) + 7X C5(X %)
83257X M + 424F5(X7) + 212X 2 E,(X°) + 5PP(X, X?)

284928 X" + 429X E»(X7)

B.2 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
guadrangulaires exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-aybegsangulaires
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdimaquel ils sont
concentres.

1
Pye(X,1)
X3 4+ X PYe(1,X,1)
X2E5(X) + X4+ 2E,(X?) 4+ PMe(X2,1)
XPPe(X 1,1) 4+ 10X° + X Ey(X?) + X3Ey(X) + 3X PYe(1, X% 1)
3X2E5(X?) 42X Ey(X) + 43X6 + 10E,(X?) + PPe(X, X) + PPe(X3,1)

XPPe(1, X, X) +227X" + 11X Ey(X?) + 5X3Ey(X?) + 2X5Ey(X) +
15X PPie(1, X3, 1)

15X2Ey(X3) 4+ 8X4E5(X2) + 3XCEy(X) 4 1162X8 + 52F5(X*) + 2PPe( X2, X) +
Pre(X*,1)
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58X By (X4) + 26 X3E,(X3) + X PPe(1, X2, 1) + 3XTEy(X) + 11X5Ey(X?) +
2X PPe(1, X, X2) + 6083X° + X PPe(X, X, X) + X PP¢(X2,1,1) + XCy(X?) +
T0X PPe(1, X4, 1)

TOX2Eo(X*) + 44Xy (X3) + 15X5E,(X2) + 4X8Ey(X) + 32315X10 +
266 £y (X®) + 3PP(X, X2) + 3PPe(X3, X) 4 PPe(X5 1)

4XOFy(X) + 364X PYe(1, X%,1) + 3X PPie(1, X2, X) + 3X PP°(X, X, X?) +
3X PPie(1, X, X?3) 4+ 174859 X 1! + 309X Ey(X?) + 133X 3Ey(X*) + 63X°Ey(X3) +
19X7Ey(X?)

120X7Ey(X3) 4+ X PPe( X3 1,1) + 1932X PPie(1, X6, 1) + 1660X E5(X6) +
T08X3Ey(X5) + 4X PPe(1, X, X*) + 344X°Ey(X4) 4+ 2X PPe( X2 X, X?) +
AX PPe(X, X, X3) + 20Xy (X?) + X PYe(X, X, 1) + 5X PPie(1, X3 1) +
TXPPe(1, X2, X2) + 5XCy(X3) + 5X L Ey(X) + 3X PP(X, X2, X) + 5369570X 3

35X10E,(X?) + 5PPC(X5 X)) + 12PP¢(X3, X?) + 1932X2Ey(X°) +
30373643 X 1 + 1224 X4 Ey(X°) + T722E,(X7) + 12PPe(X, X3) 4+ PPe(X7, 1) +
6X12E,(X) 4+ 504X By (X*) + 160X 3 Ey(X3)

10659X PPe(1, X7 1) + 1929X5 Ey(X5) 4+ 6 X B Ey(X) + 201 X Fo(X3) +
T05X7 By (X*4) + 12X PPie(1, X2, X3) + 41X 1 By (X2) + 3861 X3, (X°) +
173811015X % + 5X PPie(1, X, X5) 4+ 5X PP(X2 X, X3) + 9163X Fo(X7) +
5X PPe(X, X, X*) + 12X PPe(1, X3, X) + 12X PPe(X, X2, X?)

B.3 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
pentagonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-grbréagonaux
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdinaquel ils sont
concentrés.

1
XPye(1,1)

PYe(X, 1)
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2X Fy(X)
2X4 + 4B, (X?) + 2X2Ey(X)
24X° + 9X Ey(X?)
162X6 + 20F,(X3) + 9X2Ey(X?) + 2PPe(X, X) + X PRe(X, 1)
1144X7 + 52X By (X?)
7986 X8 4 140 B, (X 1) + 70X 2 Ey(X3)
57800X° + 340X Eo(X*)

426526 X 10 + 960 By (X ) + 480X 2 Fy(X?) + 9PPe(X, X?)
3221214 X1 + 2394 X Ey(X°) 4+ 2X C5(X?)
24770126 X 12 + 7084 E5(X6) + 3542X2E,(X5)
193592840X 13 + 17710X Ey(X°)

1533979736 X ' + 53768 5 (X7) + 26884 X2 Fy(X°) + 52PPe(X, X?)

12301987920X 1 + 135720 X Fy(XT)

B.4 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
hexagonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-drbxagjonaux
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdinaquel ils sont
concentrés.

1
PPe(X, 1)

XPPe(X,1,1) + X Eo(X) + X Pbe(1, X, 1)



143

6X* + X2Ey(X) + 4E5(X?) + PPe(X2 1)

XPPe(1, X, 1) 4+ XPPe(X2,1,1) + TX By (X?2) + 3X3E,(X) + 8X Pie(1, X2, 1) +
48X°

12X2E5(X?) + 4X Ey(X) + 432X 4+ 53E5(X?) + 2PP(X, X) + Pe(X3, 1)

XPhe(X,1,1) 4 2X C5(X?) + 3788X7 + 2X PPie(X, X, 1) + X PPie(X3,1,1) +
40X Fa(X3) + 20X3F5(X?) + 5X°F5(X) + 66X Pie(1, X3, 1)

102X2E5(X?) 4+ 32X* By (X?) + 6 X Ey(X) + 34060X° + 280E,(X*) +
APY(X?, X) + Ppe(X*,1)

FX PPe(1, X2, 1) + 5X PPe(X2, X, 1) + X PPie(X4,1,1) 4+ 517X Eo(X4) +
190X3 Ey(X3) + 45 XPEy(X2) + TXTEy(X) + 572X PPe(1, X4 1) + 314468.X°

8T8X2Ey(X?) + PPe(X5 1) + 2980768X 10 + 2X PYic(1, X, X) + 6 PP (X3, X) +
18X C3(X3) + 8X8Ey(X) + 2512F5(X®) 4+ 306 X4 Fy(X3) + 60X Fy(X?) +
11PPe(X, X?)

OXOEy(X) + X PPe(X5,1,1) + 4T32X Fo(X5) + 1716 X3 E5(X*) + 28895698 X 11 +
5252X PPe(1, X° 1) + T7X7 Ey(X2) + 460 X° By (X3) 4+ 18X PPie(X, X2, 1) 4
TXPPe(X3, X, 1)

06X Ey(X?2) + 26PP¢(X2, X2) + 2012X 4 Ey(X4) + PPie(XS 1) + 650X Ey(X3) +
8190X2Fy(X5) 4 8PP(X4, X) + 285565642X 12 + 10X 10 F5(X) 4 23716 E5(X°)

160X Cs(X*4) 4+ 34X PPie(X?2 X2, 1) + 2X Cs(X?) + X PRic(X%1,1) +
35X PPe(1, X3, 1) + 45042 X Eo(X6) + 2X PYe(1, X2, 1) + 4X PP(1, X, X?) +
2868752144 X1 + X PPe(XC 1,1) + 4548 X5 By (X 1) + 16437 X3 By (X5) +
XM Ey(X) + 2X PYe(X, X, X) + 882X Fy(X3) + 50302X PPe(1, X°, 1) +
9X PPe(X X, 1) + 117X Ey(X?)

20227557088 X 1 + T9072X B (X°) + 80PP(X, X?) + 28768X By (X°) +
45 PP( X3, X2) 4 6720 X0 Ey(X4) 4+ 1160X 5 Ey(X3) 4+ 140X 0 Ey (X ?) +
PY(XT,1) + 10PF<(X, X) + 12X 2 Ey(X) + 231744 E(X7)

301428912126 X 15 + X PP(X7 1,1) 4+ 56 X PP¢(X?3, X2,1) + 13X B3 E,(X) +
165X 11 E5(X2) + 498066 X PPe(1, X7, 1) + 11X PPie(X?, X, 1) +
162248 X3 B, (X6) + 46376 X°Ey(X?) + 136 X PPe(X, X3, 1) + 444210X Eo(X7) +
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9520X7 Ey(X*) + 1488 X Fy(X3)

B.5 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
heptagonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-dribptagonaux
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdimaquel ils sont
concentres.

1
X PPie(1,1)
PPe(X,1)
3X Fy(X)
TX* 4 6F5(X?) + 3X2E,(X)
91X° + 21X B, (X?)
945X 6 + 48 Fy(X?3) 4 24X2E,(X?) + 3PP¢(X, X)
10032X7 4+ 190X Ey(X?)
109188 X8 + 506 By (X*) 4 252X 2E,(X3) + X PPic(X, 1)
1228890X9 4 1950.X E,(X4)
14210460X 10 + 5460 F5(X®) + 2730 X2 Ey( X 1) + 21 PP°(X, X?)
168235264 X 1! + 21576 X Ey(X°)
2031058680.X 12 + 62832 F5(X6) + 31416 X 2F5(X?)

24931542797 X 13 + 250971 X Ey(X°)

310419473114X ™ 4 749208 E,(X7) + 374604 X 2E5(X6) + 190PP(X, X3)
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3912820938171X 1% 4 3025308 Ey(X7) + 3X C7(X?)

B.6 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
octogonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbregonaux
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdimaquel ils sont
concentres.

1
Pye(X,1)
X3 4+ XFy(X) 42X PPe(1,X,1)
3X2Ey(X) + 11X* + 6E,(X?) + PP(X21)
148X° + X PPe(1, X, 1) + 14X E5(X?) + 4X3Ey(X) + 16 X PPie(1, X2, 1)

27X 2F5(X?) + 6X*Eo(X) + 1815X6 + 66.5,(X3) + 3PMe(X, X) + PPic(X3,1)

AXPPe(1, X, X) + 22499X7 + 167X Eo(X3) + 4TX3Ey(X2) + TX Ey(X) +
184X PPie(1, X3, 1)

325X 2E,(X3) 4+ 72X By (X2) + 9XOEy(X) + 289286.X° + 812E,(X4) +
6PY(X?, X) + Pye(X*, 1)

2064X Ey(X?) + 3XCy(X?) + TX PP(1, X, X%) + 605 X3 Eo(X3) +
2240X PYe(1, X*,1) + 10X PP(1, X2, 1) + 10X Ey(X) + 3X PPe(X, X, X) +
101X°Ey(X?) + X PRe(X,1,1) + 3839644 X°

4080 X2 Ey(X*) + 992X * By (X3) + 135X Fy(X?) + 12X8F,(X) + 52438557X 10 +
10438 Eo(X5) + 24PP°(X, X?) + 9PPe(X3, X) + PPi(X5, 1)

1482 X5 E5(X3) + 13X F5(X) + 10X PP(X, X, X2) + 8010X3Fo(X*) +
733251176X " 4+ 10X PPi(1, X, X3) + 173X 7 Ey(X?) + 29526X PPe(1, X5, 1) +
34X PPe(1, X2, X)) 4 27144X Ey(X5)
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13680X 4 Fy(X?) + 141708 B (X ®) + 2109X Ey (X3) + 216 X3 Eo(X?) +
5TPP(X? X?) + 54834 X2 Fy(X?°) + 10458325094 X 12 + 12 PPi¢( X4 X)) +
15X 10, (X) + Ppe(X°,1)

70X PPie(1, X2, X2) + 3X PPe(1, X, X) + 151683323689.X '3 + 373095.X Fo(X°) +
263X°F5(X2) + 36X Cy(X3) + 33X PPie(X, X2, X) + 13X PPe(1, X, X4) +
13X PPe(X, X, X?) + 2863 X7 Ey(X?3) + 407176 X PYie(1, X, 1) +
6X PPe(X2, X, X2) + 111027X3 Ey(X5) + 21483 X Fo(X 1) + 16X 1 By (X) +
110X PPe(1, X3, 1)

18X 125, (X ) + 2231662273500 X 1 4 253 PPie( X, X3) + 195822 X455 (X?) +
315X 10 E,(X2) 4 PPe(XT 1) + 31878X0Ey(X*) + 1997320 E,(X7) +
09PPic( X3, X2) + 37T84X5Ey(X3) + 15PP( X5, X) + T66843X2Ey(X)

45336 X7 Fy(X4) + 371X Ey(X2) + 16X PP(X2, X, X?) + 19X BE,(X) +
115X PPie(1, X2, X3) + 115X PPie(X, X2, X2) + 33242246178589.X 1 +
4856 X F5(X?) + 368X PPe(1, X3, X)) + 3858920X Ey(X7) +
16X PPe(X, X, X4) 4 5816720 X PPe(1, X7, 1) + 16X PPie(1, X, X?) +
5312775X5 Ey(X5) 4 1588820X3 5 (X©)

B.7 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
ennéagonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-abrgsagonaux
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdinaquel ils sont
concentrés.

1
XPie(L,1)
PPe(X, 1)
4X Fy(X)

15X4 4+ 8F5(X2) + 3X2E5(X) + X PPe(X, 1)
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228 X° + 38X Ey(X?)
3176X6 + 88E5(X3) 4+ 44X2Ey(X?) + 4PP(X, X)
45239X7 + 467X Eo(X3) + 4X C5(X2) + X PPe(1, X)
668484X8 + 1240 E5(X4) + 620X 2E5(X?)
10226656.X° + 6545X Ey(X*)

161028168X 10 + 18240F5(X5) 4+ 9115X 2 Fy (X *) + 38PP°(X, X?) +
X PRe(X,1) + 52X C5(X3) + 4X PYe(X, X)

2596997728 X 11 + 98728 X F,(XP)
42726780116.X 12 4 285384 E5(X ) + 142692.X 2F5 (X ?)
714886372048X 13 + 1566032.X E5(X6) + 744X C5(X*) + 8X PPe(1, X?)
12134350053552.X 14 + 4637880 F5( X 7) + 2318940X 2 E,(X6) 4 468PPc( X, X3)

208540066329072X 15 4 25747128 X Fy(X7)

B.8 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
décagonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-atboagonaux
exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdinaquel ils sont
concentrés.

1
PPe(X,1)
XPPe(X,1,1) + 2X Ey(X) +2X PPe(1, X, 1)
4X2F5(X) +20X* + 8F,(X?) + PPe(X?,1)

2X PPe(1, X, 1) + XPP(X2 1,1) + 24X Ey(X2) 4+ 6X3Ey(X) +
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26X PPic(1, X2, 1) + 326X°
BISTXC + ATX2Fy(X2) + 8X*Fy(X) + 186E,(X3) + 4PMe(X, X) + PPie(X3,1)

6X PPe(X, X, 1) + X PPe(X3,1,1) + 290X Eo(X?) + 84X3E,(X2) +
10X5E,(X) + 384X PPie(1, X3, 1) + 83254.X7

TABX2F5(X?3) + 128X *Ey(X?2) + 12X6Ey(X) + 1393656 X8 + 1776 Eo(X*) +
8PY(X?, X) + Pye(X*,1)

19X PPie(1, X2, 1) + 10X PPe(X2, X, 1) + X PPe(X4 1,1) 4 5780X Ey(X*) +
1406 X3 Eo(X3) +180 X5 o (X2)+ 14X 7o (X)+6160X Pbie(1, X4, 1)+24140560.X°

12320 X 2F5(X*) + 2296 X4 5 (X3) + 240X 6 Ey(X?2) 4+ 16 X3 Ey(X) +
430619464.X 10 + 29744 F5(X?) + 42PPe(X, X?) + 12PPe(X3, X) 4 Pbie(X5, 1)

7868205991 X1 4 308 X7 E5(X?2) + 105896.X PPe(1, X, 1) + 3450X5 Ey(X?) +
X Phe(X,1,1) + 14X PPe(X?, X, 1) + 98978 X Ey(X?) + 24287 X3 Ey(X4) +
AXC5(X2) + X PPe(X5,1,1) + 18X Fy(X) + 68X PPie(X, X2,1)

146676950316.X 12 + 20X 10 Ey (X)) + 216580X 2E5(X5) + 16 PPie( X4, X) +
384X 5 Fy(X?2) + 526968 F5(X6) + 4900XEo(X?) + 41600X 4, (X*) +
PPie(XS 1) + 100PPe( X2, X?)

18X PPe(X* X, 1) + 1909012X PPe(1, X6 1) + 1777216 X Eo( X %) +
252X PPie(1, X3, 1) + 22X 11 By (X)) + 440748 X3 By (X P) + 468 X9 Ey(X?) +
X PPie(X6,1,1) + 2780878816652X 3 + 135X PP°(X?, X2, 1) + 6678 X" Eo(X?) +
65520X° Ey(X*4)

560X 10y (X2) + 780216 X4 Ey(X5) 4 24X 2 Ey(X) 4 97440 X6 Ey(X4) +
580PPC(X, X3) + 9705728 E5(X7) + 53489194143104X 1 + 8816 X8, (X3) +
20PPe(X5, X) 4+ 174PPe( X3, X2) + 3965808 X 2F,(X ) 4+ PPie(X7 1)

33087296 X E»(X7) 4+ 217X PPe( X3, X2 1) + 138880 X 7By (X*) +
660X M Ey(X?) + X PP(XT,1,1) + 22X PP(X°, X, 1) + 8259392X3 Fy( X6) +
1041741389512864 X 1% + 35640704X PPie(1, X7 1) + 26 X B Ey(X) +
11346 X9 E(X3) + 992X PPe(X, X3, 1) + 1270752 X° Ey( X°)



APPENDICE C

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES
k-GONAUX EXTERPLANAIRES SANS SOMMETS DE DEGRE
SUPERIEUR A 3

C.1 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
pentagonaux exterplanaires sans sommets de degré supétieu
a3

Premiers termes du développement moléculaire des 2-gyrbréagonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3. Ces tsont regroupés selon
le cardinal sur lequel ils sont concentrés.

1
X PRe(1,1)
PPe(X,1)
Pye(X, X)
Co(X?) + Pye(1,X?)
X5 4 2PY¢(X, X?)
2X0 4+ 2C5(X3) + 2PPe(1, X?)

6.XT + 4PPe(X, X3)
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12X8 + 4Cy(X*) + 4PPe(1, X*)
28 X7 4 8PYe(X, X*)

56 X10 4 8CH(X®) + 8PYc(1, X?)
120X M + 16 PYe(X, X®)
240X 12 + 160, (X5) + 16 PYe(1, X9)
496 X 18 + 32PP¢(X, X9)
992X M + 3205 (X7) + 32PY¢(1, X7)

2016X5 + 64PVe(X, X7)

C.2 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
hexagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur
3

Premiers termes du développement moléculaire des 2-drbxagjonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3. Ces tsont regroupés selon
le cardinal sur lequel ils sont concentrés.

1
XPlbzic(l, 1,1)
Pye(X,1)
PYe(X, X))+ XPP¢(X,1,1)
X4 4 Co(X?) + PPe(1, X?%) + PPie(X?,1) + X PMe(1,1, X)
5X° +4PM(X, X?) + PPe(X3 X)) + XCo(X?) + X PP¢(X2%,1,1)

23X6 4 4C5(X3) + 4PYe(1, X?) + PP(X, X) + 3PPe(X2, X?) + PPe(X?,1) +
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Pye(X*, X)

98X 7 + 14PP(X, X3) + 2PY( X3 X?) + PPe(X5, X)) +4X Cy(X?) +
XPPe(X, X, 1)+ XPPe(X?1,1) + XC5(X?) + XPPe(1,1, X?)

393X8 + 17C,(X4) + 17PYe(1, X4) 4 13PPe( X2, X3) 4+ PPe(X2 X) +
3PPC(X4 X2) 4 PPe(X4 1) + Phie(X6, X)

1600.X° 4+ 53PPC(X, X4) 4+ 13PPie(X3, X3) 4+ 3PPie(X5, X2) + PPie(XT X) +
17X Co(X4) + X PPe(X2, X, 1) + X PPie(X4,1,1)

6486.X 10 + 66C,(X5) + 66 PY(1, X®) + 3PPe(X, X2) + 48PYe(X2, X4) +
PPie(X3, X) 4 12Pbie( X4, X3) 4 PPie(X5 1) + 3Pbie( X6, X?) 4 Pbie(X8 X) +
AXC5(X3) + XPPe(1, X, X) + X PPe(1,1, X?3)

26694X 11 + 203 PPic( X, XP) +49PPe( X3, X4) + 13PPe(X5, X3) + 3PPie(X7, X2) +
PPe(X9, X)+66X Cy(X5)+3X PP(X, X2, 1)+ X PPe(X3, X, 1)+ X PPe(X5,1,1)

110818X 12 + 269C,(X ) + 269PP¢(1, X6) 4+ 203PP¢(X?, X5) + 3PP¢(X?, X?) +
49PPe( X1, XY + PPle(X*1, X) + 13PYe(X 6, X?) + PPe(X, 1) + 3PY(X®, X?) +
P2biC(X10, X)

465890X 13 + 812 PPic(X, X) + 202Pbic( X3, XP) + 48PPe( X5 X4) +
13PPie( X7, X3) 4 3PPie( X9, X2) + PPie(X1 X) + 269X Co(XC) +
BXPPe(X2, X2 1) + X PPe(X4 X, 1) + X PPe(X6,1,1) + 17X C5(X4) +
X Pbie(1, X, X2) + X Pbie(1,1, X4)

1978032X M + 1102C5(X7) + 1102PP(1, X7) + 10PP(X, X?) +
833PP°(X2, XO) + 3PP(X?, X?) + 203PY (X", X°) + PPe(X%, X) +
A9PP(XO, X1 + PP(X7 1) + 13PP(X®, X3) + 3PP(X ™0, X?) + PP(X ™2, X)

8481860X " 4 3321 PY°(X, X7) 4 833Py(X?, X°) + 203 P (X°, X7) +
APy (X7, XM +13P) (X, X3) 43P (X1, X?)+ PYe(X ", X)+1102X Cy( X ™)+
10X PP(X, X3, 1) + 3X PP(X?, X2, 1) + X PP(XP, X, 1) + X PY(X7,1,1)
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C.3 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
heptagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieu
a3

Premiers termes du développement moléculaire des 2-dribptagonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3. Ces tsont regroupés selon
le cardinal sur lequel ils sont concentreés.
1
XPpie(1,1)
PPe(X, 1)
2PP(X, X)
2X4 4+ 2PP°(1, X?) + PYe(X?% X) + 205 (X?)
18X7 4+ 8PY¢(X, X?)
103X6 + 9PPe(1, X3) 4+ 4PPe(X?, X2) + 9C5(X?) + PP(X, X)
602X7 + 38PP(X, X3)
3436 X8 + 50PP(1, X*) + 23PPc(X2, X3) + 500, (X ")
20166 X7 + 200PP¢(X, X*)
119848 X 10 + 279 PPe(1, X5) + 125 PP¢( X2, X*) + 279C,(X®) + 4PP(X, X?)
726168 X' + 1124 P¢(X, X5)
4464572X 12 4+ 1652PP°(1, X %) + 738 PY¢(X 2, X°) + 16520, (X°)
27836036 X3 + 6608 PY°(X, X°)

175620165X ™ + 10026 PP(1, X7) + 4437 Pbie( X2, X) + 10026C,(X7) +
19Pbe( X, X3)

1119807678 X' + 40142PP (X, X7)
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C.4 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
octogonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur

3
Premiers termes du développement moléculaire des 2-arbregonaux

exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3. Ces tsont regroupés selon
le cardinal sur lequel ils sont concentreés.

1
X PPe(1,1,1)
Pye(X,1)
2PPe(X, X) + X PPe(1,1, X)
4X* +2C5(X?) + 2PYe(1, X2) + 2PPe( X2, X)) + PPe(X? 1)

38X° + 12PPC(X, X2) + 2PPie( X3, X) + 2X Cy(X?) + X PPe(1,1, X2) +
XPPe(1,1, X)

206X6 + 14C,(X3) + 14PYe(1, X3) 4+ 2PP(X, X) + 11PYe(X2 X2) +
PP(X3 1) + 3PYe(X*, X)

2232X7 + 81PP(X, X3) + 15PPe(X3, X2) + 3PPie(XP, X) + 16X Co(X?) +
2X PPe(1, X, X) + X PPe(X, 1, X?) + X PPie(1,1, X3)

17007X3 + 106Co(X*) + 106 PYe(1, X*) + 82PP¢(X2, X?) + 3PP(X2, X)) +
20PPC( X4, X?) + PPe(X4, 1) + 4PPe( X6, X)

132265X° + 579 Pbie( X, X4) + 117PPe(X3, X?) + 25 PPle( X5, X2)+4PPe(X7, X)+
124X Co(X4) + 2X PPe(1, X2, 1) + 2X PP¢(X, X, X) + 3X PP(1, X, X?) +
X PPe(X, 1, X3) + X PPe(1,1, X1) 4+ 2X Oy (X2) + X Pbie(1, 1, X?)

1050395X 10 ++ 801C5(X?) + 801PYC(1, X?) + 10PP (X, X2) + 601PP¢(X2 X*) +
APPC(X3 X) + 164PPe(X4, X3) + PPie(X5 1) + 31LPP¢(X6, X2) + 5PPe(X?, X)

8504763 X1 + 4406 PYe(X, X®) + 910PY(X3, X*) + 213Pbie(X?, X3) +
3TPY(XT, X2) 4 5PP(X?, X) 4 983X Co(X®) + 10X PPe(1, X2, X) +
5X PPe(X, X, X2) + 4X PPie(1, X, X3) + X PPie(X? 1, X3) + X PPie(X, 1, X4) +
X Phe(1,1, X?)
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70031522X 1% + 6341C5(X %) + 6341 PPe(1, X©) + ATI8PY(X2, X°) +
17PYe(X?, X2) + 1207 PYe(X*, X*) 4+ 5PP(X*, X) + 276 PP(X6, X?) +
PPe(X6,1) + 44PY(X®, X?) + 6 PP (X0, X)

585174191X 13 + 34913 PP°( X, X6) + 7331 PYi¢(X3, X°) + 1766 PYc( X5, X*) +
341PY*(X7, X3) 4+ 51PP°( X% X?%) + 6 PY°( XM, X)) + 7904X Co(X°) +
14X PPe(1, X3 1) + 11X PPe(X, X2, X) + 17X PPe(1, X2, X?) +
3XPPe(X? X, X?) + 6X PPe(X, X, X?) + 5X PPie(1, X, X*) +
XPPe(X2 1, X*) + X PPe(X, 1, X°) + XPPe(1,1, X%) + 14X Oy (X?) +
2X PPe(1, X, X) + X PPe(1,1, X3)

4952155092X M + 51632C,(X7) + 51632PY(1, XT) 4 62PPc(X, X?) +
38089 PYie( X2, X6) + 25PPie( X3, X2) + 10722Pbe(X 4, X?) + 6PPe(X5, X) +
2333PPc( X6, X 1) + PPe(XT 1) + 422PPie( X5, X3) + 59PPie(X 10, X?) +
TPPe(X 12 X)

42376549461 X 15+ 285834 PYe(X, X7)+ 60537 PYic( X3, X©)+ 14950 PYie(X?, X?) +
3002PP¢( X7, X*) + 505PPC(X?, X?) + 67PYe(X 1L, X?) 4 7Pbie(X13, X) +
65350.X Cy(X7)+62X PPie(1, X3, X)+33X PPe(X, X2, X2)+25X PPie(1, X2, X%)+
TXPPe(X2 X, X3) + TXPPe(X, X, X4) + X PPe(X3,1, X4) +
6X PPe(1, X, X5) + X PPie(X2 1, X®) + X PPe(X, 1, X%) + X PPie(1,1, X7)

C.5 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
ennéagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieu
a3

Premiers termes du développement moléculaire des 2-abrgagonaux
exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3. Ces tsont regroupés selon
le cardinal sur lequel ils sont concentrés.

1
XPie(L,1)

Pe(X,1)
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3PP(X, X)
TX4 4+ 3Pbe(1, X2) + Pbie(X2, X) + 3Cy(X2) + X PPe(X, 1)
T5X5 4+ 19Pbe( X, X?)
692X6 + 22PPie(1, X?) + 13Pbie( X2, X2) + 22C5(X?) + 2PP(X, X)
6418X7 + 150Pb( X, X3) + 3X C3(X?)
606908 + 200PYe(1, X*) 4+ 116 PYe( X2, X3) 4 200C5(X*)
590148.X° + 1328 PPie( X, X*)

58T6046.X 10 4 1870 PYic(1, X°) + 1048 PPe( X2, X*4) + 1870C,(X5) +
12PPe(X, X2) + 22X C5(X3) + 2X PPe(X, X)

59752256 X 11 4 12608 PY( X, X5)
618487252X 2 + 18508 PYic(1, X6) + 10208 PYi¢( X2, X5) + 18508C,(X°)
6500207778 X 13 + 125468 PYi¢( X, X¢) 4+ 200X C5(X*)

69218710502X 4 + 189246 PPe(1, X7) + 102826 PP¢(X2, X6) 4 189246C5(X7) +
92PPe( X, X3)

745558736564X 1% 4 1291608 PYie(X, XT)

C.6 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
decagonaux exterplanaires sans sommets de degré supérieur
3
Premiers termes du développement moléculaire des 2-atboagonaux

exterplanaires sans sommets de degré supérieur a 3. Ces tsont regroupés selon
le cardinal sur lequel ils sont concentreés.

1
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XPRe(1,1,1)
Ppe(X,1)
3P (X, X) + X PPe(X,1,1)
10X* + 3C5(X?) 4 3Py (1, X?) + 3Py(X?, X) + Pp(X?,1)

123X5 4+ 25PPC(X, X2) 4+ 4PPie(X3, X) + 3XC(X?) + X PPe(1, X, 1) +
X PPie(X2,1,1)

1381X6 + 30C5(X?3) + 30PP(1, X3) 4 3PP¢(X, X) + 24PP¢( X2 X2) +
PPe(X3, 1) + 5Pbe(X %, X) + X Phie(1, 1, X)

15270X7 + 250PP¢( X, X3) + 38PPie( X3, X2) 4 6PYie(X5, X) + 37X Cy(X3) +
3X PPe(X, X, 1) + X PPo(X3,1,1)

173814X8 + 331C,(X*) + 331Pbie(1, X4) 4 272PPe(X2, X3) 4+ 5PPe(X2, X)) +
F2PPC(X 4, X?) + PPe(X4, 1) + TPPe( X6, X)

2033370 X9+2682 PP¢(X, X*)+431 PPe(X3, X3)4+69Pbe( X, X2)+8PPe(XT, X)+
416X Co(X4) + 7X PPe(1, X2, 1) + 5X PPe(X2, X, 1) + X PPe(X4 1,1)

24401956 X 1043756 ( X®)+3756 PYic(1, X5)+22 PPie(X, X2)+3030 PYe( X2, X*)+
TPPe(X3, X) + 630 PYie(X*, X3) 4+ PPe(X? 1) 4+ 8TPYe(X®, X2) + 9PPe(X8, X)

209213825 X 1! + 30846 PY'°( X, X®) 4 4996 PYc( X3, X*) + 873 PY( X5, X3) +
108PP (X7, X?) + 10PY( X9, X) + 4872X Cy(X5) 4+ 22X PP(X, X2 1) +
TXPPC(X3 X, 1)+ XPPe(X5 1,1) + 3XC5(X?) + X PRie(1,1, X?)

3736661587 X 12 + 44820C5 (X ) + 44820 PPc(1, X6) + 35933 PYic( X2, X®) +
A2PP(X?, X?) + T582Py (X", X*1) + 9P (X4, X) + 1164Py(X°, X?) +
PPie(X6, 1) + 130PP( X8 X?) + 11 PPe(X 10 X)

47396703606 X 134 370896 PYe( X, X ) +60765PYe(X3, X5) 410913 Pie( X5, X4) 4
1507 PPie(X7, X3) 4+ 155PPe( X0, X2) + 12PPe(X 1L, X)) + 59054.X C(X6) +
64X PP(1, X3 1) + 42X PP°(X2 X2, 1) + 9X PPo(X* X, 1) + X PPe(X6 1, 1)

609299987746 X + 553220C,(X7) + 553220PY(1, X7) 4 206 PPic(X, X?) +
441279 PPe( X2, X6) + 66 PPic( X3, X2) + 94757 PPe(X*, XP) + 11PPe(X5, X) +
15084 PPe( X6, X 1) 4+ Pbie(X7, 1) + 1906 PPe(X¥, X?) + 181 PYe(X10, X2) 4
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13Pbie(X12, X)

7924424626588.X 15 + 4614344 PP(X, XT) + 760883 PP¢( X3, X6) 4
139981 PPie( X5, X5) + 20243 PPc(X7, X*) 4 2365PPie(X°, X3) +
210PPC(X 1) X2) + 14PYe(X13, X)) + 738458 X Cy(X7) + 206X PPie(X, X3 1) +
66X PPe(X3 X2, 1) + 11X PPe(X5 X, 1) + X PPe(X7 1,1)



APPENDICE D

DEVELOPPEMENT MOLECULAIRE DES 2-ARBRES
POLYGONAUX EXTERPLANAIRES

D.1 Premiers termes du développement moléculaire des 2-ads
polygonaux exterplanaires

Premiers termes du développement moléculaire des 2-grbhggonaux

exterplanaires. Ces termes sont regroupés selon le cesdinaquel ils sont

concentrés.

Ey(X)
PYe(1,1, X)
PPe(1,1,X) + Ppe(X, 1, X)
2X By (X?) + PRe(1,1,X)
PYe(X,1,X) + 3X2Ey(X?) + X® 4+ 2P0 (1, X, X) + Eo(X3) + Phc(1,1, X)
10X Ey(X3) +9X7 + PPe(1,1, X)

17X2Ey(X3) + 42X + PP(X, 1, X) + PPe(1, X2, 1) + 9F»(X*) +
APP(X, X, X) + Phie(1,1, X)

2PY(1, X, X) + C3(X?) + 42X Ep(X*) + 216X? + PHc(1,1, X)

02X 2F5(X*)4+969X 104+ 10PP(1, X2, X )+44F5(X%)+PRe(X, 1, X)+Phc(1,1, X)
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196X Ey(X5) + 4586 X 11 + Phic(1,1, X)
4PPC(X, X, X) + 5C3(X?) + 425 X2 F,(XP) 4 21288X 12 + 2PYe(1, X, X) +
Cy(X3) +20PP(X, X2, X) + 4PP(1, X3, 1) + 219F5(X°) + PRe(X, 1, X) +
PYe(1,X2 1) + Phie(1,1, X)
902X Ey(X®) + 101346 X3 + Phe(1,1, X)

2116 X2E,(X6) + 485866.X 14 + 44PPie(1, X3, X) 4+ 1049F5(X7) + PPie(X, 1, X) +
PYe(1,1, X)

10PY(1, X2, X) + 27C5(X5) + 4266 X Eo(XT) + 2365835X 5 + 2Phic(1, X, X) +
C5(X?) + Phie(1,1, X)

10298 X 2F5(X7) 411638945 X 16+ 4PYie( X, X, X) +5C, (X4 +93PP(X, X3 X))+
21PP (1, X4, 1) + 5096 B (X®) + PRic(X, 1, X) + PPe(1, X2, 1) + Phic(1,1, X)

20792X Ey(X®) + 57895531 X 17 + Phic(1,1, X)
20PY(X, X2, X) + 127C3(X) + 51405 X 2 F5(X®) 4 290616677 X '8 +
194PPe(1, X* X)) + 24959 F5(X®) + 2PHe(1, X, X) + Co(X3) + 4PPe(1, X3,1) +
PRe(X,1, X) + Phie(1,1, X)
103048 X Fy(X?9) + 1471238292 X 19 + Phic(1,1, X)
258974 X2 Eo(X?) + 7503793909X 20 + 10PM(1, X2, X)) + 27C,(X®) +

445PP1( X, X4 X)) + 93PPe(1, X° 1) + 124268 (X 10) + 4PRe(X, X, X) +
5Cs(X1) + Py®(X,1,X) + Piy°(1, X%, 1) + Pi(1, 1, X)
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