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RÉSUMÉ
Dans 
e travail, nous nous intéressons aux séries rationnelles et aux matri
es gé-nériques non 
ommutatives.Dans le premier 
hapitre, on étudiera les polyn�mes de 
liques du graphe pondéré.Soit C un graphe simple non orienté (sans bou
les), on lui asso
ie la somme des mon�mes

(−1)i ci x
i où ci est le nombre de sous-graphes 
omplets (
liques) sur i sommets. Enpondérant les sommets par des entiers non négatifs, on dé�nit les polyn�mes de 
liquesdu graphe pondéré C 
omme étant la somme des mon�mes (−1)|B| xdeg(B), où B est unsous-graphe 
omplet de C. On va montrer que l'ensemble de tels polyn�mes 
oïn
ideave
 l'ensemble des polyn�mes ré
iproques des polyn�mes 
ara
téristiques de matri
esà 
oe�
ients entiers non négatifs.Au 
hapitre 2, on va généraliser 
e polyn�me une fois de plus en pondérant lessommets du graphe simple par des mon�mes de la forme αxd, où α est un réel positifet d, un entier non négatif. On va lui asso
ier le polyn�me de 
liques généralisé 
ommela somme (−1)|B| (∏

s∈B αs x
ds
), où B est un sous-ensemble 
ommutatif de C et s estun sommet de B. On va montrer que l'ensemble de 
es polyn�mes 
oïn
ide exa
tementave
 l'ensemble des polyn�mes ré
iproques des polyn�mes 
ara
téristiques à 
oe�
ientsréels non négatifs.Le troisième 
hapitre porte sur la N-rationalité de 
ertaines 
lasses de séries. Toutd'abord, on va établir les 
onditions né
essaires et su�santes nous permettant de dé
iderde la N-rationalité d'une série de la forme (1−ax+ bxk)−1, où a ∈ N, b ∈ Z, k ≥ 2 . Parla suite, on fera de même pour les séries de la forme (1 − ax + bx2 + cx3)−1, où a ∈ Net b, c ∈ Z.Au Chapitre 4, on étudiera les propriétés des fon
tions zêta asso
iées aux auto-mates et aux 
odes. On va montrer que le nombre de 
hemins bi-in�nis dans A dont lapériode est n est égal au rang stable d'un 
ertain mot non vide w ; i.e. le rang de wnpour un n su�samment grand. Par ailleurs, on montrera plusieurs propriétés de 
ettesérie telles la N-rationalité, l'apériodi
ité ou la divergen
e. Étant donné que plusieurs de
es résultats sont valides pour des automates non ambigus, 
eux-
i s'appliqueront aux
odes. On y présentera les propriétés de la fon
tion zêta des 
odes 
omplets, des 
odespurs, des 
odes 
ir
ulaires et des 
odes bi�xes.Le 
hapitre 5 portera sur les matri
es génériques sto
hastiques, i.e. les matri
es àvariables non 
ommutatives soumises aux 
onditions sto
hastiques (somme des élémentsde 
haque ligne vaut 1). Il est bien 
onnu dans la littérature que toute matri
e sto
has-tique a 1 
omme valeur propre dont le ve
teur propre à droite asso
ié est t(1, . . . , 1).



LISTE DES FIGURES viiMais qu'en est-il du ve
teur propre à gau
he asso
ié à 
ette même valeur propre ? Dansle 
as 
ommutatif, on montrera que 
e ve
teur de la matri
e M est le ve
teur ligne desmineurs prin
ipaux M − In. Dans le 
as non-
ommutatif, on montrera que les élémentsde 
e ve
teur sont les inverses des dérivations des 
odes re
onnus par l'automate dont
M est la matri
e asso
iée, évalués dans un 
orps libre.Mots 
lés : Séries rationnelles, 
odes à longueurs variables, fon
tion zêta, automate,
orps libre, matri
es génériques, polyn�mes de 
liques.



INTRODUCTION
Les séries formelles sont utilisées dans plusieurs bran
hes des mathématiques in
luant la
ombinatoire algébrique et énumérative. Les séries rationnelles en variables non 
ommu-tatives 
omportent plusieurs propriétés similaires à 
elles des langages rationnels. Citonspar exemple le théorème fondamental de S
hützenberger qui est l'analogie du théorèmede Kleene, (Kleene, 1956). On peut 
onsulter (Salomaa et Soittola, 1978), (Berstel etReutenauer, 1984) ou (Berstel et Reutenauer, 2008b).Parmi 
es séries, on retrouve les séries rationnelles à 
oe�
ients entiers non négatifsdites les séries N-rationnelles. On verra que 
es séries sont 
omplètement 
ara
tériséespar les théorèmes de Berstel (Berstel, 1971) et Soittola (Soittola, 1976). Dans (Gessel,2003), on trouve une façon 
ombinatoire d'obtenir une telle série, notamment la théo-rie des monoïdes partiellement 
ommutatifs libres de Cartier-Foata (Cartier et Foata,1969). Dans (Bar
u

i et al., 2001), on retrouve un algorithme nous permettant de dé
i-der si une série est N-rationnelle. Finalement, C. Kouts
han (Kouts
han, 2005), (Kout-s
han, 2008), a implémenté l'algorithme dé
rit dans la preuve du théorème de Soittola.Ce pa
kage, RLangGFun (Maple), est disponible sur à l'adresse http ://www.ris
.uni-linz.a
.
at/resear
h/
ombinat/software/RLangGFun/.L'importan
e de 
es séries vient en partie du fait que les séries N-rationnelles sont pré-
isément les séries génératri
es des langages rationnels ((Berstel et Reutenauer, 2008b),Lemme 2.1.4, (Salomaa et Soittola, 1978), Cor. II. 5.4).La première partie de 
e travail portera sur l'études de 
ertaines 
lasses de séries N-rationnelles. Tout d'abord, on 
ara
térisera les séries de la forme (det(1 − xM))−1, où
M est une matri
e à 
oe�
ients entiers non négatifs. Ces séries sont N-rationnelles étantdonné qu'elles 
oïn
ident ave
 les séries génératri
es des monoïdes gradués partiellement
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ommutatifs libres. On montrera que les polyn�mes det(1 − xM) 
oïn
ident ave
 lespolyn�mes de 
liques pondérés.Par la suite, on étudiera les séries de la forme (det(1−xM))−1, où M est une matri
e à
oe�
ients réels non négatifs. On montrera que les polyn�mes de la forme det(1− xM)
oïn
ident ave
 les polyn�mes de 
liques généralisés.Ensuite, on s'intéresse aux 
onditions né
essaire et su�sante permettant de dé
ider dela N-rationalité des séries de la forme (1 − ax + bxk)−1, où a ∈ N, b ∈ Z, k ≥ 2 et
(1 − ax+ bx2 + cx3)−1, où a ∈ N et b, c ∈ Z.Finalement, on étudiera les propriétés de la fon
tion zêta d'un automate. Ceux-
i étantvalides pour des automates non ambigus, on pourra les appliquer aux 
odes.La se
onde partie porte sur les matri
es génériques sto
hastiques, des matri
es dont lesentrées sont des variables non 
ommutatives dont la somme des éléments de 
haque lignevaut 1. Il est 
onnu dans la littérature que toute matri
e sto
hastique a le ve
teur propreà droite t(1, . . . , 1) asso
ié à la valeur propre 1. On s'intéressera au ve
teur propre àgau
he asso
ié à 1, tout d'abord dans le 
as 
ommutatif et par la suite, dans le 
as non
ommutatif. Dans 
e dernier 
as, on aura re
ours à la théorie des 
orps libres (au sensde Cohn) puisque les entrées de la matri
e ; des expressions rationnelles, seront plongéesdans un 
orps libre.Ce travail est divisé 
omme suit. Au Chapitre 1, on fera une introdu
tion à la théoriedes langages et des séries rationnelles en variables non 
ommutatives (voir (Eilenberg,1974), (Salomaa et Soittola, 1978) ou (Berstel et Reutenauer, 1984)).Au Chapitre 2, on dé�nira le polyn�me de 
liques. On va généraliser 
e polyn�me unepremière fois en pondérant les sommets du graphe simple non orienté C par des mon�mesde la forme xd, où d ∈ N. A�n de simpli�er l'é
riture, on va étiqueter les sommets de
C par d. On va lui asso
ier le polyn�me de 
liques du graphe pondéré dé�ni 
omme lasomme des mon�mes (−1)|B| xdeg(B), où B est un sous-graphe 
omplet du graphe simplepondéré. On va montrer que l'ensemble de tels polyn�mes 
oïn
ide ave
 l'ensemble des



LISTE DES FIGURES 3polyn�mes ré
iproques des polyn�mes 
ara
téristiques de matri
es à 
oe�
ients entiersnon négatifs. L'in
lusion d'un sens né
essite la théorie des monoïdes partiellement 
om-mutatifs, introduite par Cartier et Foata (Cartier et Foata, 1969), où on utilisera la
onstru
tion du graphe des 
ir
uits. Cette 
onstru
tion n'étant pas surje
tive, pour mon-trer l'in
lusion dans l'autre sens, on va devoir utiliser un théorème de Kim, Ormes etRoush (Kim, Ormes et Roush, 2000) établissant les 
onditions né
essaire et su�santepour qu'un ensemble de nombres 
omplexes soit le spe
tre d'une matri
e à 
oe�
ientsentiers non négatifs. Entre autres, on va utiliser un résultat de Lalonde (Lalonde, 1995)pour montrer que le polyn�me de 
liques pondéré satisfasse l'une des 
onditions de 
ethéorème.Au Chapitre 3, on va généraliser une fois de plus le polyn�me de 
liques en pondérantles sommets par des mon�mes de la forme αxd, où α est un réel positif et d, un en-tier non négatif. On va lui asso
ier le polyn�me dé�ni 
omme la somme des mon�mes
(−1)|B| (∏

s∈B αs x
ds
), où B est un sous-ensemble 
ommutatif du graphe et s est unsommet de B. Ces polyn�mes seront appelés polyn�mes de 
liques généralisés. On vamontrer que l'ensemble de 
es polyn�mes 
oïn
ide exa
tement ave
 l'ensemble des po-lyn�mes ré
iproques des polyn�mes 
ara
téristiques de matri
es à 
oe�
ients réels nonnégatifs. L'idée de la preuve est exa
tement la même que la démonstration du théorèmeprin
ipal du Chapitre 2 à l'ex
eption qu'on va utiliser le théorème spe
tral de Boyle etHandelman (Boyle et Handelman, 1991) (au lieu du théorème de Kim, Ormes et Roush)a�n de montrer l'in
lusion dans l'autre sens. A�n de montrer que le polyn�me de 
liquesgénéralisé véri�e l'une des 
onditions du théorème spe
tral, on va utiliser un résultatprovenant de la théorie des empilements de Viennot (Viennot, 1986).Au Chapitre 4, on va s'intéresser aux 
onditions né
essaire et su�sante permettant dedé
ider si une série de la forme (1−ax+bxk)−1, où a ∈ N, b ∈ Z, k ≥ 2 est N-rationnelle.La motivation de 
e problème provient du fait que (1− ax+ bx2)−1 est N-rationnelle siet seulement si a2 ≥ 4b. Cette 
ondition est reliée à la théorie des graphes extrémaux ;en e�et, Mantel (voir (Bollobas, 1998)) a démontré qu'il existe un graphe simple nonorienté ayant a sommets et b arêtes sans triangle si et seulement si 4b ≤ a2. On va



LISTE DES FIGURES 4démontrer qu'une telle série est N-rationnelle si et seulement si kkb ≤ (k − 1)k−1 ak. La
ondition né
essaire se base sur le nombre de ra
ines réelles du polyn�me ré
iproquedu dénominateur, xk − axk−1 + b. La 
ondition su�sante se démontre dire
tement par
al
uls. Par la suite, on fera de même pour les séries de la forme (1− ax+ bx2 + cx3)−1,où a ∈ N et b, c ∈ Z. On va séparer 
e problème en deux parties : a2 ≥ 3b et a2 < 3b.Dans le premier 
as, on a que le polyn�me ré
iproque du dénominateur p(x) possède unmaximum et un minimum lo
aux. Par la suite, on applique les Théorèmes de Berstel etSoittola selon le nombre de ra
ines réelles de 
e polyn�me. Dans le se
ond 
as, on a que
p(x) est stri
tement 
roissant sur tout son domaine. Ce 
as se restreint uniquement à lasituation où b > 0 et c < 0. En e�et, si b < 0, la 
ondition 3b > a2 n'est jamais satisfaiteet si c > 0, p(x) a une seule ra
ine réelle qui est négative, don
 (1 − ax+ bx2 + cx3)−1,n'est jamais N-rationnelle.Dans le Chapitre 5, on va démontrer plusieurs propriétés de la fon
tion zêta d'un auto-mate dé�nie 
omme la série exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}, où an est le nombre de 
hemins bi-in�nisdans A dont la période est n. On va montrer que an est égal au rang stable d'un 
er-tain mot non vide w ; i.e. le rang de wn pour un n su�samment grand. Par ailleurs, onmontrera plusieurs propriétés de 
ette série telles la N-rationalité ou 
on
ernant l'apé-riodi
ité ou la divergen
e. Étant donné que plusieurs de 
es résultats sont valides pourdes automates non ambigus, 
eux-
i s'appliqueront aux 
odes, en parti
ulier aux 
odes
omplets, aux 
odes purs, aux 
odes 
ir
ulaires et aux 
odes bi�xes. Finalement, onva montrer que ζ(A) est une spé
ialisation de la fon
tion zêta Zφ d'un morphisme desystèmes dynamiques dé�nie dans (Boyle, 1989).Au Chapitre 6, on va identi�er le ve
teur propre à gau
he asso
ié à la valeur propre 1d'une matri
e générique sto
hastique. Dans le 
as 
ommutatif, on va montrer que leséléments de 
e ve
teur sont les mineurs prin
ipaux de la matri
e. Ce résultat est bien
onnu en probabilités puisqu'il permet de 
al
uler la probabilité limite d'un pro
édé deMarkov �ni, en remplaçant la matri
e sto
hastique M par M − I. On peut 
al
uler
es probabilités en utilisant le théorème des arbres des 
haînes de Markov (Markov
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hain trees theorem), voir (Leighton et Rivest, 1983), (Broder, 1989), (Anantharam etTsou
as, 1989) ou (Aldous, 1990) où 
e 
al
ul est donné en termes d'arbres générateurs.La preuve du 
as 
ommutatif qu'on retrouve dans 
e travail est entièrement algébriqueétant donné qu'elle se base uniquement sur la formule du déterminant impliquant lesmatri
es adjointes.Dans le 
as non 
ommutatif, les éléments de 
e ve
teur propre sont les inverses des déri-vations des 
odes re
onnus par l'automate dont M est la matri
e de 
et automate. Pour
e faire, on va utiliser des résultats provenant de la théorie des 
orps libres, l'analoguenon 
ommutatif du 
orps des fra
tions. Il existe plusieurs 
onstru
tions du 
orps libre,(voir (Amitsur, 1966), (Bergman, 1970), (Mal
olmson, 1978), (Cohn, 1971) et (Cohn,1995)). Les éléments inversibles d'un 
orps libre sont les matri
es pleines ; i.e. soitM unetelle matri
e, il n'existe pas de matri
es P et Q de dimensions n× (n− 1) et (n− 1)×nrespe
tivement telles que M = PQ. Par la suite, on va 
onstruire une 
ertaine matri
e
F et suite à des transformations élémentaires de lignes et de 
olonnes, on va montrerque F est équivalente à une matri
e 
reuse.



CHAPITRE I
LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES

Ce 
hapitre est une introdu
tion aux langages et aux séries rationnelles en un nombre �nide variables non 
ommutatives. La dernière se
tion de 
e 
hapitre portera sur la 
lasse desséries N-rationnelles, une sous-
lasse des séries rationnelles. Tous les résultats 
on
ernantles séries proviennent du livre de Berstel et Reutenauer (Berstel et Reutenauer, 1984) ;il est possible de 
onsulter la version éle
tronique de 
e livre, disponible sur la page webde Jean Berstel.1.1 LangagesSoit A un ensemble �ni appelé alphabet , les éléments sont appelés des lettres. Un mot
w est une suite �nie de lettres et la longueur de w, notée |w| est égale à la longueurde 
ette suite. On note 1 le mot vide. Soit u = a1 . . . an et v = b1 . . . bm deux mots ;on dé�nit le produit (
on
aténation) 
omme étant le mot w = uv = a1 . . . an b1 . . . bm.Ainsi, l'ensemble des mots, muni de 
e produit est un monoïde, appelé le monoïde libreengendré par A. On le note A∗.Un langage L est un sous-ensemble de A∗ ; L est �ni s'il 
ontient un nombre �ni d'élé-ments. Soient L1 et L2 deux langages. On dé�nit le produit de L1 et L2 
omme le langage
{w1w2 | w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}. On appelle l'étoile de L le langage

L∗ = {w1 . . . wn | wi ∈ L, n ≥ 0} =
⋃

n≥0

Ln, L0 = φ.



CHAPITRE 1. LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES 7Un langage est rationnel s'il est obtenu à partir des langages �nis par les opérationsrationnelles : union, produit et étoile.Les opérations rationnelles non ambiguës sont l'union disjointe, le produit non ambigu(i.e. tout mot w ∈ L1L2 a une unique fa
torisation w = w1w2 telle que w1 ∈ L1et w2 ∈ L2) et l'étoile non ambiguë (i.e. tout mot de L∗ a une seule fa
torisation
w1w2 . . . wn, wi ∈ L). On montre qu'un langage rationnel peut être obtenu en utilisantseulement des opérations rationnelles non ambiguës ((Eilenberg, 1974) Thm. VII.8.2).1.2 Séries formellesDé�nition 1.1. Un demi-anneau est un ensemble K muni de deux opérations binaires, lasomme (+) et le produit (·) et deux éléments notés 0 et 1 ayant les propriétés suivantes :(i) 〈K, +, 0〉 est un monoïde 
ommutatif,(ii) 〈K, ·, 1〉 est un monoïde,(iii) le produit est distributif en respe
t de l'addition,(iv) 0 · x = x · 0 = 0, pour tout x ∈ K.Un demi-anneau est 
ommutatif si le produit l'est.Dé�nition 1.2. Soit A un alphabet et K un demi-anneau. Une série formelle S est unefon
tion

S : A∗ → K.L'image d'un mot w par S est appelée le 
oe�
ient de w dans S et est dénoté (S, w).La série S s'é
rit elle-même 
omme la somme formelle
S =

∑

w∈A∗

(S, w)w.L'ensemble de toutes les séries formelles sur A∗ ayant des 
oe�
ients dans K est dénoté
K〈〈A〉〉.Sur l'ensemble K〈〈A〉〉, on dé�nit la somme et le produit (de Cau
hy) des séries S =
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∑

w∈A∗

(S, w)w et T =
∑

w∈A∗

(T, w)w par :
S + T =

∑

w∈A∗

((S, w) + (T, w)) w,

ST =
∑

w∈A∗

(
∑

uv=w

(S, u) (T, v)

)

wrespe
tivement. L'addition dans K étant 
ommutative, S + T = T + S. Cependant, leproduit n'est généralement pas 
ommutatif.Dé�nition 1.3. Soit L un langage. La série 
ara
téristique L de L est la série formelle
L =

∑

w∈L

w.L'ensemble K〈〈A〉〉, muni de l'addition et de la multipli
ation est un demi-anneau dontl'élément neutre pour la somme est la série 0 =
∑

w∈A∗

0w et l'élément neutre du produitest la série 1 = 1, où 1 est le mot vide.Dé�nition 1.4. Une série S ∈ K〈〈A〉〉 est dite propre (ou quasi-régulière) si le 
oe�
ientdu mot vide est nul ; i.e. (S, 1) = 0.On peut munir K〈〈A〉〉 d'une stru
ture topologique au sens de la 
onvergen
e d'une suite
S1, S2, . . . d'éléments de K〈〈A〉〉. La suite 
onverge à la limite S ; i.e.

lim
i→∞

Si = S ⇔ ∀n ∈ N, ∃M ∈ N, ∀w ∈ An, ∀m > M, (Sm, w) = (S, w).Soit S une série propre. On s'intéresse à la suite des puissan
es de S : S0 = 1, S1 = S,
S2 = S · S, . . ., qui 
onverge à 0 puisque le 
oe�
ient pour tout mot w de longueur nvaut 0 dans toute série Sm, m > n. Ainsi, la série

S∗ = lim
m→∞

m∑

n=0

Snexiste et est nommée l'étoile de S. De façon similaire, on dé�nit
S+ = lim

m→∞

m∑

n=1

Sn.



CHAPITRE 1. LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES 9Ces deux séries sont liées via les relations
S∗ = 1 + S+, S+ = S S∗ = S∗ S.Don
, si K est un anneau, on a S∗ = (1 − S)−1 puisque

S∗(1 − S) = S∗ − S+ = 1.Dé�nition 1.5. Les opérations rationnelles dans K〈〈A〉〉 sont la somme, le produit etl'étoile. Un sous-demi-anneau de K〈〈A〉〉 est rationnellement fermé s'il est fermé sous lesopérations rationnelles. La 
l�ture rationnelle d'un sous-ensemble M ⊆ K〈〈A〉〉 est leplus petit sous-ensemble de K〈〈A〉〉 
ontenant M et qui est rationnellement fermé. Unesérie formelle S ∈ K〈〈A〉〉 est K-rationnelle si 
'est un élément de la 
l�ture rationnellede K〈〈A〉〉. L'ensemble de toutes les séries K-rationnelles est dénoté par Krat〈〈A〉〉.Proposition 1.6. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. III.2.1) La série 
ara
-téristique d'un langage rationnel est une série rationnelle.Dé�nition 1.7. Une série formelle S ∈ K〈〈A〉〉 est dite re
onnaissable s'il existe unentier n ≥ 1, un morphisme de monoïdes
µ = A∗ → Kn×n,et deux matri
es λ ∈ K1×n et γ ∈ Kn×1 telles que pour tout mot w, le 
oe�
ient de wdans S, noté (S, w) est égal à
(S, w) = λµ(w) γ.Dans 
e 
as, le triplet (λ, µ, γ) est appelé la représentation linéaire de S et n, sa dimen-sion.Le résultat fondamental suivant est dû à S
hützenberger (S
hützenberger, 1961).Théorème 1.8 (S
hützenberger). Une série formelle est rationnelle si et seulement sielle est re
onnaissable.



CHAPITRE 1. LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES 101.3 Séries rationnelles en une variableSoit K un 
orps. Lorsqu'on se restreint à une seule variable, on a K〈〈A〉〉 = K[[x]](K〈A〉 = K[x]), l'anneau des séries (polyn�mes) en une variable.Proposition 1.9. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. V.1.1) Une série S estrationnelle si et seulement s'il existe deux polyn�mes P (x) et Q(x) dans K[x] tels que
Q(0) = 1 et que S est la série obtenue en développant la fra
tion rationnelle P (x)/Q(x).Théorème 1.10. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. V.1.2) Soit S =

∞∑

n=0

an x
n.

S est rationnelle si et seulement s'il existe q1, q2, . . . , qk ∈ K tels que pour n su�sam-ment grand, an+k = q1 an+k−1 + . . . + qk an.À la relation de ré
urren
e linéaire an+k = q1 an+k−1 + . . .+ qk an la plus 
ourte 
orres-pond le polyn�me xk − q1x
k−1 − . . .− qk, appelé le polyn�me minimal de S =

∞∑

n=0

anx
n.Dé�nition 1.11. Une série rationnelle est régulière si elle admet une représentationlinéaire (λ, µ, γ) telle que µ(x) est une matri
e inversible.Dé�nition 1.12. Le produit de Hadamard de deux séries formelles S et T est la série

S ⊙ T dé�nie par
(S ⊙ T, w) = (S, w) (T, w).Dé�nition 1.13. Supposons que K soit de 
ara
téristique 0. Soit Λ le groupe mul-tipli
atif K \ 0 et soit x une variable. Considérons l'algèbre K[x][Λ] du groupe Λ surl'anneau K[x]. C'est en parti
ulier une algèbre sur K. Un élément de K[x][Λ] est appeléun polyn�me exponentiel.Théorème 1.14. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. V.2.1) Soit K un 
orpsalgébriquement 
los. La fon
tion qui asso
ie à un polyn�me exponentiel
∑

λ∈Λ

Pλ(x)λ ∈ K[x][Λ]la série rationnelle régulière
∞∑

n=0

an x
n



CHAPITRE 1. LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES 11dé�nie par
an =

∑

λ∈Λ

Pλ(n)λnest un isomorphisme de K-algèbres de K[x][Λ] vers l'algèbre de Hadamard des sériesrationnelles régulières.Dé�nition 1.15. Soit f(x) = P (x)
Q(x) une série rationnelle, où Q(x) = 1 − q1 x − q2 x

2 −
. . .− qk x

k. Les ra
ines de Q(x) sont appelées les p�les de f(x) tandis que les ra
ines dupolyn�me ré
iproque Q(x) sont appelées les valeurs propres de f(x).Remarque 1.16. La multipli
ité de la valeur propre λ est égale à 1 + deg(Pλ), où Pλest le polyn�me asso
ié à λ dé�ni au Théorème pré
édent.Corollaire 1.17. Soit S =
∑

an x
n une série rationnelle sur un 
orps algébriquement
los de 
ara
téristique nulle K.(i) Pour un n su�samment grand, on a
an =

p
∑

i=1

Pi(n)λn
i , (1.1)où λ1, . . . , λp ∈ K \ {0} et Pi(x) ∈ K[x].(ii) L'expression (1.1) est unique si les valeurs propres λi sont distin
tes. En par-ti
ulier, les valeurs propres non nulles de S sont les λi telles que Pi 6= 0.1.4 Séries N-rationnellesOn va s'intéresser à une sous-
lasse parti
ulière des séries rationnelles en une variable :les séries N-rationnelles ; i.e. les séries à 
oe�
ients entiers non négatifs obtenues par unesuite �nie d'opérations rationnelles de polyn�mes à 
oe�
ients entiers non négatifs.Dé�nition 1.18. Une série est N-rationnelle (en une variable) si elle est obtenue parun nombre �ni de sommes, de produits et d'étoiles de polyn�mes à 
oe�
ients dans N.Dé�nition 1.19. Soit Q(x) un polyn�me de degré k, on dé�nit le polyn�me ré
iproquede Q(x) 
omme étant le polyn�me Q(x) = xk Q(x−k).



CHAPITRE 1. LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES 12Le théorème suivant, dû à Berstel (Berstel, 1971), établit une 
ondition né
essaire desséries N-rationnelles.Théorème 1.20 (Berstel). Soit f(x) une fon
tion N-rationnelle qui n'est pas un poly-n�me. Soit ρ le minimum des modules des p�les de f(x). Alors ρ est un p�le de f(x) ettout p�le de f de module ρ est de la forme ρθ, où θ est une ra
ine de l'unité.On remarque que le minimum des modules des p�les d'une série rationnelle est le rayonde 
onvergen
e de la série asso
iée. Une 
onséquen
e dire
te de 
e théorème nous assurequ'une série N-rationnelle a un p�le réel positif qui est de module minimum.Dé�nition 1.21. Une valeur propre de f(x) est dite dominante si elle est unique, réelle,positive et stri
tement plus grande que le module de toute autre valeur propre de f(x).Le théorème suivant, dû à Soittola (Soittola, 1976) énon
e une 
ondition su�sante as-surant la N-rationalité d'une série formelle.Théorème 1.22 (Soittola). Une série Z-rationnelle ayant une valeur propre dominanteet tous ses 
oe�
ients positifs ou nuls est N-rationnelle.On retrouve une autre démonstration dans (Katayama, O. et Enomoto, 1978) et plusré
emment, dans (Berstel et Reutenauer, 2008a). Par dé�nition, une série N-rationnellea né
essairement des 
oe�
ients dans N mais une série à 
oe�
ients entiers non négatifsn'est pas en général N-rationnelle. Par exemple, 
onsidérons la série suivante due à Gessel(Gessel, 2003)
f(x) = x+ 4x2 + x3 + 144x4 + 361x5 + 484x6 + 19321x7 + 28224x8 + 128881x9 + . . .est une série à 
oe�
ients entiers non négatifs engendrée par la fra
tion

x+ 5x2

1 + x− 5x2 − 125x3
,n'étant pas une série N-rationnelle. En e�et, les valeurs propres sont 5, −3 + 4 i et

−3 − 4 i ; 
es 3 valeurs propres sont toutes de module 5 ; ainsi, il n'y a don
 pas de



CHAPITRE 1. LANGAGES ET SÉRIES FORMELLES 13valeur propre dominante. On trouve d'autres exemples dans (Eilenberg, 1974), ExempleVIII.6.1, (Salomaa et Soittola, 1978) Exer
i
e II.10.2 ou (Berstel et Reutenauer, 1984)Exer
i
e V.2.2.



CHAPITRE II
POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS

La 
ara
térisation des polyn�mes 
ara
téristiques, 
onnue dans la littérature sous l'ap-pellation (N)IEP ((nonnegative) inverse eigenvalue problem) est un problème qui per-dure depuis longtemps. Ce problème 
onsiste à déterminer les 
onditions né
essaires etsu�santes a�n qu'un ensemble de nombres 
omplexes soit le spe
tre d'une matri
e. Par-ti
ulièrement, on s'intéresse au 
as où les matri
es doivent être non négatives. Boyle etHandelman (Boyle et Handelman, 1991) ont dé�ni 
es 
onditions permettant de nousgarantir qu'un ensemble de nombres 
omplexes soit le spe
tre d'une matri
e 
arrée à
oe�
ients réels non négatifs. Kim, Ormes et Roush (Kim, Ormes et Roush, 2000) ontétabli et démontré les 
onditions nous assurant qu'un ensemble de nombres 
omplexessoit le spe
tre d'une matri
e 
arrée à 
oe�
ients entiers non négatifs.On va rappeler la dé�nition d'un polyn�me de 
liques asso
ié à un graphe simple nonorienté C et on va généraliser 
e polyn�me en pondérant 
haque sommet de C par desentiers positifs. On appelle 
e polyn�me le polyn�me de 
liques de graphes pondérés. LeThéorème 2.4 stipule que l'ensemble des polyn�mes de 
liques pondérés 
oïn
ide ave
l'ensemble des polyn�mes de la forme det(1− xM), où M est une matri
e à 
oe�
ientsentiers non négatifs.



CHAPITRE 2. POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS 152.1 Polyn�mes de 
liques et polyn�mes 
ara
téristiquesSoit C un graphe simple non orienté. Le polyn�me de 
liques, également appelé polyn�mede dépendan
e, a été introduit par Fisher (Fisher, 1989) et est dé�ni 
omme la sommedes mon�mes (−1)i xi, où i est une 
lique de degré i de C ; i.e. un sous-graphe 
ompletsur i éléments de C.Exemple 2.1. Le polyn�me de 
liques du graphe suivant vaut 1 − 4x+ 4x2 − x3.
• •

•
•

C =Figure 2.1 Graphe simple.Pour 
onnaître des propriétés et résultats 
on
ernant 
e polyn�me on peut 
onsulter (Ha-jialbolhassan et Mehrabadi, 1998), (Goldwurm et Santini, 2000), (Goldwurm et Saporiti,1998) et (Levit et Mandres
u, 2005).On va généraliser 
e polyn�me en pondérant 
haque sommet s de C par un entier positif
ds dit degré de s. Soit B une 
lique, on dé�nit le degré de B : deg(B)=la somme desdegrés des sommets de B.Dé�nition 2.2. Soit C un graphe simple dont les sommets sont pondérés par des entierspositifs. Le polyn�me de 
liques du graphe pondéré C, noté PC(x), est la somme desmon�mes (−1)|B| xdeg(B), où B est une 
lique de C. Si tous les ds = 1, on est ramené aupolyn�me de 
liques.Exemple 2.3. Reprenons l'exemple pré
édent et pondérons 
haque sommet par unentier positif
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• •

•
•

C =

1 21 3Figure 2.2 Graphe simple pondéré.Le polyn�me de 
liques du graphe pondéré C est
PC(x) = 1 − (2x+ x2 + x3) + (x2 + 2x3 + x4) − x4

= 1 − 2x+ x3.Considérons maintenant une autre 
lasse de polyn�mes. Soit M une matri
e 
arrée à
oe�
ients entiers non négatifs, 
onsidérons le polyn�me det(1−xM), où 1 est la matri
eidentité de la taille appropriée. Ce polyn�me est le polyn�me ré
iproque du polyn�me
ara
téristique de M .Théorème 2.4. Les polyn�mes de 
liques pondérés 
oïn
ident ave
 les ré
iproques depolyn�mes 
ara
téristiques de matri
es 
arrées à 
oe�
ients entiers non négatifs. Autre-ment dit, les séries génératri
es des monoïdes gradués partiellement 
ommutatifs libres
oïn
ident ave
 les séries de la forme det(1−xM)−1, oùM est une matri
e à 
oe�
ientsdans N.Remarque 2.5. On sait par la théorie de Cartier-Foata que si f = 1/det(1−xM), où
M est une matri
e à 
oe�
ients entiers non négatifs, alors F (x) est N-rationnelle. Laré
iproque n'est pas valide. En e�et, soit

F (x) =
1

1 − 3x+ 5x2 − 8x3
.



CHAPITRE 2. POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS 17Cette série, provenant de (Bar
u

i et al., 2001), est N-rationnelle puisque
F (x) = 1 + 3x+ 4x2 + 5x3 + 19x4 + 64x5 + 137x6 + 243x7 + 17745x12

+AB
(
2287904x18 + 171059648x24 + 33080x13 + 2637120x19 + 392x8 + 50944x14

+ 1344x9 + 70848x15 + 3032x10 + 144704x16 + 5512x11 + 487424x17
)

+A
(
727545x18 + 9963x13 + 164x8 + 205x9 + 779x10 + 2624x11

)

+A2B
(
10192728000x30 + 139579200x25 + 2297600x20 + 2872000x21 + 10913600x22

+36761600x23
)
,où

A = (41x6)∗,

B = (81x6 + 7616x12 + 574400x18 A)∗.Cette expression rationnelle a été obtenue à l'aide du paquetage RLangGFun (Maple),
réé par C. Kouts
han (Kouts
han, 2005) ou (Kouts
han, 2008). Il est impossible de
onstruire un graphe simple ayant 3 sommets tous pondérés par 1, et 5 arêtes. Ainsi,par le Théorème 2.4, il n'y a pas équivalen
e entre l'ensemble des séries de la forme
(det(1 − xM))−1, où M est une matri
e à 
oe�
ients dans N et l'ensemble des séries
N-rationnelles qui sont des inverses de polyn�mes.2.2 Monoïdes partiellement 
ommutatifs libresOn va introduire la théorie des monoïdes partiellement 
ommutatifs libres de Cartier etFoata (Cartier et Foata, 1969). On peut 
onsulter la version éle
tronique de 
e livre surle site du séminaire lotharingien de 
ombinatoire.Dé�nition 2.6. Un 
ir
uit est une 
lasse de 
onjugaison de 
hemins fermés sans pointdouble dans un graphe orienté.Soient C un graphe simple non orienté et A l'ensemble des sommets de C. Considérons lemonoïde libre A∗ sur A. On dé�nit la 
ongruen
e ∼C engendrée par les relations ab ∼C ba



CHAPITRE 2. POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS 18si {a, b} est une arête de C. On dé�nit ainsi le monoïde partiellement 
ommutatif libre
A∗/ ∼C . On note [a] la 
lasse d'équivalen
e de la lettre a.Un sous-ensemble B de A est une partie 
ommutative si elle est �nie, non vide et sideux de ses éléments 
ommutent deux à deux modulo ∼C . On pose alors [B] =

∏

a∈B

[a]et [1] = 1.Dé�nition 2.7. Soit K〈〈A∗/ ∼C〉〉 la K-algèbre des séries partiellement 
ommutatives.On dé�nit les séries partiellement 
ommutatives
ζ =

∑

u∈A∗/∼C

u,

µ =
∑

B⊆A

(−1)|B| [B],où la somme est sur toutes les parties 
ommutatives B de A.Théorème 2.8 (Cartier-Foata).
µ ζ = ζ µ = 1. (2.1)Soit D un graphe orienté, on 
onstruit le graphe des 
ir
uits C (graphe non orienté) de

D 
omme suit : les sommets de C sont les 
ir
uits de D et deux sommets sont reliéspar une arête si les 
ir
uits 
orrespondants sont disjoints dans D. On pondère 
haquesommet de C par la longueur du 
ir
uit de D 
orrespondant à 
e sommet. Nous noterons
C = π(D).Soit M la matri
e d'adja
en
e de D. En développant le déterminant det(1 − xM) enutilisant la formule impliquant les permutations et en dé
omposant 
elles-
i en 
y
les,on a

det(1 − xM) =
∑

{c1, ..., ck}
x|c1|+...+|ck|,où k ∈ N, {c1, . . . , ck} est un ensemble de k 
ir
uits, où |ci| représente la longueur de

ci.Ainsi, det(1 − xM) est le polyn�me de 
liques du graphe pondéré C.
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i-dessous :
•

• ••

Figure 2.3 Graphe orienté D.Son graphe des 
ir
uits C est
•

• ••

•

• •

∼= • •

• •

1
2

1

3

Figure 2.4 Graphe des 
ir
uits C.Son polyn�me de 
liques de graphe pondéré est PC(x) = 1 − 2x− x2 − x3 + x2 + x4 =

1 − 2x− x3 + x4 = det(1 − xM), où M =











1 1 0 0

1 1 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0











la matri
e d'adja
en
e de D.
Dans le but de prouver que tout polyn�me de 
liques de graphes pondérés est de la forme
det(1 − xM), on ne peut pas inverser la dernière 
onstru
tion. En e�et, l'appli
ation
π : D → C de l'ensemble des graphes orientés vers l'ensemble des graphes simples n'estpas surje
tive, 
omme le montre l'exemple suivant.Exemple 2.10. Soit C le graphe
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• • •
1

1
1Figure 2.5 Graphe simple.dont les sommets sont tous de degré 1. Son polyn�me de 
liques vaut 1− 3x+x2. Or, iln'y a pas de graphe orienté D tel que π(D) = C ; sinon D aurait 3 bou
les de longueur1 tel qu'exa
tement 2 d'entre elles seraient disjointes, 
e qui est impossible. Cependant,on a 1 − 3x+ x2 = det



1 − x




2 1

1 1







 .2.3 Théorème de Kim, Ormes et RoushDans leur 
ara
térisation des polyn�mes de la forme det(1−xM), où M est une matri
eprimitive à 
oe�
ients dans N, Kim, Ormes et Roush (Kim, Ormes et Roush, 2000) ontdémontré en parti
ulier le théorème suivant.Théorème 2.11 (KOR). Un polyn�me P (x) =

k∏

i=1

(1−λi x), où les λi sont des nombres
omplexes non nuls, est de la forme det(1− xM) où M est une matri
e 
arrée à 
oe�-
ients entiers non négatifs si les 
onditions suivantes sont satisfaites :(1) les 
oe�
ients de P (x) sont tous entiers ;(2) il y a un indi
e i tel que λi > |λj |, pour tout j 6= i ;(3) trn(λ1, . . . , λk) ≥ 0, pour tout n ≥ 1, où
trn(λ1, . . . , λk) =

∑

d |n
µ
(n

d

) (

λd
1 + . . .+ λd

k

)

.On va démontrer que PC(x) véri�e 
es trois 
onditions a�n de démontrer qu'il est lepolyn�me ré
iproque de det(1 − xM). Par sa 
onstru
tion, PC(x) satisfait la première
ondition.Soient B un sous-ensemble 
ommutatif de A et deg(B) son degré. En appliquant la



CHAPITRE 2. POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS 21transformation a→ xdeg(a) à l'équation (2.1), on obtient
∑

u∈A∗/∼C

x|u| =
1

∑

B

(−1)|B| xdeg(B)
=

1

PC(x)
. (2.2)Ainsi, 1

PC(x) est une série génératri
e d'un monoïde partiellement 
ommutatif libre. La-londe (Lalonde, 1995) a démontré que tout monoïde partiellement 
ommutatif libre sefa
torise en éléments de Lyndon.Théorème 2.12. Soit M un monoïde partiellement 
ommutatif libre. Il existe un sous-ensemble L de M totalement ordonné tel que que tout élément m ∈ M a une uniquefa
torisation m = ℓ1 . . . ℓn, où , ℓi ∈ L, i ∈ [n] et ℓ1 ≥ . . . ≥ ℓn.Corollaire 2.13. La série génératri
e d'un monoïde partiellement 
ommutatif libre Ms'é
rit
∞∏

n=1

(
1

1 − xn

)αn

,où αn est le nombre de ℓ ∈ L de degré n.Démonstration. Du théorème pré
édent, on a
∑

u∈A∗/∼C

u =
∏

ℓ∈L

(1 + ℓ+ ℓ2 + . . .)

=

(
1

1 − ℓ1

) (
1

1 − ℓ2

)

. . .En envoyant 
haque lettre de ℓ sur x, on a
∑

u∈A∗/∼C

u =

∞∏

n=1

(
1

1 − xn

)αn

,où αn est le nombre de mots de L de degré n.Corollaire 2.14.
αn =

1

n
trn(λ1, . . . , λk), (2.3)où

trn(λ1, . . . , λk) =
∑

d |n
µ
(n

d

) (

λd
1 + . . .+ λd

k

)

.
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orollaire pré
édent, on a
∑

u∈A∗/∼C

u =
1

d∏

i=1

(1 − λi x)

=
∞∏

n=1

(
1

1 − xn

)αn

. (2.4)Du 
�té gau
he de l'équation (2.4) on a
1

d∏

i=1

(1 − λi x)

= exp







ln
1

(
d∏

i=1

(1 − λi x)

)







= exp

{
d∑

i=1

ln
1

(1 − λi x)

}

= exp







d∑

i=1

∞∑

j=1

λj
i

xj

j






= exp







∞∑

j=1

(
d∑

i=1

λj
i

)

xj

j







= exp







∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)
xj

j






=

∞∏

n=1

(
1

1 − xn

)αn

, (2.5)où trj(λ1, . . . , λk) =
k∑

d=1

λj
d. Prenons la dérivée logarithmique et multiplions par x depart et d'autre de l'équation (2.5). Du 
�té gau
he on a

x
d

dx



ln



exp







∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)
xj

j













 = x
d

dx





∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)
xj

j





= x





∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)
d

dx

xj

j



 = x





∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)
j xj−1

j





=

∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)x
j . (2.6)Du 
�té droit on a

x
d

dx

(

ln

( ∞∏

n=1

(
1

1 − xn

)αn

))

= x
d

dx

( ∞∑

n=1

ln
(
(1 − xn)−αn

)

)

= x
d

dx

( ∞∑

n=1

−αn ln(1 − xn)

)

= x
∞∑

n=1

−αn
d

dx
(ln(1 − xn))

= x

∞∑

n=1

−αn
−nxn−1

1 − xn
=

∞∑

n=1

αn
nxn

1 − xn

=

∞∑

n=1

∞∑

m=1

αmmxm n. (2.7)
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ombinant les équations (2.6) et (2.7), on obtient
∞∑

j=1

trj(λ1, . . . , λk)x
j =

∞∑

n=1

∞∑

m=1

αmmxm n.En 
omparant les 
oe�
ients de xn de part et d'autre, on a
trj(λ1, . . . , λk) =

∑

d |n
dαd.En utilisant la formule d'inversion de Möbius, on a

nαn =
∑

d |n
µ
(n

d

) (

λd
1 + . . .+ λd

k

)

⇔ αn =
1

n
trn(λ1, . . . , λk).

Du Corollaire 2.14, on a
αn =

1

n

∑

d |n
µ
(n

d

) (

λd
1 + . . .+ λd

k

)

,où αn désigne un 
ertain nombre de mots ; d'où αn ≥ 0. Ainsi, le polyn�me de 
liquespondéré satisfait la 3e 
ondition du Théorème 2.11.La véri�
ation que PC(x) satisfasse la se
onde 
ondition né
essite 
ertains résultatsprovenant notamment de la théorie des séries rationnelles, de la théorie des graphes, dela théorie de Perron-Frobenius ainsi que du résultat suivant que nous démontrerons plusloin.Proposition 2.15. Soit la série formelle F (x) =

∞∑

n=0

fn x
n =

1

PC(x)
. Si le graphe 
om-plémentaire C est 
onnexe et si les degrés ds des sommets s de C sont relativementpremiers, alors 
ette série a une ra
ine dominante unique qui est simple.Une lettre a est liée à une partie B de A si soit a ∈ B, soit il existe une lettre de B ave
laquelle a ne 
ommute pas. Si B1 et B2 sont 2 sous-ensembles 
ommutatifs de A, on ditque B2 est lié à B1 si toute lettre de B2 est liée à B1.



CHAPITRE 2. POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS 24Dé�nition 2.16. Le graphe de Cartier-Foata D est le graphe orienté dont les sommetssont les sous-ensembles 
ommutatifs de A, ave
 une arête B1 → B2 si B2 est lié à B1.L'ensemble des 
hemins de 
e graphe s'identi�e à l'ensemble des formes normales deCartier-Foata (voir la notion de V -dé
omposition dans (Cartier et Foata, 1969), Se
tionI.3).Théorème 2.17 (Cartier-Foata). Tout élément w ∈ A∗/ ∼C admet une unique formenormale de Cartier-Foata w = [B1][B2] . . . [Bk], où Bi+1 est lié à Bi, i = 1, . . . , k − 1.Dé�nition 2.18. Un graphe orienté est fortement 
onnexe si pour tous sommets s et tde 
e graphe, il existe un 
hemin de s vers t.Lemme 2.19. Soit C le graphe des non 
ommutations. Si C est 
onnexe, D est ungraphe fortement 
onnexe.Démonstration. Il su�t de montrer que le graphe orienté D de Cartier-Foata a un sous-graphe D1 tel que D1 soit fortement 
onnexe et que pour tout sommet s de D, il existeun 
hemin de s à D1 et un 
hemin de D1 à s.Construisons D1 à partir de l'ensemble B de tous les singletons de D : B = {a}, a ∈ A.Notons que si a, b ∈ A ne 
ommutent pas modulo la 
ongruen
e ∼C ou si a = b, alors
{b} est lié ave
 {a}. Ainsi, D1 a des arêtes a → b et b → a pour toutes lettres a, b ∈ Atelles que a− b soit une arête de C. Don
, si C est 
onnexe, D1 est fortement 
onnexe.Maintenant, soit B un sommet de D. Si b ∈ B, alors {b} est lié à B, don
, il y aune arête B → {b} dans D. Il reste à montrer qu'il y a un 
hemin dans D de D1vers B. On peut supposer que |B| ≥ 2. On le démontre par ré
urren
e sur |B| et sur
d(B) = min{d(b1, b2) | b1, b2 ∈ B, b1 6= b2}, où d est la distan
e dans le graphe C ;puisque B est un sous-ensemble 
ommutatif de A, d(B) ≥ 2.Soit a ∈ A. Dé�nissons B1 = {b ∈ B | a− b ∈ C} et B′ = (B \B1) ∪ {a}. Don
 B′ est
ommutatif. De plus B est lié ave
 B′ : en e�et, si b ∈ B alors soit b ∈ B \B1 ⊆ B′, soit
b ∈ B1 et b ne 
ommutent pas ave
 a par 
onstru
tion. D'où B′ → B dans D.



CHAPITRE 2. POLYNÔMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDÉRÉS 25Supposons tout d'abord que d(B) = 2. Alors, il existe 2 sommets b1, b2 ∈ B tels que
d(b1, b2) = 2 et on peut trouver a ∈ A et les arêtes b1−a−b2 dans C. Alors B1 
i-dessussatisfait |B1| ≥ 2 ⇒ |B′| < |B| et on peut 
on
lure par indu
tion sur |B|.Supposons que d(B) ≥ 3. On peut trouver 2 sommets b1, b2 ∈ B tels que d(b1, b2) = d(B)et d'où a ∈ A tel que a − b1 dans C et d(a, b2) = d(b1, b2) − 1 ≥ 2. Alors B1 satisfait
|B1| ≥ 1, d'où |B′| ≤ |B|. De plus, a, b2 ∈ B′ (puisque b2 6∈ B1, autrement d(a, b2) = 1),don
 d(B′) < d(B). Et on 
on
lut par ré
urren
e sur d(B).Exemple 2.20. Soit C le graphe

C =
•

• •

a

b cFigure 2.6 Graphe des 
ommutations.Son graphe 
omplémentaire est
C =

•
• •

a

b cFigure 2.7 Graphe 
omplémentaire.Les sous-ensembles 
ommutatifs de C sont B1 = {a}, B2 = {b}, B3 = {c} etB4 = {b, c}.Le graphe de Cartier-Foata est
B1 B2

B3 B4Figure 2.8 Graphe de Cartier-Foata.
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e entière non négative polynomiale est une matri
e 
arréedont les entrées sont dans xN(x) ; i.e. les entrées sont des polyn�mes en la variable x determe 
onstant nul à 
oe�
ients entiers non négatifs.SoitM = Mi, j une telle matri
e, on va 
onstruire une matri
e N à 
oe�
ients entiers nonnégatifs. Cette 
onstru
tion est appelée le pro
édé de linéarisation. Soit r la dimension de
M , on 
onstruit r sommets étiquetés de 1 à r. Prenons l'entrée Mi, j qui est de la forme
a1 x + a2 x

2 + . . . ak x
k. En rajoutant des nouveaux sommets entre i et j, on 
onstruit

ah 
hemins de longueur h entre les sommets i et j, h = 1, . . . , k. On obtient ainsi ungraphe orienté dont la matri
e d'adja
en
e est N .Proposition 2.22. (voir (Boyle, 1993), Se
tion 5.3) Soient M et N deux matri
esdé�nies au paragraphe pré
édent, alors det(1 −M) = det(1 − xN).Exemple 2.23. Soit M =




0 x2

2x3 x+ x3



. On a det(1 −M) = 1 − x − x3 − 2x5. Onlui asso
ie le graphe
21 •

•

•

••
••Figure 2.9 Graphe orienté obtenu par le pro
édé de linéarisation.
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e d'adja
en
e N est
N =



























0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0



























.

On a det(1 − xN) = 1 − x− x3 − 2x5 = det(1 −M).Dé�nition 2.24. Une matri
e M est dite rédu
tible s'il existe une matri
e de permu-tations P telle que
P M P−1 =




A B

0 C



 ,où A et C sont des matri
es 
arrées de dimensions supérieures ou égales à 1. S'il n'existepas une telle matri
e de permutations, alors M est dite irrédu
tible.Dé�nition 2.25. Un graphe orienté est dit irrédu
tible si sa matri
e d'adja
en
e estune matri
e irrédu
tible.Le résultat suivant est bien 
onnu.Lemme 2.26. Soit M une matri
e, M est irrédu
tible si et seulement si le graphe Gdont M est sa matri
e d'adja
en
e est fortement 
onnexe.Dé�nition 2.27. Une matri
e non négative M est dite primitive s'il existe un entier
k ≥ 1 tel que tous les 
oe�
ients de Mk soient stri
tement positifs. Il s'ensuit qu'unematri
e primitive est irrédu
tible. Un graphe est primitif si et seulement si la matri
ed'adja
en
e est primitive.
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e d'imprimitivité d'un graphe fortement 
onnexe est le plusgrand 
ommun diviseur des longueurs des 
hemins fermés de 
e graphe.Théorème 2.29. (Voir (Mar
us, Roth et Siegel, 2001), Prop. 3.8) Un graphe irrédu
tibleest primitif si et seulement si l'indi
e d'imprimitivité est égal à 1.Dé�nition 2.30. On appelle rayon spe
tral d'une matri
e 
arrée le maximum des mo-dules des valeurs propres.Théorème 2.31 (Perron). (voir (Boyle, 2005), Thm 2.2) Soit M une matri
e primitiveà 
oe�
ients dans R+ de rayon spe
tral λ. Alors λ est une ra
ine simple du polyn�me
ara
téristique qui est stri
tement supérieure au module de toute autre valeur propre. Deplus, le ve
teur propre asso
ié à λ 
omporte uniquement des valeurs stri
tement positives.Démonstration de la Proposition 2.15.
1. Soient A l'ensemble des lettres et D le graphe de Cartier-Foata. À 
e graphe, onasso
ie la matri
e d'adja
en
e M , où les lignes et les 
olonnes sont indexées par les sous-ensembles 
ommutatifs de A, et la donnée en la position (B1, B2) est xdeg(B2). Cettematri
e est une matri
e non négative polynomiale. Soit λB le ve
teur ligne ayant des 1en position B et 0 ailleurs, et γ le ve
teur 
olonne ayant seulement des 1.
2. Soit σ un nouveau symbole et dé�nissons un nouveau graphe orienté E′ en ajoutantle sommet σ et les arêtes σ → B pour tout sommet B dans D′. Clairement, l'ensembledes formes normales de Cartier-Foata est en bije
tion ave
 l'ensemble des 
hemins dans
E′ débutant en σ.
3. Il s'ensuit que la série de Hilbert de A∗/ ∼C est

1 +
∑

B

xdeg(B) λB M
∗ γ,où B par
ourt l'ensemble de tous les sous-ensembles 
ommutatifs de A.

4. Par le pro
édé de linéarisation, on asso
ie àM une matri
e 
arrée N à 
oe�
ients dans
N telle que tout 
oe�
ient deM∗ est égal à la somme des 
oe�
ients de (xN)∗. Puisque
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C est 
onnexe, on a du Lemme 2.19 que D est fortement 
onnexe. Par 
onséquent, Nest une matri
e irrédu
tible par le Théorème 2.26. De plus, 
omme les entrées de ladiagonale de M 
ontiennent xds et 
omme les ds sont supposés relativement premiers,alors N est une matri
e primitive par le Théorème 2.29.
5. On en déduit que 
ette série formelle s'é
rit 
omme 1+ une somme non triviale determes de la forme xk (xN)∗i j , k ∈ N.
6. Comme N est primitive, on a du théorème de Perron que ses valeurs propres, 
omptéesave
 leurs multipli
ités sont λ1, . . . , λm, ave
 λ1 > |λ2|, . . . , |λm| et λ1 est simple. Parla forme normale de Jordan et du Théorème de S
hützenberger, 
haque série (xN)∗i j estrationnelle. Du Corollaire 1.17, 
es séries sont de de la forme ∑n≥0 an x

n, ave

an = hλn

1 +
m∑

s=2

Ps(n)λn
s ,pour n su�samment grand.

7. Le 
oe�
ient dominant h, doit être positif. En e�et, 
omme N est primitive, ona N q stri
tement positif pour une 
ertaine puissan
e q. Alors, pour tous indi
es u, v,
an+2q = (Nn+2q)i, j ≥ (N q)i, u (Nn)u, v (N q)v, j ; don
 (Nn)u, v ≤ C an+2q, pour une
ertaine 
onstante C. Don
, si h = 0, alors Rn s'a

roît plus lentement que λn

1 , 
ontra-di
tion. Don
 h 6= 0 et h > 0 puisque an ≥ 0 et an ∼ hλn
1 , lorsque n→ ∞.

8. Notons que si an a un 
oe�
ient dominant positif, alors xk an également. Ce quiimplique par l'étape 5 que (fn) a λ1 
omme ra
ine dominante, qui est simple.
�On peut maintenant démontrer que PC(x) véri�e la 
ondition (ii) du Théorème de Kim,Ormes et Roush. Supposons d'abord que les deux 
onditions de la Proposition 2.15 soientsatisfaites : i.e. C est 
onnexe et les degrés ds des mon�mes xds , où s est un sommet,sont relativement premiers. La Proposition 2.15 implique que 1

PC(x) =
∑

n≥0 fn x
n et
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fn = hλn

1 +

ℓ∑

i=2

Pi(n)λn
i ,ave
 λ1 > |λ2|, . . . , |λℓ| et h 6= 0. Il s'ensuit que∑n≥0 fn x

n est la somme d'un polyn�me,de h
1−λ1 x et d'une 
ombinaison C-linéaire de fra
tions de la forme xs

(1−λi x)t , i ≥ 2. Don
, ledénominateur PC(x), est un produit de (1−λ1 x) ave
 des fa
teurs de la forme (1−λi x)
t,
e qui démontre (ii).Il reste à relaxer les deux hypothèses de la Proposition 2.15. Si C n'est pas 
onnexe,alors le polyn�me de 
liques pondéré de C est un produit de plus petits polyn�mes de
liques pondérés. Il su�t alors de prendre pour M la somme diagonale des matri
es
orrespondantes.Si les entiers ds ne sont pas relativement premiers, soit p leur plus grand diviseur 
ommunet on prend 
omme nouveau degré 1

p ds. Cela su�t pour montrer que toute matri
e 
arrée
M ayant des 
oe�
ients entiers non négatifs, det(1 − xM) |x→xp est aussi de la forme
det(1−xM ′), pour une quel
onque matri
eM ′ sur N. Ce qui est démontré en appliquantune fois de plus le pro
édé de linéarisation.



CHAPITRE III
POLYNÔMES DE CLIQUES GÉNÉRALISÉS

On va dé�nir les polyn�mes de 
liques généralisés et on va montrer que l'ensemble de 
espolyn�mes 
oïn
ide ave
 les polyn�mes de la forme det(1−xM), où M est une matri
eà 
oe�
ients réels non négatifs (Théorème 3.3). La démonstration de 
e résultat estsimilaire à 
elle du Théorème 2.4 sauf qu'on va utiliser le théorème spe
tral de Boyle etHandelman (Boyle et Handelman, 1991) au lieu de 
elui de Kim, Ormes et Roush (Kim,Ormes et Roush, 2000). Par ailleurs tous les résultats utilisant les monoïdes partielle-ment 
ommutatifs libres (Cartier et Foata, 1969) seront utilisés de manière analogue enappliquant la spé
ialisation a 7→ αa x
da à toute lettre du monoïde A∗/ ∼C .3.1 Polyn�mes de 
liques généralisésNous avons vu au Chapitre 2 le polyn�me de 
liques asso
ié à un graphe simple C. Onva généraliser 
e polyn�me en asso
iant à tout sommet s de C un mon�me de la forme

αs x
ds , αs ∈ R+ et ds ∈ N. Si tous les αs valent 1, on est ramené au polyn�me de 
liquesde graphes pondérés PC(x). De plus, si tous les ds = 1, on retrouve le polyn�me de
liques. Soit B un sous-ensemble de sommets, on dé�nit le degré de B par ∏

s∈B

αs x
ds .Dé�nition 3.1. Soit C un graphe simple dont les sommets sont pondérés par des mo-n�mes de la forme αs x

ds , αs ∈ R+ et ds ∈ N. Le polyn�me de 
liques généralisé de Cest dé�ni par
PGC(x) = 1 +

∑

B

(−1)|B|
(
∏

s∈B

αs x
ds

)

,
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ourt tous les sous-graphes 
omplets B de C.Exemple 3.2. Le polyn�me de 
liques généralisé du graphe pondéré suivant
• •

•
•

C =

βx2 γx

αx δx3Figure 3.1 Graphe simple pondéréest PGC(x) = 1 − αx− β x2 − γ x− δ x3 + α δ x4 + αβ x3 + β γ x3 + α γ x2 − αβ γ x4.Considérons maintenant une autre 
lasse de polyn�mes. Soit M une matri
e 
arrée à
oe�
ients réels non négatifs et soit le polyn�me det(1 − xM), où 1 est la matri
eidentité de la taille appropriée. Ce polyn�me est le polyn�me ré
iproque du polyn�me
ara
téristique de M .Théorème 3.3. Les polyn�mes de 
liques généralisés 
oïn
ident ave
 les ré
iproques depolyn�mes 
ara
téristiques de matri
es 
arrées à 
oe�
ients réels non négatifs.Soit M une matri
e à 
oe�
ients réels non négatifs ; on va montrer que det(1−xM) estun polyn�me de 
liques généralisé.Soient D un graphe orienté et M sa matri
e d'adja
en
e. On 
onstruit le graphe des
ir
uits C de D de la même manière qu'au 
hapitre pré
édent. On pondère 
haquesommet s de C par αs x
ds , où αs ∈ R+ est le produit des poids de 
haque arête du
ir
uit 
orrespondant à s et ds est la longueur du 
ir
uit.En développant le déterminant det(1−xM) par la formule impliquant les permutationset en dé
omposant 
elles-
i en 
y
les, on a

det(1 − xM) =
∑

{c1, ..., ck}
(−1)k

(
k∏

i=1

αci

)

x|c1|+...+|ck|,



CHAPITRE 3. POLYNÔMES DE CLIQUES GÉNÉRALISÉS 33où k ∈ N, {c1, . . . , ck} est un ensemble de k 
ir
uits simples (sans sommet répété)disjoints, où |ci| représente la longueur de ci et où k∏

i=1

αci
est le poids total des 
ir
uits
omposant la permutation. Par dé�nition du polyn�me de 
liques généralisé, on a det(1−

xM) = PGC(x). Ce qui démontre que det(1−xM) est un polyn�me de 
liques généralisé.Exemple 3.4. Soit M =











α β 0 0

1 γ δ 0

0 0 0 1

0 ǫ 0 0











, où α, β, γ, δ, ǫ ∈ R+. M est la matri
e d'ad-ja
en
e du graphe D suivant.
•

• ••

α γ

δ

1ǫ

1

β

Figure 3.2 Graphe orienté pondéré.Son graphe des 
ir
uits C est
•

• ••

•

• •α

γ

δ

ǫ

β

∼= • •

• •

αx β x
2

γ x
δ ǫ x3

Figure 3.3 Graphe des 
ir
uits.Son polyn�me de 
liques généralisé vaut
PGC(x) = 1 − αx− γ x− β x2 − δ ǫ x3 + αγ x2 + α δ x4

= det(1 − xM).
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liques généralisé est de la forme det(1 −
xM), il ne su�t pas d'inverser la dernière 
onstru
tion. L'exemple 2.10 montre qu'ungraphe simple n'est pas toujours le graphe des 
ir
uits d'un graphe orienté.3.2 Théorème de Boyle et HandelmanAinsi, a�n de que le polyn�me de 
liques généralisé est le polyn�me ré
iproque de det(1−
xM), où M est une matri
e à 
oe�
ients réels non négatifs, on va utiliser le résultatfondamental suivant de Boyle et Handelman (Boyle et Handelman, 1991).Théorème 3.5 (Boyle et Handelman). Un polyn�me P (x) =

k∏

i=1

(1 − λi x), où les λisont des nombres 
omplexes non nuls, est de la forme det(1−xM) où M est une matri
e
arrée à 
oe�
ients réels non négatifs si les 
onditions suivantes sont satisfaites :(1) les 
oe�
ients de P (x) sont tous réels ;(2) il y a un indi
e i tel que λi > |λj |, pour tout j 6= i ;(3) soient n ≥ 1 et m ≥ 1 deux entiers positifs,(i) trn(λ1, . . . , λk) =

k∑

i=1

λn
i ≥ 0,(ii) trn(λ1, . . . , λk) > 0 ⇒ trnm(λ1, . . . , λk) > 0.On va démontrer que PGC(x) véri�e 
es trois 
onditions.Remarque 3.6. Il est 
onnu qu'une série F (x) de la forme (det(1 − xM))−1 ave
 Mune matri
e 
arrée réelle non négative, est R+-rationnelle. Cependant, la ré
iproque n'estpas vraie. En e�et, soit

F (x) =
1

1 − 3x+ 5x2 − 8x3
.Au 
hapitre 2, on a vu que 
ette série est N-rationnelle. On a

PGC(x) = 1 +

∞∑

i=1

(−1)i ei x
i,



CHAPITRE 3. POLYNÔMES DE CLIQUES GÉNÉRALISÉS 35où ei est la ie fon
tion symétrique élémentaire (voir (Ma
donald, 1995)). Puisque pn =

trn(λ1, . . . , λk) =
k∑

i=1

λn
i , où pn est la ne fon
tion symétrique somme de puissan
es, sion suppose que 1 − 3x+ 5x2 − 8x3 est de la forme det(1 − xM), on aurait que
p2 = e21 − 2 e2 = 32 − 2 · 5 = −1 < 0.Du Théorème 3.5, 1 − 3x + 5x2 − 8x3 n'est pas le spe
tre d'une matri
e 
arrée à
oe�
ients réels non négatifs.Par 
onstru
tion de PGC(x), la première 
ondition du Théorème 3.5 est satisfaite. Pourvéri�er que le spe
tre de PGC(x) satisfasse la se
onde 
ondition du Théorème 3.5, il vafalloir utiliser un résultat suivant qui est une généralisation de la Proposition 2.15 et quenous démontrerons plus loin.Proposition 3.7. Soit F (x) =

∞∑

n=0

fn x
n =

1

PGC(x)
une série formelle. Si le graphe
omplémentaire C est 
onnexe et si les degrés ds des poids αs x

ds des sommets s de
C sont relativement premiers, alors 
ette série a une ra
ine dominante unique qui estsimple.Remarque 3.8. Le pro
édé de linéarisation dé�ni au 
hapitre pré
édent s'appliqueégalement à une matri
e réelle non négative polynomiale. En e�et, soit M une tellematri
e, on va 
onstruire une matri
e à 
oe�
ients réels non négatifs.Soit r la dimension de M , on 
onstruit r sommets étiquetés de 1 à r. Prenons l'entrée
Mi, j qui est de la forme a1 x + a2 x

2 + . . . ak x
k. En ajoutant des nouveaux sommets,on 
onstruit k 
hemins entre les sommets i et j 
omme suit. Chaque 
hemin sera delongueur h, h = 1, . . . , k, la première arête de 
e 
hemin aura le poids ah tandis queles autres arêtes seront toutes de poids 1. On obtient ainsi un graphe orienté dont lamatri
e adja
ente est N .Proposition 3.9. Soient M et N deux matri
es dé�nies au paragraphe pré
édent, alors

det(1 −M) = det(1 − xN).La preuve est identique à 
elle de la démonstration de la Proposition 2.22.
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


0 αx2

β x3 γ x+ δ x3



. On lui asso
ie le graphe
21 •

•

•

••

γ

δ 11β 1
α1 1Figure 3.4 Graphe orienté pondéré obtenu par le pro
édé de linéarisation.Sa matri
e d'adja
en
e N est

N =




















0 β 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 γ δ 0 α 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0




















.

On a det(1 −M) = det(1 − xN) = 1 − γ x− δ x3 − αβ x5.Démonstration de la Proposition 3.7.Soit C le graphe simple non orienté pondéré asso
ié à PGC(x). Soit C ′ le graphe obtenude C en étiquetant 
haque sommet par une lettre. Supposons C 
onnexe, alors C ′ est
onnexe. Supposons également que les ds sont relativement premiers. Soient D′ le graphede Cartier-Foata asso
ié à C ′ etM ′ sa matri
e d'adja
en
e. On applique la spé
ialisation
a 7→ αa x

da àM ′ et on obtient une matri
eM . La suite de la démonstration est identiqueà 
elle de la Proposition 2.15 à la di�éren
e qu'on utilise le pro
édé de linéarisation dé�ni
i-haut.



CHAPITRE 3. POLYNÔMES DE CLIQUES GÉNÉRALISÉS 37
�On peut maintenant démontrer la 
ondition (2) du théorème 3.5. On peut supposer queles 2 
onditions de la Proposition 3.7 sont satisfaites : i.e. C est 
onnexe et les degrés

ds des mon�mes αs x
ds , où s est un sommet, sont relativement premiers. La Proposition3.7 implique que 1

PGC(x) =
∑

n≥0 fn x
n et pour un n su�samment grand,

fn = hλn
1 +

ℓ∑

i=2

Pi(n)λn
i ,ave
 λ1 > |λ2|, . . . , |λℓ| et h 6= 0. Il s'ensuit que∑n≥0 fn x

n est la somme d'un polyn�me,de h
1−λ1 x et d'une 
ombinaison C-linéaire de fra
tions de la forme xs

(1−λi x)t , i ≥ 2. Don
,le dénominateur P (x) est un produit de (1−λ1 x) ave
 des fa
teurs de la forme (1−λi x)
t,
e qui démontre (2).Il reste à montrer qu'on peut se ramener aux deux hypothèses de la Proposition 3.7.Si C n'est pas 
onnexe, alors le polyn�me de 
liques généralisé de C est un produit deplus petits polyn�mes de 
liques généralisés. Il su�t alors de prendre pour M la sommediagonale des matri
es 
orrespondantes.Si les entiers ds ne sont pas relativement premiers, soit p leur plus grand diviseur 
ommunet on prend 
omme nouveau degré 1

p ds. Cela su�t pour montrer que toute matri
e
arrée M ayant des 
oe�
ients réels non négatifs, det(1 − xM) |x→xp est aussi de laforme det(1 − xM ′), pour une quel
onque matri
e M ′ sur R+. Ce qui est démontré enappliquant une fois de plus le pro
édé de linéarisation.Il reste à démontrer que le polyn�me de 
liques généralisé véri�e la troisième 
onditiondu théorème 3.5.Dé�nition 3.11. Dans A∗/ ∼C , une pyramide à gau
he est un élément p 6= 1 tel que :1) il existe une lettre a ∈ A et un élément u ∈ A∗/ ∼C tels que p = au ;2) pour toute lettre b ∈ A et tout élément v ∈ A∗/ ∼C tels que p = bv, on a a = b.Cette dé�nition est équivalente à 
elle de Viennot (Viennot, 1986) ; en e�et, une pyramide
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he est l'image miroir d'une pyramide de Viennot, qui a donné 
ette dé�nitiondans le 
adre des empilements, dont la théorie est équivalente à 
elles des monoïdespartiellement 
ommutatifs libres.Théorème 3.12 (Viennot). La série formelle indexée par les pyramides est donnée par
∑

p

1

|p| p =comm ln







1
∑

B

(−1)|B|B






, (3.1)où =comm signi�e que l'identité a lieu dans le monoïde 
ommutatif libre sur A.Voir (Viennot, 1986) ou (Krattenthaler, 2006).Véri�ons que PGC(x) véri�e la 
ondition 3(i). Puisque P (0) = 1, on a P (x) =

k∏

i=1

(1 −

λi x), où λi ∈ C ; ainsi
ln










1
k∏

i=1

(1 − λi x)










=
k∑

i=1

ln

(
1

1 − λi x

)

=
k∑

i=1

∞∑

n=1

λn
i

xn

n

=

∞∑

n=1

k∑

i=1

λn
i

xn

n
=

∞∑

n=1

trn(λ1, . . . , λk)
xn

n
.Appliquons la spé
ialisation ψ : a 7→ αa x

da de 
haque 
�té de l'équation (3.1). Du 
�tédroit, on a
ln

(
1

PGC(x)

)

=
∞∑

n=1

trn(λ1, . . . , λk)
xn

n
.Du 
�té gau
he, on a

∑

p

1

|ψ(p)| ψ(p),où ψ(p) =
∏

a∈p

αa x
da . Dé�nissons le degré d'une pyramide par deg(P ) =

∏

a∈p

xda . On adon

∑

p

1

|ψ(p)| ψ(p) =
∑

p

1

|p|
∏

a∈p

αa x
da

=
∑

p

1

|p| x
deg(p)

∏

a∈p

αa.
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ombinant 
es résultats, on a l'égalité
∞∑

n=1

trn(λ1, . . . , λk)
xn

n
=

∑

p

1

|p| x
deg(p)

∏

a∈p

αa

=
∞∑

n=1

xn
∑

p,deg(p)=n

1

|p|
∏

a∈p

αa.Pour tout n ≥ 1, 
omparons les 
oe�
ients de xn de part et d'autre, on a
trn(λ1, . . . , λk) = n

∑

p, |p|=deg(p)=n

∏

a∈p

αa ≥ 0.Pour véri�er la 
ondition 3 (ii), on va utiliser le résultat suivant.Proposition 3.13. p est une pyramide gau
he si et seulement si dans sa forme normalede Cartier-Foata, p = [B1][B2] . . . [Bk], on a |B1| = 1.Démonstration. (⇒) Supposons que p = [B1][B2] . . . [Bk] est une pyramide à gau
he,Alors né
essairement |B1| = 1. En e�et, si |B1| ≥ 2, alors pour tout a, b ∈ B1 tels que
a 6= b, on aurait p = au = bv, 
ontradi
tion 
ar p est une pyramide à gau
he.(⇐) Supposons p = [B1][B2] . . . [Bk] où |B1| = 1. É
rivons B1 = {a}, on a p =

a[B2] . . . [Bk]. Par l'uni
ité de la forme normale de Cartier-Foata (Théorème 2.17), si
p = au = bv, alors a = b. Don
 p est une pyramide gau
he.Véri�ons maintenant la 
ondition 3(ii). Supposons trn(λ1, . . . , λk) > 0, il existe don
une pyramide gau
he p de degré n. Alors, pour tout m ≥ 1, on peut 
onstruire unepyramide gau
he de degré nm en 
on
aténant m pyramides gau
hes p.En e�et, soit p = [B1][B2] . . . [Bk] une telle pyramide gau
he, on peut supposer k ≥ 2.De la proposition 3.13, B1 = {a}. Considérons les deux 
as suivants.1. Si a est liée à Bk, pm a la forme normale de Cartier-Foata

pm = [B1][B2] . . . [Bk] [B1][B2] . . . [Bk] . . . [B1][B2] . . . [Bk]
︸ ︷︷ ︸

m fois

.



CHAPITRE 3. POLYNÔMES DE CLIQUES GÉNÉRALISÉS 402. Si a n'est pas lié à Bk, alors a 6∈ Bk et Bk ∪ {a} est un ensemble 
ommutatif. On aque B2 lié à Bk ∪ {a} ; en e�et, si b ∈ B2, b est lié à B1 = {a}, don
 soit b = a, soit bne 
ommute pas ave
 a. Dans les deux 
as, b est lié ave
 Bk ∪ {a}. Don
, pm a la formenormale de Cartier-Foata
pm = [B1] [B2] . . . [Bk ∪ {a}] [B2] . . . [Bk ∪ {a}] . . . [B2] . . . [Bk ∪ {a}]

︸ ︷︷ ︸

m−1 fois

[B2] . . . [Bk].Dans les deux 
as, puisque B1 = {a}, on a de la Proposition 3.13 que pm est unepyramide gau
he de degré nm. Ainsi, on a trnm(λ1, . . . , λk) > 0.



CHAPITRE IV
N-RATIONALITÉ DE CERTAINES SÉRIES.

Au premier paragraphe, on va déterminer une 
ondition né
essaire et su�sante pourqu'une série de la forme (1 − ax + bxk)−1 soit N-rationnelle, a ∈ N, b ∈ Z et k ≥ 2(Théorème 4.3). À la deuxième se
tion on fera de même pour les séries de la forme
(1 − ax+ bx2 + cx3)−1, a ∈ N, b, c ∈ Z (Théorème 4.12).4.1 N-rationalité des séries de la forme (1 − ax + bx

k)−1Théorème 4.1 (Mantel). Soient a, b ∈ N. Alors il existe un graphe simple non orientéayant a sommets et b arêtes sans triangle si et seulement si 4b ≤ a2.On peut 
onsulter (Bollobas, 1998), Théorème I.2 pour la démonstration. Ce résultat aété généralisé par Turan dans la théorie des graphes extrémaux ; (voir (Bollobas, 1998),Chapitre 4).La 
ondition du Théorème de Mantel est liée à la N-rationalité des séries de la forme
(1 − ax+ bx2)−1, où a ∈ N et b ∈ Z.Théorème 4.2. Soit f(x) = (1 − ax + bx2)−1, où a ∈ N et b ∈ Z ; alors f(x) est
N-rationnelle si et seulement si 4b ≤ a2.Démonstration. (⇐) Supposons 4b ≤ a2. Si a est pair,

1

1 − ax+ bx2
=

1

1 − 2
(ax

2

)

+
a2

4
x2 − a2

4
x2 + bx2

=
1

(

1 − ax

2

)2
−
(
a2

4
− b

)

x2
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=

((ax

2

)∗)2

1 −
((ax

2

)∗)2
(
a2

4
− b

)

x2

=
((ax

2

)∗)2
+

(((ax

2

)∗)2
(
a2

4
− b

)

x2

)∗
.Comme 4b ≤ a2 par hypothèse, tous les 
oe�
ients de la série sont non négatifs. Don


f(x) est N-rationnelle.Si a est impair, l'hypothèse devient 4b ≤ a2 − 1.
1

1 − ax+ bx2
=

1
(

1 − a− 1

2
x

) (

1 − a+ 1

2
x

)

−
(
a2 − 1

4
− b

)

x2

=

(
a− 1

2
x

)∗

1 − a+ 1

2
x−

(
a2 − 1

4
− b

) (
a− 1

2
x

)∗
x2

=

(
a− 1

2
x

)∗(a+ 1

2
x+

(
a2 − 1

4
− b

) (
a− 1

2
x

)∗
x2

)∗Comme 4b ≤ a2 − 1 par hypothèse, tous les 
oe�
ients de la série sont non négatifs.Don
 f(x) est N-rationnelle.
(⇒) Supposons que f(x) soit N-rationnelle. Soit p(x) = x2−ax+b le polyn�me ré
iproquedu dénominateur de f(x). Puisque f(x) est N-rationnelle, du Théorème de Berstel, on aque le module maximal des ra
ines de p(x) est une ra
ine de p(x). Il s'ensuit que p(x) adeux ra
ines réelles. Il s'ensuit que le dis
riminant a2 − 4b de p(x) est non négatif, d'où
4b ≤ a2.On va généraliser 
e résultat en déterminant une 
ondition né
essaire et su�sante pourqu'une série de la forme (1 − ax + b xk)−1, où a ∈ N, b ∈ Z et k ≥ 2 ∈ N soit N-rationnelle (Théorème 4.3). Ce résultat nous a été suggéré par des expérimentations parordinateur en utilisant le paquetage RLangGFun (Maple) de Kouts
han (Kouts
han,2005) ou (Kouts
han, 2008)Posons ∆ = (k − 1)k−1ak − kkb.
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f(x) =

1

1 − ax+ b xk
, a ∈ N, b ∈ Z, k ≥ 2.

f(x) est N-rationnelle si et seulement si ∆ ≥ 0.Remarque 4.4. Le dis
riminant du polyn�me ré
iproque du dénominateur de f(x) est






−bk−2 ∆, si k ≡ 0 mod 4 ou k ≡ 1 mod 4,

bk−2 ∆, si k ≡ 2 mod 4 ou k ≡ 3 mod 4.Démonstration. Soient p = p(x) = an x
n + . . . + a1 x+ a0 et q = q(x) = bm xm + . . . +

b1 x+ b0 deux polyn�mes de degré n et m respe
tivement. La matri
e de Sylvester de pet q, notée S(p, q) est la matri
e 
arrée de dimension n+m dé�nie par
S(p, q) =






























an an−1 . . . . . . . . . a0 0 . . . . . . 0

0 an an−1 . . . . . . . . . a0 0
. . . 0... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 an an−1 . . . . . . . . . . . . a0

bm bm−1 . . . b1 b0 0 . . . . . . . . . 0

0 bm bm−1 . . . b1 b0 0 . . . . . . 0... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . 0 bm bm−1 . . . b1 b0






























.

Il est 
onnu dans la littérature que
disc(p(x)) = (−1)

n (n−1)
2 det(S(p, p′)).On peut 
onsulter (Coste, 2001) pour la démonstration de 
e résultat. Posons p =

xk − axk−1 + b, on a p′ = kxk−1 − a (k− 1)xk−2. Cal
ulons tout d'abord le déterminant.On a det(S(p, p′)) =
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1 −a 0 . . . 0 b 0 0 . . . 0 0 0

0 1 −a 0 . . . 0 b 0 . . . 0 0 0... ... . . .
0 . . . 0 1 −a 0 0 0 0 . . . 0 b 0

0 . . . 0 1 −a 0 0 0 . . . 0 0 b

k −(k − 1)a 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 k −(k − 1)a 0 . . . 0... ... ... ...
0 . . . 0 k −(k − 1)a 0

0 . . . 0 k −(k − 1)a 0 . . . 0

.

Considérons tous les b situés dans le blo
 supérieur droit. Pour 
haque b, 
onsidéronsla matri
e 
ofa
teur qui lui est asso
iée. Étant donné que tous les b se situent sur lamême diagonale, toutes les matri
es 
ofa
teurs asso
iées aux b sont de même signe.Considérons le b situé dans la dernière 
olonne. Puisqu'il est situé à la position (2k +

1, k + 1), le signe de sa matri
e 
ofa
teur asso
iée est (−1)(2k−1)+(k−1) = (−1)3k−2 =

(−1)3k = (−1)k. Comme il y a exa
tement (k − 2) éléments b sur 
ette diagonale, ona ((−1)k)k−2 = (−1)k
2

= (−1)k. En utilisant la formule du déterminant impliquant lesmatri
es 
ofa
teurs, le déterminant vaut
(−1)k bk−2

1 −a 0 . . . 0 b

k −(k − 1)a 0 . . . 0 0

0 k −(k − 1)a 0 . . . 0... ...
0 . . . 0 k −(k − 1)a 0

0 . . . 0 k −(k − 1)a
︸ ︷︷ ︸

A

,

où A est une matri
e 
arrée d'ordre k + 1. Appliquons l'opération L2 − k L1, on a
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= (−1)k bk−2

1 −a 0 . . . 0 b

0 a 0 . . . 0 −kb
0 k −(k − 1)a 0 . . . 0

0 0 k −(k − 1)a 0 . . . 0... ...
0 . . . 0 k −(k − 1)a 0

0 . . . 0 k −(k − 1)a

= (−1)k bk−2

a 0 . . . 0 −kb
k −(k − 1)a 0 . . . 0

0 k −(k − 1)a 0 . . . 0... ...
0 . . . 0 k −(k − 1)a 0

0 . . . 0 k −(k − 1)a
︸ ︷︷ ︸

B

,

où B est une matri
e 
arrée d'ordre k. Appliquons l'opération
L1 −

a

k
L2 −

(k − 1) a2

k2
L3 −

(k − 1)2 a3

k3
L4 − . . . − (k − 1)k−3 ak−2

kk−2
Lk−1.On obtient

(−1)k bk−2

0 0 . . . 0
(k − 1)k−2 ak−1

kk−2
−kb

k −(k − 1)a 0 . . . 0

0 k −(k − 1)a 0 . . . 0... ...
0 . . . 0 k −(k − 1)a 0

0 . . . 0 k −(k − 1)a

.

Considérons les (k − 2) entrées k situées sur les lignes L2, . . . , Lk−1. Cha
une d'entreelles a une matri
e 
ofa
teur asso
iée de signe négatif puisque tous les k sont situésdire
tement sous la diagonale prin
ipale. Il s'ensuit que



CHAPITRE 4. N-RATIONALITÉ DE CERTAINES SÉRIES. 46
det(S(p, p′)) = (−1)k (−1)k−2 bk−2 kk−2






(k − 1)k−2 ak−1

kk−2
−kb

k −(k − 1)a






= bk−2 kk−2

(

−(k − 1)k−1 ak

kk−2
+ k2 b

)

= −bk−2
(

(k − 1)k−1 ak − kk b
)

= −bk−2 ∆.Il reste à évaluer le signe de (−1)
k (k−1)

2 . Soit m ∈ N1) Si k ≡ 0 mod 4, k = 4m et (−1)
4m (4m−1)

2 = 1.2) Si k ≡ 1 mod 4, k = 4m+ 1 et (−1)
(4m+1) (4m)

2 = 1.3) Si k ≡ 2 mod 4, k = 4m+ 2 et (−1)
(4m+2) (4m+1)

2 = −1.4) Si k ≡ 3 mod 4, k = 4m+ 3 et (−1)
(4m+3) (4m+2)

2 = −1.Lemme 4.5. Soit p(x) = xk − axk−1 + b, un polyn�me unitaire de degré k ≥ 3, où
a ∈ N et b ∈ N.(i) Si k est pair,(1) ∆ ≥ 0 ⇔ p(x) a 2 ra
ines réelles positives.(2) ∆ < 0 ⇔ p(x) n'a au
une ra
ine réelle.(ii) Si k est impair,(1) ∆ ≥ 0 ⇔ p(x) a 3 ra
ines réelles dont une est négative et deux sont positives.(2) ∆ < 0 ⇔ p(x) a une seule ra
ine réelle et 
elle-
i est négative.Démonstration. Dérivons p(x) par rapport à x, on a p′(x) = k xk−1 − (k− 1)axk−2. Lesdeux seuls zéros de 
e polyn�me sont x1 = 0 et x2 = (k−1) a

k . Comme
p′′(x2) = k (k − 1)

(
(k − 1) a

k

)k−1

− a (k − 1) (k − 2)

(
(k − 1) a

k

)k−3

=
(k − 1)k−1 ak−2

kk−3
− (k − 2) (k − 1)k−2 ak−2

kk−3
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=

(k − 1)k−1 ak−2

kk−3
((k − 1) − (k − 2))

=
(k − 1)k−1 ak−2

kk−3
> 0,on a un minimum lo
al en x2. Comme p′′(x1) = 0, on ne peut pas 
on
lure par le testde la dérivée se
onde. Or, au voisinage de 0, p(x) = b− axk−1 +O(xk).

(i) Si k pair, k − 1 est impair, on a un point d'in�exion en x = 0. Ainsi le graphique de
p(x) est de la forme

•
x = 0

•
x = (k−1) a

kFigure 4.1 Graphique de p(x) = xk − axk−1 + b, k pair.Puisque x1 et x2 sont les uniques ra
ines de p′(x), il s'ensuit que le minimum est unminimum global. Si p(x2) = −(k−1)k−1 ak

kk + b > 0, alors p(x) n'a au
une ra
ine réelle. Si
p(x2) ≤ 0, alors p(x) a exa
tement deux ra
ines réelles. Celles-
i sont positives 
ar pourtout x ≤ 0, p(x) > p(0) = b > 0.
(ii) Si k est impair, k − 1 est pair. Comme −a < 0, on a un maximum lo
al en x = 0 ;don
, le graphique de p(x) est de la forme

•
x = 0

•
x = (k−1) a

kFigure 4.2 Graphique de p(x) = xk − axk−1 + b, k impair.
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ines de p′(x), le minimum lo
al en x2 estle seul de p(x). Si p(x2) > 0, alors p(x) a une unique ra
ine réelle, qui est négative. Si
p(x2) ≤ 0, alors p(x) a 3 ra
ines réelles, 2 positives et une négative.Démonstration du Théorème 4.3
⇒) Supposons que f(x) soit N-rationnelle. Si b ≤ 0, on a kk b ≤ (k − 1)k−1 ak. Pour lereste de la preuve, on va supposer b > 0.Soient p(x) = xk − axk−1 + b le polyn�me ré
iproque du dénominateur de f(x) et ρ lemodule maximal de ses ra
ines. Comme f(x) est N-rationnelle, on a du Théorème deBerstel que ρ ∈ R+ est une ra
ine de f(x). Il s'ensuit du Lemme 4.5 que ∆ ≥ 0.
⇐) Supposons que pour tout k ≥ 2, ∆ ≥ 0. On a f(x) = (ax + (−b)xk)∗ est Z-rationnelle. Par ailleurs, f(x) est R+-rationnelle puisque

p = 1 − ax+ bxk

=

(

1 − k − 1

k
ax

)(

1 −
k−2∑

i=1

(k − 1)i−1

ki
aixi − kb

(k − 1)a
xk−1

)

− ∆

kk−1(k − 1)a
xk−1En inversant tout, on a

f(x) =
1

(

1 − k − 1

k
ax

)(

1 −
k−2∑

i=1

(k − 1)i−1

ki
aixi − kb

(k − 1)a
xk−1

)

− ∆

kk−1(k − 1)a
xk−1

=

(
k−1

k ax
)∗

(

1 −
k−2∑

i=1

(k − 1)i−1

ki
aixi − kb

(k − 1)a
xk−1

)

−
(
k − 1

k
ax

)∗( ∆

kk−1(k − 1)a

)

xk−1

=

(
k − 1

k
ax

)∗
g∗,où

g =
k−2∑

i=1

(k − 1)i−1

ki
aixi +

kb

(k − 1)a
xk−1 +

(
k − 1

k
ax

)∗( ∆

kk−1(k − 1)a

)

xk−1.
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oe�
ients entiers, elle est N-rationnelle ; 
e
i dé
ouledes Théorèmes de Berstel et Soittola.
�Remarque 4.6. La démonstration de la 
ondition su�sante montre que 1 − ax + bxkest un dénominateur de Soittola (voir (Perrin, 1992) ou (Berstel et Reutenauer, 2008b)Chap. VIII Exer
i
e 3.3).4.2 N-rationalité des séries de la forme (1 − ax + bx

2 + cx
3)−1On va déterminer les 
onditions né
essaire et su�sante 
ara
térisant la N-rationalité detoute série de la forme (1 − ax+ bx2 + cx3)−1, où a ∈ N et b, c ∈ Z.Contrairement à la dé
idabilité de la N-rationalité des séries de la forme (1−ax+bxk)−1,le dis
riminant de x3 − ax2 + bx+ c ne su�t pas pour dé
ider si une série de la forme

(1 − ax + bx2 + cx3)−1 est N-rationnelle. Les deux exemples suivants illustrent 
ettesituation lorsque b > 0 et c < 0 .Exemple 4.7. f(x) = (1 − x + x2 − x3)−1. Le dis
riminant x3 − x2 + x − 1 vaut -16.Cette série est N-rationnelle puisque
1

1 − x+ x2 − x3
=

1

(1 − x) (1 + x2)
=

1 + x

(1 − x2) (1 + x2)
=

1 + x

1 − x4
= (1 + x) (x4)∗.Exemple 4.8. f(x) = (1− 4x+ 4x2 − x3)−1. Le dis
riminant x3 − 4x2 + 4x− 1 vaut5. La série f(x) est N-rationnelle puisque

f(x) = 1 + 2Ax (B + 1) +A2B x3, A = (2x)∗, B = (2x+Ax3)∗.Cette expression rationnelle a été obtenue à l'aide du paquetage RLangGFun.Lemme 4.9. Soit p(x) = x3 − ax2 + bx+ c, où a ∈ N, b, c ∈ Z. Si a2 ≥ 3b, p(x) a unmaximum lo
al en x1 = a−
√

a2−3b
3 et un minimum lo
al en x2 = a+

√
a2−3b
3 . Si a2 < 3b,

p(x) est stri
tement 
roissante sur tout son domaine.
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p′(x) = 3x2 − 2ax+ b.Les zéros de la dérivée sont

x =
2a±

√
4a2 − 12b

6
=

2a± 2
√
a2 − 3b

6
=
a±

√
a2 − 3b

3
.Posons x1 = a−

√
a2−3b
3 et x2 = a+

√
a2−3b
3 . Étudions la nature de 
es ra
ines, en utilisantle test de la 
on
avité. La dérivée se
onde de p(x) par rapport à x est p′′(x) = 6x− 2a.

p′′(x1) = 2a− 2
√

a2 − 3b− 2a = −2
√

a2 − 3b < 0,

p′′(x2) = 2
√

a2 − 3b > 0.On a don
 un maximum lo
al en x1 et un minimum lo
al en x2. Ainsi, p(x) se 
omporteselon le graphique
•x1

•
x2Figure 4.3 Graphique de p(x) = x3 − ax2 + bx+ c lorsque a2 ≥ 3b.Si a2 < 3b, la dérivée ne possède au
un zéro. Il s'ensuit que p(x) est stri
tement 
roissantesur tout son domaine 
ar p(x) est un polyn�me de degré 3.Lemme 4.10. Si a2 < 3b, l'unique ra
ine réelle de p(x) sera négative si c > 0 et positivesi c < 0.Démonstration. Du Lemme pré
édent, p(x) est stri
tement 
roissant sur R. Comme

p(0) = c, la ra
ine réelle sera négative si c > 0 et positive si c < 0.



CHAPITRE 4. N-RATIONALITÉ DE CERTAINES SÉRIES. 51Posons δ = a2 − 3b et supposons δ ≥ 0. Évaluons le polyn�me au point x2 =
a+

√
δ

3
,

p(x2) = (x2)
3 − a(x2)

2 + bx2 + c

=

(

a+
√
δ

3

)3

− a

(

a+
√
δ

3

)2

+ b

(

a+
√
δ

3

)

+ c

=
4a3

27
+

4a2

27

√
δ − b

9

√
δ − ab

3
− 2a3

9
+
ab

3
− 2a2

9

√
δ +

ab

3
+
b

3

√
δ + c

=
−2a3

27
− 2a2

27

√
δ +

2b

9

√
δ +

ab

3
+ c

=
−2a3

27
− 2a2

27
(δ)3/2 +

ab

3
+ c.Posons ∆ =

−2a3

27
− 2a2

27
(δ)3/2 +

ab

3
+ c.Du Lemme 4.9 et du 
al
ul de ∆, on en déduit le résultat suivant.Lemme 4.11. Soit p(x) = x3 − ax2 + bx+ c, a ∈ N, b, c ∈ Z tel que a2 ≥ 3b.(1) Si c > 0,(i) ∆ ≤ 0 ⇔ p(x) a 3 ra
ines réelles, 1 négative et 2 positives.(ii) ∆ > 0 ⇔ p(x) a une seule ra
ine réelle qui est négative.(2) Si c < 0,(i) ∆ ≤ 0 ⇔ p(x) a 3 ra
ines réelles positives.(ii) ∆ > 0 ⇔ p(x) a une seule ra
ine réelle qui est positive.Théorème 4.12. Soit f(x) =

1

1 − ax+ b x2 + c x3
=

n∑

n=0

fnx
n, a ∈ N, b, c ∈ Z.(1) Si a2 ≥ 3b,(i) Si f(x) est N-rationnelle, ∆ ≤ 0.(ii) Si ∆ ≤ 0 et c ≤ a3, f(x) est N-rationnelle.(2) Si a2 < 3b,(i) Si b3 < −a3 c, f(x) est N-rationnelle si et seulement si fn ≥ 0, ∀n ≥ 0.(ii) Si b3 = −a3 c, f(x) est N-rationnelle si et seulement si 2b = a2 ou b = a2.(iii) Si b3 > −a3 c, f(x) n'est jamais N-rationnelle.
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27
+c ≤ 0. On retrouve la 
onditionné
essaire et su�sante du théorème 4.3 pour k = 3.Remarque 4.14. On retrouve le 
as (1) lorsque toutes les ra
ines de p(x) = x3−ax2 +

bx+c sont réelles et le 
as (2) si une seule ra
ine est réelle. Cette dernière est dominanteen (i), est égale au module de la ra
ine 
omplexe en (ii) et est stri
tement inférieure à
e module en (iii).Exemple 4.15. Considérons la série suivante
1

1 − 3x+ 4x2 − 3x3
=

1 + 3x+ 4x2 + 3x3

1 − x2 − 2x4 − 9x6
.Cette série, provenant de (Rinaldi, 1999), est N-rationnelle par l'égalité. On a 3b > a2,

64 = b3 < −c a3 = 81 et tous les 
oe�
ients sont positifs.L'exemple suivant montre que la 
ondition c ≤ a3 n'est pas né
essaire.Exemple 4.16.
f(x) =

1

1 − x+ 5x2 + 2x3

= 1 + 6x2 + (7AB + 30A)x4 + 10AaBx6 + 54A2Bx8

+x
(
1 + 9x2 + (45A + 25AB)x4 + 13ABx6 + 81A2Bx8

)
,où

A = (5x2)∗, B = (6x2 + x4 + 9Ax6)∗.On trouve ∆ = −4, 48 < 0 et 2 = c > 13 = a3.L'exemple suivant montre que la 
ondition ∆ ≤ 0 n'est pas su�sante.Exemple 4.17. On prend a = 1, b = −5 et c = 6, on trouve ∆ = −0, 48 < 0. Les ra
inesdu polyn�me x3 −x2 − 5x+ 6 étant 2, 1, 3028 et −2, 3028, la série (1−x− 5x2 + 6x3)−1n'est pas N-rationnelle.La démonstration du Théorème 4.12 né
essite les résultats suivants.
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ine d'un polyn�me unitaire à 
oef-�
ients dans Z.Dé�nition 4.19. Une extension �nie K de Q est appelée un 
orps de nombres algé-briques. Les entiers algébriques 
ontenus dans K forment un anneau dénoté AK . K peuts'é
rire sous la forme K = Q(λ), où λ ∈ AK . Le degré de λ sur K est le degré dupolyn�me minimal ayant λ 
omme ra
ine.Théorème 4.20 (Krone
ker). Soit λ un entier algébrique tel que λ et tous ses 
onju-gués soient de module ≤ 1, alors λ est une ra
ine de l'unité.Voir par exemple (Berstel et Reutenauer, 1984) Exer
i
e V.2.1.Proposition 4.21. Soit
f(x) =

1

1 − ax+ b x2 + c x3
=

∞∑

n=0

fn x
n, a, b, c ∈ N.Soit p(x) = x3 − ax2 + b x+ c le polyn�me ré
iproque du dénominateur de f(x). Si p(x)a une ra
ine dominante alors, pour tout n ≥ 0, fn > 0.Démonstration. Dénotons par λ la ra
ine dominante. Comme p(0) = c ≥ 0 et que

p′(x) = 3x2 − 2 ax + b ≥ 0, si x < 0, alors p(x) est 
roissant sur l'intervalle ] −∞, 0[.Don
 p(x) a une ra
ine réelle négative. Comme p(x) a une ra
ine dominante, il s'ensuit duLemme 4.11 que p(x) a 3 ra
ines réelles, une qui est négative et deux qui sont positives.Supposons par l'absurde que λ ≤ 1. On a du Théorème de Krone
ker que toutes lesra
ines de p(x) sont des ra
ines de l'unité. Ainsi, 1 et -1 sont les deux seules ra
inesréelles. On aurait 1− a+ b+ c = 0 et −1− a− b+ c = 0 ; la seule possibilité est b = −1 ;
ontradi
tion 
ar b ∈ N. Ainsi, on a λ > 1. Puisque λ est une ra
ine de p(x), on a
λ3 − aλ2 + b λ+ c = 0 ⇔ λ3 = aλ2 − b λ− c⇔ λ = a− b

λ
− c

λ2
.Dé�nissons la propriété P (i) 
omme suit :

P (n) :
fi

fi−1
> λ, i = 1, . . . , n.
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ette propriété par ré
urren
e.
(i) Véri�ons que P (1) est vraie. On a

f1

f0
=
a

1
= a.

(ii) Supposons P (n) vraie. Montrons P (n+ 1) vraie ; i.e. fi

fi−1
> λ, i = 1, . . . , n+ 1.Par hypothèse de ré
urren
e, on a fi

fi−1
> λ, i = 1, . . . , n. Il reste à montrer que fn+1

fn
> λ.On a fn > λk−1 fn−k+1, k ≤ n. On en déduit que

1

λ
>

fn−1

fn
⇔ −b

λ
< −b fn−1

fn
,

1

λ2
>

fn−2

fn
⇔ −c

λ2
< −c fn−2

fn
.Du numérateur et du dénominateur de f(x), on en déduit que les 
oe�
ients fn satisfontla ré
urren
e :

fn = a fn−1 − b fn−2 − c fn−3, fn = 0, n < 0, f0 = 1.Ainsi, on obtient
fn+1

fn
=
a fn − b fn−1 − c fn−2

fn
= a− b fn−1

fn
− c fn−2

fn
> a− b

λ
− c

λ2
= λ.Ainsi, P (n) est vraie pour tout n ∈ N∗. Comme fn > λn f0 > 1, alors tous les 
oe�
ients

fn de f(x) sont positifs.Lemme 4.22. Si une ra
ine ne de l'unité est ra
ine d'un polyn�me P (x) ∈ Q[x] ave

deg(P ) = 2, alors n = 1, 2, 3, 4 ou 6.Démonstration. On doit avoir ϕ(n) ≤ 2, où ϕ(n) est la fon
tion d'Euler . Par (Lang,2002) p.279, le polyn�me minimal d'une ra
ine primitive ne est de degré ϕ(n).Si n = pn1

1 pn2
2 . . ., alors ϕ(n) = (pn1

1 − pn1−1
1 ) (pn2

2 − pn2−1
2 ) . . .. Comme pour p ≥ 5,

m ≥ 1, on a (pm − pm−1) = pm−1(p− 1) ≥ 4. Il s'ensuit que n = 2x3y.
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 y = 0 ou 1. Si x ≥ 3, 2x−2x−1 = 2x−1(2−1) ≥
4. On a don
 x = 0, 1 ou 2. En 
ombinant les x et y, on trouve n = 1, 2, 3, 4, 6 ou 12.Or ϕ(12) = 4.Démonstration du Théorème 4.12Si p(x) a trois ra
ines réelles dénotées α, β et γ. On a

p(x) = x3 − ax2 + bx+ c = (x− α)(x− β)(x− γ)

= x3 − (α+ β + γ)x2 + (αβ + αγ + β γ)x− αβ γ.En 
omparant les 
oe�
ients de part et d'autre, on obtient les relations
a = α+ β + γ, (4.1)
b = αβ + αγ + β γ, (4.2)
c = −αβ γ. (4.3)Si p(x) a une unique ra
ine réelle dénotée γ,

p(x) = x3 − ax2 + bx+ c = (x− α)(x − α)(x− γ)

= (x2 − (α+ α)x+ |α|2)(x− γ)

= (x2 − 2ℜ(α)x+ |α|2)(x− γ)

= x3 − (2ℜ(α) + γ)x2 + (2 γ ℜ(α) + |α|2)x− |α|2 γ.Comparons les 
oe�
ients, on trouve
a = 2ℜ(α) + γ, (4.4)
b = 2 γ ℜ(α) + |α|2, (4.5)
c = −|α|2 γ. (4.6)

(1) a2 ≥ 3b

(i) Supposons f(x) N-rationnelle. Soit ρ le module maximal des ra
ines de p(x) = x3 −
ax2 + bx+ c. Du Théorème de Berstel, ρ est une ra
ine de p(x).
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(1) c ≥ 0. p(x) a une ra
ine réelle négative. Comme ρ ∈ R+ est une ra
ine de p(x), ils'ensuit que p(x) a trois ra
ines réelles. Par 
onséquent, ∆ ≤ 0 du Lemme 4.11.
(2) c < 0 et b < 0. f(x) = (1 − ax+ bx2 + cx3)−1 est N-rationnelle et

∆ =
−2a3

27
− 2

27
(a2 − 3b)3/2 +

ab

3
+ c ≤ 0.

(3) c < 0 et b ≥ 0. Supposons par l'absurde que ∆ > 0. Du Lemme 4.11, p(x) a uneseule ra
ine réelle positive γ = ρ. Le graphique de p(x) se 
omportant 
omme suit.
•
x1

•
x2

•
γ

Figure 4.4 Graphique de p(x) = x3 − ax2 + bx+ c, où a2 ≥ 3b et c ≥ 0.On remarque que
γ < x1 =

a−
√
a2 − 3b

3
<
a

3
.De l'équation (4.4),

a = 2ℜ(α) + γ

⇒ a < 2ℜ(α) +
a

3

⇔ 2a

3
< 2ℜ(α)

⇔ a

3
< ℜ(α).Ainsi on a γ < a

3
< ℜ(α) < |α|. On a 
ontradi
tion 
ar γ = |α| = ρ ; don
 ∆ ≤ 0.
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(ii) Supposons ∆ ≤ 0 et c ≤ a3. Considérons les 4 
as suivants.
(1) b ≥ 0 et c > 0. Comme ∆ ≤ 0, on a du Lemme 4.11 que p(x) a trois ra
ines réelles,une négative et deux positives. Posons α < 0 et γ > β > 0.Supposons par l'absurde que −α ≥ γ. De (4.2), on a

b = αβ + αγ + βγ

= α(β + γ) + βγ

= α (a− α) + β γ

= αa− α2 + β γ.Comme −α ≥ γ et −α > β, α2 > β γ ⇔ −α2 + β γ < 0. Comme αa < 0, on aurait
b = αa − α2 + β γ < 0. Contradi
tion 
ar b ≥ 0 par hypothèse. Ainsi γ est une ra
inedominante. De la Proposition 4.21, tous les termes de la série (1 − ax + b x2 + c x3)−1sont positifs. Finalement, 
omme f(x) = (1−ax+ b x2 + c x3)−1 est Z-rationnelle, alors
f(x) est N-rationnelle par le Théorème de Soittola.
(2) b < 0 et c > 0. Comme ∆ ≤ 0, on a du Lemme 4.11 que p(x) a trois ra
ines réelles,une négative et deux positives. Posons α < 0 et γ > β > 0.Supposons par l'absurde que −α > γ.

0 ≥ α+ γ

⇔ β ≥ α+ γ + β

⇔ β ≥ a

⇔ c = −αβγ > β3 > a3.On a une 
ontradi
tion 
ar c ≤ a3 par hypothèse. Il s'ensuit que γ ≥ −α. Si γ > −α,on a une une ra
ine dominante. Supposons γ ≤ 1, du Théorème de Krone
ker, on aurait
α = −1 et β = γ = 1. Contradi
tion 
ar γ > α. Ainsi, γ > 1. Il reste à véri�er la nonnégativité de 
haque 
oe�
ient de la série f(x) =

∞∑

n=0

fnx
n.
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f0 = 1,

f1 = a > 0,

f2 = a2 − b > 0,

f3 = a3 − 2ab− c = (a3 − c) − 2ab ≥ 0,...Du Corollaire 1.17, on a pour un n su�samment grand que fn+1

fn
∼ γ > 1. Il s'ensuit quepour tout n ≥ 0, fn ≥ 0. Comme f(x) est une série Z-rationnelle, elle est N-rationnellepar le théorème de Soittola.Si γ = −α, a = α+ β + γ = β. Il s'ensuit que a est une ra
ine de p(x). On trouve don


p(a) = ab+ c = 0, d'où c = −ab.
f(x) =

1

1 − ax+ bx2 + cx3
=

1

1 − ax+ bx2 − abx3
=

1

(1 − ax)(1 + bx2)
= (ax)∗ (−bx2)∗.Cette série est N-rationnelle 
ar b < 0 par hypothèse.

(3) b < 0 et c < 0. f = (1 − ax+ bx2 + cx3)−1 est N-rationnelle.
(4) b ≥ 0 et c < 0. Comme ∆ ≤ 0, on a du Lemme 4.11 que p(x) a trois ra
inesréelles positives. Ainsi, γ est une ra
ine dominante. Supposons γ ≤ 1, du Théorème deKrone
ker, on aurait α = i et α = −i. On trouve

p(x) = (x− i)(x+ i)(x− 1) = x3 − x2 + x− 1.Il s'ensuit que a2 − 3b = 1 − 3 = −2 < 0. On a une 
ontradi
tion ; ainsi, γ > 1. Il resteà véri�er la non négativité de 
haque 
oe�
ient. On a
f1 = a > 0,

f2 = a2 − b ≥ 3b− b = 2b ≥ 0

f3 = a3 − 2ab− c = (α+ β + γ)3 − 2(α + β + γ)(αβ + αγ + βγ) + αβγ

= α2β + α2γ + αβ2 + β2γ + α γ2 + β γ2 + α3 + β3 + γ3 + αβγ > 0,...
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fn−1
∼ γ > 1. Don
, tous les 
oe�
ients de f(x)sont non négatifs. Comme f(x) est Z-rationnelle, elle est N-rationnelle par le Théorèmede Soittola.

(2) a2 < 3bSi b < 0, la 
ondition 3b > a2 n'est jamais satisfaite.Si b ≥ 0 et c > 0. On a b3 > −ca3. Soit ρ le module maximal des ra
ines de p(x). DuLemme 4.10, p(x) a une seule ra
ine réelle qui est négative. Ainsi, ρ n'est pas une ra
inede p(x), par 
onséquent, f(x) n'est pas N-rationnelle.Si b ≥ 0 et c < 0, on 
onsidère les trois 
as suivants.
(i) b3 < −a3 c.
⇒) Supposons f(x) N-rationnelle, tous les 
oe�
ients fn sont non négatifs.
⇐) Supposons que tous les 
oe�
ients soient non négatifs. Comme b3 < −c a3,

b3

a3
< −c

⇔ b3

a3
− a

b2

a2
+ b

b

a
+ c < 0

⇔ p

(
b

a

)

< 0

⇔ b

a
< γ

⇔ b < γ a.Par l'équation (4.5), on trouve
b = 2γℜ(α) + |α|2 = γ(a− γ) + |α|2 = γa− γ2 + |α|2.Par 
onséquent,

γa− γ2 + |α|2 < γa⇔ |α|2 < γ2.Il s'ensuit que γ est une ra
ine dominante. Comme f est une série Z-rationnelle à 
oef-�
ients non négatifs, f est N-rationnelle par le Théorème de Soittola.
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(ii) b3 = −a3 c.
⇒) Supposons f(x) N-rationnelle. On a

b3

a3
= −c⇔ b3

a3
− a

b2

a2
+ b

b

a
+ c = 0

⇔ p

(
b

a

)

= 0 ⇔ b

a
= γ.On trouve que b est un multiple (positif) de a. En e�et, supposons par l'absurde que

b n'est pas un multiple de a, b
a
est une fra
tion irrédu
tible. Ainsi, −c =

b3

a3
est aussiune fra
tion irrédu
tible 
ar b3 et a3 ont exa
tement les mêmes fa
teurs que b et arespe
tivement. Contradi
tion 
ar −c est un entier. É
rivons b = ma. Le Lemme 4.10nous assurant l'uni
ité de la ra
ine réelle, il s'ensuit que m = γ. On trouve alors b = maet c = −m3.Par hypothèse, a2 < 3b, du Lemme 4.10, on a α 6∈ R et γ > 0. Puisque

b = 2γℜ(α) + |α|2 = γ(a− γ) + |α|2 = γa− γ2 + |α|2

⇔ ma = ma−m2 + |α|2

⇔ m2 = |α|2

⇔ m = α.La série étant N-rationnelle par hypothèse, on a du Théorème de Berstel que α
γ et α

γsont des ra
ines de 1.Elles sont ra
ines du polyn�me à 
oe�
ients rationnels
H(x) =

x3 − ax2 + bx− c

x− γ

∣
∣
∣
∣
∣
x→γx

.Du Lemme 4.22, α
γ est une ra
ine de l'unité ave
 n = 1, 2, 3, 4 ou 6. Comme α 6∈ R,

n = 3, 4 ou 6. On a don

H(x) = x2 + x+ 1 = Φ3(x),ou x2 + 1 = Φ4(x),ou x2 − x+ 1 = Φ6(x).
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x3 − ax2 + bx+ c = γ2 (x− γ)H

(
x

γ

)

.Si H(x) = Φ3(x), on a
x3 − ax2 + bx+ c = γ2 (x− γ)

(
x2

γ2
+
x

γ
+ 1

)

= γ2

(
x3

γ2
− γ3

)

= x3 − γ3.On trouve a = 0 et b = 0, 
e qui 
ontredit l'hypothèse a2 < 3b.Si H(x) = Φ4(x), on a
x3 − ax2 + bx+ c = γ2 (x− γ)

(
x2

γ2
+ 1

)

= γ2

(
x3

γ2
− x2

γ
+ x− γ

)

= x3 − γx2 + γ2x− γ3.On trouve a = γ et b = γ2 = a2.Si H(x) = Φ6(x), on a
x3 − ax2 + bx+ c = γ2 (x− γ)

(
x2

γ2
− x

γ
+ 1

)

= γ2

(
x3

γ2
− 2

x2

γ
+ 2x− γ

)

= x3 − 2γx2 + 2γ2x− γ3.On trouve a = 2γ et b = 2γ2 = a2

2 .
⇐) Supposons b = a2 ou 2b = a2. Si b = a2 alors b3 = a6 = −a3c⇒ −a3 = c.
f =

1

1 − ax+ bx2 + cx3
=

1

1 − ax+ a2x2 − a3x3
=

1

(1 − ax)(1 + a2x2)

=
1 + ax

(1 + ax)(1 − ax)(1 + a2x2)
=

1 + ax

(1 − a2x2)(1 + a2x2)
=

1 + ax

1 − a4x4
= (1 + ax)(a4x4)∗.
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f =

1

1 − ax+ bx2 + cx3
=

1

1 − 2mx+ 2m2x2 −m3x3
=

1

(1 −mx)(1 −mx+m2x2)

=
1 +mx

(1 −m2x2)(1 −mx+ 2m2x2)
=

(1 +mx)(1 +mx+m2x2)

(1 −m2x2)(1 +mx+m2x2)(1 −mx+ 2m2x2)

=
(1 +mx)(1 +mx+m2x2)

(1 −m6x6)
= (1 +mx)(1 +mx+m2x2)(1 −m6x6)∗.Dans les 2 
as, f(x) est N-rationnelle.

(iii) Si b3 > −a3c, soit γ est la ra
ine réelle de p(x), alors
b3

a3
+ c > 0 ⇔ b3

a3
− a

b2

a2
+ b

b

a
+ c > 0

⇔ p

(
b

a

)

> 0 ⇒ b

a
> γ ⇔ b > γa.Par l'équation (4.5), on trouve

b = 2γℜ(α) + |α|2 = γ(a− γ) + |α|2 = γa− γ2 + |α|2.Par 
onséquent,
γa− γ2 + |α|2 > γa⇔ |α|2 > γ2.Ainsi, p(x) n'a pas de ra
ine dominante, 
e qui implique que f(x) n'est pas N-rationnelle.

�Conje
ture 4.23. Soit f =
1

1 − ax+ bx2 − cx3
=

∞∑

n=0

fnx
n, a = 2, 3, 4, b, c ∈ N et

a2 < 3b. Alors f(x) est N-rationnelle si et seulement si b3 ≤ c a3 et f3 = a3−2ab+c ≥ 0.L'impli
ation dire
te se démontre de la même façon que la 
ondition né
essaire du Théo-rème 4.12.Cette 
onje
ture a été énon
ée à la suite de simulations faites à l'aide du paquetage
RLangGFun.



CHAPITRE V
FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE

La fon
tion zêta d'un automate �ni A est la série génératri
e exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}, où anest le nombre de 
hemins bi-in�nis dans A ayant la période n. On va montrer que an estégal à la somme des rangs stables des mots w de longueur n. Par ailleurs, on montreraplusieurs propriétés de 
ette série telle la N-rationalité ou 
on
ernant l'apériodi
ité, lanil-simpli
ité et l'existen
e d'un zéro dans le monoïde des relations. Étant donné que
es résultats sont valides pour des automates non ambigus, 
eux-
i s'appliqueront aux
odes. En e�et, on aura dans 
e 
as que an désigne le nombre de séquen
es bi-in�niesdes mots du 
ode, dont l'évaluation est un mot bi-in�ni sur A de période n. Une fois deplus, les propriétés de la fon
tion zêta se re�éteront aux 
odes : 
omplétion de 
odes,
odes purs, 
odes 
ir
ulaires et 
odes bi�xes.5.1 Rang stable dans les automates �nis non ambigusSoit A un alphabet, un automate A sur A est 
omposé d'un ensemble d'états Q, d'unsous-ensemble I de Q (états initiaux ), d'un sous-ensemble T de Q (états terminaux ou�naux ) et d'un ensemble d'arêtes F ⊂ Q×A×Q. L'automate est dénoté A = (Q, I, T )et un automate est �ni si Q l'est.Un 
hemin dans l'automate A est une séquen
e c = (f1, f2, . . . , fn) d'arêtes 
onsé
utives
fi = (qi, ai, qi+1). Le mot w = a1 . . . an est l'étiquette du 
hemin c. L'état q1 est l'originede c et l'état qn+1, la �n de c, on é
rit q1

w
// qn+1 . Par 
onvention il existe pour
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hemin de longueur 0 de q vers q. Son étiquette est le mot vide.Un arête f = (p, a, q) est aussi dénotée par p a
// q , où p, q ∈ Q sont deux états de

A .Un mot bi-in�ni est un élément de AZ. De façon similaire, un 
hemin bi-in�ni est unélément de FZ, ave
 les 
onditions de 
ompatibilité semblables à 
elles d'un 
hemin.Clairement, il existe une appli
ation µ de FZ vers AZ ; ainsi, on dé�nit l'étiquette d'un
hemin bi-in�ni p 
omme étant le mot bi-in�ni µ(p). Soit w un mot non vide, on dénote
∞w∞ le mot bi-in�ni . . . ww � wwww . . ., où le point désigne la position du 0.À tout automate A, on asso
ie la série formelle SA =

∑

w∈A∗

(SA, w)w, où le 
oe�
ient
(SA, w) du mot w, est le nombre de 
hemins bi-in�nis dans A étiquetés . . . www . . ..À tout automate A = (Q, I, T ), on asso
ie la fon
tion ϕA : A→ NQ×Q dé�nie par

ϕA(a)p,q =







1 si (p, a, q) ∈ F,

0 sinon.Cette fon
tion s'étend en un morphisme ϕA de A∗ vers le monoïde multipli
atif NQ×Qdes matri
es de dimension Q×Q à 
oe�
ients dans N. Il est bien 
onnu que pour toutmot w, le 
oe�
ient ϕA(w)p,q est égal au nombre de 
hemins de p vers q étiquetés w.On dit que l'automate A = (Q, I, T ) sur A est non ambigu si, pour tous p, q ∈ Q et
w ∈ A∗, ϕA(w)p,q ∈ {0, 1}Q×Q. Autrement dit, il existe au plus un 
hemin d'étiquette
w de p vers q. On identi�e la matri
e ϕA(w) et la relation sur Q qu'elle représente.Soit A un automate non ambigu. On appelle le rang du mot w le plus petit entier rtel que ϕA(w) = cl, où c ∈ NQ×r et l ∈ Nr×Q. On a que rang(uvw) ≤ rang(v) (voir(Berstel et Perrin, 1984), Se
tion IV.4) ; en parti
ulier, on a que pour tout n ∈ N,

rang(wn+1) ≤ rang(wn).On dé�nit le rang stable de w, dénoté rgst(w) : 
'est le le rang de wn pour un n
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rgst(w) = lim

n→∞
rang(wn).Soit A un automate non ambigu ; on dénote TA la série formelle telle que le 
oe�
ientde w est le rang stable de w. Autrement dit,

TA =
∑

w∈A∗

rgst(w)w.Proposition 5.1. Soit A un automate non ambigu. Le rang stable de w est égal aunombre de 
hemins bi-in�nis dans A étiquetés ∞w∞.Remarque 5.2. Un automate déterministe est un automate non ambigu. Dans 
e 
as,le rang de w, qui agit sur l'ensemble des états, est égal à la 
ardinalité de l'image de
w. De plus, le rang stable de w est égal à la 
ardinalité des états �naux des 
heminsétiquetés wN , où N est un entier su�samment grand.La démonstration de la proposition 5.1 né
essite les résultats suivants.Soit m une relation entre P et Q. On dit que m est une relation non ambiguë si m ∈
{0, 1}P×Q. Un monoïde de relations non ambiguës sur Q est un sous-monoïde de NQ×Qtel que tous ses éléments sont non ambigus. Puisque 
'est un sous-monoïde de NQ×Q, il
ontient l'identité IQ. Soient p et q deux états. A�n de simpli�er l'é
riture, on é
rit pmqau lieu de (p, m, q). Par non ambiguïté, si on a pmrnq et pmsnq, alors r = s.Soit m une relation non ambiguë sur Q. Un point �xe de m est un élément (état) q ∈ Qtel que qmq. On note Fix(w) l'ensemble des points �xes de w ; i.e. l'ensemble des états
q tels que q w

// q . On dénote tr(w) = |Fix(w)|. Finalement, une relation m estidempotente si m2 = m.Proposition 5.3. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. IV.3.3) Soit M un monoïdede relations non ambiguës sur Q. Soient m ∈ M et S = Fix(m). On a les équivalen
essuivantes.(i) m est une relation idempotente.



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 66(ii) Pour tout p, q ∈ Q, on a pmq si et seulement si il existe un s ∈ S tel que pmset smq.(iii) On a
m = cl, lc = IS,où c ∈ {0, 1}Q×S et l ∈ {0, 1}S×Q sont les restri
tions de m à Q × S et S × Qrespe
tivement.Si m est une relation idempotente, on a en plus les formes matri
ielles

c =




IS

c′



 , l =
[

IS l′
]

, m =




Is l′

c′ c′l′



 ,où c′ ∈ {0, 1}(Q−S)×S et l′ ∈ {0, 1}S×(Q−S) et l′c′ = 0.Lemme 5.4. Si ϕA(w) est une relation idempotente et si p w
// q w

// r , alors q ∈
Fix(w).Démonstration. Comme ϕA(w) est une relation idempotente, on a p w

// r . Par laproposition 5.3, il existe q′ ∈ Fix(w) tel que p w
// q′ et q′ w

// r . Par non ambiguïté,
q = q′. Don
 q ∈ Fix(w).Lemme 5.5. Soient p, q ∈ Fix(w) et p w

// q ; alors p = q.Démonstration. Soient p, q ∈ Fix(w), on a p w
// p w

// q et p w
// q w

// q . Puisquel'automate est non ambigu, le 
hemin étiqueté w2 entre p et q est unique. Don
, p = q.Proposition 5.6. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. IV.4.3) Soit m une relationnon ambiguë idempotente, alors
rang(m) = |Fix(m)|.Démonstration de la proposition 5.1Il existe un entier n ≥ 1 tel que ϕA(wn) est une relation idempotente. Ainsi, on peutsupposer que ϕA(w) est elle-même une relation idempotente. En e�et, il y a une bije
tion
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hemins étiquetés ∞w∞ et les 
hemins étiquetés ∞(wn)∞. Soit q ∈
Fix(w) ; alors on a le 
hemin bi-in�ni étiqueté ∞w∞

. . . q
w

// q w
// q w

// q . . . .Inversement, soit π un 
hemin bi-in�ni étiqueté ∞w∞. Ce 
hemin se dé
ompose 
omme
. . . q−2

w
// q−1

w
// q0

w
// q1

w
// q2 . . . .Du lemme 5.4, 
haque état qi ∈ Fix(w). Du Lemme 5.1 les qi sont tous égaux. Ainsi,pour 
haque état q ∈ Fix(w) il existe un et un seul 
hemin bi-in�ni étiqueté ∞w∞passant par q. Il s'ensuit que le nombre de tels 
hemins est |Fix(w)|.Comme ϕA(w) est une relation idempotente, rang(w) = rang(wn), pour tout entier

n ≥ 1 ; don
, on a rgst(w) = rang(w). De la Proposition 5.6, le rang de 
ette relationest le nombre de points �xes de ϕA(w). Par 
onséquent, le rang stable de w est égal aunombre de 
hemins bi-in�nis étiquetés ∞w∞.
�La démonstration montre aussi le résultat suivantProposition 5.7. Soient A un automate, w un mot et n ≥ 1 tel que ϕA(wn) soit unerelation idempotente. Alors rgst(w) = |Fix(wn)|.5.2 Fon
tion zêta d'un automateSoit A un automate. On dé�nit la fon
tion zêta de l'automate A : 
'est la série formelle

ζ(A) = exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}

, (5.1)où an est la somme des rangs stables de tous les mots de longueur n.Proposition 5.8. ζ(A) est une série N-rationnelle.La démonstration de 
ette proposition exige les dé�nition et résultat suivants.
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y
lique si pour tous mots u, v, w et tout entier
n ≥ 1, les 
onditions suivantes sont satisfaites :

uv ∈ L ⇔ vu ∈ L;

w ∈ L ⇔ wn ∈ L.La 
onjugaison dans d'un monoïde libre est la relation d'équivalen
e uv ∼ vu ; une 
lassede 
onjugaison est appelée mot 
ir
ulaire.Théorème 5.10. (Reutenauer, 1997) La fon
tion zêta d'un langage rationnel 
y
liqueest N-rationnelle.Démonstration de la proposition 5.8Soit Li le langage 
omposé de tous les mots de rang stable i. On va montrer que Li est unlangage rationnel pour tout entier i. Notons M le monoïde �ni ϕA(A∗) et Pi l'ensembledes relations dans M de rang stable i. On a Li = ϕ−1
A (Pi). Don
 Li est re
onnaissable.Du Théorème de Kleene, Li est rationnel.Soient u, v ∈ A∗ des mots, et n un entier ; 
omme ∞(uv)∞ = ∞(vu)∞, et ∞w∞ =

∞(wn)∞, pour n ≥ 1, rgst(uv) = rgst(vu) et rgst(w) = rgst(wn). Par 
onséquent, Liest un langage 
y
lique. Soit ζi = ζ(Li) la fon
tion zêta du langage Li, où
ζ(L) = exp

{ ∞∑

n=1

|L ∩An| z
n

n

}

,pour un langage L. Du Théorème 5.10, ζi est une série N-rationnelle.Soit Ln(i) le nombre de mots de longueur n dans Li ; en 
al
ulant ζ(A), on obtient
ζ(A) = exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}

= exp







∞∑

n=1




∑

|w|=n

rgst(w)




zn

n







= exp

{ ∞∑

n=1

(
∑

i

Ln(i) i

)

zn

n

}

= exp

{
∑

i

i
∞∑

n=1

Ln(i)
zn

n

}

=
∏

i

[

exp

{ ∞∑

n=1

Ln(i)
zn

n

}]i
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=

∏

i

[

exp

{ ∞∑

n=1

|Li ∩An| z
n

n

}]i

=
∏

i

ζ(Li)
i =

∏

i

ζi
i .Il s'ensuit que ζ(A) est une série N-rationnelle, puisque Li est vide pour un i su�sammentgrand, don
, le produit est �ni.

�Nous allons 
al
uler sur un exemple la fon
tion ζ d'un automate. Nous avons besoin dequelques notions.Soit A un automate, la tra
e de A est la série non 
ommutative énumérant le nombrede points �xes de 
haque mot :
tr(A) =

∑

w∈A+

|Fix(w)|w.Exemple 5.11. Considérons l'automate suivant
a a

b

cFigure 5.1 Un automate.La tra
e de A est la série dont le 
oe�
ient de w est 2 si w est une puissan
e de a, 1 si
w est un mélange de a et d'un mot de la forme (bc)i ou (cb)i, i ≥ 1 et 0 sinon.Théorème 5.12. (Berstel et Reutenauer, 1990) La série 
ara
téristique d'un langage
y
lique régulier est une 
ombinaison linéaire sur Z de tra
es d'automates �nis détermi-nistes.Soit ϕ : Z〈〈A〉〉 → Z[[A]] la transformation rendant 
ommutatif le produit des lettres ;par exemple, ϕ(2ab − ba) = ab. Soit S une série non 
ommutative, on a S =

∞∑

n=0

Sn, où
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Sn est la partie homogène de degré n de S. La fon
tion zêta généralisée de S est la série
ommutative

Z(S) = exp

{ ∞∑

n=1

ϕ(Sn)

n

}

.Rappelons que L est la série 
ara
téristique du langage L, dé�nie par L =
∑

w∈L w.De (Berstel et Reutenauer, 1990), on a que si L est un langage, ζL = θ(Z(L)), où
θ : Z〈〈A〉〉 7→ Z[[z]] l'homomorphisme dé�ni par θ(a) = z, pour toute lettre a ∈ A.Le déterminant d'un automate est le déterminant de la matri
e I − zM , où I est lamatri
e identité de la taille appropriée etM , la matri
e de l'automate. C'est une versionen plusieurs variables du déterminant de (Perrin, 1976).Proposition 5.13. (Berstel et Reutenauer, 1990) La fon
tion zêta généralisée de latra
e d'un automate �ni est égale à l'inverse du déterminant de 
et automate.Exemple 5.14. Considérons l'automate

a
b

bFigure 5.2 Un automate.On a SA = tr(A) − tr(A1) + 2tr(A2), où A1 et A2 sont respe
tivement les automates
b

b
bFigure 5.3 Les automates A1 et A2.En e�et, on le véri�e fa
ilement ave
 le mot w = bn, puisque 
e mot est de rang stable2. Considérons maintenant un autre mot w, si rgst(w) = 1, alors w est de la forme

w = bi0abi1a . . . abin , n ≥ 1, (5.2)où i1, i2, . . . , in−1 et i0 + in sont pairs. Ce qui implique la formule pour SA. De 
ette
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ζA =

det(1 −M1z)

det(1 −Mz) det(1 −M2z)2
,où M, M1, M2 sont les matri
es adja
entes de A, A1 et A2. respe
tivement. On trouveainsi

ζA =
1 − z2

(1 − z − z2)(1 − z)2
=

1 + z

(1 − z − z2)(1 − z)
.5.3 Apériodi
itéUn monoïde est apériodique si ses sous-groupes sont tous triviaux (on note que leséléments identité du monoïde et d'un sous-groupe peuvent di�érer). Un monoïde �ni Mest apériodique si et seulement si pour tout x ∈ M , il existe un entier n ≥ 0 tel que

xn = xn+1. Un automate est apériodique si son monoïde des relations l'est.Proposition 5.15. Les trois 
onditions suivantes sont équivalentes pour un automate�ni non ambigu :(1) A est un automate apériodique(2) SA = tr(A),(3) ζ(A) est l'inverse du déterminant de A.La démonstration né
essite le résultat suivant.Lemme 5.16. Soit w un mot agissant sur les états d'un automate. Alors la tra
e de
w ; (i.e. le nombre de points �xes de w) est supérieur ou égal au rang stable de w. On aégalité si et seulement si w est apériodique ; i.e. le sous-monoïde engendré par la relationinduite par w est apériodique.Démonstration.
1. Chaque point �xe de w est également un point �xe de wN , pour tout entier N . Onpeut 
hoisir N de façon à 
e que wN soit idempotent. Par la Proposition 5.7, rgst(w) =

|Fix(wN )|.
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2. Supposons que w soit apériodique. Alors wk = wk+1 = wk+2 = . . . pour un entier
k su�samment grand. Puisque toutes les puissan
es de wN sont idempotentes, on peutsupposer en augmentant N que wN = wN+1. Soit q un point �xe de wN . On a don
un 
hemin π : q = q0

w
// q1

w
// q2

w
// . . . w

// qN−1
w

// q0 . On a 
ependant le
hemin π′ : q0
wN+1

// q0 . Si π n'est pas un pré�xe de π′, on obtient deux 
hemins distin
ts
πN+1 et π′N étiquetés wN(N+1) ayant les mêmes états initial et �nal. Ce qui 
ontreditla non ambiguïté. Don
, π est un pré�xe de π′. Don
, il y a un 
hemin q0

w
// q0 . Par
onséquent, q est un point �xe de w et on a l'égalité du lemme.

3. Inversement, supposons qu'on a l'égalité. Alors tout point �xe de wN (N est l'entierde la partie 1.) est un point �xe de w. Soit q0
w

// q1
w

// q2
w

// . . . w
// q0 un
hemin fermé dans le graphe de la relation sur Q induite par w. Alors q0 est un point�xe d'un 
ertaine puissan
e de w, don
 de wN (puisque wN = w2N = . . .). Don
 q0 estun point �xe de w. On a don
 le 
hemin q0

w
// q0

w
// . . . w

// q0 . En 
omparant 
e
hemin au premier, on obtient par non ambiguïté que q0 = q1 = q2 = . . .. Ce qui montrequ'il n'y a au
un 
hemin fermé dans le graphe de w à l'ex
eption de 
eux qui sont desrépétitions de bou
les. Si on enlève 
es bou
les du graphe, on obtient un nouveau graphesans 
hemin fermé ; don
, il existe un entier k tel qu'il n'existe au
un 
hemin de longueur
k dans 
e graphe. On va montrer que wk = wk+1. En e�et, un 
hemin de longueur kou k + 1 dans le graphe de w a né
essairement une bou
le. Don
, par répétition ousuppression de la bou
le, on a que p wk

// q est équivalent à p wk+1
// q . Don
 w estapériodique.Démonstration de la proposition 5.15

1) ⇒ 2) On utilise dire
tement le Lemme 5.16.
2) ⇒ 3) on a an =

∑

|w|=n

rgst(w) =
∑

|w|=n

|Fix(w)| = tr(Mn), où M est la matri
ed'in
iden
e de l'automate A. Don
.
ζ(A) = exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}

= exp

{ ∞∑

n=1

tr(Mn)
zn

n

}
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= exp

{

tr
∞∑

n=1

Mn zn

n

}

= exp

{

tr ln

(
1

1 − zM

)}

= det(1 − zM)−1,par la formule de Ja
obi exp ◦ tr ◦ ln = det.
¬ 1) ⇒ ¬ 3) Du Lemme 5.16, pour tout mot w, on a |Fix(w)| < rgst(w). Également duLemme 5.16, on a an ≥ tr(Mn) pour tout n, et pour au moins un n, on a l'inégalitéstri
te. Don
 ζ(A) = exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}

> exp

{ ∞∑

n=1

tr(Mn)
zn

n

} et par les mêmes 
al
ulsfaits 
i-haut, on en déduit que ζ(A) > det((I − zM)−1).
�5.4 Relation nulleRappelons que le support de la série S =

∑

w∈A∗

aw w, dénoté Supp(S), est l'ensemble desmots dont le 
oe�
ient aw est non nul, Supp(S) = {w ∈ A∗ | aw 6= 0}.Proposition 5.17. Les énon
és suivants sont équivalents.(1) La relation nulle est élément du monoïde des relations de l'automate A.(2) Supp (SA) 6= A∗.(3) ζA 
onverge pour z = 1
|A| , où |A| est la 
ardinalité de l'alphabet A.Démonstration. 1) ⇒ 2) Supposons que la relation nulle est élément du monoïde desrelations de l'automate A. Alors, il existe un mot w qui induit la relation nulle. Don
,

rgst(w) = 0 et w 6∈ Supp (SA).
2) ⇒ 1) Supposons Supp (SA) 6= A∗. Alors il existe un mot w tel que rgst(w) = 0. Don
,pour un entier N su�samment grand, on a rang(wN ) = 0. Par 
onséquent, wN induitla relation nulle.
2) ⇒ 3) Soient L = Supp (SA) 6= A∗ et q = Card(A). Soit w ∈ A∗ un mot qui induit larelation nulle. Si u ∈ L, u ∈ A∗\A∗wA∗ ; autrement, u est la relation nulle et rgst(u) = 0.
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ℓ−1⋃

i=0

Li, où ℓ = |w|, Li = L∩Ai(Aℓ)∗. On obtient don
 Li ⊆ Ai(Aℓ \w)∗. Ainsi
∣
∣
∣Li ∩AiAnℓ

∣
∣
∣ ≤ qi(qℓ − 1)n ≤ qℓ−1(qℓ − 1)

i+nℓ
ℓ ,puisque i ≤ ℓ− 1. D'où, pour tout N

∣
∣L ∩AN

∣
∣ ≤ qℓ−1

(

(qℓ − 1)
1
ℓ

)N
.On a ζA = exp

{ ∞∑

N=1

aN
zN

N

}, où aN =
∑

|u|=N rgst(u). Puisque le rang stable rgst(u)est borné, il existe un entier D tel que pour tout u, rgst(u) ≤ D. D'où
aN =

∑

|u|=N
u∈L

rgst(u) ≤ D qℓ−1
(

(qℓ − 1)
1
ℓ

)N
.D'où

ζA ≤ exp

{

D qℓ−1
∞∑

N=1

(

(qℓ − 1)
1
ℓ

)N zN

N

}

=

(

exp

{ ∞∑

N=1

(

(qℓ − 1)
1
ℓ

)N zN

N

})Dqℓ−1

=

(

1

1 − (qℓ − 1)
1
ℓ z

)Dqℓ−1

=

( ∞∑

N=0

(qℓ − 1)
N
ℓ zN

)Dqℓ−1

.Si on pose z = q−1 = (Card(A))−1, la série entre parenthèses 
onverge 
ar
(qℓ − 1)

1
ℓ q−1 =

(qℓ − 1)
1
ℓ

q
< 1,puisque qℓ − 1 < qℓ, don
 (qℓ − 1)

1
ℓ < q.

¬ 2) ⇒ ¬ 3) Supposons Supp (SA) = A∗. Pour tout mot w, rgst(w) ≥ 1 ; d'où an ≥ |A|n.On obtient don

ζA ≥ exp

{ ∞∑

n=1

|A|n z
n

n

}

=
1

1 − |A|z .Don
 ζA diverge pour z = |A|−1.
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itéSoientM un monoïde �ni et J son idéal minimal bilatéral. On dit queM est un monoïdenil-simple s'il existe un entier n ≥ 1 tel que (M \ 1)n ⊂ J . Autrement dit, si 
haqueélément 6= 1 du monoïde a une puissan
e dans l'idéal minimal. Comme (M \ 1)n est unidéal bilatéral et que J est minimal, il s'ensuit que (M \ 1)n = J , on a alors (M \ 1)n =

(M \ 1)n+1.Proposition 5.18. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. V.3.1) Les énon
és suivantssont équivalents(i) M est nil-simple,(ii) Tous les idempotents de M sont dans l'idéal minimal J de M .Le rang minimal de M est le minimum des rangs de M autre que la relation nulle, onle dénote r(M).Théorème 5.19. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Thm IV.4.11) Soit M le monoïde desrelations non ambiguës sur Q de rang minimal �ni ne 
ontenant pas la relation nulle.L'ensemble des éléments de rang r(M) est dans l'idéal minimal de M .Proposition 5.20. Soit A un automate. Les énon
és suivants sont équivalents.(i) Le monoïde des relations de A est nil-simple.(ii) SA = dA∗, pour un 
ertain entier non-négatif d.Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit d le rang 
ommun des éléments de l'idéal minimal dumonoïde des relations M de A. De la proposition 5.18, on a que si M est nil-simple,
haque élément de w est de rang stable d.
(ii) ⇒ (i) Soit e un idempotent de l'idéal minimal de M . Du théorème 5.19, le rang de
e est le rang minimal de M . De plus, 
e rang est égal au rang stable de e. Puisque lerang stable est 
onstant et est égal à d, on 
on
lut que le rang minimal est d. Puisquetout élément w du monoïde a le rang stable rgst(w) = d, une 
ertaine puissan
e de w
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, 
ette puissan
e appartient à l'idéal minimal de M par le théorème5.19.5.6 Appli
ations aux 
odesRappelons qu'un sous-ensemble X du monoïde libre A∗ est un 
ode si et seulement si
m, n ∈ N∗ = N \ {0}, x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn ∈ X, la 
ondition

x1x2 . . . xm = y1y2 . . . ynimplique
n = m, et xi = yi, 1 ≤ i ≤ n.On note 1 le mot vide et X∗ le sous-monoïde libre engendré par X.L'ensemble re
onnu par A, dénoté par L(A) est l'ensemble des étiquettes des 
hemins

c : i→ t, où i ∈ I et t ∈ T . On asso
ie à l'automate A = (Q, I, T ) la série formelle
|A| =

∑

w∈A∗

(|A|, w)w,où (|A|, w) est le nombre de 
hemins c : i → t, où i ∈ I et t ∈ T d'étiquette w. Si A,est un automate non ambigu, on identi�e la série |A| asso
iée à A ave
 l'ensemble L(A)re
onnu par A.Proposition 5.21. ((Berstel et Perrin, 1984), Prop. IV.1.4) Soit X ⊂ A∗ et A l'auto-mate tel que |A| = X. Alors |A∗| = (X)∗, où X est la série 
ara
téristique de X.Il s'ensuit que X est un 
ode si et seulement si A∗ est non ambigu.Soient X un 
ode �ni et w ∈ A+ un mot non-vide. Une X-fa
torisation F de ∞w∞est un sous-ensemble F de Z tel que F 
ontienne des entiers arbitrairement grands etarbitrairement petits et que pour deux entiers 
onsé
utifs i, j dans F , xi xi+1 . . . xj−1 ∈
X. Dé�nissons la série formelle SX par

SX =
∑

w∈A∗

(SX , w)w,
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torisations du mot bi-in�ni ∞w∞.Rappelons que la série indi
atri
e LX =
∑

w∈A∗

(LX , w)w d'un 
ode X, où (LX , w) est lenombre d'analyses du mot w ; i.e. le nombre de triplets (u, m, v), tel que w = vmu et
v ∈ A∗ \A∗X, m ∈ X∗, u ∈ A∗ \XA∗.Le degré de X est le nombre max{(LX , w) | w ∈ A∗}.Remarque 5.22. Dans (Vin
ent, 1985), Vin
ent 
onsidère déjà les X-fa
torisationsdes mots bi-in�nis périodiques. Il montre que pour un mot donné, 
es X-fa
torisationssont disjointes. De plus, le nombre minimal de X-fa
torisations est égal au degré de X.Un automate à pétales A = (Q, (1, 1), (1, 1)) de X est dé�ni par

Q = {(u, v) ∈ A+ ×A+ | uv ∈ X} ∪ {(1, 1)}, I = T = {(1, 1)},et quatre types d'arêtes
(u, av)

a
// (ua, v) foruav ∈ X, u 6= 1 and v 6= 1,

(1, 1)
a

// (a, v) for av ∈ X, v 6= 1,

(u, a)
a

// (1, 1) forua ∈ X, u 6= 1,

(1, 1)
a

// (1, 1) for a ∈ X.Autrement dit, 
haque pétale est un 
y
le d'état initial (1, 1) et a 
omme étiquette unmot de X. Il s'ensuit que le nombre de pétales est le nombre de mots de X.Exemple 5.23. Considérons le 
ode X = {a, ab, bb}. Son automate à pétales est
1a

2

3

a

b
b

bFigure 5.4 L'automate à pétales du 
ode X = {a, ab, bb}.



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 78Théorème 5.24. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Thm IV.2.1) Les énon
és suivantssont équivalents(i) X est un 
ode.(ii) L'automate à pétales est non ambigu.Proposition 5.25. Soit A l'automate à pétales de X, alors SA = SX .Démonstration. Il y a une bije
tion entre les X-fa
torisations de ∞w∞ et les 
heminsbi-in�nis de A étiquetés ∞w∞.Remarque 5.26. Il est possible de démontrer que le résultat pré
édent est aussi validepour tout automate non ambigu 
onnexe A = (Q, 1, 1) re
onnaissant X∗.Dé�nition 5.27. Soit L un sous-ensemble de A∗. La fermeture 
y
lique de L est l'en-semble dé�ni par
{vu | u, v ∈ A∗, uv ∈ L}.Les mots uv et vu sont appelés des 
onjuguésCorollaire 5.28. Supp(SX) est égal à la fermeture 
y
lique de X∗.Démonstration.

⊆) Soit w ∈ Supp(SX) ; alors il existe au moins une X-fa
torisation du mot bi-in�ni
∞w∞. Soit A l'automate à pétales re
onnaissant X∗. De la proposition 5.25, il existe un
hemin bi-in�ni étiqueté ∞w∞ dans A. Soit Q l'ensemble des états de A. Comme Q est�ni, il existe un entier positif n ∈ N∗ et i ∈ Q tels que i

wn
// i est un 
hemin dans A.Soit 1 l'état initial et �nal de A. Puisque A est un automate à pétales, le 
heminétiqueté wn passe né
essairement par 1. Soient u, v ∈ A∗ deux mots tels que wn = uvet i

u
// 1

v
// i pour n et i 
hoisis plus haut. Alors, on a 1

v
// i

u
// 1 . Don
, ilexiste un mot w′ = vu 
onjugué à wn tel que w′ ∈ X∗. Par 
onséquent, w appartient àla fermeture 
y
lique de X∗.
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⊇) Supposons que w appartient à la fermeture 
y
lique de X∗. Alors il existe un entierpositif n ∈ N∗ et un mot w′ tels que w′ soit 
onjugué à wn et w′ ∈ X∗. Puisque
∞(w′)∞ = ∞(wn)∞ = ∞w∞ et (SX , w

′) 6= 0, w ∈ Supp(SX).La fon
tion zêta ζ(X) d'un 
ode �ni X est dé�ni 
omme la fon
tion zêta de son automateà pétales. Autrement dit, ζ(X) = exp

(
∑

an
zn

n

), où an est le nombre total de X-fa
torisations des mots bi-in�nis ∞w∞, tels que |w| = n. Le pro
hain 
orollaire est une
onséquen
e dire
te des propositions 5.8 et 5.25.Corollaire 5.29. ζ(X) est une série N-rationnelle.Un mot w est un fa
teur d'un mot x s'il existe des mots u, v ∈ A∗ tels que x = uwv.Un 
ode est 
omplet si tout mot w ∈ A∗ est un fa
teur d'un mot de X∗.Corollaire 5.30. Soit X un 
ode �ni. Les 
onditions suivantes sont équivalentes.(1) X est un 
ode 
omplet.(2) Supp (SX) = A∗.(3) La fon
tion zêta de X diverge pour z = 1
|A| , où |A| est la 
ardinalité de l'alphabet

A.On a que X est 
omplet si et seulement si la relation nulle n'est pas élément du monoïdedes relations de son automate à pétales. Le 
orollaire dé
oule alors dire
tement de laproposition 5.17.Rappelons que X est la série 
ara
téristique de X, dé�nie par X =
∑

w∈X w. Soit
θ : Z〈〈A〉〉 7→ Z[[z]] l'homomorphisme dé�ni par θ(a) = z, pour toute lettre a ∈ A. Unsous-monoïde M de A∗ est dit pur si pour tout x ∈ A∗ et n ≥ 1, xn ∈M ⇒ x ∈M .Proposition 5.31. Soit X un 
ode �ni. Les énon
és suivants sont équivalents.(1) X∗ est un 
ode pur.(2) ζX = 1

1−θ(X) .



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 80Cette proposition provient de (Berstel et Perrin, 1984), Prop. VII.3.3, (Béal, 1993),Prop.9.6 et (Stanley, 1986) Prop. 4.7.11. La démonstration de 
ette proposition né
essiteles résultats suivants.Proposition 5.32. (Restivo, 1973) Soit X ⊂ A+ un 
ode �ni. X∗ est pur si et seulementsi le monoïde des relations ϕ(A∗) ne 
ontient pas de sous-groupe trivial.Proposition 5.33. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. VIII.2.1)
1 − θ(X) = det(I − zM).Démonstration de la Proposition 5.31

1) ⇒ 2) Soit X∗ un 
ode pur. Par la proposition 5.32, le monoïde des relations de sonautomate à pétales est apériodique. De la proposition 5.15, on a ζX = (det(I − zM))−1,où M est la matri
e d'in
iden
e de l'automate A. De la proposition 5.33, ζX = 1
1−θ(X) .

2) ⇒ 1) De la proposition 5.33, ζX = (det(I − zM))−1. Par la proposition 5.15, l'auto-mate à pétales de X est apériodique. Par la proposition 5.32, X∗ est pur.
�Un 
odeX est dit 
ir
ulaire si pour tout n, m ≥ 1 et x1, x2, . . . , xn ∈ X, y1, y2, . . . , ym ∈

X, p ∈ A∗ et s ∈ A+, les égalités
sx2x3 . . . xnp = y1y2 . . . ym, x1 = ps,impliquent n = m, p = 1 et xi = yi, 1 ≤ i ≤ n. De façon équivalente, un 
ode 
ir
ulairesatisfait la 
ondition suivante

uv ∈ X∗, vu ∈ X∗ ⇒ u, v ∈ X∗.Proposition 5.34. Soit X un 
ode �ni. Les énon
és suivants sont équivalents.(1) X est un 
ode 
ir
ulaire.



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 81(2) (SX , w) ∈ {0, 1} pour tout mot w.Dans 
e 
as, SX est la fermeture sous la 
onjugaison de X∗.La démonstration né
essite le résultat suivant.Proposition 5.35. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. VIII.1.2) Soit X un 
ode et
ϕ la représentation asso
iée de l'automate à pétales de X. Les énon
és suivants sontéquivalents.(1) X est un 
ode 
ir
ulaire.(2) Pour tout w ∈ A+, la relation ϕ(w) a au plus un point �xe.Démonstration de la Proposition 5.34
(1) ⇒ (2) Soit X un 
ode 
ir
ulaire. Par la proposition 5.35, (SX , w) ∈ {0, 1}.
(2) ⇒ (1) Soit A l'automate à pétales de X. Alors, tout mot w a seulement un seulpoint �xe. En e�et si w avait au moins 2 points �xes, son rang stable serait supérieur à1. Par la proposition 5.35, X n'est pas 
ir
ulaire.

�Rappelons qu'un 
ode X est pré�xe si X ∩ XA+ = φ. Autrement dit, X est un 
odepré�xe si au
un mot de X est un fa
teur gau
he d'un autre mot de X. De façon similaire,un X est su�xe si X ∩A+X = φ. Un 
ode est bi�xe s'il est pré�xe et su�xe.Un 
ode X est maximal si pour tout mot w 6∈ X, X ∪ {w} n'est pas un 
ode.Proposition 5.36. Soit X un 
ode maximal. Les énon
és suivants sont équivalents.(i) X est bi�xe.(ii) SX = dA∗, pour un 
ertain entier d.Dans 
e 
as, on a ζ(X) = (1 − z|A|)−d, où |A| est la 
ardinalité de l'alphabet A.



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 82La démonstration exige le résultat suivant.Théorème 5.37. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Thm V.3.3) Soient X un 
ode �nimaximal et A un automate non ambigu re
onnaissant X∗. On a les équivalen
es sui-vantes.(i) X est un 
ode bi�xe.(ii) Le semi-groupe ϕ(A+) est nil-simple.Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te de la Proposition 5.20 et du Théorème5.37.5.7 ExemplesDé�nition 5.38. Un morphisme de Bernoulli sur A∗ est un morphisme π : A∗ → R+satisfaisant
∑

a∈A

π(a) = 1.Un morphisme π est positif si π(a) > 0, pour tout a ∈ A.La distribution uniforme π est un morphisme de Bernoulli dé�ni par π(a) = 1
|A| , où |A|est la 
ardinalité de A.Théorème 5.39. (S
hützenberger, voir (Berstel et Perrin, 1984) Thm I.5.11) Soit Xun 
ode min
e et π un morphisme positif de Bernoulli. N'importe quelles deux des trois
onditions suivantes impliquent la troisième.(i) X est un 
ode.(ii) π(X) = 1.(iii) X est 
omplet.



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 83Exemple 5.40. Soit X = {aa, ab, b}. Posons π(a) = s et π(b) = t = 1 − s. Puisque
π(X) = s2 + s(1 − s) + (1 − s)

= s2 + s− s2 + 1 − s

= 1,il s'ensuit du Théorème 5.39 que X est un 
ode 
omplet. Du 
orollaire 5.30, Supp(SX) =

A∗. Le sous-monoïde X∗ est re
onnu par l'automate suivant :
1

b

2

a

a, bFigure 5.5 Automate 
omplet re
onnaissant le sous-monoïde X∗ = {aa, ab, b}∗.Cet automate étant déterministe, on utilise le fait que le rang stable de w est égal àla 
ardinalité des états �naux des 
hemins étiquetés wn, pour un entier n su�sammentgrand. Ainsi, on trouve que rgst(a+) = 2 et rgst(A∗ba∗) = 1. De la remarque 5.26,
Supp(SX) = Supp(SA) = A∗, par 
onséquent, SX = 2a+ +A∗ba∗.Soit an le nombre total de X-fa
torisations des mots bi-in�nis ∞w∞, tels que |w| = n.De SX , on a an = 2n + 1 et
ζX = exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}

= exp

{ ∞∑

n=1

(2n + 1)
zn

n

}

= exp

{ ∞∑

n=1

2n zn

n

}

exp

{ ∞∑

n=1

zn

n

}

= exp

{

ln

(
1

1 − 2z

)}

exp

{

ln

(
1

1 − z

)}

=
1

(1 − 2z)(1 − z)
.Exemple 5.41. Considérons le 
ode X = {aa, ab, aab, abb, bb}. Une fois de plus, enposant π(a) = s et π(b) = t = 1 − s, on trouve π(X) = 1. Il s'ensuit du Théorème 5.39que X est un 
ode 
omplet ; et, du 
orollaire 5.30, Supp(SX) = A∗. Le sous-monoïde

X∗ est re
onnu par l'automate suivant
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1 2

3

a

a, b

a, bb
b

Figure 5.6 L'automate re
onnaissant le sous-monoïde X∗ = {aa, ab, aab, abb, bb}∗.
a et b induisent sur A les relations a =




1 2

2 13



 et b =




1 2 3

3 13 1



. Puisque a2 =




1 2

13 2



 et b2 =




1 2 3

1 13 3



 sont des relations idempotentes, on a rgst(a+) =

rgst(b+) = 2. En é
rivant les relations ab et ba sous une forme matri
ielle, on a
ab =








1 0 1

1 0 1

0 0 0








=








1

1

0








[1, 0, 1], ba =








0 0 0

0 1 0

0 1 0








=








0

1

1








[0, 1, 0].Par dé�nition du rang d'une relation, un mot 
ontenant a et b (ou ayant ab ou ba 
ommefa
teur) aurait un rang stable d'au plus 1. Puisque X est un 
ode 
omplet, du Corollaire5.30, on a Supp(SX) = A∗. Don
, pour tout mot w tel que |w|a 6= 0, |w|b 6= 0, son rangstable vaut 1. Par 
onséquent, on obtient
SX = SA = 2a+ + 2b+ +

∑

w∈A∗

|w|a 6=0, |w|b 6=0

w.Soit an le nombre de X-fa
torisations des mots bi-in�nis ∞w∞ tels que |w| = n. Onobtient dire
tement an = 2n + 2 et
ζX = exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}

= exp

{ ∞∑

n=1

(2n + 2)
zn

n

}

= exp

{ ∞∑

n=1

2n zn

n

}

exp

{ ∞∑

n=1

zn

n

}2

= exp

{

ln

(
1

1 − 2z

)}

exp

{

ln

(
1

1 − z

)}2

=
1

(1 − 2z)(1 − z)2
.
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tion zêta et systèmes dynamiquesLa fon
tion zêta d'un système dynamique a été introduite par Smale et elle permetde 
ompter les orbites périodiques. Elle 
onstitue un invariant par isomorphisme desystèmes dynamiques. La rationalité de la fon
tion zêta d'un système so�que a été établiepar A. Manning (Manning, 1971) ainsi que par J. Berstel et C. Reutenauer (Berstel etReutenauer, 1990) où la démonstration est adaptée à la fon
tion zêta généralisée d'unlangage 
y
lique.Soient A un alphabet �ni et AZ l'ensemble des mots bi-in�nis. Un dé
alage est uneappli
ation σ : AZ → AZ dé�nie par
σ((an)n∈Z) = (an+1)n∈Z.Un système dynamique (S, σ) est une partie S de AZ qui est fermée et invariante sous

σ, i.e. σ(S) = S.Soient (S, σ) et (T, τ) deux systèmes dynamiques, un homomorphisme φ de systèmesdynamiques est une appli
ation 
ontinue φ : S → T qui 
ommute ave
 les dé
alages ;i.e., φ ◦ σ = τ ◦ φ.Mike Boyle (Boyle, 1989) asso
ie à 
haque homomorphisme de systèmes dynamiques unefon
tion zêta en plusieurs variables. On va véri�er que la fon
tion zêta de l'automate(équation (5.1)) est une spé
ialisation de 
elle de M. Boyle.Soit A un automate non ambigu. On lui asso
ie deux systèmes dynamiques (S, σ) et
(T, τ), où S et T sont les ensembles des 
hemins bi-in�nis dans A et des étiquettes (motsbi-in�nis) de 
es 
hemins respe
tivement, et où σ et τ sont les dé
alages dé�nis par latranslation (an)n∈Z = (an+1)n∈Z. Dé�nissons φ : S → T par l'étiquetage d'un 
heminbi-in�ni, on a φ ◦ σ = τ ◦ φ.Un morphisme φ de deux systèmes dynamiques est �ni ("�nite-to-one") (resp. borné("bounded-to-one")) si pour tout t ∈ T , la 
ardinalité de φ−1(t) est �nie (resp. bornée).Proposition 5.42. (voir (Béal et Perrin, 1997), Prop. 16) Soit A un automate transitif.
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es suivantes.(i) A est non ambigu.(ii) Le morphisme qui envoie les 
hemins bi-in�nis de A vers leurs étiquettes est�ni.Proposition 5.43. (voir (Béal et Perrin, 1997), Prop. 17) Soit f : S → T une appli-
ation �nie réalisée par un transdu
teur sur n états. Le nombre de pré-images de toutélément de T est borné par n2.Dé�nition 5.44. Un mot bi-in�ni w est périodique de période k si k est le plus petitentier positif tel que σk(w) = w.Soit t ∈ T un mot périodique de période n, φ−1(t) est fermé sous σn. Par dé�nitionde φ, 
haque élément de φ−1(t) est périodique. En e�et, φ 
ommute ave
 les dé
alages,
φ ◦ σ = τ ◦ φ, don
 φ ◦ σn = τn ◦ φ. Or

φ(x) = y ⇒ φ ◦ σn(x) = τn ◦ φ(x) = τn(y) = y.Don
 le dé
alage σn induit une permutation sur l'ensemble �ni φ−1(t) et on dénotepar λ(t) le partage λ1, . . . , λk où les longueurs des 
y
les de 
ette permutation sont
λ1, . . . λk, ave
 les multipli
ités.Soit xλ une variable, une pour 
haque partage λ. Par les deux dernières Propositions,puisque A est non ambigu alors, φ est un morphisme borné. Puisque φ−1(t) est de
ardinalité bornée, on a un nombre �ni de partages. Fixons λ et 
onsidérons tous les
t ∈ T de période n tels que λ(t) = λ. Dénotons par Nn(λ) leurs 
ardinalités. Boyledé�nit la fon
tion zêta partielle de λ par

ζλ(z) = exp







∑

n≥1

Nn(λ)
zn

n






,et la fon
tion zêta de φ par

Zφ =
∏

λ

ζxλ

λ ,



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 87où on utilise les développements usuels des séries de la forme (1 + a1z + a2z + . . .)x.Toujours par Boyle, les fon
tions zêta de (S, σ) et (T, τ) sont obtenues de Zφ par
ζτ (z) =

∏

λ

ζλ(z),

ζσ(z) =
∏

λ

(ζλ(z))|F ix(λ)| .Autrement dit, pour le système (T, τ), on envoie 
haque xλ sur 1 et pour le système
(S, σ), on envoie xλ sur le nombre de parts de λ égales à 1 ; i.e. le nombre de points �xesde σn agissant sur φ−1(t).Montrons que la spé
ialisation xλ 7→ |λ| =

∑
λi envoie Zφ vers ζA. En e�et, on a que |λ|est le nombre de points �xes de φ−1(t). Don
, ∑

λ

Nn(λ) |λ| égale le nombre d'élémentsde T étant des étiquettes de période n dans T ; ∑
λ

Nn(λ) |λ| = an, où an est la sommedes rangs stables de tous les mots de longueur n.Ainsi Zφ se spé
ialise à
∏

λ

ζ
|λ|
λ =

∏

λ



exp







∑

n≥1

Nn(λ)
zn

n











|λ|

= exp







∑

n≥1

∑

λ

|λ|Nn(λ)
zn

n






= exp







∑

n≥1

an
zn

n






= ζA.Cette spé
ialisation de Zφ peut être dé�nie dire
tement en termes de systèmes dyna-miques via la formule

exp







∑

n≥1

∑

τn(t)=t

|φ−1(t)| z
n

n






.Cette fon
tion est N-rationnelle par la Proposition 5.8.Exemple 5.45. Reprenons l'automate de la se
tion 5.2. Si t = ∞b∞, alors la plus petitepériode de t est 1 et φ−1(t) a 2 éléments. Si n est impair, σn agit transitivement sur

φ−1(t) et si n est pair, il y a deux orbites. Elles 
orrespondent à λ = 2 et λ = 11. Ainsi,



CHAPITRE 5. FONCTION ZÊTA D'UN AUTOMATE 88pour tout autre t, φ−1(t) a 0 ou 1 élément, on a don
 : Nn(2) = 1 si n est impair, 0autrement ; Nn(11) = 1 si n est pair, 0 sinon. Choisissons t tel que φ−1(t) a un élément.Ce 
orrespond au 
as où t = ∞w∞, où w est de la forme (5.2). Don
 N1(1) est le nombrede tels mots et ζ1 est la fon
tion zêta de L, l'ensemble de 
es mots.La série 
ara
téristique L de L est égale à tr(A)−tr(A1), ave
 les notations de la Se
tion5.2. Par les méthodes de (Berstel et Reutenauer, 1990), on
ζ1 =

1 − z2

1 − z − z2
,

ζ11 = exp







∑

n≥1

z2n

2n






= exp







∑

n≥1

z2n

n







1
2

= exp

{

ln

(
1

1 − z2

)} 1
2

=

(
1

1 − z2

) 1
2

,

ζ2 = exp







∑

n≥0

z2n+1

2n+ 1






=

exp
{
∑

n≥1
zn

n

}

exp
{
∑

n≥1
z2n

2n

} =
(1 − z2)

1
2

1 − z
=

(
1 + z

1 − z

) 1
2

.Ainsi, la fon
tion zêta de Boyle est
Zφ =

∏

λ

ζ
|λ|
λ =

(1 − z2)x1 (1 + z)
x2
2

(1 − z − z2)x1(1 − z2)
x11
2 (1 − z)

x2
2

=
(1 − z)x1 (1 + z)x1 (1 + z)

x2
2

(1 − z − z2)x1(1 − z)
x11
2 (1 + z)

x11
2 (1 − z)

x2
2

=
(1 + z)

x2
2
−x11

2
+x1

(1 − z − z2)x1(1 − z)
x11
2

−x1+
x2
2

.En spé
ialisant xλ à |λ|, i.e. x1 7→ 1, x11 et x2 7→ 2, 
ette fon
tion se spé
ialise à
1 + z

(1 − z − z2)(1 − z)
.



CHAPITRE VI
MATRICES GÉNÉRIQUES NON COMMUTATIVESSTOCHASTIQUES

Dans 
e 
hapitre, on étudie les matri
es génériques sto
hastiques ; en parti
ulier, on s'in-téresse au ve
teur propre à gau
he asso
ié à la valeur propre 1. Dans le 
as 
ommutatif,on montrera que 
e ve
teur propre de la matri
e M est le ve
teur ligne des mineursprin
ipaux de la matri
e M − In (Proposition 6.7). La démonstration est purement al-gébrique. Dans le 
as non-
ommutatif, on montrera que les éléments de 
e ve
teur sontles inverses des dérivations des 
odes re
onnus par l'automate dont M est la matri
e de
et automate (Théorème 6.12). La démonstration des parties (iv) et (v) du Théorème6.12 est 
omplètement di�érente que 
elle de (Lavallée et al., 2008).La démonstration du 
as non-
ommutatif né
essite des résultats provenant de la théoriedes 
orps libres, des matri
es génériques sto
hastiques et des 
orps libres sto
hastiques.6.1 Corps libresSoit K un 
orps. Si le groupe multipli
atif de K est 
ommutatif, K est un 
orps 
om-mutatif. Lorsqu'il n'y a pas de 
ommutativité, K est appelé 
orps gau
he ou anneau dedivision. L'anneau des séries rationnelles à variables non 
ommutatives Qrat〈〈A〉〉 n'estpas un 
orps gau
he. Cependant, il existe des 
orps gau
hes 
ontenant Q〈A〉 ; parmi
eux-
i, il y a le 
orps libre, dénoté F . Le 
orps libre est un objet non 
ommutatif dontl'analogue 
ommutatif est le 
orps des fra
tions de l'anneau des polyn�mes 
ommuta-



CHAPITRE 6. MATRICES GÉNÉRIQUES NON COMMUTATIVES STOCHASTIQUES90tifs. On retrouve plusieurs 
onstru
tions du 
orps libre, 
itons 
elle d'Amitsur (Amitsur,1966), Bergman (Bergman, 1970), Mal
olmson (Mal
olmson, 1978), Cohn (Cohn, 1971)et (Cohn, 1995).Dé�nition 6.1. Une matri
e 
arrée d'ordre n est pleine si elle ne peut pas être é
rite
omme un produit de matri
es n×n− 1 par n− 1×n. Une matri
e qui n'est pas pleineest dite non pleine.Les 
orps libres sont 
ara
térisés par la propriété suivante due à Cohn : toute matri
e Mà 
oe�
ients dans K〈X〉 qui est pleine est inversible dans le 
orps libre ((Cohn, 1995),Théorème 4.5.8.).Dé�nition 6.2. Une matri
e 
arrée d'ordre n est 
reuse s'il existe une sous-matri
e de0 de dimension p× q telle que p+ q ≥ n+ 1.Exemple 6.3. La matri
e 


0 0 1

0 0 1

1 1 1







est 
reuse puisqu'il y a un blo
 de 0 de dimensions

2 × 2 et 4 > 3.Le résultat suivant est évident.Proposition 6.4. Une matri
e 
reuse est non pleine.Proposition 6.5. Soient λ ∈ D1×n, M ∈ Dn×n et γ ∈ Dn×1, où D est un 
orpsgau
he. On suppose que M est inversible. Alors M γ

λ 0



 est inversible si et seulementsi λM−1γ 6= 0.Démonstration.
(⇐) Supposons que c = λM−1γ 6= 0, alors l'inverse de M γ

λ 0



 est



M−1 −M−1γc−1λM−1 M−1γc−1

c−1λM−1 −c−1



 .
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ette matri
e est l'inverse à droite de M puisque



M γ

λ 0








M−1 −M−1γc−1λM−1 M−1γc−1

c−1λM−1 −c−1





=




M(M−1 −M−1γc−1λM−1) + γc−1λM−1 M(M−1γc−1) − γc−1

λ(M−1 −M−1γc−1λM−1) λM−1γc−1





=







1 − γc−1λM−1 + γc−1λM−1 γc−1 − γc−1

λM−1 − λM−1γ
︸ ︷︷ ︸

=c

c−1λM−1 λM−1γ
︸ ︷︷ ︸

=c

c−1







=




1 0

0 1



 .Cette matri
e est également l'inverse à gau
he de M 
ar



M−1 −M−1γc−1λM−1 M−1γc−1

c−1λM−1 −c−1








M γ

λ 0





=




(M−1 −M−1γc−1λM−1)M +M−1γc−1λ (M−1 −M−1γc−1λM−1)γ

(c−1λM−1)M − c−1λ (c−1λM−1)γ





=








1 −M−1γc−1λ+M−1γc−1λ M−1γ −M−1γc−1 λM−1γ
︸ ︷︷ ︸

=c

c−1λ− c−1λ c−1 λM−1γ
︸ ︷︷ ︸

=c








=




1 0

0 1



 .

(⇒) Supposons que M γ

λ 0



 soit inversible. Soit M ′ γ′

λ′ α



 son inverse. Alors on a



M γ

λ 0








γ′

α



 =











0...
0

1











.
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 Mγ′ + γα =








0...
0








= 0 et λγ′ = 1. Il s'ensuit que
γ′ = −M−1γα

⇒ λγ′ = −λM−1γα = 1

⇒ λM−1γ 6= 0.

On en déduit le résultat suivant.Corollaire 6.6. Soient λ, M et γ des matri
es à 
oe�
ients dans K〈A〉 oùM est pleine.Si M γ

λ 0



 est non pleine (en parti
ulier si M γ

λ 0



 est équivalente par transformationsélémentaires de lignes et de 
olonnes à une matri
e 
reuse) alors λM−1γ = 0 dans le
orps libre.6.2 Matri
es génériques sto
hastiquesSoit M une matri
e 
arrée ayant un ve
teur propre à droite donné pour une 
ertainevaleur propre donnée. On s'intéresse au ve
teur propre à gau
he de M pour 
ette mêmevaleur propre. Puisqu'on peut toujours se ramener à une matri
e sto
hastique (i.e. lasomme des éléments de 
haque ligne vaut 1), on va se ramener au ve
teur propre àdroite (1, 1, . . . , 1)T asso
ié à la valeur propre 1. En e�et, supposons que la matri
e
arrée M = (aij)1≤i, j≤n soit sto
hastique ; i.e. pour tout i = 1, . . . , n, n∑

j=1

ai j = 1. On a
M · t(1, . . . , 1) =

t




n∑

j=1

a1 j, . . . ,

n∑

j=1

an j





= t(1, . . . , 1)

= In
t(1, . . . , 1)

⇔ (M − In) · t(1, . . . , 1) = t(0, . . . , 0),
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e identité d'ordre n. Dans le 
as 
ommutatif, on a le résultat suivantProposition 6.7. Soient M une matri
e sto
hastique et N = M − In = (bij)1≤i, j≤n ;i.e. pour tout i = 1, . . . , n, n∑

j=1

bi j = 0. Le ve
teur ligne des mineurs prin
ipaux Ni de
N est un ve
teur propre à gau
he de N asso
ié à 0.Démonstration. Par dé�nition de N , det(N) = 0. On va montrer que

(N1, N2, . . . , Nn)N = 0.Véri�ons 
ette équation ave
 la 1re 
olonne de N , on a
N1 b11 + . . .+Nn bn1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n... ... . . . ...
bn2 bn3 . . . bnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 + . . . +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 b12 . . . b1, n−1

b21 b22 . . . b2, n−1... ... . . . ...
bn−1, 1 bn−1,2 . . . bn−1, n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

bn1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n... ... . . . ...
bn2 bn3 . . . bnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 + . . . +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−∑n
j=2 b1j b12 . . . b1, n−1

−∑n
j=2 b2j b22 . . . b2, n−1... ... . . . ...

−∑n
j=2 bn−1, j bn−1,2 . . . bn−1, n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

bn1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n... ... . . . ...
bn2 bn3 . . . bnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 + . . . −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b12 b12 . . . b1, n−1

b22 b22 . . . b2, n−1... ... . . . ...
bn−1, 2 bn−1,2 . . . bn−1, n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=0

bn1

− . . . −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1, n−1 b12 . . . b1, n−1

b2, n−1 b22 . . . b2, n−1... ... . . . ...
bn−1, n−1 bn−1,2 . . . bn−1, n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=0

bn1 −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1n b12 . . . b1, n−1

b2n b22 . . . b2, n−1... ... . . . ...
bn−1, n bn−1,2 . . . bn−1, n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

bn1
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=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n... ... . . . ...
bn2 bn3 . . . bnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 − . . .−

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1n b12 . . . b1, n−1

b2n b22 . . . b2, n−1... ... . . . ...
bn−1, n bn−1,2 . . . bn−1, n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

bn1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n... ... . . . ...
bn2 bn3 . . . bnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 − . . .− (−1)n−2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b12 b13 . . . b1n

b22 b23 . . . b2n... ... . . . ...
bn−1, 2 bn−1,3 . . . bn−1,n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

bn1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b22 b23 . . . b2n

b32 b33 . . . b3n... ... . . . ...
bn2 bn3 . . . bnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b11 − . . .+ (−1)n+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b12 b13 . . . b1n

b22 b23 . . . b2n... ... . . . ...
bn−1, 2 bn−1,3 . . . bn−1,n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

bn1

= det(N)

= 0.

Ce résultat est bien 
onnu en probabilités puisqu'il permet de 
al
uler la probabilitélimite d'un pro
édé de Markov �ni, en remplaçant la matri
e sto
hastiqueM parM−I.On peut 
al
uler 
es probabilités en utilisant le Théorème des arbres de 
haînes deMarkov (Markov 
hain trees theorem), voir (Broder, 1989), (Anantharam et Tsou
as,1989) ou (Aldous, 1990), où 
e 
al
ul est donné en termes d'arbres générateurs.On va énon
er une version non-
ommutative de 
e résultat. Soit M = (aij)1≤i, j≤n unematri
e générique non 
ommutative ; i.e. les aij sont des variables non 
ommutatives.On dénote F le 
orps libre 
orrespondant. On asso
ie à M la matri
e S : 
'est la mêmematri
e sauf qu'on suppose que les aij sont soumis aux relations sto
hastiques
∀i = 1, . . . , n,

n∑

j=1

aij = 1. (6.1)
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haque ligne de S vaut 1 ; don
 S est une matri
e sto-
hastique. On appelle S une matri
e générique non 
ommutative sto
hastique. L'algèbresur Q engendrée par 
es 
oe�
ients est une algèbre asso
iative libre, puisqu'isomorpheà l'algèbre Q〈aij, i 6= j〉. En e�et, on peut éliminer les aii par les relations (6.1). Ondénote 
ette algèbre Q〈aij/(6.1)〉, en référen
e aux relations (6.1). Ainsi, il y a un 
orpslibre 
orrespondant appelé 
orps libre sto
hastique dénoté S.6.3 Existen
e des éléments et identités dans le 
orps libre sto
hastiqueOn veut véri�er que 
ertaines expressions rationnelles ont un sens dans le 
orps libresto
hastique libre S. Par exemple, soient a, b, c et d quatre variables non 
ommutativessoumises aux relations sto
hastiques a+ b = 1 et c+ d = 1 et (1 + bd∗)−1 = (1 + b(1 −
d)−1)−1 une expression rationnelle. On veut montrer que 
ette expression existe dans S.On va démontrer l'existen
e de 
ertaines spé
ialisations des variables, 
ompatibles ave
les relations sto
hastiques de S de façon à 
e que les expressions rationnelles spé
ialiséesont un sens dans S. Reprenons l'exemple pré
édent, posons b = 0, alors bd∗ se spé
ialiseà 0 et 1 + bd∗ à 1. Ainsi, l'expression (1 + bd∗)−1 est dé�nie sous 
ette spé
ialisation.Dé�nition 6.8. Un morphisme de Bernoulli est un morphisme π de Q-algèbres del'algèbre asso
iative libre Q〈aij〉 vers R tel que(i) pour tout i = 1, . . . , n, n∑

j=1

π(aij) = 1 ;(ii) π(aij) > 0, pour tout i, j = 1, . . . , n.Un tel morphisme induit naturellement un morphisme de Q-algèbres de Q〈aij/(6.1)〉vers R.Lemme 6.9. Il existe un sous-anneau Sπ du 
orps libre sto
hastique S tel que(i) Sπ 
ontient Q〈aij/(6.1)〉 ;(ii) il existe un prolongement de π vers Sπ (qu'on dénote π) ;(iii) si f ∈ Sπ and π(f) 6= 0, alors f−1 ∈ Sπ.
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onséquen
e du fait que S est un 
orps libre, don
 le 
orpsuniversel des fra
tions Q〈aij (6.1)〉. Ce qui implique qu'il existe une spé
ialisation S → Rprolongeant π : Q〈aij/(6.1)〉 → R, et le lemme s'ensuit. Voir (Cohn, 1971) 7.2 et Cor.7.5.11.Corollaire 6.10. Soient π un morphisme de Bernoulli et S =
∑

w∈L

w, où L est un langagerationnel du monoïde libre {aij}∗ tel que ∑
w∈L

π(w) < ∞. Alors, pour toute expressionrationnelle de S, 
ette expression est dé�nie dans le 
orps libre sto
hastique S.Démonstration. On le démontre par ré
urren
e sur la taille de l'expression rationnellede S. Comme π est un morphisme positif, pour 
haque sous-expression et série 
orres-pondante S′, π(S′) 
onverge et est > 0. On applique par ré
urren
e le lemme et on voitque pour 
haque sous-expression, que l'élément 
orrespondant est dans Sπ.Lemme 6.11. Soit S une série rationnelle dans Q〈〈aij〉〉 ayant une expression ration-nelle dé�nie dans S. Alors elle est dé�nie dans F . De plus, si S = 0 dans F , alors S = 0dans S.Démonstration. Il existe une spé
ialisation F → S, 
ar F est le 
orps universel desfra
tions de Q〈aij〉, voir (Cohn, 1971), Chapitre 7. Don
, il existe un sous-anneau H de
F et un morphisme surje
tif de Q-algèbres S : H → S tel que : ∀ f ∈ H, S(H) 6= 0 ⇒
f−1 ∈ H, et tel que H 
ontienne Q〈aij〉.On prouve don
 par indu
tion sur la taille de l'expression rationnelle que S existe dans
F et que S(S) est un élément de S dé�ni par l'expression rationnelle. Il s'ensuit que si
S = 0 dans F , alors S = 0 dans S.6.4 CheminsSoit M = (aij)1≤i, j≤n une matri
e générique non 
ommutative. Soit A l'automate à nétats ayant les �è
hes i

aij
// j , i, j = 1, . . . , n. La matri
e M est don
 la matri
e del'automate A.
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hemins i→ i. Puisque que Ci est un langagere
onnu par A, sa série 
ara
téristique Ci est une série re
onnaissable ; du Théorème deS
hützenberger, Ci est une série rationnelle. Il s'ensuit que 
ette série est un élément du
orps libre F .Soit Pi la somme des 
hemins partant de i et ne repassant pas par i, alors Pi est l'ensembledes pré�xes propres de Ci. Du même raisonnement que Ci, Pi est un élément de F .Soit w un mot, on dé�nit la dérivation λ de w par λ(w) = |w|w. Du Théorème 7.5.17de (Cohn, 2005), λ se prolonge de façon unique dans le 
orps libre F , que nous noteronsen
ore λ.Cette fon
tion a les propriétés suivantes :
λ(P Q) = λ(P )Q+ P λ(Q),

λ (P ∗) = P ∗λ(P )P ∗,où P et Q sont deux expressions rationnelles non 
ommutatives. Démontrons la premièrepropriété ; soient u et v deux mots, on a
λ(u v) = |u v|u v

= (|u| + |v|)u v

= |u|u v + u |v| v

= λ(u) v + uλ(v).Démontrons la se
onde propriété, on a
λ (P ∗) =

∞∑

n=0

λ (Pn)

=

∞∑

n=0

(
λ(P )Pn−1 + P λ(P )Pn−2 + . . .

)

=

∞∑

i=0

∞∑

j=0

P i λ(P )P j
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=

∞∑

i=0

P i λ(P )
∞∑

j=0

P j

= P ∗ λ(P )P ∗.Soit A un automate ayant n sommets et soit M la matri
e de A. Soient C1, C2, . . . , Cnles n langages re
onnus par A. Si A est non ambigu, les langages Ci sont des 
odespar la Proposition 5.21. Soient λ1 = λ(C1), λ2 = λ(C2), . . . , λn = λ(Cn) les longueursmoyennes des 
odes C1, C2, . . . , Cn respe
tivement.Théorème 6.12. Soit M = (aij)1≤i, j≤n (matri
e générique non 
ommutative) la ma-tri
e de l'automate A. Soient Ci et Pi les langages dé�nis 
i-haut.(i) Les P−1
i sont dé�nis dans le 
orps libre sto
hastique S.(ii) Les Ci sont dé�nis dans S et sont égaux à 1.(iii) λ(Ci) est dé�ni dans S et est égal à Pi.(iv) On a dans S

(P−1
1 , . . . , P−1

n )M = (P−1
1 , . . . , P−1

n ), (6.2)(v) On a dans S
n∑

i=1

P−1
i = 1. (6.3)Exemple 6.13. Soit A l'automate

1a 2 d

b

cLa matri
e de A est M =




a b

c d



. Soit S = M ave
 a+ b = 1 et c+ d = 1. On trouve
C1 = a+ bd∗c, C2 = d+ ca∗b,

P1 = 1 + bd∗, P2 = 1 + ca∗.Véri�ons la 
ondition (ii),
C1 = a+ bd∗c = (1 − b) + bd∗(1 − d) = 1 − b+ b = 1.
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ondition (iii),
λ(C1) = λ(a) + λ(bd∗c)

= a+ bd∗c+ bλ(d∗)c+ bd∗c = a+ 2bd∗c+ bd∗dd∗c

= (1 − b) + 2bd∗(1 − d) + bd∗dd∗(1 − d)

= 1 − b+ 2b+ bd∗d = 1 + b+ bd∗d = 1 + b(1 + d+) = 1 + bd∗ = P1.De façon similaire, on trouve λ(C2) = P2 = 1 + ca∗. Véri�ons la 
ondition (iv), pour 
efaire, on va montrer que le système suivant satisfait
(P−1

1 , P−1
2 )M = (P−1

1 , P−1
2 ).De 
e système, on a les 2 équations suivantes :

P−1
1 a+ P−1

2 (1 − d) = P−1
1 , (6.4)

P−1
1 (1 − a) + P−1

2 d = P−1
2 . (6.5)Véri�ons l'équation (6.4),

P−1
1 a+ P−1

2 (1 − d) = P−1
1

⇔ P−1
2 (1 − d) = P−1

1 (1 − a)

⇔ d∗ P2 = a∗ P1 (6.6)
⇔ d∗ (1 + ca∗) = a∗ (1 + bd∗)

⇔ d∗ + d∗(1 − d)a∗ = a∗ + a∗(1 − a)d∗

⇔ d∗ + a∗ = a∗ + d∗.Ainsi, l'équation (6.4) est satisfaite. Véri�ons maintenant l'équation (6.5), on a
P−1

1 (1 − a) + P−1
2 d = P−1

2

⇔ P−1
1 (1 − a) = λ−1

2 (1 − d)

⇔ a∗ P1 = d∗ P2.
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ore l'équation (6.6), il s'ensuit que l'équation (6.5) est égalementsatisfaite ; ainsi, le système l'est aussi.Finalement, il reste à véri�er la 
ondition (v).
P−1

1 + P−1
2 = P−1

1 + P−1
1 (1 − a)d∗ par l'équation (6.6)

= P−1
1 + P−1

1 bd∗

= P−1
1 (1 + bd∗) = P−1

1 P1 = 1.Démonstration du Théorème 6.12.Soit M = (aij)1≤i, j≤n la matri
e de l'automate A. Soit aij l'étiquette de l'arête joignant
i à j. Considérons le monoïde libre {aij}∗. On peut identi�er une somme in�nie de
hemins étiquetés ave
 leurs séries 
orrespondantes dans Q〈〈aij〉〉.Soit Pij l'ensemble des 
hemins de i vers j ne passant pas par i. On a Pi =

∑
Pij . Onobserve que 
haque 
hemin de i vers j peut être dé
omposé 
omme la 
on
aténationd'un 
hemin de i vers i (un élément de C∗

i ) et d'un 
hemin de i vers j ne passant paspar i (élément de Pij).Comme (M∗)ij est la somme de tous les 
hemins de i vers j, on obtient l'identité dans
Q〈〈aij〉〉 : (M∗)ij = C∗

i Pij .On a Pii = 1. Les Pij , i 6= j n'ont pas de termes 
onstants ; d'où (Pij))1≤i, j≤n est
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M∗ =











C∗
1 0 . . . 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 . . . 0 C∗
n





















P11 . . . . . . P1n... ...... ...
Pn1 . . . . . . Pnn











⇔











1 − C1 0 . . . 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 . . . 0 1 − Cn











=











P11 . . . . . . P1n... ...... ...
Pn1 . . . . . . Pnn











(1 −M)

⇔











C1 − 1 0 . . . 0

0
. . . . . . ...... . . . . . . 0

0 . . . 0 Cn − 1











=











P11 . . . . . . P1n... ...... ...
Pn1 . . . . . . Pnn











(M − 1)

⇔ (C1 − 1, . . . , Cn − 1) = (Pij)1≤i, j≤n (M − 1) γ, (6.7)où γ = t(1, . . . , 1). Cette dernière égalité est valide dans Q〈〈aij〉〉 ainsi que dans sasous-algèbre des séries rationnelles puisque les Ci et les Pij sont des séries rationnelles.Don
, 
ette égalité est valide dans le 
orps libre F .Montrons que les Ci, Pij et les λ(Ci) sont bien dé�nis dans le 
orps libre sto
hastique S.Soit π un morphisme de Bernoulli. Soit 1 ≤ i ≤ n, 
onsidérons l'ensemble E des 
heminsne passant pas par i. Alors π(E) < ∞ puisque la matri
e N , obtenu de M en enlevantla ie ligne et la ie 
olonne satisfait π(N) < 1. Il s'ensuit que π(Ci) et π(Pij) sont �nis.Pour λ(Ci), il est fa
ile de voir par indu
tion sur la taille de l'expression rationnelle de
Ci que λ(Ci) est dé�ni dans S puisque Ci l'est. On a aussi π(Pi) > 0, don
 Pi est nonnul dans S ; d'où P−1

i est un élément de S. Ce
i démontre (i).
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(λ(C1 − 1), . . . , λ(Cn − 1)) = (λ(Pij)1≤i, j≤n) (M − 1) γ + (Pij)1≤i, j≤n λ(M − 1) γ

⇔ (λ(C1), . . . , λ(Cn)) = (λ(Pij)1≤i, j≤n) (M − 1) γ + (Pij)1≤i, j≤nM γ

= (λ(Pij)1≤i, j≤n) (Mγ − γ) + (Pij)1≤i, j≤nM γ

= (λ(Pij)1≤i, j≤n) (γ − γ) + (Pij)1≤i, j≤n γ, 
ar Mγ = γ dans S
= (Pij)1≤i, j≤n γ

= (P1, . . . , Pn).Ce qui démontre (ii) et (iii).Démontrons maintenant (iv). Soient M = (aij)1≤i, j≤n la matri
e de l'automate A et Pi,le langage re
onnu par A auquel on enlève toutes les �è
hes arrivant à l'état i. On a
Pi =

n∑

j=1

Lij , i = 1, . . . , n,où
Lij =







1, si i = j,
n∑

k=1

Lik akj = aij +
n∑

k=1
k 6=i

Lik akj, si i 6= j.Soit (Si) le système 
omposé des n équations dé�nissant Pi, Li1, . . . , Li, i−1, Li, i+1, . . . , Lin.Multiplions à gau
he par P−1
i 
ha
une des équations de Si , on obtient le système

(Ti) :







1 = P−1
i +

n∑

j=1
j 6=i

P−1
i Lij , i = 1, . . . , n,

P−1
i Lij = P−1

i aij +

n∑

k=1
k 6=i

P−1
i Lik akj.Posons Qij = P−1

i Lij, le système (Ti) devient
(Ti) :







1 = P−1
i +

n∑

j=1
j 6=i

Qij , i = 1, . . . , n,

Qij = P−1
i aij +

n∑

k=1
k 6=i

Qik akj.
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rivons 
e système sous la forme
(Ui) :







1 = P−1
i +

n∑

j=1
j 6=i

Qij , i = 1, . . . , n,

0 = P−1
i aij +Qij (ajj − 1) +

n∑

k=1
k 6=i, k 6=j

Qik akj.On veut démontrer que
n∑

k=1

P−1
k ak1 ≡ P−1

1 .Posons
R =

n∑

k=1

P−1
k ak1 − P−1

1 . (6.8)On va montrer que R = 0. Tout d'abord, on réé
rit la dernière équation 
omme
R− P−1

1 (1 − a11) −
n∑

k=2

P−1
k ak1 = 0. (6.9)Considérons le système des n2 + 1 équations 
onstitué de l'équation (6.9) et des n sys-tèmes (U1), . . . , (Un). On représente 
e système sous la forme matri
ielle suivante

(R,P−1
1 , Q12, Q13, . . . , Q1n, P

−1
2 , Q21, Q23, . . . , Q2n, . . . P

−1
n , Qn1, . . . , Qn, n−1) ·E = λ,

E =

































1 0 0 . . . 0 0

1 − a11 1

A1 0 0
... 00
1

−a21 1

0 A2 0 0
... 00
1... ... ... . . . ... ...

−an1 1

0 0 An 0
...0
1

































,
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Am =
























am1 am2 . . . am, m−1 am, m+1 . . . amn

a11 − 1 a12 . . . a1, m−1 a1, m+1 . . . a1n

a21 a22 − 1 . . . a2, m−1 a2, m+1 . . . a2n... ... . . . ... ... ... ...
am−1, 1 am−1, 2 . . . am−1, m−1 − 1 am−1, m+1 . . . am−1, n

am+1, 1 am+1, 2 . . . am+1, m−1 am+1, m+1 − 1 . . . am+1, n... ... . . . ... ... ... ...
an, 1 an, 2 . . . an, m−1 an, m+1 . . . ann − 1
























,

où m = 1, . . . , n et λ = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n fois

). E est une matri
e 
arrée d'ordre n2 + 1.On a R = λE−1 γ, γ = t(1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n2 fois

) et F =




E γ

λ 0



. Cette dernière matri
e est dedimension n2 + 2. Par ailleurs, E est 
ongrue modulo les relations sto
hastiques à
E ≡

































1 0 0 . . . 0 0

a12 + . . .+ a1n 1

B1 0 0
... 00
1

−a21 1

0 B2 0 0
... 00
1... ... ... . . . ... ...

−an1 1

0 0 Bn 0
...0
1

































,
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Bm =






































am1 am2 . . . am, m−1 am, m+1 . . . amn

−
n∑

k=1
k 6=1

a1k a12 . . . a1, m−1 a1, m+1 . . . a1n

a21 −
n∑

k=1
k 6=2

a2k . . . a2, m−1 a2, m+1 . . . a2n... ... . . . ... ... ... ...
am−1, 1 am−1, 2 . . . −

n∑

k=1
k 6=m−1

am−1, k am−1, m+1 . . . am−1, n

am+1, 1 am+1, 2 . . . am+1, m−1 −
n∑

k=1
k 6=m+1

am+1, k . . . am+1, n... ... . . . ... ... ... ...
an, 1 an, 2 . . . an, m−1 an, m+1 . . . −

n∑

k=1
k 6=n

ank






































.

A�n de montrer que R = 0, on va montrer que la matri
e F est 
reuse. On va e�e
tuerdes transformations élémentaires de lignes et de 
olonnes sur F de telle façon à 
e qu'elle
ontienne une sous-matri
e de 0 de dimensions s× t telles que s+ t ≥ n2 + 3.
F =




































1 0 0 . . . 0 0 1

a12 + . . .+ a1n 1

B1 0 0
... 0 00
1

−a21 1

0 B2 0 0
... 0 00
1... ... ... . . . ... . . . ...

−an1 1

0 0 Bn 0
... 00
1

0 0 0 . . . 0 1 . . . 1 1




































,

Étape 1. On élimine la première ligne et la dernière 
olonne de F , on obtient ainsi la
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e 
arrée F1 d'ordre n2 + 1 (s+ t ≥ n2 + 2).
F1 =

































a12 + . . . + a1n 1

B1 0 . . . 0
... 00
1

−a21 1

0 B2 0 0
... 00
1... ... ... . . . ... . . .

−an1 1

0 0 Bn 0
...0
1

0 0 0 . . . 0 1 . . . 1

































,

Étape 2. On veut obtenir un blo
 n×n de 0 dans le 
oin supérieur droit. Pour 
e faire,on va pro
éder 
omme suit. Considérons la je ligne de F1 (
orrespondant à la je ligne de
B1). Par la 
onstru
tion de B1, le premier indi
e des éléments de la je ligne de 
e blo
est j. Par la suite, on 
onsidère la ligne passant par le blo
 B2 dont le premier indi
edes éléments de 
ette ligne B2 soit j. Une telle ligne existe par 
onstru
tion de B2. Onrépète l'opération pour 
haque ligne des blo
s B3, . . . , Bn. On additionne 
ha
une de
es lignes à la je ligne de F1. Il s'ensuit que les n derniers éléments des je premièreslignes sont tous des 1. Il reste à soustraire 
ha
une des j premières lignes de F1 par ladernière ligne de F1. On obtient la matri
e
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F2 =

































a12 + . . .+ a1n 0

B1 C2 . . . Cn
... 00
0

−a21 1

0 B2 0 0
... 00
1... ... ... . . . ... ... . . .

−an1 0 1

0 0 Bn
... 00
0 1

0 0 0 . . . 0 1 . . . 1

































,

où
Cm =




















−
n∑

k=1
k 6=1

a1k a12 . . . a1, m−1 a1, m+1 . . . a1n

a21 −
n∑

k=1
k 6=2

a2k . . . a2, m−1 a2, m+1 . . . a2n... ... . . . ... ... ... ...
an, 1 an, 2 . . . an, , m−1 an, m+1 . . . −

n∑

k=1
k 6=n

ank




















,

m = 2, . . . , n. On réduit F2 en supprimant la dernière ligne et la ne 
olonne à partir dela droite. On obtient ainsi la matri
e 
arrée F3 d'ordre n2, (s+ t ≥ n+ 1).
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F3 =






























a12 + . . .+ a1n

B1 C2 . . . Cn 00
−a21 1

0 B2 0
... 00
1... ... ... . . . ... . . .

−an1 1

0 0 Bn 00
1






























,

Étape 3. Considérons les lignes Li de F3, où i > n et i 6≡ 0 mod n. On veut que les
(n− 1) derniers éléments de 
es lignes soient tous 0. Soit i = kn+m, où 0 ≤ m ≤ n− 1,on va faire Li − L(k+1)n = Lkn+m − L(k+1)n, on obtient la matri
e
F4 =































a12 + . . .+ a1n 0 . . . 0

B1 C2 . . . Cn
... ...0
0 . . . 0

−a21
... ...

0 D2 0 0
...0

1 0... ... ... . . . ...
−an1 0

. . . ...
0 0 Dn

... 00
0 1































,

où pour tout m = 2, . . . , n,
Dm = (dm

ij )1≤i, j≤n, Bm = (bmij ), dij = bmij − bmnj .En supprimant les (n− 1) lignes Li où i > n et n | i et les (n− 1) dernières 
olonnes de
F4 on obtient matri
e 
arrée F5 d'ordre n2 − n+ 1, (s+ t ≥ n2 − n+ 2).
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F5 =
























a12 + . . .+ a1n

B1 C2 . . . Cn0
−a21

0
0 D′

2 0... ... ... . . . ...
−an1

0
0 0 D′

n
























,

où D′
m est la matri
e obtenue de Dm en enlevant la dernière ligne.Étape 4. Dénotons par C1

m la première 
olonne de la matri
e Cm et dm, la 
olonne de F5qui est le prolongement de C1
m. On veut que C1

m devienne un ve
teur nul, m = 2, . . . , n.Pour 
e faire, on fait dj + c2 + c3 + . . .+ cn, où ci est la ie 
olonne de F3.Finalement on veut que les n premiers éléments de la première 
olonne de F5 soienttous 0 ; il su�t de faire c1 − c2 − . . . − cn. On obtient la matri
e F6 d'ordre n2 − n+ 1(s+ t ≥ n2 − n+ 2) suivante
F6 =
























0 B1 0 C ′
2 . . . 0 C ′

n

−a21

0
0 D′

2 0... ... ... . . . ...
−an1

0
0 0 D′

n
























,

où C ′
m est la matri
e obtenue de Cm en enlevant la première 
olonne.Étape 5. On veut que toute matri
e C ′

m 
ontienne uniquement des 0. À toute 
olonnenon nulle q de C ′
m, dénotée (C ′

m)q 
orrespond la 
olonne dq = t((C ′
m)q, ∗, . . . , ∗) de
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F6. Par 
onstru
tion de Cm (don
 de C ′

m), il existe une 
olonne bq de F6 telle que
bq = t((C ′

m)q, 0, . . . , 0). Ainsi pour tout q, on fait dq − bq. On obtient la matri
e F7d'ordre n2 − n+ 1 (s+ t ≥ n2 − n+ 2).
F7 =
























0 B1 0 . . . 0

−a21

0
0 D′

2 0... ... ... . . . ...
−an1

0
0 0 D′

n
























,

Étape 6. Permutons la première et la ne 
olonne de F7, on obtient la matri
e F8 d'ordre
n2 − n+ 1 (s+ t ≥ n2 − n+ 2).

F8 =
























Bn
1 B′

1 0

−a210 0
0

D′
2 0... ... ... . . . ...

−an10 0
0

0 D′
n
























,

où B′
1 est le blo
 obtenu de B1 en enlevant la première 
olonne. On trouve une sous-matri
e de 0 située dans le 
oin supérieur droit de dimensions n × (n − 1)2 + 1 tellesque

n+ (n − 1)2 + 1 = n2 − n+ 2 ≥ n2 − n+ 1 = dim(F8).Il s'ensuit que F est une matri
e 
reuse. Du Corollaire 6.6, R = λE−1γ =
∑n

k=1 P
−1
k ak1−

P−1
1 = 0. Ce qui démontre l'équation (6.2), d'où (iv).
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R′ = 1 −

n∑

k=1

P−1
k ,on va montrer

R′ +
n∑

k=1

P−1
k = 1.On rempla
e la première 
olonne de la matri
e E par le ve
teur

t(1, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, . . . , 1, 0, . . . , 0)et le premier élément de λ par 1. Dénotons E′ et λ′ 
es deux matri
es. Considérons lamatri
e F ′ =




E′ γ

λ′ 0



, on refait les étapes 1 à 6 à l'ex
eption de la dernière de l'étape4, 
on
ernant la 1re 
olonne. On montre de la même façon que la matri
e F ′ est 
reuse.Par 
onséquent, du Corollaire 6.6, R′ = 0. Ce qui démontre l'équation (6.3).
�L'exemple suivant illustre la démonstration de l'élément (iv) du Théorème 6.12 pourune matri
e générique sto
hastique d'ordre 3.Exemple 6.14. Soit M =








a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







une matri
e générique non 
ommutativedont les variables sont soumises aux relations sto
hastiques ai1+ai2+ai3 = 1, i = 1, 2, 3.On lui asso
ie l'automate

1 2

3

a11 a22

a33

a12

a21

a13

a31 a23

a32

Figure 6.1 L'automate asso
ié à M .
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P1 est le langage re
onnu par l'automate

1 2

3

a22

a33

a12

a23

a32a13

Figure 6.2 L'automate re
onnaissant le langage P1.Soit Lij l'ensemble des mots allant de i vers j, on a P1 = L11 + L12 + L13, où
L11 = 1,

L12 = a12 + L12 a22 + L13 a32,

L13 = a13 + L12 a23 + L13 a33.On a le système
(S1) :







P1 = 1 + L12 + L13,

L12 = a12 + L12 a22 + L13 a32,

L13 = a13 + L12 a23 + L13 a33.En multipliant à gau
he 
haque équation de S1 par P−1
1 , on obtient le système

(T1) :







1 = P−1
1 + P−1

1 L12 + P−1
1 L13,

P−1
1 L12 = P−1

1 a12 + P−1
1 L12 a22 + P−1

1 L13 a32,

P−1
1 L13 = P−1

1 a13 + P−1
1 L12 a23 + P−1

1 L13 a33.Posons Qij = P−1
1 Lij, le système devient

T1 :







1 = P−1
1 +Q12 +Q13,

Q12 = P−1
1 a12 +Q12 a22 +Q13 a32,

Q13 = P−1
1 a13 +Q12 a23 +Q13 a33.
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rit 
e système sous la forme
(U1) :







1 = P−1
1 +Q12 +Q13,

0 = P−1
1 a12 +Q12 (a22 − 1) +Q13 a32,

0 = P−1
1 a13 +Q12 a23 +Q13 (a33 − 1).En permutant les indi
es des équations de U1 on obtient les systèmes

(U2) :







1 = P−1
2 +Q21 +Q23,

0 = P−1
2 a21 +Q21 (a11 − 1) +Q23 a31,

0 = P−1
2 a23 +Q21 a13 +Q23 (a33 − 1),

(U3) :







1 = P−1
3 +Q31 +Q32,

0 = P−1
3 a31 +Q31 (a11 − 1) +Q32 a21,

0 = P−1
3 a32 +Q31 a12 +Q32 (a22 − 1).Pour montrer que (P−1

1 , P−1
2 , P−1

3 )M = (P−1
1 , P−1

2 , P−1
3 ), il su�t de montrer que

P−1
1 a11 + P−1

2 a21 + P−1
3 a31 = P−1

1 . Posons
R = P−1

1 a11 + P−1
2 a21 + P−1

3 a31 − P−1
1 ,alors

R+ P−1
1 (1 − a11) − P−1

2 a21 − P−1
3 a31 = 0.Réé
rivons le système 
onstitué de la dernière équation et des systèmes (U1), (U2) et

(U3) sous la forme matri
ielle. On a
(R,P1−1, Q12, Q13, P

−1
2 , Q21, Q23, P

−1
3 , Q31, Q32)E = λoù

λ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1),et
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E =






























1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 − a11 a12 a13 0 0 0 0 1 0 0

0 a22 − 1 a23 0 0 0 0 1 0 0

0 a32 a33 − 1 0 0 0 0 1 0 0

−a21 0 0 a21 a23 0 0 0 1 0

0 0 0 a11 − 1 a13 0 0 0 1 0

0 0 0 a31 a33 − 1 0 0 0 1 0

−a31 0 0 0 0 a31 a32 0 0 1

0 0 0 0 0 a11 − 1 a12 0 0 1

0 0 0 0 0 a21 a22 − 1 0 0 1






























.

On a R = λE−1γ, où γ = t(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) et que E est 
ongrue (modulo lesrelations sto
hastiques) à























1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a12 + a13 a12 a13 0 0 0 0 1 0 0

0 −a21 − a23 a23 0 0 0 0 1 0 0

0 a32 −a31 − a32 0 0 0 0 1 0 0

−a21 0 0 a21 a23 0 0 0 1 0

0 0 0 −a12 − a13 a13 0 0 0 1 0

0 0 0 a31 −a31 − a32 0 0 0 1 0

−a31 0 0 0 0 a31 a32 0 0 1

0 0 0 0 0 −a12 − a13 a12 0 0 1

0 0 0 0 0 a21 −a21 − a23 0 0 1
























.

Soit F =




E γ

λ 0



, on va montrer que F est 
reuse.
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F =


























1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

a12 + a13 a12 a13 0 0 0 0 1 0 0 0

0 −a21 − a23 a23 0 0 0 0 1 0 0 0

0 a32 −a31 − a32 0 0 0 0 1 0 0 0

−a21 0 0 a21 a23 0 0 0 1 0 0

0 0 0 −a12 − a13 a13 0 0 0 1 0 0

0 0 0 a31 −a31 − a32 0 0 0 1 0 0

−a31 0 0 0 0 a31 a32 0 0 1 0

0 0 0 0 0 −a12 − a13 a12 0 0 1 0

0 0 0 0 0 a21 −a21 − a23 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0


























F1 =
























a12 + a13 a12 a13 0 0 0 0 1 0 0

0 −a21 − a23 a23 0 0 0 0 1 0 0

0 a32 −a31 − a32 0 0 0 0 1 0 0

−a21 0 0 a21 a23 0 0 0 1 0

0 0 0 −a12 − a13 a13 0 0 0 1 0

0 0 0 a31 −a31 − a32 0 0 0 1 0

−a31 0 0 0 0 a31 a32 0 0 1

0 0 0 0 0 −a12 − a13 a12 0 0 1

0 0 0 0 0 a21 −a21 − a23 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
























L1 + L5 + L8 − L10, L2 + L4 + L9 − L10, L3 + L6 + L7 − L10,

F2 =
























a12 + a13 a12 a13 −a12 − a13 a13 −a12 − a13 a12 0 0 0

0 −a21 − a23 a23 a21 a23 a21 −a21 − a23 0 0 0

0 a32 −a31 − a32 a31 −a31 − a32 a31 a32 0 0 0

−a21 0 0 a21 a23 0 0 0 1 0

0 0 0 −a12 − a13 a13 0 0 0 1 0

0 0 0 a31 −a31 − a32 0 0 0 1 0

−a31 0 0 0 0 a31 a32 0 0 1

0 0 0 0 0 −a12 − a13 a12 0 0 1

0 0 0 0 0 a21 −a21 − a23 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1























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F3 =





















a12 + a13 a12 a13 −a12 − a13 a13 −a12 − a13 a12 0 0

0 −a21 − a23 a23 a21 a23 a21 −a21 − a23 0 0

0 a32 −a31 − a32 a31 −a31 − a32 a31 a32 0 0

−a21 0 0 a21 a23 0 0 1 0

0 0 0 −a12 − a13 a13 0 0 1 0

0 0 0 a31 −a31 − a32 0 0 1 0

−a31 0 0 0 0 a31 a32 0 1

0 0 0 0 0 −a12 − a13 a12 0 1

0 0 0 0 0 a21 −a21 − a23 0 1





















L4 − L6, L5 − L6, L7 − L9, L8 − L9,

F4 =





















a12 + a13 a12 a13 −a12 − a13 a13 −a12 − a13 a12 0 0

0 −a21 − a23 a23 a21 a23 a21 −a21 − a23 0 0

0 a32 −a31 − a32 a31 −a31 − a32 a31 a32 0 0

−a21 0 0 a21 − a31 a23 + a31 + a32 0 0 0 0

0 0 0 −a12 − a13 − a31 a13 + a31 + a32 0 0 0 0

0 0 0 a31 −a31 − a32 0 0 1 0

−a31 0 0 0 0 a31 − a21 a32 + a21 + a23 0 0

0 0 0 0 0 −a12 − a13 − a21 a12 + a21 + a23 0 0

0 0 0 0 0 a21 −a21 − a23 0 1





















F5 =
















a12 + a13 a12 a13 −a12 − a13 a13 −a12 − a13 a12

0 −a21 − a23 a23 a21 a23 a21 −a21 − a23

0 a32 −a31 − a32 a31 −a31 − a32 a31 a32

−a21 0 0 a21 − a31 a23 + a31 + a32 0 0

0 0 0 −a12 − a13 − a31 a13 + a31 + a32 0 0

−a31 0 0 0 0 a31 − a21 a32 + a21 + a23

0 0 0 0 0 −a12 − a13 − a21 a12 + a21 + a23
















C1 − C2 − C3, C4 +C2 + C3, C6 + C2 + C3,
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F6 =
















0 a12 a13 0 a13 0 a12

0 −a21 − a23 a23 0 a23 0 −a21 − a23

0 a32 −a31 − a32 0 −a31 − a32 0 a32

−a21 0 0 a21 − a31 a23 + a31 + a32 0 0

0 0 0 −a12 − a13 − a31 a13 + a31 + a32 0 0

−a31 0 0 0 0 a31 − a21 a32 + a21 + a23

0 0 0 0 0 −a12 − a13 − a21 a12 + a21 + a23
















C5 − C3, C7 − C2,

F7 =
















0 a12 a13 0 0 0 0

0 −a21 − a23 a23 0 0 0 0

0 a32 −a31 − a32 0 0 0 0

−a21 0 0 a21 − a31 a23 + a31 + a32 0 0

0 0 0 −a12 − a13 − a31 a13 + a31 + a32 0 0

−a31 0 0 0 0 a31 − a21 a32 + a21 + a23

0 0 0 0 0 −a12 − a13 − a21 a12 + a21 + a23
















C1 ↔ C3

F8 =
















a13 a12 0 0 0 0 0

a23 −a21 − a23 0 0 0 0 0

−a31 − a32 a32 0 0 0 0 0

0 0 −a21 a21 − a31 a23 + a31 + a32 0 0

0 0 0 −a12 − a13 − a31 a13 + a31 + a32 0 0

0 0 −a31 0 0 a31 − a21 a32 + a21 + a23

0 0 0 0 0 −a12 − a13 − a21 a12 + a21 + a23














On a un blo
 de zéros de dimensions 3 × 5 et 8 > 7. Il s'ensuit que F est une matri
e
reuse. Du Corollaire 6.6, R = P−1

1 a11 + P−1
2 a21 + P−1

3 a31 − P−1
1 = 0.



CONCLUSION
Dans 
e travail, nous avons étudié dans un premier temps di�érentes 
lasses de sériesrationnelles à 
oe�
ients non négatifs.La première 
lasse des séries rationnelles est l'ensemble des séries de la forme (det(1 −
xM))−1, où M est une série à 
oe�
ients entiers non négatifs. Ce sont les séries gé-nératri
es des monoïdes partiellement 
ommutatifs libres. Il s'ensuit que 
es séries sont
N-rationnelles. On a montré que l'ensemble de 
es séries 
oïn
ide ave
 l'ensemble despolyn�mes de 
liques de graphes pondérés (Thm 2.4). L'in
lusion d'un sens était déjà
onnu ; en e�et, il su�t d'utiliser la théorie des monoïdes partiellement 
ommutatifslibres où il est démontré que det(1 − xM) est égal au polyn�me de 
liques pondéré dugraphe des 
ir
uits. Cette transformation n'étant pas surje
tive, on ne pouvait pas inver-ser le pro
essus. La preuve de l'in
lusion inverse était entièrement basée sur un résultatde (Kim, Ormes et Roush, 2000), établissant les 
onditions né
essaires et su�santesa�n qu'un ensemble de nombres 
omplexes soit le spe
tre d'une matri
e à 
oe�
ientsentiers non négatifs. Ce résultat avait été 
onje
turé par Boyle et Handelman ((Boyle etHandelman, 1991)).La se
onde 
lasse sont les séries de la forme (det(1−xM))−1, oùM est une série à 
oe�-
ients réel non négatifs. On a montré que l'ensemble de 
es séries 
oïn
ide ave
 l'ensembledes l'ensemble des polyn�mes de 
liques généralisés (Thm 3.3). Par 
onstru
tion, 
es sé-ries sont R+-rationnelles. Le polyn�me de 
lique généralisé est une généralisation dupolyn�me de 
liques étant donné que l'on pondère 
haque sommet du graphe par unmon�me de la forme αxd, où α est un réel positif et d, un entier non négatif. La dé-monstration de 
e théorème est exa
tement la même que 
elle du Théorème 2.4 à ladi�éren
e qu'on utilise le théorème de Boyle et Handelman (Boyle et Handelman, 1991)au lieu de Kim, Ormes et Roush pour démontrer l'in
lusion inverse. Ceux-
i ont toutefois
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onditions né
essaires et su�santes a�n qu'un ensemble de nombres 
omplexessoit le spe
tre d'une matri
e à 
oe�
ients réels non négatifs.Les troisième et quatrième 
lasses des séries rationnelles étudiées sont les ensemblesdes séries de la forme (1 − ax + bxk)−1, où a ∈ N, b ∈ Z, k ≥ 2 et de la forme
(1 − ax + bx2 + cx3)−1, où a ∈ N et b, c ∈ Z. On a 
ara
térisé 
es deux ensembles deséries en établissant les 
onditions né
essaires et su�santes nous permettant de dé
iderde la N-rationalité.La 
inquième 
lasse des séries rationnelles est l'ensemble des fon
tions zêta asso
iéesà des automates. En e�et, soit A un automate, on dé�nit sa fon
tion zêta la série
exp

{ ∞∑

n=1

an
zn

n

}, où an est le nombre de 
hemins bi-in�nis dans A dont la périodeest n. On montre qu'une telle série est N-rationnelle (Prop. 5.8). Par la suite on dé�nitplusieurs propriétés de 
ette série 
on
ernant l'apériodi
ité et la divergen
e. Étant donnéque le langage re
onnu par un automate non ambigu est un 
ode (Thm 5.24), on a dé�nila fon
tion zêta d'un 
ode. On a montré que 
ette série est N-rationnelle (Cor 5.29). Ona démontré plusieurs propriétés de 
ette série lorsque X est un 
ode 
omplet, un 
odepur, un 
ode 
ir
ulaire ou un 
ode bi�xe. Finalement, on a montré que ζ(A) est unespé
ialisation de la fon
tion zêta Zφ d'un morphisme de systèmes dynamiques dé�niedans (Boyle, 1989).La se
onde partie portait sur les matri
es sto
hastiques : la somme des éléments de
haque ligne vaut 1. Il est 
onnu dans la littérature que toute matri
e sto
hastique a 1
omme valeur propre dont le ve
teur propre à droite asso
ié à 1 est t(1, . . . , 1). On s'ests'intéressé au ve
teur propre à gau
he asso
ié à 1. Soit M une telle matri
e. Dans le 
as
ommutatif, on a montré que 
e ve
teur est 
omposé des mineurs prin
ipaux de M − In(Prop 6.7). La preuve est purement algébrique.Dans le 
as non 
ommutatif, on a montré que les éléments du ve
teur propre à gau
hesont les inverses des dérivations des 
odes re
onnus par l'automate dontM est la matri
ede 
et automate. On dit queM est une matri
e générique non 
ommutative sto
hastique ;



CHAPITRE 6. MATRICES GÉNÉRIQUES NON COMMUTATIVES STOCHASTIQUES120i.e. ses éléments sont des variables non 
ommutatives telles que la somme de 
haque lignevaut 1. La démonstration né
essite des résultats provenant de la théorie des 
orps libres(au sens de Cohn). En e�et, on a plongé 
haque expression rationnelle dans un 
orpslibre, on a prouvé que 
ette évaluation est bien dé�nie dans 
e 
orps libre. Soit µ 
eve
teur propre à gau
he, l'équation µM = µ est vue 
omme un système d'équations où
ha
une d'entre elles a une représentation linéaire λE−1γ, où E est une 
ertaine matri
egénérique non 
ommutative sto
hastique et λ et γ sont des ve
teurs ligne et 
olonnerespe
tivement. On a démontré que la matri
e F =




F γ

λ 0



 est une matri
e 
reuse, elleest don
 non pleine. Ce qui implique qu'elle n'est pas inversible dans le 
orps libre. Ils'ensuit que µM − µ = 0 dans le 
orps libre.



ANNEXE A
NOTATIONS

1 : mot vide ou matri
e identité,
a : lettre,
[a] : 
lasse d'équivalen
e de a dans le mo-noïde A∗/ ∼C ,
A : alphabet �ni,
A∗ : ensemble des mots �nis,
A = (Q, I, T ) : automate,
|A| =

∑

w∈A∗

(|A|, w)w, où (|A|, w) est lenombre de 
hemins i→ t étiquetés w, i ∈ Iet t ∈ T ,
αn : nombre de mots de L de longueur n,
A∗/ ∼C : monoïde libre partiellement 
om-mutatif gradué,
b : lettre,
B : sous-ensemble 
ommutatif de A∗/ ∼C ,

c : 
ir
uit,
|c| : longueur du 
ir
uit c,
C : graphe simple non orienté,
C : graphe 
omplémentaire de C,
C : ensemble des nombres 
omplexes,
D : graphe orienté,
D1 : sous-graphe de D,
D : 
orps gau
he,
ds : degré du sommet s,
deg : degré d'un ensemble,
disc(p(x)) : dis
riminant de p(x),
|E| : 
ardinalité de l'ensemble E,
ei : ie fon
tion symétrique élémentaire,
F : 
orps libre,
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F (x) =

∞∑

n=1

fnx
n : série,

Fix(w) : ensemble des points �xes par w,
K : demi-anneau,
K[x] : ensemble des polyn�mes en la va-riable x à 
oe�
ients dans K,
K[[x]] : ensemble des séries en la variable xà 
oe�
ients dans K,
K〈A〉 : ensemble des polyn�mes non 
om-mutatifs en les variables de A à 
oe�
ientsdans K,
K〈〈A〉〉 : ensemble des séries non 
ommu-tatives en les variables de A à 
oe�
ientsdans K,
λ : valeur propre,
λ(w) = |w|w : dérivation de w,
L : langage,
L : série 
ara
téristique du langage L,
li : élément de Lyndon,
Li : ie ligne d'une matri
e,
m : mot,
|m| : longueur d'un mot
M : matri
e,

µ : fon
tion de Möbius,
N : matri
e,
p : état,
PC : polyn�me de 
liques du graphe pon-déré C,
PGC(x) : polyn�me de 
liques généraliséde C,
φ(n) : fon
tion d'Euler,
Φn(x) : ne polyn�me 
y
lotomique,
pn : ne fon
tion symétrique somme de puis-san
es,
ψ : spé
ialisation a 7→ αs x

da ,
q : état,
Q : ensemble des états d'un automate,
Q : ensemble des nombres rationnels,
R : ensemble des nombres réels,
R+ : ensemble des nombres réels positifs,
rgst(w) : rang stable de w,
ρ : module maximum des ra
ines,
s : sommet,
S : 
orps libre sto
hastique,
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S(p, q) : matri
e de Sylvester de p et q,
SA =

∑

w∈A∗

(SA, w)w, où (SA, w) =le nombre de 
hemins bi-in�nis étiquetés
∞w∞ dans A,
Supp(S) : support de la série S,
SX =

∑

w∈A∗

(SX , w)w : (SX , w) est lenombre de X-fa
torisations de ∞w∞,
TA =

∑

w∈A∗

rgst(w)w,
tr = |Fix(w)|,
tr(A) =

∑

w∈A∗

tr(w)w,
trn(λ1, . . . , λk) =

k∑

i=1

λn
i ,

trn(λ1, . . . , λk) =

k∑

d |n
µ
(n

d

)

trn,
u : mot,

v : mot,
ϕA(w)p, q : nombre de 
hemins de p vers qdans A étiquetés w,
w : mot,
∞w∞ : mot bi-in�ni . . . ww.www . . ., où lepoint désigne la position du 0,
x : élément de X,
X : 
ode,
X∗ : sous-monoïde libre de A∗ engendré par
X,
X+ = X∗ \ {1},
ζ(A) : fon
tion zêta de l'automate A,
Z(S) : fon
tion zêta généralisée de la sérienon 
ommutative S.
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