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RESUME

Dans ce travail, nous nous intéressons aux séries rationnelles et aux matrices gé-
nériques non commutatives.

Dans le premier chapitre, on étudiera les polyndmes de cliques du graphe pondéré.
Soit C' un graphe simple non orienté (sans boucles), on lui associe la somme des monémes
(—1)i¢;z* ot ¢; est le nombre de sous-graphes complets (cliques) sur i sommets. En
pondérant les sommets par des entiers non négatifs, on définit les polynomes de cliques
du graphe pondéré C' comme étant la somme des monoémes (—1)|B | 2de8(B) on B est un
sous-graphe complet de C. On va montrer que l’ensemble de tels polynomes coincide
avec ’ensemble des polynomes réciproques des polynomes caractéristiques de matrices
a coefficients entiers non négatifs.

Au chapitre 2, on va généraliser ce polynéme une fois de plus en pondérant les
sommets du graphe simple par des monémes de la forme az?, out « est un réel positif
et d, un entier non négatif. On va lui associer le polynome de cliques généralisé comme
la somme (—1)I5! (IT,ep @sa%), oit B est un sous-ensemble commutatif de C' et s est
un sommet de B. On va montrer que ’ensemble de ces polyndémes coincide exactement
avec ’ensemble des polynomes réciproques des polyndémes caractéristiques a coefficients
réels non négatifs.

Le troisiéme chapitre porte sur la N-rationalité de certaines classes de séries. Tout
d’abord, on va établir les conditions nécessaires et suffisantes nous permettant de décider
de la N-rationalité d’une série de la forme (1 —az +bz*)~!, oa € N, b€ Z, k > 2 . Par
la suite, on fera de méme pour les séries de la forme (1 — ax + bx? + cz®)™!, ot a € N
et b, ceZ.

Au Chapitre 4, on étudiera les propriétés des fonctions zéta associées aux auto-
mates et aux codes. On va montrer que le nombre de chemins bi-infinis dans A dont la
période est n est égal au rang stable d’un certain mot non vide w; i.e. le rang de w"
pour un n suffisamment grand. Par ailleurs, on montrera plusieurs propriétés de cette
série telles la N-rationalité, ’apériodicité ou la divergence. Etant donné que plusieurs de
ces résultats sont valides pour des automates non ambigus, ceux-ci s’appliqueront aux
codes. On y présentera les propriétés de la fonction zéta des codes complets, des codes
purs, des codes circulaires et des codes bifixes.

Le chapitre 5 portera sur les matrices génériques stochastiques, i.e. les matrices a
variables non commutatives soumises aux conditions stochastiques (somme des éléments
de chaque ligne vaut 1). Il est bien connu dans la littérature que toute matrice stochas-
tique a 1 comme valeur propre dont le vecteur propre a droite associé est t(l, sy 1)
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Mais qu’en est-il du vecteur propre a gauche associé & cette méme valeur propre ? Dans
le cas commutatif, on montrera que ce vecteur de la matrice M est le vecteur ligne des
mineurs principaux M — I,,. Dans le cas non-commutatif, on montrera que les éléments
de ce vecteur sont les inverses des dérivations des codes reconnus par ’automate dont
M est la matrice associée, évalués dans un corps libre.

Mots clés : Séries rationnelles, codes & longueurs variables, fonction zéta, automate,
corps libre, matrices génériques, polynomes de cliques.



INTRODUCTION

Les séries formelles sont utilisées dans plusieurs branches des mathématiques incluant la
combinatoire algébrique et énumérative. Les séries rationnelles en variables non commu-
tatives comportent plusieurs propriétés similaires a celles des langages rationnels. Citons
par exemple le théoréme fondamental de Schiitzenberger qui est ’analogie du théoréme
de Kleene, (Kleene, 1956). On peut consulter (Salomaa et Soittola, 1978), (Berstel et
Reutenauer, 1984) ou (Berstel et Reutenauer, 2008b).

Parmi ces séries, on retrouve les séries rationnelles a coefficients entiers non négatifs
dites les séries N-rationnelles. On verra que ces séries sont complétement caractérisées
par les théorémes de Berstel (Berstel, 1971) et Soittola (Soittola, 1976). Dans (Gessel,
2003), on trouve une fagon combinatoire d’obtenir une telle série, notamment la théo-
rie des monoides partiellement commutatifs libres de Cartier-Foata (Cartier et Foata,
1969). Dans (Barcucci et al., 2001), on retrouve un algorithme nous permettant de déci-
der si une série est N-rationnelle. Finalement, C. Koutschan (Koutschan, 2005), (Kout-
schan, 2008), a implémenté ’algorithme décrit dans la preuve du théoréme de Soittola.
Ce package, RLangGFun (Maple), est disponible sur a l'adresse http ://www.risc.uni-
linz.ac.cat /research /combinat/software/RLangGFun/.

L’importance de ces séries vient en partie du fait que les séries N-rationnelles sont pré-
cisément les séries génératrices des langages rationnels ((Berstel et Reutenauer, 2008b),

Lemme 2.1.4, (Salomaa et Soittola, 1978), Cor. II. 5.4).

La premiére partie de ce travail portera sur 1’études de certaines classes de séries N-
rationnelles. Tout d’abord, on caractérisera les séries de la forme (det(1 — xM))~!, ou
M est une matrice a coeflicients entiers non négatifs. Ces séries sont N-rationnelles étant

donné qu’elles coincident avec les séries génératrices des monoides gradués partiellement
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commutatifs libres. On montrera que les polynomes det(1 — M) coincident avec les

polynomes de cliques pondérés.

Par la suite, on étudiera les séries de la forme (det(1 —xM))™!, ott M est une matrice &
coefficients réels non négatifs. On montrera que les polynémes de la forme det(1 — M)

coincident avec les polynomes de cliques généralisés.

Ensuite, on s’intéresse aux conditions nécessaire et suffisante permettant de décider de
la N-rationalité des séries de la forme (1 — az + bzF)™' ot a € N, b € Z, k > 2 et

(1 —azx +bx®+cx) L onaeNet b ceZ.

Finalement, on étudiera les propriétés de la fonction zéta d’un automate. Ceux-ci étant

valides pour des automates non ambigus, on pourra les appliquer aux codes.

La seconde partie porte sur les matrices génériques stochastiques, des matrices dont les
entrées sont des variables non commutatives dont la somme des éléments de chaque ligne
vaut 1. Il est connu dans la littérature que toute matrice stochastique a le vecteur propre
a droite t(l, ..., 1) associé a la valeur propre 1. On s’intéressera au vecteur propre a
gauche associé a 1, tout d’abord dans le cas commutatif et par la suite, dans le cas non
commutatif. Dans ce dernier cas, on aura recours a la théorie des corps libres (au sens
de Cohn) puisque les entrées de la matrice ; des expressions rationnelles, seront plongées

dans un corps libre.

Ce travail est divisé comme suit. Au Chapitre 1, on fera une introduction a la théorie
des langages et des séries rationnelles en variables non commutatives (voir (Eilenberg,

1974), (Salomaa et Soittola, 1978) ou (Berstel et Reutenauer, 1984)).

Au Chapitre 2, on définira le polynéme de cliques. On va généraliser ce polyndéme une

premiére fois en pondérant les sommets du graphe simple non orienté C' par des monémes

d

de la forme z% ou d € N. Afin de simplifier I’écriture, on va étiqueter les sommets de

C par d. On va lui associer le polynéme de cliques du graphe pondéré défini comme la

|B| pdeg(B)

somme des monomes (—1) , oll B est un sous-graphe complet du graphe simple

pondéré. On va montrer que ’ensemble de tels polyndmes coincide avec 'ensemble des
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polynomes réciproques des polyndmes caractéristiques de matrices & coefficients entiers
non négatifs. L’inclusion d’un sens nécessite la théorie des monoides partiellement com-
mutatifs, introduite par Cartier et Foata (Cartier et Foata, 1969), ou on utilisera la
construction du graphe des circuits. Cette construction n’étant pas surjective, pour mon-
trer 'inclusion dans ’autre sens, on va devoir utiliser un théoréme de Kim, Ormes et
Roush (Kim, Ormes et Roush, 2000) établissant les conditions nécessaire et suffisante
pour qu’un ensemble de nombres complexes soit le spectre d’'une matrice a coefficients
entiers non négatifs. Entre autres, on va utiliser un résultat de Lalonde (Lalonde, 1995)
pour montrer que le polynome de cliques pondéré satisfasse I'une des conditions de ce

théoréme.

Au Chapitre 3, on va généraliser une fois de plus le polynéme de cliques en pondérant

¢ ou a est un réel positif et d, un en-

les sommets par des monomes de la forme ax
tier non négatif. On va lui associer le polynome défini comme la somme des monoémes
(—1)IBl (ITsep @sx®), ot B est un sous-ensemble commutatif du graphe et s est un
sommet de B. Ces polyndmes seront appelés polynoémes de cliques généralisés. On va
montrer que ’ensemble de ces polynomes coincide exactement avec ’ensemble des po-
lyndmes réciproques des polyndomes caractéristiques de matrices & coefficients réels non
négatifs. L’idée de la preuve est exactement la méme que la démonstration du théoréme
principal du Chapitre 2 & ’exception qu’on va utiliser le théoréme spectral de Boyle et
Handelman (Boyle et Handelman, 1991) (au lieu du théoréme de Kim, Ormes et Roush)
afin de montrer I'inclusion dans ’autre sens. Afin de montrer que le polynoéme de cliques

généralisé vérifie 'une des conditions du théoréme spectral, on va utiliser un résultat

provenant de la théorie des empilements de Viennot (Viennot, 1986).

Au Chapitre 4, on va s’intéresser aux conditions nécessaire et suffisante permettant de
décider si une série de la forme (1—ax+bx*)™1 otta € N, b € Z, k > 2 est N-rationnelle.
La motivation de ce probléme provient du fait que (1 — az 4 bx?)~! est N-rationnelle si
et seulement si a? > 4b. Cette condition est reliée & la théorie des graphes extrémaux;
en effet, Mantel (voir (Bollobas, 1998)) a démontré qu’il existe un graphe simple non

orienté ayant a sommets et b arétes sans triangle si et seulement si 4b < a?. On va
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démontrer qu’une telle série est N-rationnelle si et seulement si kb < (k — 1)*~1a*. La
condition nécessaire se base sur le nombre de racines réelles du polynéme réciproque

k — a2%=1 4+ b. La condition suffisante se démontre directement par

du dénominateur, z
calculs. Par la suite, on fera de méme pour les séries de la forme (1 — ax + bx? + ca®) ™1,
ot @ € Net b, ¢c € Z. On va séparer ce probléme en deux parties : a? > 3b et a? < 3b.
Dans le premier cas, on a que le polynome réciproque du dénominateur p(x) posséde un
maximum et un minimum locaux. Par la suite, on applique les Théorémes de Berstel et
Soittola selon le nombre de racines réelles de ce polynome. Dans le second cas, on a que
p(x) est strictement croissant sur tout son domaine. Ce cas se restreint uniquement a la
situation ot b > 0 et ¢ < 0. En effet, si b < 0, la condition 3b > a? n’est jamais satisfaite
et si ¢ > 0, p(z) a une seule racine réelle qui est négative, donc (1 — ax + ba? + ca®) ™1,
n’est jamais N-rationnelle.

Dans le Chapitre 5, on va démontrer plusieurs propriétés de la fonction zéta d’un auto-

oo

mate définie comme la série exp {Z an ;n , Ol a,, est le nombre de chemins bi-infinis
dans A dont la période est n. Onn\:fzi montrer que a, est égal au rang stable d’un cer-
tain mot non vide w; i.e. le rang de w™ pour un n suffisamment grand. Par ailleurs, on
montrera plusieurs propriétés de cette série telles la N-rationalité ou concernant 1’apé-
riodicité ou la divergence. Etant donné que plusieurs de ces résultats sont valides pour
des automates non ambigus, ceux-ci s’appliqueront aux codes, en particulier aux codes
complets, aux codes purs, aux codes circulaires et aux codes bifixes. Finalement, on

va montrer que ((A) est une spécialisation de la fonction zéta Zy d’un morphisme de

systémes dynamiques définie dans (Boyle, 1989).

Au Chapitre 6, on va identifier le vecteur propre a gauche associé a la valeur propre 1
d’une matrice générique stochastique. Dans le cas commutatif, on va montrer que les
éléments de ce vecteur sont les mineurs principaux de la matrice. Ce résultat est bien
connu en probabilités puisqu’il permet de calculer la probabilité limite d’un procédé de
Markov fini, en remplagant la matrice stochastique M par M — I. On peut calculer

ces probabilités en utilisant le théoréme des arbres des chaines de Markov (Markov
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chain trees theorem), voir (Leighton et Rivest, 1983), (Broder, 1989), (Anantharam et
Tsoucas, 1989) ou (Aldous, 1990) ou ce calcul est donné en termes d’arbres générateurs.
La preuve du cas commutatif qu’on retrouve dans ce travail est entiérement algébrique
étant donné qu’elle se base uniquement sur la formule du déterminant impliquant les

matrices adjointes.

Dans le cas non commutatif, les éléments de ce vecteur propre sont les inverses des déri-
vations des codes reconnus par I'automate dont M est la matrice de cet automate. Pour
ce faire, on va utiliser des résultats provenant de la théorie des corps libres, l’analogue
non commutatif du corps des fractions. Il existe plusieurs constructions du corps libre,
(voir (Amitsur, 1966), (Bergman, 1970), (Malcolmson, 1978), (Cohn, 1971) et (Cohn,
1995)). Les éléments inversibles d’un corps libre sont les matrices pleines; i.e. soit M une
telle matrice, il n’existe pas de matrices P et @ de dimensions n X (n—1) et (n—1) xn
respectivement telles que M = PQ. Par la suite, on va construire une certaine matrice
F' et suite & des transformations élémentaires de lignes et de colonnes, on va montrer

que F' est équivalente & une matrice creuse.



CHAPITRE 1

LANGAGES ET SERIES FORMELLES

Ce chapitre est une introduction aux langages et aux séries rationnelles en un nombre fini
de variables non commutatives. La derniére section de ce chapitre portera sur la classe des
séries N-rationnelles, une sous-classe des séries rationnelles. Tous les résultats concernant
les séries proviennent du livre de Berstel et Reutenauer (Berstel et Reutenauer, 1984) ;
il est possible de consulter la version électronique de ce livre, disponible sur la page web

de Jean Berstel.

1.1 Langages

Soit A un ensemble fini appelé alphabet, les éléments sont appelés des lettres. Un mot
w est une suite finie de lettres et la longueur de w, notée |w| est égale a la longueur
de cette suite. On note 1 le mot vide. Soit v = aq...a, et v = by...b,, deux mots;
on définit le produit (concaténation) comme étant le mot w = uv = aj...apby...by.
Ainsi, 'ensemble des mots, muni de ce produit est un monoide, appelé le monoide libre

engendré par A. On le note A*.

Un langage L est un sous-ensemble de A*; L est fini s’il contient un nombre fini d’élé-
ments. Soient L; et Ly deux langages. On définit le produit de L et Ly comme le langage
{wywy | wy € Ly, wy € La}. On appelle Iétoile de L le langage

L'={wy..wp | wicLin>0y= ] L", L°=¢
n>0
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Un langage est rationnel s’il est obtenu a partir des langages finis par les opérations

rationnelles : union, produit et étoile.

Les opérations rationnelles non ambigués sont 'union disjointe, le produit non ambigu
(i.e. tout mot w € LiLy a une unique factorisation w = wyiwsy telle que wy € Ly
et wp € Lg) et Iétoile non ambigué (i.e. tout mot de L* a une seule factorisation
wiwy . .. Wy, w; € L). On montre qu’un langage rationnel peut étre obtenu en utilisant

seulement des opérations rationnelles non ambigués ((Eilenberg, 1974) Thm. VII.8.2).

1.2 Séries formelles

Définition 1.1. Un demi-anneau est un ensemble K muni de deux opérations binaires, la

somme (+) et le produit (-) et deux éléments notés 0 et 1 ayant les propriétés suivantes :
(i) (K, +, 0) est un monoide commutatif,
(ii) (K, -, 1) est un monoide,
(iii) le produit est distributif en respect de 1’addition,
(iv) 0.2 =z -0 =0, pour tout =z € K.
Un demi-anneau est commutatif si le produit l’est.

Définition 1.2. Soit A un alphabet et K un demi-anneau. Une série formelle S est une
fonction
S: A" - K
L’image d’un mot w par S est appelée le coefficient de w dans S et est dénoté (S, w).
La série S s’écrit elle-méme comme la somme formelle
S = Z (S, w)w.
wEA*

L’ensemble de toutes les séries formelles sur A* ayant des coefficients dans K est dénoté

K{{A))-

Sur 'ensemble K((A)), on définit la somme et le produit (de Cauchy) des séries S =
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Z (S, w)w et T = Z (T, w)w par :

wEA* wEA*

S+T = Z (S, w) + (T, w)) w,

weA*
ST = Z (Z (S, u) (T, v)) w
weA* \uv=w

respectivement. L’addition dans K étant commutative, S+ T = T + S. Cependant, le

produit n’est généralement pas commutatif.

Définition 1.3. Soit L un langage. La série caractéristique L de L est la série formelle

L:Zw.

weL

L’ensemble K((A)), muni de ’addition et de la multiplication est un demi-anneau dont

I’élément neutre pour la somme est la série 0 = Z 0w et I’élément neutre du produit

wEA*
est la série 1 = 1, ot 1 est le mot vide.

Définition 1.4. Une série S € K((A)) est dite propre (ou quasi-réguliére) si le coefficient
du mot vide est nul; ie. (S, 1) =0.

On peut munir K((A)) d’une structure topologique au sens de la convergence d’une suite

Sy, Sa, ... d’éléments de K((A)). La suite converge a la limite S'; i.e.

lim S;=8 & VneN, IMeN, Ywe A", Vm > M, (S, w) = (S, w).

1—00

Soit S une série propre. On s’intéresse 4 la suite des puissances de S : SY =1, S' = S,
S?2 = S-S, ..., qui converge a 0 puisque le coefficient pour tout mot w de longueur n

vaut 0 dans toute série S, m > n. Ainsi, la série
m
§* = lim_ ;::0 S"
existe et est nommeée 1’étoile de S. De facon similaire, on définit

§* = Tim_ Emj s,
n=1
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Ces deux séries sont liées via les relations
S*=1+8", St =88*=85*8.
Donc, si K est un anneau, on a S* = (1 — S)~! puisque
S*(1-9)=8*-s5t=1.

Définition 1.5. Les opérations rationnelles dans K((A)) sont la somme, le produit et
I’étoile. Un sous-demi-anneau de K((A)) est rationnellement fermé s’il est fermé sous les
opérations rationnelles. La cloture rationnelle d’un sous-ensemble M C K((A)) est le
plus petit sous-ensemble de K((A)) contenant M et qui est rationnellement fermé. Une
série formelle S € K((A)) est K-rationnelle si c’est un élément de la cloture rationnelle

de K((A)). L’ensemble de toutes les séries K-rationnelles est dénoté par K" ((A)).

Proposition 1.6. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. 111.2.1) La série carac-

téristique d’un langage rationnel est une série rationnelle.

Définition 1.7. Une série formelle S € K((A)) est dite reconnaissable s’il existe un

entier n > 1, un morphisme de monoides
/j/ — A* — Kan’

et deux matrices A € K" et v € K™*! telles que pour tout mot w, le coefficient de w
dans S, noté (S, w) est égal a
(S, w) = Ap(w) 7.

Dans ce cas, le triplet (A, p, ) est appelé la représentation linéaire de S et n, sa dimen-
sion.
Le résultat fondamental suivant est dit & Schiitzenberger (Schiitzenberger, 1961).

Théoréme 1.8 (Schiitzenberger). Une série formelle est rationnelle si et seulement si

elle est reconnaissable.
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1.3 Séries rationnelles en une variable

Soit K un corps. Lorsqu’on se restreint a une seule variable, on a K((A)) = K][[z]]

(K(A) = K[z]), 'anneau des séries (polynomes) en une variable.

Proposition 1.9. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. V.1.1) Une série S est
rationnelle si et seulement s’il existe deuz polynoémes P(x) et Q(x) dans K[z] tels que
Q(0) =1 et que S est la série obtenue en développant la fraction rationnelle P(x)/Q(x).
o
Théoréme 1.10. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. V.1.2) Soit S = Z anx".

n=0
S est rationnelle si et seulement s’il existe q1, g2, ..., qr € K tels que pour n suffisam-

ment grand, anir = q1 Q-1+ ... + Q An.

A la relation de récurrence linéaire Gntk = Q1 Qntk—1 1 - - - + qx an la plus courte corres-

1

[e.e]
pond le polynome z¥ — giz#~1 — ... — i, appelé le polynome minimal de S = Z anpx".

n=0

Définition 1.11. Une série rationnelle est réguliére si elle admet une représentation

linéaire (A, u, ) telle que pu(x) est une matrice inversible.

Définition 1.12. Le produit de Hadamard de deux séries formelles S et T est la série
S ® T définie par
(SOT, w) = (S, w) (T, w).

Définition 1.13. Supposons que K soit de caractéristique 0. Soit A le groupe mul-
tiplicatif K\ 0 et soit = une variable. Considérons l'algebre K[z][A] du groupe A sur
lanneau K[z]. C’est en particulier une algebre sur K. Un élément de K[z][A] est appelé

un polynoéme exponentiel.
Théoréme 1.14. (voir (Berstel et Reutenauer, 2008b), Prop. V.2.1) Soit K un corps
algébriquement clos. La fonction qui associe a un polyndme exponentiel

> Py(x) A € K[z][A]

AEA

la série rationnelle réguliére

o
E an "
n=0
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définie par

an = Z Py(n) A"

AEA

est un isomorphisme de K-algébres de K[z][A] vers l'algébre de Hadamard des séries

rationnelles réguliéres.
Définition 1.15. Soit f(z) = % une série rationnelle, ot Q(z) = 1 — 1z — g 7% —

... — @ 2¥. Les racines de Q(z) sont appelées les poles de f(z) tandis que les racines du

polynéme réciproque Q(x) sont appelées les valeurs propres de f(x).

Remarque 1.16. La multiplicité de la valeur propre A est égale & 1 + deg(Py), o Py

est le polynome associé & A défini au Théoréme précédent.

Corollaire 1.17. Soit S = > a, 2™ une série rationnelle sur un corps algébriquement

clos de caractéristique nulle K.

(i) Pour un n suffisamment grand, on a
i =3 ()AL, (1)

0u A1, ..., Ap € K\ {0} et Pi(z) € Kz].
(ii) L’expression (1.1) est unique si les valeurs propres A\; sont distinctes. En par-

ticulier, les valeurs propres non nulles de S sont les \; telles que P; # 0.

1.4 Séries N-rationnelles

On va s’intéresser a une sous-classe particuliére des séries rationnelles en une variable :
les séries N-rationnelles; i.e. les séries & coefficients entiers non négatifs obtenues par une

suite finie d’opérations rationnelles de polynomes a coefficients entiers non négatifs.

Définition 1.18. Une série est N-rationnelle (en une variable) si elle est obtenue par

un nombre fini de sommes, de produits et d’étoiles de polynémes & coefficients dans N.

Définition 1.19. Soit Q(z) un polynome de degré k, on définit le polynome réciproque
de Q(x) comme étant le polynome Q(z) = z* Q(z7%).
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Le théoréme suivant, da a Berstel (Berstel, 1971), établit une condition nécessaire des

séries N-rationnelles.

Théoréme 1.20 (Berstel). Soit f(x) une fonction N-rationnelle qui n’est pas un poly-
nome. Soit p le minimum des modules des poles de f(x). Alors p est un pole de f(x) et

tout pole de f de module p est de la forme pf, ot 0 est une racine de ['unité.

On remarque que le minimum des modules des poéles d’une série rationnelle est le rayon
de convergence de la série associée. Une conséquence directe de ce théoréme nous assure

qu’une série N-rationnelle a un pole réel positif qui est de module minimum.

Définition 1.21. Une valeur propre de f(x) est dite dominante si elle est unique, réelle,

positive et strictement plus grande que le module de toute autre valeur propre de f(z).

Le théoréme suivant, di a Soittola (Soittola, 1976) énonce une condition suffisante as-

surant la N-rationalité d’'une série formelle.

Théoréme 1.22 (Soittola). Une série Z-rationnelle ayant une valeur propre dominante

et tous ses coefficients positifs ou nuls est N-rationnelle.

On retrouve une autre démonstration dans (Katayama, O. et Enomoto, 1978) et plus
récemment, dans (Berstel et Reutenauer, 2008a). Par définition, une série N-rationnelle
a nécessairement des coefficients dans N mais une série & coefficients entiers non négatifs
n’est pas en général N-rationnelle. Par exemple, considérons la série suivante due & Gessel

(Gessel, 2003)
f(z) =z +42> 4+ 2% + 144 2% + 361 2° + 484 2° 4+ 19321 27 + 2822425 + 128881 2" + ...

est une série a coeflicients entiers non négatifs engendrée par la fraction

xz+ 5’
1+x—522—-12523’

n’étant pas une série N-rationnelle. En effet, les valeurs propres sont 5, —3 + 417 et

—3 — 44; ces 3 valeurs propres sont toutes de module 5; ainsi, il n’y a donc pas de
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valeur propre dominante. On trouve d’autres exemples dans (Eilenberg, 1974), Exemple

VIIL.6.1, (Salomaa et Soittola, 1978) Exercice 11.10.2 ou (Berstel et Reutenauer, 1984)

Exercice V.2.2.



CHAPITRE I1

POLYNOMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDERES

La caractérisation des polyndmes caractéristiques, connue dans la littérature sous 1’ap-
pellation (N)IEP ((nonnegative) inverse eigenvalue problem) est un probléme qui per-
dure depuis longtemps. Ce probléme consiste & déterminer les conditions nécessaires et
suffisantes afin qu’un ensemble de nombres complexes soit le spectre d’une matrice. Par-
ticulierement, on s’intéresse au cas ol les matrices doivent étre non négatives. Boyle et
Handelman (Boyle et Handelman, 1991) ont défini ces conditions permettant de nous
garantir qu’un ensemble de nombres complexes soit le spectre d’une matrice carrée a
coefficients réels non négatifs. Kim, Ormes et Roush (Kim, Ormes et Roush, 2000) ont
établi et démontré les conditions nous assurant qu’un ensemble de nombres complexes

soit le spectre d’une matrice carrée a coefficients entiers non négatifs.

On va rappeler la définition d’'un polynome de cliques associé & un graphe simple non
orienté C' et on va généraliser ce polynéome en pondérant chaque sommet de C par des
entiers positifs. On appelle ce polynome le polyndme de cliques de graphes pondérés. Le
Théoréme 2.4 stipule que ’ensemble des polyndémes de cliques pondérés coincide avec
I’ensemble des polynomes de la forme det(1 —x M), ou M est une matrice & coefficients

entiers non négatifs.



CHAPITRE 2. POLYNOMES DE CLIQUES DE GRAPHES PONDERES 15
2.1 Polynomes de cliques et polynémes caractéristiques

Soit C' un graphe simple non orienté. Le polynome de cliques, également appelé polyndome
de dépendance, a été introduit par Fisher (Fisher, 1989) et est défini comme la somme
des monomes (—1)? x%, ot1 i est une clique de degré i de C'; i.e. un sous-graphe complet

sur 4 éléments de C.

Exemple 2.1. Le polynome de cliques du graphe suivant vaut 1 — 42 + 422 — 2.

C=

Figure 2.1 Graphe simple.

Pour connaitre des propriétés et résultats concernant ce polyndéme on peut consulter (Ha-
jialbolhassan et Mehrabadi, 1998), (Goldwurm et Santini, 2000), (Goldwurm et Saporiti,
1998) et (Levit et Mandrescu, 2005).

On va généraliser ce polynoéme en pondérant chaque sommet s de C' par un entier positif
ds dit degré de s. Soit B une clique, on définit le degré de B : deg(B)=la somme des

degrés des sommets de B.

Définition 2.2. Soit C' un graphe simple dont les sommets sont pondérés par des entiers
positifs. Le polynéome de cliques du graphe pondéré C, noté Pco(x), est la somme des

|B| pdeg(B)

monomes (—1) , ou B est une clique de C. Si tous les ds = 1, on est ramené au

polynome de cliques.

Exemple 2.3. Reprenons 'exemple précédent et pondérons chaque sommet par un

entier positif
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1 2

Figure 2.2 Graphe simple pondéré.

Le polynéme de cliques du graphe pondéré C' est

Po(z) = 1-Q2a+2%+2%+ (2* +22° +2*) — 2*

= 1-2z+ 25

Considérons maintenant une autre classe de polynomes. Soit M une matrice carrée a
coefficients entiers non négatifs, considérons le polynome det(1—z M), ou 1 est la matrice
identité de la taille appropriée. Ce polynome est le polyndme réciproque du polynome

caractéristique de M.

Théoréme 2.4. Les polyndémes de cliques pondérés coincident avec les réciproques de
polyndmes caractéristiques de matrices carrées a coefficients entiers non négatifs. Autre-
ment dit, les séries génératrices des monoides gradués partiellement commutatifs libres
coincident avec les séries de la forme det(1—x M)~ ot M est une matrice a coefficients

dans N.

Remarque 2.5. On sait par la théorie de Cartier-Foata que si f = 1/det(1 —xz M), ou
M est une matrice a coefficients entiers non négatifs, alors F'(x) est N-rationnelle. La

réciproque n’est pas valide. En effet, soit

1

F = .
() 1—3x+52%2—823
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Cette série, provenant de (Barcucci et al., 2001), est N-rationnelle puisque

F(z) = 14+3z+422+52°+192% +642° + 13725 + 24327 4 17745 212
+AB (2287904 2'® + 171059648 2** + 33080 z'? + 2637120 2'? + 3922® + 50944 2"
+ 13442° + 70848 2'° + 30322'0 + 144704 20 + 5512 2" + 487424 2'7)
+A (7275452 + 9963 2" 4+ 164 2° + 2052 + 77920 + 2624 2'1)
+A? B (10192728000 2*° + 139579200 *° + 2297600 °° + 2872000 °! + 10913600 2**

+367616002%)
ou

= (412%),

= (8125 + 7616 2'% + 574400 28 A)*.

Cette expression rationnelle a été obtenue a l'aide du paquetage RLangGFun (Maple),
créé par C. Koutschan (Koutschan, 2005) ou (Koutschan, 2008). Il est impossible de
construire un graphe simple ayant 3 sommets tous pondérés par 1, et 5 arétes. Ainsi,
par le Théoréme 2.4, il n’y a pas équivalence entre ’ensemble des séries de la forme
(det(1 — 2 M))~!, ott M est une matrice & coefficients dans N et I’ensemble des séries

N-rationnelles qui sont des inverses de polynoémes.

2.2 Monoides partiellement commutatifs libres

On va introduire la théorie des monoides partiellement commutatifs libres de Cartier et
Foata (Cartier et Foata, 1969). On peut consulter la version électronique de ce livre sur

le site du séminaire lotharingien de combinatoire.
Définition 2.6. Un circuit est une classe de conjugaison de chemins fermés sans point

double dans un graphe orienté.

Soient C' un graphe simple non orienté et A I’ensemble des sommets de C'. Considérons le

monoide libre A* sur A. On définit la congruence ~¢ engendrée par les relations ab ~¢ ba
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si {a, b} est une aréte de C'. On définit ainsi le monoide partiellement commutatif libre

A*/ ~¢. On note [a] la classe d’équivalence de la lettre a.

Un sous-ensemble B de A est une partie commutative si elle est finie, non vide et si

deux de ses éléments commutent deux & deux modulo ~¢. On pose alors [B] = H [a]

et [1] = 1.

Définition 2.7. Soit K((A*/ ~¢)) la K-algebre des séries partiellement commutatives.
On définit les séries partiellement commutatives

¢ = >

UEA* [~c

wo= Y (-nPm,

BCA

ou la somme est sur toutes les parties commutatives B de A.

Théoréme 2.8 (Cartier-Foata).

pC=Cp=1 (2.1)

Soit D un graphe orienté, on construit le graphe des circuits C (graphe non orienté) de
D comme suit : les sommets de C sont les circuits de D et deux sommets sont reliés
par une aréte si les circuits correspondants sont disjoints dans D. On pondére chaque

sommet de C' par la longueur du circuit de D correspondant & ce sommet. Nous noterons

C =n(D).

Soit M la matrice d’adjacence de D. En développant le déterminant det(l — = M) en

utilisant la formule impliquant les permutations et en décomposant celles-ci en cycles,

on a
det(l —x M) = Z glenl el
{c1,..,ck}
ou k € N, {c1, ..., ¢} est un ensemble de k circuits, ou |¢;| représente la longueur de
C;.

Ainsi, det(1 — x M) est le polynéme de cliques du graphe pondéré C.
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Exemple 2.9. Considérons le graphe orienté D ci-dessous :

Figure 2.3 Graphe orienté D.

Son graphe des circuits C' est

Z

Figure 2.4 Graphe des circuits C.

Son polyndéme de cliques de graphe pondéré est Po(z) =1 — 22 — 2% — 23 + 22 + 2 =

1
1
0
0

1-2zx—a23+2t=det(l—2z M), ot M =

(x
1 0
1 1
0 0
10

la matrice d’adjacence de D.

Dans le but de prouver que tout polynome de cliques de graphes pondérés est de la forme

det(1 — 2 M), on ne peut pas inverser la derniére construction. En effet, ’application

7w : D — C de ’ensemble des graphes orientés vers 'ensemble des graphes simples n’est

pas surjective, comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 2.10. Soit C' le graphe
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1
1 . 1
o — 0

Figure 2.5 Graphe simple.

dont les sommets sont tous de degré 1. Son polynéme de cliques vaut 1 — 3z + 2. Or, il
n'y a pas de graphe orienté D tel que m(D) = C'; sinon D aurait 3 boucles de longueur

1 tel qu’exactement 2 d’entre elles seraient disjointes, ce qui est impossible. Cependant,
2 1

11

onal—3z4+z2=det|1—=z

2.3 Théoréme de Kim, Ormes et Roush

Dans leur caractérisation des polynomes de la forme det(1—xzM), ou M est une matrice
primitive & coefficients dans N, Kim, Ormes et Roush (Kim, Ormes et Roush, 2000) ont

démontré en particulier le théoréme suivant.

k

Théoréme 2.11 (KOR). Un polynome P(x) = H (1= x), ot les \; sont des nombres
=1

complezes non nuls, est de la forme det(1 —x M) ot M est une matrice carrée a coeffi-

cients entiers non négatifs si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) les coefficients de P(x) sont tous entiers ;

(2) il y a un indice i tel que A\; > |\;|, pour tout j #i;

(8) tron(A, ..., Ag) >0, pour tout n > 1, ou
_ n d d
tra(, .. /\k)_;u(d> (A1+...~|—>\k).

On va démontrer que Pc(x) vérifie ces trois conditions afin de démontrer qu’il est le
polynéme réciproque de det(1 — xM). Par sa construction, Po(x) satisfait la premiére

condition.

Soient B un sous-ensemble commutatif de A et deg(B) son degré. En appliquant la
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transformation a — x9°8(®) 3 Péquation (2.1), on obtient

1 1
E lul —
T . 2.2
u€A* /~c z (_1)|B| xdeg(B) PC($) ( )

B

Ainsi, %@) est une série génératrice d’un monoide partiellement commutatif libre. La-

londe (Lalonde, 1995) a démontré que tout monoide partiellement commutatif libre se

factorise en éléments de Lyndon.

Théoréme 2.12. Soit M un monoide partiellement commutatif libre. Il existe un sous-
ensemble L de M totalement ordonné tel que que tout élément m € M a une unique

factorisation m =Ly ... 4y, o0, {; €L, i € [n] et b1 > ... > L.
Corollaire 2.13. La série génératrice d’un monoide partiellement commutatif libre M

ﬁ <1_1x">an’

n=1

s’éerit

ol ay, est le nombre de £ € L de degré n.

Démonstration. Du théoréme précédent, on a

oouw o= JJa+e+2+.0)

UEA* [~c leLl

B <1—1€1> <1—1€2>‘”

En envoyant chaque lettre de £ sur z, on a

3 u:ﬁ<1_1xn)a",

UEA* [~c
ol o, est le nombre de mots de L de degré n. O
Corollaire 2.14.
1
Ay = E trn()\l, ey /\k), (2.3)

o

trn()\l,...,)\k):Zu<g) (A?+...+Ag).

d|n
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Démonstration. Du corollaire précédent, on a

ue;NCUIME(lxn) K (2.4)
i=1

Du coté gauche de ’équation (2.4) on a

d
1 1 1
A A T :eXP{Z, lnm}
|| (1—-X\iz) ;

=1

=1 j=1 7j=1 \i=1
> . :1;.7 0 1 Qn
= exp Ztrj()\l,...,)\k)—, :H<1_xn> , (2.5)
j=1 J n=1
k .
ot tri(Ay, ..., Ag) = Z )‘il' Prenons la dérivée logarithmique et multiplions par x de

d=1
part et d’autre de ’équation (2.5). Du c6té gauche on a

d = x7 d [ 7
T In (exp {Ztrj()\l, cey )\k)j} =T Ztr’()\l, cey )\k)7

=1

> d 2/ = j i1

= Z tri (A, oy ) 2l (2.6)
=1

Du coté droit on a

d [ .
_ d_@ —anln(l—wn)>=$; a2 (n(1 = ")
o] N n—1 o0 n
= xnzz:l Qp 1n_xxn _nzz:an 1n_wxn
=Y S apman 27)
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En combinant les équations (2.6) et (2.7), on obtient

i tri(Ag, ..., )\k)xj = i iammxm".
j=1

En comparant les coefficients de ™ de part et d’autre, on a
tTj()\l, cey Ap) = Z dayg.

En utilisant la formule d’inversion de Md&bius, on a
no, = Z ,u(ﬁ> <X11+...+)\g>
d| d
n

1
> O0p = —trn()\l,...,)\k).
n

Du Corollaire 2.14, on a
1 n d d
=LY 0(3) ()
d|n
ol «, désigne un certain nombre de mots; d’ou a,, > 0. Ainsi, le polynome de cliques

pondéré satisfait la 3¢ condition du Théoréme 2.11.

La vérification que Pco(x) satisfasse la seconde condition nécessite certains résultats
provenant notamment de la théorie des séries rationnelles, de la théorie des graphes, de
la théorie de Perron-Frobenius ainsi que du résultat suivant que nous démontrerons plus

loin.

o0
1
Proposition 2.15. Soit la série formelle F(x) = Z fnax™ = ———. Sile graphe com-
= FPo(z

)

plémentaire C est conneve et si les degrés d, des sommets s de C' sont relativement

premiers, alors cette série a une racine dominante unique qui est simple.

Une lettre a est lide & une partie B de A si soit a € B, soit il existe une lettre de B avec
laquelle @ ne commute pas. Si By et Bs sont 2 sous-ensembles commutatifs de A, on dit

que Bsy est lié & By si toute lettre de Bs est liée a Bj.
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Définition 2.16. Le graphe de Cartier-Foata D est le graphe orienté dont les sommets

sont les sous-ensembles commutatifs de A, avec une aréte By — By si Bs est lié & Bj.

L’ensemble des chemins de ce graphe s’identifie & ’ensemble des formes normales de
Cartier-Foata (voir la notion de V-décomposition dans (Cartier et Foata, 1969), Section

L3).

Théoréme 2.17 (Cartier-Foata). Tout élément w € A*/ ~c admet une unique forme

normale de Cartier-Foata w = [B1][B2]...[Bk|, ot Biy1 estlié a B;,i=1, ..., k— 1.

Définition 2.18. Un graphe orienté est fortement conneze si pour tous sommets s et ¢

de ce graphe, il existe un chemin de s vers t.

Lemme 2.19. Soit C le graphe des non commutations. Si C est connexe, D est un

graphe fortement conneze.

Démonstration. 1l suffit de montrer que le graphe orienté D de Cartier-Foata a un sous-
graphe D tel que D; soit fortement connexe et que pour tout sommet s de D, il existe

un chemin de s & Dy et un chemin de D7 & s.

Construisons D; & partir de 'ensemble B de tous les singletons de D : B = {a}, a € A.
Notons que si a, b € A ne commutent pas modulo la congruence ~¢ ou si a = b, alors
{b} est lié avec {a}. Ainsi, D; a des arétes a — b et b — a pour toutes lettres a, b € A

telles que a — b soit une aréte de C. Donc, si C est connexe, D; est fortement connexe.

Maintenant, soit B un sommet de D. Si b € B, alors {b} est li¢ & B, donc, il y a
une aréte B — {b} dans D. Il reste a& montrer qu’il y a un chemin dans D de D
vers B. On peut supposer que |B| > 2. On le démontre par récurrence sur |B| et sur
d(B) = min{d(by, bg) | b1, ba € B, by # by}, ot d est la distance dans le graphe C';

puisque B est un sous-ensemble commutatif de A, d(B) > 2.

Soit a € A. Définissons By ={b€ B | a—be€ C} et B'= (B\ By) U {a}. Donc B’ est
commutatif. De plus B est lié¢ avec B’ : en effet, si b € B alors soit b € B\ By C B’, soit

b € By et b ne commutent pas avec a par construction. D’ou B’ — B dans D.
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Supposons tout d’abord que d(B) = 2. Alors, il existe 2 sommets by, by € B tels que
d(b1, by) = 2 et on peut trouver a € A et les arétes by —a — by dans C. Alors By ci-dessus

satisfait |B1| > 2 = |B’| < |B] et on peut conclure par induction sur |B].

Supposons que d(B) > 3. On peut trouver 2 sommets by, by € B tels que d(by, by) = d(B)
et d’'oit a € A tel que a — by dans C et d(a, by) = d(by, by) — 1 > 2. Alors B satisfait
|B1| > 1, d’on |B’| < |B|. De plus, a, bs € B’ (puisque by € By, autrement d(a, b)) = 1),
donc d(B') < d(B). Et on conclut par récurrence sur d(B). O

Exemple 2.20. Soit C' le graphe a
°
C=

Figure 2.6 Graphe des commutations.

Son graphe complémentaire est a

Figure 2.7 Graphe complémentaire.

Les sous-ensembles commutatifs de C' sont By = {a}, By = {b}, B3 = {c} et By = {b, c}.

Le graphe de Cartier-Foata est

Figure 2.8 Graphe de Cartier-Foata.
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Définition 2.21. Une matrice entiére non négative polynomiale est une matrice carrée
dont les entrées sont dans x N(z); i.e. les entrées sont des polynomes en la variable x de

terme constant nul & coefficients entiers non négatifs.

Soit M = M; ; une telle matrice, on va construire une matrice N a coefficients entiers non
négatifs. Cette construction est appelée le procédé de linéarisation. Soit r la dimension de
M, on construit r sommets étiquetés de 1 a r. Prenons l'entrée M; ; qui est de la forme
a1z + azx® + ... ap 2¥. En rajoutant des nouveaux sommets entre i et j, on construit
ap chemins de longueur h entre les sommets ¢ et j, h = 1, ..., k. On obtient ainsi un

graphe orienté dont la matrice d’adjacence est N.

Proposition 2.22. (voir (Boyle, 1993), Section 5.3) Soient M et N deur matrices
définies au paragraphe précédent, alors det(l1 — M) = det(1 —xz N).

0 22
Exemple 2.23. Soit M = .Onadet(l—M)=1-2—2%—-22° On
22% z+ a3

lui associe le graphe

Figure 2.9 Graphe orienté obtenu par le procédé de linéarisation.
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Sa matrice d’adjacence N est

_O 100 0 0O0O0 0_
001 0O0O0O0O0OOQO
001101010
00 0O01O0O0O0OP
N=1001000000
00 0O0O0OO0OT1QO0OQO0
10000O0O0O0OO
00 0O0O0O0OO0OTO 01
100 000O0O0O0

Onadet(l—xN)=1-x—a23—22°=det(1 — M).

Définition 2.24. Une matrice M est dite réductible s’il existe une matrice de permu-

tations P telle que

PMP = A4 B ,
0 C

ou A et C sont des matrices carrées de dimensions supérieures ou égales a 1. S’il n’existe

pas une telle matrice de permutations, alors M est dite irréductible.

Définition 2.25. Un graphe orienté est dit irréductible si sa matrice d’adjacence est

une matrice irréductible.

Le résultat suivant est bien connu.

Lemme 2.26. Soit M une matrice, M est irréductible si et seulement si le graphe G

dont M est sa matrice d’adjacence est fortement conneze.

Définition 2.27. Une matrice non négative M est dite primitive s’il existe un entier
k > 1 tel que tous les coefficients de M* soient strictement positifs. Il s’ensuit qu’une
matrice primitive est irréductible. Un graphe est primitif si et seulement si la matrice

d’adjacence est primitive.
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Définition 2.28. L’indice d’imprimitivité d'un graphe fortement connexe est le plus

grand commun diviseur des longueurs des chemins fermés de ce graphe.

Théoréme 2.29. (Voir (Marcus, Roth et Siegel, 2001), Prop. 3.8) Un graphe irréductible

est primitif si et seulement si l'indice d’imprimitivité est égal a 1.

Définition 2.30. On appelle rayon spectral d’une matrice carrée le maximum des mo-

dules des valeurs propres.

Théoréme 2.31 (Perron). (voir (Boyle, 2005), Thm 2.2) Soit M une matrice primitive
a coefficients dans Ry de rayon spectral \. Alors A est une racine simple du polynéme
caractéristique qui est strictement supérieure au module de toute autre valeur propre. De

plus, le vecteur propre associé a A comporte uniquement des valeurs strictement positives.

Démonstration de la Proposition 2.15.

1. Soient A Iensemble des lettres et D le graphe de Cartier-Foata. A ce graphe, on
associe la matrice d’adjacence M, ot les lignes et les colonnes sont indexées par les sous-
ensembles commutatifs de A, et la donnée en la position (B, Bs) est 29e9(B2) - Cette
matrice est une matrice non négative polynomiale. Soit Ap le vecteur ligne ayant des 1

en position B et 0 ailleurs, et v le vecteur colonne ayant seulement des 1.

2. Soit ¢ un nouveau symbole et définissons un nouveau graphe orienté E’ en ajoutant
le sommet o et les arétes ¢ — B pour tout sommet B dans D’. Clairement, I’ensemble
des formes normales de Cartier-Foata est en bijection avec ’ensemble des chemins dans

E' débutant en o.
3. Il s’ensuit que la série de Hilbert de A*/ ~¢ est
1+ 295 B A p My,
B
ou B parcourt ’ensemble de tous les sous-ensembles commutatifs de A.

4. Par le procédé de linéarisation, on associe & M une matrice carrée N a coefficients dans

N telle que tout coefficient de M* est égal a la somme des coefficients de (zN)*. Puisque
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C' est connexe, on a du Lemme 2.19 que D est fortement connexe. Par conséquent, N
est une matrice irréductible par le Théoréme 2.26. De plus, comme les entrées de la
diagonale de M contiennent z% et comme les dg sont supposés relativement premiers,

alors NV est une matrice primitive par le Théoréme 2.29.

5. On en déduit que cette série formelle s’écrit comme 14 une somme non triviale de

termes de la forme z* (xN)f;, k €N

6. Comme N est primitive, on a du théoréme de Perron que ses valeurs propres, comptées
avec leurs multiplicités sont Ay, ..., Ay, avec A\; > |Aa|,..., |Am| et A1 est simple. Par

la forme normale de Jordan et du Théoréme de Schiitzenberger, chaque série (zN)! ; est

rationnelle. Du Corollaire 1.17, ces séries sont de de la forme ) -, a, 2", avec

an = h A} + Z Py(n) AL,
s=2

pour n suffisamment grand.

7. Le coefficient dominant h, doit étre positif. En effet, comme N est primitive, on
a N? strictement positif pour une certaine puissance g. Alors, pour tous indices u, v,
Antag = (N™T29); 5 > (N9); o (N")y v (N9)y,j; donc (N™)y » < Capiag, pour une
certaine constante C. Donc, si h = 0, alors R" s’accroit plus lentement que AT, contra-

diction. Donc h # 0 et h > 0 puisque a,, > 0 et a,, ~ h AT, lorsque n — oo.

k

8. Notons que si a, a un coefficient dominant positif, alors =% a, également. Ce qui

implique par l’étape 5 que (f,,) a A\; comme racine dominante, qui est simple.

On peut maintenant démontrer que Pc(z) vérifie la condition (i) du Théoréme de Kim,

Ormes et Roush. Supposons d’abord que les deux conditions de la Proposition 2.15 soient

ds

satisfaites : i.e. C est connexe et les degrés ds des monomes %, ol s est un sommet,

sont relativement premiers. La Proposition 2.15 implique que %@) = > 50 fnx™ et
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pour un n suffisamment grand,

¢
fo=hXI+> " Pi(n) A},
i=2
avec A1 > |Aof,..., [Ae et b # 0. Ils’ensuit que Y, - fn 2" est la somme d’un polynome,
de % et d’une combinaison C-linéaire de fractions de la forme —2%— i > 2. Donc, le
1z (1-X; )

dénominateur Pc(z), est un produit de (1—\; ) avec des facteurs de la forme (1—\; x)¢,

ce qui démontre (ii).

Il reste a relaxer les deux hypotheéses de la Proposition 2.15. Si C' n’est pas connexe,
alors le polynome de cliques pondéré de C est un produit de plus petits polynémes de
cliques pondérés. Il suffit alors de prendre pour M la somme diagonale des matrices

correspondantes.

Si les entiers dg ne sont pas relativement premiers, soit p leur plus grand diviseur commun
et on prend comme nouveau degré % ds. Cela suffit pour montrer que toute matrice carrée
M ayant des coefficients entiers non négatifs, det(1 — z M) |,—,» est aussi de la forme
det(1—z M"), pour une quelconque matrice M’ sur N. Ce qui est démontré en appliquant

une fois de plus le procédé de linéarisation.



CHAPITRE III

POLYNOMES DE CLIQUES GENERALISES

On va définir les polyndmes de cliques généralisés et on va montrer que I’ensemble de ces
polynémes coincide avec les polynomes de la forme det(1 —x M), ou M est une matrice
a coefficients réels non négatifs (Théoréme 3.3). La démonstration de ce résultat est
similaire & celle du Théoréme 2.4 sauf qu’on va utiliser le théoréme spectral de Boyle et
Handelman (Boyle et Handelman, 1991) au lieu de celui de Kim, Ormes et Roush (Kim,
Ormes et Roush, 2000). Par ailleurs tous les résultats utilisant les monoides partielle-
ment commutatifs libres (Cartier et Foata, 1969) seront utilisés de maniére analogue en

appliquant la spécialisation a — oy 2% 3 toute lettre du monoide A* / ~c.

3.1 Polynomes de cliques généralisés

Nous avons vu au Chapitre 2 le polyndéme de cliques associé & un graphe simple C'. On
va généraliser ce polyndme en associant a tout sommet s de C' un monéme de la forme
asz®, o, € Ry et dy € N. Si tous les a; valent 1, on est ramené au polynoéme de cliques
de graphes pondérés Po(z). De plus, si tous les dg = 1, on retrouve le polynoéme de
cliques. Soit B un sous-ensemble de sommets, on définit le degré de B par H o 2%
seB
Définition 3.1. Soit C un graphe simple dont les sommets sont pondérés par des mo-

nomes de la forme a,x%, ay € Ry et dy € N. Le polynome de cliques généralisé de C

est défini par

PGe(z) =1+ (-7 (H a de) :
B

seB
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ot la somme parcourt tous les sous-graphes complets B de C.

Exemple 3.2. Le polynome de cliques généralisé du graphe pondéré suivant

B’ Y

= or Sx3

Figure 3.1 Graphe simple pondéré

est PGo(x) =1—az— B2 —yz—d623 +adat +apa®+pByad +aya? —aByat

Considérons maintenant une autre classe de polynémes. Soit M une matrice carrée
coefficients réels non négatifs et soit le polynome det(l — z M), ou 1 est la matrice
identité de la taille appropriée. Ce polyndme est le polynome réciproque du polyndme

caractéristique de M.

Théoréme 3.3. Les polynémes de cliques généralisés coincident avec les réciproques de

polyndmes caractéristiques de matrices carrées a coefficients réels non négatifs.

Soit M une matrice & coefficients réels non négatifs ; on va montrer que det(1 —zM) est

un polynome de cliques généralisé.

Soient D un graphe orienté et M sa matrice d’adjacence. On construit le graphe des
circuits C de D de la méme maniére qu’au chapitre précédent. On pondére chaque

ds

sommet s de C par asx®, ol ay € Ry est le produit des poids de chaque aréte du

circuit correspondant & s et ds est la longueur du circuit.

En développant le déterminant det(1 —x M) par la formule impliquant les permutations

et en décomposant celles-ci en cycles, on a

k
det(l—azM)= > (-1 (H aﬁ) glenkrFlexl
e}

{017"'7 i=1
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ou k € N, {ci1, ..., ¢x} est un ensemble de k circuits simples (sans sommet répété)

k

disjoints, ou |¢;| représente la longueur de ¢; et ou H o, est le poids total des circuits

=1

composant la permutation. Par définition du polynéme de cliques généralisé, on a det(1—

M) = PG¢(x). Ce qui démontre que det(1—a M) est un polynome de cliques généralisé.

a f
. gl
Exemple 3.4. Soit M =
0 0
0 €

jacence du graphe D suivant.

o O o O

0
0
1

,ou a, B, 7,0, e € Ry. M est la matrice d’ad-

Figure 3.2 Graphe orienté pondéré.

Son graphe des circuits C' es

t

axﬁw

ea:

Figure 3.3 Graphe des circuits.

Son polynoéme de cliques généralisé vaut

PGeo(z) =

l—azx—~z

det(l —x M).

—Ba®—dex® +aya? tadx

4
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Dans le but de prouver que tout polynome de cliques généralisé est de la forme det(1 —
x M), il ne suffit pas d’'inverser la derniére construction. L’exemple 2.10 montre qu’un

graphe simple n’est pas toujours le graphe des circuits d'un graphe orienté.

3.2 Théoréme de Boyle et Handelman

Ainsi, afin de que le polynome de cliques généralisé est le polynome réciproque de det(1—
xM), o M est une matrice & coefficients réels non négatifs, on va utiliser le résultat

fondamental suivant de Boyle et Handelman (Boyle et Handelman, 1991).

k

Théoréme 3.5 (Boyle et Handelman). Un polynome P(x) = H (1 =X ), ou les \;
i=1

sont des nombres complexes non nuls, est de la forme det(1—x M) ou M est une matrice

carrée a coefficients réels non négatifs si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) les coefficients de P(x) sont tous réels ;
(2) il y a un indice i tel que A\; > |\;|, pour tout j #i;

(3) soient n > 1 et m > 1 deux entiers positifs,

k
(i) tr™(A, oo Ak) =D AT >0,
=1

(’L"i) t?‘n()\l, cee )\k) >0= tr”m()\l, ceey )\k) > 0.

On va démontrer que PG (z) vérifie ces trois conditions.

Remarque 3.6. Il est connu qu’une série F'(z) de la forme (det(1 —x M))~! avec M
une matrice carrée réelle non négative, est R, -rationnelle. Cependant, la réciproque n’est

pas vraie. En effet, soit
1

F = .
(z) 1—3x+522—823

Au chapitre 2, on a vu que cette série est N-rationnelle. On a

PGo(z) =1+ (-1)e;a’,
=1
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ou e; est la i€ fonction symétrique élémentaire (voir (Macdonald, 1995)). Puisque p,, =
k

tr"(A1, ooy Ag) = Z)\?, ou p, est la n® fonction symétrique somme de puissances, si
=1

on suppose que 1 — 3z + 522 — 823 est de la forme det(1 — M), on aurait que

pQZE%—2€2:32—2-5:—1<0.

Du Théoréme 3.5, 1 — 32 + 522 — 823 n’est pas le spectre d’une matrice carrée a

coefficients réels non négatifs.

Par construction de PG¢(z), la premiére condition du Théoréme 3.5 est satisfaite. Pour
vérifier que le spectre de PG (x) satisfasse la seconde condition du Théoréme 3.5, il va
falloir utiliser un résultat suivant qui est une généralisation de la Proposition 2.15 et que

nous démontrerons plus loin.

une série formelle. Si le graphe

o)

complémentaire C est connexe et si les degrés dg des poids o x% des sommets s de

o
1
P iti 3.7. Soit F = "=
roposition oit F(x) ngzo fnx PC

C sont relativement premiers, alors cette série a une racine dominante unique qui est

simple.

Remarque 3.8. Le procédé de linéarisation défini au chapitre précédent s’applique
également a une matrice réelle non négative polynomiale. En effet, soit M une telle

matrice, on va construire une matrice & coefficients réels non négatifs.

Soit r la dimension de M, on construit » sommets étiquetés de 1 & r. Prenons 'entrée
M; ; qui est de la forme a1z + as z2 4+ ... apz". En ajoutant des nouveaux somiets,
on construit k£ chemins entre les sommets ¢ et j comme suit. Chaque chemin sera de
longueur h, h = 1, ..., k, la premiére aréte de ce chemin aura le poids a; tandis que
les autres arétes seront toutes de poids 1. On obtient ainsi un graphe orienté dont la

matrice adjacente est N.

Proposition 3.9. Soient M et N deux matrices définies au paragraphe précédent, alors

det(1 — M) =det(l —z N).

La preuve est identique a celle de la démonstration de la Proposition 2.22.



CHAPITRE 3. POLYNOMES DE CLIQUES GENERALISES 36

. 0 az? . .
Exemple 3.10. Soit M = . On lui associe le graphe

pa® yx+dad

Figure 3.4 Graphe orienté pondéré obtenu par le procédé de linéarisation.

Sa matrice d’adjacence N est

(0 3000 0 0]
0010000
0 0v 6§ 0 a O
N=|00001200
0010000
0000001
10000 0 0

Onadet(l—M)=det(l—-aN)=1—vx -5z —apa’.

Démonstration de la Proposition 3.7.

Soit C le graphe simple non orienté pondéré associé & PG¢(z). Soit C’ le graphe obtenu
de C en étiquetant chaque sommet par une lettre. Supposons C' connexe, alors C’ est
connexe. Supposons également que les ds sont relativement premiers. Soient D’ le graphe
de Cartier-Foata associé & C’ et M’ sa matrice d’adjacence. On applique la spécialisation
a— agx% 3 M’ et on obtient une matrice M. La suite de la démonstration est identique
a celle de la Proposition 2.15 & la différence qu’on utilise le procédé de linéarisation défini

ci-haut.
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O

On peut maintenant démontrer la condition (2) du théoréme 3.5. On peut supposer que
les 2 conditions de la Proposition 3.7 sont satisfaites : i.e. C est connexe et les degrés
ds des monomes ag %, ol s est un sommet, sont relativement premiers. La Proposition

3.7 implique que m = ano fn ™ et pour un n suffisamment grand,

l
fa=hA 4+ Pi(n) N},
i=2
avec A1 > [Agf,..., |A¢| et b # 0. Il s’ensuit que 3, <4 fr @™ est la somme d’un polynome,

de 1_})‘\ et d’une combinaison C-linéaire de fractions de la forme ~——2— i > 2. Donc,
1z (1-Xiz)
le dénominateur P(x) est un produit de (1—\; x) avec des facteurs de la forme (1—\; 2)?,

ce qui démontre (2).

Il reste & montrer qu’on peut se ramener aux deux hypothéses de la Proposition 3.7.
Si C n’est pas connexe, alors le polynome de cliques généralisé de C' est un produit de
plus petits polynémes de cliques généralisés. Il suffit alors de prendre pour M la somme

diagonale des matrices correspondantes.

Si les entiers dg ne sont pas relativement premiers, soit p leur plus grand diviseur commun
et on prend comme nouveau degré %ds. Cela suffit pour montrer que toute matrice
carrée M ayant des coefficients réels non négatifs, det(1 — x M) |,—,» est aussi de la
forme det(1 — z M’), pour une quelconque matrice M’ sur R. Ce qui est démontré en

appliquant une fois de plus le procédé de linéarisation.

Il reste & démontrer que le polynéme de cliques généralisé vérifie la troisiéme condition

du théoréme 3.5.

Définition 3.11. Dans A*/ ~¢, une pyramide a gauche est un élément p # 1 tel que :
1) il existe une lettre a € A et un élément u € A*/ ~¢ tels que p = au;

2) pour toute lettre b € A et tout élément v € A*/ ~¢ tels que p = bv, on a a = b.

Cette définition est équivalente a celle de Viennot (Viennot, 1986) ; en effet, une pyramide
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a gauche est 'image miroir d’'une pyramide de Viennot, qui a donné cette définition
dans le cadre des empilements, dont la théorie est équivalente a celles des monoides

partiellement commutatifs libres.

Théoréme 3.12 (Viennot). La série formelle indexée par les pyramides est donnée par

1 1
Z D =comm In| ————— ) (31)
— |l > (-nPB
B
0l =comm Stgnifie que ’identité a lieuw dans le monoide commutatif libre sur A.
Voir (Viennot, 1986) ou (Krattenthaler, 2006).
k
Veérifions que PG¢(x) vérifie la condition 3(i). Puisque P(0) =1, on a P(z H
1=1

Aiz), on \; € C; ainsi

1 i 1 P
n|———| = Zln<1_x$>=ZZAi;

k
— 7 _ —_
H (1 o )\Z $) i=1 i=1 n=1
i=1

oo k " 00 "
— n? n il
S 3D SPTECE SR AP A
n=1 i=1 n=1

Appliquons la spécialisation 1 : a — a4 2% de chaque coté de I’équation (3.1). Du coteé

1n<PGC ) Ztr ALy ooy A )

1
2 g Y

ou Y(p Ha z% . Définissons le degré d’une pyramide par deg(P H:Ed“ On a

a€Ep agep
[Tows"

1
ZP:W”L/J(P) = Z ut
_ deg o
a Z ol gige

acp

droit, on a
n

Du coté gauche, on a

donc

Ipl
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En combinant ces résultats, on a 1’égalité
n

;tr"()\l,...,)\k)% - Zﬁxdeg(mn%

acp

s 1
SDOEED VY | P
— |

p, deg(p)=n aep

Pour tout n > 1, comparons les coefficients de " de part et d’autre, on a

tr"(A, ..., Ag) =1 Z HaQZO.

p, |p|=deg(p)=n a€p

Pour vérifier la condition 3 (ii), on va utiliser le résultat suivant.
Proposition 3.13. p est une pyramide gauche si et seulement si dans sa forme normale

de Cartier-Foata, p = [B1][B2]...[Bk], on a |By| = 1.

Démonstration. (=) Supposons que p = [B1][Ba]...[Bj] est une pyramide a gauche,
Alors nécessairement |Bi| = 1. En effet, si |By| > 2, alors pour tout a, b € B; tels que

a # b, on aurait p = au = bv, contradiction car p est une pyramide a gauche.

(«=) Supposons p = [Bi][Ba]...[Bx] ot |Bi| = 1. Ecrivons By = {a}, on a p =

a[Bs]...[By]. Par l'unicité de la forme normale de Cartier-Foata (Théoréme 2.17), si
p = au = bv, alors a = b. Donc p est une pyramide gauche. ]
Vérifions maintenant la condition 3(ii). Supposons tr™(\1, ..., Ag) > 0, il existe donc

une pyramide gauche p de degré n. Alors, pour tout m > 1, on peut construire une

pyramide gauche de degré nm en concaténant m pyramides gauches p.

En effet, soit p = [B1][Bs]...[Bk] une telle pyramide gauche, on peut supposer k > 2.

De la proposition 3.13, By = {a}. Considérons les deux cas suivants.

1. Si a est lice & By, p™ a la forme normale de Cartier-Foata

p" = [Bi][Bs]...[Be] [BilBs]... 1Bl ... [Bil[Ba]...[Bul.

m fois
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2. Si a n’est pas lié & By, alors a & By et By U {a} est un ensemble commutatif. On a
que By lié & By U {a}; en effet, si b € By, b est lie & By = {a}, donc soit b = a, soit b
ne commute pas avec a. Dans les deux cas, b est lié avec By U {a}. Donc, p™ a la forme

normale de Cartier-Foata

p" = [B1][Ba]...[BxU{a}] [Ba]...[BxU{a}] ... |[Bg]...[BxU{a}] [Ba]...|[Bygl
m—1 fois
Dans les deux cas, puisque B; = {a}, on a de la Proposition 3.13 que p™ est une

pyramide gauche de degré nm. Ainsi, on a tr""(\y, ..., Ag) > 0.



CHAPITRE IV

N-RATIONALITE DE CERTAINES SERIES.

Au premier paragraphe, on va déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une série de la forme (1 — ax 4 ba®)™! soit N-rationnelle, a € N, b € Z et k > 2
(Théoréme 4.3). A la deuxiéme section on fera de méme pour les séries de la forme

(1 —azx +bx® 4+ cx®)™1, a €N, b,c € Z (Théoréme 4.12).
4.1 N-rationalité des séries de la forme (1 — ax + ba*)~?

Théoréme 4.1 (Mantel). Soient a, b € N. Alors il existe un graphe simple non orienté

ayant a sommets et b arétes sans triangle si et seulement si 4b < a?.

On peut consulter (Bollobas, 1998), Théoréme 1.2 pour la démonstration. Ce résultat a
été généralisé par Turan dans la théorie des graphes extrémaux ; (voir (Bollobas, 1998),

Chapitre 4).

La condition du Théoréme de Mantel est liée & la N-rationalité des séries de la forme

(1—az+bx?)~! otaeNetbecZ

Théoréme 4.2. Soit f(x) = (1 —azx +bx?)™, o a € N et b € Z; alors f(x) est

N-rationnelle si et seulement si 4b < a?.

Démonstration. (<) Supposons 4b < a?. Si a est pair,
1 1 1

1_ b2 2 2 - 2 2
o 1—2(%>+a—x2—a—x2+bx2 <1—ﬂ) —<a——b>x2

2 4 4
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() o (e (&)
e (@ E))

Comme 4b < a? par hypothése, tous les coefficients de la série sont non négatifs. Donc

f(z) est N-rationnelle.

Si a est impair, ’hypothése devient 4b < a? — 1.

1 1

1—ax+bx2 a—1 a+1 a2 -1 )
(1— 5 a;> (1— 5 a;>—< 1 —b>x
a—lx *
2
a+1 a2 —1 a—1\" 4
1— 5 ZE—< 1 —b>< 5 ZE>$
a—1\"(a+1 a2 -1 a—1 Y\ 5\"
- () (T () () )

Comme 4b < a? — 1 par hypothése, tous les coefficients de la série sont non négatifs.

Donc f(z) est N-rationnelle.

2_az+ble polyndme réciproque

(=) Supposons que f(z) soit N-rationnelle. Soit p(z) = =
du dénominateur de f(z). Puisque f(z) est N-rationnelle, du Théoréme de Berstel, on a
que le module maximal des racines de p(x) est une racine de p(z). Il s’ensuit que p(x) a
deux racines réelles. Il s’ensuit que le discriminant a® — 4b de p(z) est non négatif, d’ou

4bh < a?. O

On va généraliser ce résultat en déterminant une condition nécessaire et suffisante pour
quune série de la forme (1 —axz +ba*)™! ota € N, b € Z et k > 2 € N soit N-
rationnelle (Théoréme 4.3). Ce résultat nous a été suggéré par des expérimentations par
ordinateur en utilisant le paquetage RLangGFun (Maple) de Koutschan (Koutschan,
2005) ou (Koutschan, 2008)

Posons A = (k — 1)F~1a*F — k*b.
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Théoréme 4.3. Soit

1
l—azx+bxk’

f(x) a €N, beZ, k>2.

f(z) est N-rationnelle si et seulement si A > 0.

Remarque 4.4. Le discriminant du polynome réciproque du dénominateur de f(x) est

—bF2 A, sik=0 mod4ouk=1 mod 4,

b2 A, sik=2 mod4ouk=3 mod4.

Démonstration. Soient p = p(z) = apa”™ +...+a1x+ap et ¢ = q(x) =bpa™ + ... +
b1 x + by deux polyndmes de degré n et m respectivement. La matrice de Sylvester de p

et ¢, notée S(p, q) est la matrice carrée de dimension n + m définie par

Ay Ap—]  evr  eev ... Qg 0 .. ... 0

0 An  Gp_l eer  eer ... Qg o . 0

0

0 0 A Al «ev eee eee ... Q

S(p. q) by bpm—1 ... b1 by 0 0
0 bnm bpo1 ... b1 b 0 0

0

0

0

0 ... L A o R R

Il est connu dans la littérature que

n(n

= det(S(p, p')).

disc(p(x)) = (1)

On peut consulter (Coste, 2001) pour la démonstration de ce résultat. Posons p =
2F —axF~1 4+ b, on ap = krF~! —a (k — 1)z*~2. Calculons tout d’abord le déterminant.

On a det(S(p, p')) =
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—a 0 0 b 00 00 0

1 —a 0 0 b 0 00 0

01 —a 0 0 00 0 b 0

0 1 —a 0 00 00 b

—(k—1)a 0 0 0 0 0
k —(k—1)a 0 0
0 k —(k—1)a 0

0 k —(k—1)a | 0 0

Considérons tous les b situés dans le bloc supérieur droit. Pour chaque b, considérons
la matrice cofacteur qui lui est associée. Etant donné que tous les b se situent sur la
méme diagonale, toutes les matrices cofacteurs associées aux b sont de méme signe.
Considérons le b situé dans la derniére colonne. Puisqu’il est situé a la position (2k +
1, k + 1), le signe de sa matrice cofacteur associée est (—1)ZF=D+k=-1) — (_1)3k=2 —
(=1)% = (=1)¥. Comme il y a exactement (k — 2) éléments b sur cette diagonale, on
a ((—1)F)k=2 = (=1)* = (=1)*. En utilisant la formule du déterminant impliquant les

matrices cofacteurs, le déterminant vaut

1 —a 0 0 b
k —(k—1a 0 0 0
e 0 k —(k—1)a 0 0
0 0 k —(k—1a 0
0 0 k —(k—1)a
A

ot A est une matrice carrée d’ordre k + 1. Appliquons l'opération Lo — k L1, on a
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1 —a 0 0 b
0 a 0 0 —kb
0 k —(k—1a 0 0
= (=D*v*2 0 o k —(k—=1)a 0 0
0 0k —(k—1a 0
0 0 k —(k—1)a
a 0 0 —kb
k —(k—1)a 0 0
L 0 k —(k—1)a 0 0
0 0 k —(k—1a 0
0 0 k —(k—1)a
B

a (k—1)a? (k—1)%a® (k — 1)F=3 gh—2
Ly — Z Loy — 2 L3 — 3 Ly—...— 2 Ly_1.
On obtient
(k _ 1)k—2 ak‘—l
0 0 0 R —kb
E —(k—1)a 0 0
0 0 k —(k—1)a 0
0 0 k —(k—1)a
Considérons les (k — 2) entrées k situées sur les lignes Lo, ..., Ly_1. Chacune d’entre

elles a une matrice cofacteur associée de signe négatif puisque tous les k sont situés

directement sous la diagonale principale. Il s’ensuit que
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(k‘ _ 1)k—2 ak—l 1
det(S(p, p')) = (—1)F (—1)F2pF 2 F2 k2
k —(k—1)a
k=2 3 k-2 (k—1)F1a" 2
=0 k <_T + kb
— _bk—2 ((k _ 1)k—1 ak _ kfk b)

= —V"2A

k(k—1)
Il reste a évaluer le signe de (—1)~ 2z . Soit m € N

. 4m (4m—1)
1) Sik=0 mod 4, k=4met (—1)" 2 =1.
. (4m+1) (4m)
2) Sik=1 mod 4, k=4m+ 1et (—1) 2 =
3) Sik=2 mod 4, k=4m +2 et (—1)"F —
4) Sik=3 mod 4, k=4m+3et (—1)"" 2 = 1,

O

k

Lemme 4.5. Soit p(x) = ¥ — a2®1 4+ b, un polynéme unitaire de degré k > 3, ou

aeNetbeN.
(i) Si k est pair,
(1) A >0 < p(z) a2 racines réelles positives.
(2) A <0< p(z) na aucune racine réelle.
(i1) Sik est impair,
(1) A >0< p(x) a 3 racines réelles dont une est négative et deux sont positives.

(2) A <0< p(x) a une seule racine réelle et celle-ci est négative.

Démonstration. Dérivons p(z) par rapport a =, on a p/(z) = kz*~! — (k — 1)az*2. Les

deux seuls zéros de ce polynéme sont 1 =0 et xo = @ Comme

pl(r2) = k(k—1) <w>lﬁ_1 a1 (k—2) <w>k—3

(k‘ _ 1)k—1 ak—2 (k‘ _ 2) (k‘ _ 1)k—2 ak—2
Lk—3 o Lk—3
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)kl g2
= T (k-1 - k- 2)
k—1 k—1 ak—2
- ! k.)k—?, >0,

on a un minimum local en z5. Comme p”(x1) = 0, on ne peut pas conclure par le test

de la dérivée seconde. Or, au voisinage de 0, p(z) = b — azF~1 + O(zF).

(1) Si k pair, k — 1 est impair, on a un point d’inflexion en x = 0. Ainsi le graphique de

p(x) est de la forme

Figure 4.1 Graphique de p(z) = 2 — a2*~ + b, k pair.

Puisque z7 et x5 sont les uniques racines de p’(x), il s’ensuit que le minimum est un

_(b—1\k—1 Kk . .
minimum global. Si p(z2) = w + b > 0, alors p(x) n’a aucune racine réelle. Si
p(z2) <0, alors p(z) a exactement deux racines réelles. Celles-ci sont positives car pour

tout = <0, p(x) > p(0) =b> 0.

(74) Si k est impair, k — 1 est pair. Comme —a < 0, on a un maximum local en = = 0;

donc, le graphique de p(x) est de la forme

k

Figure 4.2 Graphique de p(z) = 2 — a2~ + b, k impair.
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Etant donné que x; et x5 sont les 2 seules racines de p’ (2), le minimum local en x4y est
le seul de p(x). Si p(z2) > 0, alors p(x) a une unique racine réelle, qui est négative. Si

p(x2) < 0, alors p(x) a 3 racines réelles, 2 positives et une négative. O

Démonstration du Théoréeme 4.3

=) Supposons que f(x) soit N-rationnelle. Si b < 0, on a k¥b < (k — 1)k¥~1a*. Pour le

reste de la preuve, on va supposer b > 0.

k — az*=1 4+ b le polynéme réciproque du dénominateur de f (z) et ple

Soient p(x) = x
module maximal de ses racines. Comme f(z) est N-rationnelle, on a du Théoréme de

Berstel que p € R est une racine de f(x). Il s’ensuit du Lemme 4.5 que A > 0.

<) Supposons que pour tout k > 2, A > 0. On a f(x) = (ax + (=b)z*)* est Z-

rationnelle. Par ailleurs, f(x) est R-rationnelle puisque

p =1—ax+ba"

k—2 -
_ k—1 (k=1 kb 4 A k—1
= <1 3 aa;) (1 Z % a'x = 1)ax T (= 1)ax

=1

En inversant tout, on a

ou

_ (k=1 kb p k-1 : A k—1
g—' % a'r +(k:—1)ax + 2 azx 1k~ Da v,



CHAPITRE 4. N-RATIONALITE DE CERTAINES SERIES. 49

Comme f(z) est une série Ry a coefficients entiers, elle est N-rationnelle; ceci découle

des Théorémes de Berstel et Soittola.

O

Remarque 4.6. La démonstration de la condition suffisante montre que 1 — az + bx*
est un dénominateur de Soittola (voir (Perrin, 1992) ou (Berstel et Reutenauer, 2008b)

Chap. VIII Exercice 3.3).

4.2 N-rationalité des séries de la forme (1 — ax + bx® + cz®)™!

On va déterminer les conditions nécessaire et suffisante caractérisant la N-rationalité de

toute série de la forme (1 — az + bx? 4+ cz3)™1 ot a € Net b, c € Z.

Contrairement a la décidabilité de la N-rationalité des séries de la forme (1—ax+bz*)~!,

le discriminant de z3 — az? + bx + ¢ ne suffit pas pour décider si une série de la forme
(1 — ax + bx?® + cz®)~! est N-rationnelle. Les deux exemples suivants illustrent cette

situation lorsque b >0 et ¢ <0 .

Exemple 4.7. f(z) = (1 — 2 + 2% — %)L, Le discriminant 2® — 22 + = — 1 vaut -16.

Cette série est N-rationnelle puisque

1 1 1+zx 1+ 1
l—z+a22—-23 (1-2z)(1+2?) @(Q—-22)1+2?) 1-—2at (1+2) (@)

Exemple 4.8. f(z) = (1 —4x +42? — 23)~!. Le discriminant 23 — 42% + 42 — 1 vaut

5. La série f(z) est N-rationnelle puisque
fx)=1+2A2(B+1)+ A* Ba?, A= (22)", B=(2xz+ Az®)".
Cette expression rationnelle a été obtenue & I'aide du paquetage RLangGFun.

Lemme 4.9. Soit p(z) = 23 — ax® + br + ¢, ot a €N, b, c € Z. Si a®> > 3b, p(x) a un

_ a—Va?-3
- 3

.. a2 _ .
b et un minimum local en xo = %‘%. Si a? < 3b,

mazimum local en x1

p(x) est strictement croissante sur tout son domaine.
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Démonstration. Supposons a? > 3b. Dérivons p(x) par rapport & z, on a
p'(z) = 3z — 2az +b.

Les zéros de la dérivée sont

20 £ V4a? —12b 20 £2va? -3b  axVa®—3b
6 N 6 N 3 ’

/a2 _ a2 _— = . . .
Posons x1 = %‘% et 19 = %?’b. Etudions la nature de ces racines, en utilisant

le test de la concavité. La dérivée seconde de p(x) par rapport a x est p”(z) = 6z — 2a.

p'(r1) = 2a—2va?—-3b—2a=—-2va%—-3b<0,

p’(z2) = 2va?-3b>0.

On a donc un maximum local en z; et un minimum local en z5. Ainsi, p(z) se comporte

selon le graphique

T

T2

Figure 4.3 Graphique de p(z) = 2% — ax? + bz + ¢ lorsque a? > 3b.

Si a? < 3b, la dérivée ne posséde aucun zéro. Il s’ensuit que p(z) est strictement croissante

sur tout son domaine car p(x) est un polynome de degré 3. O
Lemme 4.10. Sia? < 3b, l'unique racine réelle de p(x) sera négative si c > 0 et positive

st c<0.

Démonstration. Du Lemme précédent, p(x) est strictement croissant sur R. Comme

p(0) = ¢, la racine réelle sera négative si ¢ > 0 et positive si ¢ < 0. O
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- 1)
Posons § = a? — 3b et supposons & > 0. Evaluons le polynome au point 2z = = +3\f,
p(ze) = (22)3 — a(zo)? +bxy + ¢
3 2
a+s a+s a+5
= —a +0b +c
3 3 3
40 4a? b ab  2a®  ab  2d? ab b
= L 2D Y s DG
27+27\[9 5 9 T3 9\[+3+3\[+C
—2a% 242 2b ab
AR A
—2a? 2a2 3 ab
— _ /2 %Y
57~ o7 0 3 ¢
_2 3 2 2 b
Posons A = 2? — 2¥“7(5)3/2 + % +e.

Du Lemme 4.9 et du calcul de A, on en déduit le résultat suivant.

Lemme 4.11. Soit p(z) = 2> —ax® + br +c, a €N, b, ¢ € Z tel que a® > 3b.
(1) Sic>0,
(i) A <0< p(x) a 3 racines réelles, 1 négative et 2 positives.
(1)) A >0 < p(x) a une seule racine réelle qui est négative.
(2) Sic<O0,
(i) A <0< p(x) a 3 racines réelles positives.

(1)) A >0 < p(x) a une seule racine réelle qui est positive.

1

Théoréme 4.12. Soit f(z) = 1 R R
—ax x cT

:anx",aeN, b, c€Z.
n=0

(1) Sia®> 3b,
(i) Si f(x) est N-rationnelle, A < 0.
(i) Si A <0 etc<a® f(zx) est N-rationnelle.

(2) Sia® < 3b,
(i) Sib® < —ac, f(x) est N-rationnelle si et seulement si f,, >0, Vn > 0.
(i) Si b3 = —a3c, f(x) est N-rationnelle si et seulement si 2b = a® ou b = a>.

(iii) Si b® > —a3c, f(x) n'est jamais N-rationnelle.
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Remarque 4.13. Sib =0, alors a® > 3bet A = —o7 +¢ < 0. On retrouve la condition

nécessaire et suffisante du théoréme 4.3 pour k£ = 3.

Remarque 4.14. On retrouve le cas (1) lorsque toutes les racines de p(z) = 2> — az? +
bx + ¢ sont réelles et le cas (2) si une seule racine est réelle. Cette derniére est dominante
en (i), est égale au module de la racine complexe en (ii) et est strictement inférieure a

ce module en (47).

Exemple 4.15. Considérons la série suivante

1 1+ 3z + 422 4 323

1—3z+422—323 1—22—224— 926"

Cette série, provenant de (Rinaldi, 1999), est N-rationnelle par I’égalité. On a 3b > a2,

64 = b3 < —ca® = 81 et tous les coefficients sont positifs.

L’exemple suivant montre que la condition ¢ < a® n’est pas nécessaire.

Exemple 4.16.
1
fla) = 1— 2+ 5x2 + 23
= 1462+ (TAB + 30A) z* + 10AaBz® + 5442 Ba®

+a (14 92% + (454 + 25AB) 2* + 13AB25 + 8142 Ba®)

ou

A= (52%)*,  B= (6242 +9425"

On trouve A = —4,48 <0 et 2=rc > 13 = a>.

L’exemple suivant montre que la condition A < 0 n’est pas suffisante.

Exemple 4.17. Onprend a =1,b = —5 et ¢ = 6, on trouve A = —0,48 < 0. Les racines
du polynéme 23 — 22 — 5z + 6 étant 2, 1,3028 et —2, 3028, la série (1 — z — 522 + 623)~!

n’est pas N-rationnelle.

La démonstration du Théoréme 4.12 nécessite les résultats suivants.
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Définition 4.18. Un entier algébrique X est une racine d’un polynéme unitaire a coef-

ficients dans Z.

Définition 4.19. Une extension finie K de Q est appelée un corps de nombres algé-
briques. Les entiers algébriques contenus dans K forment un anneau dénoté Agx. K peut
s’écrire sous la forme K = Q(A), ou A € Ag. Le degré de A sur K est le degré du

polyndéme minimal ayant A comme racine.

Théoréme 4.20 (Kronecker). Soit A\ un entier algébrique tel que X\ et tous ses conju-

gués soient de module < 1, alors A est une racine de l’unité.

Voir par exemple (Berstel et Reutenauer, 1984) Exercice V.2.1.

Proposition 4.21. Soit

1
l—ax+baz2+cad

f(z) Zan:E", a, b, ceN.
n=0

3

Soit p(x) = 23 — ax® +bx + ¢ le polynome réciproque du dénominateur de f(z). Si p(x)

a une racine dominante alors, pour tout n >0, f, > 0.

Démonstration. Dénotons par A la racine dominante. Comme p(0) = ¢ > 0 et que
p(z) =322 —2ax+b>0,si x <0, alors p(z) est croissant sur l'intervalle | — oo, 0.
Donc p(z) a une racine réelle négative. Comme p(z) a une racine dominante, il s’ensuit du
Lemme 4.11 que p(x) a 3 racines réelles, une qui est négative et deux qui sont positives.
Supposons par 'absurde que A < 1. On a du Théoréme de Kronecker que toutes les
racines de p(z) sont des racines de 'unité. Ainsi, 1 et -1 sont les deux seules racines
réelles. On aurait 1 —a+b+c=0et —1 —a—b+ ¢ = 0; la seule possibilité est b = —1;
contradiction car b € N. Ainsi, on a A > 1. Puisque A est une racine de p(z), on a

)\3—a>\2+b>\~|—c:0<:>)\3:a)\z—b)\—c@)\:a—g—%.

Définissons la propriété P(i) comme suit :

P(n) : fjf_il > A, i

1, ..., n.
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Démontrons cette propriété par récurrence.

(i) Vérifions que P(1) est vraie. On a

h_ae_ .

fo 1
(73) Supposons P(n) vraie. Montrons P(n + 1) vraie; i.e. % >Ni=1...,n+1.
Par hypotheése de récurrence, on a fifil >\, i=1, ..., n. Ilreste & montrer que % > A

On a f, > N1 f, 11, k < n. On en déduit que

fn—l —b fn—l

LR L
A fn A fu
1 fn—2 —C fn—2

Du numeérateur et du dénominateur de f(x), on en déduit que les coefficients f,, satisfont

la récurrence :

fn=afp1—bfn2—cfn3, [fn=0,n<0, fo=1.

Ainsi, on obtient

fn+1 _afn—bfn_l—cfn_z . _bfn—l _Cfn—z _Q_i_
fn fn T T T e

Ainsi, P(n) est vraie pour tout n € N*. Comme f,, > A" fy > 1, alors tous les coefficients

fn de f(z) sont positifs. O

Lemme 4.22. Si une racine n® de l'unité est racine d’un polynéme P(x) € Q[z] avec

deg(P) =2, alors n =1, 2, 3, 4 ou 6.

Démonstration. On doit avoir p(n) < 2, ou ¢(n) est la fonction d’Euler. Par (Lang,

2002) p.279, le polynome minimal d’une racine primitive n¢ est de degré ¢(n).

ni—1 na—1

Sin = pi*py?..., alors p(n) = (pf* — pi* ) (py? — py?~ ") .... Comme pour p > 5,

m>1,ona (pm—pm 1) =pmL(p—1) > 4. 1l sensuit que n = 2%3Y.
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Siy>2,3/—-3v"1 =3Y"1(3—-1) > 6. Doncy =0oul.Six > 3,22—27"1 =2o-1(21) >
4. On a donc x =0, 1 ou 2. En combinant les x et y, on trouve n =1, 2, 3, 4, 6 ou 12.

Or ¢(12) = 4. O

Démonstration du Théoreme 4.12

Si p(x) a trois racines réelles dénotées «, 5 et v. On a

3

plx)=a2%—ar® +br+c = (z—a)(z—B)(z—7)

= B —(a+B+y)2*+ (af+ay+By)r—afby.

En comparant les coefficients de part et d’autre, on obtient les relations

a = a+f+7, (4.1)
b = af+av+ By, (4.2)
c = —afy. (4.3)

Si p(z) a une unique racine réelle dénotée -,

px)=2—ar*+br+c = (z—a)(z—a)(z—7)
= (@ —(a+ @)z + o) (@ —7)
= (2% = 2R(a)z + [af*)(z — )

= 2° = (2R(a) +7)a? + 27 R(@) + |af*)z — |af* 7.

Comparons les coefficients, on trouve

a = 2R(a)+7, (4.4)
b = 29R(a)+ |al?, (4.5)
c = —|af*y. (4.6)

(1) a® > 3b
(i) Supposons f(x) N-rationnelle. Soit p le module maximal des racines de p(x) = 2% —

az? + bx + c. Du Théoréme de Berstel, p est une racine de p(z).
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(1) ¢ > 0. p(x) a une racine réelle négative. Comme p € Ry est une racine de p(x), il

s’ensuit que p(x) a trois racines réelles. Par conséquent, A < 0 du Lemme 4.11.

(2)c<0et b<0. f(x) = (1 —ax + bx® + cx®)~! est N-rationnelle et

—2a3 2 ab
A= — = (a® =32+ —+c<0.
57 27(@ 3b) +3+c_0

(3) ¢ < 0 et b > 0. Supposons par ’absurde que A > 0. Du Lemme 4.11, p(z) a une

seule racine réelle positive v = p. Le graphique de p(z) se comportant comme suit.

r1

T2

/

Figure 4.4 Graphique de p(z) = 23 —a2? + bz + ¢, ot a®> > 3b et ¢ > 0.

On remarque que
a—+va?—3b
V<= —m———— <

w
wle

De I'équation (4.4),

=a < 2R(a)+ g
& 23(1 < 2R(a)
& g < Ra)

a
Ainsi on a v < 3 < R(a) < |a]. On a contradiction car v = |a| = p; donc A < 0.
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(i4) Supposons A < 0 et ¢ < a®. Considérons les 4 cas suivants.

(1) b>0et ¢ > 0. Comme A <0, on a du Lemme 4.11 que p(z) a trois racines réelles,

une négative et deux positives. Posons v < 0 et v > g > 0.

Supposons par 'absurde que —a > . De (4.2), on a

b = af+ay+ by

= a(f+v)+ 6y
= a(a—a)+ By
= aa—a2+ﬁ7.

Comme —a > vet —a > 3, a? > v < —a? + v < 0. Comme aa < 0, on aurait
b=aa—ao®+ v < 0. Contradiction car b > 0 par hypothése. Ainsi v est une racine
dominante. De la Proposition 4.21, tous les termes de la série (1 — ax + ba? + ca3)~!
sont positifs. Finalement, comme f(z) = (1 —az +bx? +c2®)~! est Z-rationnelle, alors

f(x) est N-rationnelle par le Théoréme de Soittola.

(2) b<0et c>0. Comme A <0, on adu Lemme 4.11 que p(z) a trois racines réelles,

une négative et deux positives. Posons a < 0 et v > > 0.

Supposons par 'absurde que —a > 7.

0 > a+y
S8 > at+ty+p
S0 > a
sSc = —afy>p>dd.

On a une contradiction car ¢ < a® par hypothése. Il s’ensuit que v > —a. Si v > —a,

on a une une racine dominante. Supposons v < 1, du Théoréme de Kronecker, on aurait

a = —1et =~ =1. Contradiction car v > «. Ainsi, v > 1. Il reste & vérifier la non
o0

négativité de chaque coefficient de la série f(z) = Z fnz™.
n=0
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fO = 17
fi = a>0,
fo = a®>—b>0,

fz = a®—2ab—c=(a®—c)—2ab>0,

Du Corollaire 1.17, on a pour un n suffisamment grand que % ~ v > 1. Il s’ensuit que

n

pour tout n >0, f, > 0. Comme f(x) est une série Z-rationnelle, elle est N-rationnelle

par le théoréme de Soittola.

Siy=—a,a=a+ [+~ =p.1lsensuit que a est une racine de p(x). On trouve donc
pla) =ab+c=0, d’ou ¢ = —ab.

1 1 = ! = (az)* (—bz?)*.

fl@) = 1—ax+ba? +ca® 1—az+ba?—abx® (1 —ax)(l + bz?)

Cette série est N-rationnelle car b < 0 par hypothése.
(3)b<0etc<0. f=(1—ax+bx?+cx®)! est N-rationnelle.

(4) b > 0et ¢c < 0. Comme A < 0, on a du Lemme 4.11 que p(z) a trois racines
réelles positives. Ainsi, v est une racine dominante. Supposons v < 1, du Théoréme de
Kronecker, on aurait a =i et &« = —i. On trouve
p)=(x—i)(z+i)(z—-1) =22+ — 1.

Il s’ensuit que a®> —3b=1—3 = —2 < 0. On a une contradiction ; ainsi, v > 1. Il reste
a vérifier la non négativité de chaque coefficient. On a

fi = a>0,

fo = a>—=b>3b—-b=2b>0

fs = a®—2ab—c=(a+B+7)?° -2+ B+ (af+ay+ By)+afy

= o’Bt+a’y+af+ By +ar + B8+ + 8+ 4% +afy >0,
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Pour un n suffisamment grand, on a ff"

21—~ v > 1. Donc, tous les coefficients de f(z)

sont non négatifs. Comme f(z) est Z-rationnelle, elle est N-rationnelle par le Théoréme
de Soittola.

(2) a® < 3b

Si b < 0, la condition 3b > a? n’est jamais satisfaite.

Sib>0etc>0.0nab?> —cad. Soit p le module maximal des racines de p(x). Du
Lemme 4.10, p(z) a une seule racine réelle qui est négative. Ainsi, p n’est pas une racine

de p(x), par conséquent, f(x) n’est pas N-rationnelle.
Sib>0etc<O0,on considére les trois cas suivants.
(i) b® < —adc.

=) Supposons f(x) N-rationnelle, tous les coefficients f, sont non négatifs.

<) Supposons que tous les coefficients soient non négatifs. Comme b3 < —ca?,
b3
E < —c

b
S- < v
a
Sb < va

Par I’équation (4.5), on trouve
b=2yR(a) +|al* = v(a—7) + |o] = ya = 7* + |of*.
Par conséquent,

va — 72+ |a)? < va & |of* < A%

Il s’ensuit que 7y est une racine dominante. Comme f est une série Z-rationnelle & coef-

ficients non négatifs, f est N-rationnelle par le Théoréme de Soittola.
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(ii) b3 = —adc.

=) Supposons f(x) N-rationnelle. On a

b3 b3 b2
ﬁ = —C@E—a?‘i‘ba‘FC:O

<b> b

Spl— = 0& —-—=1.

a a

On trouve que b est un multiple (positif) de a. En effet, supposons par ’absurde que
. b . . . b .

b n’est pas un multiple de a, — est une fraction irréductible. Ainsi, —c = — est aussi

a a

une fraction irréductible car b et a® ont exactement les mémes facteurs que b et a

respectivement. Contradiction car —c est un entier. Ecrivons b = ma. Le Lemme 4.10

nous assurant 'unicité de la racine réelle, il s’ensuit que m = ~. On trouve alors b = ma

et ¢ = —m3.

Par hypothése, a® < 3b, du Lemme 4.10, on a a € R et v > 0. Puisque

b = 29R(a) + o =v(a—7) +la* =7a -7 + |af
sma = ma—m?+|af
sm? = |of
sSm o= o

La série étant N-rationnelle par hypothése, on a du Théoréme de Berstel que £ et

29|

sont des racines de 1.

Elles sont racines du polyndme & coefficients rationnels

2} —ar?+br—c

H(a) = ="

T—yT

Du Lemme 4.22, % est une racine de 'unité avec n = 1, 2, 3, 4 ou 6. Comme « ¢ R,

n=3,4 ou 6. On a donc
H(z) = 2°+z+1=3(z),
ou 22 +1=dy(x),

ou 22—z 4+ 1= ().
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Il s’ensuit que

xg—ax2+bx+c:72(x—’y)H<$>.
Si H(x) = ®3(z), on a

3 2 2 ot @
z’—ax"+br+c = v (x—7) ¥+;+1

3
x

-7 (57)
Y

= 23— 43
On trouve a = 0 et b = 0, ce qui contredit ’hypothése a? < 3b.
Si H(x) = ®4(z), on a

2
2 —ar® +brt+c = A (z—7) (x_2+1>
Y
o (2% 2P
= PlZ-—+z-1
v v
. S JIOY. E }

On trouve a =7 et b =72 = a?.

Si H(x) = ®g(z), on a

3 2 2 a?
> —ar*+br+c = y(x—7) <—2——+1>
Y

= 2% —2y2? + 29%x — 3,

2

On trouve a = 2v et b = 272 = 5.

6 3

<) Supposons b = a? ou 2b = a%. Si b = a? alors b = a® = —a’c = —a® = c.

1 1 1
1 —axr+br2+cxd 1—ar+a22?—adz3 (1 —ax)(l+ a22?)

f =

1+ax 1+ax 1+ax (1 + az)(a'a)"
= = = — ar)la x .
(1+az)(1 —az)(1+a22?) (1 —a222)(1 +a?22) 1—atz?
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Si 2b = a?, alors 2ma = a® = 2m = a. On trouve

1 1 1
f — = =

1—ax+bx2+cxd 1-2mz+2m?22?2—m3z3 (1 —maz)(1— ma+ m3a?)

1+ mz B (14 mz)(1 + mz + m?2?)
(1 —m222)(1 — mx + 2m222) (1 — m222)(1 + max + m222)(1 — ma + 2m222)

(1 4+ ma)(1 + mz + m2z?)
(1 — mbx9)

= (1 +mz)(1 + ma +m2z?) (1 — mSzb)*,
Dans les 2 cas, f(z) est N-rationnelle.

(iii) Si b > —a3c, soit 7 est la racine réelle de p(z), alors
3 v b? b
—+c > 0&—w—-a—5+b—+c>0
a3 a3 a>  a
b b
Spl-) > 0==->y&b>a.
a a
Par I’équation (4.5), on trouve

b=2yR(a) +|af* = v(a—7) + |o] = ya —7* + |of*.

Par conséquent,

ya — 72+ a)? > va & |af* > 42

Ainsi, p(x) n’a pas de racine dominante, ce qui implique que f(x) n’est pas N-rationnelle.
O

1
1—ax+bx? — cx

o0
Conjecture 4.23. Soit f = 5 = Z fnx", a =2,3,4,b,ce N et
=0

n
a® < 3b. Alors f(z) est N-rationnelle si et seulement si b3 < ca® et f3 = a®>—2ab+c > 0.

L’implication directe se démontre de la méme facon que la condition nécessaire du Théo-

réme 4.12.

Cette conjecture a été énoncée a la suite de simulations faites a 1’aide du paquetage

RLangGFun.



CHAPITRE V

FONCTION ZETA D’UN AUTOMATE

oo
La fonction zéta d'un automate fini A est la série génératrice exp {Z an %}, ou an,
est le nombre de chemins bi-infinis dans A ayant la période n. On va 7Illrfolntrer que a, est
égal & la somme des rangs stables des mots w de longueur n. Par ailleurs, on montrera
plusieurs propriétés de cette série telle la N-rationalité ou concernant ’apériodicité, la
nil-simplicité et P’existence d’un zéro dans le monoide des relations. Etant donné que
ces résultats sont valides pour des automates non ambigus, ceux-ci s’appliqueront aux
codes. En effet, on aura dans ce cas que a, désigne le nombre de séquences bi-infinies
des mots du code, dont I’évaluation est un mot bi-infini sur A de période n. Une fois de

plus, les propriétés de la fonction zéta se refléteront aux codes : complétion de codes,

codes purs, codes circulaires et codes bifixes.

5.1 Rang stable dans les automates finis non ambigus

Soit A un alphabet, un automate A sur A est composé d'un ensemble d’états @), d’'un
sous-ensemble I de @ (états initiauz), d'un sous-ensemble T de @ (états terminauz ou
finauz) et d’un ensemble d’arétes F' C Q x A x Q. L’automate est dénoté A= (Q, I, T)

et un automate est fini si @) Uest.

Un chemin dans 'automate 4 est une séquence ¢ = (f1, fa, ..., fn) d’arétes consécutives
fi = (¢, @iy giv1)- Le mot w = aj ... ay, est 'étiquette du chemin c. L'état qq est l'origine

de c et I'état ¢,41, la fin de ¢, on écrit 1 — == gn+1 . Par convention il existe pour
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tout état ¢ € @ un chemin de longueur 0 de g vers ¢. Son étiquette est le mot vide.

Un aréte f = (p, a, q) est aussi dénotée par P ——=¢ , oil p, ¢ € @ sont deux états de

A

Un mot bi-infini est un élément de A%. De facon similaire, un chemin bi-infini est un
¢élement de FZ, avec les conditions de compatibilité semblables a celles d’un chemin.
Clairement, il existe une application p de FZ vers A% ; ainsi, on définit [’étiquette d’un
chemin bi-infini p comme étant le mot bi-infini x(p). Soit w un mot non vide, on dénote

w> le mot bi-infini ... ww . wwww ..., ou le point désigne la position du 0.

A tout automate A, on associe la série formelle Sy, = Z (S4, w)w, ou le coefficient

wEA*
(S4, w) du mot w, est le nombre de chemins bi-infinis dans A étiquetés ... www .. ..

A tout automate A = (Q, I,T), on associe la fonction o4 : A — N@X@ deéfinie par

1 si(p,a,q)€F,
@A(a)pﬂ =
0 sinon.

Cette fonction s’étend en un morphisme g4 de A* vers le monoide multiplicatif N@*@
des matrices de dimension @) x @ a coefficients dans N. Il est bien connu que pour tout

mot w, le coefficient p 4(w), 4 est égal au nombre de chemins de p vers g étiquetés w.

On dit que lautomate A = (Q,I,T) sur A est non ambigu si, pour tous p, ¢ € @ et
w € A%, pa(w)y, € {0, 1}9%Q. Autrement dit, il existe au plus un chemin d’étiquette

w de p vers ¢. On identifie la matrice ¢ 4(w) et la relation sur @) qu’elle représente.

Soit A un automate non ambigu. On appelle le rang du mot w le plus petit entier r
tel que pa(w) = cl, ott ¢ € N et | € N"*?. On a que rang(uvw) < rang(v) (voir

(Berstel et Perrin, 1984), Section IV.4); en particulier, on a que pour tout n € N,

n+1)

rang(w < rang(w").

On définit le rang stable de w, dénoté rgst(w) : c’est le le rang de w™ pour un n
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suffisamment grand ; autrement dit

rgst(w) = lim rang(w™).
n—oo
Soit A un automate non ambigu; on dénote T 4 la série formelle telle que le coefficient
de w est le rang stable de w. Autrement dit,
Ty = Z rgst(w) w.
wEA*
Proposition 5.1. Soit A un automate non ambigu. Le rang stable de w est égal au

nombre de chemins bi-infinis dans A étiquetés “w™.

Remarque 5.2. Un automate déterministe est un automate non ambigu. Dans ce cas,
le rang de w, qui agit sur ’ensemble des états, est égal & la cardinalité de l'image de
w. De plus, le rang stable de w est égal a la cardinalité des états finaux des chemins
N

étiquetés w*, ot N est un entier suffisamment grand.

La démonstration de la proposition 5.1 nécessite les résultats suivants.

Soit m une relation entre P et Q. On dit que m est une relation non ambigué si m €
{0, 1}*Q, Un monoide de relations non ambigués sur Q est un sous-monoide de N¥*@
tel que tous ses éléments sont non ambigus. Puisque c’est un sous-monoide de N@*@ il
contient 'identité Ig. Soient p et ¢ deux états. Afin de simplifier I’écriture, on écrit pmg

au lieu de (p, m, ¢). Par non ambiguité, si on a pmrng et pmsng, alors r = s.

Soit m une relation non ambigué sur Q. Un point fize de m est un élément (état) ¢ € Q
tel que gmg. On note Fiz(w) ensemble des points fixes de w; i.e. ’ensemble des états
q tels que ¢ —"=¢. On dénote tr(w) = |Fiz(w)|. Finalement, une relation m est

2:

idempotente si m m.

Proposition 5.3. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. IV.3.3) Soit M un monoide
de relations non ambigués sur Q). Soient m € M et S = Fix(m). On a les équivalences

sutvantes.

(i) m est une relation idempotente.
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(i) Pour tout p, ¢ € Q, on a pmq si et seulement si il existe un s € S tel que pms
et smq.
(1ii) On a
m = cl, le=Ig,

ot ¢ € {0, 1} et 1 € {0, 1}°%? sont les restrictions de m & Q x S et S x Q

respectivement.

St m est une relation idempotente, on a en plus les formes matricielles
c= ) I = |:IS l/] ) m = )

ot ¢ € {0, 1} Q@=5xS ¢p 1/ € {0, 1}5%(Q=5) ¢t ' = 0.
Lemme 5.4. Si ¢ 4(w) est une relation idempotente et si P ——>q —">1 , alors q €

Fiz(w).

Démonstration. Comme ¢_4(w) est une relation idempotente, on a p —"=r . Par la
proposition 5.3, il existe ¢’ € Fiz(w) tel que p — ¢’ et ¢’ ——r . Par non ambiguiteé,

qg=¢'. Donc q € Fiz(w). O
Lemme 5.5. Soient p, ¢ € Fix(w) et P —2>q ; alors p = q.

Démonstration. Soient p, ¢ € Fiz(w),ona p —2=p —">¢q et p —">q —">q . Puisque
'automate est non ambigu, le chemin étiqueté w? entre p et q est unique. Donc, p = ¢. O

Proposition 5.6. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. 1V.4.3) Soit m une relation

non ambigué idempotente, alors

rang(m) = |Fix(m)|.

Démonstration de la proposition 5.1

Il existe un entier n > 1 tel que @ 4(w™) est une relation idempotente. Ainsi, on peut

supposer que ¢ 4(w) est elle-méme une relation idempotente. En effet, il y a une bijection
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évidente entre les chemins étiquetés “w™ et les chemins étiquetés *(w™)>. Soit ¢ €

Fiz(w); alors on a le chemin bi-infini étiqueté *w™

Inversement, soit m un chemin bi-infini étiqueté “°w>°. Ce chemin se décompose comme

w w w w

. q-2 q-1 q0 q1 q2 ....

Du lemme 5.4, chaque état ¢; € Fiz(w). Du Lemme 5.1 les ¢; sont tous égaux. Ainsi,

pour chaque état ¢ € Fiz(w) il existe un et un seul chemin bi-infini étiqueté “w™

passant par ¢. Il s’ensuit que le nombre de tels chemins est |Fiz(w)].

Comme ¢ 4(w) est une relation idempotente, rang(w) = rang(w™), pour tout entier
n > 1; donc, on a rgst(w) = rang(w). De la Proposition 5.6, le rang de cette relation

est le nombre de points fixes de @ 4(w). Par conséquent, le rang stable de w est égal au

nombre de chemins bi-infinis étiquetés *w.

La démonstration montre aussi le résultat suivant

Proposition 5.7. Soient A un automate, w un mot et n > 1 tel que p4(w™) soit une

relation idempotente. Alors rgst(w) = |Fiz(w™)|.

5.2 Fonction zéta d’un automate

Soit A un automate. On définit la fonction zéta de 'automate A : c’est la série formelle

C(A):exp{z an %}, (5.1)
n=1

ol a, est la somme des rangs stables de tous les mots de longueur n.

Proposition 5.8. ((A) est une série N-rationnelle.

La démonstration de cette proposition exige les définition et résultat suivants.
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Définition 5.9. Un langage L est cyclique si pour tous mots u, v, w et tout entier

n > 1, les conditions suivantes sont satisfaites :

weL & vuel;

weL & w'el.

La conjugaison dans d’'un monoide libre est la relation d’équivalence uv ~ vu ; une classe

de conjugaison est appelée mot circulaire.

Théoréme 5.10. (Reutenauer, 1997) La fonction zéta d’un langage rationnel cyclique

est N-rationnelle.

Démonstration de la proposition 5.8

Soit L; le langage composé de tous les mots de rang stable . On va montrer que L; est un
langage rationnel pour tout entier i. Notons M le monoide fini ¢ 4(A*) et P; ensemble
des relations dans M de rang stable . On a L; = gpztl(Pi). Donc L; est reconnaissable.

Du Théoréme de Kleene, L; est rationnel.

Soient u, v € A* des mots, et n un entier; comme ~(uv)® = *(vu)®, et Cw™ =
(w™)*, pour n > 1, rgst(uv) = rgst(vu) et rgst(w) = rgst(w™). Par conséquent, L;
est un langage cyclique. Soit (; = ((L;) la fonction zéta du langage L;, ou

(L) =exp{z |LnA"|Zn—"},

n=1

pour un langage L. Du Théoréme 5.10, (; est une série N-rationnelle.

Soit Ly, (i) le nombre de mots de longueur n dans L; ; en calculant ((A), on obtient

C(A) = exp{z an %}:exp Z Z rgst(w) %
n=1

n=1 |lw|=n
= exp{z (Z L, (4) z) %} = exp{z i Z L, (4) %}
n=1 i i n=1

nfofSeo]

i
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- 10 [exp{i L0 A7) %}]

n=1

= H C(Ly) = H ¢l

11 s’ensuit que ((A) est une série N-rationnelle, puisque L; est vide pour un ¢ suffisamment

grand, donc, le produit est fini.

Nous allons calculer sur un exemple la fonction ¢ d’'un automate. Nous avons besoin de

quelques notions.

Soit A un automate, la trace de A est la série non commutative énumérant le nombre
de points fixes de chaque mot :
tr(A) = Z |Fiz(w)|w.
weAT

Exemple 5.11. Considérons 'automate suivant
b
o == )
c

Figure 5.1 Un automate.

La trace de A est la série dont le coefficient de w est 2 si w est une puissance de a, 1 si

w est un mélange de a et d’un mot de la forme (bc)’ ou (cb)?, i > 1 et 0 sinon.

Théoréme 5.12. (Berstel et Reutenauer, 1990) La série caractéristique d’un langage
cyclique régulier est une combinaison linéaire sur Z de traces d’automates finis détermsi-

nistes.

Soit ¢ : Z{{A)) — Z[[A]] la transformation rendant commutatif le produit des lettres;

o
par exemple, ¢©(2ab — ba) = ab. Soit S une série non commutative, on a S = Z Sy, ol

n=0
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Sy, est la partie homogéne de degré n de S. La fonction zéta généralisée de S est la série

commutative

Z(S) =exp {Z @(:n) } .
n=1

Rappelons que L est la série caractéristique du langage L, définie par L = Zwe L W.
De (Berstel et Reutenauer, 1990), on a que si L est un langage, (1 = 6(Z(L)), ou
0 : Z({A)) — Z[|z]] 'homomorphisme défini par §(a) = z, pour toute lettre a € A.

Le déterminant d’un automate est le déterminant de la matrice I — zM, ou I est la
matrice identité de la taille appropriée et M, la matrice de ’automate. C’est une version

en plusieurs variables du déterminant de (Perrin, 1976).

Proposition 5.13. (Berstel et Reutenauer, 1990) La fonction zéta généralisée de la

trace d’un automate fini est égale a linverse du déterminant de cet automate.

Exemple 5.14. Considérons automate

b
b

Figure 5.2 Un automate.

On a Syq=tr(A) —tr(A1) + 2tr(Az), ou A; et Ag sont respectivement les automates

Oo—=0 oD

b

Figure 5.3 Les automates A; et As.

En effet, on le vérifie facilement avec le mot w = b", puisque ce mot est de rang stable

2. Considérons maintenant un autre mot w, si rgst(w) = 1, alors w est de la forme
w=b%abla...ab™, n>1, (5.2)

ol 41, 49,..., in—1 €t ig + i, sont pairs. Ce qui implique la formule pour S 4. De cette
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formule, on trouve que

B det(1 — M z)
~det(1 — Mz) det(1 — Myz)2’

Ca

ou M, My, M- sont les matrices adjacentes de A, A; et As. respectivement. On trouve
ainsi

Ca= 1— 22 _ 1+2

AT A2 1 —22 (1-z-29)1-2)

5.3 Apériodicité

Un monoide est apériodique si ses sous-groupes sont tous triviaux (on note que les
éléments identité du monoide et d’un sous-groupe peuvent différer). Un monoide fini M
est apériodique si et seulement si pour tout x € M, il existe un entier n > 0 tel que
n+1

™ = "7 Un automate est apériodique si son monoide des relations ’est.

Proposition 5.15. Les trois conditions suivantes sont équivalentes pour un automate
fini non ambigu :

(1) A est un automate apériodique

(2) Sa=tr(A),

(8) ((A) est linverse du déterminant de A.

La démonstration nécessite le résultat suivant.

Lemme 5.16. Soit w un mot agissant sur les états d’un automate. Alors la trace de
w; (i.e. le nombre de points fizes de w) est supérieur ou égal au rang stable de w. On a
égalité si et seulement st w est apériodique ; i.e. le sous-monoide engendré par la relation

induite par w est apériodique.

Démonstration.

1. Chaque point fixe de w est également un point fixe de w”, pour tout entier N. On

peut choisir N de facon a ce que w?

| Fiz(w)].

soit idempotent. Par la Proposition 5.7, rgst(w) =
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2. Supposons que w soit apériodique. Alors w* = w**! = w**2 = ... pour un entier

N

k suffisamment grand. Puisque toutes les puissances de w"* sont idempotentes, on peut

N

supposer en augmentant N que w'' = wN T Soit g un point fixe de w™. On a donc

un chemin 7: ¢ = Qo —>q1 —2>q¢2 —— ... —">qN-1 —">qo . On a cependant le

. N+1 . , . . ..
chemin 7’ : g0 ®—= qo . Si 7 n’est pas un préfixe de 7/, on obtient deux chemins distincts

N

a1 et /N etiquetes wV VD

ayant les mémes états initial et final. Ce qui contredit
la non ambiguité. Donc, 7 est un préfixe de /. Donc, il y a un chemin ¢o ——= qo . Par

conséquent, g est un point fixe de w et on a l’égalité du lemme.

3. Inversement, supposons qu’on a I’égalité. Alors tout point fixe de w” (NN est I’entier

de la partie 1.) est un point fixe de w. Soit g0 ——=q1 —2>q2 —> ... —“=qo un

chemin fermé dans le graphe de la relation sur @ induite par w. Alors gp est un point

fixe d’un certaine puissance de w, donc de w'¥ (puisque w’v = w?*¥ = ...). Donc g est
un point fixe de w. On a donc le chemin go —== g0 —— --- —~> qo . En comparant ce
chemin au premier, on obtient par non ambiguité que gy = ¢ = g2 = . ... Ce qui montre

qu’il n’y a aucun chemin fermé dans le graphe de w & 'exception de ceux qui sont des
répétitions de boucles. Si on enléve ces boucles du graphe, on obtient un nouveau graphe
sans chemin fermé ; donc, il existe un entier k tel qu’il n’existe aucun chemin de longueur

k' — w**1 En effet, un chemin de longueur k

k dans ce graphe. On va montrer que w

ou k + 1 dans le graphe de w a nécessairement une boucle. Donc, par répétition ou
k k+1

suppression de la boucle, on a que P ——=¢ est équivalent & P ~—¢. Donc w est

apériodique. O
Démonstration de la proposition 5.15

1) = 2) On utilise directement le Lemme 5.16.

2) = 3) on aa, = Z rgst(w) = Z |Fiz(w)| = tr(M™), o M est la matrice
|w|=n |w|=n
d’incidence de 'automate A. Donc.

C(A) = exp{z an%} = exp{z tr(M™) %}
n=1 n=1



CHAPITRE 5. FONCTION ZETA D’'UN AUTOMATE 73

M 1
= exp trz } = exp {trln( )} = det(1 — 2zM)71,
{ = n 1—2zM

par la formule de Jacobi expo #r oln = det.

—1) = —3) Du Lemme 5.16, pour tout mot w, on a |Fiz(w)| < rgst(w). Egalement du

Lemme 5.16, on a a, > tr(M™) pour tout n, et pour au moins un n, on a l'inégalité

tricte. D = n — tr(M™) 2=
stricte. Donc ((A) = exp {;a } > exp {Z r(M™) -

} et par les mémes calculs
n

n=1

faits ci-haut, on en déduit ql_le C(A) > det((I — zM)1).

5.4 Relation nulle

Rappelons que le support de la série S = Z ay w, dénoté Supp(S), est 'ensemble des

weA*
mots dont le coefficient a,, est non nul, Supp(S) = {w € A* | a,, # 0}.

Proposition 5.17. Les énoncés suivants sont équivalents.

(1) La relation nulle est élément du monoide des relations de 'automate A.

(2) Supp (Sa) # A"

(8) Ca converge pour z = ﬁ, ot |A| est la cardinalité de alphabet A.

Démonstration. 1) = 2) Supposons que la relation nulle est élément du monoide des

relations de 'automate A. Alors, il existe un mot w qui induit la relation nulle. Donc,

rgst(w) =0 et w & Supp (Sa).

2) = 1) Supposons Supp (Sa) # A*. Alors il existe un mot w tel que rgst(w) = 0. Donc,
pour un entier N suffisamment grand, on a rang(w”) = 0. Par conséquent, w” induit

la relation nulle.

2) = 3) Soient L = Supp (Sa) # A* et ¢ = Card(A). Soit w € A* un mot qui induit la

relation nulle. Siu € L, u € A*\ A*wA* ; autrement, u est la relation nulle et rgst(u) = 0.
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‘-1
Onal = U L;, ot £ = |wl|, L; = LN AY(A%)*. On obtient donc L; C A(A*\ w)*. Ainsi
=0
it+nt
[

LimAiAnZ < qi(qé_ 1)n < qﬁ—l(qﬁ_ 1) ,

puisque i < £ — 1. D’ou, pour tout N
N
LAV <¢ = (@' - 1)F)
N

o0
On a (4 = exp { Z an %}, ouay = =y rgst(u). Puisque le rang stable rgst(u)
N=1

est borné, il existe un entier D tel que pour tout u, rgst(u) < D. D’ou

av =3 rost(w < D¢ (' = 1)F)".

lu|=N
D’ou

-1 S ¢ N 2N

(a < exp{Dq > ((q —1)f> W}
N=1
0 ) N DqZ71
= (exp{z ((q£—1)7>N %})
N=1

B 1 Dqgt—1
1—(¢f = 1)t 2

o Dq’—1
- (Z(qz—l)%zN) :

N=0

Si on pose z = ¢~ = (Card(A))~!, la série entre parenthéses converge car

(¢" — 17

/ 1
q —1 Zq =
( ) p

<1,

S|

puisque ¢ — 1 < ¢, donc (¢* —1)7 < ¢.

—2) = —3) Supposons Supp (S4) = A*. Pour tout mot w, rgst(w) > 1; d’ou a,, > |A|".

On obtient donc

Ca

v

o Zn
n J—
expq Y A -
n=1
1
1—Alz
Donc (4 diverge pour z = |A|~1. O
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5.5 Nil-simplicité

Soient M un monoide fini et J son idéal minimal bilatéral. On dit que M est un monoide
nil-simple 8’1l existe un entier n > 1 tel que (M \ 1)" C J. Autrement dit, si chaque
élément # 1 du monoide a une puissance dans l'idéal minimal. Comme (M \ 1)™ est un
idéal bilatéral et que J est minimal, il s’ensuit que (M \ 1)" = J, on a alors (M \ 1)" =
(M \ 1)"+L,

Proposition 5.18. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. V.8.1) Les énoncés suivants
sont équivalents
(i) M est nil-simple,

(i) Tous les idempotents de M sont dans [’idéal minimal J de M.

Le rang minimal de M est le minimum des rangs de M autre que la relation nulle, on

le dénote 7(M).

Théoréme 5.19. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Thm IV.}.11) Soit M le monoide des
relations non ambigués sur Q@ de rang minimal fini ne contenant pas la relation nulle.

L’ensemble des éléments de rang (M) est dans l'idéal minimal de M.

Proposition 5.20. Soit A un automate. Les énoncés suivants sont équivalents.
(i) Le monoide des relations de A est nil-simple.

(i) S4 = dA*, pour un certain entier non-négatif d.

Démonstration. (i) = (it) Soit d le rang commun des éléments de 'idéal minimal du
monoide des relations M de A. De la proposition 5.18, on a que si M est nil-simple,

chaque élément de w est de rang stable d.

(i7) = (i) Soit e un idempotent de 'idéal minimal de M. Du théoréme 5.19, le rang de
e est le rang minimal de M. De plus, ce rang est égal au rang stable de e. Puisque le
rang stable est constant et est égal & d, on conclut que le rang minimal est d. Puisque

tout élément w du monoide a le rang stable rgst(w) = d, une certaine puissance de w
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est de rang d. Donc, cette puissance appartient & 'idéal minimal de M par le théoréme

2.19. O

5.6 Applications aux codes

Rappelons qu’un sous-ensemble X du monoide libre A* est un code si et seulement si

m, n € N* =N\ {0}, z1, x2,...,Zm, Y1, Y2, -- -, Yn € X, la condition

T1X2 .- Tm = Y1Y2.-.-Yn

implique

n=m, et x;=1y;, 1<1<n.

On note 1 le mot vide et X™* le sous-monoide libre engendré par X.

L’ensemble reconnu par A, dénoté par L(A) est 'ensemble des étiquettes des chemins
c:i—t,oui€letteT. On associe a 'automate A = (Q, I, T) la série formelle
Al =Y (4], w)w,
weEA*
ou (JA], w) est le nombre de chemins ¢ :i — ¢, oui € I et t € T d’étiquette w. Si A,
est un automate non ambigu, on identifie la série |4| associée a A avec I’ensemble L(.A)

reconnu par A.

Proposition 5.21. ((Berstel et Perrin, 1984), Prop. IV.1.4}) Soit X C A* et A l'auto-
mate tel que |A| = X. Alors |A*| = (X)*, ot X est la série caractéristique de X.

Il s’ensuit que X est un code si et seulement si A* est non ambigu.

Soient X un code fini et w € A" un mot non-vide. Une X -factorisation F de *°w™
est un sous-ensemble F' de Z tel que F' contienne des entiers arbitrairement grands et
arbitrairement petits et que pour deux entiers consécutifs 7, j dans F, x; 41 ... 251 €
X. Définissons la série formelle Sx par

Sx = Z (Sx,w)w,

wEA*
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ou (Sx,w) est le nombre de X-factorisations du mot bi-infini *w.

Rappelons que la série indicatrice Ly = Z (Lx, w)w d'un code X, ou (Lx, w) est le

wWEA*
nombre d’analyses du mot w; i.e. le nombre de triplets (u, m, v), tel que w = vmu et

ve A"\ A X, m e X*, ue A"\ XA
Le degré de X est le nombre max{(Lx, w) | w € A*}.

Remarque 5.22. Dans (Vincent, 1985), Vincent considére déja les X-factorisations
des mots bi-infinis périodiques. Il montre que pour un mot donné, ces X-factorisations

sont disjointes. De plus, le nombre minimal de X-factorisations est égal au degré de X.
Un automate a pétales A= (Q,(1,1),(1,1)) de X est défini par

Q={(u,v) € AT x AT |we X}U{(L, 1)}, I=T={11)}
et quatre types d’arétes

foruav € X, u# 1 and v # 1,

(u, av) —— (ua, v

(17 1) —— (CL,

<

)

) forav e X, v # 1,
) forua € X, u #1,
)

—~
[
—
~—
[Q J
—~
—_
—

fora € X.

Autrement dit, chaque pétale est un cycle d’état initial (1, 1) et a comme étiquette un

mot de X. Il s’ensuit que le nombre de pétales est le nombre de mots de X.

Exemple 5.23. Considérons le code X = {a, ab, bb}. Son automate a pétales est

Figure 5.4 L’automate a pétales du code X = {a, ab, bb}.
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Théoréme 5.24. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Thm IV.2.1) Les énoncés suivants

sont équivalents
(i) X est un code.

(i) L’automate & pétales est non ambigu.

Proposition 5.25. Soit A l'automate o pétales de X, alors S4 = Sx.

Démonstration. Il y a une bijection entre les X -factorisations de “w® et les chemins

bi-infinis de A étiquetés Cw™. O

Remarque 5.26. 1l est possible de démontrer que le résultat précédent est aussi valide

pour tout automate non ambigu connexe A = (@, 1, 1) reconnaissant X*.

Définition 5.27. Soit L un sous-ensemble de A*. La fermeture cycliqgue de L est 1’en-
semble défini par

{vu | u, v € A", uwv € L}.
Les mots uv et vu sont appelés des conjugués

Corollaire 5.28. Supp(Sx) est égal a la fermeture cyclique de X*.

Démonstration.

C) Soit w € Supp(Sx); alors il existe au moins une X-factorisation du mot bi-infini
Xw>. Soit A 'automate a pétales reconnaissant X *. De la proposition 5.25, il existe un
chemin bi-infini étiqueté “w> dans A. Soit @ ’ensemble des états de A. Comme @ est

fini, il existe un entier positif n € N* et i € Q tels que i " est un chemin dans A.

Soit 1 I’état initial et final de A. Puisque A est un automate a pétales, le chemin
étiqueté w™ passe nécessairement par 1. Soient u, v € A* deux mots tels que w"™ = uw
et § ——>1—>4 pour n et i choisis plus haut. Alors, on a 1 —— i —1 . Donc, il
existe un mot w’ = vu conjugué a w™ tel que w’ € X*. Par conséquent, w appartient a

la fermeture cyclique de X*.
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D) Supposons que w appartient a la fermeture cyclique de X*. Alors il existe un entier
positif n € N* et un mot w’ tels que w’ soit conjugué¢ a w™ et w’ € X*. Puisque

P(w')>® =P (w")>® = Pw> et (Sx, w') #0, w € Supp(Sx). O

La fonction zéta ((X) d’un code fini X est défini comme la fonction zéta de son automate
zn

a pétales. Autrement dit, ((X) = exp (Z an—>, ou a, est le nombre total de X-
n

factorisations des mots bi-infinis *°w®°, tels que |w| = n. Le prochain corollaire est une

conséquence directe des propositions 5.8 et 5.25.

Corollaire 5.29. ((X) est une série N-rationnelle.

Un mot w est un facteur d'un mot x s'il existe des mots u, v € A* tels que z = uww.

Un code est complet si tout mot w € A* est un facteur d’un mot de X*.

Corollaire 5.30. Soit X un code fini. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) X est un code complet.
(2) Supp (Sx) = A*.

(8) La fonction zéta de X diverge pour z = Ty Ot |A| est la cardinalité de l’alphabet
A.

On a que X est complet si et seulement si la relation nulle n’est pas élément du monoide
des relations de son automate a pétales. Le corollaire découle alors directement de la

proposition 5.17.

Rappelons que X est la série caractéristique de X, définie par X = > -5 w. Soit
0 : Z{(A)) — Z][z]] 'homomorphisme défini par #(a) = z, pour toute lettre a € A. Un

sous-monoide M de A* est dit pur si pour tout x € A* et n>1, 2" € M =z € M.

Proposition 5.31. Soit X un code fini. Les énoncés suwivants sont équivalents.

(1) X* est un code pur.

(2) ¢x = 9z
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Cette proposition provient de (Berstel et Perrin, 1984), Prop. VIL.3.3, (Béal, 1993),
Prop.9.6 et (Stanley, 1986) Prop. 4.7.11. La démonstration de cette proposition nécessite

les résultats suivants.

Proposition 5.32. (Restivo, 19738) Soit X C AT un code fini. X* est pur si et seulement

si le monoide des relations o(A*) ne contient pas de sous-groupe trivial.

Proposition 5.33. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. VIII.2.1)

1 - 0(X) = det(I — zM).

Démonstration de la Proposition 5.51

1) = 2) Soit X* un code pur. Par la proposition 5.32, le monoide des relations de son

automate a pétales est apériodique. De la proposition 5.15, on a (x = (det(I — zM)) ™!,

ot M est la matrice d’incidence de ’automate A. De la proposition 5.33, (x = #(X)'

2) = 1) De la proposition 5.33, (x = (det(I — zM))~!. Par la proposition 5.15, I'auto-

mate & pétales de X est apériodique. Par la proposition 5.32, X* est pur.

Un code X est dit circulaire si pour tout n, m > letxy, xo, ..., 2 € X, Y1, Y2, - -+, Ym €

X,pe€ A* et s € AT, les égalités

ST2L3 .. TnP = Y1Y2 - - - Ym,; T1 = ps,

impliquent n =m, p=1et z; = y;, 1 <i < n. De facon équivalente, un code circulaire

satisfait la condition suivante
we X' weX =uve X"

Proposition 5.34. Soit X un code fini. Les énoncés suivants sont équivalents.

(1) X est un code circulaire.
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(2) (Sx, w) € {0,1} pour tout mot w.

Dans ce cas, Sx est la fermeture sous la conjugaison de X*.

La démonstration nécessite le résultat suivant.

Proposition 5.35. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Prop. VII1.1.2) Soit X un code et
@ la représentation associée de l’automate o pétales de X. Les énoncés suivants sont

équivalents.
(1) X est un code circulaire.

(2) Pour tout w € AT, la relation p(w) a au plus un point fize.

Démonstration de la Proposition 5.3/

(1) = (2) Soit X un code circulaire. Par la proposition 5.35, (Sx, w) € {0, 1}.

(2) = (1) Soit A l'automate a pétales de X. Alors, tout mot w a seulement un seul
point fixe. En effet si w avait au moins 2 points fixes, son rang stable serait supérieur &

1. Par la proposition 5.35, X n’est pas circulaire.

Rappelons qu'un code X est préfixe si X N XAt = ¢. Autrement dit, X est un code
préfixe si aucun mot de X est un facteur gauche d’un autre mot de X . De facon similaire,

un X est suffixe si X N ATX = ¢. Un code est bifize sil est préfixe et suffixe.
Un code X est mazimal si pour tout mot w ¢ X, X U {w} n’est pas un code.

Proposition 5.36. Soit X un code mazimal. Les énoncés suivants sont équivalents.
(i) X est bifize.
(i) Sx = dA*, pour un certain entier d.

Dans ce cas, on a ((X) = (1 — z|A|)™%, ou |A| est la cardinalité de alphabet A.
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La démonstration exige le résultat suivant.

Théoréme 5.37. (voir (Berstel et Perrin, 1984), Thm V.3.3) Soient X un code fini
mazimal et A un automate non ambigu reconnaissant X*. On a les équivalences sui-

vantes.
(i) X est un code bifize.

(ii) Le semi-groupe p(A™) est nil-simple.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 5.20 et du Théoréme

2.37. O

5.7 Exemples

Définition 5.38. Un morphisme de Bernoulli sur A* est un morphisme 7 : A* — R4

satisfaisant

Z m(a) = 1.

acA

Un morphisme 7 est positif si 7(a) > 0, pour tout a € A.

La distribution uniforme 7 est un morphisme de Bernoulli défini par 7(a) = |—1‘, ou |A|

est la cardinalité de A.

Théoréme 5.39. (Schitzenberger, voir (Berstel et Perrin, 1984) Thm 1.5.11) Soit X
un code mince et w un morphisme positif de Bernoulli. N importe quelles deux des trois

conditions suivantes impliquent la troisiéme.
(i) X est un code.
(i) ©(X) = 1.

(iii) X est complet.
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Exemple 5.40. Soit X = {aa, ab, b}. Posons 7(a) = s et w(b) =t =1 — s. Puisque

T(X) = s24+s(1—s)+(1—5)
= s2+s—s+1—s

= 1,

il s’ensuit du Théoréme 5.39 que X est un code complet. Du corollaire 5.30, Supp(Sx) =

A*. Le sous-monoide X* est reconnu par 'automate suivant :

b

a, b

Figure 5.5 Automate complet reconnaissant le sous-monoide X* = {aa, ab, b}*.

Cet automate étant déterministe, on utilise le fait que le rang stable de w est égal &
la cardinalité des états finaux des chemins étiquetés w'™, pour un entier n suffisamment
grand. Ainsi, on trouve que rgst(a™) = 2 et rgst(A*ba*) = 1. De la remarque 5.26,
Supp(Sx) = Supp(S4) = A*, par conséquent, Sy = 2a™ + A*ba*.

Soit a, le nombre total de X-factorisations des mots bi-infinis *w>, tels que |w| = n.

De Sx,onaa, =2"+1 et

- fEet) el ) g fE)
S (R P (Y R | SR

Exemple 5.41. Considérons le code X = {aa, ab, aab, abb, bb}. Une fois de plus, en

posant 7(a) = s et w(b) =t =1—s, on trouve m(X) = 1. Il s’ensuit du Théoréme 5.39
que X est un code complet; et, du corollaire 5.30, Supp(Sx) = A*. Le sous-monoide

X* est reconnu par I'automate suivant
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Figure 5.6 L’automate reconnaissant le sous-monoide X* = {aa, ab, aab, abb, bb}*.

1 2 1 2 3 )
a et b induisent sur A les relations a = et b = . Puisque a® =
2 13 3 13 1
1 2 1 2 3
et b2 = sont des relations idempotentes, on a rgst(a™) =
13 2 1 13 3

rgst(b™) = 2. En écrivant les relations ab et ba sous une forme matricielle, on a

1 0 1 1 0 00 0
ab=11 0 1|=1|1|1[1,0,1], ba= |0 1 ofl =11/ [0, 1,0]
0 0 0 0 01 0 1

Par définition du rang d’une relation, un mot contenant a et b (ou ayant ab ou ba comme
facteur) aurait un rang stable d’au plus 1. Puisque X est un code complet, du Corollaire
5.30, on a Supp(Sx) = A*. Donc, pour tout mot w tel que |wl|, # 0, |w|p, # 0, son rang
stable vaut 1. Par conséquent, on obtient
Sy =84 =2at 4+ 20" + Z w.
weA*

[w]a#0, [w|p7#0

Soit ay le nombre de X-factorisations des mots bi-infinis *w™ tels que |w| = n. On

obtient directement a,, = 2" + 2 et

0 n 0 P > 9n ,n 2, 2" ?
(x = exp{zan%}ZGXP{Z(TJF?);}:GXP{Z2n }eXp{Z Z}
n=1

n=1 n=1 n=1

- oo {n(Z5)} e i () -
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5.8 Fonction zéta et systémes dynamiques

La fonction zéta d’un systéme dynamique a été introduite par Smale et elle permet
de compter les orbites périodiques. Elle constitue un invariant par isomorphisme de
systémes dynamiques. La rationalité de la fonction zéta d’un systéme sofique a été établie
par A. Manning (Manning, 1971) ainsi que par J. Berstel et C. Reutenauer (Berstel et
Reutenauer, 1990) ou la démonstration est adaptée a la fonction zéta généralisée d’un

langage cyclique.

Soient A un alphabet fini et A% ’ensemble des mots bi-infinis. Un décalage est une

application o : AZ — AZ deéfinie par

o((an)nez) = (an+1)nez.

Un systeme dynamique (S, o) est une partie S de A% qui est fermée et invariante sous

o,ie o(S)=S.

Soient (5, o) et (T, 7) deux systémes dynamiques, un homomorphisme ¢ de systémes
dynamiques est une application continue ¢ : S — T qui commute avec les décalages;

ie, poog =710

Mike Boyle (Boyle, 1989) associe a chaque homomorphisme de systémes dynamiques une
fonction zéta en plusieurs variables. On va vérifier que la fonction zéta de 'automate

(équation (5.1)) est une spécialisation de celle de M. Boyle.

Soit A un automate non ambigu. On lui associe deux systémes dynamiques (S, o) et
(T, 7),0u S et T sont les ensembles des chemins bi-infinis dans A et des étiquettes (mots
bi-infinis) de ces chemins respectivement, et ot o et 7 sont les décalages définis par la
translation (an)nez = (an+1)nez. Définissons ¢ : S — T par I'étiquetage d’un chemin

bi-infini, on a ¢ oo =70 .

Un morphisme ¢ de deux systémes dynamiques est fini ("finite-to-one") (resp. borné

("bounded-to-one")) si pour tout ¢ € T, la cardinalité de ¢~!(¢) est finie (resp. bornée).

Proposition 5.42. (voir (Béal et Perrin, 1997), Prop. 16) Soit A un automate transitif.
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On a les équivalences suivantes.
(i) A est non ambigu.

(i) Le morphisme qui envoie les chemins bi-infinis de A wvers leurs étiquettes est
fina.

Proposition 5.43. (voir (Béal et Perrin, 1997), Prop. 17) Soit f : S — T une appli-
cation finte réalisée par un transducteur sur n états. Le nombre de pré-images de tout

élément de T est borné par n?.

Définition 5.44. Un mot bi-infini w est périodique de période k si k est le plus petit

entier positif tel que o¥(w) = w.

Soit t € T un mot périodique de période n, ¢~1(t) est fermé sous o™. Par définition
de ¢, chaque élément de ¢~ !(t) est périodique. En effet, ¢ commute avec les décalages,

poo=T1o@,donc poc” =7"0¢. Or

¢(x) =y = poo(x) =1"0d(x) =7"(y) = y.

" induit une permutation sur I'ensemble fini ¢~1(¢) et on dénote

Donc le décalage o
par A(t) le partage A1, ..., A\x ou les longueurs des cycles de cette permutation sont

Al, ... A, avec les multiplicités.

Soit x) une variable, une pour chaque partage A. Par les deux derniéres Propositions,
puisque A est non ambigu alors, ¢ est un morphisme borné. Puisque ¢~ '(t) est de
cardinalité bornée, on a un nombre fini de partages. Fixons A\ et considérons tous les
t € T de période n tels que A(t) = A. Dénotons par N,(A) leurs cardinalités. Boyle

définit la fonction zéta partielle de A par

G =ep { S Mt

et la fonction zéta de ¢ par
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ou on utilise les développements usuels des séries de la forme (1 + a2z + agz +...)%.

Toujours par Boyle, les fonctions zéta de (S, o) et (T, 7) sont obtenues de Z, par

¢(z) = [Iae
A
G(z) = T (@)
A
Autrement dit, pour le systéme (T, 7), on envoie chaque z sur 1 et pour le systéme
(S, o), on envoie x) sur le nombre de parts de \ égales a 1; i.e. le nombre de points fixes

de o™ agissant sur ¢! (t).

Montrons que la spécialisation x) — \)\\ = > \; envoie Z, vers (4. En effet, on a que ||
est le nombre de points fixes de ¢ . Donc, Z N, (N) |A| égale le nombre d’éléments

de T étant des étiquettes de période n dans T'; Z N, (A) || = ay, ou a, est la somme
A

des rangs stables de tous les mots de longueur n.
Ainsi Z, se spécialise a
1Al

[T = II {ew 3 N

A n>1

= exp ZZ!)\]N = exp Z:Clnﬁ =qCA
n

n>1 n>1

Cette spécialisation de Zy peut étre définie directement en termes de systemes dyna-

miques via la formule
AP
n>1 rn(t)=

Cette fonction est N-rationnelle par la Proposition 5.8.

Exemple 5.45. Reprenons 'automate de la section 5.2. Si ¢t = *°b°°, alors la plus petite
période de ¢ est 1 et ¢~ 1(t) a 2 éléments. Si n est impair, o™ agit transitivement sur

¢~ 1(t) et si n est pair, il y a deux orbites. Elles correspondent & A = 2 et A = 11. Ainsi,



CHAPITRE 5. FONCTION ZETA D’'UN AUTOMATE 88

pour tout autre t, ¢~1(t) a 0 ou 1 élément, on a donc : N,(2) = 1 si n est impair, 0
autrement ; N, (11) = 1 si n est pair, 0 sinon. Choisissons t tel que ¢~'(t) a un élément.
Ce correspond au cas ot t = ®w™, ou w est de la forme (5.2). Donc Ni(1) est le nombre

de tels mots et (3 est la fonction zéta de L, I'ensemble de ces mots.

La série caractéristique L de L est égale a tr(A)—tr(A;), avec les notations de la Section

5.2. Par les méthodes de (Berstel et Reutenauer, 1990), on

1— 22
G = T2
1
2n 2n 2 i 1
z Z 1 2 1 2
o= end S ot ment St —en{n (25} - ()
n>1 n>1

G2 = exp

22l eXp{EnZl ZT} (1—22)2 <1+z>é
= 2n+1 exp{2n>1 22n} 1—2z 1—2

Ainsi, la fonction zéta de Boyle est

. e (-2 (1+2)7
o= e (=220 AFa-F

—~
[
+
N
~—
8
[y
—~
—_
_l_
N
~—
m|m

En spécialisant =) a |A|, i.e. z1 — 1, 11 et x9 — 2, cette fonction se spécialise a

1+2
(1—2z—-22)(1-2)




CHAPITRE VI

MATRICES GENERIQUES NON COMMUTATIVES
STOCHASTIQUES

Dans ce chapitre, on étudie les matrices génériques stochastiques; en particulier, on s’in-
téresse au vecteur propre a gauche associé a la valeur propre 1. Dans le cas commutatif,
on montrera que ce vecteur propre de la matrice M est le vecteur ligne des mineurs
principaux de la matrice M — I,, (Proposition 6.7). La démonstration est purement al-
gébrique. Dans le cas non-commutatif, on montrera que les éléments de ce vecteur sont
les inverses des dérivations des codes reconnus par I’automate dont M est la matrice de
cet automate (Théoréme 6.12). La démonstration des parties (iv) et (v) du Théoréme

6.12 est complétement différente que celle de (Lavallée et al., 2008).

La démonstration du cas non-commutatif nécessite des résultats provenant de la théorie

des corps libres, des matrices génériques stochastiques et des corps libres stochastiques.

6.1 Corps libres

Soit K un corps. Si le groupe multiplicatif de K est commutatif, K est un corps com-
mutatif. Lorsqu’il n’y a pas de commutativité, K est appelé corps gauche ou anneau de
division. L’anneau des séries rationnelles & variables non commutatives Q"% (({A)) n’est
pas un corps gauche. Cependant, il existe des corps gauches contenant Q(A); parmi
ceux-ci, il y a le corps libre, dénoté F. Le corps libre est un objet non commutatif dont

I’analogue commutatif est le corps des fractions de ’anneau des polyndmes commuta-
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tifs. On retrouve plusieurs constructions du corps libre, citons celle d’Amitsur (Amitsur,
1966), Bergman (Bergman, 1970), Malcolmson (Malcolmson, 1978), Cohn (Cohn, 1971)
et (Cohn, 1995).

Définition 6.1. Une matrice carrée d’ordre n est pleine si elle ne peut pas étre écrite
comme un produit de matrices n x n — 1 par n — 1 X n. Une matrice qui n’est pas pleine

est dite non pleine.

Les corps libres sont caractérisés par la propriété suivante due & Cohn : toute matrice M
a coefficients dans K(X) qui est pleine est inversible dans le corps libre ((Cohn, 1995),
Théoréme 4.5.8.).

Définition 6.2. Une matrice carrée d’ordre n est creuse s’il existe une sous-matrice de

0 de dimension p X q telle que p+¢ > n+ 1.

0 01

Exemple 6.3. Lamatrice |0 0 1| est creuse puisqu’il y a un bloc de 0 de dimensions

1 11
2x2et4d>3.

Le résultat suivant est évident.
Proposition 6.4. Une matrice creuse est non pleine.

Proposition 6.5. Soient A\ € D", M € D" et v € D" !, o0 D est un corps

gauche. On suppose que M est inversible. Alors 7 est inversible si et seulement
A0
si AM ™1y £ 0.
Démonstration.
: M v
(<) Supposons que ¢ = AM ~1v # 0, alors l'inverse de est
A0

M= — M~ Yye IAM~t M1yt
cIAM! —c!
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En effet, cette matrice est I'inverse & droite de M puisque

M ~| | M7= M Yy 'IAM— M1yt
A0 cIAM! —c!

MM — M7 'ye™IAM™Y) + v ']AM™Y M(M~'ye™) — e
MM~ = M=ty IAMY) AM e

1-— yc_l)\M_l + Wc_l)\M_l 70_1 — ’76_1
MM XMy IAM—t AM et
N—_—— —_——

=cC =cC

Cette matrice est également l'inverse a gauche de M car

M= — MYy IAM— M~ tyc! M ~
cIAM! —c! A0

(M=t — M~ Yye IAMY)M + M~ tye™ N (M~ — M~ tye IAM 1)y
(cTIAM—YM — 1A (cIAM~1)y

_1 — M Yye™ N+ M~ tye™ I M=ty — Myt )\M_lfy
——

=c

cIN—c¢IA ¢! )\M_lfy
——
L =c
10
0 1
M ~ -M "
(=) Supposons que soit inversible. Soit son inverse. Alors on a
A0 N«
o
M oyl |
A 0 | 0
—1-
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0
Donc M~y +~vya = || =0 et Ay = 1. 1l s’ensuit que
0
Y = M 'y
=M = MM lya=1

=AM~y # 0.

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 6.6. Soient A\, M et v des matrices a coefficients dans K(A) ot M est pleine.

M~ ¥
Si est non pleine (en particulier si est équivalente par transformations

A0 A0

élémentaires de lignes et de colonnes & une matrice creuse) alors A\M 1y = 0 dans le

corps libre.

6.2 Matrices génériques stochastiques

Soit M une matrice carrée ayant un vecteur propre a droite donné pour une certaine
valeur propre donnée. On s’intéresse au vecteur propre a gauche de M pour cette méme
valeur propre. Puisqu’on peut toujours se ramener & une matrice stochastique (i.e. la
somme des éléments de chaque ligne vaut 1), on va se ramener au vecteur propre a

droite (1, 1, ..., 1) associé¢ & la valeur propre 1. En effet, supposons que la matrice
n

carrée M = (aij)1<i, j<n SOit stochastique;i.e. pour tout ¢ =1, ..., n, E a;; =1.0na
j=1

t
n
ML) = Y ey ang
=1

e (M-1,)-'(1,...,1) = Y0,...,0),
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ou I, est la matrice identité d’ordre n. Dans le cas commutatif, on a le résultat suivant

Proposition 6.7. Soient M une matrice stochastique et N = M — I, = (bij)i<i, j<n ;
n

1.e. pour tout 1t =1, ..., n, Zbij = 0. Le vecteur ligne des mineurs principauz N; de
j=1
N est un vecteur propre a gauche de N associé a 0.

Démonstration. Par définition de N, det(N) = 0. On va montrer que
(N1, Noy ..., N,) N =0.
Vérifions cette équation avec la 1" colonne de N, on a

Nibii+ ...+ Nybpy

bao bagz ... bop b1 bi2 ... bin
bz b3z ... b3p ba1 bao ... ban1
= . . . . bll + e + . . . . bnl
bn2 bn3 s bnn bn—l, 1 bn—1,2 o bn—l,n—l
boo bog ... boy, — 2?22 blj b1 - bl,n—l
bz b3z ... b3y =30, by baa ... banaa
S R P E]_z ’ bn1
bn2 bn3 s bnn - E;LZQ bn—l,j bn—1,2 e bn—l,n—l
baa bz ... bop b12 bio ... b1 np-1
bz b3z ... b3y baa baa ... banpa
= . . . . bl]‘ + e . . . . bnl
bn2 bn3 v bnn bn—1,2 bn—l,2 B bn—l,n—l
-0
b1, n—1 bia ... binp-1 bin bia ... b1 np-1
b p— b R bon b . by
L 2,‘ 1 ?2 ‘ 2,- 1 b 2 ?2 ‘ 2,- 1 -
bp—1,n-1 bn-12 ... bp_1,n-1 bp—1,n bn-12 ... bn—1n-1
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bao  bo3
_ |bz2 b33

bn2 bn3

bao  bo3
~|bs2 b33

bn2 bn3

bao  bo3
~|bs2 b33

bn2 bn3
= det(N)
= 0.

b2n

b3n

b2n

b3n

b1 — ...

b1 — ...

b1 — ...

bln

bn—l,n

— (-2

+ (_1)n+1

b2

bao

bp—1,2

b12

bao

bp—1,2
b2

bao

bn—1,2

b1, n—1

b -1

bn—l,n—l

b13

bas3

bn—1,3

b3

bas3

bn-1,3

bln

b2n

bn—l,n

bln

b2n

bn—l,n

Ce résultat est bien connu en probabilités puisqu’il permet de calculer la probabilité

limite d’un procédé de Markov fini, en remplacant la matrice stochastique M par M —I.

On peut calculer ces probabilités en utilisant le Théoréme des arbres de chaines de

Markov (Markov chain trees theorem), voir (Broder, 1989), (Anantharam et Tsoucas,

1989) ou (Aldous, 1990), ou ce calcul est donné en termes d’arbres générateurs.

On va énoncer une version non-commutative de ce résultat. Soit M = (az‘j)1§i, j<n une

matrice générique non commutative ; i.e. les a;; sont des variables non commutatives.

On dénote F le corps libre correspondant. On associe & M la matrice S : c¢’est la méme

matrice sauf qu’on suppose que les a;; sont soumis aux relations stochastiques

n
Vi:1,...,n,Zaij:1.
Jj=1

(6.1)
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Autrement dit, la somme de chaque ligne de S vaut 1; donc S est une matrice sto-
chastique. On appelle S une matrice générique non commutative stochastique. L’algébre
sur Q engendrée par ces coefficients est une algébre associative libre, puisqu’isomorphe
a l'algebre Q(aij, i # j). En effet, on peut éliminer les a; par les relations (6.1). On
dénote cette algebre Q(a;;/(6.1)), en référence aux relations (6.1). Ainsi, il y a un corps

libre correspondant appelé corps libre stochastique dénoté S.

6.3 Existence des éléments et identités dans le corps libre stochastique

On veut vérifier que certaines expressions rationnelles ont un sens dans le corps libre
stochastique libre S. Par exemple, soient a, b, ¢ et d quatre variables non commutatives
soumises aux relations stochastiques a +b=1et c+d=1et (1+bd*)"t = (1 +b(1 —

d)~1)~! une expression rationnelle. On veut montrer que cette expression existe dans S.

On va démontrer ’existence de certaines spécialisations des variables, compatibles avec
les relations stochastiques de S de fagon & ce que les expressions rationnelles spécialisées
ont un sens dans S. Reprenons 'exemple précédent, posons b = 0, alors bd* se spécialise

40 et 1+ bd* a 1. Ainsi, expression (1 + bd*)~! est définie sous cette spécialisation.

Définition 6.8. Un morphisme de Bernoulli est un morphisme 7 de Q-algébres de

l'algebre associative libre Q(a;;) vers R tel que
n
(i) pour tout i =1, ..., n, Zﬂ'(ai]‘) =1;
j=1
(ii) m(as;) > 0, pour tout 4, j =1, ..., n.
Un tel morphisme induit naturellement un morphisme de Q-algebres de Q(a;;/(6.1))

vers R.

Lemme 6.9. Il existe un sous-anneau S, du corps libre stochastique S tel que

(1) Sy contient Q(a;;/(6.1)) ;

(i) il existe un prolongement de m vers Sy (qu’on dénote ) ;

(iii) si f € Sy and (f) #0, alors f~1 € S;.
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Démonstration. C’est une conséquence du fait que S est un corps libre, donc le corps
universel des fractions Q(a;; (6.1)). Ce qui implique qu’il existe une spécialisation S — R
prolongeant 7 : Q(a;;/(6.1)) — R, et le lemme s’ensuit. Voir (Cohn, 1971) 7.2 et Cor.
7.5.11. ]

Corollaire 6.10. Soient ™ un morphisme de Bernoulli et S = Z w, ot L est un langage
wel
rationnel du monoide libre {a;;}* tel que Z m(w) < oo. Alors, pour toute expression

weL
rationnelle de S, cette expression est définie dans le corps libre stochastique S.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur la taille de ’expression rationnelle
de S. Comme 7 est un morphisme positif, pour chaque sous-expression et série corres-
pondante S’, m(S’) converge et est > 0. On applique par récurrence le lemme et on voit

que pour chaque sous-expression, que 1’élément correspondant est dans S;. ]

Lemme 6.11. Soit S une série rationnelle dans Q((a;;)) ayant une expression ration-
nelle définie dans S. Alors elle est définie dans F. De plus, si S = 0 dans F, alors S =0
dans S.

Démonstration. 11 existe une spécialisation F — S, car F est le corps universel des
fractions de Q(a;;), voir (Cohn, 1971), Chapitre 7. Donc, il existe un sous-anneau H de
F et un morphisme surjectif de Q-algébres S: H — S tel que : Vf € H, S(H) #0 =
f~1 € H, et tel que H contienne Q(a;;).

On prouve donc par induction sur la taille de I'expression rationnelle que S existe dans
F et que §(S) est un élément de S défini par I'expression rationnelle. Il s’ensuit que si

S =0 dans F, alors S =0 dans S. O

6.4 Chemins

Soit M = (aij)1<i, j<n une matrice générique non commutative. Soit A l'automate a n
états ayant les fleches § —=7j , 4, j = 1, ..., n. La matrice M est donc la matrice de

Uautomate A.



CHAPITRE 6. MATRICES GENERIQUES NON COMMUTATIVES STOCHASTIQUES97

Soit C; I’ensemble des étiquettes de tous les chemins ¢ — 4. Puisque que C; est un langage
reconnu par A, sa série caractéristique C; est une série reconnaissable ; du Théoréme de
Schiitzenberger, C; est une série rationnelle. Il s’ensuit que cette série est un élément du

corps libre F.

Soit P; la somme des chemins partant de ¢ et ne repassant pas par ¢, alors P; est I’ensemble

des préfixes propres de C;. Du méme raisonnement que Cj, P; est un élément de F.

Soit w un mot, on définit la dérivation \ de w par A(w) = |w|w. Du Théoréme 7.5.17
de (Cohn, 2005), A se prolonge de facon unique dans le corps libre F, que nous noterons

encore \.

Cette fonction a les propriétés suivantes :

APQ) = MP)Q+PAXQ),
A(P*) = P*\P)P",

ou P et @) sont deux expressions rationnelles non commutatives. Démontrons la premiére

propriété ; soient u et v deux mots, on a

AMuv) = |Juv|uwv

= (lul+ o)) uov

luluv 4+ ufv|v

= Mu)v+uA(v).
Démontrons la seconde propriété, on a

AP = S AP

Nk

3
Il
o

(AP)P" '+ PAP)P"% +..)

[
NE

3
Il
o

I
WE

i P'\(P) P’

J=0

7

Il
=)
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:iﬁwfﬁj
i=0 j=0

= P*\P)P*.

Soit A un automate ayant n sommets et soit M la matrice de A. Soient C1, Co, ..., Cp
les n langages reconnus par A. Si A est non ambigu, les langages C; sont des codes
par la Proposition 5.21. Soient A\ = A(C1), A2 = A\(Ca),..., Ay = A(C},) les longueurs

moyennes des codes Cp, Co, ..., C, respectivement.

Théoréme 6.12. Soit M = (a;j)1<i, j<n (Matrice générique non commutative) la ma-

trice de l'automate A. Soient C; et P; les langages définis ci-haut.
(i) Les PZ-_1 sont définis dans le corps libre stochastique S.
(ii) Les C; sont définis dans S et sont égauz a 1.
(111) N(C;) est défini dans S et est égal o P;.

(iv) On a dans S
(PrY . PYM = (P, . P, (6.2)

(v) On a dans S
Z Pl=1. (6.3)
i=1
Exemple 6.13. Soit A 'automate

lsoumsce!

c

a b
La matrice de A est M = .Soit S=M aveca+b=1et c+d=1. On trouve
C1 = a+bd'e, Cy =d+ ca™b,
P = 1+ bd", Py=1+ca*.
Vérifions la condition (i7),

C, = a+bdic=(1-b)+bd*(1—d)y=1—b+b=1.
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De la méme facon on trouve Co = 1.
Vérifions la condition (7i),

AC1) = Aa)+ A(bd )
= a+bd'c+bA(d")c+ bd*c = a+ 2bd*c+ bd"dd*c
= (1-0b)+2bd"(1 —d)+bd*dd*(1 —d)

= 1-b+2b+bd'd=1+b+bd'd=1+b(1+d")=1+bd" = P.

De facon similaire, on trouve A(Cy) = P» = 1 + ca*. Vérifions la condition (iv), pour ce

faire, on va montrer que le systéme suivant satisfait
-1 p-1 -1 p—1
(Pl By )M:(Pl » Py ).
De ce systéme, on a les 2 équations suivantes :

Pla+Pt(1—-d) = P, (6.4)

P'1-a)+Ptd = Pyt (6.5)
Veérifions ’équation (6.4),

Plat+Pyt(1—-d) = P!
sPl1-d) = P'(1-a)
Sd'P = a'P (6.6)
Sd* (1+ca*) = a* (140bd¥)
sd+d(1-dad* = a +a*(1—a)d*

sd'4+ad = a+d.
Ainsi, I’équation (6.4) est satisfaite. Vérifions maintenant I’équation (6.5), on a

P'l-a)+Ptd = Pyt
sPl1-a) = N (1-d)

<:>CL*P1 = d*Pg.
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Puisqu’on obtient encore I’équation (6.6), il s’ensuit que ’équation (6.5) est également

satisfaite ; ainsi, le systéme ’est aussi.

Finalement, il reste a vérifier la condition (v).

PPt = P4 Pt (1—a)d® par Iéquation (6.6)
= P74 P lbd*

= Prl(1+bd) =Pt P =1

Démonstration du Théoréme 6.12.

Soit M = (aij)1§z‘,j§n la matrice de 'automate A. Soit a;; I'étiquette de I'aréte joignant
i & j. Considérons le monoide libre {a;;}*. On peut identifier une somme infinie de

chemins étiquetés avec leurs séries correspondantes dans Q((a;;)).

Soit P;; 'ensemble des chemins de i vers j ne passant pas par i. On a P, =) F;;. On
observe que chaque chemin de ¢ vers j peut étre décomposé comme la concaténation
d’un chemin de i vers ¢ (un élément de C}) et d’un chemin de ¢ vers j ne passant pas

par i (élément de Fjj).

Comme (M*);; est la somme de tous les chemins de 4 vers j, on obtient l'identité dans

Q((aiz)) : (M*)i; = CF Py

On a P; = 1. Les Py, i # j n'ont pas de termes constants; d’ou (P;;))i<i j<n €st
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inversible dans Q((a;;)). On a

cr 0 ol [Pu P, |
0 :
M* =
0
0 0 Ci| [Pu Pon]
_1 — 01 0 0 | _P11 Pln-
0
& = (1—-M)
0
L 0 0 1-— Cn_ _Pnl Prm_
ci—-1 0 ... 0 ] (P oo .. Pu]
0 : : :
o ‘ = _ | (M =1)
. t. t. 0 . .
0 ... 0 Cu—1] Py ... .. P
- (Cl — 1, ey Cn — 1) = (Pij)lgi,jgn (M — 1) v, (67)
ou vy = “(1,..., 1). Cette derniére égalité est valide dans Q{(a;;)) ainsi que dans sa

sous-algebre des séries rationnelles puisque les C; et les P;; sont des séries rationnelles.

Donc, cette égalité est valide dans le corps libre F.

Montrons que les Cj, P;; et les A\(C;) sont bien définis dans le corps libre stochastique S.
Soit 7 un morphisme de Bernoulli. Soit 1 < ¢ < n, considérons ’ensemble E des chemins
ne passant pas par i. Alors m(E) < oo puisque la matrice N, obtenu de M en enlevant
la ¢ ligne et la i¢ colonne satisfait 7(N) < 1. Il s’ensuit que 7(C;) et 7w(P;;) sont finis.
Pour A\(C;), il est facile de voir par induction sur la taille de I’expression rationnelle de
C; que A(C;) est défini dans S puisque C; 'est. On a aussi 7(P;) > 0, donc P; est non

nul dans §; d’ott P, ! est un élément de S. Ceci démontre (7).
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Appliquons la dérivation A\ de part et d’autre de I’équation (6.7), on a

ANCy—1), ..., MC,—1)) =

.
<
=
0
<
IA
3

|
=
2
_l_
—~
av
o,
=
0
<.
IA
3
>

|
—_
S~—
2

s (MG, ..., ANC)) =

Ce qui démontre (ii) et (iii).

Démontrons maintenant (iv). Soient M = (ai;)i<i, j<n la matrice de I'automate A et P,

le langage reconnu par A auquel on enléve toutes les fleches arrivant a ’état i. On a

n
Pi:ZLijy izl,...,n,
j=1

ou
1, sii =7,
Li' _ n n
J L,
ZLz’k agj = ai; + ZLz’k agj, sii# J.
k=1 k=1
ksti
Soit (.5;) le systéme composé des n équations définissant P;, Li1, ..., Li i—1, Li i+1, -, Lin.

Multiplions & gauche par PZ._1 chacune des équations de S; , on obtient le systéme

n
1=P'+> P'Ly, i=1,...,n,

=1
(TZ) : I n
f)i_l Lij = f)i_l ai; + Z Pi_l Ly, ks
k=1
ki

Posons Q;; = PZ-_1 Lij, le systéme (7;) devient

n
1:PZ._1—|—ZQZ-]-, i=1,...,n,
j=1

(T3) g
Qij =P aij + ) Qi aj.
k=1

\ k#1




CHAPITRE 6. MATRICES GENERIQUES NON COMMUTATIVES STOCHASTIQUES103

Réécrivons ce systéme sous la forme

1=P" +ZQU, i=1,...,n,

(Us) : 2
0= P "ay + Qij (aj; — Z Qik ak;-
k#L k#J
On veut démontrer que
n
Z Pk_lakl EPl_l.
Posons
n
R=> P lay— P (6.8)
k=1

On va montrer que R = 0. Tout d’abord, on réécrit la derniére équation comme
R— P (1-an) Zpk apy = 0. (6.9)

Considérons le systéme des n? + 1 équations constitué de I'équation (6.9) et des n sys-

temes (U1), ..., (Uyp). On représente ce systéme sous la forme matricielle suivante

(R, P, Q12, Q13- -+, Quny Pyt Q21,Qa3, -, Qony - Pt Qs oo, Quin1) - E =),

[ 0 0 0 0 ]
1—a11 1
Ay 0 0 0
0
1
—an1 1
E = 0 Ay 0 0 0 )
0
1
—Qn1 1
0 0 A, 0
0
- 1 -
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Gm1 Am2 cee Gm, m—1 Gm, m4+1 e Qmn,
ap —1 a2 ... a1, m—1 a1, m+1 cee o Qlp

agy  azxp—1 ... a2, m—1 a2, m+1 S agp

Am == ’

Am—-1,1 Am-1,2 -+ Om—1,m-1—1  Gm—1,m+1 .o Qm-1,n
Am+1,1 Ami1,2 - Omil,m—1  Gmil,mtl — 1 ... Qmiin

n, 1 (p, 2 (n,m—1 (n, m+1 e |

onm=1,...,net A= (0,...,0,1,...,1). E est une matrice carrée d’ordre n> + 1.
n fois

E
OnaR=ANE"1vy, ~= 1t(l, 0,...,0)et FF= v . Cette derniére matrice est de
n? fois
dimension n? + 2. Par ailleurs, E est congrue modulo les relations stochastiques a

[ 1 0 o |...] o 0 ]
a2 + ...+ ain 1
B, 0 0 0
0
1
—an1 1
E = 0 Bs 0 0 0 :
0
1
—Qn1 1
0 0 B, 0
0
- 1 -
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am1 am2 oo am, m—1 Am, m+1 oo Amn
n

- § a1k a12 cee a1, m—1 a1, m+1 cee Q1n
k=1
k#1

n
a1 - 5 agzg .- a2 m—1 a2 m+1 cee a2n,
k=1
k#£2
n
B, = B
Am—1,1 m—1,2 cee Qm—1,k Am—1,m+1 cee Um—1,n
k=1
k#m—1
n
m+1,1 Am+1,2 e Am+1,m—1 - § Um+1,k - Um+1,n
k=1
k#m+1
n
Qp, 1 Qnp, 2 cee Ap, m—1 An, m+1 el = § Qnk
k=1
L k#n n

Afin de montrer que R = 0, on va montrer que la matrice F' est creuse. On va effectuer
des transformations élémentaires de lignes et de colonnes sur F' de telle fagon a ce qu’elle

contienne une sous-matrice de 0 de dimensions s x t telles que s +t > n? + 3.

1 0 0 ... 0 0 1
a2 + ...+ ain 1
B, 0 0 : 0 0
0
1
—a91 1
0 By 0 0 0 0
F = 0 ;
1
—Qanpl 1
0 0 B, 0 0
0
1
i 0 0 0 0 1 1 1]

Etape 1. On élimine la premiére ligne et la derniére colonne de F, on obtient ainsi la
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matrice carrée I} d’ordre n? 4+ 1 (s +t > n? +2).

[ a2+ ...+ a, 1 ]
B 0 0 : 0
0
1
—ag 1
0 By 0 0 0
0
o= 1 )
—Qanpl 1
0 0 B, 0
0
1
i 0 0 0 0 1 1 ]

Etape 2. On veut obtenir un bloc n x n de 0 dans le coin supérieur droit. Pour ce faire,
on va procéder comme suit. Considérons la j¢ ligne de Fj (correspondant a la j¢ ligne de
By). Par la construction de B, le premier indice des éléments de la j¢ ligne de ce bloc
est 7. Par la suite, on considére la ligne passant par le bloc By dont le premier indice
des éléments de cette ligne By soit j. Une telle ligne existe par construction de By. On
répéte Uopération pour chaque ligne des blocs Bs, ..., B,. On additionne chacune de
ces lignes a la j¢ ligne de Fi. Il s’ensuit que les n derniers éléments des j¢ premiéres
lignes sont tous des 1. Il reste & soustraire chacune des j premiéres lignes de F; par la

derniere ligne de F;. On obtient la matrice
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a2+ ...+ a, 0
By Co Ch 0
0
0
—an1 1
0 By 0 0 0
0
F, = 1 ,
—an1 0 1
0 0 By, 0
0
0 1
i 0 0 0 0 1 1] ]
ou
. -
- Z aik ai12 cee A1L,m—1 A1m41 - ain
k=1
k#1
n
a1 - Z agk  --. A2m—-1 A2 m41 .- a2n
Cm = i 7
n.
Qn,1 Qn, 2 cer Op om—-1 Anom+1  --- — Z Ank
I ot
m =2, ..., n. On réduit F5 en supprimant la derniére ligne et la n® colonne & partir de

la droite. On obtient ainsi la matrice carrée F3 d’ordre n?, (s+t >n + 1).
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a2 + ...+ an
By Cy L Ch 0
0
—a91 1
0 By 0 0
F3 = 0 1 ’
—an1 1
0 0 B, 0
0
1

Etape 3. Considérons les lignes L; de F3, o i > n et i # 0 mod n. On veut que les
(n — 1) derniers éléments de ces lignes soient tous 0. Soit i = kn+m,ou 0 <m <n—1,

on va faire Lj — Lx11)n = Lkn+m — L(k+1)n, on obtient la matrice

aig +...+aiy 0O ... 0
Bl 02 Cn
0
0 0
—a21
0 Do 0 0
Fy = 0 ;
1 0
—Qanp1 0
0 0 D, 0
0
0 1
ou pour tout m =2, ..., n,

Dy = (dij)1<i, j<n,  Bm = (b)), dij = b} — by

En supprimant les (n — 1) lignes L; ou i > n et n|i et les (n — 1) derniéres colonnes de

Fy on obtient matrice carrée 5 d’ordre n?> —n+1, (s +t > n? —n +2).
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a2+ ...+an
By Co Cn
0
—az]
Fs = 0 D} 0 )
0
—Qn1 ,
0 0 0 D,

ou D), est la matrice obtenue de D,, en enlevant la derniére ligne.

Etape 4. Dénotons par C}, la premiére colonne de la matrice Cy, et d,,, la colonne de Fj
qui est le prolongement de C,. On veut que C}, devienne un vecteur nul, m =2, ..., n.

Pour ce faire, on fait d; +co +c3 + ...+ ¢,, ol ¢; est la i colonne de F3.

Finalement on veut que les n premiers éléments de la premiére colonne de Fy soient
tous 0; il suffit de faire ¢; — ¢ — ... — ¢,. On obtient la matrice Fy d’ordre n? —n + 1

(s +t>n?—n+2) suivante

0 By 0| ¢} 0| ¢!
—a21
Fs = 0 D} 0 )
0
—Ganl ,
. 0 0 D,

ou C/, est la matrice obtenue de C), en enlevant la premiére colonne.

Etape 5. On veut que toute matrice C/ contienne uniquement des 0. A toute colonne

non nulle ¢ de C’,, dénotée (C?)9 correspond la colonne d, = *((C,)9, *, ..., %) de
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Fs. Par construction de C, (donc de CJ,), il existe une colonne b, de Fg telle que
b, = "((CL)%, 0, ..., 0). Ainsi pour tout ¢, on fait d, — by. On obtient la matrice Fy

dordre n? —n+1 (s +t>n?—n+2).

0 B, 0 0
—a21
b = 0 D} 0 )
0
—an1
0 0 D},
0

Etape 6. Permutons la premiére et la n® colonne de Fy, on obtient la matrice Fy d’ordre

n?—n+1(+t>n?>-n+2).

Br| | B, 0
—a21
Fy = 0 0 D), 0 ,
0
—anl ,
0 0 0 D!

ou Bj est le bloc obtenu de Bj en enlevant la premiére colonne. On trouve une sous-
matrice de 0 située dans le coin supérieur droit de dimensions n x (n — 1) + 1 telles
que

n+n—-1>%4+1=n>-n+2>n>—n+1=dim(F).

Il s’ensuit que F est une matrice creuse. Du Corollaire 6.6, R = AE~ 1y = POy Pk_1 ag1—

Pt = 0. Ce qui démontre I'équation (6.2), d’ou (iv).
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Démontrons (v). Posons

on va montrer
n
R+> pl=1
k=1
On remplace la premiére colonne de la matrice F par le vecteur
"1,1,0,...,0,1,0,...,0,...,1,0, ..., 0)

et le premier élément de A par 1. Dénotons E’ et X ces deux matrices. Considérons la
!
matrice F' = , on refait les étapes 1 & 6 a 'exception de la derniére de I'étape
N0

4, concernant la 17 colonne. On montre de la méme facon que la matrice I’ est creuse.

Par conséquent, du Corollaire 6.6, R = 0. Ce qui démontre I’équation (6.3).
O

L’exemple suivant illustre la démonstration de 1’élément (iv) du Théoréme 6.12 pour
une matrice générique stochastique d’ordre 3.

a1l a2 a3

Exemple 6.14. Soit M = |a9; a9y a93| une matrice générique non commutative

a3zl asz2 ass
dont les variables sont soumises aux relations stochastiques a;1+a;0+a;3 =1,1 =1, 2, 3.

On lui associe I'automate

ass
Figure 6.1 L’automate associé a M.
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P est le langage reconnu par ’automate

Figure 6.2 L’automate reconnaissant le langage P;.

Soit L;; 'ensemble des mots allant de ¢ vers j, on a Py = L11 + L2 + L13, oul

L1 = 1,
L1 = ai2+ Ligazn + Lizaso,
L1z = aiz+ Ligass + L1z ass.

On a le systéme

Py =1+ Lo+ L3,
(51) 1 Ly = a19 + Lig agy + L1z az,
L3 = a1z + L2 a3 + L1z ass.

En multipliant & gauche chaque équation de S par P 1 on obtient le systéme
1 =Pyt 4+ Pr Ly + Pt s,
(Th) : P 'Ly =P lajg + Pl Ligage + Py Lz ass,
P1_1L13 = Pl_l ais + P1_1L12 ag3 + P1_1L13 ass.
Posons Q;; = P, 1Lij, le systéme devient
1 =P+ Q2 + Q13,

T1: Q2 =P ars + Qraase + Qi3 ass,

Qiz = Pl a3+ Quza03 + Q13 ass.
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On réécrit ce systéme sous la forme
1 =P+ Q2+ Qus,
(U1) 190 =P lajs + Qo (age — 1) + Qi3 aza,
0 =P a3+ Qizam + Qs (ass — 1).
En permutant les indices des équations de U; on obtient les systémes
1 =Py + Qo1 + Qas,
(U2) = 0 =Pylas + Qo (a1 — 1) + Qagagi,

0 =P5'ass+Qaars+ Qo3 (ags — 1),

1 =Pyl +Qs1 + Qs2,
(Us) = 90 =Pylaz +Qa (a1 — 1) + Qsp a1,

0 = P;'as+ Qs a12 + Qsa (age — 1).
Pour montrer que (P;', Pyt Py YM = (P71, Py, Pyt), il suffit de montrer que
Pl_lan + P2_1a21 —|—P3_1a31 = Pl_l Posons

R = Pl_lall + P2_1a21 + P3_16L31 — Pl_l,
alors
R+ Pl_l(l - a11) — P2_1CL21 — Pg_lagl = 0.

Reéécrivons le systéme constitué de la derniére équation et des systémes (Uy), (Usz) et

(Us) sous la forme matricielle. On a

(R, Pi—1, Q12,Q13, Py ', Qa1,Q23, P3 ', Q31, Q32) E = A

ou

>\ = (07 07 07 07 07 07 07 17 17 1)7

et
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1 0 0 0 0 0 0 0 00

1—aqy a2 a3 0 0 0 0 1 0 0

0 aze —1  ags 0 0 0 0 1 00

0 as2 ass — 1 0 0 0 0 1 00

5o —aoy 0 0 as ao3 0 0 010
0 0 0 aj; —1 a3 0 0 010

0 0 0 asi ass — 1 0 0 010

—asy 0 0 0 0 asy as 0 0 1

0 0 0 0 0 aj; —1 aig 0 0 1

0 0 0 0 0 ag1 azx—1 0 0 1

OnaR=MAE"'y, ony= t(l, 0,0,0,0,0,0, 0,0, 0) et que E est congrue (modulo les

relations stochastiques) a

[ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0-
a2 + ais ai2 a3 0 0 0 0 1 0 O
0 —a21 — a23 a23 0 0 0 0 1 0 O

0 as2 —asz1 — as2 0 0 0 0 1 0 O
—ao1 0 0 a21 a23 0 0 0 1 0

0 0 0 —ai2 — @13 ai3 0 0 0 1 0

0 0 0 asi —as1 — as2 0 0 0 1 0
—as1 0 0 0 0 asi as2 0 0 1

0 0 0 0 0 —ai12 — a13 a2 0 0 1
| 0 0 0 0 0 as1 —as1 —azz 0 0 1_

Soit F' = 7 , on va montrer que F' est creuse.

A0
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aiz + a3 aiz ais —a12 — a13 ais —ai2 — a3 ai2 0 0|
0 —ag1 — a3 a23 a1 a23 a1 —az21 —azz 0 O
0 asz —as1 — as2 asi —az1 — asz asi asz 0 0
—a21 0 0 a1 a23 0 0 1 0
F3 = 0 0 0 —a12 — a3 ais 0 0 10
0 0 0 as1 —as1 — a3z 0 0 1 0
—as1 0 0 0 0 as1 as2 0 1
0 0 0 0 0 —ai2 — a13 ais 0 1
0 0 0 0 0 as1 —ao1 —asz 0 1 ]
Ly—L¢, Ls—L¢, L7—Lg, Lg— Lo,
[ a1s + ars a2 a3 —ai2 — a3 a1 —ai12 — a13 a1z 0
0 —a21 — az3 ass as1 az3 az1 —a21 — az3 0
0 asz —as1 — as2 asi —as1 — as2 asi asz 0
—as1 0 0 a21 — asi a23 + az1 + asz 0 0 0
Fy = 0 0 0 —a12 —a13 —as1 Qi3 + as1 + asz 0 0 0
0 0 0 asi —asz1 — ass 0 0 1
—asy 0 0 0 0 az1 — az1 as2 + a2 +azs 0
0 0 0 0 0 —ai12 —a13 —az aiz +azn +azs 0
L 0 0 0 0 0 a21 —a21 — G23 0
[ a2+ ais a2 as —ai2 — ais as —ai2 — a1 a2
—a21 — a23 aszs as1 azs ag1 —a21 — a23
asz —as1 — as2 asi —as1 — as2 as1 as2
F5 = —as1 0 0 a1 — asy a3 + as1 + asz 0 0
0 0 0 —ai12 —ai13 —az1 a1z +asi + as2 0 0
—as1 0 0 0 0 as1 — a1 as2 + a21 + a23
L 0 0 0 0 0 —a12 — a3 — a1 a2 + a1 +az3 |
C1—Cy—C5, Cy4+Cy+Cs, Cg+ Co+ Cs,

_ O O O o o o o o
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CHAPITRE 6. MATRICES GENERIQUES NON COMMUTATIVES STOCHASTIQUES117

[0 a1z ais
0 —a21 — G23 az3
0 as2 —as1 — as2
—ao1 0 0
0 0 0
—as1 0 0
| O 0 0
[0 a1z ais
0 —a21 — G23 az3
0 a32 —asz1 — a32
—as1 0 0
0 0 0
—as1 0 0
L O 0 0
[ a1 ai2 0
azs —az21 — a3 0
—as1 — as2 asz 0
0 0 —a21
0 0 0
0 0 —as1
L 0 0 0

0
0
0
az21 — a31

—a12 — 13 — asi

ai3
a23
—a31 — a32
az23 + as1 + as2

a13 + az1 + asz

0 0
0 0
Cs —C3, C7—Cy,
0 0
0 0
0 0
a21 — asi az23 + as1 + asz

—Q12 — 13 — asi

a13 + az1 + asz

0 0
0 0
Ch «— Cs
0 0
0 0
0 0
a21 — asi az23 + as1 + as2

—Q12 — 13 — Aasi
0
0

a13 + az1 + asz
0
0

0
0
0
0
0

a31 — a21

—Q12 — @13 — Aa21

0
0
0
0
0

a31 — a21

—Q12 — @13 — Aa21

0
0
0
0
0

a31 — a21

—Q12 — @13 — Aa21

ai12
—a21 — a23
a32
0
0

asz2 + a21 + az3

a12 + a21 + a3 |

0
0
0
0
0

asz2 + a21 + az3

a12 + a21 + a3 |

0
0
0
0
0

asz2 + a21 + az3

a12 + a21 + a3 |

On a un bloc de zéros de dimensions 3 x 5 et 8 > 7. Il s’ensuit que F' est une matrice

creuse. Du Corollaire 6.6, R = Pflan + P2_1a21 + Pg_la:ﬂ — P1_1 =0.



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié dans un premier temps différentes classes de séries

rationnelles & coefficients non négatifs.

La premiére classe des séries rationnelles est ’ensemble des séries de la forme (det(1 —
xM))™!, ot M est une série & coefficients entiers non négatifs. Ce sont les séries gé-
nératrices des monoides partiellement commutatifs libres. Il s’ensuit que ces séries sont
N-rationnelles. On a montré que ’ensemble de ces séries coincide avec l’ensemble des
polynomes de cliques de graphes pondérés (Thm 2.4). L’inclusion d’un sens était déja
connu; en effet, il suffit d’utiliser la théorie des monoides partiellement commutatifs
libres ou il est démontré que det(1 — zM) est égal au polynome de cliques pondéré du
graphe des circuits. Cette transformation n’étant pas surjective, on ne pouvait pas inver-
ser le processus. La preuve de 'inclusion inverse était entiérement basée sur un résultat
de (Kim, Ormes et Roush, 2000), établissant les conditions nécessaires et suffisantes
afin qu’un ensemble de nombres complexes soit le spectre d’'une matrice & coefficients
entiers non négatifs. Ce résultat avait été conjecturé par Boyle et Handelman ((Boyle et

Handelman, 1991)).

La seconde classe sont les séries de la forme (det(1—xzM))™!, oit M est une série & coeffi-
cients réel non négatifs. On a montré que I’ensemble de ces séries coincide avec I’ensemble
des I’ensemble des polynomes de cliques généralisés (Thm 3.3). Par construction, ces sé-
ries sont R -rationnelles. Le polynéme de clique généralisé est une généralisation du
polynodme de cliques étant donné que l'on pondére chaque sommet du graphe par un

@ o0 a est un réel positif et d, un entier non négatif. La dé-

monoéme de la forme az
monstration de ce théoréme est exactement la méme que celle du Théoréme 2.4 a la
différence qu’on utilise le théoréme de Boyle et Handelman (Boyle et Handelman, 1991)

au lieu de Kim, Ormes et Roush pour démontrer I'inclusion inverse. Ceux-ci ont toutefois
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établi les conditions nécessaires et suffisantes afin qu'un ensemble de nombres complexes

soit le spectre d’une matrice a coefficients réels non négatifs.

Les troisiéme et quatriéme classes des séries rationnelles étudiées sont les ensembles
des séries de la forme (1 — az + b2z®)™ ou a € N, b € Z, k > 2 et de la forme
(1 —ax +bx? +cx®)™t ot a € Net b, c € Z. On a caractérisé ces deux ensembles de
séries en établissant les conditions nécessaires et suffisantes nous permettant de décider

de la N-rationalité.

La cinquiéme classe des séries rationnelles est I'ensemble des fonctions zéta associées

a des automates. En effet, soit 4 un automate, on définit sa fonction zéta la série
e n
z . .. . .
exp {Z an —}, oll a, est le nombre de chemins bi-infinis dans A dont la période
n
n=1

est n. On montre qu’une telle série est N-rationnelle (Prop. 5.8). Par la suite on définit
plusieurs propriétés de cette série concernant apériodicité et la divergence. Etant donné
que le langage reconnu par un automate non ambigu est un code (Thm 5.24), on a défini
la fonction zéta d’un code. On a montré que cette série est N-rationnelle (Cor 5.29). On
a démontré plusieurs propriétés de cette série lorsque X est un code complet, un code
pur, un code circulaire ou un code bifixe. Finalement, on a montré que ((A) est une
spécialisation de la fonction zéta Z; d’'un morphisme de systémes dynamiques définie

dans (Boyle, 1989).

La seconde partie portait sur les matrices stochastiques : la somme des éléments de
chaque ligne vaut 1. Il est connu dans la littérature que toute matrice stochastique a 1
comme valeur propre dont le vecteur propre & droite associé & 1 est t(l, ..., 1). On s'est
s'intéressé au vecteur propre a gauche associé a 1. Soit M une telle matrice. Dans le cas
commutatif, on a montré que ce vecteur est composé des mineurs principaux de M — I,

(Prop 6.7). La preuve est purement algébrique.

Dans le cas non commutatif, on a montré que les éléments du vecteur propre & gauche
sont les inverses des dérivations des codes reconnus par 'automate dont M est la matrice

de cet automate. On dit que M est une matrice générique non commutative stochastique ;
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i.e. ses éléments sont des variables non commutatives telles que la somme de chaque ligne
vaut 1. La démonstration nécessite des résultats provenant de la théorie des corps libres
(au sens de Cohn). En effet, on a plongé chaque expression rationnelle dans un corps
libre, on a prouvé que cette évaluation est bien définie dans ce corps libre. Soit u ce
vecteur propre & gauche, ’équation uM = p est vue comme un systeéme d’équations ot
chacune d’entre elles a une représentation linéaire AE~1~, ou F est une certaine matrice

générique non commutative stochastique et A et v sont des vecteurs ligne et colonne

. . 8l .
respectivement. On a démontré que la matrice F = est une matrice creuse, elle
A0

est donc non pleine. Ce qui implique qu’elle n’est pas inversible dans le corps libre. 11

s’ensuit que M — p = 0 dans le corps libre.



ANNEXE A

NOTATIONS

1 : mot vide ou matrice identité,
a : lettre,

[a] : classe d’équivalence de a dans le mo-

noide A*/ ~¢,

A : alphabet fini,

A* : ensemble des mots finis,
A= (Q,I,T) : automate,

Al = > (Al w)w, ot (JA], w) est le
wEA*

nombre de chemins ¢ — t étiquetés w, ¢ € T

ettel,

oy - nombre de mots de L de longueur n,

A*/ ~¢ : monoide libre partiellement com-

mutatif gradué,
b : lettre,

B : sous-ensemble commutatif de A*/ ~¢,

c : circuit,

le| : longueur du circuit e,

C' : graphe simple non orienté,

C' : graphe complémentaire de C,

C : ensemble des nombres complexes,
D : graphe orienté,

Dy : sous-graphe de D,

D : corps gauche,

ds : degré du sommet s,

deg : degré d’un ensemble,

disc(p(x)) : discriminant de p(z),

|E| : cardinalité de l’ensemble E,

e; . 1¢ fonction symétrique élémentaire,

JF : corps libre,
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o0
F(z) = Z fnx™ : série,
n=1
Fiz(w) : ensemble des points fixes par w,

K : demi-anneau,

K[z] : ensemble des polynomes en la va-

riable x & coefficients dans K,

K[[z]] : ensemble des séries en la variable x

a coefficients dans K,

K(A) :

ensemble des polyndmes non com-
mutatifs en les variables de A a coefficients

dans K,

K{(A))

: ensemble des séries non commu-
tatives en les variables de A a coefficients

dans K,

A : valeur propre,

AMw) = |w|w : dérivation de w,
L : langage,

L : série caractéristique du langage L,

o~
N

; : élément de Lyndon,

L; : ¢ ligne d’une matrice,
m : mot,

|m| : longueur d’un mot

M : matrice,

122

u : fonction de Mobius,
N : matrice,
p : état,

Pc : polyndme de cliques du graphe pon-
déré C,

PG¢(x) : polyndme de cliques généralise

de C,
¢(n) : fonction d’Euler,
®,,(z) : n° polyndome cyclotomique,

Pp, : n€ fonction symétrique somme de puis-

sances,
1 : spécialisation a — ag z%,

q : état,

Q@ : ensemble des états d’un automate,

Q : ensemble des nombres rationnels,

R : ensemble des nombres réels,

R, : ensemble des nombres réels positifs,
rgst(w) : rang stable de w,

p : module maximum des racines,

s : sommet,

S : corps libre stochastique,
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S(p, q) : matrice de Sylvester de p et ¢,

Sq4 = Z (Sa, w)w, on (Sy, w) =

weA*
le nombre de chemins bi-infinis étiquetés

©w™> dans A,
Supp(S) : support de la série S,

Sx = Z (Sx, w)w :
wEA*
nombre de X-factorisations de *w™,

(Sx, w) est le

Ty = Z rgst(w) w,

weA*
tr = |Fiz(w)|,
tr(A) = Z tr(w) w,
weA*

k

tr(Ag, - k) = ) AT,
i=1
k n

tra(h, o M) = 3 (5) e,
d|n
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v : mot,

@A(w)p, ¢ : nombre de chemins de p vers ¢

dans A étiquetés w,
w : mot,

o0, ,,00

w™> : mot bi-infini ... ww.www ..., ou le

point désigne la position du 0,
x : élément de X,
X : code,

X* : sous-monoide libre de A* engendré par

X,
Xt =Xx"\{1},
C(A) : fonction zéta de 'automate A,

Z(S) : fonction zéta généralisée de la série

non commutative S.
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terminal ou final, 63 primitif, 27
étiquette simple, 14
d’un chemin bi-infini, 64 H
du chemin, 63 homomorphisme de systémes dynamiques,
étoile 85
d’un langage, 6 1
d’une série, 8 indice d’imprimitivité, 28
entier algébrique, 53 L
Euler langage, 6
fonction d’; 54 cyclique, 68
F fini, 6
facteur, 79 rationnel, 7
fermeture lettre, 6
cyclique, 78 lice, 23
fonction longueur d’un mot, 6
symétrique élémentaire, 35 M
symétrique somme de puissances, 35 matrice
zéta d’un code, 79 creuse, 90
zéta d’un automate, 67 d’un automate, 96
zéta généralisée, 70 de permutations, 27
forme normale de Cartier-Foata, 24 de Sylvester, 43
G entiére non négative polynomiale, 26
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des circuits, 18 non pleine, 90
des non commutations, 24 pleine, 90
fortement connexe, 24 primitive, 27

irréductible, 27 réductible, 27



INDEX 130

réelle non négative polynomiale, 35 de cliques généralisé, 31
stochastique, 92 de dépendance, 15
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circulaire, 68 relation
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