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RESUME

Nous étudions les poids de graphes (c’est-a-dire, legiamts de graphes) qui apparaissent
naturellement dans la théorie de Mayer et la théorie deHRewver pour le développement du
viriel dans le contexte d’'un gaz imparfait. Nous portons attention particuliere au deuxieme
poidswy,(c) de Mayer et au poidery(c) de Ree-Hoover d’'un graphe 2-connexdans le cas
d’'un gaz a noyaux durs et a positions continues en une diimen

Ces poids sont calculés a partir de volumes signés degpaly convexes associés au graphe
c en utilisant la méthode des homomorphismes de graphesiayiseavons aussi adaptée au cas du
poids de Ree-Hoover, ainsi que les transformées de Fourier

En faisant appel a l'inversion de Mobius, nous présentes relations entre les poids de
Mayer et de Ree-Hoover. Ces relations nous permettent deedome définition simple explicite
du concept du “star content” introduit par Ree-Hoover endlgser certaines de ses propriétés
fondamentales.

Parmi nos résultats, nous donnons des tables contenartléess du poids de Mayer et du
poids de Ree-Hoover pour tous les graphes 2-connexes Eedaaiplus8 ainsi que d’autres pa-
rametres descriptifs. Nous développons aussi des fesaxplicites pour les poids de Mayer et de
Ree-Hoover pour certaines familles de graplesnnexes simplement, doublement et triplement
infinies, incluant par exemple, le poids de Mayer des graphgstis complets<,, ,,.

En analysant les tables précédentes a I'aide du loditaglle, nous montrons que les poids
de Mayer et de Ree-Hoover ne sont pas exprimables commert®fes faisant seulement appel
a certains parametres classiques de la théorie desagaph

Finalement, nous présentons une méthode généraldgoatcul du poids de Mayer d’'un
graphe connexe quelconque basée sur les arborescencgantes en utilisant les transformées
de Fourier. Nous illustrons cette méthode sur des cascpbetis incluant les particules dures en
dimension quelconqué. Cette méthode donne aussi lieu a un algorithme de calad bar les
differences divisées pour le cas des particules duregneendiond = 1.

Mot-clés : Poids de Mayer, poids de Ree-Hoover, mécansaigstiqgue, méthode des homomor-
phismes de graphes, transformées de Fourier, gaz imigarfai
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INTRODUCTION

Uneponceration sur les graphe&imples, finis) est la donnée d'une fonction, dite de paiéfinie
sur les graphes, qui prend des valeurs scalaires ou polahesret qui est invariante sous les iso-

morphismes, c'est-a-dire, sous les réétiquetagesaamsts du graphe.

Etant donné que la plupart des concepts de base de laghssrigraphes partagent cette propriété
d’invariance, les exemples de pondérations sur les geapbet tres nombreux. Par exemple, la
complexié (g) d'un graphey, qui est définie comme le nombre maximal de foréts couesade
g, estun exemple de poids de graphes. Dans le contexe d’urogadéal dans un volumg C R?,
le deuxeéme poids de Mayep,,(c) d’'un graphe connexe, sur 'ensembldn| = {1,2,...,n} de

sommets, est défini par

wie) = [ ] H0F - Tzt dm, 7= o)
(Rd)nfl { "
ij}€c
N —> — . . , oy .
ol zi,...,z, sont des variables daf®’ qui représentent les positions degarticules dand’

(V — o), la valeurz, = 0 est arbitrairement fixée, et ofi = f(r) est une fonction a va-
leurs réelles associée au potentiel d'interaction deticpées deux a deux, voir (Uhlenbeck et
Ford, 1963; Labelle, Leroux et Ducharme, 2007; Thompsory,2.9

Notons parC[n] I'ensemble de tous les graphes connexes sur I'ensemple {1,2,...,n}. La

somme totale des poids de Mayer de tous les graphes connexe$ est notée par

‘C[n”wM = Z wM(C)' (2

ceC[n]

Lintérét de la suitgC[n]|,,,, » > 1, en mécanique statistique, provient du fait que la pression

du systeme est donnée par sa fonction génératrice ertietle comme suit (voir (Labelle, Leroux



et Ducharme, 2007)) :
P
ﬁ - wM Z|(C |wM (3)

n>1

ou k est une constantd, est la température et une variable appelée fagacie ou I'activite
du systeme. Il est bien connu que le poids de Maygr est multiplicatif sur les composantes
2-connexes. |l suffit donc de calculer les poids de Mayegf(b) pour les graphe&-connexes
b € B[n] (B pourblocg. De plus, ces poids apparaissent dandeleloppement du viriglroposé
par Kamerlingh Onnes, edo1,

P
o5 = P Bt Bep? e )

ou p est la densité. En effet, on peut voir que

1—n
ﬁn:

[n] |U)M ) (5)

ou B[n] est 'ensemble de tous les grapt¥esonnexes sun| et|B[n] est la somme totale des

|U)M
poids de tous les graph@sconnexes supn]. Afin de calculer ce développement numériquement,
Ree et Hoover (Ree et Hoover, 1964a) ont introduit un poiésiapwr (b), pour les graphes

2-connexe®, qui simplifie considérablement les calculs. Il est défami p

win (b) /( 1 ra7 -z [[ A7 -5 - des, =0, (6)

R {i.j}eb
ol f(r) = 1+ f(r) etb = K,\b est le graphe complémentaire tlewu graphe complet a
sommetsk,,. En utilisant ce nouveau poids, Ree et Hoover (Ree et Hodlg®4a; Ree et Hoo-
ver, 1964b; Ree et Hoover, 1967) et plus tard Clisby et Mc@ilislby et McCoy, 2004; Clisby
et McCoy, 2006) ont calculé les coefficients du virigl, pourn jusqu’a 10, en dimensiod < 8,

dans le cas d’'un gaz a noyaux durs, a savoir lorsque ldntem est donnée par

fr)=—x(r<1), f(r)=x(r=1), (7)

ou x est la fonction caractéristiqug (P) = 1, si P est vraie eD, sinon).

Tandis que les physiciens s’intéressent a la somme delésugraphes connexes @Qeconnexes



d’'un ordre donng, le présent travail se concentre surdatributions individuelles de graphes et

leur signification combinatoire.
Cette thése est composée de six chapitres visant degifsbgkstincts.

Au premier chapitre, nous présentons quelques noticgigpnaires de théorie des graphes et de

mécanique statistique, incluant un survol de la thecgi®ddyer.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons d’abordJela@ement du viriel. Ensuite, nous
présentons le développement de Ree-Hoover, en donnaxemmple dans le cas = 4. Suivent
des relations linéaires provenant de l'inversion de Mélentre le poids de Mayer et le poids de
Ree-Hoover. Enfin, nous donnons une formule explicite p@gtdr content ainsi que certaines de

ses propriétés.

Le troisieme chapitre est consacré au cas unidimendigahe= 1). Nous rappelons certains
résultats généraux comme la somme des poids de Mayerudelde graphes connexes 2u
connexes, ainsi que des résultats spéciaux comme le geiddayer du graphe complet et du
cycle. Ensuite, nous illustrons la méthode d’Ehrhart, qaas utilisons pour le calcul exact du
poids de Mayer et de Ree-Hoover de tous les grapkamnexes de taille au plis La méthode
combinatoire “des homomorphismes de graphes” qui rééuitalcul des poids de Mayer et de
Ree-Hoover au denombrement de certaines configurati@maipts qui représentent une image
homomorphe au graphe dans le plan suit. Nous appliquore roétihode dans le chapitre 4 pour
calculer ces poids pour des familles infinies de graphessminons le chapitre par I'adaptation

de la méthode de Monte-Carlo aux cas des particules durgisnemsion quelconque.

Le quatrieme chapitre traite de I'évaluation exacte dadgpde Mayer et de Ree-Hoover de cer-
taines familles infinies de graphes. Plus précisemengréirgle nos tables (voir Appendice B
ainsi que la version électronique (Kaouche et Leroux, 2PQhous avons conjecturé diverses
formules explicites pour les poids de Mayer et de Ree-Hodgdamilles infinies de graphes sim-
plement, doublement et triplement indexées par des entierbut de ce chapitre est d’énoncer et

de démontrer rigoureusement ces formules. Nous démmntres formules pour le poids de Ree-



Hoover, en adaptant la méthode des homomorphismes deegrdpbur le poids de Mayer de ces
familles nous démontrons ces formules a partir des cglatexprimant le poids de Mayer d’'un

graphe comme somme des poids de Ree-Hoover de ses surgraphes

Le but du cinquieme chapitre est de donner une formule @i@lpour le poids de Mayer de la
famille doublement indexéé,, ,, des graphes bipartis complets que nous démontrons de deux
facons, en faisant notamment appel a la fonction Bétalditet certaines de ses propriétés. Nous
illustrons aussi la “complexité” de l'interprétation rabinatoire du poids de Mayev,,(b) et du
poids de Ree-Hoovearr(b) en montrant que pour un grapleconnexe général, ces poids ne
peuvent pas étre exprimés comme fonctions faisant semeappel a certaines familles classiques

d’invariants de graphes.

Dans le dernier chapitre, nous adaptons la méthode desfdrarees de Fourier dans le but de
développer de nouvelles formules exactes ou asymptatiqoar le poids de Mayer. Nous utili-
sons d’abord la notion d'arborescence couvrante croisgiinh graphe connexe afin d’obtenir un
changement de variables qui nous permet ensuite d’expteneids de Mayer, pour une interac-
tion quelconque et en dimension quelconque, sous la foromeedhtégrale dont les variables sont
en bijection avec les arétes de I'arborescence couvrimtetilisant les transformées de Fourier,
nous transformons cette intégrale en une nouvelle iatégrenérale dont les variables sont, cette
fois, en bijection avec les arétes complémentaires dbdt@scence couvrante. Cette méthode est
illustrée pour divers exemples particuliers. Nous listihs aussi pour obtenir en dimensigrdans

le cas des particules dures, des formules exactes et adignp&y dans le cas ou le graphe est un
cycle (“ring diagram”). Nous développons un algorithmecdéul du poids de Mayer dans le cas
des particules dures en dimension 1, en utilisant toujesdransformées de Fourier. Cet algo-
rithme fait appel aux difféerences divisées ainsi qu'alemme d’intégration spécial. Enfin, nous
illustrons cet algorithme en I'appliquant a divers exeesptle graphes, incluant les roues et les

graphes échelles.

Nous terminons par quelques problémes ouverts.



L'appendice A contient une table donnant les valeurs dedspde Mayer et de Ree-Hoover pour
tous les graphe-connexes de taillel 7, ainsi que d’autre parametres qui leurs sont associés. Des

tables pour la taill& sont disponibles en version électronique (voir (KaoudHeeeoux, 2007c¢)).

L'appendice B contient les diverses procédures Maple quété développées dans cette these.






Chapitre |

PRINCIPES DE M I,ECANIQUE STATISTIQUE

Ce chapitre, inspiré de (Labelle, Leroux et Ducharme, 20@€ a présenter la terminologie, la
notation et quelques principes de base relatifs a la nigearstatistique qui seront utilisés tout au

long de cette these.

1.1 Notions preliminaires sur la théorie des graphes

Avant d’aborder la mécanique statistique proprement dib@is présentons d’abord quelques no-

tions préliminaires sur la théorie des graphes tire¢eetres de (Labelle, 1981; Leroux, 2004).

Définition 1 Un graphe simpley est forné de deux ensembles : un ensemble fini non-Vide
appek I'ensemble des sommets glest un ensembl&’ de paires de sommets, appdlensemble
des aétes dg;. On a doncE C P(V') ou Py (V') désigne I'ensemble des parties Weayant deux

élements. Orecrit souveny = (V, E).

Définition 2 Un sous-graphé d’un grapheg = (V, E) est un graphe de la formee = (14, Ey),
tel quely CVetEy=P(Vo) N E.

Définition 3 Un surgraphgy d'un grapheh = (V, E) est un graphe de la formg= (17, E1), tel
queV C Vi etE = Pyo(V) () Er.



Dans le présent travail il sera utile d’identifier un graghkensemble de ses arétes, c’'est-a-dire

g C Pa(V).

Définition 4 Dans un graphe simple = (V, E), une chainec est une suite finie de sommets,

V0, V1, - -+, Uy, telle que pour toud < i < m, {v;,v;41} € E. Onécritc = [vg, v1,. .., 0]

Définition 5 Un grapheg = (V, E) estconnexesiV v, w € V, il existe une chime dev a w.

Tout graphe se décompose de fagon uniqgue comme uniontésge graphes connexes.

Définition 6 Sur I'ensembld” des sommets du graphe simple= (V, E), on cfinit la relation
d’équivalence suivanteu ~ w <= il existe une chime dev a w dansg. SoitV;, Vs, ...,V les
classes cequivalence de- et posons, pout < i < k, ¢g; = gy;, le sous-graphe dg engende par
V;. Ces graphes simpleg, qu'on apppelle lecomposantes connexeg g, sont connexeévoir

figure 1.1ou les composantes connexes sont eneegcl

Figure 1.1Un graphe simple et ses composantes connexes

Définition 7 Un point d’articulationd’'un graphe connexe est un sommet dedont I'extraction

produit un graphe non connexe.

Définition 8 Un graphe connexe n'ayant pas de point d’articulation egbe¥p 2-connexe (voir

figure 1.2)



Figure 1.2Un graphe2-connexe

Définition 9 Un blocd’un graphe simple est un sous-graghteonnexe maximal sous l'inclusion.

Définition 10 Le bc-arbred’'un graphe connexe, not bc(c), est un arbre bi-colg® (blanc-noir)
décrivant pécisement les liens entre les blocs dées sommets blancs de(c)) et les points

d’articulation dec (les sommets noirs de(c)) (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998)

Définition 11 Un bloc-feuille dans un graphe connexeest un bloc qui est repseng par une

feuille dansbe(c). Un tel bloc est rek par un seul point d’articulation au reste du graphe.

Proposition 1 Tout graphe connexe se decompose de facon unique comme union de graphes

2-connexes (les blocs) rék entre eux par des points d'articulati¢voir figure 1.3)

( 7

Figure 1.3Un graphe connexe avec ses blogsh,, b3, by et ses points d’articulatiod, 6
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Définition 12 Un graphe biparti completk,, ,, m,n > 1, est un graphe de la formg&,, ,, =
(V,E), tel queV = {v1,va,...,0m, wi,wa,...,wp} €E = {{v;,w;}[1 <i<m,1 < j<n}

(voir figure 1.4)

m+1

m+2

m+n

Figure 1.4Un graphe biparti complet

1.2 Survol de la theorie de Mayer
1.2.1 Un peu de nécanique statistique

Placons-nous dans le contexte d’'un gaz non idéal forme platicules interagissant deux a deux
a lintérieur d’une régionl’ de dimensiond incluse dansR?. Les positions des particules sont
données par les vecteurs, . . ., z,,. Sous la condition que linfluence d’énergies potentseks-

ternes au systeme est négligeable ou nulle, la fonctigradéion est définie par

1
Z(MT,m:W/V---/Vexp B o7 T | d7 i, @D
i<j

ou A et 8 dépendent de la températufe et ou la fonctiony(r) décrit I'interaction entre deux

particules séparées par une distanceomme le montre la figure 1.5 a).

La fonction génératrice des fonctions de partition egtedge la distribution grand-canonique. On
la note

Zu(V.T,2) =Y Z(V,T,n)(\2)", (1.2)
n=0

ou la variablez est appelée lugaci€ ou I'activite. Les identités entre fonctions génératrices que

nous considérons ici sont au sens des séries formelleagaort a la variable voir (Ruelle, 1999).
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Les paramétres macroscopiques du systeme peuventé&trigscen terme de cette fonction. Par

exemple, la pressioR, le nombre moyen de particul@set la densité sont définis par

P o1 o,
k:_T:VIOngr(V’T’Z)’ n=zg log Zg(V,T,2) et p:=—, (1.3)

<|=

ou on utiliseV pour désigner aussi le volume de la région.

1.2.2 Lapproche de Mayer

Afin d’étudier la fonction de partition, le couple (MayerMayer, 1977) a introduit des fonctions

auxiliaires f;; définies par

fij = exp(=Po(|zi — zj|)) — 1. (1.4)

On voit quef;; = f(|z; — =;|) est fonction de la distand&; — z;|, ou

f(r) = exp(=Pp(r)) — 1. (1.5)

Pour assurer I'existence de la fonction de partitiof, 7, n), on suppose que la fonctign doit
étre nulle ou négligeable si la distance entre les paeticuet j est plus grande qu’une certaine
valeurr. Ceci induit un comportement analogue a celufdeomme le montre la figure 1.5. Nous

verrons plus loin des conditions suffisantes qui nous asslir@égrabilité def.

o rq r j r r
-1

a) b)

Figure 1.5Fonctionsy et f
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En développant le produit dgs$ + f;;), on voit que

I a+r=> 1[I fi (1.6)

1<i<j<n g€g[n] {i,j}€g

ougG[n| estI'ensemble de tous les graphes simples sur I'ensemisiendmets1,2,...,n}. Untel
grapheg € G[n] est identifié, rappelons-le, avec I'ensemble de sessarktefonction de partition

(1.1) peut étre réécrite de la facon suivante :

1
Z(V,T,n) = W/V.../exp ﬁngh:Z—xj dri ...dz,

1<j
! —
N W/v /geXp —pel| — T;))dwi ... dz,
1
- ldn/ / (1+ fij)dzy ... dz,
AT Jv Vi<i<j<n

— mdn/ / Z H fidzi ... dz,,

g€G[n] {i.j}€g

_ n')\d" Z/ / 1 .. dz

9€§[n] {i,j}eg

= W > Walg), 1.7)
' g€Gn]

ou la fonctionW,,; est définie par I'intégrale

/ / 1T fijdai - (1.8)

{i.jteg

Cette fonction est appelée fremier poids de Mayedu grapheg. Il est clair queWWj,(g) est

invariant sous les isomorphismes de graphes puisque ®t&sdtquetages définis par une bijection
entre les sommets de deux graphes induisent un changemeatialeles dont le jacobien est le
déterminant de la matrice de permutation correspondaritaransforme une intégrale en l'autre.

La fonction de distribution grand-canonique peut aussisiener en terme du poid8/,,. En
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combinant les équations (1.2) et (1.7), on obtient

o0

ZeWT2) = 3| S0 Warlg) | ()"

n=0 g9€9[n]

- S LY

n= 0 geg n]

= Gw(z), (1.9)

c’est-a-dire la série génératrice exponentielle dsgece des graphes pondérés par la fongtign

Proposition 2 La fonction Wy, (g), consicrée comme une fonction de poids sur les graphes
simples, est multiplicative sur les composantes connegegrdphes, c’'est-dire que Sy, co, . .., Cm

sont les composantes connexeg dalors

WM(Q) = W]\/[(Cl)W]\/[(CQ) e WM(Cm) (1.10)

Preuve.Puisque les differentes composantes connexgsraepossedent aucun sommet en com-
mun, on peut les étiqueter de facon a ce que les sommelts 4addent dans;, k1 + 1 ak, dansc,,

et ainsi de suite jusqu'a,, = n. Ainsi

Wun(g) = / / H fijdzy ..

{i,j}eg

= / / H fij H fig - H fijdzy ... dz,

{Zv.y}ecl {ZJ}GCQ {ivj}ecm

- / / H fijdzy ... dxg, x / / H fijdxg, 41 ... drg, X

{i,j}€c1 {i,j}€ca

/ / 1T fidae, 41 dan

{i,j}€cm
= W]\/[(Cl) . WJ\/[(CQ) e W]\/[(Cm). (1.11)
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Par la multiplicativité de la fonction de poidd,; sur les composantes connexes des graphes

simples, nous avons la relation

Gw(z) = exp(Cw(z)), (1.12)

ouCyw (z) est la série génératrice exponentielle de I'esggggales graphes connexes pondérés par

Wiy Il S’ensuit que

log Zg(V.T,2) = logGuw(2)
= logexp(Cw(2))
- cw<> (113)

= Z > Wa(e)2" (1.14)

n= 1 : ceCln]
Corollaire 1 La pression du sy8ie peut €crire en terme de la fonctionégératrice exponen-

tielle des graphes connexes pén&s pari¥y,. Plus piecisement,

P 1
TV log Ze(V, T, 2) = VCw(Z). (1.15)

1.2.3 La limite thermodynamiquew;(c)

Soitc un graphe2-connexe suf1,2,...,n}. Le deuxéme poids de Mayen,,(c) est défini par :
(¢) = lim lI/V (c)
wmie - V—»oov Mie
= i o / / 1 fudi... dz, (1.16)
{i,j}€c

ou la limite quandV” tend vers l'infini est prise au sens suivant : on suppose quegianV’ de
R? peut étre de differentes formes, par exemple cubique bérgpe, mais elle doit contenir une
boule B(0, R) centrée a l'origine, de rayok € (0,00). La limite quandV" tend vers linfini
signifie queR tend vers l'infini. Rappelons quE désigne a la fois la région et son volume. La

proposition suivante donne une condition suffisante p@xidtence de cette limite.
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Proposition 3 voir (Labelle, Leroux et Ducharme, 200%j la fonctionf : [0,00) — R est

intégrable et borge, et si

/OOO rA=L f(r)|dr < oo, (1.17)
par exemple sif (r)| = O(1/r%*+<), r — oo, pour un certaine > 0, alors pour toutz,, € R fixe,
la fonction 5> : RE (=1 — R, définie par

Fo (7, .. = I r(# = II £ (1.18)

{i,j}ec {i,j}€c

est inegrable sur(R?)"~! et son inégrale est inépendante d&,,. De plus, la limite (1.16) existe

et estegalea

wi@ =[] fodsidnd, 7=T (1.19)

{z,j}Ec

Nous utiliserons souvent I'eéquation (1.19) comme déénitalternative de (1.16) poup;;(c).
Notez que I'enracinement au sommefpour lequelr,, est égal ® dans (1.19), peut &tre remplacé
par tout autre sommet. Par exemple, si ce sommeat, éstformule devient
war(c) / [T fidws-dzm, #@=T70. (1.20)
(R%)

" igyec
Lorsque cette limite existe, la pression, définie a urefactonstant pres comme

o1
P= Vlgnoo v log Zg(V, T, 2), (1.21)
peut s’exprimer plus simplement en terme des graphes ceampondérés par); :

P
T Vlgnoo V log Zg (V, T, 2) (1.22)

oo

<t (58 5wt

1
= Cu(2). (1.23)
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Proposition 4 Lorsque la limite thermodynamique existe, la pression dtesye est dorée direc-
tement par la fonction @rératrice exponentielle des graphes connexes paapar le deuxime

poids de Mayenw(c), par la formule

1.2.4 Multiplicativit & dew,,(c) sur les blocs

Une propriété dev,; est d'etre multiplicatif sur les blocs d’'un graphe, lmoc-multiplicatif Cela

signifie que pour un graphe connexe composé des bigés, . . ., b,
wM(c) = ’u)]\/j(bl)w]\/[(bg) Ce 'LUM(bm)

Proposition 5 Pour tout graphe connexg la fonction de poidsvy, (c¢) est bloc-multiplicative.

Preuve.Nous prouverons la propriété par récurrence sur le nerderblocs de.

Sic n'est composé que d'un seul bloc, la multiplicativité gstale. Supposons la propriété vraie
pour les graphes connexes composésrdblocs, et considérons le cas d’'un graphe connexe
composé den + 1 blocs. Les sommets desont étiquetés de 1.:a Choisissons un bloc-feuille,
notéb, dec et notonsS I'ensemble de ses sommets. On peut supposer sans perte&algé que
le point d’articulation qui le relie au reste du graphe pbétquetten, etqueS = {1,2,...,k,n},
|S| = k + 1. Notonsby, bs, . . ., b, les autres blocs qui composentOn a ainsi

’wM(C) = /Rd.../Rd H f”dx_{dx_ﬁdxn_l
{i,j}ec;in=0

= /d.../d H fij H fwdadfgdl’n_l
R R

{ijreban=0  {ij}ec\b;zn=0

— /Rd/ I fijdwidzs .. di x

R4 -

/d . /d H fijdmk+1dwk+2 . dmn_l
R R

{i.j}ec\b;zn=0
= 'Ll)]\/j(b) . wM(c \ b) (125)
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Comme le graphe \ b reste connexe et est composémdlocs, on a par hypothese de récurrence

war(c) = war(b) - war(b1) - war(be) - ... - war (b)), (1.26)

ce qui montre que la fonction de poids(c) est bloc-multiplicative. [
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Chapitre Il

PoOIDS DE REE-HOOVER VERSUS POIDS DE MAYER

En mécanique statistique, la formule classique

P N

(ouPV = NEKT) pour les gaz parfaits a été étendue aux gaz imparféagla d’'un développement

P N N2 N3
LN () () e

appelé le développement du viriel, voir (Kaouche et L&roR008a; Kaouche et Leroux, 2008c;
Labelle, Leroux et Ducharme, 2007; Leroux, 2004; Mayer eydia 1977; Riddell et Uhlen-
beck, 1953; Ruelle, 1999; Uhlenbeck et Ford, 1963), oudefficientss,, sont donnés par

de la forme

b= ), n>2 23)

beB(n]

ou B[n] est 'ensemble de tous les graphesonnexes étiquetés (appelé aussi blocs)[slr=
{1,2,...,n}. Dans (2.1) et (2.2)P, T, V, N etk sont respectivement la pression, la température,
le volume, le nombre de particules, et une constante querdeplu gaz. Les physiciens Ree et
Hoover voir (Ree et Hoover, 1964a; Ree et Hoover, 1964b)rdraduit un nouveau poids, noté
wry et appelé depuis poids de Ree-Hoover, qui permet d’exprieneoefficient du viriel sous la
forme d’une combinaison linéaire de poids de Ree-Hoovat l&s coefficients sont appelés “star

contents”. Cette réécriture est importante puisquer pertains graphes, ce poids est nul ou le star
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content est nul.

Voici maintenant la composition de ce chapitre. Dans lai@e@.1, nous présentons d’abord le
développement du viriel. Ensuite, nous présentons Veldppement de Ree-Hoover, en montrant
sur un exemple comment il peut étre appliqué au calcul defficients du viriel. Des relations
linéaires provenant de l'inversion de Mdbius entre ledgaile Mayer et le poids de Ree-Hoover
en découlent dans la section 2.2. Enfin, en section 2.3, dausons une formule explicite pour le

“star content” ainsi que certaines de ses propriétés.

2.1 Le développement du viriel et le @veloppement de Ree-Hoover
2.1.1 Le ceveloppement du viriel

Afin de mieux expliquer le comportement thermodynamiquegadgsmparfaits, Kamerlingh Onnes

a proposé, em901, un développement en série de la forme

P
ﬁzp+52p2+53/73+"'7 (2.4)

oup = % est la densité, appelé le développement du viriel. Uniagge de la théorie de Mayer est
gu’elle fournit une approche formelle de ce développementionne une interprétation des coeffi-
cients du viriel5,,, n > 2, comme le poids total de 'ensemidBén| de tous les graphesconnexes
étiquetés sur I'ensemble]| de sommets ; voir (Leroux, 2004) et (Uhlenbeck et Ford, 198Rjs
précisément,

b = Bl
= 1;” Z wpr(b)
" beBn)
D MO0} (2.5)

bET (By)

ou la sommation en (2.5) est prise sur un ensemble de epeggs de 'ensemblE(5,,) des types
d’isomorphie des graphesconnexes ayant sommets, ef(b) est le nombre d’étiquetages du

grapheb.
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2.1.2 Poids de Ree-Hoover et poids de Mayer

Une réécriture importante des coefficients du viriel @ gtésentée par Ree et Hoover (Ree et

Hoover, 1964a; Ree et Hoover, 1964b) en introduisant latiimmc

fr) =1+ f(r) (2.6)

et en définissant un nouveau poids (netgy (b)) pour les grapheg-connexes, par
wrp (b) = Jim - / / IT # 11 7 dai---daa, (2.7)
{i,jyeb  {ij}eb
oub = K,\b est le complémentaire du graphepar rapport au graphe compléf,,, puis en
développant chaque poids de Mayey; (b) en substituant = f — f pour chaque paire de sommets
qui ne sont pas reliés par une aréte. Avec cette réeeiu poids de Mayer, les paires de sommets
de chaque graphe sont reliés ou bien par les lje(des lignes continues) ou bien par les lighs

(des lignes pointillees). Par exemple, on a

wp (| X |) = wrm( X)), (2.8)
wy ((\)) = wrer (X)) = wrer () ), (2.9)
wy( ) = wura( ) —wa ()

= {wrr (<)) — wrr ()} = {wrr (X)) — wra (D<)}

= wra( 7 ]) =2 wra(| 7)) +wra () X)) (2.10)

Proposition 6 La limite (2.7) existe sous lesémes conditions que celles de la proposition 3 et,
estégalea

wRH( /( d) H fz] H fl.? dl’l dl‘n_l, .:L'—y: - 6) (211)
R

{za}eb {i,j}e€b

En effet, en développant le produif | fl-j, on trouve que le poids de Ree-Hoover est une somme
{i.j}eb
finie de poids de Mayer (voir proposition 7).
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Remarque 1 Notons que, contrairement au poids de Mayer, le poids deHReser n'est pas

multiplicatif sur les composant&sconnexes d’'un graphe connexe. En effet, pour le graphe

N

on a, d'une part

wrr () = war(N )+ 2w () +war (D)

= {on (] o (D1 + 200 (L)) + wn <)

= 3-2+2-1—;+4

58
= —. 2.12
; (2.12)
Et d’'autre part,
'wRH(ib . wRH(I ) = 3 -2
= 6. (2.13)
Alors, de(2.12)et(2.13) on obtient
WRH(N) # WRH(Q) : wRH(I ).
Remarque 2 Par définition du poids de Ree-Hoover, on a en particulier
wRH(Kn) = ’w]\/[(Kn), n Z 2. (2.14)

2.2 Relations entre le poids de Mayetv,, et le poids de Ree-Hoovet

Dans cette section, nous donnons des relations linéadresgitant d'exprimer les poids de Mayer
d’'un graphe en fonction des poids de Ree-Hoover de ses phagdet vice versa). En général, le
calcul de ces poids est difficile, particulierement, celuipoids de Mayer, méme dans le cas des

gaz a noyaux durs et a positions continues en dimenisiblous avons pu calculer explicitement
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le poids de Ree-Hoover pour certaines familles de graplnegtilssant la méthode des homomor-
phismes de graphes (voir chapitre 3). Tandis que pour lesmtddvayer nous utilisons les relations

(2.16) et (2.17), d’ou leur importance.

Proposition 7 Pour un graphe2-connexe, on a

wrr(d) = Y wu(d), (2.15)
bCdC Ky

wy(d) = Y (=)D (d), (2.16)
bCdC K,

ou e(d) désigne le nombre d’'@tes du graphd. Dans le cas d’'un gaa noyaux durs e positions

continues en une dimension (voir chapitre 3), on a aussi

lwar®) = Y wre(d)]. (2.17)

bCdC K,

Preuve.A partir de I'equation (2.11) et le fait queé= 1 + f , on obtient

wan(b) = / 1 saz -z II 70z -5l dit - dinst, & =0

" igyeb {i,j}€b
- / 1 sz -z [] 0+ F017 - z0) dai - din i, & =0
RO i jyen {i,j}€b

ECb {i,j}€EUDb

_ /(R S I1 707 -2 dat--dins, 7 =0

deCK'n {Z,]}Ed

= Z wM(d)

bCdC K,
En utilisant I'inversion de Mobius sur I'équation (2.1%vec la fonction de Mobiug(b,d) =
(—=1)e(d)=¢() on obtient (2.16).

En prenant en considération le fait que dans le cas d'uraga®/aux durs et a positions continues
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en une dimension, les fonctiorfset f sont données par :
fig = —x(zi — a5l < 1), fi; =14 fij = x(Jzi — 251 > 1), (2.18)

on peut écrire (2.16) comme-1)“®wy(b) = 3y, (1) Dwprp(d). C'est exactement

(2.17). =

2.3 Le star content et ses propités

Le développement de chaque poids de Maygr(b), en substituant = f— f pour chaque paire de
sommets qui ne sont pas reliés par une aréte, fait apapaiur chague graphe un nouveau facteur

appeléstar contenfpar Ree et Hoover (Ree et Hoover, 1964b). Il peut étre posithégatif.

Dans cette section, nous donnons d’abord une formule &eppour le star content d’'un graphe
2-connexe. Nous montrons ensuite que la somme totale desatent de tous les graphes
connexes est égalelaOn termine en démontrant des formules de récurrence pemhe’expri-
mer le star content de familles de graphes a I'aide de c&utieés graphes de tailles inférieures.
Nous utilisons ces formules pour construire des procé&diaple pour calculer le star content d’'un

graphe2-connexe (voir appendice B).

2.3.1 Formule explicite du star content

Nous donnons ici, une formule explicite qui permet de caiclg star content d’'un graphz
connexe. Cette formule est énnoncée sous des formesedif€s dans (Ree et Hoover, 1964b;

Clishy, 2004).

Définition 13 Soit d un graphe2-connexe sur 'ensemblg] = {1,2,--- ,n}. Alors, le star
content du graphé, a,,(d), est dong par
n(d) = Y (—1)« D=l (2.19)

bCd
beBn]
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Proposition 8 Le poids total de Mayet3[n]|.,,, de 'ensemble de tous les graphesonnexes

sur I'ensemblén| est don@ par

Bln]lwy, = Y Gn(d)wrm(d). (2.20)

deB[n]

Preuve.En utilisant I'equation (2.16) on peut écri8[n]|,,, comme

Blnlluy = Y wu(b)

beB[n]

_ Z Z e(d —e(b) wRH(d)

beB[n] bCACT K,

= > 2 0 Vuna(d)

deBln] bCd
beBn]

= Y Gu(dwru(d).

deB[n]

On peut donc écrire le coefficient du virigl, comme suit :

b= S an(bhuwra (). 2.21)

beB(n]

Notons que puisque ry est un invariant de graphe, alors la somme (2.20) peut &mgliiée

comme suit

’B[n”wM = Z E(b)dn(b)wRH(b), (2.22)

beT (Brn)
ou la sommation en (2.22) est prise sur un ensemble desegsnts de 'ensemblg(5,,) des
types d’isomorphie des graph2sonnexes ayant sommets, et(b) est le nombre d’étiquetages
du graphée.
Par exemple, en utilisant les trois équations (2.8), (€t42.10), le poids totdl5[4]|,,,, peut étre



26

réécrit sous la forme

Bdllwy, = 1-wn(X])+6-wn(\])+3-wm( |

= (—2) . wRH( ) +0- wRH( ) +3- wRH( )

= 1-(=2) wra(( X)) +6-0-wrr( <) +3-1-wra( ), (2.23)

ou les coefficients (-2), 0, 1 sont les star content des g@=ph |,

>, [, respectivement.

Proposition 9 On a
> Gn(d) =1, (2.24)
deB(n]
ou Bn| est 'ensemble de tous les grapt®sonnexes sur I'ensemble].

Preuve.On a successivement

Z En(d) _ Z Z e(d —e(b)

deBn) deBln] bCd
beBn|

=2 2

beB[n] bCACT K,

— Z ( 1 e(Kn) + Z Z e(d —e(b)

KnCdCKy, beB[n] bCdC Koy
b#£Kn,

= 1+ > > ()@

bEB[n] @chKn\b
bAK,

2.3.2 Relations de ecurrence pour le star content

La proposition suivante est énoncée sans preuve dans(Remover, 1964b). Cet article renvoie
le lecteur a celui de (Hoover et Poirier, 1962) qui donne idBe de la preuve. Cette proposition

établit une relation de récurrence pour le star conteatid\en donnons ici une preuve détaillée.



27

On dit qu’un graphe simple sur I'ensemblgn| est uneextensiond’un autre graphé sur I'en-
semble[n — 1], si g est obtenu a partir du graphieen ajoutant un nouveau sommetet un
ensemble (possiblement vide) d’arétes ented le graphéh. DésignonSghn_l] = g\n la restric-
tion du graphey a I'ensemblegn — 1] (c’est-a-dire, le sommet et toutes ses arétes incidentes sont

enlevées).

Proposition 10 Soit K,,—1\ /5 un graphe2-connexe de tailler — 1 obtenu en enlevant du graphe

K,,_1 un sous-graphe isomorphe au grapheou 3 est de taille au plus — 1. Alors, on a
an(Kn\B) = (_l)n_l(n —2) @p—1(Kn-1\0). (2.25)
Afin de prouver cette proposition, hous avons d’abord bedeftrois lemmes suivants :

Lemme 1 Soite = {a, b} une aéte d'un graphe-connexe’ ol le sommet est un point d’arti-

culation du graphe>\b. Alors, G'\e est2-connexe.

b

Figure 2.1Un graphe2- connexeiz ainsi que les composantes connexes:4é\a

Preuve. Il suffit de montrer que le graph@\e n’a aucun point d’articulation. Puisqug est2-
connexe, alor&x\b = G\e\b et G\a = G\e\a sont connexes, ainsietb ne sont pas des points

d’articulation deG\e. Pour tout autre sommet, G\c est toujours connexe &f\e\c est aussi
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connexe. En effet, puisqueest un point d’articulation dé&'\b et queG est2-connexe, alors etb
sont reliés dan&’ aux composantes connexes@egb\a ; voir figure 2.1. Le graphé:\e est donc

2-connexe. |

Lemme 2 Soith un graphe2-connexe sur I'ensemble — 1]. Alors on a

Z (—1D)e@=eth) — p 9. (2.26)

g€B[n]
g\n=h

Preuve.Pour un graphe@-connexeh sur 'ensembldn — 1], considérons I'ensemble
A = {g| g est un graphe simple sur [n] et g\n = h},
et définissons une fonction de poidssur 'ensembleA par
w(g) = (~)@7M), vge A
Considérons l'involution suivanteiv; qui agit sur I'ensemblel :

g\{L,n}, si{l,n} ey,

gU{l,n}, sinon.

Invy(g) =

Le poids total de I'ensembld, | A|,,, est donné par
| Al = Z(—l)e(g)_e(h) = |Fix Invy |y,
geA

ou Fix Invy est I'ensemble des points fixes de l'involutibiv, . Il est facile de voir qudnv; n'a
pas de point fixe. Par conséquent,

Al = Z (_1)8(9)—8(h) =0- (2.27)

g\n=h

De plus, il y an — 1 facons differentes d’obtenir une extensipan ajoutant une aréte unique entre
n et h pour tout graph@-connexeh de taillen — 1. Dans ce cas, le graphlien’est pa2-connexe.

De la méme facon, il y a seulement une extengiale / en ajoutant le sommet sans nouvelle
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aréte et dong n’est également pas connexe. Si on ajoute le sornedtdeux arétes ou plus au

grapheh, g est toujour2-connexe. On peut donc écrire I'eéquation (2.27) comme

Z (—De@=eth) — Z (—1)clo)=elh)

g€eB[n] g¢B[n]
g\n=h g\n=h
= ~(~(n=1+1)
= n—2.
Ce qui conclut la preuve. [

Lemme 3 Soith un graphe connexe sur 'ensemlijte— 1] mais nor2-connexe. Alors, on a

S (-1 = 0. (2.28)

g€B[n]
g\n=h

Preuve.Pour un graphé sur 'ensemblgn — 1] mais norn2-connexe, considérons I'ensemble
B = {g | g est un graphe 2 — connexe sur [n] et g\n = h}.

Soita le point d’articulation deh ayant la plus petite étiquette. Définissons la fonctiorpdigls

suivantew sur I'ensembleB :
w(g) = (-1)*9, vgeB.
Considérons l'involutioinv, qui agit sur 'ensemblé3 :

g\{a,n}, si{a,n} ey,

gU{a,n}, sinon.

Inve(g) =

Notons quelnvs(g) est2-connexe par le lemme 1. Nous en déduisons que le poidsdetian-

sembleB, |B|,,, est donné par

Bl = > (-1)*9) = |Fix Invy,,
geB
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ou Fix Invs est I'ensemble des points fixes de l'involutibimvs. Encore une fois, l'involutioinv,

n'a pas de point fixe. Par conséquent,

Blo= Y (-1 —o.

g\n=h
]
Nous somme maintenant en mesure de prouver la proposition 10
Preuve.(de la proposition 10)
Désignons pa€|n| I'ensemble de tous les graphes connexes sur I'ensejmple
A partir de I'équation (2.19) on a successivement
G(K\G) = Y (-1oetend
ggKn\ﬁ
g€B[n]
— Z (_1)6(9)—((’;)—6(6))
gCK,\p
g€B[n]
= (—1) 3 (—1)cl@)+e® 4 3 (—1)c@)+ed)]
ggKﬂ\ﬁ ggK'n\ﬁ
g€B[n];g\neBn—1] 9€B[n];g\n€Cn—1];g\n¢B[n—1]

= - S (1)@

thnfl\/B QGB[TL]
heB[n—1] g\n=h

+ Z Z (—1)e(@)+e(d)]

hCKn-1\B g€B[n]
h¢B[n—1;heCln—1]  g\n=h

= (-0t Y (—1)s®=(("2) @), —2) + 0 (par le lemme2 et le lemme3)
thnfl\,B
heBn—1]

= (-1)""H(n = 2)@n-1(Kn1\B)
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Corollaire 2 Soitn > m > 2. Alors, pour tout graph@-connexek,,\ 5 de taillem, ou 3 est de

taille au plusm, on a

@ () = (DD L=, (1,6). (2.29)

Preuve.En appliquant plusieurs fois la formule (2.25), on obtient :

T (K\B) = (~)0TDHOEE () (n = 3) - (m = 1) @ (K \ )

SR é;: oy Tn(K\0).

Remarque 3 En plus de éduire le calcul du star content d’'un grapfdecelui d’'un graphe plus
simple, le corollaire 2 permet d’affirmer que si le star caritdu plus petit graph@-connexe de la

forme K, \( est nul alors, tous les graphes de la forfig\ 3, n > m, ont un star content nul.

Corollaire 3 En particulier, en prenant = () etm = 2 dans I'eéquation(2.29) on obtient, pour
n> 2,
Gn(Ky) = (—1) ) (n — 21, (2.30)

Preuve.En effet, de (2.19) et (2.29), on obtient

an(KN) = an(KN\Q))

= (1)) —2)1 G, ()

= ()G m 2.1
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Chapitre 1lI

GAZ A NOYAUX DURS ET A POSITIONS CONTINUES EN UNE
DIMENSION

Le calcul des poids de Mayer et de Ree-Hoover en dimensidnange est difficile en général et

a surtout été effectué par des méthodes d'intégrationérique sauf dans des cas particuliers ou la
fonction de densité a une forme tres spécifique, par eledgns le cas gaussien (voir chapitre 5
section 5.2.1).

Le présent chapitre est consacré au cas unidimensiddnrell) des particules dites “dures” ou la

fonction d’interaction est donnée par

fij = —X(’I’i — acj\ < 1), (31)

x désignant la fonction caractéristiqgue prenant les valeéet 1. Nous développons des méthodes
de calcul exact en faisant appel a la combinatoire. Voigiment le chapitre est composé. Dans la
section 3.1, nous nous placons dans le contexe des gaaandyrs et rappelons certains résultats
généraux comme la somme des poids de Mayer de tous lesegraphnexes o2rconnexes, ainsi
que des résultats spéciaux comme le poids de Mayer dugcaghplet et du cycle. En section 3.2,
nous présentons des conditions assurant la nullité dispi® Ree-Hoover pour certains graphes,
dans le cas d’'un gaz a noyaux durs et a positions continnage dimension. Ces conditions
sont basées sur certains lemmes et définitions spédalksthéorie des graphes. Ensuite, dans la
section 3.3, nous illustrons la méthode d’Ehrhart, quesndilisons pour le calcul exact du poids

de Mayer et de Ree-Hoover de tous les grapghesnnexes de taille au pliés Les sections 3.4 et
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3.5 sont consacrées a la méthode combinatoire dite ‘ol@@morphismes de graphes” qui réduit le
calcul des poids de Mayer et de Ree-Hoover au denombreraeeirthines configurations planaires
qui représentent une image homomorphe du graphe dansnleNwais appliquons cette méthode
dans le chapitre 4 pour calculer ces poids pour des famiifeses de graphes. Nous terminons le
chapitre par la section 3.6, en adaptant la méthode de Momitl® au cas des particules dures en

dimension quelconque en faisant appel a une arborescenveaate.

3.1 Gaza noyaux durs en une dimension

Placons-nous dans le contexte dgewa noyaux dursc’est-a-dire d’'un gaz dont deux particules
guelconques ne peuvent pas se déformer ou s'interged@tsqu’elles entrent en collision, comme
des boules de hillard. Linteraction exige que la distanteedes centres de ces particules soit tou-
jours plus grande ou égale a leur diametre. Dans le cadlimension, on considéreparticules

de diameétrd sur un segment de droite de la fOI‘I{He%, %] (vair figure 3.1).

; (B (B )
AR <

Figure 3.1Particules dures sur un segment de droite de la fgrmig, ¥ ]

La contrainte des noyaux durs se traduit par un potentiaetefactiony, tel quep(r) = oo, Si
r < 1,etp(r) =0,sir > 1. Les fonctions de Mayef;; et de Ree—Hoovefij sont alors données

par
fig = —x(wi — x50 < 1), fiy =1+ fij = x(lzi — x5 > 1), (3.2)

ou x désigne la fonction caractéristique prenant les valeetd . Les hypothéeses de la proposition

3 sont vérifiees pour la fonction

fij = —X(T < 1), (33)
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permettant d’écrire le poids de Mayeti, (c) d’'un graphe connexesous la forme

wyr(c) = (—1)6@/1 I x(zi -2l < Vday .. dwny, 2, =0, (3.4)

{i,j}ec
ou e(c) est le nombre d’arétes du graphest le poids de Ree-Hooverr(c) d'un graphe2-

connexec sous la forme

wrp(c) = (—1)8(6) /Rnl H x(Jzi—z;] < 1) .H,X(’wi_wﬂ > 1)dxy ...dxy—1, xz, =0,
{i,j}ec {i,j}€c
(3.5)

ouc = K, \c est le graphe complémentaire de

3.1.1 Resultats genéraux et sgeciaux

Proposition 11 (Brydges et Imbrie, 2003; Labelle, Leroux et Ducharme, 200Dans la limite
thermodynamique, la pression d’'un niétel de gaz noyaux durs ed positions continues en une

dimension est dorée par
P

7 = L), (3.6)

ou L(z) désigne la fonction de Lambert (aus€gigree pariW(z), voir (Corless et al., 1996)),

définie par I'eéquation fonctionelle
L(z)exp(L(z)) = =. (3.7)

Corollaire 4 (Bernardi, 2008; Labelle, Leroux et Ducharme, 200@9itn un entier> 1. Le
poids total de MayefC[n]|,,,, de 'ensemble de tous les graphes connexes sur I'ensgnibie

{1,2,...,n} de sommets est doapar

Z wyy(c) = (—n)" L. (3.8)

ceCln]

Voici une proposition tirée de (Labelle, Leroux et Ducharm2007) qui donne le poids total de

Mayer des graphes -connexes. Nous en donnons une nouvelle preuve baséefaitrqae dans
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le cas des particules dures en dimensioan a pour tout graph2-connexeb,
wra(b) =0 ou a,(b) =0, pour b# K,, (3.9)
voir (Ree et Hoover, 1964a; Ree et Hoover, 1964b; Clisby eZ&f¢c 2004).

Proposition 12 Soitn un entier> 1. Le poids total de Mayej3[n] de 'ensemble de tous les

|U)]u

graphes2-connexes sur 'ensemble| de sommets est doapar

> wyle) = (-n)(n—2). (3.10)

ceBn]
Preuve.Par I'equation (2.30), on a
Gn(Kp) = (—1) ) (n — 21, (3.11)
Des équations (2.14) et (3.14), on tire
wra (Kp) = (—1)&)n, (3.12)
En faisant appel a (3.11), (3.12) et (3.9), on obtient irdiatement :

Blnlluy, = Y Gulb)wrn(b)

beB[n]
= an([(n)wRH (Kn)

= (—n)(n—2).

Corollaire 5 (Labelle, Leroux et Ducharme, 20071)e ceveloppement du viriel dans le cas des

gaza noyaux durs en une dimension est dopar

P P
- = 3.13

ou p est la densk.
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Proposition 13 (Ducharme, 2004; Labelle, Leroux et Ducharme, 200f) a les valeurs fifiques

suivantes des poids de Mayer :

1. Pour le graphe complek’,,,
wi(Ky) = (=1)En. (3.14)

2. Pour le cycle (non oried) C,, a n sommets,

n

. LT i
(€)= 2 3 () w2, (3.15)
=0

(n—

ou |z désigne la partie endire du nombrer.

3. Pourn > 3, désignons park, \e le graphe complet sur sommets dont on a enkwne
aréte arbitraire. Alors,

wyr (Kp\e) = (—1)(5) 1 (n + ﬁ) . (3.16)

3.2 Pourquoi certains graphes ont le poids de Ree-Hoovégala 0

Lorsque I'on effectue la transformation de Ree-Hoovergmnarque que le star content de plusieurs
graphes est nul. Ces graphes ne contribuent donc pas datsubdu coefficient du viriel. De plus,
certains graphes peuvent aussi avoir un poids de Ree-Haal@our des raisons géométriques.
Dans le cas d’'un gaz a noyaux durs et a positions continuesie dimension, nous avons trouvé
des conditions suffisantes, pour certaines familles dehgsagui garantissent aussi la nullité de leur
poids de Ree-Hoover. Avant de donner ces conditions sufiisaimtroduisons d’abord quelques
nouvelles variantes utiles de la notion de sous-graphe gfaphe ainsi que deux lemmes qui lui

sont associés.

Définition 14 Soitg un graphe simple sur 'ensemblé de sommets ef sous-graphe de sur

I'ensemblel/’ C U de sommets. On dit qug estinduit par g si

g =g9n Ky, (3.17)
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ol Ky est le graphe complet sur 'ensemldlé. Si un grapheh est isomorph& un sous-graphe

induit deg, onécrith C g.
Lemme 4 Soitg (resp.h) un graphe simple sur 'ensemblé (resp.V’). Alors on a

hCg <« Kv\h C Ky\g. (3.18)

Preuve. Ceci suit directement de la définition. ]

Définition 15 Soientg eth deux graphes simples. On dit gu&st unsous-graphe tildde g, et on

écrit hCg, si h est isomorph& un sous-graphe de c’esta-dire, s'il existe une injection
jih—g. (3.19)
Lemme 5 SoitC),, n > 5, le n-cycle (non orier#). Alors

CrCK,\Ch. (3.20)

Preuve.On aK,\C, = K,\{{1,2},{2,3},...,{n—1,n},{n,1}}. Nous distinguons deux cas :
e Cas 1:sin = 2k + 1, on peut prendre le sous-graphe cyclique,

{{1,3},{3,5}, ..., {2k — 1,2k + 1}, {2k + 1,2},{2,4}, ... {2k, 1}},

illustré par des lignes continues dans la figure 3.2 danade e- 7.

Figure 3.2C7CK7\C;
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e Cas 2 : sin = 2k, on peut prendre le sous-graphe cyclique,
{{1,3},{3,5},..., {2k — 3,2k — 1}, {2k — 1,2}, {2, 2k}, {2k, 2(k — 1)},...,{6,4},{4,1}},

illustré par des lignes continues dans la figure 3.3 danade e- 8.

Figure 3.3C3CK3\Cy

Proposition 14 Soientg eth deux graphe&-connexes.
Si hCyg et wgy(h)=0 alors wgy(g)=0. (3.21)
Preuve.Sans perte de généralité, on peut supposehqst un sous-graphe geot 'ensemble de

sommets dé est[m] et celui deg et [n]. Par hyposéserr(h) = 0. Cela signifie que le systéme

Sy, d'inéquations
lz; — x| <1  pour {i,j} €h
et |z;—x;|>1  pour {i,j} € Ky\h
est contradictoire. Considérons maintenant le systgme
|z, — x| <1 pour {i,j} €g
et |z; —axj;]>1 pour {i,j} € K,\g.

Par le lemme 4, le systentg, a plus de contraintes<” et plus de contraintes>" que S;,. Ainsi,

S, doit étre également contradictoire. Ainskg (g) = 0. ]
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3.2.1 Conditions assurant la nullie du poids de Ree-Hoover

Théoreme 1 Soitg un graphe2-connexe de taille:. Si g satisfait 'une des conditions suivantes,

alors son poids de Ree-Hoover est nul :

95C g. (3.23)

Preuve.

— Pour prouver I'équation (3.22) il est suffisant, par lagasition 14, de montrer quegy (Cy) =
0, pourk > 4, ou Cy, est le cycle standarf{ 1, 2}, {2,3},...,{k — 1,k}, {1, k}}. Cela signifie
que, le systeme d'inégalités associé est contradéct@n peut toujours supposer que pour tous
x; # x; pour tous; et j. Sans perte de généralité, on peut supposergue z,. Alors za < x3
puisquez; — xo| < 1, |zg — 23] < 1 et|zy — 23| > 1. Pour la méme raison; < z;.1 pour tout
i=1,...,k,avec la conventior; 1 = x1. Alors on obtientr; < z9 < z3 < ... <z < 71
ce qui est une contradiction.

— Pour prouver I'équation (3.23) il est suffisant, par lagasition 14, de montrer query (S3) =
0,0uS3 = {{1,4},{2,4},{3,4}}. Sans perte de généralité, on peut supposergue0, x; <
x9 < x3. Puisquéz;| = |x;—x4| < 1,pouri = 1...3,0nalxs—xzs| < 2. Cela estincompatible

avec les conditionBe; — xo| > 1, |[zo — 3| > 1, puisquelzs —x1| = (x3 —z2) + (x2 —21) > 2.

]
3.3 Le polyndbme d’Ehrhart
La formule
wyr(c) = (—l)e(c)/ H X(|zi — x| < Ddzxy...dxy—1, x, =0, (3.24)

{i,j}ec
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montre que le poids de Mayer d'un graphe connexe est, au pigseégal au volume du polytope
convexe an — 1 dimensionsP(c) délimité par les contraintds; — x| < 1, pour{i,j} € ¢, avec

T, =0:
Ple) ={X €R" |z, =0 et |z; —x;] <1Y{i,j} €c} CR" ! x {0} CR", (3.25)
ouX = (x1,...,x,). Plus précisement
wyr(c) = (=1)°©OVol(P(c)), (3.26)

ol Vol(K) désigne I'nypervolume, — 1 dimensionnel d’'un ensemblE C R"~! x {0} C R™.

Voici un exemple illustrant 'equation (3.26).

Exemple Considérons le graphe complet= K3, dont le polytope associg(c) est un polygone

C: i i Ple): T

1 2

illustré par la figure 3.4.

Figure 3.4 Le graphe complet = K3 et son polytope associe(c)

Donc
wyr(K3) = (—1)*Vol(P(c)) = —3. (3.27)

Notre premier outil de calcul du volume des polytof¥g) fait appel au théoreme d’Ehrhart.

Théoreme 2 (Ehrhart, voir (Stanley, 1997)$oitP un polytope convexe de dimensibdansR™
dont les sommets soatcoordonées engres. SoikP = {ka : « € P} le polytope dilak & fois et
I(P, k), le nombre de pointa coordoniges engres dang:P. Alors I(P, k) est un polybme erk

de degé d dont le coefficient dominant est le volume(W) de P.
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Puisque le théoreme d’Ehrhart s’applique au cas des quigt dont les sommets sont a coor-
données entieres, il faut d’abord s’assurer que le pp&/mc) satisfait bien cette condition. C’est

le contenu du résultat suivant tiré de (Labelle, LerouR@tharme, 2007).

Proposition 15 Soitc un graphe connexe sur I'ensemble de somrgts, ..., n} et le polytope

convexeP(c) C R™ défini par
Ple)={X eR" |2z, =0 et |z;—a;| <1V{i,j}€c}, (3.28)

ou X = (x1,...,zy). Alors les sommets de(c) sonta coordoni@es entres.

Etant donné qu’un polyndme de degt@st déterminé de fagon unique par ses valeurg nl
points distincts, le polyndme d’Ehrhart sera déternpiaéles valeurg (P, k) pourk = 0,1,...,d.
Le polyndme d’Ehrhart peut donc étre déterminé, panmgte, par la formule d’interpolation de

Newton appliqué a la table 3.1 de valeurs.

k| #(k-P(c)N 2
0 Yo
1 Y1
2 Y2
d Yd

Tableau 3.1Cardinalite dgk - P(c) (N Z9),0 < k < d.

oly, = I(P, k) =#(k - P(c) N Z%)= nombre de points & coordonnées entiéres dans le pelytop
dilate kP.
Cette formule produit le polyndme suivant :

I(P.k) = yo+ (Ayo)<l;> - (A2y0)<§> +...+ (Ady0)<§>, (3.29)
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ou
Ayo = y1— Yo,
Nlyy = A(Ayo) = Ay — DAyo = ya — 241 + Yo
A lyy = A(AYyo)
et

(@) :%k(k—l)...(k—i+1).

7
Le volumeVol(P(c)) de’P(c) est alors donné par le coefficient dominant du polyndif, k).

Voici un exemple simple d’application du theoreme d’Edrtha partir de I'exemple précédent.

Exemple Puisquec = K3, alorsd = 2. La figure 3.5 illustre les trois dilatés,- P(c), 1 - P(c),
2 - P(c), du polytopeP(c).

T2

T2 T2

2-Plc): x

0-Pc): ) 1-P(e): )

Figure 3.5Les trois dilatés() - P(c), 1 - P(c), 2 - P(c), du polytopeP(c)

En comptant le nombre de points a coordonnées entiemeshteent la table 3.2.
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k| #(k-PloNZ?
0 1
1 7
2 19

Tableau 3.2Cardinalité dgk - P(c) (N Z?), k = 0,1,2.

Puisqueyo = 1, Ayg =7 —1 =6, et A%yy =19 — 2- 7+ 1 = 6, on obtient

I(P.k) = 1+6<]f> +6<§>

= 3k*+3k+1.

Puisque le coefficient dominant de ce polynéme3ese volume deP(c) est alors3. Ce qui est
conforme a I'exemple précédent. Etant donné que lespd@Ree-Hoover d’'un grapleconnexe

b est une combinaison linéaire des poids de Mayer des simegaged, nous avons aussi utilisé

le théoreme d’Ehrhart pour calculer le poids de Ree-Hodwethéoreme 2 nous a permis de cal-
culer les poids de Mayer et de Ree-Hoover des graphes 2xampessédant au pldssommets.
Pour chacun de ces graphes, nous avons aussi calculé pgammmetres. Ainsi, en plus du vo-
lume du polytope de Mayer et de ceux de Ree-Hoover, nous aabaglé le polyndme d’Ehrhart
I(P, k) sous deux formes (en base des puissances eleen base des coefficients binomiaux),
le nombre d’arbres couvrants, le nombre d'étiquetagee stdr content. Nous avons développé
des procédures Maple pour effectuer tous ces calculs.oeggures sont présentées en appendice
B. Elles permettent de calculer en un temps raisonnablediels ple Mayer et de Ree-Hoover de
n’importe quel graphe jusqu’a la tailles.

La table de I'appendice A contient tous les grapie®nnexes de taille au plUs ainsi que leurs
poids de Mayer et de Ree-Hoover, leur star content et leurtbres d’étiquetages. L'extension
de cette table pour la taille contient7123 graphes et est disponible en version électronique (voir

(Kaouche et Leroux, 2007c)). Deux autres tables pour l#sg&iet8 incluant d’autres parameétres
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sont aussi disponibles en version électronique, voir (iKae et Leroux, 2007a; Kaouche et Le-
roux, 2007b). Ces dernieres tables constituent une egteds la table jusqu’a la taillé, présentée

dans (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007).

3.4 La méthode des homomorphismes de graphes

Comme déja observé par Bodo Lass (Lass, 2005), voir aBssnérdi, 2008), il est possible
d’évaluer le volume du polytop@(c) en le décomposant en un certain nombfe) de sous-
polytopes qui sont tous des simplexes ayant le volufies — 1)!. Chaque sous-polytope est
obtenu en fixant la partie entiere et les positions relatides parties fractionnaires des coor-
donnéesey, ..., z, des pointsX € P(c). Le nombre de telles configurations donnera aldks

et nous auron¥ol(P(c)) = v(c)/(n — 1)!. Afin de rendre cette correspondance plus précise, nous

considérons la représentation suivante, dite “fractaore”, des nombres réels

R— ([0, xZ) : & — (&, ho), (3.30)

ouh, = |x| est la partie entiere deeté, = = — h, est la partie fractionnaire (positive) deOn

a alorsx = &, + h, (voir figure 3.6).

€=0 ¢ £=1

Figure 3.6 Représentation fractionnaire du nombse
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Par exemple, pour les nombre5, 3.75, —1.25 on a

0.25 — (0.25,0), 3.75 — (0.75,3) et — 1.25— (0.75, —2),

(voir figure 3.8). Notons qu® < ¢, < 1. Cependant, pour = 0, on prend par conven-
tion la représentation spéciale— (1.0, —1), comme si O était infinitésimal négatif. Dans cette
représentation, la condition: — y| < 1 (qui nous intéresse dans le cas du poids de Mayer) pour

deux nombres réels ety se traduit en

“si & #& et supposant &, <&, alors hy,=h, ou h;=h,+1"

(voir figure 3.7).

3 3
2 2

1 o=y’ 1 -

0 0 \ S
—1 -1

Figure 3.7 |z; — z;| < 1

Ceci peut étre visualisé comme suit ety doivent étre au méme niveau ou sur deux niveaux qui
se suivent, de sorte que la pente du segment ergteg doit étre nulle ou négative ; voir figure 3.8

ou l'intervalle (x — 1,z + 1) est représenté par les segments épais.
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3.75 — (0.75,3)

3 o
C T = (& ha)
2 RS
oy ()
1 So
. <0.25 — (0.25,0)

—1.25 — (0.75, 725
-2 .

Figure 3.8 Représentation fractionnaire des nombres réels

Considérons maintenant un graphe connex@ont 'ensemble des sommets @t = [n] =
{1,2,...,n}, etsoitX = (x1,...,z,) un point du polytopeP(c). Ecrivonsz; — (&, h;) pour
la représentation fractionnaire des coordonngede X, i = 1,...,n. Rappelons que si, = 0
alors¢,, = 1.0 eth,, = —1, selon notre convention. Le volume @c) est inchangé en enlevant
tous les hyperplangxz; — x; = k}, pourk € Z. Par conséquent, nous pouvons supposer que
toutes les parties fractionnair€ssont distinctes. On forme un sous-polytopeRig) en gardant
les “hauteurs™hq, ho, ..., h, fixes aussi bien que les positions relatives (ordre totes) mheties
fractionnairesty, &9, . .., &,. Soith : V' — Z la fonction de hauteur — h; et soitg : V — [n] la
permutation dén| tel que(i) donne le rang d€; dans cet ordre total. Notons qdén) = n. Par
exemple, sh = 5 etés < & < & < & < &, alorsf(l) =4, 3(2) =3,6(3) =1, 6(4) = 2 et
B(5) = 5,i.e.0 = (4,3,1,2,5). Le sous-polytope correspondant sera rté, ). Choisissons

un point canoniqueX = X, 3 de P(h,3), par exemple, leentre de gravé obtenu en posant
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& = p(i)/n, i =1,...,n. En utilisant les coordonnées pour représenter ce pamiriqueX; g

de P(h, 3), et en tragcant un segment pointille enireet z; pour chaque arét¢i, j} du graphe

¢, on obtient une configuration dans le plan qui peut étre \amence une image homomorphe de
c et qui caractérise le sous-polytop¥h, 3). Par exemple, avee = 5 etc = Cj, le 5-cycle, on
peut prendrev = (0,1,1,0,—1) et = (4,3,1,2,5) comme ci-dessus. Ceci définit en effet un
sous-polytopeP (h, 3) de P(Cs), pour lequelX, 3 = (0.8,1.6,1.2,0.4,0). La figure 3.9 illustre

la configuration correspondante, ou I'image homomorph€'dapparait clairement.

T3 T2
1 e «
N AY
N AY
N \
\ .
A}
O \\ Al 1
a .
L S
T4 AT .
\x\ \
\\ AY
-1 \*:\ T5

Figure 3.9 Représentation fractionnaire d’un sous-polytop&Pdé’s)

Un exemple plus complexe est donné par la figure 3.10.

3
®--—-----= -
,' 6 ”’ 5
T4
’ - _
’ ,” hy = 2 le
, i N
’ -7 h2= N
. Phe \\
¢ " -
if’ N h3 1 ANE)
- S
17~ ! hy =2 i
-~ - S
~. g hs = —1 N
~. .7 0 T NNEZ
ST heg = —1 *= =9
Ll AR
- o S~
- ~ N ~
'/ \\-. N \\\
S T5 T~ Z6
2 3 -1 == = =

§4<8 <& <& <& <

Figure 3.10Représentation fractionnaire d’'un sous-polytope d'uapgec
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La figure 3.11 illustre la décomposition du polytop¥c) dans le cas du graphe = K3. On
remarque que le§ polytopes on tous le méme volume. Ce phénomene est vigémgral comme

le montre la proposition suivante :

Proposition 16 Soit ¢ un graphe connexe et sdit, 3) tels queg(n) = n et que la condition
(3.32)est satisfaite. Alors, le volume du sous-polytope aésBch, 3) estégala 1/(n — 1)!. De
plus le centre de gra\étdeP(h, 3) est dong par

<h1+ﬁ(1),hz+@,---me@ﬁ)- (3.31)

n
Preuve.Les sous-polytope® (h, 3) de la subdivision d@(c) sont des simplexes tous isomorphes

au simplexe standar®(0,id) = {(z1,...,2,-1,0) € R" |0 < 21 <22 < ... < xp—1 < 1}.En

effet, la transformatiofT}, 5 qui permet de passer @&0,id) aP(h, 3) est donnée par la formule
Thp: (w1, .., 20-1,0) — (h1 + x50), ha + Tg@), -+ An—1 + T(-1),0) = (u1, ..., up_1,0).

Le jacobien associé a cette transformation est égaba —1. On en déduit, par la formule de

changement de variables que

Vol )| = | [
P(h,3)

_ / <M> dzry---drp—q
P(0,id) \O(T15- -, Tn-1)

= / +1 d$1"'dl’n_1
P(0,id)

= [Vol(P(0,id))| .

Ce qui signifie que les polytopé&3(h, 3) ont tous le méme volume. Ce volume commun est donc
égal al/(n — 1)! puisque le simplexe standard a comme volume: — 1)!.
De plus, puisque la transformatidry, 5 est affine et bijective, les centres de gravitéRie, id) et

P(h,3) se correspondent pdj, 5. Le centre de gravité dB(h, 3) est donc donné par
1 2 —1 1 2 —1
<h1+5( )7h2+&7"'7hn—1+%70>:Th,,@<_7_7”'7n 7O>7

n n
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puisque(Z, 2,...  2=1 0) estle centre de gravité d&(0, id). n

n

T2

Figure 3.11La décomposition du polytopB(K3)

Proposition 17 (Labelle, Leroux et Ducharme, 20073oitc un graphe connexe sur I'ensemble
de sommet¥ = [n] et consi@rons la fonctiom. : V' — Z et la bijections : V' — [n] satisfaisant
B(n) = n. Alors la paire(h, 3) détermine un sous-polytope vali@h, 3) de’P(c) si et seulement

si la condition suivante est satisfaite :

pour toute aréte {7, j} dec, B(i) < B(j) implique h; = hj ou h; = h; + 1. (3.32)

Preuve.Soit X}, g = (x1, ..., z,) le point canonique associ€, 3), c'est-a-dire ot; = h; +&;,
avecg; := f(i)/n,i =1,...,n. Alors, la paire(h, 3) détermine un sous-polytope vali@h, (3)
deP(c) si et seulement si le poidt;, s est dans?(c). Mais la condition (3.32) exprime exactement
que|z; — x;| < 1, pour toutes les paire, j} qui sont des arétes dec’est-a-dire, la condition de

définition deP(c). |

La figure 3.12 illustre le§ configurations valides pour le graphe= K3 dont chacune correspond

a un sous-polytope. Ainsyol(P(c)) = 6% = 3. Dans le cas général, on a la proposition suivante :

Proposition 18 (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007&oitc un graphe connexe et saif(c) le
nombre de paires$h, ) telles que la conditior{3.32) est satisfaite. Alors le volume du polytope

P(c) défini par (3.28)est doni par

Vol(P(c)) = v(e)/(n — 1)\ (3.33)
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Preuve. Il est clair que le polytopeP(c) est une réunion disjointe de tous ses sous-polytopes

P(h, ) et le résultat suit de la proposition 16. [

1 I3 T T3

Figure 3.12Configurations associées au graptie

La proposition 18 peut étre utilisée pour calculer le pald Mayer de certaines familles de graphes,
puisquewys(c) = (—1)%9Vol(P(c)). Comme premier exemple on donne la preuve de la for-
mule (3.14) (w(K,) = (—1)(3)71. En effet, puisque toutes les arétes sont présentes dans |
graphe complet, toutes lés — 1)! permutationsd pour lesquellesi(n) = n peuvent étre uti-
lisees, par symétrie. De plus, il y a seulemersuites possibles de hautgur 3(-1), de la forme
0,...,0,—1,...,—1), allant de(0,...,0,—1) a(—1,...,—1), ce qui constitue toutes les confi-

gurations validesh, 3). Par conséquemt(K,,) = n(n — 1)! et le résultat suit.
Proposition 19 Pour tout graphe connexg le polytope
Plc)={zeR" |z, =0 et |z;—z; <1V{ij}ec} (3.34)

ouz = (z1,...,z,) est borre. Plus pecisement, il est contenu dans la boule feemcentee a

I'origine, de rayon(n — 1)%.

Preuve.ll suffit de trouver unV < oo tel quevz € P(c), ||z|| < M, olljz|| = /23 + 25 + - + 22.

Soitdoncr = (z1,...,xy,) € P(c). Pour chaque € {1,2,--- ,n—1}, choisissons dans le graphe
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connexec, un chemin

i — 1 — iy — - — i —n, T =r(i)

joignant le sommet au sommet.. Sans perte de généralité, on peut toujours supposereque |

nombre d’arétes dans ce chemin €st — 1. On a donc

lzi| = [(w = 2i) + (T, — @iy) + -+ + (T4, — ) + Ty

IN

|Ti — iy | + iy — T + -+ @i, — 2] + |20

< 1+14-+14+0=n—1.

Ainsi, |lz]| = /22 + 22+ +a2=/(n— 12+ (n—12+--+ (n—1)2+0%2 = (n—l)%.
Il suffit donc de prendréd/ = (n — 1)%. ]

Remarque 4 Le polytopeP(c) est syratrique par rapporta I'origine, c’esta-dire
P(c) =P(—c) ={(—x1,...,—xpn) | (x1,...,2,) € P(c)}.
En effet,

(z1,...,an) €EP(c) & m, =0 et Wi, jlec |z—a; <1
S z,=0 et Yi,jlec [(—z)—(—zj)| <1

& (—x1,...,—x,) € P(c).

Gracea cette syratrie, le centre de gravétdeP(c) est recessairemerit I'origine.

3.5 Meéthode des homomorphismes de graphes addgat aux poids de Ree-Hoover

Dans le cas du poids de Ree-Hoover, nous pouvons traduientition |z — y| > 1 pour deux

nombres réels ety par

“si & #& et supposant &, <&, alors hy, <hy,—1 ou h;>h,+2".
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Ceci peut étre visualise comme suit : si la differenceeslts parties entieres deet dey est égale
al alors la pente du segment joignanety doit &tre positive, sinon la difference en valeur absolue

entre les deux parties entieres doit étre au minir figure 3.13.

3 3
2 2
1 . 1 o
\\ e
\ r. -
0 \ 0 o
\\
\e
-1 Pl -1

Figure 3.13|z; — z;| > 1

Proposition 20 Soitc un graphe2-connexe dont I'ensemble des sommet¥est|n] et consi@érons
une fonctionh : V' — Z et une bijections : V' — [n] satisfaisant3(n) = n. Alors la paire(h, 3)
détermine un RH-sous-polytope vali®; (h, 3) si et seulement si les conditions suivantes sont

satisfaites :
pour toute aréte {i,j} dec, B(i) < B(j) implique h; = hj ou h; = h; + 1, (3.35)

pour toute aréte {7,j} de¢, [(i) < B(j) implique h; < h; —1louh; > h; +2. (3.36)

Preuve.Désignons paPrx(c) la réunion de tous les RH-sous-polytopes valiteg; (h, ). La
fermeture dePrp(c) est une réunion de polytopes. Notons pars = (z1,...,z,) le point
canonique associé (&, 3), c'est-a-dire, our; = h; + &;, avec; == ((i)/n,i = 1,...,n. Alors
la paire RH{h, ) détermine un sous-polytope valid®zy (h, 5) de Pry(c) si et seulement si
le point X, 3 est dansPrp (c). Mais la condition (3.35) exprime exactement que— z;| < 1,

pour toutes les paire§, j} qui sont des arétes deet la condition (3.36) exprime exactement que
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|z; — x;| > 1, pour toutes les paire§, j} qui sont des arétes de c’'est-a-dire, la condition de

définition pour le domaine de l'intégration de (3.5). [

Proposition 21 Soitc un graphe2-connexe et soith, 3) tels ques(n) = n et que les conditions
(3.35)et (3.36)sont satisfaites. Alors le volume du RH-sous-polytopecs®Ry (h, 3) estégal
al/(n—1).

Preuve.La preuve est identique a celle de la proposition 16 et &stda au lecteur. [

Proposition 22 Soit ¢ un graphe2-connexe et soitry(c) le nombre de paireh, 3) telles que

les conditiong3.35) et (3.36)sont satisfaites. Alors le volume @& (c) est dong par

Vol(Pru(c)) = vru(c)/(n — 1)L (3.37)

Preuve. |l est clair que le polytopéPr(c) est une réunion disjointe de tous ses sous-polytopes

Pru(h, ) et le résultat suit de la proposition 21. [

La proposition 22 peut étre utilisee pour calculer le palé Ree-Hoover de certaines familles de

graphes, puisque g (c) = (—1)9©Vol(Pry (c)).
3.6 La méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo permet d’estimer la valeur @inales a partir de méthodes probabi-
listes. Si
f: [al,bl] X o+ X [ak,bk] —>R,
est une fonction de densité de probabilités, alors lahods consiste a remplacer la valeur de
l'intégrale
b, b1
/ .../ g(ml’... ’:L'k)f(xl’... ’:L'k)dxl...dmk (3_38)
ag al

par la valeur de la somme finie

N

1 i i

5 g, (3.39)
=1
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ou (acgi), e x,(j)) sont des points de, b1] x - - - X [ag, bx] pris aléatoirement selon la loi de densité
/. PlusN est grand, plus la somme (3.39) estimera bien I'integial@g) avec un estimé probabi-
liste d’erreur de plus en plus petit. Dans le cas qui nowé@sse, on veut calcul&ol(P(c)) ol ¢
est un graphe connexe. Puisque le polytgige) C R"~! est borné il suffit de trouver un pavé de
la forme[ay,b1] X -+ x [ag, b], k = n — 1, tel queP(c) C [a1,b1] x - -+ X [ag, bg] et de prendre

la densité uniforme de probabilité

1
x€X yeee 71' f—
i = ollfar o] x X [an bel)
1
= 3.40
(b1 —a1)(ba —az) -+ (bx — ax) (3.40)
pour tout(zq, - -+ ,xk) € [a1,b1] X -+ X [ag, b] et choisir

g(‘rl?"' 7wk) - X((‘Tlﬂ"' 7xk) S P(C)) =

On aura alors

by b
/ / g(xlj...7xk)f(x1’...7xk)dwl...dxk
ag a

1

by by 1
= /ak /al X (@1, 2x) € Ple)) Vol([a1,b] x -+ x [ak,bk])dml‘“dxk
1

= dxy---dzx
VOI([CLl,bl] X oo X [ak,bk]) /P(c) ! k
B Vol(P(c))
VOI([CLl, bl] X oo X [ak, bk])
~ =Yg m)), (3.41)
=1
ot les pointgz{”, - - , z\")) sont pris aléatoirement dafis, by] x - - x [ax, by] Selon une distri-
bution uniforme. En d’autres termes,
Vol(P(c)) ~® e Pc), (3.42)

(b1 —a1)(b2 —az) - (bx, — a)
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ou @ est la variable aléatoire “fraction déé points(mgi), e ,x,(f)) qui appartiennent au polytope

P(c)". Finalement, le volume d@(c) est estimé par
Vol(P(c)) = (b1 — a1)(b2 — az) - (by — ay) - . (3.43)
Il suffit donc de trouver des intervallés;, b1], - - - , [ax, by| tels que
P(c) C la1,by] X -+ X [ak, bg).

La preuve que nous avons donnée de la proposition 19 pourengueP (¢) est borné nous donne
un estimé trop grossier pour ces intervalles. Un changedewariables nous permettra de choisir
le pavé fixe

[-1,1] x -+ x [-1,1] = [-1, 1)

dont le volume es?*. Ce changement de variables s'effectue comme suit :

1) Choisissons d’abord une arborescence couvradiegraphe: enracinée au sommet

2) Renumérotons bijectivement les sommets de I'arboresceouvrante en remplagamtpar 0
et les sommets restants par les nom{reg, - -- ,k}, k = n — 1, de sorte que I'arborescenee

devienne croissante a partir de la racine en orientantrééssavers la racine. On a donc
i—j < i<j, (voir figure 6.1). (3.44)

3) L'ensemblec\a des arétes de complémentaires a sont elles aussi orientées canoniquement
avec la méme convention (3.44).

4) Considérons la fonction
a:{1727"'7k}_>{0717"'7k_1}7 (345)

définie par

i=a(j) < i+ j dans a. (3.46)

5) Introduisons les nouvelles variables

uj = Tj—Toy), J=1,0 k. (3.47)
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On a évidemmentu;| < 1, j = 1,---,k, puisque|z; — x,¢;)| < 1 et on peut retrouver les
variablesz; on posant

Tj = Uj T+ Ua(j) T Ua2() o (3.48)
Les contraintes supplémentaires
lz; — ;] <1, {i,j} €c\a, (3.49)
prennent la forme
[(ug + ua(y + ua2(gy + ) = (Ui + Ug) +Ug2@y + )| <1, {i,j} € c\a. (3.50)

La transformation
(xlf" 7‘%./6) = (ula"' ,Uk),

est bijective et de jacobieh Ainsi le polytopeP(c) dans le systeme de coordonnées, - - - , )

correspond & un polytopge(c)* dans le systeme de coordonnées, - - - , uy) et
Vol(P(c)*) = Vol(P(c)). (3.51)
De plus,
Pe)* C [-1,1]%, (3.52)
car

P(C)* = {(u17 “ e 7un) ’ ”U/j’ S ].7 j = 17. . 7k Satisfaisant (350)}
g {(ulayun)||u‘7|§17j:1,’k}

= [-1,1)~.
6) Vol(P(c)) est alors estimé par
Vol(P(c)*) = Vol(P(c)) ~ 2k ®*, (3.53)

ol ®* est la fraction des points pris aléatoirement dans le pavél]* qui appartiennent ®(c)*.

En ce qui concerne 'estimé du poids de Ree-Hoover, il fauuttar les contraintes supplémentaires
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(3.36) concernant les arétes complémentaires du graphae rapport au graphe compl&t,. La
méthode de Monte-Carlo se généralise évidemment ani@rions! quelconques. Les procédures
de I'appendice B, section B.3, implémentent la méthod&ldate-Carlo pour le calcul des deux
poids en dimension quelconque.

La table 3.3 suivante présente des valeurs approchéesids ge Ree-Hoover des graphs
connexes de taillec 6 pour les dimension8 et 4 par la méthode de Monte-Carlo avé@0000

points aléatoires.



Avec4 sommets :

Numéro | Graphey Grapheg wri(g),d =2 wrm(g),d=3
4.0.1 €> 0 2.197808 1.265288
4.2.1 @ . 0.717672 0.625272
441 N . . 0.044088 0.080040
Avec5 sommets :
Numeéro | Graphey Grapheg wrm(g),d =2 wra(9),d=3
5.0.1 @ 0 1.803728 0.709984
521 @ . 0.348608 0.201392
5.3.1 @ . 0.300704 0.212384
5.3.2 @ 0.067792 0.091632
541 @ . . . 0.138784 0.139184
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5.4.2 @ . . 0.017936 0.020768
5.5.1 @ 0.015680 0.027280
5.5.2 Q . 0.021360 0.042528
5.5.3 @ . 0.005024 0.008000
5.5.4 M 0.000000 0.000576
Avec6 sommets :
Numero | Graphey Grapheg wra(9),d =2 wrH(g),d =3
6.0.1 0 1.373824 0.353920
6.2.1 . 0.181696 0.068512
6.3.1 | 00723 0.046592
6.3.2 @ | 0013840 0.012384
6.4.1 @ . .‘ . 0.132992 0.066944




6.4.2

0.033696

0.020544

6.4.3

0.090592

0.052800

6.4.4

0.017472

0.017408

6.4.5

0.014752

0.019744

6.4.6

0.000896

0.006944

6.4.7

0.007776

0.005920

6.5.1

0.037216

0.025152

6.5.2

0.003488

0.004512

6.5.3

0.004672

0.005024

6.5.4

0.044544

0.037504

6.5.5

0.015232

0.019008

6.5.6

NSl Vi S NSy S

0.001536

0.002208
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6.5.7

0.014816

0.021824

6.5.8

0.006112

0.011904

6.5.9

0.001600

0.002112

6.5.10

0.000000

0.000160

6.6.1

0.094976

0.061472

6.6.2

0.002784

0.003712

6.6.3

0.001856

0.002336

6.6.4

0.000096

0.000256

6.6.5

0.000000

0.000032

6.6.6

0.001184

0.001280

6.6.7

0.003168

0.004672

6.6.8

O @)@ 87V S S S

0.000000

0.000320




6.6.9

0.005952

0.009760

6.6.10

0.044672

0.043712

6.6.11

0.001664

0.001952

6.6.12

0.006528

0.009312

6.6.13

0.013696

0.017504

6.6.14

0.000224

0.001056

6.6.15

0.001632

0.002720

6.6.16

0.000000

0.000064

6.6.17

0.000000

0.000032

6.6.18

0.004416

0.007552

6.6.19

0.004192

0.007840

6.6.20

N QDG DODKD

0.007360

0.014240
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6.6.21 M 0.000896 0.001760
6.6.22 M 0.011744 0.025920
6.6.23 @ 0.000288 0.001664
6.6.24 @ 0.000000 0.000160
6.6.25 @ 0.000000 0.000416
6.6.26 @ 0.000384 0.000384
6.6.27 0.000768 0.001088
A
6.6.28 | /> 0.000128 0.000448
N
6.6.29 0.000352 0.000416
6.6.30 % 0.000000 0.000064
6.6.31 @ 0.000000 0.000000
6.6.32 M 0.000000 0.000000
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6.6.33 @ "7 0000000 0.000064

6.6.34 M “ T 1 0000000 0.000000
/ . . .

6.6.35 | )Xo 0.000000 0.000256
\ L] . L ]

Tableau 3.3Valeur estimée de ry des graphes-connexes de taille au plégpour les dimensions

2 et3 par la méthode de Monte-Carlo
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Chapitre IV

QUELQUES FORMULES EXPLICITES POUR LES POIDS DE MAYER ET
DE REE-HOOVER DE FAMILLES INFINIES DE GRAPHES

A partir de nos tables (voir Appendice B ainsi que la versiattronique (Kaouche et Leroux, 2007c)),
nous avons conjecturé diverses formules explicites peaipbids de Mayer et de Ree-Hoover de
familles infinies de graphes simplement, doublement detripnt indexées par des entiers. Le but
du présent chapitre est d’énoncer et de démontrer mg@ment ces formules. Voici maintenant

la composition de ce chapitre. Dans la section 4.1, noudéonms ces formules pour le poids de
Ree-Hoover, en adaptant la méthode des homomorphismeapleeg. La section 4.2 est consacrée
au poids de Mayer de ces familles que nous établissongiages relations exprimant le poids de

Mayer d’'un graphe comme somme des poids de Ree-Hoover dargesghes.

4.1 Poids de Ree-Hoover de certaines familles infinies de griaes

Voici nos résultats concernant des formules explicitag pwpoids de Ree-Hoover de certaines fa-
milles infinies de graphes. Leurs preuves utilisent lesrtiegtes desiomomorphismes de graphes
Les poids des graph@sconnexed sont indiqués en valeur absollue(b)|, le signe étant toujours

égal a(—1)c®),
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4.1.1 Le poids de Ree-Hoover du graph&’,\ S

NotonssS}, le graphek-étoile avec 'ensemble de somméts-1] et 'ensemble d’'aréte§{1, 2}, {1, 3},

..., {1,k + 1}}. Comme premier exemple, on calcllery (K, \e)|, avecK,\e = K,\S;.

Proposition 23 Pourn > 3, notons parK, \e le graphe complet ayant sommets dont une &te

arbitraire a éte enleee. Alors on a

2 .
(n—1)

lwrH (Kn\e)| = (4.1)

Preuve. Nous pouvons supposer que l'aréte enlevéeest{1,n}. Il y a deux possibilites pour
h :

a) soith; = 1, h,, = —1 et tous les autrek; = 0, de sorte quei(1) doit étre 1,

b) soith; = —2 et tous les autrel; = —1, de sorte que(1) doit étren — 1. Dans les deux cas,
peut étre étendue de — 2)! facons, donnant les positions relatives possiblesgdes< i < n—1,

(voir figure 4.1). Alors, il y &(n — 2)! RH-configurationgh, ).

1 X1 0 1
O Py :EZ 7'y 1 _1 xl xn
-1 Ln -2 .
I

Figure 4.1 Représentation fractionnaire d’un sous-polytopéPae (K, \e)
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Notons que, a partir de I'équation (2.14) et le fait conme fu,/(K,)| = n, la relation (2.17)

implique le résultat suivant

wr(Ka\e) = (-1 <n + ﬁ) , (42)

donné par Bodo Lass (Lass, 2005), puisque
lwn (K \e)| = [wra (Kn)| + [wrna (K \e)l.

Dans le cas général on a:

Proposition 24 Pourk > 1,n > k + 3,0n a

2k!
K, = - 4.3
wrn K\l = C = =y =R 43)
Preuve.Nous pouvons supposer que les arétes enlevéegsonyt, {2,n}, ..., {k,n} (voir figure
4.2, pour le cas d&).
o’ ]
\\ /,/ 1
o
®
2
Figure 4.2Le grapheSs
Il'y a deux possibilités pout :
— hy =hg =--- = hy = leth, = —1ettous les autrels; = 0, de sorte qués(1), 5(2),--- ,B(k))
doit étre une permutation dd,2,--- , k},
— hy =hy =--- = hy = —2 ettous les autrek; = —1, de sorte qués(1),5(2), -, B(k)) doit
étre une permutation dgr — 1,n — 2,--- ,n — k}.

Dans chaque cas peut étre étendue de: — (k + 1))! fagons, donnant les positions relatives
possibles des;, k+1 < i < n— 1 (voir figure 4.3, pour la cas des). Alors, ily a2k!(n —k—1)!
RH-configurationgh, ).
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1 X1 To X3 0 1
O Py :EZ 7'y 1 _1 xl xn
-1 Tn -2 o o o
T3 T2 X1

Figure 4.3 Représentation fractionnaire d’'un sous-polytopePae; (K, \S3)

4.1.2 Le poids de Ree-Hoover du graph&’,\ (S;—Sk)

Soit S;—-S}, le graphe obtenu en joignant par une nouvelle aréte lesssediunej-étoile et d'une

k-étoile ; voir figure 4.4 pour un exemple.

Figure 4.4 Le grapheSs;—S,

Commencons par le cas simdie—S; .

Proposition 25 Pourn > 5, soitg, = K, \S1—51. Alors on a

2

|wrH (gn)| = (

n—1)(n—2)(n-3)

(4.4)
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Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevéed san}, {2,n} et {2, 3} (voir figure

4.5).

Figure 4.5Le grapheS;-S;

Il'y a deux possibilités pouk :

— hy = hy = 1 eth, = —1 et tous les autres; = 0, de sorte qué¢;3(1),5(2),3(3)) doit &tre
(1,3,2),

— hy = hy = —2 et tous les autrek; = —1, de sorte qué¢s(1), 3(2), 5(3)) doit étre(n — 1,n —
3,n —2).

Dans chaque cas peut étre étendue de. — 4)! fagons, donnant les positions relatives possibles

desz;, 4 <i < n — 1 (voir figure 4.6). Alors, il y &(n — 4)! RH-configurationgh, 3).

1 X1 X9 0 1
0 xy Ui 1 -1 Ti Ty
T3
-1 T, -2 ° *
i) I

Figure 4.6 Représentation fractionnaire d'un sous-polytopéPge; (K, \S1—51)
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Dans le cas généralon a:

Proposition 26 Pourj > k > 1, n > k + j + 3, soitg,, = K,\(S;—Sk). Alors on a

- 2k1j! |
(wrH(gn)| = = Dm=2) =kt j+1)) (4.5)

Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevees{som}, {2,n}, ..., {k + 1,n} et

{2,k +2},{2,k+3},... {2,k + 7+ 1} (voir figure 4.7, pour le cas d&,—S3).

Figure 4.7 Le grapheS;—Ss

Il'y a deux possibilités pout :

— hy =hg =--- = hy41 = leth, = —1ettous les autrels; = 0, de sorte qués(1), 5(3),. .., B(k+
1)) doit étre une permutation dd, 2,...,k} et (8(k + 2),8(k + 3),...,8(k +j + 1)) doit
étre une permutation dgc + 1,... . k+j} etf(2) =k +j+ 1.

— hy =hg =--- = hgy1 = —2ettous les autrels; = —1, de sorte qués(1), 5(3), -+ , B(k+1))
doit étre une permutationde. — 1,n—2,--- ,n—k} et(8(k+2),8(k+3),...,8(k+j+1))
doit étre une permutationde: —k —1,...,n—k—jletf2)=n—k—j—1.

Dans chaque cg$ peut étre étendue de — (k + j + 2))! fagons, donnant les positions relatives
possibles des;, kK + j + 2 < i < n — 1 (voir figure 4.8, pour le cas d&,—S3). Alors, il y a
2151 (n — (k + j + 2))! RH-configurationgh, ().
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1 T1 T3 T4 o 0 1
0 XTg Ty Li 1 -1 L T
T5 L6
-1 Tn -2 . oo
T Ty T3 X1

Figure 4.8 Représentation fractionnaire d'un sous-polytopéPge; (K, \ S2—S3)

4.1.3 Le poids de Ree-Hoover du graph&’,\ (Cy - Sy)

SoitCj - Si. le graphe obtenu en identifiant un sommet du graghavec le centre d'ung-étoile ;
voir figure 4.9 pour un exemple.

Commencons d’abord par le cas spééiat 0 qui correspond au graph, \Cy. La preuve est

® @
N\ 7

Figure 4.9Le grapheCy - Sy

differente de celle qui correspond au éas 1.
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4.1.3.1 Le poids de Ree-Hoover du graph&,,\Cy

Proposition 27 Pourn > 6, 0n a

8
(n—1)(n—2)(n—-3)’

ou C, est le cycle (non orieB) avecd sommets.

\wRH(Kn\C4)\ = (46)

Preuve.Nous pouvons supposer que les arétes enlevéeq sonf, {2,n}, {2,3} et{3, 1} (voir

figure 4.10).

Figure 4.10Le grapheCy

Il'y a quatre possibilités pour :

— hy = hy = leth, = —1 ettous les autred; = 0, de sorte qué;(1),3(2)) doit tre une
permutation dg2,3} et 3(3) = 1,

— hy = hg = 1 eth,, = hs = —1 et tous les autres; = 0, de sorte qués(1), 5(2)) doit étre une
permutation dg 1,2} et 3(3) =n — 1,

— hy = hy = —2 et tous les autres; = —1, de sorte qué/3(1), 3(2)) doit étre une permutation
de(n —2,n—3)et3(3) =n—1,

— h1 = ha = =2, hg = 0 et tous les autred; = —1, de sorte qué;3(1),3(2)) doit tre une
permutation dén — 1,n — 2) et3(3) = 1.

Dans chaque ca$ peut étre étendue de — 4)! fagons, donnant les positions relatives possibles

desz;, 4 <i < n — 1 (voir figure 4.11). Alors, il y & - 2!(n — 4)! RH-configurationgh, 3).
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1 T, T9 0 1
0 3 o Lig |1 I . Tn
T3

-1 Ty -2 ) °

1T X2
1 Iy X2 0 1
0 sy 1 -1 R Tn

a:':
-1 e‘} L -2 ° °
1 T2

Figure 4.11Représentation fractionnaire d’un sous-polytopePae; (K,,\Cy)

Proposition 28 Pourk > 1,n > k+5,0na

4k!

lwrH (Kn\(C1 - Sk))| = D09 -3

Preuve.Nous pouvons supposer que les arétes enlevéeg sonyt, {2,n}, {4,n},

et{1,3}, {2, 3} (voir figure 4.12, pour le cas d&, - S5).

4.7)

o {k+3,n}
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(0]

Figure 4.12Le grapheCy - Sy

Ily a deux possibilités pout :

—hy = hyg = hy--- = hpy3 = 1 eth, = —1 et tous les autreg; = 0, de sorte que
(B(4),8(5),...,B8(k + 3)) doit étre une permutation dd,2,...,k} et(5(1),5(2)) doit étre
une permutation dék + 2,k + 3} et3(3) = k + 1,

— hy =hg = hy--- = hi13 = —2ettous les autrek; = —1, de sorte qués(4), 5(5),...,B(k+
3)) doit étre une permutation de—1,n—2,...,n—k} et(5(1), 5(2)) doit étre une permutation

de{n—k—2,n—k—-3}etf(3)=n—Fk—1.

Dans chaque cas peut étre étendue de: — (k + 4))! facons, donnant les positions relatives
possibles des;, k +4 < i < n — 1 (voir figure 4.13, pour le cas d€, - Ss). Alors, ily a
2 - 2lk!(n — (k + 4))! RH-configurationgh, 3).



77

1 T5 X4 T1 X9 0 1
0 L3 o Jig |1 ~1 | o iy . Tn
oo @ A J
T3
-1 Ty -2 oo oo
T1 X2 Ty Ty

Figure 4.13Représentation fractionnaire d'un sous-polytopePae; (K, \(Cy - S2))

Notons que la formule (4.6) n'est pas un cas spécial de.(4.7)

4.1.4 Le poids de Ree-Hoover du graph&,,\ P,

Soit P, la chaine sur I'ensemble de sommgiset 'ensemble d’aréte§{1,2},{2,3},...,{k —
1,k}}. Pourn > 5,0nakK,\P; = K,\S2 et K,,\ Py = K,,\S1—51. Ainsi, les poidswrr (K, \ Ps)
etwry (K, \Py) peuvent étre obtenus en tant que cas spéciaux des piopssit et 25. De plus,
wrp (K, \P) = 0, pourk > 5,n > k + 1, ce qui est une conséquence du theoreme 1. En effet,

puisqueK4\Cy C Py, pourk > 5, 0on aCy C K,,\ P, et on conclut en utilisant (3.22).

Remarque 5 Notons que le pfnongne suivant peut se produire pour certains graphesnnexes :

supposons qué’, \ g est2-connexe pour tout > p et que la formulef (n) est telle que

wri (Ky\g) = f(n) pour n>p, (4.8)

alors pourn = p, on peut avoirwr g (K,\g) = mf(p), 1 < m € N.
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4.2 Poids de Mayer de certaines familles infinies de graphes

Dans cette section, nous donnons des formules explicitas Ipgpoids de Mayer des familles
infinies précédentes de graphes. Dans ce cas le calculids g Mayer est plus difficile. Au lieu
d'utiliser la méthode des homomorphismes de graphes,iliseut formule (2.17) et le theoreme

1. En effet, pour un graphe nous rassemblons dans la somme correspondant a (2. fjpjeument

les poids de Ree-Hoover non nuls de graphiesech C d C K,. Ces graphes sont classifies a
isomorphisme pres et leurs multiplicités sont calcsil@ans chaque cas. Puisque les graphes sont
de la formekK, \ g, alors les surgraphes d€,\ g sont de la formés,,\h, ou h est un sous-graphe
deg, h C g. En utilisant la formule (2.17) on a

lwn (Ko\g)l = Y |lwra(Kn\k)|

kCg

= > mB)|wrr(Ka\h)], (4.9)

heQ(g)
ou 2(g) est un systeme de représentants des sous-graphes qoet&side et m(h) est la mul-
tiplicité du grapheh, c’est-a-dire, le nombre de graphes de la formg\k isomorphes &, \h.
Dans les propositions suivantes, ces multiplicités peu@ére obtenues dans chaque cas par des

arguments combinatoires directs.

4.2.1 Le poids de Mayer du graphex,,\ Sk

Proposition 29 Pourk > 1,n > k + 3,0na

k i)
lwn (Kn\Sk)| = n+ 22 (n—1(n—-2)---(n—7j5)

(4.10)

Preuve. Les surgraphes d&’,\ S, sont : K,,\S;, 1 < j < k et K,,. Leurs multiplicités sont

données par la formule suivante

k
oa(Ka\SO| = [wns (K Z( o (,5,) (@.11)
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4.2.2 Le poids de Mayer du graphei,\S;—S)

Proposition 30 Pourj > k > 1,n > k + j + 3, soitg, = K,\(5;=Si). Alors on a

lwar(gn)| = ”+§2[<j41r1> * (lerlﬂ (n—l)-l-!-(n—l) N (nil)

+ZJ:iz(v@<]l€>(n—1)---<v:1i“(m+z+1))' (4.12)

m=1 [=1

Preuve. Les surgraphes d&,,\S;—S;, dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, & isomor-
phisme prés, de la formeK,,\S;, 1 <1 < j+ 1, K,\(Sn=51),1 <m < j, 1 <l < ketK,.

Leurs multiplicités sont données par la formule suivante

l l

ey (2) (3 s (5o Soimsi @13

fonrlon)] = lwrn(Ke) +l§: (71 (51| borutzsi ~ lua (s

m=1 [=1
[
4.2.3 Le poids de Mayer du graphef<,\Cy
Proposition 31 Pourn > 6, 0n a
8 16 16
lwa (K \Ca)| = n+ + + . (4.19)

m=1) (n=1)(n—-2) (n—1)(n-2)(n-23)

Preuve.Les surgraphes d&,,\C4 dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, & isomarghis
pres, de la forme K,,\S1, K,\S2, K,\C4, K,\(S1—-51) et K,,. Leurs multiplicites sont données

par la formule suivante

2
s (K \Co)| - = |wra (Kn)| + ) 4lwre (K, \S))|
=1
—|—4|wRH(Kn\(51 — Sl))| + |wRH(Kn\C’4)|. (4.15)
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4.2.4 Le poids de Mayer du graphek,\ (C; - Si)

Proposition 32 Pourk > 1, n > k + 5, soitg, = K,\(C4 - Sk). Alors on a

o (n—=1)

+¥4<I;><n—1>---<l;—<u3>>

+§4Kzf1>+<7>] <n—1>"'<l;‘(l+2))

4 12 12

T R pra sy pray Sl prp by pr o S

k+2
=1

Preuve. Les surgraphes d&,,\(Cy - Si) dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, a iso-
morphisme pres, de la formei, \S;, 1 <1 < k+2, K,\(Cy - 5)), 1 <1 <k, K,\(51=S),

1<1<k+1,C4etK,. Leurs multiplicites sont données par la formule suivante

k+2 k
IR SIES 3] (i [T CATIED i (o [ E AN
=1 =1

+§2 [(l f 1> + <I;>} lwrH (K \(S1 — 51))| + 2|wrH (Kn\S1)|

+3lwra (Kn\S2)| + [wrH (Kn\Ci)| + 2lwrm (Kn\S1 — S1)|. (4.17)

4.2.5 Le poids de Mayer du graphex,,\ P

Proposition 33 Pourk > 5 n > k+1,0na

B 20k — 1) Ak —2) 2k — 3)
ou(ENP)L = 4 = o= Ty ¢
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Preuve. Les surgraphes d&,,\ P;, k > 5, dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, a
isomorphisme pres, de la formé<;,\ Sy, K,\S2, K, \Ps et K,,. Leurs multiplicités sont données

par la formule suivante

lwr (Kn\Pr)| = |wra(Kn)| + (K — 1)|wrg (Kn\S1)|

+(l€ — 2)’wRH(Kn\51)‘ + (k — 3)]wRH(Kn\P4)] (419)
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Chapitre V

GRAPHES BIPARTIS COMPLETS, POIDS DE MAYER ET DE
REE-HOOVER VERSUS INVARIANTS CLASSIQUES DE GRAPHES

Le calcul explicite du poids de Mayer ou de Ree-Hoover delgraarticuliers est tres difficile en
général et n'a été effectué seulement que pour quslaumilles spéciales de graphes (par exemple,
le graphe complefs,,, le cycleC,,, les graphes de la form&,,\g, ou g pourrait &tre un graphe
étoile, un cycle, une chaine, ou une combinaison de qasigus de ces graphes, etc).

Le but de ce chapitre est de donner d’abord une formule ebtepliti poids de Mayer et de Ree-
Hoover de la famille doublement indexé¢,, ,, des graphes bipartis complets. Nous illustrons
ensuite la “complexité” de l'interprétation combina®idu poids de Mayew,, (b) et du poids de
Ree-Hooverw gy (b) en montrant que pour un grapBeconnexe générdl, ces poids ne peuvent
pas étre exprimés comme fonctions faisant seulement aggetaines familles classiques d'inva-
riants de graphes. Voici maintenant la composition de cpitrieaDans la section 5.1, nous rappe-
lons d’abord la définition des fonctions Béta imcommatiassiques et réegularisées. Ensuite, nous
établissons de deux facons une formule donnant le poiddayer des graphes bipartis complets
en faisant appel aux fonctions Béta. La premiere méthoasiste en une évaluation détaillee de
I'intégrale définissantvys (K, ). La deuxieme utilise une adaptation de la méthode des tmumo
phismes de graphes et certains arrangements spéciauinte pairs et blancs dont I'énumération
nous permet d’exprimer le poids de Mayer des graphes bépeotnplets par une formule close.

En utilisant le theoréeme 1, nous avons montré que le pdédRee-Hoover des graphes bipartis
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completsK,, , (m,n > 1) est cepandant nul. En section 5.2, nous rappelons d’ab@ddauns

le cas gaussien, le poids de Mayer en dimension quelconguprshe de fagcon simple a l'aide
du nombre d’arbres couvrants, du nombre de sommets et duraadftdrétes. Contrairement au
cas gaussien, nous montrons ensuite a I'aide d’exempfdgitas que dans le cas des particules
dures, les poids de Mayer et de Ree-Hoover ne peuvent pase m@ dimensior, s’exprimer a
I'aide de fonctions faisant seulement appel a certaineslléss de parametres classiques associés

aux graphes.

5.1 Graphes bipartis completsk,, ,, et les fonctions Eta incompletes

En examinant la table de I'appendice A et (Kaouche et Lerd2B0Q7c), en utilisant le theoreme
d’Ehrhart et Maple, nous avons conjecturé la formule exglia2 parameétres,

omtn—lyinl

war (Kpn) = (=1)"" - (mtn—D

(5.1)

pour le poids de Mayer des graphes bipartis compigts, (voir la table 5.1).

Légende :
Nom liste des degrés de
nb d’'étiquetages | nb. d’arbres couvrants
graphec
volume du polytope volumex (n — 1)!
Kl,l (111)
I 211
2102
K2 (2,1,1)




K3 (3,1,1,1)
A\ T
8148
Ko (2,2,2,2)
X 2
16
16 | 32
Ko (3,3,2,2,2)
8 1192
K4 (4,1,1,1,1)
%\ T
16 | 384
K4 (4,4,2,2,2,2)
M s
64
64 1 1536
K33 (3,3,3,3,3,3)
M 10| 81
48
48 | 1152
K5 5,1,1,1,1,1)
/N e
32 | 3840

85
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Ky (5,5,2,2,2,2,2)
Ml T
64
8 1 15360
K34 (4,4,4,3,3,3,3)
W 35| 432
64
819216
Kig (6,1,1,1,1,1,1)
//N e
64 | 46080

Kag (6,6,2,2,2,2,2,2)
ﬁ§%§§ﬁ 28 192
2561 184320
K (5,5,5,3,3,3,3,3)
ﬁE%%§§ 56 | 2025
128
128 1 92160
Ky (4,4,4,4,4,4,4,4)
W 35 | 4096
512
221 73728
K7 (71,1,1,1,1,1,1)

-

8

128

1

645120

Tableau 5.1Graphes bipartis complets de tailfes.
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Le but de cette section est de demontrer la formule (5.13leds facons differentes. La premiere
déemonstration consiste en une évaluation détailldérdegrale définissantvy, (K, ). La deuxi-
eme utilise une adaptation de la méthode des homomorphkigmgraphes (voir la section 3.4). La
méthode consiste en I'énumération de classes spgalderangements de points noirs et blancs.
Pour les deux méthodes nous allons utiliser des pr@wi@€s fonctions Béta incomplétes clas-
sigues

€T
B(ac;a,b):/ 1 — ) at, (5.2)
0
et des fonctions Béta incompletes régularisées

B(z;a,b)

La(a,b) = B(a,b) ’

(5.3)

ouB(a,b) = B(1;a,b) estla fonction Béta (compléte) (voir (Abramowitz et Steg 1974)).
5.1.1 Calcul dew,,(K,,,) par évaluation de l'intégrale

Considérons un graphe biparti compl€t, ,, construit suim| et [n] et introduisons des variables
x; pouri € [m] ety; pourj € [n]. La formule (3.4) définissant le poids de Mayer prend ici la
forme

wyg (Kyp) = (—1)m"/ o H x(Jzi —y;| < D)dzy ...dxmdy; ... dyn—1, yn =0. (5.4)
RmMm+n—

i€[m]
JEn]

Cette intégrale s’évalue en plusieurs étapes comme suit

wy (Kmpn) = (—1)""‘/ s H x(|zi —yj| < Ddzy ... deydyr ... dyp—1, yn =0
Rm n—

i€[m]
j€ln]
= (_1)mn/R . H x(|zi| < 1) H X(|zi —yj| < Ddzxy ... depdy ... dyn—1
e i€[m] i€[m]

j€En—1]

1€[m]
j€n—1]

1 1
_ (_1)mn/ / /1 1 (i — sl < Dy ... dyos | day ... dvpe.
—1 —1 R
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Or,
H X(|zi—yjl<1)=1 & Viem|,Vieh—-1:-1<y;j—z; <1
i€[m]
j€n—1]
& Vienh—-1,Viem]: -1+, <y; <1l+uz
& Vjen—1]:maxz; —1 <y; <minz; +1
< (Y1,Y2y -+ Yn—1) € [maxz; — 1, minxz; + 1]"_1.
Donc,

1 1
wy (Kmp) = (—1)mn/ / ((minz; +1) — (maxz; — 1)) Hday ... day,

1 1
= (—1)m"/ / (2 — (maxx; — minz;))" " day . .. dp,.

Posonsr; = z; — 1. Alors max x; — min x; = max z; — min z; et

2 2
wy (Kmpn) = (—1)m"/ / (2 — (max 2z —min )"V dz1 ... dzpy,.
0 0

m

On peut supposer gue les variablessont distinctes (car I'ensemble ou elles sont égalesest d
mesure nulle). On an choix pourmaxz; et m — 1 choix pourmin z;. Par symétrie, on peut

supposer que

minz; =z et maxz; = 2o.

On adonc

21 <z <z Vke{3,4,...,m}.
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2 2
wy (Kmn) = (—1)™m(m — 1)/0 /0 (2 — (22 — zl))"_1 X(z1 < z2)

Posons:y = x + z;,0na

Posonse = 2¢t. Alors

wp (Km,n)

—_——

m
m

: H X(z1 < 2y < z9)dz1 ... dzp,

- 2 2
(m—1) /0 /0 (2 (22— 20))" X (21 < 22)

2 2 m
. / / Hx(zl <z < 22)d23...d2m dz1dzs
J0 0,1/:3

2
- 1)/ / (22— 21)" ' x(21 < 2)(22 — 21)" 2dzrdzy
o[ f e

22 — 2’1 (2’2 — Zl)m_2d2’2d21.

— v -1 [ 2 (/ @y o

(=)™ m(m —1) /02 </02—x (2 —2)" " xm_2d21> dx

2
(=1)™"m(m — 1)/0 (2 — x)" 2™ 2 du.

1
= (=)™ m(m —1) - 2m+"—1/ tm2 (1 — )™ dt
0

= (=)™ m(m—1) 2" B(m —1,n+1)
. man—1 L(m—1T(n+1)
= (C)"m(m—1) 27 I'(m+n)

_ mn m-+n— (m_2)'n'
= (=)™ m(m —1)-2mF 1-m

omtn—lminl

(m+n—1)
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5.1.2 Calcul dew,, (K, ) en utilisant des arrangements de points noirs et blancs

Selon les propositions 17 et 18 du chapitre 3, la formule) (golirw, (K, ) sera établie si nous
calculons le nombre(kK,, ) de paireqh, 3) satisfaisant I'equation (3.32) pour le graphe biparti

completK,, ,, surV = [m + n] (voir figure 5.1). Grace a I'équation (3.33), nous devorentrer

que
V(Kpp) = 2" Iminl, (5.5)
m+1
m+2
m+n
Figure 5.1Le graphek,, ,
Considérons les élements ¢, 2,--- ,m} comme des points noirs étiquetés et les éléments de
{m+1,m+2,--- ,m+n}comme des points blancs étiquetés. Chaque paire v@id® donne

lieu am!(n — 1)! paires valides distinctes en permutantilepoints noirs étiquetés entre eux et en

faisant la méme chose avec les premiers 1 points blancs étiquetés (le dernier point blanc est
fixé puisques(m + n) = m + n). La formule (5.5) sera alors prouvée si nous pouvons raontr

que

vo(Kp ) = 27 1, (5.6)

ou vy (K,,,,) estle nombre d’arrangements de points noirs et blancsetiquetés “UDP” dans le

planZ x Z satisfaisant les quatre conditions suivantes :

1. lIl'y am points noirs et points blancs.
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2. Pouri =1,2,...,m+n,ilyaexactement un point noir ou blanc dafis Z dont I'abscisse

esti.
3. Le dernier point est blanc et est a la positi@n+ n, —1) € Z x Z.

4. Deux points quelconques de couleurs differentes sahiasoméme niveau (c'est-a-dire,
mémes ordonnées), soit a deux niveaux differents dumit en faisant une pente négative
(voir figures 5.2-5.4, ou, dans chaque colonne avec uneleldldzhe, le point peut étre

indépendamment en haut ou en bas).

L'ensemble des UDP se divise 8rtlasses selon les positions relatives des points noirs :

1. La classe “UDP” se compose des UDP dont les points noirs sont tous auenméveau

(nécessairement au niveau 0 ou bien au nivedl(voir figure 5.2).

Figure 5.2La classe “UDP”

2. Laclasse/UDP” se compose des UDP dont les points noirs sont dans deeaux différents
(nécessairement les niveaux et0) et pour lesquels le point noir d’extréme gauche au ni-

veau—1 est a la gauche du point noir d’extréme droite au niveéoir figure 5.3).
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WY Wo¥ Wl W W W |

Figure 5.3La classe /UDP”

3. Laclasse{UDP” se compose des UDP dont les points noirs sont dans deeaux differents
(nécessairement les niveauxl et 0) et pour lesquels le point noir d’extréme gauche au

niveau-1 est a la droite du point noir d’extréme droite au nivéauoir figure 5.4).

Figure 5.4 La classe YUDP”

Nous avons besoin des deux lemmes suivants pour énunesrdrols classes d’arrangements

précédemment introduites.

Lemme 6 (Deux sommes binomiales finieBpur chaque entied/, N > 0, on a

N
5 <M+k>xk L (M+1L,N+1) 57

prt k (1 — )M+l
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et

S (M+EY (M4l (M +2,N)
kE:;)k< k >x N (1—z)M+2 : (5.8)

oul,(a,b) désigne la fonction Béta incomplete régulariséeriéfpar la formule (5.3).

Preuve.Posonsf(z) = (1 — z)~(™+1 dans la formule de Taylor avec reste intégral,

~—

xN—i—l

N
Z f(lZ!(O) = f(z) - N /01(1 — )N FOHD (z0) du. (5.9)

Ceci implique

N | 1
Z M+ k F = (1—w)_(M+1) — —(M—i_{v—'i_l)'wNH/ 1-u)N1 —xu)_(M+N+2)du
2\ ok MIN ;

_ (1) <1 - %/jt]\/(l _ t)Mdt> , (5.10)

apres le changement de variables m(””l—‘_tt) Ceci prouve (5.7) en utilisant les formules

M!N!

B(M +1,N +1) = NI (5.11)
et
I.(a,b) =1 —T11_,(b,a). (5.12)
L'identité (5.8) suit de (5.7) puisque pokr> 1,
/<;<M]: k) — (M + 1)<A§j1k>. (5.13)
]

Lemme 7 (Relation de récurrence) (Abramowitz et Stegun, 1974nide 26.5.10)La fonction

Béta incompite legulari€e satisfait
I(a,b) = 2l (a — 1,b) + (1 — x);(a,b—1). (5.14)

Théoreme 3 Pour deux entiersn,n > 1,on a



a) Le nombreS d’arrangements de points dans la classeUDP” est don@ par

n—1
m—2+k n— m+n—

S = kZ_()(n—k:)( h >2 k — gmtn-1 (nlé(m —1,n) — (m — )Ty (m,n — 1)) .
- (5.15)

b) Le nombrel” d’arrangements de points dans la class&DP” est donié par
Z < -l k> om—1-k — n2m+"—11% (n+1,m—1). (5.16)

¢) Le nombrelJ d’arrangements de points dans la class&)DP” est dongé par

-2 + k n—k __ m+n—1
U= Zk( >2 = (m—1)2 Iy(m,n). (5.17)
Finalement, le poids de Mayer des graphes bipartis comgigts, est dong par
2mtn—liminl

wy (Kpn) = (—1)™" - (5.18)

(m+n—1)

Preuve.

Pourm < 1, les résultats sont trivialement vrais. Alors, sait> 2.

1. Une translation verticale d’une unité vers le bas:des n — 1 points dans I'arrangement de
gauche de la figure 5.2 produit 'arrangement de droite. Bas@quent, la classe-tUUDP”
se divise en deux classes ayant la méme cardinalité. ,AKioscentrons nous seulement sur
'énumération des arrangements de gauche de la figur&6itZ le nombre de points blancs
entre le premier et le dernier point noir. Le premier poirit peut étre seulement en position
1,2,...,0un — k. Pour chacune de ces positions, Agsoints blancs peuvent étre choisis de
(™~ 2**) fagons. Puisque nous avois *~! colonnes avec des doubles fleches et k <

n — 1, le nombre total des UDP dans la classdJDP” est donné par

S—2. Z n—k ( 2+k>2"—k—1. (5.19)

Le terme de droite de (5.15) suit du lemme 6 avee l puisque,

(TR ) e
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2. Soit maintenantn — r le nombre total de points noirs allant du point noir d’erieégauche
au niveau—1 (c’est-a-dire qui a la plus petite abscisse parmi ceux derfae (x, —1)) au
point noir d’extréme droite au nivedc’'est-a-dire qui a la plus grande abscisse parmi celles
de la forme(z, 0)) inclusivement (voir figure 5.3). Le premier point noir aveau—1 peut
étre seulement en positidn2, ..., oun + r. Pour chacune de ces positions, tes- r — 2
points noirs entre le point noir d’extréme gauche au niveauet le point noir d’extréme
droite au niveaw peuvent &tre choisis d&'~"~2 fagons. Il rest¢” ") choix de positions
pour les points noirs restants. Puisquec r < m — 2, le nombre total des UDP dans la

classe YUDP” est donné par

m—2 m—1

1 14k

T=S"(n+r) <"+: >2m—’“—2 k(” * >2m—1—k, (5.21)
r=0 k=0

a<0‘;1> :(r+1)<ri1>. (5.22)

Le terme du membre droit de I'équation (5.16) suit de (518)aesnme 6, avea = %, M =
n—1,N=m—1.

en utilisant I'identité

3. Soitn + 1 — r le nombre total de points allant du point noir d’extrémeitdrau niveaw) au
point noir d’extréme gauche au niveau inclusivement (voir figure 5.4). Le dernier point
noir au niveaw) peut étre seulement en position2, ..., oum + r — 1. Pour chacune de
ces positions, les — 1 — r points blancs entre le point noir d’extréme droite au niveéat
le point noir d’extréme gauche au nivead peuvent &tre choisis d& 1" facons. Il reste
("™+?) choix de positions pour les points noirs restants. Puisgde” < n — 1, le nombre

total des UDP dans la classgUDP” est donné par

n—1
U:Z(m+r—1)<m+: >2"1’"—Zk:< 2+k>2"—’f, (5.23)

r=0
en utilisant I'identité (5.22). Le terme du membre droit'éguation (5.17) suit du lemme 6,

avecr = 3, M =m —2,N =n.
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Finalement, en utilisant le lemme 7, avee- %, a=n+1etb=m — 1, on obtient

T(m,n) = n2mtn=1_ LzT(n +2,m—2),

m J—
= pominol o Zn(m _Z + k) ok, (5.24)
k=0

En faisant appel aux équations (5.19), (5.23) et (5.24pkient, apres simplification,

S+T+4U=n2mn 1,

]
Remarque 6 A partir de la formule(5.1), on obtient directement
wy (Kppn-1) = (—1)"wn (Kpn-2), n>4, (5.25)
et
wr (Kmnt1) = (—1)m%wM(Kmm). (5.26)
Remarque 7 A l'aide de Maple nous avons moatque pourk > 3, la formule
gratnat e =ly poloong ) /(ny 4 ng + - + g — 1)), (5.27)

ne donne pas le poids de Mayer des graphes multipartis casnfilg, ., ... »,. Pourk > 3, le

probléme du calcul exact de; (K, n,.... n,) €St €NCOre ouvert.

Proposition 34 Sik > 2, alors

wRH(Kn17n27"'7nk) = O

s'il existei, j tels quei # j, n; > 1 etn; > 1.

Preuve.C’est une conséquence du theéoréeme 1, puisiue K, n,....n,-
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5.2 Le poids de Mayer et de Ree-Hoover versus quelques invarits de graphes
5.2.1 Larelation entre le mocle gaussien et la complex@ d’'un graphe

Commencons par le cas particulier d'une interaction gaose entre les particules. Dans ce cas,

la fonction d'interaction est donné par
fij = —exp(=allZ; — 7|*), a >0, (5.28)
qui correspond a une répulsion douce a températurdamns La fonction

flr)y=-— exp(—arz) (5.29)

satisfait les hypothéses de la proposition 3 (chapitréd)deuxieéme poids de Mayer,,(c) peut
donc étre, en principe, calculé pour n’importe quel gepbnnexe:. Rappelons que la complexité
~(c) d’'un graphe connexe est définie comme le nombre de sous-arbres couvrants etons
pare(c) le nombre d’arétes de Le nombrey(c) intervient directement dans le calcul du poids de

Mayerw,(c). C'est le contenu du théoreme suivant tiré de (Labelleple et Ducharme, 2007).

Théoreme 4 Dans le moéle gaussien, en dimensidnle deuxéme poids de Mayer

wy(c lim — / H —exp(—a|T; — &;||*)dF .. (5.30)
" fijec
d’'un graphe connexe avecn sommets, a comme valeur
d(n—1)

wu(e) = (-1 ()7 4075,

o

[Sli=8

(5.31)

Une extension du modele gaussien est donnée par leetheos tiré de (Labelle, Leroux et Du-
charme, 2007) qui contient une généralisation de la ften(.31) qui fait appel a la distribu-
tion des degrés des sommets des sous-arbres couvraritd!(8pl’ensemble de tous les sous-
arbres couvrants d’un graphe connexet soitd;(7) le degré du sommetdans I'arbre couvrant,

teT(c).
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Théoreme 5 Pour les fonctions d'interactiotf;; définies par

fij = —exp (—ayy; |7 — 75|%) , (5.32)

ou lesy; sont des variables positives, le dekmie poids de Mayer en dimensidn

ws (e :Vlgnoo—/n H — exp(—ay,y; |7 — & ||*)di} . . (5.33)
{i,j}€c
d’'un graphe connexe avec les sommefd,2,...,n}, ala valeur
_d
my (1), de(2) i
— (~1)<©) (—) 2 (@) yd) | 5.34
war(e) = (=17 (= > n (5.34)

teT(c)

Remarque 8 Il est possible d&tendre encore plus césultat en prenant

fij = —exp (—wi ;| % — 7|%) , (5.35)

ou lesw; ; sont des poidsé&eraux (positifs) assoes aux aétes. Dans ce cas, le poids de Mayer
d’un graphe connexe s’exprimea l'aide du polyrfdmeénunérateur des sous-arbres couvrants de
c poncerés par le produit des poids de leursgtes. En effet, en invoquant une forme plastgale

de la formule de Kirchoff voir, par exemple (Sylvester, )8%Borchardt, 1860) et (Chaiken et

Kleitman, 1978), la formule suivante €sion&e dans (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007)

’LUJ\/[(C) = (—1)6(0)71‘@ Z H Wi j . (536)

teT(c) {i,5}€t

ol

5.2.2 Poidsw,,; etwgry versus invariants classiques pour les particules dures

Contrairement au cas gaussien, il n’est pas évident daas lées particules dures, méme en dimen-
sion1, d'exprimer le poids de Mayer et le poids de Ree-Hoover ddai'une formule faisant appel

'n

a certains parametres classiques associés aux graphefet, nous illustrons la “complexité” des
interprétations combinatoires du poids de Mayay (b) et du poids de Ree-Hooverry(b) en

montrant que pour un grapteconnexe général, ces poids ne peuvent pas &tre exprimés comme
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fonctions faisant appel a seulement certaines soustmies invariants de graphes suivants :
liste des degrés, nombre d’'arétes, nombre de sommets;estient, nombre d’arbres couvrants,
ordre du groupe d’automorphismes, volume du polytope deeklaplume total des polytopes de
Ree-Hoover, poids de Mayaern,,; (dans le cas du poids du Ree-Hoowuef;;), poids de Ree-Hoover
wgry (dans le cas du poids de Mayey).

Plus précisement, en utilisant la librairie Maple “Graple®ry” et les tables de I'appendice A et
(Kaouche et Leroux, 2007c) pour les grapBesonnexes ayant jusqu&sommets, nous donnons
des exemples explicites de graplesonnexesy;, g» dont les poids de Mayer (ou de Ree-Hoover)
sont differents mais ayant pourtant le méme ensembleatisnts pris de la liste ci-dessus. Ces
exemples montrent donc que les poids de Mayer et de Ree-Hoev&ont pas fonctions de ces
parametres seulement. Dans la recherche “informatisaisant appel 662 graphes, toutes les
sous-listes des invariants ont été examinées et noussayardé seulement celles qui sont maxi-

males. Cette section constitue une partie de notre cordér@gkaouche et Leroux, 2008b).

5.2.2.1 Exemples pour le cas du poids de Mayer

a)Les deux graphe®-connexesy; et g, de la figure 5.5 ont des poids de Mayer distincts mais tous

les deux ont les mémes :

- Nombres de sommetss; - Nombres d’'arétes19,
- Listes des degrég6, 5%, 4%, - Poids de Ree-Hoovel0,

- Nombres d’arbres couvrantd2852, - Ordres du groupe d’automorphismes :

Figure 55wy (g1) = —% # w(g2) = —%
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b) Les deux graphe®-connexesy; etgs de la figure 5.6 ont des poids de Mayer distincts mais tous

les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets’; - Volumes du polytope de Mayer22!,
- Volumes des polytopes de Ree-Hooveér : - Poids de Ree-Hoovel0;

- Ordres du groupe d’automorphismeg : - Star content 0.

Figure 5.6 wyr(g1) = 22 # wy(ge) = — 221

5.2.2.2 Exemples pour le cas du poids de Ree-Hoover

a) Les deux grapheg-connexesy; et go de la figure 5.7 ont des poids de Ree-Hoover distincts

mais tous les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets; - Nombres d’arétes9,

- Poids de Mayer :—%, - Nombres d’arbres couvrant$5,

- Ordres du groupe d’automorphisme : - Star content €.

Figure 5.7wgrn(g1) = 0 # wrH(92) = — 55
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b) Les deux grapheg-connexesy; et g» de la figure 5.8 ont des poids de Ree-Hoover distincts

mais tous les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets; - Nombres d’'arétes13,

- Listes des degrég[52, 43,22, - Ordres du groupe d’automorphisme :

i &3

Figure 5.8wRH(gl) = —% 75 wRH(gg) =0

- Star content €.

C) Les deux graphe8-connexesy; et g» de la figure 5.9 ont des poids de Ree-Hoover distincts

mais tous les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets; - Volumes des polytopes de Ree—Hoovér, :

- Ordres du groupe d’automorphismeR2; - Star content 0.

& &

FlgureSQwRH(gl) 75 wRH(gg)
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Chapitre VI

PoOIDS DE MAYER ET TRANSFORM EES DE FOURIER

Diverses méthodes ont été développées dans laalithé&r pour le calcul approximatif ou exact
des poids de Mayer (voir par exemple, (Phillies, 2000; @lisb McCoy, 2006) et leurs bi-
bliographies) : changements de variables, utilisationyaeétries, analyse de Fourier, fonctions
spéciales (polyndbmes orthogonaux, harmoniques spiésj fonctions de Bessel, etc), intégration
numeérique, méthodes de Monte-Carlo. Nous avons vu danshigpitres précédents, dans le cas
d’'un gaz a noyaux durs et a positions continues en une diimengue I'utilisation de la méthode
des homomorphismes de graphes ainsi que I'utilisation dgnpme d’Ehrhart permettent le cal-
cul exact du poids de Mayer et de Ree-Hoover de graphes dogila ou de familles spéciales de

graphes.

Dans le présent chapitre, nous adaptons la méthode desammées de Fourier dans le but de
développer de nouvelles formules exactes ou asymptatiqoar le poids de Mayer. La section
6.1 utilise la notion d'arborescence couvrante croissdhta graphe connexe afin d’obtenir un
changement de variables qui va nous permettre d'exprimpoilds de Mayer pour une interac-
tion quelconque et en dimension quelconque sous la formeedhtégrale dont les variables sont
en bijection avec les arétes de I'arborescence couvramtetilisant les transformées de Fourier,
nous transformons ensuite cette intégrale, dans la se6ify en une nouvelle intégrale générale
dont les variables sont, cette fois, en bijection avec |éearcomplémentaires de I'arborescence

couvrante. Cette méthode est illustrée dans la sect®s\d. divers exemples particuliers. Nous
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I'utilisons aussi pour obtenir en dimensidndans le cas des particules dures, des formules exactes
et asymptotiques, dans le cas ou le graphe est un cycleaumse (“ring diagram”). La section 6.4
est consacrée au développement d’'un algorithme de dadicpbids de Mayer dans le cas des par-
ticules dures en dimension 1, en utilisant toujours lessfamées de Fourier. Cet algorithme fait
appel aux differences divisées ainsi qu’'a un lemme @gration spécial. Enfin, nous illustrons cet
algorithme en I'appliquant a divers exemples de grapetjant les roues et les graphes échelles.

Ce chapitre constitue une version détaillée de notreézente (Kaouche et Labelle, 2008).

6.1 Changement de variables via une arborescence couvrante
Pour des raisons techniques, dans le présent chapitreste@amets de nos graphes seront étiquetés
0,1,2,--- ,n—1

et nous posong = n — 1. Dans l'intégrale définissant le poids de Mayer, on fixe laalde 75

a zéro (au lieu d&,,). Le poids de Mayer d’un graphe connexsur{0,1,--- ,n — 1} est alors
donné par
wie) = [ [ T] PO - Rz dat, 6.1
Rd R -
T ijec, To="0

en dimension quelconquéet pour une interaction quelconqyieou ij désigne I'aétei, j}.

Afin d’exprimer l'intégrale (6.1) sous une forme plus dierment manipulable, nous allons effec-
tuer un changement de variables basé sur I'utilisatiomel@arborescence couvrant@ssociée au
graphec. Comme la valeur du poids de Mayer est indépendante dguétage du graphe on peut
toujours supposer que I'arborescence couvrante est ageaerl, ses arétes sont toutes orientées

vers la racine et I'arborescence est croissante au sensunliiqute arétdi, j} dea,

i—j e i<j (6.2)

voir figure 6.1, ou I'arborescence couvrante croissarite@aposée des arétes rouges.
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Figure 6.1Un graphe connexg,o avec une arborescence couvrante

L'ensemblec\a des arétes de complémentaires a (en bleu dans le figure 6.1) sont elles aussi
orientées canoniquement par la méme convention déemités.2). Notons que la donnée d'une

arborescence croissantest équivalente a la donnée d’une fonction

a:{1727"'7k}_>{0717"'7k_1}7 (63)
satisfaisantv(j) < j,7 = 1,2,..., k, en posant
i=a(j) < afj)—j dans a. (6.4)

Effectuons le changement de variables suivant (voir figu2e én introduisant des nouvelles va-

riablesu; définies par

W)+ - (6.5)
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Figure 6.2 Variablesu; associées a I'arborescence couvrapte, 1,2,--- |k

pourj = 1,2,--- k. Les nouvelles variables; sont donc en bijection avec les arétes de I'arbo-

rescence croissante et I'intégrale de Mayer prend la forme

k
wie) = [ [CTTrA@D TT £QV @) dzi--ddi, 66
e _Je T
k
ou
4 (1737 EZ>) = (@ + Wa(j) + Uoﬂ(j) + - ) - (Uz) + 7(1(2‘) + ﬂ)az(i) + - ) . (6.7)

Dans cette derniere intégrale, le premier produit estcefe selon les variables associées Aux
arétes de I'arborescence, tandis que le second produssstié aux arétes du complémentaire de

cette arborescence par rapport au graphe

6.2 Reformulation du poids de Mayera l'aide des transformées de Fourier

Rappelons que la transformée de Fourier d’une fonctidegiaibleF : R — R est définie par

ﬁ(?) - / F (@) e (T%) gz, (6.8)
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Ol:l? = (1‘1,%2,--- ,wd),? = (tl,tg,"' ,td),? . ? :tlwl--- —i—tdxd, d? = dxl -"dwd.
Le théoreme d’inversion de Fourier affirme que, sous oertaconditions (voir (Champeney, 1987)),
on peut retrouver (presque partout) la fonction initialé partir de sa transformée de Fourier par

la formule

F(7) = (;T)d /R F (7’) TT)g . (6.9)

L'inteégrale (6.9) est prise dans le sens de la valeur pralei Iorsquei3 (7) tend lentement vers

0 pOUfH?H — 00 :

1 ~ —y ST — —
F(7) = lim/ F(T) et g7 6.10
( ) (27T)dR—>oo [RR} ( > ( )

Dans le présent travail, nous supposerons que l'inveidgoiRourier est valide pour la fonction
F(@)=fU=1, (6.11)

ou f est la fonction d'interaction.

Le théoreme suivant permet d’exprimer l'intégrale J6urw,,(c) a I'aide de la fonction”.

k
w(e) = %d‘c\a' /Rd /Rd IT 7 ( U (Z e—Zi) [T dt., (612

———c€c\a ecc\a

|c\al

N . . L " . ,
ou t. est une variable vectorielle asséeia chaque aétee € c¢\a du compémentaire de I'arbo-
rescences par rapport au graphe:, a, désigne la sous-arborescence @denracirée env, pour

toutv € {1,2,---,k}. La notation)_ (respectivemen} ___ ) signifie que la sommation

ay<e e<ay

est effect@e sur toutes les atese € c\a dont I'exteémig finale (respectivement initiale) est un

sommet de,, et al la notation|c\a| désigne le nombre d'&tes du graphe\a (voir figure 6.3).
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0

Figure 6.3a)a, <e, Db)e<a,

Preuve. En substituant

o o — — 1 ~ [—s o))

dans

M / /Rd Hf lwl) T £V @)l dis - - dg, (6.14)

v=1 ijec\a

on obtient successivement

k
wnte) = [ ITr@) II F @) dii---di
v=1 ijec\a
k
v=1 Z]EC\CL (277) Rd

1 — ~ [—> is ?’7 N _ -
W/de 1—[1 F (Uu) /Rdc\a ( F (tij>) e ( ) ( H dtij) duq - - - dug,,
v= ij

(6.15)
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ou
S(T.W) = Yt V()
ijec\a
_
= Dty (@ + Tag) + Tazgy + ) = (@ + Ta@ + Taziy +07)),
ijec\a
eta:{1,2,--- k} — {0,1,--- ,k — 1} est la fonction décrivant I'arborescencel e coefficient

dew, dans le developpement dé¢ , %) est donné par

Si-Ya- Y oa- Y o6

ijec\a ijec\a ijec\a ijec\a
Ip:aP(j)=v dq:ad(i)=v Jj: sommet de a, ¢ sommet de a,
— —
= > te— ) te. (6.16)
e<ay ay<e
Donc,
el s(t,w) — ¢ Zijec\a tij'v(’l‘t—J?vui) = e o=t (Ze<au te _Zau<e te)'u“, (617)

Ainsi, en utilisant (6.15), on obtient

k
wy(c) = v H F(w) /de (HF(QTV)) em(?,ﬁ)) duy - - - dig H dt?;

d|c\al a
(27T) Rele\el Z]EC\CL ijec\a

k
ol [ (s o)
R

(27T)d\c\a| Rdlc\al

| e€c\a v=1 ecc\a
k
—> ~ — — —
g o [, TP TP (S - 2w I
ecc\a =1 ay<e e<ay ecc\a
Ic\a\
ce qui conclut la preuve. [

Remarque 9 Bien que tout fait gérérale, la formule (6.12) est particéiement efficace lorsque

|c\a| est assez petit, puisque le nombre d@grales [, emboites eségala|c\a|.
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6.3 lllustration de la méthode pour des graphes particuliers

6.3.1 Exemples s@cifiques

Nous allons montrer comment le théoreme 6 s’appliquédiangnt dans des cas particuliers.

Exemple (Le cas du cycle”,, an sommets “ring diagram”) Le grapthiconnexec pour lequel
|c\a| est le plus petit est le cycle. Dans ce easst une chaine eha est réduit & une seule aréte

(voir figure 6.4, pour = 7, k = 6).

Figure 6.4 Le cycleC'; et son arborescence croissante

La formule (6.12) prend alors la forme tres simple, exg#eipour la premiere fois par Katsura

(voir G. D. J. Phillies ; 2000),

~

war (Cr) = (2717)01 /RdF(?>"d7. (6.18)

On le voit facilement comme suit en utilisant le theorem8@ite = 0k = (0 — k) 'unique aréte

dec\a. Alors, pourv = 1,2, ..., k, la sous-arboresceneg a la forme
a,=v—v+1—- - —k). (6.19)

Ainsi, Vv € {1,2,...,k},ona
te— > te=—te (6.20)

ay<e e<ay
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La formule (6.12) devient

1 ~ -~ —

war (C) = W/RdF(?) F(——t;>kdte, (6.21)

—
—t

ce qui équivaut a (6.18), puisqtfé( ) =F (7) etn =k + 1.

Exemple (Le grapheK,\e) Soit K4\e le graphe obtenu & partir du graphe complétsommets

en lui enlevant une aréte (voir figure 6.5).

43

© 2

Figure 6.5Le grapheK,\e

Ce graphe est important dans le calculddwcoefficient du viriel dans le cas général, (voir (Phil-

lies, 2000)). Ici, la formule (6.12) prend la forme
1 ~ ~ ~
war (Ka\e) = —— / / FaY2 (TP (7 +7)dwdv. (6.22)
(2m)"" Jrd JRrd

On le vérifie directement en posant d’aboud = @,7 = t} Pourvy = 1,2,3, on a les sous-

arborescences triviales suivantes de I'arborescence aotay; :
al - {1}7 a2 - {2}7 CL3 = {3}

Ainsi, pourv = 1,2, 3,

Zt—g_zt_e) = tz})277

ai<e e<aq
— — —
Sy = =T
az<e e<asz
— — — —
Z te — Z te = —tiz—ty=—(U+70),

az<e e<as
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et on conclut en utilisant encore une fois le fait cﬁ(€3> =F (7) .

Exemple (Le cas du graphei) Soit le grapheg;y sur 'ensemble de somme{9,1,...,9}
donné par la figure 6.1. Pour= 1,2,...,9, les ensembles de sommets des sous-arborescences
ai,...,ag sont donnés par

ap = {1,2,4},

ay = {2},

a3 = {3,5,6,7,8,9},

ay = {4},

as; = {5,6,9},

ag = {6},

ar = {7},

as = {8},

ag = {9}.

— — — — — .
En posanty = tag, U3 = tag, U3 = t34, U4 = ts7, U5 = tgg, ON Obtient
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— — — = =y
§ te — E te = t34 — 1o —lag = v3 — V1 — V2,
az<e e<as
— — — =
E te — le = ty6 — 134 = v2 — 3,
a4q<e e<aq
— - — — e o — — — —
E le — le = ts7 — 1o —lag — lgg = V4 — V1 — V2 — U5,
as<e e<as
— — [ — NN
§ te — le = —tog —lag = —v1 — V2,
ag<e e<ag
— — — N
5 te — te = —ts7= — U4,
a7 <e e<ar
— — —
E te — te = tgg = vs,
ag<e e<asg
— — — N
E te — te = —tgg = —vs.
ag=<e e<ag

et on en conclut que

wlo) = — [ F@PF@)F @) F @ F @) F @+ 5 - %)
R
F (03 —03) F (01 + 05 — 0 +03) F (01 + 03) duy dvs dvg dvgdv;.  (6.23)
6.3.2 Particules dures (“hard spheres”) en dimensiod

Par définition, le cas des particules dures en dimensimrespond a l'interaction

— — _17 si ”?”d < 17
F(@) = —x(7l;<1) = (6.24)
0, sinon,

ou|| 7’ || ; désigne la norme du vectetf € R<. On a le résultat suivant :

Proposition 35 La transforngée de FourierF (7) de F (7') est donie par

F (?’) = — (2m)%? W (6.25)

ou J, (z) est la fonction de Bessel d’ordredéfinie par

B (_1)V 2\ 2vta
Jo (2) = gm (5) . (6.26)
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Malgré que la formule (6.25) soit connue, nous en donnores preuve détaillée par souci de
complétude.

Preuve.Par la définition (6.8 ), on doit calculer
F (?) - —/ (17 <1 e T T)az. (6.27)
Rd

En effectuant le changement de variables dRfigar une rotation convenable, on peut toujours

— — L ] )
supposer que. = (H t H ,0,0,--- ,0) et I'intégrale devient successivement
/ X(H?H <1 e_thHmldej"'dl’d — / e_thHmlde'l"'dl’d

e [#]|<1

L
_ 7l - da,
x%+~~~+x§§1

1 .
= / / 1dzy---dzy eill | dxq
-1 |Ja2+4a2<1—a?

1 .
- /Vold_1< 1—x§>e—lHtHx1 dry,  (6.28)
1

ou Voly_1 (r) désigne le volume de la boule de rayoan dimentiond — 1. Cependant, on dispose

de la formule connue

4 d
m2r
Voly(r) = (6.29)
r'(¢+1)
Donc
5 (7 R ) A E P
F(t> = —/ = e Ydry
-1 F( 3 —I—l)
W% 1 1 ||_’||
= — (1—22)"2 e lltIT gz
P4 /—1
k
. —
el o i Ll
e — — X 2 X
INCE prd k!
k
g = (-ET g
™ 2 d—1
T > o /1(1—952) 7 2 da. (6.30)
2 k=0 -
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Or, pourk impair, f_ll(l — :::2)%:::’C dx = 0. Donc il suffit de considérer seulement les termes ou

k = 2v est pair. On obtient

2v
a1 oo (1) 1
~(7y _ _ T:* =
P(7) - Tap iy 0T
v=0
2v
a1 oo (1) 1
T 2 -1
= (I1—u) 2z u""2du
SEaPI T
2v
-1 oo (—1)¥ 7
Tz d+1 1
= — B< ,1/—|——>, (6.31)
(%); (2v)! 2 P

ol le changement de variable= 22 a été effectué eB(a, 3) désigne la fonction Béta d’Euler.

En utilisant la formule

_ T(@r)
Bleh) =113 (6.32)
on obtient
—||2v
Py o & EDT | (e + )
F<t) N _P%); @) T +v+1)
—||2v
- ey == 31
= @) (§+)(§+v—1)--(§+DI(§+1)
ﬂ-% o (_1)1/ ? 2v
= _P(%"‘l)1;)2'4‘6"‘2%(d+2)(d+4)(d+6)...(d+2V)' (6.33)
Mais par la définition (6.26) dé,, (=) aveca = 4, = = H?’ ona
J 1|7 2v+4
— 272 0 —1)”
't (HtH) r(d+1) ;)2 1620 (s Ddr a6 @iy o3
Donc )
P(7) =2 (7)) (6:39
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Aprées calculs, la formule (6.12), dans le cas des parscdiges, devient

7 v Jds2 < Zt—g - Zt—g
wyr (¢) = (\c| 2k) /Rd / d/2 > H

ay<e e<ay
d/2
ecc\a — —
e dote— Dt

ay<e e<ay

dte.

)

ecc\a

(6.36)

Exemple (Le cas du cycle “Ring diagram” pour les particules duregkjression (6.18) pour

wyr (Cy,) prend ici la forme

wyr (Cp) =

(—1)" / T ([7]) nd? (6.37)
R4

eote e |

En passant aux coordonnées hypersphériques, en p?samﬁ, on obtientd ¢ = r?~'drds o
ds est I'element d’hypersurface de I'hypersphere usite;(0,1) de dimensiord — 1. Alors, la

formule (6.37) prend la forme

=08 / / (Jd/2 >n d-1
wy (C) = r® dr ds
M (Cn) 27T)%(_ 2 s \ 2

= ( 1" Jd/2 rd_ldr

)
17215 (2 - 1” J "
- ( ) 2d”) 2/ 42 (DN" iy, (6.38)
T'(3) o \ 2
puisque,
/ ds = mesure de lhypersurface & d—1 dimensions de V'hypersphere unité
5(0,1)
B m5rd /
L(¢+1)) |
271'%
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Remarquons que (6.38) est une intégrale unidimensianteaiidis que (6.37) est multidimension-

nelle. Cette simplification permet d’obtenir des valeuractas et asymptotiques powf; (C),) .

Remarque 10 Pour les dimensions impaires= 1,3,5,...,2p+1,--- les fonctions‘]‘;{i#/@ s’ex-

primenta I'aide des fonctions trigonogtriques (Abramowitz et Stegun, 1974) comme suit

Jijp(r) 2 sinr
rl/2 T r
J3pp(r) \/5 sinr — rcosr
r3/2 a T r3 ’
Jsp2(r) 2 (3—7r?)sinr — 3rcosr
r5/2 T rd ’
J, r Psi
T - e () 63

Ces formules @&coulent des I'identiis (10.1.11)et (10.1.25)pages438 et 439 de (Abramowitz et
Stegun, 1974). Les iagrales(6.37) peuventétresévallees par Maple sous formes closes pour
n > 1. On peut remarquer que pour les dimensions impaidete poids de Mayer du cycle est de
la forme

(d—1)(n—1)
2

wp (Cp) =rp(d)m— 2, n>1, (6.40)

ou r,(d) est un nombre rationnelyvoir table 6.1) Ce plenoneéne ne se produit pas pour les
dimensions paires. La tablé.2 contient la valeur nufrique dewy;(C,,), pour les dimensions

d=1,2,...,6etn=2,3,...,10.
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d
1 3 5
n
47 872
2 2 5l 5
572 53 w4
3 —3 —%5 — 600
4 16 2176 73 257024 76
3 2835 10135125
5 _ 115 _ 40949 4 _ 98733647 8
1 54432 12108096000
6 88 23648512 7° 3949166436352 710
5 30405375 1383524376609375
7 5887 25040879363 76 _ 16585433845639430617 72
180 30023136000 15628544345494080000000
8 19328 35836384927744 m” 240426176843150906097664 714
315 38979295480125 582394938751963238073046875
9 _ 259723 | _ 6060781370812815989 78 | _ 6433831256590210142724225656657 w6
2240 5854170457175040000 38676739168795978273959936000000000
10 124952 430588656377655296 7° 1484787480979909086547411592019968 7'8
567 363092137397364375 21535317132022807570827565744376953125
Tableau 6.1wy/(Cy), n =2,3,...,10etd = 1, 3,5
d
1 2 3 4 5 6
2 2.0 3.141592654 | 4.188790204 | 4.934802202 | 5.263789015 | 5.167712783
3 -3.0 —5.788555832 | —8.224670336 | —9.247897168 | —8.604469712 | —6.828693801
4 5.333333333 | 14.25111586 | 23.79882119 | 27.81539997 | 24.38056721 | 16.79089136
5 —9.583333333 | —36.36450811 | —73.28051276 | —91.36414574 | —77.37279857 | —47.39906204
6 17.60000000 | 96.35681264 | 238.0141732 | 321.5814979 | 267.3113193 | 147.9582733
7 —32.70555556 | —261.6223444 | —801.8493083 | —1188.113273 | —980.8594483 | —496.4405527
8 61.35873016 | 723.6511608 | 2776.766216 | 4552.475974 | 3765.844446 | 1494.164653
9 —115.9477679 | —2030.541697 | —9823.409230 | —17944.34554 | —14976.75684 | —4788.896265
10 220.3738977 | 5763.243822 | 35350.42136 | 72275.78788 | 61264.75979 | 16169.96990

Tableau 6.2wy,(Cy ), n =2,3,...,10etd =1,2,...,6
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6.3.3 Lasymptotique du poids des cycles de particules duseen dimensiond

Proposition 36 Pour les particules dures en dimensidnle poids de Mayer du-cycle satisfait

asymptotiquement pour — oo,

d 24 r3d o
ot~ (52) " () o

(6.42)
ou
ay(d) = —%, (6.43)
ool - HFDED G4 10) 64
Preuve.Nous allons d’abord transformer l'intégrale (6.37) sauforme
/000 e‘"“Qcp (u) du (6.45)

ou ¢ est développable en série, au voisinage: de 0, et ensuite nous allons utiliser la méthode de

Laplace qui consiste a intégrer terme a terme (6.45)espalcul,

Jaj2 (1) 1 (—1)™ ¢2m
td/2 " gd/2T (% + 1) <1 +mz>:0 m!2m (d+2)---(d+ 2m)> : (6.46)

Aprées simplification on obtient

=y (—)™ > "
wM(C")_mﬂd/o <1+mz>:0m!2m(d—|— )...(d—|—2m)> t7dt,  (6.47)

~ d/2 " . . .
oupsy = r(ﬁdijd) = volume de la boule unité en dimensi@rEffectuons maintenant le changement
2
de variables suivant au voisinage @e- 0,

(_l)mt2m o —u?
H%mmm(dm)---(dmm) = (6.48)
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On résout ensuite a I'aide de Maple pawen fonction deu et on obtient

B o B u? B (11d + 2) u* )
t—-\0d+4zt<l @0 s st ) (6.49)
B C3u? 5(1ld+ 2t ___)
dt__\0d+4<1 @D aro )" (6.50)

En substituant (6.48), (6.49) et (6.50) dans notre integ&47), on obtient (en intégrant terme a
terme) le résultat asymptotique annonce. m
Remarquons que la constante de croissance dans la fornyahpasique (6.42) est égale au vo-

lume de la boule unité de dimensidnc’est-a-dire,

(6.51)

Corollaire 6 (Asymptotique pour les basses dimensions) En dimemsionl, 2, 3,4, on a pour

n — 00,

~_
[N
o)
3
3|
[N}
N
[—
|
Do
8l eo
|
—

13 o
_—— n oo
1120 ’

A §le
3

3

3

L
7 N -
=

|

W =

3

L

+
N—

| © ‘:\]’|cn

7 N7 N 7 N7 N

" 3 11
2 —2(q_9° -1, 11 2
>< 7T>n <1 1" +80n + > (6.52)

Remarquons que le coefficient ggdonné par (6.44) contient le facteiw 2. Ceci explique le fait,
gu’en dimensionl = 2, le terme en% n'existe pas dans le deuxieme développement asympéotiqu
de (6.52).
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6.4 Algorithme de calcul pour les particules dures en dimerien d = 1

6.4.1 Poids de Mayer dans le cas des particules dures en dinsgon d = 1 via les

transform ées de Fourier

Rappelons que l'interaction dans ce contexe est régieadanttion

-1, si |z| <1,
F(z) = f(lz]) = —x(Jz[ £ 1) = (6.53)
0, sinon
La transformée de Fourier de cette fonction prend la forme

~ 2sint

F(t)=-——. (6.54)
En effet,
F(t) = —/ x (Jz| < 1) e " dx
- |
= —/ e My
~1
2sint
- o (6.55)
t
On obtient immédiatement, en faisant appel a la formelgggale (6.12),
Dsint, " 2sin<Zte—Zt8>
way ( c\a| / / 11 11 wee % 2] dte.  (6.56)
——— c€c\a v=1 Zta B Z te ecc\a

c\a\ ay<e e<ay

qui correspond bien au cds= 1, dans la formule (6.36). En développant le produit dans5(616

poids de Mayer prend la forme,

w(0) = [ - / £ :::% 11 d.. (6.57)

*
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ouT(...,te,...)etP(..., t., ...)désignent respectivement un polyndme trigonométrejue
polyndme ordinaire dont les variables sontdgoue € ¢\a. En renommant les variables, on a la

forme suivante

t17t27 A ) )
¢ =|c\al. 6.58
war ( / / Pt iy) dtidty - - - dtp, p = |c\a ( )

Exemple Dans le cas du graph€, \e de la figure 6.5, I'intégrale (6.58) devient

2sint; \ 2 [ 2sints \? [ 2sin (¢ —
wa (©) < > / / < sin 1) < sin 2) < sin (t1 t2)> dty by, (6.59)
2m to t] —to

ou les variables; ett, correspondent respectivement aux aréfest 13. En intégrant successive-

ment par rapport & puists,

2sinty \? [ 2sinty \? [ 2sin (1 — t2)
= t
v = (8 [ () (25 ()
_ é/ sin to 1—cost22—i—tgsmt2 it (6.60)
T J_o to t5
14
= 3

Notons qu’en développant le numérateur dans l'integ(él60), on obtient une expression plus
générale qu’un polyndme trigonométrigue puisque tefficients des fonctions trigonométriques
ne sont plus des constantes mais dépendent de la variamiegdation. En effet, en développant

(sin (t2))? (1 — cos (t2) + tsin (t3)), on obtient

~—

1 t 1 1 t
7 o8 (t2) + 3742 sin (t2) — 5 cos (2t2) + 7 o8 (3t2) — ZZ sin (3t2) . (6.61)

DN =

Ce phénomene justifie la définition suivante.
Définition 16 Un polyrbme trigonoratrique geréralisé (PTG)est une somme finie,

T(tl,tg,...) == Z Cuyvo,... (tl,tg,...)ei(yltl+V2t2+m), (662)
v1,v2,... €R

ou les coefficients:,, ., . (t1,t2,...) sont des polydmes complexes, lgs sont des variables

réelles et les indices; sont des nombre<els.



Remarquons qué (4, ta, . ..

VI/l, Vo, ...

) est a valeurs réelles si et seulement si

: C,,17,/27m (tl, tz, . ) = C_l,17_1,27___ (tl, tg, e ) .

6.4.2 Ouitils de calcul pour les ingégrales ierées

Afin d’'implémenter de facon efficace le calcul des intéggauccessives,

wy (€)

o0 o0 [e8) tl,t27"'7 )
" _
/—oo /—oo /—oo tl,tz,... ,t )dtld 2° - dt P> p |C\a|,
h X T (tta, i ty)
/—oo |: |:/—oo |:/ P(tl,tz,...,t )dt1:| dt2:| :|dtp7

nous aurons besoin des concepts préliminaires suivants.

Définition 17 L'adjoint d'un PTGréela une variable

estlePTGreel

— ch(t)ei”t avec ¢, (t) = c_,(t),

=AW o o) = isml)alo)

ol sgn est la fonctionk signe >> définie par

+1, si v>0,

-1, si v<O0.

Remarquons que sile PTG est écrit sous la forme standard,

alors,

T(t)

+Za,, Jcos (vt)+ by, (t)sin (vt),

N

T*(t) = by (t)cos (vt) — a, (t)sin (v t).

v=1
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(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)



124

Notons que le termg ay(t) n'apparait pas darig*(t). De plusT™*(t) est une généralisation de
la notion d’adjoint d’'un polyndme trigonométrique (aefficients constants) introduite dans (Zyg-

mund, 2002).

Définition 18 (Différences diviges : cas de points distingtSoit f une fonction quelconque sur
un intervalle contenant des nombresetszg, x1, x2, ..., distincts. Les diffrences diviges par

rapporta ces nombres sonéfinies Ecursivement par les formules

flwo] = f(zo), (6.70)
flonay) = LISl (6.71)
r1 — X0
f[x07$1,$2] _ f[xlny] - f[x()aml]’ (672)
o — X
flzo, x1, e, 23] = fler, @3, 5] : f[xo,xl,xg]’ (6.73)
I3 i)

Il est possible de démontrer par induction que

g [(z))

_ 6.74
=5 Ty (g — k) (6.74)

flzo, .. xn] =

Définition 19 (Différences diviges : cas des pointgpétes — confluengeSoit f une fonction quel-
conque sur un intervalle contenant des nombésdsz, =1, . . ., x,, distincts. Supposons qyfeest

dérivablem; — 1 fois au pointz;. En désignant par

"= xg, xyy ..,y (my fois) (6.75)
le pointz; repéte m; fois, la diference divige f[z", ..., x| est ckfinie par
1 o\t 1 o\t
aoal = ——— | — ey Tpl. (6.76
f[xo ) y Ly, ] (mO — 1)| <8[L’0> (mn — 1)' (81,”) f[x(b y L ] ( )

Cette derniere définition est motivée par le fait (détradvle par induction) que lorsqyeest ana-

lytiqgue dans un ouvert simplement connexe dont la froafieest orienté positivement contenant
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les pointszyg, - - - , x,,, alors
1 f(2)
oo = 5 [ ©77)
En dérivant sous le signe d’intégration on trouve alors qu
1
— _JG) —_dz (6.78)
2mi Jp(z —20)" - (2 —xp)""
estégal a

() (o) e e e 6

Exemple Soienta, b, ¢ trois nombres réels distincts. Alors

fla,a,a,b,b,c] = ((a - b)gz(a s b)?l(a e b)ff(a - C)) f(a)
e
+%§—;ﬂa>
' <<b—a>g<1b—c>2 " <b—a>_43<b—c>> S
T et A0
+(c — a)31(c — b)2f (©)- (6.80)

Le lemme suivant va nous permettre de calculer efficaceresnhiégrales successives (6.64).

Lemme 8 (d'intégration) Consicerons un polyfime trigonordtrique geréralisé

T(t) = Zc,, (t)e™ avec ¢, (t) =c_,(t), (6.81)
ainsi qu’un polyi®me ordinaire

Pit) = (t—7)" - (t—7)" on mlixxdeg (cy (1)) < deg (P (t)). (6.82)
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ayant seulement des racinesetlesr, . .., 7,, de multiplicié respectivesn, ..., m,. Supposons
queT'(t)/P(t) est continue sur 'axe&el(c’'esta-dire quer; est une racine dé&'(¢) de multiplicié

> m; pouri =0,...,n). Alors

o T(t) o *[_ mo mn
/_oowdt = 7T, ..., (6.83)

Dans le cas particulier omax, deg (¢, (t)) = deg (P (t)) — 1, I'intégrale (6.83) est prise au sens

de la valeur principale de Cauchy :

. 1)
Jim /_ . Wdt. (6.84)

Preuve.Considérons les deux fonctions analytiques auxiliaitégastes de la variable complexe

2y

Uiz) = T(z)—1T"(2) = co(z)+2 Z v (2) e"?, (6.85)
v>0
et
V(z) = T(2)+iT*(2) = co(z) —2 Z e (2) e, (6.86)
v<0

de sorte quée (U(z) + V(2)) = T(=).

Soit R un réel positif tel que

—R<1y,....,7 <R. (6.87)

SoitI'" le contour parcouru dans le sens positif, décrit par la éigu6, qui englobe tous les et
qui est formé d’un grand demi-cercle de ray@mu demi-plan supérieur et d’'un diamefreR, R]
sur I'axe réel déformé par des petits demi-cercles dui-gam inférieur de rayon centrés aux
points ;. Le contourl'* contient donc tous les points. Soit '~ le contour analogue parcouru

dans le sens négatif (voir figure 6.7) dans le demi-plagrietir mais qui exclut les points.



127

Figure 6.6 Contourl'*+

Figure 6.7 Contourl'~

Puisquel’~ exclut les poles dé;%, on a par le théoréme de Cauchy

Vi) ,
/F 6 dz = 0. (6.88)

Grace au théoreme des résidus et des formules (6. B7J9)( on les égalités suivantes

U (z) B T(z) —iT*(2) s
L7t = [ oy
B T(z) . T(2)
N /ﬁ (z—=m0)™0 ... (2 — )™ a /1"+ (z—m0)m0 ... (2 —7p)"n

= 00— / () dz
r+ (Z — T())mo L. (Z — Tn)m"
1 ()
27t Jp+ (2 — 10)™0 ... (2 — Tp) ™

= 2nT*[rp™°,..., 7] (6.89)

dz

= 27
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Ces intégrales sont indépendantesiti®orsque R satisfait (6.87). On a alors, podt — oo et

e — 0,
T (t) 1 . U(z (2)
Wy = 2 Lyt
[rmn = sdm [ mees b 5
— %.27‘-1"*[7—0777'0 ]+§ 0
= 7T*[1",...,%""], (6.90)

puisque les intégrales sur les demi-circonférencebdet del'~ tendent toutes ver& En effet,

siz € 't alorsIm(z) > 0 eton a

‘U(z)

G (z) Z) ZVZ
P(z) )+ Z

P(z z)
22

V(z)
Remarquons que (6.91) tend verrsqueR — oo a cause de (6.82). De fagon semblable

(6.91)

(2)
CO(Z)
P(z)

P(2)|

U

Pi; — 0 lorsque zel™ et R—O0.
De plus les intégrales sur les petites demi-circonfasrendent aussi vefspar continuité de
T(2)
Pz |

On trouve en appendice B diverses procédures en Maple gl@éinentent la méthode de Fourier
et la méthode d'intégration du lemme 8 pour le calcul dupale Mayer. La procédure principale
wMayer prend en entrée les deux parametres ca ou a est une arborescence couvrante d’'un

graphe connexe donnée sous la forme d’'une liste
a=la(l),a(2),...,ak)], a(i) <1, (6.92)
et son complémentaire: est donné par

ca = c\a = [{i,j}/{i,j} aréte de cnon présente dans a |. (6.93)
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Pour le graphe = K4\e donné par la figure 6.5, on a
a:=1[0,0,0], ca:=[{1,3},{2,3}]. (6.94)
En exécutant la procédure, on obtient directement
wMayer(a, ca) = 1—34 (6.95)
Remarque 11 On peut acélérer le calcul en utilisant dans le lemr8da fonction auxiliaire
U(z) = T(z)—iT"(z) = co(z)+2 Z cy (2) e, (6.96)
plutdt queT™ (z) . En effet, on peutérifier que
T ™, ...,1,"" ] =in Ulrg™, ..., /™, (6.97)

etU(z) contient environ deux fois moins de termes @tiéz).

6.4.2.1 Le poids de Mayer de la roue

On s’intéresse au calcul du poids de Mayer de la duee k] (voir figure 6.8), définie par

Rouelk] = {{0,1},{0,2},...,{0,k}, {1,2},{2,3},...,{k — 1, k}, {1, k}}, (6.98)

Figure 6.8 Roug7]
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En choisisant 'arborescence couvrante

a=10,0,....,0], (6.99)

on a que son complémentaire est

ca=[{1,2},12,3), ... {k —1,k}, {1, k}]. (6.100)

Le poids de Mayer de la roue est donné par l'intégrale sbiva

2\ * b sin (¢,) sin(t, — ty41)
wM(Roue[k])—<;> /R/R 11 S dty - - - dty, (6.101)
——

outr.1 = t1. En utilisant la procédure wMayer polir= 3,4, ..., 24, on obtient la table 6.3.



k | wys(Roudk]) (en décimale) | wy,(Rougk]) (valeur exacte)
3 4.0 4

4 6.0 6

5 9.166666667 2

6 14.15000000 %

7 21.92777778 o

8 34.03690476 B0

9 52.86855159 Loss

10 82.14191468 15e0asl

1 127.6384116 LTt

12 198.3435623 o

13 308.2216074 Lot

14 478.9734434 o3

15 744.3225452 B

16 1156.675350 o

17 1797.471526 e

18 2793.268307 R TIaa 15000

19 4340.735540 O oA

20 6745.497979 1193101472000
21 1048249617 L 642 100108339000
22 16289.78720 A a6 Te290080000
23 25314.31096 Do OO oA AT 500000
24 39338.41076 169496208920787363880503431

4308669456480829440000

Tableau 6.3wys (Rouelk]), k = 3,4, ...,24
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Remarque 12 Le polyrdome d’Ehrhart aurait exig
153146104987465308849377365924814648135545 points (6.102)

pour le calcul dews (Roue[24]). Ce qui @montre 'efficaci de notre utilisation des transfoéas

de Fourier dans ce cas particulier.

6.4.2.2 Le poids de Mayer des roueséageralisees

Considérons maintenant des “roues généraliseesst-aglire des roues dont les rayons et les arcs
sous-tendus par ces rayons sont de longueurs variablegura 6.9 décrit une roue généralisée

associée aux arcs successifs de longyéws, 4, 3,2) et dont les rayons correspondants sont de
longueurs(4, 3,2, 3,1). En notant par RoueGEr', 7] la roue généralisée dont les arcs (resp.
rayons) successifs sont de longueafs= (s, ..., o) (7 = (r1,...,71)), on vérifie facilement

gue l'intégrale (6.101) se généralise comme suit

k . e . T
1 2sin (t,) \ ™" (2sin (ty, —ty41)\ ¥
wyr (RoueGen[a, 7)) = // <7> < dty - dty,
M ( [ ) 2 Je . |_|1 S T—— 1 k
Hk,_/ V=

(6.103)

oUtri1 = 1.

Figure 6.9RoueGef(4, 3,4, 3,2], [4, 3,2, 3, 1]]



133

6.4.2.3 Le poids de Mayer degchelles

Intéressons-nous maintenant au calcul du poids de Maybeatelle Echelldk] & k “marches”,

définie par

Echelle[k] = {{0,1},{2,3},... {2k — 2,2k —1},{0,2},{2,4},..., {2(k — 2),2(k — 1)},
{1,3},{3,5},..., {2k — 3,2k — 1}}, (6.104)

(voir figure 6.10 poutk = 5).

0 2 4 6 8

Figure 6.10Echelld5)]

En utilisant I'arborescence couvrante
a=10,0,2,24,4,...,20k—2),2k—2),2(k —1)], (6.105)
et son complémentaire
ca =[{1,3},{3,5},{5,7},..., {2k — 3,2k — 1}], (6.106)

le poids de Mayer de I'echelle est donné par l'integrailieante :

wys (Echellek]) = ()T/ ,,,/(Sm( 13) Sin (tag—3,2k 1)>
i R R\ 113 tok—32k—1
k—1

k-2 .
H sin (toy—1,2041 — t2u+1,2043)
ooy taw—12041 — w2043

"2 /sin (t )\
H <M> dt13 dt35 .. dtzk_372k—1- (6107)

to,
9 2v—1,2v+1
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En utilisant la procédure wMayer, pokir= 2, 3, ..., 20, on obtient la table 6.4.
k | was(Echelldk]) (en décimale) wyr(Echelldk]) (valeur exacte)
2 5.333333333 2
3 14.40000000 2
4 38.90793651 e
5 105.1315697 e
6 284.0725734 B
7 767.5833368 e
8 2074.062197 e
9 5604.256622 Ao
10 15143.08121 200590087752 1344
I 1091763174 e
12 110562.2141 3182881823354536501 6992114537775984
13 2087465957 R
1 8072335459 e
15 2181199.758 191 58875873150518582054528354701 g) 780118526025508 16
16 3803749.575 S
) 10
5| o e
19 1162734055 e s Tt
20 314178621.8 1865154913»86155655605{);(37;5 16(%) 1567715962;18594379%837417411115066323524672

Tableau 6.4wy, (Echelldk]), k = 2,3,...,20




CONCLUSION

Les liens entre la mécanique statistique et la combir@&ont de plus en plus nombreux comme

on I'a vu dans ce travail.

Dans cette these, apres avoir rappelé la théorie de Mayehapitre 1, nous avons présenté au cha-
pitre 2 I'approche de Ree-Hoover qui permet d’exprimer lesfficients du développement du vi-
riel via des poids spéciaux associées aux grapteesnexes. Les coefficients de ce développement
sont appelés star content dont nous avons donné des &mmxplicites et certaines proriétés com-
binatoires et relations de récurrence ainsi que des sakientre les deux poids. Au chapitre 3,
nous nous sommes surtout placés dans le contexte des ggauxrdurs en dimension un en adap-
tant la méthode des homomorphismes de graphes au calcpbidissde Ree-Hoover et développé
un algorithme de type Monte-Carlo basé sur la donnée danberescence couvrant/é.partir de
diverses tables que nous avons construites donnant les geitMayer et de Ree-Hoover de tous
les grapheg-connexes jusqu’a la taillg, nous avons conjecturé diverses formules explicites pour
les poids de graphes appartenant a diverses famillesasfite graphes simplement, doublement et
triplement indexées par des entiers. Ces formules ent@&tiontrées au chapitre 4 par la méthode
des homomorphismes de graphes pour le poids de Ree-Hogpar leis relations entre les deux
poids pour le poids de Mayer. Au chapitre 5, toujours dans$edes particules dures, une formule
explicite du poids de Mayer des graphes bipartis completé présentée et établie de deux facons :
par I'évaluation de l'intégrale définissant le poids deydr ainsi que par l'utilisation d’arrange-
mets spéciaux de points provenant de la méthode des horpbisimes de graphes. En utilisant le
théoreme 1, nous avons montré que le poids de Ree-Hoegegrdphes bipartis compltés,, ,,
(m,n > 1) est cepandant nul. Nous avons aussi montré, par des exempéeles poids de Mayer

et de Ree-Hoover sont “indépendants” de certains paramelassiques de la théorie des graphes.
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Au dernier chapitre, nous avons effectué un changementadables basé sur les arborescences
couvrantes pour réécrire systématiqguement le poids agel/ 'aide des transformées de Fourier
dans le cas multidimensionnel pour des interactions qogloes. Des tables et formules exactes
ou asymptotiques pour des graphes particuliers en ont&fe plus, nous avons décrit un algo-

rithme efficace de calcul des intégrales de Fourier pourdats de Mayer dans le cas des particules

dures en dimension un.

Ces développpements ouvrent la voie a plusieurs pergpeale recherches futures. Citons par
exemple, I'extension du calcul exact des poigdg (K, \g) etwrg (K, \g) pour d’autres graphes
fixes g, le calcul du poids de Mayer pour les graphes multipartisplets, des modifications de
la méthode des homomorphismes de graphes la rendant filcecefsont aussi envisageables,
trouver de nouvelles formules explicites donnant les pdigldMayer et Ree-Hoover a partir de
certains parametres de la théorie des graphes, déelpps a fond la méthode des transformées
de Fourier pour répondre notamment a certaines quedt@etsau développement asymptotique
des poids de Mayer et de Ree-Hoover : par exemple, quel estripartement asymptotique de la
roue et de I'échelle

wpr(Rouelk]) ~ 7 lorsque k — oo,
wyr(Echelle[k]) ~ ? lorsque k — oo,

dans le cas des particules dures en dimension un.



APPENDICE A

GRAPHES 2-CONNEXES DE TAILLE <7

Avec4 sommets :

Numéro Graphey Grapheg a(g) £(g) 2((9))' a(é) . W WRH
’ )

4.0.1 €> 0 ~2 1 —2 : 4 4

4.2.1 @ 0 6 0 0 1 2

4.4.1 N e e 3 3 —3 16 0

AvecH sommets :
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Numero Grapheg Grapheg a(g) (g) aé((g)). a(;(}) . W WRH
! )
5.0.1 @ 0 —6 1 —6 1 5 5
5.2.1 @ 0 10 0 0 4 ;
5.3.1 @ 0 30 0 0 5 3
5.3.2 @ “ 0 10 0 0 L 0
5.4.1 @ S 60 0 0 2 »
5.4.2 @ e .| 3 15 45 -3 6 0
5.5.1 @ S N ) 60 0 0 49 0
5.5.2 Q A 12 12 ~2 115 0
° . 41
5.5.3 '@ =) 30 | —60 2 a 0
5.5.4 M A 10 10 -3 8 0

Avec 6 sommets :
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Numéro Grapheg Grapheg a(g) (g) ag((g))' a(é) . Was WRH
’ (o)

6.0.1 0 24 1 24 -3 6 6

6.2.1 0 15 0 0 2 2

6.3.1 0 60 0 0 7 £

6.3.2 @ a 0 20 0 0 8 0
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30

6.4.1 @ 0 60 0 0 8 5
6.4.2 0 180 0 0 = =
6.4.3 0 45 0 0 % =
6.4.4 @ 0 180 0 0 133 0
6.4.5 @ 0 90 0 0 8 0
6.4.6 @ 0 15 0 0 g2 0
6.4.7 ~12 45 —540 2 2 0
6.5.1 @ 0 360 0 0 X =
6.5.2 @ 0 360 0 0 1 0
6.5.3 @ —4 72 —288 2 2 0
6.5.4 @ 0 360 0 0 ¥ =
6.5.5 @ 0 360 0 0 2 0
6.5.6 @ 0 360 0 0 27 0
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6.5.7 @ 0 360 0 0 19 0
6.5.8 @ 0 360 0 0 2 0
6.5.9 8 180 1440 | —10 & 0
6.5.10 @ —4 60 —240 2 = 0
6.6.1 @ 0 90 0 0 10 2
6.6.2 @ 0 360 0 0 % 0
6.6.3 @ 0 360 0 0 i 0
6.6.4 @ ~1 360 | —360 3 = 0
6.6.5 @ 4 60 240 -3 2 0
6.6.6 @ 3 360 1080 | —% 10 0
6.6.7 @ —2 180 | —360 2 3 0
6.6.8 @ —2 360 | —720 5 o 0
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30

6.6.9 @ 0 180 0 0 11 0
6.6.10 @ 0 360 0 0 1 =
6.6.11 @ 0 360 0 0 28 0
6.6.12 @ 0 180 0 0 188 0
6.6.13 @ 0 120 0 0 1s 0
6.6.14 @ 0 720 0 0 o 0
6.6.15 @ 0 180 0 0 1 0
6.6.16 @ 1 360 360 -3 2 0
6.6.17 M —1 90 —90 2 1 0
6.6.18 @ 0 360 0 0 188 0
6.6.19 @ 0 720 0 0 L 0
6.6.20 @ 0 360 0 0 e 0
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6.6.21 M 0 180 0 0 2 0
6.6.22 M 1 60 60 -5 = 0
6.6.23 @ 0 180 0 0 e 0
6.6.24 @ 0 360 0 0 & 0
6.6.25 @ 1 180 180 -3 = 0
6.6.26 @ —4 90 —360 2 8 0
6.6.27 —6 60 —360 2 2 0
,
6.6.28 _% -5 180 | —900 | 2 e 0
6.6.29 4 45 180 -3 139 0
6.6.30 % 3 180 540 -1 139 0
6.6.31 % 0 60 0 0 2 0
6.6.32 M 4 10 40 —= £ 0




144

161

6.6.33 @ S -2 o0 | —180 | 2 L 0
6.6.34 M [ 15 15 | -2 o4 0
/ . . .
6.6.35 }i R ¢ 15 240 -8 % 0
Avec7 sommets :
, | alg)
Numéro Grapheg Grapheg a(g) (g) o) a(g) - WM WRH
’ )
701 | 2 0 120 1 120 | -2 7 7
By
7.2.1 @ 0 21 0 0 z :
7.3.1 @ 0 105 0 0 3 2
7.3.2 @ B 0 35 0 0 22 0
7.4.1 @ . . 0 140 0 0 X =
7.4.2 @ . . 0 420 0 0 o &




145

45

7.4.3 @ 0 105 0 0 9 =
7.4.4 @ 0 420 0 0 o 0
7.4.5 @ 0 210 0 0 = 0
7.4.6 @ 0 35 0 0 ¥ 0
7.4.7 @ —60 105 | —6300 | 2 2 0
7.5.1 @ 0 105 0 0 2 i
7.5.2 @ 0o | 1260 | 0 0 ) %
75.3 @ 0 1260 0 0 s 0
7.5.4 @ —20 252 | —5040 6 2 0
7.5.5 @ 0 1260 0 0 24 =
7.5.6 @ 0 210 0 0 11 +
7.5.7 @ 0 1260 0 0 188 0
7.5.8 @ 0 630 0 0 0 0
7.5.9 @ 0 1260 0 0 a3 0




146

7.5.10

1260

107
10

7.5.11

315

497
45

7.5.12

1260

7.5.13

1260

7.5.14

210

7.5.15

630

367
30

7.5.16

1260

2251
180

7.5.17

315

7.5.18

420

7.5.19

630

661
45

7.5.20

210

173
10

7.5.21

SR &GRSR

21

21
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15

7.5.22 @ 40 630 | 25200 | —30 122 0
7.5.23 @ —20 210 | —4200 5 2 0
7.6.1 @ 0 840 0 0 & &
7.6.2 @ 0 630 0 0 e %
7.6.3 @ 0 2520 0 0 12 0
7.6.4 @ 0 2520 0 0 g 0
7.6.5 @ —5 2520 | —12600| 15 A 0
7.6.6 @ 20 420 8400 | —10 % 0
7.6.7 @ 15 2520 | 37800 | —45 1831 0
7.6.8 @ 0 1260 0 0 158 0
7.6.9 @ 0 2520 0 0 B =55
7.6.10 @ 0 1260 0 0 10 &
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90

7.6.11 @ 0 2520 0 0 L 0
7.6.12 @ —10 | 1260 | —12600| 15 202 0
7.6.13 @ 0 1260 0 0 883 0
7.6.14 @ 0 840 0 0 1 =
7.6.15 @ 0 1260 0 0 1 =
7.6.16 @ 0 630 0 0 2 =
7.6.17 @ 0 2520 0 0 os 0
7.6.18 @ 0 840 0 0 e 0
7.6.19 @ 0 5040 0 0 12 0
7.6.20 @ —~10 | 2520 | —25200| 30 Lot 0
7.6.21 @ 0 2520 0 0 e 0
7.6.22 @ 0 2520 0 0 o 0
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7.6.23 @ 0 1260 0 0 29 0
7.6.24 @ 5 2520 | 12600 | —15 182 0
7.6.25 @ 0 1260 0 0 8 0
7.6.26 @ -5 630 | —3150 | L 1 0
7.6.27 @ 0 2520 0 0 28 0
7.6.28 @ 0 5040 0 0 B 0
7.6.29 @ 0 5040 0 0 S 0
7.6.30 @ 0 2520 0 0 53 0
7.6.31 @ 0 2520 0 0 27 0
7.6.32 @ 0 1260 0 0 2 0
7.6.33 @ 5 420 | 2100 -2 23 0
7.6.34 @ 0 2520 0 0 S E 0
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473
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7.6.71 @ —-25 | 1260 | —31500| 2 o 0
7.6.72 @ 20 315 | 6300 | —% = 0
7.6.73 @ 0 420 0 0 2 0
7.6.74 @ 20 70 1400 -3 2 0
7.6.75 @ 15 1260 | 18900 | —2 L 0
7.6.76 @ ~10 630 | —6300 | ¥ a2 0
7.6.77 @ 5 105 525 —2 0 0
7.6.78 @ 80 105 | 8400 | —10 8 0
7.7.1 @ 0 420 0 0 & =
7.7.2 @ 0 840 0 0 8 0
7.7.3 @ 0 2520 0 0 s 0
7.7.4 @ 0 630 0 0 % 0
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7.7.5

2520

15120

—18

449
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7.7.6

1260

7.7.7

840

301
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7.7.8

5040

20160

—24

1801
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7.7.9

11
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27720

—-33
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7.7.10

—22

360

—7920

623
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7.7.11

—16
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7.7.12

16
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—24

349
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7.7.13

10
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7.7.17

—12
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—15120
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497
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2459
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7.7.41
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840
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7.7.53
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427
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7.7.54
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7.7.55
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1260

169
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7.7.58

1260
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90
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5040
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517

60

7.7.65 @ 13 630 | 8190 | —% L 0
7.7.66 @ 0 1260 0 0 e 0
7.7.67 @ 0 2520 0 0 e 0
7.7.68 @ -3 2520 | —7560 9 Lo67 0
7.7.69 @ 0 2520 0 0 2 0
7.7.70 @ -5 5040 | —25200| 30 1 0
7.7.71 @ 8 2520 | 20160 | —24 =8 0
7.7.72 @ 8 5040 | 40320 | —48 20 0
7.7.73 @ 7 5040 | 35280 | —42 1 0
7.7.74 @ 7 2520 | 17640 | —21 z 0
7.7.75 @ —6 5040 | —30240| 36 o 0
7.7.76 @ —6 1260 | —7560 9 & 0
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15

7.7.77 @ -5 5040 | —25200| 30 29 0
7.7.78 @ -5 2520 | —12600| 15 2 0
7.7.79 @ -8 840 | —6720 8 e 0
7.7.80 @ —4 2520 | —10080| 12 = 0
7.7.81 @ 0 630 0 0 1 =
7.7.82 @ 0 5040 0 0 2o 0
7.7.83 @ 0 2520 0 0 £ 0
7.7.84 @ 0 1260 0 0 o 0
7.7.85 @ 0 1260 0 0 17 0
7.7.86 @ —4 2520 | —10080| 12 2es 0
7.7.87 @ 0 420 0 0 ¥ 0
7.7.88 @ —4 2520 | —10080| 12 o 0
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180

7.7.89 @ —6 1260 | —7560 9 o 0
7.7.90 @ —12 | 2520 | —30240| 36 o 0
7.7.91 @ 4 1260 | 5040 —6 = 0
7.7.92 @ 0 2520 0 0 2% 0
7.7.93 @ 2 1260 | 2520 -3 127 0
7.7.94 @ 0 2520 0 0 a7 0
7.7.95 @ 0 1260 0 0 2 0
7.7.96 @ —4 2520 | —10080| 12 = 0
7.7.97 @ 0 630 0 0 8o 0
7.7.98 % —2 2520 | —5040 6 123 0
7.7.99 @ 4 1260 | 5040 —6 52 0
7.7.100 @ 5 2520 | 12600 | —15 22 0
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7.7.101
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—5040
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7.7.103
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—6300
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7.7.104
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4669
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120

7.7.113 @ 0 5040 0 0 129 0
7.7.114 @ 0 2520 0 0 L8 0
7.7.115 @ 0 2520 0 0 52 0
7.7.116 @ 2 5040 | 10080 | —12 231 0
7.7.117 @ 0 2520 0 0 1289 0
7.7.118 @ 0 5040 0 0 508L 0
7.7.119 @ 0 2520 0 0 S 0
7.7.120 @ 1 5040 | 5040 —6 87 0
7.7.121 @ 0 2520 0 0 18l 0
7.7.122 @ -1 5040 | —5040 6 1093 0
7.7.123 @ 0 5040 0 0 s 0
7.7.124 @ ~1 2520 | —2520 3 B0 0
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7.7.125
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—5040
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7.7.126

1260

5040
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7.7.127
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1513
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7.7.128
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419
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7.7.129

5040

591
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7.7.130
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839
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7.7.131
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253
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7.7.133
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7.7.135
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7.7.137 @ 1 1260 | 1260 -3 2 0
7.7.138 @ —1 5040 | —5040 6 o 0
7.7.139 @ 0 5040 0 0 R 0
7.7.140 @ —4 2520 | —10080| 12 8 0
7.7.141 @ 3 1260 | 3780 —2 39 0
7.7.142 @ 3 2520 | 7560 -9 82 0
7.7.143 @ 3 2520 | 7560 -9 S 0
7.7.144 @ —2 5040 | —10080| 12 o 0
7.7.145 @ —2 1260 | —2520 3 788 0
7.7.146 M —2 840 | —1680 2 g 0
7.7.147 @ 0 2520 0 0 Bt 0
7.7.148 @ 0 1260 0 0 o 0
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7.7.149
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202
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7.7.150
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7560
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7.7.151
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803
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7.7.153
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10080
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664
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7.7.161
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7.7.163
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7.7.165
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463
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7.7.166

5040

1933
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3013
180

7.7.168
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7.7.173
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4613
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7.7.174
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7.7.176
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1259
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7.7.177
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1103
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7.7.179
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1099
90

7.7.180
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12600

—15

143
12

7.7.181

1260

—7560
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2520
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7.7.185

1260

3780
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2861
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7.7.186

1260

3780
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2897
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7.7.187

5040

15120

—18

1883
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7.7.188

1260

151
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7.7.189

1260

—1260

N

2561
180

7.7.190
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7.7.191

1260

—1260
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1321
90

7.7.193
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7.7.194
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7.7.195

630

509
30

7.7.196

g 88 T gV

2520

2520

2683
180




170

7.7.197

630

674
45

7.7.198

1260

1367

7.7.199

630
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7.7.200

1260

661
45

7.7.201

1260

307
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7.7.202
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439
30

7.7.203
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143
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7.7.204
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10080
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2833

180

7.7.209 @ 0 2520 0 0 s 0
7.7.210 @ 0 630 0 0 0 0
7.7.211 @ —2 1260 | —2520 3 o 0
7.7.212 @ 2 630 1260 —3 1803 0
7.7.213 @ 0 2520 0 0 2 0
7.7.214 @ 0 1260 0 0 % 0
7.7.215 @ 0 1260 0 0 L 0
7.7.216 @ 0 2520 0 0 g 0
7.7.217 @ 0 1260 0 0 1 0
7.7.218 @ -2 1260 | —2520 3 L 0
7.7.219 ,@ 0 5040 0 0 gt 0
7.7.220 @ 0 5040 0 0 sl 0
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7.7.221
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667
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7.7.222

5040

5963
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7.7.223
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3559
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7.7.224
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7.7.225
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877
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7.7.226
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6793
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3469
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7.7.228
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7.7.229
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169
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7.7.232
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7.7.233
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7.7.245
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7.7.249
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7.7.251

2520

317
20

7.7.252

5040

1351
90

7.7.253

5040

2627
180

7.7.254

2520

644
45

7.7.255

2520

2717
180

7.7.256

O O Ve 8, R

5040

—5040

5011
360




175

180

7.7.257 @ 3 2520 | 7560 -9 % 0
7.7.258 @ 0 2520 0 0 s 0
7.7.259 @ 0 2520 0 0 1893 0
7.7.260 @ 0 5040 0 0 e 0
7.7.261 @ 0 5040 0 0 18l 0
7.7.262 @ —1 2520 | —2520 3 2 0
7.7.263 % 0 1260 0 0 ol 0
7.7.264 @ 1 5040 | 5040 —6 2 0
7.7.265 @ 1 5040 | 5040 —6 1577 0
7.7.266 @ —2 840 | —1680 2 o 0
7.7.267 Z@ -1 2520 | —2520 3 2 0
7.7.268 @ 0 5040 0 0 e 0
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7.7.281 O 1 360 360 —3 5887 0
7.7.282 @ 0 1260 0 0 i 0
7.7.283 @ 0 2520 0 0 % 0
7.7.284 @ 0 2520 0 0 1 0
7.7.285 @ —2 1260 | —2520 3 il 0
7.7.286 @ 0 2520 0 0 e 0
7.7.287 @ 0 5040 0 0 2 0
7.7.288 @ 0 2520 0 0 e 0
7.7.289 @ 0 1260 0 0 337 0
7.7.290 @ 0 5040 0 0 8oL 0
7.7.291 @ 1 1260 | 1260 —3 L 0
7.7.292 @ 0 840 0 0 o 0
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30

7.7.329 @ —4 315 | —1260 3 2 0
7.7.330 @ 12 210 2520 -3 2 0
7.7.331 @ 6 140 840 ~1 % 0
7.7.332 @ 13 420 | 5460 | —% 581 0
7.7.333 @ ~12 105 | —1260 3 22 0
7.7.334 @ ~19 420 | —7980 | % = 0
7.7.335 @ 18 210 3780 -3 B 0
7.7.336 @ —11 | 1260 | —13860| 2 B8 0
7.7.337 @ —12 630 | —7560 9 & 0
7.7.338 @ —7 1260 | —8820 | % 2 0
7.7.339 @ 2 1260 | 2520 -3 L 0
7.7.340 @ 8 1260 | 10080 | —12 = 0
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529

7.7.353 ,@ —2 210 | —420 : 2 0
7.7.354 M 1 21 21 -5 & 0
7.7.355 % —50 315 | —15750| = 0
7.7.356 @ 20 105 2100 -3 139 0
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APPENDICE B

PROCEDURES M APLE UTILIS EES

Nous présentons dans cet appendice des programmes en(Maplesoft, 2008) que nous avons
créés pour illustrer les résultats relatifs a la prés¢hése. Ces procédures implémentent la méthode
d’Ehrhart, la méthode de Monte-Carlo pour le calcul deslpaie Mayer et de Ree-Hoover ainsi
que des procédures pour le calcul du start content et paoalyse de certains parametres liés
aux graphes. Finalement nous présentons des petits proms en Maple qui implémentent la

méthode de Fourier pour le calcul du poids de Mayer.

B.1 Polyndme d’Ehrhart

with(codegen):
with(GraphTheory):
with(CurveFitting):
with(SpecialGraphs):

Cette procédure construit la fonctionlume,(n) pour calculer le nombre de points a coordonnés

entieres contenus dans les dilatés du graptienné en parametre.

make := proc(g) local procbody, locals, mainseq, i;

procbody := Name(nam..integer);
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procbody := procbody, Parameters(n..integer);

procbody := procbody, Options(autocompile);

procbody := procbody, Description();

locals := seq(v]|i..integer, i=1..nops(Vertices(g))-1) ;

locals := locals, S..integer;

locals := locals, seq(r||i..integer, i=1..nops(Vertices (9)-1);
procbody := procbody, Locals(locals);

procbody := procbody, Globals();

mainseq := Assign(S, 0);
for i from 1 to (nops(Vertices(g))-1) do
mainseq := mainseq, Assign(r|[i,
nops(ShortestPath(g, x0, x||i)) * n);
od:

mainseq := mainseq, makefor(g, 1);

mainseq := mainseq, Return(S);
procbody := procbody, StatSeq(mainseq);
return Proc(procbody);

end proc:

Cette procédure construit recursivement les bouclegspondant aux differentes contraintes im-

posés par le graphe.

makefor := proc(g, niveau) local forbody, conditions, i, op eration;
forbody := v||niveau, -r||niveau, 1, r||niveau, true;

conditions := true;

for i from O to niveau - 1 do

if member(x||i, convert(Neighbors(g, x||niveau), set)) t hen
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conditions := conditions and abs(v||niveau - V||i) <= n;
fi:
od:
conditions := subs(v0=0, conditions);
if niveau >= nops(Vertices(g))-1
then operation := Assign(S, S + 1);
else operation := makefor(g, niveau+l);
fi:

forbody := forbody, StatSeq(lf(conditions, StatSeq(oper ation)));
For(forbody);
end proc:

Cette procédure renomme les sommets de maniere apgequiirmake() et retourne la fonction

volumey(n) construite.

graphToProc = proc(g)
RelabelVertices(g, [seq(x||i, i=0..NumberOfVertices(g )-1)D;
intrep2maple(make(%));

end proc:

Cette procédure calcule le nombre de points a l'intériges dilatés du graphe et calcule le

polyndme d’Ehrhart.

ehrhart := proc(g) local volume, v, i;
option remember;

volume := graphToProc(g):

v = [0$nops(Vertices())]:

for i from 1 to nops(Vertices(g)) do
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v[i] = [i, volume(i)];
od:
Polynomiallnterpolation(v, n);

end proc:

B.1.1 Exemple d’utilisation

Soitg le graphe complet a 4 sommets.

g := RelabelVertices(CompleteGraph(4), [seq(i, i=0..3)]
DrawGraph(g);

L7 N

3

Dans ce cas, le programmelumey(n) généré payraphToProc(g) est :

proc (n:integer)

local S, r1, r2, r3, vl, v2, v3;
option autocompile;

S =0

r1 = 2 *n;

r2 .= 2 =n;,
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r3 := 2 n;
for v1 from -rl to rl do
if abs(-vl) <= n then
for v2 from -r2 to r2 do
if abs(-v2) <= n and abs(v2-vl) <= n then
for v3 from -r3 to r3 do
if abs(-v3) <= n and abs(-v3+vl) <= n
and abs(-v3+v2) <= n then
S = S+1;
end if
end do
end if
end do
end if
end do;
return S;

end proc:

C’est cevolumey(n) qui est utilisé paehrhart(g) pour obtenir le polynéme

4n3 +6n% 4+ 4n + 1 (B.1)

B.2 Polyndome d’Ehrhart dans le cas de Ree-Hoover

with(codegen):
with(GraphTheory):
with(CurveFitting):

with(combinat):
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with(ListTools):
with(StringTools):
with(SpecialGraphs):

Comme pour le polyndme d’Ehrhart correspondant au poididadesr, on commence par construire
la fonctionvolume,(n) pour calculer le nombre de points a coordonnées ent@etenus dans

les dilatés du graphg donné en parametre.

make := proc(garg)
local procbody, locals, mainseq, i;
procbody := Name(nam..integer);
procbody := procbody, Parameters(n..integer, resultat);

procbody := procbody, Options(autocompile);

procbody := procbody, Description();

locals := seq(v||i..integer, i=1..nops(Vertices(garg)) -1);
locals := locals, S..integer;
locals := locals, seq(r||i..integer, i=

1..nops(Vertices(garg))-1);

procbody := procbody, Locals(locals);

procbody := procbody, Globals();

mainseq := Assign(S, 0);

for i from 1 to (nops(Vertices(garg))-1) do
mainseq = mainseq, Assign(r|[i,
nops(ShortestPath(garg, x0, x||i)) * n);

od:

mainseq := mainseq, makefor(garg, 1);

mainseq := mainseq, Return(S);
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procbody := procbody, StatSeq(mainseq);
return Proc(procbody);

end proc:

C’estdansnake for que se situe la difference avec le programme précédertta@e differemment
les arétes qui ne sont pas dans le graphe. Cette procéshs&uit recursivement la boucle princi-

pale de la fonctiowolumegy(n).

sp = (g, niveau) -> nops(ShortestPath(g, x0, x||niveau)) - 1,
makefor := proc(garg, niveau)

local forbody, conditions, i, operation;

forbody := v||niveau, -sp(garg, niveau) *n, 1, sp(garg, niveau) * 1,

true;

conditions := true;

for i from O to niveau - 1 do

if member(x||i, convert(Neighbors(garg, x||niveau), set )) then
conditions := conditions and abs(v||niveau - V]||i) <= n;

else

conditions := conditions and abs(v||niveau - v||i) > n;
fi:
od:
conditions := subs(v0=0, conditions);
if niveau >= NumberOfVertices(garg) - 1
then operation := If(resultat[l] = 2°31 - 1,
StatSeq(Assign(resultat[2], resultat[2] + 1),
Assign(resultat[1], 0)),
StatSeq(Assign(resultat[1], resultat[1] + 1)));

else operation := makefor(garg, niveau+1l);
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fi:

forbody := forbody, StatSeq(lf(conditions, StatSeq(oper ation)));
For(forbody);
end proc:

Cette procédure recoit un graphesn parametre, renomme les sommets de facon appropriée et

retourne la fonctionolume,(n) associéee.

graphToProc := proc(g)
RelabelVertices(g, [seq(x]]i, i=0..NumberOfVertices(g )-1)));
intrep2maple(make(%));

end proc:

Cette procédure calcule le polyndme d’Ehrhart dans ledeaRee-Hoover a partir d’'un graphe

donneé.

ehrhartrh := proc(g)
local p, valeurs, n, X, v1, resultat;
p := graphToProc(g);
valeurs := Array(0..NumberOfVertices(g)-1, datatype=in teger);
for n from 0 to NumberOfVertices(g)-1 do
X =0
resultat := Array(1..2, datatype=integer[4]);
p(n, resultat);
X = X + resultat[1] + resultat[2] *2°32;
valeurs[n] := x;
od;

convert(eval(valeurs), list);
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Polynomiallnterpolation([seq(i, i=0..nops(%)-1)], %, z );

end proc:

B.2.1 Exemple d'utilisation

Soitg le graphe complet a 4 sommets.

g = RelabelVertices(CompleteGraph(4), [seq(i, i=0..3)] );
DrawGraph(g);

Dans ce cas, le programmelume,(n) généré payraphToProc(g) est :

proc (n:integer, resultat)
local S, rl, r2, r3, vi, v2, v3;

option autocompile;

S = 0;

rL := 2 =n;
r2 := 2 =n;
r3 := 2 *n;

for vl from -n to n do
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if abs(-vl) <= n then
for v2 from -n to n do
if abs(-v2) <= n and
abs(-v2+vl) <= n then
for v3 from -n to n do
if abs(-v3) <= n and abs(-v3+vl) <= n
and abs(-v3+v2) <= n then

if resultat[1] = 2147483647 then

resultat[2] := resultat[2]+1;

0

resultat[1] :

else

resultat[1] := resultat[1]+1
end if
end if
end do
end if
end do

end if
end do;
return S

end proc

Finalement on obtient le polyndme d’Ehrhart RH suivant :

423 + 622 + 42+ 1 (B.2)
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Cette procédure effectue le calcul approximatif du voluntiaide de techniques statistiques.

with(GraphTheory):
with(combinat):
with(RandomGraphs):

with(RandomTools):

Tout d’abord voici une routine de ré-étiquetage de graphe

toNum := proc(gx):
return RelabelVertices(gx, [seq(i, i=0..nops(Vertices(

end proc:

toX := proc(gn)
return RelabelVertices(gn, [seq(x||i,
i=0..nops(Vertices(gn))-1)]);

end proc:

Voici quelques routines de manipulation d’arbres.

9x))-1)D);
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parcoursProfondeur := proc(sommet, arbre, trace)
voisins := convert(Neighbors(arbre, sommet), set);

dejavisites := convert(trace, set);
r := [op(trace), sommet];
avisiter := voisins minus dejavisites;
if avisiter = {} then
return r;
fi;
for v in avisiter do
r .= parcoursProfondeur(v, arbre, r);
od;
end proc:
etiquetageCroissant := proc(arbre)
p := parcoursProfondeur(x0, arbre, []);
end proc:
arborescenceCroissante := proc(g)
local t, reetiquetage, substitutions, gr;

t := SpanningTree(Q);

reetiquetage := etiquetageCroissant(t);



substitutions := [];

for i from 1 to nops(Vertices(t)) do
substitutions := [op(substitutions), reetiquetageli]
= x||(-1)I;

od;

t := Graph(subs(substitutions, Edges(t)));
gr := Graph(subs(substitutions, Edges(q)));

return gr, t;

end proc:

arbreToListe := proc(arbre, racine)

liste := select(s -> s <> racine, Vertices(arbre));

liste sort(liste, (x,y) -> convert(x, string) <
convert(y,string));
map(s -> ShortestPath(arbre, s, racine)[2], liste);

end proc:

Voici des routines pour le calcul du volume

path_sum := proc(ij, ac)

local i, j, p, sl1, s2, s3, t1, t2;

P o= AL
j =2
fac(0) := 0:

k := nops(ac);
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for p from 1 to k do

fac(p) = ac[p]

od:
eval(fac):
sl := {seq((fac@@m)(i), m=0..k)};
s2 = {seq((fac@@m)(j), m=0..k)};
s3 := sl intersect s2;
t1 ;= s1 minus s3;
t2 = s2 minus s3;
tl := map(i->u[i],t1);
t2 = map(i->u[i],t2);
r .= convert(t2, ‘+‘-convert(tl, ‘+%;
return r;
end:
abs2 := proc(couple)

if nops(couple) = 1

fi;

then return abs(couple);

else convert(map(a -> a"2, couple), ‘+%;

end proc;

ineq2 := proc(ij, ac, d)
ifd=1

then return abs(path_sum(ij,ac)) <= 1;
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else return abs2(path_sum(ij, ac)) <= 1;
fi;

end proc;

caract2 := proc(compl, complz, ac, t, d)

local rep, S1, S2, ij;
global u;
u =t
rep ;= 1; S1 = 1; S2 = 1;
for ij in compl do

if not(ineqg2(ij,ac, d))

then return O;

fi;

od;

for ij in complz do
if ineq2(ij,ac, d)

then return O;

fi;
od;
return 1;
end:

Voici la routine qui calcule un point aléatoire dans la lsouhité & dimmensions.

tir ;= evalf((2/1000000) «rand(1..1000000)-1);
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tirz := proc(d) local cl, c2;
ifd =1
then return tir();

fi;

c = [2%d]; # peu importe la valeur, pourvu que ca soit pas bon
while convert(map(a -> a'2, ¢), ‘+) > 1 do
for i from 1 to d do
cli] = tir();
od;
od;

return c;

end:

\oici la routine principale de calcul du volume d’un grapheu compl est la liste des arétes qui
ne figurent pas dans I'arborescence couvrane,plz est la liste des arétes du complémentaire de

g, etac est I'arborescence couvrante croissante enracinée amsthreprésentée sous forme de

liste.

numVol2 := proc(compl, complz,ac,Nmax, d) local t, i, S ;
S =0
k := nops(ac);
for i from 1 to Nmax
do t := [seq(tir2(d),j=1..K)] ;
S = S + caract2(compl, complz, ac, t, d)

od;
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RETURN(evalf(2°’k  * S/INmax));

end:

Cette procédure prépare les parametres tels qu'atguatwumV ol2() a partir d’'un graphe.

prepareParametres := proc(g)
gcroissant, acroissant := arborescenceCroissante(g);
ac := arbreToListe(acroissant, x0);

compl := Edges(gcroissant) minus Edges(acroissant);

graphecomplementaire := GraphComplement(gcroissant);

complz := Edges(graphecomplementaire);

s = seq(x||i=i, i=0..nops(Vertices(Q)));
complz := subs(s, complz);
compl := subs(s, compl);

ac = subs(s, ac);

compl := map(a -> sort(convert(a, list)), compl);

complz := map(a -> sort(convert(a, list)), complz);

return compl, complz, ac;

end proc:

B.3.1 Exemple de manipulation des arbres

On commence avec un grapieonnexe aléatoire :
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N

N
\
v

y

On en extrait une arborescence croissante.

X 1
X

Cette arborescence enracinée)erst représentée par la ligte 1, 0, 0, 0].

B.3.2 Exemple de calcul de volume

Approximation du volume dé&(, en dimensior2 en utilisant100000 points :

g = toX(CompleteGraph(4));
numVol2(prepareParametres(g), 100000, 2);

On a obtenu cette fois-ci 2.1944. On peut aussi faire la tatltd dimension :
numVol2(prepareParametres(g), 100000, 1);

qui nous donne 3.9852 ce qui est encourageant, sachantvpleua exacte est 4. Pour obtenir une

réponse plus proche il faudrait utiliser plus de points.



203

B.4 Calcul du star content

with(GraphTheory):
with(SpecialGraphs):

with(combinat):

Cette procédure réduit un graphe a un cas plus simpleaseewaleur mais comportant moins de

sommets.

ReduitGraphe := proc(g)

aretesTilda := Graph(Edges(GraphComplement(g)));

aretesTilda := RelabelVertices(aretesTilda,

[seq(i, i=1..NumberOfVertices(aretesTilda))]);

# Si tous les sommets de g sont tilda, alors on ne peut

plus reduire

if NumberOfVertices(aretesTilda) = NumberOfVertices(qg) then
return g;

fi;

reduit := CompleteGraph(NumberOfVertices(g)-1);

for e in Edges(aretesTilda) do
DeleteEdge(reduit, €);

od;

reduit := Graph(Edges(reduit));
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# si le graphe reduit n'est plus 2-connexe, alors on ne
peut pas rduire
if not IsBiconnected(reduit) then

return g;

fi;

# Si le graphe ne comporte que 4 sommets, on arrete la reductio n
if NumberOfVertices(g) = 4 then
return g;

fi;

reduit := ReduitGraphe(reduit);

Graph(Edges(reduit));

reduit :
RelabelVertices(reduit, [seq(i, i=1..NumberOfVertices (reduit))]);

end proc:

Cette procédure détermine si un sous-graphe décriegarétes remplit les conditions nécessaires

pour contribuer au star content du graphe original.

sousGrapheValide := proc(s, nv)
local g;
if s = {} then return false; fi
if nops(‘union‘(op(s))) <> nv then
return false;
fi;
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g := Graph(s);

if IsBiconnected(g) then
return true;

else
return false;

fi;

end proc:

Cette procédure calcule le star content d’'un graphe denrgarametre.

StarContent := proc(garg)
local nv, sousGraphes, valides, x, v, t, g, n, m, nz, mz;
g = ReduitGraphe(garg);
nv := NumberOfVertices(g);

sousGraphes := choose(Edges(Q)):

x = 0
for v in sousGraphes do
if sousGrapheValide(v, nv) then
X = x + (-1)"(nops(g) - nops(v));
fi;
od:
gc();

# x est le coefficient du graphe reduit
nz := NumberOfVertices(garg);

mz = NumberOfVertices(g);
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return (-1)"(binomial(nz,2) - binomial(mz,2)) *
x * (nz-2)! / (mz-2)!;

end proc:

B.4.1 Exemple de calcul du star content

StarContent(CompleteGraph(7));

Ce qui donnd 20.

B.5 Recherche montrant que les deux poids ne sont pas fonati® de certains pa-

rametres
B.5.1 Proc&dure Maple pour certains parametres

with(GraphTheory):
with(combinat):

with(ListTools):

Ce fichier contient la matric&'raphes RH _Numerotes qui contient I'ensemble des calculs ef-
fectués dans le cadre de ce projet. Puisque nous avondeitalculs pour tous les graphes 2-

connexes jusqu’d sommets, ce tableau compofi&?2 entrées. On a (dans l'ordre) :

1. Une étiquette, par exemple "2.0.1” correspondant tiglietage du tableau présenté en an-

nexe.

2. Le nombre de sommets.

3. La cardinalité du groupe d’automorphismes.
4. La liste des arétes du graphe.

5. Le polyndéme d’Ehrhart.
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6. Le star content.

7. Le polynbme d’Ehrhart Ree-Hover.

read "GraphesRH_Numerotes.txt";

On définit ensuite un ensemble de méthodes pour calculiroes valeurs des graphes. On accede

au graphe selon son indice dans le tabl€aaphes RH _Numerotes.

NombreSommets := proc(n)
option remember;
GraphesRH_Numerotes[n,2];

end proc:

NombreAretes := proc(n)
option remember;
nops(GraphesRH_Numerotes[n,4]);

end proc:

Graphe = proc(n)
option remember;
Graph(GraphesRH_Numerotes[n,4]);

end proc:

Degres := proc(n)
option remember;
DegreeSequence(Graphe(n));

end proc:
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VolumeMayer := proc(n)
option remember;
Icoeff(GraphesRH_Numerotes[n,5]);

end proc:

PoidsMayer := proc(n)
option remember;
VolumeMayer(n) = (-1)°"NombreAretes(n);

end proc:

VolumeRH := proc(n)
option remember;
Icoeff(GraphesRH_Numerotes[n,7]);

end proc:

PoidsRH := proc(n)
option remember;
VolumeRH(n) * (-1)"NombreAretes(n);

end proc:

NombreArbresCouvrants := proc(n)
option remember;
NumberOfSpanningTrees(Graphe(n));

end proc:

Automorphismes = proc(n)

option remember;
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GraphesRH_Numerotes[n,3];

end proc:

StarContent := proc(n)
option remember;
GraphesRH_Numerotes[n,6]

end proc:

NombreEtiquetages := proc(n)
option remember;
NombreSommets(n)! / Automorphismes(n);

end proc:

Numero := proc(n)
GraphesRH_Numerotes[n,1];

end proc:

On place ces méthodes dans une liste qu’on utilisera pldgptaur les manipuler.

Criteres := [NombreSommets, NombreAretes, Degres, Volume Mayer,
PoidsMayer, VolumeRH, PoidsRH, NombreArbresCouvrants,

Automorphismes, StarContent, NombreEtiquetages];

Cette procédure teste si deux graphes de mémes pararoptrdes valeurs differentes. Si c’est le

cas, on a un contre-exemple qui montre §ludeur() n'est pas fonction deBarametres.

PaireGrapheEstContreExemple := proc(Paire, Parametres, Valeur)

local cl1, c2;
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p := convert(Paire, set);

if (Valeur(Paire[1l]) <> Valeur(Paire[2])) then

cl
c2

map(f -> f(p[1l]), Parametres);

map(f -> f(p[2]), Parametres);

if (c1 = c2) then
# On a deux valeur mais les memes parametres, c’'est
un contre-exemple
return true;
fi;
fi;

# Le test n'est pas concluant
return false;

end proc:

Recherche exhaustive de contre-exemples pour une valdas giarametres donnés
Parametres Liste de critéres a utiliser comme parametres
Valeur Valeur dont on vérifie la dépendance aux parametres

NombreDeGraphesATester Quels graphes utiliser dans le tablegitaphes RH _Numerotes

TesteCandidat := proc(Parametres, Valeur, NombreDeGraph esATester)
local ValeurDesParametres, g, GraphesDeMemeParametres,
ContreExemples, paquet, minimum, PaquetContreExemple, p m, ub, i;
ValeurDesParametres := [seq([i, map((f,i) -> f(i),

Parametres, i)], i=1..NombreDeGraphesATester)]:



ValeurDesParametres := Categorize((x,y) -> Xx[2] = Vy[2],

ValeurDesParametres):

GraphesDeMemeParametres = []:

for g in ValeurDesParametres do
GraphesDeMemeParametres := [map(x -> x[1], g),
op(GraphesDeMemeParametres)];

od:

GraphesDeMemeParametres := remove(x -> nops(x) = 1,

GraphesDeMemeParametres);

ContreExemples = []:
for paquet in GraphesDeMemeParametres do
map(x -> Valeur(x), paquet);
if (nops( convert(%, set) ) > 1 ) then
ContreExemples := [paquet, op(ContreExemples)];
fi;
od:

if (nops(ContreExemples) > 0) then

minimum := sort(ListTools[Flatten](ContreExemples))[1

PaquetContreExemple := op(select(li -> minimum in i,

ContreExemples));

pm := PoidsMayer(PaquetContreExemple[1]):

211



212

ub := nops(PaquetContreExemple):
for i from 2 to ub do

if Valeur(PaquetContreExemple[i]) <> pm then

return {PaquetContreExemple[1], PaquetContreExemple]i

fi;
od;
else
return {};

fi;

end proc:

Cette procédure engendre des combinaisons de pararegtesherche des contre-exemples.

Valeur Nom du critére a tester.

RechercheExhaustive := proc(Valeur)
local parametresPossibles, candidats, candidat,

contreExemples, autres;

contreExemples = {};
parametresPossibles := remove(x -> x = Valeur, Criteres);
candidats := remove(x -> x = [], choose(parametresPossible

candidats := sort(candidats, length);

while (candidats <> []) do
candidat := candidats[1];

candidats := candidats[2..nops(candidats)];

s));
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# Recherche d’abord dans les graphes ayant moins de sommets,
et passe
# aux graphes a plus de sommets seulement si aucun
contre-exemple n’a ete trouve.
for profondeur in [15, 71, 359, 7662] do
#printf("  Maintenant en profondeur %d\n", profondeur);
paire := TesteCandidat(candidat, Valeur, profondeur);
if (paire <> {}) then break; fi
od;
if (paire <> {}) then

contreExemples := contreExemples union {[candidat, paire 1%

# on teste cette nouvelle paire avec tous les candidats
restants
# (un contre-exemple pour certains parametres est tres
souvent un
# contre-exemples pour d’autres)
autres := select(x -> PaireGrapheEstContreExemple(paire . X,
uneval(Valeur)),
candidats);

for ce in autres do

contreExemples := contreExemples union {[ce, paire]};
od,;
candidats := remove(x -> PaireGrapheEstContreExemple(pa ire,
X, uneval(Valeur)), candidats);

else
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# Pas de contre-exemple pour ces parametres, inutile
d’en rajouter
candidats := remove(x -> {op(candidat)} subset {op(x)},
candidats);
printf("  Possiblent fonction de %a.\n", candidat);
fi;
od:

return contreExemples;

end proc:

Parmis tous les contre-exemples trouvés, la premiérgpaeE€dures suivantes conserve unique-

ment les ensembles maximaux de parametres et la deuxasnadfiche.

contreFExemples Ensemble ou liste de contre-exemple (un contre-exemplanestiste dont le
premier éléement est une liste de parametres, et dontugi@ae €lément est une paire de

graphes qui illustre le contre-exemple).

NettoyerContreExemples := proc(contreExemples)
local Nettoyee, item, aEnlever;
Nettoyee := contreExemples;
for item in contreExemples do
aEnlever := choose(item[1]);

# On conserve le plus gros

aEnlever := aEnlever[l..nops(aEnlever)-1];

Nettoyee
od;

remove(x -> Xx[1] in aEnlever, Nettoyee);

return Nettoyee;
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end proc:

AfficherContreExemples := proc(Valeur, contreExemples)
local ce;
for ce in contreExemples do
printf("%a par les graphes %s et %s ", ce[l],

Numero(ce[2][1]), Numero(ce[2][2]));

printf("(%a, %a, %a)\n", Valeur(ce[2][1]), Valeur(ce[2] 2],
map(f -> f(ce[2][1]), ce[1]));
od;
end proc:

B.5.2 Exemples

RechercheExhaustive(PoidsRH):
NettoyerContreExemples(%):

AfficherContreExemples(PoidsRH, %);

Possiblent fonction de [Degres, VolumeRH].

Possiblent fonction de [Degres, PoidsMayer].

Possiblent fonction de [Degres, VolumeMayer].

Possiblent fonction de [PoidsMayer, VolumeRH].
Possiblent fonction de [VolumeMayer, VolumeRH].
Possiblent fonction de [NombreAretes, VolumeRH].
Possiblent fonction de [Degres, NombreArbresCouvrants].

Possiblent fonction de [VolumeRH, NombreArbresCouvrants

[NombreSommets, NombreAretes, VolumeMayer, PoidsMayembreArbresCouvrants, Auto-

morphismes, StarContent, NombreEtiquetages] par leshgsap.5.7 et 6.6.10 (0, -1/30, [6, 9,
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169/15, -169/15, 55, 2, 0, 360])

[NombreSommets, NombreAretes, Degres, AutomorphismesC8ntent, NombreEtiquetages]

par les graphes 7.7.109 et 7.7.151 (-1/360, 0, [7, 13, [4,2,2 5, 5], 2, 0, 2520])

[NombreSommets, VolumeRH, Automorphismes, StarConkmtibreEtiquetages] par les graphes

6.3.1 et 6.4.1 (-1/5, 1/5, [6, 1/5, 12, 0, 60])

RechercheExhaustive(PoidsMayer):
NettoyerContreExemples(%):

AfficherContreExemples(PoidsMayer, %);

Possiblent fonction de [Degres, VolumeMayer].
Possiblent fonction de [NombreAretes, VolumeMayerl].

Possiblent fonction de [VolumeMayer, NombreArbresContsh

[NombreSommets, NombreAretes, Degres, VolumeRH, PoiddRimbreArbresCouvrants, Au-
tomorphismes, StarContent, NombreEtiquetages] par kgshgs 8.8.77 et 8.8.142 (-3856/315, -
1103/90, [8, 19, 1[5, 4,5, 4,5, 4,5, 6], 0, 0, 12852, 2, incqrl 60])

[NombreSommets, VolumeMayer, VolumeRH, PoidsRH, Autgohsmes, StarContent, NombreE-

tiquetages] par les graphes 7.5.16 et 7.6.32 (2251/1881/220, [7, 2251/180, 0, 0, 4, 0, 1260])

B.6 Implémentation en Maple de la néthode de Fourier

Nous présontons ici des procédures en Maple qui impléenéta méthode de Fourier pour le

calcul du poids de Mayer. La procédure principale wMayengdren entrée les deux parameties
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etca ol a est une arborescence couvrante d’'un graphe conngaenée sous la forme d’'une liste
a=[a(l),a?),...,ak)],  a(i)<i, (B.3)
et son complémentaire donné par

ca =c\a = [{i,7}|{i,j} aréte de cnon présente dans a | = ca (notation). (B.4)

B.6.1 Calcul de la difference divige pour des points distintcs

Dans le programme qui suit, la procédul@calcule la difference divisée de expr pour la liste de

points distincts Ist par rapport a la variable var.

dd :

proc(expr, Ist, var) local i, p, n;

n nops(lst);

for i from 1 to n

do

pli] := mul(st[i]-Ist[j],j = 1..i-1) *mul(Isti]-Ist[j],j = i+1..n)
od;

add(subs(var=lst[i],expr)/p[i], i=1..n);

end:

B.6.2 Calcul de la difference divi€e pour des points epétés

Dans le programme qui suit, la procédi® calcule la difference divisée de expr pour le multi-

ensemble mset par rapport a la variable var dans le cas eanflu

DD := proc(expr, mset, var) local i, p, Istv, v, Istm, n, aux;
n :=nops(mset);

Istv := [seq(op([i,1],mset),i=1..n)];

Istm := [seq(op([i,2],mset),i=1..n)];
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aux := dd(expr,lstv,var);
for i from 1 to n do

if Istm[i]>1 then

aux := diff(aux,Istv[i]$(Istmli]-1))/(Istm[i]-1)! fi; o d;
RETURN(aux);
end:

B.6.3 Réduction d’'un terme en un autre qui utilise seulementxp(ivt) ou v > 0

Dans le programme qui suit, la procédgteanimplémente la remarque 11 sur I'accélération. Elle
prend theterm= ¢, (t)e’* dans T et le transforme &k, (t)e™, siv > 0, ency(t)e’, siv = 0

ou eno, siv < 0 (var=t).

clean := proc(the_term, var);

if limit(subs(var=I xvar, the term), var=infinity) = 0 then
RETURN(2 the_term)

elif limit(subs(var=-I *var, the_term), var=infinity) = 0 then
RETURN(0)

else RETURN(the_term) fi;

end:

B.6.4 Réduction de I'intégrand en utilisant seulementxp(ivt) ot v > 0

Dans le programme qui suit, la procédleof_T utilise la fonction clean en transformant T en U

ou (var=t).

U of T := proc(z, var) local aux;
aux := combine(expand(convert(z, exp)));
RETURN( map(clean,aux,var) )

end:
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Dans le programme qui suit, la procédemmputemplémente le lemme 8 en intégrant TP (:=T/P)

par rapport a la variable (vakt).

compute := proc(TP,var) local sol, T, U T, P, Ic, tau, sol ta
T := numer(TP); P := denom(TP);

T := combine(T,trig); U_T := U_of T(T,var);

Ilc := Icoeff(P,van);

sol := convert([solve(P,var)], multiset);

sol_tau := [seq([tau[i-1],s0l[i][2]], i=1..nops(sol))]

z = DD(U_T,sol_tau,var);

z = subs([seq(tau[i-1]=sol[i][1], i=1..nops(sol))],z)
RETURN(combine((l/2)  *normal(z/Ic), trig));

end:

u,z,

B.6.6 Calcul de I'ensemble des descendants d’'un sommjetians I'arborescencen

Dans le programme qui suit, la procédutesccalcule I'ensemble des descendants du sommet

dans I'arborescence

desc := proc(j, a) local aux, ind;

aux := {j}; ind = j;

while ind <> 0

do aux := aux union {a[ind]};
ind := a[ind]

od; RETURN(aux)

end:
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B.6.7 Calcul de I'ensemble des sommets de la sous-arborasee induite a,

Dans le programme qui suit, la procéduegtcalcule I'ensemble des sommets de la sous-arborescence

a, €n prenant en entréeetv.

vert := proc(a,nu) local aux, j;
aux = {}
for j from O to nops(a)
do
if evalb(nu in desc(j,a)) then aux := aux union {j} fi
od;
RETURN(aux);

end:

B.6.8 Calcul de la difference entre les variables entrantes et sortantes

Dans le programme qui suit, la procédisemdiff calcule > "t — > . en prenant en entrée
ay<e e<ay

I'arborescence:, son complémenta et le sommet.

sum_diff := proc(a, ca, nu) local e, aux;

aux = 0;

for e in ca

do
if evalb( min(op(e)) in vert(a, nu) ) then aux := aux+t[e] fi;
if evalb( max(op(e)) in vert(a, nu) ) then aux := aux-t[e] fi

od;

RETURN(aux);

end:
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B.6.9 Latransformée de Fourier dex(z € [—1,1])
Dans le programme qui suit, la procédsrest la fonction

2sinx
= v#0
€r —

2 z =0,

qui est la transformée de Fourier g¢|z| < 1).
s ;= x -=> if x=0 then 2 else 2 *sin(x)/x ~ fi:

B.6.10 Calcul de I'integrand pour le poids de Mayer dec

Dans le programme qui suit, la procédtine TPcalcule I'intégrand dans (6.56) qui donne le poids

de Mayerw,(c) ou c est donné en entrées sous la forfagca).

theTP := proc(a,ca) local p, nu;

p := mul(s(t[e]), e in ca);

for nu from 1 to nops(a) do p == p * s(sum_diff(a,ca,nu)) od;
RETURN(p);

end:

B.6.11 Repgsentation des sundiff comme des multi-ensembles

Dans le programme qui suit, la procéduhe.itemsreprésente la famille des “sudiff” comme

multi-ensemble en prenant en entrée I'arborescengteson complémenta.

the_items := proc(a,ca) local e, nu,item; global t;
item := NULL:
for e in ca do item := item,abs(t[e]) od;

for nu from 1 to nops(a)
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do

item := item, abs(sum_diff(a,ca,nu))
od;

item := convert([item], multiset);

RETURN(convert(item, set));

end:

B.6.12 Calcul du poids de Mayer

Dans le programme qui suit, la procédure principelédayerutilise toutes les procédures précédentes
et calcule le poids de Mayer d'un graphen prenant en entrée I'arborescena son complement

ca.

wMayer := proc(a,ca) local A, items,e, it; global t;
items := the_items(a,ca); A = 1;

for e in ca

do

for it in items

do if has(it,tfe]) then

A = A=s(op(op(l,it))) op(2,it); items := items minus {it} fi;
od;

A = compute(A, t[e]);

od,

RETURN(simplify(A));

end:

B.6.13 Calcul du poids de Mayer degchelles

Le programme qui suit illustre I'utilisation de la proc&éduvMayer en calculant le poids des

echellesEchelle[k], pourk = 2,3, ...20. C'est ainsi que la table 4 a &été produite.
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for k from 2 to 20 do

a := [seq(2 =floor((i-1)/2),i=1..2 *k),2 *K]:
ca = [seq({2 +i-1, 2 ~*i+l}, i=1..K)]:

w_ladder[k] := wMayer(a,ca):

tt = time():

print(k,evalf(w_ladder[k]),w_ladder[K]);

time()-t;

od;
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