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RESUME

Les polyominos sont souvent représentés par des motsateedettres ou des mots de
changements de direction décrivant leur contour. La coatbire des mots classique y joue
donc un rdle descriptif important, particulierement slém choix d'un représentant canonique.
Les mots de Lyndon fournissent, de fagon naturelle, ure@ésentant.

Une approche systématique pour le calcul de propriédéspdlyominos, basée sur une
version originale d’'une discrétisation du theoreme dee@ classique en calcul bivarie, est
élaborée.

sz s

Ceci nous a naturellement amené a analyser les preprg&omeétriques d’ensembles
du réseau discret dendeur maximale. Pour une taille donnée, ces ensembles minitiisen
moment d’inertie par rapport a un axe passant par leur eafgrgravite. Nous introduisons
la notion dequasi-disquest montrons entre autres que ces ensembles minimaux sopbdes
lyominos fortement-convexesNous développons également un algorithme permettafesie
engendrer systématiquement.

Un autre aspect concerne des propriétés sur les cont@msednbles discrets donnant
lieu a une nouvelle demonstration d'un résultat de Dagtr&ivat sur les points ditsaillants
etrentrantsd’un polyomino. Nous présentons également une géeéatan de ce résultat aux
réseaux hexagonaux et montrons que le résultat est fauxdgmautres réseawemi-eguliers

Nous poursuivons par l'introduction d’opérations ohelange spéciaux sur des mots
décrivant des chemins discrets selon la suite de leurgenaents de direction. Ces opérations
de mélange permettent d’engendrer des courbes fractaligpelcourbe de dragort d’analy-
ser certains de leurs invariants.

Finalement, une généralisation aux dimensions sup@sedes algorithmes précédents
basés sur le theoreme de Green discret, est prés@&tiseparticulierement, nous développons
une version discrete du théoreme de Stokes basée stardiles de poids sur les hypercubes
de dimensiork dans I'espace discré&t®, k < n. Quelques applications sont également décrites.

Mots-clés: Geomeétrie discréte, combinatoire des mots, ensendidesets, polyominos, quasi-
disques, chemins polygonaux, courbes de dragon, th@odemGreen discret, theoreme de
Stokes discret, algorithmes.



INTRODUCTION

Le domaine dans lequel mes travaux se situent est la géenti$créte qui consiste entre
autres a étudier les proprietés géométriques diabkes finis dans un espace donné. Cette
branche des mathématiques, apparue recemment souslbiomp du développement de I'in-
formatique, vise a adapter des concepts géométriqassigues a un ensemble de points d’'un
réseau régulier. Cette discrétisation contribue geameht a I'étude théorique des modeles d’ob-
jets spatiaux que I'on peut manipuler avec un ordinateuestogpérations que I'on effectue sur
ces modeles. En particulier, les figures en infographierélie sont souvent représentées par
leur contour qui, lui, peut étre codé, en 'occurrence, a mot sur un alphabet de quatre
lettres, par un mot décrivant une suite de changementsrédetidn ou par une liste d’hyper-
cubes. Ces représentations sont aussi fondamentaleslyseant en traitement d'images dont
les domaines d’applications couvrent I'imagerie médichl telédétection par satellite, la mor-
phologie, la météorologie, la géomorphologie, la sgsthd’images et plusieurs autres. Un des
problemes génériques consiste a reconstruire unedragmartir de données partielles pour en
assurer une interprétation correcte (on parle souventagsification). Une instance de ce type
de problémes est par exemple, en tomographie discrétédeda reconstruction d’'un ensemble

fini de points a partir de ses projections selon differemss.

Les polyominossont des objets du plan discret composés de cellules ¢estigt constituent
les objets bi-dimensionnels de base en infographie descRius généralement, les ensembles
discrets incluant les polyominos, les animaux, les hygmsiet plusieurs autres, constituent les
principaux objets d'études en géomeétrie discréte ebfagraphie. On retrouve leur utilisation
dans tous les domaines ci-haut mentionnés et les problalgerithmiques sous-jacents sont la

plupart du temps difficiles. Il est donc important d’etudies algorithmes liés a ces objets.

Ce document est une présentation de mes travaux effeatuésurs de mon doctorat. Il est

composé de six chapitres visant des objectifs distincts.



Le premier chapitre est assez court; il est employé amdéoertaines notions de base relatives
a nos objets a I'etude. Les polyominos, destinés bigrasjénéraliser nos dominos familiers
seront représentés ici par des mots. Afin de rappeler risitefogie usuelle se rapportant a la

combinatoire des mots, quelques généralités éléuarestsur les mots sont énoncées.

Dans le deuxieme chapitre, nous utilisons le théorent@rden et le calcul des differences finies
a deux variables pour développer des algorithmes pesintetfévaluer diverses statistiques
sur les polyominos. Celles-ci incluent I'aire, les coondees du centre de gravité, le moment
d’inertie, les moments d’ordre supérieur, les vecteurprdgections verticales et horizontales,

le nombre de pixels en commun avec un ensemble donné de pixetrtaineg-statistiques.

Le troisieme chapitre est consacré a I'analyse de petgwigéomeétriqgues d’ensembles discrets
du plan qui minimisent leur moment d’inertie. Ces ensemblagparentent a des disques dis-
crets que nous appelons dpmsi-disquesUn algorithme efficace pour les engendrer systémati-

guement est décrit.

Le quatrieme chapitre traite d’un autre aspect qui coreckas propriétés de contours de classes
d’ensembles discrets. Celles-ci donnent lieu a une ntmgémonstration d’un résultat de Dau-
rat et Nivat concernant les points dgaillants et rentrantsd’un polyomino. Une analyse de

résultats analogues sur les résesepulierset semi-€guliersest également présentée.

Dans le cinquieme chapitre, nous introduisons de nowelhérations deélangesur des mots
codant des chemins discrets selon une suite de changeneedtsedtion. Ces opérations de
mélange permettent d’engendrer efficacement des courdetalés du typeourbe de dragon

et d’énoncer des conditions garantissant I'invarianckedes aires et de leurs centres de gravité.

Dans le dernier chapitre, une généralisation aux dinbesssupérieures de plusieurs des algo-
rithmes du Chapitre 2 est établie en développant uneorediscréte du théoreme de Stokes
basée sur defamilles de poidsur deshypercubesde dimensionk dans I'espace discret de

dimensionn. Quelques applications sont aussi données.



Le but principal de cette these est donc d'étudier descags novatrices qui permettent de
développer des algorithmes pour le traitement et I'amatyBnages. La démarche proposée est
a la fois théorique et pratique : d'une part le cadre tlfr est nouveau et permet de traiter
de familles d’algorithmes dans un cadre unifié ; d'autrd few algorithmes qui en découlent

meéritent d'étre implémentés de facon efficace.



Chapitre |

NOTIONS DE BASE SUR LES POLYOMINOS

Ce chapitre vise a présenter la terminologie, la notagibcertaines notions relatives aux po-
lyominos, qui seront omniprésents tout au long de cettgediation. Comme ces objets seront
codés, la plupart du temps par des mots, les notions de basgpgortant a la combinatoire
des mots sont nécessaires et requierent un bref rappell&@terminologie usuelle, on se rap-
porte a Lothaire (Lothaire, 1997; Lothaire, 2002; Lotkair2005). Il convient sans doute,
pour commencer, de faire un survol rapide sur l'origine deatgets éléementaires. Leur appari-
tion semble émerger de diverses sources indépendantasyment en mathématiques, souvent
catégorisées dans la rubrique mathématiques ré@éaet en physique. C’est par Golomb, en
1954, dans un article sur les pavages de rectangles par esnamos (Golomb, 1954), que
le vocable polyomino semble avoir été introduit pour lampiere fois. Dans les années sui-
vantes, certains auteurs optent pour le tersmnino (Klarner et Rivest, 1973; Bender, 1974).
Parallelement, en 1956, Temperley établit un rappro@mtrantre certains problemes relevant
de la physique statistique et 'énumération de domaineespondant précisement aux poly-
ominos sans trou du réseau carré (Temperley, 1956). UWa prabléeme relié aux polyominos
concerne les problemes de pavages dont les travaux pismeimontent aux années 50 (Go-
lomb, 1954; Gardner, 1957; Golomb, 1989; Conway et LagarE#90). Plus recemment,
ces problemes ont été abordés sous une autre approohgin@resse plutot a ldécidabilite

de certains problemes de pavages qu'a la possibilitéasterpune forme particuliere (Robin-

son, 1971; Beauquier, 1991; Beauquier et Nivat, 1991; BHAeklou et Provencal, 2008).



1.1 Genreralités sur les mots

SoitY: un ensemble fini dettresappeléalphabet Un motw est une suite finie de lettres g
c’est-a-dire une fonction

w:{l,--- ,n} — X, neN,

et I'on écritw = wiws -+ w, OUw; € X, 1 <1 < n. On désigne parfois l&eme lettre de
w parw(i]. L'entier n est lalongueurde w, notée|w|. Sin = 0, alors le mot est appel@ot
vide et est not&. L'ensemble des mots de longueursur 3 est notéx", pourn > 0. Le
monoide libre engendré parest défini pad>* = |, X" et constitue 'ensemble de tous les
mots muni de 'opération binaire dmncaénation Soitw € ¥*. Unfacteur f dew est un mot

f € X" satisfaisant

dz,y € X5 w = xfy.

De plus, six # e ety # € alors f est ditfacteur proprede w. Six = € (resp.y = ¢) alors f
est appel@réfixe(resp.suffixg. On dit qu'il estpréfixe propre(resp.suffixe propre siy # ¢
(resp.z # €). Lensemble de tous les facteurs deest notéF' (w), et F,,(w) = F(w) N X"
est 'ensemble des facteurs de longueuiOn désigne ausdtref(w) 'ensemble de tous les
préfixes dew et Pref, (w) = Pref(w) N X", 'ensemble de tous les préfixes de longeube
méme, on peut définfuff(w), 'ensemble de tous les suffixes de et Suff,, (w) 'ensemble

de tous les suffixes de longueur

Uneoccurrenced’un facteurf dans le motw est I'apparition def a une certaine position. Plus

précisementf = f; - - - f; apparait a la positiondansw si et seulement si
Ji, 1 < i < n, tel que f = wjw;y1 - Wiak_1.
L'ensemble des occurrences est donc une fonction définie pa
Occ : Y*x ¥ — 2N
Oce(f,w) = I={ieN|f=wwjt1  Wirp_1}-

Le nombre d’'occurrences d'un factefirc >¥* est|w|;. Un bloc de longueurk, est un facteur
de la forme particulierg = o, aveca € ¥. Siw = pu avecp,u € ¥, et|w| = n,|p| = k,

alorsp~'w = wk + 1]...w[n] = u est le mot obtenu en effacamt



L'image miroirw dew = wiws - - - w, € X" est 'unique mot satisfaisant
/{\U/i:wn—i—i-la V1<i<n.

Un palindromeest un mop € ¥* tel quep = p. L'ensemble des facteurs d’un motqui sont

des palindromes est noté par Ral).

Soit deux motsu, v € ¥*. On dit queu et v sontconjuglés s'il existe des mots:, y tels
queu = xy etv = yx. Il est facile de vérifier que la relation de conjugaisoané a la fois
réflexive, symeétrique et transitive, est en effet uneti@iad'équivalence. En particulier, la
classe d’équivalence de, notéefw], correspond a I'ensemble des permutations cycliquas de
et la longueur est invariante sous la conjugaison. Aingir paut motw € [w], il est significatif
d’écrire |[[w]| = |w|. Dans le but de fournir un représentant naturel pour leselasn introduit
un ordre total sur les mots. On peut classer les mots selgiephs relations d’ordre, mais dans

la suite, on utilisera Brdre lexicographiqueléfini comme suit.

Définition 1 Soit Y un alphabet ordong, etu,v € X*. L’ordre lexicographiquenot <, est

défini par :u < v siu = zau’, v = xbv’ avecz,v’,v' € ¥*, a,b € ¥ eta < b.

Un motw € X7 est ditprimitif s’il n’est pas puissance d'un autre, c’est-a-dire que st u"”

pouru € X1, alorsn = 1.

Définition 2 SoitX un alphabet ordon&. Un mot primitif est umot de Lyndors'il est minimal

pour I'ordre lexicographigue dans sa classe de conjugaison

Ainsi les mots de Lyndon, introduits par Lyndon (Lyndon, 49Byndon, 1955), offrent un

représentant naturel pour les classes de conjugaison.



1.2 Definitions préliminaires sur les polyominos

Plusieurs variantes sont associées au concept de polgoRilins précisement, celle que nous

utiliserons le plus frequemment dans cet ouvrage estlmgé8a définition suivante :

Définition 3 Un polyominoP est un objet du plan qui est uneunion finie de cellules unitaires
fermees(pixelg attactees par leurs @tés et disposes de maRire 4-connexe pour toute paire
de pixelspy, po € P, il existe un chemin allant de I'un vers l'autre en traverstes pixels par
les dtés(Figure 1.1 (a))De plus, on suppose que les polyominos sont simplemengxesau

sens topologiquésans tro) (Figure 1.1 (b), (c))

(@) (b) (©

Figure 1.1 (a) Un polyomino (b) pag-connexe (c) pas simplement connexe.

Par la suite, pour fixer les notations, on supposera que Ikdesed’'un polyomino sont des
carrés unitairesy, ¢ + 1] x [j,7 + 1], oui etj sont des entiers et dont les cotés sont paralleles

aux axes du plan cartési@x R.

Pouri € Z, on définit lai-eme colonne d’'un polyomin® comme l'intersection de la bande
verticale[i, i + 1] x R avecP, notée([i,i + 1] x R) N P. De méme, pouy € Z, la j-eme ligne

deP est définie pafR x [j,j + 1]) N P.

Définition 4 La i-emeprojection verticaled’un polyominoP est le nombre de cellules conte-
nues dans la-eme colonne. Lg-emeprojection horizontalest le nombre de cellules contenues

dans laj-eme ligne d&P.

On notera les vecteurs de projections verticales et haa#s non nulles respectivement par

V= ('Ul,'UQ, s ,’Um) e N"etH = (hl,hQ, s ,hn) € N” (Figure 1.2).
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Figure 1.2V = (2,4,2,4,4,5,3) etH = (5,7,6,5,1).

Il existe plusieurs sous-classes de polyominos. Les pates sont généralement définies par

des contraintes relevant de la notionad@vexié.

Définition 5 Un polyominoP estverticalement convexenot v-convexe lorsque toutes les
colonnes dé& sont connexefigure 1.3 (a)) De facon analogue, un polyomino éstrizonta-
lement convexenot h-convexelorsque toutes les lignes d@ sont connexefFigure 1.3 (b))
Un polyomino qui esh la fois verticalement et horizontalement conveest dit hv-convexe

(Figure 1.3 (c))

(@) (b) (c)

Figure 1.3Un polyomino (a)u-convexe ; (b):-convexe ; (Chu-convexe.

Notons que la convexité comme notion élémentaire esintisfle dans le cadre de I'étude des
figures en géomeétrie discréte. Comme plusieurs vasaistent, une précision quant au choix
de la définition de convexité discrete utilisée, stalécessaire. Une attention particuliere sera

donc accordée a cette notion dans le Chapitre 3.



1.3 Differentes repesentations

Parmi les outils pouvant faciliter la description d’'une stwaction des objets étudiés, mention-
nons les codages. En effet, la géométrie des polyomienérgux est codable de maniére exacte
et finie. Dans le présent travail, le contour d’un polyomseoa d’abord codé par un mot sur un
alphabet a quatre lettrés = {a, @, b, b}. Pour ce faire, on se choisit pour origine un sommet

d’'une cellule sur le contour, puis on code le déplacemaim drayon comme suit :
a=(1,0):—; b=(0,1):7; @a=(-1,0):; b=(0,—1):] .

Le contour obtenu est un mat € X*. Cette représentation, ou chaque lettre correspond &
une translation unitaire du plan est aussi connu sous le roeode de Freeman (Maloh et
Freeman, 1961; Freeman, 1970) (voir aussi (Braquelairéa¢drd, 1999)). Un peu plus tard
dans cet ouvrage, d'autres représentations seront &askil mais pour les fins du chapitre
suivant, celle-ci sera parfaitement adaptée. Le contoyralyomino, décrit par un mat, sera
parcouru dans le sens anti-horaire a partir d’'un peiftar exemple, le polyomino de la Figure

1.4 (a) est codé pas (w) ous = (3,7) et

w = bbababbababaaababbabaabbbababbaabbabaa.

(b)

Figure 1.4Point de départ : (a) arbitraire ; (b) canonique.

On noteraP = (s,w). On supposera queest le point le plus bas parmi les points les plus

a gauche de la colonne d’extréme gauche du polyomino epguene translation adéquate
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s = (0,0). Par la suite, suivant cette convention, le pcirdera omis dans les codages. Par

exemple, le polyomino de la Figure 1.4 (b) est codé par le mot
w = aaababbabaabbbababbaabbabaabbababbabab.

Lorsque les polyominos sont considérés a translatios @rqu’aucune origine n’est privilegiée,
un polyominoP est alors invariant par permutation circulaire du mot g@at son contour. Il
existe un élement minimal, selon I'ordre lexicograpl@gdans chaque classe de conjugaison
d’un mot circulaire. Comme le contour du polyomino est paraaine seule fois, ce mot mini-

mal est nécessairement un mot de Lyndon.

Exemple Soit le polyomino codé par le mat = ababababbabaabab (voir Figure 1.5 (a)).

Alors, la classe de conjugaison associée ést[w] =
{babababbabaababa, abababbabaababab, bababbabaabababa, ababbabaabababab,
babbabaababababa, abbabaababababab, bbabaabababababa, babaabababababab,
abaababababababb, baababababababba, aababababababbab, ababababababbaba,

babababababbabaa, abababababbabaab, bababababbabaaba, ababababbabaabab

et le mot de Lyndon correspondant egtibabbabaababab pour 'ordrea < @ < b < b (voir

Figure 1.5 (b)).
(a) (b)

Figure 1.5(a) Le motw = ababababbabaabab et (b) le mot de Lyndombababbabaababab.
L'interét de cette représentation par les mots de Lynektnde pouvoir résoudre facilement le
probleme de I'égalité entre polyominos.

Lemme 1 Deux polyominos soréigaux si et seulement si leurs mots de Lyndon assawint

egaux. m
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On peut également classifier les polyominos selon peimts extemauxcalculés sur le plus

petit rectangle circonscrit du polyomino.

Définition 6 Soit un polyomin@® et R le plus petit rectangle le contenantéBignons par3,
D, H, G, les ®tés respectivement du bas, de droite, du haut et de gauch. despoints
extremauxde P sont cfinits parB, et B, (resp.H, et Hy) qui sont les points d® le plusa
gauche et le plua droite deB (resp. H ainsi queD,, et Dy, (resp.G, et G},) qui sont les points

deP le plus haut et le plus bas d@ (resp.G) (voir Figure 1.6).

[
+ - P——— - — — — - — — — - -
|
[
[
[

Gh

Gh

Figure 1.6 Points extremaux d’'un polyominoB,, Bg, Dy, Dy, Hq, Hy, Gy, Gp.

Une autre fagon de caractériser les polyominos est diiiiemce qu’on appelle lepieds

Définition 7 Consicerons un polyomind® et R le rectangle de dimension x m le conte-
nant. Soit[By, Bq| ([Dy, Dy),[Hg, Ha),[Gh, Gb)), l'intersection deP avec B (D,H,G). Le

segment B,, B;| détermine la base de I'ensemble f@rndesh; colonnes corécutives de
P, appeé pied et noé B’. De facon analogue, en séferant aux intersections dP avec
[Dy, Dy),[Hg, Hql,|G1, Gp), on cEfinit les trois autres pieds de, notes respectivemerd?’, H'

etG’ (voir Figure 1.6)



Chapitre Il

ALGORITHMES RELI ES AU THEOREME DE GREEN DISCRET

Dans ce chapitre nous proposons divers algorithmes permekevaluer certaines statistiques

sur les polyominos.

Plusieurs des parametres associés aux polyominos (igiré-2.1) peuvent étre représentés
par des intégrales de surface. Par exemple, laire a(P), le centre de gravite = ¢g(P), le
moment d’inertiel = I(P), d’'un polyominoP peuvent étre déterminés a l'aide d'intégrales

doubles :

a(P) ://P dx dy,

o(P) = 3,) = (Lezieds Jovdvdry

I(P) = / /P (@ — ) + (y — 9)°) dedy = / /P (2 + %) drdy — (2 + 7)a(P).

Aire = 20

Centre de gravité = (3.3, 0.55)
Moment d’inertie = 73.4833
Projections horizontales = (3,4,6,4,2,1)

Projections verticales = (1,2,5,6,4,2)

Figure 2.1 Quelques parametres sur les polyominos.
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La version classique du théoreme de Green relie esdentiht les intégrales de surface aux
intégrales de contour. En effet, comme nos polyominos défihis par des mots décrivant
leur contour, il devient alors naturel d'utiliser le théore de Green afin de construire nos pre-
miers algorithmes généraux. Nous introduisons ici laomotl’algorithmeincrémentalpour les
polyominos définis par leur contour et montrons commenté®teme de Green peut étre uti-
lisé pour générer de telles familles d’algorithmes. Rasuite, en omettant les conditions de
continuité du théoreme, nous travaillons avec des #lgoes incréementaux disdditifs Plus
précisément, ce sont des algorithmes pour lesquelsidtaé associé a la somme de deux po-
lyominos correspond a I'addition des résultats de chataapolyominos. L'usage du théoreme
de Green en géomeétrie discrete est déja connu, parpeerir (Tang et Lien, 1988). Notre
approche est semblable a celle décrite dans (Philips3;18&ng et Albregtsen, 1994; Yang
et Albregtsen, 1996), ou la version discréte du théerém Green est appliquée aux calculs
efficaces de moments. Par ailleurs, pour une présentdtisrgpnérale des propriétés voir (Go-
lomb, 1994). On trouvera dans (Viennot, 1992), un survolédeltats énumératifs concernant

les polyominos. Citons aussi (Clarke, 1980; Delest, Gotgeauchamps et Vauquelin, 1987).

2.1 Théoreme de Green

Pour débuter notre analyse, la version suivante du émeerde Green (McCallum, Hughes-

Hallet et Gleason, 1999) nous est largement suffisante.

Théoreme 1 Soit P(z,y) et Q(x,y), deux fonctions contirment diférentiables éfinies sur
un ouvert contenant uneegion simplement connex®, délimitee par une courbe simpl&,

orientee positivement. Alors,

0Q oP _
//Q <£— 8_y> dazdy—/FP(:U,y)dx%-Q(%y)dU

Comme les parameétres énumérés précedemment irapligies intégrales de la forme

/ /Q f(,y) do dy,

I'étape suivante consiste a choisir, dans le théoreen@mréen,P(x,y) etQ(z,y), de sorte que

(%—g - %—’;) = f. En effet, plusieurs couples de fonctiof, Q) satisfont cette condition. Les

trois principaux donnent lieu au lemme suivant.
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Lemme 2 Soit un polyomind® avec un contouty, et supposong (z, y) une fonction continue.

Alors on a,
/ / fa,y)drdy = / fi(,y) dy (2.1)
P v
— - [ ploy)ds (2.2)
:
— [ Faw)ady - yio), (2.3)
Y
ou

T Y 1
fl(w,y):/ f(z,y) dx, fg(x,y):/ f(z,y)dy, F(x,y):/o f(sz,sy)sds.

La notation f7 désigne une ireigrale de ligne sur le contouy alors queftedt dénote une

intégrale indkfinie selon la variable&ellet.

Preuve.Pour (2.1), on prend, dans le théoreme de Gr&est() tels queP = 0 etQ = f;. Pour
(2.2), on choisitP = — f, et@ = 0. La formule (2.3), moins triviale, peut s’établir de Ig dac
suivante. Prenons, dans le theoreme de Greén,y) = —yF(x,y) etQ(z,y) = xF(x,y).

On doit alors montrer que‘% — %—5) = f. Pour ce faire, remarquons d'abord que

0Q P\ OF  OF

Considérant une variable supplémentairetrifiant I'inégalite0 < u < 1, on obtient,
1
u?F (uz, uy) = u2/ f(suzx, suy)sds
0

= /u floz,oy)odo (viao = su).
0

Dérivant ensuite par rapporta on trouve

oF oF
2uF (ux, uy) + u? ——(uz, uy)z + u? = (uz, uy)y = uf (uz, uy).
ox oy
Finalement, en posamt= 1 on obtient I'égalité désirée
oF oF
2F + x— — =1
+x 9 +y 3y fom

Remarquons que la preuve de la formule (2.3) du Lemme 2aildighéoreme de Green et
gu’elle est beaucoup plus algébrique que géométridgagidte cependant une preuve géomeétrique

n'utilisant pas le theoreme de Green, qui est préseaes la Section 0.1 de I’Appendice A.
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2.2 Algorithmes incrementaux

L'évaluation de chacune des intégrales de ligne (2.13}(@u Lemme 2 peut se ramener a une

succession d’intégrales simples sur des segments @sitfiorizontaux ou verticaux) formant

v
n—1
[a=>[ &
v i=0 [Vi7Vi+1]
ouv; = (z;,y;),i =0,...,n— 1, désigne les sommets successifs du polyoriitreatisfaisant

Vit1 = vi + Av; = (x; + Axy,y; + Ay;), avec la convention,, = vy.

En supposant que les polyominos sont codés par) ou s € Z x Z correspond au point de
départ etw & un mot sur I'alphabet = {a,b,a, b}, la discussion précédente donne lieu & des
algorithmesncrémentawau sens suivant :

En partant du point source le contoury du polyomino est décrit en parcourant

w lettre par lettreA chacune des étapes, l'instruction & exécuter dépenlesient

de la position courante sur la frontiere et de la nouvetieddue.

Plus précisément, considérons quatre vecteurs assadialphabel

N —

@ =(1,0), b =(0,1), @ = (~1,0), b =(0,~1)
et prenons quatre fonctions

C]Z)a(x, y)? (I)b(fL', y)7 q)ﬁ(x7 y)7 (I)E(wa y)7

chacune associée a une lettreXtld.e motw = wyws . . . w, €St parcouru séquentiellement, de
gauche a droite en cumulant les sommes partielles dansiddohaS. Il en résulte I'algorithme

suivant :

vi=s,5:=0;
pour i := 1 an faire
S =8+ dyu,(v);
v:zV—i—E;
fin pour;

retourne S.
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L'algorithme incremental sera par la suite identifie pat ( ¢, , ®;, P4, ;) etnous utilise-

rons la notation suggestive suivante afin de représentéstdtat d'un algorithme incrémental,
Output(e, P) = Z (i, yi) + Z Dy (i, yi) + Z (@i, yi) + Z Dy (@i, yi)-

Les formules (2.1)-(2.3) du Lemme 2 donnent lieu a des dlgones incrementaux corres-
pondants appelés respectivem¥ralgorithme H-algorithmeet VH-algorithme Les lettresV
etH sont des abbréviations pour les mots vertical et horizobns leV-algorithme(resp.H-
algorithmé seuls les cotés verticaux (resp. horizontaux) déotileapolyomino sont considérés

alors que dans I[¢H-algorithme a la fois les c6tés verticaux et horizontaux le sont.

Proposition 1 Soit le polyomind® = (s, w). Alors,

/ /P Py dedy =3 Oalwiy) + S Sy(wny) + S Baleiy) + 3 xlai,v2),
— 1 —

!
ou les fonctionsp,, ®,, ¢z, ®; sont choisies parmi les trois ensembles suivants de pessibi
lités:

V-algorithme
1 1
O,=0, = / filz,y+t)dt, dz=0, &= —/ fi(z,y —t)dt.
0 0
H-algorithme
1 1
d, = —/ folx +t,y)dt, =0, &gz= / fo(x —t,y)dt, ®3=0.
0 0
VH-algorithme
1 1
(I)a:_y/ F(ﬂj‘—l—t,y)dt, q>b:x/ F($7y+t)dt7
0 0
1 1
Oz = / F(x —t,y)dt, <I>g:—:n/ F(z,y —t)dt,
0 0

ou fi(z,y), fo(z,y) et F(x,y) sont cefinies par(2.1), (2.2)et(2.3).
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Preuve.Soit o une des trois formes differentielles

f1($7y)dy7 _f2($7y)d$7 F(ﬂ?,y)(ﬂj‘dy _ydx)

apparaissant dans les intégrales de ligne (2.1), (2.3), @& Lemme 2. Alors,

n—1
// f(w,y)dwdyz/a=§:/ a,
P ~ i—0 ¥ [VisViti]

ouvg,vy,...,Vv,_1,Vy(= vg) sont les sommets appartenant au contpailu polyominoP.
CommeP est défini par le pointz, yo) etle motw = wyws . .. w,, alors le segmeriv;, v; 1]

sur le contour d& est paramétrisé pde,y) = (z(t),y(t)), 0 <t <1,0u

r=zxt)=x;+t, y=y(t) =y, (dx =dt,dy =0), siwiy1 = a,
x=z(t) = x;, y=yt)=vy,+t, (dr=0,dy=dt), siwiy1=0D0,
z=zx(t)=x;—t, y=yt) =1y, (dx = —dt,dy =0), siwi41 =7,
x = xz(t) = x;, y=ylt)=vy; —t, (dv=0,dy = —dt), siw;s =>o.

On conclut donc, en utilisant les paramétrisations cpordantes, par I'évaluation des intégrales

de ligne (2.1), (2.2), (2.3) du Lemme 2. [

2.3 Applicationsélémentaires et exemples

Quelques exemples élémentaires de ces algorithmes @aaidul def [, f(z,y) dx dy sont
présentés dans les tables suivantes : Table 2.1 (auwef(oy) = 1; Table 2.2 (centre de

gravité), ouf (z,y) = z et f(z,y) = y; Table 2.3 (moment d'inertie), ofi(z,y) = =2 + y2.

Figure 2.2 Polyomino codé par le mat = aabababaababbabb.

Nous illustrons ici certains calculs sur le polyomino défiar w = aabababaababbabb et

s = (0,0) de la Figure 2.2.



Algorithme| &, Oy | Dy 7
V-algo x 0 —x
H-algo —y 0 Y 0
VH-algo —y/2 | /2 | y/2 | —x/2

Tableau 2.1Aire.

V-algo pour laire: - 0+ > @ + 35 0+ > —w,

// ldedy=0+0+220+0+24+0+264+0+0+29+0—1211
P

—212+0—214 — 215

=243+4+2-1-1

=9.

H-algo pour l'aire: >, —yi + >, 0+ > _ i+ >, 0,

// ldedy=—yo—y1+0—y3s+0—ys +0+y7+ys+04+y10+0+0
P

+y13+04+0

=—1-2+43+3+4+2

=0.

VH-algo pour laire: 37 —y;/2+ > @i/2+ 3 yi/2+ >0 —xi/2,

[ [ rddy=—po/2 = /24 0a/2— /2 + 00/2 = /2 + /24 /2 4 2
P

+29/2 4+ y10/2 — 11 /2 — T12/2 + Y13/2 — T14/2 — x15/2

—1-1/2+3/2—1+2+3/2+3/2+1+2-1/2-1/2+1

=9.
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Algorithme d, Dy D 7
V-algo (num z) 0 22 /2 0 —x2/2
V-algo (num 7) 0 x/2+ xy 0 x/2 —xy
H-algo (num Zz) —y/2 —xy 0 —y/2 +xy 0
H-algo (num ) —y%/2 0 y?/2 0
VH-algo (num z) | —y/6 — xy/3 z2/3 —y/6 +xy/3 —2/3
VH-algo (num %) —142/3 z/6+xy/3 y%/3 /6 —xy/3

Tableau 2.2Centre de gravité.

V-algo: abcisse du centre de gragit > 0+ >, 7/2+ > 0+ —x7/2,

//;Udmdy:o+o+x§/2+0+x3/2+0+x§/2+0+0+x3/2+0
P

—33%1/2—5’3%2/24‘0—95%4/2—33%5/2

= (22432442 +22 12 -1%))2

= 31/2,

douz = == = 3.

/ /P vdrdy = (—yo/2 — woyo) + (—1/2 — 21y1) + 0+ (—ys/2 — 23y3)

+ 0+ (—ys5/2 — x5y5) + 0+ (—y7/2 4+ x7y7) + (—ys/2 + z3Ys)

+ 04 (=y10/2 + z10Y10) + 0+ 0+ (—y13/2 + z13y13) + 0+ 0

= —5/2-T+21/24+15/2+6+1=31/2,

douz = == = .

=74

V-algo pour l'integrale dans le moment d’inertie

1

19

H-algo: abcisse du centre de gra®ity . —y;/2 —z;yi +>, 0+3 . —vyi/2+xiyi+>2, 0,

// (@ + o) dody =Y xi/3+ 2} 3+ miyi + iy} + > —xi/3 — 1} /3 + mys — my]
3
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V-algo | ®,=0 Oy = /3 + 23/3 + 2y + 1Y?
Pz =0 Oy = —x/3 — 23 + zy — xy?
H-algo | ®, = —y/3 — y3/3 — 2y — 22y D, =0
Oz =y/3+y*/3 —xy + 2%y &y =
VH-algo | &, = —y/12 — y3/4 — xy/4 — 2%y /4 | @y = /12 + 23 /4 + 2y /4 + xy? /4
Oz =y/12+y3/4 —xy/d+ 2%y /4 | O = —x/12 — 23 /4 + xy/4 — zy? /4

Tableau 2.3Algorithmes deffp(oc2 + y?) dx dy dans le moment d'inertie.

L'exemple suivant calcule la probabilité qu’'un point @iére (x,y) € R x R, sous la dis-
tribution normale de probabilité & deux variablg$z,y) = Lexp(—z% — y?), se situe dans

un polyominoP donné. Dans ce cas, commeMel-algorithmeest plus complexe, seuls I¥s

et H-algorithmessont donnés (voir Table 2.4). Par ailleurs, nous verroni egt possible de
considérer des fonctions discrété&e, y) en utilisant les méthodes décrites dans les Sections
2.4 et 2.5 ou par exemple on calcule le nombre de pixels camreatre un polyomino et un

ensemble donné de cellules.

V-algo | &, =0, ®, = terf(z)(erf(y + 1) — erf(y)),
@5 =0, oy = jerf(z)(erf(y — 1) — erf(y)),
H-algo | ®, = —terf(y)(erf(z + 1) —erf(z)), | €, =0,

©g = —gerf(y)(erf(z — 1) —erf(x)), | &5 =

Tableau 2.4f(z,y) = Lexp(—2% — y?), erf(z) = % o exp(—t?) dt.

De facon générale, en raison de leur formulationMesH-algorithmessont plus simples que le
VH-algorithmecorrespondant. Cependant, il existe une classe impordarfienctions pour la-
quelle leVH-algorithmeest le plus souvent préférable : la classefdastions homognes c’est-
a-dire, les fonctions (x, y) qui satisfont une équation fonctionnelle de la forfi{ex, sy) =
s* f(x,y) pour une constante, appelée lelegé d’homogreité. Le VH-algorithmecorrespon-

dant est décrit maintenant.
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Corollaire 1 Soit f(x, y) une fonction continue, homege de dedgrk > —2 et soit
., Dy, @5, D, les quatre fonctionséfinies par
—— @+ 1Ly - filzy), P(z,y) = (fa(@,y +1) = fa(z,y)),

ba(z,y) = k+2(f1( ) = filzy),  Pyl,y) = k+2(fz(w y—1) — fa(z,y)),

ou fi(x,y) et fo(x,y) sont cfinies dans léemme 2 Alors, le VH-algorithme correspondant

X
Pa(w,y) = = k+2 k+2

calculeffP f(z,y) dx dy, pour tout polyomindP.

Preuve.Soit f(z,y) une fonction homogene de degtéAlors, la fonctionF'(z,y) de la Pro-

position 1 prend la forme

1 1
Pla) = | flsasp)sds = [ 591 ) ds = =g (o).

Donc, pour leVH-algorithmecorrespondant, on a,
z+1

/fw+ty)dt Y gy de

O, (x,y) = /Fﬂ:—l—ty)ydt 12

k+2

= —k—+2(f1(l' + l,y) - fl(l'vy))a

par définition def; (x, y). En procédant de fagcon équivalente, on peut vérifiefdeaules pour

Oy, Oy €1 D;. .

Nous donnons ici une illustration typique du Corollaire Liptaquelle leVH-algorithmeest
plus simple que le¥ et H-algorithmescorrespondants. Le calcul de la distance Euclidienne
moyenne d’'un point donn@:, v) € Z x Z, & un point aléatoiréz, y) dans un polyomind est

donné par la formule

Jfp V(& —w)? + (y — v)? dw dy
a(P) '
En effet, ceci peut se ramener au calcul d’intégrale derméqffp f(x,y) dx dy, simplement

en remplacant le point de départ (zg, yo) pars — (u,v) = (¢ — u, yo — v). Ce qui consiste
a prendre, dans le Corollaire I(z,y) = /22 + y? etk = 1. Dans ce cas particulier, les

fonctions f1(z, y) et fo(z,y) sont données par les formules

sz|z| siy =0,

fi(z,y) =
toy/22 + 92 + 2y In(z + /22 + y2) sinon,



22

et
Sylyl siz =0,

Syv/a2 +y2 + 122 In(y + /22 +y2) sinon.

On notera quéf1(0,0) = f2(0,0) = 0 en passant a la limite.

fa(z,y) =

Exemple Utilisant le programme développé en Maple (voir Secfiddi1 dans Appendice A),
nous trouvons que la distance moyenne de l'origine a unt @d@atoire du polyomino de la

Figure 2.3 est donnée p&r961688230.

(5.5)

(0,0

Figure 2.3 Distance d’'un point a I'origine.

Nous avons aussi appliqué notre algorithme au cas du pi&ite dont le coin inférieur
gauche est a l'origine et obtenu une distance moyenneigitie de0, 7651957160. En guise de

vérification, la génération aléatoire @i@000 points donne la valeur approch@gr651130129.

2.4 Notion d’algorithme incrémental additif

Dans les exemples précédents, on supposait la fongtiory) continue. Cependant, il est sou-
vent possible d'éliminer cette condition sgirtout en utilisant la Proposition 1 comme guide
pour €laborer les algorithmes correspondants. Par exeriegl algorithmes pour le calcul des
projections horizontales et verticales d’'un polyominovssu &tre exprimées comme suit. Pour

un entiera € Z, définissong par

fl@y) =x(a<z<a+l),
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ou x dénote la fonction caractéristique. Il est alors claie diyi, f(,y) dx dy correspond a la

projectiona-verticale du polyomind :

//P f(x,y)dedy = #{B € Z | Pixo 3 C P} = v,(P),

ou Pix, g est un pixel unitaire du plan dont la coordonriéeg ) € Z x Z correspond au coin

inféerieur gauche

Pix, g

Pixop ={(z,y) e RxR|a<z<a+1, g<y<fB+1}

Dans ce cas, utilisant la Proposition 1, on trouve

0 siz < a,
xX
fl(w,y):/x(a§x<a+1)dw= r—a Sia<zr<a-+l,
1 Sia+1 < z.

Il est alors simple de vérifier que ceci donne bien les allgorés suivants.

V-algorithme pour les projections verticaleg(P) :
P, =0, Op=Xx>a+l), =0, d=-Xxz>a+l).

De fagon similaire, prenant(x,y) = x(8 < y < § + 1), les projections3-horizontales du

polyominoP, définies par
#{a € Z|Pixap C P} = hg(P),
se calculent a partir de I'algorithme suivant.
H-algorithme pour les projections horizontaleg(P) :
D, =-X(y>p+1), ®=0 &Cz=X(y>p+1), P;=0.

En effet, ces algorithmes pour les projections verticalémazontales sont simplement des cas

particuliers de la notion générale d’algorithme incegrial additif qu’on définit maintenant.
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Définition 8 Un algorithme incémentale = ( &, , ®;, @5, ®; ) est apped additif si, toutes
les fois qu’un polyomin® est I'union de deux polyomind®;, P, ayant des irérieurs disjoints

(voir Figure 2.4) on a

Output(e, P) = Output(e, P; U P3) = Output(e, P1) + Output(e, Ps).

Figure 2.4P = P; U P, ayant des intérieurs disjoints.

Un exemple plutdt simple d’'algorithme incrémental nauitif est donné par l'identit®, =

¢y, = 7 = ®; = 1, qui calcule le périmetre d’un polyomino.
Proposition 2 Un algorithme incémentale = ( @, , &, , ®5, ®; ) est additif si et seulement si
¢a($,y) = —{)a($ - 172/) et (I)E(xay) = _q)b($7y - 1) (24)

De plus, le ésultat obtenu par I'application d’'un algorithme irfamental additife, sur un
polyominoP est dongé par
Output(e,P) = Y A,®y(a Ay, (a, B), (2.5)
Pix, sCP
ou A, etA,P sontdes fonctionsadinies parA,®(z,y) = ¢(z + 1,y) — ¢(z,y) et
Ay®(z,y) = P(z,y + 1) — O(z,y).

Preuve.Puisque tout polyomin® peut s’écrire comme la réunion finie de la fermeture de ses

pixels,

P= |J Pixup
Pix, gCP

le résultat d’'un algorithme incréemental additif satisfa

Output(e, P) Z Output(e, Pix, g).
Pix, gCP
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En particulier, siP; = p; etPy = po sont tous les deux de simples pixeldeest un domino

vertical comme illustré dans la Figure 2.5 (a), alors,
Output(e, P) = Output(e, p; U ps) = Output(e, p;) + Output(e, ps).

Ceci implique quebg(z,y) = —®,(z — 1, y), afin d’annuler la contribution du coté horizontal
commun dans le polyomin®. De méme, en utilisant un domino horizontal (voir Figurg 2.

(b)), un argument similaire justifie que

En conséquence, ceci montre que les conditions donnéesé&messaires pour I'additivité. Leur
suffisance découle de I'annulation automatique des feoeti communes dB; et P, (voir
Figure 2.4) pour les polyominos généraux ayant desieues disjoints et tels quB = P, UP».

La formule associée @utput(e, P) découle elle aussi de ces conditions, puisque pour tout

pixel ferméPix, 3, on doit avoir (voir Figure 2.5 (c))
OUtput(.>PiXaﬂ) = <I>a(avﬁ) + <I>b(Oé + lvﬁ) + @5(01 + 17ﬁ + 1) + q)g(avﬁ + 1)
= <I>a(avﬁ) + <I>b(Oé + lvﬁ) - <I>a(avﬁ + 1) - q)b(avﬁ)
= A:E<I>b(a> ﬁ) - qu)a(av ﬁ)?

pour tout algorithme incrémental additif.

xy)
P, ‘
(x-1y) ‘p > (XY) pl ‘ p2 (xy+1) < ! (x+1,y+1)
2 w
(va_l) (X1y+1) S (X+1vy)
() (b) (c)

Figure 2.5(a) Domino vertical, (b) domino horizontal, (c) un piXeix, ,,.
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L'un des attraits de la Proposition 2 est, par exemple, aeotérer rigoureusement qu’un al-
gorithme incrémental additif donné fonctionne effeethent. Par exemple, on peut vérifier, en
utilisant ce résultat, que les algorithmes(P) et hg(P) pour les projections verticales et ho-
rizontales sont bien valides. De méme, toujours en utitiE@Proposition 2, on peut confirmer
la validité des algorithmes incrémentaux a valeur bentie de la Section 2.5.2 . Une autre ap-
plication de cette proposition consiste a créer de nawedgorithmes en choisissant d’abord
arbitrairement deux fonctionB, (z,y), ®,(x,y); en définissant ensuite les fonctions associées
Pg(x,y), Py(x,y) a partir de (2.4); et, finalement, en calculant la sortigespondante en
utilisant (2.5). Par exemple, si on po$g(z,y) = 0 et ®y(z,y) = ¢*, ou g est une variable
formelle, on trouve un algorithme donnantda&numeration de la famille de projections. La

Section 2.5.6 est justement consacrée a exposer ce ¢asi

Par ailleurs, le corollaire suivant peut étre intererébmme un inverse de la Proposition 2. ||
décrit comment trouve®, (z,y), ®y(z,y), Pa(z,y), ®;(x,y) a partir du résultat désiré. De
plus, il montre aussi la relation étroite existant enti® dégorithmes généraux incrémentaux

additifs et le calcul des differences finies a deux vadsbl

Corollaire 2 SoitA un anneau etV : Z x Z — A une fonction de poids. Alors, I'algorithme

incréemental additif{ ®, , ®; , @5, ®; ) le plus gréral, ayant commeésultat

Z Wi(x,y) € A,

Pixy yCP

pour chaque polyomin®, est de la forme

Dy (z,y) =VOw,y) +Qa,y —1) - Qa -1,y — 1),
Dy(z,y) =U%z,y) +Qz - 1,y) = Qz -1,y = 1),
Pg(z,y) = —Po(z —1,9),
Pp(z,y) = —Pp(z,y — 1),

ol (U°(z,y), VO(z,y)) est une solution particudire de lequation aux difirences finies

etQ) : Z x Z — A est arbitraire.
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Preuve.Comme I'équation aux differences finies est linéairsyffit de montrer (voir Proposi-

tion 2) que la solution généralé/, V') de I'équation homogéne associée,

est donnée par
Ulz,y) = Qz—1,9) —Qz—-1,y—1), 2.7
V(z,y) = Qz,y—1)—Qx—1,y—1), (2.8)

ou)(x,y) est arbitraire. En effet, en substituant (2.7) et (2.8) dar&), on obtient

AU =AY = [(Qay) — e,y — 1) — (Qx—1,y) - Oz — 1,y — 1)]
_[(Q(way) - Q(‘T - 1,y)) - (Q(I’,y - 1) - Q(x - 17y - 1))]

= 0.

Inversement, pour montrer qu’a toute solutidi V') de I'équation homogéne, correspond un
Q, on introduit deux opérateurs auxiliaires de sommatishet >Y, définis sur les fonctions

g:7Z x7Z — A, par

Yore19(k,y) siz >0,
Yig(z,y) =14 0 siz =0,

— A g(—k,y) siz <0,

et similairement pouEYg(z, y). Le lecteur peut vérifier, que pour toute fonctiofr, y), on a,

Vew(z,y) = w(z,y) —w( - 1,y) = g(z,y)= w(z,y) = w(0,y) + X7g(z,y),

Vyw(z,y) = w(@,y) —w(z,y — 1) = g(z,y) <= w(z,y) = w(z,0) + X{g(z,y),
et la fonction requis€)(z, y) peut étre écrite comme
Qx,y) =c+3XVU(1,y) + BTV (z,y + 1),

ou ¢ est une constante arbitraire (en fait= £2(0,0)). [
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Une fagon parmi tant d’autres de trouver une solution galitire (U°, V°) de I'equation
AU — A,V =W, est de forcel? (resp.U") égal a0 et de prendré/® (resp.V") comme

solution particuliere de I'equation aux differencesdmsimple
AU(z,y) = W(z,y), (resp. — AyV(z,y) = W(z,y)),
avec la solution particuliere
U =W (z—1,9), VO=0 (resp. U’ =0, V' = —SIW (z,y — 1)).

Cette méthode donne Wralgorithme(resp.H-algorithmé particulier. On peut aussi utiliser la
méthode des séries formelles : sgitet 25 des variables formelles et considérons la série de

Laurent formelle

Alors I'equation aux differences finies
AU(z,y) = AyV(x,y) = Wiz, y),
peut se reformuler de la maniére suivante
(1-— zl)zgﬁ(zl, z9) — (1 — zg)zlf/(zl, z9) = Z1Z2/W(Zl, 29).
Grace a quelques manipulations algébriques, cette&tergquation peut se résoudre pour
ﬁ(zl, 29) eﬂA/(zl, 29).

En outre, cette méthode a été utilisée pour trouverliziso générale de I'equation homogene

apparaissant dans la preuve du Corollaire 2.

Une autre facon de déterminer les solutions des équatiar differences finies du Corollaire
2 est d’exprimer, si cela est possibl&,(z, y) dans la basey@), i, j > 0, out®) = ¢(t —
1)...(t—k+1) estlak-itme puissance factorielle descendante. dRuisqued ;t*) = kt(+=1),
cette base est bien appropriée pour les équations aéxatiffes finies. Cette méthode est décrite

dans la Section 2.5.5 pour le calcul des moments d’ordresrigups d’'un polyomino.



29

2.5 Autres exemples et applications

La présente section traite des relations entre ensembidsanques de pixels et polyominos.
Il convient pour commencer, de considérer le cas le pluplsingui consiste a déterminer si
une cellule élémentaire est incluse ou non dans un polyonide nombreux résultats dont les

opérations booléennes et les calculs de familles degiiojes en découlent.

2.5.1 Determiner si un pixel donné est contenu dans un polyomino
Soit(a, 8) € Z x Z et considérons la fonction booléenne-valuée suivante

Wa,s(7,y) = x(z = a)x(y = B).

Puisque,

. 1 si Pixa,ﬁ CP,
Z Wa(z,y) = x(Pixq s CP) = _
Pixy,, CP 0 sinon,

alors, on peut utiliser I'algorithme incréemental adddifivant afin de déterminer si le pixel

défini par(«, 3) appartient ou non au polyomiri.

V-algorithme;

D=0, Pp=x(z=a+lx(y=p), Pz=0, P;=-x(z=a+l)x(y=05+1).
H-algorithme:

Pp=—x(z=a)x(y=>p+1), =0, ¢z=x(z=a+l)x(y=>p+1), P;=0.

Par exemple, si on applique Yéalgorithmeau polyomino de la Figure 2.6 (a) avée, 5) =
(2,2) et a celui de la Figure 2.6 (b) avéa, 3) = (5,2), on obtient respectivement (seuls les

termes non-nuls sont indiqués) :
X(Pixz2 € P) = x(z13 = 3)x(y13 = 2) — x(218 = 3)x(y18 = 3) + X (w21 = 3)x(y24 = 2)
=1-1+1

=1 (puisque, Pixgo C P)
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et
x(Pixs2 € P) = x(213 2 6)x(y13 = 2) — X(z18 = 6)x(y18 = 3)
=1-1

=0 (puisque, Pixso Z P).

(@) (b)

Figure 2.6 (a) Pixz » appartient au polyomino (#)ixs » n'appartient pas au polyomino.

Evidemment, suivant le Corollaire 2, il est possible deui@dune famille non-dénombrable

d'algorithmes( @5, ", 27, 27 a partir desquels on peut calculgiPix, 3 C P).

2.5.2 Ogerations bookennes sur les polyominos

A partir de la fonction caractéristique, il est possible d’établir de maniére assez directe des
formules pour les opérations booléennes sur les polyasni8oitP; et Py, deux polyominos
dont les contours sont donnés respectivementwpar (z},y) pour: = 0,1,--- ,n; — 1, et

"

vf = («,y7) pourj =0,1,--- ,ny — 1.

Proposition 3 Le nombre de pixels darf3; N P, est dongé par

#(Pl N Pg) = CL(Pl N PQ) = Z min(l‘;a x;/)Ay;Ay;/a

0<i<ny, 0<j<ng
1,7, assortis

ou la somme est prise sur I'ensemble des couplgd qui sontassortisau sens suivantvoir
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Figure 2.7 (a), (b), (c), (d)) :

yi = yj et Ay; = Ay! (= £1), (Figure 2.7(a), (b)),
ou
(4,7) sontassortise=> ¢y = y;, —1 et Ayl =1, Ay;-’ = —1, (Figure 2.7(c)),
ou

yi =y +1 et Ayi=—1, Ay7 =1, (Figure 2.7(d)).

(@) (b) (©) (d)

Figure 2.7 Paires assorties.

Preuve.Le nombre de pixels en commun enk?g et P, est donné par

#(P1NP2) = Z X(Pixp,g € P1)x(Pixp g C P2).
(p,a)€ZXZ

En utilisant maintenant Ig-algorithmetel que décrit a la Section 2.5.1, on a que
x(Pix, , CP) = Z P (v, Avy),
7
oU BP9 (v, Av) = x(z > p+1)x(y = g+ =2%) Ay, puisqueAy = —1,0 ou 1. Soit M (resp.

N) la borne inférieure pour tous leg etz (resp.y; ety:).

Alors
#P1NPy) = Y > P, Avj)dPI(vf, Au])
p>M,q>N 1,5
— Z Q(v, Avj, v}, Avy),
,J
ou

Q' AV 0" AV = Z PPy A" )®P9(v" ) Av”)
p=M,q>N

- (min(wly .Z'//) - M)HN (y/a Ayla y//a Ay//)a
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et ou

1 si N<y =y" et Ay =Ay'(=+1),

-1 si N S y/’ N S y//’ y/ — y/l _ 1’ Ay/ — 1’ Ayl/ — _1’
—1 si N<y, N<y' o/ =y"+1, Ay =-1, Ay’ =1,

On(Y, Ay, Y AY") =

0  sinon.
Donc,
. / 1 / "
#P1NPy) = Z (min(z, 2) — M)Ay; Ay,
0<i<ny, 0<j<ng
1,j, assortis
et comme le terme de gauche ne dépend nifdai de NV la conclusion en découle. [

De plus, suivant les formules de De Morgan, le nombre de p@htenus respectivement dans

I'union et la difféerence de deux polyominos peuvent seudalcpar

#P1UP2) = #(P1)+ #(P2) — #(P1NPy),

#(P1\P2) = #(P1)—#(P1NPy).

2.5.3 Intersection entre un polyomino et un ensemble dornde pixels

Soit S un ensemble fixe de pixels, fini ou infini, et supposons (e?, &7, L9, 2 )

sont des algorithmes pour le calcul de
x(Pixpq CP), (p,q) € Z X L.
Pour déterminer si un polyomiri intersecteS, on doit d’abord calculer
X(SNP #0D).
Cela s'obtient assez aisement en prerfabf, ®;, ¢, ¢ ), ou

o3 (z,y) = sup OP(z,y), ®F(z,y)= sup PVU(z,y),
pixp,qCS pixp,qCS

oS(,y) = sup B(w,y), OSwy)= sup OP(a,y).
pixp,qCS pixp,qCS

D’autre part, pour calculer le nombre de pixels communseesitet P, #(S N P), il suffit de

remplacer le symboleup dans le dernier algorithme par le symbdlede sommation.
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2.5.4 Calcul de longueur déquerre

Considérons le coin nord-est du pl&nx R associé a un poinfe, 3) € Z x Z d'un treillis
donng,

NE.sg={(z,y) e RxR|a <z [ <y} =|n00) X [F,00).

Il est facile de vérifier que les algorithmes suivants péteme de calculer, pour un polyomino
P, le nombre de pixels contenus ddns) NE, g. Autrement dit, ceci correspond a calculer le

nombre de pixels d® se trouvant au nord-est de, ) (voir Figure 2.8) :

Figure 2.81ly a 21 pixels appartenantR, se trouvant au nord-est de, 3).

V-algorithme: (pour la cardinalité d&® N NE, )
D=0, = (z—a)x(zza+1)x(y=0),
P;=0, ¢p=—(z—a)x(z=>a+1)x(y=p5+1).
H-algorithme: (pour la cardinalite d&® N NE,, 3 )

by =—(y—-PF)xz>a)x(y=>0+1), P =0,

Py =(y—B)x(r>a+1)x(y>pB+1), &=0.

Définition 9 Soit (o, 3) € Z x Z et P un polyomino. Laongueur d’équerrele (a, 3) €
P, noteequerre, 5(P), est la cardinalié de 'ensemblé N Equerre,, 5 o Equerre,, 5 =
NEq, 5\ NEqo1,541- Autrement ditequerre,, 5(P) est le nombre de pixels @& contenus dans

la L-formeEquerre,, 5, étant cetermirée par(a, 3) (voir Figure 2.9)
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Figure 2.911'y a 11 pixels appartenantR se trouvant dansquerre,, g.

Par ailleurs, en remplacaft, 5) par (o + 1,3 + 1) dans les algorithmes précédents, une
simple soustraction donne lieu a des algorithmes correlgrus pour le calcul des longueurs

d’équerre.

V-algorithme: (pour la cardinalité d&® N Equerre,, 5)

Py=(z—a)x(r>a+1)x(y>8)—(r—a-1x(z>a+2)x(y > +1),

by=—(z—a)x(r>a+x(y=B+1)+(x—a—-1)x(r>a+2)x(y > B8+2).

H-algorithme: (pour la cardinalité d& N Equerre,, 5)

®b:07

Po=—(y—Bxlzza)x(y=B+1)+(y—F-x(z=a+1)x(y =5+2),
Pa=(y—-PBx@=za+)x(y=2B+1)—(y—B+1x(z=a+2)x(y = +2).
2.5.5 Calcul de moments d’ordre suprieur

L'approche que nous présentons maintenant pour le catmuhtbments d’'ordre supérieur est

semblable a celle donnée par Yang et Albregsten dans (@bAtbregtsen, 1994; Yang et Al-
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bregtsen, 1996). Nous faisons cependant appel aux nomdi@srtihg plutdt qu’aux nombres

de Bernoulli utilisés par Yang et Albregsten. Notre mé@ise décrit comme suit.

Considérons deux entiens, n. > 0 et un point(u, v) € Z x Z aléatoire mais fixé. Par définition,

le (m, n)-moment d’un polyomind relatif au point(u, v) est donné par l'intégrale

/A(x —w)™(y — v)" da dy.

Par une simple translation, le calcul de tels moments déosdipérieur se réduit au calcul de

// ™y dx dy.
P

W(z,y) = // 2™y dz dy = (@+1) (@)™ (y+1) (y)
Pixz’y m —|— 1 n + 1

_ 1 m+1 n+1
T (m+)(n+ 1)Axx Ay

moments centraux :

Dans ce cas,

Il est de plus bien connu (voir (Comtet, 1974)) dlie= >-F_ S5¢(*), oli S* est le nombre de
Stirling de deuxieme sorte &t = t(t —1)...(t — v + 1). CommeAt) = vt(=1 il est

simple de voir que,

W= 2wy, g =iy SIS
0<i<m,0<5<n

Pour trouver les solutiond/, V') des équations aux differences du Corollaire 2, posons
Ulz,y) = Zui,jl'(i)y(j)a V(z,y) = Zvi,jﬂf(i)y(j)-
Alors,
AU - AV = Z((i + D1y — (G + Dvijer)a@yV),
et le probleme se ramene a résoudre le systeme lnéair
(i + Duitr; — (G + Dvijpr = wij, 1,5 >0,

Sans aucun doute, divers choix sont possibles pguyrv; ; et une approche semblable peut

étre utilisée pour d'autres choix des ;.
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Exemple Soitm = 3, n = 2. Alors,

v+ D)t =2t (y+1)2 -3
Wiay) = CEU 0 D)

a4 62? +4x+1 3y 43y +1

D’autre part, on a,

2= e® 4320 LM g2 @ 0 a0 2@ M) )

9

En multipliant on trouve

423 + 1823 +142M + 1 3y@ 4+ 6y 41
4 3

_ 2@y 4 9,3 4 éx@ n 25”(2)@/(2) +0r@y) 4 gm

W(l’,y) =

7 7 1 1 1
L .1),(2) 1,0 L L1 L =2 4 =, 1) 4 —
+2w Y\« 4 Ty +6w +4y +2y +12

olw;; = (i + 1)uiy1,; — (j + 1)vs j4+1. Par exemple, si on prend ; = 0, pour touts, j alors

w;j = (i + 1uig1,5. Donc, on auiq1j = z‘jr—{ et posonsuy ; = 0. Ainsi on peut trouver les

u; ;. Alors,
UO($7y) = Zuz,jl'( )y(”
_ Ly e w3 e,0 50,0 Le
1 1 12 2 3
7 7 7 1 1
@0 Teon, Te oo o
+2x Y +2w Y +12w +2x Y +12w
= 1—1295(2) (z+ 1)@ By +3y+1),
etV? = 0.

Les valeurs correspondantes payy, ®;, ®5, ®;, sont obtenues en utilisant les formules du

Corollaire 2 et en posant, par exemglEz, y) = 0.

2.5.6 Calcul des familles de projections

Nous donnons maintenant un exemple ou le poids de chacyrixads d’'un polyomino est pris

dans I'anneal = R((q)) deg-séries formelles de Laurent finies. Par analogi¥-algorithme
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donné pour l'aire dans la Table 2.1, considérons I'athane associé aux fonctions

(@alz,y) =0, Pp(z,y) = [2]g, Palz,y) =0, Py(z,y) = —[z]y),

ou
1—¢”
1—¢q’

dénote leg-analogue de: (le nombrer lui-méme correspond @= 1). Dans ce cas,

[x], = x €L,

+1

1—4¢" 1—¢”
[x]q: - =q"

APy = [z +1]; — - -

)

A,®, = 0.

Donc, selon la Proposition 2, le résultat de cet algoritlapeliqué au polyomind est donné

par

Output(e, P) Z APy — Ay Py ( Z q“ Z%(P)qo‘

Pix,, ﬁCP Pix, BCP Q€L

C’est la série génératrice de Laurent finie de la famidléalites les projections verticales(P),
«a € Z, qui peut également étre interprétée commeyiamalogue de 'aire (qui correspond a
g = 1). On utilise une approche similaire pour la famille des @ctipns horizontalesz(P),

B € Z. En factorisan{1 — ¢) (resp.(1 — t)), le lecteur peut vérifier aisement que :

Corollaire 3 Soitg ett des variables formelles & un polyomino. Alors,

(a) pour leV-algorithme e = (&, =0, @, =¢", Pz=0, P;=—¢"),
on a,

3 va(P)g* = _ Output(e, P) 7

a€EZ l_q

(b) pour leH-algorithme o = (&, =t¥, &, =0, ®5=—tY, ;=0),

on a,
tput(e, P
> ha(P)t? = Output(e, P) Ii“ (t" )
BeL B

ol v, (P), o € Z, ethg(P), 8 € Z, denotent les famillles de projections verticales et horizon

tales du polyomind.
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Exemple A l'aide du polyomino de la Figure 2.10, nous illustrons ler@aire 3. Le calcul

utilisant leV-algorithmedonne,

2212

Figure 2.10Famille de projections verticales.

_|_O_q9614 _qms
T g B B s
=-2+¢ - ¢ +2¢*

et donc,

Output(e, P —24¢* — ¢ +2¢*
ZUQ(P)(]Q:_ 1% ( ):_( q q Q):2+2q+q2+2q3'

= 1—gq (1-4q)

On remarque que les coefficients du polyndme obtenu camnelgmt bien aux projections ver-
ticales du polyomino (voir Figure 2.10). Si le polyomino &sinslaté vers la gauche alors le

dernier polyndme se transforme en une série de Laurentelengs.

2.6 Autres champs d’exploration

Ces idées suggerent qu'il est possible de développemuttitude d’autres algorithmes incré-
mentaux. Mentionnons par exemple, le calcul de projectabigjues avec diverses pentes ou
de probabilités variées reliees aux polyominos. Lesritlygmes décrits dans le Corollaire 3 ou
leurs variantes, pourraient éventuellement servietutle de la reconstruction des familles de
polyominos a partir de leurs projections (Barcucci et dl996; Del Lungo et al., 1998;
Del Lungo, 1994). Dans la Section 0.2 de I'Appendice A, oesprite aussi le résultat d'un

petit programme Maple exécutant quelques algorithmesrspolyomino de périmétré4.
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2.6.1 Calcul de paranetres sur les partages d’entiers

En particulier, certains calculs de parameétres sur letipas peuvent étre effectués, puisque
les partages d’entiers sont simplement des cas spéciapalgleminos codés par des mots de
typew = a'oF , 0U 6 est un mot sufb,a} contenant fois la lettrea et j fois la lettred. Par

exemple, le polyomino de la Figure 2.11 est codé par le mot

~~

0

On notera que la famille de projections horizontales (respicales) correspond aux parts du

partage (resp. partage conjugué€). Mentionnons aussieqeedul classique des équerres d’'un
partageP peut étre effectué a partir du mot Rappelons enfin que le nombre de tableaux
standards de formP est donné par la formule des équerres

n!
[ equerre, 5(P)

2.6.2 Calcul de projections obliques

Définissons le ruba®,, par

R, = U Pixpq = {(z,y) | |z] + [y] = a},

ptg=o
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ou [t]| désigne la partie entiére de La projection oblique d’indicer d’'un polyominoP est

définie par

Diag,(P) = a(P N Ry) = #(P N Ry,).

Figure 2.12Projection oblique d'un polyomino.

Théoreme 2 Le V-algorithme pour le calcul dBiag,, (P) est doni par

(Pe=0, Pp=x(z+y>a), P3=0, &=—xr+y—-1>a)).

Preuve.Par la proposition 2, on a

Output(e,P) = > Ay ®y(p,q) — AyPa(p,q). (2.9)
Pixp «CP
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On vérifie alors que,

APp(z,y) = xz+1+y>a)—x(@+y>a)
= xX(z+y>a)—x(z+y>a)

= x(z+y=0a)
et Ay®@u(z,y) = —xz+y+1-1>a)+xz+y—1>a)=0,

d’ou
Y ABp,9) —AyDu(pg) = Y X(pt+g=a)m

Pix, (CP Pix, ,CP

Exemple Soit le polyomino de la Figure 2.13 codé par le mot= aaabbabbbbabaabbab.

Calculons la projection oblique pour= 2 (seuls les termes non-nuls sont indiqués) :

Figure 2.13Diag, = 3

Diagy(P) = > 0+ > x(@i+3i>2)+> 0+ —x(zi+y; —1>2)
- 1 — !

= x(x3 +y3 > 2) + x(xa +ya > 2) + x(we + ys > 2)
=x1+2>2)+x(1+3>2)+x(0+4>2)

= 3.



42

2.6.3 Calcul pour polyominos avec trous

Par ailleurs, on observe que les Propositions 1 et 2 peeenadaptées aux cas plus généraux
des polyominos avec trous. Pour le cas des polyominos ceanisuffit simplement de sous-
traire les trous. Cependant, pour les polyominos non-oa®)el faut traiter chacune des com-
posantes connexes séparément. En effet, il apparatihguen des algorithmes décrits jusqu’ici,

peut s’appliquer aux cas des polyominos connexes ou homeges avec trous.

Par exemple, I'aire du polyomino de la Figure 2.14 peut éaleulée a I'aide div-algorithme
de la Table 2.1.

Figure 2.14Un polyomino avec trous.
Considérons la premiere composante connexe. Soit
w = aaabbaaabaababbabbababbbbabbbabbabbaabaabaababbbbabbaababababb,
le mot décrivant le contour extérieur du polymino et
s = abbabb, t = abbabb, u = aaaaabbbbbbababaababbbbb,

les trois mots codant respectivement le périmetre dés tiraus. L'aire associée a cette com-
posante connexe est alors obtenue en soustrayant leat&deilfalgorithme appliqué aux trois

motss, t, u de celui dew. Considérons ensuite la deuxieme composante conneite. So

r = aaabbbaaaaaa,
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le mot codant le périmeétre extérieur de cette composeinte

v = abab,
décrivant le trou. De fagon analogue a la premiere caapte connexe, on obtient I'aire corres-
pondant a cette seconde composante. Finalement, afinud@tritaire totale du polyomino, il

suffit d’additionner I'aire respective de chacune des casaptes connexeEcrivant seulement

les termes non-nuls, on obtient :

@ =[] )]
=131+9-2-2-28-1

= 107.

2.7 Remarques

Le théoreme de Green discret s’avere un outil puissaeffieace permettant de fixer dans un
cadre général une panoplie d’algorithmes rattachésabuulcde parametres sur les polyomi-
nos. Cette approche est tres fertile en résultats nowyedide nombreux problemes ouverts
et conjectures apparaissent de facon naturelle. Mergimpar exemple certains problemes
soulevés lors d'une communication présentée a Nagtess le cadre de la conférence interna-

tionale DGCI'03 (19-21 novembre 2003, Naples, Italie) €éRrlLabelle et Lacasse, 2003) :

— [ Christophe Fiorig décider, de fagon efficace, si un polyomiRq est inclus dans un po-
lyomino P5y. On notera qu&®; C P, si et seulement si(P; N P2) = #(Py). Ainsi, une
solution plus raffinée a celle proposée dans les Secldhet 3.3 serait envisageable.

— [ Christophe Fiorid étant donné deux polyominaB; etP., déterminer le nombre maximal
de pixels contenus dans l'intersectionBe et un translaté d ;

— [ Cero d’Elia] déterminer le polyomino maximd’ strictement inclus dans un polyomino
donnéP de telle sorte que les contours Beet P’ soient disjoints :

— [ Jean-Marc Chassefydécider si un point quelconque du plan;, y), est contenu dans
I'enveloppe convexe d’'un polyominB.

Un version beaucoup plus étendue a été publiee daniesrdvuediscrete Applied Mathe-

matics(Brlek, Labelle et Lacasse, 2005b)H®teoretical Computer Scien¢Brlek, Labelle et

Lacasse, 2005a).
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On notera également que la complexité des algorithmestsiélans le Chapitre 2, a la fois en
fonction du temps et de I'espace, est linéaire selon ladengdu contour du polyomino. En
effet, les codes de Freeman associés a un polyomino pomdent a leur périmetre, dont la
taille détermine le nombre d’itérations dans un algonighincremental. Cependant, la mise en
oeuvre optimale des formules décrites dans ce travailggqune analyse un peu plus poussée.
En effet, 'implémentation (naive) s’obtient de facatativement simple mais, pour plus d’effi-
cacité, des structures de données adéquates s’av@eggsaires pour chacun des algorithmes.
Par exemple, le calcul de la cardinalité de l'intersectiendeux polyominos peut s’optimiser
en calculant d’abord les paires assorties. En effet, lespassorties reposent sur un algorithme
de tri, étant plus efficace si les coordonnées sont orkemnIne description plus détaillee de

cette implémentation mériterait assurément une attemarticuliere.

Le lecteur attentif aura sans doute remarqué que les digws décrits s'adaptent de facon
assez immédiate a des objects plus généraux : regidimsittes par des chemins polygonaux
fermés (avec ou sans trous) sur d’autres types de réselsuyuie triangulaires ou hexagonaux.
Pour ce qui est des polyominos en dimension supérieureyensen discréte du théoreme de

Stokes sera proposée au Chapitre 6 et permettra ainendi&t nos résultats.

Cependant, avant d’en arriver la, un autre probleme no@sdssera. Comme les polyominos
sont facilement codables par des mots de quatre lettres,pmwons, a lI'aide d’'une machine
et d’algorithmes appropriés, les classifier selon cegtiraleurs associées a divers paramétres.
Par exemple, étant donné un entieron peut classer, de facon (faiblement) croissante, les
polyominos de taillen (n-ominos) selon leur moment d’inertie. Si deuxominosP et Q
satisfontI(P) < I(Q), alors on dit queP est plus rond qu&). Une telle classification est
donnée dans la Figure 2.15 pour les petiteminos,n < 5 (le plus rond au début). Deux

n-ominos distincts peuvent tres bien avoir des rondeuadesg En particulier, l&.-omino de
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rondeur maximale n'est pas nécessairement unique (vG# 5). Le prochain chapitre sera

donc consacré a I'etude de ces ensembles d’'inertie mipim
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o
(a) 1-omino

[
(b) 2-ominos

‘<-

(c) 3—-ominos

H < oh < Y o S oo

(d) 4-ominos

() 6—ominos

Figure 2.15Polyominos d’aire donnée classifiés selon I'ordre dissamt de rondeurs.



Chapitre I

ENSEMBLES DISCRETS D’ INERTIE MINIMALE

Dans ce chapitre, le contexte est étendu au cas plusaj@esrensembles discrets. Nous propo-
sons une description géométrique explicite comme fonatie N de la rondeur des ensembles
discrets de tailleV. Selon les valeurs associées a divers parametresvaiécdes ensembles,
plusieurs classifications sont possibles. Lemphase et iwiisur 'analyse du moment d’inertie
I(S), des ensembles discrefs relatif au centre de gravité, qui s'interpréte comme onesure

de la difficulté a tourner une figure plane autour d’'un axgspat par le centre de gravité de
S et perpendiculaire au plan. Plus spécifiguement, nousifitass ces ensembles selon leurs
rondeurs : pour une taill& donnée, si deux ensemblgset " satisfontI(S) < I(7'), alors

on dit queS est plus rond qué’. Plus précisément, il s’agit de développer un algorihpour

calculer, pour chaqu#’, quel est le ou les ensembles discrets de moment d’inertigmai.

Les résultats obtenus ont été présentés lors de l@&@nde internationale DGCI'08 (Brlek,
Labelle et Lacasse, 2008b) alors que la version étendiek(Brabelle et Lacasse, 2008a) fait

I'objet de ce présent chapitre.

Précisons que la notion de rondeur considérée ici eshclis de celle donnée dans (Altshuler
et al., 2006), ou I'on veut minimiser lgerimetre de sited’un polyomino du réseau carré, qui
consiste en le nombre de points situés a une distifargattanl du polyomino dans le réseau
carré. L'équation (3.2) nous assure que, pour une tadlismée, minimisek(S) est équivalent a
minimiserI(A) ou A est 'ensemble des centres des pixelsSd@ar la suite, pour simplifier les

notations et les calculs, le pld@x R est identifié par le plan complefgetZ x Z parZ + iZ.
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Le chapitre est organisé comme suit. D’abord, dans lesdpsc3.1 et 3.2, nous fixons la termi-
nologie et rappelons certaines notions de base sur les nisiarertie d’ensembles discrets.
La Section 3.3 est, pour sa part, dédiée a I'etude degrigtés reliees a ces ensembles dis-
crets d'inertie minimale. Plus précisément, nous intisdns la notion dguasi-disque discret
et prouvons que les ensembles discrets d’'inertie minindedes animaux qui sont des quasi-
disques. Une méthode permettant de calculer ces enseptlesine taille donnée ainsi que

certains parametres associés est décrite a la Section 3

3.1 Terminologie

Parensemble discrebn entend un ensemble fini de points du réséauZ ou une réunion finie
de carrés unitairepixel9 (voir Figure 3.1 (a)). Le terme polyomino se rapporte adérdtion
vue au Chapitre 1 (voir Figure 3.1 (b)), a la seule differgue dans le cas présent les polyomi-
nos ne sont pas simplement connexes (les trous sont asgepéEluald’'un ensemble de pixels
consiste a remplacer chacune des cellules du réseaupaarson centre. En particulier, le dual
d’un polyomino est habituellement appelé ammal (voir Figure 3.1 (c)). Par une translation
de(%, %), I'animal peut toujours s’interpréter comme un sous-erise du plan discref x Z.
Notons que les animaux, au méme titre que les polyominos,des objets combinatoires dont
I'etude a mené a une abondance de résultats. Entre lteeme animal semble étre dil a Read
(Read, 1962).

(@) (b) (c)

Figure 3.1(a) Un ensemble discret (b) un polyomino typique et (c) somahcorrespondant.

Un polyomino, comme on I'a déja remarqué, peut se carasell par des contraintes de convexité

telles que définies au Chapitre 1 (voir Figure 3.2 (a),€h).(
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(a) (b) (c) (d)

Figure 3.2Un polyomino (a)v-convexe (b)-convexe (chv-convexe (d) fortement-convexe.

Nous introduisons maintenant une autre notion de coreeldit’ polyomino est difortement-
convexgvoir Figure 3.2 (d)), si pour toute paire de pointet v de son animal correspondant,
tous les points & coordonnées entiéres contenus daegreest]u, v] sont des points de I'ani-

mal.

Sous I'hypothése de l&connexité, qui est une notion plus générale qué-tannexité, étant
donné qu’'elle permet de traverser les pixels par les cogtse définition est équivalente a une
des caractérisations des ensembles discrets convexaspeopar Kim (Kim, 1981; Kim, 1982),

qui S’énonce comme suit :

e Propriéte de lignesll n'existe pas trois points colinéaires, uqs, us € Z x 7Z tels queu; et

uz appartiennent &, uo est situé entre; etus maisus ¢ S.

De plus, Kim (Kim, 1981; Kim, 1982) a démontré, toujoursisthypothése de l&connexité,
que cette propriété de lignes correspond a la notion deaxité discréte introduite par Minsky

et Papert (Minsky et Papert, 1969), appelée la MP-corfvexit

e Soit.S un sous-ensemble dafisx Z. On dit queS est digitalement convexe s'il correspond
a la discrétisation de Gauss d’'un sous-ensemble conilexe R x R. C'est-a-dire,S =

Conv(R) NZ x Z, ouConv(R) est I'enveloppe convexe de au sens euclidien.

Dans le cas des polyomindsconnexes, qui font I'objet de notre étude, commé-tzonnexité
est une notion plus contraignante qué4eonnexité, on peut donc conclure que notre définition

de forte-convexité coincide bien avec celle de Minskyagid?t.
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3.2 Moment d'inertie continu et discret

Rappelons pour commencer, quelques définitions él@imestsur certains parametres géomeétriques

reliés aux ensembles discrets.

Définition 10 Soit.S un sous-ensemble mesurable du plan complexe tel que

//Syz\%zxdy < 0. (3.1)

Le centre de gravitg et le moment d'inertiel relatif au centre de gravt, asso@sa S sont

définis par lefquations suivantes

gzg(S)Zﬁ//Szdwdy

I:I(S)://S|z—g|2d:ndy://S|z|2dazdy—ﬁ'//Szd:ndy
a(S)://dedy.

En particulier, siS = p; Upy U --- U py €st une réunion dé&/ pixels distincts, la condition

et
2

9

ou

J fplLJsz---UpN |z|2dz dy < oo est clairement satisfaite gtS) et1(.S) sont bien définis.

Notons également que le moment d'inertie associé a wel piitairep est

et que son centre de gravité correspond a son centreef@que.

Définition 11 SoitT = {z1,--- ,zxy} € C un ensemble d& points distincts dans le plan
complexe @ les pointsz; sont respectivement de masses positives non nullepour k =
1,---, N. Lecentre de gravitg et lemoment d'inertid relatif au centre de gravt, asso@sa
T sont cefinis par lesquations suivantes

N

1
=g(T)=——— M2k,
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et
2

N N 1 N
I=1I(T) = mkzk—g2: mkzkz—— MEZk
(1) = Sl ol = ol e 5

_ 1 2
= memy|ze — z1]°.
mp+---+my =

L'équivalence précédente est obtenue comme suit :

N 1 N
> mularl = e ) e
k=1 m MmN 3

(Zizvﬂ mk’Zk’2> (Z;L ml) - (Zi\;l mk2k> (Z{il mlfl)
N my+ -+ my
_ D k<l memy(|zk]? + |21)* — 21z — Zr21)
B my+ -+ my
C pamwmulze — zf?
T omi e +my

Les deux relations ci-dessous, présentées sous formentted, sont aisément vérifiables et

s’appliquent a tous les ensembles discrets.

Lemme 3 SoitS = p; U--- U py une eunion deN pixels distinctgp,,--- ,py et A le dual
deSouN = |A|. Alors,
N
I(S)=1(A) + rE (3.2)

La prochaine formule permet de calculer de facon directedenent d’inertie d'un ensemble
den points alignés équidistants. Elle sera d'ailleurs utitss la Section 3.4, afin de calculer

les moments d'inertie minimaux des ensembles discretsatitss

Lemme 4 Soit S un ensemble de points aligres équidistants, pog&slant chacun une masse

unitaire. Alors,
. n3 —n

I(S) = 5 d? (3.3)

ou d représente la distance entre les points successifs.
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3.3 Propriétés des ensembles discrets d’'inertie minimale

A partir de maintenant, nous allons considérer que tousdes-ensembles mesurables (ou
finis) dansC satisfont la condition (3.1). Le lemme qui vient gén&mlia formule (3.2) et
s’avere tres utile dans le présent contexte. Il decduléhéoreme classique dases parakles
(Feynman, Leighton et Sands, 1963) qui s’énonce comme: four tout pointw et tout
ensemble mesurable (ou firfi) le moment d'inertie de, relatif au pointw, est dénoté,, (.5)

et est défini par

N
://\z—wlzdwdy (ou ka]zk—wlz)
S k=1

satisfaisant

L,(S) =1(S) + m|w — g]2, (3.4)

oug = ¢(S) etm est la masse d§.

Lemme 5 Consicrons Sy, - - - , Sy une suite deV sous-ensembles mesurab(es finig dis-

joints dansC. Alors,

Mz

I(S1U---USN) =) T(Sk) +1({g1,--- ,9n})

e
Il
—_

Sk + ka‘ng - —

Mz i Mz

1 2
+— kamzlgk —al”

k<l

e
I
—_

ou g, correspond au centre de gragiteS), de massen;, = [ fsk dx dy (oumy = |Sk|) et
m=mj—+---+mn.
Preuve.Par (3.4), pour toutw € C, on peut écrire
Lo(Sk) = I(Sy) + my|w — gp|?, k=1,---,N.
De plus, par la propriété d'additivite dg, on a
L,(S1U---USN) =L1,(51) + -+ + L,(Sn)

=1(S1) + -+ I(Sn) + miw — g1|* + - + mu|w — gn|*.
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En prenant = g(S1 U--- U SN) = (mig1 + - + mngn)/(m1 + -+ -+ my),

on obtient,
I(S1U---USN) =13(S1 U---USnN)
=1(S1) + - +1(Sy) + malg — g1 |* + - - + mnlg — gn]?
=1(51) + - +1(Sv) +1({g1, - ,gn}).m
Une démonstration alternative du Lemme 5 n’exploitantlpdlséoreme des axes paralleles est

disponible dans la Section 0.1 de I'annexe B.

Notons que la formule (3.2) se rapporte au cas particulieso= p;,--- ,Sy = pn avec

g1 =9(p1), - .98 = g(pn). Plus précisément,
N

1(8) = 1(p1 Up U Upwy) = Y1) +I({an, - oo D) = & +1(4),
k=1

puisquel(py) = % et A constitue 'ensemble des centres de gravité des pixefs de

3.3.1 Forte-convexié des ensembles discrets d’inertie minimale

Afin d’analyser les propriétés de convexité se rappodan ensembles discrets d’inertie mini-

male, certains lemmes sont nécessaires.

Lemme 6 Consicerons une droitd. fixée dans le plan complexe®# L un point quelconque
de masse. Soitd le point deL le plus rapprock dec, c’esta-dire [c,d] L L. Prenons deux
points distinctsg etb appartenanié L, de masses respectivesetn. Consicrons les deux cas

suivants
Cas 1.Sia etb sont du neme 6té ded sur la droite L et
0<la—d|l <|b—d|,

alors le moment d'inertiel({a, b, c¢}) est strictement&croissant lorsqué est translaé versa

le long de la droiteL (voir Figure 3.3 (a))

Case 2Sia etb sont de 6tés diferents ded sur la droite L, alors lorsquea ou b est translag
versd le long de la droiteL, le moment d'inertid({a, b, c}) décrdt strictement(voir Figure
3.3 (b))
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(b)

Figure 3.3(a) Cas 1 et (b) Cas 2 du Lemme 6.

Preuve.Par le Lemme 5, avety = 3, 51 = {a}, So = {b}, S3 = {c} de massen, n etp
respectivement, on a,

1
I= I({CL7 b, C}) = m(mnla - b‘z + Tlp’b - 6’2 +pm’C - a‘z)a

puisquel({a}) = I({o}) = I({c}) = 0.

Dans le cas 1, lorsquese déplace vers, les valeurs déu — b| et |b — ¢| diminuent alors que
celle de|c — o reste inchangée. Ceci implique que le moment d'inertieirdig Dans le cas 2,
si a se déplace verd, alors les valeurs d — b| et|c — a| diminuent tandis qué — | reste
fixe. D’ou le moment d'inertie diminue. Un argument simiéaist utilisé pour le cas duest

déplacé verd. [

Théeoreme 3 ConsickeronsN > 1 etS C C une eunion deN pixels(ou N pointg distincts du
résealz + iZ, tous de masse unitaire. Si le moment d’inertieSdest minimal, alorsS est un

ensemble fortement-convexe.

Preuve.Pour N = 1, le résultat est trivial. Par le Lemme 3, il suffit de comsit’le cas otp
contientN > 2 points du résead + iZ. Par la Définition 11](S) est un nombre strictement
positif. Supposons qugsS) est minimal et qué n’est pas fortement-convexe. Alogsy, v € S

tel que le segmerit, v] contienne un point (trow) € Z+iZ tel quew ¢ S. Soit les ensembles

A={z¢€8 : JteQ,z=u+t(v—u),t <0}
B={z€S :3teQz=u+t(v—u),t>1}
C=5\(AUB)

oua = g(A),b=g(B), c=g(C) (voir Figure 3.4).



55

-

Figure 3.4 Elimination des trous

Alors par les lemmes 5 et 6 (voir Figure 3.4), on peut trassldt(ou B) versw afin d’obtenir

un ensembled’ (ou B’) tel que I'ensemble

(ouS"=AUB'UC)

AUBUC

S/

possede un plus petit moment d’inertie

I(S") < 1(S)

|S] = N etw € S’. Comme I'ensemble initiab' est d'inertie minimale, on

et tel que|S’|

tradiction, d’a8i est un ensemble fortement-convexe.

\

arrive a une con

Notons que notre définition de forte-convexité n'impkgpas nécessairement4econnexité

dans la preuvesstde de conclure que les ensembles

he,

, Ce qui nous empéc

(voir Figure 3.5)

N

discrets d’inertie minimale sont des polyomindscet effet, nous introduisons la notion de

quasi-disque

Figure 3.5Fortement-convexe/A- animal4-connexe.
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3.3.2 Quasi-disques et ensembles discrets ronds

Nous montrons maintenant que la description des ensemblzetd d’inertie minimale se rap-

proche étroitement de celle des disques dans le sens suivan

Définition 12 Consicronsc € C et.S un ensemble fini de points déseauZ + iZ. On dit

alors ques est

(i) undisque (iscre) de rayonr centé enc si
S={z:|lz—c| <r}n(Z+i2),
(ii) unquasi-disquediscre) de rayonr centé enc Si
{z:lz—c|<r}N(Z+iZ) CSC{z: |z—¢| <r}N(Z+iZ),

ol r = maxses|s — ¢|.

La Figure 3.6 (a) et (b) illustre respectivement un disquaneuasi-disque de rayon= 5.

B _-e—_
- < - ~
- < . ~
v o 0 0 0 00 e e 0 0 09
/ N Ve N\
900000 0 0 ¢ /o 0o 00 0 0 0 |
/ \ / \
/o © 0606 00 0 0 0, ;o © 0o 0 00 0 0 0,
1 \ \
[, © 0 000000 0 [ @0 0o 0 00 00 0
¢ 06060000 00 0 9 e 000000 0 0 o0 |
1 |
1
100 0000 0 0 0 L0 0 000000 0
\ \
@0 060 00 0 0 o/ @0 00000 0 o
/ /
We oo o000 o0 ‘e e e e 0 0 0 /
7
N Y
e 0o 000 0 ¢ .o 0o 0 0 00
~ - ~ -
S < - S < -
- e- -

Figure 3.6(a) Un disque (discret) (b) un quasi-disque (discret).

Remarquons que chaque point du réseau se situant sur dmféirence d’'un disque discret
doit appartenir a celui-ci, alors que pour un quasi-disgeelement au moins un des points du
réseau doit &tre sur la circonférence. Notons que ferie d'un tel point est toujours satisfaite
par la définition méme du rayon Cependant, dans les deux cas, tous les points a coo®nné
entieres contenus a l'intérieur de la circonférencvetut appartenir a la fois au disque et au

quasi-disque.
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Lemme 7 Soit A un quasi-disque de cardinaditV. Alors,
(i) A est fortement-convexe,

(i) siN # 2, alors A est un animal.

Preuve. (i) Soit A un quasi-disque de rayancentré err. Etant donné deux points, v € A,
alors tout pointw du réseauw # u, w # v, appartenant au segment v], est nécessairement

dans l'intérieur du disquéz : |z — ¢| < r}. Donc, par la Définition 12 € A.

(i) Soit A un quasi-disque de rayoncentré erc € R x R, avecN > 3. Soitu,v € A, deux
points distincts du réseau. On doit montrer gu'il existectiemin~ reliantu a v, composé

uniguement de déplacements verticaux et horizontausivest

Siu etv sont alignés sur un méme segment vertical ou horizoritak par (i), on peut prendre

~ comme le chemin linéaire reliantav.

Autrementy etv ne sont pas alignés verticalement ou horizontalements Daoas, on considére

le rectangleR dont les sommets, v/, v, v/, sont donnés par
u=(up,uz), v =(v,u), v=(vi,v2), u = (ug,uve).
Afin d’analyser toutes les configurations possibles, notpres
22> u—cP+lv—cP=u -+ —c (3.5)

Considérons d'abord le cas ol au moins un des deux pointssgau.’, v qu’'on va appeler
t € {u/,v'}, appartient a4. Par (i), commeA est un quasi-disque, on peut toujours choisir un

cheminy allant deu versw, c'est-a-dire([u, t] U [t, v]) N Z x Z, décrivant und.-forme.

En tenant compte de (3.5), la seule autre possibilité Brsereest que les deux poini§ v' ¢ A.

Dans ce cagy’ etv’ se trouvent simultanément sur la circonferepce ¢| = r. Autrement dit,

! 2

—c* =]

2 2

lu —c* =7

Ceci implique quéz — ¢| = r est le cercle circonscrit du rectangfeayant les sommets € A,

v ¢ A,v e A v ¢ A.Dans ce cas, puisque > 3, R ne peut se réduire a un carré unité (voir



58

Figure 3.7 (a)). Le rectanglR est donc de dimensiam x n, avecrm > 1 oun > 1, etil existe
assurément un cheminallant deu av formés exclusivement de pas verticaux et horizontaux

unitaires (voir Figure 3.7 (b)). [

@)

Figure 3.7 Chemins possibles lorsqué, v' ¢ A etw’, v’ sont sur la circonférence.

Theoreme 4 Soit S un ensemble discret d¥ pixels d'inertie minimale. AlorsS est un poly-
omino dont 'animal assoéi A est un quasi-disque ceiten son centre de gragiy = g(A)

de rayonr = maxgea |a — g|.

Preuve.Soit A le dual d’'un ensemble discrétd’inertie minimale. Comme le résultat est vrai

pour N < 2, on va supposer qu¥ > 3. Prenonsyy € A tel que
r = lag — g| = maxeea |a — gl,

et considérons le disque fermé
I‘ao = {Z eC: ’Z _gao’ < ‘CLO _gao’ }7 Gag = g(A\{CLO})'

Montrons d’abord que tous les points discrets dans liet&rdu disqud’,, sont dansA. Ceci
est une conséquence du Lemme 5 lorstyue 2 :
m11msy 2
I(S1USy) =1(S I(s —|g1 — .
(S1US2) =1(51) + I( 2)+m1+m2|91 92|

En effet, prenonsSl = {ao}, 52 = A\{ao}, g1 = ag, g2 = Gay, M1 = 1, mo = N — 1.

Alors,

N

I(4) = I({ao}) + I(A\ {ao}) + N]\_f 1

a0 — gao|I* = 1(A\ {ao}) + a0 — gao|”

commel({ap}) = 0.
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Supposons maintenant qu’il existe un point enigf A contenu dans l'intérieur dg,,, c'est-
a-dire,|b— gq,| < |ao—ga,|- Remplacong, parb et considérons I'ensembl® = ((A\{ao})U

{b}). En conséquence,

N -1
I(B) = L((A\ {ao}) U {b}) = I(A\ {ao}) + ——Ib~ Jao|” < I(A),
ce qui contredit la minimalité du moment d'inertie de I'ensble A.

Considérons maintenant le disque fermé
Cop={2€C : |z—g| <r}.
Par la définition de”,,,, on a forcément
A C CoyN(Z+iZ). (3.6)

De plus, il est simple de vérifier que

N -1

g—ay= T(an - CLO)-

Cette derniére égalité entraine quappartient au segmefi,, , ap]. D’ou, Cy, C I'y, cOmMme

on observe a la Figure 3.8.

Figure 3.8Les disqued’,, etC,, (en gras).

On a déja vu que tous les points entiers contenus dansrigoir del’,, sont des points dd.
En particulier, tous ceux appartenant a l'intérieur dagdeC,, sont donc nécessairement aussi
des éléments dd :

(int Cay) N (Z +iZ) C A.
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En utilisant cette derniére inclusion et (3.6), on obtient
(int Cuy) N(Z +1iZ) C AC Coy N (Z+4Z),

ce qui implique queld est un quasi-disque de rayoncentré ery. Finalement, par le Lemme 7,

puisqueA est un quasi-disque d€ > 3 points, alorsA est un animal fortement-convexe. m

La Figure 3.9 (a) illustre le Théoreme 4 palir = 5. Par la contraposée, I'ensemble des 49
points de la Figure 3.9 (b) n’est pas minimal puisque la cifeence (en pointillée) contient

des points a coordonnées entieéres qui ne sont pas darsei'dle. On observe aussi que la
réciproque n’est pas vérifiee. En effet, pavir= 3, le quasi-disque de la Figure 3.9 (c) n’est
pas minimal (aved = 2). Le plus rond poutN = 3, est représenté a la Figure 3.9 (d) (avec

I=2<2).

(@) (b) (©) (d)

Figure 3.9lllustration (a) du Théoreme 4 (b) sa contraposée et(@})sa réciproque.

Afin de poursuive I'etude des ensembles discrets d'inerti@male, une borne supérieure pour
le rayonr du disqueC,, est donnée comme fonction de la tail& En outre, ce résultat per-
met de réduire le nombre de candidats a tester dans legsugele recherche des animaux de

rondeur maximale tel que décrit dans la Section 3.4.

Lemme 8 Soit A un animal de rondeur maximale pour une taille donrée. Alors, le rayon

r = |ap — g| = max,ea|a — g| du disqueC,, centi€ eng = g(A) satisfait

< 1 . | N
r<— —.
=73 -
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Preuve.Considérons le polyominP associé a un anima& de rondeur maximale. Nous allons

montrer que le disque ouveB® (g, r — %), centré eny, de rayonr — % satisfait
1
B°(g,r—— ) CP, 3.7
(g \/§> - S0

et que puisque (3.7) implique
1\2
ﬂ(r—ﬁ> < a(P) =N,
alors le résultat désiré en découle. Afin d’établi7§3on choisit d’abord un nombre complexe
quelconquez € B°(g,r — 7) Il s'agit ensuite de montrer qu'il existe € A tel quez € p,,
ou p, correspond au pixel centré en
Posons: = x + iy tel que

1
lz—gl <r——.

V2

Il existe alors des entiets , 5 tels que,

r=vi+f1, y=v2+fo

|< |f2|<180|t1/—1/1—|—w2€tf fitifsetonaz =v+ f € p,. ll nereste

plus qu'a montrer que € A. Par 'inégalité du triangle, on a

1
v—gl=lfI<lv—g+fl=lz—gl<r——.

V2
D’ou,
1 1 1
v—gl<r——+If[<r——4+—F2=r,

V2 x/§ V2
étant donné quef| = /f2 + f7 < \/ . On peut donc conclure, par le

Théoréeme 4 que € A. En effet, tous les points entiers contenus dans le disqueroB° (g, r)

appartiennent nécessairemem a [

3.4 Algorithme pour engendrer les ensembles discrets de rdeur maximale

L'objectif ici est d’engendrer, pour une taillé donnée, tous les animaux de rondeur maximale.
Pour ce faire, une premiere classification est effecteé@nda suite(n,,--- ,ns) des projec-

tions verticales des animaux satisfaisant la contraivte n, + - - - + n,, oun, est le nombre
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de points contenus dans kaiéme colonne pouk = 1,--- ,s. La k-ieme colonne associée
a une projection verticale pour;, pair (respectivement impair) est dite paire (respectivéme

impaire).

Soit A,, ... n, 'ensemble de tous les animaux possédant la guite- - - ,n,) de projections
verticales sous la contraintf = n; + --- + n,. On caractérise d’abord les animaix

Ay, .. n, de telle sorte que
I(A) = min{I(B) : B € A, .. n.}- (3.8)

Les animaux de rondeur maximale pour une talNlelonnée sont précisément ceux qui mini-
misent lesl(A) dépendants de toutes les combinaisons des duites: - , n,) de projections

possibles, sous la condition + --- +ns, = N.

Lemme 9 Soit(ny,-- - ,ns) une suite finie d’entiers- 0 satisfaisanti +- - - +n, = N. Alors,

(i) si(ni,---,ng)sonttous de @me parié, alors il existe un unique animél € A, ... .,

atranslation pes, de moment d'inertie minimal parmi tous les animauxde... ,,,. Cet
animal est symtrique par rapport un axe horizontal ;

(i) sinon, il y a exactement deux animalxA’ € A,, ... ,,, & translation pes, de moment
d'inertie minimal parmi tous les animaux dg,, ... ,,,. Ces animaux sont sygtriques l'un
de l'autre. Les centres de gragitdes colonnes pairggespectivement impairgsle A et
A’, sont tous sités sur un rame axe horizontak (respectivemenk). La distance entre
les deux axeX et X' est del /2.

De plus, le moment d’inertie d& et A’ est dong par la formule

S S S 2
1 ;1 ) 1
I(A):E;nk—ﬁN+;k = % (;kznk>

(3.9
1
TN Z ok Z (L
N pair nilmpair
Preuve. Soit S un ensemble discret avec la sufte, - - - ,ns) de projections verticales, a la-

guelle est associée la suite des colonfigs - - , C,. Plus précisement, la coloni, corres-

pond aux points dé& situés au dessus du poif#, 0), pourk = 1,--- ,s (voir Figure 3.10).



63

CL Cr Gy Gy

P N W A~ O
—f—
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o
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1 2 3 4

Figure 3.10Les colonneg”;, correspondent aux points desitués au-dessus du poifit, 0).

Considérongy;, le centre de gravité d€), pourl < k < s. Notons qu'il existey, € Z tel que,
pourl < k <s,
(k + ivg) Siny, est impair,

Ik
(k+i(v, +3)) siny est pair.

Autrement dit,
. 1
gk:k+l<yk+§Xpair(nk)> ]{7:1, ]
OU X pair(n) = 1, sin est pair e sinon.

Par le Lemme 5 et la formule (3.3), on a

I(S) =1(CL U -+ UCY)

I(Cy +"'+I(Cs)+1({gla"' 793})

S 3
ny — n 1

ot Nannl\(kz )
k=1 k<l

_ 1
+i(vg — v + i(Xpair(nk) — Xpair (1))

1 3 1 1 9
k=1 k<l
oS L i) — i) )
ON — ngny | Ve — Vi D) Xpair\ Tk Xpair (7]
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ou apres quelques manipulations,

1 1
O = W Z nknl(yk — I/l)2 +2 Z nknl(l/k -+ 5)2

np=n;( mod 2) npair,n;impair
La valeur minimale de la derniere expression est atteirdeseulement si
v = v, lorsque ny =n; (mod 2)

et

1 1
(v — vy + 5)2 =7 lorsque ny est pair et n; est impair.

Autrement dit, la valeur minimale est obtenue si et seulérsiepour certaing € Z,

v, =1 —1 pourng pair,
v, = r pour tout k, ou
y=r pourn; impair.
Comme le moment d’inertie est invariant par translation,peat supposer que = 0 et on
conclut que I'allure d’un animaA avec les projection§, - - - , ns) correspond exclusivement

a une des trois situations :

e s v %0 X ¢
() (b) (© 1) c) ii)

Figure 3.11(a) n;, tous impairs (b} tous pairs (c) certaing; impairs, certains, pairs.

Cas 1.Sitous lesy;, sont impairsalors g, = k pourk = 1,--- , s (voir Figure 3.11 (a)).
Cas 2.Si tous lesi, sont pairs alors g, = k + %z pourk =1,--- s (voir Figure 3.11 (b)).

Cas 3. Autrement, deux configurations sont possibles

31) gk =k, pour ng impair et g, =k + %i, pour ny, pair (voir Figure 3.11 (c¢) i),

3.4i) g = k, pour ny impair et g, = k — %i, pour ny, pair (voir Figure 3.11 (c) ii).
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De plus, on vérifie assez facilement que la valeur minimal@ ést donnée par

Q:% an Z neg |,

ny pair ny impair

ce qui établit (3.9) et conclut la demonstration. [

Puisque les animaux de rondeur maximale sont des quasiedisgn observe que notre re-
cherche des animaux les plus ronds pour une tailldonnée, peut se restreindre au cas des

suites de projectiongy, - - - , ns) satisfaisant

O<ni<no<---<mp<npgr1=--=m_1>n=-+2>ng1=>ns>0.

Ce type de suite est appelpartition faiblement unimodalde N (tasou partition planairede

N), voir (Stanley, 1997).

A I'aide de l'outil de calcul formel Maple (Maplesoft, 20QMous avons developpé un pro-
gramme permettant d’engendrer tous les animaux les plusoour une tailleV donnée. La
stratégie adoptée est présentée ici. En premier liedescription d’'une suite faiblement uni-
modale est donnée par

(A7 b7 h7 ILL)?

ou \, o sont des partages d’entierdet € N*. Lasuite(nq, - - - ,ns) des projections verticales

| I

@) (b)

Figure 3.12(a) (A, b, h, i), (b) (n1,---,ns), (c)animalA atester, a rotation pres.
satisfaisant; + - - - +ns = N est donnée par

MS A< SN <h==h>wm>wy > 2 p, (3.10)
b

avec|\| + bh + |u| = N (voir Figure 3.12 (a)).
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Ensuite toutes les suités, b, h, 1) minimisant le moment d’inerti& A) associé a I'animal\,
qui est calculé par la formule (3.9) du Lemme 9, sont engsasdrEn vertu du Lemme 8, on peut

restreindre le nombre detuplets(\, b, h, ) & engendrer & ceux qui satisfont les conditions
s<2r+1 et h<2r41,

c'est-a-dire

max(s,h) < [V2+ 2@ +1). (3.11)

Par exemple, pour chagué < 40, 'ensemble des représentations, a symétrie diégrale, des
animaux de rondeur maximale pour une taMlesst donné dans le Tableau 3Altitre indicatif,
pour N = 40, le nombre del-tuples (X, b, h, 1) a tester satisfaisant (3.10) et (3.11) est de
76396 alors que pour ceux satisfaisant uniguement (3.10), le nerskleve ad207763. Le
Tableau 3.2 contient diverses statistiques associéearamaux les plus ronds powv < 40.

En l'occurrence, dans les cing premiéres colonnes, onaloespectivement la taill&/, les
projections verticales, le moment d’inertie, le centre de/igé et le rayon du quasi-disqude,,
associés aux animaux de rondeur maximale, a symétrieaiypg diedralD, pres, c'est-a-dire

les symeétries du carré.

3.5 Remarques et quelques prol@mes ouverts

Attardons nous d’abord a la remarque suivante. Consigél® plus petit disque ferm@,i,
contenant le ou les animaux de rondeur maximale pour une Pbidonnée. Soit son centre
etryin Son rayon, c'est-a-dir€y,i, = {2z : |z — ¢| < rmn}. Les deux derniéres colonnes du

Tableau 3.2 correspondent précisément aux valeursete, ;.

Intuitivement, on serait porté a croire que est un quasi-disque de rayep,, centré enc.
Autrement dit, il serait possible dans le Théoreme 4, deptacer le disque”,, par Cpin.

Cependant, en général, cette hypothese s’'avereditssd.

Comme exemple, pouV = 17, considérons I'animalA de rondeur maximale situé a la ligne

17a du Tableau 3.2. Ses projections verticales $arit, 5, 3) et le plus petit disqué’y,;, conte-
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nantA est de rayon,;, = v/5, centré au poin2, 0). Dans ce cas, le disqu&,, est de rayon

r =12, centré au pointil, 2 ) (voir Figure 3.13).

Figure 3.13Lanimal d’'inertie minimale poutN = 17 avec les disque§,, et Cp,i, (en gras).

On observe alors qua n’est pas un quasi-disque de rayag, = /5. En effet, le point
entier (0,0) représenté par le symbole appartient au disque ouveft; . mais ne constitue
pas un élément dA.. La Figure 3.13 montre I'animaA ainsi que les disquesS,, et Cpi,. La

conjecture énoncée ci-dessous découle de ces obserati

Conjecture 1 Il existe,a translation pes, une infini d’animauxA de rondeur maximale qui
ne sont pas des quasi-disques de rayn., ol rmi, €st le rayon du plus petit disque contenant

'animal A.

Cette hypothese semble plausible, mais étant donné&sstiaction des vérifications au cas des
animaux de taille allant d& = 1 jusqu’a N = 40, une seule occurrence, représentée a la

Figure 3.13 avedV = 17, a é&té identifiée.

Un probleme naturel a se poser concerne la généralisdis résultats précédents a d’autres
familles de réseau. Il s’avere ici que lI'on peut effeatiant étendre les résultats énoncés a
d'autres types de réseaux. En voici une bréve descripibam le cas particulier du réseau trian-

gulaire régulier. Dans ce contexte, un ensemble distrett une réunion dé&’ cellules hexa-
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gonales réguliéres distinctes Aest I'ensemble des centres de défexagones, qui satisfait a

I'analogue de la formule (3.2), c’est-a-dire,
I(S)=I(A)+ N -1I(H),

ou H est I'hnexagone fondamental du réseau. Le réseauZ est remplacé par I'ensemble

T C C des centres de tous les hexagones du réseau. Les notiomedednvexité, disque et
gquasi-disque se définissent facilement en utili§ast la métrique euclidienne. Les ensembles
discrets d'inertie minimale du résedusont des ensembles fortement-convexes (le Théoreme
3 s’applique toujours). Linégalite < % + \/g pour le rayonr du quasi-disque, doit &tre
remplacé par < o + $v/N avec les constantes approprigess. Le calcul des ensembles
discrets d’'inertie minimale du résedy peut se faire en adaptant la stratégie utilisée pour le
réseau carré. Plus encore, il serait possible de gés@ra des familles de réseaux discrets en

dimensions supérieures.

Finalement, dans un autre ordre d’'idées, d’'une part lelpnad de la reconnaissance des droites
et des plans (Rosenfeld, 1974; Reveilles, 1991; Buzer,2;2B0zer, 2003; Klette et Ro-
senfeld, 2004) est un probleme qui a été grandemeniéridrelativement bien compris.
D’autre part, un probléme qui demeure actuel et dont ledvat@ns sont nombreuses en
géomeétrie discrete, est la reconnaissance des cefclissespheres (Andres, 1994; Andres
et Jacob, 1997; Fiorio et Toutant, 2006; Fiorio, Jamet etdray 2006). En outre, le bord des
quasi-disques introduit dans la Section 3.3.2 sembleeseptér, a priori, comme étant un bon
candidat pour un cercle. Une étude plus approfondie desi-gisgjues et leurs généralisations

pourrait s’avérer utile.
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Tableau 3.1Animaux les plus ronds de taill® < 40



N | projections verticales I(A) | g(A) r c¢(A) | Tmin(A)
1 1] 0 | (1,0) 0 (0,0) 0
2 L] P Ggo | 3 G| i
3 1,2) 1 GH | W |G| v
4 2.2 2 | GH | 32 | G| 32
sa| P2 1 ey wm [ e | i
50 [1,3,1] 4 (2,0) 1 (2,0) 1
6 2,2, 2ledh | W5 [ eh| i
7 2.3,2 z2ley| 3 jedh| §
; 33,2 rled [ v | eo | v
9 3,3, 3] 181 (2,0) V2 (2,0) V2
0] B33 HlEY 3 |G| 3
na|  Ras | R G| AVED | Gy | VIO
b 3431 | 3 GLA) | AV G | 3V
2| pds % GYH | WO | GY | WD
3] B4 w @] Ba @y B
| Basy | B[ GH | EE | G |
15| @443 | B BH| W |G| 3
16a 2,4,4,4,2] 80 1 (3,1 V1T (3,2) L7
o] @add | %G| B2 |G| 4o
17a [4,5,5,3] (8,2 10 (2,0) V5
17b [2,4,5,4,2] = 3,L) 4 (3, %) 13
18 [3,4,5,4,2] 95 | (2 5y | 1/1685 | (3,0) V5
19 [3,5,5,4,2] 90 | (55 4) | 19V1937 | (3,0) | V5
20 3,5,5,5,2] 125 1 (B8 Ly | L2165 | (3,0) VB
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N | projections verticaleg I(A) g(A) r c(A) Tmnin(A)
21 [3,5,5,5,3] 118 (3,0) NG (3,0) V5
2 | Bsssg M@ d) | 2vE | (88| B
23 [5,5,5,5,3] B (80) | 2970 | (Z,0) V1T
24 [1,5,5,5,5,3] 28| (89,0) & (£,0) B
25 3,5,5,5,5,2] 20| (L) | £V4801 | (4,0) 1v29
26 [3,5,5,5,5,3] Z2 1 (5,0 3V29 (%,0) 1v29
27 [1,4,6,6,6,4] 361 (3,1 18\/37 (2,1 25
2% | [66642 | M (HD | HV0 | B | 5V
20 | Ro666 | BB | BVA | G | 4V
30 [4,6,6,6,5, 3] 28 | (L b Ly | (L)) 134
31 [3,6,6,6,6,4] 688 (AL My LVg642 | (L,1) L. /32
2| @66664 |3 G | W | G | v
33a 4,6,6,6,6,5] 80 (W8 )| BV (62, 3) "2
33b | [4,6,6,6,6,4,1] 2080 | (L2, 49) 80V2 (2,1 1. /370
34 | 467764 | G| (G5) | 5VI2B | (G5) | V30
35 [5,6,7,7,6,4] 8161 (2,2 | V13309 | (32, %) | 5V15170
36 3,5,6,7,7,5,3] 706 | (Me Ly | V13546 | (4,0) V10
37 3,5,7,7,7,5,3] 92 | (4,0) V10 (4,0) V10
38 [4,5,7,7,7,5,3] 8689 | (L9 Ly | 3TVI3 (21 1/410
39 [3,5,7,7,7,6,4] 9388 | (6L 5y | LVI7873 | (2,1 L /410
40 [3,6,7,7,7,6,4] lota7 | (163 1y | L\/19433 | (22, 15) | 1\/39442

Tableau 3.2Parametres associés aux animaux rolds(40), a symétrie diédrale pres.



Chapitre IV

PROPRIETES DE CONTOURS D' ENSEMBLES DISCRETS

Dans cette partie, on se concentre davantage sur la fremt@imitant les ensembles discrets.
De nombreuses propriétés s'y rattachant sont fondatesn& méritent une attention parti-
culiere. Ce chapitre est donc dédié a I'étude et I'gsmalde chemins associés a des ensembles
discrets du résedli x Z. Plus précisément, nous rapportons ici les principasxiltats conte-
nus dans l'article (Brlek, Labelle et Lacasse, 2006a), guile prolongement d’'une version
présentée a la conférence internationale DLT’'05 (448} 2005, Palerme, ltalie) (Brlek, La-

belle et Lacasse, 2005c).

La plupart d’entre-nous ont déja eu l'occasion d'expiamter la tache parfois difficile et ha-
sardeuse de se rendre d’'un endroit a un autre en suivantstee’indications décrivant des
changements de direction aux intersections. En effet, daewille, trouver la route pour aller
d'un point A a un pointB est un probleme assez simple lorsqu’on détient bien doteime
description géométrique locale adéquate de la confiiguraes intersections. On peut appeler
ceci l'algorithme du chauffeur de taxi de Manhattdhest aussi bien connu que toute courbe
continlment differentiable dans le plan peut étre axipnée par une courbe linéaire par mor-
ceau, laquelle est utilisée pour résoudre la plupart diesils de base en calcul differentiel. On
adopte ici un point de vue paramétrique ou si on préframique qui consiste a considérer
une courbe comme une suite élémentaire de déplacen@aite.approche fournit une descrip-
tion locale de la courbe plutdt qu’'une description globajei se caractérise en général, par

I'utilisation de formules closes ou d’équations.

Voici maintenant comment est composé ce chapitre. Danedtidd 4.1, on introduit d’abord
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le nombre d’enroulementd’'un chemin dans le réseau carré, qui est une valuatioouént de
I'algorithme du chauffeur de taxi de Manhatt&ertaines propriétés de base s'y rapportant sont
également énoncées. Les résultats sont ensuite applaux cheminaon croisants Comme
corollaire, dans le cas des chemins non croisants ferméawhtent une nouvelle demonstration
du résultat de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003) r@htve la géométrie discrete, qui met
en relation le nombré' de pointssaillantset le nombreR de pointsrentrantsd’un polyomino

par I'équation ci-dessous :

S—R=4

Un probléme naturel a considérer est d’analyser le cotapent de la relatio — R = cste
pour d’autres réseaux. Dans la Section 4.2, on montre quielpaas des réseaux hexagonaux,

il y a en effet une formule analogue établissant la relation
S—R=6.

Cependant de facon assez étonnante, nous allons vdintgxiste aucun autre résea@gulier

ou semi-gégulier pour lequel la formule&s — R = cste soit toujours satisfaite.

4.1 Valuation des chemins dans le@seau care

Dans ce travail, les courbes sont tracées dans le résg@udceplan discreZ. x Z. Un chemin
décrivant une courbe est un chemin polygonal formé deskations €lémentaires unitaires dans
ce plan. Un chemin finiv € X*, tel que défini au Chapitre 1, est un motsur I'alphabet

¥ = {a,a,b,b}.
Par exemple, les chemins de la Figure 4.1 sont codés reggaent par les mots
u = abbaaababbaabbbaaabbbbaabbabaabbaaaaabaabaabbababbaaabbaaba

v = baababababbabaabababaaabababaabbbbabbbbbababababbbabaabbaaabbbaaaa .

Notons que les croisements des chemins dans la représergabmétrique peuvent sembler

ambigus mais sans aucun doute, la représentation paradgeatks mots est plus claire.
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Figure 4.1Un chemin ouvert; et un chemin fermé d’origine e.

4.1.1 Algorithme du chauffeur de taxi de Manhattan

Un chemin du réseau peut aussi étre décrit par une suithalegements de direction vers
la gauche ou vers la droite ainsi que par des pas vers I'awaners I'arriere. En utilisant
l'alphabet des pas unitaires, = {a,b,a, b}, nous définissons les ensembles de mouvements

correspondants par

Va {ab,ba,ab,ba} = Iensemble des changements de direction vers la gauche
Vb {ba,ab,ba,ab} = Iensemble des changements de direction vers la droite
Va {aa,aa,bb,bb} = I'ensemble des doubles pas qui avancent dans la mémeiaiirect

Vr

{a@,@a, bb,bb} =

I'’ensemble des retours

Ces ensembles correspondent respectivement aux mouedeehase vers la gauche (G), la

droite (D), 'avant (A) et le retour (R). Notons qu’un chemin= wyws - - - w,, €st complétement

déterminé, a translation prés, par son pas initial etnat sur I'alphabet; = {G, D, A, R}.

En effet, considérons : ¥2 — %, définie par

G siu € Vg,
D siu € Vp,
h(u) = (4.1)
A Siu € Vy,
R siu € Vg.

On étend ensuité a une fonctionf : £2? — ¥ x % définie sur les chemins arbitraires par

n—1

flw) = (wlv H h(wiwi+1)> ;

i=1

(4.2)
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oun estla longueur du mat et le produit désigne la concaténation. Comme notrecgbodtera
uniguement sur les propriétés geéomeétriques des cleeteipas initial sera omis, ce qui revient
atravailler avec les classes d’équivalence déteresipar les permutations cycliques. Le lemme

suivant est immeédiat.

Lemme 10 Soitw € X* un chemin ferrg, alors
(i) w estde longueur pairew = wiws - - - wa,, POUr un entiem > 1;

(i) f(w) estde longueur impaire.

Preuve. (i) Commew est un chemin fermé, onja|, = |wlg et|w|, = |w(;. Il s’ensuit que,
|w] = [wla + |wlz + [w]y + [w]z = 2Jwla + 2wl = 2(jw]a + [w]s)-
(i) découle directement de (i), étant donné qfiew)| = |w| — 1. ]

Introduisons maintenant une fonction de poids 2 — {—1,0,1,2} sur les chemins de
longueur deux définie par
-1 siu € Vp,

0 Siu € Vy,

o(u) = (4.3)
1 siu € Vg,

2 siu € Vg.
On étend cette fonction de poids & une valuation 2! — Z définie sur les chemins de

longueurn > 1, en posant

n—1 :
7 0(wwig Sin>1,
P(w) _ Zz—l ( [ty ) (4.4)
0 sin=1.
Cette valuation correspond anmbre d’enroulementmesuré selon les changements de direc-
tion d’angle 7. Un changement de direction vers la gauche contribue aataéan positive
d'angle (+1)%, un changement vers la droite a une rotation négativegtéaf-1)7 et un
élement dan¥’z donne lieu a une rotation d'angle) s = = (retour dans la direction opposeée).

Pour les élements dé,, la contribution est nulle.

La formule d’additivité ci-dessous découle directenamta définition de la fonction de valua-

tion P donnée par (4.4).
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Proposition 4 Soitw = w, - - - w,, un mot dans>=2. Alors pour0 < k < n,ona

P(w) = P(w; - - - wg) + P(wgwgs1) + P(Wgy1 - - wy).

Exemples Prenons le chemin de la Figure 4.1. On #(u) = —8. On observe que la lettre
initiale est équivalente a la derniére et que trois detesysont décrits dans le sens horaire et un

guatrieme, dans le sens anti-horaire. Ceci traduit legfaétu, peut se factoriser comme suit :
u = abbaa - (abab) - (baabbbaaabd) - bbaab - (babaabbaaa) - aabaabaab - (bababbaa) - abbaaba.

Autrement dit, la direction finale coincide avec I'oridita initiale, mais puisqu’on a effectué

quatre rotations complétes, le nombre de quarts de todoeste pa—3 + 1) x 4 = —10.

Pour le cheminy de la Figure 4.1, on &(v) = —3. En effet, le chemin contient deux cycles
qui sont parcourus dans le sens horaire et un cycle dansdastrhoraire. Cependant, comme
la lettre de départ est = b et celle d’arrivée est, alors le nombre de quarts de tour est donné

par(—2+1) x4+ 1= -3.

Plus précisément, la valuation moddldépend simplement de la direction de la premiére et de

la derniere lettre du chemin. Ces observations meénerésltat suivant.

Théoreme 5 Soitw = wiws - - - w,, € £22, alors
P(w) = §(wiwy,) mod 4.
Preuve.La valuation modulat indique la position relative entre le pas initial et le pasremt.

Effectuons une induction sur. Une analyse des cas possibles montre que le résultatagst vr

pourn < 3. En particulier,
P(uwrwows) = 6(wiws) mod 4.
Par la propriété d’additivité et I'hypothése d’indiget avecn — 1 > 3, 0n a

P(uwywsy -~ wy) = P(wiws -+~ wp—1) + P(wp—1wy,)

d(wiwp—1) + 0(wp—1wy) mod 4

P(wwp—1wy,)

d(wiwy) mod 4. m
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Comme le nombre d’enroulements varie selon les positiolagives de la premiere et de la
derniére lettre, les propriétés suivantes sont imatedi C'est-a-dire que, pour tout chemin

w=wp - Wy, 0Na

—_——

Plw)=0mod4 <— w; =w, et P(w- -wy)=P(w-w;)=0mod 4.

Notons que des résultats analogues aux précédentsraimpour les chemins differentiables
par morceaux en considérant I'angle entre les vecteugetda de leurs extrémités initiales et

finales.

4.1.2 Application aux chemins non croisants

Dans ce qui suit, nous appellookemin non croisanttout chemin orienté qui ne revient pas
sur ses pas (c’est-a-dire que deux pas successifs ne sowppasés I'un de l'autre) et qui
ne possede pas de sommets distinGts , vo, v3, v4 tels quevivvs et vzvvy (OU leurs images

miroirs) soient des sous-chemins (voir Figure 4.2). Augatdit, un chemin ne peut se croiser

[ui-méme.

Figure 4.2 Les points multiples interdits.

Néanmoins, certains points multiples peuvent apparsdts qu'illustrés a la Figure 4.3.

Remarquons qu’un chemin non croisé@tmé ne peut contenir de points multiples du type (a)
ou (d). En effet, supposons gu’un chemin ferm@osseéde un point multiple de type (a) par
exemple, alors le point; devrait étre relié au point, par un certain chemin non croisant
et de méme pour le point etv, par un chemirny. On observe alors que ety s'intersectent,

d’ou la contradiction.
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Figure 4.3 Quelques points multiples autorisés.

Dans un chemin non croisant les pés = {aa,aa, bb, bb} sont interdits et donc la valuation
P est la restriction dé a 'ensemblex? \ Vg, c’est-a-dire que la fonction de poids, qui est

identifiee par la méme lettré,: ¥2\ Vz — {—1,0, 1} est définie par

-1 siu € Vp,
5(“) = 0 Siu € Va,

1 siu € Vg.

En conséquence, seuls les changements de direction \gaadhe et vers la droite contribuent

au calcul du nombre d’enroulements.

Nous allons maintenant énoncer une condition suffisanie gue la valuatiorP(w) d’un che-
min w = wyws - - - w, OUw; = w, Soit nulle plutdt que congrue @modulo4. Pour ce faire,
nous introduisons deux demi-droites canoniquement &=®¢é& un chemin quelconque La
demi-droite contenant le pas de dépaitet aboutissant a son extremité finale est appelée la
demi-droite initialedu cheminw (voir Figure 4.4 (a)). De fagon similaire, la demi-droitente-
nant le pas finalv,, issue de son extrémité initiale est appeléddai-droite finaledu chemin

w (voir Figure 4.4 (b)).

(@) (b)

Figure 4.4Demi-droite (a) initiale ; (b) finale.



79

Lemme 11 Tout chemin ouvert non croisant et non vide= wyws - - - w,, tel que
() w1 = wn,
(i) le chemin n’intersecte ni la demi-droite initiale ni la dedhbite finale,

satisfait

P(w) = P(@) = 0. (4.5)

Bien qu’une formulation plus générale pourrait étrergee, la condition (i) s’avere suffisante
dans notre contexte et (ii) nous assure d’éviter les mtatcompléetes (enroulements) telles que

décrites a la Figure 4.5.

ﬂ L 4 ]---

Figure 4.5 Demi-droites intersectant un chemin.

Preuve.La condition (i) et la définition dé” nous donnent

n—1

P(w) = Z O(wiwit1)

i=1

= Z 5(wiwi+1) + Z 5(U)Z‘U)Z‘+1) =+ Z 5(wiwi+1)

wiwi+1€Va wiwi+1€V4 w;w;+1€Vp (4.6)
= g O(wiwit1) + E O(wiwit1)

wiwi+1€VG wiwi+1€VD
= 0 mod 4.

Ainsi P(w) = 4k, k € Z. Comme la condition (ii) empéche le cumul de rotations ciétes,

on adonck =0, d'ou P(w) = 0. (]

Tout chemin non croisant ferm@ est la frontiere d’'une région unique constituée deesarr’

unitaires. Soit) le rectangle circonscrit de tel que montré a la Figure 4.6.
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Figure 4.6 Une région et ses quatres points extrem@yxN, E etS.

Les quatres poingxtremauxsont définis par :

O le point le plus bas de la frontiére situé sur le coté gaudeq,
N le point le plus a gauche de la frontiére situé sur cotbaut de?,
E le point le plus haut de la frontiére situé sur le cotétdie @),

S le point le plus a droite de la frontiére sur le cdté du deg).

A rotation cyclique pres, en partant du pot w peut s'écrire (dans le sens anti-horaire) sous
la forme
w= (aX) - (bY) - (aZ)- (bV), 4.7)

ouX,Y, Z,V sont possiblement vides, pas nécessairement simulanéou de la forme =
za,Y =yb, Z = za, V = vb pour des chemins, y, z etv. Les cas vides correspondent a des

points extrémaux qui coincident avec des coins du retd#ang

Considérons le cas afii, Y, Z, et V ne sont pas vides. En s’appuyant sur la Propriété 4 d’addi-
tivité et le Lemme 11, on a
P(w) = P(axa)+ P(ab) + P(byb) + P(ba) + P(aza) + P(ab) + P(bvb)
= 04+14+40+1+0+14+0=3,

ou de facon équivalente

[f(w)le = |f(w)lp + 3.
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Le cas ou au moins un des chemiXisY, Z, V' est vide se traite de fagon similaire et est laissé

au lecteur. Ces dernieres observations établissentlda@sultat ci-dessous.

Proposition 5 Tout chemin non croisant feénw satisfaitP(w) = 3.

Une differente approche, plus géométrique, menant e@meveéesultat est celle dihauffeur de

taxi de ManhattanL'argumentation va comme suit.

Preuve (du chauffeur de taxi de ManhattarEn effectuant sa course du poét a O dans

le sens anti-horaire, le chauffeur de taxi fait trois ratasi de plus vers la gauche que vers la
droite. En effet, par le Lemme 11, chacun des quatres chemivesrtsOS, SE, EN et NO

de la factorisation du parcouts, contient exactement le méme nombre de changements de
direction vers la droite que vers la gauche. Ensuite, pardprjieté d’additivité, on doit ajouter

les trois changements de direction vers la gauche (rotterf), qui apparaissent lorsqu’on

passe successivement par les trois points extrerfialx N. [

D’apres la terminologie de Daurat et Nivat (Daurat et Niv&003), en parcourant dans le
sens anti-horaire un chemin non croisant fermé délirnitane région du plan, les rotations
vers la gauche (resp. vers la droite) correspondent a detsgoontieres ditssaillants (resp.
rentrantg. En particulier, le chemin non croisant peut décrire tnfiere d’'un polyomino au
sens du Chapitre 1. En I'occurrence, dans la décompositida Figure 4.7, les quatres points

extremaux du polyomino sont saillants.

Figure 4.7 Un polyomino simplement connexe et ses quatres pointerestnX saillants.
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Selon Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003), un ensemlderdiFE est un sous-ensemble de
ZxZetun élementi, j) € E correspond & un carré unitaire dont les sommets(gen, j+3).

1 1) 1 72 et les point ditsaillants et

De plus, le plan discret translaté est défini Bay, = (3, 5

rentrantssont définis comme suit.

Définition 13 e Un coin est un couple(M, N) avecM € Pyj, N € 7Z? et M — N est
ensemble{(+1,+3)}.
e Un coin(M, N) est uncoin saillantde E, si N € E et M est I'extémi& commune de deux

cotes congceutifs de la frongre deE, qui sontégalement desdtés du caré N + [—3, 3.

e Un coin (M, N) est uncoin rentrantde E, si M est I'extémie commune de dewdtes

congcutifs de la frontre deF, qui ne sont pas detés du care N + [—3, 3.

Avant d’énoncer la prochaine définition, rappelons quetgnotions reliees aux multi ensembles.
D’abord, unmulti ensemblest un ensemble dont les éléments sont munis d’'une nicikipl
Plus précisément, un multi ensemble est un cotiple (Up, f) ou f : Uy — N*. L'ensemble
Uy est appelé lsupportde U et pour tout €lément € Uy, I'entier f(u) est appelé la multipli-

cité deu dansU et est dénotenult(u). ,

Définition 14 Le multi ensemble dgmints saillants-frontieréresp. rentrants-frontiered’un
ensemble discraltl, dénoe Sp(FE) (resp.Rp(F)), est le multi ensemble dont le support est in-
clus dansP, /, et tel que pour toud! € Py 5, le nombremultg, ) (M) (resp.mult g, ) (M))

est le nombre dé&V tel que(M, N) est un coin saillant (resp. coin rentrant).

Autrement dit, selon leur terminologie, modulo une trativstapar(%, %), un pointM sur la

frontiere d’'un polyominaP est dit (frontiere-) saillant (voir Figure 4.8 (a)) s'il partient a
I'intersection de deux cdtés consécutifs d’'un carr@®déee pointM est dit (frontiere-) rentrant
(voir Figure 4.8 (b)) s'il appartient a l'intersection deuk arétes consécutives de la frontiere

deP qui sont des cdtés d’'un carré n'appartenant pBs a

En conséquence, dans le contexte des chemins non crofsamiss, il apparait une preuve

simple et constructive du résultat de Daurat et Nivat (2aet Nivat, 2003) :
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() (b)

Figure 4.8 Exemples d’'un point (a) saillant et (b) rentrant selon Daet&livat.

Corollaire 4 Dans une égion du plan dont la fronéire est @limitée par un chemin non croi-
sant fern&, en particulier pour un polyomino, le nomh$ede points saillants et le nomb®&

de points rentrants sont rég par la formule

S —R=4. (4.8)

Preuve. Soit w un chemin de contour non croisant décrit dans le sens ardife. En partant

du pointO et en utilisant (4.7), on a,
P(wa) = P(w) + P(ba) =3 +1 = 4,
ou de facon équivalente

|f(wa)|g = |f(wa)|p + 4.

Il est a noter que les quatres points saillants suppléairestpeuvent s’identifier canoniquement

comme les point®), S, E etN.

4.2 Autres réseaux eguliers

Un peu dans le méme esprit, en définissant de maniéere @pgeda fonction de poids sur
I'ensembleX? des pas élementaires, il est possible d’étendre lestaés de la Section 4.1 &
des chemins arbitraires et & d’autres familles de réeseéauxandidat intéressant & étudier est le
réseau hexagonal, pour lequel une adaptation directe @dwdes précédentes conduits a des

propriétés similaires.
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En effet, les chemins hexagonaux sont codés par un enselahbieots, notéH, formés sur
un alphabet dé-lettres,>;, = {a,b,c,a,b,c}, olia, b et c correspondent respectivement aux
directions de baseé”"s, pourn = 0,1,2. Comme les changements de direction d’anigig6
vers la gauche ou vers la droite ainsi que les doubles pasutensiéme direction n’existent

pas dans le réseau hexagonal, les mots décrivant les mhieans un tel réseau sont
w € H =Y;\Y5 - {aa, bb, cc,aa, bb, ¢c, ac, ab, ba, bc, cb, ca, ¢, ab, ba, be,¢h, ca} - ¥,

et les changements de direction acceptés sont codésspardembles de mots ddettres :

Vg = {ab,bc,ca,ab,bé,ca} = changements de direction d’angté3 vers la gauche
Vp = {ag,cb,ba,ac,ch,ba} = changements de direction d’angte3 vers la droite
Vr = {aa,aa,bb,bb,ce,éc} = I'ensemble des pas vers l'arriere (retours)

En considérant ces ensembles, on peut former I’ensemtrhq»lebEf2 des chemins dans le

réseau hexagonal. La fonction de poids correspondant&s? — {—1,1, 3} est définie par

-1 siu € Vp,
Op(u) = 1 siue Vg,

3 siu € Vg.

Cette fonction de poids s’étend a la valuatiBn: ;' — Z qui est définie sur les chemins
w de longueun > 1, par

n—1 :

0 Op (wwig sin > 1,

Ph(w) _ 22—1 ( s Wi+ ) . (49)
0 Sin = 1.

Dans ce contexte, la propriété d’additivité est tougosatisfaite et le Théoréeme 5 s’adapte de
maniére directe. Ceci entraine la spécialisation awnghs non croisants suivante. Précisons
d’abord que le plus petit rectangle contenant la régioir figure 4.6) est remplacé par le plus
petit hexagone convexe (voir Figure 4.9) contenant le chdarimé avec six points extrémaux

contrairement a quatre.
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Figure 4.9 Réseau hexagonal régulier

La situation telle que décrite est resumée dans la piapogi-dessous.

Proposition 6 Soitw = wy ---w, € H, alors
(i) Pp(w) = 6p(wiwy,) mod 6,
(i) Pp(w)=0mod 6 < wy = wy,

(iif) dans le cas des chemins non croisants #syon aby, (w) = 5.

4,10, 0n a
Pp(w) =10 = §p,(wrwy,) mod 6

= 6p,(ab) mod 6

= —2 mod 6,

qui montre que (i) est satisfait.

Notons quew;w,, = ab ¢ H justifie le fait ques;, doit &tre définie sur tout 'ensemble? .
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De facon triviale, (i) implique (ii). Finalement, on illtre (iii) par le chemin ferméw =
abatabcbabcabebachcababebe de la Figure 4.9 ou le point de départ est le point le pluaiche
sur le coté du bas :

Pp(w) = 5.

Pour les chemins non croisants fermés dans le réseaudm{ata propriété de Daurat et Nivat

est énoncée comme suit :

Proposition 7 Dans une égion du plan dont la fronéire est @limitée par un chemin non croi-
sant ferng dans le éseau hexagonal, en particulier pour un polyomino hexatjdeanombre

S de points saillants et le nombie de points rentrants sont rés par la formule

S—R=6. (4.10)

Preuve. On peut procéder de fagon analogue au cas du réseauerao@nsidérant alors les
six points extremaux. Cependant, nous allons plutdisatilune induction sur le nombrede

cellules hexagonales, afin de demontrer le résultat.

Pourn = 1, le résultat est trivial. Supposons que le résultat esfi@ pour une région (sans
trou) H, constituée dex hexagones et délimitée par un chemin non croisant @ipositive-

ment. SoitS le nombre de points saillants @&¢et R le nombre de points rentrants @ée

Considérons maintenant une régiahobtenue dé+ en ajoutant un hexagone supplémentaire
H de fagon a préserver la simple connexité. S6ie nombre de points saillants @€ et R’ le

nombre de points rentrants @¢.

Dépendemment du nombfkede cotés communs H et H, la Figure 4.11 donne localement
les relations correspondantes enffeR, S’ et R'. Dans chaque situation, la nouvelle cellule
hexagonale ajoutée est représentée en gris alors qaetles sont blanches et on voit que la

relationS’ — R’ = 6 reste toujours vraie.
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Cas k=0 Cas k=1

S'=S+4 S'=S5+2

R'= R+4 R'= R+2
<:> S'-R'=S-R=6 S'-R'=S-R=6
Cas k=2 Cas k=3

S'=S+1 S=S

R'=R+1 R=R

S'-R'=S-R=6 S'-R'=S-R=6
Cas k=4 Cas k=5

S'=S8-2

S'=S-1 R'=R-2

R=R-1 S'-R'=S-R=6

S'-R'=S-R=6

Figure 4.11Preuve d&5 — R = 6 pour les réseaux hexagonaux réguliers.

Plus généralement, pour les régions contenant un noinbeané de trous, les deux formules

(4.8) et (4.10) s’eécrivent respectivement comme
S—R=4-4k et S — R=6—6k.

Ceci découle du fait que les trous décrivent des chemirspeus dans le sens horaire, ce qui

signifie que les points saillants et rentrants ont intergbdaurs roles.
Par exemple, considérons le polyomino possédardus représentés a la Figure 4.12.

On peut vérifier que le nombre de points saillantsSest 24 + 2 + 4 = 30 et que le nombre de

points rentrants ek = 18 + 8 + 10 + 6 = 42, ce qui donne

S—R=30—-42=—-12.
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Figure 4.12Un polyomino dans le réseau hexagonal ayant trois trous.

De facon équivalente, en appliquant la formule pour éggans contenarit trous, on obtient le

méme résultat
S—R=6-6(3)=—12.

D’une part, comme la formul® — R = cste n'est pas satisfaite pour les chemins non croisants
fermés d’un réseau triangulaire régulier, il deviematigement simple de voir qu'il n’existe pas
d'autres réseaux réguliers possédant une telle pdprOn le voit facilement dans la Figure

4.13,0uen(ap — R=3eten (b)S— R =4.

(@) (b)

Figure 4.13S — R = cste est faux pour les réseaux triangulaires réguliers.

D’autre part, pour les huit réseaux semi-réguliers diégsspar Kepler (voir Figure 4.14), qui
consistent en les réseaux formés d’au moins deux polggdguliers distincts (Grinbaum et
Shephard, 1987; Grinbaum et Shephard, 1989) dont chasusodemets possede le méme
motif polygonal cyclique, on peut vérifier que la relatiomdaurat et NivatS — R = cste, est

également fausse.
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b

] 11, 4% . [ L S 1] 11,4,6,4
a1 & .13 .61 4. 8%

Figure 4.14Les réseaux semi-réguliers (Grinbaum et Shephard,)1987

Par exemple, dans le premier réseau semi-régulier (\gur€ 4.14), la Figure 4.15 (a) donne
S — R =6 etlaFigure 4.15 (b) donng& — R = 0.

® X

(@) (b)

Figure 4.15Un contre-exemple d&8 — R = cste pour le premier réseau semi-régulier .
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4.3 Remarques

La valuationP introduite a la Section 4.1 est de nature géométriguie. leésure la variation
totale des angles entre le point de départ et le point si&eriEn analyse complexe,iembre

d’enroulements de contowu I'indice relatif a un pointzy d’'un contoury est défini par

1

1
Indice(ry, z9) = —y{
.

Z— 20

dz,

211
et compte le nombre de fois que le contaws’enroule autour du poind.

Cette notion differe de la ndtre qui est définie aussi pesicontours ouverts. Notons que dans

le contexte des nombres complexes, notre valudfigreut s’écrire comme

25700 Arg (42
P(w) = AN

ou Arg(z) est I'argument principal du nombre complexeZ 0 satisfaisant-7 < Arg(z) < .

On peut se demander s'il existe des réseaux pour lesquelfodrules généralisées du type

Daurat et Nivat sont satisfaites, c’est-a-dire,
mS —nR =1,

pour des entiergn, n etl. On pourrait, par exemple, considérer les réseaux dgfiai un en-
semble fini{vy, ve, - -+ ,vx} dek vecteurs non nuls linéairement dépendant\sutans lequel
cas les chemins fermés existent. Un probleme natureit sdosis de trouver des conditions
nécessaires sur les classes associées aux chemins f@mpées, menant a des analogues de la

formule de Daurat et Nivat.



Chapitre V

OPERATIONS DE M ELANGE SUR LES CHEMINS DISCRETS

Le rble de ce chapitre est de présenter divers résukatapportant a certaines propriétés sur
les opérations deélangeappliquées aux chemins discrets. Dans un premier tengpglica-
tion de l'opération danélange parfaitdans le réseau cariz x Z révele quelques propriétés
géomeétriques intéressantes. Entre autre, les chemimes$ restent fermés, l'aire ainsi que le
périmetre doublent et le centre de gravité subit unetiootade 45° avec un facteur de simi-
litude dev/2. On observe également des propriétés d’invariance [gswourbes du dragon
associées. Dans un deuxieme temps, en remplacant lasnshdans le réseau carré par des
chemins formés d'angles &7 /N et en utilisant desnélangesplus généraux, des résultats

analogues apparaissent.

Ces résultats ont notamment été présentés dans kedadh conférence internationale CANT'06
(8—19 mai 2006, Liege, Belgique) (Brlek, Labelle et Laeas8006b) pour ensuite &tre publiés

sous forme d’une version plus détaillee (Brlek, Labetleacasse, 2008c).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dangt®86&.1.1, on introduit le concept de
melange parfaitfappligué aux chemins dans le réseau carré. La Sectich tbalte des courbes
du typedragonassociées a des variantes de I'opératiomédiange parfait L'étude de certains
parametres reliés a l'itération desurbes du dragoest abordée dans la Section 5.1.3. Finale-
ment, la Section 5.2 est dédiée a la généralisatioredeé&sultats a d’autres types d’opérations

demélangeappliqués a des chemins formés d’anglegke/N pourk =0,--- , N — 1.
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5.1 Meélanges dans le@&seau caré

Pour débuter notre étude, nous considérons d’abordEsins discrets dans le réseau carré du
plan discretZ x Z. Un chemin discret est alors un chemin polygonal formé el@datements
élémentaires unitaires dans le plan. Comme dans le Gadpitous utiliserons la réprésentation
des chemins par les mots de changements de direction, slizqmation (4.2) du chapitre

précédent.

5.1.1 Ogerations de nelange et neélange parfait

Rappelons d’'abord la définition usuelle gwoduit de nélangese référant a Lothaire (Lo-

thaire, 1997). Considérons I'ensemble= {a, @, b, b} des pas élementaires dans le plan.

Définition 15 Soitu et v deuxélements de&c* écrits sous la forme: = uju’ etv = viv’ ol

u1,v1 € X. Leproduit de mélangdew etv, not u L v, est &fini recursivement par
wwv = up (v Wwo) + vy (uwe'),

avece L w = w LU € = w, pour toutw € X*.

Par exemple, si on prend= ab etv = aab, il est possible de vérifier que

(ab) Wi (aab) = abaab + 3aabab + 6aaabb.

Le mélange parfaitest simplement un cas particulier du produit de mélangesistant en un

terme spécifique de celui-ci.

Définition 16 Soitu un mot de longueun + 1 etv un mot de longueun. Le mélange parfait

w* : Xl x ¥n —— 3* dew etw est dfini par

U LU = U0 UV * + U Up Uyt 1 -
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5.1.2 Ogerateur et courbe dragon

Dans le contexte du présent chapitre, le plan cartéRienR est identifié au plan complexe
C dans le but de simplifier les notations et les calculs. Enquéigtr, ceci permet d’associer
canoniquement a tout chemin polygonal fermé= ¥*, un mot de changements de direction
flw) € X%, 00Xy = {G, A, D, R}, dont les lettre€r, A, D et R sont interprétées comme des

nombres complexes.

Définition 17 Soitz = (29,21, , 2m—1) OU 2, = x +iyg pourk = 0,1,...,m—1, la suite
des sommets d'un chemin polygonal férdans le plan complexe&Hutant au point,. Le mot

de changements de directide ce chemin est le mét= dqds - - - d,,,_1 dont les lettres sont des

nombres complexes, ds, - - - , d,,_1 donrés par
Azl AZQ AZ;J, Azm_l
1 AZO , U2 AZl , W3 AZQ ) m—1 Azm_Q ) ( )
ou Az = 211 — 2k €tz,, = zo par convention.
En d’autres termes, en considérant la normalisatips 0 etz; = 1, on peut écrire
20 = 0, AZO = 1,
Z1 = 1, Azl = dl,
29 = 1 + d17 AZQ - d1d2,
z3 = 1+4di+ dido, Azz = dydads, (5.2)
zg = l+di+---+didy---dgy, Az = dydy---dy,
Zm—1 = 14+di+---+dido- dpm—s Azp—1 = dido---dpy—1-
Dans le réseau carig x Z identifié aZ + iZ, considérons la suite = (29,21, - , 22n-1)
des sommets oty = x + iyg, pourk = 0,1,...,2n — 1, d’'un chemin fermév € ¥*. En

utilisant la fonctionf : =2 — ¥* définie par (4.2)w peut se réinterpréter comme le mot
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dids - - - dop,—1 fOormé de nombres complexes

2n—1
fw) = ] Mwiwi1) ~didp - dony
=1

sur l'alphabet; = {G, D, A, R} ~ {i,—i,1,—1}.

Plus précisément; est identifié au nombre complexdrotation ded0° vers la gauche)D au
nombre complexe conjugué= —i (rotation de90° vers la droite),A au nombrel (un pas vers

I'avant sans rotation) e® au nombre-1 (rotation del80°, pas vers l'arriere).

Dans ce contexte, I'opération de mélange parfait applcau mot de changements de direction

dydy -+ - doy—1 € {i,—i,1,—1}* donne lieu au mot
(GD)" W™ dydg -+ - dop—1 = Gd1DdoGds3 - - - Gday,—1 D = idyidsidsidy - - - idoy, 11,

qui constitue également un mot de changements de direappartenant i, —i, 1, —1}*,

associé a un autre chemin polygonal dont les sommets(gent: - , (4,,—1). Cette suite de
sommets est dénotée = M(z) = M(zg,- - ,22,—1), OU M est 'opérateur de mélange
parfait étendu aux suites de sommets qui est décrit etgatient par les familles d’équations

suivantes (en utilisant la multiplication complexe, l'irdion et le fait quei = 1) :

Cak = (1 +41)z, Ay = Az,

M Cakr1 = (L 41)zop + Azgp, Algpy1 = Az, 5.3)
Cak+2 = (1 +41)zok41, Alsk+2 = Azopyq,
Cak+s = (14 1)zopq1 + iDz%11, Alik+3 = Azopi1,

pourk =0,1,--- ,;n — 1.

A partir de maintenant, nous utiliserons I'abus de notatjonconsiste a identifier tout chemin

w = wiws -+ - Wy, alasuitez = (29,21, , zm—1) de ses sommets correspondants.

Un attrait de I'opérateur de mélange parf&dt, est gu'il peut etre itéré. Ses itérations engendrent
des chemins fermés prenant I'allure de fractales. Par phegtta Figure 5.1 montre les itérations

4,7 et10 pour la croixDGGDGGDGGDG et le carreGGG.
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Figure 5.1 Opération deM sur la croix et le carré (a changement d’échelle pres).

Comme les courbes associées aux iterées de I'opératene tendent pas vers une courbe li-
mite, une certaine normalisation est nécessAiaet effet, nous introduisons un nouvel opérateur
demélange parfait normalig qu’on noterg®. Celui-ci est défini sur les chemins fermés et ses
iterations convergent vers des courbes de type courbsiguesdu dragon (voir Figure 5.1). De
telles itérations ont d'abord été étudiées par lessfaligns de la NASA John Heighway, Bruce
Banks, et William Harter. Elles ont ensuite été décripas Martin Gardner dans une de ses
chroniques de récréations mathématiques du ScientifierEan (Gardner, 1967). Plusieurs de

leurs propriétés ont été publiées par Chandler DaMzomald Knuth.

Définition 18 L' opérateur dragqr®, est cfini sur les chemins par

1
141

D =
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Plus pteciment,

D (20,21, s 22n-1) = (§0, &1, > €an—1)s

ou
Sak = 2ok, Abye = 3(1—1i)Azy,
D Cr1 = zon+ 3(1— i) Az, Alypr = (1 +14)Azy, (5.4)
Sakt2 = Z2k+1, Abpra = 31+ i) Az,
Carrs = Zoppr + 5(1+ 1) Azopya, Az = 3(1—i)Azgppy,

pourk =0,1,--- ,n—1.

5.1.3 Comportements gguliers de paranetres geométriques

Afin d’analyser certains parametres reliés aux opératéd et ©, nous proposons la version
complexe suivante du théoreme classique de Green queaxons rencontré precédemment au

Chapitre 2. Celle-ci s’avere tres avantageuse dans kextenactuel.

Théoreme 6 Soit A(x,y) et B(x,y), deux fonctions contirment diférentiables éfinies sur
un ouvert contenant uneegion simplement connex@, délimitee par une courbe simpl&,

orientée positivement. Posorgz) = A +iB = A(z,y) + iB(z,y), 0l z = = + iy. Alors,

o (22 50) s (2 22)

Preuve.Puisquep(z) dz = (Adx — B dy) + i(B dxz + A dy), il suffit d’appliquer deux fois la

version réelle classique du théoreme de Green. Ledigiétant laissés au lecteur. [

Par exemple, pous(z) = z = x — iy, le conjugué de, on a

/zdz—//0+0 d:cdy—l—z// (1—(— dmdy—2z// dx dy = 2ia,

oua = a(I") désigne I'aire signée de la régiéhdont la frontiere orientée ekt

Il s’ensuit que

a(l) = l%/ Z du, (5.5)
r
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< désigne la partie imaginaire du nombre complexeEn ce qui concerne le centre de

gravité et le moment d’'inertie, on a les formules

1
_ 2
g(I) = 4a/z dz, (5.6)
r) = —%/ |z?2dz — |g|%a, (5.7)
4 Jr

oug = ¢g(T") dénote le centre de gravité vu comme un nombre compleke-d{T") le moment

d’inertie de2. Plus précisément, on a

of) = 5 [ (wdy o),

dxd dxd
a

a
r) ://Q(w2+y2)dxdy— \g[za.

Notons que le centre de gravité et le moment d’inertie séfihis seulement si # 0.

Afin d’'implémenter la version complexe du théoreme deeB@rdans le contexte des chemins
polygonaux fermés dont la suite des sommetg®st:, - - - , z,—1), lintégrale [, ¢(z) dz est

évaluée sous forme de somme finie de la facon suivante :

Lemme 12 Soit I" le chemin ferré dont la suite des sommets ésg, - - , z,_1). Posons

¢*(2,5) = [y d(z +ts) dt. Alors,
m—1
/ d(z)dz = Z ¢* (20, Azy)Az,y,.
r v=0

Preuve.Soitz = 2, + tAz, et dz = Az, dt. On a alors,

m—1

/ P(z)dz = Z /WUH = /0 l(qﬁ(z,,—i—tAz,,)dt)Az,,

= ¢ (2, Az,)Az,. m
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En utilisant le Lemme 12, les formules (5.5) et (5.6) donmaspectivement l'aire et le centre

de gravité, prennent les formes suivantes

m—1
1
al) =353 ) zhz, (5.8)
v=0
i m—1 1
g(I) = — <z,,2 + 2, Az, + —(Azl,)2> Az, (5.9)
4a = 3

Le comportement des opérateuts et © relativement aux aires et aux centres de gravité se

résume par le theoreme suivant.

Théoreme 7 Soitz = (zg, 21, -+ , 22,—1) UN chemin ferréd du plan complexe constéule pas

unitaires. Alors, les chemind(z) et®(z) sontégalement ferés. De plus,

(i) aM(z) = 2a(2), (i) gM(2)) = (1+1)-9(2),
(i) a(®(z)) = alz), (iv) 9(®(2)) = g(2),

ou M et® dénote respectivement lesépteurs de ralange parfait et de drago(voir Figure
5.2).

™ L -
[ ] E 3 [ @ [ ] &
#*
" " * * &
" b !
s EY * % #*

Figure 5.2 lllustration du Théoreme 7M vs®.
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Preuve.Un cheminz est fermé si et seulementsi>",' Az, = 0. Soit¢ = M(=z). Alors par

(5.3), il en découle que

An—1 n—1 2n—1
Z AG, = Z Azop + 1Az + Azgpy1 +iAzox11) = (1 +1) Z Az, =0,
k=0 v=0

ce qui démontre bien qui1(z) est fermé. De fagon similair®(z) est également fermé.

Prouvons maintenant (iii). Par la formule (5.8) appliga&e= D(z) et en utilisant (5.4), on a

In—1
1

a(®() = =9 3 GAE,
v=0

\)

n—1

1
= —\SZ <Z2kAZ2k + Zk 1A 2k 41 + 5 (|A22k| — [Azgp41] ))

k=0

12n1

n—1
— 50 Z Z, Az, + - Z ’Ang‘ — ‘A22k+1’ ) (Z)
v=0

puisque|Azok| = |Azoy1| = 1 pourk =0,1,--- ,n — 1.

Similairement, pour (iv), soif' le périmetre de et®(T") le périmétre d&(z). Par la formule

(5.9) et en utilisant (5.4), on obtient alors,

/ ?@—/%m
(T r
- 1 1
=> i <E!A22k\2 — Zorpi|Azop | + §’A22k\2AZ2k - §!A22k+1\2AZ2k+1>

1< - -
5 Z (IAZ9k|*Azgp + [Azops1|* Azops1)
k_

n—1

o 1 1 1 «—
= ];)Z <22k — Z2k+1 + §A22k - §Az2k+1> 3 kz_: (Azop + Azopy1)

puisque|Azoy| = |Azoky1| = 1 pourk =0,1,--- ,n— 1.

Comme le chemin est fermé, la deuxieme somme du membreoite de la derniére égalité

vaut0 puisque
2n—1

n—1
Z Az + Ang_H Z AZ =0=
k=0
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La premiere somme vaut égaleménétant donné qu’elle peut étre réécrite comme

i
L

o v, . _ o
(Zak — Zaks2) = 5((2’0 +ZHm+ -+ Zma)— (Bt + 22+ %2,) =0
0

N | .
bl
Il

puisquezg = zo,.

Par (iii) et en utilisant le fait que(®(z)) = a(z), on a donc

?

z2) = ——— g2 :4 22dz = ‘ 722dz = g(z
10E) = L@ Jory © © ) T = da [ = 0

Finalement, (i) et (ii) découlent du fait quet(z) = (1 +14) D(z), ce qui montre queM (z) est

obtenu deD(z), en utilisant une rotation dé&s° et un facteur de similitude d¢2 = |1 +i|. m

Exemple Soit f(w) = ADAADAGAGGAAAGD aveca(f(w)) = —2. Comme attendu et

tel que montré dans la figure ci-dessous, on trouve

f (w) = ADAADAGAGGAAAGD (ap)® L Pfw) (pG)® L fw)
5.2 Extensiona des nelanges plus gnéraux

Dans la section précédente, il était question de chenlams le réseau carré avec des chan-
gements de direction d&, 90°,180°et 270° ainsi que des mélanges trés particuliers, menant
a des courbes du type de dragon classiqijpartir de maintenant, nous allons explorer des
changements de direction plus généraux formés d'argflegN pourk = 0,--- ,N — 1 et

de familles d’opérations de mélange et de dragon qui leom$ associées. Une attention parti-
culiere est portée sur la recherche de conditions surp@steurs préservant l'aire et le centre
de gravité de chemins fermés polygonaux se rapportaas acuveaux types de changements

de direction.
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5.2.1 Melange de mots et cheminséis aux racines de I'unié

Soitw = e2™/N une racine primitiveV-iéme de l'unité et remplacons simultanément les al-

phabetst et ¥, considérés ci-haut par
Y =%g={lww’ -, wV 1}

Les chemins et les changements de direction corresponsiamtsimplement des mots sur ce
nouvel alphabet pour lequels les formules (5.1) et (5.2) wexifiees. La suite des sommets des
chemins polygonaux est dénotée par (zo, 21, - ,2,—1), €t ON constate que ces nouveaux
chemins sont tougquilagrauxau sens ou chacun de leurs pas sont de méme longueura€’est-
dire|z;11 — z;| = |Az;| = cste (= 1 dans le cas présent), poue= 0---n — 1 etzy = z, dans

le cas des chemins fermés.

Par exemple, soitV = 12 etX = ¥; = {L,w,w? - - ,w'} ollw = */12 et soit le
mot de changements de directidn= wlw3w? € ¥5. Le chemin polygonal correspondant est

représenté a la Figure 5.3 (a).

0 1

(@)

Figure 5.3Les chemins (a) = wlw3w?; (0) 6 W*d = w?w? - 1-w? - w- W W’ Ww*d.

Considéronsl = dids - - - d,—1 € X}, le mot de changements de direction associé a un chemin
polygonal équilatéral dont la suite des sommetszest (zp, 21, , zp,—1). SOitd € X% un

autre mot efixonsune factorisation de celui-ci en sous-mots possiblemetatsvi
d=20p-01-09--- 5n—17 O € 22, (510)
ou - désigne la concaténation et chacun des sous-fpptie longueurn; > 0 est donné par

O = 5k,1 s 5k,mk> 5’%] € Xy (5.11)
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La factorisation (5.10) donne lieu a un nouveau mélangépayénéralisé, noté également

L *, et défini par

5|_|_l*d:50'd1'51'dQ'52'd3"'5n_2'dn_1'5n_1.

Notons que Lu *d consiste encore en un seul terme du produit de mélange disudlcomme
dans la Section 5.1.1. En utilisant la normalisatign= 0, z; = 1, ce nouveau mot est le mot

de changements de direction d’un autre chemin polygoralM (z) avec(y = 0 et(; = 1.

Par exemple, soiv = 12 et l'alphabetS; = {1,w,w?, -+ ,w!'} oliw = ¢>"/12, Considérons
le motd = wlw3w* € %, qui est représenté par le chemin de la Figure 5.3 (a)i qiresla
factorisationd = w?w? - 1 - w? - w - w w?wS. Lapplication du mélange parfaité@etd donne le

nouveau mot
Swrd= (W 1w w- ww’) w* (wiwdw?)
= (W) w- (1) 1-(w?) W (W) wt (Wb,
qui correspond au chemin de la Figure 5.3 (b).

On observe que dans la Figure 5.3 (b) les plus gros pointsafpat le premier qui est toujours
nul, correspondent a la lecture des letigglu motd = wlw3w* dans le nouveau métiu *d
pourk = 1,--- ,n — 1. On remarque également que le polygone représenté atillgoilans

la Figure 5.3 (b), dont les sommets sont précisément assppints, ne posséde pas la méme

forme que le polygone original de la Figure 5.3 (a).

5.2.2 Ogerateur dragon genéralisé
Dans cette section, nous déterminons des conditions $actlzrisation (5.10), a savoir
§=200-01-02 - 0p_1, Of €23,

nous assurant que pour tout chemin polygonal feemé (zo, - - - , z,,,), le chemin correspon-
dant{ = M(z) est également fermé. De plus, ces conditions doivent giremt la définition

d’un opérateur dragon assodiK z) et donner lieu & un comportement régulier de la forme
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a(M(z)) = s-a(2),
M=) = t-g(),

ous € R ett € C sont des constantes indépendantes.de

Définition 19 Un opérateur drago® assoceé a une factorisatiord donree par(5.10)et (5.11)

est une transformation de la forme
g = @(2) = k- M(Z)7

ou M est 'opérateur de rélange parfait assoéietx € C, qui dépend de la factorisation, est

une constante telle que le polygonappardt comme un sous-polygone gePlus pieciment,

50 =20 = 07
Emot1 = 21 = 1,

£m0+m1 +2 = 22,

Emo+mi+-4mn_otn—1 = Zn—1.

Notons que ces conditions sur la factorisatdosont trés restrictives.

Afin d’étudier les déformationcalesdles a I'effet de I'opérateur dragon sur les cotés asicc

sifs d’un chemin polygonal, nous introduisons la notioaréille définie comme suit.

Définition 20 Considerons un segment oriénfa, b] dans le plan complexe. Urje, b]-oreille

est un chemim dont la suite des sommets
(Oé(),Oél,"' ,am,am+1), mZO,
satisfaitay = a eta,,,+1 = b (voir Figure 5.4 (a))
Le nombre complexie— a est appe? I'ouverturede I'oreille ¢ et est @not ¢. De plus, lafer-

metured’une oreilles consiste au chemin fegr® ayant(ag, a1, , am, Qmy1, o) COMMeE

suite de sommefsoir Figure 5.4 (b))
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(b)

Figure 5.4 (a) Une[a, b]-oreille et (b) sa fermeture correspondante

Notons gu’'un chemin polygonal fermé correspond a undleréiouverture0. De plus, toute
[a, b]-oreille ¢ (respectivement®) aveca # b, peut se normaliser en ufig 1]-oreille, c’'est-a-

dire, Tj, , € (respTy £0), a l'aide d’une transformation de la forme

zZ—a
Top:z— ,
’ b—a

et plus généralement en un€, b']-oreille ou o/, b’ sont des nombres complexes arbitraires
distincts. En particulier, tout mat= v, - - - v, € 37 donne lieu a une oreille correspondante

e = e(v) dont la suite des sommets est

0, 1, T4y1, Ty +772, -5 Ly +mye + 72 m)

etdont l'ouverture est = £(y) = 1+ + 172 + -+ 7172 Y-

Afin de représenter un opérateur dragon et les oreilleduijisont associées, posons a titre

d’exemple,N = 12. Nous allons voir que la factorisatian= ¢y - 41 - 62 - 03 € £ ou

S0 = wiwBwt, 6 =uwhw? 8 = w0t 6 = w0l

admet alors un opérateur dragon.

En effet, ceci peut étre vu par 'exemple suivant. Soit leran polygonal équilatéral fermé=
(20, 21, 22, 23) correspondant au mat= w3w3w? € ¥ (voir Figure 5.6 (a)) et soit les oreilles
e(dp),e(01),e(d2),e(d3) associees respectivement aux sous-mots , 2, ds, représentées par

les chemins de la Figure 5.5.

Le mélange = M(z) estillustré a la Figure 5.6 (b).
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0 1 0 1\/ 0 1
1
Figure 5.5Les oreillesz(dp), (1), (d2), £(d3) associées aux sous-mets o, dz, ds.

Concernant la situation générale pour obtenir une codtberagon, I'analyse va comme suit.
On consideére un polygone équilatéral fermé= (zo, 21, - , 2n—1, 20), aveczy = 0, z; = 1.

A l'aide de transformations affines adéquates, on colleledles

£(dp),e(01), -+ ,e(0k), -+ ,€(On-1)

sur les cotés successifs correspondants

[207 21]7 [217 22]7 T [Zka Zk—i—l]a T [Zn—la 20]7
pour ainsi obtenir les oreilles, 1, - - - , &,_1 satisfaisant aux conditions ci-dessous
(i) Ek = zp+ (Azk)s(ék)/é(ék),
(il) & = Az, (5.12)
(iii) ‘f—fk’ = ]Azk] = 1,
pourk =0,1,--- ,n— 1. LaFigure 5.6 (c) illustre cette situation dans le conteldd’exemple

précédent.

0 1
(@) (b)

Figure 5.6 Chemin polygonal : (a) original ferme (b) M(z) (c) ©(z).
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On en déduit les conditions nécéssaires suivantes fExistence de I'opérateur dragh

1 1
D(z) = %M(Z)

et

£(60)| = [€(01)[ = -+ = |€(6n—-1)], (5.13)

ou |y| dénote le module du nombre complexeNotons que le polygond(z) est semblable
au polygoned(z) puisque qu'il est obtenu par une homothétie (multiplmatpar le nombre

complexel /£(dy)).

Poursuivons maintenant notre étude en analysant les etrards de direction lors du passage,
a travers un point commun, entre les chemiret ©(z). Pour ce faire, considérong, zj et

zk+2, trois sommets consécutifs du chemin initiglvoir Figure 5.7 (a)) ou

Zk4+2 — Rk+1

dk-i—l = )
Rk+1 — Rk

et considérons les trois sommets 2,1, £ consécutifs d&€ = ©(z) correspondants (voir
Figure 5.7 (b)).

Z k2 Z k+2

2 k+1

(a) (b)

Figure 5.7 Trois sommets conseécutifs : (a) de(b) de§ = D(z).

A la lecture du mo® L * d, lorsqu’on atteint la lettrely. 1, '€galité suivante doit également

étre satisfaite

dps1 = M
2pp1 — &
Autrement dit, on doit avoir
21— & &=

bl
Rk+1 — Rk Zk4+2 — Rk+1
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ce qui est équivalent, dans le contexte fles]-oreilles a I'égaliteA = 1 — B (voir Figure 5.8),

ou
1 !
—Z —Z
Zk+2 — Rk+1 Zk4+1 — 2k
B
0 1

Figure 5.8Les|0, 1]-oreilles correspondantes.

Quelques calculs ménent a

1
A= —,
E(Ok+1)
B 1401+ 0k10k2+ -+ 0k 1082 O mu—1 1 Ok,10k,2 " - * Okymy,

€(0k) £(0x)
La conditionA = 1 — B équivaut a dire que les conditions
E(0k) = 0k10k 2 Okm E(0k41) €C, k=0,1,--- ,n—1, 4, = dy, (5.14)
doivent étre vérifiees.

Pour simplifier I'ecriture des conditions (5.14), défsuss la relation binaire sur les mots
a, 3 € X7 par

a=<f <<= &a)=aar--a,&(P) € C,
ol = aja - - - ayp. Les conditions (5.14) peuvent donc se réécrire comme
0g <601 <+ =<0 <+ <0p_1 < do- (C1)
Notons que (C1) implique la condition (5.13), c’est-aedif(dp)| = |£(61)| = - -+ = |&(dp—1)|-

Lemme 13 Si la factorisationé = &g - §; - do - - - §,,—1 satisfait la condition(C1), alors M

transforme tout chemin fe@en un chemin ferenet

est un ograteur dragon bien &fini.
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Preuve. Il reste seulement a montrer que les chemins fermés sansformés en chemins
fermés. En premier lieu, considérons I'exemple suivaeca = 3. Soitd = didy € X} et
6 = 9pd109 € E;kl, ou

do = 90,1002,

01 = 01,1,

0y = 02,102,202 3.

Le fait que le chemin = (2o, 21, 22, o) Soit fermé est équivalenté{d) = 1+ d; + didy = 0.

On a,
0w d=(00,1002) di-(01,1)-da- (62,1022023)
etles sommets d&1(z) sont les nombres complexé$, (1, - - - , (o). Il est aisé de montrer que
o = 0,
G = 1
G = 1+do,u,
G = (),

(

¢ = €(d0) + 60,100,2d1,

G = €(00)(1+du),

G = £(bo) 4 E(do)d1 + 60,100,2d101,1d2,

(7 = €(d0) + &(0)d1 + 00,160,2d161,1d2 + d0,100,2d101,1d202 1,

(g8 = €(do)+ &(d0)d1 + 00,160,2d101,1d2 + d0,100,2d101,1d202 1
+00,100,2d161,1d202,102,2,

Co = €(0)(1+di+dida) =€(p)-0=0.
Dans le cas général, on observe le méme type de comparterinen a donc

5(50)(1 +di +dido + - +didoy - dn—l) = 5(50) -0=0.m

5.2.3 Conditions pour un comportement egulier de parametres

Avant d’énoncer le résultat principal de la présentdiseq Théoreme 8) concernant le com-

portement des principaux parametres géomeétriquesiassa I'opérateur drago®, quelques
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lemmes préalables sont nécessaires. Ces lemmes tidatenteilles, de propriétés d’additivité

de l'aire et du centre de gravité, ainsi que de I'existerezaburbes de type dragon.

Lemme 14 Soitz un chemin polygonal ferenet{ = D(z). Alors,
[ = [ fwu
z 13

Ez;é . fu)du=0
€k

si et seulement si

ou ¢y, désigne Iz, zx11]-oreille assodea ®, pourk = 0,1,--- ,n — 1 (voir Figure 5.6 (c))
Preuve.Les deux cheming et z se déecomposent comme suit

& = eg+er+- - FeEna1

z = [z0,21] + [21,22) + - + [#n—2, Zn—1] + [#n—-1, 20)-

On conclut directement en remarquant que,

[ Lo (L L) (L L)

NI (/enlf_/[znhZO] f)
:/sgf+/€§)f+"'+/efilf'.

Le lemme suivant consiste en une version complexe d'urtetsliassique a propos du centre

de gravité d’'objets composés (Feynman, Leighton et Sah@3).

Lemme 15 Considtrons deux chemins polygonaux fésp,, p2, partageant un @té commun
dans des directions oppess. Soip = p; + p2 le chemin polygonal obtenu en supprimant ce
coté commun. Alors,

a(p1)g(p1) + a(p2)g(p2)
a(p1) + a(p2)

a(p) = a(p1) +a(p2),  9(p) =

pourvu que(p1) # 0, a(p2) # 0 eta(p1) + a(pz) # 0.
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Preuve.Le résultat découle des suites d'egalités

et

() (@g(m) + 4a(z.pz)9(pz)>

_ a(p)g(p1) + a(p2)g(p2)
a(p)
_ alp1)g(p1) + ap2)g(p2)
a(p1) +a(p2)

Le lemme suivant décrit I'effet d’'un opérateur dragonlsesrchemins fermés.

Lemme 16 Soitz un chemin polygonal feré alors on a

() a(®(2)) = a(z) + 2} a(ey),

a(2)o(z) + TybaleP)aleR)
a(z) + Zz;éa(eg)

(i) 9(D(2)) =

Preuve. Il suffit de remarquer qu®(z) = z + X7 _se et d'appliquer le Lemme 15. .

Voici maintenant un lemme décrivant I'aire et le centre tevigé d’oreilles fermées correspon-

dant a des mots arbitraires ¥g.

Lemme 17 Soity = 71 -y € X et O () son oreille fernee assoée dont la suite des
sommets estog, g, , Qpy1,p) OUag = 0,07 = letay = 1+y +my2 + -+
Y12 - - - Ye—1. Alors l'aire sigrée de=©(y) est donge par

(i) a(e®() = %gxléiﬁjﬁm%d cR
Ol i...j = YiYi41 -V € C.

De plus, le centre de gra¥itsigre de“(~) est doni par

_ lszl(aV + al/+1)325:17j"'1/

3 SYi<i<i<m i

(i) g(c°(7)) eC.
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Preuve.(i) Par la formule de base (5.8) donnant I'aire, on a

1 1
a(e%(7)) = 59T a5 Aa;

N = DN

SEIL I+ +2 + + V2 e+ R )Y Y
(47Tt A ) et )

S (2}112?:1%%“ e ’Yj>

N~ N

C\,
SYi<i<j<m Vi j-

(i) Pourk = 1,2,--- ,m, soitp; un triangle de sommets,, ay, ai11, alors 'oreille fermée
£0() s’écrit comme la somme de ces chemins triangulaires @sefit(y) = po+p1+- - -+pm.

Par le Lemme 15, on a

_ a(p1)g(p1) + a(p2)g(p2) + - - - + a(pm)g(pm)
a(p1) + a(p2) + -~ a(pm)

9(e%()

et on conclut en utilisant (i) et le fait que

o+«
k k—i—l'.

1
g(pr) = 5(040 + g+ apgr) = 3

Ce dernier lemme permettra de simplifier la démonstratiothdoréme principal.

Lemme 18 Considerons deux suites de constantes complexes, - - - ,gn_1 €tro,r1, -+ ,Th_1
satisfaisant

Qk—rk‘f‘Tk—l:Q pourk:0,1,~~,n—1,

oul par conventionr_, = r,_1. Alors, pour tout chemin feréx, aveczy = z,, on a

S0 (geek + reAzy) = 0.

Preuve.Commezy = z,,0n a
—1 —1
YrorkAze = X rr(2rs1 — 21)
_ Zn—l Zn—l
= 2p—oTkRk+1 — 2p—oTk?k
1

n—1 n—
= Zk:(ﬂ”k—lzk - 2k:0Tka

= Ez;é(rk—l — rk)zk.
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D’ou,

Z‘,Z;é (qrzx + relzg) = Ez;é(qk +7rp—1— 1)z =0.m

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer notre it&grifteipal donnant des conditions

qui entrainent la préservation de l'aire et du centre deit¥ sous I'opérateur dragon.

Théoreme 8 Soité = dy - d1 - d2 - - - 6,—1 € X une factorisation satisfaisant la conditi¢@1),

c'esta-dire dg < 61 < -+ < §,—1 < dg. Si cette factorisationérifie
SpZsa(e®(dr) =0, (C2)
ou
O 1 x
a(e=(0)) = 53%n<igj<mi-g € R,
alors pour tout chemin feréz, on trouvea(D(z)) = a(z).

De plus, si la condition suppimentaire suivante est satisfaite

it 0

9(2(k-1))
Z(6h1)

ol g(¢©(d)) est doni par leLemme 17 (ii)alors g(D(z)) = g(z).

a (9(6,)) <1 -

+a (e%(8k-1))

(C3)
=0, k=0,---,n—1,

Preuve.Par le Lemme 16 (i), on a les équivalences

a(®(z)) =a(z) <~ Ez;éa(sl?) =0
= Y 5a(=%(6) =0

puisque

1
(o) = o @), k=01

et que les nombrédsg (¢ )| sont indépendants de
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Pour le centre de gravitg®D(z)), le Lemme 16 (ii) donne
a(2)g(2) + Spga(eR)g(ex)
a(z) + Ez;éa(s,?)
a(2)g(2) + SpZga(eR)g(ex)

9(9(2)) =9(z) = =9(2)

N e — () (par C2)
n—la(el?) Oy

= g(2)+ i aC2) 9(ei;) = 9(2)

= Y ja(e?)g(e?) = 0.

Cependant, par (5.12 (i), on a
Ex = 2k + AzkE(ék)/é(ék).

D’ou 'on tire, en prenant le centre de gravité de part eitfe,

Azk
&(r)

g(ef) =z + 9(°(6r)).-

Ce qui impligue que I'egalité

Zhoale)gler) =0

est équivalente a I'égalité

o) (a<e©<5k>>zk ;

On conclut en faisant appel au Lemme 18 avec

Qi = a(so(5k)) et 1L = m

pour tout chemin polygonal fe@nx = (zg, 21, - , 2n—1, 20)-
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5.2.4 Courbes limites g@néralisées du dragon

Afin de définir les courbes limites associées a un opérategorn il est nécessaire de pouvoir
itérer cet opérateur comme dans la Section 5.1. Pouree tainsidérons une factorisation fixe

de la forme

B=08-Pr - Bp-1,
oUB = Br,1 -+ Brm, € 2y ettel quep divisemg +mq + - -+ + mp_1.

Pour tout mot

d=dy - dp_ (5.15)

considérons le mélange parfaitu * d = 8" L * d, associé a la factorisation
d=p8"=Bo-B1-Bp—1-Bo-Br-Bp—1- Lo B Pp-1.

Le mélange parfait définit un opérateur de mélange pafa sur les chemins polygonaux
fermész = (20,21, - , Zpn—1) associés a des mots de la forme (5.15). Il est plutdt sirdpl
voir que¢ = M(z) posseder[(mg + 1) + --- + (mp—1 + 1)] cOtés. Alors, puisque divise

mo+mp+---+my_q,0Nna

C = (C07C17’ t 7CpN—1)7

OUN = (m0+1)+..;(m,,,1+1) est un entier.

On peut donc itéres sur les chemins polygonaux contenant un multiplepdetés.Etant

donné un chemin polygonal fermé= (zo, 21, - - , Zpn—1) ON peut aussi itérer
1
D=—M
£(6o)
par la formule
1
Dk (2) = ———— MF(2).
&)= &Gy

La courbe dragon associéesaet z est la courbe limite de suit®”(z), lorsquek tend vers

I'infini.
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5.3 Remarques
Il existe une infinité de familles de courbes de dragon geweart de factorisations de la forme

B=00 51 Bp-1,
qui satisfont aux conditions (C1), (C2), (C3) et telles guivisemg + - - - + mp_1.

Comme le lecteur peut vérifier, nous avons une telle famiblerp = 2 : prenonss = 5y - 51

ou

50:/\:/\1>\2"'/\m622,

61:/\:/\m/\m—1 "'/_\1622

est le conjugué (darS) de I'image miroir de\. Le cas étudié dans la Section 5.1 pour le réseau

carré correspond au choix spécial=G =ietfs = D = —i = i.

Dans un autre ordre d’idées, étant donné deux fonctBfs z) et Q(z,z), polynomiales

en z et z, on peut introduire un opératedt = Qp g, défini sur les chemins fermés =

(207 21yt 3 Rn—1, ZO) par
n—1
QRQ(z) = ZP('ZW'Z_V)AzV + Q(Zmz_u)AZa Zn = Q-
v=0

On peut se poser la question générale suivante. Queledesoconditions suffisantes a ajouter

a un opérateur dragdD assurant I'egalité

QpQ(D(2)) = rg(2),

pour tout chemin équilatéral fermg?



Chapitre VI

GENERALISATION AUX DIMENSIONS SUP ERIEURES

La présente section décrit une approche pour généraliplusieurs dimensions les algorithmes
développés précédemment dans le Chapitre 2 qui faisaigpel a une version discrete du

théoreme de Green.

6.1 Théoréme de Stokes

Notre outil de base est le théoréme de Stokes (Spivak, )1®&® I'une des versions qui est

exploitée dans le présent chapitre, nous est amplemf#isiasite et s’énonce comme sulit :

Théoreme 9 Soitw une(k-1)-forme diferentielle et K une k-surface dai®'. Alors,

/dw:/ w,
K oK

ou 0K désigne le bord orie de K etd est I'operateur de diérentielle extrieure.

Dans cet énoncég, il est implicitement supposé guest suffisamment differentiable et gié
est suffisamment lisse. De plus, e- 1)-forme différentiellew s'écrit sous la forme standard
w= Z Wy, g (@1, @) djy Ao Adag,
1< < <jg-1<n
etdw désigne sa difféerentielle extérieure qui est érferme décrite comme
dw = > (dwjy o oy (@150 @) Adagy Ao A,
1<j1<<jr—1<n

oudf(xy, -+ ,xpn) = %dm1+---+%dxn.
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Explicitement, suite a quelgues manipulations on ohtient

o = Z (dw)il,...7ik($1,“' 733n) dl‘il N /\dmik
1<ii<--<ip<n
ou la composant&iw);, ... ;, est la fonction déz1, - - - , z,), donnée par
k -~ .
(dw)iy i Z W’

en considérant les formules générales

dxj N dl’, = —dw,- VAN dl’j.

En pratique, pour une famille d¥ cartes locales (disjointes) recouvrdit’, on a

wgu}:wgu}(tl7”'7tk—1)7 jzla"'7n7 V:17”'7N

ol (ty,- - ,tp_q) € UM C RFL,

Alors, / w se calcule de la fagon suivante,
0K

/ w

oK
N . v a2y

_ Vi) ... I det Ji’ > Jk-1 dt
z:: 2 /U[V]w <w”( AR S )) I Ty

1<j1<<Jp—1<n

olit = (t1,+ ,tg_1), dt = dty---dty_y etd@), - 2 )/a(ty, - tx_1) designe la

matrice jacobienne

a(x[,”] x[,”] ): [ax%(tl,'“,

J1? k-1 b 1)
Ot1, -+ ,tg—1) Otg 1<a, B<k—1

Lintégrale / dw se calcule de fagon similaire a partir de cartes localesueant lak-surface
K

K.

Une des propriétés fondamentales de la differentiagikigrieure est sans aucun doute,
d? =0,

qui signifie que pour toute forme différentielle on ad(dw) = 0.
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Définition 21 Soitw une forme difrentielle. Silw = 0, alors on dit quev estfermée De plus,

s'il existe une autre forme telle quew = dn, on dit alors quev estexacte

En conséquence, le résultat suivant s’obtient asseeteiment.

Lemme 19 Siw est exacte alors est fernee.

Preuve.w = dn = dw = ddn = d*n = 0 card? = 0. (]

Inversement, le lemme de Poincaré énonce que la réciprest vraie sous certaines conditions.
Dans le cadre de cet ouvrage, la version du lemme de Poi(@pivdak, 1965), telle qu’€noncée

ci-dessous sera largement suffisante.

Lemme 20 Siw est fernge et @finie sur un ouverétoile deR™ alors w est exacte. Autrement
dit,

w=dn <= dw=0.

Notons qu’'un ensembl& est dit &toilé s'’il existe un point € K tel que pour toutr € K,
le segmentu, x| soit inclus dansk. Dans ce cas, on dit qQUE est étoilé par rapport a.
Remarquons que tout ensemble convexe est étoilé parrntappdmporte lequel de ses points
mais que l'inverse est faux en général. Par exempla@iketlassique réguliere a cing pointes

est étoilée par rapport & son centre mais n’est pas cenvex

Nous présentons ici une adaptation détaillee d'unever&@émentaire du lemme de Poincaré,

inspirée de Golberg (Goldberg, 1998).

Preuve. Sans perte de généralité, par une translation adégumafeeut supposer que I'ouvert
U est étoilé par rapport a l'origine. Ainsi, pour toxit= (z1,--- ,z,) € U et toutt tel que
0 <t<1,onatx = (txy,--- ,tx,) € U. Afin d'établir 'implication, nous allons construire

un opérateur linéairg, appelé opérateur d’homotopie :

h:ANFU) = AFLD),
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tel quedh + hd = id et oUA*(U) désigne I'espace vectoriel dedormes differentielles suv.

Ceci établira le résultat. En effet, en posant hw, oUw est fermée, on aura
dn = dhw = dhw + 0 = dhw + hdw = (dh + hd) w = id w = w,

puisquedw = 0. Prenons done une forme differentielle

w= Z Wiy i (X)) A -+ AN day,,

1< <<, <n

telle quedw = 0, c’est-a-dire qui est fermée, et définissaaspar

o= ) Z )" 1/ e, g ()t - g,y A Adg, A A da,

1<i1 << <nv=1

D’une part, en faisant appel au symbolelﬁenecker&f ,ona

dhw =

1
Z Z Z 8ZE 1 vl /0 tk_lwih... ik (tX)dth’inl’j A dl'il VANERRIVA d:L'Z'V VANEERIVAN d:L'Zk

1<i1 < <ip<nv= 1] 1

= Z Z Z ) 1/ th= 1%(tx)tdtw,ydwj ANdziy A A dTEZ\V A Adg,
j

1< < <2k<n1/ 1j5=1

C Y S [ A e s, e A A

1<) << <nv= 1] 1

= Z ZZ ) 1/ k%(tx)dtxz dxj A dxi, N '/\d/w; A Nz,
Ox;

1< <-<ip<nv=1 j=1
k
+ Z V 1 / tk_lwil,... ik (tX)dtdl’iV VAN dl'il VANERRIVA d:L'Z'V VANERRIVA d:L'Zk
1< <-<ip<nv= 1
n

k
= ZZ ) 1/ k%(tx)dtxz dxj A dxi, N -/\Cﬂg; Ao Ada,
Ox;

1<) < <ip<nv=1 j=1

1
+ Z k/o tk 1 ik (tx)dtdxil VANEERIAN dl’zk

1<ii < <ip<n
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D’autre part,

ox;
1<ip << <n \ j=1 J

= Z Z szh dac] ANdxi, A - Nda, .

1<ii<-<ip<n j=1

Pour unifier la notation posorig = j. On a,

hdw= Y ZZ ”/ tk“_lwdtwndmio/\---/\d/xZ/\---/\d:Uik.

T
1<i1<-<ip<niop=1v=0 t0

En séparant le cas= 0 des cad < v < k eten revenant a I'indicg (au lieu deiy), on obtient

hdw = Z Z/ tka “’ tx)dtwjdw“ o N dwg,

1<ir < <2k<n3 1

- > ZZ / k%(m)dmiydﬂﬁj/\dﬂ%l/\"'/\dm/Z/\---/\dmik.
i

1<ii<-<ip<n j=1v=1
Il s’ensuit que,

dhw + hdw

1
= > k:/ R0 (1) dt—i—Z/ gl Qi “"" (tx)xjdt | dogy A Adg,
0

1<i1 <--<ip<n

= Z / 5 t*wiy g ()]t - daiy A A dag,

1<ii << <n

= Z Wiy, i (X)dxil ARERRA dmik

1<y <--<ip<n

=w (si k>0).m

Cette propriété du lemme de Poincaré entraine que foutee differentiellew fermée, sur un
ouvertU quelconque, est localement exacte. C'est-a-dire quegimgue poinp € U, il existe

une boule ouvertd3, (donc étoilée) et une formg, définie surB,, telle quew|p, = dn,.

Voici un exemple classique pour lequel la réciprogue duthende Poincaré est fausse. Prenons

I'ouvert non étoileU = R%\{(0,0)}, c’est-a-dire le plaiR? privé de I'origine. Montrons que
xdy — yd

oy , définie sur cet ouvert, est fermée mais non exacte.
€T y

la 1—forme differentiellew =
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En premier lieu,

Yy T
dw=d <_w2 +y2dw+ = +y2dy>

y X
—— | Ad dl — | Nd
> $+< +y2> Y

0 (%)

= T+ dy | Ndx +
dy

a<i;x+y2)dx+a<?>dy A dy

= <?a?g> dx A\ dy

29/ 1 222
_ _ _ dx A d
< 22 +y? (224 y2)? >+<x2+y2 (w2+y2)2>> o

=0dx ANdy

=0,
ce qui déemontre bien que est fermée.

Dans un deuxieéme temps, montrons par I'absurde, que leeforniest pas exacte. Supposons
gu’il existe uned-forme,n = n(z,y) définie surU telle quew = dn. Considérons un cerclé

de rayonl centré a I'origine et calculonf w de deux maniéres.

c
Cas 1: calcul direct de l'intégrale en posant cost, y = sint, de = —sint dt, dy = cost dt,
0<t<2m.

Ona,

e

/azdy ydx
o rr4y?

/2 (cost)( cost)dt—(smt)(—sint)dt
0

cos? t + sin’ ¢
2
/ it =
0




122

Cas 2 : calcul a partir de I'hnypothese= dn.

fo= [
C C
_ In In
_/C<8xdx+ 8ydy>
2T/ O . . on :
_/0 <8_x> (cost,sint)(—sint)dt + (8_y> (cost,sint) cos tdt
B /2” d(n(cost,sint))dt
0

Ona,

dt
= n(cost,sint)|i=3™ = n(1,0) — n(1,0) = 0.

Par la suite, nous supposerons que toutes les formesedifilies sont définies partout dans
R™. De ce fait, comm&" est étoilé, les hypothéses du lemme de Poincaré sevosttdujours

implicitement satisfaites.

6.2 \ers une discétisation du théoréme de Stokes

Rappelons que notre objectif est de traduire le theoreen8tdkes dans un cadre discret pour
ensuite y adapter nos algorithmes de calculs développ€hapitre 2. Une premiére étape vers
cette discrétisation consiste a se ramener au caS@st un hypercube dafi®, qui s'apparente
au cas limite d’'un hypercube a coins arrondis. Dans ce gtmthlansfield et Hydon (Mansfield

et Hydon, 2007) ont remplacé les formes différentielles

E wil,---,ik(l’la"' 71:11) d$i1 /\/\dxlky
1< <<, <n

ou(xy,---,z,) € R", par des formede diferences

Z wih“',ik(wl"" 7x7L) Ah/\”’/\Aika

1<ii <1 <n
ou(xy,--- ,xy) € Z" plutdt que dan®R” et A; = A, pouri = 1,--- ,n, désigne I'opérateur
de difference partielle finie par rapport aifacomposante, c’est-a-diré\;u(zq,--- ,z,) =

w(xy, o+ 1, xn) —u(xy, -,z -+, ) pour toute fonctiony = u(xq, - -+, x,).
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Nous proposons ici une variante de cette approche dandlmtpseformes de difféerences sont
systématiqguement remplacées par fdasilles de poidsiéfinies sur des hypercubes. Pour ce

faire, nous posons{(;, ,, comme I'ensemble
Hin = {H | H est un hypercube unitaire R"de dimensiork & sommets dariz" }.

Un hypercubeH € H;,,, peut étre vu comme upixel geréralisé et est dénoté par

H = PiXil,... ik (0417 T ,Oén)

Tj = Oy Sljf{zl,,lk}
= (z1,-,2) _
Oéjﬁl’jﬁaj—kl Sle{il,"',ik}
ou (g, - ,ap) € ZMet{i; < --- < ix} C {1,---,n} désigne 'ensemble des indices

de coordonnées qui varient dans I'hypercube. On dit qugpéhcube H est issu du point
(a1, -+ ,ap) selon les directions,, - - - ,i. Le point(ag, - - - , ay,) est aussi appeléoin prin-

cipal de I'hypercube et les deux orientations Hesont notéed? eteH oue = —1.

Dans le méme esprit, lwomplexe hypercubiqu#enotéP, de dimensiork dansR”, a sommets
dansZ", est uneZ-combinaison linéaire finie d’hypercubes H, ,, et ZHy, ,, désigne I'en-
semble des complexes hypercubiques de dimensidansR". Signalons qu’un changement
de signe correspond a un changement d’orientation. Bielegment, si tous les coefficients
sont égaux a, le complexe hypercubique se ramene a une réunion d’bypes. Un complexe
hypercubique peut donc étre interprété comme une oaulihypercubes avec multiplicités et
orientations diverses. La frontiére délimitant uneoagest un concept primordial en géométrie
discréte et est essentiel & la description d’un olfetet effet, la définition suivante décrit
I'opérateurd, communément appelé opérateurfidmtiere (ou debord), pour un hypercube et

un complexe hypercubique.

Définition 22 LafrontieéredH d’'un hypercubed = Pix;, ... ;, (a1, - , o) €St le complexe

k
OH = OPix, . g (ar, -, an) = Y (1) 1 (Pix, o (o, + 1,0 ap)

v=1

_Pixil N ik(al’”' N7 7Oén)),

sttt
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oll la notationi,, signifie que l'indicei,, est omis. Plus géralement, par liarite, lafrontiere
d’'un complexe hypercubique = Zj n;H;,n; € 7 est dfinie par
OP = n;0H;.
J
De fagon plus détaillee, la frontiere @@= 3> n;H; = 3, aniXiij)’m’ig)(agj), o)
est donnée par

Z?P = Z nja PiXigj)7.._7i]ij)(Oé§j), cee ,ag))
J

)= 1 - @ . ) N )
= Zny Z PIX Y)ﬁ_ .I(Jj)7___7ilij)(a1 s y O +1, y Oy )

_P1X4<j) ol i;(f)(al ,oee

i i

En regroupant les termes semblables, on observe que I&sipreobtenue est généralement

plus simple.

Voici un exemple ou la frontiere d’'un hypercube est decselon la définition ci-haut. Soit

n=>5etk = 3. Alors, pourl <i; <is <ig<5b,ona
: 5
H = Pixy, jy5(01, 00, 3, g, 05) ~ I;) x Iy x Iy CR?,

oul;, ={x; o, <, <a; +1} = |y, q, + 1] C R. La Figure 6.1 décrit ces intervalles
pouri; =2, i3 =4, i3 = 5. Dans ce cas,
k

OH = Z(_l)y_l(PiXil,- -,'A " (Oél, T, O, + 17 U ,Oén)

sttt
v=1

—Pix; 5 alon a0 an))
= Pix;, iy (o1, a2 + 1, 03, o4, a5) — Pixy, 4, (o, a2, a3, g, v5)

- PiXi17’i3(a17 0427 0437 Oy + 17 045) + PiXi17’i3(a17 0427 0437 O447 045)

+ PiXi1,’i2(a17a27a37a47a5 + 1) - PiXihiQ(Oél,042704370447045).

Voyons un autre exemple décrivant cette fois-ci la fremgtid’'un complexe hypercubique, dans

lequel il y a des simplifications. Soit = 2, £ = 2 etP = Pix; 2(2,1) 4+ Pix;2(3,1). On
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Figure 6.11;, x I;, x I;, CR?0lUiy = 2, iy = 4, i3 = 5.

vérifie aisement que
OP = (Pixa(2 + 1,1) — Pixy(2,1)) — (Pix (2,1 4 1) — Pix;(2,1))
+ (Pixa(3 4 1,1) — Pixg(3,1)) — (Pixy(3,1 + 1) — Pixy(3,1))
= Pix1(2,1) + Pix;(3,1) + Pixy(4, 1) — Pix;(3,2) — Pix;(2,2) — Pixy(2,1).

Ce qui nous intéresse maintenant est de montrer que podorme différentielle quelconque,

notre définition deP et OP entraine que

/Pdw:/an. (6.)

Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour un séybercubeH . En effet, si (6.1) est vraie

pour toutH, alors dans le cas d = Zj n;H;, ona

dw:/ dw = nj/ dw et / w:/ w = nj/ w.

Ceci nous permet de déduire que

/dw:/ w entraine /dw:/ w.
H; OH; P 9P

Selon ces derniéres observations, notre analyse peustseimdre au cas d'un seul hypercube

H orienté positivement et il ne reste plus qu’a vérifier que

/dw:/ w.
H oH
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Pour ce faire, dans un premier temps, nous exprimons laaeldans un cadre plus général.

Il convient d’abord d'évaluer I'intégraI?/ 7, pour un hypercubél de dimension- dansR”
K
orienté positivement et uneforme différentiellen. Plus précisément, posons

K = Pixp, ... p. (a1, ,an) €10 = El§i1<---<ir§n Mig oo (T15 7+, @n) dvig Ao A di,.

On a donc,

[n= X [ do nonde

1<i1<-+<ir<n
Remarquons d’abord que;, - - - ,x,) € K si et seulement si
rg=o0gsiqg&{p1 < - <pr}, ap, < xp, <y, +1sig=p,.

Ces points peuvent étre paramétrés comme suit :

Qg sig ¢ {pr <---<pr},
xq:wQ(tpN”' 7tpr): )
apV +tpu Slq :pl/l
ou0<t, <l,v=A{L,---,r}h
Calculons ensuitelx;, A --- A dx;. en fonction des parametres,,t,,, - ,t,., qui donne
I'expression
0 Si{ip <---<ip}#{p1 < - <pr},

dxil/\---/\dw,-r = )
dtm"'dtpr Sl{i1<--'<i7~}:{p1<"-<p7«},

et donc finalement

/”:“'”*‘”/nm,---m:cl,---,mdwmA---Adwm+0+~-+0
K K

1 1 1
— / / .. / 77p1,---,Pr((fL'q)Z:1) dtpl - dtpr’
0 0 0

ag sig ¢ {pr <--- <pr},

apu +tpu Slq = Pv-

Ty =

De facon équivalente, cette derniere égalité pexdrg’é plus simplement sous la forme condensée

zg=0aq+x(qg € {p1 < <p g
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En réesumé, l'intégrale de dépay[, n est donnée par I'expression
K

1 1
Jon=[ o [ e (ut X (o <o < pdter) ity ity

ou

K =Pixp, ... p. (o1, - ,an) €t = Z it oo (1,0, Tn) dxig A A dg,.
1<i1<-<ip<n
En conséquence, ces préliminaires vont nous permettreiifeer facilement que la relation
Jydw = [, w est également satisfaite dans le cas d’'un hyperdiibénalysons d’abord
lintegrale [, w. Le domaine d'intégratiorf est alors remplacé pdrH ou H est un hy-
percube de dimensioh et n est substituée par la forme differentiellede degrék — 1. Plus

précisément, prenons

W= E : wjlwwjkﬂ(‘rlv e, Tp) dxj, N+ Ndzj,

1<ji<<p—1<n

et supposons quH = Pix;, ... ;, (a1, - , ay ). La frontiére associée est donnée par

k
O0H = E?Pixih...ﬂ-k(al,--- ,an) = Z(—l)y_l(PiXi Lo . (alj... , O -+ 1’... 704n)

1ty
v=1

S Pix, o (0, an)

et donc,

| w
0H

(—1)”_1 / w—/ w
Pix, Lo e i (a1, a4, 1, ,am) Pix. —~ (a1, iy, 0m)

i1, i, i

“M» M-

zx 1
/ / 21,' Zu,“',ik(”"ail_i_til’.”’aiv—i_l’””aik—i_tik?”')

—w. ~ ’Zk( Oy i ,Oéik+tz’k,"'))dti1“‘dtil,"'dtik-

1,5ty

1
Notons queF'(«;, + 1) — F(ay,) = / F'(a, +t;,) dt;,
0



128

Ainsi,

1 &u ~ .
/ w_z = 1(/ / {/ zm..nk(...,aiy+tiw...)dtn} dtil"'dtik>
OH Zu

v=1
= Z </ / ,é't,liu,”-,ik ( y O, +tzu,)dt“ dtzl, dt1k> )

Analysons maintenant I’intégralj;[ dw. Dans ce cas, le domaine d’intégratiinest remplacé
H

par H etn devientdw. Puisque

w = E wjlf"vjk—l(xl?”' ; Tn) drjy A--- Ndaj, s

1<j1<ga < <gp—15n

ona

k Ow. ~ .

1<i1<ig<-<ig<n \v=1

Donc pourH = Pix;, ... j, (a1, -+ , ap), ON trouve

/dw—/ dw)iy oo i (T1, -+ Tp) dagy N AN day,

v—1 awnfuuc
= Z(—l) T(ml,--- Tp) | dxi A ANd,
H \y=1 v
En paramétrisant ensuite avec,
oy sigd {iy <--- <ir},

wq_wQ(tzu o ty) = Ly . ]
Qj,, i, Slq =1y,

on obtient,

1 1k Ow.  ~ .
/dw:/ / E (_1)V—1M(... Ly, by, )dtyy e dt, e dt
H 0 0o ‘= oti,

ce qui correspond bien a I'expression de I'intégr?(le w évaluée plus haut.
oH

Notre étude au Chapitre 2, basée sur une version disdteteéoréme de Green, se ramene

précisément au cas= 2, k = 2 avecw = P(z,y)dx + Q(z,y)dy et

dw = (8—Q - 8—P> dxdy = f(z,y) dxdy.
z Oy
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LesH, V etV H algorithmes développés au Chapitre 2 permettent endioence d’évaluer le

/dw:/ w,
P P

en exprimantu, c’est-a-dire,P et @ en fonction def. Cependant, dans ces trois algorithmes

membre de gauche de la relation

vus précédemment, la frontiere des polyominos étaibdee par des chemins orientés plutbt
que par des combinaisons linéaires de segments (voird=gy@r(a), (b)). Afin d’exploiter ces

idées, nous adaptons cette étude dans le cadre actuel.

A

Figure 6.2 Frontiére : (a) chemin orienté (b) combinaison linéaiessegments.

Etant donnég’ unek-forme differentielle exacte & variables,
f= Z firyo i (@1, on) dag, -+ day, = dw,
1<i1 << <n
on cherche a développer de nouveaux algorithmes quismonelent a trouver des expressions

convenables pour de telles formesOn aura alors,

/ Z firje i (@1, an) daiy A Adag :/ f:/ W,
P oP

Pi<ii<<iz<n

ce qui fournit des méthodes de calcul du membre de gaucheatuaht le membre de droite.

Par exemple, soit = 3 etk = 2. On considére ensuite u2eforme fermée, c'est-a-dire qui

satisfaitdf = 0, a trois variables définie partout daRs3 :

[ = fi2(x1, 22, 23) dxy Adxg + fi3(x1, w2, x3) doy A dxg + fo3(21, T2, 23) dre A dws.
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Autrement dit,

0 0 0
foz f1,3+ fi,2

8951 8%2 8953 =0

CommeR? est étoilé, par le lemme de Poincaré on sait qu'il existelle quef = dw. Cher-

chons une tellé-forme a trois variables,
w = wq(x1, T2, x3)dxr) + wa(x1, T2, T3)dTs + W3(21, 22, 3)dT3,

satisfaisantlw = f. C'est-a-dire,

Owy Qi _ ¢ Owg _ Own) _ Oy Owa) _ ¢
3%1 8%2 = J1,2 — J1,3 axz 8%’3 — J2,3-

Dans ce cas, en ramenant le membre de gauche a un hypdicub®ix;, ;, (a1, az, a3), on

peut définir une famille dpoids w1 2, w1 3, w23 : 73 — R, par

/ fi2(x1, o, w3)dxy A dag + f13(x1, 22, 3)dxy A dag + fa3(x1, 22, 23)dxs A das
H

[ fradzy A dzy = wio(on, an,a3)  si H = Pixy (o, az, a3),
[ fradzy A dzg = wi 3(on, a2, a3)  si H = Pixg g(oq, az, a3),

[y fo3dxa A dxs = wa3(on, a2, a3) si H = Pixg (g, ag, o3).
En réesumé, la famillev = (wy 2, w1 3, w9 3) définit le poids deg-pixels H dansR? par

w(H) = /Hf =w;j(on,az,a3) si H=Pix; j(ar, a2, 03), (a1,00,03) € 73,

Puisque touté:-forme différentiellef donne lieu a une fonction de poidssur les hypercubes

On a alors,

de dimensiork définie panw(H) = / f, ceci nous améne a discrétiser le contexte de la fagon
H

suivante.

Rappelons d’'abord qu¥,.,, = {H | H C R", H estun hypercube unitaire de dimensignet

ZH,  est 'ensemble des complexes hypercubiques de dimensiansR”.
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Définition 23 Une fonction quelconque : H,, — R est appeatefonction de poidsur les

hypercubes de dimensierdansR”.

Notons que la donnée d’'une telle fonction de paidéquivaut a la donnée d'une famille =

(W), - j, )1<j1 << j,<n CONStituée dg”) fonctions de poidsv;, ... ;, : Z" — R définies par
(1, am) = wjy o (an, - an) = w(Pixgy (a5 an)).

Plus généralement, on peut prendre des fonctiops.. ;. : Z" — A, ou A est un anneau

commutatif quelconque.

Définition 24 Soitw = (wj, ... j,)i1<j,<.-<j.<n UNe fonction de poids sur leshypercubes
dansH, ,. L'opérateur dedifféerence finie extérieuradénote A, agit surw en produisant une
nouvelle fonction de poids, résAw, définie sur legr + 1)-hypercubes dan®(,, ,, par la
formule
Aw = ((Aw)il,---,i7-+1)1§i1<---<i7-+1§m

)= n (=) AL, e (ar, -+, an)

Qn R SRR MY
etAiyh(aly"' y Ayt v >an) :h(()él,"' y O, +1>"' ,Oén)—h(()él,"' y Oyt o 70%)-

Ol (Aw)i o iy (1,

Remarquons que si= 0, alors la donnée d’une fonction de poids H,, — R se raméne

a une fonction ordinairey : Z" — R car,
Hon ={H |H =Pixg(a1, -+ ,an)} ={H |H ={(ov1, -+ ,on)}} = Z".
Dans ce caspw : H;,, — R est donnée par

(Aw)i(on, -+ o) = Ajw(ar, -+, an)
:w(alv"' ,Oéi—l—l,"' ,Oén)—UJ(Oél,"' y Qgy e 7an)7

ce qui correspond au calcul classique des differencesfitddonctions a plusieurs variables.

Voyons maintenant que I'opérateur de différence fini€eetire possede la propriété notable
A? =0,

équivalente &> = 0 dans le cas de la differentiation extérieure.
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Proposition 8 SiW : Hy,,, — R alors AW = 0.

Preuve.Evaluons

(A2W)i1,“' k42 (a17 T an)

k+2
= Z(_l)y_lAiV(AW)il,”',i/;,"',ik+2(a17“' ’an)
v=1
-1 -1
= 3 ALY CDRTALW, e (ar )
1<v<k+2 1<p<k+2,u<v

1\ 2A ~
o) CYTRALW s
1<u<k+2,v<p

— Z (_1)V_1+“_1AiVA’iHW‘ ~ o~ (a17... 7an)

Zlv"'viuv' vyt in
1<v<k+2, 1<u<k+2, u<v

'7{;7"' 77:77, (a17 T ,an))

2 : v=14+p—2 A . . N ~
+ (_1) g AZVAZ'U‘Wily"'7il/7"'7il,t7"'77:n(a17 ,Oén)
1<v<k+2, 1<pu<k+2, v<p
— E : v=l+p=1A. A. ~ =~
- (_1) AZVAZHWH,M,Z'H,---,iy,---,in(ah 7an)
1<v<k+2, 1<u<k+2, u<v
E —14v—-2 A . . - N
T (_1)N AZ“AZ”Wil,"'7iu7"',iu,"',in(a1’ ’a”)
1<u<h+2, 1<v<k+2, p<v
— E _1\WTRA. . ~ ~
o ( 1) AZVAZMWih‘“7im‘“,iw“‘,in(al’ ’a")
1<v<k42, 1<p<k+2, p<v
E TUA. . ~ ~
B (_1)N AZVAZ“Wil,"',iuv“wiu,"',in(al’ ’a”)

1<v<k+2, 1<u<k+2, p<v

Par analogie au cas des formes différentielles, une fanhdipoidsy peut étre fermée ou exacte.

Définition 25 Soitw une famille de poids. On dit que est ferngée siAw = 0 et qu’elle est

exacte s p telle quew = Ap.
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Par linéarité, on peut étendreet Aw a tous les complexes hypercubiques
w: LHyp — R, Aw : ZHr41,n — R,

en posant
wP) = nw(K;), et (Aw)(Q) =) mjAu(Ly),
i J
ouP = EZ nK; et Q= zj mij, K; € Hr,n, Lj € HT+1,n-

L'un des attraits des opérateurs de differences finiessitlaes);, , est qu’ils permettent aussi

d’exprimer élegamment I'opérateur de bavddéfini sur les hypercubes. En effet, séit =

Pix;, ... i, (a1, ,00) € H, . Puisque
AiVPIXi17...7EJ7...71'7,(0[17 NG 7 7an)
= Plxil’... ’7;’;7... Jir (0417 Qg + 17 e 7an) - PlXi17...7EJ7...7Z’T,(a17 ey Oy, 7an)7

on a immédiatement

T

8H = Z?Pixl-h...m(al, e ,Oén) = Z(—l)y_lAiUPiXil o~ ir(al, s ,Oén).

sy,
v=1

Par linéarité, on étendlcomme plus haut, c’est-a-dire,Bi= ) . n;H;, alorsoP = ), n;0H;.

L'interét dans la version discrete du theéoreme de &akue nous allons présenter, réside dans
le fait qu’elle élimine toutes les intégrales ainsi quetés les formes différentielles, en ne

considérant que les fonctions de poids sur des complexertybiques.

Theoreme 10 (Version discrete du theoreme de StokBslr tout complexe hypercubigqu
de dimensiork dansR" et toute fonction de poids définie sur les complexes hypercubiques

de dimensiork — 1 dansR", on a

(Aw)(P) = w(dP). (6.2)
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Preuve.Par linéarité, il suffit de considérer le casBlest constitué d'un seul hyperculbe =

Pix;, ... i, (o1, -+, ap ). ONn @ successivement,
(Aw)(H) = (Aw)(Pixj, ... g, (a1, -+, o))

= (Aw)iy . gy, (1, )

k
=2 (VT Ao )

a2

=Z D7 8P, . g (010 )
k

= w(d (1) AL PIx, o (s an)
v=1

= w(0Pix;, ... 5, (a1, -, o)) = w(OH).

Tout comme au Chapitre 2, au lieu de considérer I'equdBa), il est plus intéressant d’écrire
le membre de gauche sous la forigP), ou W est une fonction de poids donnéeRiest
un complexe hypercubique quelconque. Le membre de draitegbers &tre décrit comme un
algorithme pour calculé/ (P) al'aide d’'une autre fonction de poids appliquée a la frontiere
OP.

Commencons d’abord par le cas Bluse réduit & un hypercubE quelconqueEtant donnée
une fonction de poid$V : H;,, — R qui est fermée, c'est-a-dire quell’ = 0, on cherche

une fonction de poid® : H;_;, — R, telle quelW’ = A®. On aura alors,
W (H)=®(0H),
ce qui correspond a la version discrete du theoreme aleSt
(AD®)(H) = ®(0H).

Par analogie au calcul des difféerences finies, on peusetilia notationd = X, dou
I'écriture,

W(H) = (SW)(0H).
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Une facon a la fois générale et rigoureuse de défihsera donnée un peu plus loin. Pour
I'instant, voyons ce qu'il advient lorsqu’on attribue lanfdion de poiddV (H) = 1 a chacun

des hypercube#l € H;, ,,. Cette fonction de poids est évidemment fermée car

k+1
(AW)jl,"' Jk+1 (ab T ,Oén) = Z(_l)y_lAju(le,... S I (Oél, T >an))

v=1
k+1

=3 (-1l 1 =0.
v=1

Dans le cas d’un complexe hypercubidde= > n;H;, on obtient

W(P)=> nW(H;)=> n;=Vol(P),

ou Vol(P) correspond au volume orienté (avec multiplicités)RIe€On doit donc chercher une

famille ® telle queW = Ad.

Par exemple, soit = 3 etk = 2 avecW (H) = 1 pour tout pixelH € H, 3. Afin de trouver

une solution, cherchons undéfini sur lesk’ € 'H; 3 de la forme

C11Q1 + Cc122 + C13Q3 SiK = Pin(al, o9, ag),
®(K) =14 coaq + copan +cozaz SIK = Pixy(ay, a2, a3),

C31(x] + €322 + C33Qx3 SiK = PiX3(a1, a9, 013),
pour certaines constanteg. On a respectivement,

(AD)12(ar, a2, a3) = A1 Pa(aq, az, a3) — AP (0, az, a3)
= [ca1(a1 + 1) + o2 + ca3003 — ca101 — €009 — C23013]
— [eriar + ci2(a2 + 1) 4+ ci13a3 — criaq — crean — c130i3)

= C21 —C12

(A®)13(a1, a2, a3) = A1 P30, a2, a3) — AzPy(aq, ag, as)
= [ez1(a1 + 1) + 202 + c33003 — c31001 — €320 — €33013]
— [c1100 + cipae + ci3(as + 1) — cr10q — ciean — c13003)

=31 — (13



136

(AD)o3(a, g, ag) = Ag®P3(ag, g, ag) — AzPo (g, o, ai3)
= [ez101 + cz2(a2 + 1) + ca3a3 — c31a1 — c3202 — 3303
— [ea101 + ca200p + co3(a3 + 1) — ca1a1 — 202 — ca3g]
= 32 — C23.

Une solution élégante au probleme consisterait a tHessc; ; tels que

11

11 Ci2 €13 0 -5 —3

_| 1 1

a1 €22 c3 | = | 5 0 —3
11

€31 C32 (33 5 5 0

Effectivement, en posant

(—%042 — %043) SiK = Pin(Oél,Oég,Oég),
ag) SiK = Pix2(a1, a9, ag),

Ozg) SiK = PiX3(a1,a2,a3),

2
+

on retrouve bierVol(P) = ®(0P).

Plus généralement, 8 : H; ,, — R ne dépend que des directioiys- - - , i, des hypercubes

et non de leurs positions, alafsiV = 0.

En effet, silV;, ... ;, (a1, -+ ,ap) = 04 ,...;, € Ralors,
k+1
(AW)J'L"'JkH(al? o) = Z(_l)y_lAqujh... ,];...Jkﬂ(alv o)
o

= Z(_l)l/_l(ley 7.7/;7"'7jk+1 (al’ e ’ajl’ + 1’ T an)
v=1

(ala"' 7aj,,7“’an))

J1, 7jV7"' 7jk+1
k+1

-1
( ) 0]17"'7Ju7"'7]k+1 0]17"'7Ju7"'7]k+1
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La recherche d’'une famille de poids telle que® = AW, pourrait étre réalisée en adoptant
une approche semblable a la précédente en faisant appes coefficients indéterminés. Ces

exemples ne sont que des cas particuliers d’une situatiauncbep plus générale.

Nous allons plutdt développer une méthode de calcliddoasit une version discrete du lemme

de Poincaré, valide dans le cas des familles de poids shypescubes.

Introduisons d’abord un concept parent de la differencegiie finie A;, qui est la sommation

partielleX;. Soitf : Z" — R, etl < i < n, alors

ZS::_Olf(ala s Viy e ,Oén) Siai>0|
Eif(aly”’ 7an): 0 Siai:()’
_Z;lzal f(ala"' s Vit ,Oén) Siai < 0.

Lemme 21 On a les identiés
AY;=id et 3;A; =id —eval;
ou eval; o est I'operateur dévaluation de la® composante 'origine, défini par
evaliof (a1, -, o) = flag, -+, 0, ap).

De plus, sii # 7, alors

A]—Ei = EZA]

Preuve. Comme les casy; = 0 et«o; < 0 sont similaires, nous allons nous restreindre a

I'analyse du casy; > 0. D’'une part, on a

a;—1
(Aizif)(alf” 7an) = Al (Z f(a17"' yViytoe 7an)>

v;=0
a;+1—1 a;—1
= f(Oél,"',Vi,"',Oén)—Zf(al,”',l/i,“‘,an)
;=0 v;=0

:f(Oél,"' s Oy oot ,Oén).



138

D’autre part,
ZiAif(alf” 7an) = Z (f(a17'” 7Vi+17"' ,Oén)—f(Oél,"' s Viyt o ,Oén))

:f(Oél,"' 1, 7o[n)_f(oélj... 0,0+ ,an)
oo flag, g, o) — flon, - ag =1 o)
= flaq, - ag, - om) — flog, -0, o).
Finalement, si # 7, on vérifie les deux possibilités suivantes.
Cas1:si < j, alors

(Ajzif)(al’ t ,Oén)

a;—1 a;—1
:Zf(ala"'7Vi7"'7aj+17"'7an)_Zf(al7”’7’/i7”’7aj7”’7an)

v;=0 v;=0

a;—1

- (f(a17'” yViy s 7aj+17”' 7an)_f(a17"' yViyt o ,Oéj,"' 7an))
0

V=

= (ZiAf)(ar, - an).
Cas 2 :sii > j, alors

(Ajzif)(al’ t ,Oén)

a;—1 a;—1

g f(al’...’aj_i_l’...’Vij...’an)_Zf(al’...’aj’...’yi’...’an)
v;=0 v;=0
a;—1

= Z(f(ab'" ,Oéj+1,"' yViy o 7an)_f(a17"' y Qgy sy Vjy oo 7an))
v;=0

= (EZ’Ajf)(Oél, e ,Oén). |

L'espace des fonctions de poids sur kebypercubes dans I'espacei@imensions est dénoté

Wen = AW IW : Hp — R} = {(Wiy .. i )1<is<o<inzn | Wiy iy, 2 2" — R}

)

Les fonctions de poid8/ = (W, ... i, )i<i;<.-<i,<n Sinterprétent comme suit : [&/-poids

1

de tout hypercubé = Pix;, ... ;, (o1, -+ , ) € Hy,p, €St dONNé par

W(H) = Wil,---,ik (aly e ,Oén).



139

Rappelons que la preuve du lemme de Poincaré faisait appebpérateur d’homotopie une

sorte d’opérateur d’intégration que I'on pourrait awd#snoter [, qui satisfaisait 'equation
dh + hd = id.

Par analogie, nous allons maintenant introduire un opérai, de sommation extérieure, défini

sur les fonctions de poids sur les hypercubes, satisfaisant

AY + YA =id.
A cet effet, nous définissons d’abord des opérateursiaings sur les fonctions de poids sur les
hypercubes, notés, pourl < i < n.
Définition 26 SoitW € Wy, ,, avecl < i < n. On cifinit alors lai® insertion-restrictiorde
W, noeeW |; € W;_q;, par

(W l) (041 a ) o (_1)k_1Wj1,'“,jk717i(a17"' ,,0, - 70) Si jr—1 < 1,
)54 e q y Ty ln ) —
JI 0 sinon.

Notons que 'opérateul de difféerence extérieure, tel que défini plus haut, &atis
A Wk,n I Wk+1,n-
Définition 27 L'opérateur® : Wy, ,, — Wy,_; ,, est cefini par
SW =S1W L1 +5W la+ o+ 5W [+ + S, W |
Explicitement cette derniere définition s’exprime comme
(EW)jse g (01,0 o) = (_1)k_1 Z EiWii o geviiloa, -+, 05,0,---,0)
Jr—1<t
Par exemple, st = 1, alors¥ : W, ,, — W ,, est défini poutV € W, ,, par
(ZW)Q)(QD e 7an) = EIWI(ala 07 e 70) + E2W2(a17 2, 07 e 70)
+ 23W3(a17 a2, (3, 07 o 70)

+ Ean(C}fl,O[z,O[g, e 7an)-
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Sik =2, alors¥ : Wy,, — W, ,,, est défini pouiV € Wy ,, par

(EW)jl (alv T >an) = _2j1+1Wj1J1+1(a17 o, A 41, 0,--- 70)

- Ej1-i-21'/‘[/v]'17j1'i‘2(al7 a9, -, 0142, 07 o 70)

- 277,1'/‘[/']'1,77,(0417 Qg, - - 7an)'

Sik = 3, alorsX : W3 ,, — Wy, est défini poulv € W3 ,, par

(EW)j17j2 (alv T ’O‘n) = Ejz—l—lVle,J'zJ2+1(0417 g, Gy, 0,0 ’O)
+ Xjar2 Wi o o2, oz, -+ g, 0, -+, 0)

+ EnWj17j27n(al7 ag, - 7an)-

Sik =n, alors¥ : W,, ,, — W,,_4 ,,, est défini poulV ¢ W,, ,, par

(2W)j1,“' 7jn71(a17 s an) = (_1)n—1 Z %iWi - 7jn717i(a17 Q)

jn71<75
(_1)n_1EnWj17"'7j7L717n(Oé1’ e ,Oén) SI jn—l < n,

0 sinon.

A ce stade-ci, nous sommes en mesure d’@énoncer notre refisicréte du lemme de Poincaré

inspirée de (Mansfield et Hydon, 2007).

Théoreme 11 SoitW € Wy, et1 < k < n. Alors IV est fernge si et seulement §/ est

exacte.

Notre preuve est constructive et explicite contrairenzela preuve par récurrence développée

par (Mansfield et Hydon, 2007) dans le contexte des formedfféesthces.
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Preuve. Comme nous l'avons déja i = A® — AW = A2® = 0. Afin d’établir la

réciproque, supposons gqugV = 0 et montrons quél est exacte. Il suffit de voir que
AYXW + XAW = W.

A cet effet, en prenanb = X W, on trouvera bien

A = AYXW = AXW +0=AXW + 30 = AEXW + ZAW = W.

On a d’'une part,

(AXW)ip g (01, -+ am)
= Z (_1)V_1Aiu(EW)il,---,ﬁ,---ik(al"" , Q)

1<v<k

_ § : v—1+4+k—1 A . ) N )
- (_1) A’LUEZWZ'L,,,77;1/7,,,77;]“7;(@17"' 7al707"' 70)
1<v<k,1<i<n

= Z (_1)V—1+k—1A2U22W ~ (aly ,Oéi,o,“‘ ’0)

11, 7il/7"' 7ikvl
1<v<k,ip<i<n

+ Z (_1)2k_2A2k22W .77;167177;672'(&17”' 7ai707"' 70)

i1,
v=~k,i=1iy,

=S+ AikEikWil,---,ik(ala coe g, 0,0 ,0), disons

- S+ Wil,---,ik(ala o 7aik707 o 70)

D’autre part,

(EAW)ZL ik (0417 e ’an)
= Z El(_l)k(AW)Z1,,Zk7z(a1, cee 0, A ,0)

1 <i<n

= Z (_1)k+V_IEiAiVWZ'1’...’{;,...’ik’i(alv"' 7ai707"' 70)
1 <i<n,1<v<k
2k
+ Z (_1) EiAiWh’,,,’ik;i\(ala'” 7ai707"' 70)
1 <i<n

= —S+ Z EiAiWi1,~~~,ik(a17”’ ,a,-,O,-'- ,O)

i <i<n
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On en déduit que,

(AEW)ilwwik (041, e ,Oén) + (EAW)ZL"' Vik (0417 T ,Oén)

— Wil,---,ik(ala"' 7aik70>"' 70) + Z EiAiWil,---,ik(ala"' 7ai707"' 70)

1 <i<n
— Wil,---,ik(ala"' 7aik70>"' 70)

+ Z (Wil,---,ik(aly"' 7ai707"' 70) _Wil,---,ik(ala"' ,047;_1,0,“‘ 70))

ip<i<n

= Wi, .. ik(alv T >an)'

)

Théoreme 12 Si W est ferrae, alors pour tout complexe hypercubid@eon a

W(P) = (SW)(0P).

Preuve. Il suffit d'invoquer la version discrete du theoreme dek&s énoncée un peu plus tot,
(Aw)(P) = w(IP),

au cas ow = XW. Apres investigation, il apparait quew = AXW = W, découlant de la

démonstration de la version discrete du lemme de Pancar” m

Corollaire 6 Toute fonction de poid® : H;_; , — R satisfaisaniV (P) = ®(0P) estde la
forme

d=YW+0,

ou © est une fonction de poids exacte quelconque, @etite de la forme
0 = AQ,

ou): Hy_o, — R.

Preuve.Par le Théoréme 12, on sait qiéV satisfait

W(P) = (SW)(0P). (6.3)
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De plus, par hypothese
W (P) = ®(0P). (6.4)

Considérons la fonction de poids

0=o-XW.
Par soustraction de (6.3) a (6.4), on a
0= (®—XW)(0P) = 6O(dP),
pour toutoP. Ceci implique qué est fermée, donc exacte par le lemme de Poincaré distret te
gu’énoncé au Théoreme 11. C'est-a-dire qu'il exi3teelle que® = AQ. [

Le Théoreme 12 donne lieu a de nombreux exemples de aequbids de complexes hypercu-
biques pour des valeuks< n en dimension quelconque En particulier, en prenakt=n = 2
dans le Théoreme 12, on obtient un algorithme qui pernoshnee au Chapitre 2, de calculer

par exemple, le poids d’'un polyomino a partir de son contour

6.3 Genréralisation desV, H etV H algorithmes

Nous généralisons ici, indépendemment du choix pdigicde X1 dans le Théoréme 12, les
résultats de la Section 6.2 en posant n pourn quelconque. Pour ce faire, revenons donc

aux formes differentielles-formes dan®". Soit,

F= D farindwi Ao Ny, = i pday A Ady,

1<i1<-<in<n

Onadf =0, car

df = (dfy ) Adzy Ao A day,

_ (% dri + Ofivm dxg + -+ Oiiin dep | Ndry A--- Ndey
ox O0xa Oy,

=040+--+0=0.

Ceci permet de construire une famille d’exemples gérsenat lesV', H etV H — algorithmes

vu au Chapitre 2 provenant des cas pour lesqyiedst unen-forme dansR"™, c’est-a-dire,
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f=fig..n(x1, -+ ,xp)dz1 A - Adz,. Onveut calculer

/ fl,--- ,TL(:L'la T ,xn)dl'l AR dill'n,
H
en fonction de la frontier@ H. Dans ce cas, il faut alors chercher des- 1)-formes

W=wy3..ndra Ndrz N\ Ndry +wi3... ndry Adxs A --- ANdxy,
+oo ot wi e pordey A Adag—,

telles quedw = f. On a,

Owa 3. Ow1 3.
dw = Mdml/\dmg/\"'/\dmn—Mdml/\dmg/\---/\dxn
axl 8%2
Owi 9.4...
8953
Ceci équivaut a trouvews 3 ... ,,, W1,3,...n, "y W12, n—1 telles que

8(&)273’ " _ 8&)173’ N _|_ 8&)172’4 ;N

— =19
8961 81‘2 81‘3 f’ o
1
e Solution1 (1’1 — algo) . SOithg,... ,n(l'h s ,l’n) = / f1,27...7n(:L'1, s ,:En)dl'l
et0=wi3...n =Wi124.n =" """ =W12..n-1-
z2
e Solution2 (1’2 — algo) . SOitng,... ,n(l'h s ,l’n) = — / f1,27...7n(:L'1, s ,:En)dl'g
et0 =wo3.... = W1 240 = " = W12 n—1-

i
e Solutioni (z; —algo) : sOitw, > = (x1,--+ ,Tn) = (—1)i_1/ fig e n(z, -z )da;
,n—1-

et 0 = w2737 77:7"'7” = w1737 77:7"' T == w1727 77:7"'

Tn
e Solutionn (x,—algo) : SOitw; o.... n—1(x1, -+ , &) = (—1)"/ fio.. n(x1,- -+ xp)dey,

eto = Wo..m =W13..n = """ =W1l.. n—2n-

Notons qu’en posant = 1 ety = zo, le z1 — algo correspond ati-algorithmealors que le

x9 — algo correspond aW-algorithmedéveloppé au Chapitre 2.
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L'analogue de l'algorithme mixte\H-algorithmé@ dans le cas d’une dimension quelcongye
fait appel a toutes les variables a la fois. Tout comme tiadémonstration générale du lemme
de Poincaré, le candidat paurprend alors la forme
w=x1F(x1, - ,xy)dxg A+ Ndxy — 2o F (21, ,xy)dxy Adxs A -+ Ndxy,
+ x3F(x1,- - ,xn)dey Adeg ANdxg A -+ N\ dxy,

+- o —xp F(xy, - xp)dey A - ANdap—q,

1
ouUF(zy, - ,xy) :/ fin(s21, -+, 525) s"1ds.
0

Avec ce choix dev, on a biendw = f. En effet,

dw =d[x1Fdxy N -+ Ndxy — xoFdey Ndxs A -+ Ndxy + -+ — xp Fdey A -+ A day,—q]
F F
:8(x1 )dwl/\dwg/\---/\dxn—<a(w2 )>dw2/\dx1/\dx3/\-~/\dwn
o0x1 €T2
F
+<8(ac; )>dacg/\dxl/\dxg/\du/\---/\dxn
3

nF
A <8(g$ )> dry, Ndxy ANdxg A -+ ANdep—q

= <6($1F)> dzy N -+ Ndxy, + <8(3:2F)> dry A - Ndxy

ory 0z
dot (8<x"F)>dw1/\---/\dxn
oz,
_ (O(x1F)  OxoF Oz, F
= < B + 1 + + o dri N\ A dxzy,
= F—i—wla—F + F+x28—F + -+ F—i—wna—F dxy A -+ ANdxy,
0x1 Oxo Oxy,
= nF+xla—F+---+xna—F dri N - ANdx,.
axl 8xn
Il suffit donc de vérifier que
nF+xa—F+$a—F—|— —I—aza—F—f
1 B 28952 "D 1,2, ,ms

1
dans e cas o (es, -+ ) = [ fra(smn, o ssea)s” s
0
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Calculons poul < i <mn,
OF o (! nei
Ti— = X;— w821, -+, 81,)8" “ds
zawi zaxi /0 f1,2, ,n( 1 ) n)

1
= ac,-/o a% [f1,2, n(sz1, -, s2p)] s"lds

Lo O(sx;
= wz/o ai (SZ'17-.. NCH 7R ’an) (awil)sn—lds
e,
= Ti 0 amj_: (Swlf“ , STy, vt ,S.Z'n)snd&
On a alors,
oF OF
nF+x,—+4 - +x,—
Oxq 0xy,

1
:/ (nf17...7n(sac1,~- ,sxn)s"_l)
0

_ of of n
— + (3:1 o, (sxq, ,STy) + o+ Xy T (szq, ,sa:n)> s"ds.

Assurons nous que le dernier membre de cette dernieri&gst bien équivalent a
Lrd
/ (d_ [f1, n(s21,- -, 524)] 8”) ds = f1,... n(T1,++ , 7).
0 S

En effet,

d
T (f1,2, n(sT1,- -, 52,)8")

d

d
- <£fl,'“,n($x17 e 73wn)> Sn + fl,~~~ ,n(swh e ,S.Z'n)%Sn

0 0
= (8—51(53317 Ce L STp)TL A+ an(sazl, e ,SSEn)l’n) s+ ns"_1f17...7n(sa:1, Ce L 8Ty).
n

En résumé, I'algorithme mixte podd’ (H) = / fin(z1, -+ xn)dxydas - - - dx,, COrres-
H
pondra a prendre,
®(0H) :/ r1Fdxg N ANdxy, — xoFdey ANdzs A --- Ndxy, + - -
oH
Plus généralement, en utilisant le Théoreme 12 et l@ladine 6, on obtient une famille infi-

nie d'algorithmes pour les fonctions de poids € W, ,,. Remarquons d’abord que de telles

fonctions de poids sont nécessairement fermées. En péfisgue

W = (Wily",in(al’ e 7an))1§i1<---<inﬁn7
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on a quelV se rameéne a une seule fonctih = Wi s ... (a1, -+, ay). Dans ce cas, on a
alors
n+1
-1
(AW)JL"' ,jn+1(a17 T ’a") = Z(_l)y Aqujlwiju,"' ,jn+1(a1’ Y ’a")
v=1

=0+ +0+(-1)"A; W, =

Ji s Jnsdnd1

=0 car Jp+1 > n.

Par le Théoréme 12, on peut choisir une fonction de pdidslle queW (H) = ®(90H), en

prenantSW € W,,_; ,,. Plus précisément,
(ZW)]L"' Jn—1 (a17 T 7an)

(_1)n_12nWj1,m,jn71,n(a17 e 7an) Si jn—l <n,

0 sinon,

(_1)n_12nW172,“~,n(a17’ o 7an) Si (j17j27 Tt 7jn—1) = (1727 o, — 1)1

0 sinon,

(_1)n—1 2(3::_(} W1727“'77l(a17 e 7an—17Vﬂ) Si (j17 T 7jn—1) = (17 M — 1)-

0 sinon.
Par le Corollaire 6, la forme générale pakirtelle quelV (H) = ®(0H), est donc de la forme
o =XW+0,
ou X W est donné par le dernier membre de droite de I'egalideguiente et
0 = AQ,
avec() : H,,_2, — R quelconque.

Notons que sh = 2 alors,© = AQ, ou2 : Hpo2 — R, c'est-a-dire) : Z x Z — R.
Posons don€! = Q(ay, ap). Alors,© : H; 2 — Rou

@1 = (AQ)l = (—1)1_1A19(a1,a2) = Q(a1 + 1,6!2) — Q(al,ag),

@2 = (AQ)Q = (—1)1_1A29(a1,a2) = Q(al,ag + 1) — Q(al,ag),

ce qui correspond a ce que nous avions vu au Chapitre 2 ent teorapte du contexte décrit

par la Figure 6.2.
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6.4 Cas sg@ciaux
Revenons au Théoreme 12 avec n. Concentrons nous maintenant sur quelgues exemples
précis.

Cas 1: Considérons d'abord le cas linéairexgn - - , a,, OU

W(H) = Wi17~~~7ik(0417 . 7an) — Z Cs«il"u’ik)ar.
r=1

La conditionATW = 0 se traduit par

k+1 n . ~ .
0= (AW)jly"'vjk+1(a17 o 7an) = Z(_l)y_lAju (Z 67("]1"”’]1/7 7Jk‘H)Oér) .

v=1 r=1

Autrement dit,J1” est fermée si et seulement si on a la famille des égalités

c(j2,“' Jk41)

(J1,985+ Jk+1) (J1,J2,J45 Jk+1) _
4 c +c =0.

J2 Js
En particulier, en prenarit= 1, W € W, ,, et pourH € H; ,, on a
W(H) = Wi (a1, an) = Cgil)al + Cgl)az +o A+ day,

W est fermée si et seulementcﬁ — c;; = 0. C’est-a-dire que la matrice de est symétrique.

Dans ce casyW € Wy, est donnée par la formule

(EW)p(ag, - ,an) = Zl(cgl)ozl) + Zg(cgz)al + c§2)a2) + Zg(cgg)al + cg)’)ag + cg?’)ag)

(n)

Cas 2 : Le deuxiéme cas étudié consiste a prendre
Wis (0,0 an) = Ciy iy

qui ne dépend que des directions- - - , i, de I'hypercubeH . La conditionAW = 0 est alors
toujours satisfaite puisque

k+1
(AW)jl,... ,jk+1(0417 Tt 7an) = Z(_l)y_lAjycjl,...

v=1

=0.

7jV7"' 7jk+1
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Ainsi, la forme est toujours fermée et on a

(EW)jl,"' ,jk71(a1> L) = (_1)k_1 Z Einlv"‘vjk—lyi(OZl? e 0q,0,000,0)

Je—1<t

_ k—1 E o . .

- (_1) Elcjlv"'vjkflﬂ
Je—1<t

_ k—1

—(_1) § : QiCjy e fr—1,
Je—1<i

car pour toute constante on a¥;c = «a;c.

Par exemple, supposomns .. ;, = 1 pour toutiq,--- i, (volume d’'un hypercube). Alors
W (P) correspond au volume signé du complexe hypercublUEn d’autres termes, & =

ot nH; alorsW (P) = >, n;. On obtient alors,

(EW)jlv"'yjk—l(O[l’ e, ap) = (_1)k_1 Z Qi = (_1)16_1(04]%714‘1 ot o).

1>Jk—1
Ceci généralise lel-algorithmepour I'aire d’'un polyomino développé au Chapitre 2.
Cas 3 : Finalement, le troisieme cas consiste a choisir
mlv‘“yik(ah o ,Oén) = f(ab Tt ,Oén),

qui ne dépend que du coin principal des hypercubes. La tond\1¥/ = 0 est alors traduite

par
k+1
0= (AW)J'L“',J';CH(alﬂ L ap) = Z(_l)y_lAjyf(ala C Q).
v=1
C’est-a-dire,

Ajlf(ah T 7an)_Aj2f(al7 Tt 7an)+Aj3f(a17 e 7an)+ : '+(_1)kAjk+1f(ala e 7an) = 0.

Par exemple, gt = 1 alorsAW = 0 si et seulement si
Ajlf(ala e 7an) - Ajzf(ah T 7an) = 0.
Cest-a-direi < j = A;f = A; f. Autrement dit,

f(Oél,"',Oéi—Fl,"' ,Oén)—f(Oél,"',Oén):f(()él,"',()éj—l-l,"' ,Oén)—f(()él,"',()én).
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Cest-a-direvi < j: f(ar,-- -, +1,--- ,an) — f(ou, - ,05 +1,--- o) = 0. En parti-

culier, pouri =1,5 =2,0na
f(Oél —|—1,0£2,"' ,Oén) = f(Oél,OZ2+1,"' ,Oén).

Donc par translationf (a1, ag, -+ ,ap) = f(a1—1,a2+1,- -+ , ;) €t €N it€rant ce processus,
on trouve,

f(al7a27'” 7an) :f(O,a1+a2,a3,--- 7an)-

En continuant avet = 2, j = 3, et ainsi de suite, on obtient de proche en proche

f(alv"' >an) = f(0,0él—FOéQ,O@,“‘ 7an) = f(0,0,0él + ag + as3,04, - >an) ==

f(0707 0, +a2+"'+an):(,0(()[1+042+“‘+Oén),di30n3.

Ainsi AW = 0 si et seulement SV; (o, -+ ,a,) = @(ag + -+ + a,), 1 < i < n.Dans ce

cas,

(EW)@ (O[l’... 70[”) = Z EiWi(Oq,“- ,ai70,... ’0)

1<i<n
= Y Tiglon 4+ )
1<i<n
ai—l
= Z Z plan + -+ aim1 +v4),
1<i<n v;=0

si tous lesy; > 0. Des expressions semblables sont valides dans le castainses sont nuls

ou négatifs.

Ce chapitre ouvre la voie a I'etude d’'une multitude d’eststatistiques associées aux complexes

hypercubiques en fonction de parametres associés &deiere.



CONCLUSION

La discipline de la géométrie discréte vise a définiutdiser un ensemble de notions de la
géomeétrie classique qui ont préalablement été ti@stgs dans le cadre intrinsequement discret
d’objets manipulables par I'outil informatique. Les olsjetétude de la géométrie discrete sont
fondamentaux en analyse et traitement d'images dont leaid@s d’applications couvrent I'in-
fographie médicale, la téledétection par satelldenbrphologie, la métérologie, la géomorpho-
logie, la synthese d'images sans oublier les applicatioififaires et plusieurs autres. De nou-
velles motivations existent également en microscopgetédnique ou il est possible de recons-

truire des structures cristallines.

Dans cette thése, nous avons développé des algorithaties au calcul de diverses statistiques
descriptives d’'objets discrets, et avons structurédatiie’y faisant référence. Pour ce faire, dans
les Chapitres 2 et 6, nous avons utilisé en particulier @esions discretes des théoremes de
Green et Stokes ainsi que certains concepts relevant dédadtclassique de la combinatoire
des mots. Au Chapitre 3, nous avons également montré g@eméEmbles discrets d'inertie mi-
nimale sont des quasi-disques discrets fortement-coayelomc en I'occurrence des polyomi-
nos. Un algorithme permettant de les engendrer a ausse@tdoppé. Ensuite, au Chapitre 4, les
propriétés de contours d’ensembles discrets ont @&lébs : en particulier nous avons proposé
une nouvelle demonstration du résultat de Daurat et Njuamet en relation le nombrg de
points saillants et le nombie de points rentrants d’un polyomino par 'équati8pr- R = 4. Un
résultat analogue a également été demontré pouedesiux hexagonaux. Au Chapitre 5, I'etude
des opérations de mélange parfait appliqguées aux clsadisarets a donné lieu a quelques pro-
priétés géométriques intéressantes : entre autreanmns prouvé que, sous l'action du mélange
parfait, les chemins fermés restent fermés, I'aire ajo®i le périmétre doublent et le centre de
gravité subit une rotation dés° avec un facteur de similitude dg2. Une normalisation de

cette opération de mélange nous a permis d’engendrerodeles fractales du type courbe de
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dragon et d’analyser certains de leurs invariants. Finatenmous avons généralisé ces résultats

a d’autres types d’'opérations de mélange appliquéssademins formés d’angléé‘%.

Ces résultats promettent d’étre trés utiles en analygailement d’images ainsi qu’en recons-
truction d’'objets plus généraux a partir de donnéesigias. On peut prévoir leur utilisation

dans les nombreux domaines d’applications mentionnbaut-

Outre les problemes ouverts énoncés a la fin de chacuohdgstres, mentionnons quelques

autres perspectives générales de recherche.

Le but principal est de poursuivre I'étude d'approchesvatias qui permettent de développer
divers algorithmes pour le traitement et 'analyse d’'abjtis généraux. Par exemple, l'utilisa-
tion de versions discréetes du theoreme de Stokes coadi@gitnouveaux algorithmes permettant
d’évaluer diverses statistiques reliées aux ensemideretls a partir de données patrtielles. Cette
approche est tres prometteuse et doit &tre poursuivie .aHlavantage de ramener le calcul de
certains parameétres, en dimensiona des calculs correspondants, en dimension 1. Un
autre probleme consiste a étendre aux dimensionsisupés, en I'occurrence en dimensidn
pour des fins pratiques, les résultats obtenus au Chapitom@&rnant I'étude des ensembles
discrets d'inertie minimale. Dans le contexte des hypezsubun réseau discret, ces ensembles
sont regroupés de facon optimale autour de leur centrealét@ Ils sont convexes au sens
discret, dans toutes les directions. Une difficulté irstique est la notion de convexité : en effet,
les seules réunions d’hypercubes convexes au sens eucliduel sont les pavés multidimen-
sionnels. La convexité selon une direction fixée est chiesi définie et coincide encore avec la
notion classique. Il serait envisageable, grace a cefieoghe, de développer des algorithmes
de reconstruction et d’analyse d’objets discrets multatisionnels, a partir de leur projection

selon certaines familles de directions.

En effet, les problémes ouverts et la généralisationedains résultats a de nouveaux contextes

démontrent bien I'importance de poursuivre ces rechsrche
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APPENDICE A

0.1 Preuve g@onetrique de [, f(z,y) dzdy = fy F(x,y)(xzdy — ydx).

Soitvg, vi,...,v, les sommets successifs du contgud’'un polyominoP. Pour chaque paire
de sommets consécutifs; et v;,; sur-~, considérons le triangl&; dont les sommets, dans
I'ordre, sont respectivemertt, v, et v;,;. Le triangleT; est considéré positif si allant du

segment (), v;] au segment(, v; 1] on doit tourner selon un angle positif, autreméhtest

Vsl v
Avl AVHI
0 0

Figure 0.3Un triangle orienté positivement et négativement.

négatif (voir Figure 0.3).

On a forcément,

//Pf(w’y)dxdy:g//trif(x’y)dxdy'

Maintenant posons; = (z;,y;) etv;y1 = (X1, ¥it1) = (z; + Az, y; + Ay;) et prenons la

paramétrisation suivante pour le triandle:
x=x(s,t) = s(x; + tAx;), y=uy(s,t)=s(y; +tAy;),

ou0 < s <1let0<t<1.LeJacobien de cette transformation est donné par

I(z,y)
= s(z;Ay; — yiAz;).
9. s(w;Ay; — yilAx;)
En effectuant un changement de variables pour l'intégtaiéle, onapouir=0,1,...,n—1:

//Tif(w,y) drdy = /01/01 f(x(S,t%y(S?t))g((iﬁ)) ds dt

1,1
= / / f(s(x; + tAxm;), s(y; + tAy;))s(z;Ay; — yiAx;) ds dt
0 Jo
1
= / F(x; + tAx;, y; + tAy;) (z;Ay; — y;Ax;) dt
0

= / F(z,y)(zdy — ydz).m
[Vi,Vit1]
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Notons que cette preuve reste générale et qu’elle peutiiaptée a n'importe quelle courbe

continlment différentiable par morceaux.

0.2 Lerésultat d'un programme Maple sur un polyomino

Il est simple de faire des programmes Maple (non optimisegendrant certains des algo-
rithmes incrementaux développés précédemment. Mouasons ici le résultat d’un tel pro-
gramme, qui est décrit a la Section 0.3, sur le polyomiradlafe humaine (voir Figure 0.4)

représenté par le mot

w = aabbbabbaaabaabbbbaaabaaaababaababbaaabbbbab.

(0,0)

Figure 0.4 Polyomino d’allure humaine.

Périmétre : 44
Aire: 27
Centre de gravité : [47/18,239/54], [2.611111111, 4.425925926]
Moment d'inertie : 11719/54,217.0185185
Projections verticales : 2¢~ + 2 + 7q + 5¢% + 6¢° + 2¢* + 2¢° + ¢°
Projections horizontales : 2 + 4t + 2% + 3t3 + 3t4 4 3¢5 4 85 4 2¢7

0.3 Programmes Maple

Nous présontons ici, deux petits programmes permettactldeler certaines statistiques sur

les polyominos. Bien entendu, ces programmes ne sont passd@rement optimaux.
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0.3.1 Calcul de la distance moyenna l'origine d’'un point d’'un polyomino

Dans le programme qui suit, la procédwadculeDM prend en entrée les trois parametres qui

sont le motw codant le contour du polyomino ainsi que le point de dépaft(xo, yo).

fl = proc(x, Y)
if y = 0 then evalf(1/2 * X+ abs(x))
else evalf(1/2 *X*sOri(x"2 + y'2)
+ 1/2 »y"2 xlog(x + sqrt(x"2 + y™2))
- 1/4 *y"2 xlog(y"2))
end if
end proc
f2 = proc(x, y)
if x = 0 then evalf(1/2 *y* abs(y))
else evalf(1/2 *y*sOri(x"2 + y'2)
+ 1/2 X2 *log(y + sqrt(x"2 + y™2))
- 1/4 *xX"2 *log(x"2))

end if
end proc
kk == 1

calculeDM := proc(mot, x0, yO0)
local k, s, X, Y, cummDM, cummA, A, DM;

global Kk;
s := convert(mot, string);
X = XO0;
Y = y0;

cummbDM := 0O;

cummA = 0;
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for k to length(s) do
if s[k] = "d" then
cummDM := cummDM - Mf1(X + 1, Y)
- f1(X, Y))/(kk + 2);
X=X+1
elif s[k] = "g" then
cummDM := cummDM - Mf1(X - 1, Y)
- f1(X, Y))/(kk + 2);
X =X-1
elif s[k] = "h" then
cummDM := cummDM ++ff2(X, Y + 1)
- f2(X, Y))/(kk + 2);
cummA = cummA + X;
Y =Y +1
elif s[k] = "b" then
cummDM := cummDM ++Xf2(X, Y - 1)
- f2(X, Y))/(kk + 2);
cCummA = cummA - X;
Y =Y-1
else RETURN("mot non conforme")
end if
end do;
DM := cummDM;
A = cummaA,
[print("MOT", mot);
lprint("DISTANCE MOYENNE A", x0, y0, ":", DM/A);
[print(A)

end proc
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0.3.2 Calcul de paranetres asso@s aux polyominos

Le programme Maple suivant prend en entrée un mot codarérienptre d’'un polyomino a
partir de I'origine et donne, en sortie, les paramétregasits : aire, centre de gravité, moment

d’inertie et les polyndmes de Laurent codant la familleglegections verticales et horizontales.

calcule := proc(mot)
local k, s, X, Y, cummA, cummXbar, cummYbar, cummX2, cummY2,
cummProjV, cummProjH, AIRE, CG, MI, qproj, tproj, Xbarre,
Ybarre; global q, t;
s := convert(mot, string);
X = 0;
Y = 0;

cummA = 0;

cummXbar = 0;
cummYbar = O;
cummx2 = 0;
cummyY2 = 0;
MlI;

cummProjV = 0;
cummProjH = 0;
for k to length(s) do
if s[k] = "d" then
cummYbar = cummYbar - 1/2 *Y"2;
cummY2 = cummY2 - 1/3xY"3;
cummProjH = cummProjH - t°Y;
X=X+1
elif s[k] = "g" then
cummYbar = cummYbar + 1/2 *Y"2;

cummY2 = cummY2 + 1/3xY"3;
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cummProjH = cummProjH + t°Y;
X=X-1
elif s[k] = "h" then
cummA = cummA + X;
cummXbar = cummXbar + 1/2 *X"2;
cummX2 = cummX2 + 1/3xX"3;
cummProjV = cummProjV + q°X;
Y =Y +1
elif s[k] = "b" then
CummA = cummA - X;
cummXbar = cummXbar - 1/2 *X"2;
cummX2 = cummX2 - 1/3 * X"3;
cummpProjV = cummProjV - q°X;
Y =Y-1
else RETURN("mot non conforme")
end if
end do;
AIRE = cummaA,;
Xbarre := cummXbar/AIRE; Ybarre := cummYbar/AIRE;
Ml := cummX2 + cummY2 - (Xbarre"2 + Ybarre™2) * AIRE;
[print("MOT", mot); Iprint("PERIMETRE", length(s));
lprint("AIRE", cummA); lprint("CENTRE DE GRAVITE");
print([Xbarre, Ybarre],evalf([Xbarre, Ybarre]));
lprint("MOMENT D’INERTIE", MI, evalf(MI));
Iprint("PROJECTIONS VERTICALES");
print(series(-cummProjV/(1 - q), g, infinity));
Iprint("PROJECTIONS HORIZONTALES");
print(series(-cummProjH/(1 - t), t, infinity))

end proc



159

APPENDICE B

0.1 Preuve

Voici une preuve alternative directe du Lemme 5 du Chapitjaid'utilise pas le theoréme des

axes paralleles.

Preuve.(du Lemme 5) Considérons le cas ou fgssont des ensembles mesurables. Le cas des

ensembles fini§, est semblale et est donc laissé au lecteur. D’'une part, on a

N B 2
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