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J’aimerais tout d’abord remercier mes deux co-directeurs :
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papouille, même avec mon nouveau titre dedocteur, promis, mes pensées t’accompagnent.
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4.8 Exemples d’un point (a) saillant et (b) rentrant selon Daurat et Nivat. . . . . . . 83
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RÉSUMÉ

Les polyominos sont souvent représentés par des mots de quatre lettres ou des mots de
changements de direction décrivant leur contour. La combinatoire des mots classique y joue
donc un rôle descriptif important, particulièrement dans le choix d’un représentant canonique.
Les mots de Lyndon fournissent, de façon naturelle, un tel représentant.

Une approche systématique pour le calcul de propriétés des polyominos, basée sur une
version originale d’une discrétisation du théorème de Green classique en calcul bivarié, est
élaborée.

Ceci nous a naturellement amené à analyser les propriét´es géométriques d’ensembles
du réseau discret derondeurmaximale. Pour une taille donnée, ces ensembles minimisent le
moment d’inertie par rapport à un axe passant par leur centre de gravité. Nous introduisons
la notion dequasi-disqueet montrons entre autres que ces ensembles minimaux sont despo-
lyominos fortement-convexes. Nous développons également un algorithme permettant deles
engendrer systématiquement.

Un autre aspect concerne des propriétés sur les contours d’ensembles discrets donnant
lieu à une nouvelle démonstration d’un résultat de Daurat et Nivat sur les points ditssaillants
et rentrantsd’un polyomino. Nous présentons également une généralisation de ce résultat aux
réseaux hexagonaux et montrons que le résultat est faux pour les autres réseauxsemi-ŕeguliers.

Nous poursuivons par l’introduction d’opérations demélangespéciaux sur des mots
décrivant des chemins discrets selon la suite de leurs changements de direction. Ces opérations
de mélange permettent d’engendrer des courbes fractales du typecourbe de dragonet d’analy-
ser certains de leurs invariants.

Finalement, une généralisation aux dimensions supérieures des algorithmes précédents
basés sur le théorème de Green discret, est présentée.Plus particulièrement, nous développons
une version discrète du théorème de Stokes basée sur desfamilles de poids sur les hypercubes
de dimensionk dans l’espace discretZn, k ≤ n. Quelques applications sont également décrites.

Mots-clés: Géométrie discrète, combinatoire des mots, ensemblesdiscrets, polyominos, quasi-
disques, chemins polygonaux, courbes de dragon, théorème de Green discret, théorème de
Stokes discret, algorithmes.



I NTRODUCTION

Le domaine dans lequel mes travaux se situent est la géométrie discrète qui consiste entre

autres à étudier les propriétés géométriques d’ensembles finis dans un espace donné. Cette

branche des mathématiques, apparue récemment sous l’impulsion du développement de l’in-

formatique, vise à adapter des concepts géométriques classiques à un ensemble de points d’un

réseau régulier. Cette discrétisation contribue grandement à l’étude théorique des modèles d’ob-

jets spatiaux que l’on peut manipuler avec un ordinateur et des opérations que l’on effectue sur

ces modèles. En particulier, les figures en infographie discrète sont souvent représentées par

leur contour qui, lui, peut être codé, en l’occurrence, par un mot sur un alphabet de quatre

lettres, par un mot décrivant une suite de changements de direction ou par une liste d’hyper-

cubes. Ces représentations sont aussi fondamentales en analyse et en traitement d’images dont

les domaines d’applications couvrent l’imagerie médicale, la télédétection par satellite, la mor-

phologie, la météorologie, la géomorphologie, la synthèse d’images et plusieurs autres. Un des

problèmes génériques consiste à reconstruire une image à partir de données partielles pour en

assurer une interprétation correcte (on parle souvent de classification). Une instance de ce type

de problèmes est par exemple, en tomographie discrète, celui de la reconstruction d’un ensemble

fini de points à partir de ses projections selon différentsaxes.

Les polyominossont des objets du plan discret composés de cellules contigües et constituent

les objets bi-dimensionnels de base en infographie discrète. Plus généralement, les ensembles

discrets incluant les polyominos, les animaux, les hypercubes et plusieurs autres, constituent les

principaux objets d’études en géométrie discrète et eninfographie. On retrouve leur utilisation

dans tous les domaines ci-haut mentionnés et les problèmes algorithmiques sous-jacents sont la

plupart du temps difficiles. Il est donc important d’étudier les algorithmes liés à ces objets.

Ce document est une présentation de mes travaux effectuésau cours de mon doctorat. Il est

composé de six chapitres visant des objectifs distincts.
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Le premier chapitre est assez court ; il est employé à décrire certaines notions de base relatives

à nos objets à l’étude. Les polyominos, destinés bien sˆur à généraliser nos dominos familiers

seront représentés ici par des mots. Afin de rappeler la terminologie usuelle se rapportant à la

combinatoire des mots, quelques généralités élémentaires sur les mots sont énoncées.

Dans le deuxième chapitre, nous utilisons le théorème deGreen et le calcul des différences finies

à deux variables pour développer des algorithmes permettant d’évaluer diverses statistiques

sur les polyominos. Celles-ci incluent l’aire, les coordonnées du centre de gravité, le moment

d’inertie, les moments d’ordre supérieur, les vecteurs deprojections verticales et horizontales,

le nombre de pixels en commun avec un ensemble donné de pixels et certainesq-statistiques.

Le troisième chapitre est consacré à l’analyse de propriétés géométriques d’ensembles discrets

du plan qui minimisent leur moment d’inertie. Ces ensembless’apparentent à des disques dis-

crets que nous appelons desquasi-disques. Un algorithme efficace pour les engendrer systémati-

quement est décrit.

Le quatrième chapitre traite d’un autre aspect qui concerne les propriétés de contours de classes

d’ensembles discrets. Celles-ci donnent lieu à une nouvelle démonstration d’un résultat de Dau-

rat et Nivat concernant les points ditssaillants et rentrantsd’un polyomino. Une analyse de

résultats analogues sur les réseauxrégulierset semi-ŕeguliersest également présentée.

Dans le cinquième chapitre, nous introduisons de nouvelles opérations demélangesur des mots

codant des chemins discrets selon une suite de changements de direction. Ces opérations de

mélange permettent d’engendrer efficacement des courbes fractales du typecourbe de dragon

et d’énoncer des conditions garantissant l’invariance deleurs aires et de leurs centres de gravité.

Dans le dernier chapitre, une généralisation aux dimensions supérieures de plusieurs des algo-

rithmes du Chapitre 2 est établie en développant une version discrète du théorème de Stokes

basée sur desfamilles de poidssur deshypercubesde dimensionk dans l’espace discret de

dimensionn. Quelques applications sont aussi données.
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Le but principal de cette thèse est donc d’étudier des approches novatrices qui permettent de

développer des algorithmes pour le traitement et l’analyse d’images. La démarche proposée est

à la fois théorique et pratique : d’une part le cadre théorique est nouveau et permet de traiter

de familles d’algorithmes dans un cadre unifié ; d’autre part les algorithmes qui en découlent

méritent d’être implémentés de façon efficace.



Chapitre I

NOTIONS DE BASE SUR LES POLYOMINOS

Ce chapitre vise à présenter la terminologie, la notationet certaines notions relatives aux po-

lyominos, qui seront omniprésents tout au long de cette dissertation. Comme ces objets seront

codés, la plupart du temps par des mots, les notions de base se rapportant à la combinatoire

des mots sont nécessaires et requièrent un bref rappel. Pour la terminologie usuelle, on se rap-

porte à Lothaire (Lothaire, 1997; Lothaire, 2002; Lothaire, 2005). Il convient sans doute,

pour commencer, de faire un survol rapide sur l’origine de ces objets élémentaires. Leur appari-

tion semble émerger de diverses sources indépendantes, notamment en mathématiques, souvent

catégorisées dans la rubrique mathématiques récréatives, et en physique. C’est par Golomb, en

1954, dans un article sur les pavages de rectangles par des polyominos (Golomb, 1954), que

le vocable polyomino semble avoir été introduit pour la première fois. Dans les années sui-

vantes, certains auteurs optent pour le termen-omino (Klarner et Rivest, 1973; Bender, 1974).

Parallèlement, en 1956, Temperley établit un rapprochement entre certains problèmes relevant

de la physique statistique et l’énumération de domaines correspondant précisément aux poly-

ominos sans trou du réseau carré (Temperley, 1956). Un autre problème relié aux polyominos

concerne les problèmes de pavages dont les travaux pionniers remontent aux années 50 (Go-

lomb, 1954; Gardner, 1957; Golomb, 1989; Conway et Lagarias, 1990). Plus récemment,

ces problèmes ont été abordés sous une autre approche. On s’intéresse plutôt à ladécidabilit́e

de certains problèmes de pavages qu’à la possibilité de paver une forme particulière (Robin-

son, 1971; Beauquier, 1991; Beauquier et Nivat, 1991; Brlek, Fedou et Provençal, 2008).
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1.1 Généralit és sur les mots

SoitΣ un ensemble fini delettresappeléalphabet. Un motw est une suite finie de lettres deΣ,

c’est-à-dire une fonction

w : {1, · · · , n} −→ Σ, n ∈ N,

et l’on écritw = w1w2 · · ·wn où wi ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ n. On désigne parfois lai-ème lettre de

w parw[i]. L’entier n est lalongueurdew, notée|w|. Si n = 0, alors le mot est appelémot

vide, et est notéǫ. L’ensemble des mots de longueurn sur Σ est notéΣn, pour n ≥ 0. Le

monoı̈de libre engendré parΣ est défini parΣ∗ =
⋃

n≥0 Σn et constitue l’ensemble de tous les

mots muni de l’opération binaire deconcat́enation. Soitw ∈ Σ∗. Un facteurf dew est un mot

f ∈ Σ∗ satisfaisant

∃x, y ∈ Σ∗, w = xfy.

De plus, six 6= ǫ et y 6= ǫ alorsf est ditfacteur propredew. Si x = ǫ (resp.y = ǫ) alorsf

est appelépréfixe(resp.suffixe). On dit qu’il estpréfixe propre(resp.suffixe propre) si y 6= ǫ

(resp.x 6= ǫ). L’ensemble de tous les facteurs dew est notéF (w), et Fn(w) = F (w) ∩ Σn

est l’ensemble des facteurs de longueurn. On désigne aussiPref(w) l’ensemble de tous les

préfixes dew et Prefn(w) = Pref(w) ∩ Σn, l’ensemble de tous les préfixes de longeurn. De

même, on peut définirSuff(w), l’ensemble de tous les suffixes dew, et Suffn(w) l’ensemble

de tous les suffixes de longueurn.

Uneoccurrenced’un facteurf dans le motw est l’apparition def à une certaine position. Plus

précisément,f = f1 · · · fk apparaı̂t à la positioni dansw si et seulement si

∃ i, 1 < i < n, tel que f = wiwi+1 · · ·wi+k−1.

L’ensemble des occurrences est donc une fonction définie par

Occ : Σ∗ × Σ∗ −→ 2N,

Occ(f,w) = I = {i ∈ N | f = wiwi+1 · · ·wi+k−1}.

Le nombre d’occurrences d’un facteurf ∈ Σ∗ est|w|f . Un bloc de longueurk, est un facteur

de la forme particulièref = αk, avecα ∈ Σ. Si w = pu avecp, u ∈ Σ∗, et |w| = n, |p| = k,

alorsp−1w = w[k + 1]...w[n] = u est le mot obtenu en effaçantp.
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L’ image miroir w̃ dew = w1w2 · · ·wn ∈ Σn est l’unique mot satisfaisant

w̃i = wn−i+1, ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Un palindromeest un motp ∈ Σ∗ tel quep = p̃ . L’ensemble des facteurs d’un motw qui sont

des palindromes est noté par Pal(w).

Soit deux motsu, v ∈ Σ∗. On dit queu et v sont conjugúes s’il existe des motsx, y tels

queu = xy et v = yx. Il est facile de vérifier que la relation de conjugaison, étant à la fois

réflexive, symétrique et transitive, est en effet une relation d’équivalence. En particulier, la

classe d’équivalence dew, notée[w], correspond à l’ensemble des permutations cycliques dew

et la longueur est invariante sous la conjugaison. Ainsi, pour tout motw ∈ [w], il est significatif

d’écrire |[w]| = |w|. Dans le but de fournir un représentant naturel pour la classe, on introduit

un ordre total sur les mots. On peut classer les mots selon plusieurs relations d’ordre, mais dans

la suite, on utilisera l’ordre lexicographiquedéfini comme suit.

Définition 1 Soit Σ un alphabet ordonńe, etu, v ∈ Σ∗. L’ordre lexicographique, not́e≤, est

défini par :u ≤ v si u = xau′, v = xbv′ avecx, u′, v′ ∈ Σ∗, a, b ∈ Σ eta < b.

Un motw ∈ Σ+ est ditprimitif s’il n’est pas puissance d’un autre, c’est-à-dire que siw = un

pouru ∈ Σ+, alorsn = 1.

Définition 2 SoitΣ un alphabet ordonńe. Un mot primitif est unmot de Lyndons’il est minimal

pour l’ordre lexicographique dans sa classe de conjugaison.

Ainsi les mots de Lyndon, introduits par Lyndon (Lyndon, 1954; Lyndon, 1955), offrent un

représentant naturel pour les classes de conjugaison.
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1.2 Définitions préliminaires sur les polyominos

Plusieurs variantes sont associées au concept de polyomino. Plus précisément, celle que nous

utiliserons le plus fréquemment dans cet ouvrage est basée sur la définition suivante :

Définition 3 Un polyominoP est un objet du plan qui est une réunion finie de cellules unitaires

fermées(pixels) attach́ees par leurs ĉotés et dispośees de manière4-connexe: pour toute paire

de pixelsp1, p2 ∈ P, il existe un chemin allant de l’un vers l’autre en traversant les pixels par

les ĉotés(Figure 1.1 (a)). De plus, on suppose que les polyominos sont simplement connexes au

sens topologique(sans trou) (Figure 1.1 (b), (c)).

(c)(a) (b)

Figure 1.1 (a) Un polyomino (b) pas4-connexe (c) pas simplement connexe.

Par la suite, pour fixer les notations, on supposera que les cellules d’un polyomino sont des

carrés unitaires,[i, i + 1] × [j, j + 1], où i et j sont des entiers et dont les côtés sont parallèles

aux axes du plan cartésienR× R.

Pouri ∈ Z, on définit lai-ème colonne d’un polyominoP comme l’intersection de la bande

verticale[i, i + 1]×R avecP, notée([i, i + 1]×R)∩P. De même, pourj ∈ Z, la j-ème ligne

deP est définie par(R× [j, j + 1]) ∩P.

Définition 4 La i-èmeprojection verticaled’un polyominoP est le nombre de cellules conte-

nues dans lai-ème colonne. Laj-èmeprojection horizontaleest le nombre de cellules contenues

dans laj-ème ligne deP.

On notera les vecteurs de projections verticales et horizontales non nulles respectivement par

V = (v1, v2, · · · , vm) ∈ Nm etH = (h1, h2, · · · , hn) ∈ Nn (Figure 1.2).
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Figure 1.2V = (2, 4, 2, 4, 4, 5, 3) etH = (5, 7, 6, 5, 1).

Il existe plusieurs sous-classes de polyominos. Les principales sont généralement définies par

des contraintes relevant de la notion deconvexit́e.

Définition 5 Un polyominoP est verticalement convexe, not́e v-convexe, lorsque toutes les

colonnes deP sont connexes(Figure 1.3 (a)). De façon analogue, un polyomino esthorizonta-

lement convexe, not́e h-convexelorsque toutes les lignes deP sont connexes(Figure 1.3 (b)).

Un polyomino qui est̀a la fois verticalement et horizontalement convexeest dithv-convexe

(Figure 1.3 (c)).

(c)(a) (b)

Figure 1.3Un polyomino (a)v-convexe ; (b)h-convexe ; (c)hv-convexe.

Notons que la convexité comme notion élémentaire est essentielle dans le cadre de l’étude des

figures en géométrie discrète. Comme plusieurs variantes existent, une précision quant au choix

de la définition de convexité discrète utilisée, s’avère nécessaire. Une attention particulière sera

donc accordée à cette notion dans le Chapitre 3.
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1.3 Différentes repŕesentations

Parmi les outils pouvant faciliter la description d’une construction des objets étudiés, mention-

nons les codages. En effet, la géométrie des polyominos g´enéraux est codable de manière exacte

et finie. Dans le présent travail, le contour d’un polyominosera d’abord codé par un mot sur un

alphabet à quatre lettresΣ = {a, a, b, b}. Pour ce faire, on se choisit pour origine un sommet

d’une cellule sur le contour, puis on code le déplacement d’un crayon comme suit :

a = (1, 0) :→ ; b = (0, 1) : ↑ ; a = (−1, 0) :← ; b = (0,−1) : ↓ .

Le contour obtenu est un motw ∈ Σ∗. Cette représentation, où chaque lettre correspond à

une translation unitaire du plan est aussi connu sous le nom de code de Freeman (Maloň et

Freeman, 1961; Freeman, 1970) (voir aussi (Braquelaire et Vialard, 1999)). Un peu plus tard

dans cet ouvrage, d’autres représentations seront considérées mais pour les fins du chapitre

suivant, celle-ci sera parfaitement adaptée. Le contour du polyomino, décrit par un motw, sera

parcouru dans le sens anti-horaire à partir d’un points. Par exemple, le polyomino de la Figure

1.4 (a) est codé par (s, w) où s = (3, 7) et

w = bbababbababaaababbabaabbbababbaabbabaa.

(b)(a)

Figure 1.4Point de départ : (a) arbitraire ; (b) canonique.

On noteraP = (s,w). On supposera ques est le point le plus bas parmi les points les plus

à gauche de la colonne d’extrême gauche du polyomino et quepar une translation adéquate
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s = (0, 0). Par la suite, suivant cette convention, le points sera omis dans les codages. Par

exemple, le polyomino de la Figure 1.4 (b) est codé par le mot

w = aaababbabaabbbababbaabbabaabbababbabab.

Lorsque les polyominos sont considérés à translation près et qu’aucune origine n’est privilégiée,

un polyominoP est alors invariant par permutation circulaire du mot décrivant son contour. Il

existe un élément minimal, selon l’ordre lexicographique, dans chaque classe de conjugaison

d’un mot circulaire. Comme le contour du polyomino est parcouru une seule fois, ce mot mini-

mal est nécessairement un mot de Lyndon.

Exemple. Soit le polyomino codé par le motw = ababababbabaabab (voir Figure 1.5 (a)).

Alors, la classe de conjugaison associée àw est[w] =

{babababbabaababa, abababbabaababab, bababbabaabababa, ababbabaabababab,

babbabaababababa, abbabaababababab, bbabaabababababa, babaabababababab,

abaababababababb, baababababababba, aababababababbab, ababababababbaba,

babababababbabaa, abababababbabaab, bababababbabaaba, ababababbabaabab}

et le mot de Lyndon correspondant estabababbabaababab pour l’ordrea < a < b < b (voir

Figure 1.5 (b)).

(b)(a)

Figure 1.5 (a) Le motw = ababababbabaabab et (b) le mot de Lyndonabababbabaababab.

L’intérêt de cette représentation par les mots de Lyndonest de pouvoir résoudre facilement le

problème de l’égalité entre polyominos.

Lemme 1 Deux polyominos sont́egaux si et seulement si leurs mots de Lyndon associés sont

égaux.
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On peut également classifier les polyominos selon leurpoints extŕemauxcalculés sur le plus

petit rectangle circonscrit du polyomino.

Définition 6 Soit un polyominoP etR le plus petit rectangle le contenant. Désignons parB,

D, H, G, les ĉotés respectivement du bas, de droite, du haut et de gauche deR. Lespoints

extrémauxdeP sont d́efinits parBg et Bd (resp.Hg et Hd) qui sont les points deP le plusà

gauche et le plus̀a droite deB (resp. H) ainsi queDb etDh (resp.Gb etGh) qui sont les points

deP le plus haut et le plus bas deD (resp.G) (voir Figure 1.6).

H H d

D h

D b

B g B d

G b

G h

g

Figure 1.6Points extrémaux d’un polyomino :Bg, Bd, Db, Dh, Hd, Hg, Gh, Gb.

Une autre façon de caractériser les polyominos est d’identifier ce qu’on appelle lespieds.

Définition 7 Consid́erons un polyominoP et R le rectangle de dimensionn × m le conte-

nant. Soit [Bg, Bd] ([Db,Dh],[Hg,Hd],[Gh, Gb]), l’intersection deP avec B (D,H,G). Le

segment[Bg, Bd] détermine la base de l’ensemble formé desh1 colonnes conśecutives de

P, appeĺe pied et not́e B′. De façon analogue, en se réf́erant aux intersections deP avec

[Db,Dh],[Hg,Hd],[Gh, Gb], on d́efinit les trois autres pieds deP, not́es respectivementD′, H ′

etG′ (voir Figure 1.6).



Chapitre II

ALGORITHMES RELI ÉS AU THÉORÈME DE GREEN DISCRET

Dans ce chapitre nous proposons divers algorithmes permettant d’évaluer certaines statistiques

sur les polyominos.

Plusieurs des paramètres associés aux polyominos (voir Figure 2.1) peuvent être représentés

par des intégrales de surface. Par exemple, l’airea = a(P), le centre de gravitég = g(P), le

moment d’inertieI = I(P), d’un polyominoP peuvent être déterminés à l’aide d’intégrales

doubles :

a(P) =

∫ ∫

P

dx dy,

g(P) = (x̄, ȳ) =

(∫∫
P

x dx dy

a(P)
,

∫∫
P

y dx dy

a(P)

)
,

I(P) =

∫ ∫

P

((x− x̄)2 + (y − ȳ)2) dx dy =

∫ ∫

P

(x2 + y2) dx dy − (x̄2 + ȳ2)a(P).

Aire = 20

Moment d’inertie = 73.4833

Projections horizontales = (3,4,6,4,2,1)

Projections verticales = (1,2,5,6,4,2)

Centre de gravité = (3.3, 0.55)

Figure 2.1Quelques paramètres sur les polyominos.
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La version classique du théorème de Green relie essentiellement les intégrales de surface aux

intégrales de contour. En effet, comme nos polyominos sontdéfinis par des mots décrivant

leur contour, il devient alors naturel d’utiliser le théorème de Green afin de construire nos pre-

miers algorithmes généraux. Nous introduisons ici la notion d’algorithmeincrémentalpour les

polyominos définis par leur contour et montrons comment le théorème de Green peut être uti-

lisé pour générer de telles familles d’algorithmes. Parla suite, en omettant les conditions de

continuité du théorème, nous travaillons avec des algorithmes incrémentaux ditsadditifs. Plus

précisément, ce sont des algorithmes pour lesquels le résultat associé à la somme de deux po-

lyominos correspond à l’addition des résultats de chacundes polyominos. L’usage du théorème

de Green en géométrie discrète est déjà connu, par exemple voir (Tang et Lien, 1988). Notre

approche est semblable à celle décrite dans (Philips, 1993; Yang et Albregtsen, 1994; Yang

et Albregtsen, 1996), où la version discrète du théorème de Green est appliquée aux calculs

efficaces de moments. Par ailleurs, pour une présentation plus générale des propriétés voir (Go-

lomb, 1994). On trouvera dans (Viennot, 1992), un survol de résultats énumératifs concernant

les polyominos. Citons aussi (Clarke, 1980; Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin, 1987).

2.1 Théorème de Green

Pour débuter notre analyse, la version suivante du théor`eme de Green (McCallum, Hughes-

Hallet et Gleason, 1999) nous est largement suffisante.

Théorème 1 Soit P (x, y) et Q(x, y), deux fonctions contin̂ument diff́erentiables d́efinies sur

un ouvert contenant une région simplement connexe,Ω, délimitée par une courbe simple,Γ,

orient́ee positivement. Alors,
∫ ∫

Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∫

Γ
P (x, y) dx + Q(x, y) dy.

Comme les paramètres énumérés précédemment impliquent des intégrales de la forme
∫ ∫

Ω
f(x, y) dx dy,

l’étape suivante consiste à choisir, dans le théorème de Green,P (x, y) etQ(x, y), de sorte que

(∂Q
∂x − ∂P

∂y ) = f . En effet, plusieurs couples de fonctions(P,Q) satisfont cette condition. Les

trois principaux donnent lieu au lemme suivant.
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Lemme 2 Soit un polyominoP avec un contourγ, et supposonsf(x, y) une fonction continue.

Alors on a,
∫ ∫

P

f(x, y) dx dy =

∫

γ
f1(x, y) dy (2.1)

= −
∫

γ
f2(x, y) dx (2.2)

=

∫

γ
F (x, y)(xdy − ydx), (2.3)

où

f1(x, y) =

∫ x

f(x, y) dx, f2(x, y) =

∫ y

f(x, y) dy, F (x, y) =

∫ 1

0
f(sx, sy)s ds.

La notation
∫
γ désigne une int́egrale de ligne sur le contourγ alors que

∫ t
θ dt dénote une

intégrale ind́efinie selon la variable ŕeellet.

Preuve.Pour (2.1), on prend, dans le théorème de Green,P etQ tels queP = 0 etQ = f1. Pour

(2.2), on choisitP = −f2 etQ = 0. La formule (2.3), moins triviale, peut s’établir de la fac¸on

suivante. Prenons, dans le théorème de Green,P (x, y) = −yF (x, y) et Q(x, y) = xF (x, y).

On doit alors montrer que(∂Q
∂x − ∂P

∂y ) = f . Pour ce faire, remarquons d’abord que
(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= 2F + x

∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
.

Considérant une variable supplémentaireu vérifiant l’inégalité0 < u ≤ 1, on obtient,

u2F (ux, uy) = u2

∫ 1

0
f(sux, suy)s ds

=

∫ u

0
f(σx, σy)σ dσ (via σ = su).

Dérivant ensuite par rapport àu, on trouve

2uF (ux, uy) + u2 ∂F

∂x
(ux, uy)x + u2 ∂F

∂y
(ux, uy)y = uf(ux, uy).

Finalement, en posantu = 1 on obtient l’égalité désirée

2F + x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
= f.

Remarquons que la preuve de la formule (2.3) du Lemme 2 utilise le théorème de Green et

qu’elle est beaucoup plus algébrique que géométrique. Il existe cependant une preuve géométrique

n’utilisant pas le théorème de Green, qui est présentéedans la Section 0.1 de l’Appendice A.
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2.2 Algorithmes incrémentaux

L’évaluation de chacune des intégrales de ligne (2.1)-(2.3) du Lemme 2 peut se ramener à une

succession d’intégrales simples sur des segments unitaires (horizontaux ou verticaux) formant

γ : ∫

γ
α =

n−1∑

i=0

∫

[vi,vi+1]
γ,

oùvi = (xi, yi), i = 0, . . . , n− 1, désigne les sommets successifs du polyominoP satisfaisant

vi+1 = vi + ∆vi = (xi + ∆xi, yi + ∆yi), avec la conventionvn = v0.

En supposant que les polyominos sont codés par(s,w) où s ∈ Z × Z correspond au point de

départ etw à un mot sur l’alphabetΣ = {a, b, a, b}, la discussion précédente donne lieu à des

algorithmesincrémentauxau sens suivant :

En partant du point sources, le contourγ du polyomino est décrit en parcourant

w lettre par lettre.̀A chacune des étapes, l’instruction à exécuter dépend seulement

de la position courante sur la frontière et de la nouvelle lettre lue.

Plus précisément, considérons quatre vecteurs associ´es à l’alphabetΣ

−→a = (1, 0),
−→
b = (0, 1),

−→
a = (−1, 0),

−→
b = (0,−1)

et prenons quatre fonctions

Φa(x, y),Φb(x, y),Φa(x, y),Φb(x, y),

chacune associée à une lettre deΣ. Le motw = w1w2 . . . wn est parcouru séquentiellement, de

gauche à droite en cumulant les sommes partielles dans la variableS. Il en résulte l’algorithme

suivant :

v := s ; S := 0 ;

pour i := 1 à n faire

S := S + Φwi
(v) ;

v := v +−→wi ;

fin pour ;

retourne S.
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L’algorithme incrémental sera par la suite identifié par• = 〈 Φa ,Φb ,Φa ,Φb 〉 et nous utilise-

rons la notation suggestive suivante afin de représenter lerésultat d’un algorithme incrémental,

Output(•,P) =
∑

→
Φa(xi, yi) +

∑

↑
Φb(xi, yi) +

∑

←
Φa(xi, yi) +

∑

↓
Φb(xi, yi).

Les formules (2.1)-(2.3) du Lemme 2 donnent lieu à des algorithmes incrémentaux corres-

pondants appelés respectivementV-algorithme, H-algorithmeet VH-algorithme. Les lettresV

etH sont des abbréviations pour les mots vertical et horizontal. Dans leV-algorithme(resp.H-

algorithme) seuls les côtés verticaux (resp. horizontaux) décrivant le polyomino sont considérés

alors que dans leVH-algorithme, à la fois les côtés verticaux et horizontaux le sont.

Proposition 1 Soit le polyominoP = (s,w). Alors,

∫ ∫

P

f(x, y) dx dy =
∑

→
Φa(xi, yi) +

∑

↑
Φb(xi, yi) +

∑

←
Φa(xi, yi) +

∑

↓
Φb(xi, yi),

où les fonctionsΦa, Φb, Φa, Φb sont choisies parmi les trois ensembles suivants de possibi-

lit és:

V-algorithme

Φa = 0, Φb =

∫ 1

0
f1(x, y + t) dt, Φa = 0, Φb = −

∫ 1

0
f1(x, y − t) dt.

H-algorithme

Φa = −
∫ 1

0
f2(x + t, y) dt, Φb = 0, Φa =

∫ 1

0
f2(x− t, y) dt, Φb = 0.

VH-algorithme

Φa = −y

∫ 1

0
F (x + t, y) dt, Φb = x

∫ 1

0
F (x, y + t) dt,

Φa = y

∫ 1

0
F (x− t, y) dt, Φb = −x

∫ 1

0
F (x, y − t) dt,

où f1(x, y), f2(x, y) et F (x, y) sont d́efinies par(2.1), (2.2)et (2.3).
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Preuve.Soitα une des trois formes différentielles

f1(x, y)dy, −f2(x, y)dx, F (x, y)(xdy − ydx)

apparaissant dans les intégrales de ligne (2.1), (2.2), (2.3) du Lemme 2. Alors,

∫ ∫

P

f(x, y) dx dy =

∫

γ
α =

n−1∑

i=0

∫

[vi,vi+1]
α,

où v0,v1, . . . ,vn−1,vn(= v0) sont les sommets appartenant au contourγ du polyominoP.

CommeP est défini par le point(x0, y0) et le motw = w1w2 . . . wn, alors le segment[vi,vi+1]

sur le contour deP est paramétrisé par(x, y) = (x(t), y(t)), 0 ≤ t ≤ 1, où

x = x(t) = xi + t, y = y(t) = yi, (dx = dt, dy = 0), si wi+1 = a,

x = x(t) = xi, y = y(t) = yi + t, (dx = 0, dy = dt), si wi+1 = b,

x = x(t) = xi − t, y = y(t) = yi, (dx = −dt, dy = 0), si wi+1 = a,

x = x(t) = xi, y = y(t) = yi − t, (dx = 0, dy = −dt), si wi+1 = b.

On conclut donc, en utilisant les paramétrisations correspondantes, par l’évaluation des intégrales

de ligne (2.1), (2.2), (2.3) du Lemme 2.

2.3 Applicationsélémentaires et exemples

Quelques exemples élémentaires de ces algorithmes pour le calcul de
∫∫

P
f(x, y) dx dy sont

présentés dans les tables suivantes : Table 2.1 (aire), o`u f(x, y) = 1; Table 2.2 (centre de

gravité), oùf(x, y) = x etf(x, y) = y; Table 2.3 (moment d’inertie), oùf(x, y) = x2 + y2.

Figure 2.2Polyomino codé par le motw = aabababaababbabb.

Nous illustrons ici certains calculs sur le polyomino défini par w = aabababaababbabb et

s = (0, 0) de la Figure 2.2.
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Algorithme Φa Φb Φa Φb

V-algo 0 x 0 −x

H-algo −y 0 y 0

VH-algo −y/2 x/2 y/2 −x/2

Tableau 2.1Aire.

V-algo pour l’aire :
∑
→ 0 +

∑
↑ xi +

∑
← 0 +

∑
↓−xi,

∫ ∫

P

1 dx dy = 0 + 0 + x2 + 0 + x4 + 0 + x6 + 0 + 0 + x9 + 0− x11

− x12 + 0− x14 − x15

= 2 + 3 + 4 + 2− 1− 1

= 9.

H-algo pour l’aire :
∑
→−yi +

∑
↑ 0 +

∑
← yi +

∑
↓ 0,

∫ ∫

P

1 dx dy = −y0 − y1 + 0− y3 + 0− y5 + 0 + y7 + y8 + 0 + y10 + 0 + 0

+ y13 + 0 + 0

= −1− 2 + 3 + 3 + 4 + 2

= 9.

VH-algo pour l’aire :
∑
→−yi/2 +

∑
↑ xi/2 +

∑
← yi/2 +

∑
↓−xi/2,

∫ ∫

P

1 dx dy = −y0/2− y1/2 + x2/2− y3/2 + x4/2− y5/2 + x6/2 + y7/2 + y8/2

+ x9/2 + y10/2− x11/2− x12/2 + y13/2− x14/2− x15/2

= 1− 1/2 + 3/2 − 1 + 2 + 3/2 + 3/2 + 1 + 2− 1/2− 1/2 + 1

= 9.
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Algorithme Φa Φb Φa Φb

V-algo (num x̄) 0 x2/2 0 −x2/2

V-algo (num ȳ) 0 x/2 + xy 0 x/2− xy

H-algo (num x̄) −y/2− xy 0 −y/2 + xy 0

H-algo (num ȳ) −y2/2 0 y2/2 0

VH-algo (num x̄) −y/6− xy/3 x2/3 −y/6 + xy/3 −x2/3

VH-algo (num ȳ) −y2/3 x/6 + xy/3 y2/3 x/6− xy/3

Tableau 2.2Centre de gravité.

V-algo : abcisse du centre de gravité :
∑
→ 0 +

∑
↑ x

2
i /2 +

∑
← 0 +

∑
↓−x2

i /2,
∫ ∫

P

x dx dy = 0 + 0 + x2
2/2 + 0 + x2

4/2 + 0 + x2
6/2 + 0 + 0 + x2

9/2 + 0

− x2
11/2− x2

12/2 + 0− x2
14/2− x2

15/2

= (22 + 32 + 42 + 22 − 12 − 12)/2

= 31/2,

d’où x̄ = 31/2
9 = 31

18 .

H-algo : abcisse du centre de gravité :
∑
→−yi/2−xiyi +

∑
↑ 0+

∑
←−yi/2+xiyi +

∑
↓ 0,

∫ ∫

P

x dx dy = (−y0/2− x0y0) + (−y1/2− x1y1) + 0 + (−y3/2− x3y3)

+ 0 + (−y5/2 − x5y5) + 0 + (−y7/2 + x7y7) + (−y8/2 + x8y8)

+ 0 + (−y10/2 + x10y10) + 0 + 0 + (−y13/2 + x13y13) + 0 + 0

= −5/2− 7 + 21/2 + 15/2 + 6 + 1 = 31/2,

d’où x̄ = 31/2
9 = 31

18 .

V-algo pour l’int́egrale dans le moment d’inertie:
∫ ∫

P

(x2 + y2) dx dy =
∑

↑
xi/3 + x3

i /3 + xiyi + xiy
2
i +

∑

↓
−xi/3− x3

i /3 + xiyi − xiy
2
i

= 74.
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V-algo Φa = 0 Φb = x/3 + x3/3 + xy + xy2

Φa = 0 Φb = −x/3− x3/3 + xy − xy2

H-algo Φa = −y/3− y3/3− xy − x2y Φb = 0

Φa = y/3 + y3/3− xy + x2y Φb = 0

VH-algo Φa = −y/12− y3/4− xy/4− x2y/4 Φb = x/12 + x3/4 + xy/4 + xy2/4

Φa = y/12 + y3/4− xy/4 + x2y/4 Φb = −x/12− x3/4 + xy/4− xy2/4

Tableau 2.3Algorithmes de
∫∫

P
(x2 + y2) dx dy dans le moment d’inertie.

L’exemple suivant calcule la probabilité qu’un point aléatoire (x, y) ∈ R × R, sous la dis-

tribution normale de probabilité à deux variables,f(x, y) = 1
π exp(−x2 − y2), se situe dans

un polyominoP donné. Dans ce cas, comme leVH-algorithmeest plus complexe, seuls lesV

et H-algorithmessont donnés (voir Table 2.4). Par ailleurs, nous verrons qu’il est possible de

considérer des fonctions discrètesf(x, y) en utilisant les méthodes décrites dans les Sections

2.4 et 2.5 où par exemple on calcule le nombre de pixels communs entre un polyomino et un

ensemble donné de cellules.

V-algo Φa = 0, Φb = 1
4erf(x)(erf(y + 1)− erf(y)),

Φa = 0, Φb = 1
4erf(x)(erf(y − 1)− erf(y)),

H-algo Φa = −1
4erf(y)(erf(x + 1)− erf(x)), Φb = 0,

Φa = −1
4erf(y)(erf(x− 1)− erf(x)), Φb = 0.

Tableau 2.4f(x, y) = 1
π exp(−x2 − y2), erf(x) = 2√

π

∫ x
0 exp(−t2) dt.

De façon générale, en raison de leur formulation, lesVetH-algorithmessont plus simples que le

VH-algorithmecorrespondant. Cependant, il existe une classe importantede fonctions pour la-

quelle leVH-algorithmeest le plus souvent préférable : la classe desfonctions homog̀enes, c’est-

à-dire, les fonctionsf(x, y) qui satisfont une équation fonctionnelle de la formef(sx, sy) =

skf(x, y) pour une constantek, appelée ledegŕe d’homoǵeńeité. Le VH-algorithmecorrespon-

dant est décrit maintenant.
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Corollaire 1 Soitf(x, y) une fonction continue, homogène de degŕe k > −2 et soit

Φa,Φb,Φa,Φb, les quatre fonctions d́efinies par

Φa(x, y) = − y

k + 2
(f1(x + 1, y) − f1(x, y)), Φb(x, y) =

x

k + 2
(f2(x, y + 1)− f2(x, y)),

Φa(x, y) = − y

k + 2
(f1(x− 1, y) − f1(x, y)), Φb(x, y) =

x

k + 2
(f2(x, y − 1)− f2(x, y)),

où f1(x, y) et f2(x, y) sont d́efinies dans leLemme 2. Alors, le VH-algorithme correspondant

calcule
∫∫

P
f(x, y) dx dy, pour tout polyominoP.

Preuve.Soit f(x, y) une fonction homogène de degrék. Alors, la fonctionF (x, y) de la Pro-

position 1 prend la forme

F (x, y) =

∫ 1

0
f(sx, sy)s ds =

∫ 1

0
sk+1f(x, y) ds =

1

k + 2
f(x, y).

Donc, pour leVH-algorithmecorrespondant, on a,

Φa(x, y) = −
∫ 1

0
F (x + t, y)y dt = − y

k + 2

∫ 1

0
f(x + t, y) dt = − y

k + 2

∫ x+1

x
f(x, y) dx

= − y

k + 2
(f1(x + 1, y)− f1(x, y)),

par définition def1(x, y). En procédant de façon équivalente, on peut vérifier lesformules pour

Φb, Φa etΦb.

Nous donnons ici une illustration typique du Corollaire 1 pour laquelle leVH-algorithmeest

plus simple que lesV et H-algorithmescorrespondants. Le calcul de la distance Euclidienne

moyenne d’un point donné(u, v) ∈ Z×Z, à un point aléatoire(x, y) dans un polyominoP est

donné par la formule ∫∫
P

√
(x− u)2 + (y − v)2 dx dy

a(P)
.

En effet, ceci peut se ramener au calcul d’intégrale de la forme
∫∫

P
f(x, y) dx dy, simplement

en remplaçant le point de départs = (x0, y0) pars− (u, v) = (x0−u, y0− v). Ce qui consiste

à prendre, dans le Corollaire 1,f(x, y) =
√

x2 + y2 et k = 1. Dans ce cas particulier, les

fonctionsf1(x, y) et f2(x, y) sont données par les formules

f1(x, y) =





1
2x|x| si y = 0,

1
2x
√

x2 + y2 + 1
2y2 ln(x +

√
x2 + y2) sinon,
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et

f2(x, y) =





1
2y|y| si x = 0,

1
2y
√

x2 + y2 + 1
2x2 ln(y +

√
x2 + y2) sinon.

On notera quef1(0, 0) = f2(0, 0) = 0 en passant à la limite.

Exemple. Utilisant le programme développé en Maple (voir Section0.3.1 dans Appendice A),

nous trouvons que la distance moyenne de l’origine à un point aléatoire du polyomino de la

Figure 2.3 est donnée par8, 961688230.

(5,5)

(0,0)

Figure 2.3Distance d’un point à l’origine.

Nous avons aussi appliqué notre algorithme au cas du pixel unitaire dont le coin inférieur

gauche est à l’origine et obtenu une distance moyenne à l’origine de0, 7651957160. En guise de

vérification, la génération aléatoire de10000 points donne la valeur approchée0, 7651130129.

2.4 Notion d’algorithme incrémental additif

Dans les exemples précédents, on supposait la fonctionf(x, y) continue. Cependant, il est sou-

vent possible d’éliminer cette condition surf tout en utilisant la Proposition 1 comme guide

pour élaborer les algorithmes correspondants. Par exemple, les algorithmes pour le calcul des

projections horizontales et verticales d’un polyomino peuvent être exprimées comme suit. Pour

un entierα ∈ Z, définissonsf par

f(x, y) = χ(α ≤ x < α + 1),
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oùχ dénote la fonction caractéristique. Il est alors clair que
∫∫

P
f(x, y) dx dy correspond à la

projectionα-verticale du polyominoP :
∫ ∫

P

f(x, y) dx dy = #{β ∈ Z | Pixα,β ⊆ P} = vα(P),

où Pixα,β est un pixel unitaire du plan dont la coordonnée(α, β) ∈ Z × Z correspond au coin

inférieur gauche

sPixα,β

Pixα,β = {(x, y) ∈ R× R | α ≤ x < α + 1, β ≤ y < β + 1}.

Dans ce cas, utilisant la Proposition 1, on trouve

f1(x, y) =

∫ x

χ(α ≤ x < α + 1) dx =





0 si x < α,

x− α si α ≤ x < α + 1,

1 si α + 1 ≤ x.

Il est alors simple de vérifier que ceci donne bien les algorithmes suivants.

V-algorithme pour les projections verticalesvα(P) :

Φa = 0, Φb = X (x ≥ α + 1), Φa = 0, Φb = −X (x ≥ α + 1).

De façon similaire, prenantf(x, y) = χ(β ≤ y < β + 1), les projectionsβ-horizontales du

polyominoP, définies par

#{α ∈ Z | Pixα,β ⊆ P} = hβ(P),

se calculent à partir de l’algorithme suivant.

H-algorithme pour les projections horizontaleshβ(P) :

Φa = −X (y ≥ β + 1), Φb = 0, Φa = X (y ≥ β + 1), Φb = 0.

En effet, ces algorithmes pour les projections verticales et horizontales sont simplement des cas

particuliers de la notion générale d’algorithme incrémental additif qu’on définit maintenant.
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Définition 8 Un algorithme incŕemental• = 〈 Φa ,Φb ,Φa ,Φb 〉 est appeĺe additif si, toutes

les fois qu’un polyominoP est l’union de deux polyominosP1, P2 ayant des int́erieurs disjoints

(voir Figure 2.4), on a

Output(•,P) = Output(•,P1 ∪P2) = Output(•,P1) + Output(•,P2).

Figure 2.4P = P1 ∪P2 ayant des intérieurs disjoints.

Un exemple plutôt simple d’algorithme incrémental non-additif est donné par l’identitéΦa =

Φb = Φa = Φb = 1, qui calcule le périmètre d’un polyomino.

Proposition 2 Un algorithme incŕemental• = 〈 Φa ,Φb ,Φa ,Φb 〉 est additif si et seulement si

Φa(x, y) = −Φa(x− 1, y) et Φb(x, y) = −Φb(x, y − 1). (2.4)

De plus, le ŕesultat obtenu par l’application d’un algorithme incrémental additif•, sur un

polyominoP est donńe par

Output(•,P) =
∑

Pixα,β⊆P

∆xΦb(α, β) −∆yΦa(α, β), (2.5)

où ∆xΦ et∆yΦ sont des fonctions définies par∆xΦ(x, y) = Φ(x + 1, y) −Φ(x, y) et

∆yΦ(x, y) = Φ(x, y + 1)− Φ(x, y).

Preuve.Puisque tout polyominoP peut s’écrire comme la réunion finie de la fermeture de ses

pixels,

P =
⋃

Pixα,β⊆P

Pixα,β,

le résultat d’un algorithme incrémental additif satisfait

Output(•,P) =
∑

Pixα,β⊆P

Output(•,Pixα,β).
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En particulier, siP1 = p1 etP2 = p2 sont tous les deux de simples pixels etP est un domino

vertical comme illustré dans la Figure 2.5 (a), alors,

Output(•,P) = Output(•, p1 ∪ p2) = Output(•, p1) + Output(•, p2).

Ceci implique queΦa(x, y) = −Φa(x− 1, y), afin d’annuler la contribution du côté horizontal

commun dans le polyominoP. De même, en utilisant un domino horizontal (voir Figure 2.5

(b)), un argument similaire justifie que

Φb(x, y) = −Φb(x, y − 1).

En conséquence, ceci montre que les conditions données sont nécessaires pour l’additivité. Leur

suffisance découle de l’annulation automatique des frontières communes deP1 et P2 (voir

Figure 2.4) pour les polyominos généraux ayant des intérieurs disjoints et tels queP = P1∪P2.

La formule associée àOutput(•,P) découle elle aussi de ces conditions, puisque pour tout

pixel ferméPixα,β, on doit avoir (voir Figure 2.5 (c))

Output(•,Pixα,β) = Φa(α, β) + Φb(α + 1, β) + Φa(α + 1, β + 1) + Φb(α, β + 1)

= Φa(α, β) + Φb(α + 1, β) − Φa(α, β + 1)− Φb(α, β)

= ∆xΦb(α, β) −∆yΦa(α, β),

pour tout algorithme incrémental additif.

(x−1,y)

(a) (b) (c)

1

2

p

p
(x+1,y+1)(x,y+1)

(x+1,y)(x,y+1)

(x,y)

1 2
p p

(x,y−1)

(x,y)

Figure 2.5 (a) Domino vertical, (b) domino horizontal, (c) un pixelPixx,y.
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L’un des attraits de la Proposition 2 est, par exemple, de démontrer rigoureusement qu’un al-

gorithme incrémental additif donné fonctionne effectivement. Par exemple, on peut vérifier, en

utilisant ce résultat, que les algorithmesvα(P) et hβ(P) pour les projections verticales et ho-

rizontales sont bien valides. De même, toujours en utilisant la Proposition 2, on peut confirmer

la validité des algorithmes incrémentaux à valeur bool´eenne de la Section 2.5.2 . Une autre ap-

plication de cette proposition consiste à créer de nouveaux algorithmes en choisissant d’abord

arbitrairement deux fonctionsΦa(x, y), Φb(x, y); en définissant ensuite les fonctions associées

Φa(x, y), Φb(x, y) à partir de (2.4) ; et, finalement, en calculant la sortie correspondante en

utilisant (2.5). Par exemple, si on poseΦa(x, y) = 0 et Φb(x, y) = qx, où q est une variable

formelle, on trouve un algorithme donnant laq-énumeration de la famille de projections. La

Section 2.5.6 est justement consacrée à exposer ce cas particulier.

Par ailleurs, le corollaire suivant peut être interprét´e comme un inverse de la Proposition 2. Il

décrit comment trouverΦa(x, y), Φb(x, y), Φa(x, y), Φb(x, y) à partir du résultat désiré. De

plus, il montre aussi la relation étroite existant entre les algorithmes généraux incrémentaux

additifs et le calcul des différences finies à deux variables.

Corollaire 2 SoitA un anneau etW : Z × Z → A une fonction de poids. Alors, l’algorithme

incrémental additif,〈 Φa ,Φb ,Φa ,Φb 〉 le plus ǵeńeral, ayant comme résultat

∑

Pixx,y⊆P

W (x, y) ∈ A,

pour chaque polyominoP, est de la forme

Φa(x, y) = V 0(x, y) + Ω(x, y − 1)− Ω(x− 1, y − 1),

Φb(x, y) = U0(x, y) + Ω(x− 1, y)− Ω(x− 1, y − 1),

Φa(x, y) = −Φa(x− 1, y),

Φb(x, y) = −Φb(x, y − 1),

où (U0(x, y), V 0(x, y)) est une solution particulière de l’́equation aux diff́erences finies

∆xU(x, y)−∆yV (x, y) = W (x, y)

etΩ : Z× Z→ A est arbitraire.
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Preuve.Comme l’équation aux différences finies est linéaire, ilsuffit de montrer (voir Proposi-

tion 2) que la solution générale(U, V ) de l’équation homogène associée,

∆xU(x, y)−∆yV (x, y) = 0, (2.6)

est donnée par

U(x, y) = Ω(x− 1, y) −Ω(x− 1, y − 1), (2.7)

V (x, y) = Ω(x, y − 1)−Ω(x− 1, y − 1), (2.8)

oùΩ(x, y) est arbitraire. En effet, en substituant (2.7) et (2.8) dans(2.6), on obtient

∆xU −∆yV = [(Ω(x, y)− Ω(x, y − 1)) − (Ω(x− 1, y)− Ω(x− 1, y − 1))]

−[(Ω(x, y)− Ω(x− 1, y))− (Ω(x, y − 1)− Ω(x− 1, y − 1))]

= 0.

Inversement, pour montrer qu’à toute solution(U, V ) de l’équation homogène, correspond un

Ω, on introduit deux opérateurs auxiliaires de sommation,Σx
1 et Σy

1, définis sur les fonctions

g : Z× Z→ A, par

Σx
1g(x, y) =





∑x
k=1 g(k, y) si x > 0,

0 si x = 0,

−∑−x−1
k=0 g(−k, y) si x < 0,

et similairement pourΣy
1g(x, y). Le lecteur peut vérifier, que pour toute fonctionω(x, y), on a,

∇xω(x, y) = ω(x, y)− ω(x− 1, y) = g(x, y)⇐⇒ ω(x, y) = ω(0, y) + Σx
1g(x, y),

∇yω(x, y) = ω(x, y)− ω(x, y − 1) = g(x, y)⇐⇒ ω(x, y) = ω(x, 0) + Σy
1g(x, y),

et la fonction requiseΩ(x, y) peut être écrite comme

Ω(x, y) = c + Σy
1U(1, y) + Σx

1V (x, y + 1),

où c est une constante arbitraire (en fait,c = Ω(0, 0)).
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Une façon parmi tant d’autres de trouver une solution particulière(U0, V 0) de l’équation

∆xU − ∆yV = W , est de forcerV 0 (resp.U0) égal à0 et de prendreU0 (resp.V 0) comme

solution particulière de l’équation aux différences finies simple

∆xU(x, y) = W (x, y), (resp.−∆yV (x, y) = W (x, y)),

avec la solution particulière

U0 = Σx
1W (x− 1, y), V 0 = 0 (resp. U0 = 0, V 0 = −Σy

1W (x, y − 1)).

Cette méthode donne unV-algorithme(resp.H-algorithme) particulier. On peut aussi utiliser la

méthode des séries formelles : soitz1 et z2 des variables formelles et considérons la série de

Laurent formelle

Û(z1, z2) =
∑

x,y U(x, y)zx
1 zy

2 ,

V̂ (z1, z2) =
∑

x,y V (x, y)zx
1 zy

2 ,

Ŵ (z1, z2) =
∑

x,y W (x, y)zx
1 zy

2 .

Alors l’équation aux différences finies

∆xU(x, y)−∆yV (x, y) = W (x, y),

peut se reformuler de la manière suivante

(1− z1)z2Û(z1, z2)− (1− z2)z1V̂ (z1, z2) = z1z2Ŵ (z1, z2).

Grâce à quelques manipulations algébriques, cette dernière équation peut se résoudre pour

Û(z1, z2) et V̂ (z1, z2).

En outre, cette méthode a été utilisée pour trouver la solution générale de l’équation homogène

apparaissant dans la preuve du Corollaire 2.

Une autre façon de déterminer les solutions des équations aux différences finies du Corollaire

2 est d’exprimer, si cela est possible,W (x, y) dans la basex(i)y(j), i, j ≥ 0, où t(k) = t(t −
1) . . . (t−k+1) est lak-ième puissance factorielle descendante det. Puisque∆tt

(k) = kt(k−1),

cette base est bien appropriée pour les équations aux différences finies. Cette méthode est décrite

dans la Section 2.5.5 pour le calcul des moments d’ordres supérieurs d’un polyomino.
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2.5 Autres exemples et applications

La présente section traite des relations entre ensembles quelconques de pixels et polyominos.

Il convient pour commencer, de considérer le cas le plus simple, qui consiste à déterminer si

une cellule élémentaire est incluse ou non dans un polyomino. De nombreux résultats dont les

opérations booléennes et les calculs de familles de projections en découlent.

2.5.1 D́eterminer si un pixel donné est contenu dans un polyomino

Soit (α, β) ∈ Z× Z et considérons la fonction booléenne-valuée suivante

Wα,β(x, y) = χ(x = α)χ(y = β).

Puisque,

∑

Pixx,y⊆P

Wα,β(x, y) = χ(Pixα,β ⊆ P) =





1 si Pixα,β ⊆ P,

0 sinon,

alors, on peut utiliser l’algorithme incrémental additifsuivant afin de déterminer si le pixel

défini par(α, β) appartient ou non au polyominoP.

V-algorithme:

Φa = 0, Φb = χ(x ≥ α + 1)χ(y = β), Φa = 0, Φb = −χ(x ≥ α + 1)χ(y = β + 1).

H-algorithme:

Φa = −χ(x = α)χ(y ≥ β + 1), Φb = 0, Φa = χ(x = α + 1)χ(y ≥ β + 1), Φb = 0.

Par exemple, si on applique leV-algorithmeau polyomino de la Figure 2.6 (a) avec(α, β) =

(2, 2) et à celui de la Figure 2.6 (b) avec(α, β) = (5, 2), on obtient respectivement (seuls les

termes non-nuls sont indiqués) :

χ(Pix2,2 ⊆ P) = χ(x13 ≥ 3)χ(y13 = 2)− χ(x18 ≥ 3)χ(y18 = 3) + χ(x24 ≥ 3)χ(y24 = 2)

= 1− 1 + 1

= 1 (puisque, Pix2,2 ⊆ P)
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et

χ(Pix5,2 ⊆ P) = χ(x13 ≥ 6)χ(y13 = 2)− χ(x18 ≥ 6)χ(y18 = 3)

= 1− 1

= 0 (puisque, Pix5,2 6⊆ P).

  (a) (b)

Figure 2.6 (a)Pix2,2 appartient au polyomino (b)Pix5,2 n’appartient pas au polyomino.

Évidemment, suivant le Corollaire 2, il est possible de déduire une famille non-dénombrable

d’algorithmes〈Φα,β
a , Φα,β

b , Φα,β
a , Φα,β

b
〉 à partir desquels on peut calculerχ(Pixα,β ⊆ P).

2.5.2 Oṕerations booĺeennes sur les polyominos

À partir de la fonction caractéristiqueχ, il est possible d’établir de manière assez directe des

formules pour les opérations booléennes sur les polyominos. SoitP1 et P2, deux polyominos

dont les contours sont donnés respectivement parv′i = (x′i, y
′
i) pour i = 0, 1, · · · , n1 − 1, et

v′′j = (x′′j , y
′′
j ) pourj = 0, 1, · · · , n2 − 1.

Proposition 3 Le nombre de pixels dansP1 ∩P2 est donńe par

#(P1 ∩P2) = a(P1 ∩P2) =
∑

0≤i<n1, 0≤j<n2
i,j, assortis

min(x′i, x
′′
j )∆y′i∆y′′j ,

où la somme est prise sur l’ensemble des couples(i, j) qui sontassortisau sens suivant(voir
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Figure 2.7 (a), (b), (c), (d)) :

(i, j) sontassortis⇐⇒





y′i = y′′j et ∆y′i = ∆y′′j (= ±1), (Figure 2.7(a), (b)),

ou

y′i = y′′j − 1 et ∆y′i = 1, ∆y′′j = −1, (Figure 2.7(c)),

ou

y′i = y′′j + 1 et ∆y′i = −1, ∆y′′j = 1, (Figure 2.7(d)).

v’’

v’’ v’’jv’ijv’i

v’

(a) (b) (c) (d)

i j v’’j v’i

Figure 2.7Paires assorties.

Preuve.Le nombre de pixels en commun entreP1 etP2 est donné par

#(P1 ∩P2) =
∑

(p,q)∈Z×Z

χ(Pixp,q ⊆ P1)χ(Pixp,q ⊆ P2).

En utilisant maintenant leV-algorithmetel que décrit à la Section 2.5.1, on a que

χ(Pixp,q ⊆ P) =
∑

i

Φp,q(vi,∆vi),

oùΦp,q(v,∆v) = χ(x ≥ p + 1)χ(y = q + 1−∆y
2 )∆y, puisque∆y = −1, 0 ou1. SoitM (resp.

N ) la borne inférieure pour tous lesx′i etx′′j (resp.y′i ety′′j ).

Alors

#(P1 ∩P2) =
∑

p≥M,q≥N

∑

i,j

Φp,q(v′i,∆v′i)Φ
p,q(v′′j ,∆v′′j )

=
∑

i,j

Ω(v′i,∆v′i, v
′′
j ,∆v′′j ),

où

Ω(v′,∆v′, v′′,∆v′′) =
∑

p≥M,q≥N

Φp,q(v′,∆v′)Φp,q(v′′,∆v′′)

= (min(x′, x′′)−M)θN (y′,∆y′, y′′,∆y′′),
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et où

θN (y′,∆y′, y′′,∆y′′) =





1 si N ≤ y′ = y′′ et ∆y′ = ∆y′′(= ±1),

−1 si N ≤ y′, N ≤ y′′, y′ = y′′ − 1, ∆y′ = 1, ∆y′′ = −1,

−1 si N ≤ y′, N ≤ y′′, y′ = y′′ + 1, ∆y′ = −1, ∆y′′ = 1,

0 sinon.

Donc,

#(P1 ∩P2) =
∑

0≤i<n1, 0≤j<n2
i,j, assortis

(min(x′i, x
′′
j )−M)∆y′i∆y′′j ,

et comme le terme de gauche ne dépend ni deM , ni deN la conclusion en découle.

De plus, suivant les formules de De Morgan, le nombre de pixels contenus respectivement dans

l’union et la différence de deux polyominos peuvent se calculer par

#(P1 ∪P2) = #(P1) + #(P2)−#(P1 ∩P2),

#(P1 \P2) = #(P1)−#(P1 ∩P2).

2.5.3 Intersection entre un polyomino et un ensemble donné de pixels

Soit S un ensemble fixe de pixels, fini ou infini, et supposons que〈 Φp,q
a ,Φp,q

b ,Φp,q
a ,Φp,q

b
〉

sont des algorithmes pour le calcul de

χ(Pixp,q ⊆ P), (p, q) ∈ Z× Z.

Pour déterminer si un polyominoP intersecteS, on doit d’abord calculer

χ(S ∩P 6= ∅).

Cela s’obtient assez aisément en prenant〈 ΦS
a , ΦS

b , ΦS
a , ΦS

b
〉, où

ΦS
a (x, y) = sup

pixp,q⊆S
Φp,q

a (x, y), ΦS
b (x, y) = sup

pixp,q⊆S
Φp,q

b (x, y),

ΦS
a (x, y) = sup

pixp,q⊆S
Φp,q

a (x, y), ΦS
b
(x, y) = sup

pixp,q⊆S
Φp,q

b
(x, y).

D’autre part, pour calculer le nombre de pixels communs entre S et P, #(S ∩ P), il suffit de

remplacer le symbolesup dans le dernier algorithme par le symbole
∑

de sommation.
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2.5.4 Calcul de longueur d’́equerre

Considérons le coin nord-est du planR × R associé à un point(α, β) ∈ Z × Z d’un treillis

donné,

NEα,β = {(x, y) ∈ R× R | α ≤ x, β ≤ y} = [α,∞) × [β,∞).

Il est facile de vérifier que les algorithmes suivants permettent de calculer, pour un polyomino

P, le nombre de pixels contenus dansP ∩NEα,β. Autrement dit, ceci correspond à calculer le

nombre de pixels deP se trouvant au nord-est de(α, β) (voir Figure 2.8) :

Figure 2.8 Il y a 21 pixels appartenant àP, se trouvant au nord-est de(α, β).

V-algorithme: (pour la cardinalité deP ∩NEα,β)

Φa = 0, Φb = (x− α)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β),

Φa = 0, Φb = −(x− α)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β + 1).

H-algorithme: (pour la cardinalité deP ∩NEα,β )

Φa = −(y − β)χ(x ≥ α)χ(y ≥ β + 1), Φb = 0,

Φa = (y − β)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β + 1), Φb = 0.

Définition 9 Soit (α, β) ∈ Z × Z et P un polyomino. Lalongueur d’équerrede (α, β) ∈
P, not́ee equerreα,β(P), est la cardinalit́e de l’ensembleP ∩ Equerreα,β où Equerreα,β =

NEα,β \NEα+1,β+1. Autrement dit,equerreα,β(P) est le nombre de pixels deP contenus dans

la L-formeEquerreα,β, étant d́etermińee par(α, β) (voir Figure 2.9).
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Figure 2.9 Il y a 11 pixels appartenant àP se trouvant dansequerreα,β.

Par ailleurs, en remplaçant(α, β) par (α + 1, β + 1) dans les algorithmes précédents, une

simple soustraction donne lieu à des algorithmes correspondants pour le calcul des longueurs

d’équerre.

V-algorithme: (pour la cardinalité deP ∩ Equerreα,β)

Φa = 0,

Φa = 0,

Φb = (x− α)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β)− (x− α− 1)χ(x ≥ α + 2)χ(y ≥ β + 1),

Φb = −(x− α)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β + 1) + (x− α− 1)χ(x ≥ α + 2)χ(y ≥ β + 2).

H-algorithme: (pour la cardinalité deP ∩ Equerreα,β )

Φb = 0,

Φb = 0,

Φa = −(y − β)χ(x ≥ α)χ(y ≥ β + 1) + (y − β − 1)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β + 2),

Φa = (y − β)χ(x ≥ α + 1)χ(y ≥ β + 1)− (y − β + 1)χ(x ≥ α + 2)χ(y ≥ β + 2).

2.5.5 Calcul de moments d’ordre suṕerieur

L’approche que nous présentons maintenant pour le calcul des moments d’ordre supérieur est

semblable à celle donnée par Yang et Albregsten dans (Yanget Albregtsen, 1994; Yang et Al-
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bregtsen, 1996). Nous faisons cependant appel aux nombres de Stirling plutôt qu’aux nombres

de Bernoulli utilisés par Yang et Albregsten. Notre méthode se décrit comme suit.

Considérons deux entiersm,n ≥ 0 et un point(u, v) ∈ Z×Z aléatoire mais fixé. Par définition,

le (m,n)-moment d’un polyominoP relatif au point(u, v) est donné par l’intégrale

∫ ∫

P

(x− u)m(y − v)n dx dy.

Par une simple translation, le calcul de tels moments d’ordre supérieur se réduit au calcul de

moments centraux : ∫ ∫

P

xmyn dx dy.

Dans ce cas,

W (x, y) =

∫ ∫

Pixx,y

xmyn dx dy =
(x + 1)m+1 − (x)m+1

m + 1
.
(y + 1)n+1 − (y)n+1

n + 1

=
1

(m + 1)(n + 1)
∆xxm+1∆yy

n+1.

Il est de plus bien connu (voir (Comtet, 1974)) quetk =
∑k

v=0 Sk
v t(v), oùSk

v est le nombre de

Stirling de deuxième sorte ett(v) = t(t − 1) . . . (t − v + 1). Comme∆tt
(v) = vt(v−1), il est

simple de voir que,

W (x, y) =
∑

0≤i≤m,0≤j≤n

wi,jx
(i)y(j), wi,j =

(i + 1)(j + 1)

(m + 1)(n + 1)
Sm+1

i+1 Sn+1
j+1 .

Pour trouver les solutions(U, V ) des équations aux différences du Corollaire 2, posons

U(x, y) =
∑

ui,jx
(i)y(j), V (x, y) =

∑
vi,jx

(i)y(j).

Alors,

∆xU −∆xV =
∑

((i + 1)ui+1,j − (j + 1)vi,j+1)x
(i)y(j),

et le problème se ramène à résoudre le système linéaire

(i + 1)ui+1,j − (j + 1)vi,j+1 = wi,j , i, j ≥ 0.

Sans aucun doute, divers choix sont possibles pourui,j, vi,j et une approche semblable peut

être utilisée pour d’autres choix deswi,j .
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Exemple. Soitm = 3, n = 2. Alors,

W (x, y) =
(x + 1)4 − x4

4
· (y + 1)3 − y3

3

=
4x3 + 6x2 + 4x + 1

4
· 3y

2 + 3y + 1

3
.

D’autre part, on a,

x3 = x(3) + 3x(2) + x(1), x2 = x(2) + x(1), x = x(1), y2 = y(2) + y(1), y = y(1).

En multipliant on trouve

W (x, y) =
4x(3) + 18x(2) + 14x(1) + 1

4
· 3y

(2) + 6y(1) + 1

3

= x(3)y(2) + 2x(3)y(1) +
1

3
x(3) +

9

2
x(2)y(2) + 9x(2)y(1) +

3

2
x(2)

+
7

2
x(1)y(2) + 7x(1)y(1) +

7

6
x(1) +

1

4
y(2) +

1

2
y(1) +

1

12

= · · ·+ wi,jx
(i)y(j) + · · ·

oùwi,j = (i + 1)ui+1,j − (j + 1)vi,j+1. Par exemple, si on prendvi,j = 0, pour touti, j alors

wi,j = (i + 1)ui+1,j . Donc, on a,ui+1,j =
wi,j

i+1 et posonsu0,j = 0. Ainsi on peut trouver les

ui,j. Alors,

U0(x, y) =
∑

ui,jx
(i)y(j)

=
1

4
x(4)y(2) +

1

4
x(4)y(1) +

1

12
x(4) +

3

2
x(3)y(2) + 3x(3)y(1) +

1

3
x(3)

+
7

2
x(2)y(2) +

7

2
x(2)y(1) +

7

12
x(2) +

1

2
x(1)y(1) +

1

12
x(1)

=
1

12
x(2)(x + 1)(2)(3y(2) + 3y + 1),

etV 0 = 0.

Les valeurs correspondantes pourΦa, Φb, Φa, Φb, sont obtenues en utilisant les formules du

Corollaire 2 et en posant, par exemple,Ω(x, y) = 0.

2.5.6 Calcul des familles de projections

Nous donnons maintenant un exemple où le poids de chacun despixels d’un polyomino est pris

dans l’anneauA = R((q)) deq-séries formelles de Laurent finies. Par analogie auV-algorithme
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donné pour l’aire dans la Table 2.1, considérons l’algorithme associé aux fonctions

〈 Φa(x, y) = 0, Φb(x, y) = [x]q, Φa(x, y) = 0, Φb(x, y) = −[x]q 〉,

où

[x]q =
1− qx

1− q
, x ∈ Z,

dénote leq-analogue dex (le nombrex lui-même correspond àq = 1). Dans ce cas,

∆xΦa = [x + 1]q − [x]q =
1− qx+1

1− q
− 1− qx

1− q
= qx,

∆yΦa = 0.

Donc, selon la Proposition 2, le résultat de cet algorithmeappliqué au polyominoP est donné

par

Output(•,P) =
∑

Pixα,β⊆P

∆xΦb(α, β) −∆yΦa(α, β) =
∑

Pixα,β⊆P

qα =
∑

α∈Z

vα(P)qα.

C’est la série génératrice de Laurent finie de la famille de toutes les projections verticalesvα(P),

α ∈ Z, qui peut également être interprétée comme unq-analogue de l’aire (qui correspond à

q = 1). On utilise une approche similaire pour la famille des projections horizontales,hβ(P),

β ∈ Z. En factorisant(1− q) (resp.(1− t)), le lecteur peut vérifier aisément que :

Corollaire 3 Soitq et t des variables formelles etP un polyomino. Alors,

(a) pour leV-algorithme • = 〈Φa = 0, Φb = qx, Φa = 0, Φb = −qx 〉,
on a,

∑

α∈Z

vα(P)qα = −Output(•,P)

1− q
,

(b) pour leH-algorithme • = 〈Φa = ty, Φb = 0, Φa = −ty, Φb = 0 〉,
on a,

∑

β∈Z

hβ(P)tβ =
Output(•,P)

1− t
,

où vα(P), α ∈ Z, ethβ(P), β ∈ Z, dénotent les famillles de projections verticales et horizon-

tales du polyominoP.
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Exemple. À l’aide du polyomino de la Figure 2.10, nous illustrons le Corollaire 3. Le calcul

utilisant leV-algorithmedonne,

22 2 1

Figure 2.10Famille de projections verticales.

Output(•,P) = 0 + qx1 + 0 + 0− qx4 + 0 + qx6 + qx7 + 0 + 0 + qx10 + 0− qx12

+ 0− qx14 − qx15

= q1 − q3 + q4 + q4 + q2 − q1 − q0 − q0

= −2 + q2 − q3 + 2q4

et donc,

∑

α∈Z

vα(P)qα = −Output(•,P)

1− q
= −(−2 + q2 − q3 + 2q4)

(1− q)
= 2 + 2q + q2 + 2q3.

On remarque que les coefficients du polynôme obtenu correspondent bien aux projections ver-

ticales du polyomino (voir Figure 2.10). Si le polyomino esttranslaté vers la gauche alors le

dernier polynôme se transforme en une série de Laurent de 4termes.

2.6 Autres champs d’exploration

Ces idées suggèrent qu’il est possible de développer unemultitude d’autres algorithmes incré-

mentaux. Mentionnons par exemple, le calcul de projectionsobliques avec diverses pentes ou

de probabilités variées reliées aux polyominos. Les algorithmes décrits dans le Corollaire 3 ou

leurs variantes, pourraient éventuellement servir à l’´etude de la reconstruction des familles de

polyominos à partir de leurs projections (Barcucci et al.,1996; Del Lungo et al., 1998;

Del Lungo, 1994). Dans la Section 0.2 de l’Appendice A, on pr´esente aussi le résultat d’un

petit programme Maple exécutant quelques algorithmes surun polyomino de périmètre44.
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2.6.1 Calcul de param̀etres sur les partages d’entiers

En particulier, certains calculs de paramètres sur les partitions peuvent être effectués, puisque

les partages d’entiers sont simplement des cas spéciaux depolyominos codés par des mots de

typew = aiθb
j
, où θ est un mot sur{b, a} contenanti fois la lettrea et j fois la lettreb. Par

exemple, le polyomino de la Figure 2.11 est codé par le mot

w = aaaaaaaaaaa babababaabaabbaabaa︸ ︷︷ ︸
θ

bbbbbbbb.

  j

    i

Figure 2.11Partage codé parw = aaaaaaaaaaababababaabaabbaabaabbbbbbbb.

On notera que la famille de projections horizontales (resp.verticales) correspond aux parts du

partage (resp. partage conjugué). Mentionnons aussi que le calcul classique des équerres d’un

partageP peut être effectué à partir du motw. Rappelons enfin que le nombre de tableaux

standards de formeP est donné par la formule des équerres

n!∏
equerreα,β(P)

.

2.6.2 Calcul de projections obliques

Définissons le rubanRα par

Rα =
⋃

p+q=α

Pixp,q = {(x, y) | ⌊x⌋+ ⌊y⌋ = α},
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où ⌊t⌋ désigne la partie entière det. La projection oblique d’indiceα d’un polyominoP est

définie par

Diagα(P) = a(P ∩Rα) = #(P ∩Rα).

(α,0)

Figure 2.12Projection oblique d’un polyomino.

Théorème 2 Le V-algorithme pour le calcul deDiagα(P) est donńe par

〈 Φa = 0, Φb = χ(x + y > α), Φa = 0, Φb = −χ(x + y − 1 > α) 〉.

Preuve.Par la proposition 2, on a

Output(•,P) =
∑

Pixp,q⊆P

∆xΦb(p, q)−∆yΦa(p, q). (2.9)
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On vérifie alors que,

∆xΦb(x, y) = χ(x + 1 + y > α)− χ(x + y > α)

= χ(x + y ≥ α)− χ(x + y > α)

= χ(x + y = α)

et ∆yΦa(x, y) = −χ(x + y + 1− 1 > α) + χ(x + y − 1 > α) = 0,

d’où
∑

Pixp,q⊆P

∆xΦb(p, q)−∆yΦa(p, q) =
∑

Pixp,q⊆P

χ(p + q = α).

Exemple. Soit le polyomino de la Figure 2.13 codé par le motw = aaabbabbbbabaabbab.

Calculons la projection oblique pourα = 2 (seuls les termes non-nuls sont indiqués) :

Figure 2.13Diag2 = 3

Diag2(P) =
∑

→
0 +

∑

↑
χ(xi + yi > 2) +

∑

←
0 +

∑

↓
−χ(xi + yi − 1 > 2)

= χ(x3 + y3 > 2) + χ(x4 + y4 > 2) + χ(x6 + y6 > 2)

= χ(1 + 2 > 2) + χ(1 + 3 > 2) + χ(0 + 4 > 2)

= 3.
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2.6.3 Calcul pour polyominos avec trous

Par ailleurs, on observe que les Propositions 1 et 2 peuvent ˆetre adaptées aux cas plus généraux

des polyominos avec trous. Pour le cas des polyominos connexes, il suffit simplement de sous-

traire les trous. Cependant, pour les polyominos non-connexes, il faut traiter chacune des com-

posantes connexes séparément. En effet, il apparaı̂t quechacun des algorithmes décrits jusqu’ici,

peut s’appliquer aux cas des polyominos connexes ou non-connexes avec trous.

Par exemple, l’aire du polyomino de la Figure 2.14 peut êtrecalculée à l’aide duV-algorithme

de la Table 2.1.

Figure 2.14Un polyomino avec trous.

Considérons la première composante connexe. Soit

w = aaabbaaabaababbabbababbbbabbbabbabbaabaabaababbbbabbaababababb,

le mot décrivant le contour extérieur du polymino et

s = abbabb, t = abbabb, u = aaaaabbbbbbababaababbbbb,

les trois mots codant respectivement le périmètre des trois trous. L’aire associée à cette com-

posante connexe est alors obtenue en soustrayant le résultat de l’algorithme appliqué aux trois

motss, t, u de celui dew. Considérons ensuite la deuxième composante connexe. Soit

r = aaabbbaaaaaa,



43

le mot codant le périmètre extérieur de cette composanteet

v = abab,

décrivant le trou. De façon analogue à la première composante connexe, on obtient l’aire corres-

pondant à cette seconde composante. Finalement, afin de trouver l’aire totale du polyomino, il

suffit d’additionner l’aire respective de chacune des composantes connexes.Écrivant seulement

les termes non-nuls, on obtient :

a(P) =

∫

w
+

∫

r
−
∫

s
−
∫

t
−
∫

u
−
∫

v

= 131 + 9− 2− 2− 28− 1

= 107.

2.7 Remarques

Le théorème de Green discret s’avère un outil puissant etefficace permettant de fixer dans un

cadre général une panoplie d’algorithmes rattachés au calcul de paramètres sur les polyomi-

nos. Cette approche est très fertile en résultats nouveaux, et de nombreux problèmes ouverts

et conjectures apparaissent de façon naturelle. Mentionnons par exemple certains problèmes

soulevés lors d’une communication présentée à Naples,dans le cadre de la conférence interna-

tionale DGCI’03 (19–21 novembre 2003, Naples, Italie) (Brlek, Labelle et Lacasse, 2003) :

– [ Christophe Fiorio] décider, de façon efficace, si un polyominoP1 est inclus dans un po-

lyomino P2. On notera queP1 ⊆ P2 si et seulement si#(P1 ∩ P2) = #(P1). Ainsi, une

solution plus raffinée à celle proposée dans les Sections3.2 et 3.3 serait envisageable.

– [ Christophe Fiorio] étant donné deux polyominos,P1 etP2, déterminer le nombre maximal

de pixels contenus dans l’intersection deP1 et un translaté deP2 ;

– [ Cero d’Elia ] déterminer le polyomino maximalP′ strictement inclus dans un polyomino

donnéP de telle sorte que les contours deP etP′ soient disjoints :

– [ Jean-Marc Chassery] décider si un point quelconque du plan,(x, y), est contenu dans

l’enveloppe convexe d’un polyominoP.

Un version beaucoup plus étendue a été publiée dans les deux revuesDiscrete Applied Mathe-

matics(Brlek, Labelle et Lacasse, 2005b) etTheoretical Computer Science(Brlek, Labelle et

Lacasse, 2005a).
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On notera également que la complexité des algorithmes décrits dans le Chapitre 2, à la fois en

fonction du temps et de l’espace, est linéaire selon la longueur du contour du polyomino. En

effet, les codes de Freeman associés à un polyomino correspondent à leur périmètre, dont la

taille détermine le nombre d’itérations dans un algorithme incrémental. Cependant, la mise en

oeuvre optimale des formules décrites dans ce travail requiert une analyse un peu plus poussée.

En effet, l’implémentation (naı̈ve) s’obtient de façon relativement simple mais, pour plus d’effi-

cacité, des structures de données adéquates s’avèrentnécessaires pour chacun des algorithmes.

Par exemple, le calcul de la cardinalité de l’intersectionde deux polyominos peut s’optimiser

en calculant d’abord les paires assorties. En effet, les paires assorties reposent sur un algorithme

de tri, étant plus efficace si les coordonnées sont ordonn´ees. Une description plus détaillée de

cette implémentation mériterait assurément une attention particulière.

Le lecteur attentif aura sans doute remarqué que les algorithmes décrits s’adaptent de façon

assez immédiate à des objects plus généraux : régions délimitées par des chemins polygonaux

fermés (avec ou sans trous) sur d’autres types de réseaux tels que triangulaires ou hexagonaux.

Pour ce qui est des polyominos en dimension supérieure, uneversion discrète du théorème de

Stokes sera proposée au Chapitre 6 et permettra ainsi d’étendre nos résultats.

Cependant, avant d’en arriver là, un autre problème nous intéressera. Comme les polyominos

sont facilement codables par des mots de quatre lettres, nous pouvons, à l’aide d’une machine

et d’algorithmes appropriés, les classifier selon certaines valeurs associées à divers paramètres.

Par exemple, étant donné un entiern, on peut classer, de façon (faiblement) croissante, les

polyominos de taillen (n-ominos) selon leur moment d’inertie. Si deuxn-ominosP et Q

satisfontI(P) < I(Q), alors on dit queP est plus rond queQ. Une telle classification est

donnée dans la Figure 2.15 pour les petitsn-ominos,n ≤ 5 (le plus rond au début). Deux

n-ominos distincts peuvent très bien avoir des rondeurs égales. En particulier, len-omino de
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rondeur maximale n’est pas nécessairement unique (voirn = 5). Le prochain chapitre sera

donc consacré à l’étude de ces ensembles d’inertie minimale.
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<

= <

= = < < <

< = = < =

< = = <

< < <

(f) 6−ominos

= < = <

= < < = < <

< < < <

(d) 4−ominos

<

(c) 3−ominos

(b) 2−ominos

(a) 1−omino

(e) 5−ominos

< < < < = =

< < = < < =

= < <

Figure 2.15Polyominos d’aire donnée classifiés selon l’ordre décroissant de rondeurs.



Chapitre III

ENSEMBLES DISCRETS D’ INERTIE MINIMALE

Dans ce chapitre, le contexte est étendu au cas plus général des ensembles discrets. Nous propo-

sons une description géométrique explicite comme fonction deN de la rondeur des ensembles

discrets de tailleN . Selon les valeurs associées à divers paramètres décrivant ces ensembles,

plusieurs classifications sont possibles. L’emphase est mise ici sur l’analyse du moment d’inertie

I(S), des ensembles discretsS, relatif au centre de gravité, qui s’interprète comme unemesure

de la difficulté à tourner une figure plane autour d’un axe passant par le centre de gravité de

S et perpendiculaire au plan. Plus spécifiquement, nous classifions ces ensembles selon leurs

rondeurs : pour une tailleN donnée, si deux ensemblesS et T satisfontI(S) < I(T ), alors

on dit queS est plus rond queT . Plus précisément, il s’agit de développer un algorithme pour

calculer, pour chaqueN , quel est le ou les ensembles discrets de moment d’inertie minimal.

Les résultats obtenus ont été présentés lors de la conférence internationale DGCI’08 (Brlek,

Labelle et Lacasse, 2008b) alors que la version étendue (Brlek, Labelle et Lacasse, 2008a) fait

l’objet de ce présent chapitre.

Précisons que la notion de rondeur considérée ici est distincte de celle donnée dans (Altshuler

et al., 2006), où l’on veut minimiser lepérimètre de sited’un polyomino du réseau carré, qui

consiste en le nombre de points situés à une distanceManhattan1 du polyomino dans le réseau

carré. L’équation (3.2) nous assure que, pour une taille donnée, minimiserI(S) est équivalent à

minimiserI(A) oùA est l’ensemble des centres des pixels deS. Par la suite, pour simplifier les

notations et les calculs, le planR×R est identifié par le plan complexeC etZ×Z parZ + iZ.
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Le chapitre est organisé comme suit. D’abord, dans les Sections 3.1 et 3.2, nous fixons la termi-

nologie et rappelons certaines notions de base sur les moments d’inertie d’ensembles discrets.

La Section 3.3 est, pour sa part, dédiée à l’étude des propriétés reliées à ces ensembles dis-

crets d’inertie minimale. Plus précisément, nous introduisons la notion dequasi-disque discret

et prouvons que les ensembles discrets d’inertie minimale sont des animaux qui sont des quasi-

disques. Une méthode permettant de calculer ces ensemblespour une taille donnée ainsi que

certains paramètres associés est décrite à la Section 3.4.

3.1 Terminologie

Parensemble discret, on entend un ensemble fini de points du réseauZ×Z ou une réunion finie

de carrés unitaires (pixels) (voir Figure 3.1 (a)). Le terme polyomino se rapporte à la définition

vue au Chapitre 1 (voir Figure 3.1 (b)), à la seule différence que dans le cas présent les polyomi-

nos ne sont pas simplement connexes (les trous sont acceptés). Leduald’un ensemble de pixels

consiste à remplacer chacune des cellules du réseau carr´e par son centre. En particulier, le dual

d’un polyomino est habituellement appelé unanimal (voir Figure 3.1 (c)). Par une translation

de(1
2 , 1

2 ), l’animal peut toujours s’interpréter comme un sous-ensemble du plan discretZ× Z.

Notons que les animaux, au même titre que les polyominos, sont des objets combinatoires dont

l’étude a mené à une abondance de résultats. Entre autre, le terme animal semble être dû à Read

(Read, 1962).

(c )(a ) (b )

Figure 3.1 (a) Un ensemble discret (b) un polyomino typique et (c) son animal correspondant.

Un polyomino, comme on l’a déjà remarqué, peut se caract´eriser par des contraintes de convexité

telles que définies au Chapitre 1 (voir Figure 3.2 (a),(b),(c)).
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(d)(c)(b)(a)

Figure 3.2Un polyomino (a)v-convexe (b)h-convexe (c)hv-convexe (d) fortement-convexe.

Nous introduisons maintenant une autre notion de convexit´e. Un polyomino est ditfortement-

convexe(voir Figure 3.2 (d)), si pour toute paire de pointsu et v de son animal correspondant,

tous les points à coordonnées entières contenus dans le segment[u, v] sont des points de l’ani-

mal.

Sous l’hypothèse de la8-connexité, qui est une notion plus générale que la4-connexité, étant

donné qu’elle permet de traverser les pixels par les coins,cette définition est équivalente à une

des caractérisations des ensembles discrets convexes proposée par Kim (Kim, 1981; Kim, 1982),

qui s’énonce comme suit :

• Propriét́e de lignes. Il n’existe pas trois points colinéairesu1, u2, u3 ∈ Z × Z tels queu1 et

u3 appartiennent àS, u2 est situé entreu1 etu3 maisu2 6∈ S.

De plus, Kim (Kim, 1981; Kim, 1982) a démontré, toujours sous l’hypothèse de la8-connexité,

que cette propriété de lignes correspond à la notion de convexité discrète introduite par Minsky

et Papert (Minsky et Papert, 1969), appelée la MP-convexité :

• Soit S un sous-ensemble dansZ× Z. On dit queS est digitalement convexe s’il correspond

à la discrétisation de Gauss d’un sous-ensemble convexeR ⊆ R × R. C’est-à-dire,S =

Conv(R) ∩ Z× Z, oùConv(R) est l’enveloppe convexe deR au sens euclidien.

Dans le cas des polyominos4-connexes, qui font l’objet de notre étude, comme la4-connexité

est une notion plus contraignante que la8-connexité, on peut donc conclure que notre définition

de forte-convexité coı̈ncide bien avec celle de Minsky et Papert.
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3.2 Moment d’inertie continu et discret

Rappelons pour commencer, quelques définitions élémentaires sur certains paramètres géométriques

reliés aux ensembles discrets.

Définition 10 SoitS un sous-ensemble mesurable du plan complexe tel que

∫ ∫

S
|z|2dx dy <∞. (3.1)

Le centre de gravitég et le moment d’inertieI relatif au centre de gravit́e, assocíes à S sont

définis par leśequations suivantes:

g = g(S) =
1

a(S)

∫ ∫

S
zdx dy

et

I = I(S) =

∫ ∫

S
|z − g|2dx dy =

∫ ∫

S
|z|2dx dy − 1

a(S)

∣∣∣∣
∫ ∫

S
zdx dy

∣∣∣∣
2

,

où

a(S) =

∫ ∫

S
dx dy.

En particulier, siS = p1 ∪ p2 ∪ · · · ∪ pN est une réunion deN pixels distincts, la condition
∫ ∫

p1∪p2∪···∪pN
|z|2dx dy <∞ est clairement satisfaite etg(S) et I(S) sont bien définis.

Notons également que le moment d’inertie associé à un pixel unitairep est

I(p) =
1

6

et que son centre de gravité correspond à son centre géom´etrique.

Définition 11 Soit T = {z1, · · · , zN} ⊆ C un ensemble deN points distincts dans le plan

complexe òu les pointszk sont respectivement de masses positives non nullesmk pour k =

1, · · · , N . Lecentre de gravitég et lemoment d’inertieI relatif au centre de gravit́e, assocíesà

T sont d́efinis par leśequations suivantes:

g = g(T ) =
1

m1 + · · ·+ mN

N∑

k=1

mkzk,
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et

I = I(T ) =

N∑

k=1

mk|zk − g|2 =

N∑

k=1

mk|zk|2 −
1

m1 + · · ·+ mN

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

mkzk

∣∣∣∣∣

2

=
1

m1 + · · ·+ mN

∑

k<l

mkml|zk − zl|2.

L’équivalence précédente est obtenue comme suit :

N∑

k=1

mk|zk|2 −
1

m1 + · · ·+ mN
|

N∑

k=1

mkzk|2

=

(∑N
k=1 mk|zk|2

)(∑N
l=1 ml

)
−
(∑N

k=1 mkzk

)(∑N
l=1 mlzl

)

m1 + · · ·+ mN

=

∑
k<l mkml(|zk|2 + |zl|2 − zkzl − zkzl)

m1 + · · ·+ mN

=

∑
k<l mkml|zk − zl|2
m1 + · · ·+ mN

.

Les deux relations ci-dessous, présentées sous forme de lemme, sont aisément vérifiables et

s’appliquent à tous les ensembles discrets.

Lemme 3 SoitS = p1 ∪ · · · ∪ pN une ŕeunion deN pixels distinctsp1, · · · , pN et A le dual

deS où N = |A|. Alors,

I(S) = I(A) +
N

6
. (3.2)

La prochaine formule permet de calculer de façon directe lemoment d’inertie d’un ensemble

den points alignés équidistants. Elle sera d’ailleurs utiledans la Section 3.4, afin de calculer

les moments d’inertie minimaux des ensembles discrets ditsronds.

Lemme 4 Soit S un ensemble den points aligńes équidistants, possédant chacun une masse

unitaire. Alors,

I(S) =
n3 − n

12
d2 (3.3)

où d représente la distance entre les points successifs.
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3.3 Propriétés des ensembles discrets d’inertie minimale

À partir de maintenant, nous allons considérer que tous lessous-ensembles mesurables (ou

finis) dansC satisfont la condition (3.1). Le lemme qui vient généralise la formule (3.2) et

s’avère très utile dans le présent contexte. Il découledu théorème classique desaxes parall̀eles

(Feynman, Leighton et Sands, 1963) qui s’énonce comme suit: pour tout pointw et tout

ensemble mesurable (ou fini)S, le moment d’inertie deS, relatif au pointw, est dénotéIw(S)

et est défini par

Iw(S) =

∫ ∫

S
|z −w|2dx dy (ou

N∑

k=1

mk|zk − w|2),

satisfaisant

Iw(S) = I(S) + m|w − g|2, (3.4)

oùg = g(S) etm est la masse deS.

Lemme 5 Consid́eronsS1, · · · , SN une suite deN sous-ensembles mesurables(ou finis) dis-

joints dansC. Alors,

I(S1 ∪ · · · ∪ SN ) =

N∑

k=1

I(Sk) + I({g1, · · · , gN})

=

N∑

k=1

I(Sk) +

N∑

k=1

mk|gk|2 −
1

m

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

mkgk

∣∣∣∣∣

2

=

N∑

k=1

I(Sk) +
1

m

∑

k<l

mkml|gk − gl|2,

où gk correspond au centre de gravité deSk de massemk =
∫ ∫

Sk
dx dy (ou mk = |Sk|) et

m = m1 + · · ·+ mN .

Preuve.Par (3.4), pour toutw ∈ C, on peut écrire

Iw(Sk) = I(Sk) + mk|w − gk|2, k = 1, · · · , N.

De plus, par la propriété d’additivité deIw, on a

Iw(S1 ∪ · · · ∪ SN ) = Iw(S1) + · · ·+ Iw(SN )

= I(S1) + · · ·+ I(SN ) + m1|w − g1|2 + · · ·+ mN |w − gN |2.
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En prenantw = g(S1 ∪ · · · ∪ SN ) = (m1g1 + · · ·+ mNgN )/(m1 + · · ·+ mN ),

on obtient,

I(S1 ∪ · · · ∪ SN ) = Ig(S1 ∪ · · · ∪ SN )

= I(S1) + · · · + I(SN ) + m1|g − g1|2 + · · ·+ mN |g − gN |2

= I(S1) + · · · + I(SN ) + I ({g1, · · · , gN}) .

Une démonstration alternative du Lemme 5 n’exploitant pasle théorème des axes parallèles est

disponible dans la Section 0.1 de l’annexe B.

Notons que la formule (3.2) se rapporte au cas particulier o`u S1 = p1, · · · , SN = pN avec

g1 = g(p1), · · · , gN = g(pN ). Plus précisément,

I(S) = I(p1 ∪ p2 ∪ · · · ∪ pN ) =
N∑

k=1

I(pk) + I({g1, · · · , gN}) =
N

6
+ I(A),

puisqueI(pk) = 1
6 etA constitue l’ensemble des centres de gravité des pixels deS.

3.3.1 Forte-convexit́e des ensembles discrets d’inertie minimale

Afin d’analyser les propriétés de convexité se rapportant aux ensembles discrets d’inertie mini-

male, certains lemmes sont nécessaires.

Lemme 6 Consid́erons une droiteL fixée dans le plan complexe etc 6∈ L un point quelconque

de massep. Soitd le point deL le plus rapproch́e dec, c’est-̀a-dire [c, d]⊥L. Prenons deux

points distincts,a etb appartenant̀a L, de masses respectivesm etn. Consid́erons les deux cas

suivants:

Cas 1.Sia et b sont du m̂eme ĉoté ded sur la droiteL et

0 ≤ |a− d| < |b− d|,

alors le moment d’inertie,I({a, b, c}) est strictement d́ecroissant lorsqueb est translat́e versa

le long de la droiteL (voir Figure 3.3 (a)).

Case 2.Si a et b sont de ĉotés diff́erents ded sur la droiteL, alors lorsquea ou b est translat́e

versd le long de la droiteL, le moment d’inertieI({a, b, c}) décrôıt strictement(voir Figure

3.3 (b)).
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(a) (b)
LL

d
a

b
b

Figure 3.3 (a) Cas 1 et (b) Cas 2 du Lemme 6.

Preuve.Par le Lemme 5, avecN = 3, S1 = {a}, S2 = {b}, S3 = {c} de massem, n et p

respectivement, on a,

I = I({a, b, c}) =
1

m + n + p
(mn|a− b|2 + np|b− c|2 + pm|c− a|2),

puisqueI({a}) = I({b}) = I({c}) = 0.

Dans le cas 1, lorsqueb se déplace versa, les valeurs de|a − b| et |b − c| diminuent alors que

celle de|c− a| reste inchangée. Ceci implique que le moment d’inertie diminue. Dans le cas 2,

si a se déplace versd, alors les valeurs de|a − b| et |c − a| diminuent tandis que|b − c| reste

fixe. D’où le moment d’inertie diminue. Un argument similaire est utilisé pour le cas oùb est

déplacé versd.

Théorème 3 Consid́eronsN ≥ 1 etS ⊆ C une ŕeunion deN pixels(ouN points) distincts du

réseauZ + iZ, tous de masse unitaire. Si le moment d’inertie deS est minimal, alorsS est un

ensemble fortement-convexe.

Preuve.PourN = 1, le résultat est trivial. Par le Lemme 3, il suffit de consid´erer le cas oùS

contientN ≥ 2 points du réseauZ + iZ. Par la Définition 11,I(S) est un nombre strictement

positif. Supposons queI(S) est minimal et queS n’est pas fortement-convexe. Alors,∃u, v ∈ S

tel que le segment[u, v] contienne un point (trou)w ∈ Z+ iZ tel quew 6∈ S. Soit les ensembles

A = {z ∈ S : ∃ t ∈ Q, z = u + t(v − u), t ≤ 0}
B = {z ∈ S : ∃ t ∈ Q, z = u + t(v − u), t ≥ 1}
C = S \ (A ∪B)

oùa = g(A), b = g(B), c = g(C) (voir Figure 3.4).
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Figure 3.4 Élimination des trous

Alors par les lemmes 5 et 6 (voir Figure 3.4), on peut translater A (ou B) versw afin d’obtenir

un ensembleA′ (ouB′) tel que l’ensemble

S′ = A′ ∪B ∪ C (ou S′ = A ∪B′ ∪C)

possède un plus petit moment d’inertie

I(S′) < I(S)

et tel que|S′| = |S| = N et w ∈ S′. Comme l’ensemble initialS est d’inertie minimale, on

arrive à une contradiction, d’oùS est un ensemble fortement-convexe.

Notons que notre définition de forte-convexité n’implique pas nécessairement la4-connexité

(voir Figure 3.5), ce qui nous empêche, dans la preuve ci-dessus, de conclure que les ensembles

discrets d’inertie minimale sont des polyominos.À cet effet, nous introduisons la notion de

quasi-disque.

Figure 3.5Fortement-convexe6=⇒ animal4-connexe.
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3.3.2 Quasi-disques et ensembles discrets ronds

Nous montrons maintenant que la description des ensembles discrets d’inertie minimale se rap-

proche étroitement de celle des disques dans le sens suivant :

Définition 12 Consid́eronsc ∈ C et S un ensemble fini de points du réseauZ + iZ. On dit

alors queS est

(i) undisque (discret) de rayonr centŕe enc si

S = {z : |z − c| ≤ r} ∩ (Z + iZ),

(ii) unquasi-disque (discret) de rayonr centŕe enc si

{z : |z − c| < r} ∩ (Z + iZ) ⊆ S ⊆ {z : |z − c| ≤ r} ∩ (Z + iZ),

où r = maxs∈S |s− c|.

La Figure 3.6 (a) et (b) illustre respectivement un disque etun quasi-disque de rayonr = 5.

(b)(a)

Figure 3.6 (a) Un disque (discret) (b) un quasi-disque (discret).

Remarquons que chaque point du réseau se situant sur la circonférence d’un disque discret

doit appartenir à celui-ci, alors que pour un quasi-disque, seulement au moins un des points du

réseau doit être sur la circonférence. Notons que l’existence d’un tel point est toujours satisfaite

par la définition même du rayonr. Cependant, dans les deux cas, tous les points à coordonnées

entières contenus à l’intérieur de la circonférence doivent appartenir à la fois au disque et au

quasi-disque.
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Lemme 7 SoitA un quasi-disque de cardinalité N . Alors,

(i) A est fortement-convexe,

(ii) si N 6= 2, alorsA est un animal.

Preuve. (i) Soit A un quasi-disque de rayonr centré enc. Étant donné deux pointsu, v ∈ A,

alors tout pointw du réseau,w 6= u, w 6= v, appartenant au segment[u, v], est nécessairement

dans l’intérieur du disque{z : |z − c| ≤ r}. Donc, par la Définition 12,w ∈ A.

(ii) Soit A un quasi-disque de rayonr centré enc ∈ R × R, avecN ≥ 3. Soitu, v ∈ A, deux

points distincts du réseau. On doit montrer qu’il existe uncheminγ reliant u à v, composé

uniquement de déplacements verticaux et horizontaux unitaires.

Si u etv sont alignés sur un même segment vertical ou horizontal, alors par (i), on peut prendre

γ comme le chemin linéaire reliantu àv.

Autrement,u etv ne sont pas alignés verticalement ou horizontalement. Dans ce cas, on considère

le rectangleR dont les sommetsu, v′, v, u′, sont donnés par

u = (u1, u2), v′ = (v1, u2), v = (v1, v2), u′ = (u1, v2).

Afin d’analyser toutes les configurations possibles, notonsque

2r2 ≥ |u− c|2 + |v − c|2 = |u′ − c|2 + |v′ − c|2. (3.5)

Considérons d’abord le cas où au moins un des deux points duréseauu′, v′ qu’on va appeler

t ∈ {u′, v′}, appartient àA. Par (i), commeA est un quasi-disque, on peut toujours choisir un

cheminγ allant deu versv, c’est-à-dire([u, t] ∪ [t, v]) ∩ Z× Z, décrivant uneL-forme.

En tenant compte de (3.5), la seule autre possibilité à analyser est que les deux pointsu′, v′ /∈ A.

Dans ce cas,u′ etv′ se trouvent simultanément sur la circonférence|z − c| = r. Autrement dit,

|u′ − c|2 = |v′ − c|2 = r2.

Ceci implique que|z− c| = r est le cercle circonscrit du rectangleR ayant les sommetsu ∈ A,

v′ /∈ A, v ∈ A, u′ /∈ A. Dans ce cas, puisqueN ≥ 3,R ne peut se réduire à un carré unité (voir
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Figure 3.7 (a)). Le rectangleR est donc de dimensionm×n, avecm > 1 oun > 1, et il existe

assurément un cheminγ allant deu à v formés exclusivement de pas verticaux et horizontaux

unitaires (voir Figure 3.7 (b)).

(a)

v’

(b)

p q

v

v’u

u’

vu’

u

Figure 3.7Chemins possibles lorsqueu′, v′ /∈ A etu′, v′ sont sur la circonférence.

Théorème 4 SoitS un ensemble discret deN pixels d’inertie minimale. Alors,S est un poly-

omino dont l’animal associé A est un quasi-disque centré en son centre de gravité g = g(A)

de rayonr = maxa∈A |a− g|.

Preuve.Soit A le dual d’un ensemble discretS d’inertie minimale. Comme le résultat est vrai

pourN ≤ 2, on va supposer queN ≥ 3. Prenonsa0 ∈ A tel que

r = |a0 − g| = maxa∈A |a− g|,

et considérons le disque fermé

Γa0 = {z ∈ C : |z − ga0 | ≤ |a0 − ga0 | }, ga0 = g(A \ {a0}).

Montrons d’abord que tous les points discrets dans l’intérieur du disqueΓa0 sont dansA. Ceci

est une conséquence du Lemme 5 lorsqueN = 2 :

I(S1 ∪ S2) = I(S1) + I(S2) +
m1m2

m1 + m2
|g1 − g2|2.

En effet, prenonsS1 = {a0}, S2 = A \ {a0}, g1 = a0, g2 = ga0 , m1 = 1, m2 = N − 1.

Alors,

I(A) = I({a0}) + I(A \ {a0}) +
N − 1

N
|a0 − ga0 |2 = I(A \ {a0}) +

N − 1

N
|a0 − ga0 |2 ,

commeI({a0}) = 0.
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Supposons maintenant qu’il existe un point entierb 6∈ A contenu dans l’intérieur deΓa0 , c’est-

à-dire,|b−ga0 | < |a0−ga0 |. Remplaçonsa0 parb et considérons l’ensembleB = ((A\{a0})∪
{b}). En conséquence,

I(B) = I((A \ {a0}) ∪ {b}) = I(A \ {a0}) +
N − 1

N
|b− ga0 |2 < I(A),

ce qui contredit la minimalité du moment d’inertie de l’ensembleA.

Considérons maintenant le disque fermé

Ca0 = {z ∈ C : |z − g| ≤ r}.

Par la définition deCa0 , on a forcément

A ⊆ Ca0 ∩ (Z + iZ). (3.6)

De plus, il est simple de vérifier que

g − a0 =
N − 1

N
(ga0 − a0).

Cette dernière égalité entraı̂ne queg appartient au segment[ga0 , a0]. D’où, Ca0 ⊆ Γa0 comme

on observe à la Figure 3.8.

g

a

C 0

a

a

a0

0

0

g

Γ

Figure 3.8Les disquesΓa0 etCa0 (en gras).

On a déjà vu que tous les points entiers contenus dans l’intérieur deΓa0 sont des points deA.

En particulier, tous ceux appartenant à l’intérieur du disqueCa0 sont donc nécessairement aussi

des éléments deA :

(int Ca0) ∩ (Z + iZ) ⊆ A.
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En utilisant cette dernière inclusion et (3.6), on obtient

(int Ca0) ∩ (Z + iZ) ⊆ A ⊆ Ca0 ∩ (Z + iZ),

ce qui implique queA est un quasi-disque de rayonr, centré eng. Finalement, par le Lemme 7,

puisqueA est un quasi-disque deN ≥ 3 points, alorsA est un animal fortement-convexe.

La Figure 3.9 (a) illustre le Théorème 4 pourN = 5. Par la contraposée, l’ensemble des 49

points de la Figure 3.9 (b) n’est pas minimal puisque la circonférence (en pointillée) contient

des points à coordonnées entières qui ne sont pas dans l’ensemble. On observe aussi que la

réciproque n’est pas vérifiée. En effet, pourN = 3, le quasi-disque de la Figure 3.9 (c) n’est

pas minimal (avecI = 2). Le plus rond pourN = 3, est représenté à la Figure 3.9 (d) (avec

I = 4
3 < 2).

(a) (b) (c) (d)

Figure 3.9 Illustration (a) du Théorème 4 (b) sa contraposée et (c),(d) sa réciproque.

Afin de poursuive l’étude des ensembles discrets d’inertieminimale, une borne supérieure pour

le rayonr du disqueCa0 est donnée comme fonction de la tailleN . En outre, ce résultat per-

met de réduire le nombre de candidats à tester dans le processus de recherche des animaux de

rondeur maximale tel que décrit dans la Section 3.4.

Lemme 8 SoitA un animal de rondeur maximale pour une tailleN donńee. Alors, le rayon

r = |a0 − g| = maxa∈A|a− g| du disqueCa0 centŕe eng = g(A) satisfait

r ≤ 1√
2

+

√
N

π
.
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Preuve.Considérons le polyominoP associé à un animalA de rondeur maximale. Nous allons

montrer que le disque ouvertB◦(g, r − 1√
2
), centré eng, de rayonr − 1√

2
satisfait

B◦
(

g, r − 1√
2

)
⊆ P, (3.7)

et que puisque (3.7) implique

π

(
r − 1√

2

)2

≤ a(P) = N,

alors le résultat désiré en découle. Afin d’établir (3.7), on choisit d’abord un nombre complexe

quelconquez ∈ B◦(g, r − 1√
2
). Il s’agit ensuite de montrer qu’il existeν ∈ A tel quez ∈ pν ,

oùpν correspond au pixel centré enν.

Posonsz = x + iy tel que

|z − g| < r − 1√
2
.

Il existe alors des entiersν1, ν2 tels que,

x = ν1 + f1, y = ν2 + f2

où |f1| ≤ 1
2 , |f2| ≤ 1

2 . Soitν = ν1 + iν2 et f = f1 + if2 et on az = ν + f ∈ pν . Il ne reste

plus qu’à montrer queν ∈ A. Par l’inégalité du triangle, on a

|ν − g| − |f | ≤ |ν − g + f | = |z − g| < r − 1√
2
.

D’où,

|ν − g| < r − 1√
2

+ |f | ≤ r − 1√
2

+
1√
2

= r,

étant donné que|f | =
√

f2
1 + f2

2 ≤
√(

1
2

)2
+
(

1
2

)2
= 1√

2
. On peut donc conclure, par le

Théorème 4 queν ∈ A. En effet, tous les points entiers contenus dans le disque ouvertB◦(g, r)

appartiennent nécessairement àA.

3.4 Algorithme pour engendrer les ensembles discrets de rondeur maximale

L’objectif ici est d’engendrer, pour une tailleN donnée, tous les animaux de rondeur maximale.

Pour ce faire, une première classification est effectuée selon la suite(n1, · · · , ns) des projec-

tions verticales des animaux satisfaisant la contrainteN = n1 + · · ·+ ns, oùnk est le nombre
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de points contenus dans lak-ième colonne pourk = 1, · · · , s. La k-ième colonne associée

à une projection verticale pournk pair (respectivement impair) est dite paire (respectivement

impaire).

SoitAn1,··· ,ns l’ensemble de tous les animaux possédant la suite(n1, · · · , ns) de projections

verticales sous la contrainteN = n1 + · · · + ns. On caractérise d’abord les animauxA ∈
An1,··· ,ns de telle sorte que

I(A) = min{I(B) : B ∈ An1,··· ,ns}. (3.8)

Les animaux de rondeur maximale pour une tailleN donnée sont précisément ceux qui mini-

misent lesI(A) dépendants de toutes les combinaisons des suites(n1, · · · , ns) de projections

possibles, sous la conditionn1 + · · · + ns = N .

Lemme 9 Soit(n1, · · · , ns) une suite finie d’entiers> 0 satisfaisantn1+ · · ·+ns = N . Alors,

(i) si (n1, · · · , ns) sont tous de m̂eme parit́e, alors il existe un unique animalA ∈ An1,··· ,ns ,

à translation pr̀es, de moment d’inertie minimal parmi tous les animaux deAn1,··· ,ns . Cet

animal est syḿetrique par rapportà un axe horizontal ;

(ii) sinon, il y a exactement deux animauxA,A′ ∈ An1,··· ,ns , à translation pr̀es, de moment

d’inertie minimal parmi tous les animaux deAn1,··· ,ns . Ces animaux sont symétriques l’un

de l’autre. Les centres de gravité des colonnes paires(respectivement impaires) deA et

A′, sont tous sitúes sur un m̂eme axe horizontalX (respectivementX ′). La distance entre

les deux axesX etX ′ est de1/2.

De plus, le moment d’inertie deA etA′ est donńe par la formule

I(A) =
1

12

s∑

k=1

n3
k −

1

12
N +

s∑

k=1

k2nk −
1

N

(
s∑

k=1

knk

)2

+
1

4N


 ∑

nkpair

nk




 ∑

nkimpair

nk


 .

(3.9)

Preuve.Soit S un ensemble discret avec la suite(n1, · · · , ns) de projections verticales, à la-

quelle est associée la suite des colonnesC1, · · · , Cs. Plus précisément, la colonneCk corres-

pond aux points deS situés au dessus du point(k, 0), pourk = 1, · · · , s (voir Figure 3.10).
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Figure 3.10Les colonnesCk correspondent aux points deS situés au-dessus du point(k, 0).

Considéronsgk le centre de gravité deCk pour1 ≤ k ≤ s. Notons qu’il existeνk ∈ Z tel que,

pour1 ≤ k ≤ s,

gk =





(k + iνk) si nk est impair,

(k + i(νk + 1
2)) si nk est pair.

Autrement dit,

gk = k + i

(
νk +

1

2
χpair(nk)

)
k = 1, · · · , s

oùχpair(n) = 1, si n est pair et0 sinon.

Par le Lemme 5 et la formule (3.3), on a

I(S) = I(C1 ∪ · · · ∪Cs)

= I(C1) + · · ·+ I(Cs) + I({g1, · · · , gs})

=

s∑

k=1

n3
k − nk

12
+

1

N

∑

k<l

nknl|(k − l)

+ i(νk − νl +
1

2
(χpair(nk)− χpair(nl))|2

=
1

12

s∑

k=1

n3
k −

1

12
N +

1

N

∑

k<l

nknl(k − l)2

+
1

2N

∑

k,l

nknl

(
νk − νl +

1

2
(χpair(nk)− χpair(nl))

)2

=
1

12

s∑

k=1

n3
k −

1

12
N +

s∑

k=1

k2nk −
1

N

(
s∑

k=1

knk

)2

+ Ω,
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où après quelques manipulations,

Ω =
1

2N


 ∑

nk≡nl( mod 2)

nknl(νk − νl)
2 + 2

∑

nkpair,nlimpair

nknl(νk − νl +
1

2
)2


 .

La valeur minimale de la dernière expression est atteinte si et seulement si

νk = νl, lorsque nk ≡ nl (mod 2)

et

(νk − νl +
1

2
)2 =

1

4
, lorsque nk est pair et nl est impair.

Autrement dit, la valeur minimale est obtenue si et seulement si, pour certainsr ∈ Z,

νk = r pour tout k, ou





νk = r − 1 pournk pair,

νl = r pournl impair.

Comme le moment d’inertie est invariant par translation, onpeut supposer quer = 0 et on

conclut que l’allure d’un animalA avec les projections(n1, · · · , ns) correspond exclusivement

à une des trois situations :

X’

(a)

X

(b)

X’

  (c) i)

X
X’

c)  ii)

X

Figure 3.11(a)nk tous impairs (b)nk tous pairs (c) certainsnk impairs, certainsnk pairs.

Cas 1.Si tous lesnk sont impairs, alors gk = k pour k = 1, · · · , s (voir Figure 3.11 (a)).

Cas 2.Si tous lesnk sont pairs, alors gk = k + 1
2 i pour k = 1, · · · , s (voir Figure 3.11 (b)).

Cas 3.Autrement, deux configurations sont possibles:

3.i) gk = k, pour nk impair et gk = k + 1
2 i, pour nk pair (voir Figure 3.11 (c) i),

3.ii) gk = k, pour nk impair et gk = k − 1
2 i, pour nk pair (voir Figure 3.11 (c) ii).
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De plus, on vérifie assez facilement que la valeur minimale deΩ est donnée par

Ω =
1

4N


 ∑

nk pair

nk




 ∑

nk impair

nk


 ,

ce qui établit (3.9) et conclut la démonstration.

Puisque les animaux de rondeur maximale sont des quasi-disques, on observe que notre re-

cherche des animaux les plus ronds pour une tailleN donnée, peut se restreindre au cas des

suites de projections(n1, · · · , ns) satisfaisant

0 < n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk < nk+1 = · · · = nl−1 > nl ≥ · · · ≥ ns−1 ≥ ns > 0.

Ce type de suite est appeléepartition faiblement unimodaledeN (tasou partition planairede

N ), voir (Stanley, 1997).

À l’aide de l’outil de calcul formel Maple (Maplesoft, 2007), nous avons developpé un pro-

gramme permettant d’engendrer tous les animaux les plus ronds pour une tailleN donnée. La

stratégie adoptée est présentée ici. En premier lieu, la description d’une suite faiblement uni-

modale est donnée par

(λ, b, h, µ),

oùλ, µ sont des partages d’entiers etb, h ∈ N∗. La suite(n1, · · · , ns) des projections verticales

(c)

µλ

(a)

b

h

(b)

Figure 3.12(a) (λ, b, h, µ), (b) (n1, · · · , ns), (c) animalA à tester, à rotation près.

satisfaisantn1 + · · · + ns = N est donnée par

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk < h = · · · = h︸ ︷︷ ︸
b

> µl ≥ µl−1 ≥ · · · ≥ µ1, (3.10)

avec|λ|+ bh + |µ| = N (voir Figure 3.12 (a)).
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Ensuite toutes les suites(λ, b, h, µ) minimisant le moment d’inertieI(A) associé à l’animalA,

qui est calculé par la formule (3.9) du Lemme 9, sont engendrées. En vertu du Lemme 8, on peut

restreindre le nombre de4-tuplets(λ, b, h, µ) à engendrer à ceux qui satisfont les conditions

s ≤ 2r + 1 et h ≤ 2r + 1,

c’est-à-dire

max(s, h) ≤ ⌊
√

2 + 2

√
N

π
+ 1⌋. (3.11)

Par exemple, pour chaqueN ≤ 40, l’ensemble des représentations, à symétrie diédraleprès, des

animaux de rondeur maximale pour une tailleN est donné dans le Tableau 3.1.À titre indicatif,

pour N = 40, le nombre de4-tuples (λ, b, h, µ) à tester satisfaisant (3.10) et (3.11) est de

76396 alors que pour ceux satisfaisant uniquement (3.10), le nombre s’élève à4207763. Le

Tableau 3.2 contient diverses statistiques associées auxanimaux les plus ronds pourN ≤ 40.

En l’occurrence, dans les cinq premières colonnes, on donne respectivement la tailleN , les

projections verticales, le moment d’inertie, le centre de gravité et le rayon du quasi-disqueCa0

associés aux animaux de rondeur maximale, à symétrie du groupe diédralD4 près, c’est-à-dire

les symétries du carré.

3.5 Remarques et quelques problèmes ouverts

Attardons nous d’abord à la remarque suivante. Considérons le plus petit disque ferméCmin

contenant le ou les animaux de rondeur maximale pour une taille N donnée. Soitc son centre

et rmin son rayon, c’est-à-direCmin = {z : |z − c| ≤ rmin}. Les deux dernières colonnes du

Tableau 3.2 correspondent précisément aux valeurs dec et rmin.

Intuitivement, on serait porté à croire queA est un quasi-disque de rayonrmin centré enc.

Autrement dit, il serait possible dans le Théorème 4, de remplacer le disqueCa0 par Cmin.

Cependant, en général, cette hypothèse s’avère être fausse.

Comme exemple, pourN = 17, considérons l’animalA de rondeur maximale situé à la ligne

17a du Tableau 3.2. Ses projections verticales sont(4, 5, 5, 3) et le plus petit disqueCmin conte-
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nantA est de rayonrmin =
√

5, centré au point(2, 0). Dans ce cas, le disqueCa0 est de rayon

r = 40
17 , centré au point(41

17 , 2
17 ) (voir Figure 3.13).

Figure 3.13L’animal d’inertie minimale pourN = 17 avec les disquesCa0 etCmin (en gras).

On observe alors queA n’est pas un quasi-disque de rayonrmin =
√

5. En effet, le point

entier(0, 0) représenté par le symbole+ appartient au disque ouvertC◦min mais ne constitue

pas un élément deA. La Figure 3.13 montre l’animalA ainsi que les disquesCa0 et Cmin. La

conjecture énoncée ci-dessous découle de ces observations.

Conjecture 1 Il existe,à translation pr̀es, une infinit́e d’animauxA de rondeur maximale qui

ne sont pas des quasi-disques de rayonrmin, où rmin est le rayon du plus petit disque contenant

l’animal A.

Cette hypothèse semble plausible, mais étant donnée la restriction des vérifications au cas des

animaux de taille allant deN = 1 jusqu’àN = 40, une seule occurrence, représentée à la

Figure 3.13 avecN = 17, a été identifiée.

Un problème naturel à se poser concerne la généralisation des résultats précédents à d’autres

familles de réseau. Il s’avère ici que l’on peut effectivement étendre les résultats énoncés à

d’autres types de réseaux. En voici une brève descriptionpour le cas particulier du réseau trian-

gulaire régulier. Dans ce contexte, un ensemble discretS est une réunion deN cellules hexa-
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gonales régulières distinctes etA est l’ensemble des centres de cesN hexagones, qui satisfait à

l’analogue de la formule (3.2), c’est-à-dire,

I(S) = I(A) + N · I(H),

où H est l’hexagone fondamental du réseau. Le réseauZ × Z est remplacé par l’ensemble

T ⊆ C des centres de tous les hexagones du réseau. Les notions de forte-convexité, disque et

quasi-disque se définissent facilement en utilisantT et la métrique euclidienne. Les ensembles

discrets d’inertie minimale du réseauT sont des ensembles fortement-convexes (le Théorème

3 s’applique toujours). L’inégalitér ≤ 1√
2

+
√

N
π pour le rayonr du quasi-disque, doit être

remplacé parr ≤ α + β
√

N avec les constantes appropriéesα, β. Le calcul des ensembles

discrets d’inertie minimale du réseauT, peut se faire en adaptant la stratégie utilisée pour le

réseau carré. Plus encore, il serait possible de généraliser à des familles de réseaux discrets en

dimensions supérieures.

Finalement, dans un autre ordre d’idées, d’une part le problème de la reconnaissance des droites

et des plans (Rosenfeld, 1974; Reveillès, 1991; Buzer, 2002; Buzer, 2003; Klette et Ro-

senfeld, 2004) est un problème qui a été grandement étudié et relativement bien compris.

D’autre part, un problème qui demeure actuel et dont les motivations sont nombreuses en

géométrie discrète, est la reconnaissance des cercles et des sphères (Andres, 1994; Andres

et Jacob, 1997; Fiorio et Toutant, 2006; Fiorio, Jamet et Toutant, 2006). En outre, le bord des

quasi-disques introduit dans la Section 3.3.2 semble se pr´esenter, à priori, comme étant un bon

candidat pour un cercle. Une étude plus approfondie des quasi-disques et leurs généralisations

pourrait s’avérer utile.
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N=23 N=24 N=25 N=26 N=27

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5(a) N=5(b) N=6 N=7

N=8 N=9 N=10 N=11(a) N=11(b) N=12 N=13

N=14 N=15 N=16(a) N=16(b) N=17(a) N=17(b)

N=18 N=19 N=20 N=21 N=22

N=28 N=29 N=30 N=31 N=32

N=33(a) N=33(b) N=34 N=35 N=36

N=37 N=38 N=39 N=40

Tableau 3.1Animaux les plus ronds de tailleN ≤ 40, à symétrie diédrale près.
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N projections verticales I(A) g(A) r c(A) rmin(A)

1 [1] 0 (1, 0) 0 (0, 0) 0

2 [1, 1] 1
2 (3

2 , 0) 1
2 (3

2 , 0) 1
2

3 [1, 2] 4
3 (5

3 , 1
3 ) 1

3

√
5 (3

2 , 1
2) 1

2

√
2

4 [2, 2] 2 (3
2 , 1

2 ) 1
2

√
2 (3

2 , 1
2) 1

2

√
2

5a [2, 2, 1] 4 (9
5 , 2

5 ) 2
5

√
10 (2, 1

2) 1
2

√
5

5b [1, 3, 1] 4 (2, 0) 1 (2, 0) 1

6 [2, 2, 2] 33
6 (2, 1

2) 1
2

√
5 (2, 1

2) 1
2

√
5

7 [2, 3, 2] 52
7 (2, 2

7) 9
7 (2, 1

4) 5
4

8 [3, 3, 2] 78
8 (15

8 , 1
8) 1

8

√
130 (2, 0)

√
2

9 [3, 3, 3] 108
9 (2, 0)

√
2 (2, 0)

√
2

10 [3, 3, 3, 1] 156
10 (11

5 , 0) 9
5 (7

3 , 0) 5
3

11a [2, 4, 4, 1] 212
11 (26

11 , 5
11 ) 1

11

√
349 (5

2 , 1
2) 1

2

√
10

11b [3, 4, 3, 1] 212
11 (24

11 , 2
11 ) 2

11

√
101 (9

4 , 1
4) 5

4

√
2

12 [2, 4, 4, 2] 264
12 (5

2 , 1
2 ) 1

2

√
10 (5

2 , 1
2) 1

2

√
10

13 [3, 4, 4, 2] 340
13 (31

13 , 5
13 ) 18

13

√
2 (23

10 , 3
10) 13

10

√
2

14 [3, 4, 4, 3] 425
14 (5

2 , 2
7 ) 3

14

√
85 (5

2 , 1
6) 1

6

√
130

15 [4, 4, 4, 3] 528
15 (12

5 , 2
5) 1

5

√
113 (5

2 , 1
2) 3

2

√
2

16a [2, 4, 4, 4, 2] 640
16 (3, 1

2) 1
2

√
17 (3, 1

2) 1
2

√
17

16b [4, 4, 4, 4] 640
16 (5

2 , 1
2 ) 3

2

√
2 (5

2 , 1
2) 3

2

√
2

17a [4, 5, 5, 3] 780
17 (41

17 , 2
17 ) 40

17 (2, 0)
√

5

17b [2, 4, 5, 4, 2] 780
17 (3, 6

17) 40
17 (3, 1

6) 13
6

18 [3, 4, 5, 4, 2] 925
18 (26

9 , 5
18 ) 1

18

√
1685 (3, 0)

√
5

19 [3, 5, 5, 4, 2] 1084
19 (54

19 , 3
19 ) 1

19

√
1937 (3, 0)

√
5

20 [3, 5, 5, 5, 2] 1255
20 (29

10 , 1
20 ) 1

20

√
2165 (3, 0)

√
5
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N projections verticales I(A) g(A) r c(A) rmin(A)

21 [3, 5, 5, 5, 3] 1428
21 (3, 0)

√
5 (3, 0)

√
5

22 [3, 5, 5, 5, 4] 1664
22 (34

11 , 1
11 ) 21

11

√
2 (45

14 , 3
14) 25

14

√
2

23 [5, 5, 5, 5, 3] 1916
23 (65

23 , 0) 2
23

√
970 (21

8 , 0) 5
8

√
17

24 [1, 5, 5, 5, 5, 3] 2183
24 (89

24 , 0) 65
24 (18

5 , 0) 13
5

25 [3, 5, 5, 5, 5, 2] 2474
25 (17

5 , 1
25 ) 1

25

√
4801 (7

2 , 0) 1
2

√
29

26 [3, 5, 5, 5, 5, 3] 2769
26 (7

2 , 0) 1
2

√
29 (7

2 , 0) 1
2

√
29

27 [1, 4, 6, 6, 6, 4] 3116
27 (35

9 , 13
27 ) 13

27

√
37 (15

4 , 1
2 ) 5

4

√
5

28 [4, 6, 6, 6, 4, 2] 3464
28 (45

14 , 1
2) 1

14

√
1570 (13

4 , 1
2 ) 5

4

√
5

29 [2, 5, 6, 6, 6, 4] 3852
29 (108

29 , 12
29 ) 10

29

√
74 (7

2 , 1
2) 1

2

√
34

30 [4, 6, 6, 6, 5, 3] 4258
30 (101

30 , 11
30 ) 1

30

√
7922 (7

2 , 1
2) 1

2

√
34

31 [3, 6, 6, 6, 6, 4] 4688
31 (111

31 , 14
31 ) 1

31

√
8642 (7

2 , 1
2) 1

2

√
34

32 [4, 6, 6, 6, 6, 4] 5120
32 (7

2 , 1
2 ) 1

2

√
34 (7

2 , 1
2) 1

2

√
34

33a [4, 6, 6, 6, 6, 5] 5680
33 (118

33 , 14
33 ) 80

33

√
2 (67

18 , 5
18) 41

18

√
2

33b [4, 6, 6, 6, 6, 4, 1] 5680
33 (119

33 , 16
33 ) 80

33

√
2 (23

6 , 1
2 ) 1

6

√
370

34 [4, 6, 7, 7, 6, 4] 6241
34 (7

2 , 5
17) 1

34

√
12833 (7

2 , 1
6) 1

6

√
370

35 [5, 6, 7, 7, 6, 4] 6816
35 (24

7 , 8
35 ) 1

35

√
13309 (129

38 , 7
38 ) 1

38

√
15170

36 [3, 5, 6, 7, 7, 5, 3] 7406
36 (145

36 , 1
12 ) 1

36

√
13546 (4, 0)

√
10

37 [3, 5, 7, 7, 7, 5, 3] 7992
37 (4, 0)

√
10 (4, 0)

√
10

38 [4, 5, 7, 7, 7, 5, 3] 8689
38 (149

38 , 1
19 ) 37

38

√
13 (23

6 , 1
6 ) 1

6

√
410

39 [3, 5, 7, 7, 7, 6, 4] 9388
39 (161

39 , 5
39 ) 1

39

√
17873 (25

6 , 1
6 ) 1

6

√
410

40 [3, 6, 7, 7, 7, 6, 4] 10127
40 (163

40 , 1
5) 1

40

√
19433 (235

58 , 15
58 ) 1

58

√
39442

Tableau 3.2Paramètres associés aux animaux ronds (N ≤ 40), à symétrie diédrale près.



Chapitre IV

PROPRIÉTÉS DE CONTOURS D’ ENSEMBLES DISCRETS

Dans cette partie, on se concentre davantage sur la frontière délimitant les ensembles discrets.

De nombreuses propriétés s’y rattachant sont fondamentales et méritent une attention parti-

culière. Ce chapitre est donc dédié à l’étude et l’analyse de chemins associés à des ensembles

discrets du réseauZ × Z. Plus précisément, nous rapportons ici les principaux r´esultats conte-

nus dans l’article (Brlek, Labelle et Lacasse, 2006a), qui est le prolongement d’une version

présentée à la conférence internationale DLT’05 (4–8 juillet 2005, Palerme, Italie) (Brlek, La-

belle et Lacasse, 2005c).

La plupart d’entre-nous ont déjà eu l’occasion d’expérimenter la tâche parfois difficile et ha-

sardeuse de se rendre d’un endroit à un autre en suivant une liste d’indications décrivant des

changements de direction aux intersections. En effet, dansune ville, trouver la route pour aller

d’un point A à un pointB est un problème assez simple lorsqu’on détient bien entendu, une

description géométrique locale adéquate de la configuration des intersections. On peut appeler

ceci l’algorithme du chauffeur de taxi de Manhattan. Il est aussi bien connu que toute courbe

continûment différentiable dans le plan peut être approximée par une courbe linéaire par mor-

ceau, laquelle est utilisée pour résoudre la plupart des calculs de base en calcul différentiel. On

adopte ici un point de vue paramétrique ou si on préfèredynamique, qui consiste à considérer

une courbe comme une suite élémentaire de déplacements.Cette approche fournit une descrip-

tion locale de la courbe plutôt qu’une description globale, qui se caractérise en général, par

l’utilisation de formules closes ou d’équations.

Voici maintenant comment est composé ce chapitre. Dans la Section 4.1, on introduit d’abord
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le nombre d’enroulementsd’un chemin dans le réseau carré, qui est une valuation découlant de

l’ algorithme du chauffeur de taxi de Manhattan. Certaines propriétés de base s’y rapportant sont

également énoncées. Les résultats sont ensuite appliqués aux cheminsnon croisants. Comme

corollaire, dans le cas des chemins non croisants fermés, on obtient une nouvelle démonstration

du résultat de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003) relevant de la géométrie discrète, qui met

en relation le nombreS de pointssaillantset le nombreR de pointsrentrantsd’un polyomino

par l’équation ci-dessous :

S −R = 4.

Un problème naturel à considérer est d’analyser le comportement de la relationS − R = cste

pour d’autres réseaux. Dans la Section 4.2, on montre que pour le cas des réseaux hexagonaux,

il y a en effet une formule analogue établissant la relation

S −R = 6.

Cependant de façon assez étonnante, nous allons voir qu’il n’existe aucun autre réseaurégulier

ousemi-ŕegulierpour lequel la formuleS −R = cste soit toujours satisfaite.

4.1 Valuation des chemins dans le ŕeseau carŕe

Dans ce travail, les courbes sont tracées dans le réseau carré du plan discretZ× Z. Un chemin

décrivant une courbe est un chemin polygonal formé de translations élémentaires unitaires dans

ce plan. Un chemin finiw ∈ Σ∗, tel que défini au Chapitre 1, est un motw sur l’alphabet

Σ = {a, a, b, b}.

Par exemple, les chemins de la Figure 4.1 sont codés respectivement par les mots

u = abbaaababbaabbbaaabbbbaabbabaabbaaaaabaabaabbababbaaabbaaba ,

v = baababababbabaabababaaabababaabbbbabbbbbababababbbabaabbaaabbbaaaa .

Notons que les croisements des chemins dans la représentation géométrique peuvent sembler

ambigus mais sans aucun doute, la représentation par le codage des mots est plus claire.
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u

v

Figure 4.1Un chemin ouvertu et un chemin fermév d’origine •.

4.1.1 Algorithme du chauffeur de taxi de Manhattan

Un chemin du réseau peut aussi être décrit par une suite dechangements de direction vers

la gauche ou vers la droite ainsi que par des pas vers l’avant ou vers l’arrière. En utilisant

l’alphabet des pas unitaires,Σ = {a, b, a, b}, nous définissons les ensembles de mouvements

correspondants par

VG = {ab, ba, ab, ba} = l’ensemble des changements de direction vers la gauche;

VD = {ba, ab, ba, ab} = l’ensemble des changements de direction vers la droite;

VA = {aa, aa, bb, bb} = l’ensemble des doubles pas qui avancent dans la même direction;

VR = {aa, aa, bb, bb} = l’ensemble des retours.

Ces ensembles correspondent respectivement aux mouvements de base vers la gauche (G), la

droite (D), l’avant (A) et le retour (R). Notons qu’un cheminw = w1w2 · · ·wn est complètement

déterminé, à translation près, par son pas initial et unmot sur l’alphabetΣd = {G,D,A,R}.
En effet, considéronsh : Σ2 −→ Σd, définie par

h(u) =





G si u ∈ VG,

D si u ∈ VD,

A si u ∈ VA,

R si u ∈ VR.

(4.1)

On étend ensuiteh à une fonctionf : Σ≥2 −→ Σ× Σ∗d définie sur les chemins arbitraires par

f(w) =

(
w1,

n−1∏

i=1

h(wiwi+1)

)
, (4.2)
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oùn est la longueur du motw et le produit désigne la concaténation. Comme notre étude portera

uniquement sur les propriétés géométriques des chemins, le pas initial sera omis, ce qui revient

à travailler avec les classes d’équivalence déterminées par les permutations cycliques. Le lemme

suivant est immédiat.

Lemme 10 Soitw ∈ Σ∗ un chemin ferḿe, alors

(i) w est de longueur paire :w = w1w2 · · ·w2n, pour un entiern ≥ 1 ;

(ii) f(w) est de longueur impaire.

Preuve.(i) Commew est un chemin fermé, on a|w|a = |w|a et |w|b = |w|b. Il s’ensuit que,

|w| = |w|a + |w|a + |w|b + |w|b = 2|w|a + 2|w|b = 2(|w|a + |w|b).

(ii) découle directement de (i), étant donné que|f(w)| = |w| − 1.

Introduisons maintenant une fonction de poidsδ : Σ2 −→ {−1, 0, 1, 2} sur les chemins de

longueur deux définie par

δ(u) =





−1 si u ∈ VD,

0 si u ∈ VA,

1 si u ∈ VG,

2 si u ∈ VR.

(4.3)

On étend cette fonction de poids à une valuationP : Σ≥1 −→ Z définie sur les chemins de

longueurn ≥ 1, en posant

P (w) =





∑n−1
i=1 δ(wiwi+1) si n > 1,

0 si n = 1.
(4.4)

Cette valuation correspond aunombre d’enroulementsmesuré selon les changements de direc-

tion d’angle π
2 . Un changement de direction vers la gauche contribue à une rotation positive

d’angle (+1)π
2 , un changement vers la droite à une rotation négative d’angle (−1)π

2 et un

élément dansVR donne lieu à une rotation d’angle(2)π
2 = π (retour dans la direction opposée).

Pour les éléments deVA, la contribution est nulle.

La formule d’additivité ci-dessous découle directementde la définition de la fonction de valua-

tion P donnée par (4.4).
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Proposition 4 Soitw = w1 · · ·wn un mot dansΣ≥2. Alors pour0 < k < n, on a

P (w) = P (w1 · · ·wk) + P (wkwk+1) + P (wk+1 · · ·wn).

Exemples. Prenons le cheminu de la Figure 4.1. On aP (u) = −8. On observe que la lettre

initiale est équivalente à la dernière et que trois des cycles sont décrits dans le sens horaire et un

quatrième, dans le sens anti-horaire. Ceci traduit le faitqueu peut se factoriser comme suit :

u = abbaa · (abab) · (baabbbaaabb) · bbaab · (babaabbaaa) ·aabaabaab · (bababbaa) ·abbaaba.

Autrement dit, la direction finale coı̈ncide avec l’orientation initiale, mais puisqu’on a effectué

quatre rotations complètes, le nombre de quarts de tour estdonné par(−3 + 1)× 4 = −10.

Pour le cheminv de la Figure 4.1, on aP (v) = −3. En effet, le chemin contient deux cycles

qui sont parcourus dans le sens horaire et un cycle dans le sens anti-horaire. Cependant, comme

la lettre de départ estv1 = b et celle d’arrivée esta, alors le nombre de quarts de tour est donné

par(−2 + 1)× 4 + 1 = −3.

Plus précisément, la valuation modulo4 dépend simplement de la direction de la première et de

la dernière lettre du chemin. Ces observations mènent au résultat suivant.

Théorème 5 Soitw = w1w2 · · ·wn ∈ Σ≥2, alors

P (w) ≡ δ(w1wn) mod 4.

Preuve.La valuation modulo4 indique la position relative entre le pas initial et le pas courant.

Effectuons une induction surn. Une analyse des cas possibles montre que le résultat est vrai

pourn ≤ 3. En particulier,

P (w1w2w3) ≡ δ(w1w3) mod 4.

Par la propriété d’additivité et l’hypothèse d’induction avecn− 1 ≥ 3, on a

P (w1w2 · · ·wn) = P (w1w2 · · ·wn−1) + P (wn−1wn)

≡ δ(w1wn−1) + δ(wn−1wn) mod 4

= P (w1wn−1wn)

≡ δ(w1wn) mod 4.
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Comme le nombre d’enroulements varie selon les positions relatives de la première et de la

dernière lettre, les propriétés suivantes sont immédiates. C’est-à-dire que, pour tout chemin

w = w1 · · ·wn, on a

P (w) ≡ 0 mod 4 ⇐⇒ w1 = wn et P (w · w1) ≡ P (w̃ · w1) ≡ 0 mod 4.

Notons que des résultats analogues aux précédents sont vrais pour les chemins différentiables

par morceaux en considérant l’angle entre les vecteurs tangents de leurs extrémités initiales et

finales.

4.1.2 Application aux chemins non croisants

Dans ce qui suit, nous appellonschemin non croisanttout chemin orienté qui ne revient pas

sur ses pas (c’est-à-dire que deux pas successifs ne sont pas opposés l’un de l’autre) et qui

ne possède pas de sommets distinctsv, v1, v2, v3, v4 tels quev1vv2 et v3vv4 (ou leurs images

miroirs) soient des sous-chemins (voir Figure 4.2). Autrement dit, un chemin ne peut se croiser

lui-même.

v

3

2

4

1v

v

v v

Figure 4.2Les points multiples interdits.

Néanmoins, certains points multiples peuvent apparaı̂tre tels qu’illustrés à la Figure 4.3.

Remarquons qu’un chemin non croisantfermé ne peut contenir de points multiples du type (a)

ou (d). En effet, supposons qu’un chemin ferméw possède un point multiple de type (a) par

exemple, alors le pointv1 devrait être relié au pointv2 par un certain chemin non croisantx,

et de même pour le pointv3 et v4 par un cheminy. On observe alors quex et y s’intersectent,

d’où la contradiction.
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(e)
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v

v

v

v

v

vv vv v

v

vv
2v v12 v1 v2 v1 2

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.3Quelques points multiples autorisés.

Dans un chemin non croisant les pasVR = {aa, aa, bb, bb} sont interdits et donc la valuation

P est la restriction deδ à l’ensembleΣ2 \ VR, c’est-à-dire que la fonction de poids, qui est

identifiée par la même lettre,δ : Σ2 \ VR −→ {−1, 0, 1} est définie par

δ(u) =





−1 si u ∈ VD,

0 si u ∈ VA,

1 si u ∈ VG.

En conséquence, seuls les changements de direction vers lagauche et vers la droite contribuent

au calcul du nombre d’enroulements.

Nous allons maintenant énoncer une condition suffisante pour que la valuationP (w) d’un che-

min w = w1w2 · · ·wn où w1 = wn soit nulle plutôt que congrue à0 modulo4. Pour ce faire,

nous introduisons deux demi-droites canoniquement associées à un chemin quelconquew. La

demi-droite contenant le pas de départw1 et aboutissant à son extremité finale est appelée la

demi-droite initialedu cheminw (voir Figure 4.4 (a)). De façon similaire, la demi-droite conte-

nant le pas finalwn issue de son extrémité initiale est appelée lademi-droite finaledu chemin

w (voir Figure 4.4 (b)).

(b)
w w1 n

(a)

Figure 4.4Demi-droite (a) initiale ; (b) finale.
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Lemme 11 Tout chemin ouvert non croisant et non videw = w1w2 · · ·wn tel que

(i) w1 = wn,

(ii) le chemin n’intersecte ni la demi-droite initiale ni la demi-droite finale,

satisfait

P (w) = P (w̃) = 0. (4.5)

Bien qu’une formulation plus générale pourrait être énoncée, la condition (i) s’avère suffisante

dans notre contexte et (ii) nous assure d’éviter les rotations complètes (enroulements) telles que

décrites à la Figure 4.5.

Figure 4.5Demi-droites intersectant un chemin.

Preuve.La condition (i) et la définition deP nous donnent

P (w) =

n−1∑

i=1

δ(wiwi+1)

=
∑

wiwi+1∈VG

δ(wiwi+1) +
∑

wiwi+1∈VA

δ(wiwi+1) +
∑

wiwi+1∈VD

δ(wiwi+1)

=
∑

wiwi+1∈VG

δ(wiwi+1) +
∑

wiwi+1∈VD

δ(wiwi+1)

≡ 0 mod 4.

(4.6)

Ainsi P (w) = 4k, k ∈ Z. Comme la condition (ii) empêche le cumul de rotations complètes,

on a donck = 0, d’où P (w) = 0.

Tout chemin non croisant ferméw est la frontière d’une région unique constituée de carr´es

unitaires. SoitQ le rectangle circonscrit dew tel que montré à la Figure 4.6.
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O E

S

N

Figure 4.6Une région et ses quatres points extrémauxO, N, E etS.

Les quatres pointextŕemauxsont définis par :

O le point le plus bas de la frontière situé sur le côté gauche deQ,

N le point le plus à gauche de la frontière situé sur côté du haut deQ,

E le point le plus haut de la frontière situé sur le côté droit deQ,

S le point le plus à droite de la frontière sur le côté du basdeQ.

À rotation cyclique près, en partant du pointO, w peut s’écrire (dans le sens anti-horaire) sous

la forme

w = (aX) · (bY ) · (aZ) · (bV ), (4.7)

oùX,Y,Z, V sont possiblement vides, pas nécessairement simultanément, ou de la formeX =

xa, Y = yb, Z = za, V = vb pour des cheminsx, y, z et v. Les cas vides correspondent à des

points extrémaux qui coı̈ncident avec des coins du rectangle.

Considérons le cas oùX,Y,Z, etV ne sont pas vides. En s’appuyant sur la Propriété 4 d’addi-

tivité et le Lemme 11, on a

P (w) = P (axa) + P (ab) + P (byb) + P (ba) + P (aza) + P (ab) + P (bvb)

= 0 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1 + 0 = 3,

ou de façon équivalente

|f(w)|G = |f(w)|D + 3.
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Le cas où au moins un des cheminsX,Y,Z, V est vide se traite de façon similaire et est laissé

au lecteur. Ces dernières observations établissent doncle résultat ci-dessous.

Proposition 5 Tout chemin non croisant ferḿew satisfaitP (w) = 3.

Une différente approche, plus géométrique, menant au mˆeme résultat est celle duchauffeur de

taxi de Manhattan. L’argumentation va comme suit.

Preuve (du chauffeur de taxi de Manhattan). En effectuant sa course du pointO à O dans

le sens anti-horaire, le chauffeur de taxi fait trois rotations de plus vers la gauche que vers la

droite. En effet, par le Lemme 11, chacun des quatres cheminsouvertsOS, SE, EN et NO

de la factorisation du parcoursw, contient exactement le même nombre de changements de

direction vers la droite que vers la gauche. Ensuite, par la propriété d’additivité, on doit ajouter

les trois changements de direction vers la gauche (rotations de π
2 ), qui apparaissent lorsqu’on

passe successivement par les trois points extrémauxS, E, N.

D’après la terminologie de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003), en parcourant dans le

sens anti-horaire un chemin non croisant fermé délimitant une région du plan, les rotations

vers la gauche (resp. vers la droite) correspondent à des points frontières ditssaillants (resp.

rentrants). En particulier, le chemin non croisant peut décrire la frontière d’un polyomino au

sens du Chapitre 1. En l’occurrence, dans la décompositionde la Figure 4.7, les quatres points

extrémaux du polyomino sont saillants.

N

S

EO

Figure 4.7Un polyomino simplement connexe et ses quatres points extr´emaux saillants.



82

Selon Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003), un ensemble discretE est un sous-ensemble de

Z×Z et un élément(i, j) ∈ E correspond à un carré unitaire dont les sommets sont(i± 1
2 , j± 1

2 ).

De plus, le plan discret translaté est défini parP1/2 = (1
2 , 1

2) + Z2 et les point ditssaillantset

rentrantssont définis comme suit.

Définition 13 • Un coin est un couple(M,N) avecM ∈ P1/2, N ∈ Z2 et M − N est

l’ensemble{(±1
2 ,±1

2)}.

• Un coin(M,N) est uncoin saillantdeE, si N ∈ E et M est l’extŕemit́e commune de deux

côtés conśecutifs de la frontìere deE, qui sontégalement des côtés du carŕe N + [−1
2 , 1

2 ]2.

• Un coin (M,N) est uncoin rentrantde E, si M est l’extŕemit́e commune de deux côtés

conśecutifs de la frontìere deE, qui ne sont pas des côtés du carŕeN + [−1
2 , 1

2 ]2.

Avant d’énoncer la prochaine définition, rappelons quelques notions reliées aux multi ensembles.

D’abord, unmulti ensembleest un ensemble dont les éléments sont munis d’une multiplicité.

Plus précisément, un multi ensemble est un coupleU = (U0, f) où f : U0 → N∗. L’ensemble

U0 est appelé lesupportdeU et pour tout élémentu ∈ U0, l’entier f(u) est appelé la multipli-

cité deu dansU et est dénotémultU (u). ,

Définition 14 Le multi ensemble despoints saillants-frontière(resp. rentrants-frontière) d’un

ensemble discretE, dénot́e SF (E) (resp.RF (E)), est le multi ensemble dont le support est in-

clus dansP1/2 et tel que pour toutM ∈ P1/2, le nombremultSF (E)(M) (resp.multRF (E)(M))

est le nombre deN tel que(M,N) est un coin saillant (resp. coin rentrant).

Autrement dit, selon leur terminologie, modulo une translation par(1
2 , 1

2), un pointM sur la

frontière d’un polyominoP est dit (frontière-) saillant (voir Figure 4.8 (a)) s’il appartient à

l’intersection de deux côtés consécutifs d’un carré deP. Le pointM est dit (frontière-) rentrant

(voir Figure 4.8 (b)) s’il appartient à l’intersection de deux arêtes consécutives de la frontière

deP qui sont des côtés d’un carré n’appartenant pas àP.

En conséquence, dans le contexte des chemins non croisantsfermés, il apparaı̂t une preuve

simple et constructive du résultat de Daurat et Nivat (Daurat et Nivat, 2003) :
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(b)

M

(a)

M

Figure 4.8Exemples d’un point (a) saillant et (b) rentrant selon Daurat et Nivat.

Corollaire 4 Dans une ŕegion du plan dont la frontière est d́elimitée par un chemin non croi-

sant ferḿe, en particulier pour un polyomino, le nombreS de points saillants et le nombreR

de points rentrants sont reliés par la formule

S −R = 4. (4.8)

Preuve.Soit w un chemin de contour non croisant décrit dans le sens anti-horaire. En partant

du pointO et en utilisant (4.7), on a,

P (wa) = P (w) + P (ba) = 3 + 1 = 4,

ou de façon équivalente

|f(wa)|G = |f(wa)|D + 4.

Il est à noter que les quatres points saillants supplémentaires peuvent s’identifier canoniquement

comme les pointsO, S, E etN.

4.2 Autres réseaux ŕeguliers

Un peu dans le même esprit, en définissant de manière appropriée la fonction de poids sur

l’ensembleΣ2 des pas élémentaires, il est possible d’étendre les résultats de la Section 4.1 à

des chemins arbitraires et à d’autres familles de réseaux. Un candidat intéressant à étudier est le

réseau hexagonal, pour lequel une adaptation directe des méthodes précédentes conduits à des

propriétés similaires.
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En effet, les chemins hexagonaux sont codés par un ensemblede mots, notéH, formés sur

un alphabet de6-lettres,Σh = {a, b, c, a, b, c}, où a, b et c correspondent respectivement aux

directions de baseei2n π
6 , pourn = 0, 1, 2. Comme les changements de direction d’angle4π/6

vers la gauche ou vers la droite ainsi que les doubles pas dansune même direction n’existent

pas dans le réseau hexagonal, les mots décrivant les chemins dans un tel réseau sont

w ∈ H = Σ∗h\Σ∗h · {aa, bb, cc, aa, bb, cc, ac, ab, ba, bc, cb, ca, ac, ab, ba, bc, cb, ca} · Σ∗h,

et les changements de direction acceptés sont codés par les ensembles de mots de2-lettres :

VG = {ab, bc, ca, ab, bc, ca} = changements de direction d’angleπ/3 vers la gauche;

VD = {ac, cb, ba, ac, cb, ba} = changements de direction d’angleπ/3 vers la droite;

VR = {aa, aa, bb, bb, cc, cc} = l’ensemble des pas vers l’arrière (retours).

En considérant ces ensembles, on peut former l’ensemble complet Σ≥2
h des chemins dans le

réseau hexagonal. La fonction de poids correspondanteδh : Σ2
h −→ {−1, 1, 3} est définie par

δh(u) =





−1 si u ∈ VD,

1 si u ∈ VG,

3 si u ∈ VR.

Cette fonction de poids s’étend à la valuationPh : Σ≥1
h −→ Z qui est définie sur les chemins

w de longueurn ≥ 1, par

Ph(w) =





∑n−1
i=1 δh(wiwi+1) si n > 1,

0 si n = 1.
(4.9)

Dans ce contexte, la propriété d’additivité est toujours satisfaite et le Théorème 5 s’adapte de

manière directe. Ceci entraı̂ne la spécialisation aux chemins non croisants suivante. Précisons

d’abord que le plus petit rectangle contenant la région (voir Figure 4.6) est remplacé par le plus

petit hexagone convexe (voir Figure 4.9) contenant le chemin fermé avec six points extrémaux

contrairement à quatre.
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Figure 4.9Réseau hexagonal régulier

La situation telle que décrite est résumée dans la proposition ci-dessous.

Proposition 6 Soitw = w1 · · ·wn ∈ H, alors

(i) Ph(w) ≡ δh(w1wn) mod 6,

(ii) Ph(w) ≡ 0 mod 6 ⇐⇒ w1 = wn,

(iii) dans le cas des chemins non croisants fermés, on aPh(w) = 5.

Par exemple, pour le cheminw = acacabababcbcacacacabcbcbcacababcacacab de la Figure

4.10, on a

Ph(w) = 10 ≡ δh(w1wn) mod 6

≡ δh(ab) mod 6

≡ −2 mod 6,

qui montre que (i) est satisfait.

Figure 4.10w = acacabababcbcacacacabcbcbcacababcacacab

Notons quew1wn = ab /∈ H justifie le fait queδh doit être définie sur tout l’ensembleΣ2
h.
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De façon triviale, (i) implique (ii). Finalement, on illustre (iii) par le chemin ferméw =

abacabcbabcabcbacbcababcbc de la Figure 4.9 où le point de départ est le point le plus à gauche

sur le côté du bas :

Ph(w) = 5.

Pour les chemins non croisants fermés dans le réseau hexagonal, la propriété de Daurat et Nivat

est énoncée comme suit :

Proposition 7 Dans une ŕegion du plan dont la frontière est d́elimitée par un chemin non croi-

sant ferḿe dans le ŕeseau hexagonal, en particulier pour un polyomino hexagonal, le nombre

S de points saillants et le nombreR de points rentrants sont reliés par la formule

S −R = 6. (4.10)

Preuve. On peut procéder de façon analogue au cas du réseau carréen considérant alors les

six points extrémaux. Cependant, nous allons plutôt utiliser une induction sur le nombren de

cellules hexagonales, afin de démontrer le résultat.

Pourn = 1, le résultat est trivial. Supposons que le résultat est v´erifié pour une région (sans

trou)H, constituée den hexagones et délimitée par un chemin non croisant orient´e positive-

ment. SoitS le nombre de points saillants deH etR le nombre de points rentrants deH.

Considérons maintenant une régionH′ obtenue deH en ajoutant un hexagone supplémentaire

H de façon à préserver la simple connexité. SoitS′ le nombre de points saillants deH′ etR′ le

nombre de points rentrants deH′.

Dépendemment du nombrek de cotés communs àH etH, la Figure 4.11 donne localement

les relations correspondantes entreS, R, S′ et R′. Dans chaque situation, la nouvelle cellule

hexagonale ajoutée est représentée en gris alors que lesautres sont blanches et on voit que la

relationS′ −R′ = 6 reste toujours vraie.
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Cas k=5

R’= R

S’= S

S’−R’=S−R=6

S’= S−2

R’= R−2

S’−R’=S−R=6

S’= S+4

R’= R+4

S’−R’=S−R=6 S’−R’=S−R=6

R’= R+2

S’= S+2

S’= S−1

R’= R−1

S’−R’=S−R=6

S’= S+1

R’= R+1

S’−R’=S−R=6

Cas k=0 Cas k=1

Cas k=2 Cas k=3

Cas k=4

Figure 4.11Preuve deS −R = 6 pour les réseaux hexagonaux réguliers.

Plus généralement, pour les régions contenant un nombrek donné de trous, les deux formules

(4.8) et (4.10) s’écrivent respectivement comme

S −R = 4− 4k et S −R = 6− 6k.

Ceci découle du fait que les trous décrivent des chemins parcourus dans le sens horaire, ce qui

signifie que les points saillants et rentrants ont interchangé leurs rôles.

Par exemple, considérons le polyomino possédant3 trous représentés à la Figure 4.12.

On peut vérifier que le nombre de points saillants estS = 24 + 2 + 4 = 30 et que le nombre de

points rentrants estR = 18 + 8 + 10 + 6 = 42, ce qui donne

S −R = 30− 42 = −12.
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Figure 4.12Un polyomino dans le réseau hexagonal ayant trois trous.

De façon équivalente, en appliquant la formule pour les r´egions contenantk trous, on obtient le

même résultat

S −R = 6− 6(3) = −12.

D’une part, comme la formuleS−R = cste n’est pas satisfaite pour les chemins non croisants

fermés d’un réseau triangulaire régulier, il devient relativement simple de voir qu’il n’existe pas

d’autres réseaux réguliers possédant une telle propri´eté. On le voit facilement dans la Figure

4.13, où en (a)S −R = 3 et en (b)S −R = 4.

(a) (b)

Figure 4.13S −R = cste est faux pour les réseaux triangulaires réguliers.

D’autre part, pour les huit réseaux semi-réguliers classifiés par Kepler (voir Figure 4.14), qui

consistent en les réseaux formés d’au moins deux polygones réguliers distincts (Grünbaum et

Shephard, 1987; Grünbaum et Shephard, 1989) dont chacun des sommets possède le même

motif polygonal cyclique, on peut vérifier que la relation de Daurat et Nivat,S −R = cste, est

également fausse.
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Figure 4.14Les réseaux semi-réguliers (Grünbaum et Shephard, 1987).

Par exemple, dans le premier réseau semi-régulier (voir Figure 4.14), la Figure 4.15 (a) donne

S −R = 6 et la Figure 4.15 (b) donneS −R = 0.

(a) (b)

Figure 4.15Un contre-exemple deS −R = cste pour le premier réseau semi-régulier .
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4.3 Remarques

La valuationP introduite à la Section 4.1 est de nature géométrique. Elle mesure la variation

totale des angles entre le point de départ et le point d’arrivée. En analyse complexe, lenombre

d’enroulements de contourou l’indice relatif à un pointz0 d’un contourγ est défini par

Indice(γ, z0) =
1

2πi

∮

γ

1

z − z0
dz,

et compte le nombre de fois que le contourγ s’enroule autour du pointz0.

Cette notion diffère de la nôtre qui est définie aussi pourles contours ouverts. Notons que dans

le contexte des nombres complexes, notre valuationP peut s’écrire comme

P (w) =
2
∑n−1

k=1 Arg
(

wk+1

wk

)

π
,

oùArg(z) est l’argument principal du nombre complexez 6= 0 satisfaisant−π < Arg(z) ≤ π.

On peut se demander s’il existe des réseaux pour lesquels des formules généralisées du type

Daurat et Nivat sont satisfaites, c’est-à-dire,

mS − nR = l,

pour des entiersm,n et l. On pourrait, par exemple, considérer les réseaux définis par un en-

semble fini{v1, v2, · · · , vk} dek vecteurs non nuls linéairement dépendants surN, dans lequel

cas les chemins fermés existent. Un problème naturel serait alors de trouver des conditions

nécessaires sur les classes associées aux chemins fermés simples, menant à des analogues de la

formule de Daurat et Nivat.



Chapitre V

OPÉRATIONS DE M ÉLANGE SUR LES CHEMINS DISCRETS

Le rôle de ce chapitre est de présenter divers résultats se rapportant à certaines propriétés sur

les opérations demélangeappliquées aux chemins discrets. Dans un premier temps, l’applica-

tion de l’opération demélange parfaitdans le réseau carréZ × Z révèle quelques propriétés

géométriques intéressantes. Entre autre, les chemins fermés restent fermés, l’aire ainsi que le

périmètre doublent et le centre de gravité subit une rotation de45◦ avec un facteur de simi-

litude de
√

2. On observe également des propriétés d’invariance pourles courbes du dragon

associées. Dans un deuxième temps, en remplaçant les chemins dans le réseau carré par des

chemins formés d’angles de2kπ/N et en utilisant desmélangesplus généraux, des résultats

analogues apparaı̂ssent.

Ces résultats ont notamment été présentés dans le cadre de la conférence internationale CANT’06

(8–19 mai 2006, Liège, Belgique) (Brlek, Labelle et Lacasse, 2006b) pour ensuite être publiés

sous forme d’une version plus détaillée (Brlek, Labelle et Lacasse, 2008c).

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la Section 5.1.1, on introduit le concept de

mélange parfaitappliqué aux chemins dans le réseau carré. La Section 5.1.2 traite des courbes

du typedragonassociées à des variantes de l’opération demélange parfait. L’étude de certains

paramètres reliés à l’itération descourbes du dragonest abordée dans la Section 5.1.3. Finale-

ment, la Section 5.2 est dédiée à la généralisation de ces résultats à d’autres types d’opérations

demélangeappliqués à des chemins formés d’angles de2kπ/N pourk = 0, · · · , N − 1.
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5.1 Mélanges dans le ŕeseau carŕe

Pour débuter notre étude, nous considérons d’abord les chemins discrets dans le réseau carré du

plan discretZ × Z. Un chemin discret est alors un chemin polygonal formé de d´eplacements

élémentaires unitaires dans le plan. Comme dans le Chapitre 4, nous utiliserons la réprésentation

des chemins par les mots de changements de direction, suivant l’équation (4.2) du chapitre

précédent.

5.1.1 Oṕerations de ḿelange et ḿelange parfait

Rappelons d’abord la définition usuelle duproduit de ḿelangese référant à Lothaire (Lo-

thaire, 1997). Considérons l’ensembleΣ = {a, a, b, b} des pas élémentaires dans le plan.

Définition 15 Soitu et v deuxéléments deΣ∗ écrits sous la formeu = u1u
′ et v = v1v

′ où

u1, v1 ∈ Σ. Leproduit de mélangedeu etv, not́eu v, est d́efini récursivement par

u v = u1(u
′ v) + v1(u v′),

avecǫ w = w ǫ = w, pour toutw ∈ Σ∗.

Par exemple, si on prendu = ab etv = aab, il est possible de vérifier que

(ab) (aab) = abaab + 3aabab + 6aaabb.

Le mélange parfaitest simplement un cas particulier du produit de mélange, consistant en un

terme spécifique de celui-ci.

Définition 16 Soitu un mot de longueurn + 1 et v un mot de longueurn. Lemélange parfait

∗ : Σn+1 ×Σn −→ Σ∗ deu et v est d́efini par

u ∗v = u1v1u2v2 · · · unvnun+1.
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5.1.2 Oṕerateur et courbe dragon

Dans le contexte du présent chapitre, le plan cartésienR × R est identifié au plan complexe

C dans le but de simplifier les notations et les calculs. En particulier, ceci permet d’associer

canoniquement à tout chemin polygonal ferméw ∈ Σ∗, un mot de changements de direction

f(w) ∈ Σ∗d, oùΣd = {G,A,D,R}, dont les lettresG, A, D etR sont interprétées comme des

nombres complexes.

Définition 17 Soitz = (z0, z1, · · · , zm−1) où zk = xk + iyk pourk = 0, 1, . . . ,m−1, la suite

des sommets d’un chemin polygonal fermé dans le plan complexe débutant au pointz0. Lemot

de changements de directionde ce chemin est le motd = d1d2 · · · dm−1 dont les lettres sont des

nombres complexesd1, d2, · · · , dm−1 donńes par

d1 =
∆z1

∆z0
, d2 =

∆z2

∆z1
, d3 =

∆z3

∆z2
, · · · , dm−1 =

∆zm−1

∆zm−2
, (5.1)

où ∆zk = zk+1 − zk etzm = z0 par convention.

En d’autres termes, en considérant la normalisationz0 = 0 et z1 = 1, on peut écrire

z0 = 0, ∆z0 = 1,

z1 = 1, ∆z1 = d1,

z2 = 1 + d1, ∆z2 = d1d2,

z3 = 1 + d1 + d1d2, ∆z3 = d1d2d3,

· · · · · ·
zk = 1 + d1 + · · ·+ d1d2 · · · dk−1, ∆zk = d1d2 · · · dk,

· · · · · ·
zm−1 = 1 + d1 + · · ·+ d1d2 · · · dm−2 ∆zm−1 = d1d2 · · · dm−1.

(5.2)

Dans le réseau carréZ × Z identifié àZ + iZ, considérons la suitez = (z0, z1, · · · , z2n−1)

des sommets oùzk = xk + iyk, pourk = 0, 1, . . . , 2n − 1, d’un chemin ferméw ∈ Σ∗. En

utilisant la fonctionf : Σ≥2 −→ Σ∗d définie par (4.2),w peut se réinterpréter comme le mot
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d1d2 · · · d2n−1 formé de nombres complexes

f(w) =
2n−1∏

i=1

h(wiwi+1) ≃ d1d2 · · · d2n−1

sur l’alphabetΣd = {G,D,A,R} ≃ {i,−i, 1,−1}.

Plus précisément,G est identifié au nombre complexei (rotation de90◦ vers la gauche),D au

nombre complexe conjuguḗi = −i (rotation de90◦ vers la droite),A au nombre1 (un pas vers

l’avant sans rotation) etR au nombre−1 (rotation de180◦, pas vers l’arrière).

Dans ce contexte, l’opération de mélange parfait appliquée au mot de changements de direction

d1d2 · · · d2n−1 ∈ {i,−i, 1,−1}∗ donne lieu au mot

(GD)n ∗ d1d2 · · · d2n−1 = Gd1Dd2Gd3 · · ·Gd2n−1D = id1 īd2id3 īd4 · · · id2n−1 ī,

qui constitue également un mot de changements de directionappartenant à{i,−i, 1,−1}∗ ,
associé à un autre chemin polygonal dont les sommets sont(ζ0, · · · , ζ4n−1). Cette suite de

sommets est dénotéeζ = M(z) = M(z0, · · · , z2n−1), oùM est l’opérateur de mélange

parfait étendu aux suites de sommets qui est décrit explicitement par les familles d’équations

suivantes (en utilisant la multiplication complexe, l’induction et le fait queīi = 1) :

M :





ζ4k = (1 + i)z2k, ∆ζ4k = ∆z2k,

ζ4k+1 = (1 + i)z2k + ∆z2k, ∆ζ4k+1 = i∆z2k,

ζ4k+2 = (1 + i)z2k+1, ∆ζ4k+2 = i∆z2k+1,

ζ4k+3 = (1 + i)z2k+1 + i∆z2k+1, ∆ζ4k+3 = ∆z2k+1,

(5.3)

pourk = 0, 1, · · · , n − 1.

À partir de maintenant, nous utiliserons l’abus de notationqui consiste à identifier tout chemin

w = w1w2 · · ·wm à la suitez = (z0, z1, · · · , zm−1) de ses sommets correspondants.

Un attrait de l’opérateur de mélange parfaitM, est qu’il peut être itéré. Ses itérations engendrent

des chemins fermés prenant l’allure de fractales. Par exemple, la Figure 5.1 montre les itérations

4, 7 et10 pour la croixDGGDGGDGGDG et le carréGGG.
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Figure 5.1Opération deM sur la croix et le carré (à changement d’échelle près).

Comme les courbes associées aux itérées de l’opérateurM ne tendent pas vers une courbe li-

mite, une certaine normalisation est nécessaire.À cet effet, nous introduisons un nouvel opérateur

demélange parfait normaliśe, qu’on noteraD. Celui-ci est défini sur les chemins fermés et ses

itérations convergent vers des courbes de type courbe classique du dragon (voir Figure 5.1). De

telles itérations ont d’abord été étudiées par les physiciens de la NASA John Heighway, Bruce

Banks, et William Harter. Elles ont ensuite été décritespar Martin Gardner dans une de ses

chroniques de récréations mathématiques du Scientific American (Gardner, 1967). Plusieurs de

leurs propriétés ont été publiées par Chandler Davis et Donald Knuth.

Définition 18 L’opérateur dragon, D, est d́efini sur les chemins par

D =
1

1 + i
M.
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Plus pŕeciśement,

D(z0, z1, · · · , z2n−1) = (ξ0, ξ1, · · · , ξ4n−1),

où

D :





ξ4k = z2k, ∆ξ4k = 1
2(1− i)∆z2k,

ξ4k+1 = z2k + 1
2(1− i)∆z2k, ∆ξ4k+1 = 1

2(1 + i)∆z2k,

ξ4k+2 = z2k+1, ∆ξ4k+2 = 1
2(1 + i)∆z2k+1,

ξ4k+3 = z2k+1 + 1
2(1 + i)∆z2k+1, ∆ξ4k+3 = 1

2(1− i)∆z2k+1,

(5.4)

pourk = 0, 1, · · · , n − 1.

5.1.3 Comportements ŕeguliers de param̀etres ǵeométriques

Afin d’analyser certains paramètres reliés aux opérateursM et D, nous proposons la version

complexe suivante du théorème classique de Green que nousavons rencontré précédemment au

Chapitre 2. Celle-ci s’avère très avantageuse dans le contexte actuel.

Théorème 6 Soit A(x, y) et B(x, y), deux fonctions contin̂ument diff́erentiables d́efinies sur

un ouvert contenant une région simplement connexe,Ω, délimitée par une courbe simple,Γ,

orient́ee positivement. Posonsφ(z) = A + iB = A(x, y) + iB(x, y), où z = x + iy. Alors,

∫

Γ
φ(z) dz = −

∫ ∫

Ω

(
∂B

∂x
+

∂A

∂y

)
dx dy + i

∫ ∫

Ω

(
∂A

∂x
− ∂B

∂y

)
dx dy.

Preuve.Puisqueφ(z) dz = (Adx−B dy) + i(B dx + Ady), il suffit d’appliquer deux fois la

version réelle classique du théorème de Green. Les détails sont laissés au lecteur.

Par exemple, pourφ(z) = z̄ = x− iy, le conjugué dez, on a

∫

Γ
z̄ dz =

∫ ∫

Ω
(0 + 0) dx dy + i

∫ ∫

Ω
(1− (−1)) dx dy = 2i

∫ ∫

Ω
dx dy = 2ia,

oùa = a(Γ) désigne l’aire signée de la régionΩ dont la frontière orientée estΓ.

Il s’ensuit que

a(Γ) =
1

2
ℑ
∫

Γ
z̄ du, (5.5)
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où ℑ désigne la partie imaginaire du nombre complexez. En ce qui concerne le centre de

gravité et le moment d’inertie, on a les formules

g(Γ) =
i

4a

∫

Γ
z̄2 dz, (5.6)

I(Γ) =
1

4
ℑ
∫

Γ
|z|2z̄ dz − |g|2a, (5.7)

oùg = g(Γ) dénote le centre de gravité vu comme un nombre complexe etI = I(Γ) le moment

d’inertie deΩ. Plus précisément, on a

a(Γ) =
1

2

∫

Γ
(x dy − y dx),

g(Γ) =

∫∫
Ω x dx dy

a
+ i

∫∫
Ω y dx dy

a
dx dy,

I(Γ) =

∫ ∫

Ω
(x2 + y2) dx dy − |g|2a.

Notons que le centre de gravité et le moment d’inertie sont définis seulement sia 6= 0.

Afin d’implémenter la version complexe du théorème de Green dans le contexte des chemins

polygonaux fermés dont la suite des sommets est(z0, z1, · · · , zm−1), l’intégrale
∫
Γ φ(z) dz est

évaluée sous forme de somme finie de la façon suivante :

Lemme 12 Soit Γ le chemin ferḿe dont la suite des sommets est(z0, · · · , zm−1). Posons

φ∗(z, s) =
∫ 1
0 φ(z + ts) dt. Alors,

∫

Γ
φ(z) dz =

m−1∑

ν=0

φ∗(zν ,∆zν)∆zν .

Preuve.Soitz = zν + t∆zν et dz = ∆zν dt. On a alors,

∫

Γ
φ(z) dz =

m−1∑

ν=0

∫

[zν ,zν+1]
φ(z) dz =

m−1∑

ν=0

∫ 1

0
(φ(zν + t∆zν) dt)∆zν

=

m−1∑

ν=0

φ∗(zν ,∆zν)∆zν .
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En utilisant le Lemme 12, les formules (5.5) et (5.6) donnantrespectivement l’aire et le centre

de gravité, prennent les formes suivantes

a(Γ) =
1

2
ℑ

m−1∑

ν=0

zν∆zν , (5.8)

g(Γ) =
i

4a

m−1∑

ν=0

(
zν

2 + zν∆zν +
1

3
(∆zν)

2

)
∆zν . (5.9)

Le comportement des opérateursM et D relativement aux aires et aux centres de gravité se

résume par le théorème suivant.

Théorème 7 Soitz = (z0, z1, · · · , z2n−1) un chemin ferḿe du plan complexe constitué de pas

unitaires. Alors, les cheminsM(z) etD(z) sontégalement ferḿes. De plus,

(i) a(M(z)) = 2a(z), (ii) g(M(z)) = (1 + i) · g(z),

(iii) a(D(z)) = a(z), (iv) g(D(z)) = g(z),

oùM et D dénote respectivement les opérateurs de ḿelange parfait et de dragon(voir Figure

5.2 ).

Figure 5.2 Illustration du Théorème 7 :M vsD.
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Preuve.Un cheminz est fermé si et seulement si
∑2n−1

ν=0 ∆zν = 0. Soit ζ =M(z). Alors par

(5.3), il en découle que

4n−1∑

ν=0

∆ζν =

n−1∑

k=0

(∆z2k + i∆z2k + ∆z2k+1 + i∆z2k+1) = (1 + i)

2n−1∑

ν=0

∆zν = 0,

ce qui démontre bien queM(z) est fermé. De façon similaireD(z) est également fermé.

Prouvons maintenant (iii). Par la formule (5.8) appliquéeà ξ = D(z) et en utilisant (5.4), on a

a(D(z)) =
1

2
ℑ

4n−1∑

ν=0

ξν∆ξν

=
1

2
ℑ

n−1∑

k=0

(
z2k∆z2k + z2k+1∆z2k+1 +

i

2
(|∆z2k|2 − |∆z2k+1|2)

)

=
1

2
ℑ

2n−1∑

ν=0

zν∆zν +
1

4

n−1∑

k=0

(
|∆z2k|2 − |∆z2k+1|2

)
= a(z)

puisque|∆z2k| = |∆z2k+1| = 1 pourk = 0, 1, · · · , n− 1.

Similairement, pour (iv), soitΓ le périmètre dez et D(Γ) le périmètre deD(z). Par la formule

(5.9) et en utilisant (5.4), on obtient alors,
∫

D(Γ)
ξ
2
dξ −

∫

Γ
z2 dz

=
n−1∑

k=0

i

(
z2k|∆z2k|2 − z2k+1|∆z2k+1|2 +

1

2
|∆z2k|2∆z2k −

1

2
|∆z2k+1|2∆z2k+1

)

− 1

6

n−1∑

k=0

(
|∆z2k|2∆z2k + |∆z2k+1|2∆z2k+1

)

=
n−1∑

k=0

i

(
z2k − z2k+1 +

1

2
∆z2k −

1

2
∆z2k+1

)
− 1

6

n−1∑

k=0

(
∆z2k + ∆z2k+1

)

puisque|∆z2k| = |∆z2k+1| = 1 pourk = 0, 1, · · · , n− 1.

Comme le chemin est fermé, la deuxième somme du membre de droite de la dernière égalité

vaut0 puisque
n−1∑

k=0

∆z2k + ∆z2k+1 =
2n−1∑

ν=0

∆zν = 0 = 0.
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La première somme vaut également0, étant donné qu’elle peut être réécrite comme

i

2

n−1∑

k=0

(z2k − z2k+2) =
i

2
((z0 + z2 + · · · + z2n−2)− (z2 + · · ·+ z2n−2 + z2n)) = 0

puisquez0 = z2n.

Par (iii) et en utilisant le fait quea(D(z)) = a(z), on a donc

g(D(z)) =
i

4a(D(z))

∫

D(Γ)
ξ
2
dξ =

i

4a(D(z))

∫

Γ
z2 dz =

i

4a(z)

∫

Γ
z2 dz = g(z).

Finalement, (i) et (ii) découlent du fait queM(z) = (1 + i) D(z), ce qui montre queM(z) est

obtenu deD(z), en utilisant une rotation de45◦ et un facteur de similitude de
√

2 = |1 + i|.

Exemple. Soit f(w) = ADAADAGAGGAAAGD aveca(f(w)) = −2. Comme attendu et

tel que montré dans la figure ci-dessous, on trouve

a((GD)8 ∗f(w)) = a((DG)8 ∗f(w)) = −4.

ADAADAGAGGAAAGD f∗8
  (      )            (w)  GD

  

f (w) = f∗8
  (      )            (w)  DG

5.2 Extensionà des ḿelanges plus ǵenéraux

Dans la section précédente, il était question de cheminsdans le réseau carré avec des chan-

gements de direction de0◦, 90◦, 180◦et 270◦ ainsi que des mélanges très particuliers, menant

à des courbes du type de dragon classique.À partir de maintenant, nous allons explorer des

changements de direction plus généraux formés d’angles2kπ/N pour k = 0, · · · , N − 1 et

de familles d’opérations de mélange et de dragon qui leurssont associées. Une attention parti-

culière est portée sur la recherche de conditions sur ces opérateurs préservant l’aire et le centre

de gravité de chemins fermés polygonaux se rapportant à ces nouveaux types de changements

de direction.
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5.2.1 Mélange de mots et chemins liés aux racines de l’unit́e

Soit ω = e2πi/N une racine primitiveN -ième de l’unité et remplaçons simultanément les al-

phabetsΣ etΣd considérés ci-haut par

Σ = Σd = {1, ω, ω2, · · · , ωN−1}.

Les chemins et les changements de direction correspondantssont simplement des mots sur ce

nouvel alphabet pour lequels les formules (5.1) et (5.2) sont vérifiées. La suite des sommets des

chemins polygonaux est dénotée parz = (z0, z1, · · · , zn−1), et on constate que ces nouveaux

chemins sont touśequilat́erauxau sens où chacun de leurs pas sont de même longueur, c’est-à-

dire |zi+1 − zi| = |∆zi| = cste (= 1 dans le cas présent), pouri = 0 · · · n− 1 et z0 = zn dans

le cas des chemins fermés.

Par exemple, soitN = 12 et Σ = Σd = {1, ω, ω2, · · · , ω11} où ω = e2πi/12, et soit le

mot de changements de directiond = ω1ω3ω4 ∈ Σ∗d. Le chemin polygonal correspondant est

représenté à la Figure 5.3 (a).

0 1 0 1
(b)(a)

Figure 5.3Les chemins (a)d = ω1ω3ω4 ; (b) δ ∗d = ω2ω3 · 1 · ω2 · ω · ω7ω2ω5 ∗d.

Considéronsd = d1d2 · · · dn−1 ∈ Σ∗d le mot de changements de direction associé à un chemin

polygonal équilatéral dont la suite des sommets estz = (z0, z1, · · · , zn−1). Soit δ ∈ Σ∗d un

autre mot etfixonsune factorisation de celui-ci en sous-mots possiblement vides :

δ = δ0 · δ1 · δ2 · · · δn−1, δk ∈ Σ∗d, (5.10)

où · désigne la concaténation et chacun des sous-motsδk, de longueurmk ≥ 0 est donné par

δk = δk,1 · · · δk,mk
, δk,j ∈ Σd. (5.11)
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La factorisation (5.10) donne lieu à un nouveau mélange parfait généralisé, noté également

∗, et défini par

δ ∗d = δ0 · d1 · δ1 · d2 · δ2 · d3 · · · δn−2 · dn−1 · δn−1.

Notons queδ ∗d consiste encore en un seul terme du produit de mélange usuelδ d comme

dans la Section 5.1.1. En utilisant la normalisationz0 = 0, z1 = 1, ce nouveau mot est le mot

de changements de direction d’un autre chemin polygonalζ =M(z) avecζ0 = 0 et ζ1 = 1.

Par exemple, soitN = 12 et l’alphabetΣd = {1, ω, ω2, · · · , ω11} oùω = e2πi/12. Considérons

le motd = ω1ω3ω4 ∈ Σ∗d, qui est représenté par le chemin de la Figure 5.3 (a), ainsi que la

factorisationδ = ω2ω3 · 1 · ω2 · ω · ω7ω2ω5. L’application du mélange parfait àδ etd donne le

nouveau mot

δ ∗ d = (ω2ω3 · 1 · ω2 · ω · ω7ω2ω5) ∗ (ω1ω3ω4)

= (ω2ω3) · ω · (1) · 1 · (ω2) · ω3 · (ω) · ω4 · (ω7ω2ω5),

qui correspond au chemin de la Figure 5.3 (b).

On observe que dans la Figure 5.3 (b) les plus gros points, mis-à-part le premier qui est toujours

nul, correspondent à la lecture des lettresdk du motd = ω1ω3ω4 dans le nouveau motδ ∗d

pourk = 1, · · · , n − 1. On remarque également que le polygone représenté en pointillé dans

la Figure 5.3 (b), dont les sommets sont précisément ces gros points, ne possède pas la même

forme que le polygone original de la Figure 5.3 (a).

5.2.2 Oṕerateur dragon généralisé

Dans cette section, nous déterminons des conditions sur lafactorisation (5.10), à savoir

δ = δ0 · δ1 · δ2 · · · δn−1, δk ∈ Σ∗d,

nous assurant que pour tout chemin polygonal ferméz = (z0, · · · , zm), le chemin correspon-

dantζ =M(z) est également fermé. De plus, ces conditions doivent permettrent la définition

d’un opérateur dragon associéD(z) et donner lieu à un comportement régulier de la forme
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a(M(z)) = s · a(z),

g(M(z)) = t · g(z),

oùs ∈ R et t ∈ C sont des constantes indépendantes dez.

Définition 19 Un opérateur dragonD assocíe à une factorisationδ donńee par(5.10)et (5.11)

est une transformation de la forme

ξ = D(z) = κ · M(z),

oùM est l’oṕerateur de ḿelange parfait associé etκ ∈ C, qui d́epend de la factorisation, est

une constante telle que le polygonez apparâıt comme un sous-polygone deξ. Plus pŕeciśement,

ξ0 = z0 = 0,

ξm0+1 = z1 = 1,

ξm0+m1+2 = z2,

· · ·

ξm0+m1+···+mn−2+n−1 = zn−1.

Notons que ces conditions sur la factorisationδ sont très restrictives.

Afin d’étudier les déformationslocalesdûes à l’effet de l’opérateur dragon sur les côtés succes-

sifs d’un chemin polygonal, nous introduisons la notion d’oreille définie comme suit.

Définition 20 Consid́erons un segment orienté [a, b] dans le plan complexe. Une[a, b]-oreille

est un cheminε dont la suite des sommets

(α0, α1, · · · , αm, αm+1), m ≥ 0,

satisfaitα0 = a etαm+1 = b (voir Figure 5.4 (a)).

Le nombre complexeb − a est appeĺe l’ouverturede l’oreille ε et est d́enot́e ε̌. De plus, lafer-

metured’une oreilleε consiste au chemin ferḿe ε� ayant(α0, α1, · · · , αm, αm+1, α0) comme

suite de sommets(voir Figure 5.4 (b)).
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a

(b)(a)

b

a

b

Figure 5.4 (a) Une[a, b]-oreille ε et (b) sa fermeture correspondanteε�.

Notons qu’un chemin polygonal fermé correspond à une oreille d’ouverture0. De plus, toute

[a, b]-oreille ε (respectivementε�) aveca 6= b, peut se normaliser en une[0, 1]-oreille, c’est-à-

dire,Ta,b ε (respTa,b ε�), à l’aide d’une transformation de la forme

Ta,b : z → z − a

b− a
,

et plus généralement en une[a′, b′]-oreille où a′, b′ sont des nombres complexes arbitraires

distincts. En particulier, tout motγ = γ1γ2 · · · γm ∈ Σ∗d donne lieu à une oreille correspondante

ε = ε(γ) dont la suite des sommets est

(0, 1, 1 + γ1, 1 + γ1 + γ1γ2, · · · , 1 + γ1 + γ1γ2 + · · ·+ γ1γ2 · · · γm)

et dont l’ouverture esťε = ε̌(γ) = 1 + γ1 + γ1γ2 + · · ·+ γ1γ2 · · · γm.

Afin de représenter un opérateur dragon et les oreilles quilui sont associées, posons à titre

d’exemple,N = 12. Nous allons voir que la factorisationδ = δ0 · δ1 · δ2 · δ3 ∈ Σ∗d où

δ0 = ω4ω8ω4, δ1 = ω8ω2, δ2 = ω10ω4, δ3 = ω10ω10,

admet alors un opérateur dragon.

En effet, ceci peut être vu par l’exemple suivant. Soit le chemin polygonal équilatéral ferméz =

(z0, z1, z2, z3) correspondant au motd = ω3ω3ω3 ∈ Σ∗d (voir Figure 5.6 (a)) et soit les oreilles

ε(δ0), ε(δ1), ε(δ2), ε(δ3) associées respectivement aux sous-motsδ0, δ1, δ2, δ3, représentées par

les chemins de la Figure 5.5.

Le mélangeζ =M(z) est illustré à la Figure 5.6 (b).
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10 1 0 1

0 1

0

Figure 5.5Les oreillesε(δ0), ε(δ1), ε(δ2), ε(δ3) associées aux sous-motsδ0, δ1, δ2, δ3.

Concernant la situation générale pour obtenir une courbedu dragon, l’analyse va comme suit.

On considère un polygone équilatéral ferméz = (z0, z1, · · · , zn−1, z0), avecz0 = 0, z1 = 1.

À l’aide de transformations affines adéquates, on colle lesoreilles

ε(δ0), ε(δ1), · · · , ε(δk), · · · , ε(δn−1)

sur les côtés successifs correspondants

[z0, z1], [z1, z2], · · · , [zk, zk+1], · · · , [zn−1, z0],

pour ainsi obtenir les oreillesε0, ε1, · · · , εn−1 satisfaisant aux conditions ci-dessous

(i) εk = zk + (∆zk)ε(δk)/ε̌(δk),

(ii) ε̌k = ∆zk,

(iii) |ε̌k| = |∆zk| = 1,

(5.12)

pourk = 0, 1, · · · , n−1. La Figure 5.6 (c) illustre cette situation dans le contextede l’exemple

précédent.

(c)
0 1 0 1 0 1

(a) (b)

Figure 5.6Chemin polygonal : (a) original ferméz (b)M(z) (c) D(z).
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On en déduit les conditions nécéssaires suivantes pour l’existence de l’opérateur dragonD

κ =
1

ε̌(δ0)
, D(z) =

1

ε̌(δ0)
M(z)

et

|ε̌(δ0)| = |ε̌(δ1)| = · · · = |ε̌(δn−1)|, (5.13)

où |γ| dénote le module du nombre complexeγ. Notons que le polygoneM(z) est semblable

au polygoneD(z) puisque qu’il est obtenu par une homothétie (multiplication par le nombre

complexe1/ε̌(δ0)).

Poursuivons maintenant notre étude en analysant les changements de direction lors du passage,

à travers un point commun, entre les cheminsz et D(z). Pour ce faire, considéronszk, zk+1 et

zk+2, trois sommets consécutifs du chemin initialz (voir Figure 5.7 (a)) où

dk+1 =
zk+2 − zk+1

zk+1 − zk
,

et considérons les trois sommetsξ′, zk+1, ξ′′ consécutifs deξ = D(z) correspondants (voir

Figure 5.7 (b)).

’

z

z

z z

z

z

ξ"

ξ

k+1

k

(a) (b)

k+1

k

k+2 k+2

Figure 5.7Trois sommets consécutifs : (a) dez ; (b) deξ = D(z).

À la lecture du motδ ∗ d, lorsqu’on atteint la lettredk+1, l’égalité suivante doit également

être satisfaite

dk+1 =
ξ′′ − zk+1

zk+1 − ξ′
.

Autrement dit, on doit avoir
zk+1 − ξ′

zk+1 − zk
=

ξ′′ − zk+1

zk+2 − zk+1
,
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ce qui est équivalent, dans le contexte des[0, 1]-oreilles à l’égalitéA = 1−B (voir Figure 5.8),

où

A =
ξ′′ − zk+1

zk+2 − zk+1
et B =

ξ′ − zk

zk+1 − zk
.

B

0 1

A

Figure 5.8Les[0, 1]-oreilles correspondantes.

Quelques calculs mènent à

A =
1

ε̌(δk+1)
,

B =
1 + δk,1 + δk,1δk,2 + · · · + δk,1δk,2 · · · δk,mk−1

ε̌(δk)
= 1− δk,1δk,2 · · · δk,mk

ε̌(δk)
·

La conditionA = 1−B équivaut à dire que les conditions

ε̌(δk) = δk,1δk,2 · · · δk,mk
ε̌(δk+1) ∈ C, k = 0, 1, · · · , n− 1, δn = δ0, (5.14)

doivent être vérifiées.

Pour simplifier l’écriture des conditions (5.14), définissons la relation binaire≺ sur les mots

α, β ∈ Σ∗d par

α ≺ β ⇐⇒ ε̌(α) = α1α2 · · ·αp ε̌(β) ∈ C,

oùα = α1α2 · · ·αp. Les conditions (5.14) peuvent donc se réécrire comme

δ0 ≺ δ1 ≺ · · · ≺ δk ≺ · · · ≺ δn−1 ≺ δ0. (C1)

Notons que (C1) implique la condition (5.13), c’est-à-dire |ε̌(δ0)| = |ε̌(δ1)| = · · · = |ε̌(δn−1)|.

Lemme 13 Si la factorisationδ = δ0 · δ1 · δ2 · · · δn−1 satisfait la condition(C1), alorsM
transforme tout chemin ferḿe en un chemin ferḿe et

D(z) =
1

ε̌(δ0)
M(z)

est un oṕerateur dragon bien d́efini.
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Preuve. Il reste seulement à montrer que les chemins fermés sont transformés en chemins

fermés. En premier lieu, considérons l’exemple suivant avec n = 3. Soit d = d1d2 ∈ Σ∗d et

δ = δ0δ1δ2 ∈ Σ∗d, où

δ0 = δ0,1δ0,2,

δ1 = δ1,1,

δ2 = δ2,1δ2,2δ2,3.

Le fait que le cheminz = (z0, z1, z2, z0) soit fermé est équivalent ǎ̀ε(d) = 1 + d1 + d1d2 = 0.

On a,

δ ∗ d = (δ0,1δ0,2) · d1 · (δ1,1) · d2 · (δ2,1δ2,2δ2,3)

et les sommets deM(z) sont les nombres complexes(ζ0, ζ1, · · · , ζ9). Il est aisé de montrer que

ζ0 = 0,

ζ1 = 1,

ζ2 = 1 + δ0,1,

ζ3 = ε̌(δ0),

ζ4 = ε̌(δ0) + δ0,1δ0,2d1,

ζ5 = ε̌(δ0)(1 + d1),

ζ6 = ε̌(δ0) + ε̌(δ0)d1 + δ0,1δ0,2d1δ1,1d2,

ζ7 = ε̌(δ0) + ε̌(δ0)d1 + δ0,1δ0,2d1δ1,1d2 + δ0,1δ0,2d1δ1,1d2δ2,1,

ζ8 = ε̌(δ0) + ε̌(δ0)d1 + δ0,1δ0,2d1δ1,1d2 + δ0,1δ0,2d1δ1,1d2δ2,1

+δ0,1δ0,2d1δ1,1d2δ2,1δ2,2,

ζ9 = ε̌(δ0)(1 + d1 + d1d2) = ε̌(δ0) · 0 = 0.

Dans le cas général, on observe le même type de comportement et on a donc

ε̌(δ0)(1 + d1 + d1d2 + · · ·+ d1d2 · · · dn−1) = ε̌(δ0) · 0 = 0.

5.2.3 Conditions pour un comportement ŕegulier de paramètres

Avant d’énoncer le résultat principal de la présente section (Théorème 8) concernant le com-

portement des principaux paramètres géométriques associés à l’opérateur dragonD, quelques
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lemmes préalables sont nécessaires. Ces lemmes traitentdes oreilles, de propriétés d’additivité

de l’aire et du centre de gravité, ainsi que de l’existence des courbes de type dragon.

Lemme 14 Soitz un chemin polygonal ferḿe etξ = D(z). Alors,

∫

z
f(u) du =

∫

ξ
f(u) du

si et seulement si

Σn−1
k=0

∫

ε�

k

f(u) du = 0

où εk désigne la[zk, zk+1]-oreille assocíeeà D, pourk = 0, 1, · · · , n− 1 (voir Figure 5.6 (c)).

Preuve.Les deux cheminsξ etz se décomposent comme suit

ξ = ε0 + ε1 + · · ·+ εn−1

z = [z0, z1] + [z1, z2] + · · ·+ [zn−2, zn−1] + [zn−1, z0].

On conclut directement en remarquant que,

∫

ξ
f −

∫

z
f =

(∫

ε0

f −
∫

[z0,z1]
f

)
+

(∫

ε1

f −
∫

[z1,z2]
f

)

+ · · · +
(∫

εn−1

f −
∫

[zn−1,z0]
f

)

=

∫

ε�

0

f +

∫

ε�

1

f + · · ·+
∫

ε�

n−1

f.

Le lemme suivant consiste en une version complexe d’un résultat classique à propos du centre

de gravité d’objets composés (Feynman, Leighton et Sands, 1963).

Lemme 15 Consid́erons deux chemins polygonaux fermésp1, p2, partageant un ĉoté commun

dans des directions opposées. Soitp = p1 + p2 le chemin polygonal obtenu en supprimant ce

côté commun. Alors,

a(p) = a(p1) + a(p2), g(p) =
a(p1)g(p1) + a(p2)g(p2)

a(p1) + a(p2)

pourvu quea(p1) 6= 0, a(p2) 6= 0 eta(p1) + a(p2) 6= 0.
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Preuve.Le résultat découle des suites d’égalités

a(p) =
1

2
ℑ
∫

p
ū du =

1

2
ℑ
(∫

p1

ū du +

∫

p2

ū du

)
= a(p1) + a(p2)

et

g(p) =
i

4a(p)

∫

p
ū2 du =

i

4a(p)

(∫

p1

ū2 du +

∫

p2

ū2 du

)

=
i

4a(p)

(
4a(p1)

i
g(p1) +

4a(p2)

i
g(p2)

)

=
a(p1)g(p1) + a(p2)g(p2)

a(p)

=
a(p1)g(p1) + a(p2)g(p2)

a(p1) + a(p2)
.

Le lemme suivant décrit l’effet d’un opérateur dragon surles chemins fermés.

Lemme 16 Soitz un chemin polygonal ferḿe, alors on a

(i) a(D(z)) = a(z) + Σn−1
k=0a(ε�

k ),

(ii) g(D(z)) =
a(z)g(z) + Σn−1

k=0a(ε�

k )g(ε�

k )

a(z) + Σn−1
k=0a(ε�

k )
.

Preuve.Il suffit de remarquer queD(z) = z + Σn−1
k=0ε

�

k et d’appliquer le Lemme 15.

Voici maintenant un lemme décrivant l’aire et le centre de gravité d’oreilles fermées correspon-

dant à des mots arbitraires deΣ∗d.

Lemme 17 Soit γ = γ1 · · · γm ∈ Σ∗d et ε�(γ) son oreille ferḿee assocíee dont la suite des

sommets est(α0, α1, · · · , αm+1, α0) où α0 = 0, α1 = 1 et αk = 1 + γ1 + γ1γ2 + · · · +
γ1γ2 · · · γk−1. Alors l’aire sigńee deε�(γ) est donńee par

(i) a(ε�(γ)) =
1

2
ℑΣ1≤i≤j≤mγi···j ∈ R

où γi···j = γiγi+1 · · · γj ∈ C.

De plus, le centre de gravité sigńe deε�(γ) est donńe par

(ii) g(ε�(γ)) =
1

3

Σm
ν=1(αν + αν+1)ℑΣν

j=1γj···ν
ℑΣ1≤i≤j≤mγi···j

∈ C.



111

Preuve.(i) Par la formule de base (5.8) donnant l’aire, on a

a(ε�(γ)) =
1

2
ℑΣm+1

j=0 αj∆αj

=
1

2
ℑ(Σm

j=1(1 + γ1 + γ1γ2 + · · ·+ γ1γ2 · · · γi−1 + · · ·+ γ1γ2 · · · γj−1)γ1 · · · γj

− (1 + γ1 + γ1γ2 + · · ·+ γ1 · · · γm)(1 + γ1 + γ1γ2 + · · ·+ γ1 · · · γm))

=
1

2
ℑ
(
Σm

j=1Σ
j
i=1γiγi+1 · · · γj

)

=
1

2
ℑΣ1≤i≤j≤mγi···j.

(ii) Pour k = 1, 2, · · · ,m, soit pk un triangle de sommetsα0, αk, αk+1, alors l’oreille fermée

ε�(γ) s’écrit comme la somme de ces chemins triangulaires orientésε�(γ) = p0+p1+· · ·+pm.

Par le Lemme 15, on a

g(ε�(γ)) =
a(p1)g(p1) + a(p2)g(p2) + · · ·+ a(pm)g(pm)

a(p1) + a(p2) + · · · a(pm)

et on conclut en utilisant (i) et le fait que

g(pk) =
1

3
(α0 + αk + αk+1) =

αk + αk+1

3
.

Ce dernier lemme permettra de simplifier la démonstration du théorème principal.

Lemme 18 Consid́erons deux suites de constantes complexesq0, q1, · · · , qn−1 etr0, r1, · · · , rn−1

satisfaisant

qk − rk + rk−1 = 0, pour k = 0, 1, · · · , n− 1,

où par conventionr−1 = rn−1. Alors, pour tout chemin ferḿe z, avecz0 = zn, on a

Σn−1
k=0(qkzk + rk∆zk) = 0.

Preuve.Commez0 = zn, on a

Σn−1
k=0rk∆zk = Σn−1

k=0rk(zk+1 − zk)

= Σn−1
k=0rkzk+1 − Σn−1

k=0rkzk

= Σn−1
k=0rk−1zk − Σn−1

k=0rkzk

= Σn−1
k=0(rk−1 − rk)zk.
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D’où,

Σn−1
k=0(qkzk + rk∆zk) = Σn−1

k=0(qk + rk−1 − rk)zk = 0.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal donnant des conditions

qui entraı̂nent la préservation de l’aire et du centre de gravité sous l’opérateur dragon.

Théorème 8 Soitδ = δ0 · δ1 · δ2 · · · δn−1 ∈ Σ∗d une factorisation satisfaisant la condition(C1),

c’est-̀a-dire δ0 ≺ δ1 ≺ · · · ≺ δn−1 ≺ δ0. Si cette factorisation v́erifie

Σn−1
k=0a(ε�(δk)) = 0, (C2)

où

a(ε�(δk)) =
1

2
ℑΣ1≤i≤j≤mγi···j ∈ R,

alors pour tout chemin ferḿe z, on trouvea(D(z)) = a(z).

De plus, si la condition supplémentaire suivante est satisfaite

a
(
ε�(δk)

)(
1− 1

ε̌(δk)
g
(
ε�(δk)

))

+ a
(
ε�(δk−1)

) g (ε�(δk−1))

ε̌(δk−1)
= 0, k = 0, · · · , n− 1,

(C3)

où g(ε�(δk)) est donńe par leLemme 17 (ii)alors g(D(z)) = g(z).

Preuve.Par le Lemme 16 (i), on a les équivalences

a(D(z)) = a(z) ⇐⇒ Σn−1
k=0a(ε�

k ) = 0

⇐⇒ Σn−1
k=0a(ε�(δk)) = 0

puisque

a(ε�

k ) =
1

|ε̌(δk)|2
a(ε�(δk)), k = 0, · · · n− 1

et que les nombres|ε̌(δk)| sont indépendants dek.
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Pour le centre de gravitég(D(z)), le Lemme 16 (ii) donne

g(D(z)) = g(z) ⇐⇒ a(z)g(z) + Σn−1
k=0a(ε�

k )g(ε�

k )

a(z) + Σn−1
k=0a(ε�

k )
= g(z)

⇐⇒ a(z)g(z) + Σn−1
k=0a(ε�

k )g(ε�

k )

a(z)
= g(z) (par C2)

⇐⇒ g(z) + Σn−1
k=0

a(ε�

k )

a(z)
g(ε�

k ) = g(z)

⇐⇒ Σn−1
k=0a(ε�

k )g(ε�

k ) = 0.

Cependant, par (5.12 (i)), on a

εk = zk + ∆zkε(δk)/ε̌(δk).

D’où l’on tire, en prenant le centre de gravité de part et d’autre,

g(ε�

k ) = zk +
∆zk

ε̌(δk)
g(ε�(δk)).

Ce qui implique que l’égalité

Σn−1
k=0a(ε�

k )g(ε�

k ) = 0

est équivalente à l’égalité

Σn−1
k=0

(
a(ε�(δk))zk +

a(ε�(δk))g(ε�(δk))

ε̌(δk)
∆zk

)
= 0.

On conclut en faisant appel au Lemme 18 avec

qk = a(ε�(δk)) et rk =
a(ε�(δk))g(ε�(δk))

ε̌(δk)
.

Corollaire 5 Sous les conditions(C1), (C2)et(C3), l’opérateur de ḿelange parfaitM satisfait

a(M(z)) = |ε̌(δ0)|2a(z),

g(M(z)) = ε̌(δ0)g(z),

pour tout chemin polygonal ferḿe z = (z0, z1, · · · , zn−1, z0).
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5.2.4 Courbes limites ǵenéralisées du dragon

Afin de définir les courbes limites associées à un opérateur dragonD il est nécessaire de pouvoir

itérer cet opérateur comme dans la Section 5.1. Pour ce faire, considérons une factorisation fixe

de la forme

β = β0 · β1 · · · βp−1,

oùβk = βk,1 · · · βk,mk
∈ Σ∗d et tel quep divisem0 + m1 + · · ·+ mp−1.

Pour tout mot

d = d1 · · · dpn−1 (5.15)

considérons le mélange parfaitδ ∗ d = βn ∗ d, associé à la factorisation

δ = βn = β0 · β1 · · · βp−1 · β0 · β1 · · · βp−1 · · · β0 · β1 · · · βp−1.

Le mélange parfait définit un opérateur de mélange parfait M sur les chemins polygonaux

fermész = (z0, z1, · · · , zpn−1) associés à des mots de la forme (5.15). Il est plutôt simple de

voir queζ = M(z) possèden[(m0 + 1) + · · · + (mp−1 + 1)] côtés. Alors, puisquep divise

m0 + m1 + · · · + mp−1, on a

ζ = (ζ0, ζ1, · · · , ζpN−1),

oùN =
(m0+1)+···+(mp−1+1)

p est un entier.

On peut donc itérerM sur les chemins polygonaux contenant un multiple dep côtés.Étant

donné un chemin polygonal ferméz = (z0, z1, · · · , zpn−1) on peut aussi itérer

D =
1

ε̌(β0)
M

par la formule

D
k(z) =

1

(ε̌(β0))k
Mk(z).

La courbe dragon associée àβ et z est la courbe limite de suiteDk(z), lorsquek tend vers

l’infini.
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5.3 Remarques

Il existe une infinité de familles de courbes de dragon émergeant de factorisations de la forme

β = β0 · β1 · · · βp−1,

qui satisfont aux conditions (C1), (C2), (C3) et telles quep divisem0 + · · ·+ mp−1.

Comme le lecteur peut vérifier, nous avons une telle famillepourp = 2 : prenonsβ = β0 · β1

où

β0 = λ = λ1λ2 · · · λm ∈ Σ∗d,

β1 = λ̃ = λ̄mλ̄m−1 · · · λ̄1 ∈ Σ∗d

est le conjugué (dansC) de l’image miroir deλ. Le cas étudié dans la Section 5.1 pour le réseau

carré correspond au choix spécialβ0 = G = i etβ1 = D = −i = ī.

Dans un autre ordre d’idées, étant donné deux fonctionsP (z, z) et Q(z, z), polynomiales

en z et z, on peut introduire un opérateurΩ = ΩP,Q, défini sur les chemins fermész =

(z0, z1, · · · , zn−1, z0) par

ΩP,Q(z) =
n−1∑

ν=0

P (zν , zν)∆zν + Q(zν , zν)∆zν , zn = z0.

On peut se poser la question générale suivante. Quelles sont les conditions suffisantes à ajouter

à un opérateur dragonD assurant l’égalité

ΩP,Q(D(z)) = ΩP,Q(z),

pour tout chemin équilatéral ferméz ?



Chapitre VI

GÉNÉRALISATION AUX DIMENSIONS SUP ÉRIEURES

La présente section décrit une approche pour généraliser à plusieurs dimensions les algorithmes

développés précédemment dans le Chapitre 2 qui faisaient appel à une version discrète du

théorème de Green.

6.1 Théorème de Stokes

Notre outil de base est le théorème de Stokes (Spivak, 1965) dont l’une des versions qui est

exploitée dans le présent chapitre, nous est amplement suffisante et s’énonce comme suit :

Théorème 9 Soitω une(k-1)-forme diff́erentielle et K une k-surface dansRn. Alors,
∫

K
dω =

∫

∂K
ω,

où ∂K désigne le bord orienté deK etd est l’oṕerateur de diff́erentielle ext́erieure.

Dans cet énoncé, il est implicitement supposé queω est suffisamment différentiable et queK

est suffisamment lisse. De plus, une(k−1)-forme différentielleω s’écrit sous la forme standard

ω =
∑

1≤j1<···<jk−1≤n

ωj1,··· ,jk−1
(x1, · · · , xn) dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

etdω désigne sa différentielle extérieure qui est unek-forme décrite comme

dω =
∑

1≤j1<···<jk−1≤n

(
dωj1,··· ,jk−1

(x1, · · · , xn)
)
∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

oùdf(x1, · · · , xn) = ∂f
∂x1

dx1 + · · · + ∂f
∂xn

dxn.
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Explicitement, suite à quelques manipulations on obtient,

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

(dω)i1,··· ,ik(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

où la composante(dω)i1,··· ,ik est la fonction de(x1, · · · , xn), donnée par

(dω)i1,··· ,ik =

k∑

ν=1

(−1)ν−1
∂ωi1,··· , biν ,··· ,ik

∂xiν

,

en considérant les formules générales

dxj ∧ dxi = −dxi ∧ dxj .

En pratique, pour une famille deN cartes locales (disjointes) recouvrant∂K, on a

x
[ν]
j = x

[ν]
j (t1, · · · , tk−1), j = 1, · · · , n, ν = 1, · · · , N

où (t1, · · · , tk−1) ∈ U [ν] ⊆ Rk−1.

Alors,
∫

∂K
ω se calcule de la façon suivante,

∫

∂K
ω

=
N∑

ν=1

∑

1≤j1<···<jk−1≤n

∫

U [ν]

ω
(
x

[ν]
j1

(t), · · · , x[ν]
jk−1

(t)
)

det


∂(x

[ν]
j1

, · · · , x[ν]
jk−1

)

∂(t1, · · · , tk−1)


 dt

où t = (t1, · · · , tk−1), dt = dt1 · · · dtk−1 et ∂(x
[ν]
j1

, · · · , x[ν]
jk−1

)/∂(t1, · · · , tk−1) désigne la

matrice jacobienne

∂(x
[ν]
j1

, · · · , x[ν]
jk−1

)

∂(t1, · · · , tk−1)
=

[
∂x

[ν]
jα

(t1, · · · , tk−1)

∂tβ

]

1≤α, β≤k−1

.

L’intégrale
∫

K
dω se calcule de façon similaire à partir de cartes locales recouvrant lak-surface

K.

Une des propriétés fondamentales de la différentiationextérieure est sans aucun doute,

d2 = 0,

qui signifie que pour toute forme différentielleω, on ad(dω) = 0.
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Définition 21 Soitω une forme diff́erentielle. Sidω = 0, alors on dit queω estfermée. De plus,

s’il existe une autre formeη telle queω = dη, on dit alors queω estexacte.

En conséquence, le résultat suivant s’obtient assez directement.

Lemme 19 Siω est exacte alorsω est ferḿee.

Preuve.ω = dη =⇒ dω = ddη = d2η = 0 card2 = 0.

Inversement, le lemme de Poincaré énonce que la réciproque est vraie sous certaines conditions.

Dans le cadre de cet ouvrage, la version du lemme de Poincaré(Spivak, 1965), telle qu’énoncée

ci-dessous sera largement suffisante.

Lemme 20 Si ω est ferḿee et d́efinie sur un ouvert́etoilé deRn alors ω est exacte. Autrement

dit,

ω = dη ⇐⇒ dω = 0.

Notons qu’un ensembleK est dit étoilé s’il existe un pointu ∈ K tel que pour toutx ∈ K,

le segment[u, x] soit inclus dansK. Dans ce cas, on dit queK est étoilé par rapport àu.

Remarquons que tout ensemble convexe est étoilé par rapport à n’importe lequel de ses points

mais que l’inverse est faux en général. Par exemple, l’étoile classique régulière à cinq pointes

est étoilée par rapport à son centre mais n’est pas convexe.

Nous présentons ici une adaptation détaillée d’une preuve élémentaire du lemme de Poincaré,

inspirée de Golberg (Goldberg, 1998).

Preuve.Sans perte de généralité, par une translation adéquate, on peut supposer que l’ouvert

U est étoilé par rapport à l’origine. Ainsi, pour toutx = (x1, · · · , xn) ∈ U et toutt tel que

0 ≤ t ≤ 1, on atx = (tx1, · · · , txn) ∈ U . Afin d’établir l’implication, nous allons construire

un opérateur linéaireh, appelé opérateur d’homotopie :

h : ∧k(U)→ ∧k−1(U),
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tel quedh+hd = id et où∧k(U) désigne l’espace vectoriel desk-formes différentielles surU .

Ceci établira le résultat. En effet, en posantη = hω, oùω est fermée, on aura

dη = dhω = dhω + 0 = dhω + hdω = (dh + hd) ω = id ω = ω,

puisquedω = 0. Prenons doncω une forme différentielle

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1,··· ,ik(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

telle quedω = 0, c’est-à-dire qui est fermée, et définissonshω par

hω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk−1ωi1,··· ,ik(tx)dt · xiνdxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik .

D’une part, en faisant appel au symbole deKroneckerδj
i , on a

dhω =

∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

n∑

j=1

∂

∂xj
(−1)ν−1

∫ 1

0
tk−1ωi1,··· ,ik(tx)dtxiν dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

n∑

j=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk−1∂ωi1,··· ,ik

∂xj
(tx)tdtxiν dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik

+
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

n∑

j=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk−1ωi1,··· ,ik(tx)dtδiν

j dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

n∑

j=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk

∂ωi1,··· ,ik
∂xj

(tx)dtxiν dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik

+
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk−1ωi1,··· ,ik(tx)dtdxiν ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∑

ν=1

n∑

j=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk

∂ωi1,··· ,ik
∂xj

(tx)dtxiν dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik

+
∑

1≤i1<···<ik≤n

k

∫ 1

0
tk−1ωi1,··· ,ik(tx)dtdxi1 ∧ · · · ∧ dxik .
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D’autre part,

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤n




n∑

j=1

∂ωi1,··· ,ik(x)

∂xj
dxj


 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

n∑

j=1

∂ωi1,··· ,ik(x)

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Pour unifier la notation posonsi0 = j. On a,

hdω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

n∑

i0=1

k∑

ν=0

(−1)ν
∫ 1

0
tk+1−1∂ωi1,··· ,ik(tx)

∂xi0

dt·xiν dxi0∧· · ·∧d̂xiν∧· · ·∧dxik .

En séparant le casν = 0 des cas1 ≤ ν ≤ k et en revenant à l’indicej (au lieu dei0), on obtient

hdω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

n∑

j=1

∫ 1

0
tk

∂ωi1,··· ,ik
∂xj

(tx)dtxjdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

−
∑

1≤i1<···<ik≤n

n∑

j=1

k∑

ν=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
tk

∂ωi1,··· ,ik
∂xj

(tx)dtxiν dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xiν ∧ · · · ∧ dxik .

Il s’ensuit que,

dhω + hdω

=
∑

1≤i1<···<ik≤n


k

∫ 1

0
tk−1ωi1,··· ,ik(tx)dt +

n∑

j=1

∫ 1

0
tk

∂ωi1,··· ,ik
∂xj

(tx)xjdt


 dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

∫ 1

0

∂

∂t
[tkωi1,··· ,ik(tx)]dt · dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1,··· ,ik(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

= ω (si k > 0).

Cette propriété du lemme de Poincaré entraı̂ne que touteforme différentielleω fermée, sur un

ouvertU quelconque, est localement exacte. C’est-à-dire que pourchaque pointp ∈ U , il existe

une boule ouverteBp (donc étoilée) et une formeηp définie surBp telle queω|Bp = dηp.

Voici un exemple classique pour lequel la réciproque du lemme de Poincaré est fausse. Prenons

l’ouvert non étoiléU = R2\{(0, 0)}, c’est-à-dire le planR2 privé de l’origine. Montrons que

la 1−forme différentielleω =
xdy − ydx

x2 + y2
, définie sur cet ouvert, est fermée mais non exacte.
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En premier lieu,

dω = d

(
− y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy

)

= d

(
− y

x2 + y2

)
∧ dx + d

(
x

x2 + y2

)
∧ dy

=




∂
(
− y

x2+y2

)

∂x
dx +

∂
(
−y

x2+y2

)

∂y
dy


 ∧ dx +




∂
(

x
x2+y2

)

∂x
dx +

∂
(

x
x2+y2

)

∂y
dy


 ∧ dy

=




∂
(

y
x2+y2

)

∂y
+

∂
(

x
x2+y2

)

∂x


 dx ∧ dy

=

((
1

x2 + y2
− 2y2

(x2 + y2)2

)
+

(
1

x2 + y2
− 2x2

(x2 + y2)2

))
dx ∧ dy

= 0 dx ∧ dy

= 0,

ce qui démontre bien queω est fermée.

Dans un deuxième temps, montrons par l’absurde, que la forme ω n’est pas exacte. Supposons

qu’il existe une0-forme,η = η(x, y) définie surU telle queω = dη. Considérons un cercleC

de rayon1 centré à l’origine et calculons
∫

C
ω de deux manières.

Cas 1 : calcul direct de l’intégrale en posantx = cos t, y = sin t, dx = − sin t dt, dy = cos t dt,

0 ≤ t ≤ 2π.

On a,
∫

C
ω =

∫

C

xdy − ydx

x2 + y2

=

∫ 2π

0

(cos t)(cos t)dt − (sin t)(− sin t)dt

cos2 t + sin2 t

=

∫ 2π

0
dt = 2π.
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Cas 2 : calcul à partir de l’hypothèseω = dη.

On a,
∫

C
ω =

∫

C
dη

=

∫

C

(
∂η

∂x
dx +

∂η

∂y
dy

)

=

∫ 2π

0

(
∂η

∂x

)
(cos t, sin t)(− sin t)dt +

(
∂η

∂y

)
(cos t, sin t) cos tdt

=

∫ 2π

0

d(η(cos t, sin t))

dt
dt

= η(cos t, sin t)|t=2π
t=0 = η(1, 0) − η(1, 0) = 0.

Par la suite, nous supposerons que toutes les formes différentielles sont définies partout dans

Rn. De ce fait, commeRn est étoilé, les hypothèses du lemme de Poincaré seront donc toujours

implicitement satisfaites.

6.2 Vers une discŕetisation du théorème de Stokes

Rappelons que notre objectif est de traduire le théorème de Stokes dans un cadre discret pour

ensuite y adapter nos algorithmes de calculs développés au Chapitre 2. Une première étape vers

cette discrétisation consiste à se ramener au cas oùK est un hypercube dansRn, qui s’apparente

au cas limite d’un hypercube à coins arrondis. Dans ce contexte, Mansfield et Hydon (Mansfield

et Hydon, 2007) ont remplacé les formes différentielles

∑

1≤i1<···<ik≤n

ωi1,··· ,ik(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

où (x1, · · · , xn) ∈ Rn, par des formesde diff́erences

∑

1≤i1<···ik≤n

ωi1,··· ,ik(x1, · · · , xn) ∆i1 ∧ · · · ∧∆ik ,

où (x1, · · · , xn) ∈ Zn plutôt que dansRn et∆i = ∆xi
pouri = 1, · · · , n, désigne l’opérateur

de différence partielle finie par rapport à laie composante, c’est-à-dire,∆iu(x1, · · · , xn) =

u(x1, · · · , xi + 1, · · · , xn)− u(x1, · · · , xi, · · · , xn) pour toute fonctionu = u(x1, · · · , xn).
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Nous proposons ici une variante de cette approche dans laquelle les formes de différences sont

systématiquement remplacées par desfamilles de poidsdéfinies sur des hypercubes. Pour ce

faire, nous posonsHk,n comme l’ensemble

Hk,n = {H |H est un hypercube unitaire⊆ Rnde dimensionk à sommets dansZn}.

Un hypercubeH ∈ Hk,n peut être vu comme unpixel ǵeńeralisé et est dénoté par

H = Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn)

=



 (x1, · · · , xn)

∣∣∣∣∣∣
xj = αj si j 6∈ {i1, · · · , ik}
αj ≤ xj ≤ αj + 1 si j ∈ {i1, · · · , ik}





où (α1, · · · , αn) ∈ Zn et {i1 < · · · < ik} ⊆ {1, · · · , n} désigne l’ensemble des indices

de coordonnées qui varient dans l’hypercube. On dit que l’hypercubeH est issu du point

(α1, · · · , αn) selon les directionsi1, · · · , ik. Le point(α1, · · · , αn) est aussi appelécoin prin-

cipal de l’hypercube et les deux orientations deH sont notéesH et ǫH où ǫ = −1.

Dans le même esprit, uncomplexe hypercubiquedénotéP, de dimensionk dansRn, à sommets

dansZn, est uneZ-combinaison linéaire finie d’hypercubes∈ Hk,n et ZHk,n désigne l’en-

semble des complexes hypercubiques de dimensionk dansRn. Signalons qu’un changement

de signe correspond à un changement d’orientation. Bien évidemment, si tous les coefficients

sont égaux à1, le complexe hypercubique se ramène à une réunion d’hypercubes. Un complexe

hypercubique peut donc être interprété comme une réunion d’hypercubes avec multiplicités et

orientations diverses. La frontière délimitant une région est un concept primordial en géométrie

discrète et est essentiel à la description d’un objet.À cet effet, la définition suivante décrit

l’opérateur∂, communément appelé opérateur defrontière (ou debord), pour un hypercube et

un complexe hypercubique.

Définition 22 La frontière∂H d’un hypercubeH = Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) est le complexe

∂H = ∂ Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) =
k∑

ν=1

(−1)ν−1(Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αiν + 1, · · · , αn)

− Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αiν , · · · , αn)),
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où la notationîν signifie que l’indiceiν est omis. Plus ǵeńeralement, par lińearité, la frontière

d’un complexe hypercubiqueP =
∑

j njHj, nj ∈ Z est d́efinie par

∂P =
∑

j

nj∂Hj .

De façon plus détaillée, la frontière deP =
∑

j njHj =
∑

j njPix
i
(j)
1 ,··· ,i(j)

k

(α
(j)
1 , · · · , α(j)

n )

est donnée par

∂P =
∑

j

nj∂ Pix
i
(j)
1 ,··· ,i(j)

k

(α
(j)
1 , · · · , α(j)

n )

=
∑

j

nj

k∑

ν=1

(−1)ν−1(Pix
i
(j)
1 ,··· ,di(j)ν ,··· ,i(j)

k

(α
(j)
1 , · · · , α(j)

iν
+ 1, · · · , α(j)

n )

− Pix
i
(j)
1 ,··· ,di(j)ν ,··· ,i(j)

k

(α
(j)
1 , · · · , α(j)

iν
, · · · , α(j)

n )).

En regroupant les termes semblables, on observe que l’expression obtenue est généralement

plus simple.

Voici un exemple où la frontière d’un hypercube est décrite selon la définition ci-haut. Soit

n = 5 etk = 3. Alors, pour1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 5, on a

H = Pixi1,i2,i3(α1, α2, α3, α4, α5) ≃ Ii1 × Ii2 × Ii3 ⊆ R5,

où Iiν = {xiν |αiν ≤ xiν ≤ αiν + 1} = [αiν , αiν + 1] ⊆ R. La Figure 6.1 décrit ces intervalles

pouri1 = 2, i2 = 4, i3 = 5. Dans ce cas,

∂H =

k∑

ν=1

(−1)ν−1(Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αiν + 1, · · · , αn)

− Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αiν , · · · , αn))

= Pixi2,i3(α1, α2 + 1, α3, α4, α5)− Pixi2,i3(α1, α2, α3, α4, α5)

− Pixi1,i3(α1, α2, α3, α4 + 1, α5) + Pixi1,i3(α1, α2, α3, α4, α5)

+ Pixi1,i2(α1, α2, α3, α4, α5 + 1)− Pixi1,i2(α1, α2, α3, α4, α5).

Voyons un autre exemple décrivant cette fois-ci la fronti`ere d’un complexe hypercubique, dans

lequel il y a des simplifications. Soitn = 2, k = 2 et P = Pix1,2(2, 1) + Pix1,2(3, 1). On
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1 x 2 x 3
x 4

x 5

2I

I 5

I 4

x

Figure 6.1Ii1 × Ii2 × Ii3 ⊆ R5 où i1 = 2, i2 = 4, i3 = 5.

vérifie aisément que

∂P = (Pix2(2 + 1, 1) − Pix2(2, 1)) − (Pix1(2, 1 + 1)− Pix1(2, 1))

+ (Pix2(3 + 1, 1) − Pix2(3, 1)) − (Pix1(3, 1 + 1)− Pix1(3, 1))

= Pix1(2, 1) + Pix1(3, 1) + Pix2(4, 1) − Pix1(3, 2) − Pix1(2, 2) − Pix2(2, 1).

Ce qui nous intéresse maintenant est de montrer que pour uneforme différentielle quelconque,

notre définition deP et∂P entraı̂ne que
∫

P

dω =

∫

∂P

ω. (6.1)

Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour un seulhypercubeH. En effet, si (6.1) est vraie

pour toutH, alors dans le cas oùP =
∑

j njHj , on a
∫

P

dω =

∫
P

j njHj

dω =
∑

j

nj

∫

Hj

dω et

∫

∂P

ω =

∫
P

nj∂Hj

ω =
∑

j

nj

∫

∂Hj

ω.

Ceci nous permet de déduire que
∫

Hj

dω =

∫

∂Hj

ω entraı̂ne
∫

P

dω =

∫

∂P

ω.

Selon ces dernières observations, notre analyse peut se restreindre au cas d’un seul hypercube

H orienté positivement et il ne reste plus qu’à vérifier que
∫

H
dω =

∫

∂H
ω.
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Pour ce faire, dans un premier temps, nous exprimons la relation dans un cadre plus général.

Il convient d’abord d’évaluer l’intégrale
∫

K
η, pour un hypercubeK de dimensionr dansRn

orienté positivement et uner-forme différentielleη. Plus précisément, posons

K = Pixp1,··· ,pr(α1, · · · , αn) et η =
∑

1≤i1<···<ir≤n ηi1,··· ,ir(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .

On a donc,

∫

K
η =

∑

1≤i1<···<ir≤n

∫

K
ηi1,··· ,ir(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .

Remarquons d’abord que(x1, · · · , xn) ∈ K si et seulement si

xq = αq si q 6∈ {p1 < · · · < pr}, αpν ≤ xpν ≤ αpν + 1 si q = pν .

Ces points peuvent être paramétrés comme suit :

xq = xq(tp1 , · · · , tpr) =





αq si q 6∈ {p1 < · · · < pr},
αpν + tpν si q = pν ,

où0 ≤ tpν ≤ 1, ν = {1, · · · , r}.

Calculons ensuitedxi1 ∧ · · · ∧ dxir en fonction des paramètrestp1, tp2 , · · · , tpr , qui donne

l’expression

dxi1 ∧ · · · ∧ dxir =





0 si {i1 < · · · < ir} 6= {p1 < · · · < pr},
dtp1 · · · dtpr si {i1 < · · · < ir} = {p1 < · · · < pr},

et donc finalement
∫

K
η = 0 + · · ·+ 0 +

∫

K
ηp1,··· ,pr(x1, · · · , xn) dxp1 ∧ · · · ∧ dxpk

+ 0 + · · ·+ 0

=

∫ 1

0

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
ηp1,··· ,pr((xq)

n
q=1) dtp1 · · · dtpr ,

où

xq =





αq si q 6∈ {p1 < · · · < pr},
αpν + tpν si q = pν .

De façon équivalente, cette dernière égalité peut s’´ecrire plus simplement sous la forme condensée

xq = αq + χ(q ∈ {p1 < · · · < pr})tq.
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En résumé, l’intégrale de départ,
∫

K
η est donnée par l’expression

∫

K
η =

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
ηp1,··· ,pr((αq + χ(q ∈ {p1 < · · · < pr})tq)nq=1) dtp1 · · · dtpr ,

où

K = Pixp1,··· ,pr(α1, · · · , αn) et η =
∑

1≤i1<···<ir≤n

ηi1,··· ,ir(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .

En conséquence, ces préliminaires vont nous permettre devérifier facilement que la relation
∫
H dω =

∫
∂H ω est également satisfaite dans le cas d’un hypercubeH. Analysons d’abord

l’intégrale
∫
∂H ω. Le domaine d’intégrationK est alors remplacé par∂H où H est un hy-

percube de dimensionk et η est substituée par la forme différentielleω de degrék − 1. Plus

précisément, prenons

ω =
∑

1≤j1<···<jk−1≤n

ωj1,··· ,jk−1
(x1, · · · , xn) dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

,

et supposons queH = Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn). La frontière associée est donnée par

∂H = ∂ Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) =

k∑

ν=1

(−1)ν−1(Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αiν + 1, · · · , αn)

− Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αiν , · · · , αn))

et donc,
∫

∂H
ω

=
k∑

ν=1

(−1)ν−1

(∫

Pix
i1,··· ,ciν ,··· ,ik

(α1,··· ,αiν +1,··· ,αn)
ω −

∫

Pix
i1,··· ,ciν ,··· ,ik

(α1,··· ,αiν ,··· ,αn)
ω

)

=
k∑

ν=1

(−1)ν−1

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
(ωi1,··· , biν ,··· ,ik(· · · , αi1 + ti1 , · · · , αiν + 1, · · · , αik + tik , · · · )

− ωi1,··· , biν ,··· ,ik(· · · , αi1 + ti1, · · · , αiν , · · · , αik + tik , · · · ))dti1 · · · d̂tiν · · · dtik .

Notons que,F (αiν + 1)− F (αiν ) =

∫ 1

0
F ′(αiν + tiν ) dtiν .
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Ainsi,

∫

∂H
ω =

k∑

ν=1

(−1)ν−1

(∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

[∫ 1

0

∂ωi1,··· , biν ,··· ,ik
∂tiν

(· · · , αiν + tiν , · · · )dtiν

]
dti1 · · · dtik

)

=

k∑

ν=1

(∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
(−1)ν−1

∂ωi1,··· , biν ,··· ,ik
∂tiν

(· · · , αiν + tiν , · · · )dti1 · · · dtiν · · · dtik

)
.

Analysons maintenant l’intégrale
∫

H
dω. Dans ce cas, le domaine d’intégrationK est remplacé

parH etη devientdω. Puisque

ω =
∑

1≤j1<j2<···<jk−1≤n

ωj1,··· ,jk−1
(x1, · · · , xn) dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

,

on a

dω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

(
k∑

ν=1

(−1)ν−1
∂ωi1,···biν ,··· ,ik

∂xiν

(x1, · · · , xn)

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Donc pourH = Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn), on trouve
∫

H
dω =

∫

H
(dω)i1,··· ,ik(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=

∫

H

(
k∑

ν=1

(−1)ν−1
∂ωi1,··· , biν ,··· ,ik

∂xiν

(x1, · · · , xn)

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

En paramétrisant ensuite avec,

xq = xq(ti1 , · · · , tik) =





αq si q 6∈ {i1 < · · · < ik},
αiν + tiν si q = iν ,

on obtient,

∫

H
dω =

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

k∑

ν=1

(−1)ν−1
∂ωi1,··· , biν ,··· ,ik

∂tiν
(· · · , αiν + tiν , · · · )dti1 · · · dtiν · · · dtik ,

ce qui correspond bien à l’expression de l’intégrale
∫

∂H
ω évaluée plus haut.

Notre étude au Chapitre 2, basée sur une version discrètedu théorème de Green, se ramène

précisément au casn = 2, k = 2 avecω = P (x, y)dx + Q(x, y)dy et

dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = f(x, y) dxdy.



129

LesH, V etV H algorithmes développés au Chapitre 2 permettent en l’occurrence d’évaluer le

membre de gauche de la relation ∫

P

dω =

∫

∂P

ω,

en exprimantω, c’est-à-dire,P et Q en fonction def . Cependant, dans ces trois algorithmes

vus précédemment, la frontière des polyominos était encodée par des chemins orientés plutôt

que par des combinaisons linéaires de segments (voir Figure 6.2 (a), (b)). Afin d’exploiter ces

idées, nous adaptons cette étude dans le cadre actuel.

(b)

_
_

_

+

+ +

+

(a)

_

Figure 6.2Frontière : (a) chemin orienté (b) combinaison linéairede segments.

Étant donnéef unek-forme différentielle exacte àn variables,

f =
∑

1≤i1<···<ik≤n

fi1,··· ,ik(x1, · · · , xn) dxi1 · · · dxik = dω,

on cherche à développer de nouveaux algorithmes qui correspondent à trouver des expressions

convenables pour de telles formesω. On aura alors,

∫

P

∑

1≤i1<···<ik≤n

fi1,··· ,ik(x1, · · · , xn) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =

∫

P

f =

∫

∂P

ω,

ce qui fournit des méthodes de calcul du membre de gauche en ´evaluant le membre de droite.

Par exemple, soitn = 3 et k = 2. On considère ensuite une2-forme fermée, c’est-à-dire qui

satisfaitdf = 0, à trois variables définie partout dansR3 :

f = f1,2(x1, x2, x3) dx1 ∧ dx2 + f1,3(x1, x2, x3) dx1 ∧ dx3 + f2,3(x1, x2, x3) dx2 ∧ dx3.
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Autrement dit,
∂f2,3

∂x1
− ∂f1,3

∂x2
+

∂f1,2

∂x3
= 0.

CommeR3 est étoilé, par le lemme de Poincaré on sait qu’il existeω telle quef = dω. Cher-

chons une telle1-forme à trois variables,

ω = ω1(x1, x2, x3)dx1 + ω2(x1, x2, x3)dx2 + ω3(x1, x2, x3)dx3,

satisfaisantdω = f . C’est-à-dire,

(
∂ω2

∂x1
− ∂ω1

∂x2

)
= f1,2,

(
∂ω3

∂x1
− ∂ω1

∂x3

)
= f1,3,

(
∂ω3

∂x2
− ∂ω2

∂x3

)
= f2,3.

Dans ce cas, en ramenant le membre de gauche à un hypercubeH = Pixi1,i2(α1, α2, α3), on

peut définir une famille depoids, w1,2, w1,3, w2,3 : Z3 → R, par
∫

H
f1,2(x1, x2, x3)dx1 ∧ dx2 + f1,3(x1, x2, x3)dx1 ∧ dx3 + f2,3(x1, x2, x3)dx2 ∧ dx3

=





∫
H f1,2dx1 ∧ dx2 = w1,2(α1, α2, α3) si H = Pix1,2(α1, α2, α3),
∫
H f1,3dx1 ∧ dx3 = w1,3(α1, α2, α3) si H = Pix1,3(α1, α2, α3),
∫
H f2,3dx2 ∧ dx3 = w2,3(α1, α2, α3) si H = Pix2,3(α1, α2, α3).

En résumé, la famillew = (w1,2, w1,3, w2,3) définit le poids des2-pixelsH dansR3 par

w(H) =

∫

H
f = wi,j(α1, α2, α3) si H = Pixi,j(α1, α2, α3), (α1, α2, α3) ∈ Z3.

On a alors,

w(H) =

∫

H
f =

∫

∂H
ω.

Puisque toutek-forme différentiellef donne lieu à une fonction de poidsw sur les hypercubes

de dimensionk définie parw(H) =

∫

H
f , ceci nous amène à discrétiser le contexte de la façon

suivante.

Rappelons d’abord queHr,n = {H |H ⊆ Rn, H est un hypercube unitaire de dimensionr} et

ZHr,n est l’ensemble des complexes hypercubiques de dimensionr dansRn.
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Définition 23 Une fonction quelconquew : Hr,n −→ R est appeĺeefonction de poidssur les

hypercubes de dimensionr dansRn.

Notons que la donnée d’une telle fonction de poidsw équivaut à la donnée d’une famillew =

(wj1,··· ,jr)1≤j1<···<jr≤n constituée de
(n

r

)
fonctions de poidswj1,··· ,jr : Zn −→ R définies par

(α1, · · · , αn) 7→ wj1,··· ,jr(α1, · · · , αn) = w(Pixj1,··· ,jr(α1, · · · , αn)).

Plus généralement, on peut prendre des fonctionswj1,··· ,jr : Zn −→ A, où A est un anneau

commutatif quelconque.

Définition 24 Soit w = (wj1,··· ,jr)1≤j1<···<jr≤n une fonction de poids sur lesr-hypercubes

dansHr,n. L’opérateur dedifférence finie extérieure, dénot́ee∆, agit surw en produisant une

nouvelle fonction de poids, notée∆w, définie sur les(r + 1)-hypercubes dansHr+1,n par la

formule

∆w = ((∆w)i1,··· ,ir+1)1≤i1<···<ir+1≤n,

où (∆w)i1,··· ,ir+1(α1, · · · , αn) =
∑r+1

ν=1(−1)ν−1∆iνwi1,··· , biν ,··· ,ir+1
(α1, · · · , αn)

et∆iνh(α1, · · · , αiν , · · · , αn) = h(α1, · · · , αiν + 1, · · · , αn)− h(α1, · · · , αiν , · · · , αn).

Remarquons que sir = 0, alors la donnée d’une fonction de poidsw : H0,n −→ R se ramène

à une fonction ordinairew : Zn −→ R car,

H0,n = {H |H = Pix∅(α1, · · · , αn)} = {H |H = {(α1, · · · , αn)}} = Zn.

Dans ce cas,∆w : H1,n −→ R est donnée par

(∆w)i(α1, · · · , αn) = ∆iw(α1, · · · , αn)

= w(α1, · · · , αi + 1, · · · , αn)− w(α1, · · · , αi, · · · , αn),

ce qui correspond au calcul classique des différences finies de fonctions à plusieurs variables.

Voyons maintenant que l’opérateur de différence finie extérieure possède la propriété notable

∆2 = 0,

équivalente àd2 = 0 dans le cas de la différentiation extérieure.
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Proposition 8 SiW : Hk,n −→ R alors ∆2W = 0.

Preuve.Évaluons

(∆2W )i1,··· ,ik+2
(α1, · · · , αn)

=
k+2∑

ν=1

(−1)ν−1∆iν (∆W )i1,··· , biν ,··· ,ik+2
(α1, · · · , αn)

=
∑

1≤ν≤k+2

(−1)ν−1∆iν (
∑

1≤µ≤k+2,µ<ν

(−1)µ−1∆iµWi1,··· , biµ,··· , biν ,··· ,in(α1, · · · , αn)

+
∑

1≤µ≤k+2,ν<µ

(−1)µ−2∆iµWi1,··· , biν ,··· , biµ,··· ,in(α1, · · · , αn))

=
∑

1≤ν≤k+2, 1≤µ≤k+2, µ<ν

(−1)ν−1+µ−1∆iν ∆iµWi1,··· , biµ,··· , biν ,··· ,in(α1, · · · , αn)

+
∑

1≤ν≤k+2, 1≤µ≤k+2, ν<µ

(−1)ν−1+µ−2∆iν∆iµWi1,··· , biν ,··· , biµ,··· ,in(α1, · · · , αn)

=
∑

1≤ν≤k+2, 1≤µ≤k+2, µ<ν

(−1)ν−1+µ−1∆iν ∆iµWi1,··· , biµ,··· , biν ,··· ,in(α1, · · · , αn)

+
∑

1≤µ≤k+2, 1≤ν≤k+2, µ<ν

(−1)µ−1+ν−2∆iµ∆iν Wi1,··· , biµ,··· , biν ,··· ,in(α1, · · · , αn)

=
∑

1≤ν≤k+2, 1≤µ≤k+2, µ<ν

(−1)ν+µ∆iν∆iµWi1,··· , biµ,··· , biν ,··· ,in(α1, · · · , αn)

−
∑

1≤ν≤k+2, 1≤µ≤k+2, µ<ν

(−1)µ+ν∆iν∆iµWi1,··· , biµ,··· , biν ,··· ,in(α1, · · · , αn)

= 0.

Par analogie au cas des formes différentielles, une famille de poidsw peut être fermée ou exacte.

Définition 25 Soitw une famille de poids. On dit quew est ferḿee si∆w = 0 et qu’elle est

exacte si∃ ρ telle quew = ∆ρ.
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Par linéarité, on peut étendrew et∆w à tous les complexes hypercubiques

w : ZHr,n −→ R, ∆w : ZHr+1,n −→ R,

en posant

w(P) =
∑

i

niw(Ki), et (∆w)(Q) =
∑

j

mj∆w(Lj),

oùP =
∑

i niKi et Q =
∑

j mjLj , Ki ∈ Hr,n, Lj ∈ Hr+1,n.

L’un des attraits des opérateurs de différences finies classiques∆iν , est qu’ils permettent aussi

d’exprimer élégamment l’opérateur de bord∂, défini sur les hypercubes. En effet, soitH =

Pixi1,··· ,ir(α1, · · · , αn) ∈ Hr,n. Puisque

∆iν Pixi1,··· , biν ,··· ,ir(α1, · · · , αiν , · · · , αn)

= Pixi1,··· , biν ,··· ,ir(α1, · · · , αiν + 1, · · · , αn)− Pixi1,··· , biν ,··· ,ir(α1, · · · , αiν , · · · , αn),

on a immédiatement

∂H = ∂ Pixi1,··· ,ir(α1, · · · , αn) =

r∑

ν=1

(−1)ν−1∆iν Pixi1,··· , biν ,··· ,ir(α1, · · · , αn).

Par linéarité, on étend∂ comme plus haut, c’est-à-dire, siP =
∑

i niHi, alors∂P =
∑

i ni∂Hi.

L’intérêt dans la version discrète du théorème de Stokes que nous allons présenter, réside dans

le fait qu’elle élimine toutes les intégrales ainsi que toutes les formes différentielles, en ne

considérant que les fonctions de poids sur des complexes hypercubiques.

Théorème 10 (Version discrète du théorème de Stokes)Pour tout complexe hypercubiqueP

de dimensionk dansRn et toute fonction de poidsw définie sur les complexes hypercubiques

de dimensionk − 1 dansRn, on a

(∆w)(P) = w(∂P). (6.2)
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Preuve.Par linéarité, il suffit de considérer le cas oùP est constitué d’un seul hypercubeH =

Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn). On a successivement,

(∆w)(H) = (∆w)(Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn))

= (∆w)i1,··· ,ik(α1, · · · , αn)

=

k∑

ν=1

(−1)ν−1∆iν wi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αn)

=

k∑

ν=1

(−1)ν−1∆iν w(Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αn))

= w(

k∑

ν=1

(−1)ν−1∆iν Pixi1,··· , biν ,··· ,ik(α1, · · · , αn))

= w(∂ Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn)) = w(∂H).

Tout comme au Chapitre 2, au lieu de considérer l’équation(6.2), il est plus intéressant d’écrire

le membre de gauche sous la formeW (P), où W est une fonction de poids donnée etP est

un complexe hypercubique quelconque. Le membre de droite peut alors être décrit comme un

algorithme pour calculerW (P) à l’aide d’une autre fonction de poidsΦ, appliquée à la frontière

∂P.

Commençons d’abord par le cas oùP se réduit à un hypercubeH quelconque.́Etant donnée

une fonction de poidsW : Hk,n −→ R qui est fermée, c’est-à-dire que∆W = 0, on cherche

une fonction de poidsΦ : Hk−1,n −→ R, telle queW = ∆Φ. On aura alors,

W (H) = Φ(∂H),

ce qui correspond à la version discrète du théorème de Stokes :

(∆Φ)(H) = Φ(∂H).

Par analogie au calcul des différences finies, on peut utiliser la notationΦ = ΣW , d’où

l’écriture,

W (H) = (ΣW )(∂H).
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Une façon à la fois générale et rigoureuse de définirΣ sera donnée un peu plus loin. Pour

l’instant, voyons ce qu’il advient lorsqu’on attribue la fonction de poidsW (H) = 1 à chacun

des hypercubesH ∈ Hk,n. Cette fonction de poids est évidemment fermée car

(∆W )j1,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn) =

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jν (Wj1,··· , bjν ,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn))

=
k+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jν · 1 = 0.

Dans le cas d’un complexe hypercubiqueP =
∑

niHi, on obtient

W (P) =
∑

niW (Hi) =
∑

ni = Vol(P),

où Vol(P) correspond au volume orienté (avec multiplicités) deP. On doit donc chercher une

famille Φ telle queW = ∆Φ.

Par exemple, soitn = 3 et k = 2 avecW (H) = 1 pour tout pixelH ∈ H2,3. Afin de trouver

une solution, cherchons unΦ défini sur lesK ∈ H1,3 de la forme

Φ(K) =





c11α1 + c12α2 + c13α3 si K = Pix1(α1, α2, α3),

c21α1 + c22α2 + c23α3 si K = Pix2(α1, α2, α3),

c31α1 + c32α2 + c33α3 si K = Pix3(α1, α2, α3),

pour certaines constantescij . On a respectivement,

(∆Φ)12(α1, α2, α3) = ∆1Φ2(α1, α2, α3)−∆2Φ1(α1, α2, α3)

= [c21(α1 + 1) + c22α2 + c23α3 − c21α1 − c22α2 − c23α3]

− [c11α1 + c12(α2 + 1) + c13α3 − c11α1 − c12α2 − c13α3]

= c21 − c12

(∆Φ)13(α1, α2, α3) = ∆1Φ3(α1, α2, α3)−∆3Φ1(α1, α2, α3)

= [c31(α1 + 1) + c32α2 + c33α3 − c31α1 − c32α2 − c33α3]

− [c11α1 + c12α2 + c13(α3 + 1)− c11α1 − c12α2 − c13α3]

= c31 − c13
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(∆Φ)23(α1, α2, α3) = ∆2Φ3(α1, α2, α3)−∆3Φ2(α1, α2, α3)

= [c31α1 + c32(α2 + 1) + c33α3 − c31α1 − c32α2 − c33α3]

− [c21α1 + c22α2 + c23(α3 + 1)− c21α1 − c22α2 − c23α3]

= c32 − c23.

Une solution élégante au problème consisterait à choisir les ci,j tels que




c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


 =




0 −1
2 −1

2

1
2 0 −1

2

1
2

1
2 0


 .

Effectivement, en posant

Φ(K) =





(−1
2α2 − 1

2α3) si K = Pix1(α1, α2, α3),

(1
2α1 − 1

2α3) si K = Pix2(α1, α2, α3),

(1
2α1 + 1

2α2) si K = Pix3(α1, α2, α3),

on retrouve bienVol(P) = Φ(∂P ).

Plus généralement, siW : Hk,n −→ R ne dépend que des directionsi1, · · · , ik des hypercubes

et non de leurs positions, alors∆W = 0.

En effet, siWi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) = θi1,··· ,ik ∈ R alors,

(∆W )j1,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn) =

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jνWj1,··· , bjν ,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn)

=

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1(Wj1,··· , bjν ,··· ,jk+1
(α1, · · · , αjν + 1, · · ·αn)

−Wj1,··· , bjν ,··· ,jk+1
(α1, · · · , αjν , · · ·αn))

=

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1
(
θj1,··· , bjν ,··· ,jk+1

− θj1,··· , bjν ,··· ,jk+1

)

=

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1 · 0 = 0.
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La recherche d’une famille de poidsΦ, telle queΦ = ∆W , pourrait être réalisée en adoptant

une approche semblable à la précédente en faisant appel `a des coefficients indéterminés. Ces

exemples ne sont que des cas particuliers d’une situation beaucoup plus générale.

Nous allons plutôt développer une méthode de calcul bas´ee sur une version discrète du lemme

de Poincaré, valide dans le cas des familles de poids sur leshypercubes.

Introduisons d’abord un concept parent de la différence partielle finie∆i, qui est la sommation

partielleΣi. Soitf : Zn −→ R, et1 ≤ i ≤ n, alors

Σif(α1, · · · , αn) =





∑αi−1
νi=0 f(α1, · · · , νi, · · · , αn) si αi > 0,

0 si αi = 0,

−∑−1
νi=αi

f(α1, · · · , νi, · · · , αn) si αi < 0.

Lemme 21 On a les identit́es

∆iΣi = id et Σi∆i = id− evali,0

où evali,0 est l’oṕerateur d’́evaluation de laie composantèa l’origine, défini par

evali,0f(α1, · · · , αi, · · · , αn) = f(α1, · · · , 0, · · · , αn).

De plus, sii 6= j, alors

∆jΣi = Σi∆j.

Preuve. Comme les casαi = 0 et αi < 0 sont similaires, nous allons nous restreindre à

l’analyse du casαi > 0. D’une part, on a

(∆iΣif)(α1, · · · , αn) = ∆i

(
αi−1∑

νi=0

f(α1, · · · , νi, · · · , αn)

)

=

αi+1−1∑

νi=0

f(α1, · · · , νi, · · · , αn)−
αi−1∑

νi=0

f(α1, · · · , νi, · · · , αn)

= f(α1, · · · , αi, · · · , αn).
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D’autre part,

Σi∆if(α1, · · · , αn) =

αi−1∑

νi=0

(f(α1, · · · , νi + 1, · · · , αn)− f(α1, · · · , νi, · · · , αn))

= f(α1, · · · , 1, · · · , αn)− f(α1, · · · , 0, · · · , αn)

+ · · · + f(α1, · · · , αi, · · · , αn)− f(α1, · · · , αi − 1, · · · , αn)

= f(α1, · · ·αi, · · · , αn)− f(α1, · · · , 0, · · · , αn).

Finalement, sii 6= j, on vérifie les deux possibilités suivantes.

Cas 1 : sii < j, alors

(∆jΣif)(α1, · · · , αn)

=

αi−1∑

νi=0

f(α1, · · · , νi, · · · , αj + 1, · · · , αn)−
αi−1∑

νi=0

f(α1, · · · , νi, · · · , αj , · · · , αn)

=

αi−1∑

νi=0

(f(α1, · · · , νi, · · · , αj + 1, · · · , αn)− f(α1, · · · , νi, · · · , αj , · · · , αn))

= (Σi∆jf)(α1, · · · , αn).

Cas 2 : sii > j, alors

(∆jΣif)(α1, · · · , αn)

=

αi−1∑

νi=0

f(α1, · · · , αj + 1, · · · , νi, · · · , αn)−
αi−1∑

νi=0

f(α1, · · · , αj , · · · , νi, · · · , αn)

=

αi−1∑

νi=0

(f(α1, · · · , αj + 1, · · · , νi, · · · , αn)− f(α1, · · · , αj , · · · , νi, · · · , αn))

= (Σi∆jf)(α1, · · · , αn).

L’espace des fonctions de poids sur lesk-hypercubes dans l’espace àn dimensions est dénoté

Wk,n = {W |W : Hk,n −→ R} = {(Wi1,··· ,ik)1≤ii<···<ik≤n |Wi1,··· ,ik : Zn −→ R}.

Les fonctions de poidsW = (Wi1,··· ,ik)1≤ii<···<ik≤n s’interprètent comme suit : leW -poids

de tout hypercubeH = Pixi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) ∈ Hk,n est donné par

W (H) = Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αn).
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Rappelons que la preuve du lemme de Poincaré faisait appel `a un opérateur d’homotopieh, une

sorte d’opérateur d’intégration que l’on pourrait aussidénoter
∫

, qui satisfaisait l’équation

dh + hd = id.

Par analogie, nous allons maintenant introduire un opérateurΣ, de sommation extérieure, défini

sur les fonctions de poids sur les hypercubes, satisfaisant

∆Σ + Σ∆ = id.

À cet effet, nous définissons d’abord des opérateurs auxiliaires sur les fonctions de poids sur les

hypercubes, notés↓i, pour1 ≤ i ≤ n.

Définition 26 SoitW ∈ Wk,n avec1 ≤ i ≤ n. On d́efinit alors laie insertion-restrictionde

W , not́eeW ↓i ∈Wk−1,i, par

(W ↓i)j1,··· ,jk−1
(α1, · · · , αn) =





(−1)k−1Wj1,··· ,jk−1,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0) si jk−1 < i,

0 sinon.

Notons que l’opérateur∆ de différence extérieure, tel que défini plus haut, satisfait

∆ : Wk,n −→Wk+1,n.

Définition 27 L’opérateurΣ : Wk,n −→Wk−1,n est d́efini par

ΣW = Σ1W ↓1 +Σ2W ↓2 + · · ·+ ΣiW ↓i + · · ·+ ΣnW ↓n .

Explicitement cette dernière définition s’exprime comme

(ΣW )j1,··· ,jk−1
(α1, · · · , αn) = (−1)k−1


 ∑

jk−1<i

ΣiWj1,··· ,jk−1,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)


 .

Par exemple, sik = 1, alorsΣ : W1,n −→W0,n est défini pourW ∈W1,n par

(ΣW )∅(α1, · · · , αn) = Σ1W1(α1, 0, · · · , 0) + Σ2W2(α1, α2, 0, · · · , 0)

+ Σ3W3(α1, α2, α3, 0, · · · , 0)

+ · · ·

+ ΣnWn(α1, α2, α3, · · · , αn).
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Si k = 2, alorsΣ : W2,n −→W1,n, est défini pourW ∈W2,n par

(ΣW )j1(α1, · · · , αn) = −Σj1+1Wj1,j1+1(α1, α2, · · · , αj1+1, 0, · · · , 0)

− Σj1+2Wj1,j1+2(α1, α2, · · · , αj1+2, 0, · · · , 0)

− · · ·

− ΣnWj1,n(α1, α2, · · · , αn).

Si k = 3, alorsΣ : W3,n −→W2,n, est défini pourW ∈W3,n par

(ΣW )j1,j2(α1, · · · , αn) = Σj2+1Wj1,j2,j2+1(α1, α2, · · · , αj2+1, 0, · · · , 0)

+ Σj2+2Wj1,j2,j2+2(α1, α2, · · · , αj2+2, 0, · · · , 0)

+ · · ·

+ ΣnWj1,j2,n(α1, α2, · · · , αn).

...

Si k = n, alorsΣ : Wn,n −→Wn−1,n, est défini pourW ∈Wn,n par

(ΣW )j1,··· ,jn−1(α1, · · · , αn) = (−1)n−1


 ∑

jn−1<i

ΣiWj1,··· ,jn−1,i(α1, · · · , αn)




=





(−1)n−1ΣnWj1,··· ,jn−1,n(α1, · · · , αn) si jn−1 < n,

0 sinon.

À ce stade-ci, nous sommes en mesure d’énoncer notre version discrète du lemme de Poincaré

inspirée de (Mansfield et Hydon, 2007).

Théorème 11 Soit W ∈ Wk,n et 1 ≤ k ≤ n. Alors W est ferḿee si et seulement siW est

exacte.

Notre preuve est constructive et explicite contrairement `a la preuve par récurrence développée

par (Mansfield et Hydon, 2007) dans le contexte des formes de différences.
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Preuve. Comme nous l’avons déjà vuW = ∆Φ =⇒ ∆W = ∆2Φ = 0. Afin d’établir la

réciproque, supposons que∆W = 0 et montrons queW est exacte. Il suffit de voir que

∆ΣW + Σ∆W = W.

À cet effet, en prenantΦ = ΣW , on trouvera bien

∆Φ = ∆ΣW = ∆ΣW + 0 = ∆ΣW + Σ0 = ∆ΣW + Σ∆W = W.

On a d’une part,

(∆ΣW )i1,··· ,ik(α1, · · · , αn)

=
∑

1≤ν≤k

(−1)ν−1∆iν (ΣW )i1,··· , biν ,···ik(α1, · · · , αn)

=
∑

1≤ν≤k,1≤i≤n

(−1)ν−1+k−1∆iν ΣiWi1,··· , biν ,··· ,ik,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

=
∑

1≤ν≤k,ik<i≤n

(−1)ν−1+k−1∆iνΣiWi1,··· , biν ,··· ,ik,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

+
∑

ν=k,i=ik

(−1)2k−2∆ikΣiWi1,··· ,ik−1, bik,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

= S + ∆ikΣikWi1,··· ,ik(α1, · · · , αik , 0, · · · , 0), disons

= S + Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αik , 0, · · · , 0).

D’autre part,

(Σ∆W )i1,··· ,ik(α1, · · · , αn)

=
∑

ik<i≤n

Σi(−1)k(∆W )i1,··· ,ik,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

=
∑

ik<i≤n,1≤ν≤k

(−1)k+ν−1Σi∆iνWi1,··· , biν ,··· ,ik,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

+
∑

ik<i≤n

(−1)2kΣi∆iWi1,··· ,ik,bi(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

= −S +
∑

ik<i≤n

Σi∆iWi1,··· ,ik(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0).
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On en déduit que,

(∆ΣW )i1,··· ,ik(α1, · · · , αn) + (Σ∆W )i1,··· ,ik(α1, · · · , αn)

= Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αik , 0, · · · , 0) +
∑

ik<i≤n

Σi∆iWi1,··· ,ik(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

= Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αik , 0, · · · , 0)

+
∑

ik<i≤n

(Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)−Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αi−1, 0, · · · , 0))

= Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αn).

Théorème 12 Si W est ferḿee, alors pour tout complexe hypercubiqueP, on a

W (P) = (ΣW )(∂P).

Preuve.Il suffit d’invoquer la version discrète du théorème de Stokes énoncée un peu plus tôt,

(∆w)(P) = w(∂P),

au cas oùw = ΣW . Après investigation, il apparaı̂t que∆w = ∆ΣW = W , découlant de la

démonstration de la version discrète du lemme de Poincar´e.

Corollaire 6 Toute fonction de poidsΦ : Hk−1,n −→ R satisfaisantW (P) = Φ(∂P) est de la

forme

Φ = ΣW + Θ,

où Θ est une fonction de poids exacte quelconque, c’est-à-dire de la forme

Θ = ∆Ω,

où Ω : Hk−2,n −→ R.

Preuve.Par le Théorème 12, on sait queΣW satisfait

W (P) = (ΣW )(∂P). (6.3)
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De plus, par hypothèse

W (P) = Φ(∂P). (6.4)

Considérons la fonction de poids

Θ = Φ− ΣW.

Par soustraction de (6.3) à (6.4), on a

0 = (Φ − ΣW )(∂P) = Θ(∂P),

pour tout∂P. Ceci implique queΘ est fermée, donc exacte par le lemme de Poincaré discret tel

qu’énoncé au Théorème 11. C’est-à-dire qu’il existeΩ telle queΘ = ∆Ω.

Le Théorème 12 donne lieu à de nombreux exemples de calculde poids de complexes hypercu-

biques pour des valeursk ≤ n en dimension quelconquen. En particulier, en prenantk = n = 2

dans le Théorème 12, on obtient un algorithme qui permet, comme au Chapitre 2, de calculer

par exemple, le poids d’un polyomino à partir de son contour.

6.3 Généralisation desV , H et V H algorithmes

Nous généralisons ici, indépendemment du choix particulier deΣW dans le Théorème 12, les

résultats de la Section 6.2 en posantk = n pour n quelconque. Pour ce faire, revenons donc

aux formes différentiellesn-formes dansRn. Soit,

f =
∑

1≤i1<···<in≤n

fi1,··· ,indxi1 ∧ · · · ∧ dxin = f1,··· ,ndx1 ∧ · · · ∧ dxn.

On adf = 0, car

df = (df1,··· ,n) ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

(
∂f1,··· ,n

∂x1
dx1 +

∂f1,··· ,n
∂x2

dx2 + · · · + ∂f1,··· ,n
∂xn

dxn

)
∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= 0 + 0 + · · ·+ 0 = 0.

Ceci permet de construire une famille d’exemples généralisant lesV , H etV H−algorithmes

vu au Chapitre 2 provenant des cas pour lesquelsf est unen-forme dansRn, c’est-à-dire,
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f = f1,2,··· ,n(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn. On veut calculer

∫

H
f1,··· ,n(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

en fonction de la frontière∂H. Dans ce cas, il faut alors chercher des(n− 1)-formes

ω = ω2,3,··· ,n dx2 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn + ω1,3,··· ,n dx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn

+ · · · + ω1,··· ,n−1 dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

telles quedω = f . On a,

dω =
∂ω2,3,··· ,n

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn −

∂ω1,3,··· ,n
∂x2

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

+
∂ω1,2,4··· ,n

∂x3
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn − · · ·

Ceci équivaut à trouverω2,3,··· ,n , ω1,3,··· ,n , · · · , ω1,2,··· ,n−1 telles que

∂ω2,3,··· ,n
∂x1

− ∂ω1,3,··· ,n
∂x2

+
∂ω1,2,4··· ,n

∂x3
− · · · = f1,2,··· ,n.

• Solution1 (x1 − algo) : soitω2,3,··· ,n(x1, · · · , xn) =

∫ x1

f1,2,··· ,n(x1, · · · , xn)dx1

et 0 = ω1,3,··· ,n = ω1,2,4··· ,n = · · · = ω1,2,··· ,n−1.

• Solution2 (x2 − algo) : soitω1,3,··· ,n(x1, · · · , xn) = −
∫ x2

f1,2,··· ,n(x1, · · · , xn)dx2

et0 = ω2,3,··· ,n = ω1,2,4··· ,n = · · · = ω1,2,··· ,n−1.
...

• Solutioni (xi−algo) : soitω1,··· ,bi,··· ,n(x1, · · · , xn) = (−1)i−1

∫ xi

f1,2,··· ,n(x1, · · · , xn)dxi

et 0 = ω2,3,··· ,i,··· ,n = ω1,3,··· ,i,··· ,n = · · · = ω1,2,··· ,i,··· ,n−1.
...

• Solutionn (xn−algo) : soitω1,2,··· ,n−1(x1, · · · , xn) = (−1)n
∫ xn

f1,2,··· ,n(x1, · · · , xn)dxn

et0 = ω2,··· ,n = ω1,3,··· ,n = · · · = ω1,··· ,n−2,n.

Notons qu’en posantx = x1 et y = x2, le x1 − algo correspond auH-algorithmealors que le

x2 − algo correspond auV-algorithmedéveloppé au Chapitre 2.
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L’analogue de l’algorithme mixte (VH-algorithme) dans le cas d’une dimension quelconquen,

fait appel à toutes les variables à la fois. Tout comme dansla démonstration générale du lemme

de Poincaré, le candidat pourω prend alors la forme

ω = x1F (x1, · · · , xn) dx2 ∧ · · · ∧ dxn − x2F (x1, · · · , xn) dx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn

+ x3F (x1, · · · , xn) dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 ∧ · · · ∧ dxn

+ · · · − xnF (x1, · · · xn) dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

oùF (x1, · · · , xn) =

∫ 1

0
f1,··· ,n(sx1, · · · , sxn) sn−1 ds.

Avec ce choix deω, on a biendω = f . En effet,

dω = d [x1Fdx2 ∧ · · · ∧ dxn − x2Fdx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn + · · · − xnFdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1]

=
∂(x1F )

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn −

(
∂(x2F )

∂x2

)
dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn

+

(
∂(x3F )

∂x3

)
dx3 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 ∧ · · · ∧ dxn

− · · ·+ (−1)n−1

(
∂(xnF )

∂xn

)
dxn ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn−1

=

(
∂(x1F )

∂x1

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn +

(
∂(x2F )

∂x2

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

+ · · ·+
(

∂(xnF )

∂xn

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

(
∂(x1F )

∂x1
+

∂x2F

∂x2
+ · · · + ∂xnF

∂xn

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

([
F + x1

∂F

∂x1

]
+

[
F + x2

∂F

∂x2

]
+ · · · +

[
F + xn

∂F

∂xn

])
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=

(
nF + x1

∂F

∂x1
+ · · ·+ xn

∂F

∂xn

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Il suffit donc de vérifier que

nF + x1
∂F

∂x1
+ x2

∂F

∂x2
+ · · · + xn

∂F

∂xn
= f1,2,··· ,n,

dans le cas oùF (x1, · · · , xn) =

∫ 1

0
f1,2,··· ,n(sx1, · · · , sxn)sn−1ds.
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Calculons pour1 ≤ i ≤ n,

xi
∂F

∂xi
= xi

∂

∂xi

∫ 1

0
f1,2,··· ,n(sx1, · · · , sxn)sn−1ds

= xi

∫ 1

0

∂

∂xi
[f1,2,··· ,n(sx1, · · · , sxn)] sn−1ds

= xi

∫ 1

0

∂f

∂xi
(sx1, · · · , sxi, · · · , sxn)

∂(sxi)

∂xi
sn−1ds

= xi

∫ 1

0

∂f

∂xi
(sx1, · · · , sxi, · · · , sxn)snds.

On a alors,

nF + x1
∂F

∂x1
+ · · ·+ xn

∂F

∂xn

=

∫ 1

0

(
nf1,··· ,n(sx1, · · · , sxn)sn−1

)

= +

(
x1

∂f

∂x1
(sx1, · · · , sxn) + · · · + xn

∂f

∂xn
(sx1, · · · , sxn)

)
snds.

Assurons nous que le dernier membre de cette dernière égalité est bien équivalent à
∫ 1

0

(
d

ds
[f1,··· ,n(sx1, · · · , sxn)] sn

)
ds = f1,··· ,n(x1, · · · , xn).

En effet,

d

ds
(f1,2,··· ,n(sx1, · · · , sxn)sn)

=

(
d

ds
f1,··· ,n(sx1, · · · , sxn)

)
sn + f1,··· ,n(sx1, · · · , sxn)

d

ds
sn

=

(
∂f

∂x1
(sx1, · · · , sxn)x1 + · · ·+ ∂f

∂xn
(sx1, · · · , sxn)xn

)
sn + nsn−1f1,··· ,n(sx1, · · · , sxn).

En résumé, l’algorithme mixte pourW (H) =

∫

H
f1,··· ,n(x1, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn corres-

pondra à prendre,

Φ(∂H) =

∫

∂H
x1Fdx2 ∧ · · · ∧ dxn − x2Fdx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn + · · ·

Plus généralement, en utilisant le Théorème 12 et le Corollaire 6, on obtient une famille infi-

nie d’algorithmes pour les fonctions de poidsW ∈ Wn,n. Remarquons d’abord que de telles

fonctions de poids sont nécessairement fermées. En effet, puisque

W = (Wi1,··· ,in(α1, · · · , αn))1≤i1<···<in≤n,
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on a queW se ramène à une seule fonctionW = W1,2,··· ,n(α1, · · · , αn). Dans ce cas, on a

alors

(∆W )j1,··· ,jn+1(α1, · · · , αn) =

n+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jνWj1,··· , bjν ,··· ,jn+1
(α1, · · · , αn)

= 0 + · · ·+ 0 + (−1)n∆jn+1Wj1,··· ,jn,bjn+1

= 0 car jn+1 > n.

Par le Théorème 12, on peut choisir une fonction de poidsΦ telle queW (H) = Φ(∂H), en

prenantΣW ∈Wn−1,n. Plus précisément,

(ΣW )j1,··· ,jn−1(α1, · · · , αn)

=





(−1)n−1ΣnWj1,··· ,jn−1,n(α1, · · · , αn) si jn−1 < n,

0 sinon,

=





(−1)n−1ΣnW1,2,··· ,n(α1, · · · , αn) si (j1, j2, · · · , jn−1) = (1, 2, · · · , n− 1),

0 sinon,

=





(−1)n−1
∑αn−1

νn=0 W1,2,··· ,n(α1, · · · , αn−1, νn) si (j1, · · · , jn−1) = (1, · · · , n− 1),

0 sinon.

Par le Corollaire 6, la forme générale pourΦ, telle queW (H) = Φ(∂H), est donc de la forme

Φ = ΣW + Θ,

oùΣW est donné par le dernier membre de droite de l’égalité pr´ecédente et

Θ = ∆Ω,

avecΩ : Hn−2,n −→ R quelconque.

Notons que sin = 2 alors,Θ = ∆Ω, où Ω : H0,2 −→ R, c’est-à-dire,Ω : Z × Z −→ R.

Posons doncΩ = Ω(α1, α2). Alors,Θ : H1,2 −→ R où

Θ1 = (∆Ω)1 = (−1)1−1∆1Ω(α1, α2) = Ω(α1 + 1, α2)− Ω(α1, α2),

Θ2 = (∆Ω)2 = (−1)1−1∆2Ω(α1, α2) = Ω(α1, α2 + 1)− Ω(α1, α2),

ce qui correspond à ce que nous avions vu au Chapitre 2 en tenant compte du contexte décrit

par la Figure 6.2.
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6.4 Cas sṕeciaux

Revenons au Théorème 12 aveck ≤ n. Concentrons nous maintenant sur quelques exemples

précis.

Cas 1 : Considérons d’abord le cas linéaire enα1, · · · , αn, où

W (H) = Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) =

n∑

r=1

c(i1,··· ,ik)
r αr.

La condition∆W = 0 se traduit par

0 = (∆W )j1,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn) =

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jν

(
n∑

r=1

c
(j1,··· , bjν ,··· ,jk+1)
r αr

)
.

Autrement dit,W est fermée si et seulement si on a la famille des égalités

c
(j2,··· ,jk+1)
j1

− c
(j1,j3,··· ,jk+1)
j2

+ c
(j1,j2,j4,··· ,jk+1)
j3

− · · · = 0.

En particulier, en prenantk = 1, W ∈W1,n et pourH ∈ H1,n, on a

W (H) = Wi1(α1, · · · , αn) = c
(i1)
1 α1 + c

(i1)
2 α2 + · · · + c(i1)

n αn.

W est fermée si et seulement sicj2
j1
−cj1

j2
= 0. C’est-à-dire que la matrice descβ

α est symétrique.

Dans ce cas,ΣW ∈W0,n est donnée par la formule

(ΣW )∅(α1, · · · , αn) = Σ1(c
(1)
1 α1) + Σ2(c

(2)
1 α1 + c

(2)
2 α2) + Σ3(c

(3)
1 α1 + c

(3)
2 α2 + c

(3)
3 α3)

· · ·+ Σn(c
(n)
1 α1 + · · ·+ c(n)

n αn).

Cas 2 : Le deuxième cas étudié consiste à prendre

Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) = ci1,··· ,ik ,

qui ne dépend que des directionsi1, · · · , ik de l’hypercubeH. La condition∆W = 0 est alors

toujours satisfaite puisque

(∆W )j1,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn) =

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jνcj1,··· , bjν ,··· ,jk+1
= 0.
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Ainsi, la forme est toujours fermée et on a

(ΣW )j1,··· ,jk−1
(α1, · · · , αn) = (−1)k−1

∑

jk−1<i

ΣiWj1,··· ,jk−1,i(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

= (−1)k−1
∑

jk−1<i

Σicj1,··· ,jk−1,i

= (−1)k−1
∑

jk−1<i

αicj1,··· ,jk−1,i,

car pour toute constantec, on aΣic = αic.

Par exemple, supposonsci1,··· ,ik = 1 pour tout i1, · · · , ik (volume d’un hypercube). Alors

W (P) correspond au volume signé du complexe hypercubiqueP. En d’autres termes, siP =
∑m

i=1 niHi alorsW (P) =
∑m

i=1 ni. On obtient alors,

(ΣW )j1,··· ,jk−1
(α1, · · · , αn) = (−1)k−1

∑

i>jk−1

αi = (−1)k−1(αjk−1+1 + · · · + αn).

Ceci généralise leH-algorithmepour l’aire d’un polyomino développé au Chapitre 2.

Cas 3 : Finalement, le troisième cas consiste à choisir

Wi1,··· ,ik(α1, · · · , αn) = f(α1, · · · , αn),

qui ne dépend que du coin principal des hypercubes. La condition ∆W = 0 est alors traduite

par

0 = (∆W )j1,··· ,jk+1
(α1, · · · , αn) =

k+1∑

ν=1

(−1)ν−1∆jνf(α1, · · · , αn).

C’est-à-dire,

∆j1f(α1, · · · , αn)−∆j2f(α1, · · · , αn)+∆j3f(α1, · · · , αn)+· · ·+(−1)k∆jk+1
f(α1, · · · , αn) = 0.

Par exemple, sik = 1 alors∆W = 0 si et seulement si

∆j1f(α1, · · · , αn)−∆j2f(α1, · · · , αn) = 0.

C’est-à-direi < j =⇒ ∆if = ∆jf . Autrement dit,

f(α1, · · · , αi + 1, · · · , αn)− f(α1, · · · , αn) = f(α1, · · · , αj + 1, · · · , αn)− f(α1, · · · , αn).
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C’est-à-dire∀i < j : f(α1, · · · , αi + 1, · · · , αn)− f(α1, · · · , αj + 1, · · · , αn) = 0. En parti-

culier, pouri = 1, j = 2, on a

f(α1 + 1, α2, · · · , αn) = f(α1, α2 + 1, · · · , αn).

Donc par translation,f(α1, α2, · · · , αn) = f(α1−1, α2+1, · · · , αn) et en itérant ce processus,

on trouve,

f(α1, α2, · · · , αn) = f(0, α1 + α2, α3, · · · , αn).

En continuant aveci = 2, j = 3, et ainsi de suite, on obtient de proche en proche

f(α1, · · · , αn) = f(0, α1 + α2, α3, · · · , αn) = f(0, 0, α1 + α2 + α3, α4, · · · , αn) = · · · =

f(0, 0, · · · , 0, α1 + α2 + · · ·+ αn) = ϕ(α1 + α2 + · · ·+ αn), disons.

Ainsi ∆W = 0 si et seulement siWi(α1, · · · , αn) = ϕ(α1 + · · · + αn), 1 ≤ i ≤ n. Dans ce

cas,

(ΣW )∅ (α1, · · · , αn) =
∑

1≤i≤n

ΣiWi(α1, · · · , αi, 0, · · · , 0)

=
∑

1≤i≤n

Σiϕ(α1 + · · ·+ αi)

=
∑

1≤i≤n

αi−1∑

νi=0

ϕ(α1 + · · ·+ αi−1 + νi),

si tous lesαi > 0. Des expressions semblables sont valides dans le cas où certainsαi sont nuls

ou négatifs.

Ce chapitre ouvre la voie à l’étude d’une multitude d’autres statistiques associées aux complexes

hypercubiques en fonction de paramètres associés à leurfrontière.



CONCLUSION

La discipline de la géométrie discrète vise à définir etutiliser un ensemble de notions de la

géométrie classique qui ont préalablement été transposées dans le cadre intrinsèquement discret

d’objets manipulables par l’outil informatique. Les objets d’étude de la géométrie discrète sont

fondamentaux en analyse et traitement d’images dont les domaines d’applications couvrent l’in-

fographie médicale, la télédétection par satellite, la morphologie, la métérologie, la géomorpho-

logie, la synthèse d’images sans oublier les applicationsmilitaires et plusieurs autres. De nou-

velles motivations existent également en microscopie électronique où il est possible de recons-

truire des structures cristallines.

Dans cette thèse, nous avons développé des algorithmes reliés au calcul de diverses statistiques

descriptives d’objets discrets, et avons structuré la th´eorie y faisant référence. Pour ce faire, dans

les Chapitres 2 et 6, nous avons utilisé en particulier des versions discrètes des théorèmes de

Green et Stokes ainsi que certains concepts relevant de la théorie classique de la combinatoire

des mots. Au Chapitre 3, nous avons également montré que les ensembles discrets d’inertie mi-

nimale sont des quasi-disques discrets fortement-convexes, donc en l’occurrence des polyomi-

nos. Un algorithme permettant de les engendrer a aussi étédéveloppé. Ensuite, au Chapitre 4, les

propriétés de contours d’ensembles discrets ont été abordées : en particulier nous avons proposé

une nouvelle démonstration du résultat de Daurat et Nivatqui met en relation le nombreS de

points saillants et le nombreR de points rentrants d’un polyomino par l’équationS−R = 4. Un

résultat analogue a également été démontré pour les réseaux hexagonaux. Au Chapitre 5, l’étude

des opérations de mélange parfait appliquées aux chemins discrets a donné lieu à quelques pro-

priétés géométriques intéressantes : entre autre nous avons prouvé que, sous l’action du mélange

parfait, les chemins fermés restent fermés, l’aire ainsique le périmètre doublent et le centre de

gravité subit une rotation de45◦ avec un facteur de similitude de
√

2. Une normalisation de

cette opération de mélange nous a permis d’engendrer des courbes fractales du type courbe de
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dragon et d’analyser certains de leurs invariants. Finalement, nous avons généralisé ces résultats

à d’autres types d’opérations de mélange appliqués à des chemins formés d’angles2kπ
N .

Ces résultats promettent d’être très utiles en analyse et traitement d’images ainsi qu’en recons-

truction d’objets plus généraux à partir de données partielles. On peut prévoir leur utilisation

dans les nombreux domaines d’applications mentionnés ci-haut.

Outre les problèmes ouverts énoncés à la fin de chacun deschapitres, mentionnons quelques

autres perspectives générales de recherche.

Le but principal est de poursuivre l’étude d’approches nouvelles qui permettent de développer

divers algorithmes pour le traitement et l’analyse d’objets plus généraux. Par exemple, l’utilisa-

tion de versions discrètes du théorème de Stokes conduità de nouveaux algorithmes permettant

d’évaluer diverses statistiques reliées aux ensembles discrets à partir de données partielles. Cette

approche est très prometteuse et doit être poursuivie. Elle a l’avantage de ramener le calcul de

certains paramètres, en dimensionn, à des calculs correspondants, en dimensionn − 1. Un

autre problème consiste à étendre aux dimensions supérieures, en l’occurrence en dimension3

pour des fins pratiques, les résultats obtenus au Chapitre 3concernant l’étude des ensembles

discrets d’inertie minimale. Dans le contexte des hypercubes d’un réseau discret, ces ensembles

sont regroupés de façon optimale autour de leur centre de gravité. Ils sont convexes au sens

discret, dans toutes les directions. Une difficulté intrinsèque est la notion de convexité : en effet,

les seules réunions d’hypercubes convexes au sens euclidien usuel sont les pavés multidimen-

sionnels. La convexité selon une direction fixée est aussibien définie et coı̈ncide encore avec la

notion classique. Il serait envisageable, grâce à cette approche, de développer des algorithmes

de reconstruction et d’analyse d’objets discrets multidimensionnels, à partir de leur projection

selon certaines familles de directions.

En effet, les problèmes ouverts et la généralisation de certains résultats à de nouveaux contextes

démontrent bien l’importance de poursuivre ces recherches.
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APPENDICE A

0.1 Preuve ǵeométrique de
∫∫

P
f(x, y) dx dy =

∫
γ
F (x, y)(xdy − ydx).

Soitv0, v1, . . . ,vn les sommets successifs du contourγ d’un polyominoP. Pour chaque paire

de sommets consécutifsvi et vi+1 sur γ, considérons le triangleTi dont les sommets, dans

l’ordre, sont respectivement0, vi et vi+1. Le triangleTi est considéré positif si allant du

segment [0,vi] au segment [0,vi+1] on doit tourner selon un angle positif, autrementTi est

négatif (voir Figure 0.3).

1

0  0

1

v

v v

vi

i+ i

i+

Figure 0.3Un triangle orienté positivement et négativement.

On a forcément, ∫ ∫

P

f(x, y) dx dy =
n−1∑

i=0

∫ ∫

Ti

f(x, y) dx dy.

Maintenant posonsvi = (xi, yi) etvi+1 = (xi+1, yi+1) = (xi + ∆xi, yi + ∆yi) et prenons la

paramétrisation suivante pour le triangleTi :

x = x(s, t) = s(xi + t∆xi), y = y(s, t) = s(yi + t∆yi),

où0 ≤ s ≤ 1 et0 ≤ t ≤ 1. Le Jacobien de cette transformation est donné par

∂(x, y)

∂(s, t)
= s(xi∆yi − yi∆xi).

En effectuant un changement de variables pour l’intégraledouble, on a pouri = 0, 1, . . . , n−1 :
∫ ∫

Ti

f(x, y) dx dy =

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x(s, t), y(s, t))

∂(x, y)

∂(s, t)
ds dt

=

∫ 1

0

∫ 1

0
f(s(xi + t∆xi), s(yi + t∆yi))s(xi∆yi − yi∆xi) ds dt

=

∫ 1

0
F (xi + t∆xi, yi + t∆yi)(xi∆yi − yi∆xi) dt

=

∫

[vi,vi+1]
F (x, y)(xdy − ydx).
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Notons que cette preuve reste générale et qu’elle peut être adaptée à n’importe quelle courbeγ

continûment différentiable par morceaux.

0.2 Le résultat d’un programme Maple sur un polyomino

Il est simple de faire des programmes Maple (non optimisés)engendrant certains des algo-

rithmes incrémentaux développés précédemment. Nousdonnons ici le résultat d’un tel pro-

gramme, qui est décrit à la Section 0.3, sur le polyomino d’allure humaine (voir Figure 0.4)

représenté par le mot

w = aabbbabbaaabaabbbbaaabaaaababaababbaaabbbbab.

(0,0)

Figure 0.4Polyomino d’allure humaine.

Périmètre : 44

Aire : 27

Centre de gravité : [47/18, 239/54], [2.611111111, 4.425925926]

Moment d’inertie : 11719/54, 217.0185185

Projections verticales : 2q−1 + 2 + 7q + 5q2 + 6q3 + 2q4 + 2q5 + q6

Projections horizontales :2 + 4t + 2t2 + 3t3 + 3t4 + 3t5 + 8t6 + 2t7

0.3 Programmes Maple

Nous présontons ici, deux petits programmes permettant decalculer certaines statistiques sur

les polyominos. Bien entendu, ces programmes ne sont pas nécessairement optimaux.
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0.3.1 Calcul de la distance moyennèa l’origine d’un point d’un polyomino

Dans le programme qui suit, la procédurecalculeDMprend en entrée les trois paramètres qui

sont le motw codant le contour du polyomino ainsi que le point de départs = (x0, y0).

f1 := proc(x, y)

if y = 0 then evalf(1/2 * x* abs(x))

else evalf(1/2 * x* sqrt(xˆ2 + yˆ2)

+ 1/2 * yˆ2 * log(x + sqrt(xˆ2 + yˆ2))

- 1/4 * yˆ2 * log(yˆ2))

end if

end proc

f2 := proc(x, y)

if x = 0 then evalf(1/2 * y* abs(y))

else evalf(1/2 * y* sqrt(xˆ2 + yˆ2)

+ 1/2 * xˆ2 * log(y + sqrt(xˆ2 + yˆ2))

- 1/4 * xˆ2 * log(xˆ2))

end if

end proc

kk := 1

calculeDM := proc(mot, x0, y0)

local k, s, X, Y, cummDM, cummA, A, DM;

global kk;

s := convert(mot, string);

X := x0;

Y := y0;

cummDM := 0;

cummA := 0;
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for k to length(s) do

if s[k] = "d" then

cummDM := cummDM - Y* (f1(X + 1, Y)

- f1(X, Y))/(kk + 2);

X := X + 1

elif s[k] = "g" then

cummDM := cummDM - Y* (f1(X - 1, Y)

- f1(X, Y))/(kk + 2);

X := X - 1

elif s[k] = "h" then

cummDM := cummDM + X* (f2(X, Y + 1)

- f2(X, Y))/(kk + 2);

cummA := cummA + X;

Y := Y + 1

elif s[k] = "b" then

cummDM := cummDM + X* (f2(X, Y - 1)

- f2(X, Y))/(kk + 2);

cummA := cummA - X;

Y := Y - 1

else RETURN("mot non conforme")

end if

end do;

DM := cummDM;

A := cummA;

lprint("MOT", mot);

lprint("DISTANCE MOYENNE A", x0, y0, ":", DM/A);

lprint(A)

end proc
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0.3.2 Calcul de param̀etres assocíes aux polyominos

Le programme Maple suivant prend en entrée un mot codant le périmètre d’un polyomino à

partir de l’origine et donne, en sortie, les paramètres suivants : aire, centre de gravité, moment

d’inertie et les polynômes de Laurent codant la famille desprojections verticales et horizontales.

calcule := proc(mot)

local k, s, X, Y, cummA, cummXbar, cummYbar, cummX2, cummY2,

cummProjV, cummProjH, AIRE, CG, MI, qproj, tproj, Xbarre,

Ybarre; global q, t;

s := convert(mot, string);

X := 0;

Y := 0;

cummA := 0;

cummXbar := 0;

cummYbar := 0;

cummX2 := 0;

cummY2 := 0;

MI;

cummProjV := 0;

cummProjH := 0;

for k to length(s) do

if s[k] = "d" then

cummYbar := cummYbar - 1/2 * Yˆ2;

cummY2 := cummY2 - 1/3 * Yˆ3;

cummProjH := cummProjH - tˆY;

X := X + 1

elif s[k] = "g" then

cummYbar := cummYbar + 1/2 * Yˆ2;

cummY2 := cummY2 + 1/3* Yˆ3;



158

cummProjH := cummProjH + tˆY;

X := X - 1

elif s[k] = "h" then

cummA := cummA + X;

cummXbar := cummXbar + 1/2 * Xˆ2;

cummX2 := cummX2 + 1/3* Xˆ3;

cummProjV := cummProjV + qˆX;

Y := Y + 1

elif s[k] = "b" then

cummA := cummA - X;

cummXbar := cummXbar - 1/2 * Xˆ2;

cummX2 := cummX2 - 1/3 * Xˆ3;

cummProjV := cummProjV - qˆX;

Y := Y - 1

else RETURN("mot non conforme")

end if

end do;

AIRE := cummA;

Xbarre := cummXbar/AIRE; Ybarre := cummYbar/AIRE;

MI := cummX2 + cummY2 - (Xbarreˆ2 + Ybarreˆ2) * AIRE;

lprint("MOT", mot); lprint("PERIMETRE", length(s));

lprint("AIRE", cummA); lprint("CENTRE DE GRAVITE");

print([Xbarre, Ybarre],evalf([Xbarre, Ybarre]));

lprint("MOMENT D’INERTIE", MI, evalf(MI));

lprint("PROJECTIONS VERTICALES");

print(series(-cummProjV/(1 - q), q, infinity));

lprint("PROJECTIONS HORIZONTALES");

print(series(-cummProjH/(1 - t), t, infinity))

end proc
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APPENDICE B

0.1 Preuve

Voici une preuve alternative directe du Lemme 5 du Chapitre 3qui n’utilise pas le théorème des

axes parallèles.

Preuve.(du Lemme 5) Considérons le cas où lesSk sont des ensembles mesurables. Le cas des

ensembles finisSk est semblale et est donc laissé au lecteur. D’une part, on a

N∑

k=1

mk|gk|2 −
1

m

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

mkgk

∣∣∣∣∣

2

=
N∑

k=1

mk

∣∣∣∣∣

∫ ∫
Sk

z dx dy

mk

∣∣∣∣∣

2

− 1

m

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

mk

∫ ∫
Sk

z dx dy

mk

∣∣∣∣∣

2

=
N∑

k=1

1

mk

∣∣∣∣
∫ ∫

Sk

z dx dy

∣∣∣∣
2

− 1

m

∣∣∣∣
∫ ∫

S1∪···∪SN

z dx dy

∣∣∣∣
2

.

D’autre part,

I(S1 ∪ · · · ∪ SN )−
N∑

k=1

I(Sk)

=

∫ ∫

S1∪···∪SN

|z|2 dx dy − 1

m

∣∣∣∣
∫ ∫

S1∪···∪SN

z dx dy

∣∣∣∣
2

−
N∑

k=1

(∫ ∫

Sk

|z|2 dx dy − 1

mk

∣∣∣∣
∫ ∫

Sk

z dx dy

∣∣∣∣
2
)

=

N∑

k=1

1

mk

∣∣∣∣
∫ ∫

Sk

z dx dy

∣∣∣∣
2

− 1

m

∣∣∣∣
∫ ∫

S1∪···∪SN

z dx dy

∣∣∣∣
2

.
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Comput. Sci., Liège.
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p. 12 pp. (electronic), Amsterdam. Elsevier.

Del Lungo, A. 1994.(( Polyominoes defined by two vectors)), Theoret. Comput. Sci., vol. 127,
no. 1, p. 187–198.

Del Lungo, A., M. Nivat, R. Pinzani, et L. Sorri. 1998.(( The medians of discrete sets)), Inform.
Process. Lett., vol. 65, no. 6, p. 293–299.

Delest, M.-P., D. Gouyou-Beauchamps, et B. Vauquelin. 1987. (( Enumeration of parallelogram
polyominoes with given bond and site perimeter)), Graphs Combin., vol. 3, no. 4, p. 325–
339.

Feynman, R. P., R. B. Leighton, et M. Sands. 1963.The Feynman lectures on physics. Vol. 1 :
Mainly mechanics, radiation, and heat. Addison-Wesley Publishing Co., Inc., Reading,
Mass.-London.

Fiorio, C., D. Jamet, et J.-L. Toutant. 2006.(( Discrete circles : an arithmetical approach with



162

non-constant thickness)). In SPIE Electronic Imaging. T. 6066, sérieVision Geometry
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