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RESUME

Dans ce travail, nous nous intéressons a divers problémkesatenbinatoire des mots,
portant principalement sur deux familles : les mots équibbet les mots lisses infinis. Il est
facile de vérifier que l'intersection entre ces deux farmiltle mots est vide ; c’est pourquoi
nous les traiterons de fagon indépendante.

Dans la premiére partie, nous étudions les mots équilibréesfamilles de mots dé-
rivées de ces derniers. Les mots infinis sturmiens, ausslépples suites sturmiennes, sont
étudiés depuis plus de cent ans et sont caractérisés deyrhugacons : pour un alphabet a
deux lettres, ce sont exactement les suites équilibréesiltiorement périodiques et les suites
de complexité minimale, c’est-a-dire les suites ayanteseaeht(n + 1) facteurs de longueur
n. Une autre propriété caractéristique des suites sturregerst qu’elles décrivent une droite
discréte. Les suites épisturmiennes ont récemment épélirites comme étant I'une des géné-
ralisations sur plus d2lettres des suites sturmiennes ; un mot de Christoffel egtrision finie
d’une suite sturmienne. Dans un premier temps, nous insods donc une généralisation des
mots de Christoffel sur un alphabet a plus2dettres. Pour ce faire, nous utilisons la propriété
gu’'un mot de Christoffel est I'image d’une lettre par mogwhe sturmien. Nous appelons les
mots ainsi obtenus deawots épichristoffelsll est intéressant de remarquer que ces mots ne
sont généralement pas équilibrés, tout comme les suitetigpiennes. Nous montrons com-
ment obtenir des mots épichristoffels, comment les redtmrenat nous montrons que certaines
propriétés des mots de Christoffel se généralisent biemranig épichristoffels.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons aux motghéegjilen lien avec la
conjecture de Fraenkel. Cette conjecture énonce que pcaipbabet & lettres, aved: > 3,
il n'existe gu’un unique mot infini équilibré, a permutatides lettres et a décalage prés, ayant
des fréquences de lettres toutes différentes. Par exepmle 'alphabet{1, 2, 3}, ce mot est
(1213121)“. Nous montrons que la conjecture est vraie si elle est ietdra la famille des
suites épisturmiennes et du coup, nous caractérisonsites épisturmiennes équilibrées.

Nous approchons ensuite la conjecture de Fraenkel enltaanasur la superposition
de mots de Christoffel. Nous traduisons les travaux de RpSam et de R. Morikawa sur les
suites de Beatty en terme de mots de Christoffel et nous ifEsons les détails passés sous
silence dans leurs preuves. Nous obtenons ainsi une aomdigcessaire et suffisante pour
que deux mots de Christoffel se superposent. Comme un miibéga & lettres peut étre vu
comme la superposition demots équilibrés su? lettres, cette condition nous permet de nous
approcher de la conjecture de Fraenkel, sans toutefoi®iever. Nous prouvons toutefois une
formule donnant le nombre de superpositions pour deux neShtistoffel superposables et

nous montrons de nouvelles propriétés concernant les rad@dstoffel.



La deuxiéme partie de ce travail porte sur I'étude des msged infinis, principalement
les mots lisses extrémaux, c'est-a-dire le plus petit etlds grand selon l'ordre lexicogra-
phigue. Nous caractérisons ces mots sur des alphabets dettees de méme parité. Pour ce
faire, nous décrivons d’abord des algorithmes qui permette les construire en temps linéaire
selon le nombre d’opérations. Nous montrons ensuite dewigtés de fermeture et de récur-
rence pour les mots lisses en général sur un alphabet de neités pous fournissons une
formule explicite pour la fréquence des lettres dans lesrartrémaux et nous décrivons la
factorisation de Lyndon pour une sous-classe des motsneatné Ces résultats sont forts in-
téressants puisque les propriétés démontrées ne sontgppluplrt que des conjectures pour
les mots lisses sur I'alphabét, 2}. Par ailleurs, nous montrons que les mots lisses maximaux
sur des alphabets contenant deux lettres paires et cemaissde Kolakoski généralisés coin-
cident. Du coup, nous prouvons plusieurs propriétés coaceia factorisation de Lyndon, les
fréquences, la fermeture de I'ensemble des facteurs siousge miroir et la récurrence pour
les mots de Kolakoski généralisés. Finalement, nous étadés mots lisses infinis en lien avec
les surfaces discrétes. Nous montrons que les seuls pdissgssdu quart de plan décrivant un
morceau de surface discréte sont engendrés par des motsakke$o généralisés.

Mots clés: Combinatoire des mots, mot de Christoffel, suite sturméermot épichristoffel,
suite épisturmienne, conjecture de Fraenkel, suite &gédi mot lisse, mot de Kolakoski, mot
de Lyndon, mot extrémal, surface discréte.



INTRODUCTION

Méme si elle apparait dans la littérature depuis prés de astla combinatoire des mots
est un domaine de l'informatique mathématique récent. Ea, ehalgré que certains articles
étudiaient déja les mots au début du 20iéme siécle (Thueg; I8tue, 1910; Thue, 1912;
Thue, 1914), les premiers recueils publiés sur ce sujet kopseudonyme Lothaire (Lo-
thaire, 1983; Lothaire, 2002; Lothaire, 2005) n'appaeissju’a partir de la fin du 20iéme
siécle. Dans plusieurs domaines des mathématiques tels gfoéorie des nombres, la dyna-
mique symbolique, la géométrie discréte et I'infograpiliest possible de représenter certains
problémes en terme de mots, c’est-a-dire une suite finie fmigrde symboles. La combina-
toire des mots est donc un outil permettant de modéliser adsgmes apparaissant dans des

domaines tres variés.

Dans ce travail, nous étudions deux ensembles de mots : leséquilibrés et les familles
reliées, et les mots lisses. Rappelons que les suites stumas sont exactement les suites équi-
librées sur un alphabet a deux lettres et que ces derniecesatd les droites discretes (Morse
et Hedlund, 1938; Coven et Hedlund, 1973; Lothaire, 2008%s mots de Christoffel sont
la version finie des suites sturmiennes. Ces derniers omtust fortement étudiés (Christof-
fel, 1875; Borel et Laubie, 1993; Berstel et de Luca, 1997#eBet Reutenauer, 2005; Borel
et Reutenauer, 2006; Berthé, de Luca et Reutenauer, 208@hemaintenant bien caracté-
risés. Dans ce travail, nous donnons une généralisatiomdesde Christoffel sur un alphabet
a plus de deux lettres et nous montrons quelles sont lesigdprui se généralisent. Par la
suite, nous nous intéressons a la conjecture de Fraenkar(kel, 1973). Ce dernier prétend
que pour un alphabet/alettres, aved: > 3, il n’existe qu’une seule suite équilibrée, a permu-
tation des lettres et conjugaison prés, ayant des frégaateédettres toutes différentes. Nous
abordons cette conjecture d’abord en circonscrivant lblpnoe aux suites épisturmiennes in-

troduites dans (Droubay, Justin et Pirillo, 2001). Ensuitaus approchons cette conjecture en



utilisant la superposition de mots équilibrés, comme letsraatisfaisant la conjecture sont ob-
tenus par superposition de mots équilibrés. Nous noueBgéns ensuite aux mots lisses infinis
introduits dans (Brlek et al., 2006), c’est-a-dire les noptsrestent sur le méme alphabet sous
I'application de I'opérateur de codage par blocs un nomttfieiide fois. Plus particulierement,
nous voulons caractériser le plus petit et le plus grand s®its I'ordre lexicographique afin
de donner des bornes a I'ensemble des mots lisses infinisupalphabet fixé. Pour terminer,
nous étudions le lien entre les surfaces discrétes (vammgtla2004)), c'est-a-dire la généralisa-
tion des droites discrétes 8rdimensions, et les mots lisses. Cette idée provient du diaities
surfaces discrétes peuvent étre codées par un pavagelgbabat{1, 2, 3} et qu'il est possible
d’associer un pavage du plan a un mot lisse pour un alphalgetNious voulons savoir a quoi

correspond l'intersection de ces deux objets.

Ce travail est présenté comme suit. Dans le Chapitre |, raqumefons les définitions et notations
de bases en combinatoire des mots, d’abord pour les motsdingspour les mots infinis et bi-
infinis. Ces notations sont celles qui seront utilisées tutong de ce travail. Par ailleurs,
notons qu’en cas de besoin, le lecteur peut se référer emetogis a I'index afin de retrouver

facilement les définitions nécessaires.

Dans le Chapitre Il, aprés avoir rappelé les différentesnidiéfins et caractérisations des suites
sturmiennes, nous donnons les principaux résultats lesecaant. Nous énongons ensuite la
définition d’'un mot de Christoffel, nous donnons sa représgEm géométrique et sa construc-
tion a l'aide des graphes de Cayley ainsi que quelques unessdpropriétés qui nous seront
utiles pour la suite. Comme les suites sturmiennes sonttégisees de plusieurs facons, il y
a une multitude de généralisations possibles, tout dépemigala propriété utilisée. La géné-

ralisation qui nous intéresse ici est la famille des suistérmiennes. Aprés avoir rappelé
les définitions et certaines propriétés des suites épignmas, nous introduisons finalement
la généralisation des mots de Christoffel sur plus de detrese: les mots épichristoffels. Par

analogie avec les mots de Christoffel, les mots épichfedtofont définis comme étant les mots
finis obtenus par morphisme épisturmien sur une lettre esayuii plus petits que tous ses suf-
fixes; ils ne sont pas nécessairement équilibrés. Dans umigréemps, nous montrons que

tout comme les mots de Christoffel, les mots épichristeféaint primitifs et s'écrivent de facon



unigue comme le produit de deux palindromes. Par la suitegs donnons un algorithme rapide
qui permet de dire si uk-tuplet décrit les fréquences d’un mot épichristoffel os.[fi tel est

le cas, nous montrons que ce mot épichristoffel est uniqgaaskhontrons ensuite que quelques
résultats sur les mots de Christoffel se généralisent higmots épichristoffels. Finalement,
nous prouvons une condition nécessaire et suffisante guigbate dire si un mot est dans la

classe de conjugaison d’'un mot épichristoffel ou pas.

Le Chapitre Il concerne les suites épisturmiennes et lgecture de Fraenkel. Comme les
suites sturmiennes sont équilibrées et que ce n'est généeat pas le cas pas pour les suites
épisturmiennes, il est naturel de vouloir caractérisellgsiesont les suites qui sont a la fois
épisturmiennes et équilibrées. Par ailleurs, il y a plus@eans, A. S. Fraenkel a conjecturé
que pour urk > 2 fixé, il existe une seule fagon de couvrir les enti&raveck suites de la
forme |an + b| ayant des fréquences différentes. En combinatoire des ceite conjecture
peut se reformuler ainsi : il existe une seule suite éqéiéitsur un alphabetfalettres ayant des
fréquences de lettres différentes, a permutation de $e¢tra conjugaison pres. Nous montrons
gu'il existe exactement trois différentes suites épistarmes équilibrées, a permutations des
lettres et conjugaison pres, décrites par les suites dgestsuivantes :

a) A(s) =1"23...(k—1)k*,avecn > 1;

b) A(s)=12... (k= D1k(k+1)...(k+£¢—1)(k+¢)“,avect > 1;

c) A(s) =123... k1%,

ou k > 3. Parmi elles, une seule a des fréquences de lettres totf@®uies. Ainsi, en plus
de fournir une belle caractérisation des suites épistumnei® équilibrées, ce résultat fournit une
preuve partielle de la conjecture de Fraenkel pour lessapesturmiennes. Les résultats de ce

chapitre font I'objet de la publication (Paquin et VuilloB007).

Toujours motivé par la conjecture de Fraenkel, nous étsditams le Chapitre 1V la superposi-
tion de deux mots de Christoffel. Des travaux précédentsnamitré que les suites satisfaisant
a la conjecture de Fraenkel sont périodiques. Ainsi, peigqut mot finiu tel queu® satisfait

a la conjecture de Fraenkel peut étre obtenu par la supggmodek mots équilibrés sur deux
lettres, nous abordons la conjecture de Fraenkel en chrsbas quelle condition deux mots

de Christoffel se superposent. Nous utilisons les résultatSimpson, 2004) dans lequel I'au-



teur donne une condition nécessaire et suffisante pour quesdées de Beatty se superposent.
Nous traduisons tout en terme de mots de Christoffel. Notsnolns donc une condition né-
cessaire et suffisante afin que deux mots de Christoffel sermogent et de la preuve de ce
résultat découlent de nouvelles propriétés des mots dstGfieil. En plus de fournir les détails
passés sous silence dans les preuves de (Simpson, 200gallums plus loin en donnant le
nombre de superpositions possibles pour deux mots de &ffglstNous terminons ce chapitre
en utilisant les mots de Christoffel afin de prouver que le Im@ml’éléments du sous-monoide

engendré pad etb inférieurs &a — 1)(b — 1) est(a — 1)(b—1)/2.

La deuxiéme partie de ce travail débute au Chapitre V : noasddnnons les mots équilibrés et
travaillons plutét sur les mots lisses infinis. Apres avappelé ce qu’est le mot de Kolakoski,
nous introduisons une famille de mots dérivée de ce delrimots lisses infinis. Nous défi-
nissons d’abord la fonction de codage par blocs que noussidtoCette fonction est ensuite
utilisée pour définir la famille des mots lisses infinis. Noappelons ensuite les différentes
propriétés deA, nous montrons de quelle fagcon les mots lisses infinis sotijeation avec
I'ensemble des mots infinis, puis nous définissons les festeuéfixes et suffixes lisses. En-
suite, aprés avoir introduit les graphes de De Bruijn et ssime réduite, nous entrons dans le
sujet principal : les mots lisses infinis extrémaux. |l stalii plus petit et du plus grand mots
lisses infinis, selon 'ordre lexicographique. Nous nouériessons d’abord aux algorithmes qui
les engendrent et nous montrons gu'il est possible de aorestin préfixe de longueur d’'un
mot lisse extrémal efd(n?) opérations. Nous étudions ensuite les propriétés steltardes
mots lisses extrémaux, c'est-a-dire leurs dérivées saivesset leurs factorisations de Lyndon.
Selon les dérivées successives obtenues, aucune régularsemble apparaitre dans les mots
lisses extrémaux. Les factorisations de Lyndon suggéreatles mots lisses extrémaux ad-
mettent un suffixe lisse minimal et nous montrons que le nsseliminimal n’est pas un mot
de Lyndon infini. Les résultats de ce chapitre font I'objetalpublication (Brlek, Melancon et
Paquin, 2007).

Dans le Chapitre VI, nous nous intéressons encore aux nsstsliextrémaux, mais en consi-
dérant maintenant les mots lisses sur des alphabets aued&alphabet{1,2}. Plus particu-

lierement, nous étudions les mots lisses extrémaux surldealeets a deux lettres de méme



parité. Nous commencgons par généraliser les définitioreshux mots lisses pour un alpha-
bet ordonné quelconque a deux lettres. Nous étudions ersuihot lisse infini minimal sur
I'alphabet{1, 3}. Nous montrons qu'il existe un algorithme linéaire pour dastruire et que

le mot infini de Fibonnaci et le mot lisse minimal s{ir, 3} sont dans le méme orbitre sous
'opérateurA. Une question naturelle est de savoir si ces propriétés rs&rgésent pour tout
alphabet a deux lettres impaires. Nous montrons ensuitdeguenots lisses sur un alphabet
impair contiennent une infinité de palindromes préfixesilgjgont récurrents, que I'ensemble
des facteurs est fermé sous I'image miroir et que les matsdisxtrémaux s'obtiennent par un
algorithme linéaire. De plus, nous montrons que le mot lmg@mal est un mot de Lyndon
infini si et seulement si I'alphabet s’écrit comrfe < b}, aveca # 1 eta, b impaires. Nous
montrons aussi que pour un alphabet de la fofmé} avech impair, la fréquence de la lettre
b du mot lisse minimal est donnée pﬁ Ensuite, I'étude des mots lisses extrémaux
sur un alphabet a deux lettres paires nous indique que ceEdepeuvent aussi étre obtenus
par un algorithme linéaire. Par ailleurs, nous montronspue cet alphabet, la fréquence des
lettres dans les mots lisses extrémaux1¢€t que tout mot lisse est récurrent et que les en-
sembles des facteurs des mots lisses extrémaux ne sontip&s fgous I'image miroir, ni sous
la complémentation. Nous montrons aussi que les mots maximarrespondent exactement
aux mots de Kolakoski généralisés. Cela implique que tdeggpropriétés prouvées pour les
mots lisses extrémaux pour un alphabet pair s’appliquentranis de Kolakoski généralisés sur
ces alphabets. Pour finir, nous prouvons que le mot lissamalrést un mot de Lyndon infini.

Les résultats de ce chapitre font I'objet de la publicatiBrigk, Jamet et Paquin, 2008).

Nous terminons ce travail par le Chapitre VII dans lequekn&tudions le lien entre les surfaces
discrétes et les mots lisses. Les surfaces discrétes sganéaalisation des suites sturmiennes
en3 dimensions : elles approximent des surfaces. Il est pesdibksocier un pavage de plan a
une surface discréte et ce pavage s’écrit sur I'alph@bet, 3}. Comme & tout mot lisse, il est
aussi possible d’'associer un pavage du quart de plan, ¢obgri chapitre est de caractériser
les mots lisses qui ont un pavage de plan décrivant un momeawrface discréte. Pour ce
faire, nous rappelons les notions nécessaires concermatitfaces discrétes. Nous énoncons

un résultat de (Jamet, 2004) qui fournit une condition negies et suffisante sur un pavage



du plan afin de déterminer s'il décrit ou pas une surface éliscPour finir, nous étudions tous
les cas possibles et montrons par élimination que les satlslieses ayant un pavage de plan
décrivant un morceau de surface discrete sont les higfs), 1K (3 1) €t2K3 1), 0U K (3 1) est

le mot de Kolakoski généralisé sur I'alphalfét 3} et débutant par la lettr& Les résultats de

ce chapitre font I'objet de la publication (Jamet et Paq@@05).



Chapitre |

GENERALITES SUR LES MOTS

L'objectif de ce chapitre est de rappeler les concepts enitiéfis de base en combinatoire des
mots qui seront utilisés tout au long de ce travail. Nous fxanssi les notations qui apparai-
tront dans les chapitres ultérieurs. Les définitions ettimots seront fortement basées sur celles
utilisées dans les Lothaire (Lothaire, 1983; Lothaire, Z08lous définissons les trois types de
mots que nous considérerons : les mots finis, infinis et biimfFinalement, nous introduisons

les concepts utiles qui s’y rattachent.

Dans ce qui suitN, Z et R désignent respectivement I'ensemble des naturels (eriesi-
tifs ou nuls), des entiers et des réels. La cardinalité diusembleE sera notée Cafd).
Un alphabetA est un ensemble fini de symboles qui sont appelédetigss On écritA =
{ag,a1,...,a,_1} pour désigner un alphabetralettres etA = {ag < a1 < ... < an_1}
s'il est ordonné Un semi-groupeest un ensemble muni d’'une opération binaire associative.

L'ensemble des mots sur un alphalfeavec I'opération de concaténation est un semi-groupe.

Un morphisme de semi-grouped’un semi-groupeS dans un semi-groug€ est une fonction
s : S — T telle ques(uv) = s(u)s(v), pour toutu,v € S. Un monoide)M est un semi-
groupe ayant un élément neutre, c'est-a-dire un élémégitqueme = em = m pour tout
m € M. Unmorphisme de monoided’'un monoideM dans un monoidé&/ est un morphisme

de semi-groupe : M — N tel ques(eys) = en.



1.1 Mots finis

Un mot finiw sur l'alphabetA est une suite finie de lettres = w|[0Jw[1]--- w[n — 1], ou
wli—1] € A est lai-ieme lettre dev. On dit alors quev est ddongueurn et on note Igw) = n.
L'ensemble des mots finis de longueusur I'alphabetA est désigné pafd” et A* = U,enA”"
est I'ensemble de tous les mots finis sur I'alphabet.e mot videest noté: et sa longueur est
0. On noteA" = A* — {¢} I'ensemble des mots finis non vides sur I'alphadet_ensemble

des mots finis de longueut n € N sur l'alphabetA est notéA=".

L'ensembled* est un monoide. En effet, la concaténation des mots estiahgpet le mot vide
est bien un élément neutre pour la concaténation. L'ensefAtbest appelé lsemi-groupe libre

sur I'alphabetA, alors que I'ensembld* est appelé lenonoide libre

Un motu est appelé ufacteur(resp. unpréfixe resp. ursuffixg du motw s'il existe des mots
x,y tels quew = zuy (resp.w = uy, resp.w = zu). On dit que le facteur (resp. préfixe,
resp. suffixe) espropre si xy # ¢ (resp.y # ¢, resp.x # ). On note Prefw) (resp. Suffw))
I'ensemble des préfixes (resp. suffixes) propres déensemble des facteurs du motest noté
F(w) et F,,(w) désigne 'ensemble des facteurs de longuedu motw. On désigne le facteur

dew commencant a l&iéme lettre et terminant & Jgiéme panw|i, j|.

Exemple 1.1.1Soit le motw = abbaaabbaa € {a,b}*. On a lgw) = 10. Les facteurs de
longueur3 de w sont donnés par I'ensemblg;(w) = {aaa, abb, baa,bba}. On aabba €
Prefw), maisabbaaabbaa ¢ Prefw) comme il n’est pas un préfixe propre de Par ailleurs,

w(2,4] = baa etw]0, 5] = abbaaa.

On écrit Alph(w) pour désigner I'ensemble des lettres ayant au moins unerecce dans le
mot w. Le nombre d’occurrences d’'une letiiec A dans le motw € A* est notéw|, et de
fagon similaire, pour un facteifrdew, |w|; désigne le nombre d’'occurrences du factgdans

le motw. Lafréquence d'une lettre dans un motv est définie parf,(w) = |w|q/lg(w).

Exemple 1.1.2Fixons A = {1,2,3,4} et considérons le mab = 131431 € A*. Alors
Alph(w) = {1,3,4} et fi(w) = 3/6 = 1/2, fo(w) = 0/6 = 0, f3(w) = 2/6 = 1/3 et
f4(w) = 1/6.



L'image miroird’un motw = w[0jw[l]---w[n — 1] est le mot notéu et défini parw =
wln — Nw[n — 2] - - w[l]w[0]. Un palindromeest un motw tel quew = w. L'ensemble des
palindromes sur 'alphabet est noté pdlA*). Si lg(w) est paire (resp. impaire), alors est
un palindrome si et seulement s'il s'écrit comme= xzz (resp.w = xax, OUa est une lettre)
pour un certain mok. Soientu, v deux palindromes. Alorg est unfacteur centralde v si
v = wuw pourw € A*. Lafermeture palindromiquéelew € A* est le plus court palindrome
u = wt) ayantw comme préfixe. Siv = zp, olip est le plus long suffixe palindrome de

alorsw™) = zp7.

Exemple 1.1.3Soient les mots = 1234123121 etv = 1243421. Alorsu = 1213214321 # u
etv = 1243421 = v. Ainsi, v n'est pas un palindrome eten est un de longueur impaire
et s'écrit commey = 3%, avecz = 124. D'autre partu(t) = 1234123 - 121 - 3214321 et

v+ = v, commev est un palindrome.

Soitw € A*, ou CardA) = 2. Le complémentlu motw = w[0]w[1l]w[2] - - - w[n — 1] est noté
w et est défini patv = w[0]w[1]w[2] - - - wn — 1], ouw][i] est la lettre complémentaire de]

dans l'alphabet.

Exemple 1.1.4Le complément dey = abbaaabbaa estw = baabbbaabb.

On dit quep € N est unepérioded’un motw = w(0Jw[1]--- [n — 1] siw[i] = w[i + p|, pour

0 <i<mn—p.Sip=0,onditque la période estiviale .

Exemple 1.1.5Soit le motw = abbaaabbaa € {a,b}*. w admet les périodes et 9, puisque

w = abbaa - abbaa etw = abbaaabba - a.

On notew™, avecn € N etw € A*, le motw répétén fois. On dit alors quev™ est lan-ieme
puissancedew. Un motw € A™ est ditprimitif siw = u™ pour un motu € A* implique que
n = 1. D’autre part, poutw € A™ et pourq = n + p/m avecn,p,m € N, p < m etm # 0,

w? désigne le mot"w[0,p — 1].

Exemple 1.1.6 Soitw = 123112. Alors w?® = www = 123112-123112-123112. D’autre part,

u = 112112 n’est pas primitif, puisqu'’il s'écrit comme = (112)2.
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Exemple 1.1.7 Soitw = 1123. Alors w'%/4 = 1123112311.

Deux motsu,v € A sont ditsconjuguéss’il existez,y € A* tels queu = zy etv = yz. La
conjugaison est une relation d'équivalence. En effet, an faeilement vérifier la réflexivité, la
symétrie et la transitivité de la conjugaison. ¢lasse de conjugaisodu motw est notédw].

Siw est primitif, alors il a Ildw) conjugués.

Exemple 1.1.8 a) Le motw = aababc est un mot primitif. Alors

[w] = {aababe, ababca, babcaa, abcaab, beaaba, caabab} et Cardw]) = 6 = Ig(w).

b) Le motu = aabaab = (aab)? est un mot non primitif. Alors

[u] = {aabaab, abaaba,baabaa} et Card[u]) = 3.

c) Le motv = 12112 est un mot primitif. Alors

[v] = {12112,21121,11212,12121,21211} et Card[v]) = 5.

L’ ordre lexicographiquepour deux mots:, v € A*, aussi appelé ¢rdre alphabétiqueou A
est un alphabet totalement ordonné, est défini comme suiéoBiu < v Si u est un préfixe
propre dev ou s'il existe des factorisations = zau’ etv = zbv’ telles quea < b € A. On
écritu < v siu < v ou siu = v. Cela correspond a I'ordre dans un dictionnaire. Si I'algta

est numérique, on suppose que l'ordre sur les lettres edtéaes naturels.

Un mot?¢ € A* est unmot de Lyndors'il est primitif et s’il est minimal dans sa classe de
conjugaison, selon I'ordre lexicographigue. Un mot de long 1 est nécessairement un mot
de Lyndon. De plus, tout mot non vide est nécessairement njugeé d’'une puissance d'un

mot de Lyndon. L'ensemble des mots de Lyndon est fioté

Exemple 1.1.9 a) Soit le motv = 12112 de I'Exemple 1.1.8 ¢). On a ¢ L, puisqu'il
n'est pas minimal dans sa classe de conjugaison. En éffet2 < [v] et 11212 <
12112. Donc, 11212 € L, puisqu'il est primitif et qu’il est le plus petit de sa clasde

conjugaison selon 'ordre lexicographique.
b) Soit le motabab. On peut écrireibab = (ab)?. Doncabab ¢ L.

c) Soitle mot23121. On a quel2123 et 23121 sont conjugués et2123 est le mot minimal

de sa classe de conjugaison. D@at21 ¢ L, mais son conjugué2123 € L.
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Rappelons le théoréme suivant concernant la factorisdgedoyndon.

Théoreme 1.1.10(Lothaire, 1983) Tout mot fini non vide s’écrit de facon uniqgue comme un

produit non croissant de mots de Lyndon :

w o= bbby =)l 00 L;ELet Lo>ly > =Ly (1.1)
=0

Exemple 1.1.11La factorisation de Lyndon du mat= 121221122112 est
uw = 121221122 - 112.

On abien12122 > 1122 > 112 et12122,1122,112 € L.

Un motw € A* est ditéquilibré si pour tous facteurs, v de méme longueur de et pour
toute lettrea € A, ||ul, — |v]a| < 1. Pour un alphabet & deux lettres, il suffit de vérifier cette
condition pour une seule des deux lettres, puisque par é&ngpitarité|u|, — |v|, = k Si et

seulement sfiv|, — |uly = k.

Exemple 1.1.12 a) Soitle motw = zyxyyxx. Ce mot n'est pas équilibré. En effety, yy €
Fy(w), et||zz|, — |lyy|s| = [2—0] = 2 > 1. Remarquons qu'on a augsi:z|, — |yyl,| =
0—-2|=2>1.

b) Soit le motu = ababb. Ce mot est équilibré. En effet,
F(u) ={a,b, ab, ba, bb, aba, abb, bab, abab, babb, ababb}

et on peut facilement vérifier que pour deux factefyrg’ € F(u) de méme longueur,
Hf|a - |f/|a‘ § 1.

¢) Soitle motv = 1213. On a
F(v) ={1,2,3,12,13,21,121,213,1213}.
On peut vérifier que pour tous facteyfsf’ tels que Igf) = 1g(f"), [|fl1 — [f'l] < 1,
[[fl2 = 1f'l2] < 1et]|fls—|f'3] <1.Ainsi, v est équilibré.

d) Soit le mott = 1123. On aF(t) = {1,2,3,11,12,23,112,123,1123}. Pour tous

facteursf, f' tels que Igf) = 1g(f"), |[fl2 — |f'|2] < 1,
|[11]; — |23]1| = |2 — 0] > 1. Donct n'est pas équilibré.

|fls = [f'ls| < 1, mais




12

Définition 1.1.13 On notey le conjugueurdéfini de la maniere suivante : pour une letjret

un motw € A*, y(yw) = wy.

1.2 Mots infinis

Un mot infinia droites sur I'alphabetA est une suite infinie de lettreas= s[0]s[1]s[2] - - -, ou
s[i] € A pouri > 0. On désigne pad™ I'ensemble des mots infinis & droite. Cet ensemble
est aussi parfois désigné pér. C’est I'ensemble des suites de symbolesidedicées par les

naturels. Nous appelerossitesou mots infinisles mots infinis a droite.
On définitA> = A* U AY, I'ensemble des mots finis ou infinis sur I'alphabkt

La concaténationiv est bien définie poun € A* etv € A“. Le résultat est une suite. Si

u € A*, alorsu” désigne la suiteuw - - - .

Un mot fini u est unfacteur d’'une suites s'il existe p € A*, s € A“ tel ques = pus’.
L'ensemble des facteurs deest notéF'(s) et 'ensemble de ses facteurs de longueest noté
F,(s). Une suitet € A“ est unsuffixede la suites € A% s'il existe un motp € A* tel que

s = pt. Sip # £, on dit que le suffixe egiropre

Siw = pus € A®, avecp,u € A* ets € A, alorsp~'w désigne le motis. De fagon

similaire,ws~! est le motpu.

Exemple 1.2.1Soientw = 11232121242, u = 11231(213)*, s = 21242 etp = 1123. Alors
p~lw = 2121242, p~lu = 1(213)* etws ™! = 112321.

L’ ordre lexicographiquepour les suites, t € A“ est défini comme suit. On dit que< ¢ s'il

existe des factorisations= uas’ ett = ubt’, aveca < b € A, u € A* ets’ t' € A%.

Siromoney et al. (Siromoney et al., 1994) ont généraliséni&féme 1.1.10 aux mots infinis.
L'ensemblel ., desmots de Lyndon infinisonsiste en les mots qui sont plus petits que tous
leurs suffixes. La définition de factorisation de Lyndon seégélise aux mots infinis de la fagon

suivante.

Théoreme 1.2.2(Siromoney et al., 1994)out mot infiniw s’écrit de fagon uniqgue comme un

produit, fini ou infini, non croissant de mots de Lyndon ded'uiles deux formes suivantes :
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i) soit il existe une suite infini€/;,);>o d’éléments d& tel que

w = bolilsy - - - et pour tOUtk‘, b > Ek—i—l'
ii) soitil existe une suite fini&,, ..., ¢, (m > 0) d'éléments d& et/,,, .1 € L
tel que

w=">Loly- Aplmir €y > ... >l > byt
Exemple 1.2.3 a) Lafactorisation de Lyndon de la suite= 123121133424121% est
s=123-12-113342412-1-1-1---

Cette factorisation est du type i).

b) La factorisation de Lyndon de la suite= 1231211334241(12)% est
t=123-12-1133424 - 1(12)~.

Cette factorisation est du type ii).
La fonction dedécalages pour les suites est définie par: AN — AN telle ques(s) = ¢, ol
t[n] = s[n + 1], pourn € N. On a alorsy(s[0]s[1]s[2] - - - ) = s[1]s[2]s[3] - - - .
Exemple 1.2.4Soit s = (123)~. Alors o(s) = 23(123) = (231)“ eto?(s) = o(o(s)) =
o((231)¥) = (312)~.
L'opérateuro est I'analogue de I'opérateyrsur les mots infinis. En effeta(u) = (yw)¥.

Soitw € A. La fonction de complexitélu motw est la fonction qui associe pour chaque
longueurn € N, le nombreP(w, n) de facteurs de longueurdans le motw. Ainsi, P(w,n) =
Card F,,(w)). On a toujoursP(w, 0) = 1 et P(w, 1) = Card Alph(w)). S’il n’y a pas d’ambi-

guité, on écrit simplemern(n).
Exemple 1.2.5Soitw = bbabaa. Alors
F(w) ={a,b, aa, ab, ba, bb, aba, baa, bba, abaa, bbab, babaa, bbaba, bbabaa}

etdoncP(w,1) =2, P(w,2) =4, P(w,3) = 3, P(w,4) =2, P(w,5) =2 etP(w,6) = 1.
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Siw est une suite, tout facteur peut étre prolongé vers la dediienc, la propriétd(w,n) <
P(w,n + 1) est toujours satisfaite. Un facteyirde w est ditspécial a droite(resp.spécial a

gauch@ dansw s'il existea,b € A, a # b, tels quefa, fb € F(w) (resp.af,bf € F(w)).

Exemple 1.2.6 Dans le motabcabache, le facteurab est spécial a droite, puisquéc et aba
sont aussi facteurs. D’autre part, le factétiest spécial a gauche, puisquie: et cbe sont aussi

facteurs.

Soits € A“. On note Ulfs) 'ensemble des lettres qui apparaissent infiniment soud@nss.
On dit qu’une suites estrécurrentesi |s| ; est infini pour tout facteuf € F'(s). On dit ques est
purement périodiquéresp.ultimement périodiquesi s s’écrit commes = u® (resp.s = pu®,

p € A*), avecu € A*.
Exemple 1.2.70n a Ul{(1213121412(142)~)) = {1,2,4}. Cette suite n'est pas récurrente,
puisque le facteut213 n'apparait qu’une seule fois, mais elle est ultimementopigue.

Lafréquencgvoir (Pytheas-Fogg, 2002)) de la letiredans la suites est définie par

fa(s) = lim 150, — 1la

n—00 n

lorsque cette limite existe.

Exemple 1.2.8Soits = 1213121412(142)“. On afi(s) = fa(s) = fa(s) = 1/3 et f3(s) =
0.

Deux motsu, v € A> sont ditséquivalentssi F'(u) = F(v) : s'ils ont le méme ensemble de

facteurs.

Soitw € A%, Un facteurf dew de la formef = o, aveca € A etk > 1 maximal, est appelé

blocdea dew et sa longueur edt

Exemple 1.2.9 Soitw = 1231311131221311323. Ce mot contient contient successivement des

blocs de 1 de longueur respectivemént, 3,1, 1 et 2.
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1.3 Mots bi-infinis

Lensemble desnots bi-infinis noté A%, est défini comme étant 'ensemble des fonctid@ns:

A.

Siu € A*, alors¥u® désigne le mot bi-infink = - - -uweuwu - - - . Le pointe est placé juste avant

s]0] et représente drigine du mots. On aura alors quefi] = u[j], ouj =¢ mod Ig(u).

Pours € A%, on définit lafonction de décalage paro : AZ — AZ telle queo(s) = t, ol
t[n] = s[n + 1], pourn € Z. Contrairement au décalage d’'un mot infini a droite, le dégal
d’un mot bi-infini donne une bijection dao”. Un décalager® correspond & un déplacement

de l'origine dek positions vers la droite.

Soit G, 'ensemble des entiers tels ques™(s) = s, avecs € A%Z. Alors G forme un groupe
d’élément neutrd et dans lequel I'inverse de est—n. Les éléments dé& sont appelés des
périodes On définit laplus petite période non trivialedu mot bi-infinis € A% comme étant
le plus grand commun diviseyr des entiersx > 1 de G. Ce p correspond exactement au
générateur du groupg. Si CardG) > 1, alorsp > 1. Sinon,G = {0} et on dit que la période

estinfinie.

Exemple 1.3.1 Soit le mot bi-infinis = “(12334)“ de période$, 10, 15, ... = 5N et de plus
petite période non triviald. On ac(s) = “(23341)* eto3(s) = “(34123)~.

1.4 Autres définitions et notations

Notation 1.4.1 On écritae L 3 si pged e, ) = 1. Sinon, on écritv [ .

Notation 1.4.2 A moins de mentionner le contrairf, b] désigne I'ensemble qui contient tous

les entiers de ab inclusivement, ow, b € Z. On appelle cet ensemble umervalle entier

Définition 1.4.3 La projection I1,,(s) de s € A par rapport a la lettrev est définie par

I, (s)[i] = a sis[i] = a, etll,(s)[i] = x sinon.

Exemple 1.4.4Soitw = 123124321. AlorsII; (w) = lzzlzzarl etlly(w) = z2zx2zx222.



Chapitre I

M OTS EPICHRISTOFFELS

Les suites sturmiennes, aussi appelées les mots de Stysaragsent dans la littérature dés
le 18ieme siecle dans les travaux précurseurs de I'astrer@emoulli (Bernoulli, 1772) : ces
suites caractériseraient les phases de la lune. Selon Mékarkov, 1882), il considére la
suite{ F'(an+ p) tnez, OUF(x) désigne I'entier le plus proche dec R, et tente de déterminer
pour quelles valeurs de € R la suite{ F(«(n + 1) + p) — F(an + p) }nez st périodique. Il

conjecture que c’est le cas si et seulement sét rationnel.

On retrouve ensuite les suites sturmiennes au 19iéme siaoke les travaux de Christoffel
(Christoffel, 1875), puis dans ceux de Markov (Markov, 18&2 dernier prouve la conjecture
de Bernoulli. La premiére étude en profondeur de ces suéptedre toutefois celle de Morse
et Hedlund. Dans leurs travaux (Morse et Hedlund, 1938; MetsHedlund, 1940; Hed-
lund, 1944), ils montrent comment les suites sturmiennasti€nnent en considérant les zéros

des solutions d'équations différentielles homogeneslieé de degré 2
y" + h(x)y =0,

ou h(z) est continu et de période 1. C'est d'ailleurs dans leursatra\que le nonsuites stur-

miennesapparait pour la premiére fois dans la littérature.

A la fin du 20iéme siécle et plus récemment, une foule de ckershse sont intéressés a ces
suites. Par exemple (Coven et Hedlund, 1973; Coven, 19@dagtky, 1976; Brown, 1993;
Ziccardi, 1995; de Luca, 1997a; Bender, Patashnik et Rumk@94; Berstel, 2002). Trois
livres récents soulignent cet intérét (Lothaire, 2002hBas-Fogg, 2002; Allouche et Shal-
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lit, 2003). Dans cette vaste littérature, on retrouve gluis caractérisations des suites stur-
miennes. Entre autres, elles sont les suites infinies surldires de complexité minimale, elles
sont les suites équilibrées sur deux lettres, elles codentiites discretes, elles codent 'orbite
d’'un point de l'intervalle rée|0, 1[ sous I'action d’une rotation d’angle irrationnel suivanieu
partition de[0, 1] en deux intervalles de longueurs respectives 1 — «. Ces différentes carac-
térisations proviennent du fait que les suites sturmieapparaissent dans une multitude de do-
maines tels que la théorie des nombres (Morikawa, 1985p&im 1991; Tijdeman, 2000b;
Tijdeman, 2000a; Barat et Varji, 2003; Simpson, 2004; GrabaO’Bryant, 2005), la géo-
métrie discréte, la cristallographie (Bombieri et Tayl@886), la reconnaissance de formes, la
dynamique symbolique (Morse et Hedlund, 1938; Morse et tat]l 1940; Hedlund, 1944;
Queffélec, 1987), l'infographie (Bresenham, 1991). Sédotlomaine, on retrouve différentes
appelations pour les suites sturmiennes ou pour une sosseclasuites de Beatty, mots de

coupures, suites caractéristiques, mots de Christoffets ate billard.

Depuis la fin des années 1990, plusieurs chercheurs ontajiégdes suites sturmiennes a des
suites a plus de deux lettres, en utilisant I'une de ses phesticaractérisations. Une générali-
sation naturelle sur trois lettres et plus est la famille slégesépisturmiennesCette derniére
utilise la propriété de fermeture palindromique des s@tesmiennes. La premiére construction
de ces mots apparait dans (de Luca, 1997b). Cette classaippssi dans (Rauzy, 1985; Ar-
noux et Rauzy, 1991) et a été étudiée plus récemment pam(distuillon, 2000; Risley
et Zamboni, 2000; Droubay, Justin et Pirillo, 2001; JustirP&illo, 2002; Justin et Pi-
rillo, 2004; Justin, 2005; Glen, 2008; Glen, 2007). Ceraduiteurs (Cassaigne, Ferenczi
et Zamboni, 2000; Berstel, 2002; Vuillon, 2003) se sontrggéés a une généralisation de la
notion d’équilibre sur des suites sur un alphabet a plusais lettres et il a été prouvé qu'l
existe toujours une suite d’Arnoux-Rauzy qui ne soit pasliégée, selon la notion d’équilibre
généralisée. Une autre généralisation des suites sturagaronsiste en les mots de billard en
trois dimensions (Arnoux et al., 1994; Borel et Reutena@805). Remarquons que pour un
alphabet a deux lettres, ces trois classes coincident avamille des suites sturmiennes. Par

contre, dés que l'alphabet comporte plus de deux lettries, eé coincident plus.

La version finitaire des suites sturmiennes, les mots destiffiel, s’avére aussi un objet fort
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étudié (Christoffel, 1875; Lothaire, 2002; Borel et Reateer, 2006; Berthé, de Luca et
Reutenauer, 2007; Kassel et Reutenauer, 2007). Malgréegdiadteurs finis de suites épistur-
miennes aient été étudiés entre autres par (Glen, Justinlkt, P2008), personne n'a encore
introduit une généralisation des mots de Christoffel. Deaghapitre, nous introduisons une
généralisation des mots de Christoffel que nous appeleanmtgsépichristoffelsen utilisant
les morphismes épisturmiens. Dans un premier temps, nppelons ce que sont les suites
sturmiennes. Ensuite, nous introduisons la version fineesidites sturmiennes : les mots de
Christoffel. Puis, nous nous intéressons a la généralisatiturelle des suites sturmiennes : les
suites épisturmiennes. Nous présentons ensuite la newlalise de mots : lenots épichris-
toffels Malgré que ces mots ne soient généralement pas équiliboés, montrons de quelle
facon certaines propriétés des mots de Christoffel se glisemt pour un alphabet a plus de

deux lettres.

2.1 Suites sturmiennes

Dans cette section, nous n’introduisons que les proprigéssuites sturmiennes qui nous in-
téressent pour la suite. Pour plus de propriétés, nousoréfde lecteur a la section du (Lo-

thaire, 2002) qui est consacrée a I'étude de ces suites.

L'une des définitions classiques des suites sturmiennezistde Morse et Hedlund.

Définition 2.1.1 (Morse et Hedlund, 1940) Sait et p deux nombres réels, avlc< a < 1

irrationnel, et posons, pour > 0,

asila(n+1)+p| = [an+p),

s[n] =
b sinon,
) asifa(n+1)+p| =[an+p],
s'[n] =
b sinon.
Alors les deux suites
Sa,p = s[0]s[1]s[2] - - - et s’a’p = §'[0]s[1]s[2] - - -
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sontsturmienneset réciproquement, tout mot sturmien est de la formg ou s’a’p pour un

nombre irrationnek et un réelp. On appellda pentele réela etl'interceptle réelp.

Définition 2.1.2 Soit une suite sturmienne Si I'intercept est 0, alors on dit queeststandard

ou caractéristique

Définition 2.1.3 (Lothaire, 2002) La suite sturmiening , (resp.s’w) est appelée lenot mé-

canique inférieurresp.mot mécanique supérieude pentex et d'interceptp.

Cette définition provient de la représentation géométrisuigante. Considérons une droite
d’équationy = ax + p (voir la Figure 2.1). Les points & coordonnées entieresjustg sous la
droite sont les point®,, = (n, |an + p|). Deux points consécutif§,, et P,,.; sont reliés par
une ligne droite horizontale si, ,(n) = a et diagonale Sk, ,(n) = b. On a la méme chose
pour P, = (n, [an + p]) pour les points situés juste au dessus de la droite. Le motigsa

cette droite estaabaabaabaabaaa - - - .

y=or+p

Figure 2.1 Exemple de mots mécaniques supérieurs et inférieurs.

Notation 2.1.4 Dans ce travail, nous ne considérons que les mots de peatierimelle, appelé
des mots mécaniquegationnels |l existe aussi des mots mécaniquasionnels: les mots

ayant une pente rationnelle.

Proposition 2.1.5 (Morse et Hedlund, 1938) Une sui¢eest sturmienne si et seulement si elle

est apériodique et équilibrée.
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De plus, on a la Proposition 2.1.6.

Proposition 2.1.6 (Lothaire, 2002) Un mot fin est facteur d’'une suite sturmienne si et seule-

ment s'il est équilibré.

Les suites sturmiennes sont caractérisées par leur coidateximale. En effet, on a le résultat

suivant.

Proposition 2.1.7 (Coven et Hedlund, 1973) Une suiteest sturmienne si et seulement si

P(n) =n+ 1, pour toutn € N.

Théoréme 2.1.8(Lothaire, 2002) Soit une suite. Les énoncés suivants sont équivalents :
i) s eststurmienne;
i) s est équilibrée et apériodique ;

iii) s estun mot mécanique irrationnel.

Une suite sturmienne standabrrespond au mot mécanique décrit par une droite débutant a

un point entier.

Définition 2.1.9 (Lothaire, 2002) Unmorphismef eststurmiensi f(s) est une suite stur-

mienne pour toute suite sturmienge

Exemple 2.1.10Le morphisme identité et le morphisme qui échange les ddtnedede I'al-

phabet sont des morphismes sturmiens.

Proposition 2.1.11 (Séébold, 1991) Les morphismest ) définis par

sont sturmiens.

Proposition 2.1.12 (Lothaire, 2002) L'ensemble des morphismes sturmienseestonoide

engendré par les morphismes, E sous la composition.
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2.2 Mots de Christoffel

Informellement, un motv € {a,b}* est unmot de Christoffek’il peut étre obtenu en discré-
tisant un segment de droite dans le plan, comme dans la FigRren prenant cette fois des
sauts horizontaux et verticaux.

(5,3

J

A

rd

(0,0)

Figure 2.2 Le mot de Christoffebabaabab de pente3 /5.

Tout mot finiw sur un alphabet ordonné a deux lettres= {a, b} définit un chemin continu
dans le plan, partant de I'origin®, 0) et allant jusqu’a un pointp, ¢) € N2. On part du point
(0,0) eten lisant le motv, on fait un pas horizontal vers la droite pour chaque lettet on fait

un pas vertical vers le haut pour chaque lettrAinsi, si|w|, = p et|w|, = ¢, alors le chemin

se termine au pointy, q).

Définition 2.2.1 On dit qu'un chemin décrit umot de Christoffe(inférieur) s'il satisfait les 3
conditions suivantes :
i) il est situé sous le segment de droite reliéght0) et (p, q), oup,q € N, et il joint (0,0) a

(p,q);
ii) aucun point deéN? ne se situe entre le chemin et le segment;

i) pLq.

On dit alors que le mot de Christoffel est depenteg/p ; cela correspond exactement & la pente
du segment de droite représentant le mot de Christoffel. |Ig pn a toujours que (@) =
p + ¢. Par définition, une lettre est bien un mot de Christoffel.d@mu’'un mot de Christoffel

estpropres’il n'est pas réduit a une seule lettre.
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Il existe aussi demots de Christoffel supérieurpii sont situés au dessus du segment de droite,
mais nous ne nous Yy intéressons pas dans ce travail. Nousns@l@mwns que lemots de

Christoffel inférieurs c’est-a-dire ceux situés sous le segment de droite.

Cette définition d’'un mot de Christoffel est celle du pointwie de la géométrie discréte in-
troduite dans (Borel et Laubie, 1993). En dynamique symbelj les mots de Christoffel sont

définis a I'aide des échanges d'intervalles (Morse et HeljIu940) de la facon qui suit.

Définition 2.2.2 (Morse et Hedlund, 1940) Soit I'alphahét= {a < z}, soienta, 3 € N tels
quea L §etposons, = o + (. Le mot de Christoffel € A* aveca occurrences de et

occurrences de est défini pat, = u[0]u[l] - - - u[n — 1], oU

) a Siif modn < a modn
uli] =
xz Siif modn >« modn

pour0 < i < n, oui3 mod n désigne le reste de la division euclidienneidgarn.

Comme modula: on a
if<a <= if<n—0 << if<if+0=>0+1)p5,
on obtient la définition équivalente suivante.

Définition 2.2.3 Soit l'alphabetA = {a < =z}, soienta, 5 € N tels quea L 3 et posons
n = «a + (. Le mot de Christoffel, € A* aveca occurrences de et 5 occurrences de est

défini paru = u[0]u[l] - - - u[n — 1], ou

i a Si(i+1)f modn>if modn
uli] =
x si(i+1)8 modn<if modn

pour0 < i < n,ou:3 mod n désigne le reste de la division euclidienne;dgarn. Ce mot

est de pent@/a.

Remarquons que la Définition 2.2.3 peut se généraliser aiggsgnces de mots de Christoffel

en supprimant la condition de primalité entret ;5.
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Proposition 2.2.4 Un mot de Christoffel est toujours primitif.

Preuve Soit un mot de Christoffelv € {a,z}* tel que|w|, = p et|w|, = ¢. Supposonsv
non primitif. Il existe doncu tel quew = u™, avecn > 2. Mais alors,p = np’ etq = nq’, avec
n > 2. Donc pgcdp, ¢) > n > 2. D’ou une contradiction, comme par définition d’un mot de

Christoffel,p L q. [

Définition 2.2.5 Soit C'(n, «) un mot de longueun sur {a < z}* ayanta occurrences de la

lettrea et posons = pgcdn, ).

i) Sir =1, alorsC(n,«) désigne le mot de Christoffel de penge_—a.

i) Sir > 1,alorsC(n,a) = C(rk,r%) = (C (E, g))r et représente la-ieme puissance
rr

du mot de Christoffer’ (ﬁ, 9).

rr

Considérons le graphe orienté ayant I'ensemble de somffets2,... . a + 5 — 1} et com-

portant une fleche du sommiau sommeyj sii + 5 = j mod n étiquetéen Sii < j, etx Si

j <.

i) Sia L 3, ce graphe est appelé ¢ggaphe de Caylegu mot de Christoffel, sur I'alphabet
{a <z} de penteg.

i) Sipgeda, ) = r > 1, alors le graphe ainsi obtenu est isomorphe au graphe deCayl
du mot de Christoffel’” (aTJrﬁ, %) . Ce graphe parcourufois est le graphe de Cayley de

Cla+ 6, a).

Exemple 2.2.6 Le graphe de Cayley associé au mot de Christoffe{sux z} de pente3/5

est
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etu = aazaazaz, |ul, =5, |u|, = 3.

Exemple 2.2.7Le graphe de Cayley associé au nitf6,4) = aazaax sur{a < z} estle

suivant,

Soit C'(n, a) un mot de Christoffel et posons+ 3 = n. Le graphe de Cayley dé@(n, «) est

le graphe du sous-groupe engendré par «) dansZ/nZ. Ce sous-groupe est exactement
Z/nZ, puisquex L. n comme un mot de Christoffel est primitif, dota — «) L n. De plus,

on peut vérifier que le graphe de Cayley du mot de Christdffel, o) a biena occurrences
de a et 3 occurrences de. En effet, commex + 5 = n, on a(i — 1) mod n = j si et
seulement si soitd mod n = j + G, soiti3 mod n = j — a. Siif mod n = j + (3, alors
C(n,a)i] = a, commei mod n > (i — 1) mod n. Sinon,i3 mod n = j — «a, et donc

i mod n < (i —1)3 mod n implique queC(n,a)[i]| = z. Maisif mod n = j + (3 pour

« valeurs degj etif mod n = j — « pour § valeurs dej. Ainsi, le mot obtenu par le graphe

de Cayley a biem occurrences de et occurrences de.



25

Lemme 2.2.8 L'image miroir d'un mot de Christoffel (resp. une puissamien mot de Chris-
toffel) C'(n, a) € {a < x}*, notéC(n, a), est aussi un mot de Christoffel (resp. une puissance
d’'un mot de Christoffel) sur le méme alphabet, mais pouréétiardre des lettres est inversé.

Plus précisément;(n, ) = C(n,n — ) € {z < a}*.

Preuve Considérons le graphe de Cayley du rh, n — o) € {z < a}*. Par définition, ce
graphe a une fleche du sommet sommej sii+a = j mod n et cette fleche est étiquetée
Sii < j eta sinon. D’autre part, remarquons que le graphe de Cayl@(dea) est le graphe
de Cayley deC'(n, ) pour lequel le sens des fléches est inversé. Si 'on changenke des
fleches dans le graphe de Cayley(de:, «), alors dans le graphe ainsi obtenu, il y a une fléche

du sommet au sommej sii + a = j mod n et elle sera étiquetéesii < j eta sinon. m

Lemme 2.2.9 (Berstel et de Luca, 1997) Un metest un mot de Christoffel si et seulement si

w est un mot de Lyndon équilibré.

Lemme 2.2.10Dans la classe de conjugaison d’'un mot de Christoffel, ledsdtyndon, c’'est-

a-dire le plus petit mot selon I'ordre lexicographique, ksmot de Christoffel.

Le Théoréme suivant apparait dans (de Luca et de Luca, 2006).

Théoréeme 2.2.11Soitw € A* un mot primitif tel que tout’ € [w] est facteur d’une suite
sturmienne (pas nécessairement la méme suite sturmiekiney, w est conjugué a un mot de

Christoffel.

Preuve Supposons que tout conjugué deest facteur de suites sturmiennes. Alors, par la
Proposition 2.1.6w et ses conjugués sont tous équilibrés. Commest primitif, il existe un
mot de Lyndonw’ dans la classe de conjugaisonwdePlus particulierement, ce mot de Lyndon
w’ est équilibré et donc, par la Proposition 2.2.9, est un ma@hestoffel. Ainsi,w est dans la

classe de conjugaison d'un mot de Christoffel. [

Sans jamais n'avoir été énoncée explicitement, la prdapassiuivante découle des travaux de
Séébold, entre autres (Séébold, 1996; Séébold, 1998),Ritdemme, Kassel et Reutenauer
(Richomme, 2007; Kassel et Reutenauer, 2007).
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Proposition 2.2.12 Les mots de Christoffel et leurs conjugués sont exactemenidts obtenus

par I'application d’un morphisme sturmien sur une lettre.

Définition 2.2.13 (de Luca et de Luca, 2006) Soit le mat € A* et soitp, la plus petite

période non triviale dev. On appelleracine fractionnairede w le préfixez,, dew de longueur

p.

La notion de racine fractionnaire est bien définie : si la plesite période est [av), on a

Zw = W.

Théoreme 2.2.14(de Lucaetde Luca, 2006) Saitun mot non vide. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
i) w est facteur d’'une suite sturmienne ;

ii) laracine fractionnairez,, dew est conjugué a un mot de Christoffel.

2.3 Suites épisturmiennes

L'ensemble des suites épisturmiennes a d’abord été obsmung construction de de Luca
(de Luca, 1997a), puis a été étudié par Rauzy (Rauzy, 198 &rnoux-Rauzy (Arnoux et
Rauzy, 1991). Plus récemment, on retrouve entre autresalesux (Justin et Vuillon, 2000;

Droubay, Justin et Pirillo, 2001; Justin, 2005).

Rappelons la définition de suite épisturmienne standardduite par Droubay, Justin et Pirillo.

Définition 2.3.1 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suiteest diteépisturmienne standard

si elle satisfait a 'une des conditions équivalentes qiti su

i) Pour tout préfixe, des, u(*) est aussi préfixe de

ii) Toute premiéere occurrence d’'un palindrome darest un facteur central d’'un palindrome
préfixe des.

iii) Il existe une suiteuy = €, uq, us, ... de palindromes et une suite(s) = z[0]z[1] - - -, avec
z[i] € A, telle que toutu,, défini paru, 1 = (u,z[n])H), n > 0, avecuy = ¢, est préfixe

des.
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Pour la preuve de I'équivalence des conditions de la Dé&imi#.3.1, nous référons le lecteur a

(Droubay, Justin et Pirillo, 2001).

Définition 2.3.2 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suiteest épisturmiennesi F'(t) =

F(s) pour une suite épisturmienne standard

Notation 2.3.3 (Justin, 2005) Soitv = w([0Jw[l]---wn — 1], w[i] € A, etuy = ¢, ...,

Ung1 = (upwln])H, les préfixes palindromiques dg . ;. Alors Palw) désigne le mot,, ;.

Dans la Définition 2.3.1, le mah(s) est appelé Iasuite directricede la suite épisturmienne

standards. On écrit alorss = PalA(s)).

L'exemple suivant illustre comment la suite directrice sgermet de construire facilement des

suites épisturmiennes standards.

Exemple 2.3.4Sur I'alphabetA = {1, 2, 3}, la suite de Tribonaccl" est épisturmienne stan-
dard et est determinée par la suite directiod’) = (123)~. En effet, on trouve

ug = &,

up =1,

uy = (12)F) =121,

uz = (1213)H) = 1213121,

et finalement] = 121312112131212131211213121 - - - = Pal(123)%).

Dans I'exemple précédent comme dans tous les exemplesralgseméttres de la suite directrice

sont soulignées dans la suite épisturmienne standardspomrdante pour des fins de clarté.
Rappelons de (Justin, 2005) une propriété utile de I'opérafal.
Lemme 2.3.5 (Justin, 2005) Soit € A, w € A*. Si|w|, = 0, alorsPalwz) = Palw)zPalw).

Sinon, on écritv = wyzws, avec|ws|, = 0. Le plus long préfixe palindromique &alw) qui

est suivi der dansPalw) est dondPalw ). D’ol Palwz) = Palw)Palw; )~ tPalw).

Dans le lemme précédent, rappelons du Chapitre 1 que=sipus € A, avecp,u € A* et

s € A, alorsp~!w désigne le mots.
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Exemple 2.3.6 Soitw = Pal(123) = 1213121. Alors,

Pal123-4) = Pal123)-4-Pal123)
= 121312141213121,
Pal123-2) = Pal123)-Pal!(w;) - Pa(123)
= 1213121(1)"'1213121
= 1213121213121 et
Pal123-3) = Pal123)-Pal!(w;) - Pa(123)
= 1213121(121)" 1213121

= 12131213121.

Lemme 2.3.7 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suite épisturmienmen périodiques
sur un alphabet & lettres est de complexit®(n) = (h — 1)n + ¢, avecq € N — {0} et
h = CardUIt(A(s))).

Définition 2.3.8 (Arnoux et Rauzy, 1991) Une suiteest unesuite d’Arnoux-Rauzgi elle est
uniformément récurrente et qu’elle admet exactement unfaeieur spécial a droite et un seul

facteur spécial a gauche pour chaque longueur.

Proposition 2.3.9 (Justin et Pirillo, 2002) Sur un alphabetlettres, toute suite d’Arnoux-
Rauzy est de complexité — 1)n + 1, mais toutes les suites de complexié- 1)n + 1 ne sont

pas nécessairement des suites d’Arnoux-Rauzy.

Définition 2.3.10 Une suite épisturmienne standarde A“ ou n'importe quelle suite épis-
turmienne équivalente est dife-stricte si Ult(s) = Alph(s) = B C A : toute lettre dans

B = Alph(s) apparait infiniment souvent dans la suite directride).

Plus particulierement, les suites épisturmienfestrictes correspondent aux suites d’Arnoux-

Rauzy (Arnoux et Rauzy, 1991).
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Définition 2.3.11 Un morphismef estépisturmiensi f(s) est une suite épisturmienne pour

toute suite épisturmienne

Définition 2.3.12 Soit A, un alphabet & lettres. Pour toute lettre,b € A, on définit les
endormorphimes dd* suivant :

) Ya(a) =14(a) = a;

i) ¥q(x) =azx,sizeA—{a};

i) v,(r) =xa,siz € A—{a};

V) Oap(a) =b,04(b) = a, O0gp(z) =z, x € A —{a,b}.

Rappelons la définition suivante de Justin et Pirillo.

Définition 2.3.13 (Justin et Pirillo, 2002) L'ensembl& desmorphismes épisturmierest le
monoide engendré par les morphismes,,f,, sous la composition. L'ensemble’ des

morphismes épisturmiens standards est le sous-monoigadnégpan),, eto.

Théoreme 2.3.14(Justin et Pirillo, 2002) La suite est épisturmienne standard si et seulement
s'il existe une suite épisturmienne standaret une lettren tels ques = v, (t). De plus,t est

unique et sa suite directrice satisfal(s) = aA(t).

2.4 Mots épichristoffels

Dans cette section, nous généralisons les mots de Cheiséoffn alphabet & lettres et nous
appelons cette généralisation dests épichristoffelsNous utiliserons la propriété énoncée

dans le Lemme 2.2.12.

Définition 2.4.1 Un mot finiw € A* est unmot épichristoffek’il est obtenu par morphismes

épisturmiens et qu'il est le plus petit de sa classe de caigog, selon I'ordre lexicographique.

Définition 2.4.2 Un mot finiw € A* est dans unelasse épichristoffellg’il est conjugué a un

mot épichristoffel.

On peut facilement se convaincre que tout mot appartenane&lasse épichristoffelle peut

toujours s’obtenir par morphismes épisturmiens sur urnelet
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Exemple 2.4.3Soit A = {a, b, c}. Alors le moty, (¥ (Ye(a))) = Ya(tp(ca)) = 1 (becba) =
abacaba est dans une classe épichristoffelle, mais n’est pas un pidtréstoffel, comme son

conjuguéaabacab < abacaba. Le motaabacab est un mot épichristoffel.

Exemple 2.4.4Soit A = {1,2,3,4,5}. Alors le motu = 1213121412131215 est dans une
classe épichristoffelle. En effet, on peut vérifier 2231412131215 est obtenu par le mor-
phisme234(5). Par ailleurs, comme est plus petit que tous ses conjugués, il est un mot

épichristoffel.

Dans (Justin et Pirillo, 2002), les auteurs ont utilisé dessnépichristoffels sans mentionner
qgu'il s’agit d'une généralisation des mots de Christofieans leur article, les conjugués de
mots épichristoffels sont notés,. lls ont prouvé deux propriétés qui montrent clairement que
les h,, sont une généralisation des mots de Christoffel. La préipassuivante rappelle ces

propriétés.

Proposition 2.4.5 ((Justin et Pirillo, 2002), prop. 2.8, prop. 2.IR)ut mot fini dans une classe

épichristoffelle est primitif et s'écrit de facon uniquenwme un produit de deux palindromes.

2.4.1 k-tuplets épichristoffels

Rappelons que pour un cougle ¢) donné, il existe un mot de Christoffel avec des fréquences
de lettresp et ¢ si et seulement gi L ¢. De plus, il est possible de le construire facilement en
utilisant les graphes de Cayley. Dans cette sous-sectiodoene un algorithme qui détermine
si pour unk-tupletp = (pg, p1, - - -, Px—1), il €xiste ou non un mot épichristoffel sur I'alphabet

A ={ap,a1,...,a,_1} tel quep = (|wlay, |Wla,,-- -, |wla,_,) représente les fréquences des

lettres.

Définition 2.4.6 Soitp = (pg, p1, - - -, Pk—1) Un k-tuplet d’entiers non négatifs. Alors, I'opéra-
teurT : N — 7ZF est défini sur urk-tupletp comme

k—1
T(p) :T(p07p17"'7pk—1) = (p07p17"'7pi—17 pi — Z bj 7pi+17"'7pk—1)7
J=0,j#i
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Proposition 2.4.7 Soitp un k-tuplet. Il existe un mot appartenant & une classe épiabifisite
ayant les fréquences de lettrgsi et seulement si l'itération de I'opératefli sur p retourne un

k-tupletp’ avecp’; = 0 pour tout;j sauf pourj = m ot p, = 1.

La proposition précédente et la définition de I'opérat€usont inspirées de I'algorithme cal-
culant le plus grand diviseur commun 8lentiers décrit & la section 3 de (Castelli, Mignosi et
Restivo, 1999) utilisé pour la généralisation du théoremé-ide et Wilf a3 périodes et des

tuplets décrits dans (Justin, 2000).

Avant de faire la preuve de la Proposition 2.4.7, certainges sont nécessaires.

Lemme 2.4.8 Soitw = )4, (u), avecw,u € A*, 1 un morphisme épisturmien, € A et

A= {ao,al, R ,ak_l}. Alors
k—1

) ‘w‘ao = Z ’u‘ai = Ig(u)'
=0

k—1
i) |wlag = [ula, + Z |wla,-
=1

Preuve La premiére égalité découle de la définition ¢lg. Pour chaque lettrer # ay,
(@) = apar €t1hg,(ag) = ao : Vg, ajoute autant dey que le nombre d’occurrences des
autres lettres dans le mot. La deuxiéme égalité découle pestaiére, commeéw|,, = |ulq,

pours > 0. [

Lemme 2.4.9 Soitw € .A* un mot dans une classe épichristoffelle. Alors il existe A*,
lg(u) > 1 et un morphisme épisturmief,,, agp € A, tels quew = v,,(u) si et seulement si

|w|a, > |wlq, pour touta; € A, i # 0.

Preuve

(=) Par contradiction. Supposons queest dans une classe épichristoffelig, € A, w =
q, (1) €t]w|,, Non maximum. Alors il existe au moins une letarge A telle que|w|,, >
|w|q, - Sans perte de généralité, supposonsigud. Par le Lemme 2.4.8w/|,, = Zfz‘ol lulq, =
|tu]ag + Wy +Zf:_21 |ulq, et celaimplique quéw|q, — [w|a, = |tla, +Zf:_21 |ulq, <0, qui

est impossible, commiev|, > 0 pour tout motw et toute lettrex € A. Alors, si|w|,, n'est
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pas maximumjul|,, = 0 pour touti # 1 et alors|w|,, = |w|q4,. Ainsi, on auraitu = a," et

w = g, (a1™). La seule possibilité est que= 1, comme un mot dans une classe épichris-
toffelle est primitif. Alors Igu) = 1 : contradiction. Ainsi, st = 1), (u), avec Idu) > 1,
|w|q, €St maximum.

(«<=) Supposons maintenant qie|,, > |wl|, pour touta; € A, i # 0. Commew est un
mot épichristoffel, il existe un morphisme épisturmigg et un motu € A* dans une classe
épichristoffelle tels que,, (u) = w. Supposons que # 0. En utilisant le Lemme 2.4.8,
[wla; = |Wlag + [ula; + D 1<jcho1,j2i [Wla;- COMME|w]q, > [wlq,, cela impliquerait que

Ula; + D 1<j<k—1,42i Wla; <0, ce qui estimpossible. Doric= 0.

Preuve (de la Proposition 2.4.7) Découle des Lemmes 2.4.8 et 2.4.9. [

Exemple 2.4.10Le 5-tupletp = (3,4,5,6,7) ne décrit pas les fréquences d’'un mot appar-
tenant a une classe épichristoffelle. En effétp) = 7'(3,4,5,6,7) = (3,4,5,6,7 — 18) =
(3,4,5,6,—11). Par contre, le 6-tuplef = (1,1,2,4,8,16) décrit les fréquences des lettres

d’'un mot appartenant a une classe épichristoffelle :

7(1,1,2,4,8,16) = (1,1,2,4,8,0)
T%(q) = T(1,1,2,4,8,0) = (1,1,2,4,0,0)
T3(q) T(1,1,2,4,0,0) = (1,1,2,0,0,0)
T*(q) 7(1,1,2,0,0,0) = (1,1,0,0,0,0)
T5(q) 7(1,1,0,0,0,0) = (1,0,0,0,0,0).

De cet algorithme découle une construction d’'un mot appartea une classe épichristoffelle
et ayant les fréquences de lettgesSoit p le k-tuplet initial correspondant aux fréquences des
lettres du mot appartenant a une classe épichristoffeltec Aopérateurl” décrit précédem-

ment, on obtient une suite finie detupletsp®, p(M), p ... pr=1 p(") Notons

p® i, pls+)
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la relationT (p(*)) = pG+1), oUpz(s) est un entier maximal dg®). On appliqueT” jusqu’a ce
quepgr) = 0 pour touti sauf pour une valeur._, pour Iaquellq%(f)i1 =1.
Si la suite dek-tuplets est

(0) o

o, H(1) 1, (@) 2 (r=1) ir-1

dy L drm ) B )

p

alors un mot appartenant a une classe épichristoffelleagttdgs fréquencesest

Yy W, (- (Was (@) .)),

ol « est la lettre pour Iaquellpgle =1.

Exemple 2.4.11Pour le triplet(5, 10, 16) représentant les fréquences des letirdset c res-

pectivement, on obtient la suite

(5,10,16) < (5,10,1) = (5,4,1) % (0,4,1) > (0,3,1) % (0,2,1) > (0,1,1) > (0,0, 1).

En appliquant I'algorithme, on trouve le mot

Vebabbbb(€) = Vevabbn (be)
= Yeparb(Yp(be))
= Yepab(¥p(bb0))
= Yepa(thp(bbbc))
= ep(¥a(bbbbC))
= e(vp(ababababac))
= 1p.(babbabbabbabbabc)

= cbeacbebeacbebeacbebeachebeache.

Ce mot est dans une classe épichristoffelle et le mot épidififiel de cette classe est le conjugué

acbebeacbebeacbebeacbebeache - cbe.

Remarquons que dans I'exemple précédent, on aurait puadéicthoisir la transitiof0, 1, 1) <

(0,1,0) et le mot obtenu aurait été un conjuguéyde, sy (c).
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2.4.2 Propriétés des mots épichristoffels

Dans cette sous-section, nous montrons que certainesigiéspdes mots de Christoffel se

généralisent bien aux mots épichristoffels, mais que cst eitefois pas toujours le cas.

Remarquons d’abord que I'équivalence du Théoréme 2.2.54 généralise pas aux mots épi-

christoffels. En effet, considérons la suite épisturmesnn
s = aabaacaabaacaabaabaa - caabaacaabaaa - - -

Alors le motw = caabaacaabaaa est facteur de, mais sa racine fractionnairg, = w n’est
pas dans une classe épichristoffelle, car la PropositiérY 2ious assure gu'il n’existe aucun
mot épichristoffel ayant les fréquences 2,9). En effet, 7(2,2,9) = (2,2,5), T2(2,2,9) =
T(2,2,5) =(2,2,1), T3(2,2,9) =T(2,2,1) = (2,—1,1).

Par contre, I'implication suivante est vraie pour les mgisldristoffels.

Théoréme 2.4.12Soitw un mot non vide tel que sa racine fractionnaire est dans uassel

épichristoffelle. Alorsw est facteur d’une suite épisturmienne.

Preuve Posonaw = 2, aveck > 1 € Q, la racine fractionnaire de. Supposons que, est
dans une classe épichristoffelle. Il existe done A* eta € A tels quey,(a) = z,. Alors,
w est facteur del¥! = ¥ (a) = 4, (a*1). Il suffit donc de prendre une suite épisturmienne
ayanta/*! comme facteur et d’appliquer le morphisnte. On trouve alors que, (a!*!) est

facteur d’'une suite épisturmienne, et donc guaussi. [

Proposition 2.4.13 Soitw € A* un mot épichristoffel. Alors 'ensemble des facteurs de lon

gueur< Ig(w) de la classe épichristoffellpv] est fermé sous I'image miroir.

Preuve Remarquons d’abord que I'ensemble des facteurs de longluégirw) d’une classe
épichristoffelle est le méme que celui d€. Comme tout motw épichristoffel est produit
de deux palindromes (Proposition 2.4.5), posans= pp2, avecps, po palindromes. Alors

w? = pipapip2 €t doncw = pips = pop1 est facteur dev?. Ainsi, 'image miroir de tout
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facteur dew est aussi un facteur de? et par conséquent, est dans la classe épichristoffelle de

w. n

Remarque 2.4.14La fermeture palindromique a droite d’'un mwtdans une classe épichris-
toffelle est souvent préfixe de?, mais ce n’est pas toujours le cas. Il suffit de prendre le mot

w = abebab pour lequekv™) = abebab - cha.

Lemme 2.4.15Un mot épichristoffel ne s’écrit pas toujours comme prodeitdeux mots épi-

christoffels.

Preuve |l suffit de considérer le mot épichristoffebbacad. Les seules décompositions en
mots de classe épichristoffelle samtabacab etaab - acab, maisabacab etacab ne sont pas les

plus petits mots de leur classe de conjugaison respective. [

Lemme 2.4.16 Tout mot épichristoffel s’écrit de facon non unique commeraauit de deux

mots appartenant a des classes épichristoffelles.

Preuve Pour la non unicité, il suffit de considérer I'exemple du mabacab donné dans la
preuve du Lemme 2.4.15. Pour I'existence, comme tout meafdipartie d’'une classe épichris-

toffelle s’écrit commey,(a), aveca € A, w € A" etw([n — 1] # a, il suffit de prendre les

MOtSYyy 0] u[1]--wfn—2) (W[ — 1]) €Ly [0e[1)--win—2 (), PUISQUE

Yu(@) = Yulouli)-wp-1)(@)
= Yulojwt]--wn-z (W[ — 1]a)

= Yuojw]-wn-2] (W — 1) - Yy ojwi)wn-2(@)-

Lemme 2.4.17 (Justin, 2005) Pour touty € A*, x € A*,

Palzw) = ¢, (Palw))Palx).
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Proposition 2.4.18 Soitw un mot appartenant a une classe épichristoffelle. gQjt .., , . . ., Yu,,,
avecz; € A, une suite de morphismes a appliquer sur une lettre A fixée pour obtenirw.
Alors

W =Yg, 2, 1z0(a) € PrefPalz,z,_1 - xoa)).

Preuve Procédons par récurrence. Vérifions peur= 0. Il y a 2 cas a considérer. Soit
w = ,(a) = a, SOitw = y(a) = ba, avech # a. On a respectivement Rak) = aa
et Palba) = bab. Dans les2 cas,w € PrefPalzpa)). Supposons maintenant que =
Vg, -z (@) €St préfixe de Pét,, - - - zga), pour toutk < n. Vérifions poum + 1. D’une part, on
Az a0 (@) = Ve, ., (w). D'autre part, par le Lemme 2.4.17, on a@aly 1z, - - - x0a) =
Ve (Palzy, - - - zoa))xzn41. Par hypothese de récurrence, (Ral - - zoa) s’écrit commews,
pour uns € A*. Donc, Palz, (12, - x0a) = Vg, (WS)Tni1 = Yoy (W) Vs, (8) g1

D’ou la conclusion. n

Exemple 2.4.19S0itw = 4p4q(a) = aba. Alors Palabaaa) = (aba)? etw € Pref(Palabaaa)).

2.4.3 Critére pour étre dans une classe épichristoffelle

Le but de cette section est de prouver le théoreme suivangstiune généralisation du Théo-

reme 2.2.11.

Théoreme 2.4.20Soitw un mot fini tel que tous ses conjugués sont facteurs d’'une reditee

épisturmienne:. Alorsw est dans une classe épichristoffelle.

Remarquons que pour les suites épisturmiennes, une aondilpplémentaire est nécessaire :
les conjugués doivent étre facteurs de la méme suite épismne. Par exemple, tous les conju-

gués du mot:be sont facteurs de suites épisturmiennes, m&is'est pas un mot épichristoffel.

Avant de prouver ce théoréme, quelques résultats songpiéal

Lemme 2.4.21 Soientu,v € A* et un morphisme). Siu etv sont conjugués, alorg(u) et

¥ (v) le sont aussi.
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Proposition 2.4.22 Soientu et v des mots finis appartenant a des classes épichristoffdles.
|ulo = |v|o poOur touta € A, alorsu etv sont dans la méme classe épichristoffelle. Autrement

dit, un k-tuplet de fréquences de lettres détermine une uniqueeckgsshristoffelle.

Preuve Soitag € A tel que|ul,, est maximum. Alors, en utilisant le Lemme 2.4.9, il existe

so,to € A* dans des classes épichristoffelles tels que ., (s0) etv = 14, (to). De plus,

pour toute lettres € A, Si [1q,(50)|g = |¥a,(to)|s, alors|sgls = |to|s, comme le nombre
de lettres d’'un mot obtenu par un morphisme sur un matépend seulement du nombre de
chaque lettre da et non pas de leur position (voir Lemme 2.4.8). Par le mémenaegt, on
trouve une suite de morphismes, , Yo, - - - , ¥a,, €t deux suites de motg, s1,. .., sp—1, Sp €t
tost1, ... tno1,ty, telles ques; = Ya,,, (Sit1), ti = Ya,s, (tiv1), |silp = |ti|s pour toute lettre

8 € Aetpourtoud <i < nets, =ajas ett, = asai, ai,a2 € A, a; # as. On conclut en

utilisant le Lemme 2.4.2% f0iS : u = Yagay -, (@1G2) €St CONJUJUE @ = Vnyay-a, (G2a1). B

Lemme 2.4.23La longueur des blocs d’'un mot fimi est exactement la méme que dans sa

fermeture palindromiques(t).

Preuve Soitw = wyws, avecws le plus long suffixe palindromique de. Alors, par défini-
tion, wt) = wywywy. La seule facon de construire un bloc d'une longueur différele ceux
dew est lors de la concaténation dg avecw;. Commeuw, est un palindrome, on peut écrire
w9 = a OUwy = aua, aveca € A etu € A* palindrome. Il y a deux cas a considérer :

) wy = va, v e A* : wt) s'écrit donc commeaws,av. Le bloc de la lettrex créé par la
concaténation de» etw; a la méme longueur que celui de la concaténatiom det wo,
commews est un palindrome. Aucun bloc d’'une nouvelle longueur néeéé. Notons que
cet argument fonctionne comme ¢ a*. En effet, siws € a™ etw; = va, alorsws n'est
pas le plus long suffixe palindromique de

i) w; = vb,a # betv € A* : la concaténation de, avecw; ne crée pas de bloc d'une

nouvelle longueur, comme la derniéere lettreugeest différente de la premiére dg.
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Exemple 2.4.24Dans le motw = abacabaab, les blocs de: sont de longueur 1 et 2, les blocs

des lettres etc sont de longueur 1, tout comme pour sa fermeture palindnoeniq

+)

w™) = abacabaab - acaba.

Lemme 2.4.25Dans une suite épisturmienne standard, les blocs desdettyet de longueur

1, sauf exactement ceux d’une lettre, dont les longueursisentk + 1), pourk > 1 fixe.

Preuve Soit A(s) = a*z la suite directrice d’'une suite épisturmienseaveck maximal,

a € Aetz € A¥. Alors la suites a le préfixe Pdk*) = o*. En utilisant le Lemme 2.3.5, il
en découle que pour toute premiere occurrence d’'une lethre, € A dans la suite directrice,
Pala*vb) = Pala*v) - b - Pala*v), avecv € A*, qui se réécrit comme*ta® - b - a*ta® (resp.
a*ba¥), en supposant que Rafv) = a*ta” (resp.v = ¢). Ainsi, la longueur des blocs de la

lettreb est 1, comme |é est précédé et suivi de la letiwe

Si ce n'est pas la premiére occurrence de la létttans la suite directrice, alors par définition,
Pala*vb) = (Pala*v) - b)(H). Comme Pdk*v) - b a la lettrea comme avant-derniére lettre
et comme la fermeture palindromique ne change pas la longlesublocs (voir la Proposition
2.4.23), I'ajout de la lettré a la suite directrice ne crée pas une nouvelle longueur dae Bio

la lettre suivante de la suite directrice étaitaralors on aurait Péb*va) = (Pala*v) - a)).

La concaténation de Rafv) aveca crée un bloc de de longueurk + 1), puisque Pdk*v) a

le suffixea”. Comme la fermeture palindromique préserve la longueubltes, les longueurs
des blocs de la lettre sontk et (k + 1). Remarquons qu'’il est impossible d’avoir des blocs de
la lettrea de longueur(k + 2) puisque les blocs de longue(it + 1) ne sont jamais suffixes

d’un préfixe palindromique. [

Remarque 2.4.26Une suite épisturmienne peut avoir des blocs d'une seulgukur pour
toutes ses lettres. C'est le cas si la suite directrice is'éommea”z, avecz € {A — {a}}*.
Alors, ces suites épisturmiennes ont des blocs de longéeposir la lettrea et de longueui

pour toutes les autres lettres.
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Remarque 2.4.27Pour une suite épisturmienne standard= 1,(t), toutes les lettres diffé-
rentes de: sont précédées et suivies de la lettr&i s est une suite épisturmienne non standard,
cette remarque est aussi vraie, sauf possiblement pouetaigre lettre de la suite, si elle est

différente den.

Lemme 2.4.28 Dans une suite épisturmienne non standard, les blocs diessetont de lon-
gueurl, sauf exactement ceux d’'une lettredont les longueurs sowt &, (k + 1), pourk > 1

fixé, et o < k est la longueur du bloc de préfixe du mot, s'il y a lieu.

Preuve Comme pour toute suite épisturmienne, il existe une suitgtlémienne standard
ayant exactement le méme ensemble de facteurs, il n'y a quéfize du mot qui peut créer un

bloc de lettres de longueur plus petite, d’ou la longueur [

Exemple 2.4.29Soit la suite épisturmienne standarek 1121131121141121131121112113 - - -
et la suite épisturmienne non standarg 121131121141121131121112113 - - - . Ces2 suites
ont le méme langageF (s) = F(t). La suites a des blocs dé& de longueue et3, mais la suite

t a des blocs dé de longueurl, 2 et 3.

Lemme 2.4.30 Soit une suite épisturmienne standare-= 1, () etw = agya; un facteur de

z,avecap, a; € A ety € A*. Alors, il existe un facteur det tel quey,, (u) = w.

Preuve Siz = 1,,(t), t = t[0]¢[1]t]2]--- et CardA) = k, alors par définition de), z =
Yao (E[0])0ae (L[1]) - -+ € {ao,a0a1,apas, ..., apar—1}*. Comme tout facteuw = agpya; de
z = 14, (t) S'écrit comme unw € {ap, apai, apaz, . .., apar—1}*, ON peut construire un mat
en faisant correspondresga; la lettrea; pouri # 0 et aag la lettreag. Ainsi, w est 'image du

motw par le morphismey,,,. [

Proposition 2.4.31 Soitz = v,(t), out et z sont des suites épisturmiennes standards. Boit
un facteur dez non puissance d’une lettre tel qlggw) > 1 et tous ses conjugués sont aussi

facteurs de. Alors, il existeu facteur det tel quew = 1, (u) oUw = ¥, (u).
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Preuve Puisquez = 1),(t), les blocs de toute lettra € {A — {a}} sont de longueur 1.

Posons et (k + 1) les longueurs des blocs deSoit 3,y € A, avecs,y # aety € A*. llya

4 cas a considérer.

i) w = By :siw est facteur de, alors son conjuguéy doit aussi étre facteur de C’est
impossible, puisque toute occurrence de la lgtdoit étre précédé de la lettte On exclut
donc ce cas.

i) w=ayp:siw estfacteur de = 1,(t), alors par le Lemme 2.4.30, il existefacteur det
tel quey, (u) = w.

i) w = Pya : de facon symétrique au cas ii), i = [ya est facteur de = ,(t), alors il
existeu facteur det tel quey, (u) = w.

V) w = aya : réécrivonsw = a™y'a", oUm, n > 1 etm etn sont maximums. Le facteur
y' est non vide, puisque est supposé non puissance d'une lettre. Supposons @urest
pas facteur de. On a donc quev3 = a™y'a™ (3 est facteur de, pour € A, 3 # a fixé.
Comme les blocs desont de longueuk et (k+ 1) seulement, on a que= koun = k+1.
D’autre part, commev = ay’a™ est facteur de, son conjugué’a™ " est aussi facteur de
z. Doncm + n < k + 1. Mais commen # 0, la seule possibilité est que= k etm = 1.
Ainsi, w = ay’a®. Son conjugué/a**+! est aussi facteur de et commey’ ne commence
pas para, il doit étre précédé de : ay’'a**!' = ay’a*a = wa est facteur de. Doncwa est

facteur dez et on conclut en utilisant le Lemme 2.4.30.

Corollaire 2.4.32 Soitz = 1),(t), out et z sont des suites épisturmiennes standards. Soit
un facteur dez non puissance d’une lettre tel qlggw) > 1 et tous ses conjugués sont aussi
facteurs de:. Alors, pour tout conjugué’ dew, il existeu’ facteur det tel quew’ = ), (u)

ouw’ = v, (u').
Preuve |l suffit d’utiliser la Proposition 2.4.31 pour tous les cogiiés dew. [

Proposition 2.4.33 Soientw etw’, deux mots finis conjugués tels que= ¢(u) etw’ = ¢’ (v'),

ol¢, ¢’ € {1q,1,}, pouru,u’ € A*. Alorsu etu’ sont aussi conjugués.
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Preuve Sans perte de généralité, on peut supposerdgue ¢’ = 1),, commey,(w) =
a,(w)a~! et donc,y,(w) est conjugué ay,(w) pour tout motw. Ainsi, on peut écrire
w = a™v[0]a™wv[l]---a™v[k], oUv[i] # a, ng > 0etn; > 0. Commew = ,(u),
onau = a™ w[0]a™ ~tw[1]---a™lv[k]. Commew etw’ sont conjugués, on peut écrire
w' = a®li]a™+1vfi +1] - - a™-1ofi — 1]a”, olla+ B = n; eta > 1. De la méme fagon;’ =
a® wlila™+1 ~Yw[i+1] - - - a™-1"lo[i—1]a?, qui est conjugué & = a®Fyfija™i+ " ofi4-

1]---a™-1~1y[i — 1]. En comparant, etu”, on conclut que: est conjugué a’. ]

Avant de faire la preuve du Théoréme 2.4.20, prouvons leréiné® suivant qui en est un cas

particulier.

Théoreme 2.4.34Soit w un mot fini primitif tel que tous ses conjugués sont facteluseal

méme suite épisturmienne standardilors,w est dans une classe épichristoffelle.

Preuve Par récurrence sur le nombre de morphismes. On utilise leli@oe 2.4.32 et

la Proposition 2.4.33 : on trouve une suite de morphismest@piiens{¢y, ¢1,.., o} €
{4ha, 1, Y1 et une suite de motéw, wy, wo, ..., w } tel que Igw) > Ig(wr) > Ig(ws) >
w2 lg(w) = 1, w = do(P1 (... (Pr (wg))...)) etw; = (... (dr(wk))). Ainsi, w est bien
I'image d’une lettre par morphismes épisturmiens, et danest dans une classe épichristof-
felle. Remarquons que I'utilisation du Corollaire 2.4.&essite I'nypothése que les conjugués

soient facteurs de la méme suite épisturmienne. [

Rappelons que la condition que tous les conjugués soietduiacde la méme suite épistur-
mienne est nécessaire. Par exemple, il suffit de prendretletmpour lequel tous les conjugués

sont facteurs de suites épisturmiennes, mais qui n’estrpasotiépichristoffel.

Preuve (Preuve du Théoréme 2.4.20) Supposonswg@st un mot fini tel que tous ses conju-
gués sont facteurs d’'une méme suite épisturmieni® s n’est pas standard, par la Définition
2.3.2, on sait qu'il existe une suite épisturmienne stahdatelle queF(s) = F(s’). On peut

donc considérer cette suitéet on conclut en utilisant le Théoréme 2.4.34. n

Théoreme 2.4.35Soitw un mot fini primitif. Alorsw est tel que tous ses conjugués sont fac-

teurs d’'une méme suite épisturmienng et seulement si est dans une classe épichristoffelle.
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Preuve Le sens direct découle du Théoreme 2.4.20 et la réciproqudEsiue par définition

de suites épisturmiennes et de mots épichristoffels. [

2.5 Problemes ouverts

Inspirée d’une construction décrite dans (Arnoux et Rad8g1), nous avons trouvé une fagon
analogue aux graphes de Cayley permettant de construiraégéguement un mot épichris-
toffel a partir des fréquences des lettres pour une sogseldes mots épichristoffels sur un

alphabet a trois lettres. Cette construction est la vedigcréte de la construction suivante sur

un cercle de longueur + 5 + .
1. Diviser le cercle en trois intervalles ayant des longsieespectives de, 5 et.

2. Couper chacun de ces intervalles en deux parties égalisspgrmuter ces deux parties
sur chacun des intervalles en préservant 'orientatios.ibh@rvallesxy, as, 81, 52, 11 €t

~9 sont obtenus.

3. Faire une rotation d'un demi-tour.

2 aq gl (e %) 52
Y2 &
e an a
«
V2
B2 B 3
| ﬂl ﬂQ 2 4!
Etape 1 Etape 2 Etape 3

Exemple 2.5.1 Soient les fréquence®, 3,5). Comme2 + 3 + 5 = 10, on prend l'intervalle
entier[1, 10], que I'on subdivise en trois sous-intervalles, de longsi@uB et 5. Pour chacun
des sous-intervalles, on le coupe en deux et on échange ugsnutatiés. Si la longueur est

impaire, la valeur du milieu reste inchangée. On obtiergiain

1 2 3 45 6 7 8 9 10
2 1 5 4 3 9 10 8 6 7

Ensuite, on coupe le nouvel intervalle en deux et on échasyddux moitiés. On obtient :
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 5 4 3 9 10 8 6 7
9 10 8 6 7 2 1 5 4 3

En ne considérant que la premiére et la troisieme lignesbtierd la permutation en un seul
cycle (1,9,4,6,2,10,3,8,5,7). En associant aux valeutset 2 la lettrea, aux valeurs3, 4,5
la lettre b et aux valeurss a 10 la lettre ¢, on obtient le motucbcacbebe qui a les fréquences

désirées et qui s’obtient par morphisme épisturmien. Bt,effbcacbebe = 1) 4 1aq (b).

Le probléme est le suivant : pour quelle sous-classe deséputsristoffels cette construction

permet-elle d’obtenir un conjugué d’'un mot épichristoffel

Nous avons effectué cette construction pour plusieurtetsiple fréquences. Pour les triplets
(1,1,2),(1,2,4),(2,4,7),(1,1,4),(1,1,6), (1,4,6), (1,2,3),(1,2,6), (2, 3,6), (1,3,6),
(2,3,5),(2,5,7),(1,4,5), (1,6, 7), cette construction fonctionne trés bien. Par contre, peur
tains autres triplets, on rencontre un probléme : soit le obténu n'est pas dans une classe
épichristoffelle, comme c’est la cas pour le triplét2, 7), soit la permutation consiste en plus

d’un cycle, comme c’est le cas pour les tripléts4, 7), (1,3,4), (3,4,7), (1,5, 6).

Il serait bien de caractériser cette sous-classe des motsigmffels. Peut-étre est-elle d'un in-
térét sous estimé. D’autre part, comme les mots épichiessafont définis sur des alphabet3 a
lettres et plus, il serait pertinent de trouver une consitstn@nalogue pour un mot épichristoffel

surk lettres, poutk > 3.

Un autre probléme intéressant relié aux mots épichridsofferait de caractériser les permu-
tations obtenues par la bijection de Gessel-ReutenauesséGet Reutenauer, 1993) sur les
mots épichristoffels. Rappelons que pour un motdinde longueum, la bijection de Gessel-
Reutenauer associe a un mot de longueune permutatior des éléments dean de la fagcon

suivante :
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olio*(1) = j si le conjugué dev commencant a l& + 1)-iéme lettre est lg-iéme plus petit,
pourl < i <n—1eto"(1) = 1. Comme un mot épichristoffel est primitif, il sera toujours

possible d’ordonner les conjugués d’'un mot épichristoffel

Figure 2.3lllustration de 'Exemple 2.5.2

Exemple 2.5.2 Soit le mot épichristoffekv = acbcacbcbe. En ordonnant les conjugués de

selon 'ordre lexicographique, on obtient

w = acbcacbchbe
= acbcbcache
= bcacbcache
= bcacbcbcac

= bebeacbeac

= cacbebeach
= cbcacbcach

= cbcacbebea

(w)
(w)
(w)
(w)
Y (w) = cacbcacheb
(w)
(w)
(w)
(w)

= cbebeachea.

La permutation obtenue est dofic9, 4,7, 2, 10, 5,8, 3, 6). Cette permutation se réécrit sous la
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forme

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 10 6 7 8 1 2 3 4 5

Dans le cas de mot de Christoffel, la bijection de Gesselddawer donne la méme permutation
gue celle qui engendre le graphe de Cayley. Dans le cas deépiolsistoffels, il serait intéres-
sant de trouver a quoi correspondent les permutations @limshues. Notons que la régularité
observée dans I'exemple précédent, c’est-a-dire le fa@gnqretrouve3 intervalles d’entiers
ayant des longueurs respectivemen8 et 5, n’est pas présente pour tout mot épichristoffel,

comme l'illustre 'exemple qui suit.

Exemple 2.5.3 Soit le mot épichristoffetv = aabacababacab. La permutation obtenue par la

bijection Gessel-Reutenauer est

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 8 9 10 11 12 13 1 4 6 7 2 3

Remarque 2.5.4Les mots épichristoffels ne sont généralement pas égislitau sens tradi-
tionnel d’équilibre. En effet, il suffit de considérer le mot= aabacababacab de I'exemple

précédent et les facteubsb etaca.

Le fait que les mots épichristoffels ne soient pas tous @8 est cohérent avec les résultats
du chapitre suivant. En effet, a la Section 2.5, nous vemoredes suites épisturmiennes ne sont
pas équilibrées en général. Il pourrait donc étre fort eggant d'éventuellement caractériser les

mots épichristoffels équilibrés.



Chapitre I

SUITES EPISTURMIENNES ET CONJECTURE DE FRAENKEL

Les suites sturmiennes sont bien connues comme étant tes son périodiques équilibrées
sur un alphabet a deux lettres. Elles sont aussi cara@énix leur complexité : elles ont exac-
tement(n + 1) facteurs de longueui. Une généralisation naturelle des suites sturmiennes est
I'ensemble des suites épisturmiennes. Ces suites ne sonEpassairement équilibrées sur un
alphabet & lettres, ni nécessairement apériodiques. Dans ce chapius caractérisons les
suites épisturmiennes équilibrées, périodiques ou noproetvons la conjecture de Fraenkel
pour la classe des suites épisturmiennes. Nous montronkes|seites épisturmiennes équili-

brées sont toutes ultimement périodiques et sont divisgég<ksses.

Dans un premier temps, nous rappelons la définition d’urte diei Beatty. Ensuite, nous intro-
duisons la conjecture de Fraenkel telle gu'initialemenmiiuite, en terme de suites de Beatty,
puis en terme de mots infinis. Puis, aprés avoir caractéeséuites épisturmiennes équili-
brées, nous utilisons ce résultat afin de prouver la congcte Fraenkel pour les suites épis-

turmiennes.

3.1 Suites de Beatty

Comme mentionné au début du Chapitre I, les suites de Beattgspondent aux suites stur-
miennes étudiées du point de vue de la théorie des nombrderma des suites de Beatty
apparait dans la littérature pour la premiére fois danst{i3et926) et ce n’est qu’une trentaine

d'années plus tard que le nom apparait (Connell, 1959; diprit@60).
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Définition 3.1.1 Unesuite de Beattgst une suite de la forme

S(e, B) = {lan+ ] : n € Z},

aveca, 5 € R.

Définition 3.1.2 Unesuite de Beatty rationnellest une suite de Beaty(«, 3) telle que

a € Q—{0}. OnlanoteS(p/q,3), avecp, q € Z etq # 0.

Exemple 3.1.3Pourp = 2,¢ = 3 et 3 = 0, on obtient la suite de Beatty

o(30)-{[2] <)

Le tableau suivant donne quelques unes des valeurs deda suit

S

—
[\
w
i~
ot
=)
N
oo

|2 lloj1|2)2(3]4[4|5

|3

_— 2
A|n5|,S<§,O> =...,0,1,2,2.3,4,4,5,...

Proposition 3.1.4 Soit S <]—9, ﬂ) = { Vﬁ + 5J in € Z}, une suite de Beatty rationnelle.
q q

i) Sip = g, alors la suite correspond exactemerif.a

i) Sip < g, alors la suite correspond & et comporte des répétitions.

i) Sip > ¢, alors la suite est de la forme
2 —1
{Lm , FWJ , {—pwJ {UJrﬁJ}erZ-
q q q
Preuve Découle de la définition d&(«, 3). (]

Les suites de Beatty rationnelles qui nous intéressentcgties pour lesquelles > 1, c’est-a-

direp > gq.

Exemple 3.1.5Pourp = 5,q¢ = 2 et 3 = —2, on obtient la suite de Beatty

o(3) {54 o)

etona
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(5
Ainsi, S <§,—2> =...,0,3,5,8,10,13,15,18,... = {0,3} + 5Z.

Définition 3.1.6 Un systéme couvrant de suites de Beatty disjoiegtsin ensemble desuites
de Beatty{S <%,bi> ti=1,.. .,k} tel que

%

U (G
1<i<j<k di 4
k

N Pi ;) _

i) izuls (qi,bz> 7.

Définition 3.1.7 Un systéme couvrant éventuel de suites de Beatty disjaistesn ensemble
dek suites de Beatt;{S <&, bi> i=1,... ,k} tel que

qi

U, ((Ea)Ns(ze)) -0
1<i<j<k ¢ J

k
i) {i}i>e C U S (lﬁ, bi>, pour unf € Z fixé.
B ) qi
=1
Autrement dit, I'ensemble doit couvrir les entiers a pattime certaine valeu.

Exemple 3.1.8 Soient les suites de Beatsy (g, 0> , S (;, 6) etSs (%, 4) . On trouve que

S;1 =40,1,3,5} + 7Z, Sy = {2,6} + 7Z et S5 = {4} + 7Z. L'union de ces suites forme un
systéme couvrant de suites de Beatty disjointes, puisque

) S1NSy=8N83=9Nn83=0;

i)y S1US2US3=1{0,1,2,3,4,5,6} + 7Z = Z.

3.2 Conjecture de Fraenkel

Il est naturel de se demander quels ensembles de suites tig fBaaent un systéme qui couvre

les entiers.

D’abord, en 1926, Beatty a étudié le cas®t- 0. Il énonce le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1 (Beatty, 1926)S(ay,0) et S(as9,0) forment un systéeme couvrant de suites

de Beatty disjointes si et seulementsiest irrationnel etn; ! + a; ' = 1.

Des preuves indépendantes de ce résultat ont été données ptup tard dans (Bang, 1957;
Skolem, 1957), puis dans (Fraenkel, Levitt et Shimshonif2)9Le cas d’'un ensemble de 2
suites de Beatty avec leg rationnels et leg quelconques a été prouvé dans (Niven, 1963). En
1927, 'auteur de (Uspensky, 1927) montre gu'il n’existelausystéme couvrant éventuel de
suites de Beatty pour 3 suites de Beatty ou plus de la faf(ng, 0). Pour ce faire, il utilise une
application du théoréme d’approximation de Kronecker. pPireeive plus simple de ce résultat

est ensuite donnée dans (Graham, 1963).

Des travaux de Skolem découle le résultat suivant.

Proposition 3.2.2 (Skolem, 1957) Si; est irrationnel, alorsS(aq, 51) et S(asq, B2) forment

un systéme couvrant éventuel si et seulemegi si L =1et2 + 2 €7,

Fraenkel a ensuite prouvé (Fraenkel, 1969) le méme résultas pourx; rationnel. Il a ainsi
donné une condition nécessaire et suffisante pour que déaax de Beatty forment un systéeme

couvrant. Dans un autre article (Fraenkel, 1973), 'auésance la conjecture suivante.

Conjecture 3.2.3 Si{S (o, 5;) : i = 1,...,k} forme un systéme couvrant éventuel, avee

3 eta; # «j pour touti # j, alors il existe deuxy; rationnels.

Fraenkel a prouvé cette conjecture p&ue 3,4 et pour quelques cas particuliers paur- 4.

Erdos et Graham (Erdos et Graham, 1980) attribuent la domgesuivante a Fraenkel.

Conjecture 3.2.4 (Conjecture de Fraenkel)Si les suites de Beatty rationnelles

{S (ﬁ,bi> :z':l,...,k}
q;

forment un systéme couvrant éventuel, avec3 etp,/q1 < p2/q2 < -+ < pk/qx, alors pour
1<i<k,

pi=2"—1, g =2""
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Entre autre, Graham (Graham, 1973) a utilisé le théoremgpddximation de Kronecker et
les travaux de Skolem sur les suites de Beatty afin de monteesigtous lesy d'un systéme
couvrant éventuel de plus de 2 suites de Beatty sont diff&rators tous les sont rationnels.
De plus, sia est rationnel, alors la suite des différences entre deureiiés consécutifs de
S(a, ) est une suite périodique. Ainsi, aucune différence n'esessaire entre les systémes
couvrants éventuels et les systéemes couvrants lorsquettialie les systemes couvrants de
suites de Beatty avec destous différents, comme c’est le cas pour la Conjecture 3@kt
pourquoi gu’a partir de maintenant, nous nous intéressdémsa@njecture de Fraenkel que pour

des systémes couvrants.

Depuis I'énoncé de la conjecture de Fraenkel, plusieuresohercheurs se sont intéressés aux
suites de Beatty. Il sufffit de penser aux travaux suivar®ar(arsky, 1976; Morikawa, 1982;
Morikawa, 1983; Morikawa, 1984; Morikawa, 1985a; MorikawEd85b; Morikawa, 1985c;
Morikawa, 1988; Morikawa, 1989; Simpson, 1991; Morikawa992; Morikawa, 1993;
Morikawa, 1995; TijJdeman, 1996a; Tijdeman, 1996b; Tijdemd998; Tijdeman, 2000a;
Tijdeman, 2000b; Simpson, 2004).

Le travail (Tijdeman, 2000a) offre un excellent survol desniers travaux sur ce sujet.

)

systéme couvrant, avée > 3, alors on peut lui associer une unique suite bi-infigiesur

Proposition 3.2.5 Si 'ensemble dek suites de Beatt){S (Iﬁ, ﬂi> i=1,... ,k} forme un

l'alphabet ak lettres A = {1,2,...,k}, a permutation des lettres et a décalage pres, de la

facon suivante s[i| = j, sii € S (2—;,6]).

—
Vo)
|
=
Il
w
2]
Il
\.[\3
w
=
Il

1,s[1] = 1,s8[2] = 2,s[3] = 1,s[4] = 3,s[5] = 1,s[6] =
2,s[7] = s[0] = 1,s[8] = s[1] = 1,... etdonc,

s=---12-112131211--- = “(1121312)* € “{1,2,3}“.

Dans une suite d’entiers, umtervalle est un ensemble fini d’'entiers consécutifs. Un intervalle

den entiers est appelé untervalle de longueur.. Une suite d’entiersS' est diteéquilibréesi
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le nombre de termes dg€ dans n'importe quels deux intervalles d’entiers de mémguenr

difféere d’au plusl.

Exemple 3.2.7 Soit la suite d’entiersS = 1,3,4,5,7,9,11,13,14, 16, .... Considérons les
intervalles de longueus : [3,5] et [8,10]. Dans le premier, il y & entiers deS et dans le

deuxiéme, il N’y en a gu’un. AinsiS n'est pas équilibrée.

Proposition 3.2.8 (Tijdeman, 2000a) Soi = {|an+/3]}ncz, une suite de Beatty périodique,

aveca, 3 € R. S est équilibrée si et seulement s'il existe des nombresmaéitso’, 3’ avec

o > 1telsqueS = {|&'n+ 3| }nez.

Lemme 3.2.9 (Tijdeman, 2000a) Soit la suite de Beafty«, 3), aveca rationnel. Alors, on

peut supposer qué est un nombre rationnel de méme dénominateurcgue

Proposition 3.2.10 Les suites de Beatty rationnelles sont équilibrées.

Preuve Parle Lemme 3.2.9, une suit«, (3), aveca = p/q rationnel, peut toujours s'écrire

comme
{[na+ B} nez = {lnp/q + Binez = {lnp/q + /] }nez.

On conclut en utilisant la Proposition 3.2.8. [

Corollaire 3.2.11 Les suites de Beatty satisfaisant a la conjecture de Frdesake équilibrées.

Preuve Rappelons que la conjecture de Fraenkel suppose les seit@ealty rationnelles.

On conclut en utilisant la Proposition 3.2.10. [

Dans (Altman, Gaujal et Hordijk, 1998), les auteurs morttrgre tout mot infini sur 3 lettres
ou plus avec des fréquences de lettres toutes différentgeesdique. Ills prouvent aussi la
conjecture de Fraenkel podrsuites de Beatty. Puis dans (Tijdeman, 2000a), I'auteunygo

la conjecture pous suites de Beatty.

En utilisant la Proposition 3.2.10 et la bijection décriéand la Proposition 3.2.5, on peut réécrire

la conjecture de Fraenkel de la fagon qui suit.
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Conjecture 3.2.12 (Conjecture de Fraenkel en termes de corimtatoire des mots) Toute
suite bi-infinie équilibrée sur un alphabet/alettres, ouk > 3, et ayant des fréquences de

lettres toutes différentes est de la forrmery, ou
Fl’k = Fl’k_l k- Frk_l,
avecFry, = 121.

Notation 3.2.13 Les mots Fg sont aussi connus dans la littérature sous le normdes de

Zimin.
Lemme 3.2.141g(Fr;,) = 2F — 1.

Preuve Procédons par récurrence. Péue 2, on a Fg = 121 etdonc, IgFry) = 22—1 = 3.
Supposons que (§r;) = 2¥ — 1 pour toutk < n. Montrons que c’est alors vrai po(n + 1).

Comme Fj, 1 = FrynFr,,ona

I9(Fr11) = Ig(Fr,nFr,) = 2lg(Fr,) + 1 =2(2" — 1) + 1 = 2" — 1.

Lemme 3.2.15La fréquence de la lettredansFr, est2¥=¢/(2F — 1).

Preuve Montrons par récurrence que le nombre d’occurrences déradelans Ff est2¢—.
Pourk = 2, on al121|; = 2271 = 2 et|121|, = 2272 = 1. Supposons quiEr,|; = 2~ pour
tout £ < n et montrons que c’est alors vrai paur + 1). Comme Ff1 = Fr,(n + 1)Fr,, on
alFr1li = [Fra(n + DFr,|; = 2|Fr,|; = 2(2"7%) = 217t sii #£ (n + 1), et|Fru); =
IFr,(n + 1)Fr,|; = 1 = 2v+)=(+1) sjj = (n + 1). On conclut en calculant la fréquence :

\Frk],- . 2k_i
lg(Fry) 2k —1°

Définition 3.2.16 On appellemots de Fraenkdes mots de la forme Fr
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Exemple 3.2.17Ainsi, la seule suite équilibrée ayant des fréquences thesedifférentes sur
3 lettres serait

“(1213121)~.

Sur 4 lettres, ce serait

“(121312141213121)~.

Lemme 3.2.18Pal12---k¥) = (Pal12--- (k — 1))k)¥, ou Palest I'opérateur introduit au

Chapitre II.

Preuve |l suffit d'utiliser le Lemme 2.3.5 un nombre infini de fois. m

Lemme 3.2.19Fr;, = Pal12--- k) etPal12--- k¥) = (Fry_1k)%.

Preuve Pour la premiere égalité, on procéde par récurrencé:.sBourk = 3, on a Fg =
1213121 et Pa(123) = 1213121. Supposons que I'égalité soit vraie pour touf & et vérifions
pour (k +1). Comme Fg1; = Fri(k + 1)Frg, en utilisant I'hypothése de récurrence, on trouve
Frieo, = Pal12---k)(k + 1)Pal12--- k) = Pa12--- k(k + 1)). Pour la deuxieme égalité,

par le Lemme 3.2.18, on a

Pal12- - k¥) = (Pal12- -k — 1)k)* = (Fr,_ k)~

Lemme 3.2.20 (Justin, 2005) Soitv € A*, a € A. AlorsPalwa) = ¢,(a)Palw).

Proposition 3.2.21 Les motsFr, appartiennent a des classes épichristoffelles. Plus péeci
ment,

Fri, = ¥12..(1).

Preuve Procédons par récurrence. Paue 3, on a Fp = 1213121 ete)193(1) = 1213121.

Supposons que I'énoncé est vrai pour tout n. Soit Fr, 1 = Fr,(n + 1)Fr,. En utilisant les
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Lemmes 3.2.19 et 3.2.20, on a,kf = Pal12--- (n + 1)) = ¥12..,(n + 1)Pall---n). Par

hypothése de récurrence, on a

Y12..n(n+1DPaL---n) = Y120+ 1)P12..0(1) = Y12..0((n + 1)1) = Yo (ng1y (1)

3.3 Caractérisation des suites épisturmiennes équilibrée

Définition 3.3.1 Un mot finiw € A* estlinéaire si toute lettre de I'alphabet apparait au plus

une fois dansv.

Exemple 3.3.2Le motw = 123415 n'est pas linéaire puisquiev|; > 1, alors que le mot

u = 526134 l'est.

Lemme 3.3.3 Soitl € A etw € A*. Silw estun mot linéaire, alorBal1w1*) = (Pal1w))*+1.

Preuve On procéde par récurrence suret on utilise le Lemme 2.3.5. Podr = 0, c’est
trivial. Pourk = 1, on a la factorisationw = ¢ - 1 - w et on trouve Pdlwl) = Pallw) -
(Pale))~'Pal1w) = (Pal1w))2. Supposons maintenant que pour tout n, on ait Paflw1*) =
(Pal(1w))*+1. Alors

Pallwl™™) = Pallwl™)(Pal(lwl™ )~ 'Pal1wl™)
= (Pallw))"*((Pal1w))") ™" (Pal1w))"*!
— (Pal(lw))"+l_"+"+l

= (Pal1w))""2.

Définition 3.3.4 Soitw € A un mot non linéaire et écrivons = pw’, oup est le plus long

préfixe linéaire dev. Alors w'[0] est appelé laremiere lettre répétée

Exemple 3.3.5Soitu = 1432, v = 1212312 etw = 12321. Seulu est linéaire, la premiére

lettre répétée de est1 et celle dew est2.
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Exemple 3.3.6 Soit F; = 1213121. Ce mot est décrit par la suite directriégFr;) = 123. On
a aussi Fy = 121312141213121 et A(Fry) = 1234. De maniere générale, on peut vérifier que
A(Fr,) =123 - k.

Remarquant dans 'Exemple 3.3.6 que les mots de Fraenkdllsentous étre déterminés par
une suite directrice, nous nous intéressons aux suitesigpiennes équilibrées. Dans un pre-
mier temps, nous caractérisons les suites épisturmietamadasds équilibrées, puis en utilisant
cette caractérisation et la propriété que pour toute spitsitEmienne non standard, il existe
une suite épisturmienne standard ayant le méme langage cacactérisons de fagcon générale

I'ensemble des suites épisturmiennes équilibrées.

Dans ce chapitre, afin de montrer qu’une suite n'est pasiégél nous allons toujours donner
deux facteursf et /' de méme longueur tels qugf| o) — |/ 70| > 2 : le déséquilibre sera

sur la premiére lettre dgé, soit la lettref[0].

Commencons par quelques exemples.

Exemple 3.3.7

a) Soits une suite épisturmienne standard définie par la suite dzedk (s) = 1232 -- . Alors
s =Pal1232---) =1213121213121- - -

qui contient les facteur®12 et 131. Ainsi, s n’est pas équilibrée par rapport a la let2re
b) Soit¢ une suite épisturmienne standard définie par la suite dizech(¢t) = 12131---.
Alors

t =Pal12131---) = 12112131211211213121121 - - -

qui contient les facteursl211 et21312. Ainsi, ¢ n’est pas équilibrée par rapport a la lettre

c) Soitu une suite épisturmienne standard définie par la suite dizeck (u) = 12341“. Alors
u = Pal(12341%) = (121312141213121)*

qui est une suite équilibrée.
La Proposition 3.3.9 décrit le cas des suites épisturmemt@ndards équilibrées ayant des

suites directrices avec comme premiere lettre répétéeetine tifférente de la premiére lettre
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du mot. La Proposition 3.3.11 étudie celles ayant des sditestrices de la formé(s) = 11z,

avecz € A“. Avant de présenter ces propositions, le lemme suivantréatgble.

Lemme 3.3.8 Soit A(s) = za‘y la suite directrice d’'une suite épisturmienne standardikéqu

brées, aveca € A,z € AT,y € A¥, £ > 2 ety[0] # a. Siza est linéaire, alors

Alph(z) N Alph(y) = 0.

Preuve Supposons qu'il existg € Alph(z) N Alph(y) tel queA(s) = 2/ Bz" o’y By, avec
x' 82"y’ linéaire. Posong = Pal2’3z"). Il y a 3 cas possibles.
a) Siz’ # ¢, alors

s =p(ap) - (pa)'pBpl0] - - - ,

qui contient les facteurapa et p3p[0], p[0] # «, p[0] # 5. Ainsi, s n'est pas équilibrée.

b) Siz’ = e etx” # ¢, alors

qui contientapa et pp[0]p[1], p[0] = G # «, p[1] = x"[0] # . Alors s n’est pas équilibrée.
c) Siz’ = e etx” = ¢, alors comme est sur un alphabet contenant au moins 3 lettres, il existe

~v € {A —{a, 3}} tel qu'a sa premiéere occurrence,

s=paB) BB,

qui contientaSa et 3y3. Ainsi, s n'est pas équilibrée.

Proposition 3.3.9 Soit A(s) la suite directrice d’une suite épisturmienne standardiéaée
s sur un alphabet & lettresA = {1,2,...,k}, k > 3. Supposons quke soit la premiére lettre
répétée des. Sik # s[0], alors la suite directrice s’écrit commA(s) = 12---(k — 1)k¥, a

permutation de lettres prés.

Preuve SoitA(s) = xzkykz la suite directrice d’une suite épisturmienne standardibgee

s, avecx € AT,y € A*, 2 € A¥ etxky un mot linéaire. Posons = Pal(z) et supposons
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y # €. Alors

s = pkpy[0]pkp - - - pkpy[0]pkpkp - - -

qui contient les facteurspk etpy[0]p[0], p[0] # k ety[0] # k (commexky est linéaire). Alors
n'est pas équilibrée par rapport a la lettteAinsi, y = . Conséquemment, on&(s) = zk?z.
Supposong # k. On réécritA(s) = zk'z’, avecz’[0] # k et¢ > 2. Alors, par le Lemme

3.3.8, commexk est linéairez’'[0] ¢ Alph(z). Ainsi, zz'[0] est linéaire et donc

s = p(kp)*2'[0]p[0] --- .

Doncs contient les facteurkpk et pz'[0]p[0], avecz’[0] # k etp[0] = z[0] # k. L]

Lemme 3.3.10Soit A(s) = 1‘w, avect > 1 etw € A“. Alors toute lettren # 1 danss est

séparée par un facteur contenatit

Preuve Considérons le préfixé‘a de A(s) et supposons: # 1. Alors s = 1%al’---. La
lettre o est bien précédée et suivie tie Considérons maintenant le préfixeyo de la suite
directrice, aveq) € A*. Alors (Pal1‘y)a)(*) est préfixe des. Mais Pa(1‘y) commence et
termine parl’. Il s’écrit donc commel‘z1¢. Ainsi, (Pa(1¢y)a)*) = 1¢21%1°- ... D'ol la

conclusion. m

Proposition 3.3.11 SoitA(s) la suite directrice d’une suite épisturmienne standardiéaée
s sur un alphabet & lettresA = {1,2,...,k}, k > 3. SiA(s) = 1%z, avecz € A%, 2[0] # 1

etl > 2, alorsA(s) = 123 - -- (k — 1)k¥, & permutation de lettres prés.

Preuve Soit A(s) = 1¢z, la suite directrice d’une suite épisturmienne standatdlibege s,
avecz[0] # 1, ¢ > 2. Supposonsz|; > 0. Alors A(s) = 1¢2'12", avecz’ # ¢ et|2|; = 0.
Commes est sur un alphabet a au moins 3 lettres, il existe au moingetine« dansz’ ou z”
différente dez’[0] et 1. A sa premiére occurrence dassa est précédée et suivie par (voir
Lemme 3.3.10). Ona

s =1°2[0]1¢- - 192/[0]1°12'[0] - - -
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qui contient les facteurs[0]112/[0] et 1°a12. Ainsi, |z|; = 0. Par ailleurs, comme I'alphabet
est fini, il existe au moins une lettre différente teui apparait au moins deux fois dans
Considéronsy, la premiére lettre répétée de Alors A(s) = 1‘uyvyw, avecuyv linéaire.

Supposons # ¢ et posong = Pal1u). Alors

s = pypv[Olpyp---pypy - -

qui contient les facteurspy, pv[0]p[0], v[0] # ~ etp[0] = 1. Il en découle quer = «.
Considérons maintenart(s) = 1°u~y?w, que nous réécrivons comm¥(s) = 1‘uy™w’, avec

u linéaire,m > 2 etw’[0] # ~. Alors

s = p(yp)"w'[0]p[0] - - -

qui contient les facteurspy et pw’[0]p[0]. Ainsi, w’ = v* et on conclut. L]

Les Propositions 3.3.13 et 3.3.16 étudient les suitesuEpignnes standards équilibrées ayant
des suites directrices de la formes) = 1y1z, avecy # ¢ et 1y linéaire. Mais avant, introdui-

sons le résultat suivant.

Lemme 3.3.12SoitA(s) = 1ylz la suite directrice d’'une suite épisturmienne standardi€qu

librée s, avecly € A* un mot linéairey # ¢, z € A“. Alors, Alph(y) N Alph(z) = 0.

Preuve Supposons qu'il existex € Alph(y) N Alph(z). Alors on peut écrireA(s) =
1y o172 2", avecy’ ay” 12" un mot linéaire. Posons= Pal1y/). Il y a deux cas a considérer.

a) Siy’' # e, comme Pdlly’ay”’1) = (Pally'ay”))?, on a
s = (pap---pap)* -+~ (pap- - pap)*a -

qui contient les facteurspa etpp[0]p[1] = p1y/[0], 1 # a, ¥'[0] # «a.
b) Siy’ = ¢, alors commes est sur un alphabet a au moins 3 lettres, il existe une |gttre
{A —{1,a}} danss telle qu'a sa premiére occurrence, elle est précédée é¢ pavl (voir

Lemme 3.3.10). On a alors
s=(lal---1lal)?-- (lal---1lal)3q---

qui contient les facteursla et151.
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D’ou la conclusion. n

Proposition 3.3.13 Soit A(s) = 1ylz la suite directrice d’'une suite épisturmienne standard
équilibrées sur un alphabet a au moins 3 lettres. Supposons|tuez|; = 2 et quey # ¢ est
un mot linéaire. AloraA(s) = 12--- (k—1)1k--- (k+¢—1)(k+£)“, & permutation de lettres

prées, aved: > 3.

Preuve ConsidéronsA(s) = lylz avec|lylz|; = 2, y linéaire et supposons que € A

est la premiéere lettre répétée différentelgdeonc la premiere lettre répétée gle Alors, ily a

deux cas a considérer.

a) A(s) = 1y'ay12'a2”, avec|y'y”17'|, = 0. Impossible par le Lemme 3.3.12.

b) A(s) = 112 az" 2", avec|y'12'2"|, = |Z'az"az"|; = 0. Supposong” # ¢ et posons

p = Pal1y'12’). Alors

s = pap?”[Olpap - - - papz" [0papa - - -

qui a les facteurspa et pz”[0]p[0]. On conclut que” = e.
La seule possibilité est donc que(s) = 1y'12'a?z", que nous réécrivons comnie(s) =

1y'12'af 2" avect > 2 et2""'[0] # a. Posong = Pal1y'1z’). Alors,

s = p(ap)'z""[0]p[0] - - -

qui a les facteursypa et pz””[0]p[0], avecz""[0] # «, p[0] = 1 # a. Il en découle que

2" =¥, donc quex” = . FinalementA(s) = 1y'12'a* avecy’12 « linéaire. ]

Exemple 3.3.14Soit s une suite épisturmienne standard ayant comme suite dbedtfs) =
12321 ---. Alors,
s =12131212131211213121213121 - - -

qui contient les facteurd12 et 131. Ainsi, s n’est pas équilibrée par rapport a la lettre
Exemple 3.3.15Soit ¢ une suite épisturmienne standard ayant comme suite diedtt) =

12312---. Alors,
t =12131211213121213121 - - -
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qui contient les facteurdl12 et 131. Ainsi, t n'est pas équilibrée par rapport a la lettre

Proposition 3.3.16 Soit A(s) = 1ylz la suite directrice d’'une suite épisturmienne standard
équilibrées sur un alphabet & lettres,k > 3, telle quely est linéaire,y # ¢ etz € A“.
i) Siz[0] # 1, alors|z|; = 0 etdonc,A(s) est de la forme donnée dans la Proposition 3.3.13.

i) Siz[0] =1, alorsz =1 etdonc,A(s) = 123--- k(1)~.

Preuve Supposons gu'il y ait une troisiéme occurrencd dians la suite directricelz|; > 1.
Alors A(s) = 1y1z'12", avec|z|; = 0. Supposons qu€ # . Posong = Pally). Comme
Pal1y1) = (Pal1y))? = p?,ona

s = p22/[0)p?- - p?2 [0]p°L - --

qui contient les facteurspl (dansp?®1) et 1~ 1p2/[0]p[0]p[1], ol 2’[0] # p[0] = 1 et 2'[0] #

p[l] = y[0] (assuré par le Lemme 3.3.12). Alors, = ¢ et A(s) = 1yl1z”. Réécrivons
A(s) = 1y1%2", avecl > 2 et2""[0] # 1. Comme Pdlly1?) = (Pal1y))**! sily est linéaire,
ona

s = pf—i-l . 'p£+12///[0] ly[O] .

qui contient les facteurspl (dansp?) et 1~ 1p2""[0]1y[0], avecy[0] # 1. On aurait donc que

n'est pas équilibrée. On conclut que= 1“. DoncA(s) = 1y1“, avecw linéaire. [

On a maintenant considéré toutes les possibilités de dlitestrices pour une suite épistur-
mienne standard équilibrée. En effet, la Proposition 3d&é&rit les suites directrices ayant
comme premiere lettre répétée une lettre différente deciaigre. La Proposition 3.3.11 donne
la forme d'une suite directrice débutant par un bloc dedsttiFinalement, les Propositions
3.3.13 et 3.3.16 décrivent les suites directrices de ladargiz ayant ou pas d’autres occur-

rences de la lettré.
Le Théoreme 3.3.17 résume ces résultats.
Théoréme 3.3.17Toute suite épisturmienne standard équilibsésir un alphabet a trois lettres

et plus a une suite directrice, a permutation de lettres pdass I'une ou l'autre des trois fa-

milles de suites suivantes :
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k-1
) A(s (H z) =123 (k — 1)(k)~, avecn > 1;

k 21:2 k-i—é 1
i) A(s <Hz>1< ) (k+0%=12---(k—1)1k---(k+ £ —1)(k+ £)*, avec! > 1;
=1
k
i)y A(s (Hz) =123--- k(1)~,
aveck > 3. i

Preuve La Proposition 3.3.9 implique a) pour= 1, la Proposition 3.3.11 implique a) pour

n > 2, alors que b) (resp. ¢)) découle de la Proposition 3.3.kp(reroposition 3.3.16). =

Nous devons maintenant vérifier que ces suites directriéesvent bien des suites épistur-
miennes qui sont équilibrées. Pour ce faire, certainstaisude (Hubert, 2000) concernant les

suites équilibrées sont nécessaires.

3.4 Quelgues notions de suites équilibrées

Définition 3.4.1 (Hubert, 2000) Soit une suite sur un alphabet fidi. On dit ques estforte-
ment équilibréesi pour tout nombre entiet, pour tout couplef et /' de F,,(s) U F,,_1(s) et

pour toute lettrex de I'alphabetA, on a
“f|a - |f/|a‘ <1

Lemme 3.4.2 Toute suite fortement équilibrée est aussi équilibrée.

Preuve |l suffit de remarquer qué},(s) C (F,(s) U F,—1(s)). ]

Exemple 3.4.3La suites = 1211212112112121121 --- est équilibrée, mais n’est pas forte-
ment équilibrée. En effet, pour les facteyrs= 11211, f = 2121 € F5(s) U Fy(s), on trouve
que

flh—1fh|=14-21=2>1.
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Proposition 3.4.4 ((Hubert, 2000), Proposition 2.2) Soiest un alphabet fini,y une suite
sturmienne sur I'alphabefa, b} et {A;, A3} une partition deA. Soit la suiteu obtenue en
remplacant les: du motv par les lettres successives d’une suite fortement éqééibre AY et
les lettresb du motv par les lettres successives d’une suite fortement éqééibrc A4. Alors

u est une suite équilibrée sur I'alphahét

Les Exemples 3.4.9 et 3.4.10 illustrent la Proposition43.4.

Définition 3.4.5 (Hubert, 2000) Soitn une suite sur un alphabet firfi. On dit quem est
unesuite a lacunes constantsg pour toute lettrex € A, les lacunes entre deux apparitions

consécutives de ont une longueur constante.

Exemple 3.4.6 La suite(23242325)“ est a lacunes constantes. En effet, la lacune entre deux
occurrences de est2, celle entre deux occurrences 8lest4 et celle entre deux occurrences

de4 ou de5 est8.

Proposition 3.4.7 ((Hubert, 2000), Proposition 3.1) Scitune suite sur un alphabet fird.
Alors z est fortement équilibrée si et seulement est a lacunes constantes. En particulier, une

suite fortement équilibrée est périodique.

Exemple 3.4.8Comme la suitg23242325)“ de 'Exemple 3.4.6 est a lacune constante, elle

est aussi fortement équilibrée.

Exemple 3.4.9Soit A = {1,2,3,4} et{A1, A} une partition ded : A; = {1,2} et A, =
{3,4}. Soit la suite sturmienne = abaababaabaababaaba - - - et soient les suites fortement
équilibrée(12) et (34)“. En remplacant danslesa par les lettres de la suité2)“ et lesb par

les lettres de la suite34)“, par la Proposition 3.4.4, on obtient la suite equilibree
1321423124123141231 - - -

Exemple 3.4.10Considérons la suite sturmienne périodigu®b)~. En utilisant la Proposition

3.4.4, on sait que si I'on remplace la suitea - - - par1¢, une suite fortement équilibrée, et si
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I'on remplace la suitébb - - - par (23242325)%, aussi fortement équilibrée, alors on obtient la
suite

(1"21"31"21"41"21"31"21"5)%
qui est une suite équilibrée sur I'alphal{ét 2, 3,4, 5}.

Proposition 3.4.11 Les suites de la formeal123 - - - k) sont & lacunes constantes.

Preuve D’abord, parle Lemme 3.2.19, on sait que
Pal123--- k¥) = (Pal123--- (k — 1))k)“.

Procédons par récurrence pour montrer (@a123--- (k — 1))k)“ est a lacune constante.
Pourk = 4, on a(Pal(123)4)* = (12131214)“ qui est bien a lacune constante. Supposons

donc que cette suite soit a lacune constante pourtseutc. Pour(k + 1), on a
(Pal12---k)(k +1))* = (Pal12--- (k — 1))kPal12--- (k — 1))(k + 1))*.

Par I'nypothése de récurrence, on sait que les lacunes sostianites pour les lettres (k — 1)

et commek et (k + 1) n'apparaissent qu’'une seule fois chacune dans la périodmreiut. m

3.5 Retour a la caractérisation

Proposition 3.5.1 Les suites directrices données au Théoreme 3.3.17 sontites directrices

de suites épisturmiennes standards qui sont équilibrées.

Preuve Considérons chacun dadypes de suites directrices du Théoréme 3.3.17.
i) En construisant la suite épisturmienne standard cooresgnte a la suite directrice i) du

Théoreme 3.3.17, on obtient une suite qui s'écrit comme

s=(1"21"31"21"41"21"31"21" - - - 121" (k — 1)1™21"™ - - - 1"2131"21"41"21"31"21" k).

Considérons maintenant la suite obtenue en faisant lagtiapd1; par rapport a la lettre 1.
On obtient alors la suite sturmientB (s) = (1"z)“. En remplagant la lettre par la suite
fortement équilibrée P&L3 - - - k) = (2324232 - - - 232k)“ (voir Proposition 3.4.11), par la

Proposition 3.4.4, on conclut que la suitest équilibrée .
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ii) La suite définie par\(s) =12---(k —1)1k---(k + ¢ — 1)(k + ¢)* est donnée par

s = <u2ku2(k‘ + Dulku? - P ku? (k4 0 — DuPku? - u? (k + Du?ku®(k + E))w ,

ouu = Pal12--- (k —1)). Commeu = Fry_y, s s’écrit comme(Fr;_1Fr;_1A)¥, ou A est

périodiqguement remplacé par les lettres de la suite
(Palk(k+1)---(k+£—-1))(k+0))~.

Considérons maintenant la suite sturmie@®2" ' ~Db)~, qui consiste en la suite épistur-
miennes pour laquelle on a remplacé les lettrea k — 1 para et les lettresk a k + ¢ par
b. En effet, par le Lemme 3.2.14, on sait quéAg._;) = 2¥~! — 1. Remplagons les par
la suite périodique a lacune constante (voir Propositidnl), donc fortement équilibrée,
Palk(k+1)--- (k+¢—1)(k+ ¢)*). La suite ainsi obtenue est équilibrée (voir Proposition
3.4.4). Ainsi,s est équilibrée par rapport aux lettiea k + ¢. Afin de montrer que est équi-
librée, il suffit de montrer que est équilibrée par rapport a la letitgpourl < o < (k—1).
Considérons’ = (Fry_1Fry_1b)* = Fry_q (Fry_1bFry_1)¥, avech ¢ {1,2,... k — 1} fixé.
On a alors que’ est de la forme Rr_;Fry. On sait que la suite Erest une suite périodique
équilibrée. De plus, comme Fr= (Fry_1kFr,_1)“ = Fr_1kFr,_ Fr¢, le préfixe Fp_; de
s’ ne peut faire en sorte qué ne soit pas équilibrée, sinon il en serait de méme potir Fr
Ainsi, puisques’ est équilibrées est équilibrée par rapport aux lettre®, ..., (k — 1) eton
conclut ques est une suite épisturmienne équilibrée.

iii) Les suites décrites par les suites directrices donmees) sont de la forme Et et sont

connues pour étre équilibrées.

Théoreme 3.5.2Une suite épisturmienne standasdsur un alphabet a trois lettres et plus est
équilibrée si et seulement si sa suite directrice (a pertimrade lettres prés) est dans I'une ou

I'autre des trois familles de suites suivantes :
k—1

) A(s) =17 <H z) (k)¥ =1"23--- (k — 1)(k)“, avecn > 1;

1=2

k—1 k4-6—1
ii) A(s):( z) 1( H z) (k+0)¥=12---(k=1)1k---(k+£—1)(k+£)*, avecl > 1,
1

i=k

1=
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=

i) A(s)=(]]¢) (1) =123---k(1)*,
i=1

aveck > 3.

Preuve Découle du Théoréme 3.3.17 et de la Proposition 3.5.1. [
Rappelons le résultat suivant.

Théoréeme 3.5.3((Droubay, Justin et Pirillo, 2001), Théoréme Bhe suite épisturmienne
standards est ultimement périodique si et seulement si sa suite ditech (s) est de la forme

wo”, w e A", o e A.

Corollaire 3.5.4 Une suite épisturmienne standard ne peut pas étre a la foisgique etA-

stricte.

Preuve Découle du Théoréme 3.5.3 et de la définition d’'une sdistricte. m

Corollaire 3.5.5 Toute suite épisturmienne standard équilibrée sur un djgha trois lettres

ou plus est ultimement périodique.

Preuve Découle directement du Théoreme 3.5.2 et du Théoréme 3.5.3. m

Corollaire 3.5.6 Aucune suite de Arnoux-Rauzy (suites épisturmieriisictes) n’est équi-

librée.

Preuve Découle des Théorémes 3.5.2 et 3.5.3 et du Corollaire 3und suite épisturmienne

A-stricte ne peut étre ultimement périodique. [

Remarque 3.5.7Une suites € A% estc-équilibrée si pour tous facteurs, v de s de méme
longueur,

Hu‘a - ’U’a| <c

pour touta € A. Dans (Cassaigne, Ferenczi et Zamboni, 2000), les autaeupgauve qu'il est

possible de construire une suite d’Arnoux-Rauzy qui n'estcpéquilibrée pour tout € N.
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Corollaire 3.5.8 Toute suite épisturmienne standard équilibségur un alphabet a 3 lettres et
plus appartient a I'une ou l'autre des familles suivantepeamutation de lettres preés :
) s= (p(k—1)pk)¥, avecp = Pal1"2--- (k —2));

i) s = ((Fry_1)%t)~, out est successivement remplacé par les lettres de la suite
[Palk(k+1)---(E+£¢—1))(k+0)];

i) s=[Pal123---k)]* = (Fry)“.

Preuve On obtient ce résultat directement en calculan{R&})) en prenant les suites direc-

trices du Théoréme 3.5.2. n

3.6 Retour a la conjecture de Fraenkel

Proposition 3.6.1 Toute suite épisturmienne standard équilibeésur un alphabet a 3 lettres
et plus et ayant des fréquences de lettres différentes pomed les lettres peut étre écrite, a

permutation de lettres prés, sous la forme

s = [Pal123--- k)] .

Preuve Dans le Corollaire 3.5.8 i), les lettréset (k — 1) apparaissent une fois par période.
Ainsi, les fréquences deet (k — 1) danss sont les mémes. Dans ii), orsa= (Fri_1Fr;_1t)*,
avect périodiqguement remplacée g&alk(k+1)--- (k+¢—1))(k+¢)]. Comme les lettres
(k+¢) et(k + ¢ — 1) napparaissent qu’une seule fois chacune dangHah-1)--- (k +
¢—1))(k + ¢), la fréquence de ces deux lettres est la méme dans une pébads iii), la
période des est IgPal123...k)) = 2¥ — 1 (voir Lemme 3.2.14) et la fréquence de la lettre
i est2k=7/(2F — 1) (voir Lemme 3.2.15). Ainsi, les fréquences de deux lettiéféréntes sont

différentes. n

Comme pour toute suite épisturmienhél existe une suite épisturmienne standarayant le
méme langage, le résultat de la Proposition 3.6.1 peut s&rgj&er a n'importe quelle suite
épisturmienne équilibrée. On obtient alors le résultaégdnsuivant, qui est une preuve de la

conjecture de Fraenkel réduite a la classe des suites ipistines.
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Théoréme 3.6.2Soits une suite épisturmienne équilibrée sur un alphabet4iet {1,2, ..., k},
aveck > 3 et f;(s) # f;(s) pour touti # j : toutes les lettres ont des fréquences différentes.

Alors, a permutation de lettres prés et a décalage pses,[Pal(123--- k)]“.
Exemple 3.6.3Pour respectivemerit = 3, 4, 5, on obtient

s = (1213121)*,
t = (121312141213121)*,

u = (1213121412131215121312141213121)~.
De plus, les suites

s = 3121(1213121)%,

~
~
Il

213121(121312141213121)%,

o = 121412131215121312141213121(1213121412131215121312141213121)“

sont aussi des suites épisturmiennes (non standardsibéégsl avec des fréquences de lettres

différentes.

La conjecture de Fraenkel considére les suites bi-infiiitmt donné que les suites satisfaisant
la conjecture de Fraenkel sont toutes périodiques, il sidfttonsidérer les suites infinies et non

pas bi-infinies.

Dans ce chapitre, nous avons réussi a caractériser les épitturmiennes équilibrées. Il serait
intéressant de généraliser ce résultat en considérantitanrgenérale d’équilibre énoncée a la
Remarque 3.5.7. Par ailleurs, remarquons que notre régaliiit un nouvel angle d’attaque

pour la conjecture de Fraenkel : il suffit de prouver que teuite satisfaisant a la conjecture

de Fraenkel est une suite épisturmienne.



Chapitre IV

SUPERPOSITION DE 2 MOTS DE CHRISTOFFEL

Rappelons que la conjecture de Fraenkel a d'abord été étddipoint de vue de la théorie des
nombres, en termes des suites de Beatty. Un cas particeliler @bnjecture est de savoir sous
guelles conditions deux suites de Beatty sont disjointesisDes années 1980-1990, les suites
de Beatty ont fait I'objet d’'une dizaine d’articles de Maika, entre autres (Morikawa, 1985a).
Dans ce dernier article, I'auteur prouve le théoreme stijvpn fournit une condition nécessaire

et suffisante pour que deux suites de Beatty soient dispinte

Théoréme. (Morikawa, 1985a)Soientp, ps, q1, g2 des entiers et posons = pgcdpy, p2),
g = pgcdqi, q2), u1 = q1/q, ua = q2/q. |l existe 5 et By tels que les suites de Beatty
S1 =A{lpin/q + G1] :n € Z} etSy = {|pan/q2 + P2] : n € Z} sont disjointes si et

seulement s'il existe des entiers positifet y tels que

xuy + yug = p — 2ujug(q — 1).

Exemple 4.0.4Soientp; = po =10, ¢y =3 etgy = 4. Alorsp =10, g =1, u; = 3, us = 4.

Il existe 3, et 3, tels queS; = {[10n/3 + B1] : n € Z} et Sy = {[10n/4 + (2] : n € Z}
sont disjointes si et seulement s’ils existeny > 0 tels que3x + 4y = 10. Il suffit de prendre
x = 2ety = 1eton alégalité. En effet, ave@, = 0 et 3> = 3, on a les suites de Beatty

disjointesS; = {1,4,7} + 10Z et S, = {0, 3,5,8} + 10Z.

20 ans plus tard, dans (Simpson, 2004), l'auteur donne umgverdifférente de ce résultat

et prouve de nouveaux résultats intermédiaires. Cetartiaevére contenir des propriétés in-
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téressantes concernant les mots de Christoffel. En effataduisant les résultats de Simpson
en terme de mots de Christoffel, certaines caractérigtigqieeces mots apparaissent naturel-
lement. Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord qeslgigfinitions et résultats prélimi-
naires. Aprés avoir traduit les principaux résultats defSiom, nous allons plus loin en donnant
le nombre de superpositions de deux mots de Christoffelrpapables. Nous donnons aussi
quelques détails passés sous silence dans certainesposugémpson. Entre autres, la preuve
du Théoreme 4.5.1 présentée ici est la méme que celle doané€simpson, 2004), mais pour
laquelle plusieurs détails ont été précisés. Nous ternsiteohapitre en parlant d’'un probléme
relié au probléme de la monnaie, dans lequel les mots det@ffelsapparaissent géométrique-

ment.

La motivation principale de ce chapitre est de caractérisecas particulier de la conjecture
de Fraenkel. En effet, la conjecture en terme de mots éname@aur un alphabet & lettres,

k > 3, il existe une unique suite équilibrée et ayant des frégegede lettres toutes différentes,
a permutation des lettres et a conjugaison prés. Dans cérehayjous montrons comment une
suite satisfaisant les hypothéses de la conjecture dek&lgeeut étre obtenue par superposition
dek puissances de mots de Christoffel. L'idée de ce chapitrd’éstdier un cas particulier : la

superposition de deux mots (ou puissances) de mot de (feisto
Définition 4.0.5 Un motw < A* estcirculairement équilibrési le motw? = ww est équilibré.

Exemple 4.0.6Le motu = 112121 est équilibré, mais n’est pas circulairement équilibré. En

effet, 111,212 € F(uw), mais|[111]; — [212[;] > 1.

Exemple 4.0.7 On peut facilement vérifier que le mbt2112 est équilibré et donc que= 112

est circulairement équilibré.

Lemme 4.0.8Siw € A* est circulairement équilibré, alors pour tout € A, la projection

I1,(w) est aussi circulairement équilibrée.

Preuve Commeuw est circulairement équilibré, pour tous facteurs dew? tels que Igu) =

Ig(v) et pour toute lettrer € A, on a|[ul, — [v]a| < 1. Par ailleurs, on &l (u)|, = [ul, et
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1L, (v)|a = |v]a. Ainsi, pour tout facteufl, (u) etIl,(v) de méme longueur dé,(w?), on a
[T (w)]a — Ma(v)a] = |ula — [v]a| < 1. Commell, (w) € {a,z}*, par complémentarité, on

a aussi qué|Il, (u)|, — [II4(v)|| < 1. DoncIl,(w) est circulairement équilibré. n

Définition 4.0.9 Soientu € “{a,z}* etv € “{b,z}*, deux mots bi-infinis. Soient I'en-
semble des positions desdansu et B I'ensemble des positions déslansv. On dit queu et
v sontsuperposablesi A N B = (). Autrement dit, les ensembleset B forment une partition

des entiers.

Exemple 4.0.10Soientu = “(aazazx)” etv = “(zxbrzx)“. Alors A = {0,1,3} + 6Z et
B = {2} + 6Z. Doncu etv sont superposables.

Définition 4.0.11 Soientu, v des mots finis. Soil 'ensemble des positions desdansu €
{a,z}* et soitB 'ensemble des positions déslansv € {b, z}*. Supposons que (g) = n et
lg(v) = m. On dit queu etv sontsuperposablesi et seulement s'’il existe € Z tel que“u®
eta*(“v*) (o est la fonction de décalage introduite dans la Section @i8nssuperposables,
c’est-a-dire si

(A+nZ)N (B —k+mZ)=0.

Sik = 0, on dit alors que les mots et v sesuperposent exactement

Remarque 4.0.12Dans la Définition 4.0.11, la conditioh € Z peut étre remplacée péare
[0,min{m,n} — 1]. En effet, on peut facilement vérifier que s'il existe un dégak hors de
cet intervalle permettant la superposition, alors il ediste [0, min{m,n} — 1] pour lequel il

en est de méme.

Exemple 4.0.13Soient les mots = azzzax etv = xbx. Considérons'v® = “(axzxax)®
eto~!(“v*) = “(zzb). Les positions des dans”«~ sont données par 'ensemdle, 4} +67Z
et les positions des danso ! (“v¥) sont données par 'ensembfe} + 3Z = {2,5} + 6Z.
Comme ces deux ensembles sont disjointet v sont superposables et le décalage nécessaire

estk = —1.
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Exemple 4.0.14Soient les mots = azax etv = bxb. Ces deux mots ne sont pas superpo-
sables. En effet, les positions deslans“u® sont données par I'ensemhble = {0,2} + 4Z

et les positions des dans“v* sont données par I'ensembie = {0,2} + 3Z. CommeA =

{0,2} +47 = {0,2,4,6,8,10} + 12Z et queB = {0,2} +3Z = {0,2,3,5,6,8,9,11} + 12Z,

on conclut par inspection qu'il n'existe aucértel queA N (B — k) = (). Doncu etv ne sont

pas superposables.

Lemme 4.0.15Soientu, v, A et B tels que décrits dans la Définition 4.0.11. Les mots

{a,z}* etv € {b, z}* sont superposables et sont tels que
(A+nZ)N (B —k+mZ) =1

si et seulement si ety*(v) se superposent exactement.

Preuve Rappelons quel est I'ensemble des positions deslansu et queB est I'ensemble
des positions delsdanswv. Par définition, les mots etv sont superposables si et seulement s'l
existek € Z tel que(A+nZ)N(B—k+mZ) = (. Cette condition est satisfaite si et seulement
si les positions des dans“u* et desh danso*(“v*) forment des ensembles disjoints. Il suffit
donc de montrer que les positions dedans “(v*(v))* sont les mémes que dan§(“v).
Ces deux mots ont la période et donc, les positions désseront les méme si et seulement si
(W)Y = aF(“r?) = yF(v) = o¥(“v¥)[0,m — 1]. Par la définition du conjuguedy,

cette derniére condition est satisfaite. n

Corollaire 4.0.16 Un mot finiw € {1,2,...,k}" circulairement équilibré et ayant des fré-
guences de lettres toutes différentes peut étre obtenuapsuderposition dé: mots circulai-
rement equilibrésv; € {1,2}",wy € {2,2}",...,w, € {k,z}" tels quelw;|; # |w;|; pour

touti # j.
Preuve Découle directement du Lemme 4.0.8. Il suffit d’appliqueprajectionIl,(w) pour
toute lettrea € A.

Le Corollaire 4.0.16 motive I'étude de ce chapitre : tout matisfaisant aux conditions de la

conjecture de Fraenkel peut étre obtenu par la superpositanots circulairement équilibrés,
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autrement dit, par la superposition de conjugués de puissaie mots de Christoffel. Un mot
satisfaisant aux conditions de la conjecture de Fraenkal po alphabet & lettres est donc

obtenu par la superposition &emots circulairement équilibrés.

Exemple 4.0.17 a) Le mot1213121 satisfait les conditions du Corollaire 4.0.16. Il peut étre

obtenu en superposant le mots circulairement équilibrés1x1, x2xxx2x etxxxdzxx.

b) Le mot312112131214121 est le résultat de la superposition des mdotsrrrr3rrrrrre,
rlallalzlelalzl, za2rx2rrarrar etrxxrrrxrrrxdrax, qui sont tous circulai-
rement équilibrés et qui ont respectivement les fréquededsttre2/15, 8/15, 4/15 et
1/15.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons d’'abord a la s\git@pale deux mots circulairement
équilibrés. Nous ne considérons que des mots primitifs @$ wonnons une condition néces-
saire et suffisante pour que deux mots primitif® soient tels que:” etv* se superposent. De
plus, puisqu’'un mot de Christoffel est un mot circulairetnéuilibré, primitif et minimal selon
I'ordre lexicographique dans sa classe de conjugaisanest primitif et circulairement équili-
bré, il existe un conjugué dequi soit un mot de Christoffel. Ainsi, nous considérons lestsn
de Christoffel correspondant; etws et nous donnons un critere pour qug etws se super-
posent, a conjugaison presde. Pour ce faire, nous utilisons les résultats de (Simpsof0420

qui sont une extension du travail de (Morikawa, 1985a).

4.1 Quelques résultats de base

Le Lemme 4.1.1 est une traduction du Théoréme 3 de (Simps0®4) 2n terme de mots de
Christoffel. Ce résultat apparait aussi dans (Berthé, dealai Reutenauer, 2007) sous une

forme équivalente, mais en utilisant la dualité des mots ligsffel.

Lemme 4.1.1 (Simpson, 2004; Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) Soitlde Christoffel
C(n,a) € {a < x}* et soita tel queaa = —1 mod n. Alors les positions modula desa

dansC(n, ) sont données par 'ensemb{6, @, 2@, . .., (a« — 1)a}.
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Preuve Posons = ja mod n eta+ 3 =n. Commex L n, alors son opposé inveraeest

aussi tel quex L n. Donca est un générateur du groupe cyclidignZ et alors
{ia}o<j<n = {ito<icn.
Soiti € [0,n — 1]. Nous pouvons donc écrite= ja, avecj € [0,n — 1]. Ainsi,
if =jaf=jaln—a)=—jaa=j mod n.

Par la Définition 2.2.3 d’'un mot de Christoffel}(n, a)[i] = a si et seulement sii + 1)
mod n > i mod n.Mais cette condition est satisfaite si et seulemefif sinod n € [0, «—

1]. Ainsi, i3 mod n € [0, — 1] si et seulement si € [0, « — 1], ce qui prouve le lemme.n

Corollaire 4.1.2 SoitC'(ng, aq) = (C(n,«))? avecn L «, satisfaisant aux mémes hypothéses

que dans le Lemme 4.1.1. Alors les positions modyldesa dansC(ng, «g) sont données

par
q—1
U{O,E, 2a,...,(a—1)a} +in.
i=0

Preuve Découle directement du Lemme 4.1.1. n

4.2 Premiers résultats concernant la superposition de deuxots de Christoffel

Théoréme 4.2.1 (Th. du reste chinois de (Simpson, 2004BoientC(n,1) € {a < x}* et
C(m,1) € {b < z}*, deux mots de Christoffel. Alofs(n,1) etC(m,1) se superposent si et

seulement s /. m.

Preuve Par la Définition 4.0.11, les mots(n, 1) et C'(m, 1) sont superposables si et seule-
ment si les mot§C'(n, 1))™ = C(nm,m) et(C(m,1))"” = C(nm,n) le sont. Les positions
desa dansC(nm,m) sontA = {0,n,2n,...,(m — 1) n} etcelles des dansC(nm,n) sont

B ={0,m,2m,...,(n—1)m}.

(=) Supposons que L m et que les mot&'(nm, m) et C'(nm,n) Se superposent avec un
décalagek. Ainsi, les positions desdansC (nm, n) suite au décalage sont données par I'en-

sembleB’ = {—k,m — k,...,(n — 1)m — k}. Commen L m, par le Théoreme de Bezout,
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il existe0 < ¢ < ntelquedm — k =0 mod n. Il y a donc conflit & l&-ieme position dé,
puisqu’a cette position, il y a umdansC(nm, m) : contradiction.

(<=) Supposons maintenant que pgedn) = d > 1. Ecrivonsn = dp etm = dq. Pour tout
0<i<myin+1=r1idp+1#0 mod dq. DoncC(n,1)etC(m,1) sont superposables et

un des décalages possibles/est 1. [

Lemme 4.2.2 Soit C(n, ) € {a < z}*. Pour toute position d’un a dansC(n, a), il existe
j € Ntel que

i < jn < (i + 1)

Preuve Par le Lemme 2.2.8, on sait q@&n,a) = C(n,n — a) € {z < a}*. En utilisant

la généralisation de la Définition 2.2.3 aux puissances des a@ Christoffel en remplagant
respectivement, x, « et 3 parzx, a,n — o eta, on trouve quce’JN(n, a)[i] = a si et seulement si
(14 1)a mod n < ia mod n.Donci est la position d’'une lettre si et seulement i + 1)«
mod n < i mod n. Mais (i + 1)a mod n < ia mod n sSi et seulement s'il existe un
multiple den entrei« et (i + 1)« inclusivement. On conclut en remarquant que cette comditio

est satisfaite si et seulementiai < jn < (i + 1)a. ]

Lemme 4.2.3 SoientC(n, ) € {a < z}* etC(n, ) € {b < z}*, des mots ou des puissances
de mots de Christoffel de méme longueuraf3i, alors I'ensemble des positions desglans

C(n, «) est un sous-ensemble de I'ensemble des positionsaesC (n, 3).

Preuve Raisonnons sur les mots miroirs. Commgg, on écrit3 = go, ¢ € N. Soiti la

position d'una dans@(n,a). Alors par le Lemme 4.2.2, il existg € N tel queia < jn <

B qoa

(i + 1)a. En multipliant chacun des membres de l'inéquationpar — = ¢ € N, on trouve
« [0
i(qa) < (jgn < (i +1)(ga)

iB<(gn < (i+1)8,

avecjq € N. Donci est aussi la position d’uhdans@(n, B). [
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Théoréme 4.2.4 (Th. 2 de (Simpson, 2004oient deux mots de Christoffé[n, ) € {a <
z}*, C(m,B) € {b < x}* etposong = pgcdm,n). Alors C(n, ) ety*C(m, 3) sont

superposables exactement si et seulemefitsia) etv*C(p, 3) le sont aussi.

Preuve («<=) Soit A (resp.A’), 'ensemble des positions desdansC(p, «) (resp. dans
C(n, a)) et B (resp.B’), lensemble des positions dedansy*C(p, 3) (resp. dans”*C(m, 3)).

Supposons qué'(p, o) etC(p, 3) sont superposables avec un décalagén a donc que
A+pZNB—k+pZ=0.

Comme pgc@n,n) = p, posonsn = pi. Alors C(n,a) = C(pi,«). D'autre part, on a
(C(p,a)) = C(pi,i). CommeC(pi,a) et C(pi,«i) ont la méme longueur et queai,

le Lemme 4.2.3 s’applique et on conclut que I'ensemble dsgtipos des: dansC (pi, o) est
inclus dans I'ensemble des positions dedansC (pi, ai) = (C(p,«))’. Cela implique que
I'ensemble des positions desdans“C'(pi, «)“ est inclus dans I'ensemble des positions des
a dans?(C(p,«))¥. Autrement dit,A’ + nZ C A + pZ. De facon semblable, on montre que
B'+mZ C B+pZ.CommeA+pZNB—k+pZ = 0, il en découle quel’ +pZNB'—k-+pZ = 0,

donc queC(n, ) ety*C(m, 3) sont superposables.

(=) (Par I'absurde) Supposons qG&n, o) ety*C(m, 3) sont superposables. Comme=
pgcdm,n), posonst = pi etm = pj, aveci L j. Commea L n (resp.f L m),onaa L i
(resp.B L j). Supposons qué(p, «) etvy*C(p, ) ne se superposent pas. Il existe dene
tels que lar-iéme occurrence de dansC'(p, «) apparaisse a la méme position qué-i@me

occurrence dé dansy*C(p, 8). En terme de suites de Beatty (voir Chapitre I1l), cela saita

L%«J - {%4 — k.

par

Cela implique que pout € N,

2o = |Berss)| -k (4.1)
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Il reste @ montrer qu'il existe usl tel que
i|(r + ') et jl({+ D). 4.2)

En effet, on aurait alors que les positions données en (4.iambre de gauche et du membre
de droite sont respectivement des positions des 0ts, «) = C(n,a) et *C(pj, 3) =
v*C(m, 3). D’ol une contradiction, comme nous avions suppeéeé, ) ety*C(m, 3) super-

posables.

Comme: L j, G = Z/iZ x Z/jZ est un groupe cyclique. Ce groupe est engendrépas).

En effet, sis(a, 3) = 0 dansG, alorssa = 0 mod i etsf =0 mod j, et donci|s et j

s, et
donc,ij|s. Donc l'ordre de(a, 3) estij. Ainsi, V(n1,ne) € G, 3t tel que(ni,n2) = t(a, B).
Autrement dit, pour tout1,ne € Z, 3t € Z tel quen; = ta mod i etne = tf mod j. En

prenantn; = r, ny = £ ett = —s’, on conclut. ]

Corollaire 4.2.5 Siles mots de Christoffél (n, o) etC'(m, 3) se superposent, alors [ n et

o+ [ < p,oup = pgedm, n).

Preuve Posong = pgcdm,n). Par le Théoréme 4.2.4, on sait quén, «) etC(m, 3) sont
superposables si et seulementSp, a) et C(p, 3) le sont. Cela implique que §i'(n, «) et
C'(m, 8) sont superposables, alats+ 5 < p. Et commea, 3 > 0, 0nal < a+ 3 < p, et

donc,m [t n. [

4.3 Superposition de mots de Christoffel de méme longueur

A partir de maintenant, nous ne considérons que des mots dstd¥iel de méme longueur,
puisque le Théoréme 4.2.4 nous permet ensuite de générabiseésultats. Soierdt(n, o) et

C(n, 3). Alors on étudie deux cas.

4.3.1 Cas particulier : sia|s

Dans cette section, nous étudions la superposition desdagtg€me longueur aved. Nous
montrons une propriété nécessaire et suffisante pour quesdeots de Christoffel soient su-

perposables (Théoréme 4.3.4). Ensuite, nous donnonstarecgue doit satisfaire le décalage
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pour permettre la superposition (Corollaire 4.3.3), pwasexplicitons un décalage qui sera
toujours valide (Corollaire 4.3.5). Pour terminer la saictinous montrons de quelle fagon un
mot de Christoffel peut étre vu comme la superposition dsiplus mots de Christoffel (Théo-
reme 4.3.6). Ces propriétés nous seront utiles pour prdevésultat principal de la prochaine
section : un critére nécessaire et suffisant pour que deus deoChristoffel quelconques de

méme longueur soient superposables.

Lemme 4.3.1 Soit le mot de Christoffel’(n,«) € {a < z}*. Siaa@ = —1 mod n, alors

C(n,a) =~*C(n, ).

Preuve Par le Lemme 4.1.1, on sait que les positions moduldesa dansC(n, «) sont
données par I'ensemble

A={0,@ 2a,...,(a—1)a}.
D’autre part, les positions modutodesa dans le mot miroi@(n, «) sont données par
A={n—-1n-1-an-1-2a,. ..,n—1-(a—1)a}
={-1,-1-a,-1-2a,...,—1— (a—1)a}.

Finalement, en prenant le conjugu@é(n, «), on trouve que les positions desont données
par
VFA={-1-a,-1-a-a,-1-2a-a,...,—1—(a—Da—a}
={-1-a,-1-2a,-1-3a,...,—1— aa}

={(a-1a,(a—2)a,...,,a,0} = A.

Définition 4.3.2 Soient! = [a,b] et I’ = [¢,d], deux intervalles d’entiers. On dit queesta

gauchede I’ sia < c.

Lemme 4.3.3SoientC(n,a) € {a < z}* etC(n,B) € {b < x}*, deux mots de Christoffel
de méme longueur avet = qa etq € N. Soit/ € [0,n — 1]. Les conditions suivantes sont

équivalentes.
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i) C(n,a) et 7450(71, () se superposent exactement.

i)y £¢[—(a—1)g,B] mod n.
iy C(n,a)ety?IH)C(n, B) se superposent exactement.

Preuve Montrons d’abord que les différences entre les positiorssadéu motC'(n, «) et
celles de$ dansC'(n, 3) forment un intervalle entier de cardinalitgx — 1)q. Les positions des
adansC(n,a)sont{0, @, ..., (a—1)a} et celles des dansC (n, 3) sont{0, 3, ..., (3—1)3},
ola@ = -1 mod netBB =—1 mod n.Onaia = igf mod n. En effet, commega = 3,

en multipliant de chaque cété paf, on obtientv = ¢3. Donc les différences entre les positions
des lettres forment I'ensemble

E={j3 - Za}ggzg ={( - ig)3}8§j<ﬁ- (4.3)

<i<a
Regardons les nombres— ig. Pouri = 0, cela correspond a l'intervall@, 3], pouri =
1, a lintervalle [—q, 5 — ¢, et de maniére générale, cela correspond a l'interallg, 5 —
iq[. Commeg > 0, on remarque que les intervalles se déplacent vers la gadohiervalle

[—iq, B — iq| est & gauche de l'intervalle-(i — 1)q, 8 — (i — 1)q|.

Onap =g — (B >q — pf—1iq > q—1iq = —(i — 1)q. Donc l'union de
deux intervalles consécutifs est aussi un intervalle esalunion de cesy intervalles forme

I'intervalle [—(a — 1)g, A[, qui a la cardinalité
B—(—(a-1)g)=B+aqg—qg=aq+aqg—q=(2a—1). (4.4)

C(n, ) ety*C(n, 3) se superposent exactement si et seulement si le dédaragtait pas par-
tie de 'ensemble?, c’est-a-dire si et seulement s'il existe? [—(a — 1)q, B[ tel quek = £33.
Donc il existel ¢ [—(a— 1)q, 8] si et seulement €i'(n, o) et7*?C(n, 8) se superposent exac-
tement. D’'ou i) < ii). Par ailleurs, par le Lemme 4.3.1, on sait quén, §) = yaa(n,ﬁ).
En remplaganC(n, 3) par cette valeur danéBC(n, 3), on obtient

+8C(n, B) = 4P~ C(n, B) = 1PV C(n, B).

Dol i) <« iii). »
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Corollaire 4.3.4 (Th. 4 et Cor. 5 de (Simpson, 2004)BoientC(n, a) € {a < x}*etC(n, ()
€ {b <z} telsques = qo, ¢ € N. AlorsC(n, o) etC(n, 5) se superposent si et seulement si

(2ac—1)g < n.

Preuve ParI'équation (4.4), on sait que C&fd) = (2a—1)q. D’autre part, les mot§'(n, «)
etC(n, 3) se superposent si et seulement s'il existe un décé@lagé < n tel que les positions
desa occurrences de dansC'(n, «) forment un ensemble disjoint de I'ensemble des positions
desp occurrences dé dansC(n, 3). Un tel décalagé existe si et seulement si I'ensemlile

(de I'équation (4.3)) est de cardinalité au plus- 1. D’'ou la condition nécessaire et suffisante

2a—1)g<n—-1<n. ]

Du Lemme 4.3.3, il est aussi possible de déduire un décalagern toujours valide pour deux

mots de Christoffel superposables de méme longueur,@yec

Corollaire 4.3.5 SoitC(n, «) etC(n, 3), deux mots de Christoffel superposables tels@ue

qa, q € N, AlorsC(n, «) ety“""é(n, () se superposent exactement,coi= 1 mod n.

Preuve Par le Corollaire 4.3.3, il suffit de montrer qu’il existez [—(a — 1)g, 5] mod n

tel que

B(1+¢)=1—r mod n.
En multipliant de chaque c6té p&r on obtient
—1—¢=3-8r modn
=
(=pr—p3-1 modn.
I suffit donc de montrer que modutg on a
pr—pB-1¢[-(a=1)q B[ =[-B+q/0
=

frglg+1,20+1[
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Or, Br = ¢ mod n, car@ = qa etar =1 mod n. Il suffit donc de montrer que
g+n>260+1 <<= n>2aq+1—q=2a—1)g+1.

On conclut en utilisant le Corollaire 4.3.4. n

Théoréme 4.3.6 (Th. 6 de (Simpson, 2004)$oit le mot de Christoffel'(n, o) € {a < x}*.

Alors I'ensemble des positions deslansC'(n, ga) est la réunion des ensembles
{0,@,..., (a« — 1)a} + kqa,

pour0 < k < ¢. De plus, le mot de Christoffel'(n, ga) est le résultat de la superposition

exacte deg conjugués d€’'(n, ) suivants :

C(”a a)? fy_q_ac(na a)? R 7,Y—(q—1)q_occ(n7 Oé).
Preuve Parle Lemme 4.1.1, 'ensemble des positionsa@dansC (n, go) est

En séparant les positions selon leur résidu mogutm obtient

qa—1 qg—1a—1
Usaa = U lg+kaa (4.5)
§=0 k=0 i=0
Commegaga = —1 mod n, on agga = @ mod n. Ainsi, en remplacan{ga para dans
I'équation (4.5), on obtient
qa—1 qg—1a—1
U@ = | ia-km@ (4.6)
j=0 k=0 i=0

On peut alors réécrire le membre de droite de I'équation) GbBime

q—1
J{0.a.2a,...,(a — D)a} + kqa.
k=0
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De plus, les ensembles

{(g— V)@ (g — )ga+7, ... (g — )ga + (a — 1)a}

correspondent respectivement aux positions:aimns les mots de Christoff€l(n, ), v~ 7C (n, ),

Ly~ @O (n, @), (]

4.3.2 Cas général

Dans cette section, nous traitons le cas général de sui@mpate deux mots de Christoffel
de méme longueur. Pour ce faire, nous considérons les m@hrisoffel écrits sous la forme

C(n,qa) etC(n,qp), aveca L fetqg e N.
Notation 4.3.7 Pour0 < 7 < «, on noteV; l'intervalle entier
Vi= (=g +1)B,qB — 1] +iap.

Proposition 4.3.8 Les mots de Christoff&l'(n, ga) € {a < z}* etC(n,¢B) € {b < z}* avec

« L 3 se superposent si et seulement si I'union

U (4.7)

n'est pas un systeme complet de résidus modulo

Preuve Parle Théoréeme 4.3.6, en interchangegeita, on trouve que’(n, ga) est la super-
position exacte des conjuguésC(n, ),y %C(n,q), ...,y (@~¥C(n,q). On peut donc
écrire que I'ensemble des positions defansC'(n, q«) esth‘:_O1 pos,(y~“4%C(n,q)), ol pog
désigne les positions des lettr@sDe plus, par le Lemme 4.3.3, en remplacant; et G par
respectivemeny, (3 etg(3, on trouve que’(n, q) et%ﬁC(n, qf) se superposent exactement si

et seulement s'il existé ¢ [—(¢ — 1)3, ¢8| mod n. De maniére plus générale; @C(n, q)
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et1PC(n, qf3) se superposent exactement si et seulemefi{si q) et v/ +i1%C (n, ¢3) se
superposent exactement. Pour retrouver la forme du LenBr@i#), réécrivong/q + igee. On

a

lgB +iga = (g8 — qBqPiga
= Bl + qPiga)
= gl —iap).

On a maintenant la forme du Lemme 4.3.3 iii) et on peut diremf@“‘ﬁC(n, qp) etC(n,q)
se superposent exactement si et seulement s'il ekistén s ¢ [—(¢ — 1)3, ¢ mod n. Cela

est équivalent a dire qu'il existe uh¢ [—(q — 1)3, ¢f[+iaf = V;. Mais on doit avoir que

a—1

¢ ¢ V; pour toutd < i < a. Ainsi, les mot’(n, qa) etC'(n, ¢f) se superposent @ Vi nest
i=0

pas un systeme complet de résidus modulo [

a—1

Corollaire 4.3.9 |l existe/ ¢ U Vi mod n, un élément hors de I'union des intervalles, si et
i=0

seulement si(n, gor) ety D99 C(n, ¢8) se superposent exactement.

Preuve On sait par la Proposition 4.3.8 que les mots de Christétfel, o) et C(n, ¢3) se
superposent si et seulement si 'union dés’est pas un systéme complet de résidus modulo
n. Dans la preuve, on montre qu’il doit exister 4 [—(q — 1)3, ¢B[ +ia s pour0 < i < «
et qu'alors, tous les motg~“@“C'(n, q) Se superposent exactement avec le Mﬁ(}(n,qﬂ).

CommeC (n, qo) est le résultat de la superposition exacte@desnjugués d€’'(n, ¢) suivants
C(n,q),v " C(n,q),...,7~“"V%C(n, ),
on a queC(n, ga) et fyéﬁC(n, qf3) se superposent exactement si et seulement s'il ekigte
[—(¢—1)8, qf[ +iap pourd < i < «. Parle Lemme 4.3.1, on sait qG&n, ¢3) = fyﬁé(n, qp3).
Ainsi, on a queC(n, go) ety (n, ¢3) = v+DBC(n, ¢B3) se superposent exactemant.
Lemme 4.3.10 Soientw, 5 € N — {0}, aveca L 3. Soit I'équation
za+yB = n—2af(qg—1), (4.8)

avecq, o, 3 L netg > 1.
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i) L'équation (4.8) a toujours une solutiony € Z.
i) Elle a toujours une solution avec< y < « et cette solution est unique.

iif) Sil'équation (4.8) est satisfaite, alors L (o — y).

Preuve Commea L S, en utilisant le théoréme de Bezout, on trouve que I'équnatod)
a toujours une solutiom, y € Z. Supposons maintenant qu'’il existe deux solutions telles q
1 <9,y < . Onaurait alorsca + y8 = 2’a + y' 3, etdonca(x — ') = B(y' — y). Mais
a L pgimplique quer|(y’ —y). Commel < y,y’ < a, cela estimpossible. De plus, en utilisant

I'équation (4.8), on trouve que | y. En effet, on peut réécrire I'équation (4.8) comme
a(z+26(g—1)) =n—-yB
et puisquex L n, il en découle quex L y. Finalementy L (a — ). [

Posons: = a — y. Soiti € [0, — 1], 'une des valeurs possibles decommez = a — y et
quel < y < «. Puisquenx L z, il existe un unique-(i) € N tel quei = r(i)z mod «. Pour
0 <r < a, posons

M(r) = r(z + (2 — 1)) — L%J 3. (4.9)

Dans ce qui suit, nous utilisons les fonctior{$) et M (r(:)) pour obtenir un nouvel ordre pour

les intervallesV;.

Remarque 4.3.11Soita = bg +r, la division euclidienne de parb, our < beta,b,q,r € N.

Onar =a mod betqg = {%J . Ainsi,

a

a=bg+r <= a—bg—r=0 <= a—btb

J—(a mod b) = 0.

Lemme 4.3.12 (Lemme 7 de (Simpson, 2004pouri € [0, « — 1],

M(r(i)) = —i@f mod n.
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Preuve Considéronsxy(M (r(i)) + i), pour uni fixé. Dans ce qui suit, afin d’alléger la
notation, nous écrirons pour désigner-(i). En utilisant I'équation (4.8) et la définition de

M(r), on obtient :

a(M(r)+iaf) = ar(z+(29-1)8) - a L%J B + aidi
r(za+ 2a8(q — 1) + af) — o L%J 8
r(—y8+af) —aB || —is
p(a=wr—a|T]-i)

zZr

G (zr —a LEJ —i) mod 7.

Il suffit de remplacer et b dans la remarque précédente par respectivemest o, et de se
rappeler que = zr mod a. On a alors que le terme entre parenthese vaut 0, et donc que

a(M(r) +i@f) =0 mod n. Commea L n,onaM (r) +iaf =0 mod n eton conclutm

Les Lemmes 4.3.13, 4.3.14, 4.3.15, 4.3.16 et 4.3.17 ne sant@s résultats originaux, puis-
gu’ils apparaissent de fagon sous-entendue dans la prauMeadreme dans (Simpson, 2004).
Nous remercions d'ailleurs I'auteur pour les correspoodaréclairantes que nous avons eues

avec lui.

Lemme 4.3.13Soiently, I, ..., I,_1, r intervalles de méme longueuretc N fixé, tels que
i) max(lp) —min(l,—;) >n—12>1;

ii) pour0 <j <r—1,sil;4 estagauche dé;, alorsI; i UI; estun intervalle.

r—1
Alors U I; est un systeme complet de résidus modulo

j=0
Preuve Supposons que lintervallé._; ne soit pas situé a gauche dg Alors comme
max(ly) —min(l,_1) > n—1, celaimplique qué,UI,_; estun intervalle etqu& NI, =
[min(Z,_1), max(lp)]. Il en découle que CafdyN1,._1) > n etdonc qug{j I; estun systeme
complet de résidus moduta Supposons maintenant que I’intervaﬂeljgs()t situé a gauche de
I'intervalle I,. Par ii), il existe bien des intervalles consécutifs qui épldcent vers la gauche.

La condition ii) nous assure aussi que tous les entiers dntreet I font partie de I'union
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desj intervalles. Commenax(/y) — min(/,_1) > n — 1, le nombre d’entiers compris entre le
r—1

début de l'intervallel,_; et la fin de l'intervallel; est au moins. Dans tous les ca@ I; est

j=0
bien un systéme complet de résidus modullo [
Lemme 4.3.14 Soiently, I, ..., I._1 des intervalles finis dang et soit! le plus petit inter-
valle qui les contient tous. On suppose que

r—1
) 1\ [ I; nest pas vide;

j=0

r—1 r—1
i) size|JILetyel\| ]I alorsly— 2 <n.
j=0 j=0

r—1
Alors U I; ne contient pas tous les entiers modulo

j=0

r—1 r—1
Preuve Il existey € I\ U I;. Pour un tely, il n'existe pas der € U I; tel quey = =
j=0 j=0

mod n (ce qui démontre le lemme). En effet, on aupait- + = kn, aveck € Z. Comme

r—1 r—1
y¢ |JIetw e | JI;, onak # 0 (sinonz = y). Donc|k| > 1 = |y — x| > n, qui

j=0 j=0
contredirait ii). [

. 1
Lemme 4.3.15So0itz = a — y et0 < r < a. Alors {%J - L%J e {0,1}.

Preuve Posonsr =ia+t,aveci € Net0 <t < a. Alors

{@J‘{%J _ _ia+(f+zJ_Voz(j—tJ
e
- 15l

Commel <y <caet0<t<a,onad <t+z < 2aetdonc,

SRR




86

Lemme 4.3.16 Soit M (r) tel que défini & I'équation (4.9). Alors
i) M(0)=0;
i) M(a—1)=n—x—28(q—1) —1i,00i=0Ssiy # «eti = sinon.

Preuve En utilisant la définition dé//(r), on obtient
i) M(0)=0(z+(2¢—1)B)— [Z2| 3 =0.
i) Siy+# «, alors

Ma-1) = (oz—l)(:n—l—(Qq—l)ﬁ)—{@Jﬁ (4.10)
= az+ (20— Daf—z— (2¢—1)B— 28+ 0 (4.11)
= ar—28+(2¢—1)aBf—z+p— (2¢—1)8
= ar+yB—aB+(2¢—1)af—z+ 08— (2¢—1)8
— n—2f(g—1)+2(g—aB—z+— (2g—1)8

= n—z+0-2¢—1)f=n—x—20(qg—1) (4.12)

Siy = «, alors
Ma—-1)=n—2xz—-206(¢q—1)— 0. (4.13)
On passe de I'équation (4.10) a I'équation (4.11) en utitisafait que

{MJﬁ:zﬂJﬁ%Jﬂ:zﬁ—ﬁ,

a

commel < z =« — y < a, puisquel < y < a. Siy = a, alorsz = 0 et on a plutdt que

(07

50
d’ou I'équation (4.13). [
Lemme 4.3.17 Soit M (r) tel que défini & I'équation (4.9). Alors

) M(r+1)—M(r)=w+(2q—1)ﬁ—ﬁ([@J - L%J)i
i) siz <0,alorsM(r+1)—M(r) <p(2¢—1).
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Preuve OnaM(r+1)— M(r)

_ <(T 1)z 4 (20— 1)B) — r(r ks I)J ﬁ) ~(r@+a-1p) - || )

(07

= arr-na-p (|2 - [Z]).

qui est< 5(2g — 1) siz <0. ]

Théoréme 4.3.18 (Th. 8 de (Simpson, 2004B5oient les mots de Christofi€l(n, qo) etC(n, ¢5)
aveca L (. Alors,C(n, qa) et C(n, ¢f3) sont superposables si et seulement s'il existe €

N — {0} tels que

za+yf = n-—2a08(qg—1). (4.14)

Preuve Considérons les mots de Christofteé(n, go) et C'(n, ¢/3). Par le Lemme 4.3.10, on
sait qu'il existez, y qui satisfont (4.14), avet < y < «. On veut montrer qu€'(n, ga) et

C'(n, ¢f) sont superposables si et seulement si 0.

(=) Supposons que < 0. Considérons l'union des intervalles donnée a I'équatbn)(:

a—1

U {l(—¢+1)8,48 — 1] + iaB} .

i=0
La Proposition 4.3.8 nous indique qGén, ga) etC'(n, ¢/3) sont superposables si et seulement
si cette union n’est pas un systéme complet de résidus mad®ar le Lemme 4.3.12, on sait
gue cet ensemble est égal modula I'union

a—1

U {l(=a+1)8,q8 — 1] — M(r)} . (4.15)

r=0
Posond, = [(—q+1)53,q98—1]—M(r), pour0 < r < a. Alors,max(ly) = ¢6—1—M(0) =
gf —letmin(lo—1) = (—¢+ 1) — M(a—1). Ainsi, on a
max(lp) —min(lo-1) = ¢B—1-((-¢+1)f - M(a—1))

= ¢B—-1+q¢8-FB+n—x—-28(q—1)—i

= fB4+n—ax—-1—1
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oui € {0,4}. Commez < 0, —x est non négatif. Donanax(ly) — min(/,—1) > n — 1.

De plus, pour toub < r < ao—1, I, U 1,41 estun intervalle. En effet, supposons due) I,
n'est pas un intervalle. Cela signifierait ql&(r + 1) — M (r) > Ig(1,.) + 1. Donc il suffit que
M(r+1)—M(r) <lg(I,)+ 1 pour quel, U I, soit un intervalle. Par le Lemme 4.3.17, on
aM(r+1)—M(r) < p(2¢—1).

Par ailleurs, tous les intervalles sont de longueur

I9(l;) =qf—1—(—q+1)3=29f - —-1=p5(2¢—1) - L

On adonc bien qué/(r+1)— M(r) < lg(I,)+ 1. En appliquant le Lemme 4.3.13, on conclut

que siz < 0, les mots ne sont pas superposables.

(«=) Supposons maintenant gue> 0 et montrons qu’alors, les mots se superposent. Il suffit

a—1
donc de montrer que si > 0, alors U {[-(¢g—1)8,98 — 1] — M (r)} ne contient pas tous

r=0
les entiers résidus moduta

Rappelons qué, = [—(¢ —1)8,q98 — 1] — M (r), pour0 < r < «. Puisquer > 0 etq > 1, en

utilisant les Lemmes 4.3.15et4.3.17,0on a

w+<2q—1>ﬁ—ﬁ<f(’“; ”J - H)
> w4 (2q- 13-
— 24298 -28

= z+4+208(g—1)>x>0.

M(r+1) — M(r)

Donc les intervalled, se décalent vers la gauche, pour< r < a. lls ont tous la méme

cardinalité
CardI,) =1g(I,) +1=52¢—1)—1+1=p5(2¢ - 1).
a—1
Supposons qué = U I, ne soit pas un intervalle. Alors la condition i) du Lemme #43est
r=0

satisfaite. Pour la condition ii), il suffit de prendye= min(l) — 1 (puisquemax (I \ UI;) <
min(ly) — 1) etz = min(I) et de vérifier quey —x < n.Onax = —(¢ — 1) — M(a—1) et
y=—(¢-1)8-1.
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Donc
y—r=(=(¢-1)B-1)—(=(¢-1)B— (n—x—28(¢ —1) —i)) =n—a-1-28(¢—1)—1,

aveci € {0, 5}. Commez > 0, ce nombre est biea n. Par le Lemme 4.3.14, on conclut que

la réunion de ces intervalles ne contient pas tous les emtiedulon. [

4.4 Nombre de superpositions de mots de Christoffel de mémerigueur

Les résultats de cette section n'apparaissent pas danpd&im 2004). lls se déduisent de cet

article, mais ils n'y sont pas mentionnés.

Définition 4.4.1 SoientC'(n, ) etC'(n, 3), deux mots de Christoffel superposables. On définit

le nombre de superpositiorte ces deux mots comme

Card({kz € [0,n — 1]| C(n, a) ety*C(n, B) sont exactement superposal}l}as

Dans cette section, nous donnons le nombre exact de supemoentre deux mots de Chris-

toffel de méme longueur.

D’abord, quelques résultats sont préalables.

Corollaire 4.4.2 (du Lemme 4.3.14 et de sa preuve) Si les deux conditions dméeh8.14

sont satisfaites, alors
r—1

i) les éléments dé\ U I; sont tous distincts modulo;
=0
r—1
ii) siCardI) > n, alors modula: les éléments dE\ U I; coincident avec ceux de I'ensemble
J=0
r—1
des éléments qui ne sont pas, moduldansU I
J=0
r—1
i) siCardl) < n,alors modula: les éléments dB\ U I; coincident avec ceux de 'ensemble
=0
r—1
des éléments qui ne sont pas, moduldansU I; auxquels on ajoute les éléments
=0

{min(I) — (n — Card[)),...,min(I) — 2, min() — 1},
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qui sont au nombre de — Card /).

Preuve

r—1
i) Siz,y e I'\ U I;, alors|z — y| < n. En effet, sans perte de généralite, suppogonsz.

7= r—1 r—1
Alors y < max(I \ | ] I;) et > min([), car ce dernier est dar{s] I;. Doncy — = <
J=0 J=0
r—1
max (I \ | ] I;) — min(I). Par le Lemme 4.3.14 i), on a que
=0
r—1
y—x <max(]\ U I;) —min(I) < n,
=0

doncquey —x <n — 1.
r—1

ii) I contient tous les élémentsod n. Par ii) du Lemme 4.3.14, aucun élément|dg7; n'est

7=0
r—1
congru a un élément de\ U I;. D’ou l'assertion.
J=0
iii) Les éléments rajoutés ne sont congrus a aucun élémest/d®’ou I'assertion. [

Lemme 4.4.3 Soit le mot de Christoffel’(n, j) € {a < b}*. Alors

n—j,.
1) —
n (@+1) n

a Si

C(n, j)li] =

bosi |2+ 1)| - il =1.
. n - . -
Preuve Découle du graphe de Cayley des mots de Christoffel. Fanldféaence des parties

entieres correspond a vérifier si I'on a dépassé ou pas unpteulie n. Si la différence des

parties entiéres est nulle, alors on n'a pas dépassé urpraudén. [

Proposition 4.4.4 SoientC'(n, ga) et C(n, ¢3), deux mots de Christoffel superposables avec
y < aeta L 5. Le nombre de superpositions est
i) wy,siz <3

i) za+yB8—af, siz > f;
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ou x, y est la solution de I'équation (4.14).

Preuve Rappelons que selon le Théoréme 4.3.18, si deux mots soatpagables, alors
x > 0. Notons/ le plus petit intervalle qui contient l'union des intenedldonné a I'équation

(4.15). Calculons d’abord Cafd).

Cardl) = max(/) —min(]) + 1
= max(lp) — min(Zy_1) + 1
= (-1 -((—¢+1f—-Ma—-1))+1
= ¢f—-1+¢f-f+(n—2-206(¢—1)—i)+1
= 2¢B-Pf+n—z—-28(¢—1)—i

= n—z+[—1,

oui € {0, 8}.

i) Supposons: < ety # «. Alors CardI) = n — x + [ > n. Par le Corollaire 4.4.2 ii),

a—1

I'ensemble complémentaire modde U I; ala cardinalité du nombre d'éléments situés
§=0

entrely et I, I et Iy, etc. Le nombre d’éléments situés enireet I, estM(r + 1) —

M(r) — (2¢ — 1)8, soit la distance entre le début des deux intervalles mairsuldinalité
d’un intervalle. On a

M(r+1)— M(r) - (2¢—1)3 = x—ngJ—gD (4.16)

(07

Il'y a un trou entre deux intervalles si I'équation (4.16) esD et cette valeur correspond
au nombre d’entiers contenus dans le trou. Comme 3, ce sera le cas pour touttel que
{@J — {%J = 0. En utilisant le Lemme 4.4.3, avgc= vy, i = r etn = «, on trouve
que ce sera le cas pour exactemgraleurs der. Il y a donczy superpositions.

ii) Supposong: > [3. Alors Card/) = n—z+3 < n. On atoujours qu%@J - L%J =
0 poury valeurs de-. De plus, comm® < r < a, ily a (a — 1) trous contenant chacun

(EE= R
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entiers. Ainsi,
z(r+1) B LﬁJ _
[0 [0 -
poura — 1 —y = z — 1 valeurs. Doncr — 3 Q@J - L%J) =x — Bpour(z—1)
valeurs de-.
En utilisant le Corollaire 4.4.2 iii), on sait qu’il ya — Card /) autres valeurs possibles. On

fait la somme et on obtient le nombre de superpositions :

zy+(x—p)(z—1)+n—-Cardl) = zy+(z—pF)la—y—1)+n—(n—z+[)
= zytra—af—zy+PBy—r+B+n—n+x—pF

= za+yl—ap.

iif) Supposons: < ety = a. Alors Cardl) = n — x < n. On est donc dans une situation

semblable a ii). Par contre, une particularité apparait :

z(r+1) {er _o
[0 [0 N
entre tous les intervalles, puisqye= « et donc,z = a —y = 0. Commeilya(y — 1) =

(o — 1) trous entrel et 1,1, en utilisant le Corollaire 4.4.2 iii), on trouve que le namlle

superpositions est donné par

zly—1)+n—Cardl)=z(y—1)+n—(n—z)=2xy.

Remarque 4.4.5A partir du Lemme 4.3.10, on a supposé quety est la solution de I'équa-
tion (4.14) telle que; < «. Dans la preuve de la Proposition 4.4.4, nous utilisons éadtats.
Il serait possible de tout réécrire ces résultats en corsit@lutot la solution telle que < 3.
Nous obtiendrions ainsi un résultat similaire a la Propasitt.4.4, avec les conditions < «

ety > a.

Le Théoréeme 4.4.6 est une généralisation du Corollair® $£&ur n'importe quelles valeurs de

Q7a75-
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Théoréeme 4.4.6SoientC(n, qa) et C(n,q(3), aveca L 3, deux mots de Christoffel qui se

superposent. Alor€'(n, qa) etfyl"‘é(n, qf3) se superposent exactement,g@l= 1 mod n.

Preuve Par le Corollaire 4.3.9, on sait qu&(n, gor) et~y ¢4  (n, ¢3) se superposent si

a—1

et seulement si¢ ¢ U V; mod n. Il suffit donc de montrer qu'il existe uh ¢ Uf‘;ol Vi
i=0

mod n tel que(¢ + 1)¢f = 1 — r. Autrement dit, on veut montrer qu’il existea I'extérieur

des intervalles tel que

(0 +1)gp
B = 1—r—qp
( = —qB(l—r—qgB)=—qB+r¢B—1=p3—-1—gp.

1—r

Montrons ques — 1 — ¢ n'est jamais dans I'union dé€s.

Sia = 1, alors I'union ded/; est I'intervalle[—q5 + 3, g8 — 1]. Alors 3 — q3 — 1 est I'élément
précédent l'intervalle et comme les mots se superposémirvalle est de longueur =, donc
B —¢B —1 mod n ne fait pas partie de l'intervalle. %i > 1, considérons les intervallds et

I,. lly a des éléments entre ces deux intervalles, car

M(1) = M(©0) -~ 2q-1)f=c+ 20— 18— [Z|B-0-(2-1)8 =2 >0,

commez = a — y < a. Nous allons montrer que I'élémefit— 1 — ¢ est entrely et I :

Jmax(I), min(lp)] = J¢gB—1—(x+ (2¢—1)5),(—¢+1)8[ (4.17)
= g8 —-1—-x—290+ 3, —qB + O]
= |—qB—-1—x,—qB+ 0] (4.18)

Et donc,5 — ¢ — 1 est bien entrd et I;. Pour conclure, il suffit de montrer que cet élément
n'apparait pas dans un autre intervalle. Cela sera vrgb st ¢35 — 1) — min(/,—1) < n.
Vérifions :
(B—qB—1)—min(la—1) = B—gB-1—-((—¢+1)B—(n—2—-28(¢g—1) —1i))
= n—-20@¢-1)—xz—1—-i<n

ou: € {0, 3}. L]
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4.5 Généralisation des résultats a des mots de longueurs fdifentes

Dans cette section, nous utilisons le Théoréme 4.2.4 pmérgkser les résultats des Sections

4.3.2 et 4.4 pour deux mots de Christoffel quelconques.

Théoréme 4.5.1(Morikawa, 1985a; Simpson, 2004) Soient les mots de Clffié$t0(n, go)
etC(m,qB) aveca L (. AlorsC(n, ga) etC(m, ¢f3) sont superposables si et seulement s'il

exister,y € N — {0} tels que
za+yB = p—2aB(qg—1), (4.19)
oup = pgedm, n).

Preuve Posong = pgcdm,n). On sait par le Théoréme 4.2.4 qGén, qo) et C(m, ¢3)
sont superposables si et seulemertt @, o) etC(p, ¢3) le sont aussi. On conclut en utilisant
le Théoréme 4.3.18 qui nous assure e, go) etC(p, g3) sont superposables si et seulement

s'il existe dex,y € N — {0} satisfaisant I'équation (4.19). ]

Lemme 4.5.2 Sim > n etC(p, o) ety *C(p, 3) se superposent exactement, alo¥s:, o) et

v~ ¥HC(m, ) se superposent aussi exactementp egipgedn, m) et0 < i < .

Preuve Le Théoréme 4.2.4 nous indique qGép, o) ety~*C(p, 3) se superposent exacte-
ment si et seulement €'(n, ) ety~*C(m, 3) se superposent exactement. M&i§, o) et
v~*C(p, 3) se superposent exactement si et seulemefitsia) ety *+PC(p, 3) se super-
posent aussi exactement. Cek + ip correspondront a des décalages différents, poari <

%, pour des mots de longueur au pius [

Proposition 4.5.3 SoientC'(n, qa) et C'(m, ¢/3), deux mots de Christoffel superposables, avec
a L B, p=pgcdm,n) etm > n. Le nombre de superpositions est

. m .

i) o siz < 3,

i) (ot yl —af) s > 6;

ouz,y € N— {0} estla solution deca + y3 = p — afB(qg — 1) telle quey < a.
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Preuve Découle de la Proposition 4.4.4 et du Lemme 4.5.2. [

Théoréme 4.5.4SoientC(n, qa) et C(m, q3), aveca L (3 etp = pged(m,n), deux mots de
Christoffel qui se superposent. Alaf&n, qa) et~ "~D+PC(m, ¢f3) se superposent exacte-

ment, olyr =1 mod petd <i < m
p

Preuve Découle du Théoreme 4.4.6 et du Lemme 4.5.2. m

4.6 Autres résultats concernant la superposition de deux me de Christoffel

Dans cette section, nous donnons d'abord une conditionsanfé pour que deux mots de
Christoffel se superposent sous quelques hypothéses.tdlmisions la section par un résultat

concernant le mot obtenu suite a la superposition de deus deoChristoffel.

Théoréme 4.6.1Soientu = C(n,a) € {a < z}*, v = C(n,B) € {b < z}*, des mots
de Christoffel. Il exister,y € N — {0} tels queax + Sy = n si et seulement si etv se

superposent.

Preuve (=) Supposons qu'il existe,y € N — {0} tels queax + Sy = n. Considérons
les mots de Christoffel’ = C(n,za) etv’ = C(n,y3). Commeax + By = n, ces deux
mots sont complémentaires, c’est-a-dire glietv’ se superposent exactement. En utilisant le

Lemme 4.2.3, on conclut queetv se superposent aussi exactement.

(«<=) Supposons que etv se superposent. Posods= pgcda, 3). Par le Lemme 4.2.3,
C(n,d) € {a < z}* etC(n,d) € {z < b}* se superposent aussi. Montrons maintenant.que
etv ne se superposent quedsi. Sid ne divise pas, alorsC(n,d) s'écrit comme un produit
deaz’ et deaz*!, il commence panz! et finit paraz'™L. De plus,C(n, d) finit parbzib. Iy a

donc un conflit entre un et unbd, puisque
C(n,d) = paz'z et C(n,d) = p'bz'b.

Doncd|n.
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Mais commed = pgcd«, 3), on a qued|« etd|s. Ainsi, pgedn, o) = d et pgedn, 5) = d.
CommeC(n, «) et C(n, 3) sont des mots de Christoffel, L n et3 L n. Ainsi,d = 1. En
appliquant le Théoréme 4.5.1 en prenant n,q = 1, on ap = 1 etdonc,C(n, «) etC(n, 3)

se superposent si et seulement s'il existg € N — {0} tels quera + y3 = n. n

Définition 4.6.2 Soit le motw € A*. Le motw’ € A* obtenu suite a ldécimationD,,,, dew
par rapport a la lettre, avecp < ¢, est le motw’ pour lequelp occurrences sur de la lettrea
sont supprimées. Lorsqugq > 0, on supprime en partant de la droite et sinon, en partant de

la gauche. On supprime I@gpremiéres occurrences rencontréesgsur

Exemple 4.6.3En appliquant une décimatial, /5 sur le motw = aabaabababa par rapport
a la lettrea, on obtientw’ = abababab. Puis, en effectuant la décimatidn_, /2 surw’ par

rapport a la lettré, on obtientw” = aabaab.

Théoréme 4.6.4Soientu = C(n,«a) € {a < z}* etC(n,[) € {b < z}*, deux mots de Chris-
toffel superposables avec L (3. Soitv le conjugué de&”'(n, 3) qui se superpose exactement a

u. Soit le nouveau mat défini par

a Siufil=a
wi] =4 b sivfi] =b
z sinon.
Soitw’ le mot obtenu a partir de en supprimant les lettres Alors,w’ est le mot de Christoffel

de pente3/a.

Preuve Soientzr,y € N — {0} tels quexz + By = n. Par le Théoréme 4.3.18, on sait que de
telsz, y existent. Considérons le mot de Christoffelvecax occurrences de la lettieet Sy
occurrences de la lettie Effectuons la decimatio®;_y) ; sur le mott par rapport a la lettre
a. On enléve ainsi le&vi — ) lettresa en trop. Ensuite, effectuons la décimatibn ;_y,; sur

le mot obtenu sur la lettrie On enléve ainsi le§3j — ) lettresb en trop. Comme la décimation
préserve les mots de Christoffel (Borel, 2001), le mbainsi obtenu est un mot de Christoffel

de longueur + [ aveca occurrences de la letteeet 5 occurrences de la lettie [
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Exemple 4.6.5Soientu = C(13,4) = azzarzarzarzx et C(13,3) = brorbrraxbrrre.
Ces mots sont superposables. En effet, il suffit de prendeengugué dev = 5(13,3) =
rxrrbrrrbrrzb. On trouve alorsy = azrabraxbaxzd etz = aababab. D’autre partdz +
3y = 13 a pour solutionz = 1 ety = 3. Considérons le mot de Christoffel= C(13,4) =
abbabbabbabbb. Effectuons la décimatiol,, surt par rapport a la lettre : on ne supprime
aucuna. Puis on effectue la décimatidn_, 3 par rapport a la lettré sur le mot obtenu : a partir

de la gauche, on supprin?eoccurrences desur3. On obtient alors le matababab = C(7,4).

4.7 Probléme de la monnaie

Dans la section précédente, nous avons vu que deux mots i¢oBelt v et de longueumn se
superposent si et seulement s’il existe des entiefstels quexx + Gy = n. Dans cette section,
la forme ax + By intervient @ nouveau : nous prouvons, en utilisant la regrésion géomé-
trique des mots de Christoffel, des résultats classiquesyblester concernant le probleme de

la monnaie, aussi connu sous le nonpdebléme de Frobenius

D’abord, rappelons ce qu’est le probléme de la monnaie.

Définition 4.7.1 (Weisstein, 2007) Soient entiers0 < a; < ... < a, avecn > 2 qui
représentent différentes valeurs de piéces de monnaie et tels que(pged, ..., a,) = 1.

Les montants d’argent pouvant étre obtenus a partir de éespile monnaie sont donnés par

n
g AL,
i=1

ou lesz; € Nreprésentent le nombre de piéegsitilisées. Legrobleme de la monnaignsiste
a déterminer le plus grand enti&f = g(a, a9, ..., ay,) NON représentable avec les pieces de

monnaieas, as, . . . , a,. Cet entier est appelé tombre de Frobenius

Sia; = 1, toute somme d’argent peut étre représentée. Par contre|lel@as général, seuls
guelques montants peuvent étre représentés. Par exewgxdedes pieéces d& 5 et 10, il est
impossible de représentéret 3, alors que toutes les autres quantités sont représent&laes

9(2,5,10) = 3.
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Proposition 4.7.2 (Sylvester, 1884) Le plus grand entier non représentabkc dgs deux

piéces de monnaig¢ etb est

gla,b) = (a—1)(b—1)—1. (4.20)

La Proposition 4.7.3 apparait dans (Weisstein, 2007), Haaiteur initial nous est inconnu.

Proposition 4.7.3 Le nombre d’entiers non représentables awext b est donné par

(a—1)(b-1)

5 : (4.21)

Corollaire 4.7.4 Le nombre d’éléments du sous-monoide engendré ptrqui sont inférieurs

a(a—1)(b—1)est

(a—1)(b—-1)

5 .
Preuve On sait par la Proposition 4.7.2 qu'a partir le— 1)(b — 1) inclusivement, tous
. ] (p=1)b-1) . ) .

les entiers sont représentables. Don —%572 entiers non représentables donnés dans
la Proposition 4.7.3 sont nécessairement inférieu(a & 1)(b — 1). Comme la moitié des
(a—1)(b—1) éléements inférieurs & — 1)(b — 1) (en incluant le 0) ne sont pas représentables

aveca etb, il en reste exactement la méme quantité qui le soit. [

Dans ce qui suit, nous allons voir qu'il est possible de peole Corollaire 4.7.4 en utilisant la

représentation géométriqgue des mots de Christoffel etrigshgs de Cayley.

Théoreme 4.7.5Soienta, b € N. Considérons le quart de plan défini par> 0 ety < 0, et
ayant en la coordonnégr, —y) la valeurzb+ ya. En ne dessinant que les coordonnées—y)
entiéres telles queb + ya < ab, la frontiere obtenue se code par un mot de Christoffel ayant

exactement occurrences de la lettre etb occurrences de la lettrg.

Avant d’en faire la preuve, voici un exemple.

Exemple 4.7.6 Poura = 8, b = 5, on aab = 40. On obtient alors :
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0 5 10 15 20 25 30, 356

/804
8 13 18 23 28 33 38
[ ] a' o
16 21 26 31 360

/804
24 29 34 39
ﬁa' o

32 37
o—eo—o
(&% (&%

Si I'on associer a un déplacement vers la droiteyeh un déplacement vers le haut et si I'on
commence au coin inférieur gauche, alors la frontiére iiefiée se code par le matvSaafafaafaf :

c’est bien le mot de Christoffel avecoccurrences da et5 occurrences dg.

Preuve (du Théoréme 4.7.5) Considérons le graphe de Cayley du nohdstoffel ayant
occurrences de la lettig etb occurrences de la letti@ aveca < 3. On obtient alors le graphe

de Cayley représenté linéairement par
0—b—2bmod (a+b) — ... »ibmod (a+b) —... > (a+b—1)bmod (a+b) — 0
Dans ce graphe de Cayley, s'il exigtec N tel que

ib < k(a+0b) < (i+1)b,

alors

(i+1)b mod (a+b)=(ib mod (a+0b)) —a. (4.22)

Sinon, on a

(i+1)b mod (a+b) = (ib mod (a+0b))+0. (4.23)

Considérons le graphe de Cayley précédent auquel on apugddurab — a — b. Comme les
valeurs du graphe de Cayley initial ne dépassaienupa$, les valeurs du nouveau graphe de
Cayley ne dépassent past b + ab — a — b = ab. Cela correspond exactement a prendre le
chemin le plus a droite et le plus en bas tel que la valeur adedoonégx, —y) ne dépassent
pasab. En effet, on fait+-b (voir I'équation (4.23) : déplacement vers la droite) shltwe dépasse

pas la valeurb, sinon on fait—a (voir 'équation (4.22) : déplacement vers le haut). [
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Dans I'exemple précédent, le graphe de Cayley est
0—-5—-10—-2—-7—-12—-4—-9—-1—-6—-11—-3—-8—-0
Le nouveau graphe de Cayley obtenu en ajoutant a — b = 27 est
27 —32—-37T—529—>34—-39—31 —-36—28 —33 — 38— 30— 35— 27

et il correspond bien a la frontiére décrite dans I'Exemple6!
Voici une nouvelle preuve du Corollaire 4.7.4 qui utilisedsultat du Théoreme 4.7.5.

Preuve (du Corollaire 4.7.4) Sil'on exclut les nombres qui formknfrontiére dans le Théo-

reme 4.7.5, en utilisant le graphe de Cayley vu précédemmemabtient qu'il reste exactement

lesza + yb qui sont inférieurs &a — 1)(b — 1). Le nombre total de cases dans le rectangle est

ab et comme il faut retrancher la frontiere qui contient- b — 1 éléments, puis diviser par 2,
b—(a+b—1) (a—1)(b—-1)

. a
on obtient ; = . m
2 2

Nous avons donc réussi a exprimer en terme de combinat@rmdes, sous quelles conditions
deux mots de Christoffel se superposent. Dans I'affirmatieeis allons plus loin que dans les
travaux de (Morikawa, 1985a; Simpson, 2004) et nous dontedécalage nécessaire pour
gu'il y ait superposition. Afin d'éventuellement prouverdanjecture de Fraenkel, il faudrait

généraliser ce résultat a la superposition de plus de detsaadChristoffel.



Chapitre V

M OTS LISSES EXTREMAUX

En 1965, Kolakoski (Kolakoski, 1965) propose le problemaant : Quelle regle permet

de construire la suit€211212212211211221211212211 - - - ? Quelle en est la-ieéme lettre ?
Cette suite est-elle périodiqudJh an plus tard, la solution a ce probléme est donnée dans (Ko-
lakoski et Ucoluk, 1966). Les auteurs montrent que cettie subtéek’, est non périodique et

ils en donnent la régle de construction : la suite décritdaglieurs des blocs successifs qu’elle

possede. En effet,

22 11, 2 1 22 1 22 11 2 11 22 --.
2211212\2/122

lls prouvent que pour une premiere lettre fixée, cette coctitm donne une suite unique : si la

premiére lettre edt, alors la suite obtenue ekk’, c’est-a-dire la suitd précédée de la lettre

Cette solution est aussi attribuée a W. Bluger, H. B. CasfuCull, J. Dix, R. F. Jackson, N.
Miller, J. Nadas, C. E. Olson et plusieurs autres. Dés sandottion, lemot de Kolakoska
donc suscité beaucoup d’intérét aupres des mathémati&ietre autres, dans (Dekking, 1981),
l'auteur s’intéresse aux suites qui s’engendrent d'atésne. Puis, Weakley (Weakley, 1989)
montre que la fonction de complexité @& c’est-a-dire le nombre de facteurs de longueur
est bornée de facon polynomiale. En étudiant les mots obteauitération alternante de mor-
phismes, les auteurs de (Culik, Karhumaki et Lepistd, 1@®&®ennent le mot de Kolakoski.
Carpi (Carpi, 1993; Carpi, 1994) montre que le mot de Kolkkoge contient qu’'un nombre
fini de carrés, ce qui implique, en inspectant toutes lesilpiisss, que K’ est sans cube. Dans

(Dekking, 1981; Dekking, 1997), I'auteur introduit de nambses conjectures au sujet de
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dont la plupart demeurent encore non prouvées malgrérdntgr'on lui porte. Entre autre, il
conjecture quex est récurrent, que I'ensemble de ses facteurs est fermé’isaaige miroir et
sous complémentation et que la fréquence des lettrag2dDans (Brlek et Ladouceur, 2003),
un lien est établi entre la complexité palindromique et uréence dex : la présence d’'un
nombre infini de palindromes impliquerait la récurrencefdePlus récemment, une formule

récursive pourK a été donnée dans (Steinsky, 2006).

La classe demots lisses infinisur I'alphabetd = {1, 2}, notéeX, est fortement reliée au mot
de Kolakoski, puisqu’elle en est une généralisation. Drdbntroduits dans (Brlek et Ladou-
ceur, 2003), puis étudiés entre autres dans (Brlek, del k. @hdradouceur, 2002; Bergeron-
Brlek et al., 2003; Berthé, Brlek et Choquette, 2005; JarhBaguin, 2005; Brlek, Jamet et
Paquin, 2008; Brlek et al., 2006; Brlek, Melangon et Paq@@Q7), les mots lisses forment
une famille infinie de mots pour laquelle beaucoup de prégsié@’ont pas encore été étudiées.
Dans (Brlek et Ladouceur, 2003), les propriétés palindgues des mots lisses sont décrites.
Puis dans (Brlek et al., 2006), les auteurs montrent que tes lisses ne contiennent pas de
carré. lls y conjecturent aussi que toutes les conjecturd3etkking au sujet de la structure de
K se généralisent & la classe des mots lisses infini§is@}. Dans (Berthé, Brlek et Cho-
quette, 2005), les auteurs généralisent la classe des iss#s Infinis a un alphabet général a
deux lettres{a < b}, aveca,b € N — {0}, et méme, & des alphabets numériques a plus de deux
lettres. lls y établissent aussi une caractérisation dudadtibonacci par un mot ultimement
périodique. Dans les articles (Brlek, Jamet et Paquin, 2Bf8k, Melangon et Paquin, 2007),
les auteurs s’intéressent aux mots lisses extrémaux;a-dse le plus petit et le plus grand
de la classe selon I'ordre lexicographique. Dans le prearigele, les auteurs se limitent aux
mots lisses sur les alphabdts 2}, puis dans (Brlek, Melancon et Paquin, 2007), ils étudient
les mots lisses extrémaux sur des alphabets plus générans. (Damet et Paquin, 2005), les
auteurs s'intéressent aux surfaces discretes reprélEnadr un pavage lisse, c'est-a-dire un
pavage ne contenant que des mots lisses. Ces trois arfielek,(Jamet et Paquin, 2008; Br-
lek, Melancon et Paquin, 2007; Jamet et Paquin, 2005) fohjdt de ce chapitre et des deux

suivants.

Dans un premier temps, nous définissons les mots lissesatpindbet{1, 2} tels qu'initiale-
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ment définis, puis nous montrons comment un pavage lisse @l dui plan peut étre associé
a un mot lisse. Ensuite, nous définissons la version finie dgs lisses : facteurs, préfixes et
suffixes lisses, puis nous introduisons les graphes de DgnBaui s’averent étre fort utiles
pour représenter la structure d’un mot lisse. Par la sudas rentrons dans le vif du sujet :
I'étude des mots lisses extrémaux. Dans un premier temps, définissons ce que sont les
mots lisses extrémaux, puis nous montrons comment lesraoastNous utilisons d’abord un
algorithme naif, puis nous montrons comment 'améliorenisant les graphes de De Bruijn
et finalement, nous présentons un troisieme algorithme ftijiseula bijection entre les mots
lisses infinis et les mots infinis. Par la suite, nous étudiensstructure en calculant les déri-
vées successives de ces mots en utilisant I'opéraieliopérateur de codage par blocs, puis

en analysant leur factorisation de Lyndon.

5.1 Mots lisses
Avant de définir la famille des mots lisses, quelques résudtadéfinitions sont préalables.

Lemme 5.1.1 SoitA = {1, 2}. Alors tout mot non vide € A> s’écrit de fagcon unique comme

un produit de facteurs
102i11% ... si w[0] =1
2001122 ... si w[0] =2

aveci, > 0, pourk > 0.

Preuve Il suffit de prendrei, comme étant la longueur maximale @u—+ 1)-ieme bloc de

lettres. n

Exemple 5.1.2Le motu = 112112222212212121 s’écrit commey = 12211225112211211121,
le moty = 221212222 s'écrit commev = 2211211124 etw = (112)~ s’écrit comme

w = (1224)%,
Définition 5.1.3 La fonction de codage par bloast définie par I'opérateuk : A — N,

A(w) = ioilig s = H ik,
k>0
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ou lesiy correspondent aux exposants de I'unique factorisationtdétans le Lemme 5.1.1.

Par conventionA(e) = 0.

Lafonction de codage par blo@st utilisée dans plusieurs applications comme moyen de com
pression des données. Par exemple, la premiere étapeegtieiit les télécopieurs afin de
compresser les données consiste en 'applicatio derr chaque ligne de pixels. Cette fonc-
tion s’est révélée fort utile lors de I'énumération des dacs de la suite de Thue-Morse (Br-

lek, 1989).

Remarque 5.1.4 LopérateurA introduit ici n’a aucun lien avec le A des suites directrices
des suites épisturmiennes. A partir de maintenant, le symbe A fera toujours référence a
celui de la Définition 5.1.3.
Exemple 5.1.5Soitu = 12212211. Alors u = 1'22112212 et donc,A(u) = [1,2,1,2,2].
Afin d’'avoir une notation plus compacte, la ponctuation estpsimée si cela n'occasionne
aucune ambiguité. Ainsi, pour 'Exemple 5.1/5(u) = 12122.
Exemple 5.1.6 a) Soitv = 221212222221 qui s’écrit commey = 221121112611, Alors
A(v) = 211161.
b) Soitw = 122111222211111 qui s’écrit commew = 1122132415, Alors A(w) = 12345.
c) Soitz = (1121112)¥ qui s'écrit commer = (12211321)~. Alors A(z) = (2131)~.

Remarquons que dans I'Exemple 5.1.5, I'alphabet du maairgst le méme que celui du mot
obtenu suite a I'application de I'opératefdr Par contre, il peut arriver comme dans I'Exemple

5.1.6 que les alphabets ne coincident pas.

Le lemme suivant apparait dans (Brlek et al., 2006), maisrsi@reuve n'y est donnée de

fagon explicite.

Lemme 5.1.7 La fonctionA est une contraction, c’est-a-dire que pour tout mot A*,

I9(A(w)) <lg(w), (5.1)

et 'égalité est obtenue si € {¢,2} - (12)* - {¢,1}.
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Preuve Puisque la fonction\ associe a un mob le mot formé par la concaténation des
longueurs de ses blocs, pour chaque bloc de longkteur une seule lettre est associé. Ainsi,
lg(A(w)) < lg(w). L'égalité sera donc obtenue si tous les blocs sont de langye’est-a-dire
siw al'une des 4 formes suivante§l2)”, 2(12)"1, (12)"1 ou2(12)" pourn € N. L'ensemble

de ces mots correspond a I'ensempde2} - (12)* - {e,1}. ]

Il est possible d'itérer I'opérateu sur un mot finiw € {1,2}* jusqu’a ce qu'un mot de
longueur 1 soit obtenu, ou jusqu’a ce que I'alphabet du mterabdiffére de I'alphabet initial.

Dans ce chapitre, a moins de le préciser, nous utilisonsuosij'alphabet a deux lettre$ =

{1,2}.

Exemple 5.1.8 Soitw = 12211211. En appliquant successivement 'opératéyron obtient

)
Al(w) = 12212
A?(w) = 1211
A3 (w) = 112
At(w) =21
AS(w) =11
AS(w) = 2.

Exemple 5.1.9Soit v = 2221112121212. En appliquant successivement |'opératéuron
obtient

A% (w) = 2221112121212

Al(w) = 331111111.

Exemple 5.1.10Soit le moty = 112212211221211.En appliguant successivement I'opérateur
A, on obtient

A% (w) = 112212211221211

Al(w) = 221222112

A?(w) = 21321.
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Nous pouvons maintenant définir I'objet d’étude de ce chat du suivant : la famille des

mots lisses

Définition 5.1.11 L'ensemble desnots lissedinis ou infinis sur I'alphabe#d = {1,2}, noté
X, est défini par
K = {we A® | Vk € N,A*(w) € A>}.

Ainsi, parmi les mots des exemples 5.1.8, 5.1.9 et 5.1.1€Ukmot lisse est celui du premier
exemple :w = 12211211. Il est plutét difficile de montrer qu'un mot infini est lisslous

verrons ultérieurement comment construire des mots lig§iess.

Afin d’étudier les mots lisses, rappelons les propriétégasiies de I'opérateuh.

Proposition 5.1.12 (Brlek et Ladouceur, 2003) Pour tout € A* et pour toutp € pal(A*),
I'opérateur A satisfait les conditions

) A@) = Alu);

i) A®@) = Au);

iii) A(p) € pal(A*).

Exemple 5.1.13Soientw = 12112112, v = 21221221 etp = 2212122. On a

~——

a) A(@) = A(21121121) = 121211 etA(w) = 112121 = 121211;
b) A(T) = A(12112112) = 112121 etA(v) = 112121 ;
c) p € pallA*) etA(p) = 21112 € pal(A*);
d) A(w) =112121 = A(v) etw = 7.
L'Exemple 5.1.13 d) illustre le fait qué\ n’est pas bijective, comma(v) = A(D). Il est

toutefois possible de définir pour des alphabets numérigdesix lettre§a < b} des fonctions

pseudo-inverses de la fagon suivante.

Définition 5.1.14 Soitu € A et fixonsA = {a < b}. Les fonctions pseudo-inverses sont
définies par
AL AT A® — A
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telles que

AN ) = oOgullo PBguBl. .. pour o € {a,b}.

(0%
Exemple 5.1.15Soitu = 11211. Alors Ay ' (u) = A1 (11211) = 212212.
Exemple 5.1.16Soitv = 12211212. Alors A7 ' (v) = A71(12211212) = 122112122122,

Lemme 5.1.17 La fonction pseudo-inversd~! commute sous I'image miroir, c’est-a-dire que

pouru € A", a, 0 € A,

At (u) = Agl(a) (5.2)

oup = a silg(u) est impaire et3 = @ silg(u) est paire.

Preuve Soitu = u[0Ju[l]u[2] - - u[n] et supposongl = {1, 2}. Silg(u) est impaire, alors

Al_l(w) — 1ul0lgull] | gu[n—1]qu[n]

et A7 (u) = 1ulrluln=1]... oulll1ul0], Drautre part,
AT (@) = AT (ulnfuln = 1] - u[1]uf0]) = AT (w).

Silg(u) est paire, alors
Al—l(w) — 1ul0lgull] | qu[n—1]gu[n]

et A7 (u) = 2uirlpul=1l ... 2ulll1ul0] Drautre part,

Ay (@) = Ay (u[n]uln — 1]+ ul1]ul0]) = AT (w).

Exemple 5.1.18Soit le motu = 1213431. Alors
AT (u) = 11221123142311 = 122122211112221 et Ay (u) = 211211122221112.

Cet exemple nous donne l'intuition du résultat qui suit.

Lemme 5.1.19 Soitu € A, Alors A7 (u) = A5 (u).
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Preuve Découle directement du fait que(u) = A(w). (]

Définition 5.1.20 (Brlek et Ladouceur, 2003) L'ensemble destsk-différentiablessur I'al-
phabetA, noté A%, est défini par

Ak = {w e AT|(AF(w) =2)A (Vj,1<j<k—1,Al(w) € AT)}

etalors A% = Uks1 Ak Autrement dit, un mot finiv estk-différentiable s'il est lisse et que
Ak (w) = 2.

Proposition 5.1.21 (Brlek et Ladouceur, 2003) L'ensemble des mots lisses fatisfait les

propriétés de fermeture

ue A —= 7w uecAk, vE>0 (5.3)

uekX — uwelX. (5.4)

La propriété (5.3) signifie qu'un mat estk-différentiable si et seulement si son complément
et son image miroir le sont aussi. La propriété (5.4) nougyirel gu’un motu est lisse si et

seulement si son complémant’est aussi.

Exemple 5.1.22Le motu = 11211221211 est lisse. Plus particulierementest6-différentiable.
En effet,

A(u) = 11211221211

Al(u) = 2122112

(u)
A?(u) = 11221
A3(u) = 221
A*(u) =21
AS(u) =11
AS(u) = 2.

Par la Proposition 5.1.21, on sait que le mct 22122112122 est aussi un mot lisse et que

AS(1) = A%(11212211211) = 2.



109

Définition 5.1.23 Le mot de Kolakosk{Kolakoski, 1965)
K =22112122122112112212112122112112122122112122121121122 - - -

est le point fixe sous l'opérateu et ayan2 comme premiére lettre.

Construisons le mot de Kolakoski. On sait qu’il commence Dabonc K[0] = 2 et cela
implique A(K)[0] = 2. Ainsi, en appliquant\;*(2), on trouve quek’[0, 1] = 22. Ainsi, on a
aussiA(K)[0, 1] = 22 et en appliquant\, *(22), on trouveK [0, 3] = 2211. Ainsi de suite, la

longueur du préfixe d& augmente et on peut obtenir un préfixekleussi long que désiré.

Dans la familleX des mots lisses, 'opératedy a exactement deux points fixes et ce sont les

deux mots infinis suivants :

AK)=K et A(l-K)=1-K.

5.2 Pavage lisse du quart de plan et bijectio®

Dans cette section, nous introduisons les deux outils sBéres pour construire des mots infinis
qui sont lisses : la bijectio® entre les mots lisses infinis et les mots infinis sur un alphdbe

et le pavage lisse d’un quart de plan.
Définition 5.2.1 Soitw € A* un mot lisse. Alors il existe une bijection
O K — A
qui associe de fagon unique a teutc K un mot®(w) € A>°. Cette bijection est définie par

®(w) = A%(w)[0] A" (w)[0] A% (w)[0] A% (w)[0] - - = [ A"(w)[0].
i>0
Exemple 5.2.2Dans 'Exemple 5.1.8, on @(12211211) = 1111212 etu = 1111212 n’est
pas un mot lisse, puisqu®(u) = 4111.

Remarquons qu’en général, le mot obtenu par la foncbiarest pas lisse.
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Exemple 5.2.3Pour le mot de Kolakoski(, on aA*(K)[0] = 2 pour touti, puisqueK est un

point fixe pour la fonctiom\. Ainsi, ®(K) = 2“.

Par convention, pour un mot fini € {1,2}*, ®(w) termine par ur2. Sinon, on obtiendrait une

queue infinie dd.

Comme® est une fonction bijective, nous devons définir sa fonctimerise. Pour ce faire, des

définitions et lemmes sont préalables.

Définition 5.2.4 Soitu € A*, alors®~!(u) = wy, o

ulk — 1], sin=1;
wy, =
A_[k n](wn_l), si2<n<k.

Exemple 5.2.5Soit le motw pour lequely = ®(w) = 1212222. On ak = 7, w; = u[6] = 2,

= A (wn) = A71(2) = 22,

3=A" ;](wg) = A;1(22) = 2211,

= A g](wg) = A, 1(2211) = 221121,

= Ay (we) = ATH(221121) = 112212112,

= A" 11](w5) = A;1(112212112) = 2122112112122,

= A qy(we) = A71(2122112112122) = 11211221211212212211 = &} (u) = w.

Définition 5.2.6 Soit w, un mot lisse fini. Lepavage partiel du quart de plaassocié av est

construit de fagon a ce quedaéme ligne consiste eA’(s).

Exemple 5.2.7 Soit le mot lissew = 2122121122122. Le pavage partiel du quart de plan
associé av est

A(w) = 2122121122122
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Exemple 5.2.8 Considérons maintenant le mdtw) = 212122 auquel la lettre2 est ajoutée.

En appliquantA~—! en partant de la fin d&(w) et en écrivant de bas en haut les mots obtenus,
le pavage partiel du quart de plan suivant est obtenu.

A%(w) = 2122121122122 - 12112

Hw) = 112112212 - 1121
A%(w
A3(w) = 1122 - 12

)=
)
)
)
)
)

= 212211 - 211

B

w

5

B>

w

(
(
(
4( 929
( 2.
6( 9

B

w

Les Exemples 5.2.7 et 5.2.8 suggérent que pour une ketitein motw, ' (w) est préfixe de

®~1(wz). Ce résultat est vrai en général.

Lemme 5.2.9 (Lemme du collagefBerthe, Brlek et Choquette, 2005) Soient € A%;. S'il
existemn tel que pour tout, 0 < i < m, la derniére lettre de\’(u) est différente de la premiére
lettre deA’(v) et A(u) # 1, Al(v) # 1, alors

i) ®(uv) = ®(u)[0,m] - ® o A" (uv);

i) Al(uv) = Al(u)AY(v).

Corollaire 5.2.10 Soitu € A* etz € A. Alors ®~1(u) est préfixe d& ! (uz).

Le Corollaire 5.2.10 nous permet de définir la fonction iseede® pour un mot infini de la
fagon suivante.

Définition 5.2.11 Soitu € A“. On définitd ! (u) = lim wy = lim & (u[0,k — 1]), ou

k—oo k—o0

wy, est le méme que celui de la Définition 5.2.4.

Soitu, un mot infini. Afin d’obtenir un préfixe dé—!(u) arbitrairement long, il suffit de prendre
un préfixe deu aussi long que nécessaire. Par le Corollaire 5.2.10, ladipxiste et donc, la
fonction ! est bien définie pour les mots infinis. Cette bijection agpatans la thése de

Lamas (Lamas, 1995) pour la classification des mots infirksisDla méme période, Dekking
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(Dekking, 1997) utilise indépendamment cette bijectionrpmontrer I'existence de mots sa-

tisfaisantA™(w) = w pour toutn. Pourn = 1, il s’agit des mots de Kolakoski.

Corollaire 5.2.12 (du Corollaire 5.2.10) Tout mot lisse finiest prolongeable en un mot lisse

plus long.

Preuve |l suffit d’ajouter une lettre au mab(u) et d’appliquerd—! a ce mot. [

Exemple 5.2.13Soit le mot lissew tel que®(w) = 12122122212222 - - - . Les préfixes dev
de longueurs croissantes obtenus $at sont

e (1) =1

—1(1212) = 112

12122) = 112112212
—1(121221) = 112112212

-1

(
(
(
(
(
‘1(1212212) = 11211221211

Dans I'exemple précédent, on peut remarquer que malgféiiration supplémentaire obtenue

en ajoutant la lettré & un mot fini, la longueur du mot obtenu par' n‘augmente pas. Pour

utiliser toute I'information, il faudraiforcer les coups

Définition 5.2.14 Inspiré de 'opérateun—!, 'opérateurs—! est défini comme

oliz € A*, a, 3 € A et est la lettre complémentaire a la derniére lettre\de ().

La définition précédente découle du Lemme du collage : foecdma lettre qui suit\;!(x)
doit étre différente de la derniére lettre dg ' (z). Cette définition nous permet de construire

des préfixes de mots lisses infinis plus long qu’en utilisafibhctionA 1.
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Définition 5.2.15 L'opérateur¢ ! est défini comme I'analogue de~!, avecé—! plutdt que
AL

Exemple 5.2.16Reprenons I'Exemple 5.2.13 avec I'opératear . Le résultat obtenu est

(1) =1

p~H(12) = 112

p~1(121) = 1121

$~1(1212) = 112112212

$~1(12122) = 1121122121121

$~1(121221) = 112112212112122112112

$~1(1212212) = 1121122121121221121121221211221221121

Définition 5.2.17 Un pavage lisse du quart de plaaussi appelé par abus de langggeage
lisse du planconsiste au quart du plan pour lequetd@me ligne est\?(w), ollw est un mot

lisse infini fixé.

Proposition 5.2.18 Pour un alphabetd fixé, 'ensemble des mots lisses infinis est en bijection

avec I'ensemble des mots infinis.

Preuve Découle de la fonction bijectivé. [

Corollaire 5.2.19 Il existe un nombre infini de mots lisses infinis.

Preuve Découle de la Proposition 5.2.18 : comme il y a un nombre ininmots infinis sur

un alphabet donné, le nombre de mots lisses infinis sur dedladp est lui aussi infini. [

Corollaire 5.2.20 Tout mot infiniu € A“ décrit un unique pavage lisse du plan.

Preuve Découle de la Proposition 5.2.18. [
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Exemple 5.2.21Considérons le mot = 1112¥. Ce mot détermine le pavage lisse suivant
122121122122112112122122112122121122122121121221121122122121 - - -
121122122121121221121122121121122122121122122112112122121122 - - -
112212112112212211212212112212212112112212112122122112112212 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 - - -

Proposition 5.2.22 (Bergeron-Brlek et al., 2003) Saoit € A“, un mot lisse infini. S (w)
est périodique de période minimale de longugpalors A?(w) = AP (w), pour toutn € N.
Siw est un mot lisse fini tel que € A%, alors A™P(w) est toujours préfixe dA’(w), pour

i1+ np <k.

5.3 Facteurs lisses

Afin de définir la notion de facteur lisse, nous devons inth@dun nouvel opérateur similaire a
A notéD. Cet opérateur a d’'abord été défini dans (Dekking, 1981) esai été utilisé pour

I'énumération des mot§'>° dans (Weakley, 1989).
Définition 5.3.1 L'opérateurD : A* — N* est défini comme
(w)
A(w) siA(w)
D(w) =4 2z SiA(w) =
x2 si A(w) = 122,
(w)

T siA(w
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Appliquer 'opérateurD correspond a éliminer le préfixe 1 et/ou le suffixe 1 du motrbtiite
a I'application de I'opérateud, s'ils existent. Notons que I'opérateilr est seulement défini

sur les mots finis.

Toutcomme I'opérateud\, il est possible d'itéreD. Litération arréte lorsque I'alphabet change,

ou lorsque le mot obtenu est

Exemple 5.3.2 Soitw = 211211221. Alors

DY (w) = 2122
D?(w) = 12
D3(w) = e.

Définition 5.3.3 Un mot finiw est appeléin facteur lisses'il existe k € N tel queD*(w) = ¢
et que pour touj < k — 1, D’ (w) € A*.
Le mot de I'Exemple 5.3.2 est un facteur lisse.

De fagcon analogue a un facteur lisse, nous définissons mairttee qu’est uipréfixe lisseet

unsuffixe lissePour ce faire, deux nouveaux opérateurs sont nécessaires.

Définition 5.3.4 (Brlek, Melancon et Paquin, 2007) Idérivée a droiteest définie par la fonc-

tion D, : A* — N* telle que

€ SiA(w) =1ouw =,
Dy(w) =19 A(w) siAw) =22,
x SiA(w) = zl.

Définition 5.3.5 (Brlek, Melangon et Paquin, 2007) De fagon semblableléiavée a gauche

est définie par la fonctio®, : A* — N* telle que
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Définition 5.3.6 Un motw estlisse a droite(resp .lisse & gauches'il existe k tel queDF* (w) =
e (resp.D¥(w) = ¢) et pour toutj < k — 1, D (w) € A* (resp.DJ (w) € A*). Un mot lisse &

droite (resp. a gauche) est alors appeléigiixe lissgresp.suffixe lissg

Les nomspréfixe lisseet suffixe lissgroviennent du fait que ce sont respectivement les opé-
rateursD,. et D, qui permettent de dire si le mot est respectivement préfixa diot lisse et
suffixe d’'un mot lisse. En effet, il est facile de se convaengu’un préfixe lisse est toujours
prolongeable a droite en un mot lisse et qu’un suffixe liss¢oegours prolongeable a gauche

en un mot lisse.

Exemple 5.3.7 Soitw = 1122121. En appliqguant successivement les opératéyret D, sur

le motw, on obtient
D(w) = 1122121 DY(w) = 1122121

D}(w) = 2211 D} (w) = 22111
D?(w) = 22 D2(w) = 23.

D3 (w) =2
Le motw est lisse a droite, mais n’est pas lisse a gauche, com,?low) ¢ A*.

Exemple 5.3.8Soitv = 12122112. Alors D?(v) = 32 et D}(v) = 1. Ainsi, le motv n'est pas

lisse a droite, mais est lisse a gauche.

Remarque 5.3.9 Certains facteurs lisses ne sont ni lisse a droite, ni ligsriahe. Par exemple,

prenons le mot, = 1212212211212. En appliquant successivement I'opérat&yron obtient
D'(u) = 11212211

D?(u) = 21122
D3(u) = 22
D*(u) = 2.

Ainsi, le motu est lisse, mais n’est ni lisse a droite, ni lisse a gauchegpeais
D}(u) = 111212211 D} (u) = 112122111

D?(u) = 31122 D2(u) = 21123.

La notion de facteur lisse est donc moins restrictive quadéisns de préfixes et suffixes lisses.
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Pour terminer cette section, rappelons certaines comgctt propriétés des mots lisses infinis

qui découlent de (Brlek et al., 2006),
Conjecture 5.3.10 Tous les mots lisses infinis contiennent tous les facteusdifaes.
Conjecture 5.3.11 La fréquence des lettrdset2 dans un mot lisse € {1,2}* est1/2.

Proposition 5.3.12 Il n'existe aucun mot lisse périodigue.

5.4 Graphe de De Bruijn

Dans cette section, nous introduisons les graphes de DgBawissi connus sous le nom de
graphes de Rauzy, qui nous permettront ensuite de repeésesifacteurs d'une longueur don-

née pour un mot fixé.

Définition 5.4.1 Le graphe de De Bruijrd’ordre k& associé au moty € A est un graphe
orienté ayant des sommets étiquetés par les facteurs.@de) et ayant une aréte étiquetée

a € A partant du sommaet et allant au sommet si et seulement si = y[1, k — 1]a.

Exemple 5.4.2 Soit lemot infini de Fibonacc# défini par

F=lim JF, ou 3'0:2, Fi=1 et F,= n_lffn_g, Vn > 2.

n—oo

Les premieres valeurs dg, sontd, = 12, F3 = 121, F, = 12112, F5 = 12112121, ... et
F =12112121121121211212112112121121121211212112112121121211211212112112 - - -

Il est bien connu qué est une suite sturmienne : donc pour tau’(n) = n + 1. On sait que
F n’a que 4 facteurs de longueur 312,121,211, 212. Ainsi, son graphe de De Bruijn d’ordre

3 est le graphe a 4 sommets illustré a la Figure 5.1.

Le principal désavantage de ce type de graphe est qu'il giegiand trés rapidement. En effet,
le nombre de sommets d’'un graphe de De Bruijn d’ordrd’'un mot w est I'ensemble de

ses facteurs de longuekret ce nombre est de I'ordre d&(2"). Il est toutefois possible de
diminuer le nombre de sommets d’'un graphe de De Bruijn enrsuppt certains sommets et

arétessuperfluset le graphe résultant est appel@taphe de De Bruijn réduit
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Figure 5.1 Graphe de De Bruijn d’ordre 3 du mot de Fibonacci.

Notation 5.4.3 Soit un grapheZ. Pour un sommet, predz) (resp. sucgr)) désigne I'en-
semble des sommeigel qu'il existe une aréte qui relie le sommeau sommet: (resp. der a
y). De plus, labely, =) dénote I'étiquette de I'aréte reliant le somnyeu sommetr etd™ ()

désigne le nombre d’'arétes sortant du sommet

Définition 5.4.4 SoitG = (S, A), le graphe de De Bruijn d’ordre du motw € A, ou S est
'ensemble des sommets &tC S x A x S est 'ensemble des arétes. g@phe de De Bruijn
réduit associé & est le nouveau graph®’ = (S’,A"),ouS" C SetA’ C 8 x A* x §'.
Le grapheG’ est obtenu dé& en enlevant récursivement des arétes et somsogirflusde G.
C’est-a-dire

S'=8—{reS:d(z) =1etsuctr) #z}

et pour tout sommet supprimé, avee € predz) ety € sucdz), les arétegz, label(z, x), x)
et (z,label(z,y),y) sont supprimées dd et (z, (label(z, z)label(z,y),y) y est ajoutée. Ce

nouvel ensemble formg’.

La Figure 5.2 illustre la suppression d'un sommet.

Figure 5.2 Suppression du sommetd’un graphe de De Bruijn.

Remarque 5.4.5L'ordre dans lequel les sommets sont supprimés n'a pas utinfle sur le

graphe de De Bruijn réduit obtenu, puisque la concaténalimnmots est associative. Remar-
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guons que dans le graphe réduit, les étiquettes sont desdmdts Par exemple, le graphe de

De Bruijn réduit pour le mot de Fibonacci est donné par la FEdgu3

121 2:

Figure 5.3 Graphe de De Bruijn réduit d’'ordre 3 associé au mot de Fibginac

Les graphes de De Bruijn nous seront utiles dans ce qui sisgjwils permettent de représenter

la structure d’'un mot.

5.5 Calcul des mots extrémaux
Avant de montrer comment construire les mots extrémauxj lairr définition.

Définition 5.5.1 Le mot lisse infini minima{resp.maxima), notém (resp.M) est le plus petit

(resp. grand) mot lisse infini selon I'ordre lexicographdqu

Lemme 5.5.2 Pour deux mots, v € {a < b}¥,0onau < v <= u > 7.

Preuve Par définition de< sur les mots infinis, ona < v si et seulement si I'on peut écrire
u = pau’ etv = pbv’, aveca < b. Supposons donc que= pau’ etv = pbv'. Alors T = pav’

etw = pbu’. Alors > 7. "
Le mot minimal et le mot maximal sont fortement liés. En eftet a le lemme suivant.

Lemme 5.5.3 M = m.

Preuve Le Lemme 5.5.2 nous indique que< v <= 7 > ©. Ainsi, Sim < x pour tout

motxz # m, alors on a ausgin > 7. D'ou M = m. n

Cela signifie donc que le calcul de nous donne directement le mbf = 7 : il suffit d’échan-
ger l'ordre des lettres sur I'alphabet. Dans ce qui suitsmus intéressons seulement au calcul

du mot minimal, comme le mot maximal est ensuite obtenu tdireent.
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5.5.1 Algorithme naif

L'algorithme le plus simple qui calcule un préfixe du mot mial m d’une longueumn donnée

est I'algorithme naif qui suit.

Algorithme 5.5.4
DEBUT lisseMinimal

Entrée : longueurMax ;

0:m:=1,

1 : Boucle

2: SiestLissg(m - 1) alorsm :=m - 1;

3: Sinonm :=m - 2;

4 Fin si;

5: SORTIR QUAND longueurgn)=longueurMax ;

6 : Fin boucle

FIN lisseMinimal

La conditionestLisseest vérifiée en utilisant la dérivée a droife et nous assure que le préfixe

calculé est un préfixe d’au moins un mot lisse infini. On olit&ars
m[0,23] = 112112212112122112112122
pour longueurMax= 24 et conséquemment,

MJ0,23] = 221221121221211221221211.

L'algorithme naif consiste a construire le plus petit préfiisse possible pour une longudur
donnée. On tente de le prolonger par la lettren vérifie si le mot ainsi construit est toujours
un préfixe lisse ou pas. Sile mot est toujours un préfixe l@ees on a ajouté la bonne lettre.
Sinon, on remplace & par un2. Puis on répéte. Comme I'opératell. vérifie qu’'on a un
préfixe lisse, ce préfixe sera toujours prolongeable et dalgprithme peut toujours nous

fournir un préfixe den aussi long que souhaité.
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Proposition 5.5.5 Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, alors I'Algorithme 5.6alcule un préfixe

dem de longueum en©(n?log(n)) opérations.

Preuve Pour chaque lettre ajoutée au préfixendeon doit vérifier si le préfixe ainsi obtenu
est le préfixe d'un mot lisse en utilisant I'opératdy. En supposant que la Conjecture 5.3.11
sur la fréquence des lettres dans un mot lisse soit vraieailirgit en moyenne autant de
que de2 dans les préfixes lisses. En appliquant la dérigesur un préfixe de longueur, on
obtient donc un mot d’'une longuear:/3 et le nombre de dérivées dst;, k. On effectue
klogs , k opérations pour un préfixe de longueurAinsi, pour un prefixe de longueur, le
nombre d’opérations a effectuer est donné par
n
Z klogs /o k < n?logn.
k=1

D’ou la conclusion. n

5.5.2 Algorithme naif amélioré

Afin de réduire le nombre d'applications de I'opératéyrdans I'Algorithme 5.5.4, il est natu-
rel de vouloir ajouter plus d’'une lettre a chaque étape. Pedaire, nous utilisons le graphe de
De Bruijn réduit. En effet, en considérant le graphe de DejBréduit du motn pour un ordre
donné, les prolongements possibles du préfixe lisse agpardiplus clairement. Le nouvel al-
gorithme proposé consiste a fixer I'ordre du graphe de DgBauiink € N et a chaque étape,
selon lesk derniéres lettres du préfixe lisse, on connait les proloegesrpossibles. On tente
de mettre le plus petit des prolongements, on vérifie s’iliese et sinon, on tente de mettre le

deuxiéme plus petit prolongement, et ainsi de suite. Fdemeint, on a I'algorithme suivant.

Algorithme 5.5.6

DEBUT lisseMinimal2

Entrée : m, longueurMax, etatActuel ;

0 : Silongueutm) >longueurMax RETOURNER(mM);
1: Sinon

2: Pour s € succ(etatActueljaire # selon I'ordre lexicographique croissant
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3 nouveau_m := nfabel(etatActuel,s) ;

4 Si estLisse(nouveau_nalors

5: lisseMinimal (nouveau_m, longueurMax, s);
6 Finsi;

7 Fin pour ;

8: RETOURNER(m);

9:Finsi;

FIN lisseMinimal2

Par exemple, pour trouver un préfixe de longueur 100 du me&e lisfini minimal, on utilise
I'algorithme lisseMinimal avec les parametres (1121123, Hatlnitial). La conditiorestLisse

est encore vérifiée en utilisant I'opérateur de dérivée aedro,.

Le graphe de De Bruijn réduit d’ordre 6 pour le mot minimakst représenté a la Figure 5.4.

1121
112212 12112
12212 124
2 N
Y 2112
(221221 (212112
21221
o N Y N
o~ — —
21121
[22112% 1212212
2212
9
/;>/// O
1221
112114, 1121221
112112 12112

Figure 5.4 Graphe de De Bruijn d’ordre 6 réduit pour le mnot

Dans le graphe d'ordre 6, il y a 8 sommets et la longueur mayelas étiquettes des arétes
est de 3.375. Le Tableau 5.1 illustre la croissance du noddwsommets et des longueurs des

étiquettes des arétes en fonction de 'ordre du graphe derigBéduit.
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Ordre || Nombre de sommets| Longueur moyenne des étiquetteg
1 2 1
2 2 1.5
3 4 2.25
4 4 2.25
5 4 2.25
6 8 3.375
10 12 4.667
15 16 5.062
20 32 7.594
25 36 8.611
50 128 17.09

Tableau 5.1Longueur moyenne des étiquettes.

Proposition 5.5.7 (Weakley, 1989) Le nombre de sommets d’'un graphe de De Bfuijirmot
lisse varie de fagcon polynomiale en fonction de son ordrésque le nombre de facteurs de

log 3
longueurn est dangd(nks2).

La réduction du graphe de De Bruijn fait diminuer le nombrea@mets du graphe sans toute-
fois en faire diminuer la classe de complexité. Le Tabledwsbggére que la longueur moyenne
des étiquettes, c'est-a-dire le nombre moyen de lettraggége a chaque itération de l'algo-
rithme, croit de facon logarithmique en fonction de I'ordtegraphe. Ainsi, augmenter I'ordre
du graphe augmente la longueur moyenne des étiquettesétes,atonc le nombre de lettres
ajoutées par itération (amélioration de la performancejsmugmente aussi le nombre de som-
mets (diminution de la performance). Comme la longueur mogeales étiquettes varie de fagcon
logarithmique et le nombre de sommets de fagcon polynomiale, signifie que pour un ordre
plus grand, il y a plus de comparaisons a effectuer pour éolevbon prolongement et alors,
la performance obtenue par la croissance de la longueurmrmeyest négligeable. Dans le but
d’obtenir un algorithme plus efficace que I'Algorithme #.50n doit donc trouver le meilleur

rapport entre le nombre de sommets et la longueur moyennétidegttes des arétes. L'algo-
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rithme a été programmé eaple pour des graphes d’ordre 1, 10, 20, 30, 40, 50, 55, 60 et 65.
Expérimentalement, pour un ordre plus petit ou égal a 5Qgt@entation de I'ordre améliore
la performance en temps de 'algorithme. Pour un ordre plasdyque 50, I'algorithme devient
moins rapide. L'algorithme le plus performant inspiré dddbrithme naif serait donc celui qui

utilise un graphe de De Bruijn réduit d’ordse.

5.5.3 Algorithme utilisant la bijection ®

En utilisant la bijectior®, il est possible de trouver un algorithme plus performanir palculer
m. Commem est en bijection ave®(m), I'algorithme consiste a construire un préfixe du mot

®(m) plutdt que de construire un préfixe du mot

Algorithme 5.5.8
DEBUT lisseMinimal3
Entrée : longueurMax ;

0: phim=1;

[a—

: Tant que longueur(phimx longueurMaxfaire

2 Siphilnv(phim1) < philnv(phim2) alors phim := phim1;
3 Sinon phim := phim2;
4 Fin si;
5: Fintant que;

6 : RETOURNER philnv(phim);

FIN lisseMinimal3

Dans cet algorithme, phim désigne le mot préfixedelen), philnv est la fonctionp=! qui

calcule les coups forcés.

Proposition 5.5.9 Sila Conjecture 5.3.11 est vraie, alors I'Algorithme 5.5 &fectue erd) (n?)

opérations, otn est la longueur du préfixe de calculé.

Preuve En supposant la Conjecture 5.3.11 vraie, on a que pour ux@pédiem de longueur

k, ®(p) est de longueur envirolog; , k. Considéronsb(p). Afin d’ajouter une nouvelle lettre
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a®(p), on doit calculergzb—l(cb(p) 1) et¢=1(®(p)-2). Construire le mot obtenu par la fonction
logs /2 k

¢~ prend Z <—> opérations. |l faut faire ce calcul pour les deux lettressjiiles et

ensuite comparer les deux mots de longukwinsi obtenus. La comparaison se fait Bn
opérations. Ainsi, le colt en nombre d’opérations pourtajola k-ieme lettre au préfixe den

est
log3/2 k

D> (_> T2k,

Pour terminer, il suffit de faire varld«r de 1 an afin de construire un mek(p) (resp.p) de

longueurlogs , k (resp.n). On a alors

n  loggpk n 1ogz/k

>y <g>i+2k) = 22 Z <—>i+2zn:k

k=1 =1
_ logs,2 k
: 22(3/“&43;“ ) sotns

- 22 ) +n(n+1)

= GZ(k:— 1) 4+ n(n+1)
k=1
= 6n(n+1)/2—6n+n(n+1)
Le calcul d'un préfixe de longueur du motm avec I'Algorithme 5.5.8 s’effectue donc en

O(n?). ]

5.6 Etude des dérivées successives et des factorisations.giedon de m et M

Dans cette section, nous étudions la structuren@ M en analysant leurs dérivées successives
et leur factorisation de Lyndon. Les dérivées successiessnibts lisses nous permettent de
construire le motb(m) (resp.®(M)) et commed est une fonction bijective, si le mdi(m)
(resp.®(M)) a des propriétés réguliéres, cela nous permettrait dexnc@actérisern (resp.
M). Par alilleurs, I'étude des factorisations de Lyndon estvée par la propriété de minimalité
et de maximalité des mots extrémaux. Intuitivement, leatoi@sation de Lyndon utiisant des

propriétés d’'ordre lexicographique pourraient avoir deppétés intéressantes.



126

En calculant les premieres dérivéesrden utilisant I'opérateur\ surm, on obtient
A%(m) = 112112212112122112112122121122122112112122112112212112122122112112122112 - - -

Al(m) = 212211211221211211221221211221221121121221211221221211211221221121221211 - - -
A2(m) = 112212211212212112212212112112212112122122112112122112112212112122122112 - - -
A3(m) = 221221121122121121221121121221211221221121121221121122121121122122121121 - - -
A%(m) = 212212211211221211211221221211221221121221211211221221121221221121121221 - - -
A5 (m) = 112122122112122121122122112112122122112122121122122121121221121122122121 - - -
AS(m) = 211212211211221221211212211211221211211221221211212211211212212211212212 - - -
AT(m) = 121122122121121122122112122121121122121121221121121221221121122121121122 - - -
A8(m) = 112212112122122112112122112112212112122122112122121122122121121122122112 - - -
A%(m) = 221121121221211221221121121221121122121121221221121121221121122122121121 - - -

A0 (m) = 221211211221221211221221121121221211221221211211221211212211211221221211 - - -
All(m) = 211212212112212212112112212112122112112212212112122112112122122112112212 - - -
Al2(m) = 121121122121121221121122122121121122121121221221121122121121122122121121 - - -
A3 (m) = 112122112112212212112122112112122122112122121121122122121122122112122122 - - -
Al (m) = 211221221211211221211212211211212212112212211212212 - - -

A5 (m) = 1221211212211211221211211221221121 - - -

A (m) = 12112112212211212212211 - - -

Al7(m) = 112122122112122 - - -

Al8(m) = 2112122112 - - -

Commem et M sont complémentaires\’(m) = A?(M) pouri > 1. Ainsi, on obtient la

proposition suivante.

Proposition 5.6.1 ®(m) = 12122121122211211121122- - - et®(M) = 21~ 1®(m)

Intuitivement, par leur définition, les mots extrémaux dént avoir des propriétés intéres-
santes par rapport a I'ordre lexicographique. Dans ce duirsus étudions donc les factorisa-

tions de Lyndon des mots extrémaux. Les premiers facteuisfdetorisation den sont

) = 112112212112122,
) = 112112122121122122,
) 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121122121121 - - -
) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 - - -
La(m) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 - --
)
)
)
)

l5(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112122121121 - --
le(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112112122121 - --
L7z(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112112122121 - --

= 1121121221121122121121122122112122121121122121121221121122122121121 - - -
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Lo(m) = 11211212211211221211211221221121221211211221211212211211221221211211 ---
L1o(m) 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 - - -
£11(m) = 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 - - -
Li2(m) = 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 - - -

et les longueurs sont respectivement

15, 18,180, 910, 382, 1948, 2961, 490, 1703, 2359, 2194, 4679, 7278.

Les premiers facteurs de la factorisation de Lyndodflsont

M) = 2,

aM) = 2,

(M) = 122,

L3(M) = 11212212112212212,

(M) = 112122,

45(M) = 112112212212112212211212212,

le(M) = 1121122122121122122,

L7 (M) 1121121221211221221121221221121121221211221221211211221211212212211 - - -

(M) = 112112122121122122,

Lo(M) = 1121121221121122121121221221121122121121122122121122122112122121121 ---
Lio(M) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 - - -
L1i(M) = 1121121221121122121121122122112122121122122121121122122112122122112 - - -
Li2(M) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112122122112 - - -
£13(M) = 1121121221121122121121122122112122121121122121121221121122122121121 -- -,

et les longueurs sont respectivement

1,1,3,17,6,27,19, 80, 18, 180, 268, 1753, 2107, 816.

Les lettres soulignées représentent la premiére positan lpquelle le facteur differe du fac-
teur précédent. Ces factorisations suggérent que le prdixenun de deux mots de Lyndon

consécultifs dans la factorisation de Lyndondet deM est de longueur croissante.

Cela laisse donc supposer I'existence d’un mot qui soit ffixewde m et deM qui soit mini-

mal.

Définition 5.6.2 On notes, le suffixe lisse minimak’est-a-dire le plus petit mot selon I'ordre

lexicographique qui soit un suffixe d’un mot lisse.
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On construit le mos en utilisant I’Algorithme 5.5.4 modifié comme suit : a chadais qu’on
ajoute une nouvelle lettre au préfixeg@n vérifie sis est toujours un suffixe lisse en appliquant

I'opérateur de dérivée a gauchg. On obtient ainsi le suffixe lisse

s =11211212211211221211211221221121221211211221211212211211221221 - - -

Lemme 5.6.3 Le mots n’est pas un mot lisse.

Preuve En effet,

A(s) = 21211221221121221221121121 - - -
A?(s) = 11122122112122121 - - -

A3(s) = 3212211211 - - -

Doncs est un suffixe lisse, mais n’est pas un mot lisse. [

Proposition 5.6.4 Le suffixe lisse minimal est un mot de Lyndon infini.

Preuve Parla définition de mot de Lyndon infini, il suffit de montreegiest strictement plus
petit que tous ses suffixes. Commest le suffixe lisse minimal, s’il existe un suffixe plus petit
que lui-méme, il y a contradiction. S’il existe un suffixe duiiest égal, alors cela impliquerait
ques est périodique (voir Figure 5.5), ce qui est impossible,lp&roposition 5.3.12. [

S

S

Figure 5.5 Schéma de la preuve de la Proposition 5.6.4.

Le Tableau 5.2 indique la positianpour laquelle le mot differe dely(m) et ¢, (M). Dans
ce tableau,’ signifie que nous n'avons pas calculé suffisament de factsurs connaitre la
position. Le calcul d’'un préfixe de longueur 50 000 n’étag paffisant pour obtenir lE>-ieme
facteur de la factorisation de Lyndon gde Observons que dans ce tableau, pous oo, £ (m)
et/ (M) semblent converger vessOn pourrait étre tenté de conjecturer guet M terminent

par le suffixes, mais c’est impossible, comme I'énonce le lemme qui suit.
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k || Position dansfi(m) | Position dansfy (M)
1 7 2

2 11 2

3 23 2
4 23 5
5 23 5
6 46 7
7 46 7
8 46 11
9 68 11
10 80 23
11 80 23
12 80 40
13 142 46
14 142 80
15 ? 248

Tableau 5.2Positions pour lesquellegi| # fi(m)[i] ets[i] # fi(M)[d].

Lemme 5.6.5m et M ne peuvent pas tout deux avoir le suffixe

Preuve Supposons que: = us et M = vs, avec ldu) < Ig(v). On peut alors écrirep = v,
pour un préfixep de s. Mais sis commence pap et queM = m, alorsm = upps’, pour

s’ € A“. Cela implique qué// avp comme préfixe. Ainsi de suite, comme Tlillustre la Figure
5.6, on trouve quen = u(pp)* et M = v(pp)¥. Doncm et M sont ultimement périodiques.
Par la Proposition 5.3.12, on sait que c’est imposible. Si)lg> Ig(v), la preuve est similaire.

Silg(u) = Ig(v), alors on trouve que =3, ce qui est impossible. [
Le Lemme 5.6.5 donne I'idée de la conjecture suivante.
Conjecture 5.6.6 lim ¢;(m) = s ou (exclusif)lim ¢;(M) = s.

Etudions maintenant plus particulierement la factorisatie Lyndon den et M. Rappelons
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Figure 5.6 Schéma de la preuve du Lemme 5.6.5.

d’abord un résultat sur le nombre de carrés.

Lemme 5.6.7 (Brlek et al., 2006) Le nombre de facteurs carrés des matediest fini :

Card CarrésX)) = 46.

Corollaire 5.6.8 (Brlek et al., 2006) Les mots lisses sont sans cube.

Il en découle que Caf@arrégm)) < 46 et parmi les46 carrés possibles, ceux qui sont des

carrés de mots de Lyndon sont
12,(112)2, (112112212)%, (112112212212112212211212212)?, (122)* et 22.

Proposition 5.6.9 Soitm = ¢;(m)l2(m) - - -, la factorisation de Lyndon de:. Alors
i) ¢1(m) est le seul facteur de Lyndon qui est un préfixe lisse ;

i) €;(m) > £;11(m), pour touti.

Preuve i) Par la définition de factorisation de Lyndon, on sait §uen) > ¢;(m), pour: > 0.
Précédemment, on a calculé les premiers facteurs de laiéation de Lyndon den et on a
obtenu qué/;(m) > ¢2(m). Ainsi, pour touti > 1, {y(m) > £;(m). Mais par la construction
dem, aucun préfixe lisse n'est plus petit gue Par conséquent, un préfixe lisse plus petit que

¢1(m) n'existe pas et alors, pour togtm) < m, ¢;(m) ne peut étre un préfixe lisse.

i) Supposons maintenant qu'il existe> 2 tel que/;(m) = ¢;11(m). Ainsi, cela signifierait

gu'il y a un facteur puissance carré d’'un mot de Lyndon. Eroonéint les facteurs de mots
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lisses qui sont des carrés de mots de Lyndon, on obtient
12 < (112)? < (112112212)2 < (112112212212112212211212212)2 < (122)2 < 22. (5.5)

Comme les seuls carrés /1 (m) sont(112)% et 12, pour avoirf;(m) = £;11(m), il faudrait
que/;(m) = 112 ou¢;(m) = 1. Dans les deux cas, cela impliquerait queest ultimement

périodique : contradiction. [
On obtient un résultat semblable pour le mot lisse maxiidal

Proposition 5.6.10 Dans la factorisation de Lyndon d¥,
i) Lo(M), 64(M), bo(M), 4(M), £5(M), (M) sont les seuls préfixes lisses ;
i) €;(M) > £;11(M), pour touti > 1.

Preuve i) On vérifie directement que les facteurs de Lyndg\/ ), pouri < 6, sont lisses

ou pas en utilisant I'opérateup,.. Pouri > 6, il suffit de vérifier quelz(M) < o(m).

i) En observant qué;(M) < (112112212)? dans la formule (5.5), on conclut en utilisant le

méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 5.6.9 [

Proposition 5.6.11 Le mot lisse infini minimat: n’est pas un mot de Lyndon.

Preuve Le mot lisse infini minimal a le suffix@121121221211 - - - plus petit que lui-méme

et commencant a la positiars . ]

Si tous les mots lisses infinis contiennent tous les factksgss finis comme le prétend la
Conjecture 5.3.10, alors aucun mot lisse infini n’est un netgndon. En effet, supposons
qu’'un mot lisse infiniw contiennent tous les facteurs lisses et supposonsuwgs@t un mot
de Lyndon infini. Remarquons qu’un mot peut étre un factaseli mais non pas un mot lisse.
L'inverse est faux. Il est donc plus restrictif d’étre un risse qu’un facteur lisse. On peut ainsi
se convaincre qu’il serait toujours possible de trouverameur lisse plus petit que, et donc
quew ne pourrait pas étre un mot de Lyndon. La Proposition 5.6iétt\donc renforcer la

Conjecture 5.3.10.
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Récemment, les mots lisses ont été généralisés a difféatpitabets a deux lettres ou plus.
Dans le chapitre suivant, nous montrons comment le changetes lettres de I'alphabet in-
fluence les propriétés des mots lisses extrémaux et camtrait aux mots lisses extrémaux sur

I'alphabet{1, 2}, nous verrons que certaines régularités apparaissent.



Chapitre VI

M OTS LISSES EXTREMAUX GENERALISES

Dans ce chapitre, nous utilisons la notion introduite d&esthé, Brlek et Choquette, 2005) de
mot lisse généralisé a différents alphabets. Ainsi, nomsidérons les mots lisses extrémaux
sur différents alphabets a deux lettres. Dans un premigpgenous étudions les mots lisses
extrémaux sur I'alphabefl, 3}. Il apparait que de remplacer 2epour un3 dans I'alphabet
change grandement la structure des mots lisses extréman&neé, que cela leur donne des
propriétés beaucoup plus intéressantes. En observantaade considérer les mots lisses ex-
trémaux sur I'alphabetl, 3} plutdt que suf1, 2} en influence grandement les propriétés, nous
nous intéressons ensuite aux mots lisses extrémaux sulptledets de lettres de méme parité.
Ainsi, pour un alphabet ordonde < b} fixé, aveca,b € N — {0} eta, b de méme parité, nous
étudions les mots lisses extrémaux. Nous donnons desthlges rapides pour les construire,
nous montrons des propriétés de récurrence, de fermeturelggensembles de facteurs et
nous fournissons une formule pour la fréquence des letives gertains types d’alphabets.
Nous nous intéressons ensuite aux factorisations de Lyatdomontrons que contrairement au
mot lisse minimal sur I'alphabeftl, 2}, il existe des mots lisses minimaux qui sont des mots
de Lyndon. Nous montrons qu'il existe un lien entre les matimmux sur des alphabets pairs
et certains mots de Kolakoski généralisés. Ainsi, hous roastdes propriétés pour les mots
de Kolakoski généralisés qui sont toujours des problémesrtausur I'alphabef1,2}. Les

résultats de ce chapitre font I'objet de la publication €RrlJamet et Paquin, 2008).
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6.1 Quelques définitions et résultats préalables
Rappelons une propriété utile sur les mots de Lyndon.

Lemme 6.1.1 (Chapitre 5.1 de (Lothaire, 1983))Soientu,v € L. Alorsuv € L si et seule-

ment siu < v.

Lemme 6.1.2 Soientu, v € L et supposons < v. Alorsuv < v.

Preuve Siu ¢ Prefv), alors c’est évident. Supposons donc que Pref(v) et écrivons
v = uFv/, aveck maximal. Ainsi,u ne peut pas étre préfixe d& Commewv est un mot de
Lyndon, v est plus petit que tous ses suffixes. Plus particulierementy’. Ainsi, u < v < v'.
Comparong = u*v’ etuv = v*+10' : la comparaison se fait entré et u. Commeu < v’ et

u ¢ Pref(v'), on conclut quew < v. ]

Corollaire 6.1.3 Soientu,v € L, avecu < v. Alorsuv™, v"v € L, pour toutn > 0.

Preuve Il suffit d'appliquer le Lemme 6.1.1 fois. En effet, siu,v € L etu < v, alors
ww € L. Ainsi, u,uv € L etu < wv et donc,u?v € L. De la méme facon, considérons

uv,v € L. Parle Lemme 6.1.2jv < v, et par le Lemme 6.1.1, on a que? € L. [

A moins d’indication contraire, dans ce chapitre, nous nesigrons que des alphabets=

{a < b}, aveca,b € N — {0}.

Toutes les notions vues dans le Chapitre V se généralistumeliament aux mots lisses sur
un alphabefa < b}. Ainsi, la fonction de codage par blocs reste bien définiéosi ¢thange

I'alphabet{1, 2} pour{1,3}, {2,3}, {3, 7}, etc.

Exemple 6.1.4 Soitw = 223322333222333. En appliquant successivement I'opératéyron
obtient

A (w) = 223322333222333

Al(w) = 222333

A?(w) = 33

A3 (w) = 2.

w
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Exemple 6.1.5Soit u = 22444242222444. En appliquant successivement I'opératéyron
obtient

A (u) = 22444242222444

(u)
A?(u) = 11211
A3(u) = 212
A*(u) =111
AS(u) = 3.

La famille des mots lisses peut donc étre généralisée agalitfe alphabets, comme I'ont fait les

auteurs de (Berthé, Brlek et Choquette, 2005).

Définition 6.1.6 Soit un alphabet ordonné numérigde On définit la famille desnots lisses

infinis sur I'alphabetA par 'ensemble
Ka={weA”|VkeN,A*w) e A“}.

Définition 6.1.7 Soit un alphabet ordonné numérigdeUn mot finiw € A* estlisses’il existe
k tel que IgA*F(w)) = 1 et AF(w) < 3, ol 3 est la lettre maximale dé, et pour toutj < F,

onaA’(w) € A*.

Ainsi, le motw de I'Exemple 6.1.4 est un mot lisse sur I'alphab2t3}, tandis que le mat de

I'Exemple 6.1.5 n’est pas un mot lisse sur I'alphafizt4}, mais I'est sur I'alphabefl, 2, 3, 4}.

Les fonctions pseudo-inverses dedemeurent bien définies pour un alphabeétléttres autre

que l'alphabef1, 2}.
Exemple 6.1.8 Soitu = 44554544445. Alors
A;l(u) = 444455554444455555444455555444455554444555544444

et

Agl(u) = 555544445555544444555544444555544445555444455555.
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Définition 6.1.9 Les mots de Kolakoski généralisésnt définis comme étant les points fixes
sous l'opérateuh. Pour un alphabet a deux lettrés, b}, il y a exactement deux points fixes :
Kqp) et K(,q), OUK(, ) le mot de Kolakoski généralise sur I'alphalet b} et commencant

par la lettrea.

Exemple 6.1.10Le mot de Kolakoski sur I'alphabet = {1,2} et commencant par la lettre
2 estK = K(y1). Le mot de KolakoskiK , 3) = 2233222333223322333222-- - et K3 ) =
3331113331313331113331 - - -

La bijection ® définie au Chapitre V se généralise naturellement a toutabithnumérique

ordonné a deux lettres.

Exemple 6.1.11Pour le motw = 1333111333133311133313133311133313331113331, on a

A%(w) = 1333111333133311133313133311133313331113331
Al(w) = 1333133311133313331

A?(w) = 131333131

A3(w) = 1113111

At(w) = 313

AS(w) =111

AS(w) = 3.

Doncw est un mot lisse sur I'alphabét, 3} et ®(w) = 1111313.

Exemple 6.1.12Soit le motw pour lequelu = ®(w) = 3533. On retrouvew en appliquant
o1, donc en itérant\ ! sur les lettres du mat.

A®(w) = 333335555533333555333555333335555533333

Al(w) = 555333555

A2(w) = 333

¥ (w)

>

w

Tout comme pour l'alphabdftl, 2}, il est possible déorcer les coupgour un alphabefa < b}

fixé.
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Définition 6.1.13 Soit l'alphabetA = {a < b} etz € A*. Alors
0a (@) = AL (@) - B,

ol 3 est la lettre complémentaire de la derniére lettré\dé (x) eta, 3 € A. La fonctiong !

est définie de fagon analogueamais utilises—! plutot queA !,

Exemple 6.1.14Dans I'exemple précédent, si 'on appligie!, on obtient

8% (w) = 33333555553333355533355533333555553333355533355533355533333
55555333335555533333555333555333555333335555533333555

5! (w) = 555333555333335555533333555

62 (w) = 333555

83 (w) = 3.

Les opérateur®, D, et D,. se généralisent aussi a des alphabets a deux lettres coémordent

les trois définitions suivantes.

Définition 6.1.15 Pour un alphabefa < b}, on définit 'opérateu) comme

(- SiA(w) <bouw = ¢,
A(w) SiA(w) =bzboulA(w) =b,
Dw) =14 bxr  siA(w) = bzu,
xb SiA(w) =
x SiA(w) =

ou u etwv sont des blocs de longuesr b. Appliquer I'opérateurD correspond a éliminer de

A(w) les blocs préfixes ou suffixes de longueur plus petite quétte imaximale, s’ils existent.

Définition 6.1.16 Un mot finiw est appeléin facteur lisses'il existe k tel que D*(w) = ¢ et
Vi <k, Di(w) € A*.
Définition 6.1.17 La dérivée a droiteest définie par la fonctio®, : A* — N* telle que

€ SiA(w) <bouw =¢,
Dp(w) =9 A(w) siA(w)=xb

x si A(w) = zu,
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ouw est un bloc de longueut b.

Définition 6.1.18 La dérivée a gauchest définie par la fonctio®, : A* — N* telle que
€ SiA(w) <bouw =¢,
Dy(w) = ¢ A(w) siA(w) = bz,
x si A(w) = ux,

oUw est un bloc de longueut b.

Définition 6.1.19 Un motw estlisse a droite(resp.lisse a gauchesur I'alphabetA s'il existe
k tel queDF (w) = ¢ (resp.Df (w) = €) et pour toutj < k, Di(w) € A* (resp.Di(w) € A¥).
Un mot lisse a droite est alors appelé pnéfixe lisseet un mot lisse a gauche est appelé un

suffixe lisse

Exemple 6.1.20Soitw = 223223322333222. En appliquant successivement les opératéyrs

et D, sur le motw, on obtient

DY (w) = 223223322333222 DY (w) = 223223322333222
D}(w) = 2122233 D} (w) = 122233

D?(w) = 113 D2 (w) = 32

D3 (w) =2 D}(w) = 1.

Des les premieres dérivées, il est clair que le matest ni lisse a droite, ni lisse a gauche sur

I'alphabet{2, 3}, mais qu'il 'est sur I'alphabef1, 2, 3}.

Exemple 6.1.21Soitv = 333444333444433334444333444333. On obtient
DY (v) = 333444333444433334444333444333 D?(v) = 333444333444433334444333444333

D}(v) = 33344433 D} (v) = 33444333

D?(v) =33 D2(v) = 33.
Le motwv est donc un préfixe lisse et un suffixe lisse sur I'alphgBet }.

Définition 6.1.22 Le mot lisse infini minimalresp.maxima) sur l'alphabet{a < b}, noté

myqpy (resp.My, 1) estle plus petit (resp. grand) mot lisse infini selon I'ertéxicographique.

L'algorithme 5.5.4 du Chapitre V qui calcule le mot minimal généralise pour différents al-

phabets de la fagcon suivante.
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Algorithme 6.1.23
DEBUT lisseMinimalGeneral
Entrée: A = {a,b}, longueurMax ;

0: Mg p} = G,

1: Boucle

2: SiestLisse(myqp) - @) alors my, py = myqpy - a;
3: Sinonmygpy = myapy 3

4: Finsi;

5: SORTIR QUAND longueurfn, ;1)=longueurMax ;

6 : Fin boucle;

FIN lisseMinimalGeneral

Dans cet algorithme, la conditiastLisseest vérifiée avec I'opérateup,.. Notons que I'Algo-
rithme 6.1.23 ne dépend pas de la parité des lettres de dlaithPour différents alphabets et

pour longueurMax= 47, on obtient les mots

myy,23[0,46] = 11211221211212211211212212112212211211212211211,
My 21[0,46] = 21211221211212211211212212112212211211212211211,
myy,33[0,46] = 11131113131113111313111313111311131311131113131,
My 33[0,46] = 33313331313331333131333131333133313133313331313,
my2.43[0, 46] = 22224444222244442244224422224444222244442244224,
mys 5[0, 46] = 33333555553333355533355533333555553333355533355,
myo 53[0, 46] = 22233322233223322233322233223332223322333222333,

mys43[0,46] = 33334444333344433344433334444333344433344433334.

Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, le calcul d’un prefixe degleeurn demy,;, avec 'Algo-
rithme 6.1.23 nécessit8(n? log(n)) opérations. Afin de réduire le nombre d’applications de
I'opérateurD,., il serait pertinent d’ajouter plus d’'une lettre a chaquepét comme au Chapitre

V, en utilisant les graphes de De Bruijn réduits. Toutefo@ s ne nous y attardons pas, puis-
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gu'il existe des algorithmes beaucoup plus efficaces paualfghabets de méme parité, comme

nous le montrons dans les sections suivantes.

6.2 Mot de Fibonacci et mot lisse minimal sur I'alphabet{1, 3}

Dans cette section, nous étudions les mots lisses extrémawalphabet{1,3}. Nous mon-
trons que ces mots ont une structure plus réguliére que leslisges extrémaux sur I'alphabet
{1,2}. De plus, nous montrons que les mots lisses extrémaux $pindlaet{1, 3} sont éton-

namment reliés au mot de Fibonacci.

Pour débuter, rappelons que le mot infini de Fibon&cest défini comme

F = lim 3:'n ou 3:'0:2, 3'1:1, et VTLZQ, St'n: n_lffn_g.

n—~0o0

Dans (Berthé, Brlek et Choquette, 2005), les auteurs mundgreeF n’est pas lisse sur I'alpha-
betA = {1,2}, mais I'est sur I'alphabetl = {1,2,3}. Le pavage lisse décrivafitest

A%(F) = 121121211211212112121121121211211212112121121121211212112112121121121 - - -
AY(F) = 112111212111211121211121211121112121112111212111212111211121211121211 - - -
A%(F) = 213111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -
A*(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
A*(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -
AP(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
A%(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -
AT(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
A¥(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -
A®(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 - - -
A'Y™(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 - - -

Proposition 6.2.1 (Berthé, Brlek et Choquette, 2005) S&ijtle mot de Fibonacci. Alors
O(F) = 112(13)~.

Proposition 6.2.2 (Berthé, Brlek et Choquette, 2005) S&ite mot de Fibonacci. Alors
) 33,31313 ne sont pas facteurs d&*(F), pourk > 0;
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i) FetA(F) e {1,2)¢:
i) A2(F) = 2u, oliu € {1,3)%
iv) AF(F) € {1,3}* pourk > 3.

En utilisant I'Algorithme 6.1.23 décrit dans la section gdente, on obtient les premiéres

lettres du mot lisse infini minimal sur I'alphabédt= {1, 3}, soit
myy3p = 11131113131113111313111313111311131311131113131113131113 - - -
Ce mot coincide aved® (7). En effet, on a le Théoréme 6.2.3.

Théoréme 6.2.3my; 3, = A%(F), ol est le mot de Fibonacci.

Afin de prouver ce théoréme, certains lemmes sont requis.

Lemme 6.2.4 SoitF,,, le n-ieme mot de Fibonacci. Alors pour> 3, F,, admet les factorisa-
tions

) Fn =T [0 Fi,pourl <k <n;

i) F, = <Hf:‘01 S"n_%_l) F,,_ok, pOUrl < k < n/2, k un entier.

Preuve Rappelons que par définitioft,, = F,,_1F,,_o.
i) Pourn = 3 etk = 1,o0n aJF; = F1FF,. Sik = 2, on aFs = F,F;. Supposons que
la factorisation existe pour toyt < n — 1. Alors, par définition,¥,, = F, 15, 2 =

(Fr—2Fn—3)F,—2. Par hypothése de récurrence, on a

n—4 n—2
Fn =T ( I1 32-) Fo-sTn2=% [] %

i=k—1 i=k—1
i) Pourn = 3 etk = 1, on aF; = FF,. Supposons que la factorisation existe pour tout

j<n-—1.Alors,F, =F,_1F,_o = F,_1F,_3F,_4 et par hypothése de récurrence,

k-1 k—1
Fn=Fn-1Fn-3Fn—a=F1Fn_3 (H Stn—4—2i—1> Fna—or = (H 9n—2i—1> Fn—2(k+2);
i=0 i=0

avec2k < n — 4, donc2(k + 2) < n. m
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Lemme 6.2.5 Les mots finis de Fibonac#i, satisfont, poum > 2, les conditions

= Ag(ﬁan <27
A3(Fgp_1 -

) A%(Fgnyr-171) - A%(2

i) A3(Fp,-271) =

Fop—1-171);
171 - A3(1- o, 9 -2710).

Preuve Par un calcul direct, on a
A3(F517Y) = A%(1211212) = A?(112111) = AY(213) = 111,
A3(1F.27Y) = A3(11211) = A%(212) = Al(111) = 3,
A3(F,27Y = A3(1211) = A%(112) = AL(21) = 11,
A3(2F317Y) = A3(212) = A%(111) = A'(3) =1
A3(F317h) = A3(12) = A%(11) = A'(2) =1,
A3(1F,27Y) = A1) =A%22)=AY1) =1

Les deux conditions sont bien vérifiées paue 2.

Larécurrencef,, = F,,_1 - F,,_o implique que

?n'a_lz

w1 Fno-a = (Fpor b (b Fpg-ah),

oua,b € {1,2}. Il suffit alors de montrer que les conditions demme du collagsont satis-

faites dans les deux cas.

i) Vérifions que la derniére lettre d&(Fy,, -2~

1y differe de la premiére dA‘(2

Fop—1-171),

pour0 < i < 3. Du Lemme 6.2.4 ii), on sait que pour tout> 3, Fo, a le suffixeFs.

De plus, pourn > 3, on sait par le Lemme 6.2.4 i) quB,, a Fs pour préfixe. Comme

Fe = 1211212112112, le motF,,,-2~ ! ale suffixes = 121121211211 etle mot2-Fy,,_; -1~}

a le préfixep = 21211212. En appliquant les opérateur¥ et D, généralisés sur I'alphabet

{1,2,3}, as etp respectivement, on obtient

D(s) = 121121211211
Dyl(s) = 12111212
Dg?(s) = 13111

Dg(s) =13

D,%(p) = 21211212
D,(p) = 111211
D;?(p) = 31
D,%(p) = 1.
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Ainsi, les conditions dlLemme du collageont satisfaites.
i) De fagon semblable, on obtient que pour taut> 4, le motJ,,_; - 1~! a le suffixes =
12112121121121211212 et le motl - Fo,_o - 27 a le préfixep = 1121121211211. En

appliquant encore les opérateuds et D,. surs et p respectivement, on obtient le résultait.

Lemme 6.2.6 (Berthé, Brlek et Choquette, 2008)(2F) = A3(F).

Preuve (du Théoréme 6.2.3) Procédons par récurrence pour monteepaur toutn > 2,

A3(Fy,_1171) est minimal. Vérifions poun = 2 :
A3(F5-171) = A3(12) = A%(11) = A(2) =1
est bien minimal. Vérifions un cas de base mains trivial, migoourn = 4.

F,-171 = 121121211211212112121 - 171 = 12112121121121211212,
A(F7-17h = 1121112121112111,
A*(F,-17Y = 213111313,
A3(F,-17Y = 1113111

Supposons maintenant g€ (Fo,_; - 171) est minimal pour toug < k < n. Par le Lemme

6.2.5,
A (Foppny-1 - 171) = A% (Fongr - 171) = A3 (Fpy - 271) - A3(2- Foppey - 171).

Par hypothése de récurrend®’ (5, - 2~1) est minimal. Il suffit de montrer qua3(2- Fa,,_1 -
1—1) est minimal, comme la concaténation de deux mots minimatusegsinement minimale.
Par le Lemme 6.2.6, comm&?(F5, 1 - 171) est minimal, alorsA3(2 - F,, 1 - 171) est aussi

minimal. Pour conclure, il suffit de prendre la limite

lim A3(Fy,_1-171) = A3(F).

n—oo

Cette derniére existe, comrfig_; est préfixe dé&F,,. m

PuisqueA3(F) = myy 3y, I€s propriétés suivantes decoulent directement de (BeBtek et

Choquette, 2005).
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Corollaire 6.2.7 Les mots lisses infinis extrémaux sur l'alphabet= {1,3} satisfont aux

conditions suivantes

) AF(myay) = A2 (my gy), VE>0;

i) ©(my3y) = (13)° et®(My 53) = 3(31)%;

iii) myy 3y ne contient pas les facteuss et31313 et My, 3, ne contient pas les facteurs com-
plémentaired 1 et 13131 ;

ivV) posonsmg; 3 = 1lu, alors A(my; 3)) = 3u.

Proposition 6.2.8 Le transducteur illustré a la Figure 6.1 calcule le mot ligaéini minimal

my 3 en temps linéaire.
Preuve Découle de la la propriété iv) du Corollaire 6.2.7. [

Rappelons qu’un transducteur est un automate fini a une l&n#rix pointeurs : un pour lire
et 'autre pour écrire. Les transitions de I'automate étdes de la forme/3 signifient qu'on

lit «, qu'on écrit3, puis qu’on se déplace a I'état suivant.

’I} €/11 @ 11/1

Figure 6.1 Transducteur engendrant le mot lisse minimal sur I'alph&bg3 }.

Le Tableau 6.1 décrit comment le mat; 3, est construit en utilisant le transducteur.

La fait que le mot de Fibonacci et le mot lisse infini minimat Balphabet{1, 3} soient dans
la méme orbite sous I'opératerk est surprenant et souléve d'intéressantes questiongeEst-
que les propriétés du mot minimal sir, 3} se généralisent & tout alphabet impair ? La section

suivante répond a cette question.

6.3 Mots lisses extrémaux sur un alphabet a deux lettres imjas

Dans cette section, nous considérons un alphabet a dexeslétt= {a < b}, aveca etb des

entiers positifs impairs. Introduisons d’abord un lemnme @itile pour la suite.
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Lu | Ecrit | Préfixe demg 3

€ 11 11

1 |1 111

1 3 1113
3 111 | 1113111
1 3 11131113

1 1 111311131
1 3 1113111313
3 111 | 1113111313111

1 3 1131113131113

Tableau 6.1Construction du mot lisse minimal a I'aide d'un transducteu

Lemme 6.3.1 Pour toutu € AT, ®~!(u) est un palindrome de longueur impaire.

Preuve Soitw = ®~!(u). Procédons par récurrence sur la longueun.dgin = Ig(u) = 1,
alorsw = g € A, qui est un palindrome. Si = 2, alorsu = af3, aveca, 5 € {a,b}. Ainsi,
®~(u) = w = o est un palindrome de longuedr Commeu etb sont impaires, il en découle
guew a une longueur impaire. Supposons maintenant que I'énmicéae pour tout tel que
lg(u) < k. Posons:’ € A¥. Doncw = ®~!(u/) est un palindrome de longueur impaire. Posons

lg(w) = 2j + 1. On peut donc écrire) = v’ - w[j] - w', w’ € A* et alors,

AN w) = AL (W - wlj] - w),
poura € A. Il y a deux cas a considérer : silg’) est impair,

AN w) = AL ) - AT wl]) - AN () = AL W) - AT (w]]) - ALt (),

« e} o

et silg(w’) est paire,

Rappelons que dans les équations précédentes, on a dilisénme 5.1.17. Commwéy, 5 €

A, etAZ1(B) = of est de longueur impaire, alors; ! (w) est de longueur impaire. "
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Le Théoreme 6.3.2 montre que les mots lisses extrémaux salpbabet impair a une structure

beaucoup plus simple que ceux sur I'alphapet2} et que le Corollaire 6.2.7 ii) se généralise.
Théoreme 6.3.2®(m, ) = (ab)“.

Preuve Procédons par récurrence sur la longueur des préfixes -ded(my, ;). Remar-
quons d'abord queng, ;, commence par la lettre minimade On peut facilement vérifier que
d~Y(ab) = a® < a% - w = ®"(aaz), pour toutr € ¥, w € X*. Supposons maintenant que
®~1((ab)*) est minimal pour touk < n. Par le Lemme 6.3.1, toutes les lignes du pavage (voir
Figure a)) obtenu pad—!((ab)") sont de longueur impaire. Dorz~!((ab)") commence et

termine par la méme lettre, soit la lettre

( covrereaeen a
EEEERERRREEE b
2n{ ' 2n
G ovovnnn a
b
Figure a) Figure b)

Soitz, la(2n + 1)-ieme lettre deb(my, 31 ). Quez = a oux = b, la2n-iéme ligne commence
par au moing: occurrences de la lettéie Commea, b sont impairs, par le Lemme 6.3.1, toutes
les lignes commencent et terminent par la méme lettre, emaltt. La Figure b) illustre cette
propriété. Les indices dans la figure comptent le hombre tiieede Par exempléy - - - b, 1
signifie gu’il y aa occurrences de la lettée

Siz = q, anrsAb‘l(a) = b et la2n-ieme ligne a le préfixé“xz = b%a. Six = b, alors
Ab‘l(b) = b*p*~® et la2n-iéme ligne commence patz = b%b. Dans les deux cas, cela signifie

gue la2n-ieme ligne commence péafx (voir Figure c)).
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2n — 2

Figure c) Figure d)

Par le Lemme du collage, on® !((ab)"z) = & !((ab)"a) - ®~1((ba)"1bx)s, pour un
s € ¥*. On déduit alors que la lettre doit étre celle qui ren@~*((ba)"~1bz) minimal. Dans
la Figure d), on consider@ ! ((ba)"~'bz). Pour que ce mot soit minimab ! ((ab)"~'z) doit
étre minimal. Par I'hypothése de récurrence, on a dorca. Il en découle que sp~((ab)")

est minimal, alorsp~!((ab)"a) I'est aussi.

2n

Figure e) Figure 1)

La Figure e) montre que la prochaine lettre, disgnest celle qui rend~!((ba)"7) minimal.
La Figure f) considére ce mot et illustre le fait quedoit étre tel qued—!((ab)"lay) est

minimal. Par I'hypothése de récurrence, on obtigst b et on conclut. [
Corollaire 6.3.3 ®(My,y) = b(ba)®.

Preuve On obtient directemeri pour le mot lisse maximal en utilisant I'égalife(my, ;) =

A(M{a,b})- |

Le Théoréme 6.3.2 et le Corollaire 6.3.3 montrent bien geeplepriétés de périodicité de
®(myy3y) se généralisent a tout alphabet impair. Cette périodi€it® (e, ;) ) nous donne un
algorithme linéaire qui construit le mot minimal et donaylet lisse maximal pour les alphabets

impairs.
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Corollaire 6.3.4 Soita € A = {a,b}. Le transducteur de la Figure 6.2 engendrg,, ;.

a—1

a/(b4a®) "2

bll
a—1

e/a’ o/ (t'a") 7

] a

a—1 4

a/(a’’) = a

Figure 6.2 Transducteur engendranty, ;, pour un alphabet impair.

En échangeant les lettreset b dans le transducteur précédent, on obtient directemerarie-t

ducteur pour le mot lisse maximal.

Le Corollaire 6.2.7 iii) implique qué’(my; 33) n'est pas fermé par complémentation. La struc-
ture palindromique des mots lisses (voir Lemme 6.3.1) neasipt toutefois d’établir le résultat

suivant.

Proposition 6.3.5 Pour tout mot lisse infiniv, 'ensembleF'(w) est fermé sous I'image miroir

etw est récurrent.

Preuve Soit f un facteur fini dew. Alorsw = ufv pouru, f € A* etv € A“. Comme tout
mot lissew a, par le Lemme 6.3.1, des préfixes palindromiques arl@trant longs, il existe
un préfixe palindromique de w commencant pat.f, et ainsi, contenan/ﬁ\f et on obtient la
fermeture sous I'image miroir. Pour la propriété de réaures une étape supplémentaire est
nécessaire. Commecontient f etf, tout préfixe palindromique plus longcontient nécessai-
rement deux occurrences gﬂeetf. Remarquons qug est alors préfixe et suffixe de Donc f

apparait au moins deux fois dapd.a Figure 6.3 illustre cette preuve. [

6.3.1 Factorisations de Lyndon

Dans cette section, nous montrons que la Conjecture 5.8.5@ généralise pas pour les mots

lisses sur un alphabet # {1,2}. Avant de le prouver, débutons par un résultat négatif.
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Figure 6.3 Schéma de la preuve de la Proposition 6.3.5.

Lemme 6.3.6 Sia # 1, alorsmy, 3y ¢ Loo-

Preuve En calculantb—!((ab)?), on obtient le pavage fini
(@) 3 (6a®) 3 57 (") "5 o
(b%a®) T b°

ab

b.
Par la Proposition 5.2.22, on sait g ((ab)?) est préfixe den, . Le mot lisse minimal
admet donc un suffixe de la fornaéb?as’, avecs’ € A«. Commea’tas’ < a’b’s, my,py ¢

Loso. [

Exemple 6.3.7Le mot my3 sy = 3333355555333335553335553333359555 - - - @ le suffixe
s = 33333555333 - - - qui est plus petit que lui, alons. 3 5, ¢ Loo.

Dans le Lemme 6.3.6, on suppose que- 1 afin de s’assurer que le mot commence @&f
(sinon“%1 = 0). Sia = 1, la situation est bien différente et on va montrer qug ;, € L.
Avant d’en faire la preuve, quelques résultats au sujet difixps lisses sont préalables. Dans

ce qui suit, pouk > 1, on pose
wor = TH((10)F) et wappr = B (b(10)N). (6.1)

Proposition 6.3.8 SoitA = {1,b}. Alors les conditions suivantes sont vérifiées.
i) wy, = (Wp—2 - wn_g)b%1 - wp_9, POUr toutn > 4.
i) wopwor_1, wopwort1 € L, pour toutk > 1.

III) Wop_oWok_1 > Wak €t wop Q Pl’ef(’wgk_g'wgk_l), pour toutk > 2.
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Preuve Procédons par récurrence. i) Par un calcul direct, on dbtign= b, wy = 1°,

wy = (bl)%b etwy = (1bb)b7711b. Commew, = (1b . b)biTl S1b = (w2 . 'wl)biTl - w2,

I'énoncé est vrai pour = 4. Supposons maintenant qug, = (wm_gwm_g)b%lwm_% pour
toutm < n. Alors, comme la fonctiom\ ! est distributive et puisqu’en vertu du Lemme 6.3.1

lesw; sont des palindromes de longueur impaire, on a

Wnp+1 = A;l(wn)

aveca = b Sin pair,a = 1 sinon.

ii) Par (6.1), on a quevsw; = 1%, wows = 1°(b1)"z b € L. Donc I'énoncé est vrai pour

k = 1. Supposons maintenant queywag_1, warwor+1 € L pour toutk < n.

b—1

1. Par i), wopowant1 = (Wapwon—1)"2 - wa,wan+1. EN utilisant I'’hypothése de récurrence,
b—1 N
WopWon—1, WopWop+1 € L, dONCwaptowon+1 = u 2 v, OUu, v € L avecu € Prefv)

implique queu < v. On conclut en utilisant le Corollaire 6.1.3.

. b—1 - .
2. Par i),wap4owon+3 = Want2Want1 - (Wopwan+1) 2 . En utilisant respectivement 1. et I'hy-
pothése de récurrence, on déduit qug . owop+1, Wopwant1 € L. AlOrS, wop, owont13 =
b—1

w2 ,00u,v € L, v € Suff(u) implique queu < v. On conclut & nouveau en utilisant le

Corollaire 6.1.3.

b—

iii) Pour k = 2, wows = 1°(b1)"2 b = 1%1bs etw, = (1°b)z 1° = 1%b11¢/, s,5' € A*.
Ainsi, le lemme est vérifié pouk = 2. Supposons maintenant que I'énoncé est vrai pour tout

k < n. Alors par i),
b—1
W Won41 = WapWap—1(Wap—2Wap—1) 2
et
b1
Won+2 = wzn(w2n—1w2n) 2.

Par hypothése de récurrenee,, swon_1 > woy,. n
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Exemple 6.3.9So0it A = {1,5}. Alors ®(my;5) = (15)“ etw; = 5, wp = 11111, w3 =
51515. La Proposition 6.3.8 i) indique que

Wy = (UJQ’(Ul)%’UJQ = WW1wWawWi1Ww9 = 11111511111511111.
Remarquons quesw; = 111115 € L etwowsg = 1111151515 € L.

Proposition 6.3.10 Soit A = {1,b} et soitL,, la factorisation de Lyndon de,,. Alors pour

n >4,

@’wn_g’wn_g - Ln_o, Sin estpair

2
@wn_gwn_Q . sin estimpair

Preuve (Par récurrence sur) Onaw, = b, wy = 1%, wy = (b1)"Tb, wy = (1%)" 7 1%,

((bl) blb) (bl) 2 b et les factorisations de Lyndon de ces mots sont respectivem

c-

- Qo

=1

Li=b, Ly= @1 Lg—b

I @”‘

et
b—1
2
L5_b@ W) (1*en=s).
=1
b1 b1
2
CommeL, = @wgwl -LyetLs = Ls- @w2w3 , la formule pourL,, est vérifiée
=1 i=1
pourn = 4,5.

Supposons maintenant qu’elle soit vraie pour tau n.

i) si n est pair : par la Proposition 6.3.8),, = (wn_gwn_g)b%wn_g ; par la Proposition 6.3.8
i), wy_ow,_3 € L avecw,_s comme préfixe propre. Il en découle qug_s > w,,_sw,_s.

ii) si n est impair : par la Proposition 6.3.8 &y, = wy—2(wy,_3w,— 2) N ; par la Propo-
sition 6.3.8 ii), w,_sw,_3 € L. Commew,_5 est suffixe du mot de Lyndow,,_3zw,,_o,

on aw,_s > wn_3w,_o. Pour terminer, il suffit de montrer que le dernier facteurlge o
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est plus petit quev,,_3w,_o. Par hypothése de récurrence, le dernier facteuk,de est le
mot de Lyndonw,,_sw,_4. Par la Proposition 6.3.8 iii), on sait que, sw,_4 > w,_3 et

Wnp—3 §é Pref(wn_5wn_4). u

On peut maintenant énoncer notre résultat concernant tierigation de Lyndon du mot lisse

minimal de la formen; ;.

Théoréme 6.3.11SoitA = {1,b}. Alors
) mpy € Loos

i) la factorisation de Lyndon d& (my; 3;) est une suite infinie de mots de Lyndon finis.

Preuve Il suffit de prendre la limitex — oo des énoncés de la Proposition 6.3.10. [

6.3.2 Fréquences des lettres

Dans cette sous-section, nous donnons une formule pouédmednce des lettres dans les
mots lisses extrémaux sur l'alphabét= {1,b}. Remarquons que pour un alphabet impair

A = {a, b} avec una quelconque, nous ne connaissons toujours pas la fréquendetties de
M {a,b}-

Théoréme 6.3.12SoitA = {1, b}. Alors la fréquence de la lettiedansm 4 est

1
V2h—1+1

Preuve Par les Propositions 5.2.22 et 6.3.8u), est un prefixe deny; ;3 pour toutn > 1

fo(ma) = (6.2)

et on a la définition récursive suivante pouy, ;) :

b—1
wy = b; wy =1% wy = (b1) 2 b;
b—1
wp = (Wg—2Wk-3) 2 Wg_2;
mipy = nh_)ngo Wop,.

En posantf,, = |w,|, €tg, = |w,|1, la définition récursive de,, nous donne une récurrence

pour f,, etg,. Ainsi,

b— b+1

b—
fn: Tl(fn—2+fn—3)+fn—2: Tfn—2+Tlfn—3> (63)
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avec les conditions initialef = 1, fo = 0, f3 = L et

b+1 b—1

G = So—Gn-2 + —5— - (6.4)

avec les conditions initialeg, = 0, go = betgs = b;—l Afin de compléter la preuve, il suffit

de résoudre les récurrences.

Le polyndme caractéristique associé a la récurrgihaonnée en (6.3) est

qui se réécrit comme

(z41) <z—1+2£> G-%m) ~0.

Sib # 5: Comme les racines du polyndmes sertt, 1120=1 et I=v20=1 'j| en découle que

fo = c1(=1)"+ o (=LY 3 (V221 aveces, o, ¢3 € R. En utilisant les conditions

initiales, on trouve

2 b+ 2b— 1 b2+ 1
b5 T -

Vo 11 +b+2v 1) C T VR _10b-5)

On a donc une formule close pofy.

Ccl =

En procédant de la méme fagon avec la récurrence (6.4), ovetque poub # 5,

1+~/2b—1>"+c, (1—\/21)—1>"
i e A [ e

g = A1) + &) (

2 2
avec
g bl WA T2
Yob=5 T - 1(14+b+2V20— 1)
et

26— 14+ 20— 1(b—2)
V2b—1(b—5)

/
C3 =

La fréquence dé est donc donnée par

lim fon = !
n—»oof2n—|—g2n \/2b—1+1
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Sib =5 : Les racines du polynbmg, sont—1, —1 et2 et alors,f,, = ¢c1(—1)" 4+ con(—1)" +

c3(2)". Les racines de,, sont les mémes. Finalement, en utilisant les conditior&ies, on

— f2n 1 .
trouvec; = 2, o = =2, 3 = 2, d = L dy=1letcy = AIors lim ———— = —, qui
9 3 9 3 n—oo f2n + 92n 4

6.4 Mots lisses extrémaux sur un alphabet a deux lettres pas

Dans cette section, nous supposons gue {a < b} est un alphabet contenant deux entiers

pairs.

Lemme 6.4.1Siw € A" est lisse, alors pour tout € A, Ig(A ! (w)) est paire.

Preuve Posons Igw) = n > 1. En appliquantA ;! aw, on obtient

AN (w) = A (w(0Jw[1] -+ wln —1])

«

— A (w0 A (1) - AF (wln — 1))

O]—w ﬁw n—1]

|
—

n
ol 8 = a sin estimpair et3 = @ sin est pair. Comme I\ (w)) = Y wli], on conclut. m

7

Il
=)

Le théoréme suivant montre que tout comme pour les alphabptsrs, les mots lisses extré-

mauxw sur un alphabet pair sont caractérisés par la périodicit®(dg.

Théoréme 6-4-2<I>(M{a,b}) =¥,

Preuve Procedons par récurrence sur la longueur des préfixes de® (M, ;). Le mot
M,y commence nécessairement par le prétikest donc, ®(M,y)[0] = b. Supposons
maintenant queb—!(b*) est maximal, pour tout < n. Posonsu = bz etv = Ab‘l(x).
Si ®(Myap1)[n] = z, alorsv = A;(z) = b® et conséquemmentz] = z. Par le Lemme
6.4.1, chaque préfixe est de longueur paire et alors, il terpar la lettre:. Maintenant, en uti-
lisant le Lemme du collage (Lemme 5.2.9), |a lettreoit étre celle qui rend le ma ! ("~ ')

maximal. Par hypothése de récurrence, on conclutgseb. [

On a la situation suivante :



155

De I'egalit€ A(my,y) = A(My,)) découle le corollaire suivant.
Corollaire 6.4.3 ®(my, ) = ab®.

Ainsi, My, 5y = A(myqpy)- De plus, commeb (M, ;) = b, My, correspond au mot de
Kolakoski géneralisés, .. Cette derniére propriété nous donne directement un tigoei li-
néaire qui engendre les préfixes du mot lisse minimal pourlpimabet pair et donc, du mot
maximal en échangeant les lettres de 'alphabet. Cet #hgoei est représenté par le transduc-

teur de la Figure 6.4, ot € {a,b}.

aba

m b aa/a

Figure 6.4 Transducteur engendramnit,, ;, pour un alphabet pair.

Proposition 6.4.4 La fréquence des lettres dans les mots lisses extrémaux sipliabet pair

estl/2.

Preuve Comme ce transducteur a deux cycles (un pour chaque lettee)la méme état
initial, tout chemin infini non périodique va dans ces deusiey. Comme un nombre égal de

et deb sont écrits dans chaque cycle, la fréquence de chacunettles Bt%. [

Ce résultat est fort surprenant puisque la frequence dessetes mots de Kolakosk ; o) et
K 2,1y sont toujours inconnues. En effet, la meilleure borne ceres0.50084 et a été démon-
trée par Chvatal (Chvatal, 1994), qui a construit un alporé pour approximer la fréquence

des lettres du mot de Kolakoski. Tout récemment, dans (§kgir2006), I'auteur a mis en doute
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cette conjecture en calculant les fréquences des lettresotide Kolakoski de longueur 100 a
300 millions. La courbe gu'il obtient ne semble pas convexges1/2. Par la suite, on trouve
dans (Monteil, Thomasse et Tisserand, 2007) le calcul degiémces pour des longueurs de
100 milliards. Pour une telle longueur, une situation sairdl a celle soulevée par Steinsky est

observée.

Un lemme analogue au Lemme 6.3.1 exhibant la structuredralimque des préfixes des mots
lisses sur un alphabet impair, montre que dans le cas d'Unalaédp pair, les préfixes des mots

lisses sont des répétitions.

ulk]

Lemme 6.4.5 Pour toutu € A= lisse, il existep € A%™ tel qued ! (u) =p = .

Preuve Soitw = ®!(u). Procédons par récurrence sur la longueund8i Ig(u) = 2,
alorsu = af, o, € Aetw = of = (aa)g, ainsip = aa. Supposons maintenant que
I'énoncé est vrai pour tout tel que Iu) < k. Soitv € A* tel que Idv) = k + 1. Alors

d(v) = A;[(lﬂ(@‘l(v[l, k])) et par hypothése de récurrence, poupute longueur paire,

ulk] .
(p)) 2z . On conclut en appliquant le Lemme

qui peut se réécrire comme~!(v) = (A}

6.4.1. n

Cette propriété peut étre utilisée pour montrer que les tigsss extrémaux sont récurrents,
en adaptant la preuve donnée dans le cas des alphabetsHvafest, pour ces alphabets, la
propriété de récurrence est vraie pour tout mot lisse, amtlles mots de Kolakoskk , ;) et

K(b,(l) .

Théoreme 6.4.6Les mots lisses sont récurrents.

Preuve Soitu € A et posonsy = ®~!(u). Soientf € F(w) etn tel quep = &~ (u[0,n —
1]) contientf comme facteur. Posors= ®~*(u[0, (n + 1)]), a = u[n] et = u[n + 1]. Par
définition,

AMg) = A, (8) = At y(aa) .
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ou A;ﬁl_l](aoz) termine par la lettreu[n — 1] et z € A*. Soit ¢’ le préfixe deq tel que
A"l(¢") = aa. Alors w = ¢'w’ pour un motw’ et en utilisant le lemme du collage, on a
que pour touk tel qued < k < n,

A¥(w) = AM(g) - AF ().

Par le Lemme 6.4.1, sh*(¢') commence pau[k — 1], alors il termine pam[k — 1]. Il en
découle queN*(w') commence pat[k — 1] et par conséquenty’ contient nécessairement une

autre occurrence de donc def. [

Proposition 6.4.7 F(my, ;) et F'(My, ;) ne sont pas fermés sous 'image miroir, ni sous la

complémentation.

Preuve Considérons le préfixp = (b°a’)"/? de M, et supposons que son image mi-
roir p = (ab*)¥/2 € F(M,4). Alors, A(p) = b serait un facteur de\(My, ;) codantp
dansM, . Par le Lemme 6.4.1, tout facteuf, a®, b®, b® dansA(My,y) code un facteur
de My, ;; commencant pab et terminant par. Contradiction. Pour la non fermeture sous la

complémentation, il suffit d'observer que pour ce préfixen ap = p. [

6.4.1 Factorisation de Lyndon

Nous allons maintenant montrer que le mot lisse minimal sualphabet pair est un mot de

Lyndon infini. D'abord, quelques lemmes sont préalables.

Lemme 6.4.8 Soitw,, = ~1(b"). Alors, pourn > 3, w, = (v} *0%/?)%/2, avecv, < vy,
vo ¢ Preflvy) etlg(v1), Ig(v2) paires.
Preuve Procédons par récurrence surOn peut facilement calculer

w =b, wy=0b etdonc, ws= (’a’)"? = ((bb)"/?(aa)"/?)">.

Commeaa < bb, aa ¢ Pref(bb), lg(aa) et Ig(bb) sont paires, la propriété est vérifiée pour

n = 3. Supposons maintenant que I'énoncé est vrai pourgut < n. Alors

w1 = A5 Hwa) = A5 (0} oy ?)Y2) = (A5 (00))Y (5 (02)) 22,
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avec IgA; ' (v1)) etlg(A, ' (v2)) paires, par le Lemme 6.4.1. Par la Proposition 5.2:22st
préfixe deAb_l(’Ug) etwv; est préfixe deﬁb‘l(vl). Commeu, < v7 €twy N'est pas préfixe dey,
Ay Hvg) < Ay (1) et A (va) ¢ Pref(A; (vr)). L]

Notation 6.4.9 Soitw, = (v}/*v}/?)?/2. Alors, Vn > 3, w, désigne le motv{/*v5/?)%/2,

Lemme 6.4.10 Soitw,, = ®~1(b"). Pourn > 4,
I) Wnp = (wn—lwn—l)b/2 ;
i) wp—1 < Wp—1, wy—1 ¢ Prefw,_1) etlg(w,_1), lIg(w,—1) sont paires ;
b/ b/2
g

_ < 2
i) @y, up € L, 00w, =u," etw, =u

Preuve Procédons par récurrence surPar calcul direct, on obtient
wy=b, wy=10" ws= (bbab)b/2 et wy= ((bbab)b/2(b“a“)b/2)b/2.

Commeuw; = (b°a®)?/? = (b*a®)*/?, on a bienw, = (ws - w3)¥/2. Ainsi, i) est vérifié pour
n = 4. Commews = (b%a®)%? < (b%a®)’/? = w3, w3 ¢ Prefws), Ig(ws) = b* etlg(ws) =
ab, ii) est aussi vérifiée. Finalement, = (u1)"?, oiuy = (b°a®)2(b%a)Y/?, wy = (ug2)"/?,

uy = (b°ab)?(b%a®)? etur, uz € L. Supposons maintenant que les trois énoncés sont vrais

pour toutd < k < n.

) wop1 = Ay Hwn) = Ay (wp—1w,—1)%?). Par hypothése de récurrence(ug_) et

Ig(w,—1) sont paires. On a donc
Wntt = Ay (wn1wn—1)"?) = [Ay (wp—1) Ay (wn—1)]"/%.
Posonsu, 1 = (vy 20}/ *)?/2. Alors, w1 = (v *v§/*)?/2,
wn = Ay (wn-1) = (A, (03)"7(A; (04) )7

et
Ay (wno1) = (A5 (03)) 2 (A5 ()] = wy,

Ainsi, wy1 = (wn%)bﬂ.
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ii) Par le Lemme 6.4.8 et par i, = (v} *0/%)t/2 etw, = (v}/*05/%)/? avect”? = w,_,
etvS/2 = wy,—1. Par hypothése de récurreneg,_; < w,_1 etw,_; ¢ Prefw,_;). Comme

vg ¢ Preflvy) etve < vy, 0na
Wy = v?/zv;/zs < v?ﬂvgb_a)/zs/ =w,, 5,5 €A*.

On a aussi quey,, ¢ Prefw,) etleurs longueurs sont respectivemebitv; + vs)/2 etb?(vy +

v2)/2, qui sont paires.

iif) En utilisant i) et ii), on aw,,+1 = (wn%)b/2 = uf;/Z, avecw,, < wy. Alors,u3 = w,w, =
Wy, - Wy. Par le Lemme 5.5.2, ona, < w, <= W, < W, De plus, par hypothése,
Wy = uz{ﬂ,% = ug/2, avecu7, uz € L. En utilisant le Corollaire 6.1.3, on obtient qug € L.
Considérons maintenany satisfaisant,, 1 = uz/z. En utilisant le Lemme 6.4.8, on sait que

/

b/2 b/2 2 2 . PR - - S —
ug = vl/ v2/ etalors, quer, = vi”/ vy, avecuy < vy. Ainsi, g = 119?12, avecrT < 73,

On conclut en utilisant le Corollaire 6.1.3. m

Théoréme 6.4.11m{a7b} € Loo-

Preuve Par le Théoreme 6.4.8,(M, ;) = b*. Posonsaw, = ®~1(b"). Alors,
My = nlirrgo Wy, .
Par le Lemme 6.4.10, on sait qug, = (wn_lw)b/? avecw,_1w,_1 € L. Comme
Miap) = Mgpy = lim (@),

lg(wy,) < lg(w,+1) et par la Proposition 5.2.22, on conclut. ]

Dans ce chapitre, nous avons montré certaines des comjgatarDekking pour les mots ex-

trémaux pour des alphabets de méme parité : récurrencegfrégs des lettres, fermeture sous
image miroir et sous complémentation. Déterminer les féqas des lettres pour les mots ex-
trémaux sur des alphabets impairs demeure un problémesstt, tout comme pour les mots
extrémaux sur des alphabets de différentes parités. Lpsiés combinatoires des mots extré-
maux sur des alphabets de différentes parités restent yiet@meuses, tout comme la fonction

de complexité (nombre de facteurs de longugupour tous les mots extrémaux. Il serait aussi

intéressant d'étudier les mots extrémaux sur des alphahgts de deux lettres.



Chapitre VII

SURFACES DISCRETES ET MOTS LISSES

Parmi les nombreuses caractérisations des suites sturasienies au Chapitre Il, la plus com-
mune en géométrie discréte est I'approximation de drddes.généralisations des suites stur-
miennes ont été introduites, entre autres, les suitesuépigtnnes et les suitdséquilibrées.
Plusieurs auteurs ont généralisé les suites sturmienneaxadimensions : il suffit de penser
aux travaux de (Berthé et Vuillon, 2000; Arnoux, Berthé eigsl, 2004; Berthé et Tijde-
man, 2004; Durand, Guerziz et Koskas, 2004). Dans (Jamedd)20auteur introduit les
(1,1, 1)-surfaces discretes comme étant la généralisation nigtaies plans discrets introduits
dans (Berthé et Vuillon, 2000; Arnoux, Berthé et Siegel, 408 il donne un critére pour dé-
terminer quelles suites a deux dimensions sur l'alphaBd¢tres{1, 2,3} codent uné1, 1, 1)-
surface discréte. Comme il est possible d’associer un gagagjuart de plan autant a un mot
lisse infini qu’a ung1, 1, 1)-surface discréte, nous nous sommes interrogés sur laretttre

les pavages lisses et IeK 1, 1)-surfaces discrétes.

Dans ce chapitre, nous caractérisons dondles, 1)-surfaces discrétes introduites dans (Ja-
met, 2004) qui sont décrites par un pavage lisse. Nous rappelabord les définitions préa-
lables concernant les surfaces discréetes. Puis, nouvalésiia bijection entre une surface dis-
créte et un pavage du plan. Nous montrons finalement queuésrsets lisses engendrant de

telles surfaces sont les makS; 1), 1K (3,1) €t2K3 ), ou
K31y = 33311133313133311133313331 - - -

est le mot de Kolakoski généralisé sur I'alphabgt3} commencant par la lettrie
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Remarque 7.0.12Dans ce chapitre, la notatidn, b] désignera l'intervalle continu de a b
inclusivement. De plusll : R? — {# € R3 | (€] + €3 + €3,%) = 0} est la projection

orthogonale dans le plaéh, d’équation(éi + €3 + €3,%) = 0.

Dans ce chapitre, pour un alphabffixé, on dit queu € AL est unpavage du planCe pavage

est constitué d’'un nombre infini de mots bi-infinis placésues en-dessous des autres.

Les résultats de ce chapitre font I'objet de l'article (JaptdPaquin, 2005).

7.1 Surfaces discrétes

Dans cette section, nous définissons ce que sont les plamstdist leg1, 1, 1)-surfaces dis-

crétes, puis nous rappelons certains résultats les cartagoi nous seront utiles pour la suite.

Définition 7.1.1 Soit {1, €3, €3}, la base canonique de I'espace euclidieh Un élément de

7?3 est appelé umoxel

Le nomvoxelprovient de la contraction deolumetric pixel un pixel en trois dimensions.
Définition 7.1.2 Le cube unité fondament&l est I'ensemble défini par
C= {xle_i + x965 + 2363 | (21, x2,23) € [0, 1]3} .

Définition 7.1.3 SoitZ € Z3. Le cube unité pointé paf est 'ensembler + € : le cube unité

fondamental auquel la translatiaia été appliquée.

Notation 7.1.4 On note®, le plan d’équationv,¥) = u avecs € R3, u € R et (¢,7) =

v121 + Vo2 + vox3 €St le produit scalaire usuel des vecterlet 2.

Définition 7.1.5 Soit®, un plan d’équationiv, ¥) = p. SoitCp, 'union des cubes unités poin-
tés par un voxelr € Z3 et intersectant le demi-espace ouv@itz) < u. On appelleplan
discret associé a 'ensembl le sous-ensembBs» = Cp \ Cp deCyp, 0UCy (resp.Cyp) est la

fermeture (resp. l'intérieur) de I'ensemtfg dansR?, avec sa topologie usuelle.
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Définition 7.1.6 On définit les3 faces fondamentaldslles qu'illustrées a la Figure 7.1 par

Ey = {me +ase; | (v2,23) € [0,1[},
E2 = {_3316_1) —|—£L'3€_3) | (3317333) € [071[2}7
By = {—zie; —xoe; | (z1,22) € [0,1[*}.
— — —
€3 €3 €3
— — —
1 €2 1 €2 1 €2
(a) Face de type 1. (b) Face de type 2 (c) Face de type 3

Figure 7.1Les3 faces fondamentales.

Définition 7.1.7 Soit# € Z3 etk € {1,2,3}. Lensembler + E;, est appelé unéace pointée

de typek. Le vecteur? est appelé lsommet distingude ¥ + E.

On a alors le théoréme suivant.

Théoreme 7.1.8(Arnoux, Berthé et Siegel, 2004oit un plan discref3, et soit Vo I'en-
semble de ses sommets. Supposons que |éPpaimette un vecteur normale R‘j’r.

i) L'ensemblel3; est partitionné en faces pointées.

ii) Les fonctiondly, : Vo — II (Z®) etlljp, : Bp — {F € R®| (] + & + €3,7) =0}

sont bijectives.

Définissons maintenant I€$, 1, 1)-surfaces discretes.

Définition 7.1.9 (Jamet, 2004) Une union disjoin@ C R? de faces pointées est ufig 1, 1)-
surface discrétsi la fonction
g : 6 — P
Z — II(Z)

est bijective. L'ensembl¥s = & N Z2 est appelé¢ensemble des sommetie &.
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Figure 7.2Un morceau de surface discréte.

Pour la suite, afin d’alléger le texte, nous appelongles, 1)-surfaces discrétes dsearfaces

discrétesLa Figure 7.2 donne un exemple de surface discreéte.

Avant de montrer comment associer un pavage du plan suh#bkt{1,2,3} a n'importe

quelle surface discréi®, rappelons un lemme technique.

Lemme 7.1.10 Soit& une surface discréte. Alors les propriétés suivantes sénifiées.

i) La fonction
My, : Ve — I'=11(Z?
Z I1(Z)
est bijective.

i) Tout sommet deV4 est le sommet distingué d’une unique face pointée.

Le Lemme 7.1.10 permet d’associer un pavage du plan suh8akgt{1,2,3} a n'importe

quelle surface discré® comme suit.

Proposition 7.1.11 SoitT" = TI(Z3) = ZII(¢7) @ ZII(¢&3). On identifiel’ et Z?2 par Iisomor-
phisme
v o VA — r
(m,n) +— mll(eq) + nll(é).
A toute surface discrét®, on associe le pavage de planc {1,2,3}% tel queV(m,n) €

72, vk € {1,2,3},

U, = k Si et seulement ﬂ\_Vls (mII(€7) + nIl(e3)) est du typek dansG.
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En d'autres termesy,,, , = k si la pré-image des pointsll(ej) + nll(é3) est du typée: dans
S.

La Figure 7.3 illustre comment un morceau de surface dis@st en bijection avec un pavage

du plan.

o 4 >
. el Y
el el
e

e T
€1 €2
- el
e e
L el el ooel
. e el 37 el el L
e el 1 el S
e e 2 el el el e
T e e 3 el T3 e o e
el 1l e 3 el el .
e 1 el T2 e
T le 27 e e
Tl el T2 el
2 e 3

Figure 7.3Exemple de surface discréte associée a un pavage de plan.

Il est naturel de se demander sous quelles conditions ugeava {1, 2, 3}22 code une surface

discréte. La section suivante rappelle ces conditions.

7.2 Reconnaissance de surfaces discrétes

Aprés avoir rappelé plusieurs définitions, nous énongons dette section le théoréme fournis-
. . . . e . 2
sant une condition nécessaire et suffisante pour détermiingr pavage: € {1,2,3}%" code

une surface discréte ou pas.

Définition 7.2.1 Soit A un alphabet fini. Soif2 un sous-ensemble fini d&*. Une fonction

w : Q — A est appelé umotif fini pointé sur I'alphabe#.
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Définition 7.2.2 Une forme ) de Z? est la classe d’équivalence € C Z? pour la relation
d’'équivalence

Q~Q = (v, ) €72 Q1 = Qo + (v1,02).

Définition 7.2.3 Soit Q2 un sous-ensemble fini d&. Un motif finiw de forme est la classe
d’équivalence d’'un motif fini pointév : 0 — A pour la relation d’équivalence suivante : pour
toute pairew : Q@ — A etw’ : Q — A de motifs finis pointésw ~ w' si et seulement s'il

existe un élémert;, vo) € Z? tel que

Q=Q + (v1,v2) €tV(m,n) € Q, Wpn = Wintw ntvs-

Dans le but de simplifier les notations, a partir de maintermarus notons les motifs finis au

lieu dew et les formes? au lieu deQ.

Définition 7.2.4 Soitu € AZ*, un pavage du plan sur l'alphabétet soitw : Q@ — A un
motif pointé fini. Uneoccurrencede w dansu est un élémentmg, ng) € Z? tel que pour tout

(m7 ’I’L) c Q, wm’n — Um0+m7n0+n'

Définition 7.2.5 L'ensemble des motifs finis apparaissant darest appelé léangagede u et
est dénotél (u). Pour une formé&) donnée, 'ensemble des motifs finis de forfh@pparaissant

dansu est appelé |€)2-langagede v et est dénoté o (u).

Définition 7.2.6 SoitQ2 une forme. La fonction d&-complexité de; notéeP, est définie par

Py : A® —  NU{x}
u — CardLo(u)).

Définition 7.2.7 La forme équerreest la classe d'équivalence des ensembles
{(m,n); (m,n + 1); (m + 1,n + 1)},

pour (m,n) € Z?2, pour la relation~ décrite a la Définition 7.2.3.

La Figure 7.4 illustre différents mots de la forme équerngampissant dans un pavageonné.
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Figure 7.4 Exemples de mots équerres apparaissant dans un mdtl, 2, 3}22.
n
T_Jn Z')\y
1 1‘ 1 2‘ 1 2‘ 1 3‘ %
1 2 1
d Qﬁ s A
’ E £> %

Figure 7.5 Gauche : Les mots équerres autorisés. Droite : La représentn 3 dimensions

w

2] 2]

2 1]
1

[ o

2 2
2 3

1] 1] 3

‘oow

3 3 3
2 3 2

des mots équerres autorisés.

Théoréme 7.2.8(Jamet, 2004poitu € {1, 2, 3}22. Le pavage: décrit une surface discréte

si et seulement si le langage équerrewdest inclus dans I'ensemble de motifs de la Figure 7.5.

La Figure 7.6 donne un exemple de bijection entre un mot éguedrsa représentation én

dimensions.

7.3 Mots lisses infinis décrivant des morceaux de surfacessdretes

Notre objectif est maintenant de caractériser les motsdig¥inis sur I'alphabef1, 2,3} pour
lesquels le pavage du quart de plan associé décrit un modeeaurface discrete. Nous mon-

trons gu'il n’existe que trois pavages lisses décrivantrdesceaux de surfaces discretes.
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2 ~

€1

@) (b)
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2

€1 €2

© (d)

Figure 7.6 Exemple de la bijection d’'un motif équerre et de sa représiemt en3 dimensions.

Lemme 7.3.1 Tout mot équerre peut se prolonger vers la droite en utilidensemble des

mots équerres de la Figure 7.5.

Cette construction se représente par

Exemple 7.3.2Le motif

peut se prolonger vers la droite en utilisant les motifs dadare 7.5 de seulement deux facons :

33\

331\

33\

ou

333\

Lemme 7.3.3 Tout pavage peut se prolonger en utilisant la définition défige lisse. Cette

construction se représente par

S [ [T TT]
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et est définie paR; = D, (R;—1), ou R; désigne lai-ieme rangée du pavage £t. dénote la

dérivée a droite d’'un mot lisse.

Exemple 7.3.4En utilisant la conditiors, le pavage de la Figure 7.7 (a) est prolongé comme

lillustre la Figure 7.7 (b).

2 3‘3‘2‘2‘1‘3‘
1

3[32[ 2] 1] 3]

—_
[\
[\

| 0] o] =] =
‘ww»a»—x

(a) (b)
Figure 7.7 Exemple de prolongement qui utilise la conditian

Voici maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 7.3.5Soit un mot lisse infiniv € {1,2,3}“. Le pavage du quart de plan associé a

w décrit un morceau d'une surface discrete si et seulementsi{ K3 1y, 1K 3 1y, 2K (3,1 }-

Preuve Par élimination et en utilisant les mots équerres autodsda Figure 7.5 et la condi-
tion s, on obtient que les seuls mots équerres pouvant étre le gpérisur gauche du pavage
lisse décrivant un morceau de surface discréte sont ceuxkigure 7.8.

1:13‘ 2:23‘ 3:33‘ 4:22‘

1 1 3 2

5:21‘ 6:33‘ 7:22‘
1 2 3

Figure 7.8 Les motifs possibles pour commencer le pavage.

Les 5 autres motifs sont nécessairement exclus, puisg&itespectent pas la conditienNous

procédons ensuite en étudiant chacun®eas. Le premier cas est illustré a la Figure 7.9.

Le motif initial peut étre prolongé défacons en utilisant les motifs autorisés de la Figure 7.5.
Dans les deux premiéres prolongations du mot initial, lad@@n s n'est pas satisfaite. Ces

derniéres sont donc rejetées. Dans la troisieme prolargasi I'on applique la condition,
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1] 3]

I
11 3]1] ]3] 1] 1] 3] 3] 1] 3] 3]
12 18 12 13

N

Figure 7.9 Etude du premier cas.

on obtient un motif interdit. Dans la derniére prolongatmossible, le pavage associé au mot

1K 3,1) est obtenu et on le nofg1K 3 1)).

Les autres cas se traitent de facon semblable. Les Figures7712, 7.13, 7.14, 7.15et 7.16 les

illustrent. L'étiquette de la fleche indique quelle coralitia été utilisée pour prolonger le motif.

Figure 7.10Une surface discrete associée au g} ).

Les seuls cas pour lesquels il existe un pavage lisse détrwvamorceau de surface discréete

sont les3 premiers. Pour le$ autres, on obtient des contradictions avec les conditi@i. m

La Figure 7.10 illustre un morceau de la surface discretecsss ak 3 1.

Comme l'association dekfaces fondamentales aux lettre et 3 est arbitraire, un probléme
naturel est de se demander quel serait I'effet d’'une pemmaotades lettres sur notre résultat ?
Est-il toujours valide ? Si non, il serait bien de carac&#tipour chaque permutation, les mots

lisses infinis décrivant un morceau de surface discréte utie @arobléme intéressant est d'utili-



170

ser des mots lisses bi-infinis et de caractériser ceux quiropavage lisse décrivant une surface

discréte et non pas seulement un morceau.

3]

2] 3] 1] 1 1233 |[2]3]3]
L2} 2 13
s s
203[3] |2]33)3]
102 13
- 1

2[3[313] |2[3]3]3]
1312 11313
AT e [
M
2] 3[3 3\ 2] 3]3 3\
33 11313
2 13
|° -
2]3]3][3] ls’p
133 p(2K(13)
127

Figure 7.11Cas 2.
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5, P

333\

3]313]

p (K@)

Figure 7.12Cas 3.
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Figure 7.13Cas 4.
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Figure 7.14Cas 6.
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1 2‘ 201 1‘ 2|1 3‘

Figure 7.16Cas 5.



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié deux types de mots : les égailibrés et les mots lisses.
Pour la premiére famille de mots, nous avons d’'une part géséres mots de Christoffel sur
un alphabet & lettres et plus, et d’autre part, nous nous sommes inté&ress& conjecture
de Fraenkel. Pour la deuxiéme famille de mots, nous vouli@nactériser les mots lisses ex-
trémaux et trouver des facons rapides pour les construivas Mvions aussi pour objectif de
déterminer l'intersection entre la famille des mots lissdimis et les surfaces discrétes. Nous
expliquons ici dans quelle mesure nos objectifs ont éténédten rappelant les principaux ré-

sultats obtenus et nous énongons certains problémes suvert

Nous avons d'abord défini une nouvelle famille de mots : lessmépichristoffels. Nous avons
VU que ces mots semblaient étre la bonne généralisation oissde Christoffel. En effet, tout
comme les mots de Christoffel, nous avons montré qu’un mohégptoffel est primitif et s’écrit
toujours de facon unique comme le produit de deux palindsofar ailleurs, pour uk-tuplet
de fréquences donné, nous avons fourni un algorithme pembate déterminer si ces fré-
guences décrivent un mot épichristoffel ou pas. Rappeloasigns le cas de mots de Christof-
fel, il suffit de vérifier si les fréquences sont premiéreseeptles. De plus, nous avons montré
gue tout comme pour les mots de Christoffel, sttaplet décrit les fréquences d’'un mot épi-
christoffel, alors ce dernier est unique et nous avons damnglgorithme pour le construire.
Nous avons aussi montré que certains résultats concersanidts de Christoffel ne se géné-
ralisent pas toujours directement. Par exemple, le résidtdde Luca et de Luca, 2006) ne
fonctionne que dans un sens pour les mots épichristoffels:motw est tel que sa racine frac-
tionnaire est dans une classe épichristoffelle, aloest facteur d’'une suite épisturmienne. Pour
finir, nous avons prouvé que est dans une classe épichristoffelle si et seulement sisiesis
conjugués sont facteurs d’'une méme suite épisturmiennes Beons trouvé une construction

analogue a celle des graphes de Cayley pour les mots dedffetisinais malheureusement,
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cette derniére ne fonctionne que pour certains mots éptoffels. Il serait intéressant de par-
venir a caractériser cette sous-classe de mots épiclfeistdDe plus, il reste encore beaucoup

de propriétés des mots de Christoffel qui n'ont pas été géinées aux mots épichristoffels.

Par la suite, nous nous sommes intéressés aux suitesisatisfa conjecture de Fraenkel. Dans
un premier temps, remarquant que les suites satisfaisarinjgcture de Fraenkel semblent
toutes étre des suites épisturmiennes, nous avons c@ades suites épisturmiennes équi-
librées et nous avons montré que parmi ces suites, les saydes des fréquences de lettres
toutes différentes sont les suites de Fraenkel. Pour prdae®njecture, il suffirait de montrer

gue les suites satisfaisant la conjecture de Fraenkel ssreudtes épisturmiennes.

Dans un deuxiéme temps, nous voulions approcher de la ¢torgede Fraenkel en étudiant
la superposition de mots de Christoffel, comme nous avormstnégue les suites satisfaisant
la conjecture s’obtiennent par la superpositionkdmots de Christoffel. Pour ce faire, nous
avons utilisé les résultats connus de (Simpson, 2004) ssuites de Beatty et que nous avons
traduits en termes de mots de Christoffel. Ainsi, nous avefast les preuves de Simpson en ex-
plicitant les détails manquant de ses preuves. Nous avosisaditenu une condition nécessaire
et suffisante pour que deux mots de Christoffel se superpddetre résultat original dans cette
section est le nombre de superpositions de mots de Chektbibus avons non seulement la
condition qui permet de dire si deux mots se superposeng maais avons en plus le nombre de
facons de le faire. Par ailleurs, la traduction des résuitatSimpson nous a permis de trouver de
nouvelles propriétés concernant les mots de Christoffel eRemple, un mot de Christoffel de
la formeC'(n, gor) S’obtient par la superposition deconjugués d€’'(n, «). Il serait intéressant
de généraliser la condition nécessaire et suffisante demgiton de deux mots a trois mots,
dans I'espoir de trouver une jolie condition pour la supsifmmn dek mots et ainsi s’approcher

de la conjecture de Fraenkel.

Le deuxiéme type de mots sur lequel nous avons travailléadantille des mots lisses. Nous
nous sommes intéressés plus particulierement aux mogs lesgrémaux, c’est-a-dire le plus
petit et le plus grand selon I'ordre lexicographique. Nousna d’abord étudié les mots lisses
extrémaux sur les alphabe{s, 2} et {1,3}. Pour le premier alphabet, le meilleur algorithme

pour le construire que nous ayons trouvé est un algorithraesséant9(n?) opérations, ol
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n est la longueur du préfixe du mot extrémal construit. Pouelex@me alphabet, aprés avoir
montré queb(my, 33) = (13)~, ou® est la bijection naturelle entre les mots lisses et les mots,
cette régularité de la structure des mots extrémaux nouifawn algorithme qui les construit
en temps linéraire. De plus, nous avons prouvé que le motmainsur I'alphabet{1, 3} est
dans le méme orbite que le mot de Fibonnaci sous l'opérategodage par blocA. La dif-
férence entre les deux alphabets nous a donné I'idée datledi mots lisses extrémaux pour
des alphabets a deux lettres de méme parité. Ainsi, nous amontré que pour un alphabet a
deux lettres impaires, nous avons toujoutrg, ;, = (ab)“ et ainsi, il est possible de construire
les mots extrémaux sur cet alphabet en temps linéaire. Naurss aussi prouvé une formule
récursive pour construire les mots extrémaux sur l'alphébg} et cette récursion nous a per-
mis de trouver la fréquence des lettres dans les mots extsérNaus avons ensuite prouvé que
I'ensemble des facteurs de tout mot lisse sur un alphabetifrapt fermé sous I'image miroir,
et donc, que tout mot lisse est récurrent. Finalement, narssanontré que pour l'alphabet im-
pair{a < b}, le mot minimal est un mot de Lyndon si et seulementsi 1. Pour un alphabet a
2 lettres paires, nous avons prouve delen, ;1) = ab“ et par conséquent, nous avons obtenu
un algorithme linéaire pour construire les mots lisseséexttux. De cet algorithme, nous avons
déduit la fréquenceé/2 pour les lettres des mots extrémaux. Plus encore, nous enamtse que
les mots lisses sur un alphabet pair sont récurrents, malgréensemble des facteurs ne soit
pas fermé sous I'image miroir. Nous avons aussi montré qes lisses minimaux sur un
alphabet pair sont tous des mots de Lyndon. Il est intéredsarappeler que nous avons montré
gue les mots maximaux coincident avec les mots de Kolaka@siémglisés. Cela implique que
les propriétés des mots maximaux s'appliquent aux mots dekkksi généralisés, alors que
ces derniéres sont encore non prouvées pour le mot de K&lawd'alphabet{1, 2}. Il serait
intéressant de voir s'il existe d'aussi jolies propriétésipdes alphabets de parité différentes,
avec la plus petite lettre paire. De plus, comme nous avonsigcertains mots lisses minimaux
sont des mots de Lyndon infinis, la question suivante esraldu existe-t'il des mots lisses

non minimaux qui sont des mots de Lyndon infinis ?

Pour terminer, nous voulions caractériser l'intersectlea surfaces discrétes et des mots lisses.

Comme une surface discréte se décrit par un pavage du plé#alpbabet{1, 2, 3}, nous vou-
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lions savoir quels sont les pavages lisses du quart de plenivalét un morceau de surface
discréte. Pour ce faire, nous avons utilisé la caracté@isate (Jamet, 2004) des pavages dé-
crivant une surface discrete et la définition des mots liddess avons construit un mot lisse,
donc un mot décrivant un pavage lisse, en vérifiant a chaqype &til satisfaisait les conditions
de Jamet. Par élimination, nous avons montré qu'il n’exgste trois mots lisses pour lesquels
le pavage associé décrit un morceau de surface discreten€daiphabet{1, 2,3} servant a
coder la surface discrete a été fixé de fagon arbitraire rditspertinent de voir I'impact sur

notre résultat du renommage des lettres de I'alphabet.
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u¥, 12
wli, j], 8
wli], 8
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w™, 9
w9
Zw, 26

alphabet, 7
lettres d'un, 7
ordonné, 7
Arnoux-Rauzy, suite d’, 28

Beatty rationnelle, suite de, 47
Beatty, suite de, 47

bi-infini, mot, 15

bijection naturelle, 109

bloc, 14

bloc de longueun, 50

c-équilibrée, suite, 65
caractéristique, mot, 19
Cayley, graphe de, 23
Christoffel, mot de, 21
classe
de conjugaison, 10
épichristoffelle, 29

codage par blocs généralisé, fonction de, 134
codage par blocs, fonction de, 103, 104

collage, lemme du, 111
complément d’un mot, 9
complexité, fonction de, 13
conjecture de Fraenkel, 49
conjugué, 10
conjugueur, 12
cube unité

fondamental, 161

pointé par un vecteur, 161

De Bruijn réduit, graphe de, 117
De Bruijn, graphe de, 117
décalage, fonction de, 13, 15
décimation, 96
dérivée

a droite, 115, 137

a gauche, 138

a gauche, 115
dérivées successives, 125
directrice, suite, 27
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épichristoffel, mot, 18
épisturmien, morphisme, 29
épisturmienne, suite, 27
standard, 26
équation d'un plan, 161
équerre, forme, 165
équilibré, mot, 11
équilibrée, suite d’entiers, 50
équilibrée, suite fortement, 61
équivalents, mots, 14
extrémal, mot lisse, 119

face fondamentale, 162
facteur
d’'un mot fini, 8
d’'une suite, 12
lisse, 115, 137
propre, 8
factorisation de Lyndon
de mots finis, 11
de mots infinis, 12
du mot lisse minimal suf1, 2}, 125, 126
du mot lisse minimal sufa,b} impair,
148
du mot lisse minimal sufa, b} pair, 157
fermeture palindromique a droite, 9
Fibonacci, mot de, 140
fonction de codage par blocs, 103, 104
fonction de codage par blocs généralisée, 134
fonction de complexité, 13
fonction de décalage
pour les mots bi-infinis, 15
pour les mots infinis, 13
fonction pseudo-inverse généralisée, 135
forcer les coups, 112, 136
forme, 165
équerre, 165
fortement équilibrée, suite, 61
Fraenkel, conjecture de, 49
Fraenkel, mot de, 52
fréquence d'une lettre
dans un mot fini, 8
dans un mot infini, 14
Frobenius, nombre de, 97



graphe de Cayley, 23
graphe de De Bruijn, 117
réduit, 117, 118

image miroir, 9

inférieur, mot de Christoffel, 19
intercept, 19

intervalle a gauche d’'un autre, 77
intervalle entier, 15, 50

Kolakoski
mot de, 101, 109
Kolakoski généralisé, mot de, 136

lacune constante, suite a, 62
langage
a deux dimensions, 165
Q-, 165
lemme du collage, 111
lettre
premiére répétée, 54
d’un alphabet, 7
fréquence d'une, 8
linéaire, mot, 54
lisse
a droite, 116, 138
a gauche, 116, 138
extrémal, 119
facteur, 115, 137
infini, 106
mot, 106
préfixe, 115, 116, 138
suffixe, 115, 138
minimal, 127
lisse généralisé, mot, 135
longueur d’'un mot, 8
Lyndon
factorisation de, 11, 12
mot de, 10, 12

maximal, mot lisse, 119
mécanique
inférieur , 19
irrationnel, 19
rationnel, 19
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supérieur, 19

minimal, mot lisse, 119
monoide, 7

libre, 8

morphisme

mot

de monoide, 7

de semi-groupe, 7
épisturmien, 29
sturmien, 20

bi-infini, 15
origine d’un, 15
superposable, 70
caractéristique, 19
circulairement équilibré, 69
de Christoffel, 21, 22
inférieur, 21, 22
pente d’'un, 21
propre, 21
supérieur, 22
de Fibonacci, 117, 140
de Fraenkel, 52
de Kolakoski, 101, 109
généralisé, 136
de Lyndon
fini, 10
infini, 12
épichristoffel, 18, 29
mot équilibré, 11
facteur d’'un, 8
fini, 8
suffixe propre d’'un, 8
fonction de décalage sur un, 13, 15
infini a droite, 12
k-différentiable, 108
linéaire, 54
lisse, 106
a droite, 116
a gauche, 116
extrémal, 102
infini, 102
longueur d’'un, 8
mécanique
inférieur, 19



irrationnel, 19
rationnel, 19
supérieur, 19
période d’'un, 9
préfixe d'un, 8
primitif, 9
standard, 19
suffixe d'un, 8
suffixe propre d'un, 12
superposable fini, 70
vide, 8
motif fini pointé, 164
motif, occurrence d'un, 165
mots équivalents, 14

nombre d’occurrences, 8
nombre de Frobenius, 97

occurrence d'un motif, 165
ordre
alphabétique, 10
lexicographique, 10, 12
origine d’un mot bi-infini, 15

palindrome, 9
pavage
du plan, 161
lisse, 113
partiel
du quart de plan, 110
pente, 19
période
d’'un mot bi-infini, 15
d’'un mot fini, 9
infinie, 15
plus petite, 15
triviale, 9
périodique
purement, 14
ultimement, 14
plan, équation d’'un, 161
pointé, motif fini, 164
points fixes, 109
préfixe
d’'un mot fini, 8
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lisse, 115, 116, 138
propre, 8
premiére lettre répétée, 54
probléme de la monnaie, 97
projection, 15
propre
suffixe, 8, 12
propre, mot de Christoffel, 21
puissance d’'un mot, 9
purement périodique, 14

racine fractionnaire, 26
récurrente, suite, 14

semi-groupe, 7
libre, 8
sommet distingué, 162
spécial
a droite, 14
a gauche, 14
standard, mot, 19
standard, suite épisturmienne, 26
standard, suite sturmienne, 19
sturmien, morphisme, 20
sturmienne, suite, 19
suffixe
d’un mot fini, 8
d’une suite, 12
lisse, 115, 116, 138
minimal, 127
propre
d’un mot fini, 8
d’'un mot infini, 12
suite, 12
a lacunes constantes, 62
c-équilibrée, 65
d’Arnoux-Rauzy, 28
de Beatty, 47
rationnelle, 47
directrice, 27
épisturmienne, 27
standard, 26
facteur d'une, 12
fortement équilibrée, 61
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récurrente, 14
sturmienne, 19
standard, 20

suffixe d’'une, 12
suite d'entiers équilibrée, 50
suite de Tribonacci, 27
suite sturmienne, pente d’'une, 19
supérieur, mot de Christoffel, 19
superposable, mot bi-infini, 70
superposable, mot fini, 70
superposer exactement, 70
superpositions, nombre de, 89
surface(1, 1, 1)-discrete, 162
discréte, 163
systéme couvrant

éventuel de suites de Beatty disjointes, 48

de suites de Beatty disjointes, 48

transducteur, 144
Tribonacci, suite de, 27

ultimement périodique, 14

voxel, 161



