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RÉSUMÉ

Dans ce travail, nous nous intéressons à divers problèmes dela combinatoire des mots,
portant principalement sur deux familles : les mots équilibrés et les mots lisses infinis. Il est
facile de vérifier que l’intersection entre ces deux familles de mots est vide ; c’est pourquoi
nous les traiterons de façon indépendante.

Dans la première partie, nous étudions les mots équilibrés et des familles de mots dé-
rivées de ces derniers. Les mots infinis sturmiens, aussi appelés des suites sturmiennes, sont
étudiés depuis plus de cent ans et sont caractérisés de plusieurs façons : pour un alphabet à
deux lettres, ce sont exactement les suites équilibrées nonultimement périodiques et les suites
de complexité minimale, c’est-à-dire les suites ayant seulement(n + 1) facteurs de longueur
n. Une autre propriété caractéristique des suites sturmiennes est qu’elles décrivent une droite
discrète. Les suites épisturmiennes ont récemment été introduites comme étant l’une des géné-
ralisations sur plus de2 lettres des suites sturmiennes ; un mot de Christoffel est laversion finie
d’une suite sturmienne. Dans un premier temps, nous introduisons donc une généralisation des
mots de Christoffel sur un alphabet à plus de2 lettres. Pour ce faire, nous utilisons la propriété
qu’un mot de Christoffel est l’image d’une lettre par morphisme sturmien. Nous appelons les
mots ainsi obtenus desmots épichristoffels. Il est intéressant de remarquer que ces mots ne
sont généralement pas équilibrés, tout comme les suites épisturmiennes. Nous montrons com-
ment obtenir des mots épichristoffels, comment les reconnaître et nous montrons que certaines
propriétés des mots de Christoffel se généralisent bien auxmots épichristoffels.

Dans un deuxième temps, nous nous intéressons aux mots équilibrés, en lien avec la
conjecture de Fraenkel. Cette conjecture énonce que pour unalphabet àk lettres, aveck ≥ 3,
il n’existe qu’un unique mot infini équilibré, à permutationdes lettres et à décalage près, ayant
des fréquences de lettres toutes différentes. Par exemple,pour l’alphabet{1, 2, 3}, ce mot est
(1213121)ω . Nous montrons que la conjecture est vraie si elle est restreinte à la famille des
suites épisturmiennes et du coup, nous caractérisons les suites épisturmiennes équilibrées.

Nous approchons ensuite la conjecture de Fraenkel en travaillant sur la superposition
de mots de Christoffel. Nous traduisons les travaux de R. Simpson et de R. Morikawa sur les
suites de Beatty en terme de mots de Christoffel et nous fournissons les détails passés sous
silence dans leurs preuves. Nous obtenons ainsi une condition nécessaire et suffisante pour
que deux mots de Christoffel se superposent. Comme un mot équilibré à k lettres peut être vu
comme la superposition dek mots équilibrés sur2 lettres, cette condition nous permet de nous
approcher de la conjecture de Fraenkel, sans toutefois la prouver. Nous prouvons toutefois une
formule donnant le nombre de superpositions pour deux mots de Christoffel superposables et
nous montrons de nouvelles propriétés concernant les mots de Christoffel.
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La deuxième partie de ce travail porte sur l’étude des mots lisses infinis, principalement
les mots lisses extrémaux, c’est-à-dire le plus petit et le plus grand selon l’ordre lexicogra-
phique. Nous caractérisons ces mots sur des alphabets à deuxlettres de même parité. Pour ce
faire, nous décrivons d’abord des algorithmes qui permettent de les construire en temps linéaire
selon le nombre d’opérations. Nous montrons ensuite des propriétés de fermeture et de récur-
rence pour les mots lisses en général sur un alphabet de même parité, nous fournissons une
formule explicite pour la fréquence des lettres dans les mots extrémaux et nous décrivons la
factorisation de Lyndon pour une sous-classe des mots extrémaux. Ces résultats sont forts in-
téressants puisque les propriétés démontrées ne sont pour la plupart que des conjectures pour
les mots lisses sur l’alphabet{1, 2}. Par ailleurs, nous montrons que les mots lisses maximaux
sur des alphabets contenant deux lettres paires et certainsmots de Kolakoski généralisés coïn-
cident. Du coup, nous prouvons plusieurs propriétés concernant la factorisation de Lyndon, les
fréquences, la fermeture de l’ensemble des facteurs sous l’image miroir et la récurrence pour
les mots de Kolakoski généralisés. Finalement, nous étudions les mots lisses infinis en lien avec
les surfaces discrètes. Nous montrons que les seuls pavageslisses du quart de plan décrivant un
morceau de surface discrète sont engendrés par des mots de Kolakoski généralisés.

Mots clés : Combinatoire des mots, mot de Christoffel, suite sturmienne, mot épichristoffel,
suite épisturmienne, conjecture de Fraenkel, suite équilibrée, mot lisse, mot de Kolakoski, mot
de Lyndon, mot extrémal, surface discrète.



I NTRODUCTION

Même si elle apparaît dans la littérature depuis près de centans, la combinatoire des mots

est un domaine de l’informatique mathématique récent. En effet, malgré que certains articles

étudiaient déjà les mots au début du 20ième siècle (Thue, 1906; Thue, 1910; Thue, 1912;

Thue, 1914), les premiers recueils publiés sur ce sujet sousle pseudonyme Lothaire (Lo-

thaire, 1983; Lothaire, 2002; Lothaire, 2005) n’apparaissent qu’à partir de la fin du 20ième

siècle. Dans plusieurs domaines des mathématiques tels quela théorie des nombres, la dyna-

mique symbolique, la géométrie discrète et l’infographie,il est possible de représenter certains

problèmes en terme de mots, c’est-à-dire une suite finie ou infinie de symboles. La combina-

toire des mots est donc un outil permettant de modéliser des problèmes apparaissant dans des

domaines très variés.

Dans ce travail, nous étudions deux ensembles de mots : les mots équilibrés et les familles

reliées, et les mots lisses. Rappelons que les suites sturmiennes sont exactement les suites équi-

librées sur un alphabet à deux lettres et que ces dernières décrivent les droites discrètes (Morse

et Hedlund, 1938; Coven et Hedlund, 1973; Lothaire, 2002). Les mots de Christoffel sont

la version finie des suites sturmiennes. Ces derniers ont étéaussi fortement étudiés (Christof-

fel, 1875; Borel et Laubie, 1993; Berstel et de Luca, 1997; Borel et Reutenauer, 2005; Borel

et Reutenauer, 2006; Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) etsont maintenant bien caracté-

risés. Dans ce travail, nous donnons une généralisation desmots de Christoffel sur un alphabet

à plus de deux lettres et nous montrons quelles sont les propriétés qui se généralisent. Par la

suite, nous nous intéressons à la conjecture de Fraenkel (Fraenkel, 1973). Ce dernier prétend

que pour un alphabet àk lettres, aveck ≥ 3, il n’existe qu’une seule suite équilibrée, à permu-

tation des lettres et conjugaison près, ayant des fréquences de lettres toutes différentes. Nous

abordons cette conjecture d’abord en circonscrivant le problème aux suites épisturmiennes in-

troduites dans (Droubay, Justin et Pirillo, 2001). Ensuite, nous approchons cette conjecture en
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utilisant la superposition de mots équilibrés, comme les mots satisfaisant la conjecture sont ob-

tenus par superposition de mots équilibrés. Nous nous intéressons ensuite aux mots lisses infinis

introduits dans (Brlek et al., 2006), c’est-à-dire les motsqui restent sur le même alphabet sous

l’application de l’opérateur de codage par blocs un nombre infini de fois. Plus particulièrement,

nous voulons caractériser le plus petit et le plus grand motsselon l’ordre lexicographique afin

de donner des bornes à l’ensemble des mots lisses infinis, pour un alphabet fixé. Pour terminer,

nous étudions le lien entre les surfaces discrètes (voir (Jamet, 2004)), c’est-à-dire la généralisa-

tion des droites discrètes en3 dimensions, et les mots lisses. Cette idée provient du fait que les

surfaces discrètes peuvent être codées par un pavage sur l’alphabet{1, 2, 3} et qu’il est possible

d’associer un pavage du plan à un mot lisse pour un alphabet fixé. Nous voulons savoir à quoi

correspond l’intersection de ces deux objets.

Ce travail est présenté comme suit. Dans le Chapitre I, nous rappelons les définitions et notations

de bases en combinatoire des mots, d’abord pour les mots finis, puis pour les mots infinis et bi-

infinis. Ces notations sont celles qui seront utilisées toutau long de ce travail. Par ailleurs,

notons qu’en cas de besoin, le lecteur peut se référer en touttemps à l’index afin de retrouver

facilement les définitions nécessaires.

Dans le Chapitre II, après avoir rappelé les différentes définitions et caractérisations des suites

sturmiennes, nous donnons les principaux résultats les concernant. Nous énonçons ensuite la

définition d’un mot de Christoffel, nous donnons sa représentation géométrique et sa construc-

tion à l’aide des graphes de Cayley ainsi que quelques unes deses propriétés qui nous seront

utiles pour la suite. Comme les suites sturmiennes sont caractérisées de plusieurs façons, il y

a une multitude de généralisations possibles, tout dépendant de la propriété utilisée. La géné-

ralisation qui nous intéresse ici est la famille des suites épisturmiennes. Après avoir rappelé

les définitions et certaines propriétés des suites épisturmiennes, nous introduisons finalement

la généralisation des mots de Christoffel sur plus de deux lettres : les mots épichristoffels. Par

analogie avec les mots de Christoffel, les mots épichristoffels sont définis comme étant les mots

finis obtenus par morphisme épisturmien sur une lettre et quisont plus petits que tous ses suf-

fixes ; ils ne sont pas nécessairement équilibrés. Dans un premier temps, nous montrons que

tout comme les mots de Christoffel, les mots épichristoffels sont primitifs et s’écrivent de façon
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unique comme le produit de deux palindromes. Par la suite, nous donnons un algorithme rapide

qui permet de dire si unk-tuplet décrit les fréquences d’un mot épichristoffel ou pas. Si tel est

le cas, nous montrons que ce mot épichristoffel est unique. Nous montrons ensuite que quelques

résultats sur les mots de Christoffel se généralisent bien aux mots épichristoffels. Finalement,

nous prouvons une condition nécessaire et suffisante qui permet de dire si un mot est dans la

classe de conjugaison d’un mot épichristoffel ou pas.

Le Chapitre III concerne les suites épisturmiennes et la conjecture de Fraenkel. Comme les

suites sturmiennes sont équilibrées et que ce n’est généralement pas le cas pas pour les suites

épisturmiennes, il est naturel de vouloir caractériser quelles sont les suites qui sont à la fois

épisturmiennes et équilibrées. Par ailleurs, il y a plus de30 ans, A. S. Fraenkel a conjecturé

que pour unk > 2 fixé, il existe une seule façon de couvrir les entiersZ aveck suites de la

forme ⌊an + b⌋ ayant des fréquences différentes. En combinatoire des mots, cette conjecture

peut se reformuler ainsi : il existe une seule suite équilibrée sur un alphabet àk lettres ayant des

fréquences de lettres différentes, à permutation de lettres et à conjugaison près. Nous montrons

qu’il existe exactement trois différentes suites épisturmiennes équilibrées, à permutations des

lettres et conjugaison près, décrites par les suites directrices suivantes :

a) ∆(s) = 1n23 . . . (k − 1)kω , avecn ≥ 1 ;

b) ∆(s) = 12 . . . (k − 1)1k(k + 1) . . . (k + ℓ− 1)(k + ℓ)ω, avecℓ ≥ 1 ;

c) ∆(s) = 123 . . . k1ω,

où k ≥ 3. Parmi elles, une seule a des fréquences de lettres toutes différentes. Ainsi, en plus

de fournir une belle caractérisation des suites épisturmiennes équilibrées, ce résultat fournit une

preuve partielle de la conjecture de Fraenkel pour les suites épisturmiennes. Les résultats de ce

chapitre font l’objet de la publication (Paquin et Vuillon,2007).

Toujours motivé par la conjecture de Fraenkel, nous étudions dans le Chapitre IV la superposi-

tion de deux mots de Christoffel. Des travaux précédents ontmontré que les suites satisfaisant

à la conjecture de Fraenkel sont périodiques. Ainsi, puisque tout mot finiu tel queuω satisfait

à la conjecture de Fraenkel peut être obtenu par la superposition dek mots équilibrés sur deux

lettres, nous abordons la conjecture de Fraenkel en cherchant sous quelle condition deux mots

de Christoffel se superposent. Nous utilisons les résultats de (Simpson, 2004) dans lequel l’au-
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teur donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux suites de Beatty se superposent.

Nous traduisons tout en terme de mots de Christoffel. Nous obtenons donc une condition né-

cessaire et suffisante afin que deux mots de Christoffel se superposent et de la preuve de ce

résultat découlent de nouvelles propriétés des mots de Christoffel. En plus de fournir les détails

passés sous silence dans les preuves de (Simpson, 2004), nous allons plus loin en donnant le

nombre de superpositions possibles pour deux mots de Christoffel. Nous terminons ce chapitre

en utilisant les mots de Christoffel afin de prouver que le nombre d’éléments du sous-monoïde

engendré para et b inférieurs à(a− 1)(b− 1) est(a− 1)(b− 1)/2.

La deuxième partie de ce travail débute au Chapitre V : nous abandonnons les mots équilibrés et

travaillons plutôt sur les mots lisses infinis. Après avoir rappelé ce qu’est le mot de Kolakoski,

nous introduisons une famille de mots dérivée de ce dernier,les mots lisses infinis. Nous défi-

nissons d’abord la fonction de codage par blocs que nous notons∆. Cette fonction est ensuite

utilisée pour définir la famille des mots lisses infinis. Nousrappelons ensuite les différentes

propriétés de∆, nous montrons de quelle façon les mots lisses infinis sont enbijection avec

l’ensemble des mots infinis, puis nous définissons les facteurs, préfixes et suffixes lisses. En-

suite, après avoir introduit les graphes de De Bruijn et sa version réduite, nous entrons dans le

sujet principal : les mots lisses infinis extrémaux. Il s’agit du plus petit et du plus grand mots

lisses infinis, selon l’ordre lexicographique. Nous nous intéressons d’abord aux algorithmes qui

les engendrent et nous montrons qu’il est possible de construire un préfixe de longueurn d’un

mot lisse extrémal enO(n2) opérations. Nous étudions ensuite les propriétés structurelles des

mots lisses extrémaux, c’est-à-dire leurs dérivées successives et leurs factorisations de Lyndon.

Selon les dérivées successives obtenues, aucune régularité ne semble apparaître dans les mots

lisses extrémaux. Les factorisations de Lyndon suggèrent que les mots lisses extrémaux ad-

mettent un suffixe lisse minimal et nous montrons que le mot lisse minimal n’est pas un mot

de Lyndon infini. Les résultats de ce chapitre font l’objet dela publication (Brlek, Melançon et

Paquin, 2007).

Dans le Chapitre VI, nous nous intéressons encore aux mots lisses extrémaux, mais en consi-

dérant maintenant les mots lisses sur des alphabets autres que l’alphabet{1, 2}. Plus particu-

lièrement, nous étudions les mots lisses extrémaux sur des alphabets à deux lettres de même
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parité. Nous commençons par généraliser les définitions reliées aux mots lisses pour un alpha-

bet ordonné quelconque à deux lettres. Nous étudions ensuite le mot lisse infini minimal sur

l’alphabet{1, 3}. Nous montrons qu’il existe un algorithme linéaire pour le construire et que

le mot infini de Fibonnaci et le mot lisse minimal sur{1, 3} sont dans le même orbitre sous

l’opérateur∆. Une question naturelle est de savoir si ces propriétés se généralisent pour tout

alphabet à deux lettres impaires. Nous montrons ensuite queles mots lisses sur un alphabet

impair contiennent une infinité de palindromes préfixes, qu’ils sont récurrents, que l’ensemble

des facteurs est fermé sous l’image miroir et que les mots lisses extrémaux s’obtiennent par un

algorithme linéaire. De plus, nous montrons que le mot lisseminimal est un mot de Lyndon

infini si et seulement si l’alphabet s’écrit comme{a < b}, aveca 6= 1 et a, b impaires. Nous

montrons aussi que pour un alphabet de la forme{1, b} avecb impair, la fréquence de la lettre

b du mot lisse minimal est donnée par 1√
2b−1+1

. Ensuite, l’étude des mots lisses extrémaux

sur un alphabet à deux lettres paires nous indique que ces derniers peuvent aussi être obtenus

par un algorithme linéaire. Par ailleurs, nous montrons quepour cet alphabet, la fréquence des

lettres dans les mots lisses extrémaux est1/2, que tout mot lisse est récurrent et que les en-

sembles des facteurs des mots lisses extrémaux ne sont pas fermés sous l’image miroir, ni sous

la complémentation. Nous montrons aussi que les mots maximaux correspondent exactement

aux mots de Kolakoski généralisés. Cela implique que toutesles propriétés prouvées pour les

mots lisses extrémaux pour un alphabet pair s’appliquent aux mots de Kolakoski généralisés sur

ces alphabets. Pour finir, nous prouvons que le mot lisse minimal est un mot de Lyndon infini.

Les résultats de ce chapitre font l’objet de la publication (Brlek, Jamet et Paquin, 2008).

Nous terminons ce travail par le Chapitre VII dans lequel nous étudions le lien entre les surfaces

discrètes et les mots lisses. Les surfaces discrètes sont lagénéralisation des suites sturmiennes

en3 dimensions : elles approximent des surfaces. Il est possible d’associer un pavage de plan à

une surface discrète et ce pavage s’écrit sur l’alphabet{1, 2, 3}. Comme à tout mot lisse, il est

aussi possible d’associer un pavage du quart de plan, l’objectif du chapitre est de caractériser

les mots lisses qui ont un pavage de plan décrivant un morceaude surface discrète. Pour ce

faire, nous rappelons les notions nécessaires concernant les surfaces discrètes. Nous énonçons

un résultat de (Jamet, 2004) qui fournit une condition nécessaire et suffisante sur un pavage
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du plan afin de déterminer s’il décrit ou pas une surface discrète. Pour finir, nous étudions tous

les cas possibles et montrons par élimination que les seuls mots lisses ayant un pavage de plan

décrivant un morceau de surface discrète sont les motsK(3,1), 1K(3,1) et 2K(3,1), oùK(3,1) est

le mot de Kolakoski généralisé sur l’alphabet{1, 3} et débutant par la lettre3. Les résultats de

ce chapitre font l’objet de la publication (Jamet et Paquin,2005).



Chapitre I

GÉNÉRALITÉS SUR LES MOTS

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les concepts et définitions de base en combinatoire des

mots qui seront utilisés tout au long de ce travail. Nous fixons aussi les notations qui apparaî-

tront dans les chapitres ultérieurs. Les définitions et notations seront fortement basées sur celles

utilisées dans les Lothaire (Lothaire, 1983; Lothaire, 2002). Nous définissons les trois types de

mots que nous considérerons : les mots finis, infinis et bi-infinis. Finalement, nous introduisons

les concepts utiles qui s’y rattachent.

Dans ce qui suit,N, Z et R désignent respectivement l’ensemble des naturels (entiers posi-

tifs ou nuls), des entiers et des réels. La cardinalité d’un ensembleE sera notée Card(E).

Un alphabetA est un ensemble fini de symboles qui sont appelés deslettres. On écritA =

{a0, a1, . . . , an−1} pour désigner un alphabet àn lettres etA = {a0 < a1 < . . . < an−1}
s’il est ordonné. Un semi-groupeest un ensemble muni d’une opération binaire associative.

L’ensemble des mots sur un alphabetA avec l’opération de concaténation est un semi-groupe.

Un morphisme de semi-groupes d’un semi-groupeS dans un semi-groupeT est une fonction

s : S → T telle ques(uv) = s(u)s(v), pour toutu, v ∈ S. Un monoïdeM est un semi-

groupe ayant un élément neutre, c’est-à-dire un élémente tel queme = em = m pour tout

m ∈M . Un morphisme de monoïdes d’un monoïdeM dans un monoïdeN est un morphisme

de semi-groupes : M → N tel ques(eM ) = eN .
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1.1 Mots finis

Un mot finiw sur l’alphabetA est une suite finie de lettresw = w[0]w[1] · · · w[n − 1], où

w[i−1] ∈ A est lai-ième lettre dew. On dit alors quew est delongueurn et on note lg(w) = n.

L’ensemble des mots finis de longueurn sur l’alphabetA est désigné parAn etA∗ = ∪n∈NA
n

est l’ensemble de tous les mots finis sur l’alphabetA. Le mot videest notéε et sa longueur est

0. On noteA+ = A∗ − {ε} l’ensemble des mots finis non vides sur l’alphabetA. L’ensemble

des mots finis de longueur≤ n ∈ N sur l’alphabetA est notéA≤n.

L’ensembleA∗ est un monoïde. En effet, la concaténation des mots est associative et le mot vide

est bien un élément neutre pour la concaténation. L’ensembleA+ est appelé lesemi-groupe libre

sur l’alphabetA, alors que l’ensembleA∗ est appelé lemonoïde libre.

Un motu est appelé unfacteur(resp. unpréfixe, resp. unsuffixe) du motw s’il existe des mots

x, y tels quew = xuy (resp.w = uy, resp.w = xu). On dit que le facteur (resp. préfixe,

resp. suffixe) estpropresi xy 6= ε (resp.y 6= ε, resp.x 6= ε). On note Pref(w) (resp. Suff(w))

l’ensemble des préfixes (resp. suffixes) propres dew. L’ensemble des facteurs du motw est noté

F (w) etFn(w) désigne l’ensemble des facteurs de longueurn du motw. On désigne le facteur

dew commençant à lai-ième lettre et terminant à laj-ième parw[i, j].

Exemple 1.1.1Soit le motw = abbaaabbaa ∈ {a, b}∗. On a lg(w) = 10. Les facteurs de

longueur3 de w sont donnés par l’ensembleF3(w) = {aaa, abb, baa, bba}. On aabba ∈
Pref(w), maisabbaaabbaa /∈ Pref(w) comme il n’est pas un préfixe propre dew. Par ailleurs,

w[2, 4] = baa etw[0, 5] = abbaaa.

On écrit Alph(w) pour désigner l’ensemble des lettres ayant au moins une occurrence dans le

motw. Le nombre d’occurrences d’une lettrea ∈ A dans le motw ∈ A∗ est noté|w|a et de

façon similaire, pour un facteurf dew, |w|f désigne le nombre d’occurrences du facteurf dans

le motw. La fréquence d’une lettrea dans un motw est définie parfa(w) = |w|a/lg(w).

Exemple 1.1.2Fixons A = {1, 2, 3, 4} et considérons le motw = 131431 ∈ A∗. Alors

Alph(w) = {1, 3, 4} et f1(w) = 3/6 = 1/2, f2(w) = 0/6 = 0, f3(w) = 2/6 = 1/3 et

f4(w) = 1/6.
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L’ image miroir d’un mot w = w[0]w[1] · · ·w[n − 1] est le mot notéw̃ et défini parw̃ =

w[n − 1]w[n − 2] · · ·w[1]w[0]. Un palindromeest un motw tel quew̃ = w. L’ensemble des

palindromes sur l’alphabetA est noté pal(A∗). Si lg(w) est paire (resp. impaire), alorsw est

un palindrome si et seulement s’il s’écrit commew = xx̃ (resp.w = xax̃, oùa est une lettre)

pour un certain motx. Soientu, v deux palindromes. Alorsu est unfacteur centralde v si

v = wuw̃ pourw ∈ A∗. La fermeture palindromiquedew ∈ A∗ est le plus court palindrome

u = w(+) ayantw comme préfixe. Siw = xp, où p est le plus long suffixe palindrome dew,

alorsw(+) = xpx̃.

Exemple 1.1.3Soient les motsu = 1234123121 etv = 1243421. Alors ũ = 1213214321 6= u

et ṽ = 1243421 = v. Ainsi, u n’est pas un palindrome etv en est un de longueur impaire

et s’écrit commev = x3x̃, avecx = 124. D’autre part,u(+) = 1234123 · 121 · 3214321 et

v(+) = v, commev est un palindrome.

Soitw ∈ A∗, où Card(A) = 2. Le complémentdu motw = w[0]w[1]w[2] · · · w[n− 1] est noté

w et est défini parw = w[0]w[1]w[2] · · ·w[n − 1], oùw[i] est la lettre complémentaire dew[i]

dans l’alphabetA.

Exemple 1.1.4Le complément dew = abbaaabbaa estw = baabbbaabb.

On dit quep ∈ N est unepérioded’un motw = w[0]w[1] · · · [n − 1] si w[i] = w[i + p], pour

0 ≤ i < n− p. Si p = 0, on dit que la période esttriviale .

Exemple 1.1.5Soit le motw = abbaaabbaa ∈ {a, b}∗. w admet les périodes5 et 9, puisque

w = abbaa · abbaa etw = abbaaabba · a.

On notewn, avecn ∈ N etw ∈ A∗, le motw répétén fois. On dit alors quewn est lan-ième

puissancedew. Un motw ∈ A+ est ditprimitif siw = un pour un motu ∈ A+ implique que

n = 1. D’autre part, pourw ∈ Am et pourq = n + p/m avecn, p,m ∈ N, p < m etm 6= 0,

wq désigne le motwnw[0, p − 1].

Exemple 1.1.6Soitw = 123112. Alorsw3 = www = 123112 ·123112 ·123112. D’autre part,

u = 112112 n’est pas primitif, puisqu’il s’écrit commeu = (112)2.
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Exemple 1.1.7Soitw = 1123. Alorsw10/4 = 1123112311.

Deux motsu, v ∈ A+ sont ditsconjuguéss’il existex, y ∈ A∗ tels queu = xy et v = yx. La

conjugaison est une relation d’équivalence. En effet, on peut facilement vérifier la réflexivité, la

symétrie et la transitivité de la conjugaison. Laclasse de conjugaisondu motw est notée[w].

Siw est primitif, alors il a lg(w) conjugués.

Exemple 1.1.8 a) Le motw = aababc est un mot primitif. Alors

[w] = {aababc, ababca, babcaa, abcaab, bcaaba, caabab} et Card([w]) = 6 = lg(w).

b) Le motu = aabaab = (aab)2 est un mot non primitif. Alors

[u] = {aabaab, abaaba, baabaa} et Card([u]) = 3.

c) Le motv = 12112 est un mot primitif. Alors

[v] = {12112, 21121, 11212, 12121, 21211} et Card([v]) = 5.

L’ ordre lexicographiquepour deux motsu, v ∈ A∗, aussi appelé l’ordre alphabétique, où A

est un alphabet totalement ordonné, est défini comme suit. Onécrit u < v si u est un préfixe

propre dev ou s’il existe des factorisationsu = xau′ et v = xbv′ telles quea < b ∈ A. On

écritu ≤ v si u < v ou siu = v. Cela correspond à l’ordre dans un dictionnaire. Si l’alphabet

est numérique, on suppose que l’ordre sur les lettres est l’ordre des naturels.

Un mot ℓ ∈ A∗ est unmot de Lyndons’il est primitif et s’il est minimal dans sa classe de

conjugaison, selon l’ordre lexicographique. Un mot de longueur1 est nécessairement un mot

de Lyndon. De plus, tout mot non vide est nécessairement un conjugué d’une puissance d’un

mot de Lyndon. L’ensemble des mots de Lyndon est notéL.

Exemple 1.1.9 a) Soit le motv = 12112 de l’Exemple 1.1.8 c). On av /∈ L, puisqu’il

n’est pas minimal dans sa classe de conjugaison. En effet,11212 ∈ [v] et 11212 <

12112. Donc,11212 ∈ L, puisqu’il est primitif et qu’il est le plus petit de sa classe de

conjugaison selon l’ordre lexicographique.

b) Soit le motabab. On peut écrireabab = (ab)2. Doncabab /∈ L.

c) Soit le mot23121. On a que12123 et23121 sont conjugués et12123 est le mot minimal

de sa classe de conjugaison. Donc23121 /∈ L, mais son conjugué12123 ∈ L.
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Rappelons le théorème suivant concernant la factorisationde Lyndon.

Théorème 1.1.10(Lothaire, 1983) Tout mot fini non videw s’écrit de façon unique comme un

produit non croissant de mots de Lyndon :

w = ℓ0ℓ1 · · · ℓn =
n⊙

i=0

ℓi, où ℓi ∈ L et ℓ0 ≥ ℓ1 ≥ · · · ≥ ℓn. (1.1)

Exemple 1.1.11La factorisation de Lyndon du motu = 121221122112 est

u = 12122 · 1122 · 112.

On a bien12122 ≥ 1122 ≥ 112 et12122, 1122, 112 ∈ L.

Un motw ∈ A∗ est ditéquilibré si pour tous facteursu, v de même longueur dew et pour

toute lettrea ∈ A,
∣∣|u|a − |v|a

∣∣ ≤ 1. Pour un alphabet à deux lettres, il suffit de vérifier cette

condition pour une seule des deux lettres, puisque par complémentarité,|u|a − |v|a = k si et

seulement si|v|b − |u|b = k.

Exemple 1.1.12 a) Soit le motw = xyxyyxx. Ce mot n’est pas équilibré. En effet,xx, yy ∈
F2(w), et

∣∣|xx|x−|yy|x
∣∣ = |2−0| = 2 > 1. Remarquons qu’on a aussi

∣∣|xx|y−|yy|y
∣∣ =

|0 − 2| = 2 > 1.

b) Soit le motu = ababb. Ce mot est équilibré. En effet,

F (u) = {a, b, ab, ba, bb, aba, abb, bab, abab, babb, ababb}

et on peut facilement vérifier que pour deux facteursf, f ′ ∈ F (u) de même longueur,
∣∣|f |a − |f ′|a

∣∣ ≤ 1.

c) Soit le motv = 1213. On a

F (v) = {1, 2, 3, 12, 13, 21, 121, 213, 1213}.

On peut vérifier que pour tous facteursf, f ′ tels que lg(f) = lg(f ′),
∣∣|f |1 − |f ′|1

∣∣ ≤ 1,
∣∣|f |2 − |f ′|2

∣∣ ≤ 1 et
∣∣|f |3 − |f ′|3

∣∣ ≤ 1. Ainsi, v est équilibré.

d) Soit le mott = 1123. On aF (t) = {1, 2, 3, 11, 12, 23, 112, 123, 1123}. Pour tous

facteursf, f ′ tels que lg(f) = lg(f ′),
∣∣|f |2 − |f ′|2

∣∣ ≤ 1,
∣∣|f |3 − |f ′|3

∣∣ ≤ 1, mais
∣∣|11|1 − |23|1

∣∣ = |2 − 0| > 1. Donct n’est pas équilibré.
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Définition 1.1.13 On noteγ le conjugueurdéfini de la manière suivante : pour une lettrey et

un motw ∈ A∗, γ(yw) = wy.

1.2 Mots infinis

Un mot infinià droites sur l’alphabetA est une suite infinie de lettress = s[0]s[1]s[2] · · · , où

s[i] ∈ A pour i ≥ 0. On désigne parAN l’ensemble des mots infinis à droite. Cet ensemble

est aussi parfois désigné parAω. C’est l’ensemble des suites de symboles deA indicées par les

naturels. Nous appeleronssuitesoumots infinisles mots infinis à droite.

On définitA∞ = A∗ ∪ Aω, l’ensemble des mots finis ou infinis sur l’alphabetA.

La concaténationuv est bien définie pouru ∈ A∗ et v ∈ Aω. Le résultat est une suite. Si

u ∈ A∗, alorsuω désigne la suiteuuu · · · .

Un mot fini u est unfacteur d’une suites s’il existe p ∈ A∗, s′ ∈ Aω tel ques = pus′.

L’ensemble des facteurs des est notéF (s) et l’ensemble de ses facteurs de longueurn est noté

Fn(s). Une suitet ∈ Aω est unsuffixede la suites ∈ Aω s’il existe un motp ∈ A∗ tel que

s = pt. Si p 6= ε, on dit que le suffixe estpropre.

Si w = pus ∈ A∞, avecp, u ∈ A∗ et s ∈ A∞, alorsp−1w désigne le motus. De façon

similaire,ws−1 est le motpu.

Exemple 1.2.1Soientw = 11232121242, u = 11231(213)ω , s = 21242 et p = 1123. Alors

p−1w = 2121242, p−1u = 1(213)ω etws−1 = 112321.

L’ ordre lexicographiquepour les suitess, t ∈ Aω est défini comme suit. On dit ques < t s’il

existe des factorisationss = uas′ et t = ubt′, aveca < b ∈ A, u ∈ A∗ et s′, t′ ∈ Aω.

Siromoney et al. (Siromoney et al., 1994) ont généralisé le Théorème 1.1.10 aux mots infinis.

L’ensembleL∞ desmots de Lyndon infinisconsiste en les mots qui sont plus petits que tous

leurs suffixes. La définition de factorisation de Lyndon se généralise aux mots infinis de la façon

suivante.

Théorème 1.2.2(Siromoney et al., 1994)Tout mot infiniw s’écrit de façon unique comme un

produit, fini ou infini, non croissant de mots de Lyndon de l’une des deux formes suivantes :
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i) soit il existe une suite infinie(ℓk)k≥0 d’éléments deL tel que

w = ℓ0ℓ1ℓ2 · · · et pour toutk, ℓk ≥ ℓk+1.

ii) soit il existe une suite finieℓ0, . . . , ℓm (m ≥ 0) d’éléments deL et ℓm+1 ∈ L∞

tel que

w = ℓ0ℓ1 · · · ℓmℓm+1 et ℓ0 ≥ . . . ≥ ℓm > ℓm+1.

Exemple 1.2.3 a) La factorisation de Lyndon de la suites = 123121133424121ω est

s = 123 · 12 · 113342412 · 1 · 1 · 1 · · ·

Cette factorisation est du type i).

b) La factorisation de Lyndon de la suitet = 1231211334241(12)ω est

t = 123 · 12 · 1133424 · 1(12)ω .

Cette factorisation est du type ii).

La fonction dedécalageσ pour les suites est définie parσ : AN → AN telle queσ(s) = t, où

t[n] = s[n+ 1], pourn ∈ N. On a alorsσ(s[0]s[1]s[2] · · · ) = s[1]s[2]s[3] · · · .

Exemple 1.2.4Soit s = (123)ω . Alors σ(s) = 23(123)ω = (231)ω et σ2(s) = σ(σ(s)) =

σ((231)ω) = (312)ω .

L’opérateurσ est l’analogue de l’opérateurγ sur les mots infinis. En effet :σ(uω) = (γw)ω .

Soit w ∈ A∞. La fonction de complexitédu motw est la fonction qui associe pour chaque

longueurn ∈ N, le nombreP (w,n) de facteurs de longueurn dans le motw. Ainsi,P (w,n) =

Card(Fn(w)). On a toujoursP (w, 0) = 1 etP (w, 1) = Card(Alph(w)). S’il n’y a pas d’ambi-

guïté, on écrit simplementP (n).

Exemple 1.2.5Soitw = bbabaa. Alors

F (w) = {a, b, aa, ab, ba, bb, aba, baa, bba, abaa, bbab, babaa, bbaba, bbabaa}

et doncP (w, 1) = 2, P (w, 2) = 4, P (w, 3) = 3, P (w, 4) = 2, P (w, 5) = 2 etP (w, 6) = 1.
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Siw est une suite, tout facteur peut être prolongé vers la droiteet donc, la propriétéP (w,n) ≤
P (w,n + 1) est toujours satisfaite. Un facteurf dew est ditspécial à droite(resp.spécial à

gauche) dansw s’il existea, b ∈ A, a 6= b, tels quefa, fb ∈ F (w) (resp.af, bf ∈ F (w)).

Exemple 1.2.6Dans le motabcabacbc, le facteurab est spécial à droite, puisqueabc et aba

sont aussi facteurs. D’autre part, le facteurbc est spécial à gauche, puisqueabc et cbc sont aussi

facteurs.

Soit s ∈ Aω. On note Ult(s) l’ensemble des lettres qui apparaissent infiniment souventdanss.

On dit qu’une suites estrécurrentesi |s|f est infini pour tout facteurf ∈ F (s). On dit ques est

purement périodique(resp.ultimement périodique) si s s’écrit commes = uω (resp.s = puω,

p ∈ A∗), avecu ∈ A∗.

Exemple 1.2.7On a Ult(1213121412(142)ω )) = {1, 2, 4}. Cette suite n’est pas récurrente,

puisque le facteur1213 n’apparaît qu’une seule fois, mais elle est ultimement périodique.

La fréquence(voir (Pytheas-Fogg, 2002)) de la lettrea dans la suites est définie par

fa(s) = lim
n→∞

|s[0, n− 1]|a
n

lorsque cette limite existe.

Exemple 1.2.8Soit s = 1213121412(142)ω . On af1(s) = f2(s) = f4(s) = 1/3 et f3(s) =

0.

Deux motsu, v ∈ A∞ sont ditséquivalentssi F (u) = F (v) : s’ils ont le même ensemble de

facteurs.

Soitw ∈ A∞. Un facteurf dew de la formef = αk, avecα ∈ A etk ≥ 1 maximal, est appelé

bloc deα dew et sa longueur estk.

Exemple 1.2.9Soitw = 1231311131221311323. Ce mot contient contient successivement des

blocs de 1 de longueur respectivement1, 1, 3, 1, 1 et2.
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1.3 Mots bi-infinis

L’ensemble desmots bi-infinis, notéAZ, est défini comme étant l’ensemble des fonctionsZ →
A.

Siu ∈ A∗, alorsωuω désigne le mot bi-infinis = · · · u•uu · · · . Le point• est placé juste avant

s[0] et représente l’origine du mots. On aura alors ques[i] = u[j], oùj ≡ i mod lg(u).

Pours ∈ AZ, on définit lafonction de décalageσ parσ : AZ → AZ telle queσ(s) = t, où

t[n] = s[n + 1], pourn ∈ Z. Contrairement au décalage d’un mot infini à droite, le décalage

d’un mot bi-infini donne une bijection dansAZ. Un décalageσk correspond à un déplacement

de l’origine dek positions vers la droite.

SoitG, l’ensemble des entiersn tels queσn(s) = s, avecs ∈ AZ. AlorsG forme un groupe

d’élément neutre0 et dans lequel l’inverse den est−n. Les éléments deG sont appelés des

périodes. On définit laplus petite période non trivialedu mot bi-infini s ∈ AZ comme étant

le plus grand commun diviseurp des entiersn ≥ 1 deG. Ce p correspond exactement au

générateur du groupeG. Si Card(G) > 1, alorsp ≥ 1. Sinon,G = {0} et on dit que la période

estinfinie.

Exemple 1.3.1Soit le mot bi-infinis = ω(12334)ω de périodes5, 10, 15, . . . = 5N et de plus

petite période non triviale5. On aσ(s) = ω(23341)ω etσ3(s) = ω(34123)ω .

1.4 Autres définitions et notations

Notation 1.4.1 On écritα ⊥ β si pgcd(α, β) = 1. Sinon, on écritα 6⊥ β.

Notation 1.4.2 À moins de mentionner le contraire,[a, b] désigne l’ensemble qui contient tous

les entiers dea à b inclusivement, oùa, b ∈ Z. On appelle cet ensemble unintervalle entier.

Définition 1.4.3 La projection Πα(s) de s ∈ A∞ par rapport à la lettreα est définie par

Πα(s)[i] = α si s[i] = α, etΠα(s)[i] = x sinon.

Exemple 1.4.4Soitw = 123124321. Alors Π1(w) = 1xx1xxxx1 etΠ2(w) = x2xx2xx2x.



Chapitre II

M OTS ÉPICHRISTOFFELS

Les suites sturmiennes, aussi appelées les mots de Sturm, apparaissent dans la littérature dès

le 18ième siècle dans les travaux précurseurs de l’astronome Bernoulli (Bernoulli, 1772) : ces

suites caractériseraient les phases de la lune. Selon Markov (Markov, 1882), il considère la

suite{F (αn+ρ)}n∈Z, oùF (x) désigne l’entier le plus proche dex ∈ R, et tente de déterminer

pour quelles valeurs deα ∈ R la suite{F (α(n + 1) + ρ) − F (αn + ρ)}n∈Z est périodique. Il

conjecture que c’est le cas si et seulement siα est rationnel.

On retrouve ensuite les suites sturmiennes au 19ième siècledans les travaux de Christoffel

(Christoffel, 1875), puis dans ceux de Markov (Markov, 1882). Ce dernier prouve la conjecture

de Bernoulli. La première étude en profondeur de ces suites demeure toutefois celle de Morse

et Hedlund. Dans leurs travaux (Morse et Hedlund, 1938; Morse et Hedlund, 1940; Hed-

lund, 1944), ils montrent comment les suites sturmiennes s’obtiennent en considérant les zéros

des solutions d’équations différentielles homogènes linéaires de degré 2

y′′ + h(x)y = 0,

oùh(x) est continu et de période 1. C’est d’ailleurs dans leurs travaux que le nomsuites stur-

miennesapparaît pour la première fois dans la littérature.

À la fin du 20ième siècle et plus récemment, une foule de chercheurs se sont intéressés à ces

suites. Par exemple (Coven et Hedlund, 1973; Coven, 1974; Storlarsky, 1976; Brown, 1993;

Ziccardi, 1995; de Luca, 1997a; Bender, Patashnik et Rumsey, 1994; Berstel, 2002). Trois

livres récents soulignent cet intérêt (Lothaire, 2002; Pytheas-Fogg, 2002; Allouche et Shal-
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lit, 2003). Dans cette vaste littérature, on retrouve plusieurs caractérisations des suites stur-

miennes. Entre autres, elles sont les suites infinies sur deux lettres de complexité minimale, elles

sont les suites équilibrées sur deux lettres, elles codent des droites discrètes, elles codent l’orbite

d’un point de l’intervalle réel[0, 1[ sous l’action d’une rotation d’angle irrationnel suivant une

partition de[0, 1[ en deux intervalles de longueurs respectivesα et1−α. Ces différentes carac-

térisations proviennent du fait que les suites sturmiennesapparaissent dans une multitude de do-

maines tels que la théorie des nombres (Morikawa, 1985b; Simpson, 1991; Tijdeman, 2000b;

Tijdeman, 2000a; Barát et Varjú, 2003; Simpson, 2004; Graham et O’Bryant, 2005), la géo-

métrie discrète, la cristallographie (Bombieri et Taylor,1986), la reconnaissance de formes, la

dynamique symbolique (Morse et Hedlund, 1938; Morse et Hedlund, 1940; Hedlund, 1944;

Queffélec, 1987), l’infographie (Bresenham, 1991). Selonle domaine, on retrouve différentes

appelations pour les suites sturmiennes ou pour une sous classe : suites de Beatty, mots de

coupures, suites caractéristiques, mots de Christoffel, mots de billard.

Depuis la fin des années 1990, plusieurs chercheurs ont généralisé les suites sturmiennes à des

suites à plus de deux lettres, en utilisant l’une de ses multiples caractérisations. Une générali-

sation naturelle sur trois lettres et plus est la famille dessuitesépisturmiennes. Cette dernière

utilise la propriété de fermeture palindromique des suitessturmiennes. La première construction

de ces mots apparaît dans (de Luca, 1997b). Cette classe apparaît aussi dans (Rauzy, 1985; Ar-

noux et Rauzy, 1991) et a été étudiée plus récemment par (Justin et Vuillon, 2000; Risley

et Zamboni, 2000; Droubay, Justin et Pirillo, 2001; Justin et Pirillo, 2002; Justin et Pi-

rillo, 2004; Justin, 2005; Glen, 2008; Glen, 2007). Certains auteurs (Cassaigne, Ferenczi

et Zamboni, 2000; Berstel, 2002; Vuillon, 2003) se sont intéressés à une généralisation de la

notion d’équilibre sur des suites sur un alphabet à plus de trois lettres et il a été prouvé qu’il

existe toujours une suite d’Arnoux-Rauzy qui ne soit pas équilibrée, selon la notion d’équilibre

généralisée. Une autre généralisation des suites sturmiennes consiste en les mots de billard en

trois dimensions (Arnoux et al., 1994; Borel et Reutenauer,2005). Remarquons que pour un

alphabet à deux lettres, ces trois classes coïncident avec la famille des suites sturmiennes. Par

contre, dès que l’alphabet comporte plus de deux lettres, elles ne coïncident plus.

La version finitaire des suites sturmiennes, les mots de Christoffel, s’avère aussi un objet fort
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étudié (Christoffel, 1875; Lothaire, 2002; Borel et Reutenauer, 2006; Berthé, de Luca et

Reutenauer, 2007; Kassel et Reutenauer, 2007). Malgré que les facteurs finis de suites épistur-

miennes aient été étudiés entre autres par (Glen, Justin et Pirillo, 2008), personne n’a encore

introduit une généralisation des mots de Christoffel. Dansce chapitre, nous introduisons une

généralisation des mots de Christoffel que nous appelons les motsépichristoffelsen utilisant

les morphismes épisturmiens. Dans un premier temps, nous rappelons ce que sont les suites

sturmiennes. Ensuite, nous introduisons la version finie des suites sturmiennes : les mots de

Christoffel. Puis, nous nous intéressons à la généralisation naturelle des suites sturmiennes : les

suites épisturmiennes. Nous présentons ensuite la nouvelle classe de mots : lesmots épichris-

toffels. Malgré que ces mots ne soient généralement pas équilibrés,nous montrons de quelle

façon certaines propriétés des mots de Christoffel se généralisent pour un alphabet à plus de

deux lettres.

2.1 Suites sturmiennes

Dans cette section, nous n’introduisons que les propriétésdes suites sturmiennes qui nous in-

téressent pour la suite. Pour plus de propriétés, nous référons le lecteur à la section du (Lo-

thaire, 2002) qui est consacrée à l’étude de ces suites.

L’une des définitions classiques des suites sturmiennes estcelle de Morse et Hedlund.

Définition 2.1.1 (Morse et Hedlund, 1940) Soitα et ρ deux nombres réels, avec0 ≤ α < 1

irrationnel, et posons, pourn ≥ 0,

s[n] =





a si ⌊α(n + 1) + ρ⌋ = ⌊αn+ ρ⌋,
b sinon,

s′[n] =





a si ⌈α(n + 1) + ρ⌉ = ⌈αn + ρ⌉,
b sinon.

Alors les deux suites

sα,ρ = s[0]s[1]s[2] · · · et s′α,ρ = s′[0]s′[1]s′[2] · · ·
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sontsturmienneset réciproquement, tout mot sturmien est de la formesα,ρ ou s′α,ρ pour un

nombre irrationnelα et un réelρ. On appellela pentele réelα et l’intercept le réelρ.

Définition 2.1.2 Soit une suite sturmiennes. Si l’intercept est 0, alors on dit ques eststandard

oucaractéristique.

Définition 2.1.3 (Lothaire, 2002) La suite sturmiennesα,ρ (resp.s′α,ρ) est appelée lemot mé-

canique inférieur(resp.mot mécanique supérieur) de penteα et d’interceptρ.

Cette définition provient de la représentation géométriquesuivante. Considérons une droite

d’équationy = αx+ ρ (voir la Figure 2.1). Les points à coordonnées entières toutjuste sous la

droite sont les pointsPn = (n, ⌊αn + ρ⌋). Deux points consécutifsPn etPn+1 sont reliés par

une ligne droite horizontale sisα,ρ(n) = a et diagonale sisα,ρ(n) = b. On a la même chose

pourPn = (n, ⌈αn + ρ⌉) pour les points situés juste au dessus de la droite. Le mot associé à

cette droite estbaabaabaabaabaaa · · · .

ab a a b a a b a a b a a b a a b

y = αx+ ρ

Figure 2.1Exemple de mots mécaniques supérieurs et inférieurs.

Notation 2.1.4 Dans ce travail, nous ne considérons que les mots de pente irrationnelle, appelé

des mots mécaniquesirrationnels. Il existe aussi des mots mécaniquesrationnels : les mots

ayant une pente rationnelle.

Proposition 2.1.5 (Morse et Hedlund, 1938) Une suites est sturmienne si et seulement si elle

est apériodique et équilibrée.
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De plus, on a la Proposition 2.1.6.

Proposition 2.1.6 (Lothaire, 2002) Un mot finiw est facteur d’une suite sturmienne si et seule-

ment s’il est équilibré.

Les suites sturmiennes sont caractérisées par leur complexité minimale. En effet, on a le résultat

suivant.

Proposition 2.1.7 (Coven et Hedlund, 1973) Une suites est sturmienne si et seulement si

P (n) = n+ 1, pour toutn ∈ N.

Théorème 2.1.8(Lothaire, 2002) Soits une suite. Les énoncés suivants sont équivalents :

i) s est sturmienne ;

ii) s est équilibrée et apériodique ;

iii) s est un mot mécanique irrationnel.

Unesuite sturmienne standardcorrespond au mot mécanique décrit par une droite débutant à

un point entier.

Définition 2.1.9 (Lothaire, 2002) Unmorphismef est sturmiensi f(s) est une suite stur-

mienne pour toute suite sturmiennes.

Exemple 2.1.10Le morphisme identité et le morphisme qui échange les deux lettres de l’al-

phabet sont des morphismes sturmiens.

Proposition 2.1.11 (Séébold, 1991) Les morphismesψ etψ définis par

ψ(a) = ab ψ(b) = a

ψ(a) = ba ψ(b) = a

E(a) = b E(b) = a

sont sturmiens.

Proposition 2.1.12 (Lothaire, 2002) L’ensemble des morphismes sturmiens est le monoïde

engendré par les morphismesψ,ψ,E sous la composition.
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2.2 Mots de Christoffel

Informellement, un motw ∈ {a, b}∗ est unmot de Christoffels’il peut être obtenu en discré-

tisant un segment de droite dans le plan, comme dans la Figure2.2, en prenant cette fois des

sauts horizontaux et verticaux.

(5,3)

(0,0)

Figure 2.2Le mot de Christoffelaabaabab de pente3/5.

Tout mot finiw sur un alphabet ordonné à deux lettresA = {a, b} définit un chemin continu

dans le plan, partant de l’origine(0, 0) et allant jusqu’à un point(p, q) ∈ N2. On part du point

(0, 0) et en lisant le motw, on fait un pas horizontal vers la droite pour chaque lettrea, et on fait

un pas vertical vers le haut pour chaque lettreb. Ainsi, si |w|a = p et |w|b = q, alors le chemin

se termine au point(p, q).

Définition 2.2.1 On dit qu’un chemin décrit unmot de Christoffel(inférieur) s’il satisfait les 3

conditions suivantes :

i) il est situé sous le segment de droite reliant(0, 0) et (p, q), où p, q ∈ N, et il joint (0, 0) à

(p, q) ;

ii) aucun point deN2 ne se situe entre le chemin et le segment ;

iii) p ⊥ q.

On dit alors que le mot de Christoffelw est depenteq/p ; cela correspond exactement à la pente

du segment de droite représentant le mot de Christoffel. De plus, on a toujours que lg(w) =

p+ q. Par définition, une lettre est bien un mot de Christoffel. Ondit qu’un mot de Christoffel

estpropres’il n’est pas réduit à une seule lettre.
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Il existe aussi desmots de Christoffel supérieursqui sont situés au dessus du segment de droite,

mais nous ne nous y intéressons pas dans ce travail. Nous ne considérons que lesmots de

Christoffel inférieurs, c’est-à-dire ceux situés sous le segment de droite.

Cette définition d’un mot de Christoffel est celle du point devue de la géométrie discrète in-

troduite dans (Borel et Laubie, 1993). En dynamique symbolique, les mots de Christoffel sont

définis à l’aide des échanges d’intervalles (Morse et Hedlund, 1940) de la façon qui suit.

Définition 2.2.2 (Morse et Hedlund, 1940) Soit l’alphabetA = {a < x}, soientα, β ∈ N tels

queα ⊥ β et posonsn = α + β. Le mot de Christoffelu ∈ A∗ avecα occurrences dea et β

occurrences dex est défini paru = u[0]u[1] · · · u[n− 1], où

u[i] =





a si iβ mod n < α mod n

x si iβ mod n ≥ α mod n

pour0 ≤ i < n, où iβ mod n désigne le reste de la division euclidienne deiβ parn.

Comme modulon on a

iβ < α ⇐⇒ iβ < n− β ⇐⇒ iβ < iβ + β = (i+ 1)β,

on obtient la définition équivalente suivante.

Définition 2.2.3 Soit l’alphabetA = {a < x}, soientα, β ∈ N tels queα ⊥ β et posons

n = α + β. Le mot de Christoffelu ∈ A∗ avecα occurrences dea et β occurrences dex est

défini paru = u[0]u[1] · · · u[n− 1], où

u[i] =





a si (i+ 1)β mod n > iβ mod n

x si (i+ 1)β mod n ≤ iβ mod n

pour0 ≤ i < n, où iβ mod n désigne le reste de la division euclidienne deiβ parn. Ce mot

est de penteβ/α.

Remarquons que la Définition 2.2.3 peut se généraliser aux puissances de mots de Christoffel

en supprimant la condition de primalité entreα etβ.
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Proposition 2.2.4 Un mot de Christoffel est toujours primitif.

Preuve Soit un mot de Christoffelw ∈ {a, x}∗ tel que|w|a = p et |w|x = q. Supposonsw

non primitif. Il existe doncu tel quew = un, avecn ≥ 2. Mais alors,p = np′ et q = nq′, avec

n ≥ 2. Donc pgcd(p, q) ≥ n ≥ 2. D’où une contradiction, comme par définition d’un mot de

Christoffel,p ⊥ q.

Définition 2.2.5 SoitC(n, α) un mot de longueurn sur{a < x}∗ ayantα occurrences de la

lettrea et posonsr = pgcd(n, α).

i) Si r = 1, alorsC(n, α) désigne le mot de Christoffel de pente
n− α

α
.

ii) Si r > 1, alorsC(n, α) = C(rn
r , r

α
r ) =

(
C
(n
r
,
α

r

))r
et représente lar-ième puissance

du mot de ChristoffelC
(n
r
,
α

r

)
.

Considérons le graphe orienté ayant l’ensemble de sommets{0, 1, 2, . . . , α + β − 1} et com-

portant une flèche du sommeti au sommetj si i + β ≡ j mod n étiquetéea si i < j, etx si

j < i.

i) Si α ⊥ β, ce graphe est appelé legraphe de Cayleydu mot de Christoffelu sur l’alphabet

{a < x} de pente
β

α
.

ii) Si pgcd(α, β) = r > 1, alors le graphe ainsi obtenu est isomorphe au graphe de Cayley

du mot de ChristoffelC

(
α+ β

r
,
α

r

)
. Ce graphe parcourur fois est le graphe de Cayley de

C(α+ β, α).

Exemple 2.2.6Le graphe de Cayley associé au mot de Christoffel sur{a < x} de pente3/5

est

x 0

3

6

1

4

7

2

5

a

a

x

aa

x

a



24

etu = aaxaaxax, |u|a = 5, |u|x = 3.

Exemple 2.2.7Le graphe de Cayley associé au motC(6, 4) = aaxaax sur {a < x} est le

suivant,

0

24
a

ax

parcouru deux fois. Son graphe de Cayley peut aussi être représenté par

x 0

2

4

0

2

4

a

a

xa

a

SoitC(n, α) un mot de Christoffel et posonsα + β = n. Le graphe de Cayley deC(n, α) est

le graphe du sous-groupe engendré par(n − α) dansZ/nZ. Ce sous-groupe est exactement

Z/nZ, puisqueα ⊥ n comme un mot de Christoffel est primitif, donc(n − α) ⊥ n. De plus,

on peut vérifier que le graphe de Cayley du mot de ChristoffelC(n, α) a bienα occurrences

de a et β occurrences dex. En effet, commeα + β = n, on a(i − 1)β mod n = j si et

seulement si soitiβ mod n = j + β, soit iβ mod n = j − α. Si iβ mod n = j + β, alors

C(n, α)[i] = a, commeiβ mod n > (i − 1)β mod n. Sinon,iβ mod n = j − α, et donc

iβ mod n < (i − 1)β mod n implique queC(n, α)[i] = x. Mais iβ mod n = j + β pour

α valeurs dej et iβ mod n = j − α pourβ valeurs dej. Ainsi, le mot obtenu par le graphe

de Cayley a bienα occurrences dea etβ occurrences dex.
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Lemme 2.2.8 L’image miroir d’un mot de Christoffel (resp. une puissanced’un mot de Chris-

toffel)C(n, α) ∈ {a < x}∗, notéC̃(n, α), est aussi un mot de Christoffel (resp. une puissance

d’un mot de Christoffel) sur le même alphabet, mais pour lequel l’ordre des lettres est inversé.

Plus précisément,̃C(n, α) = C(n, n− α) ∈ {x < a}∗.

Preuve Considérons le graphe de Cayley du motC(n, n−α) ∈ {x < a}∗. Par définition, ce

graphe a une flèche du sommeti au sommetj si i+α ≡ j mod n et cette flèche est étiquetéex

si i < j et a sinon. D’autre part, remarquons que le graphe de Cayley deC̃(n, α) est le graphe

de Cayley deC(n, α) pour lequel le sens des flèches est inversé. Si l’on change le sens des

flèches dans le graphe de Cayley deC(n, α), alors dans le graphe ainsi obtenu, il y a une flèche

du sommeti au sommetj si i+ α ≡ j mod n et elle sera étiquetéex si i < j eta sinon.

Lemme 2.2.9 (Berstel et de Luca, 1997) Un motw est un mot de Christoffel si et seulement si

w est un mot de Lyndon équilibré.

Lemme 2.2.10Dans la classe de conjugaison d’un mot de Christoffel, le motde Lyndon, c’est-

à-dire le plus petit mot selon l’ordre lexicographique, estle mot de Christoffel.

Le Théorème suivant apparaît dans (de Luca et de Luca, 2006).

Théorème 2.2.11Soitw ∈ A∗ un mot primitif tel que toutw′ ∈ [w] est facteur d’une suite

sturmienne (pas nécessairement la même suite sturmienne).Alors,w est conjugué à un mot de

Christoffel.

Preuve Supposons que tout conjugué dew est facteur de suites sturmiennes. Alors, par la

Proposition 2.1.6,w et ses conjugués sont tous équilibrés. Commew est primitif, il existe un

mot de Lyndonw′ dans la classe de conjugaison dew. Plus particulièrement, ce mot de Lyndon

w′ est équilibré et donc, par la Proposition 2.2.9, est un mot deChristoffel. Ainsi,w est dans la

classe de conjugaison d’un mot de Christoffel.

Sans jamais n’avoir été énoncée explicitement, la proposition suivante découle des travaux de

Séébold, entre autres (Séébold, 1996; Séébold, 1998), et deRichomme, Kassel et Reutenauer

(Richomme, 2007; Kassel et Reutenauer, 2007).
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Proposition 2.2.12 Les mots de Christoffel et leurs conjugués sont exactement les mots obtenus

par l’application d’un morphisme sturmien sur une lettre.

Définition 2.2.13 (de Luca et de Luca, 2006) Soit le motw ∈ A∗ et soitp, la plus petite

période non triviale dew. On appelleracine fractionnairedew le préfixezw dew de longueur

p.

La notion de racine fractionnaire est bien définie : si la pluspetite période est lg(w), on a

zw = w.

Théorème 2.2.14(de Luca et de Luca, 2006) Soitw un mot non vide. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

i) w est facteur d’une suite sturmienne ;

ii) la racine fractionnairezw dew est conjugué à un mot de Christoffel.

2.3 Suites épisturmiennes

L’ensemble des suites épisturmiennes a d’abord été obtenu par une construction de de Luca

(de Luca, 1997a), puis a été étudié par Rauzy (Rauzy, 1985) etpar Arnoux-Rauzy (Arnoux et

Rauzy, 1991). Plus récemment, on retrouve entre autres les travaux (Justin et Vuillon, 2000;

Droubay, Justin et Pirillo, 2001; Justin, 2005).

Rappelons la définition de suite épisturmienne standard introduite par Droubay, Justin et Pirillo.

Définition 2.3.1 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suites est diteépisturmienne standard

si elle satisfait à l’une des conditions équivalentes qui suit.

i) Pour tout préfixeu des, u(+) est aussi préfixe des.

ii) Toute première occurrence d’un palindrome danss est un facteur central d’un palindrome

préfixe des.

iii) Il existe une suiteu0 = ε, u1, u2, . . . de palindromes et une suite∆(s) = x[0]x[1] · · · , avec

x[i] ∈ A, telle que toutun défini parun+1 = (unx[n])(+), n ≥ 0, avecu0 = ε, est préfixe

des.
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Pour la preuve de l’équivalence des conditions de la Définition 2.3.1, nous référons le lecteur à

(Droubay, Justin et Pirillo, 2001).

Définition 2.3.2 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suitet estépisturmiennesi F (t) =

F (s) pour une suite épisturmienne standards.

Notation 2.3.3 (Justin, 2005) Soitw = w[0]w[1] · · ·w[n − 1], w[i] ∈ A, et u0 = ε, . . . ,

un+1 = (unw[n])(+), les préfixes palindromiques deun+1. Alors Pal(w) désigne le motun+1.

Dans la Définition 2.3.1, le mot∆(s) est appelé lasuite directricede la suite épisturmienne

standards. On écrit alorss = Pal(∆(s)).

L’exemple suivant illustre comment la suite directrice nous permet de construire facilement des

suites épisturmiennes standards.

Exemple 2.3.4Sur l’alphabetA = {1, 2, 3}, la suite de TribonacciT est épisturmienne stan-

dard et est déterminée par la suite directrice∆(T ) = (123)ω . En effet, on trouve

u0 = ε,

u1 = 1,

u2 = (12)(+) = 121,

u3 = (1213)(+) = 1213121,

et finalement,T = 121312112131212131211213121 · · · = Pal((123)ω).

Dans l’exemple précédent comme dans tous les exemples à venir, les lettres de la suite directrice

sont soulignées dans la suite épisturmienne standard correspondante pour des fins de clarté.

Rappelons de (Justin, 2005) une propriété utile de l’opérateur Pal.

Lemme 2.3.5 (Justin, 2005) Soitx ∈ A,w ∈ A∗. Si|w|x = 0, alorsPal(wx) = Pal(w)xPal(w).

Sinon, on écritw = w1xw2 avec|w2|x = 0. Le plus long préfixe palindromique dePal(w) qui

est suivi dex dansPal(w) est doncPal(w1). D’où Pal(wx) = Pal(w)Pal(w1)
−1Pal(w).

Dans le lemme précédent, rappelons du Chapitre 1 que siw = pus ∈ A∞, avecp, u ∈ A∗ et

s ∈ A∞, alorsp−1w désigne le motus.
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Exemple 2.3.6Soitw = Pal(123) = 1213121. Alors,

Pal(123 · 4) = Pal(123) · 4 · Pal(123)

= 121312141213121,

Pal(123 · 2) = Pal(123) · Pal−1(w1) · Pal(123)

= 1213121(1)−11213121

= 1213121213121 et

Pal(123 · 3) = Pal(123) · Pal−1(w1) · Pal(123)

= 1213121(121)−11213121

= 12131213121.

Lemme 2.3.7 (Droubay, Justin et Pirillo, 2001) Une suite épisturmiennenon périodiques

sur un alphabet àk lettres est de complexitéP (n) = (h − 1)n + q, avecq ∈ N − {0} et

h = Card(Ult(∆(s))).

Définition 2.3.8 (Arnoux et Rauzy, 1991) Une suites est unesuite d’Arnoux-Rauzysi elle est

uniformément récurrente et qu’elle admet exactement un seul facteur spécial à droite et un seul

facteur spécial à gauche pour chaque longueur.

Proposition 2.3.9 (Justin et Pirillo, 2002) Sur un alphabet àk lettres, toute suite d’Arnoux-

Rauzy est de complexité(k− 1)n+ 1, mais toutes les suites de complexité(k− 1)n+ 1 ne sont

pas nécessairement des suites d’Arnoux-Rauzy.

Définition 2.3.10 Une suite épisturmienne standards ∈ Aω ou n’importe quelle suite épis-

turmienne équivalente est diteB-stricte si Ult(s) = Alph(s) = B ⊆ A : toute lettre dans

B = Alph(s) apparaît infiniment souvent dans la suite directrice∆(s).

Plus particulièrement, les suites épisturmiennesB-strictes correspondent aux suites d’Arnoux-

Rauzy (Arnoux et Rauzy, 1991).
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Définition 2.3.11 Un morphismef estépisturmiensi f(s) est une suite épisturmienne pour

toute suite épisturmiennes.

Définition 2.3.12 Soit A, un alphabet àk lettres. Pour toute lettrea, b ∈ A, on définit les

endormorphimes deA∗ suivant :

i) ψa(a) = ψa(a) = a ;

ii) ψa(x) = ax, six ∈ A − {a} ;

iii) ψa(x) = xa, six ∈ A − {a} ;

iv) θab(a) = b , θab(b) = a, θab(x) = x, x ∈ A − {a, b}.

Rappelons la définition suivante de Justin et Pirillo.

Définition 2.3.13 (Justin et Pirillo, 2002) L’ensembleE desmorphismes épisturmiensest le

monoïde engendré par les morphismesψa, ψa, θab sous la composition. L’ensembleS des

morphismes épisturmiens standards est le sous-monoïde engendré parψa et θab.

Théorème 2.3.14(Justin et Pirillo, 2002) La suites est épisturmienne standard si et seulement

s’il existe une suite épisturmienne standardt et une lettrea tels ques = ψa(t). De plus,t est

unique et sa suite directrice satisfait∆(s) = a∆(t).

2.4 Mots épichristoffels

Dans cette section, nous généralisons les mots de Christoffel à un alphabet àk lettres et nous

appelons cette généralisation desmots épichristoffels. Nous utiliserons la propriété énoncée

dans le Lemme 2.2.12.

Définition 2.4.1 Un mot finiw ∈ A∗ est unmot épichristoffels’il est obtenu par morphismes

épisturmiens et qu’il est le plus petit de sa classe de conjugaison, selon l’ordre lexicographique.

Définition 2.4.2 Un mot finiw ∈ A∗ est dans uneclasse épichristoffelles’il est conjugué à un

mot épichristoffel.

On peut facilement se convaincre que tout mot appartenant à une classe épichristoffelle peut

toujours s’obtenir par morphismes épisturmiens sur une lettre.
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Exemple 2.4.3Soit A = {a, b, c}. Alors le motψa(ψb(ψc(a))) = ψa(ψb(ca)) = ψa(bcba) =

abacaba est dans une classe épichristoffelle, mais n’est pas un mot épichristoffel, comme son

conjuguéaabacab < abacaba. Le motaabacab est un mot épichristoffel.

Exemple 2.4.4Soit A = {1, 2, 3, 4, 5}. Alors le motu = 1213121412131215 est dans une

classe épichristoffelle. En effet, on peut vérifier que12131412131215 est obtenu par le mor-

phismeψ1234(5). Par ailleurs, commeu est plus petit que tous ses conjugués, il est un mot

épichristoffel.

Dans (Justin et Pirillo, 2002), les auteurs ont utilisé des mots épichristoffels sans mentionner

qu’il s’agit d’une généralisation des mots de Christoffel.Dans leur article, les conjugués de

mots épichristoffels sont notéshn. Ils ont prouvé deux propriétés qui montrent clairement que

les hn sont une généralisation des mots de Christoffel. La proposition suivante rappelle ces

propriétés.

Proposition 2.4.5 ((Justin et Pirillo, 2002), prop. 2.8, prop. 2.12)Tout mot fini dans une classe

épichristoffelle est primitif et s’écrit de façon unique comme un produit de deux palindromes.

2.4.1 k-tuplets épichristoffels

Rappelons que pour un couple(p, q) donné, il existe un mot de Christoffel avec des fréquences

de lettresp et q si et seulement sip ⊥ q. De plus, il est possible de le construire facilement en

utilisant les graphes de Cayley. Dans cette sous-section, on donne un algorithme qui détermine

si pour unk-tupletp = (p0, p1, . . . , pk−1), il existe ou non un mot épichristoffelw sur l’alphabet

A = {a0, a1, . . . , ak−1} tel quep = (|w|a0 , |w|a1 , . . . , |w|ak−1
) représente les fréquences des

lettres.

Définition 2.4.6 Soitp = (p0, p1, . . . , pk−1) unk-tuplet d’entiers non négatifs. Alors, l’opéra-

teurT : Nk → Zk est défini sur unk-tupletp comme

T (p) = T (p0, p1, . . . , pk−1) = (p0, p1, . . . , pi−1,


pi −

k−1∑

j=0,j 6=i

pj


 , pi+1, . . . , pk−1),

oùpi ≥ pj , ∀ j 6= i.
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Proposition 2.4.7 Soitp un k-tuplet. Il existe un mot appartenant à une classe épichristoffelle

ayant les fréquences de lettresp si et seulement si l’itération de l’opérateurT surp retourne un

k-tupletp′ avecp′j = 0 pour toutj sauf pourj = m oùp′m = 1.

La proposition précédente et la définition de l’opérateurT sont inspirées de l’algorithme cal-

culant le plus grand diviseur commun de3 entiers décrit à la section 3 de (Castelli, Mignosi et

Restivo, 1999) utilisé pour la généralisation du théorème de Fine et Wilf à3 périodes et des

tuplets décrits dans (Justin, 2000).

Avant de faire la preuve de la Proposition 2.4.7, certains lemmes sont nécessaires.

Lemme 2.4.8 Soitw = ψa0(u), avecw, u ∈ A∗, ψ un morphisme épisturmien,a0 ∈ A et

A = {a0, a1, . . . , ak−1}. Alors

i) |w|a0 =
k−1∑

i=0

|u|ai = lg(u) ;

ii) |w|a0 = |u|a0 +

k−1∑

i=1

|w|ai .

Preuve La première égalité découle de la définition deψa0 . Pour chaque lettreα 6= a0,

ψa0(α) = a0α et ψa0(a0) = a0 : ψa0 ajoute autant dea0 que le nombre d’occurrences des

autres lettres dans le mot. La deuxième égalité découle de lapremière, comme|w|ai = |u|ai

pouri > 0.

Lemme 2.4.9 Soitw ∈ A∗ un mot dans une classe épichristoffelle. Alors il existeu ∈ A∗,

lg(u) > 1 et un morphisme épisturmienψa0 , a0 ∈ A, tels quew = ψa0(u) si et seulement si

|w|a0 > |w|ai pour toutai ∈ A, i 6= 0.

Preuve

(=⇒) Par contradiction. Supposons quew est dans une classe épichristoffelle,a0 ∈ A, w =

ψa0(u) et |w|a0 non maximum. Alors il existe au moins une lettreai ∈ A telle que|w|ai ≥
|w|a0 . Sans perte de généralité, supposons quei = 1. Par le Lemme 2.4.8,|w|a0 =

∑k−1
i=0 |u|ai =

|u|a0 + |w|a1 +
∑k−1

i=2 |u|ai et cela implique que|w|a0 −|w|a1 = |u|a0 +
∑k−1

i=2 |u|ai ≤ 0, qui

est impossible, comme|w|α ≥ 0 pour tout motw et toute lettreα ∈ A. Alors, si |w|a0 n’est
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pas maximum,|u|ai = 0 pour touti 6= 1 et alors|w|a1 = |w|a0 . Ainsi, on auraitu = a1
n et

w = ψa0(a1
n). La seule possibilité est quen = 1, comme un mot dans une classe épichris-

toffelle est primitif. Alors lg(u) = 1 : contradiction. Ainsi, siw = ψa0(u), avec lg(u) > 1,

|w|a0 est maximum.

(⇐=) Supposons maintenant que|w|a0 > |w|ai pour toutai ∈ A, i 6= 0. Commew est un

mot épichristoffel, il existe un morphisme épisturmienψai et un motu ∈ A∗ dans une classe

épichristoffelle tels queψai(u) = w. Supposons quei 6= 0. En utilisant le Lemme 2.4.8,

|w|ai = |w|a0 + |u|ai +
∑

1≤j≤k−1,j 6=i |w|aj . Comme|w|a0 > |w|ai , cela impliquerait que

|u|ai +
∑

1≤j≤k−1,j 6=i |w|aj < 0, ce qui est impossible. Donci = 0.

Preuve (de la Proposition 2.4.7) Découle des Lemmes 2.4.8 et 2.4.9.

Exemple 2.4.10Le 5-tupletp = (3, 4, 5, 6, 7) ne décrit pas les fréquences d’un mot appar-

tenant à une classe épichristoffelle. En effet,T (p) = T (3, 4, 5, 6, 7) = (3, 4, 5, 6, 7 − 18) =

(3, 4, 5, 6,−11). Par contre, le 6-tupletq = (1, 1, 2, 4, 8, 16) décrit les fréquences des lettres

d’un mot appartenant à une classe épichristoffelle :

T (1, 1, 2, 4, 8, 16) = (1, 1, 2, 4, 8, 0)

T 2(q) = T (1, 1, 2, 4, 8, 0) = (1, 1, 2, 4, 0, 0)

T 3(q) = T (1, 1, 2, 4, 0, 0) = (1, 1, 2, 0, 0, 0)

T 4(q) = T (1, 1, 2, 0, 0, 0) = (1, 1, 0, 0, 0, 0)

T 5(q) = T (1, 1, 0, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0).

De cet algorithme découle une construction d’un mot appartenant à une classe épichristoffelle

et ayant les fréquences de lettresp. Soit p le k-tuplet initial correspondant aux fréquences des

lettres du mot appartenant à une classe épichristoffelle. Avec l’opérateurT décrit précédem-

ment, on obtient une suite finie dek-tupletsp(0), p(1), p(2) . . . , p(r−1), p(r). Notons

p(s) i−→ p(s+1)
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la relationT (p(s)) = p(s+1), où p(s)
i est un entier maximal dep(s). On appliqueT jusqu’à ce

quep(r)
i = 0 pour touti sauf pour une valeurir−1 pour laquellep(r)

ir−1
= 1.

Si la suite dek-tuplets est

p(0) i0−→ p(1) i1−→ p(2) i2−→ · · · ir−2−−−→ p(r−1) ir−1−−−→ p(r),

alors un mot appartenant à une classe épichristoffelle et ayant les fréquencesp est

ψai0
(ψai1

(. . . (ψair−1
(α)) . . . )),

oùα est la lettre pour laquellep(r)
ir−1

= 1.

Exemple 2.4.11Pour le triplet(5, 10, 16) représentant les fréquences des lettresa, b et c res-

pectivement, on obtient la suite

(5, 10, 16)
c−→ (5, 10, 1)

b−→ (5, 4, 1)
a−→ (0, 4, 1)

b−→ (0, 3, 1)
b−→ (0, 2, 1)

b−→ (0, 1, 1)
b−→ (0, 0, 1).

En appliquant l’algorithme, on trouve le mot

ψcbabbbb(c) = ψcbabbb(bc)

= ψcbabb(ψb(bc))

= ψcbab(ψb(bbc))

= ψcba(ψb(bbbc))

= ψcb(ψa(bbbbc))

= ψc(ψb(ababababac))

= ψc(babbabbabbabbabc)

= cbcacbcbcacbcbcacbcbcacbcbcacbc.

Ce mot est dans une classe épichristoffelle et le mot épichristoffel de cette classe est le conjugué

acbcbcacbcbcacbcbcacbcbcacbc · cbc.

Remarquons que dans l’exemple précédent, on aurait pu décider de choisir la transition(0, 1, 1)
c−→

(0, 1, 0) et le mot obtenu aurait été un conjugué deψcbabbbb(c).
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2.4.2 Propriétés des mots épichristoffels

Dans cette sous-section, nous montrons que certaines propriétés des mots de Christoffel se

généralisent bien aux mots épichristoffels, mais que ce n’est toutefois pas toujours le cas.

Remarquons d’abord que l’équivalence du Théorème 2.2.14 nese généralise pas aux mots épi-

christoffels. En effet, considérons la suite épisturmienne

s = aabaacaabaacaabaabaa · caabaacaabaaa · · ·

Alors le motw = caabaacaabaaa est facteur des, mais sa racine fractionnairezw = w n’est

pas dans une classe épichristoffelle, car la Proposition 2.4.7 nous assure qu’il n’existe aucun

mot épichristoffel ayant les fréquences(2, 2, 9). En effet,T (2, 2, 9) = (2, 2, 5), T 2(2, 2, 9) =

T (2, 2, 5) = (2, 2, 1), T 3(2, 2, 9) = T (2, 2, 1) = (2,−1, 1).

Par contre, l’implication suivante est vraie pour les mots épichristoffels.

Théorème 2.4.12Soitw un mot non vide tel que sa racine fractionnaire est dans une classe

épichristoffelle. Alorsw est facteur d’une suite épisturmienne.

Preuve Posonsw = zk
w, aveck ≥ 1 ∈ Q, la racine fractionnaire dew. Supposons quezw est

dans une classe épichristoffelle. Il existe doncx ∈ A∗ et a ∈ A tels queψx(a) = zw. Alors,

w est facteur dez⌈k⌉w = ψ
⌈k⌉
x (a) = ψx(a⌈k⌉). Il suffit donc de prendre une suite épisturmienne

ayanta⌈k⌉ comme facteur et d’appliquer le morphismeψx. On trouve alors queψx(a⌈k⌉) est

facteur d’une suite épisturmienne, et donc quew aussi.

Proposition 2.4.13 Soitw ∈ A∗ un mot épichristoffel. Alors l’ensemble des facteurs de lon-

gueur≤ lg(w) de la classe épichristoffelle[w] est fermé sous l’image miroir.

Preuve Remarquons d’abord que l’ensemble des facteurs de longueur≤ lg(w) d’une classe

épichristoffelle est le même que celui dew2. Comme tout motw épichristoffel est produit

de deux palindromes (Proposition 2.4.5), posonsw = p1p2, avecp1, p2 palindromes. Alors

w2 = p1p2p1p2 et doncw̃ = p̃1p2 = p2p1 est facteur dew2. Ainsi, l’image miroir de tout



35

facteur dew est aussi un facteur dew2 et par conséquent, est dans la classe épichristoffelle de

w.

Remarque 2.4.14La fermeture palindromique à droite d’un motw dans une classe épichris-

toffelle est souvent préfixe dew2, mais ce n’est pas toujours le cas. Il suffit de prendre le mot

w = abcbab pour lequelw(+) = abcbab · cba.

Lemme 2.4.15Un mot épichristoffel ne s’écrit pas toujours comme produitde deux mots épi-

christoffels.

Preuve Il suffit de considérer le mot épichristoffelaabacab. Les seules décompositions en

mots de classe épichristoffelle sonta · abacab etaab · acab, maisabacab etacab ne sont pas les

plus petits mots de leur classe de conjugaison respective.

Lemme 2.4.16Tout mot épichristoffel s’écrit de façon non unique comme unproduit de deux

mots appartenant à des classes épichristoffelles.

Preuve Pour la non unicité, il suffit de considérer l’exemple du motaabacab donné dans la

preuve du Lemme 2.4.15. Pour l’existence, comme tout mot faisant partie d’une classe épichris-

toffelle s’écrit commeψw(a), aveca ∈ A, w ∈ An etw[n − 1] 6= a, il suffit de prendre les

motsψw[0]w[1]···w[n−2](w[n − 1]) etψw[0]w[1]···w[n−2](a), puisque

ψw(a) = ψw[0]w[1]···w[n−1](a)

= ψw[0]w[1]···w[n−2](w[n − 1]a)

= ψw[0]w[1]···w[n−2](w[n − 1]) · ψw[0]w[1]···w[n−2](a).

Lemme 2.4.17 (Justin, 2005) Pour toutw ∈ A∗, x ∈ A∗,

Pal(xw) = ψx(Pal(w))Pal(x).
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Proposition 2.4.18 Soitw un mot appartenant à une classe épichristoffelle. Soitψx0, ψx1 , . . . , ψxn ,

avecxi ∈ A, une suite de morphismes à appliquer sur une lettrea ∈ A fixée pour obtenirw.

Alors

w = ψxnxn−1···x0(a) ∈ Pref(Pal(xnxn−1 · · · x0a)).

Preuve Procédons par récurrence. Vérifions pourn = 0. Il y a 2 cas à considérer. Soit

w = ψa(a) = a, soit w = ψb(a) = ba, avecb 6= a. On a respectivement Pal(aa) = aa

et Pal(ba) = bab. Dans les2 cas,w ∈ Pref(Pal(x0a)). Supposons maintenant quew =

ψxn···x0(a) est préfixe de Pal(xn · · · x0a), pour toutk ≤ n. Vérifions pourn+1. D’une part, on

aψxn+1xn···x0(a) = ψxn+1(w). D’autre part, par le Lemme 2.4.17, on a Pal(xn+1xn · · · x0a) =

ψxn+1(Pal(xn · · · x0a))xn+1. Par hypothèse de récurrence, Pal(xn · · · x0a) s’écrit commews,

pour uns ∈ A∗. Donc, Pal(xn+1xn · · · x0a) = ψxn+1(ws)xn+1 = ψxn+1(w)ψxn+1(s)xn+1.

D’où la conclusion.

Exemple 2.4.19Soitw = ψabaa(a) = aba. Alors Pal(abaaa) = (aba)3 etw ∈ Pref(Pal(abaaa)).

2.4.3 Critère pour être dans une classe épichristoffelle

Le but de cette section est de prouver le théorème suivant, qui est une généralisation du Théo-

rème 2.2.11.

Théorème 2.4.20Soitw un mot fini tel que tous ses conjugués sont facteurs d’une mêmesuite

épisturmiennez. Alorsw est dans une classe épichristoffelle.

Remarquons que pour les suites épisturmiennes, une condition supplémentaire est nécessaire :

les conjugués doivent être facteurs de la même suite épisturmienne. Par exemple, tous les conju-

gués du motabc sont facteurs de suites épisturmiennes, maisabc n’est pas un mot épichristoffel.

Avant de prouver ce théorème, quelques résultats sont préalables.

Lemme 2.4.21Soientu, v ∈ A∗ et un morphismeψ. Si u et v sont conjugués, alorsψ(u) et

ψ(v) le sont aussi.
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Proposition 2.4.22 Soientu et v des mots finis appartenant à des classes épichristoffelles.Si

|u|α = |v|α pour toutα ∈ A, alorsu et v sont dans la même classe épichristoffelle. Autrement

dit, unk-tuplet de fréquences de lettres détermine une unique classe épichristoffelle.

Preuve Soitα0 ∈ A tel que|u|α0 est maximum. Alors, en utilisant le Lemme 2.4.9, il existe

s0, t0 ∈ A∗ dans des classes épichristoffelles tels queu = ψα0(s0) et v = ψα0(t0). De plus,

pour toute lettreβ ∈ A, si |ψα0(s0)|β = |ψα0(t0)|β , alors |s0|β = |t0|β, comme le nombre

de lettres d’un mot obtenu par un morphisme sur un motw dépend seulement du nombre de

chaque lettre dew et non pas de leur position (voir Lemme 2.4.8). Par le même argument, on

trouve une suite de morphismesψα1 , ψα2 , . . . , ψαn et deux suites de motss0, s1, . . . , sn−1, sn et

t0, t1, . . . , tn−1, tn telles quesi = ψαi+1(si+1), ti = ψαi+1(ti+1), |si|β = |ti|β pour toute lettre

β ∈ A et pour tout0 ≤ i < n et sn = a1a2 et tn = a2a1, a1, a2 ∈ A, a1 6= a2. On conclut en

utilisant le Lemme 2.4.21n fois : u = ψα0α1···αn(a1a2) est conjugué àv = ψα0α1···αn(a2a1).

Lemme 2.4.23La longueur des blocs d’un mot finiw est exactement la même que dans sa

fermeture palindromiquew(+).

Preuve Soitw = w1w2, avecw2 le plus long suffixe palindromique dew. Alors, par défini-

tion,w(+) = w1w2w̃1. La seule façon de construire un bloc d’une longueur différente de ceux

dew est lors de la concaténation dew2 avecw̃1. Commew2 est un palindrome, on peut écrire

w2 = a ouw2 = aua, aveca ∈ A etu ∈ A∗ palindrome. Il y a deux cas à considérer :

i) w1 = va, v ∈ A∗ : w(+) s’écrit donc commevaw2aṽ. Le bloc de la lettrea créé par la

concaténation dew2 et w̃1 a la même longueur que celui de la concaténation dew1 et w2,

commew2 est un palindrome. Aucun bloc d’une nouvelle longueur n’estcréé. Notons que

cet argument fonctionne commew2 /∈ a+. En effet, siw2 ∈ a+ etw1 = va, alorsw2 n’est

pas le plus long suffixe palindromique dew.

ii) w1 = vb, a 6= b et v ∈ A∗ : la concaténation dew2 avecw̃1 ne crée pas de bloc d’une

nouvelle longueur, comme la dernière lettre dew2 est différente de la première dew1.
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Exemple 2.4.24Dans le motw = abacabaab, les blocs dea sont de longueur 1 et 2, les blocs

des lettresb et c sont de longueur 1, tout comme pour sa fermeture palindromique

w(+) = abacabaab · acaba.

Lemme 2.4.25Dans une suite épisturmienne standard, les blocs des lettres sont de longueur

1, sauf exactement ceux d’une lettre, dont les longueurs sontk et (k + 1), pourk ≥ 1 fixé.

Preuve Soit ∆(s) = akz la suite directrice d’une suite épisturmiennes, aveck maximal,

a ∈ A et z ∈ Aω. Alors la suites a le préfixe Pal(ak) = ak. En utilisant le Lemme 2.3.5, il

en découle que pour toute première occurrence d’une lettreb 6= a ∈ A dans la suite directrice,

Pal(akvb) = Pal(akv) · b · Pal(akv), avecv ∈ A∗, qui se réécrit commeaktak · b · aktak (resp.

akbak), en supposant que Pal(akv) = aktak (resp.v = ε). Ainsi, la longueur des blocs de la

lettreb est 1, comme leb est précédé et suivi de la lettrea.

Si ce n’est pas la première occurrence de la lettreb dans la suite directrice, alors par définition,

Pal(akvb) = (Pal(akv) · b)(+). Comme Pal(akv) · b a la lettrea comme avant-dernière lettre

et comme la fermeture palindromique ne change pas la longueur des blocs (voir la Proposition

2.4.23), l’ajout de la lettreb à la suite directrice ne crée pas une nouvelle longueur de bloc. Si

la lettre suivante de la suite directrice était una, alors on aurait Pal(akva) = (Pal(akv) · a)(+).

La concaténation de Pal(akv) aveca crée un bloc dea de longueur(k+ 1), puisque Pal(akv) a

le suffixeak. Comme la fermeture palindromique préserve la longueur desblocs, les longueurs

des blocs de la lettrea sontk et (k + 1). Remarquons qu’il est impossible d’avoir des blocs de

la lettrea de longueur(k + 2) puisque les blocs de longueur(k + 1) ne sont jamais suffixes

d’un préfixe palindromique.

Remarque 2.4.26Une suite épisturmienne peut avoir des blocs d’une seule longueur pour

toutes ses lettres. C’est le cas si la suite directrice s’écrit commeakz, avecz ∈ {A − {a}}∗.

Alors, ces suites épisturmiennes ont des blocs de longueursk pour la lettrea et de longueur1

pour toutes les autres lettres.
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Remarque 2.4.27Pour une suite épisturmienne standardw = ψa(t), toutes les lettres diffé-

rentes dea sont précédées et suivies de la lettrea. Sis est une suite épisturmienne non standard,

cette remarque est aussi vraie, sauf possiblement pour la première lettre de la suite, si elle est

différente dea.

Lemme 2.4.28Dans une suite épisturmienne non standard, les blocs des lettres sont de lon-

gueur1, sauf exactement ceux d’une lettreα, dont les longueurs sontℓ, k, (k + 1), pourk ≥ 1

fixé, et oùℓ < k est la longueur du bloc deα préfixe du mot, s’il y a lieu.

Preuve Comme pour toute suite épisturmienne, il existe une suite épisturmienne standard

ayant exactement le même ensemble de facteurs, il n’y a que lepréfixe du mot qui peut créer un

bloc de lettres de longueur plus petite, d’où la longueurℓ.

Exemple 2.4.29Soit la suite épisturmienne standards = 1121131121141121131121112113 · · ·
et la suite épisturmienne non standardt = 121131121141121131121112113 · · · . Ces2 suites

ont le même langage :F (s) = F (t). La suites a des blocs de1 de longueur2 et3, mais la suite

t a des blocs de1 de longueur1, 2 et3.

Lemme 2.4.30Soit une suite épisturmienne standardz = ψa0(t) etw = a0ya1 un facteur de

z, aveca0, a1 ∈ A ety ∈ A∗. Alors, il existe un facteuru det tel queψa0(u) = w.

Preuve Si z = ψa0(t), t = t[0]t[1]t[2] · · · et Card(A) = k, alors par définition deψ, z =

ψa0(t[0])ψa0(t[1]) · · · ∈ {a0, a0a1, a0a2, . . . , a0ak−1}∗. Comme tout facteurw = a0ya1 de

z = ψa0(t) s’écrit comme unw ∈ {a0, a0a1, a0a2, . . . , a0ak−1}∗, on peut construire un motu

en faisant correspondre àa0ai la lettreai pouri 6= 0 et àa0 la lettrea0. Ainsi,w est l’image du

motu par le morphismeψa0 .

Proposition 2.4.31 Soitz = ψa(t), où t et z sont des suites épisturmiennes standards. Soitw

un facteur dez non puissance d’une lettre tel quelg(w) > 1 et tous ses conjugués sont aussi

facteurs dez. Alors, il existeu facteur det tel quew = ψa(u) ouw = ψa(u).
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Preuve Puisquez = ψa(t), les blocs de toute lettreα ∈ {A − {a}} sont de longueur 1.

Posonsk et (k+ 1) les longueurs des blocs dea. Soitβ, γ ∈ A, avecβ, γ 6= a ety ∈ A∗. Il y a

4 cas à considérer.

i) w = βyγ : si w est facteur dez, alors son conjuguéyγβ doit aussi être facteur dez. C’est

impossible, puisque toute occurrence de la lettreβ doit être précédé de la lettrea. On exclut

donc ce cas.

ii) w = ayβ : siw est facteur dez = ψa(t), alors par le Lemme 2.4.30, il existeu facteur det

tel queψa(u) = w.

iii) w = βya : de façon symétrique au cas ii), siw = βya est facteur dez = ψa(t), alors il

existeu facteur det tel queψa(u) = w.

iv) w = aya : réécrivonsw = amy′an, oùm, n ≥ 1 etm et n sont maximums. Le facteur

y′ est non vide, puisquew est supposé non puissance d’une lettre. Supposons quewa n’est

pas facteur dez. On a donc quewβ = amy′anβ est facteur dez, pourβ ∈ A, β 6= a fixé.

Comme les blocs dea sont de longueurk et(k+1) seulement, on a quen = k oun = k+1.

D’autre part, commew = amy′an est facteur dez, son conjuguéy′am+n est aussi facteur de

z. Doncm+ n ≤ k + 1. Mais commem 6= 0, la seule possibilité est quen = k etm = 1.

Ainsi, w = ay′ak. Son conjuguéy′ak+1 est aussi facteur dez et commey′ ne commence

pas para, il doit être précédé dea : ay′ak+1 = ay′aka = wa est facteur dez. Doncwa est

facteur dez et on conclut en utilisant le Lemme 2.4.30.

Corollaire 2.4.32 Soit z = ψa(t), où t et z sont des suites épisturmiennes standards. Soitw

un facteur dez non puissance d’une lettre tel quelg(w) > 1 et tous ses conjugués sont aussi

facteurs dez. Alors, pour tout conjuguéw′ dew, il existeu′ facteur det tel quew′ = ψa(u
′)

ouw′ = ψa(u
′).

Preuve Il suffit d’utiliser la Proposition 2.4.31 pour tous les conjugués dew.

Proposition 2.4.33 Soientw etw′, deux mots finis conjugués tels quew = φ(u) etw′ = φ′(u′),

oùφ, φ′ ∈ {ψa, ψa}, pouru, u′ ∈ A∗. Alorsu etu′ sont aussi conjugués.
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Preuve Sans perte de généralité, on peut supposer queφ = φ′ = ψa, commeψa(w) =

aψa(w)a−1 et donc,ψa(w) est conjugué àψa(w) pour tout motw. Ainsi, on peut écrire

w = an0v[0]an1v[1] · · · ankv[k], où v[i] 6= a, n0 > 0 et ni > 0. Commew = ψa(u),

on au = an0−1v[0]an1−1v[1] · · · ank−1v[k]. Commew et w′ sont conjugués, on peut écrire

w′ = aαv[i]ani+1v[i+ 1] · · · ani−1v[i− 1]aβ , oùα+β = ni etα ≥ 1. De la même façon,u′ =

aα−1v[i]ani+1−1v[i+1] · · · ani−1−1v[i−1]aβ , qui est conjugué àu′′ = aα+β−1v[i]ani+1−1v[i+

1] · · · ani−1−1v[i− 1]. En comparantu etu′′, on conclut queu est conjugué àu′.

Avant de faire la preuve du Théorème 2.4.20, prouvons le théorème suivant qui en est un cas

particulier.

Théorème 2.4.34Soitw un mot fini primitif tel que tous ses conjugués sont facteurs d’une

même suite épisturmienne standardz. Alors,w est dans une classe épichristoffelle.

Preuve Par récurrence sur le nombre de morphismes. On utilise le Corollaire 2.4.32 et

la Proposition 2.4.33 : on trouve une suite de morphismes épisturmiens{φ0, φ1, .., φk} ∈
{ψa, ψa}k+1 et une suite de mots{w,w1, w2, ..., wk} tel que lg(w) ≥ lg(w1) ≥ lg(w2) ≥
... ≥ lg(wk) = 1, w = φ0(φ1(...(φk(wk))...)) et wi = φi(. . . (φk(wk))). Ainsi, w est bien

l’image d’une lettre par morphismes épisturmiens, et donc,w est dans une classe épichristof-

felle. Remarquons que l’utilisation du Corollaire 2.4.32 nécessite l’hypothèse que les conjugués

soient facteurs de la même suite épisturmienne.

Rappelons que la condition que tous les conjugués soient facteurs de la même suite épistur-

mienne est nécessaire. Par exemple, il suffit de prendre le mot abc pour lequel tous les conjugués

sont facteurs de suites épisturmiennes, mais qui n’est pas un mot épichristoffel.

Preuve (Preuve du Théorème 2.4.20) Supposons quew est un mot fini tel que tous ses conju-

gués sont facteurs d’une même suite épisturmiennes. Si s n’est pas standard, par la Définition

2.3.2, on sait qu’il existe une suite épisturmienne standard s′ telle queF (s) = F (s′). On peut

donc considérer cette suites′ et on conclut en utilisant le Théorème 2.4.34.

Théorème 2.4.35Soitw un mot fini primitif. Alorsw est tel que tous ses conjugués sont fac-

teurs d’une même suite épisturmiennez si et seulement siw est dans une classe épichristoffelle.
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Preuve Le sens direct découle du Théorème 2.4.20 et la réciproque est obtenue par définition

de suites épisturmiennes et de mots épichristoffels.

2.5 Problèmes ouverts

Inspirée d’une construction décrite dans (Arnoux et Rauzy,1991), nous avons trouvé une façon

analogue aux graphes de Cayley permettant de construire géométriquement un mot épichris-

toffel à partir des fréquences des lettres pour une sous-classe des mots épichristoffels sur un

alphabet à trois lettres. Cette construction est la versiondiscrète de la construction suivante sur

un cercle de longueurα+ β + γ.

1. Diviser le cercle en trois intervalles ayant des longueurs respectives deα, β etγ.

2. Couper chacun de ces intervalles en deux parties égales, puis permuter ces deux parties

sur chacun des intervalles en préservant l’orientation. Les intervallesα1, α2, β1, β2, γ1 et

γ2 sont obtenus.

3. Faire une rotation d’un demi-tour.

α1
α1

α1 α2

α2

α2

β1

β1

β1

β2

β2

β2

γ1

γ1

γ1

γ2

γ2

γ2

Étape 1 Étape 2 Étape 3

Exemple 2.5.1Soient les fréquences(2, 3, 5). Comme2 + 3 + 5 = 10, on prend l’intervalle

entier [1, 10], que l’on subdivise en trois sous-intervalles, de longueurs 2, 3 et 5. Pour chacun

des sous-intervalles, on le coupe en deux et on échange les deux moitiés. Si la longueur est

impaire, la valeur du milieu reste inchangée. On obtient ainsi :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 1 5 4 3 9 10 8 6 7

Ensuite, on coupe le nouvel intervalle en deux et on échange les deux moitiés. On obtient :
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 1 5 4 3 9 10 8 6 7

9 10 8 6 7 2 1 5 4 3

En ne considérant que la première et la troisième lignes, on obtient la permutation en un seul

cycle (1, 9, 4, 6, 2, 10, 3, 8, 5, 7). En associant aux valeurs1 et 2 la lettrea, aux valeurs3, 4, 5

la lettreb et aux valeurs6 à 10 la lettrec, on obtient le motacbcacbcbc qui a les fréquences

désirées et qui s’obtient par morphisme épisturmien. En effet,acbcacbcbc = ψcbψaa(b).

Le problème est le suivant : pour quelle sous-classe des motsépichristoffels cette construction

permet-elle d’obtenir un conjugué d’un mot épichristoffel?

Nous avons effectué cette construction pour plusieurs triplets de fréquences. Pour les triplets

(1, 1, 2), (1, 2, 4), (2, 4, 7), (1, 1, 4), (1, 1, 6), (1, 4, 6), (1, 2, 3), (1, 2, 6), (2, 3, 6), (1, 3, 6),

(2, 3, 5), (2, 5, 7), (1, 4, 5), (1, 6, 7), cette construction fonctionne très bien. Par contre, pourcer-

tains autres triplets, on rencontre un problème : soit le motobtenu n’est pas dans une classe

épichristoffelle, comme c’est la cas pour le triplet(1, 2, 7), soit la permutation consiste en plus

d’un cycle, comme c’est le cas pour les triplets(1, 4, 7), (1, 3, 4), (3, 4, 7), (1, 5, 6).

Il serait bien de caractériser cette sous-classe des mots épichristoffels. Peut-être est-elle d’un in-

térêt sous estimé. D’autre part, comme les mots épichristoffels sont définis sur des alphabets à3

lettres et plus, il serait pertinent de trouver une construction analogue pour un mot épichristoffel

surk lettres, pourk ≥ 3.

Un autre problème intéressant relié aux mots épichristoffels serait de caractériser les permu-

tations obtenues par la bijection de Gessel-Reutenauer (Gessel et Reutenauer, 1993) sur les

mots épichristoffels. Rappelons que pour un mot finiw de longueurn, la bijection de Gessel-

Reutenauer associe à un mot de longueurn une permutationP des éléments de1 àn de la façon

suivante :

P : A
∗ → Sn

w 7→ σ,
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oùσi(1) = j si le conjugué dew commençant à la(i + 1)-ième lettre est lej-ième plus petit,

pour1 ≤ i ≤ n − 1 et σn(1) = 1. Comme un mot épichristoffel est primitif, il sera toujours

possible d’ordonner les conjugués d’un mot épichristoffel.

6 a

c
a

c

b

c

b

c

b

c

1

9

4

7

2

10
5

8

3

Figure 2.3 Illustration de l’Exemple 2.5.2

Exemple 2.5.2Soit le mot épichristoffelw = acbcacbcbc. En ordonnant les conjugués dew

selon l’ordre lexicographique, on obtient

w = acbcacbcbc

γ4(w) = acbcbcacbc

γ8(w) = bcacbcacbc

γ2(w) = bcacbcbcac

γ6(w) = bcbcacbcac

γ9(w) = cacbcacbcb

γ3(w) = cacbcbcacb

γ7(w) = cbcacbcacb

γ1(w) = cbcacbcbca

γ5(w) = cbcbcacbca.

La permutation obtenue est donc(1, 9, 4, 7, 2, 10, 5, 8, 3, 6). Cette permutation se réécrit sous la



45

forme

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9 10 6 7 8 1 2 3 4 5

Dans le cas de mot de Christoffel, la bijection de Gessel-Reutenauer donne la même permutation

que celle qui engendre le graphe de Cayley. Dans le cas de motsépichristoffels, il serait intéres-

sant de trouver à quoi correspondent les permutations ainsiobtenues. Notons que la régularité

observée dans l’exemple précédent, c’est-à-dire le fait qu’on retrouve3 intervalles d’entiers

ayant des longueurs respectivement2, 3 et 5, n’est pas présente pour tout mot épichristoffel,

comme l’illustre l’exemple qui suit.

Exemple 2.5.3Soit le mot épichristoffelw = aabacababacab. La permutation obtenue par la

bijection Gessel-Reutenauer est

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

5 8 9 10 11 12 13 1 4 6 7 2 3

Remarque 2.5.4Les mots épichristoffels ne sont généralement pas équilibrés, au sens tradi-

tionnel d’équilibre. En effet, il suffit de considérer le motw = aabacababacab de l’exemple

précédent et les facteursbab etaca.

Le fait que les mots épichristoffels ne soient pas tous équilibrés est cohérent avec les résultats

du chapitre suivant. En effet, à la Section 2.5, nous verronsque les suites épisturmiennes ne sont

pas équilibrées en général. Il pourrait donc être fort intéressant d’éventuellement caractériser les

mots épichristoffels équilibrés.



Chapitre III

SUITES ÉPISTURMIENNES ET CONJECTURE DE FRAENKEL

Les suites sturmiennes sont bien connues comme étant les suites non périodiques équilibrées

sur un alphabet à deux lettres. Elles sont aussi caractérisées par leur complexité : elles ont exac-

tement(n + 1) facteurs de longueurn. Une généralisation naturelle des suites sturmiennes est

l’ensemble des suites épisturmiennes. Ces suites ne sont pas nécessairement équilibrées sur un

alphabet àk lettres, ni nécessairement apériodiques. Dans ce chapitre, nous caractérisons les

suites épisturmiennes équilibrées, périodiques ou non, etprouvons la conjecture de Fraenkel

pour la classe des suites épisturmiennes. Nous montrons queles suites épisturmiennes équili-

brées sont toutes ultimement périodiques et sont divisées en 3 classes.

Dans un premier temps, nous rappelons la définition d’une suite de Beatty. Ensuite, nous intro-

duisons la conjecture de Fraenkel telle qu’initialement introduite, en terme de suites de Beatty,

puis en terme de mots infinis. Puis, après avoir caractérisé les suites épisturmiennes équili-

brées, nous utilisons ce résultat afin de prouver la conjecture de Fraenkel pour les suites épis-

turmiennes.

3.1 Suites de Beatty

Comme mentionné au début du Chapitre II, les suites de Beattycorrespondent aux suites stur-

miennes étudiées du point de vue de la théorie des nombres. Laforme des suites de Beatty

apparaît dans la littérature pour la première fois dans (Beatty, 1926) et ce n’est qu’une trentaine

d’années plus tard que le nom apparaît (Connell, 1959; Connell, 1960).
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Définition 3.1.1 Unesuite de Beattyest une suite de la forme

S(α, β) = {⌊αn + β⌋ : n ∈ Z} ,

avecα, β ∈ R.

Définition 3.1.2 Unesuite de Beatty rationnelleest une suite de BeattyS(α, β) telle que

α ∈ Q − {0}. On la noteS(p/q, β), avecp, q ∈ Z et q 6= 0.

Exemple 3.1.3Pourp = 2, q = 3 etβ = 0, on obtient la suite de Beatty

S

(
2

3
, 0

)
=

{⌊
2n

3

⌋
: n ∈ Z

}
.

Le tableau suivant donne quelques unes des valeurs de la suite.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
⌊

2n
3

⌋
0 1 2 2 3 4 4 5

Ainsi, S

(
2

3
, 0

)
= . . . , 0, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, . . .

Proposition 3.1.4 SoitS

(
p

q
, β

)
=

{⌊
pn

q
+ β

⌋
: n ∈ Z

}
, une suite de Beatty rationnelle.

i) Sip = q, alors la suite correspond exactement àZ.

ii) Sip < q, alors la suite correspond àZ et comporte des répétitions.

iii) Sip > q, alors la suite est de la forme
{
⌊β⌋ ,

⌊
p

q
+ β

⌋
,

⌊
2p

q
+ β

⌋
, . . . ,

⌊
(q − 1)p

q
+ β

⌋}
+ pZ.

Preuve Découle de la définition deS(α, β).

Les suites de Beatty rationnelles qui nous intéressent sontcelles pour lesquellesα > 1, c’est-à-

direp > q.

Exemple 3.1.5Pourp = 5, q = 2 etβ = −2, on obtient la suite de Beatty

S

(
5

2
,−2

)
=

{⌊
5n

2
− 2

⌋
: n ∈ Z

}

et on a
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n 1 2 3 4 5 6 7 8
⌊

5n
2 − 2

⌋
0 3 5 8 10 13 15 18

Ainsi, S

(
5

2
,−2

)
= . . . , 0, 3, 5, 8, 10, 13, 15, 18, . . . = {0, 3} + 5Z.

Définition 3.1.6 Un système couvrant de suites de Beatty disjointesest un ensemble dek suites

de Beatty

{
S

(
pi

qi
, bi

)
: i = 1, . . . , k

}
tel que

i)
⋃

1≤i<j≤k

(
S

(
pi

qi
, bi

)⋂
S

(
pj

qj
, bj

))
= ∅ ;

ii)
k⋃

i=1

S

(
pi

qi
, bi

)
= Z.

Définition 3.1.7 Un système couvrant éventuel de suites de Beatty disjointesest un ensemble

dek suites de Beatty

{
S

(
pi

qi
, bi

)
: i = 1, . . . , k

}
tel que

i)
⋃

1≤i<j≤k

(
S

(
pi

qi
, bi

)⋂
S

(
pj

qj
, bj

))
= ∅ ;

ii) {i}i≥ℓ ⊆
k⋃

i=1

S

(
pi

qi
, bi

)
, pour unℓ ∈ Z fixé.

Autrement dit, l’ensemble doit couvrir les entiers à partird’une certaine valeurℓ.

Exemple 3.1.8Soient les suites de BeattyS1

(
7

4
, 0

)
, S2

(
7

2
, 6

)
etS3

(
7

1
, 4

)
. On trouve que

S1 = {0, 1, 3, 5} + 7Z, S2 = {2, 6} + 7Z etS3 = {4} + 7Z. L’union de ces suites forme un

système couvrant de suites de Beatty disjointes, puisque

i) S1 ∩ S2 = S1 ∩ S3 = S2 ∩ S3 = ∅ ;

ii) S1 ∪ S2 ∪ S3 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} + 7Z = Z.

3.2 Conjecture de Fraenkel

Il est naturel de se demander quels ensembles de suites de Beatty forment un système qui couvre

les entiers.

D’abord, en 1926, Beatty a étudié le cas oùβ = 0. Il énonce le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1 (Beatty, 1926)S(α1, 0) etS(α2, 0) forment un système couvrant de suites

de Beatty disjointes si et seulement siα1 est irrationnel etα−1
1 + α−1

2 = 1.

Des preuves indépendantes de ce résultat ont été données un peu plus tard dans (Bang, 1957;

Skolem, 1957), puis dans (Fraenkel, Levitt et Shimshoni, 1972). Le cas d’un ensemble de 2

suites de Beatty avec lesαi rationnels et lesβ quelconques a été prouvé dans (Niven, 1963). En

1927, l’auteur de (Uspensky, 1927) montre qu’il n’existe aucun système couvrant éventuel de

suites de Beatty pour 3 suites de Beatty ou plus de la formeS(αi, 0). Pour ce faire, il utilise une

application du théorème d’approximation de Kronecker. Unepreuve plus simple de ce résultat

est ensuite donnée dans (Graham, 1963).

Des travaux de Skolem découle le résultat suivant.

Proposition 3.2.2 (Skolem, 1957) Siα1 est irrationnel, alorsS(α1, β1) etS(α2, β2) forment

un système couvrant éventuel si et seulement si1
α1

+ 1
α2

= 1 et β1

α1
+ β2

α2
∈ Z.

Fraenkel a ensuite prouvé (Fraenkel, 1969) le même résultat, mais pourα1 rationnel. Il a ainsi

donné une condition nécessaire et suffisante pour que deux suites de Beatty forment un système

couvrant. Dans un autre article (Fraenkel, 1973), l’auteurénonce la conjecture suivante.

Conjecture 3.2.3 Si{S (αi, βi) : i = 1, . . . , k} forme un système couvrant éventuel, aveck ≥
3 etαi 6= αj pour touti 6= j, alors il existe deuxαi rationnels.

Fraenkel a prouvé cette conjecture pourk = 3, 4 et pour quelques cas particuliers pourk > 4.

Erdos et Graham (Erdos et Graham, 1980) attribuent la conjecture suivante à Fraenkel.

Conjecture 3.2.4 (Conjecture de Fraenkel)Si les suites de Beatty rationnelles

{
S

(
pi

qi
, bi

)
: i = 1, . . . , k

}

forment un système couvrant éventuel, aveck ≥ 3 etp1/q1 < p2/q2 < · · · < pk/qk, alors pour

1 ≤ i ≤ k,

pi = 2k − 1, qi = 2k−i.
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Entre autre, Graham (Graham, 1973) a utilisé le théorème d’approximation de Kronecker et

les travaux de Skolem sur les suites de Beatty afin de montrer que si tous lesα d’un système

couvrant éventuel de plus de 2 suites de Beatty sont différents, alors tous lesα sont rationnels.

De plus, siα est rationnel, alors la suite des différences entre deux éléments consécutifs de

S(α, β) est une suite périodique. Ainsi, aucune différence n’est nécessaire entre les systèmes

couvrants éventuels et les systèmes couvrants lorsque l’onétudie les systèmes couvrants de

suites de Beatty avec desα tous différents, comme c’est le cas pour la Conjecture 3.2.4. C’est

pourquoi qu’à partir de maintenant, nous nous intéressons àla conjecture de Fraenkel que pour

des systèmes couvrants.

Depuis l’énoncé de la conjecture de Fraenkel, plusieurs autres chercheurs se sont intéressés aux

suites de Beatty. Il sufffit de penser aux travaux suivants : (Storlarsky, 1976; Morikawa, 1982;

Morikawa, 1983; Morikawa, 1984; Morikawa, 1985a; Morikawa, 1985b; Morikawa, 1985c;

Morikawa, 1988; Morikawa, 1989; Simpson, 1991; Morikawa, 1992; Morikawa, 1993;

Morikawa, 1995; Tijdeman, 1996a; Tijdeman, 1996b; Tijdeman, 1998; Tijdeman, 2000a;

Tijdeman, 2000b; Simpson, 2004).

Le travail (Tijdeman, 2000a) offre un excellent survol des derniers travaux sur ce sujet.

Proposition 3.2.5 Si l’ensemble desk suites de Beatty

{
S

(
pi

qi
, βi

)
: i = 1, . . . , k

}
forme un

système couvrant, aveck ≥ 3, alors on peut lui associer une unique suite bi-infinies sur

l’alphabet àk lettresA = {1, 2, . . . , k}, à permutation des lettres et à décalage près, de la

façon suivante :s[i] = j, si i ∈ S
(

pj

qj
, βj

)
.

Exemple 3.2.6Avec les suites de Beatty de l’Exemple 3.1.8, on trouves[−2] = s[5] =

1, s[−1] = s[6] = 2, s[0] = 1, s[1] = 1, s[2] = 2, s[3] = 1, s[4] = 3, s[5] = 1, s[6] =

2, s[7] = s[0] = 1, s[8] = s[1] = 1, . . . et donc,

s = · · · 12 · 112131211 · · · = ω(1121312)ω ∈ ω{1, 2, 3}ω .

Dans une suite d’entiers, unintervalleest un ensemble fini d’entiers consécutifs. Un intervalle

den entiers est appelé unintervalle de longueurn. Une suite d’entiersS est diteéquilibréesi
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le nombre de termes deS dans n’importe quels deux intervalles d’entiers de même longueur

diffère d’au plus1.

Exemple 3.2.7Soit la suite d’entiersS = 1, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 14, 16, . . .. Considérons les

intervalles de longueur3 : [3, 5] et [8, 10]. Dans le premier, il y a3 entiers deS et dans le

deuxième, il n’y en a qu’un. Ainsi,S n’est pas équilibrée.

Proposition 3.2.8 (Tijdeman, 2000a) SoitS = {⌊αn+β⌋}n∈Z, une suite de Beatty périodique,

avecα, β ∈ R. S est équilibrée si et seulement s’il existe des nombres rationnelsα′, β′ avec

α′ > 1 tels queS = {⌊α′n+ β′⌋}n∈Z.

Lemme 3.2.9 (Tijdeman, 2000a) Soit la suite de BeattyS(α, β), avecα rationnel. Alors, on

peut supposer queβ est un nombre rationnel de même dénominateur queα.

Proposition 3.2.10 Les suites de Beatty rationnelles sont équilibrées.

Preuve Par le Lemme 3.2.9, une suiteS(α, β), avecα = p/q rationnel, peut toujours s’écrire

comme

{⌊nα+ β⌋}n∈Z = {⌊np/q + β}n∈Z = {⌊np/q + r/q⌋}n∈Z.

On conclut en utilisant la Proposition 3.2.8.

Corollaire 3.2.11 Les suites de Beatty satisfaisant à la conjecture de Fraenkel sont équilibrées.

Preuve Rappelons que la conjecture de Fraenkel suppose les suites de Beatty rationnelles.

On conclut en utilisant la Proposition 3.2.10.

Dans (Altman, Gaujal et Hordijk, 1998), les auteurs montrent que tout mot infini sur 3 lettres

ou plus avec des fréquences de lettres toutes différentes est périodique. Ils prouvent aussi la

conjecture de Fraenkel pour4 suites de Beatty. Puis dans (Tijdeman, 2000a), l’auteur prouve

la conjecture pour5 suites de Beatty.

En utilisant la Proposition 3.2.10 et la bijection décrite dans la Proposition 3.2.5, on peut réécrire

la conjecture de Fraenkel de la façon qui suit.
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Conjecture 3.2.12 (Conjecture de Fraenkel en termes de combinatoire des mots)Toute

suite bi-infinie équilibrée sur un alphabet àk lettres, oùk ≥ 3, et ayant des fréquences de

lettres toutes différentes est de la formeωFrωk , où

Frk = Frk−1 · k · Frk−1,

avecFr2 = 121.

Notation 3.2.13 Les mots Frk sont aussi connus dans la littérature sous le nom demots de

Zimin.

Lemme 3.2.14 lg(Frk) = 2k − 1.

Preuve Procédons par récurrence. Pourk = 2, on a Fr2 = 121 et donc, lg(Fr2) = 22−1 = 3.

Supposons que lg(Frk) = 2k − 1 pour toutk ≤ n. Montrons que c’est alors vrai pour(n+ 1).

Comme Frn+1 = FrnnFrn, on a

lg(Frn+1) = lg(FrnnFrn) = 2lg(Frn) + 1 = 2(2n − 1) + 1 = 2n+1 − 1.

Lemme 3.2.15La fréquence de la lettrei dansFrk est2k−i/(2k − 1).

Preuve Montrons par récurrence que le nombre d’occurrences de la lettre i dans Frk est2k−i.

Pourk = 2, on a|121|1 = 22−1 = 2 et |121|2 = 22−2 = 1. Supposons que|Frk|i = 2k−i pour

tout k ≤ n et montrons que c’est alors vrai pour(n + 1). Comme Frn+1 = Frn(n + 1)Frn, on

a |Frn+1|i = |Frn(n + 1)Frn|i = 2|Frn|i = 2(2n−i) = 2n+1−i si i 6= (n + 1), et |Frn+1|i =

|Frn(n+ 1)Frn|i = 1 = 2(n+1)−(n+1) si i = (n+ 1). On conclut en calculant la fréquence :

|Frk|i
lg(Frk)

=
2k−i

2k − 1
.

Définition 3.2.16 On appellemots de Fraenkelles mots de la forme Frω
k .
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Exemple 3.2.17Ainsi, la seule suite équilibrée ayant des fréquences de lettres différentes sur

3 lettres serait

ω(1213121)ω .

Sur 4 lettres, ce serait

ω(121312141213121)ω .

Lemme 3.2.18Pal(12 · · · kω) = (Pal(12 · · · (k − 1))k)ω , où Pal est l’opérateur introduit au

Chapitre II.

Preuve Il suffit d’utiliser le Lemme 2.3.5 un nombre infini de fois.

Lemme 3.2.19Frk = Pal(12 · · · k) et Pal(12 · · · kω) = (Frk−1k)
ω.

Preuve Pour la première égalité, on procède par récurrence surk. Pourk = 3, on a Fr3 =

1213121 et Pal(123) = 1213121. Supposons que l’égalité soit vraie pour toutn ≤ k et vérifions

pour(k+ 1). Comme Frk+1 = Frk(k+ 1)Frk, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on trouve

Frk+1 = Pal(12 · · · k)(k + 1)Pal(12 · · · k) = Pal(12 · · · k(k + 1)). Pour la deuxième égalité,

par le Lemme 3.2.18, on a

Pal(12 · · · kω) = (Pal(12 · · · k − 1)k)ω = (Frk−1k)
ω.

Lemme 3.2.20 (Justin, 2005) Soitw ∈ A∗, a ∈ A. AlorsPal(wa) = ψw(a)Pal(w).

Proposition 3.2.21 Les motsFrk appartiennent à des classes épichristoffelles. Plus précisé-

ment,

Frk = ψ12···k(1).

Preuve Procédons par récurrence. Pourk = 3, on a Fr3 = 1213121 etψ123(1) = 1213121.

Supposons que l’énoncé est vrai pour toutk ≤ n. Soit Frn+1 = Frn(n+ 1)Frn. En utilisant les
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Lemmes 3.2.19 et 3.2.20, on a Frn+1 = Pal(12 · · · (n + 1)) = ψ12···n(n + 1)Pal(1 · · · n). Par

hypothèse de récurrence, on a

ψ12···n(n+ 1)Pal(1 · · · n) = ψ12···n(n+ 1)ψ12···n(1) = ψ12···n((n+ 1)1) = ψ12···(n+1)(1).

3.3 Caractérisation des suites épisturmiennes équilibrées

Définition 3.3.1 Un mot finiw ∈ A∗ est linéaire si toute lettre de l’alphabet apparaît au plus

une fois dansw.

Exemple 3.3.2Le motw = 123415 n’est pas linéaire puisque|w|1 > 1, alors que le mot

u = 526134 l’est.

Lemme 3.3.3 Soit1 ∈ A etw ∈ A∗. Si1w est un mot linéaire, alorsPal(1w1k) = (Pal(1w))k+1.

Preuve On procède par récurrence surk et on utilise le Lemme 2.3.5. Pourk = 0, c’est

trivial. Pourk = 1, on a la factorisation1w = ε · 1 · w et on trouve Pal(1w1) = Pal(1w) ·
(Pal(ε))−1Pal(1w) = (Pal(1w))2. Supposons maintenant que pour toutk ≤ n, on ait Pal(1w1k) =

(Pal(1w))k+1. Alors

Pal(1w1n+1) = Pal(1w1n)(Pal(1w1n−1)−1Pal(1w1n)

= (Pal(1w))n+1((Pal(1w))n)−1(Pal(1w))n+1

= (Pal(1w))n+1−n+n+1

= (Pal(1w))n+2.

Définition 3.3.4 Soitw ∈ A∞ un mot non linéaire et écrivonsw = pw′, oùp est le plus long

préfixe linéaire dew. Alorsw′[0] est appelé lapremière lettre répétée.

Exemple 3.3.5Soit u = 1432, v = 1212312 etw = 12321. Seulu est linéaire, la première

lettre répétée dev est1 et celle dew est2.
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Exemple 3.3.6Soit Fr3 = 1213121. Ce mot est décrit par la suite directrice∆(Fr3) = 123. On

a aussi Fr4 = 121312141213121 et ∆(Fr4) = 1234. De manière générale, on peut vérifier que

∆(Frk) = 123 · · · k.

Remarquant dans l’Exemple 3.3.6 que les mots de Fraenkel semblent tous être déterminés par

une suite directrice, nous nous intéressons aux suites épisturmiennes équilibrées. Dans un pre-

mier temps, nous caractérisons les suites épisturmiennes standards équilibrées, puis en utilisant

cette caractérisation et la propriété que pour toute suite épisturmienne non standard, il existe

une suite épisturmienne standard ayant le même langage, nous caractérisons de façon générale

l’ensemble des suites épisturmiennes équilibrées.

Dans ce chapitre, afin de montrer qu’une suite n’est pas équilibrée, nous allons toujours donner

deux facteursf et f ′ de même longueur tels que
∣∣|f |f [0] − |f ′|f [0]

∣∣ ≥ 2 : le déséquilibre sera

sur la première lettre def , soit la lettref [0].

Commençons par quelques exemples.

Exemple 3.3.7

a) Soits une suite épisturmienne standard définie par la suite directrice∆(s) = 1232 · · · . Alors

s = Pal(1232 · · · ) = 1213121213121 · · ·

qui contient les facteurs212 et131. Ainsi, s n’est pas équilibrée par rapport à la lettre2.

b) Soit t une suite épisturmienne standard définie par la suite directrice ∆(t) = 12131 · · · .

Alors

t = Pal(12131 · · · ) = 12112131211211213121121 · · ·

qui contient les facteurs11211 et21312. Ainsi, t n’est pas équilibrée par rapport à la lettre1.

c) Soitu une suite épisturmienne standard définie par la suite directrice∆(u) = 12341ω . Alors

u = Pal(12341ω) = (121312141213121)ω

qui est une suite équilibrée.

La Proposition 3.3.9 décrit le cas des suites épisturmiennes standards équilibrées ayant des

suites directrices avec comme première lettre répétée une lettre différente de la première lettre
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du mot. La Proposition 3.3.11 étudie celles ayant des suitesdirectrices de la forme∆(s) = 11z,

avecz ∈ Aω. Avant de présenter ces propositions, le lemme suivant est préalable.

Lemme 3.3.8 Soit∆(s) = xαℓy la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équili-

brées, avecα ∈ A, x ∈ A+, y ∈ Aω, ℓ ≥ 2 ety[0] 6= α. Sixα est linéaire, alors

Alph(x) ∩ Alph(y) = ∅.

Preuve Supposons qu’il existeβ ∈ Alph(x) ∩ Alph(y) tel que∆(s) = x′βx′′αℓy′βy′′, avec

x′βx′′y′ linéaire. Posonsp = Pal(x′βx′′). Il y a 3 cas possibles.

a) Six′ 6= ε, alors

s = p(αp)ℓ · · · (pα)ℓpβp[0] · · · ,

qui contient les facteursαpα etpβp[0], p[0] 6= α, p[0] 6= β. Ainsi, s n’est pas équilibrée.

b) Six′ = ε etx′′ 6= ε, alors

s = (p(αp)ℓ · · · (pα)ℓp)2 · · · ,

qui contientαpα etpp[0]p[1], p[0] = β 6= α, p[1] = x′′[0] 6= α. Alors s n’est pas équilibrée.

c) Six′ = ε etx′′ = ε, alors commes est sur un alphabet contenant au moins 3 lettres, il existe

γ ∈ {A − {α, β}} tel qu’à sa première occurrence,

s = β(αβ)ℓ · · · βγβ · · · ,

qui contientαβα etβγβ. Ainsi, s n’est pas équilibrée.

Proposition 3.3.9 Soit∆(s) la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équilibrée

s sur un alphabet àk lettresA = {1, 2, . . . , k}, k ≥ 3. Supposons quek soit la première lettre

répétée des. Si k 6= s[0], alors la suite directrice s’écrit comme∆(s) = 12 · · · (k − 1)kω , à

permutation de lettres près.

Preuve Soit∆(s) = xkykz la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équilibrée

s, avecx ∈ A+, y ∈ A∗, z ∈ Aω et xky un mot linéaire. Posonsp = Pal(x) et supposons
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y 6= ε. Alors

s = pkpy[0]pkp · · · pkpy[0]pkpkp · · ·

qui contient les facteurskpk etpy[0]p[0], p[0] 6= k ety[0] 6= k (commexky est linéaire). Alorss

n’est pas équilibrée par rapport à la lettrek. Ainsi, y = ε. Conséquemment, on a∆(s) = xk2z.

Supposonsz 6= kω. On réécrit∆(s) = xkℓz′, avecz′[0] 6= k et ℓ ≥ 2. Alors, par le Lemme

3.3.8, commexk est linéaire,z′[0] /∈ Alph(x). Ainsi, xz′[0] est linéaire et donc

s = p(kp)ℓz′[0]p[0] · · · .

Doncs contient les facteurskpk etpz′[0]p[0], avecz′[0] 6= k etp[0] = x[0] 6= k.

Lemme 3.3.10Soit∆(s) = 1ℓw, avecℓ ≥ 1 etw ∈ Aω. Alors toute lettreα 6= 1 danss est

séparée par un facteur contenant1ℓ.

Preuve Considérons le préfixe1ℓα de∆(s) et supposonsα 6= 1. Alors s = 1ℓα1ℓ · · · . La

lettreα est bien précédée et suivie de1ℓ. Considérons maintenant le préfixe1ℓyα de la suite

directrice, avecy ∈ A+. Alors (Pal(1ℓy)α)(+) est préfixe des. Mais Pal(1ℓy) commence et

termine par1ℓ. Il s’écrit donc comme1ℓz1ℓ. Ainsi, (Pal(1ℓy)α)(+) = 1ℓz1ℓα1ℓ · · · . D’où la

conclusion.

Proposition 3.3.11 Soit∆(s) la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équilibrée

s sur un alphabet àk lettresA = {1, 2, . . . , k}, k ≥ 3. Si∆(s) = 1ℓz, avecz ∈ Aω, z[0] 6= 1

et ℓ ≥ 2, alors∆(s) = 1ℓ23 · · · (k − 1)kω , à permutation de lettres près.

Preuve Soit ∆(s) = 1ℓz, la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équilibrées,

avecz[0] 6= 1 , ℓ ≥ 2. Supposons|z|1 > 0. Alors ∆(s) = 1ℓz′1z′′, avecz′ 6= ε et |z′|1 = 0.

Commes est sur un alphabet à au moins 3 lettres, il existe au moins unelettreα dansz′ ou z′′

différente dez′[0] et 1. À sa première occurrence danss, α est précédée et suivie par1ℓ (voir

Lemme 3.3.10). On a

s = 1ℓz′[0]1ℓ · · · 1ℓz′[0]1ℓ1z′[0] · · ·
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qui contient les facteursz′[0]1ℓ+1z′[0] et1ℓα12. Ainsi, |z|1 = 0. Par ailleurs, comme l’alphabet

est fini, il existe au moins une lettre différente de1 qui apparaît au moins deux fois dansz.

Considéronsγ, la première lettre répétée dez. Alors ∆(s) = 1ℓuγvγw, avecuγv linéaire.

Supposonsv 6= ε et posonsp = Pal(1ℓu). Alors

s = pγpv[0]pγp · · · pγpγ · · ·

qui contient les facteursγpγ, pv[0]p[0], v[0] 6= γ et p[0] = 1. Il en découle quev = ε.

Considérons maintenant∆(s) = 1ℓuγ2w, que nous réécrivons comme∆(s) = 1ℓuγmw′, avec

u linéaire,m ≥ 2 etw′[0] 6= γ. Alors

s = p(γp)mw′[0]p[0] · · ·

qui contient les facteursγpγ etpw′[0]p[0]. Ainsi,w′ = γω et on conclut.

Les Propositions 3.3.13 et 3.3.16 étudient les suites épisturmiennes standards équilibrées ayant

des suites directrices de la forme∆(s) = 1y1z, avecy 6= ε et1y linéaire. Mais avant, introdui-

sons le résultat suivant.

Lemme 3.3.12Soit∆(s) = 1y1z la suite directrice d’une suite épisturmienne standard équi-

librée s, avec1y ∈ A∗ un mot linéaire,y 6= ε, z ∈ Aω. Alors,Alph(y) ∩ Alph(z) = ∅.

Preuve Supposons qu’il existeα ∈ Alph(y) ∩ Alph(z). Alors on peut écrire∆(s) =

1y′αy′′1z′αz′′, avecy′αy′′1z′ un mot linéaire. Posonsp = Pal(1y′). Il y a deux cas à considérer.

a) Siy′ 6= ε, comme Pal(1y′αy′′1) = (Pal(1y′αy′′))2, on a

s = (pαp · · · pαp)2 · · · (pαp · · · pαp)2α · · ·

qui contient les facteursαpα etpp[0]p[1] = p1y′[0], 1 6= α, y′[0] 6= α.

b) Si y′ = ε, alors commes est sur un alphabet à au moins 3 lettres, il existe une lettreβ ∈
{A− {1, α}} danss telle qu’à sa première occurrence, elle est précédée et suivie par1 (voir

Lemme 3.3.10). On a alors

s = (1α1 · · · 1α1)2 · · · (1α1 · · · 1α1)2α · · ·

qui contient les facteursα1α et1β1.
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D’où la conclusion.

Proposition 3.3.13 Soit ∆(s) = 1y1z la suite directrice d’une suite épisturmienne standard

équilibrées sur un alphabet à au moins 3 lettres. Supposons que|1y1z|1 = 2 et quey 6= ε est

un mot linéaire. Alors∆(s) = 12 · · · (k−1)1k · · · (k+ ℓ−1)(k+ ℓ)ω, à permutation de lettres

près, aveck ≥ 3.

Preuve Considérons∆(s) = 1y1z avec|1y1z|1 = 2, y linéaire et supposons queα ∈ A

est la première lettre répétée différente de1, donc la première lettre répétée deyz. Alors, il y a

deux cas à considérer.

a) ∆(s) = 1y′αy′′1z′αz′′, avec|y′y′′1z′|α = 0. Impossible par le Lemme 3.3.12.

b) ∆(s) = 1y′1z′αz′′αz′′′, avec|y′1z′z′′|α = |z′αz′′αz′′|1 = 0. Supposonsz′′ 6= ε et posons

p = Pal(1y′1z′). Alors

s = pαpz′′[0]pαp · · · pαpz′′[0]pαpα · · ·

qui a les facteursαpα etpz′′[0]p[0]. On conclut quez′′ = ε.

La seule possibilité est donc que∆(s) = 1y′1z′α2z′′′, que nous réécrivons comme∆(s) =

1y′1z′αℓz′′′′, avecℓ ≥ 2 et z′′′′[0] 6= α. Posonsp = Pal(1y′1z′). Alors,

s = p(αp)ℓz′′′′[0]p[0] · · ·

qui a les facteursαpα et pz′′′′[0]p[0], avecz′′′′[0] 6= α, p[0] = 1 6= α. Il en découle que

z′′′′ = αω, donc quez′′′ = αω. Finalement,∆(s) = 1y′1z′αω avecy′1z′α linéaire.

Exemple 3.3.14Soit s une suite épisturmienne standard ayant comme suite directrice ∆(s) =

12321 · · · . Alors,

s = 12131212131211213121213121 · · ·

qui contient les facteurs212 et131. Ainsi, s n’est pas équilibrée par rapport à la lettre2.

Exemple 3.3.15Soit t une suite épisturmienne standard ayant comme suite directrice ∆(t) =

12312 · · · . Alors,

t = 12131211213121213121 · · ·
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qui contient les facteurs212 et131. Ainsi, t n’est pas équilibrée par rapport à la lettre2.

Proposition 3.3.16 Soit ∆(s) = 1y1z la suite directrice d’une suite épisturmienne standard

équilibrées sur un alphabet àk lettres,k ≥ 3, telle que1y est linéaire,y 6= ε etz ∈ Aω.

i) Siz[0] 6= 1, alors |z|1 = 0 et donc,∆(s) est de la forme donnée dans la Proposition 3.3.13.

ii) Siz[0] = 1, alorsz = 1ω et donc,∆(s) = 123 · · · k(1)ω .

Preuve Supposons qu’il y ait une troisième occurrence de1 dans la suite directrice :|z|1 ≥ 1.

Alors ∆(s) = 1y1z′1z′′, avec|z′|1 = 0. Supposons quez′ 6= ε. Posonsp = Pal(1y). Comme

Pal(1y1) = (Pal(1y))2 = p2, on a

s = p2z′[0]p2 · · · p2z′[0]p21 · · ·

qui contient les facteurs1p1 (dansp21) et 1−1pz′[0]p[0]p[1], où z′[0] 6= p[0] = 1 et z′[0] 6=
p[1] = y[0] (assuré par le Lemme 3.3.12). Alors,z′ = ε et ∆(s) = 1y11z′′. Réécrivons

∆(s) = 1y1ℓz′′′, avecℓ ≥ 2 etz′′′[0] 6= 1. Comme Pal(1y1ℓ) = (Pal(1y))ℓ+1 si 1y est linéaire,

on a

s = pℓ+1 · · · pℓ+1z′′′[0]1y[0] · · ·

qui contient les facteurs1p1 (dansp3) et 1−1pz′′′[0]1y[0], avecy[0] 6= 1. On aurait donc ques

n’est pas équilibrée. On conclut quez = 1ω. Donc∆(s) = 1y1ω, avecw linéaire.

On a maintenant considéré toutes les possibilités de suitesdirectrices pour une suite épistur-

mienne standard équilibrée. En effet, la Proposition 3.3.9décrit les suites directrices ayant

comme première lettre répétée une lettre différente de la première. La Proposition 3.3.11 donne

la forme d’une suite directrice débutant par un bloc de lettres. Finalement, les Propositions

3.3.13 et 3.3.16 décrivent les suites directrices de la forme 1y1z ayant ou pas d’autres occur-

rences de la lettre1.

Le Théorème 3.3.17 résume ces résultats.

Théorème 3.3.17Toute suite épisturmienne standard équilibrées sur un alphabet à trois lettres

et plus a une suite directrice, à permutation de lettres près, dans l’une ou l’autre des trois fa-

milles de suites suivantes :
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i) ∆(s) = 1n

(
k−1∏

i=2

i

)
(k)ω = 1n23 · · · (k − 1)(k)ω , avecn ≥ 1 ;

ii) ∆(s) =

(
k−1∏

i=1

i

)
1

(
k+ℓ−1∏

i=k

i

)
(k + ℓ)ω = 12 · · · (k − 1)1k · · · (k + ℓ− 1)(k + ℓ)ω, avecℓ ≥ 1 ;

iii) ∆(s) =

(
k∏

i=1

i

)
(1)ω = 123 · · · k(1)ω,

aveck ≥ 3.

Preuve La Proposition 3.3.9 implique a) pourn = 1, la Proposition 3.3.11 implique a) pour

n ≥ 2, alors que b) (resp. c)) découle de la Proposition 3.3.13 (resp. Proposition 3.3.16).

Nous devons maintenant vérifier que ces suites directrices décrivent bien des suites épistur-

miennes qui sont équilibrées. Pour ce faire, certains résultats de (Hubert, 2000) concernant les

suites équilibrées sont nécessaires.

3.4 Quelques notions de suites équilibrées

Définition 3.4.1 (Hubert, 2000) Soits une suite sur un alphabet finiA. On dit ques estforte-

ment équilibréesi pour tout nombre entiern, pour tout couplef et f ′ deFn(s) ∪ Fn−1(s) et

pour toute lettrea de l’alphabetA, on a

∣∣|f |a − |f ′|a
∣∣ ≤ 1.

Lemme 3.4.2 Toute suite fortement équilibrée est aussi équilibrée.

Preuve Il suffit de remarquer queFn(s) ⊂ (Fn(s) ∪ Fn−1(s)).

Exemple 3.4.3La suites = 1211212112112121121 · · · est équilibrée, mais n’est pas forte-

ment équilibrée. En effet, pour les facteursf = 11211, f ′ = 2121 ∈ F5(s) ∪ F4(s), on trouve

que
∣∣|f |1 − |f ′|1

∣∣ = |4 − 2| = 2 > 1.
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Proposition 3.4.4 ((Hubert, 2000), Proposition 2.2) SoientA un alphabet fini,v une suite

sturmienne sur l’alphabet{a, b} et {A1,A2} une partition deA. Soit la suiteu obtenue en

remplaçant lesa du motv par les lettres successives d’une suite fortement équilibréez ∈ Aω
1 et

les lettresb du motv par les lettres successives d’une suite fortement équilibréez′ ∈ Aω
2 . Alors

u est une suite équilibrée sur l’alphabetA.

Les Exemples 3.4.9 et 3.4.10 illustrent la Proposition 3.4.4.

Définition 3.4.5 (Hubert, 2000) Soitm une suite sur un alphabet finiA. On dit quem est

unesuite à lacunes constantessi, pour toute lettreα ∈ A, les lacunes entre deux apparitions

consécutives deα ont une longueur constante.

Exemple 3.4.6La suite(23242325)ω est à lacunes constantes. En effet, la lacune entre deux

occurrences de2 est2, celle entre deux occurrences de3 est4 et celle entre deux occurrences

de4 ou de5 est8.

Proposition 3.4.7 ((Hubert, 2000), Proposition 3.1) Soitz une suite sur un alphabet finiA.

Alorsz est fortement équilibrée si et seulement siz est à lacunes constantes. En particulier, une

suite fortement équilibrée est périodique.

Exemple 3.4.8Comme la suite(23242325)ω de l’Exemple 3.4.6 est à lacune constante, elle

est aussi fortement équilibrée.

Exemple 3.4.9Soit A = {1, 2, 3, 4} et {A1,A2} une partition deA : A1 = {1, 2} et A2 =

{3, 4}. Soit la suite sturmiennes = abaababaabaababaaba · · · et soient les suites fortement

équilibrée(12)ω et (34)ω . En remplaçant danss lesa par les lettres de la suite(12)ω et lesb par

les lettres de la suite(34)ω , par la Proposition 3.4.4, on obtient la suite équilibrée

1321423124123141231 · · ·

Exemple 3.4.10Considérons la suite sturmienne périodique(anb)ω. En utilisant la Proposition

3.4.4, on sait que si l’on remplace la suiteaaa · · · par1ω, une suite fortement équilibrée, et si
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l’on remplace la suitebbb · · · par (23242325)ω , aussi fortement équilibrée, alors on obtient la

suite

(1n21n31n21n41n21n31n21n5)ω

qui est une suite équilibrée sur l’alphabet{1, 2, 3, 4, 5}.

Proposition 3.4.11 Les suites de la formePal(123 · · · kω) sont à lacunes constantes.

Preuve D’abord, par le Lemme 3.2.19, on sait que

Pal(123 · · · kω) = (Pal(123 · · · (k − 1))k)ω .

Procédons par récurrence pour montrer que(Pal(123 · · · (k − 1))k)ω est à lacune constante.

Pourk = 4, on a(Pal(123)4)ω = (12131214)ω qui est bien à lacune constante. Supposons

donc que cette suite soit à lacune constante pour toutn ≤ k. Pour(k + 1), on a

(Pal(12 · · · k)(k + 1))ω = (Pal(12 · · · (k − 1))kPal(12 · · · (k − 1))(k + 1))ω .

Par l’hypothèse de récurrence, on sait que les lacunes sont constantes pour les lettres≤ (k− 1)

et commek et (k + 1) n’apparaissent qu’une seule fois chacune dans la période, on conclut.

3.5 Retour à la caractérisation

Proposition 3.5.1 Les suites directrices données au Théorème 3.3.17 sont les suites directrices

de suites épisturmiennes standards qui sont équilibrées.

Preuve Considérons chacun des3 types de suites directrices du Théorème 3.3.17.

i) En construisant la suite épisturmienne standard correspondante à la suite directrice i) du

Théorème 3.3.17, on obtient une suite qui s’écrit comme

s = (1n21n31n21n41n21n31n21n · · · 1n21n(k − 1)1n21n · · · 1n21n31n21n41n21n31n21nk)ω.

Considérons maintenant la suite obtenue en faisant la projection Π1 par rapport à la lettre 1.

On obtient alors la suite sturmienneΠ1(s) = (1nx)ω. En remplaçant la lettrex par la suite

fortement équilibrée Pal(23 · · · kω) = (2324232 · · · 232k)ω (voir Proposition 3.4.11), par la

Proposition 3.4.4, on conclut que la suites est équilibrée .
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ii) La suite définie par∆(s) = 12 · · · (k − 1)1k · · · (k + ℓ− 1)(k + ℓ)ω est donnée par

s =
(
u2ku2(k + 1)u2ku2 · · · u2ku2(k + ℓ− 1)u2ku2 · · · u2(k + 1)u2ku2(k + ℓ)

)ω
,

oùu = Pal(12 · · · (k − 1)). Commeu = Frk−1, s s’écrit comme(Frk−1Frk−1A)ω, oùA est

périodiquement remplacé par les lettres de la suite

(Pal(k(k + 1) · · · (k + ℓ− 1))(k + ℓ))ω.

Considérons maintenant la suite sturmienne(a2(2k−1−1)b)ω, qui consiste en la suite épistur-

miennes pour laquelle on a remplacé les lettres1 à k − 1 para et les lettresk à k + ℓ par

b. En effet, par le Lemme 3.2.14, on sait que lg(Frk−1) = 2k−1 − 1. Remplaçons lesb par

la suite périodique à lacune constante (voir Proposition 3.4.11), donc fortement équilibrée,

Pal(k(k + 1) · · · (k+ ℓ− 1)(k + ℓ)ω). La suite ainsi obtenue est équilibrée (voir Proposition

3.4.4). Ainsi,s est équilibrée par rapport aux lettresk àk+ ℓ. Afin de montrer ques est équi-

librée, il suffit de montrer ques est équilibrée par rapport à la lettreα, pour1 ≤ α ≤ (k−1).

Considéronss′ = (Frk−1Frk−1b)
ω = Frk−1(Frk−1bFrk−1)

ω, avecb /∈ {1, 2, . . . , k− 1} fixé.

On a alors ques′ est de la forme Frk−1Frωk . On sait que la suite Frω
k est une suite périodique

équilibrée. De plus, comme Frω
k = (Frk−1kFrk−1)

ω = Frk−1kFrk−1Frωk , le préfixe Frk−1 de

s′ ne peut faire en sorte ques′ ne soit pas équilibrée, sinon il en serait de même pour Frω
k .

Ainsi, puisques′ est équilibrée,s est équilibrée par rapport aux lettres1, 2, . . . , (k− 1) et on

conclut ques est une suite épisturmienne équilibrée.

iii) Les suites décrites par les suites directrices donnéesen c) sont de la forme Frωk et sont

connues pour être équilibrées.

Théorème 3.5.2Une suite épisturmienne standards sur un alphabet à trois lettres et plus est

équilibrée si et seulement si sa suite directrice (à permutation de lettres près) est dans l’une ou

l’autre des trois familles de suites suivantes :

i) ∆(s) = 1n

(
k−1∏

i=2

i

)
(k)ω = 1n23 · · · (k − 1)(k)ω , avecn ≥ 1 ;

ii) ∆(s) =

(
k−1∏

i=1

i

)
1

(
k+ℓ−1∏

i=k

i

)
(k + ℓ)ω = 12 · · · (k − 1)1k · · · (k + ℓ− 1)(k + ℓ)ω, avecℓ ≥ 1 ;
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iii) ∆(s) =

(
k∏

i=1

i

)
(1)ω = 123 · · · k(1)ω,

aveck ≥ 3.

Preuve Découle du Théorème 3.3.17 et de la Proposition 3.5.1.

Rappelons le résultat suivant.

Théorème 3.5.3((Droubay, Justin et Pirillo, 2001), Théorème 3)Une suite épisturmienne

standards est ultimement périodique si et seulement si sa suite directrice ∆(s) est de la forme

wαω, w ∈ A∗, α ∈ A.

Corollaire 3.5.4 Une suite épisturmienne standard ne peut pas être à la fois périodique etA-

stricte.

Preuve Découle du Théorème 3.5.3 et de la définition d’une suiteA-stricte.

Corollaire 3.5.5 Toute suite épisturmienne standard équilibrée sur un alphabet à trois lettres

ou plus est ultimement périodique.

Preuve Découle directement du Théorème 3.5.2 et du Théorème 3.5.3.

Corollaire 3.5.6 Aucune suite de Arnoux-Rauzy (suites épisturmiennesA-strictes) n’est équi-

librée.

Preuve Découle des Théorèmes 3.5.2 et 3.5.3 et du Corollaire 3.5.4 :une suite épisturmienne

A-stricte ne peut être ultimement périodique.

Remarque 3.5.7Une suites ∈ Aω estc-équilibrée si pour tous facteursu, v de s de même

longueur,
∣∣|u|a − |v|a

∣∣ ≤ c

pour touta ∈ A. Dans (Cassaigne, Ferenczi et Zamboni, 2000), les auteurs ont prouvé qu’il est

possible de construire une suite d’Arnoux-Rauzy qui n’est pasc-équilibrée pour toutc ∈ N.
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Corollaire 3.5.8 Toute suite épisturmienne standard équilibrées sur un alphabet à 3 lettres et

plus appartient à l’une ou l’autre des familles suivantes, àpermutation de lettres près :

i) s = (p(k − 1)pk)ω , avecp = Pal(1n2 · · · (k − 2)) ;

ii) s = ((Frk−1)
2t)ω, oùt est successivement remplacé par les lettres de la suite

[Pal(k(k + 1) · · · (k + ℓ− 1))(k + ℓ)]ω;

iii) s = [Pal(123 · · · k)]ω = (Frk)ω.

Preuve On obtient ce résultat directement en calculant Pal(∆(s)) en prenant les suites direc-

trices du Théorème 3.5.2.

3.6 Retour à la conjecture de Fraenkel

Proposition 3.6.1 Toute suite épisturmienne standard équilibrées sur un alphabet à 3 lettres

et plus et ayant des fréquences de lettres différentes pour toutes les lettres peut être écrite, à

permutation de lettres près, sous la forme

s = [Pal(123 · · · k)]ω .

Preuve Dans le Corollaire 3.5.8 i), les lettresk et (k − 1) apparaissent une fois par période.

Ainsi, les fréquences dek et (k− 1) danss sont les mêmes. Dans ii), on as = (Frk−1Frk−1t)
ω,

avect périodiquement remplacée par[Pal(k(k+1) · · · (k+ ℓ−1))(k+ ℓ)]ω. Comme les lettres

(k + ℓ) et (k + ℓ − 1) n’apparaissent qu’une seule fois chacune dans Pal(k(k + 1) · · · (k +

ℓ − 1))(k + ℓ), la fréquence de ces deux lettres est la même dans une période. Dans iii), la

période des est lg(Pal(123 . . . k)) = 2k − 1 (voir Lemme 3.2.14) et la fréquence de la lettre

i est2k−i/(2k − 1) (voir Lemme 3.2.15). Ainsi, les fréquences de deux lettres différentes sont

différentes.

Comme pour toute suite épisturmiennet, il existe une suite épisturmienne standards ayant le

même langage, le résultat de la Proposition 3.6.1 peut se généraliser à n’importe quelle suite

épisturmienne équilibrée. On obtient alors le résultat général suivant, qui est une preuve de la

conjecture de Fraenkel réduite à la classe des suites épisturmiennes.
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Théorème 3.6.2Soits une suite épisturmienne équilibrée sur un alphabet finiA = {1, 2, . . . , k},

aveck ≥ 3 et fi(s) 6= fj(s) pour touti 6= j : toutes les lettres ont des fréquences différentes.

Alors, à permutation de lettres près et à décalage près,s = [Pal(123 · · · k)]ω.

Exemple 3.6.3Pour respectivementk = 3, 4, 5, on obtient

s = (1213121)ω ,

t = (121312141213121)ω ,

u = (1213121412131215121312141213121)ω .

De plus, les suites

s′ = 3121(1213121)ω ,

t′ = 213121(121312141213121)ω ,

u′ = 121412131215121312141213121(1213121412131215121312141213121)ω

sont aussi des suites épisturmiennes (non standards) équilibrées avec des fréquences de lettres

différentes.

La conjecture de Fraenkel considère les suites bi-infinies.Étant donné que les suites satisfaisant

la conjecture de Fraenkel sont toutes périodiques, il suffitde considérer les suites infinies et non

pas bi-infinies.

Dans ce chapitre, nous avons réussi à caractériser les suites épisturmiennes équilibrées. Il serait

intéressant de généraliser ce résultat en considérant la notion générale d’équilibre énoncée à la

Remarque 3.5.7. Par ailleurs, remarquons que notre résultat fournit un nouvel angle d’attaque

pour la conjecture de Fraenkel : il suffit de prouver que toutesuite satisfaisant à la conjecture

de Fraenkel est une suite épisturmienne.



Chapitre IV

SUPERPOSITION DE 2 MOTS DE CHRISTOFFEL

Rappelons que la conjecture de Fraenkel a d’abord été étudiée du point de vue de la théorie des

nombres, en termes des suites de Beatty. Un cas particulier de la conjecture est de savoir sous

quelles conditions deux suites de Beatty sont disjointes. Dans les années 1980-1990, les suites

de Beatty ont fait l’objet d’une dizaine d’articles de Morikawa, entre autres (Morikawa, 1985a).

Dans ce dernier article, l’auteur prouve le théorème suivant, qui fournit une condition nécessaire

et suffisante pour que deux suites de Beatty soient disjointes.

Théorème.(Morikawa, 1985a)Soientp1, p2, q1, q2 des entiers et posonsp = pgcd(p1, p2),

q = pgcd(q1, q2), u1 = q1/q, u2 = q2/q. Il existeβ1 et β2 tels que les suites de Beatty

S1 = {⌊p1n/q1 + β1⌋ : n ∈ Z} et S2 = {⌊p2n/q2 + β2⌋ : n ∈ Z} sont disjointes si et

seulement s’il existe des entiers positifsx ety tels que

xu1 + yu2 = p− 2u1u2(q − 1).

Exemple 4.0.4Soientp1 = p2 = 10, q1 = 3 et q2 = 4. Alors p = 10, q = 1, u1 = 3, u2 = 4.

Il existeβ1 et β2 tels queS1 = {⌊10n/3 + β1⌋ : n ∈ Z} etS2 = {⌊10n/4 + β2⌋ : n ∈ Z}
sont disjointes si et seulement s’ils existentx, y > 0 tels que3x+ 4y = 10. Il suffit de prendre

x = 2 et y = 1 et on a l’égalité. En effet, avecβ1 = 0 et β2 = 3, on a les suites de Beatty

disjointesS1 = {1, 4, 7} + 10Z etS2 = {0, 3, 5, 8} + 10Z.

20 ans plus tard, dans (Simpson, 2004), l’auteur donne une preuve différente de ce résultat

et prouve de nouveaux résultats intermédiaires. Cet article s’avère contenir des propriétés in-
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téressantes concernant les mots de Christoffel. En effet, en traduisant les résultats de Simpson

en terme de mots de Christoffel, certaines caractéristiques de ces mots apparaissent naturel-

lement. Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord quelques définitions et résultats prélimi-

naires. Après avoir traduit les principaux résultats de Simpson, nous allons plus loin en donnant

le nombre de superpositions de deux mots de Christoffel superposables. Nous donnons aussi

quelques détails passés sous silence dans certaines preuves de Simpson. Entre autres, la preuve

du Théorème 4.5.1 présentée ici est la même que celle donnée dans (Simpson, 2004), mais pour

laquelle plusieurs détails ont été précisés. Nous terminons le chapitre en parlant d’un problème

relié au problème de la monnaie, dans lequel les mots de Christoffel apparaissent géométrique-

ment.

La motivation principale de ce chapitre est de caractériserun cas particulier de la conjecture

de Fraenkel. En effet, la conjecture en terme de mots énonce que pour un alphabet àk lettres,

k ≥ 3, il existe une unique suite équilibrée et ayant des fréquences de lettres toutes différentes,

à permutation des lettres et à conjugaison près. Dans ce chapitre, nous montrons comment une

suite satisfaisant les hypothèses de la conjecture de Fraenkel peut être obtenue par superposition

dek puissances de mots de Christoffel. L’idée de ce chapitre estd’étudier un cas particulier : la

superposition de deux mots (ou puissances) de mot de Christoffel.

Définition 4.0.5 Un motw ∈ A∗ estcirculairement équilibrési le motw2 = ww est équilibré.

Exemple 4.0.6Le motu = 112121 est équilibré, mais n’est pas circulairement équilibré. En

effet,111, 212 ∈ F (uu), mais
∣∣|111|1 − |212|1

∣∣ > 1.

Exemple 4.0.7On peut facilement vérifier que le mot112112 est équilibré et donc quev = 112

est circulairement équilibré.

Lemme 4.0.8 Si w ∈ A∗ est circulairement équilibré, alors pour touta ∈ A, la projection

Πa(w) est aussi circulairement équilibrée.

Preuve Commew est circulairement équilibré, pour tous facteursu, v dew2 tels que lg(u) =

lg(v) et pour toute lettrea ∈ A, on a
∣∣|u|a − |v|a

∣∣ ≤ 1. Par ailleurs, on a|Πa(u)|a = |u|a et
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|Πa(v)|a = |v|a. Ainsi, pour tout facteurΠa(u) et Πa(v) de même longueur deΠa(w
2), on a

∣∣|Πa(u)|a − |Πa(v)|a
∣∣ =

∣∣|u|a − |v|a
∣∣ ≤ 1. CommeΠa(w) ∈ {a, x}∗, par complémentarité, on

a aussi que
∣∣|Πa(u)|x − |Πa(v)|x

∣∣ ≤ 1. DoncΠa(w) est circulairement équilibré.

Définition 4.0.9 Soientu ∈ ω{a, x}ω et v ∈ ω{b, x}ω , deux mots bi-infinis. SoientA l’en-

semble des positions desa dansu etB l’ensemble des positions desb dansv. On dit queu et

v sontsuperposablessiA ∩B = ∅. Autrement dit, les ensemblesA etB forment une partition

des entiers.

Exemple 4.0.10Soientu = ω(aaxaxx)ω et v = ω(xxbxxx)ω. AlorsA = {0, 1, 3} + 6Z et

B = {2} + 6Z. Doncu etv sont superposables.

Définition 4.0.11 Soientu, v des mots finis. SoitA l’ensemble des positions desa dansu ∈
{a, x}∗ et soitB l’ensemble des positions desb dansv ∈ {b, x}∗. Supposons que lg(u) = n et

lg(v) = m. On dit queu et v sontsuperposablessi et seulement s’il existek ∈ Z tel queωuω

etσk(ωvω) (σ est la fonction de décalage introduite dans la Section 0.3) soient superposables,

c’est-à-dire si

(A+ nZ) ∩ (B − k +mZ) = ∅.

Si k = 0, on dit alors que les motsu et v sesuperposent exactement.

Remarque 4.0.12Dans la Définition 4.0.11, la conditionk ∈ Z peut être remplacée park ∈
[0,min{m,n} − 1]. En effet, on peut facilement vérifier que s’il existe un décalagek hors de

cet intervalle permettant la superposition, alors il existe k′ ∈ [0,min{m,n} − 1] pour lequel il

en est de même.

Exemple 4.0.13Soient les motsu = axxxax et v = xbx. Considéronsωuω = ω(axxxax)ω

etσ−1(ωvω) = ω(xxb)ω. Les positions desa dansωuω sont données par l’ensemble{0, 4}+6Z

et les positions desb dansσ−1(ωvω) sont données par l’ensemble{2} + 3Z = {2, 5} + 6Z.

Comme ces deux ensembles sont disjoints,u et v sont superposables et le décalage nécessaire

estk = −1.
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Exemple 4.0.14Soient les motsu = axax et v = bxb. Ces deux mots ne sont pas superpo-

sables. En effet, les positions desa dansωuω sont données par l’ensembleA = {0, 2} + 4Z

et les positions desb dansωvω sont données par l’ensembleB = {0, 2} + 3Z. CommeA =

{0, 2}+4Z = {0, 2, 4, 6, 8, 10}+12Z et queB = {0, 2}+3Z = {0, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11}+12Z,

on conclut par inspection qu’il n’existe aucunk tel queA ∩ (B − k) = ∅. Doncu et v ne sont

pas superposables.

Lemme 4.0.15Soientu, v,A et B tels que décrits dans la Définition 4.0.11. Les motsu ∈
{a, x}∗ etv ∈ {b, x}∗ sont superposables et sont tels que

(A+ nZ) ∩ (B − k +mZ) = ∅

si et seulement siu etγk(v) se superposent exactement.

Preuve Rappelons queA est l’ensemble des positions desa dansu et queB est l’ensemble

des positions desb dansv. Par définition, les motsu etv sont superposables si et seulement s’il

existek ∈ Z tel que(A+nZ)∩(B−k+mZ) = ∅. Cette condition est satisfaite si et seulement

si les positions desa dansωuω et desb dansσk( ωvω) forment des ensembles disjoints. Il suffit

donc de montrer que les positions desb dans ω(γk(v))ω sont les mêmes que dansσk( ωvω).

Ces deux mots ont la périodem et donc, les positions desb seront les même si et seulement si

ω(γk(v))ω = σk( ωvω) ⇐⇒ γk(v) = σk( ωvω)[0,m − 1]. Par la définition du conjugueurγ,

cette dernière condition est satisfaite.

Corollaire 4.0.16 Un mot finiw ∈ {1, 2, . . . , k}n circulairement équilibré et ayant des fré-

quences de lettres toutes différentes peut être obtenu par la superposition dek mots circulai-

rement équilibrésw1 ∈ {1, x}n, w2 ∈ {2, x}n, . . . , wk ∈ {k, x}n tels que|wi|i 6= |wj |j pour

tout i 6= j.

Preuve Découle directement du Lemme 4.0.8. Il suffit d’appliquer laprojectionΠa(w) pour

toute lettrea ∈ A.

Le Corollaire 4.0.16 motive l’étude de ce chapitre : tout motsatisfaisant aux conditions de la

conjecture de Fraenkel peut être obtenu par la superposition de mots circulairement équilibrés,
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autrement dit, par la superposition de conjugués de puissances de mots de Christoffel. Un mot

satisfaisant aux conditions de la conjecture de Fraenkel pour un alphabet àk lettres est donc

obtenu par la superposition dek mots circulairement équilibrés.

Exemple 4.0.17 a) Le mot1213121 satisfait les conditions du Corollaire 4.0.16. Il peut être

obtenu en superposant le mots circulairement équilibrés1x1x1x1, x2xxx2x etxxx3xxx.

b) Le mot312112131214121 est le résultat de la superposition des mots3xxxxxx3xxxxxxx,

x1x11x1x1x1x1x1, xx2xx2xxx2xxx2x etxxxxxxxxxxx4xxx, qui sont tous circulai-

rement équilibrés et qui ont respectivement les fréquencesde lettres2/15, 8/15, 4/15 et

1/15.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons d’abord à la superposition de deux mots circulairement

équilibrés. Nous ne considérons que des mots primitifs et nous donnons une condition néces-

saire et suffisante pour que deux mots primitifsu, v soient tels queuω et vω se superposent. De

plus, puisqu’un mot de Christoffel est un mot circulairement équilibré, primitif et minimal selon

l’ordre lexicographique dans sa classe de conjugaison, siu est primitif et circulairement équili-

bré, il existe un conjugué deu qui soit un mot de Christoffel. Ainsi, nous considérons les mots

de Christoffel correspondantw1 etw2 et nous donnons un critère pour quewω
1 etwω

2 se super-

posent, à conjugaison près dew2. Pour ce faire, nous utilisons les résultats de (Simpson, 2004)

qui sont une extension du travail de (Morikawa, 1985a).

4.1 Quelques résultats de base

Le Lemme 4.1.1 est une traduction du Théorème 3 de (Simpson, 2004) en terme de mots de

Christoffel. Ce résultat apparaît aussi dans (Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) sous une

forme équivalente, mais en utilisant la dualité des mots de Christoffel.

Lemme 4.1.1 (Simpson, 2004; Berthé, de Luca et Reutenauer, 2007) Soit lemot de Christoffel

C(n, α) ∈ {a < x}∗ et soitα tel queαα ≡ −1 mod n. Alors les positions modulon desa

dansC(n, α) sont données par l’ensemble{0, α, 2α, . . . , (α− 1)α}.
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Preuve Posonsi ≡ jα mod n etα+β = n. Commeα ⊥ n, alors son opposé inverseα est

aussi tel queα ⊥ n. Doncα est un générateur du groupe cycliqueZ/nZ et alors

{jα}0≤j<n = {i}0≤i<n.

Soit i ∈ [0, n − 1]. Nous pouvons donc écrirei = jα, avecj ∈ [0, n − 1]. Ainsi,

iβ ≡ jαβ ≡ jα(n − α) ≡ −jαα ≡ j mod n.

Par la Définition 2.2.3 d’un mot de Christoffel,C(n, α)[i] = a si et seulement si(i + 1)β

mod n > iβ mod n. Mais cette condition est satisfaite si et seulement siiβ mod n ∈ [0, α−
1]. Ainsi, iβ mod n ∈ [0, α − 1] si et seulement sij ∈ [0, α − 1], ce qui prouve le lemme.

Corollaire 4.1.2 SoitC(nq, αq) = (C(n, α))q avecn ⊥ α, satisfaisant aux mêmes hypothèses

que dans le Lemme 4.1.1. Alors les positions modulonq desa dansC(nq, αq) sont données

par
q−1⋃

i=0

{0, α, 2α, . . . , (α− 1)α} + in.

Preuve Découle directement du Lemme 4.1.1.

4.2 Premiers résultats concernant la superposition de deuxmots de Christoffel

Théorème 4.2.1 (Th. du reste chinois de (Simpson, 2004))SoientC(n, 1) ∈ {a < x}∗ et

C(m, 1) ∈ {b < x}∗, deux mots de Christoffel. AlorsC(n, 1) etC(m, 1) se superposent si et

seulement sin 6⊥ m.

Preuve Par la Définition 4.0.11, les motsC(n, 1) etC(m, 1) sont superposables si et seule-

ment si les mots(C(n, 1))m = C(nm,m) et (C(m, 1))n = C(nm,n) le sont. Les positions

desa dansC(nm,m) sontA = {0, n, 2n, . . . , (m − 1) n} et celles desb dansC(nm,n) sont

B = {0,m, 2m, . . . , (n− 1)m}.

(=⇒) Supposons quen ⊥ m et que les motsC(nm,m) etC(nm,n) se superposent avec un

décalagek. Ainsi, les positions desb dansC(nm,n) suite au décalagek sont données par l’en-

sembleB′ = {−k,m − k, . . . , (n − 1)m − k}. Commen ⊥ m, par le Théorème de Bezout,
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il existe0 ≤ ℓ < n tel queℓm − k ≡ 0 mod n. Il y a donc conflit à laℓ-ième position deb,

puisqu’à cette position, il y a una dansC(nm,m) : contradiction.

(⇐=) Supposons maintenant que pgcd(n,m) = d > 1. Écrivonsn = dp etm = dq. Pour tout

0 ≤ i < m, in + 1 = idp + 1 6≡ 0 mod dq. DoncC(n, 1) etC(m, 1) sont superposables et

un des décalages possibles estk = 1.

Lemme 4.2.2 SoitC(n, α) ∈ {a < x}∗. Pour toute positioni d’un a dansC̃(n, α), il existe

j ∈ N tel que

iα < jn ≤ (i+ 1)α.

Preuve Par le Lemme 2.2.8, on sait quẽC(n, α) = C(n, n − α) ∈ {x < a}∗. En utilisant

la généralisation de la Définition 2.2.3 aux puissances de mots de Christoffel en remplaçant

respectivementa, x, α etβ parx, a, n−α etα, on trouve quẽC(n, α)[i] = a si et seulement si

(i+ 1)α mod n ≤ iα mod n. Donci est la position d’une lettrea si et seulement si(i+ 1)α

mod n ≤ iα mod n. Mais (i + 1)α mod n ≤ iα mod n si et seulement s’il existe un

multiple den entreiα et (i+ 1)α inclusivement. On conclut en remarquant que cette condition

est satisfaite si et seulement siiα < jn ≤ (i+ 1)α.

Lemme 4.2.3 SoientC(n, α) ∈ {a < x}∗ etC(n, β) ∈ {b < x}∗, des mots ou des puissances

de mots de Christoffel de même longueur. Siα|β, alors l’ensemble des positions desa dans

C(n, α) est un sous-ensemble de l’ensemble des positions desb dansC(n, β).

Preuve Raisonnons sur les mots miroirs. Commeα|β, on écritβ = qα, q ∈ N. Soit i la

position d’una dansC̃(n, α). Alors par le Lemme 4.2.2, il existej ∈ N tel queiα < jn ≤
(i+ 1)α. En multipliant chacun des membres de l’inéquation par

β

α
=
qα

α
= q ∈ N, on trouve

i(qα) < (jq)n ≤ (i+ 1)(qα)

iβ < (jq)n ≤ (i+ 1)β,

avecjq ∈ N. Donci est aussi la position d’unb dansC̃(n, β).
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Théorème 4.2.4 (Th. 2 de (Simpson, 2004))Soient deux mots de ChristoffelC(n, α) ∈ {a <
x}∗, C(m,β) ∈ {b < x}∗ et posonsp = pgcd(m,n). Alors C(n, α) et γkC(m,β) sont

superposables exactement si et seulement siC(p, α) etγkC(p, β) le sont aussi.

Preuve (⇐=) Soit A (resp.A′), l’ensemble des positions desa dansC(p, α) (resp. dans

C(n, α)) etB (resp.B′), l’ensemble des positions desb dansγkC(p, β) (resp. dansγkC(m,β)).

Supposons queC(p, α) etC(p, β) sont superposables avec un décalagek. On a donc que

A+ pZ ∩B − k + pZ = ∅.

Comme pgcd(m,n) = p, posonsn = pi. Alors C(n, α) = C(pi, α). D’autre part, on a

(C(p, α))i = C(pi, αi). CommeC(pi, α) et C(pi, αi) ont la même longueur et queα|αi,
le Lemme 4.2.3 s’applique et on conclut que l’ensemble des positions desa dansC(pi, α) est

inclus dans l’ensemble des positions desa dansC(pi, αi) = (C(p, α))i. Cela implique que

l’ensemble des positions desa dansωC(pi, α)ω est inclus dans l’ensemble des positions des

a dansω(C(p, α))ω . Autrement dit,A′ + nZ ⊆ A + pZ. De façon semblable, on montre que

B′+mZ ⊆ B+pZ. CommeA+pZ∩B−k+pZ = ∅, il en découle queA′+pZ∩B′−k+pZ = ∅,

donc queC(n, α) etγkC(m,β) sont superposables.

(=⇒) (Par l’absurde) Supposons queC(n, α) et γkC(m,β) sont superposables. Commep =

pgcd(m,n), posonsn = pi etm = pj, aveci ⊥ j. Commeα ⊥ n (resp.β ⊥ m), on aα ⊥ i

(resp.β ⊥ j). Supposons queC(p, α) et γkC(p, β) ne se superposent pas. Il existe doncr, ℓ

tels que lar-ième occurrence dea dansC(p, α) apparaisse à la même position que laℓ-ième

occurrence deb dansγkC(p, β). En terme de suites de Beatty (voir Chapitre III), cela se traduit

par
⌊ p
α
r
⌋

=

⌊
p

β
ℓ

⌋
− k.

Cela implique que pours ∈ N,

⌊ p
α

(r + sα)
⌋

=

⌊
p

β
(ℓ+ sβ)

⌋
− k. (4.1)
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Il reste à montrer qu’il existe uns′ tel que

i|(r + s′α) et j|(ℓ+ s′β). (4.2)

En effet, on aurait alors que les positions données en (4.1) du membre de gauche et du membre

de droite sont respectivement des positions des motsC(pi, α) = C(n, α) et γkC(pj, β) =

γkC(m,β). D’où une contradiction, comme nous avions supposéC(n, α) etγkC(m,β) super-

posables.

Commei ⊥ j, G = Z/iZ × Z/jZ est un groupe cyclique. Ce groupe est engendré par(α, β).

En effet, sis(α, β) = 0 dansG, alorssα ≡ 0 mod i et sβ ≡ 0 mod j, et donci|s et j|s, et

donc,ij|s. Donc l’ordre de(α, β) estij. Ainsi, ∀(n1, n2) ∈ G, ∃t tel que(n1, n2) = t(α, β).

Autrement dit, pour toutn1, n2 ∈ Z, ∃t ∈ Z tel quen1 ≡ tα mod i etn2 ≡ tβ mod j. En

prenantn1 = r, n2 = ℓ et t = −s′, on conclut.

Corollaire 4.2.5 Si les mots de ChristoffelC(n, α) etC(m,β) se superposent, alorsm 6⊥ n et

α+ β ≤ p, oùp = pgcd(m,n).

Preuve Posonsp = pgcd(m,n). Par le Théorème 4.2.4, on sait queC(n, α) etC(m,β) sont

superposables si et seulement siC(p, α) et C(p, β) le sont. Cela implique que siC(n, α) et

C(m,β) sont superposables, alorsα + β ≤ p. Et commeα, β > 0, on a1 < α + β ≤ p, et

donc,m 6⊥ n.

4.3 Superposition de mots de Christoffel de même longueur

À partir de maintenant, nous ne considérons que des mots de Christoffel de même longueur,

puisque le Théorème 4.2.4 nous permet ensuite de généraliser nos résultats. SoientC(n, α) et

C(n, β). Alors on étudie deux cas.

4.3.1 Cas particulier : siα|β

Dans cette section, nous étudions la superposition des motsde même longueur avecα|β. Nous

montrons une propriété nécessaire et suffisante pour que de tels mots de Christoffel soient su-

perposables (Théorème 4.3.4). Ensuite, nous donnons un critère que doit satisfaire le décalage
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pour permettre la superposition (Corollaire 4.3.3), puis nous explicitons un décalage qui sera

toujours valide (Corollaire 4.3.5). Pour terminer la section, nous montrons de quelle façon un

mot de Christoffel peut être vu comme la superposition de plusieurs mots de Christoffel (Théo-

rème 4.3.6). Ces propriétés nous seront utiles pour prouverle résultat principal de la prochaine

section : un critère nécessaire et suffisant pour que deux mots de Christoffel quelconques de

même longueur soient superposables.

Lemme 4.3.1 Soit le mot de ChristoffelC(n, α) ∈ {a < x}∗. Si αα ≡ −1 mod n, alors

C(n, α) = γαC̃(n, α).

Preuve Par le Lemme 4.1.1, on sait que les positions modulon desa dansC(n, α) sont

données par l’ensemble

A = {0, α, 2α, . . . , (α− 1)α}.

D’autre part, les positions modulon desa dans le mot miroirC̃(n, α) sont données par

Ã = {n − 1, n− 1 − α, n− 1 − 2α, . . . , n − 1 − (α− 1)α}

= {−1,−1 − α,−1 − 2α, . . . ,−1 − (α− 1)α}.

Finalement, en prenant le conjuguéγαC̃(n, α), on trouve que les positions desa sont données

par

γαÃ = {−1 − α,−1 − α− α,−1 − 2α− α, . . . ,−1 − (α− 1)α − α}

= {−1 − α,−1 − 2α,−1 − 3α, . . . ,−1 − αα}

= {(α − 1)α, (α− 2)α, . . . , , α, 0} = A.

Définition 4.3.2 SoientI = [a, b] et I ′ = [c, d], deux intervalles d’entiers. On dit queI està

gauchedeI ′ si a < c.

Lemme 4.3.3 SoientC(n, α) ∈ {a < x}∗ etC(n, β) ∈ {b < x}∗, deux mots de Christoffel

de même longueur avecβ = qα et q ∈ N. Soit ℓ ∈ [0, n − 1]. Les conditions suivantes sont

équivalentes.
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i) C(n, α) etγℓβC(n, β) se superposent exactement.

ii) ℓ /∈ [−(α− 1)q, β[ mod n.

iii) C(n, α) etγβ(1+ℓ)C̃(n, β) se superposent exactement.

Preuve Montrons d’abord que les différences entre les positions des a du motC(n, α) et

celles desb dansC(n, β) forment un intervalle entier de cardinalité(2α−1)q. Les positions des

a dansC(n, α) sont{0, α, . . . , (α−1)α} et celles desb dansC(n, β) sont{0, β, . . . , (β−1)β},

oùαα ≡ −1 mod n etββ ≡ −1 mod n. On aiα ≡ iqβ mod n. En effet, commeqα = β,

en multipliant de chaque côté parαβ, on obtientα = qβ. Donc les différences entre les positions

des lettres forment l’ensemble

E = {jβ − iα} 0≤j<β
0≤i<α

= {(j − iq)β} 0≤j<β
0≤i<α

. (4.3)

Regardons les nombresj − iq. Pour i = 0, cela correspond à l’intervalle[0, β[, pour i =

1, à l’intervalle [−q, β − q[, et de manière générale, cela correspond à l’intervalle[−iq, β −
iq[. Commeq > 0, on remarque que les intervalles se déplacent vers la gauche: l’intervalle

[−iq, β − iq[ est à gauche de l’intervalle[−(i− 1)q, β − (i− 1)q[.

On a β = qα =⇒ β ≥ q =⇒ β − iq ≥ q − iq = −(i − 1)q. Donc l’union de

deux intervalles consécutifs est aussi un intervalle et alors, l’union de cesα intervalles forme

l’intervalle [−(α− 1)q, β[, qui a la cardinalité

β − (−(α− 1)q) = β + αq − q = αq + αq − q = (2α − 1)q. (4.4)

C(n, α) etγkC(n, β) se superposent exactement si et seulement si le décalagek ne fait pas par-

tie de l’ensembleE, c’est-à-dire si et seulement s’il existeℓ /∈ [−(α − 1)q, β[ tel quek = ℓβ.

Donc il existeℓ /∈ [−(α−1)q, β[ si et seulement siC(n, α) etγℓβC(n, β) se superposent exac-

tement. D’où i) ⇐⇒ ii). Par ailleurs, par le Lemme 4.3.1, on sait queC(n, β) = γβC̃(n, β).

En remplaçantC(n, β) par cette valeur dansγℓβC(n, β), on obtient

γℓβC(n, β) = γℓβγβC̃(n, β) = γβ(ℓ+1)C̃(n, β).

D’où i) ⇐⇒ iii).
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Corollaire 4.3.4 (Th. 4 et Cor. 5 de (Simpson, 2004))SoientC(n, α) ∈ {a < x}∗ etC(n, β)

∈ {b < x}∗ tels queβ = qα, q ∈ N. AlorsC(n, α) etC(n, β) se superposent si et seulement si

(2α− 1)q < n.

Preuve Par l’équation (4.4), on sait que Card(E) = (2α−1)q. D’autre part, les motsC(n, α)

etC(n, β) se superposent si et seulement s’il existe un décalage0 ≤ k < n tel que les positions

desα occurrences dea dansC(n, α) forment un ensemble disjoint de l’ensemble des positions

desβ occurrences deb dansC(n, β). Un tel décalagek existe si et seulement si l’ensembleE

(de l’équation (4.3)) est de cardinalité au plusn − 1. D’où la condition nécessaire et suffisante

(2α− 1)q ≤ n− 1 < n.

Du Lemme 4.3.3, il est aussi possible de déduire un décalage qui sera toujours valide pour deux

mots de Christoffel superposables de même longueur, avecα|β.

Corollaire 4.3.5 SoitC(n, α) etC(n, β), deux mots de Christoffel superposables tels queβ =

qα, q ∈ N. AlorsC(n, α) etγ(1−r)C̃(n, β) se superposent exactement, oùαr ≡ 1 mod n.

Preuve Par le Corollaire 4.3.3, il suffit de montrer qu’il existeℓ /∈ [−(α − 1)q, β[ mod n

tel que

β(1 + ℓ) ≡ 1 − r mod n.

En multipliant de chaque côté parβ, on obtient

−1 − ℓ ≡ β − βr mod n

⇐⇒

ℓ ≡ βr − β − 1 mod n.

Il suffit donc de montrer que modulon, on a

βr − β − 1 /∈ [−(α− 1)q, β[ = [−β + q, β[

⇐⇒

βr /∈ [q + 1, 2β + 1[.
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Or,βr ≡ q mod n, carβ = qα etαr ≡ 1 mod n. Il suffit donc de montrer que

q + n ≥ 2β + 1 ⇐⇒ n ≥ 2αq + 1 − q = (2α− 1)q + 1.

On conclut en utilisant le Corollaire 4.3.4.

Théorème 4.3.6 (Th. 6 de (Simpson, 2004))Soit le mot de ChristoffelC(n, qα) ∈ {a < x}∗.

Alors l’ensemble des positions desa dansC(n, qα) est la réunion des ensembles

{0, α, ..., (α − 1)α} + kqα,

pour 0 ≤ k < q. De plus, le mot de ChristoffelC(n, qα) est le résultat de la superposition

exacte desq conjugués deC(n, α) suivants :

C(n, α), γ−qαC(n, α), . . . , γ−(q−1)qαC(n, α).

Preuve Par le Lemme 4.1.1, l’ensemble des positions desa dansC(n, qα) est

{0, qα, 2qα, . . . , (qα− 1)qα} =

qα−1⋃

j=0

jqα.

En séparant les positions selon leur résidu moduloq, on obtient

qα−1⋃

j=0

jqα =

q−1⋃

k=0

α−1⋃

i=0

(iq + k)qα. (4.5)

Commeqαqα ≡ −1 mod n, on aqqα ≡ α mod n. Ainsi, en remplaçantqqα parα dans

l’équation (4.5), on obtient

qα−1⋃

j=0

jqα =

q−1⋃

k=0

α−1⋃

i=0

iα− kqα. (4.6)

On peut alors réécrire le membre de droite de l’équation (4.6) comme

q−1⋃

k=0

{0, α, 2α, . . . , (α− 1)α} + kqα.
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De plus, les ensembles

{0, α, . . . , (α− 1)α},

{qα, qα+ α, . . . , qα+ (α− 1)α},

. . . ,

{(q − 1)qα, (q − 1)qα + α, . . . , (q − 1)qα + (α− 1)α}

correspondent respectivement aux positions desa dans les mots de ChristoffelC(n, α), γ−qαC(n, α),

. . . , γ−(q−1)qαC(n, α).

4.3.2 Cas général

Dans cette section, nous traitons le cas général de superposition de deux mots de Christoffel

de même longueur. Pour ce faire, nous considérons les mots deChristoffel écrits sous la forme

C(n, qα) etC(n, qβ), avecα ⊥ β et q ∈ N.

Notation 4.3.7 Pour0 ≤ i < α, on noteVi l’intervalle entier

Vi = [(−q + 1)β, qβ − 1] + iαβ.

Proposition 4.3.8 Les mots de ChristoffelC(n, qα) ∈ {a < x}∗ etC(n, qβ) ∈ {b < x}∗ avec

α ⊥ β se superposent si et seulement si l’union

α−1⋃

i=0

Vi (4.7)

n’est pas un système complet de résidus modulon.

Preuve Par le Théorème 4.3.6, en interchangeantq etα, on trouve queC(n, qα) est la super-

position exacte desα conjuguésC(n, q), γ−qαC(n, q), . . . , γ−(α−1)qαC(n, q). On peut donc

écrire que l’ensemble des positions desa dansC(n, qα) est
⋃α−1

i=0 posa(γ
−iqαC(n, q)), où posa

désigne les positions des lettresa. De plus, par le Lemme 4.3.3, en remplaçantα, q et β par

respectivementq, β et qβ, on trouve queC(n, q) etγℓqβC(n, qβ) se superposent exactement si

et seulement s’il existeℓ /∈ [−(q − 1)β, qβ[ mod n. De manière plus générale,γ−iqαC(n, q)
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et γℓqβC(n, qβ) se superposent exactement si et seulement siC(n, q) et γℓqβ+iqαC(n, qβ) se

superposent exactement. Pour retrouver la forme du Lemme 4.3.3 iii), réécrivonsℓqβ+ iqα. On

a

ℓqβ + iqα = ℓqβ − qβqβiqα

= qβ(ℓ+ qβiq α)

= qβ(ℓ− iαβ).

On a maintenant la forme du Lemme 4.3.3 iii) et on peut dire queγℓqβ+iqαC(n, qβ) etC(n, q)

se superposent exactement si et seulement s’il existeℓ− iαβ /∈ [−(q − 1)β, qβ[ mod n. Cela

est équivalent à dire qu’il existe unℓ /∈ [−(q − 1)β, qβ[ +iαβ = Vi. Mais on doit avoir que

ℓ /∈ Vi pour tout0 ≤ i < α. Ainsi, les motsC(n, qα) etC(n, qβ) se superposent si
α−1⋃

i=0

Vi n’est

pas un système complet de résidus modulon.

Corollaire 4.3.9 Il existeℓ /∈
α−1⋃

i=0

Vi mod n, un élément hors de l’union des intervalles, si et

seulement siC(n, qα) etγ(ℓ+1)qβC̃(n, qβ) se superposent exactement.

Preuve On sait par la Proposition 4.3.8 que les mots de ChristoffelC(n, qα) etC(n, qβ) se

superposent si et seulement si l’union desVi n’est pas un système complet de résidus modulo

n. Dans la preuve, on montre qu’il doit exister unℓ /∈ [−(q − 1)β, qβ[ +iαβ pour0 ≤ i < α

et qu’alors, tous les motsγ−iqαC(n, q) se superposent exactement avec le motγℓqβC(n, qβ).

CommeC(n, qα) est le résultat de la superposition exacte desα conjugués deC(n, q) suivants

C(n, q), γ−qαC(n, q), . . . , γ−(α−1)qαC(n, q),

on a queC(n, qα) et γℓqβC(n, qβ) se superposent exactement si et seulement s’il existeℓ /∈
[−(q−1)β, qβ[ +iαβ pour0 ≤ i < α. Par le Lemme 4.3.1, on sait queC(n, qβ) = γqβC̃(n, qβ).

Ainsi, on a queC(n, qα) etγℓqβγqβC̃(n, qβ) = γ(ℓ+1)qβC̃(n, qβ) se superposent exactement.

Lemme 4.3.10Soientα, β ∈ N − {0}, avecα ⊥ β. Soit l’équation

xα+ yβ = n− 2αβ(q − 1), (4.8)

avecq, α, β ⊥ n et q ≥ 1.
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i) L’équation (4.8) a toujours une solutionx, y ∈ Z.

ii) Elle a toujours une solution avec1 ≤ y ≤ α et cette solution est unique.

iii) Si l’équation (4.8) est satisfaite, alorsα ⊥ (α− y).

Preuve Commeα ⊥ β, en utilisant le théorème de Bezout, on trouve que l’équation (4.8)

a toujours une solutionx, y ∈ Z. Supposons maintenant qu’il existe deux solutions telles que

1 ≤ y, y′ ≤ α. On aurait alorsxα + yβ = x′α + y′β, et donc,α(x − x′) = β(y′ − y). Mais

α ⊥ β implique queα|(y′−y). Comme1 ≤ y, y′ ≤ α, cela est impossible. De plus, en utilisant

l’équation (4.8), on trouve queα ⊥ y. En effet, on peut réécrire l’équation (4.8) comme

α(x+ 2β(q − 1)) = n− yβ

et puisqueα ⊥ n, il en découle queα ⊥ y. Finalement,α ⊥ (α− y).

Posonsz = α − y. Soit i ∈ [0, α − 1], l’une des valeurs possibles dez, commez = α − y et

que1 ≤ y ≤ α. Puisqueα ⊥ z, il existe un uniquer(i) ∈ N tel quei ≡ r(i)z mod α. Pour

0 ≤ r < α, posons

M(r) = r(x+ (2q − 1)β) −
⌊zr
α

⌋
β. (4.9)

Dans ce qui suit, nous utilisons les fonctionsr(i) etM(r(i)) pour obtenir un nouvel ordre pour

les intervallesVi.

Remarque 4.3.11Soita = bq+r, la division euclidienne dea parb, oùr < b eta, b, q, r ∈ N.

On ar = a mod b et q =
⌊a
b

⌋
. Ainsi,

a = bq + r ⇐⇒ a− bq − r = 0 ⇐⇒ a− b
⌊a
b

⌋
− (a mod b) = 0.

Lemme 4.3.12 (Lemme 7 de (Simpson, 2004))Pour i ∈ [0, α − 1],

M(r(i)) ≡ −iαβ mod n.
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Preuve Considéronsα(M(r(i)) + iαβ), pour uni fixé. Dans ce qui suit, afin d’alléger la

notation, nous écrironsr pour désignerr(i). En utilisant l’équation (4.8) et la définition de

M(r), on obtient :

α (M(r) + iαβ) ≡ αr (x+ (2q − 1)β) − α
⌊zr
α

⌋
β + αiαβ

≡ r (xα+ 2αβ(q − 1) + αβ) − αβ
⌊zr
α

⌋
− iβ

≡ r(−yβ + αβ) − αβ
⌊zr
α

⌋
− iβ

≡ β
(
(α− y)r − α

⌊zr
α

⌋
− i
)

≡ β
(
zr − α

⌊zr
α

⌋
− i
)

mod n.

Il suffit de remplacera et b dans la remarque précédente par respectivementzr et α, et de se

rappeler quei = zr mod α. On a alors que le terme entre parenthèse vaut 0, et donc que

α(M(r) + iαβ) ≡ 0 mod n. Commeα ⊥ n, on aM(r) + iαβ ≡ 0 mod n et on conclut.

Les Lemmes 4.3.13, 4.3.14, 4.3.15, 4.3.16 et 4.3.17 ne sont pas des résultats originaux, puis-

qu’ils apparaissent de façon sous-entendue dans la preuve du Théorème8 dans (Simpson, 2004).

Nous remercions d’ailleurs l’auteur pour les correspondances éclairantes que nous avons eues

avec lui.

Lemme 4.3.13SoientI0, I1, . . . , Ir−1, r intervalles de même longueur etn ∈ N fixé, tels que

i) max(I0) − min(Ir−1) ≥ n− 1 ≥ 1;

ii) pour0 ≤ j < r − 1, si Ij+1 est à gauche deIj , alorsIj+1 ∪ Ij est un intervalle.

Alors
r−1⋃

j=0

Ij est un système complet de résidus modulon.

Preuve Supposons que l’intervalleIr−1 ne soit pas situé à gauche deI0. Alors comme

max(I0)−min(Ir−1) ≥ n−1, cela implique queI0∪ Ir−1 est un intervalle et queI0 ∩ Ir−1 =

[min(Ir−1),max(I0)]. Il en découle que Card(I0∩Ir−1) ≥ n et donc que
r−1⋃

j=0

Ij est un système

complet de résidus modulon. Supposons maintenant que l’intervalleIr−1 est situé à gauche de

l’intervalle I0. Par ii), il existe bien des intervalles consécutifs qui se déplacent vers la gauche.

La condition ii) nous assure aussi que tous les entiers entreIr−1 et I0 font partie de l’union
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desj intervalles. Commemax(I0) − min(Ir−1) ≥ n− 1, le nombre d’entiers compris entre le

début de l’intervalleIr−1 et la fin de l’intervalleI0 est au moinsn. Dans tous les cas,
r−1⋃

j=0

Ij est

bien un système complet de résidus modulon.

Lemme 4.3.14SoientI0, I1, . . . , Ir−1 des intervalles finis dansZ et soitI le plus petit inter-

valle qui les contient tous. On suppose que

i) I \
r−1⋃

j=0

Ij n’est pas vide ;

ii) si x ∈
r−1⋃

j=0

Ij ety ∈ I \
r−1⋃

j=0

Ij, alors |y − x| < n.

Alors
r−1⋃

j=0

Ij ne contient pas tous les entiers modulon.

Preuve Il existe y ∈ I \
r−1⋃

j=0

Ij. Pour un tely, il n’existe pas dex ∈
r−1⋃

j=0

Ij tel quey ≡ x

mod n (ce qui démontre le lemme). En effet, on auraity − x = kn, aveck ∈ Z. Comme

y /∈
r−1⋃

j=0

Ij et x ∈
r−1⋃

j=0

Ij, on ak 6= 0 (sinonx = y). Donc |k| ≥ 1 =⇒ |y − x| ≥ n, qui

contredirait ii).

Lemme 4.3.15Soitz = α− y et0 ≤ r < α. Alors

⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋
∈ {0, 1}.

Preuve Posonszr = iα+ t, aveci ∈ N et0 ≤ t < α. Alors

⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋
=

⌊
iα+ t+ z

α

⌋
−
⌊
iα+ t

α

⌋

= i+

⌊
t+ z

α

⌋
− i−

⌊
t

α

⌋

=

⌊
t+ z

α

⌋
−
⌊
t

α

⌋
.

Comme1 ≤ y ≤ α et0 ≤ t < α, on a0 ≤ t+ z < 2α et donc,

⌊
t+ z

α

⌋
−
⌊
t

α

⌋
=

⌊
t+ z

α

⌋
− 0 ≤ 1.
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Lemme 4.3.16SoitM(r) tel que défini à l’équation (4.9). Alors

i) M(0) = 0 ;

ii) M(α− 1) = n− x− 2β(q − 1) − i, où i = 0 si y 6= α et i = β sinon.

Preuve En utilisant la définition deM(r), on obtient

i) M(0) = 0(x+ (2q − 1)β) −
⌊

z·0
α

⌋
β = 0.

ii) Si y 6= α, alors

M(α− 1) = (α− 1)(x+ (2q − 1)β) −
⌊
z(α − 1)

α

⌋
β (4.10)

= αx+ (2q − 1)αβ − x− (2q − 1)β − zβ + β (4.11)

= αx− zβ + (2q − 1)αβ − x+ β − (2q − 1)β

= αx+ yβ − αβ + (2q − 1)αβ − x+ β − (2q − 1)β

= n− 2αβ(q − 1) + 2(q − 1)αβ − x+ β − (2q − 1)β

= n− x+ β − (2q − 1)β = n− x− 2β(q − 1) (4.12)

Si y = α, alors

M(α− 1) = n− x− 2β(q − 1) − β. (4.13)

On passe de l’équation (4.10) à l’équation (4.11) en utilisant le fait que

⌊
z(α− 1)

α

⌋
β = zβ +

⌊−z
α

⌋
β = zβ − β,

comme0 < z = α− y < α, puisque1 ≤ y < α. Si y = α, alorsz = 0 et on a plutôt que

⌊
z(α − 1)

α

⌋
β = 0,

d’où l’équation (4.13).

Lemme 4.3.17SoitM(r) tel que défini à l’équation (4.9). Alors

i) M(r + 1) −M(r) = x+ (2q − 1)β − β
(⌊

z(r+1)
α

⌋
−
⌊

zr
α

⌋)
;

ii) si x ≤ 0, alorsM(r + 1) −M(r) ≤ β(2q − 1).
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Preuve On aM(r + 1) −M(r)

=

(
(r + 1)(x + (2q − 1)β) −

⌊
z(r + 1)

α

⌋
β

)
−
(
r(x+ (2q − 1)β) −

⌊zr
α

⌋
β
)

= x+ (2q − 1)β − β

(⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋)
,

qui est≤ β(2q − 1) si x ≤ 0.

Théorème 4.3.18 (Th. 8 de (Simpson, 2004))Soient les mots de ChristoffelC(n, qα) etC(n, qβ)

avecα ⊥ β. Alors,C(n, qα) etC(n, qβ) sont superposables si et seulement s’il existex, y ∈
N − {0} tels que

xα+ yβ = n− 2αβ(q − 1). (4.14)

Preuve Considérons les mots de ChristoffelC(n, qα) etC(n, qβ). Par le Lemme 4.3.10, on

sait qu’il existex, y qui satisfont (4.14), avec1 ≤ y ≤ α. On veut montrer queC(n, qα) et

C(n, qβ) sont superposables si et seulement six > 0.

(=⇒) Supposons quex ≤ 0. Considérons l’union des intervalles donnée à l’équation (4.7) :

α−1⋃

i=0

{[(−q + 1)β, qβ − 1] + iαβ} .

La Proposition 4.3.8 nous indique queC(n, qα) etC(n, qβ) sont superposables si et seulement

si cette union n’est pas un système complet de résidus modulon. Par le Lemme 4.3.12, on sait

que cet ensemble est égal modulon à l’union

α−1⋃

r=0

{[(−q + 1)β, qβ − 1] −M(r)} . (4.15)

PosonsIr = [(−q+1)β, qβ−1]−M(r), pour0 ≤ r < α. Alors,max(I0) = qβ−1−M(0) =

qβ − 1 etmin(Iα−1) = (−q + 1)β −M(α − 1). Ainsi, on a

max(I0) − min(Iα−1) = qβ − 1 − ((−q + 1)β −M(α− 1))

= qβ − 1 + qβ − β + n− x− 2β(q − 1) − i

= β + n− x− 1 − i
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où i ∈ {0, β}. Commex ≤ 0, −x est non négatif. Donc,max(I0) − min(Iα−1) ≥ n− 1.

De plus, pour tout0 ≤ r < α− 1, Ir ∪ Ir+1 est un intervalle. En effet, supposons queIr ∪ Ir+1

n’est pas un intervalle. Cela signifierait queM(r+ 1)−M(r) > lg(Ir) + 1. Donc il suffit que

M(r+ 1)−M(r) ≤ lg(Ir) + 1 pour queIr ∪ Ir+1 soit un intervalle. Par le Lemme 4.3.17, on

aM(r + 1) −M(r) ≤ β(2q − 1).

Par ailleurs, tous les intervalles sont de longueur

lg(Ir) = qβ − 1 − (−q + 1)β = 2qβ − β − 1 = β(2q − 1) − 1.

On a donc bien queM(r+1)−M(r) ≤ lg(Ir)+1. En appliquant le Lemme 4.3.13, on conclut

que six ≤ 0, les mots ne sont pas superposables.

(⇐=) Supposons maintenant quex > 0 et montrons qu’alors, les mots se superposent. Il suffit

donc de montrer que six > 0, alors
α−1⋃

r=0

{[−(q − 1)β, qβ − 1] −M(r)} ne contient pas tous

les entiers résidus modulon.

Rappelons queIr = [−(q− 1)β, qβ − 1]−M(r), pour0 ≤ r < α. Puisquex > 0 et q ≥ 1, en

utilisant les Lemmes 4.3.15 et 4.3.17, on a

M(r + 1) −M(r) = x+ (2q − 1)β − β

(⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋)

≥ x+ (2q − 1)β − β

= x+ 2qβ − 2β

= x+ 2β(q − 1) ≥ x > 0.

Donc les intervallesIr se décalent vers la gauche, pour0 ≤ r < α. Ils ont tous la même

cardinalité

Card(Ir) = lg(Ir) + 1 = β(2q − 1) − 1 + 1 = β(2q − 1).

Supposons queI =
α−1⋃

r=0

Ir ne soit pas un intervalle. Alors la condition i) du Lemme 4.3.14 est

satisfaite. Pour la condition ii), il suffit de prendrey = min(I0) − 1 (puisquemax(I \ ∪Ij) ≤
min(I0)− 1) etx = min(I) et de vérifier quey− x < n. On ax = −(q − 1)β −M(α− 1) et

y = −(q − 1)β − 1.



89

Donc

y−x = (−(q − 1)β − 1)−(−(q − 1)β − (n− x− 2β(q − 1) − i)) = n−x−1−2β(q−1)−i,

aveci ∈ {0, β}. Commex > 0, ce nombre est bien< n. Par le Lemme 4.3.14, on conclut que

la réunion de ces intervalles ne contient pas tous les entiers modulon.

4.4 Nombre de superpositions de mots de Christoffel de même longueur

Les résultats de cette section n’apparaissent pas dans (Simpson, 2004). Ils se déduisent de cet

article, mais ils n’y sont pas mentionnés.

Définition 4.4.1 SoientC(n, α) etC(n, β), deux mots de Christoffel superposables. On définit

le nombre de superpositionsde ces deux mots comme

Card
(
{k ∈ [0, n − 1] |C(n, α) etγkC(n, β) sont exactement superposables}

)
.

Dans cette section, nous donnons le nombre exact de superpositions entre deux mots de Chris-

toffel de même longueur.

D’abord, quelques résultats sont préalables.

Corollaire 4.4.2 (du Lemme 4.3.14 et de sa preuve) Si les deux conditions du Lemme 4.3.14

sont satisfaites, alors

i) les éléments deI \
r−1⋃

j=0

Ij sont tous distincts modulon ;

ii) si Card(I) ≥ n, alors modulon les éléments deI\
r−1⋃

j=0

Ij coïncident avec ceux de l’ensemble

des éléments qui ne sont pas, modulon, dans
r−1⋃

j=0

Ij ;

iii) si Card(I) < n, alors modulon les éléments deI\
r−1⋃

j=0

Ij coïncident avec ceux de l’ensemble

des éléments qui ne sont pas, modulon, dans
r−1⋃

j=0

Ij auxquels on ajoute les éléments

{min(I) − (n − Card(I)), . . . ,min(I) − 2,min(I) − 1},
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qui sont au nombre den− Card(I).

Preuve

i) Si x, y ∈ I \
r−1⋃

j=0

Ij , alors|x − y| < n. En effet, sans perte de généralité, supposonsy > x.

Alors y ≤ max(I \
r−1⋃

j=0

Ij) et x > min(I), car ce dernier est dans
r−1⋃

j=0

Ij . Doncy − x <

max(I \
r−1⋃

j=0

Ij) − min(I). Par le Lemme 4.3.14 ii), on a que

y − x < max(I \
r−1⋃

j=0

Ij) − min(I) < n,

donc quey − x < n− 1.

ii) I contient tous les élémentsmod n. Par ii) du Lemme 4.3.14, aucun élément de
r−1⋃

j=0

Ij n’est

congru à un élément deI \
r−1⋃

j=0

Ij. D’où l’assertion.

iii) Les éléments rajoutés ne sont congrus à aucun élément dansI. D’où l’assertion.

Lemme 4.4.3 Soit le mot de ChristoffelC(n, j) ∈ {a < b}∗. Alors

C(n, j)[i] =





a si

⌊
n− j

n
(i+ 1)

⌋
−
⌊
n− j

n
i

⌋
= 0

b si

⌊
n− j

n
(i+ 1)

⌋
−
⌊
n− j

n
i

⌋
= 1.

Preuve Découle du graphe de Cayley des mots de Christoffel. Faire ladifférence des parties

entières correspond à vérifier si l’on a dépassé ou pas un multiple den. Si la différence des

parties entières est nulle, alors on n’a pas dépassé un multiple den.

Proposition 4.4.4 SoientC(n, qα) etC(n, qβ), deux mots de Christoffel superposables avec

y ≤ α etα ⊥ β. Le nombre de superpositions est

i) xy, six ≤ β ;

ii) xα+ yβ − αβ, six > β ;
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oùx, y est la solution de l’équation (4.14).

Preuve Rappelons que selon le Théorème 4.3.18, si deux mots sont superposables, alors

x > 0. NotonsI le plus petit intervalle qui contient l’union des intervalles donné à l’équation

(4.15). Calculons d’abord Card(I).

Card(I) = max(I) − min(I) + 1

= max(I0) − min(Iα−1) + 1

= (qβ − 1) − ((−q + 1)β −M(α− 1)) + 1

= qβ − 1 + qβ − β + (n− x− 2β(q − 1) − i) + 1

= 2qβ − β + n− x− 2β(q − 1) − i

= n− x+ β − i,

où i ∈ {0, β}.

i) Supposonsx ≤ β et y 6= α. Alors Card(I) = n − x + β ≥ n. Par le Corollaire 4.4.2 ii),

l’ensemble complémentaire modn de
α−1⋃

j=0

Ij a la cardinalité du nombre d’éléments situés

entreI0 et I1, I1 et I2, etc. Le nombre d’éléments situés entreIr et Ir+1 estM(r + 1) −
M(r) − (2q − 1)β, soit la distance entre le début des deux intervalles moins la cardinalité

d’un intervalle. On a

M(r + 1) −M(r) − (2q − 1)β = x− β

(⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋)
. (4.16)

Il y a un trou entre deux intervalles si l’équation (4.16) est> 0 et cette valeur correspond

au nombre d’entiers contenus dans le trou. Commex ≤ β, ce sera le cas pour toutr tel que⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋
= 0. En utilisant le Lemme 4.4.3, avecj = y, i = r etn = α, on trouve

que ce sera le cas pour exactementy valeurs der. Il y a doncxy superpositions.

ii) Supposonsx > β. Alors Card(I) = n−x+β < n. On a toujours que

⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋
=

0 poury valeurs der. De plus, comme0 ≤ r < α, il y a (α− 1) trous contenant chacun

x− β

(⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋)
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entiers. Ainsi, ⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋
= 1

pourα − 1 − y = z − 1 valeurs. Doncx − β
(⌊

z(r+1)
α

⌋
−
⌊

zr
α

⌋)
= x − β pour (z − 1)

valeurs der.

En utilisant le Corollaire 4.4.2 iii), on sait qu’il y an− Card(I) autres valeurs possibles. On

fait la somme et on obtient le nombre de superpositions :

xy + (x− β)(z − 1) + n− Card(I) = xy + (x− β)(α − y − 1) + n− (n− x+ β)

= xy + xα− αβ − xy + βy − x+ β + n− n+ x− β

= xα+ yβ − αβ.

iii) Supposonsx ≤ β et y = α. Alors Card(I) = n − x < n. On est donc dans une situation

semblable à ii). Par contre, une particularité apparaît :

⌊
z(r + 1)

α

⌋
−
⌊zr
α

⌋
= 0

entre tous les intervalles, puisquey = α et donc,z = α − y = 0. Comme il y a(y − 1) =

(α− 1) trous entreI0 etIα−1, en utilisant le Corollaire 4.4.2 iii), on trouve que le nombre de

superpositions est donné par

x(y − 1) + n− Card(I) = x(y − 1) + n− (n− x) = xy.

Remarque 4.4.5À partir du Lemme 4.3.10, on a supposé quex et y est la solution de l’équa-

tion (4.14) telle quey ≤ α. Dans la preuve de la Proposition 4.4.4, nous utilisons ces résultats.

Il serait possible de tout réécrire ces résultats en considérant plutôt la solution telle quex ≤ β.

Nous obtiendrions ainsi un résultat similaire à la Proposition 4.4.4, avec les conditionsy ≤ α

ety > α.

Le Théorème 4.4.6 est une généralisation du Corollaire 4.3.5 pour n’importe quelles valeurs de

q, α, β.
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Théorème 4.4.6SoientC(n, qα) et C(n, qβ), avecα ⊥ β, deux mots de Christoffel qui se

superposent. AlorsC(n, qα) etγ1−rC̃(n, qβ) se superposent exactement, oùqr ≡ 1 mod n.

Preuve Par le Corollaire 4.3.9, on sait queC(n, qα) et γ(ℓ+1)qβC̃(n, qβ) se superposent si

et seulement si∃ℓ /∈
α−1⋃

i=0

Vi mod n. Il suffit donc de montrer qu’il existe unℓ /∈ ⋃α−1
i=0 Vi

mod n tel que(ℓ + 1)qβ = 1 − r. Autrement dit, on veut montrer qu’il existeℓ à l’extérieur

des intervalles tel que

(ℓ+ 1)qβ = 1 − r

ℓqβ = 1 − r − qβ

ℓ = −qβ(1 − r − qβ) = −qβ + rqβ − 1 = β − 1 − qβ.

Montrons queβ − 1 − qβ n’est jamais dans l’union desVi.

Siα = 1, alors l’union desVi est l’intervalle[−qβ+β, qβ− 1]. Alorsβ− qβ− 1 est l’élément

précédent l’intervalle et comme les mots se superposent, l’intervalle est de longueur <n, donc

β − qβ − 1 mod n ne fait pas partie de l’intervalle. Siα > 1, considérons les intervallesI0 et

I1. Il y a des éléments entre ces deux intervalles, car

M(1) −M(0) − (2q − 1)β = x+ (2q − 1)β −
⌊ z
α

⌋
β − 0 − (2q − 1)β = x > 0,

commez = α− y < α. Nous allons montrer que l’élémentβ − 1 − qβ est entreI0 et I1 :

]max(I1),min(I0)[ = ]qβ − 1 − (x+ (2q − 1)β) , (−q + 1)β[ (4.17)

= ]qβ − 1 − x− 2qβ + β,−qβ + β[

= ]β − qβ − 1 − x,−qβ + β[. (4.18)

Et donc,β − qβ − 1 est bien entreI0 et I1. Pour conclure, il suffit de montrer que cet élément

n’apparaît pas dans un autre intervalle. Cela sera vrai si(β − qβ − 1) − min(Iα−1) < n.

Vérifions :

(β − qβ − 1) − min(Iα−1) = β − qβ − 1 − ((−q + 1)β − (n− x− 2β(q − 1) − i))

= n− 2β(q − 1) − x− 1 − i < n

où i ∈ {0, β}.
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4.5 Généralisation des résultats à des mots de longueurs différentes

Dans cette section, nous utilisons le Théorème 4.2.4 pour généraliser les résultats des Sections

4.3.2 et 4.4 pour deux mots de Christoffel quelconques.

Théorème 4.5.1(Morikawa, 1985a; Simpson, 2004) Soient les mots de Christoffel C(n, qα)

etC(m, qβ) avecα ⊥ β. AlorsC(n, qα) etC(m, qβ) sont superposables si et seulement s’il

existex, y ∈ N − {0} tels que

xα+ yβ = p− 2αβ(q − 1), (4.19)

oùp = pgcd(m,n).

Preuve Posonsp = pgcd(m,n). On sait par le Théorème 4.2.4 queC(n, qα) etC(m, qβ)

sont superposables si et seulement siC(p, qα) etC(p, qβ) le sont aussi. On conclut en utilisant

le Théorème 4.3.18 qui nous assure queC(p, qα) etC(p, qβ) sont superposables si et seulement

s’il existe dex, y ∈ N − {0} satisfaisant l’équation (4.19).

Lemme 4.5.2 Sim > n etC(p, α) etγ−kC(p, β) se superposent exactement, alorsC(n, α) et

γ−k+ipC(m,β) se superposent aussi exactement, oùp = pgcd(n,m) et0 ≤ i < m
p .

Preuve Le Théorème 4.2.4 nous indique queC(p, α) et γ−kC(p, β) se superposent exacte-

ment si et seulement siC(n, α) et γ−kC(m,β) se superposent exactement. MaisC(p, α) et

γ−kC(p, β) se superposent exactement si et seulement siC(p, α) et γ−k+ipC(p, β) se super-

posent aussi exactement. Ces−k + ip correspondront à des décalages différents, pour0 ≤ i <

m
p , pour des mots de longueur au plusm.

Proposition 4.5.3 SoientC(n, qα) etC(m, qβ), deux mots de Christoffel superposables, avec

α ⊥ β, p = pgcd(m,n) etm > n. Le nombre de superpositions est

i) xy
m

p
, six ≤ β ;

ii) (xα+ yβ − αβ)
m

p
, six > β ;

oùx, y ∈ N − {0} est la solution dexα+ yβ = p− αβ(q − 1) telle quey ≤ α.
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Preuve Découle de la Proposition 4.4.4 et du Lemme 4.5.2.

Théorème 4.5.4SoientC(n, qα) etC(m, qβ), avecα ⊥ β et p = pgcd(m,n), deux mots de

Christoffel qui se superposent. AlorsC(n, qα) et γ−(r−1)+ipC̃(m, qβ) se superposent exacte-

ment, oùqr ≡ 1 mod p et0 ≤ i <
m

p
.

Preuve Découle du Théorème 4.4.6 et du Lemme 4.5.2.

4.6 Autres résultats concernant la superposition de deux mots de Christoffel

Dans cette section, nous donnons d’abord une condition suffisante pour que deux mots de

Christoffel se superposent sous quelques hypothèses. Nousterminons la section par un résultat

concernant le mot obtenu suite à la superposition de deux mots de Christoffel.

Théorème 4.6.1Soientu = C(n, α) ∈ {a < z}∗, v = C(n, β) ∈ {b < z}∗, des mots

de Christoffel. Il existex, y ∈ N − {0} tels queαx + βy = n si et seulement siu et ṽ se

superposent.

Preuve (=⇒) Supposons qu’il existex, y ∈ N − {0} tels queαx + βy = n. Considérons

les mots de Christoffelu′ = C(n, xα) et v′ = C(n, yβ). Commeαx + βy = n, ces deux

mots sont complémentaires, c’est-à-dire queu′ et ṽ′ se superposent exactement. En utilisant le

Lemme 4.2.3, on conclut queu et ṽ se superposent aussi exactement.

(⇐=) Supposons queu et ṽ se superposent. Posonsd = pgcd(α, β). Par le Lemme 4.2.3,

C(n, d) ∈ {a < z}∗ et C̃(n, d) ∈ {z < b}∗ se superposent aussi. Montrons maintenant queu

et ṽ ne se superposent que sid|n. Si d ne divise pasn, alorsC(n, d) s’écrit comme un produit

deazi et deazi+1, il commence parazi et finit parazi+1. De plus,C̃(n, d) finit par bzib. Il y a

donc un conflit entre una et unb, puisque

C(n, d) = paziz et C̃(n, d) = p′bzib.

Doncd|n.
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Mais commed = pgcd(α, β), on a qued|α et d|β. Ainsi, pgcd(n, α) = d et pgcd(n, β) = d.

CommeC(n, α) etC(n, β) sont des mots de Christoffel,α ⊥ n et β ⊥ n. Ainsi, d = 1. En

appliquant le Théorème 4.5.1 en prenantm = n, q = 1, on ap = 1 et donc,C(n, α) etC(n, β)

se superposent si et seulement s’il existex, y ∈ N − {0} tels quexα+ yβ = n.

Définition 4.6.2 Soit le motw ∈ A∗. Le motw′ ∈ A∗ obtenu suite à ladécimationDp/q dew

par rapport à la lettrea, avecp ≤ q, est le motw′ pour lequelp occurrences surq de la lettrea

sont supprimées. Lorsquep/q > 0, on supprime en partant de la droite et sinon, en partant de

la gauche. On supprime lesp premières occurrences rencontrées surq.

Exemple 4.6.3En appliquant une décimationD1/3 sur le motw = aabaabababa par rapport

à la lettrea, on obtientw′ = abababab. Puis, en effectuant la décimationD−1/2 surw′ par

rapport à la lettreb, on obtientw′′ = aabaab.

Théorème 4.6.4Soientu = C(n, α) ∈ {a < z}∗ etC(n, β) ∈ {b < z}∗, deux mots de Chris-

toffel superposables avecα ⊥ β. Soitv le conjugué deC(n, β) qui se superpose exactement à

u. Soit le nouveau motw défini par

w[i] =





a si u[i] = a

b si v[i] = b

z sinon.

Soitw′ le mot obtenu à partir dew en supprimant les lettresz. Alors,w′ est le mot de Christoffel

de penteβ/α.

Preuve Soientx, y ∈ N−{0} tels queαx+ βy = n. Par le Théorème 4.3.18, on sait que de

telsx, y existent. Considérons le mot de Christoffelt avecαx occurrences de la lettrea et βy

occurrences de la lettreb. Effectuons la décimationD(i−1)/i sur le mott par rapport à la lettre

a. On enlève ainsi les(αi−α) lettresa en trop. Ensuite, effectuons la décimationD−(j−1)/j sur

le mot obtenu sur la lettreb. On enlève ainsi les(βj−β) lettresb en trop. Comme la décimation

préserve les mots de Christoffel (Borel, 2001), le motw′ ainsi obtenu est un mot de Christoffel

de longueurα+ β avecα occurrences de la lettrea etβ occurrences de la lettreb.
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Exemple 4.6.5Soientu = C(13, 4) = axxaxxaxxaxxx et C(13, 3) = bxxxbxxxbxxxx.

Ces mots sont superposables. En effet, il suffit de prendre leconjugué dev = C̃(13, 3) =

xxxxbxxxbxxxb. On trouve alorsw = axxabxaxbaxxb et z = aababab. D’autre part,4x +

3y = 13 a pour solutionx = 1 et y = 3. Considérons le mot de Christoffelt = C(13, 4) =

abbabbabbabbb. Effectuons la décimationD0/1 sur t par rapport à la lettrea : on ne supprime

aucuna. Puis on effectue la décimationD−2/3 par rapport à la lettreb sur le mot obtenu : à partir

de la gauche, on supprime2 occurrences deb sur3. On obtient alors le motaababab = C(7, 4).

4.7 Problème de la monnaie

Dans la section précédente, nous avons vu que deux mots de Christoffel u et ṽ de longueurn se

superposent si et seulement s’il existe des entiersα, β tels queαx+βy = n. Dans cette section,

la formeαx + βy intervient à nouveau : nous prouvons, en utilisant la représentation géomé-

trique des mots de Christoffel, des résultats classiques deSylvester concernant le problème de

la monnaie, aussi connu sous le nom deproblème de Frobenius.

D’abord, rappelons ce qu’est le problème de la monnaie.

Définition 4.7.1 (Weisstein, 2007) Soientn entiers0 < a1 < . . . < an avecn ≥ 2 qui

représententn différentes valeurs de pièces de monnaie et tels que pgcd(a1, a2, . . . , an) = 1.

Les montants d’argent pouvant être obtenus à partir de ces pièces de monnaie sont donnés par

n∑

i=1

aixi,

où lesxi ∈ N représentent le nombre de piècesai utilisées. Leproblème de la monnaieconsiste

à déterminer le plus grand entierN = g(a1, a2, . . . , an) non représentable avec les pièces de

monnaiea1, a2, . . . , an. Cet entier est appelé lenombre de Frobenius.

Si a1 = 1, toute somme d’argent peut être représentée. Par contre, dans le cas général, seuls

quelques montants peuvent être représentés. Par exemple, avec des pièces de2, 5 et 10, il est

impossible de représenter1 et3, alors que toutes les autres quantités sont représentables. Donc

g(2, 5, 10) = 3.
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Proposition 4.7.2 (Sylvester, 1884) Le plus grand entier non représentable avec les deux

pièces de monnaiea et b est

g(a, b) = (a− 1)(b− 1) − 1. (4.20)

La Proposition 4.7.3 apparaît dans (Weisstein, 2007), maisl’auteur initial nous est inconnu.

Proposition 4.7.3 Le nombre d’entiers non représentables aveca et b est donné par

(a− 1)(b− 1)

2
. (4.21)

Corollaire 4.7.4 Le nombre d’éléments du sous-monoïde engendré para etb qui sont inférieurs

à (a− 1)(b − 1) est
(a− 1)(b− 1)

2
.

Preuve On sait par la Proposition 4.7.2 qu’à partir de(a − 1)(b − 1) inclusivement, tous

les entiers sont représentables. Donc les
(a− 1)(b − 1)

2
entiers non représentables donnés dans

la Proposition 4.7.3 sont nécessairement inférieurs à(a − 1)(b − 1). Comme la moitié des

(a− 1)(b− 1) éléments inférieurs à(a− 1)(b− 1) (en incluant le 0) ne sont pas représentables

aveca et b, il en reste exactement la même quantité qui le soit.

Dans ce qui suit, nous allons voir qu’il est possible de prouver le Corollaire 4.7.4 en utilisant la

représentation géométrique des mots de Christoffel et les graphes de Cayley.

Théorème 4.7.5Soienta, b ∈ N. Considérons le quart de plan défini parx ≥ 0 et y ≤ 0, et

ayant en la coordonnée(x,−y) la valeurxb+ya. En ne dessinant que les coordonnées(x,−y)
entières telles quexb + ya < ab, la frontière obtenue se code par un mot de Christoffel ayant

exactementa occurrences de la lettreα et b occurrences de la lettreβ.

Avant d’en faire la preuve, voici un exemple.

Exemple 4.7.6Poura = 8, b = 5, on aab = 40. On obtient alors :
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26

32

29 34 39

31 36

28 33 38

30 35

37

24

16

8

0 5 10 15 20 25

13 18 23

21

α

αα

α

αα

αα

β

β

β

β

β

Si l’on associex à un déplacement vers la droite ety à un déplacement vers le haut et si l’on

commence au coin inférieur gauche, alors la frontière inférieure se code par le motααβααβαβααβαβ :

c’est bien le mot de Christoffel avec8 occurrences deα et5 occurrences deβ.

Preuve (du Théorème 4.7.5) Considérons le graphe de Cayley du mot deChristoffel ayanta

occurrences de la lettreα etb occurrences de la lettreβ, avecα < β. On obtient alors le graphe

de Cayley représenté linéairement par

0 → b→ 2bmod (a+ b) → . . .→ ibmod (a+ b) → . . . → (a+ b− 1)bmod (a+ b) → 0

Dans ce graphe de Cayley, s’il existek ∈ N tel que

ib < k(a+ b) ≤ (i+ 1)b,

alors

(i+ 1)b mod (a+ b) = (ib mod (a+ b)) − a. (4.22)

Sinon, on a

(i+ 1)b mod (a+ b) = (ib mod (a+ b)) + b. (4.23)

Considérons le graphe de Cayley précédent auquel on ajoute la valeurab − a − b. Comme les

valeurs du graphe de Cayley initial ne dépassaient pasa+ b, les valeurs du nouveau graphe de

Cayley ne dépassent pasa + b + ab − a − b = ab. Cela correspond exactement à prendre le

chemin le plus à droite et le plus en bas tel que la valeur à la coordonnée(x,−y) ne dépassent

pasab. En effet, on fait+b (voir l’équation (4.23) : déplacement vers la droite) si l’on ne dépasse

pas la valeurab, sinon on fait−a (voir l’équation (4.22) : déplacement vers le haut).
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Dans l’exemple précédent, le graphe de Cayley est

0 → 5 → 10 → 2 → 7 → 12 → 4 → 9 → 1 → 6 → 11 → 3 → 8 → 0

Le nouveau graphe de Cayley obtenu en ajoutantab− a− b = 27 est

27 → 32 → 37 → 29 → 34 → 39 → 31 → 36 → 28 → 33 → 38 → 30 → 35 → 27

et il correspond bien à la frontière décrite dans l’Exemple 4.7.6.

Voici une nouvelle preuve du Corollaire 4.7.4 qui utilise lerésultat du Théorème 4.7.5.

Preuve (du Corollaire 4.7.4) Si l’on exclut les nombres qui formentla frontière dans le Théo-

rème 4.7.5, en utilisant le graphe de Cayley vu précédemment, on obtient qu’il reste exactement

lesxa+ yb qui sont inférieurs à(a− 1)(b − 1). Le nombre total de cases dans le rectangle est

ab et comme il faut retrancher la frontière qui contienta + b − 1 éléments, puis diviser par 2,

on obtient :
ab− (a+ b− 1)

2
=

(a− 1)(b− 1)

2
.

Nous avons donc réussi à exprimer en terme de combinatoire des mots, sous quelles conditions

deux mots de Christoffel se superposent. Dans l’affirmative, nous allons plus loin que dans les

travaux de (Morikawa, 1985a; Simpson, 2004) et nous donnonsle décalage nécessaire pour

qu’il y ait superposition. Afin d’éventuellement prouver laconjecture de Fraenkel, il faudrait

généraliser ce résultat à la superposition de plus de deux mots de Christoffel.



Chapitre V

M OTS LISSES EXTRÉMAUX

En 1965, Kolakoski (Kolakoski, 1965) propose le problème suivant : Quelle règle permet

de construire la suite2211212212211211221211212211 · · · ? Quelle en est lan-ième lettre ?

Cette suite est-elle périodique ?Un an plus tard, la solution à ce problème est donnée dans (Ko-

lakoski et Ucoluk, 1966). Les auteurs montrent que cette suite, notéeK, est non périodique et

ils en donnent la règle de construction : la suite décrit les longueurs des blocs successifs qu’elle

possède. En effet,

22︸︷︷︸
2

11︸︷︷︸
2

2︸︷︷︸
1

1︸︷︷︸
1

22︸︷︷︸
2

1︸︷︷︸
1

22︸︷︷︸
2

11︸︷︷︸
2

2︸︷︷︸
1

11︸︷︷︸
2

22︸︷︷︸
2

· · ·

Ils prouvent que pour une première lettre fixée, cette construction donne une suite unique : si la

première lettre est1, alors la suite obtenue est1K, c’est-à-dire la suiteK précédée de la lettre1.

Cette solution est aussi attribuée à W. Bluger, H. B. Corstius, P. Cull, J. Dix, R. F. Jackson, N.

Miller, J. Nadas, C. E. Olson et plusieurs autres. Dès son introduction, lemot de Kolakoskia

donc suscité beaucoup d’intérêt auprès des mathématiciens. Entre autres, dans (Dekking, 1981),

l’auteur s’intéresse aux suites qui s’engendrent d’elles-même. Puis, Weakley (Weakley, 1989)

montre que la fonction de complexité deK, c’est-à-dire le nombre de facteurs de longueurn,

est bornée de façon polynomiale. En étudiant les mots obtenus par itération alternante de mor-

phismes, les auteurs de (Culik, Karhumäki et Lepistö, 1992)obtiennent le mot de Kolakoski.

Carpi (Carpi, 1993; Carpi, 1994) montre que le mot de Kolakoski ne contient qu’un nombre

fini de carrés, ce qui implique, en inspectant toutes les possibilités, queK est sans cube. Dans

(Dekking, 1981; Dekking, 1997), l’auteur introduit de nombreuses conjectures au sujet deK
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dont la plupart demeurent encore non prouvées malgré l’intérêt qu’on lui porte. Entre autre, il

conjecture queK est récurrent, que l’ensemble de ses facteurs est fermé sousl’image miroir et

sous complémentation et que la fréquence des lettres est1/2. Dans (Brlek et Ladouceur, 2003),

un lien est établi entre la complexité palindromique et la récurrence deK : la présence d’un

nombre infini de palindromes impliquerait la récurrence deK. Plus récemment, une formule

récursive pourK a été donnée dans (Steinsky, 2006).

La classe desmots lisses infinissur l’alphabetA = {1, 2}, notéeK, est fortement reliée au mot

de Kolakoski, puisqu’elle en est une généralisation. D’abord introduits dans (Brlek et Ladou-

ceur, 2003), puis étudiés entre autres dans (Brlek, del Lungo et Ladouceur, 2002; Bergeron-

Brlek et al., 2003; Berthé, Brlek et Choquette, 2005; Jamet et Paquin, 2005; Brlek, Jamet et

Paquin, 2008; Brlek et al., 2006; Brlek, Melançon et Paquin,2007), les mots lisses forment

une famille infinie de mots pour laquelle beaucoup de propriétés n’ont pas encore été étudiées.

Dans (Brlek et Ladouceur, 2003), les propriétés palindromiques des mots lisses sont décrites.

Puis dans (Brlek et al., 2006), les auteurs montrent que les mots lisses ne contiennent pas de

carré. Ils y conjecturent aussi que toutes les conjectures de Dekking au sujet de la structure de

K se généralisent à la classe des mots lisses infinis sur{1, 2}. Dans (Berthé, Brlek et Cho-

quette, 2005), les auteurs généralisent la classe des mots lisses infinis à un alphabet général à

deux lettres{a < b}, aveca, b ∈ N−{0}, et même, à des alphabets numériques à plus de deux

lettres. Ils y établissent aussi une caractérisation du motde Fibonacci par un mot ultimement

périodique. Dans les articles (Brlek, Jamet et Paquin, 2008; Brlek, Melançon et Paquin, 2007),

les auteurs s’intéressent aux mots lisses extrémaux, c’est-à-dire le plus petit et le plus grand

de la classe selon l’ordre lexicographique. Dans le premierarticle, les auteurs se limitent aux

mots lisses sur les alphabets{1, 2}, puis dans (Brlek, Melançon et Paquin, 2007), ils étudient

les mots lisses extrémaux sur des alphabets plus généraux. Dans (Jamet et Paquin, 2005), les

auteurs s’intéressent aux surfaces discrètes représentables par un pavage lisse, c’est-à-dire un

pavage ne contenant que des mots lisses. Ces trois articles (Brlek, Jamet et Paquin, 2008; Br-

lek, Melançon et Paquin, 2007; Jamet et Paquin, 2005) font l’objet de ce chapitre et des deux

suivants.

Dans un premier temps, nous définissons les mots lisses sur l’alphabet{1, 2} tels qu’initiale-
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ment définis, puis nous montrons comment un pavage lisse du quart du plan peut être associé

à un mot lisse. Ensuite, nous définissons la version finie des mots lisses : facteurs, préfixes et

suffixes lisses, puis nous introduisons les graphes de De Bruijn, qui s’avèrent être fort utiles

pour représenter la structure d’un mot lisse. Par la suite, nous entrons dans le vif du sujet :

l’étude des mots lisses extrémaux. Dans un premier temps, nous définissons ce que sont les

mots lisses extrémaux, puis nous montrons comment les construire. Nous utilisons d’abord un

algorithme naïf, puis nous montrons comment l’améliorer enutilisant les graphes de De Bruijn

et finalement, nous présentons un troisième algorithme qui utilise la bijection entre les mots

lisses infinis et les mots infinis. Par la suite, nous étudionsleur structure en calculant les déri-

vées successives de ces mots en utilisant l’opérateur∆, l’opérateur de codage par blocs, puis

en analysant leur factorisation de Lyndon.

5.1 Mots lisses

Avant de définir la famille des mots lisses, quelques résultats et définitions sont préalables.

Lemme 5.1.1 SoitA = {1, 2}. Alors tout mot non videw ∈ A∞ s’écrit de façon unique comme

un produit de facteurs

w =





1i02i11i2 · · · si w[0] = 1

2i01i12i2 · · · si w[0] = 2

avecik > 0, pourk ≥ 0.

Preuve Il suffit de prendreik comme étant la longueur maximale du(k + 1)-ième bloc de

lettres.

Exemple 5.1.2Le motu = 112112222212212121 s’écrit commeu = 12211225112211211121,

le motv = 221212222 s’écrit commev = 2211211124 etw = (112)ω s’écrit comme

w = (1221)ω.

Définition 5.1.3 La fonction de codage par blocsest définie par l’opérateur∆ : A∞ −→ N∞,

∆(w) = i0i1i2 · · · =
∏

k≥0

ik,
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où lesik correspondent aux exposants de l’unique factorisation décrite dans le Lemme 5.1.1.

Par convention,∆(ε) = 0.

La fonction de codage par blocsest utilisée dans plusieurs applications comme moyen de com-

pression des données. Par exemple, la première étape qu’effectuent les télécopieurs afin de

compresser les données consiste en l’application de∆ sur chaque ligne de pixels. Cette fonc-

tion s’est révélée fort utile lors de l’énumération des facteurs de la suite de Thue-Morse (Br-

lek, 1989).

Remarque 5.1.4 L’opérateur∆ introduit ici n’a aucun lien avec le ∆ des suites directrices

des suites épisturmiennes. À partir de maintenant, le symbole ∆ fera toujours référence à

celui de la Définition 5.1.3.

Exemple 5.1.5Soitu = 12212211. Alors u = 1122112212 et donc,∆(u) = [1, 2, 1, 2, 2].

Afin d’avoir une notation plus compacte, la ponctuation est supprimée si cela n’occasionne

aucune ambiguïté. Ainsi, pour l’Exemple 5.1.5,∆(u) = 12122.

Exemple 5.1.6 a) Soitv = 221212222221 qui s’écrit commev = 221121112611. Alors

∆(v) = 211161.

b) Soitw = 122111222211111 qui s’écrit commew = 1122132415. Alors ∆(w) = 12345.

c) Soitx = (1121112)ω qui s’écrit commex = (12211321)ω. Alors ∆(x) = (2131)ω .

Remarquons que dans l’Exemple 5.1.5, l’alphabet du mot initial est le même que celui du mot

obtenu suite à l’application de l’opérateur∆. Par contre, il peut arriver comme dans l’Exemple

5.1.6 que les alphabets ne coïncident pas.

Le lemme suivant apparaît dans (Brlek et al., 2006), mais aucune preuve n’y est donnée de

façon explicite.

Lemme 5.1.7 La fonction∆ est une contraction, c’est-à-dire que pour tout motw ∈ A∗,

lg(∆(w)) ≤ lg(w) , (5.1)

et l’égalité est obtenue siw ∈ {ε, 2} · (12)∗ · {ε, 1}.
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Preuve Puisque la fonction∆ associe à un motw le mot formé par la concaténation des

longueurs de ses blocs, pour chaque bloc de longueur≥ 1, une seule lettre est associé. Ainsi,

lg(∆(w)) ≤ lg(w). L’égalité sera donc obtenue si tous les blocs sont de longueur 1, c’est-à-dire

siw à l’une des 4 formes suivantes :(12)n, 2(12)n1, (12)n1 ou2(12)n pourn ∈ N. L’ensemble

de ces mots correspond à l’ensemble{ε, 2} · (12)∗ · {ε, 1}.

Il est possible d’itérer l’opérateur∆ sur un mot finiw ∈ {1, 2}∗ jusqu’à ce qu’un mot de

longueur 1 soit obtenu, ou jusqu’à ce que l’alphabet du mot obtenu diffère de l’alphabet initial.

Dans ce chapitre, à moins de le préciser, nous utilisons toujours l’alphabet à deux lettresA =

{1, 2}.

Exemple 5.1.8Soitw = 12211211. En appliquant successivement l’opérateur∆, on obtient

∆0(w) = 12211211

∆1(w) = 12212

∆2(w) = 1211

∆3(w) = 112

∆4(w) = 21

∆5(w) = 11

∆6(w) = 2.

Exemple 5.1.9Soit u = 2221112121212. En appliquant successivement l’opérateur∆, on

obtient

∆0(w) = 2221112121212

∆1(w) = 331111111.

Exemple 5.1.10Soit le motv = 112212211221211.En appliquant successivement l’opérateur

∆, on obtient

∆0(w) = 112212211221211

∆1(w) = 221222112

∆2(w) = 21321.
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Nous pouvons maintenant définir l’objet d’étude de ce chapitre et du suivant : la famille des

mots lisses

Définition 5.1.11 L’ensemble desmots lissesfinis ou infinis sur l’alphabetA = {1, 2}, noté

K, est défini par

K = {w ∈ A
∞ | ∀k ∈ N,∆k(w) ∈ A

∞}.

Ainsi, parmi les mots des exemples 5.1.8, 5.1.9 et 5.1.10, leseul mot lisse est celui du premier

exemple :w = 12211211. Il est plutôt difficile de montrer qu’un mot infini est lisse.Nous

verrons ultérieurement comment construire des mots lissesinfinis.

Afin d’étudier les mots lisses, rappelons les propriétés suivantes de l’opérateur∆.

Proposition 5.1.12 (Brlek et Ladouceur, 2003) Pour toutu ∈ A∗ et pour toutp ∈ pal(A∗),

l’opérateur∆ satisfait les conditions

i) ∆(ũ) = ∆̃(u);

ii) ∆(u) = ∆(u) ;

iii) ∆(p) ∈ pal(A∗).

Exemple 5.1.13Soientw = 12112112, v = 21221221 etp = 2212122. On a

a) ∆(w̃) = ∆(21121121) = 121211 et ∆̃(w) = 1̃12121 = 121211 ;

b) ∆(v) = ∆(12112112) = 112121 et∆(v) = 112121 ;

c) p ∈ pal(A∗) et∆(p) = 21112 ∈ pal(A∗) ;

d) ∆(w) = 112121 = ∆(v) etw = v.

L’Exemple 5.1.13 d) illustre le fait que∆ n’est pas bijective, comme∆(v) = ∆(v). Il est

toutefois possible de définir pour des alphabets numériquesà deux lettres{a < b} des fonctions

pseudo-inverses de la façon suivante.

Définition 5.1.14 Soit u ∈ A∞ et fixonsA = {a < b}. Les fonctions pseudo-inverses sont

définies par

∆−1
a ,∆−1

b : A
∞ −→ A

∞
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telles que

∆−1
α (u) = αu[0]αu[1]αu[2]αu[3] · · · , pour α ∈ {a, b}.

Exemple 5.1.15Soitu = 11211. Alors ∆−1
2 (u) = ∆−1

2 (11211) = 212212.

Exemple 5.1.16Soit v = 12211212. Alors ∆−1
1 (v) = ∆−1

1 (12211212) = 122112122122.

Lemme 5.1.17La fonction pseudo-inverse∆−1 commute sous l’image miroir, c’est-à-dire que

pouru ∈ A∗, α, β ∈ A,

∆̃−1
α (u) = ∆−1

β (ũ) (5.2)

oùβ = α si lg(u) est impaire etβ = α si lg(u) est paire.

Preuve Soitu = u[0]u[1]u[2] · · · u[n] et supposonsA = {1, 2}. Si lg(u) est impaire, alors

∆−1
1 (w) = 1u[0]2u[1] · · · 2u[n−1]1u[n]

et ∆̃−1
1 (u) = 1u[n]2u[n−1] · · · 2u[1]1u[0]. D’autre part,

∆−1
1 (ũ) = ∆−1

1 (u[n]u[n− 1] · · · u[1]u[0]) = ∆̃−1
1 (w).

Si lg(u) est paire, alors

∆−1
1 (w) = 1u[0]2u[1] · · · 1u[n−1]2u[n]

et ∆̃−1
1 (u) = 2u[n]1u[n−1] · · · 2u[1]1u[0]. D’autre part,

∆−1
2 (ũ) = ∆−1

2 (u[n]u[n− 1] · · · u[1]u[0]) = ∆̃−1
1 (w).

Exemple 5.1.18Soit le motu = 1213431. Alors

∆−1
1 (u) = 11221123142311 = 122122211112221 et∆−1

2 (u) = 211211122221112.

Cet exemple nous donne l’intuition du résultat qui suit.

Lemme 5.1.19Soitu ∈ A∞. Alors∆−1
1 (u) = ∆−1

2 (u).
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Preuve Découle directement du fait que∆(u) = ∆(u).

Définition 5.1.20 (Brlek et Ladouceur, 2003) L’ensemble desmotsk-différentiablessur l’al-

phabetA, noté∆k
A

, est défini par

∆k
A = {w ∈ A

+|(∆k(w) = 2) ∧ (∀j, 1 ≤ j ≤ k − 1,∆j(w) ∈ A
+)}

et alors,∆+
A

=
⋃

k≥1 ∆k
A

. Autrement dit, un mot finiw estk-différentiable s’il est lisse et que

∆k(w) = 2.

Proposition 5.1.21 (Brlek et Ladouceur, 2003) L’ensemble des mots lisses finis satisfait les

propriétés de fermeture

u ∈ ∆k
A ⇐⇒ u, ũ ∈ ∆k

A, ∀k ≥ 0 (5.3)

u ∈ K ⇐⇒ u ∈ K. (5.4)

La propriété (5.3) signifie qu’un motu estk-différentiable si et seulement si son complément

et son image miroir le sont aussi. La propriété (5.4) nous indique qu’un motu est lisse si et

seulement si son complémentu l’est aussi.

Exemple 5.1.22Le motu = 11211221211 est lisse. Plus particulièrement,u est6-différentiable.

En effet,

∆0(u) = 11211221211

∆1(u) = 2122112

∆2(u) = 11221

∆3(u) = 221

∆4(u) = 21

∆5(u) = 11

∆6(u) = 2.

Par la Proposition 5.1.21, on sait que le motũ = 22122112122 est aussi un mot lisse et que

∆6(ũ) = ∆6(11212211211) = 2.
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Définition 5.1.23 Le mot de Kolakoski(Kolakoski, 1965)

K = 22112122122112112212112122112112122122112122121121122 · · ·

est le point fixe sous l’opérateur∆ et ayant2 comme première lettre.

Construisons le mot de Kolakoski. On sait qu’il commence par2. DoncK[0] = 2 et cela

implique∆(K)[0] = 2. Ainsi, en appliquant∆−1
2 (2), on trouve queK[0, 1] = 22. Ainsi, on a

aussi∆(K)[0, 1] = 22 et en appliquant∆−1
2 (22), on trouveK[0, 3] = 2211. Ainsi de suite, la

longueur du préfixe deK augmente et on peut obtenir un préfixe deK aussi long que désiré.

Dans la familleK des mots lisses, l’opérateur∆ a exactement deux points fixes et ce sont les

deux mots infinis suivants :

∆(K) = K et ∆(1 ·K) = 1 ·K.

5.2 Pavage lisse du quart de plan et bijectionΦ

Dans cette section, nous introduisons les deux outils nécessaires pour construire des mots infinis

qui sont lisses : la bijectionΦ entre les mots lisses infinis et les mots infinis sur un alphabet A

et le pavage lisse d’un quart de plan.

Définition 5.2.1 Soitw ∈ A∞ un mot lisse. Alors il existe une bijection

Φ : K −→ A
∞

qui associe de façon unique à toutw ∈ K un motΦ(w) ∈ A∞. Cette bijection est définie par

Φ(w) = ∆0(w)[0]∆1(w)[0]∆2(w)[0]∆3(w)[0] · · · =
∏

i≥0

∆i(w)[0].

Exemple 5.2.2Dans l’Exemple 5.1.8, on aΦ(12211211) = 1111212 et u = 1111212 n’est

pas un mot lisse, puisque∆(u) = 4111.

Remarquons qu’en général, le mot obtenu par la fonctionΦ n’est pas lisse.
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Exemple 5.2.3Pour le mot de KolakoskiK, on a∆i(K)[0] = 2 pour touti, puisqueK est un

point fixe pour la fonction∆. Ainsi, Φ(K) = 2ω.

Par convention, pour un mot finiw ∈ {1, 2}∗, Φ(w) termine par un2. Sinon, on obtiendrait une

queue infinie de1.

CommeΦ est une fonction bijective, nous devons définir sa fonction inverse. Pour ce faire, des

définitions et lemmes sont préalables.

Définition 5.2.4 Soitu ∈ Ak, alorsΦ−1(u) = wk, où

wn =





u[k − 1], si n = 1;

∆−1
u[k−n](wn−1), si 2 ≤ n ≤ k.

Exemple 5.2.5Soit le motw pour lequelu = Φ(w) = 1212222. On ak = 7, w1 = u[6] = 2,

w2 = ∆−1
u[5](w1) = ∆−1

2 (2) = 22,

w3 = ∆−1
u[4](w2) = ∆−1

2 (22) = 2211,

w4 = ∆−1
u[3](w3) = ∆−1

2 (2211) = 221121,

w5 = ∆−1
u[2](w4) = ∆−1

1 (221121) = 112212112,

w6 = ∆−1
u[1](w5) = ∆−1

2 (112212112) = 2122112112122,

w7 = ∆−1
u[1](w6) = ∆−1

1 (2122112112122) = 11211221211212212211 = Φ−1(u) = w.

Définition 5.2.6 Soitw, un mot lisse fini. Lepavage partiel du quart de planassocié àw est

construit de façon à ce que lai-ième ligne consiste en∆i(s).

Exemple 5.2.7Soit le mot lissew = 2122121122122. Le pavage partiel du quart de plan

associé àw est

∆0(w) = 2122121122122

∆1(w) = 112112212

∆2(w) = 212211

∆3(w) = 1122

∆4(w) = 22

∆5(w) = 2.
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Exemple 5.2.8Considérons maintenant le motΦ(w) = 212122 auquel la lettre2 est ajoutée.

En appliquant∆−1 en partant de la fin deΦ(w) et en écrivant de bas en haut les mots obtenus,

le pavage partiel du quart de plan suivant est obtenu.

∆0(w) = 2122121122122 · 12112
∆1(w) = 112112212 · 1121
∆2(w) = 212211 · 211
∆3(w) = 1122 · 12
∆4(w) = 22 · 11
∆5(w) = 2 · 2
∆6(w) = 2.

Les Exemples 5.2.7 et 5.2.8 suggèrent que pour une lettrex et un motw, Φ−1(w) est préfixe de

Φ−1(wx). Ce résultat est vrai en général.

Lemme 5.2.9 (Lemme du collage)(Berthé, Brlek et Choquette, 2005) Soientu, v ∈ ∆∗
A

. S’il

existem tel que pour touti, 0 ≤ i ≤ m, la dernière lettre de∆i(u) est différente de la première

lettre de∆i(v) et∆i(u) 6= 1, ∆i(v) 6= 1, alors

i) Φ(uv) = Φ(u)[0,m] · Φ ◦ ∆m+1(uv) ;

ii) ∆i(uv) = ∆i(u)∆i(v).

Corollaire 5.2.10 Soitu ∈ A∗ etx ∈ A. AlorsΦ−1(u) est préfixe deΦ−1(ux).

Le Corollaire 5.2.10 nous permet de définir la fonction inverse deΦ pour un mot infini de la

façon suivante.

Définition 5.2.11 Soit u ∈ Aω. On définitΦ−1(u) = lim
k→∞

wk = lim
k→∞

Φ−1(u[0, k − 1]), où

wk est le même que celui de la Définition 5.2.4.

Soitu un mot infini. Afin d’obtenir un préfixe deΦ−1(u) arbitrairement long, il suffit de prendre

un préfixe deu aussi long que nécessaire. Par le Corollaire 5.2.10, la limite existe et donc, la

fonction Φ−1 est bien définie pour les mots infinis. Cette bijection apparaît dans la thèse de

Lamas (Lamas, 1995) pour la classification des mots infinis. Dans la même période, Dekking
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(Dekking, 1997) utilise indépendamment cette bijection pour montrer l’existence de mots sa-

tisfaisant∆n(w) = w pour toutn. Pourn = 1, il s’agit des mots de Kolakoski.

Corollaire 5.2.12 (du Corollaire 5.2.10) Tout mot lisse finiu est prolongeable en un mot lisse

plus long.

Preuve Il suffit d’ajouter une lettre au motΦ(u) et d’appliquerΦ−1 à ce mot.

Exemple 5.2.13Soit le mot lissew tel queΦ(w) = 12122122212222 · · · . Les préfixes dew

de longueurs croissantes obtenus parΦ−1 sont

Φ−1(1) = 1

Φ−1(12) = 11

Φ−1(121) = 11

Φ−1(1212) = 112

Φ−1(12122) = 112112212

Φ−1(121221) = 112112212

Φ−1(1212212) = 11211221211

. . .

Dans l’exemple précédent, on peut remarquer que malgré l’information supplémentaire obtenue

en ajoutant la lettre1 à un mot fini, la longueur du mot obtenu parΦ−1 n’augmente pas. Pour

utiliser toute l’information, il faudraitforcer les coups.

Définition 5.2.14 Inspiré de l’opérateur∆−1, l’opérateurδ−1 est défini comme

δ−1
α (x) = ∆−1

α (x) · β,

oùx ∈ A∗, α, β ∈ A etβ est la lettre complémentaire à la dernière lettre de∆−1
α (x).

La définition précédente découle du Lemme du collage : forcément, la lettre qui suit∆−1
α (x)

doit être différente de la dernière lettre de∆−1
α (x). Cette définition nous permet de construire

des préfixes de mots lisses infinis plus long qu’en utilisant la fonction∆−1.
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Définition 5.2.15 L’opérateurφ−1 est défini comme l’analogue deΦ−1, avecδ−1 plutôt que

∆−1.

Exemple 5.2.16Reprenons l’Exemple 5.2.13 avec l’opérateurφ−1. Le résultat obtenu est

φ−1(1) = 1

φ−1(12) = 112

φ−1(121) = 1121

φ−1(1212) = 112112212

φ−1(12122) = 1121122121121

φ−1(121221) = 112112212112122112112

φ−1(1212212) = 1121122121121221121121221211221221121

. . .

Définition 5.2.17 Un pavage lisse du quart de plan, aussi appelé par abus de langagepavage

lisse du plan, consiste au quart du plan pour lequel lai-ième ligne est∆i(w), oùw est un mot

lisse infini fixé.

Proposition 5.2.18 Pour un alphabetA fixé, l’ensemble des mots lisses infinis est en bijection

avec l’ensemble des mots infinis.

Preuve Découle de la fonction bijectiveΦ.

Corollaire 5.2.19 Il existe un nombre infini de mots lisses infinis.

Preuve Découle de la Proposition 5.2.18 : comme il y a un nombre infinide mots infinis sur

un alphabet donné, le nombre de mots lisses infinis sur cet alphabet est lui aussi infini.

Corollaire 5.2.20 Tout mot infiniu ∈ Aω décrit un unique pavage lisse du plan.

Preuve Découle de la Proposition 5.2.18.
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Exemple 5.2.21Considérons le motu = 1112ω . Ce mot détermine le pavage lisse suivant

122121122122112112122122112122121122122121121221121122122121 · · ·
121122122121121221121122121121122122121122122112112122121122 · · ·
112212112112212211212212112212212112112212112122122112112212 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
221121221221121122121121221121121221221121221211211221221121 · · ·
· · ·

Proposition 5.2.22 (Bergeron-Brlek et al., 2003) Soitw ∈ Aω, un mot lisse infini. SiΦ(w)

est périodique de période minimale de longueurp, alors∆i(w) = ∆i+np(w), pour toutn ∈ N.

Siw est un mot lisse fini tel quew ∈ ∆k
A

, alors∆i+np(w) est toujours préfixe de∆i(w), pour

i+ np ≤ k.

5.3 Facteurs lisses

Afin de définir la notion de facteur lisse, nous devons introduire un nouvel opérateur similaire à

∆ notéD. Cet opérateur a d’abord été défini dans (Dekking, 1981) et a ensuite été utilisé pour

l’énumération des motsC∞ dans (Weakley, 1989).

Définition 5.3.1 L’opérateurD : A∗ −→ N∗ est défini comme

D(w) =





ε si ∆(w) = 1 ouw = ε,

∆(w) si ∆(w) = 2x2 ou∆(w) = 2,

2x si ∆(w) = 2x1,

x2 si ∆(w) = 1x2,

x si ∆(w) = 1x1.
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Appliquer l’opérateurD correspond à éliminer le préfixe 1 et/ou le suffixe 1 du mot obtenu suite

à l’application de l’opérateur∆, s’ils existent. Notons que l’opérateurD est seulement défini

sur les mots finis.

Tout comme l’opérateur∆, il est possible d’itérerD. L’itération arrête lorsque l’alphabet change,

ou lorsque le mot obtenu estε.

Exemple 5.3.2Soitw = 211211221. Alors

D1(w) = 2122

D2(w) = 12

D3(w) = ε.

Définition 5.3.3 Un mot finiw est appeléun facteur lisses’il existek ∈ N tel queDk(w) = ε

et que pour toutj ≤ k − 1,Dj(w) ∈ A∗.

Le mot de l’Exemple 5.3.2 est un facteur lisse.

De façon analogue à un facteur lisse, nous définissons maintenant ce qu’est unpréfixe lisseet

unsuffixe lisse. Pour ce faire, deux nouveaux opérateurs sont nécessaires.

Définition 5.3.4 (Brlek, Melançon et Paquin, 2007) Ladérivée à droiteest définie par la fonc-

tionDr : A∗ → N∗ telle que

Dr(w) =





ε si ∆(w) = 1 ouw = ε,

∆(w) si ∆(w) = x2,

x si ∆(w) = x1.

Définition 5.3.5 (Brlek, Melançon et Paquin, 2007) De façon semblable, ladérivée à gauche

est définie par la fonctionDℓ : A∗ → N∗ telle que

Dℓ(w) =





ε si ∆(w) = 1 ouw = ε,

∆(w) si ∆(w) = 2x,

x si ∆(w) = 1x.
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Définition 5.3.6 Un motw estlisse à droite(resp.lisse à gauche) s’il existek tel queDk
r (w) =

ε (resp.Dk
ℓ (w) = ε) et pour toutj ≤ k − 1, Dj

r(w) ∈ A∗ (resp.Dj
ℓ (w) ∈ A∗). Un mot lisse à

droite (resp. à gauche) est alors appelé unpréfixe lisse(resp.suffixe lisse).

Les nomspréfixe lisseet suffixe lisseproviennent du fait que ce sont respectivement les opé-

rateursDr etDℓ qui permettent de dire si le mot est respectivement préfixe d’un mot lisse et

suffixe d’un mot lisse. En effet, il est facile de se convaincre qu’un préfixe lisse est toujours

prolongeable à droite en un mot lisse et qu’un suffixe lisse est toujours prolongeable à gauche

en un mot lisse.

Exemple 5.3.7Soitw = 1122121. En appliquant successivement les opérateursDr etDℓ sur

le motw, on obtient

D0
r (w) = 1122121 D0

ℓ (w) = 1122121

D1
r (w) = 2211 D1

ℓ (w) = 22111

D2
r (w) = 22 D2

ℓ (w) = 23.

D3
r (w) = 2

Le motw est lisse à droite, mais n’est pas lisse à gauche, commeD2
ℓ (w) /∈ A∗.

Exemple 5.3.8Soitv = 12122112. AlorsD2
r(v) = 32 etD4

ℓ (v) = 1. Ainsi, le motv n’est pas

lisse à droite, mais est lisse à gauche.

Remarque 5.3.9Certains facteurs lisses ne sont ni lisse à droite, ni lisse àgauche. Par exemple,

prenons le motu = 1212212211212. En appliquant successivement l’opérateurD, on obtient

D1(u) = 11212211

D2(u) = 21122

D3(u) = 22

D4(u) = 2.

Ainsi, le motu est lisse, mais n’est ni lisse à droite, ni lisse à gauche puisque

D1
r (u) = 111212211 D1

ℓ (u) = 112122111

D2
r (u) = 31122 D2

ℓ (u) = 21123.

La notion de facteur lisse est donc moins restrictive que lesnotions de préfixes et suffixes lisses.
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Pour terminer cette section, rappelons certaines conjectures et propriétés des mots lisses infinis

qui découlent de (Brlek et al., 2006),

Conjecture 5.3.10 Tous les mots lisses infinis contiennent tous les facteurs finis lisses.

Conjecture 5.3.11 La fréquence des lettres1 et2 dans un mot lissew ∈ {1, 2}ω est1/2.

Proposition 5.3.12 Il n’existe aucun mot lisse périodique.

5.4 Graphe de De Bruijn

Dans cette section, nous introduisons les graphes de De Bruijn, aussi connus sous le nom de

graphes de Rauzy, qui nous permettront ensuite de représenter les facteurs d’une longueur don-

née pour un mot fixé.

Définition 5.4.1 Le graphe de De Bruijnd’ordre k associé au motw ∈ A∞ est un graphe

orienté ayant des sommets étiquetés par les facteurs deFk(w) et ayant une arête étiquetée

α ∈ A partant du sommety et allant au sommetz si et seulement siz = y[1, k − 1]α.

Exemple 5.4.2Soit lemot infini de FibonacciF défini par

F = lim
n→∞

Fn où F0 = 2, F1 = 1 et Fn = Fn−1Fn−2, ∀n ≥ 2.

Les premières valeurs deFn sontF2 = 12,F3 = 121,F4 = 12112,F5 = 12112121, . . . et

F = 12112121121121211212112112121121121211212112112121121211211212112112 · · ·

Il est bien connu queF est une suite sturmienne : donc pour toutn, P (n) = n+ 1. On sait que

F n’a que 4 facteurs de longueur 3 :112, 121, 211, 212. Ainsi, son graphe de De Bruijn d’ordre

3 est le graphe à 4 sommets illustré à la Figure 5.1.

Le principal désavantage de ce type de graphe est qu’il devient grand très rapidement. En effet,

le nombre de sommets d’un graphe de De Bruijn d’ordrek d’un mot w est l’ensemble de

ses facteurs de longueurk et ce nombre est de l’ordre deO(2k). Il est toutefois possible de

diminuer le nombre de sommets d’un graphe de De Bruijn en supprimant certains sommets et

arêtessuperfluset le graphe résultant est appelé legraphe de De Bruijn réduit.
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1 121211 212

112
2 1 1

2

Figure 5.1Graphe de De Bruijn d’ordre 3 du mot de Fibonacci.

Notation 5.4.3 Soit un grapheG. Pour un sommetx, pred(x) (resp. succ(x)) désigne l’en-

semble des sommetsy tel qu’il existe une arête qui relie le sommety au sommetx (resp. dex à

y). De plus, label(y, x) dénote l’étiquette de l’arête reliant le sommety au sommetx et d+(x)

désigne le nombre d’arêtes sortant du sommetx.

Définition 5.4.4 SoitG = (S,A), le graphe de De Bruijn d’ordrek du motw ∈ A∞, oùS est

l’ensemble des sommets etA ⊆ S × A × S est l’ensemble des arêtes. Legraphe de De Bruijn

réduit associé àG est le nouveau grapheG′ = (S′, A′), où S′ ⊆ S et A′ ⊆ S′ × A∗ × S′.

Le grapheG′ est obtenu deG en enlevant récursivement des arêtes et sommetssuperflusdeG.

C’est-à-dire

S′ = S − {x ∈ S : d+(x) = 1 et succ(x) 6= x}

et pour tout sommetx supprimé, avecz ∈ pred(x) et y ∈ succ(x), les arêtes(z, label(z, x), x)

et (x, label(x, y), y) sont supprimées deA et (z, (label(z, x)label(x, y), y) y est ajoutée. Ce

nouvel ensemble formeA′.

La Figure 5.2 illustre la suppression d’un sommet.

x y y

α1

α2

α3

α4

α1α4

α2α4

α3α4

Figure 5.2Suppression du sommetx d’un graphe de De Bruijn.

Remarque 5.4.5L’ordre dans lequel les sommets sont supprimés n’a pas d’influence sur le

graphe de De Bruijn réduit obtenu, puisque la concaténationdes mots est associative. Remar-
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quons que dans le graphe réduit, les étiquettes sont des motsdeA∗. Par exemple, le graphe de

De Bruijn réduit pour le mot de Fibonacci est donné par la Figure 5.3

121 21121

Figure 5.3Graphe de De Bruijn réduit d’ordre 3 associé au mot de Fibonacci.

Les graphes de De Bruijn nous seront utiles dans ce qui suit, puisqu’ils permettent de représenter

la structure d’un mot.

5.5 Calcul des mots extrémaux

Avant de montrer comment construire les mots extrémaux, voici leur définition.

Définition 5.5.1 Le mot lisse infini minimal(resp.maximal), notém (resp.M ) est le plus petit

(resp. grand) mot lisse infini selon l’ordre lexicographique.

Lemme 5.5.2 Pour deux motsu, v ∈ {a < b}ω, on au < v ⇐⇒ u > v.

Preuve Par définition de< sur les mots infinis, on au < v si et seulement si l’on peut écrire

u = pau′ et v = pbv′, aveca < b. Supposons donc queu = pau′ et v = pbv′. Alors v = pav′

etu = pbu′. Alorsu > v.

Le mot minimal et le mot maximal sont fortement liés. En effet, on a le lemme suivant.

Lemme 5.5.3M = m.

Preuve Le Lemme 5.5.2 nous indique queu < v ⇐⇒ u > v. Ainsi, sim < x pour tout

motx 6= m, alors on a aussim > x. D’oùM = m.

Cela signifie donc que le calcul dem nous donne directement le motM = m : il suffit d’échan-

ger l’ordre des lettres sur l’alphabet. Dans ce qui suit, nous nous intéressons seulement au calcul

du mot minimal, comme le mot maximal est ensuite obtenu directement.
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5.5.1 Algorithme naïf

L’algorithme le plus simple qui calcule un préfixe du mot minimalm d’une longueurn donnée

est l’algorithme naïf qui suit.

Algorithme 5.5.4

DÉBUT lisseMinimal

Entrée : longueurMax ;

0 : m := 1 ;

1 : Boucle

2 : Si estLisse(m · 1) alorsm := m · 1;
3 : Sinonm := m · 2;
4 : Fin si ;

5 : SORTIR QUAND longueur(m)=longueurMax ;

6 : Fin boucle

FIN lisseMinimal

La conditionestLisseest vérifiée en utilisant la dérivée à droiteDr et nous assure que le préfixe

calculé est un préfixe d’au moins un mot lisse infini. On obtient alors

m[0, 23] = 112112212112122112112122

pour longueurMax= 24 et conséquemment,

M [0, 23] = 221221121221211221221211.

L’algorithme naïf consiste à construire le plus petit préfixe lisse possible pour une longueurk

donnée. On tente de le prolonger par la lettre1, on vérifie si le mot ainsi construit est toujours

un préfixe lisse ou pas. Si le mot est toujours un préfixe lisse,alors on a ajouté la bonne lettre.

Sinon, on remplace le1 par un2. Puis on répète. Comme l’opérateurDr vérifie qu’on a un

préfixe lisse, ce préfixe sera toujours prolongeable et donc,l’algorithme peut toujours nous

fournir un préfixe dem aussi long que souhaité.
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Proposition 5.5.5 Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, alors l’Algorithme 5.5.4calcule un préfixe

dem de longueurn enO(n2 log(n)) opérations.

Preuve Pour chaque lettre ajoutée au préfixe dem, on doit vérifier si le préfixe ainsi obtenu

est le préfixe d’un mot lisse en utilisant l’opérateurDr. En supposant que la Conjecture 5.3.11

sur la fréquence des lettres dans un mot lisse soit vraie, il yaurait en moyenne autant de1

que de2 dans les préfixes lisses. En appliquant la dérivéeDr sur un préfixe de longueurk, on

obtient donc un mot d’une longueur2k/3 et le nombre de dérivées estlog3/2 k. On effectue

k log3/2 k opérations pour un préfixe de longueurk. Ainsi, pour un préfixe de longueurn, le

nombre d’opérations à effectuer est donné par

n∑

k=1

k log3/2 k < n2 log n.

D’où la conclusion.

5.5.2 Algorithme naïf amélioré

Afin de réduire le nombre d’applications de l’opérateurDr dans l’Algorithme 5.5.4, il est natu-

rel de vouloir ajouter plus d’une lettre à chaque étape. Pource faire, nous utilisons le graphe de

De Bruijn réduit. En effet, en considérant le graphe de De Bruijn réduit du motm pour un ordre

donné, les prolongements possibles du préfixe lisse apparaissent plus clairement. Le nouvel al-

gorithme proposé consiste à fixer l’ordre du graphe de De Bruijn à unk ∈ N et à chaque étape,

selon lesk dernières lettres du préfixe lisse, on connaît les prolongements possibles. On tente

de mettre le plus petit des prolongements, on vérifie s’il estlisse et sinon, on tente de mettre le

deuxième plus petit prolongement, et ainsi de suite. Formellement, on a l’algorithme suivant.

Algorithme 5.5.6

DÉBUT lisseMinimal2

Entrée : m, longueurMax, etatActuel ;

0 : Si longueur(m) ≥longueurMax RETOURNER(m) ;

1 : Sinon

2 : Pour s ∈ succ(etatActuel)faire # selon l’ordre lexicographique croissant
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3 : nouveau_m := m·label(etatActuel,s) ;

4 : Si estLisse(nouveau_m)alors

5 : lisseMinimal (nouveau_m, longueurMax, s) ;

6 : Fin si ;

7 : Fin pour ;

8 : RETOURNER(m) ;

9 : Fin si ;

FIN lisseMinimal2

Par exemple, pour trouver un préfixe de longueur 100 du mot lisse infini minimal, on utilise

l’algorithme lisseMinimal avec les paramètres (112112, 100, etatInitial). La conditionestLisse

est encore vérifiée en utilisant l’opérateur de dérivée à droiteDr.

Le graphe de De Bruijn réduit d’ordre 6 pour le mot minimalm est représenté à la Figure 5.4.

1121

221121

112212

112112

121121

121221

212212

221221 212112

12
1

21

21
2

12

11
2

221

1

2

21221

21121

2212

1221

12112

2112

12212

Figure 5.4Graphe de De Bruijn d’ordre 6 réduit pour le motm.

Dans le graphe d’ordre 6, il y a 8 sommets et la longueur moyenne des étiquettes des arêtes

est de 3.375. Le Tableau 5.1 illustre la croissance du nombrede sommets et des longueurs des

étiquettes des arêtes en fonction de l’ordre du graphe de De Bruijn réduit.



123

Ordre Nombre de sommets Longueur moyenne des étiquettes

1 2 1

2 2 1.5

3 4 2.25

4 4 2.25

5 4 2.25

6 8 3.375

10 12 4.667

15 16 5.062

20 32 7.594

25 36 8.611

50 128 17.09

Tableau 5.1Longueur moyenne des étiquettes.

Proposition 5.5.7 (Weakley, 1989) Le nombre de sommets d’un graphe de De Bruijnd’un mot

lisse varie de façon polynomiale en fonction de son ordre, puisque le nombre de facteurs de

longueurn est dansO(n
log 3
log 2 ).

La réduction du graphe de De Bruijn fait diminuer le nombre desommets du graphe sans toute-

fois en faire diminuer la classe de complexité. Le Tableau 5.1 suggère que la longueur moyenne

des étiquettes, c’est-à-dire le nombre moyen de lettres ajoutées à chaque itération de l’algo-

rithme, croît de façon logarithmique en fonction de l’ordredu graphe. Ainsi, augmenter l’ordre

du graphe augmente la longueur moyenne des étiquettes des arêtes, donc le nombre de lettres

ajoutées par itération (amélioration de la performance), mais augmente aussi le nombre de som-

mets (diminution de la performance). Comme la longueur moyenne des étiquettes varie de façon

logarithmique et le nombre de sommets de façon polynomiale,cela signifie que pour un ordre

plus grand, il y a plus de comparaisons à effectuer pour trouver le bon prolongement et alors,

la performance obtenue par la croissance de la longueur moyenne est négligeable. Dans le but

d’obtenir un algorithme plus efficace que l’Algorithme 5.5.4, on doit donc trouver le meilleur

rapport entre le nombre de sommets et la longueur moyenne desétiquettes des arêtes. L’algo-
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rithme a été programmé enMaplepour des graphes d’ordre 1, 10, 20, 30, 40, 50, 55, 60 et 65.

Expérimentalement, pour un ordre plus petit ou égal à 50, l’augmentation de l’ordre améliore

la performance en temps de l’algorithme. Pour un ordre plus grand que 50, l’algorithme devient

moins rapide. L’algorithme le plus performant inspiré de l’algorithme naïf serait donc celui qui

utilise un graphe de De Bruijn réduit d’ordre50.

5.5.3 Algorithme utilisant la bijection Φ

En utilisant la bijectionΦ, il est possible de trouver un algorithme plus performant pour calculer

m. Commem est en bijection avecΦ(m), l’algorithme consiste à construire un préfixe du mot

Φ(m) plutôt que de construire un préfixe du motm.

Algorithme 5.5.8

DÉBUT lisseMinimal3

Entrée : longueurMax ;

0 : phim= 1 ;

1 : Tant que longueur(phim)< longueurMaxfaire

2 : Si phiInv(phim·1) < phiInv(phim·2) alors phim := phim·1;
3 : Sinonphim := phim·2;
4 : Fin si ;

5 : Fin tant que ;

6 : RETOURNER phiInv(phim) ;

FIN lisseMinimal3

Dans cet algorithme, phim désigne le mot préfixe deΦ(m), phiInv est la fonctionφ−1 qui

calcule les coups forcés.

Proposition 5.5.9 Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, alors l’Algorithme 5.5.8s’effectue enO(n2)

opérations, oùn est la longueur du préfixe dem calculé.

Preuve En supposant la Conjecture 5.3.11 vraie, on a que pour un préfixep dem de longueur

k, Φ(p) est de longueur environlog3/2 k. ConsidéronsΦ(p). Afin d’ajouter une nouvelle lettre
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àΦ(p), on doit calculerφ−1(Φ(p) ·1) etφ−1(Φ(p) ·2). Construire le mot obtenu par la fonction

φ−1 prend

log3/2 k∑

i=1

(
3

2

)i

opérations. Il faut faire ce calcul pour les deux lettres possibles et

ensuite comparer les deux mots de longueurk ainsi obtenus. La comparaison se fait en2k

opérations. Ainsi, le coût en nombre d’opérations pour ajouter lak-ième lettre au préfixe dem

est

2

log3/2 k∑

i=1

(
3

2

)i

+ 2k.

Pour terminer, il suffit de faire varierk de 1 à n afin de construire un motΦ(p) (resp.p) de

longueurlog3/2 k (resp.n). On a alors

n∑

k=1

(2

log3/2 k∑

i=1

(
3

2

)i

+ 2k) = 2

n∑

k=1

log3/2 k∑

i=1

(
3

2

)i

+ 2

n∑

k=1

k

= 2

n∑

k=1

(
3/2(1 − (3/2)log3/2 k)

1 − 3/2

)
+ n(n+ 1)

= 2
n∑

k=1

(−3(1 − k)) + n(n+ 1)

= 6
n∑

k=1

(k − 1) + n(n+ 1)

= 6n(n+ 1)/2 − 6n + n(n+ 1)

Le calcul d’un préfixe de longueurn du motm avec l’Algorithme 5.5.8 s’effectue donc en

O(n2).

5.6 Étude des dérivées successives et des factorisations deLyndon de m et M

Dans cette section, nous étudions la structure dem etM en analysant leurs dérivées successives

et leur factorisation de Lyndon. Les dérivées successives des mots lisses nous permettent de

construire le motΦ(m) (resp.Φ(M)) et commeΦ est une fonction bijective, si le motΦ(m)

(resp.Φ(M)) a des propriétés régulières, cela nous permettrait de mieux caractériserm (resp.

M ). Par ailleurs, l’étude des factorisations de Lyndon est motivée par la propriété de minimalité

et de maximalité des mots extrémaux. Intuitivement, leur factorisation de Lyndon utiisant des

propriétés d’ordre lexicographique pourraient avoir des propriétés intéressantes.
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En calculant les premières dérivées dem en utilisant l’opérateur∆ surm, on obtient
∆0(m) = 112112212112122112112122121122122112112122112112212112122122112112122112 · · ·
∆1(m) = 212211211221211211221221211221221121121221211221221211211221221121221211 · · ·
∆2(m) = 112212211212212112212212112112212112122122112112122112112212112122122112 · · ·
∆3(m) = 221221121122121121221121121221211221221121121221121122121121122122121121 · · ·
∆4(m) = 212212211211221211211221221211221221121221211211221221121221221121121221 · · ·
∆5(m) = 112122122112122121122122112112122122112122121122122121121221121122122121 · · ·
∆6(m) = 211212211211221221211212211211221211211221221211212211211212212211212212 · · ·
∆7(m) = 121122122121121122122112122121121122121121221121121221221121122121121122 · · ·
∆8(m) = 112212112122122112112122112112212112122122112122121122122121121122122112 · · ·
∆9(m) = 221121121221211221221121121221121122121121221221121121221121122122121121 · · ·
∆10(m) = 221211211221221211221221121121221211221221211211221211212211211221221211 · · ·
∆11(m) = 211212212112212212112112212112122112112212212112122112112122122112112212 · · ·
∆12(m) = 121121122121121221121122122121121122121121221221121122121121122122121121 · · ·
∆13(m) = 112122112112212212112122112112122122112122121121122122121122122112122122 · · ·
∆14(m) = 211221221211211221211212211211212212112212211212212 · · ·
∆15(m) = 1221211212211211221211211221221121 · · ·
∆16(m) = 12112112212211212212211 · · ·
∆17(m) = 112122122112122 · · ·
∆18(m) = 2112122112 · · ·

Commem et M sont complémentaires,∆i(m) = ∆i(M) pour i ≥ 1. Ainsi, on obtient la

proposition suivante.

Proposition 5.6.1 Φ(m) = 12122121122211211121122 · · · etΦ(M) = 21−1Φ(m)

Intuitivement, par leur définition, les mots extrémaux devraient avoir des propriétés intéres-

santes par rapport à l’ordre lexicographique. Dans ce qui suit, nous étudions donc les factorisa-

tions de Lyndon des mots extrémaux. Les premiers facteurs dela factorisation dem sont

ℓ0(m) = 112112212112122,

ℓ1(m) = 112112122121122122,

ℓ2(m) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121122121121 · · ·
ℓ3(m) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 · · ·
ℓ4(m) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 · · ·
ℓ5(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112122121121 · · ·
ℓ6(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112112122121 · · ·
ℓ7(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112112122121 · · ·
ℓ8(m) = 1121121221121122121121122122112122121121122121121221121122122121121 · · ·
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ℓ9(m) = 11211212211211221211211221221121221211211221211212211211221221211211 · · ·
ℓ10(m) = 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 · · ·
ℓ11(m) = 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 · · ·
ℓ12(m) = 112112122112112212112112212211212212112112212112122112112212212112112 · · ·

et les longueurs sont respectivement

15, 18, 180, 910, 382, 1948, 2961, 490, 1703, 2359, 2194, 4679, 7278.

Les premiers facteurs de la factorisation de Lyndon deM sont

ℓ0(M) = 2,

ℓ1(M) = 2,

ℓ2(M) = 122,

ℓ3(M) = 11212212112212212,

ℓ4(M) = 112122,

ℓ5(M) = 112112212212112212211212212,

ℓ6(M) = 1121122122121122122,

ℓ7(M) = 1121121221211221221121221221121121221211221221211211221211212212211 · · ·
ℓ8(M) = 112112122121122122,

ℓ9(M) = 1121121221121122121121221221121122121121122122121122122112122121121 · · ·
ℓ10(M) = 1121121221121122121121221221121121221121122122121121221121121221221 · · ·
ℓ11(M) = 1121121221121122121121122122112122121122122121121122122112122122112 · · ·
ℓ12(M) = 1121121221121122121121122122112122121121122122121122122112122122112 · · ·
ℓ13(M) = 1121121221121122121121122122112122121121122121121221121122122121121 · · · ,

et les longueurs sont respectivement

1, 1, 3, 17, 6, 27, 19, 80, 18, 180, 268, 1753, 2107, 816.

Les lettres soulignées représentent la première position pour laquelle le facteur diffère du fac-

teur précédent. Ces factorisations suggèrent que le préfixecommun de deux mots de Lyndon

consécutifs dans la factorisation de Lyndon dem et deM est de longueur croissante.

Cela laisse donc supposer l’existence d’un mot qui soit un suffixe dem et deM qui soit mini-

mal.

Définition 5.6.2 On notes, le suffixe lisse minimal, c’est-à-dire le plus petit mot selon l’ordre

lexicographique qui soit un suffixe d’un mot lisse.
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On construit le mots en utilisant l’Algorithme 5.5.4 modifié comme suit : à chaquefois qu’on

ajoute une nouvelle lettre au préfixe des, on vérifie sis est toujours un suffixe lisse en appliquant

l’opérateur de dérivée à gaucheDℓ. On obtient ainsi le suffixe lisse

s = 11211212211211221211211221221121221211211221211212211211221221 · · ·

Lemme 5.6.3 Le mots n’est pas un mot lisse.

Preuve En effet,

∆(s) = 21211221221121221221121121 · · ·
∆2(s) = 11122122112122121 · · ·
∆3(s) = 3212211211 · · ·
Doncs est un suffixe lisse, mais n’est pas un mot lisse.

Proposition 5.6.4 Le suffixe lisse minimals est un mot de Lyndon infini.

Preuve Par la définition de mot de Lyndon infini, il suffit de montrer ques est strictement plus

petit que tous ses suffixes. Commes est le suffixe lisse minimal, s’il existe un suffixe plus petit

que lui-même, il y a contradiction. S’il existe un suffixe quilui est égal, alors cela impliquerait

ques est périodique (voir Figure 5.5), ce qui est impossible, parla Proposition 5.3.12.

s

s

s′

s′
u

Figure 5.5Schéma de la preuve de la Proposition 5.6.4.

Le Tableau 5.2 indique la positioni pour laquelle le mots diffère deℓk(m) et ℓk(M). Dans

ce tableau,? signifie que nous n’avons pas calculé suffisament de facteurspour connaître la

position. Le calcul d’un préfixe de longueur 50 000 n’était pas suffisant pour obtenir le15-ième

facteur de la factorisation de Lyndon dem. Observons que dans ce tableau, pourk → ∞, ℓk(m)

etℓk(M) semblent converger verss. On pourrait être tenté de conjecturer quem etM terminent

par le suffixes, mais c’est impossible, comme l’énonce le lemme qui suit.



129

k Position dansfk(m) Position dansfk(M)

1 7 2

2 11 2

3 23 2

4 23 5

5 23 5

6 46 7

7 46 7

8 46 11

9 68 11

10 80 23

11 80 23

12 80 40

13 142 46

14 142 80

15 ? 248

Tableau 5.2Positions pour lesquelless[i] 6= fk(m)[i] ets[i] 6= fk(M)[i].

Lemme 5.6.5m etM ne peuvent pas tout deux avoir le suffixes.

Preuve Supposons quem = us etM = vs, avec lg(u) < lg(v). On peut alors écrireup = v,

pour un préfixep de s. Mais si s commence parp et queM = m, alorsm = upps′, pour

s′ ∈ Aω. Cela implique queM a vp comme préfixe. Ainsi de suite, comme l’illustre la Figure

5.6, on trouve quem = u(pp)ω etM = v(pp)ω. Doncm etM sont ultimement périodiques.

Par la Proposition 5.3.12, on sait que c’est imposible. Si lg(u) > lg(v), la preuve est similaire.

Si lg(u) = lg(v), alors on trouve ques = s, ce qui est impossible.

Le Lemme 5.6.5 donne l’idée de la conjecture suivante.

Conjecture 5.6.6 lim
i→∞

ℓi(m) = s ou (exclusif) lim
i→∞

ℓi(M) = s.

Étudions maintenant plus particulièrement la factorisation de Lyndon dem etM . Rappelons
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...

...

m

M

u

v pp

pp

s

s

pp

pp

Figure 5.6Schéma de la preuve du Lemme 5.6.5.

d’abord un résultat sur le nombre de carrés.

Lemme 5.6.7 (Brlek et al., 2006) Le nombre de facteurs carrés des mots lisses est fini :

Card(Carrés(K)) = 46.

Corollaire 5.6.8 (Brlek et al., 2006) Les mots lisses sont sans cube.

Il en découle que Card(Carrés(m)) ≤ 46 et parmi les46 carrés possibles, ceux qui sont des

carrés de mots de Lyndon sont

12, (112)2, (112112212)2 , (112112212212112212211212212)2 , (122)2 et 22.

Proposition 5.6.9 Soitm = ℓ1(m)ℓ2(m) · · · , la factorisation de Lyndon dem. Alors

i) ℓ1(m) est le seul facteur de Lyndon qui est un préfixe lisse ;

ii) ℓi(m) > ℓi+1(m), pour touti.

Preuve i) Par la définition de factorisation de Lyndon, on sait queℓ1(m) ≥ ℓi(m), pouri > 0.

Précédemment, on a calculé les premiers facteurs de la factorisation de Lyndon dem et on a

obtenu queℓ1(m) > ℓ2(m). Ainsi, pour touti ≥ 1, ℓ0(m) > ℓi(m). Mais par la construction

dem, aucun préfixe lisse n’est plus petit quem. Par conséquent, un préfixe lisse plus petit que

ℓ1(m) n’existe pas et alors, pour toutℓi(m) < m, ℓi(m) ne peut être un préfixe lisse.

ii) Supposons maintenant qu’il existei ≥ 2 tel queℓi(m) = ℓi+1(m). Ainsi, cela signifierait

qu’il y a un facteur puissance carré d’un mot de Lyndon. En ordonnant les facteurs de mots
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lisses qui sont des carrés de mots de Lyndon, on obtient

12 < (112)2 < (112112212)2 < (112112212212112212211212212)2 < (122)2 < 22. (5.5)

Comme les seuls carrés≤ ℓ1(m) sont(112)2 et 12, pour avoirℓi(m) = ℓi+1(m), il faudrait

queℓi(m) = 112 ou ℓi(m) = 1. Dans les deux cas, cela impliquerait quem est ultimement

périodique : contradiction.

On obtient un résultat semblable pour le mot lisse maximalM .

Proposition 5.6.10 Dans la factorisation de Lyndon deM ,

i) ℓ0(M), ℓ1(M), ℓ2(M), ℓ4(M), ℓ5(M), ℓ6(M) sont les seuls préfixes lisses ;

ii) ℓi(M) > ℓi+1(M), pour touti ≥ 1.

Preuve i) On vérifie directement que les facteurs de Lyndonℓi(M), pour i ≤ 6, sont lisses

ou pas en utilisant l’opérateurDr. Pouri > 6, il suffit de vérifier queℓ7(M) < ℓ0(m).

ii) En observant queℓ7(M) < (112112212)2 dans la formule (5.5), on conclut en utilisant le

même raisonnement que dans la preuve de la Proposition 5.6.9.

Proposition 5.6.11 Le mot lisse infini minimalm n’est pas un mot de Lyndon.

Preuve Le mot lisse infini minimal a le suffixe1121121221211 · · · plus petit que lui-même

et commençant à la position15 .

Si tous les mots lisses infinis contiennent tous les facteurslisses finis comme le prétend la

Conjecture 5.3.10, alors aucun mot lisse infini n’est un mot de Lyndon. En effet, supposons

qu’un mot lisse infiniw contiennent tous les facteurs lisses et supposons quew soit un mot

de Lyndon infini. Remarquons qu’un mot peut être un facteur lisse, mais non pas un mot lisse.

L’inverse est faux. Il est donc plus restrictif d’être un motlisse qu’un facteur lisse. On peut ainsi

se convaincre qu’il serait toujours possible de trouver un facteur lisse plus petit quew, et donc

quew ne pourrait pas être un mot de Lyndon. La Proposition 5.6.11 vient donc renforcer la

Conjecture 5.3.10.
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Récemment, les mots lisses ont été généralisés à différentsalphabets à deux lettres ou plus.

Dans le chapitre suivant, nous montrons comment le changement des lettres de l’alphabet in-

fluence les propriétés des mots lisses extrémaux et contrairement aux mots lisses extrémaux sur

l’alphabet{1, 2}, nous verrons que certaines régularités apparaissent.



Chapitre VI

M OTS LISSES EXTRÉMAUX GÉNÉRALISÉS

Dans ce chapitre, nous utilisons la notion introduite dans (Berthé, Brlek et Choquette, 2005) de

mot lisse généralisé à différents alphabets. Ainsi, nous considérons les mots lisses extrémaux

sur différents alphabets à deux lettres. Dans un premier temps, nous étudions les mots lisses

extrémaux sur l’alphabet{1, 3}. Il apparaît que de remplacer le2 pour un3 dans l’alphabet

change grandement la structure des mots lisses extrémaux etmême, que cela leur donne des

propriétés beaucoup plus intéressantes. En observant ainsi que de considérer les mots lisses ex-

trémaux sur l’alphabet{1, 3} plutôt que sur{1, 2} en influence grandement les propriétés, nous

nous intéressons ensuite aux mots lisses extrémaux sur des alphabets de lettres de même parité.

Ainsi, pour un alphabet ordonné{a < b} fixé, aveca, b ∈ N−{0} eta, b de même parité, nous

étudions les mots lisses extrémaux. Nous donnons des algorithmes rapides pour les construire,

nous montrons des propriétés de récurrence, de fermeture pour les ensembles de facteurs et

nous fournissons une formule pour la fréquence des lettres pour certains types d’alphabets.

Nous nous intéressons ensuite aux factorisations de Lyndonet montrons que contrairement au

mot lisse minimal sur l’alphabet{1, 2}, il existe des mots lisses minimaux qui sont des mots

de Lyndon. Nous montrons qu’il existe un lien entre les mots minimaux sur des alphabets pairs

et certains mots de Kolakoski généralisés. Ainsi, nous montrons des propriétés pour les mots

de Kolakoski généralisés qui sont toujours des problèmes ouverts sur l’alphabet{1, 2}. Les

résultats de ce chapitre font l’objet de la publication (Brlek, Jamet et Paquin, 2008).
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6.1 Quelques définitions et résultats préalables

Rappelons une propriété utile sur les mots de Lyndon.

Lemme 6.1.1 (Chapitre 5.1 de (Lothaire, 1983))Soientu, v ∈ L. Alorsuv ∈ L si et seule-

ment siu < v.

Lemme 6.1.2 Soientu, v ∈ L et supposonsu < v. Alorsuv < v.

Preuve Si u /∈ Pref(v), alors c’est évident. Supposons donc queu ∈ Pref(v) et écrivons

v = ukv′, aveck maximal. Ainsi,u ne peut pas être préfixe dev′. Commev est un mot de

Lyndon,v est plus petit que tous ses suffixes. Plus particulièrement,v < v′. Ainsi, u < v < v′.

Comparonsv = ukv′ etuv = uk+1v′ : la comparaison se fait entrev′ et u. Commeu < v′ et

u /∈ Pref(v′), on conclut queuv < v.

Corollaire 6.1.3 Soientu, v ∈ L, avecu < v. Alorsuvn, unv ∈ L, pour toutn ≥ 0.

Preuve Il suffit d’appliquer le Lemme 6.1.1n fois. En effet, siu, v ∈ L et u < v, alors

uv ∈ L. Ainsi, u, uv ∈ L et u < uv et donc,u2v ∈ L. De la même façon, considérons

uv, v ∈ L. Par le Lemme 6.1.2,uv < v, et par le Lemme 6.1.1, on a queuv2 ∈ L.

À moins d’indication contraire, dans ce chapitre, nous ne considérons que des alphabetsA =

{a < b}, aveca, b ∈ N − {0}.

Toutes les notions vues dans le Chapitre V se généralisent naturellement aux mots lisses sur

un alphabet{a < b}. Ainsi, la fonction de codage par blocs reste bien définie si l’on change

l’alphabet{1, 2} pour{1, 3}, {2, 3}, {3, 7}, etc.

Exemple 6.1.4Soitw = 223322333222333. En appliquant successivement l’opérateur∆, on

obtient

∆0(w) = 223322333222333

∆1(w) = 222333

∆2(w) = 33

∆3(w) = 2.
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Exemple 6.1.5Soit u = 22444242222444. En appliquant successivement l’opérateur∆, on

obtient

∆0(u) = 22444242222444

∆1(u) = 231143

∆2(u) = 11211

∆3(u) = 212

∆4(u) = 111

∆5(u) = 3.

La famille des mots lisses peut donc être généralisée à différents alphabets, comme l’ont fait les

auteurs de (Berthé, Brlek et Choquette, 2005).

Définition 6.1.6 Soit un alphabet ordonné numériqueA. On définit la famille desmots lisses

infinis sur l’alphabetA par l’ensemble

KA = {w ∈ A
ω | ∀k ∈ N,∆k(w) ∈ A

ω}.

Définition 6.1.7 Soit un alphabet ordonné numériqueA. Un mot finiw ∈ A∗ estlisses’il existe

k tel que lg(∆k(w)) = 1 et ∆k(w) ≤ β, oùβ est la lettre maximale deA, et pour toutj < k,

on a∆j(w) ∈ A∗.

Ainsi, le motw de l’Exemple 6.1.4 est un mot lisse sur l’alphabet{2, 3}, tandis que le motu de

l’Exemple 6.1.5 n’est pas un mot lisse sur l’alphabet{2, 4}, mais l’est sur l’alphabet{1, 2, 3, 4}.

Les fonctions pseudo-inverses de∆ demeurent bien définies pour un alphabet à2 lettres autre

que l’alphabet{1, 2}.

Exemple 6.1.8Soitu = 44554544445. Alors

∆−1
4 (u) = 444455554444455555444455555444455554444555544444

et

∆−1
5 (u) = 555544445555544444555544444555544445555444455555.
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Définition 6.1.9 Les mots de Kolakoski généraliséssont définis comme étant les points fixes

sous l’opérateur∆. Pour un alphabet à deux lettres{a, b}, il y a exactement deux points fixes :

K(a,b) etK(b,a), oùK(a,b) le mot de Kolakoski généralisé sur l’alphabet{a, b} et commençant

par la lettrea.

Exemple 6.1.10Le mot de Kolakoski sur l’alphabetA = {1, 2} et commençant par la lettre

2 estK = K(2,1). Le mot de KolakoskiK(2,3) = 2233222333223322333222 · · · etK(3,1) =

3331113331313331113331 · · · .

La bijection Φ définie au Chapitre V se généralise naturellement à tout alphabet numérique

ordonné à deux lettres.

Exemple 6.1.11Pour le motw = 1333111333133311133313133311133313331113331, on a

∆0(w) = 1333111333133311133313133311133313331113331

∆1(w) = 1333133311133313331

∆2(w) = 131333131

∆3(w) = 1113111

∆4(w) = 313

∆5(w) = 111

∆6(w) = 3.

Doncw est un mot lisse sur l’alphabet{1, 3} etΦ(w) = 1111313.

Exemple 6.1.12Soit le motw pour lequelu = Φ(w) = 3533. On retrouvew en appliquant

Φ−1, donc en itérant∆−1 sur les lettres du motu.

∆0(w) = 333335555533333555333555333335555533333

∆1(w) = 555333555

∆2(w) = 333

∆3(w) = 3.

Tout comme pour l’alphabet{1, 2}, il est possible deforcer les coupspour un alphabet{a < b}
fixé.
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Définition 6.1.13 Soit l’alphabetA = {a < b} etx ∈ A∗. Alors

δ−1
α (x) = ∆−1

α (x) · βa,

oùβ est la lettre complémentaire de la dernière lettre de∆−1
α (x) etα, β ∈ A. La fonctionφ−1

est définie de façon analogue àΦ, mais utiliseδ−1 plutôt que∆−1.

Exemple 6.1.14Dans l’exemple précédent, si l’on appliqueφ−1, on obtient

δ0(w) = 33333555553333355533355533333555553333355533355533355533333

55555333335555533333555333555333555333335555533333555

δ1(w) = 555333555333335555533333555

δ2(w) = 333555

δ3(w) = 3.

Les opérateursD,Dℓ etDr se généralisent aussi à des alphabets à deux lettres comme l’énoncent

les trois définitions suivantes.

Définition 6.1.15 Pour un alphabet{a < b}, on définit l’opérateurD comme

D(w) =





ε si ∆(w) < b ouw = ε,

∆(w) si ∆(w) = bxb ou∆(w) = b,

bx si ∆(w) = bxu,

xb si ∆(w) = uxb,

x si ∆(w) = uxv,

où u et v sont des blocs de longueur< b. Appliquer l’opérateurD correspond à éliminer de

∆(w) les blocs préfixes ou suffixes de longueur plus petite que la lettre maximale, s’ils existent.

Définition 6.1.16 Un mot finiw est appeléun facteur lisses’il existek tel queDk(w) = ε et

∀j < k, Dj(w) ∈ A∗.

Définition 6.1.17 La dérivée à droiteest définie par la fonctionDr : A∗ → N∗ telle que

Dr(w) =





ε si ∆(w) < b ouw = ε,

∆(w) si ∆(w) = xb,

x si ∆(w) = xu,
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oùu est un bloc de longueur< b.

Définition 6.1.18 La dérivée à gaucheest définie par la fonctionDℓ : A∗ → N∗ telle que

Dℓ(w) =





ε si ∆(w) < b ouw = ε,

∆(w) si ∆(w) = bx,

x si ∆(w) = ux,

oùu est un bloc de longueur< b.

Définition 6.1.19 Un motw estlisse à droite(resp.lisse à gauche) sur l’alphabetA s’il existe

k tel queDk
r (w) = ε (resp.Dk

ℓ (w) = ε) et pour toutj < k,Dj
r(w) ∈ A∗ (resp.Dj

ℓ(w) ∈ A∗).

Un mot lisse à droite est alors appelé unpréfixe lisseet un mot lisse à gauche est appelé un

suffixe lisse.

Exemple 6.1.20Soitw = 223223322333222. En appliquant successivement les opérateursDr

etDℓ sur le motw, on obtient

D0
r (w) = 223223322333222 D0

ℓ (w) = 223223322333222

D1
r (w) = 2122233 D1

ℓ (w) = 122233

D2
r (w) = 113 D2

ℓ (w) = 32

D3
r (w) = 2 D3

ℓ (w) = 1.

Dès les premières dérivées, il est clair que le motw n’est ni lisse à droite, ni lisse à gauche sur

l’alphabet{2, 3}, mais qu’il l’est sur l’alphabet{1, 2, 3}.

Exemple 6.1.21Soit v = 333444333444433334444333444333. On obtient

D0
r (v) = 333444333444433334444333444333 D0

ℓ (v) = 333444333444433334444333444333

D1
r (v) = 33344433 D1

ℓ (v) = 33444333

D2
r (v) = 33 D2

ℓ (v) = 33.

Le motv est donc un préfixe lisse et un suffixe lisse sur l’alphabet{3, 4}.

Définition 6.1.22 Le mot lisse infini minimal(resp.maximal) sur l’alphabet{a < b}, noté

m{a,b} (resp.M{a,b}) est le plus petit (resp. grand) mot lisse infini selon l’ordre lexicographique.

L’algorithme 5.5.4 du Chapitre V qui calcule le mot minimal se généralise pour différents al-

phabets de la façon suivante.
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Algorithme 6.1.23

DÉBUT lisseMinimalGeneral

Entrée : A = {a, b}, longueurMax ;

0 : m{a,b} := a ;

1 : Boucle

2 : Si estLisse(m{a,b} · a) alorsm{a,b} :=m{a,b} · a ;

3 : Sinonm{a,b} := m{a,b} · b ;

4 : Fin si ;

5 : SORTIR QUAND longueur(m{a,b})=longueurMax ;

6 : Fin boucle ;

FIN lisseMinimalGeneral

Dans cet algorithme, la conditionestLisseest vérifiée avec l’opérateurDr. Notons que l’Algo-

rithme 6.1.23 ne dépend pas de la parité des lettres de l’alphabet. Pour différents alphabets et

pour longueurMax= 47, on obtient les mots

m{1,2}[0, 46] = 11211221211212211211212212112212211211212211211,

M{1,2}[0, 46] = 21211221211212211211212212112212211211212211211,

m{1,3}[0, 46] = 11131113131113111313111313111311131311131113131,

M{1,3}[0, 46] = 33313331313331333131333131333133313133313331313,

m{2,4}[0, 46] = 22224444222244442244224422224444222244442244224,

m{3,5}[0, 46] = 33333555553333355533355533333555553333355533355,

m{2,3}[0, 46] = 22233322233223322233322233223332223322333222333,

m{3,4}[0, 46] = 33334444333344433344433334444333344433344433334.

Si la Conjecture 5.3.11 est vraie, le calcul d’un préfixe de longueurn dem{a,b} avec l’Algo-

rithme 6.1.23 nécessiteO(n2 log(n)) opérations. Afin de réduire le nombre d’applications de

l’opérateurDr, il serait pertinent d’ajouter plus d’une lettre à chaque étape, comme au Chapitre

V, en utilisant les graphes de De Bruijn réduits. Toutefois,nous ne nous y attardons pas, puis-
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qu’il existe des algorithmes beaucoup plus efficaces pour les alphabets de même parité, comme

nous le montrons dans les sections suivantes.

6.2 Mot de Fibonacci et mot lisse minimal sur l’alphabet{1, 3}

Dans cette section, nous étudions les mots lisses extrémauxsur l’alphabet{1, 3}. Nous mon-

trons que ces mots ont une structure plus régulière que les mots lisses extrémaux sur l’alphabet

{1, 2}. De plus, nous montrons que les mots lisses extrémaux sur l’alphabet{1, 3} sont éton-

namment reliés au mot de Fibonacci.

Pour débuter, rappelons que le mot infini de FibonacciF est défini comme

F = lim
n→∞

Fn où F0 = 2, F1 = 1, et ∀n ≥ 2, Fn = Fn−1Fn−2.

Dans (Berthé, Brlek et Choquette, 2005), les auteurs montrent queF n’est pas lisse sur l’alpha-

betA = {1, 2}, mais l’est sur l’alphabetA = {1, 2, 3}. Le pavage lisse décrivantF est

∆0(F) = 121121211211212112121121121211211212112121121121211212112112121121121 · · ·

∆1(F) = 112111212111211121211121211121112121112111212111212111211121211121211 · · ·

∆2(F) = 213111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 · · ·

∆3(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 · · ·

∆4(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 · · ·

∆5(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 · · ·

∆6(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 · · ·

∆7(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 · · ·

∆8(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 · · ·

∆9(F) = 111311131311131113131113131113111313111311131311131311131113131113131 · · ·

∆10(F) = 313111313111311131311131311131113131113111313111313111311131311131311 · · ·

Proposition 6.2.1 (Berthé, Brlek et Choquette, 2005) SoitF, le mot de Fibonacci. Alors

Φ(F) = 112(13)ω .

Proposition 6.2.2 (Berthé, Brlek et Choquette, 2005) SoitF le mot de Fibonacci. Alors

i) 33, 31313 ne sont pas facteurs de∆k(F), pourk ≥ 0 ;



141

ii) F et∆(F) ∈ {1, 2}ω ;

iii) ∆2(F) = 2u, oùu ∈ {1, 3}ω ;

iv) ∆k(F) ∈ {1, 3}ω pourk ≥ 3.

En utilisant l’Algorithme 6.1.23 décrit dans la section précédente, on obtient les premières

lettres du mot lisse infini minimal sur l’alphabetA = {1, 3}, soit

m{1,3} = 11131113131113111313111313111311131311131113131113131113 · · ·

Ce mot coïncide avec∆3(F). En effet, on a le Théorème 6.2.3.

Théorème 6.2.3m{1,3} = ∆3(F), oùF est le mot de Fibonacci.

Afin de prouver ce théorème, certains lemmes sont requis.

Lemme 6.2.4 SoitFn, len-ième mot de Fibonacci. Alors pourn ≥ 3, Fn admet les factorisa-

tions

i) Fn = Fk
∏n−2

i=k−1 Fi, pour1 ≤ k < n ;

ii) Fn =
(∏k−1

i=0 Fn−2i−1

)
Fn−2k, pour1 ≤ k ≤ n/2, k un entier.

Preuve Rappelons que par définition,Fn = Fn−1Fn−2.

i) Pour n = 3 et k = 1, on aF3 = F1F0F1. Si k = 2, on aF3 = F2F1. Supposons que

la factorisation existe pour toutj ≤ n − 1. Alors, par définition,Fn = Fn−1Fn−2 =

(Fn−2Fn−3)Fn−2. Par hypothèse de récurrence, on a

Fn = Fk

(
n−4∏

i=k−1

Fi

)
Fn−3Fn−2 = Fk

n−2∏

i=k−1

Fi.

ii) Pour n = 3 et k = 1, on aF3 = F2F1. Supposons que la factorisation existe pour tout

j ≤ n− 1. Alors,Fn = Fn−1Fn−2 = Fn−1Fn−3Fn−4 et par hypothèse de récurrence,

Fn = Fn−1Fn−3Fn−4 = Fn−1Fn−3

(
k−1∏

i=0

Fn−4−2i−1

)
Fn−4−2k =

(
k−1∏

i=0

Fn−2i−1

)
Fn−2(k+2),

avec2k ≤ n− 4, donc2(k + 2) ≤ n.
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Lemme 6.2.5 Les mots finis de FibonacciFn satisfont, pourn ≥ 2, les conditions

i) ∆3(F2n+1 · 1−1) = ∆3(F2n · 2−1) · ∆3(2 · F2n−1 · 1−1) ;

ii) ∆3(F2n · 2−1) = ∆3(F2n−1 · 1−1) · ∆3(1 · F2n−2 · 2−1).

Preuve Par un calcul direct, on a

∆3(F51
−1) = ∆3(1211212) = ∆2(112111) = ∆1(213) = 111,

∆3(1F42
−1) = ∆3(11211) = ∆2(212) = ∆1(111) = 3,

∆3(F42
−1) = ∆3(1211) = ∆2(112) = ∆1(21) = 11,

∆3(2F31
−1) = ∆3(212) = ∆2(111) = ∆1(3) = 1,

∆3(F31
−1) = ∆3(12) = ∆2(11) = ∆1(2) = 1,

∆3(1F22
−1) = ∆3(11) = ∆2(2) = ∆1(1) = 1.

Les deux conditions sont bien vérifiées pourn = 2.

La récurrenceFn = Fn−1 · Fn−2 implique que

Fn · a−1 = Fn−1 · Fn−2 · a−1 = (Fn−1 · b−1) · (b · Fn−2 · a−1),

où a, b ∈ {1, 2}. Il suffit alors de montrer que les conditions duLemme du collagesont satis-

faites dans les deux cas.

i) Vérifions que la dernière lettre de∆i(F2n ·2−1) diffère de la première de∆i(2 ·F2n−1 ·1−1),

pour 0 ≤ i ≤ 3. Du Lemme 6.2.4 ii), on sait que pour toutn ≥ 3, F2n a le suffixeF6.

De plus, pourn ≥ 3, on sait par le Lemme 6.2.4 i) queF2n a F6 pour préfixe. Comme

F6 = 1211212112112, le motF2n·2−1 a le suffixes = 121121211211 et le mot2·F2n−1 ·1−1

a le préfixep = 21211212. En appliquant les opérateursDℓ etDr généralisés sur l’alphabet

{1, 2, 3}, às etp respectivement, on obtient

Dℓ
0(s) = 121121211211 Dr

0(p) = 21211212

Dℓ
1(s) = 12111212 Dr

1(p) = 111211

Dℓ
2(s) = 13111 Dr

2(p) = 31

Dℓ
3(s) = 13 Dr

3(p) = 1.
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Ainsi, les conditions duLemme du collagesont satisfaites.

ii) De façon semblable, on obtient que pour toutn ≥ 4, le motF2n−1 · 1−1 a le suffixes =

12112121121121211212 et le mot1 · F2n−2 · 2−1 a le préfixep = 1121121211211. En

appliquant encore les opérateursDℓ etDr surs etp respectivement, on obtient le résultat.

Lemme 6.2.6 (Berthé, Brlek et Choquette, 2005)∆3(2F) = ∆3(F).

Preuve (du Théorème 6.2.3) Procédons par récurrence pour montrer que pour toutn ≥ 2,

∆3(F2n−11
−1) est minimal. Vérifions pourn = 2 :

∆3(F3 · 1−1) = ∆3(12) = ∆2(11) = ∆(2) = 1

est bien minimal. Vérifions un cas de base moins trivial, disons pourn = 4.

F7 · 1−1 = 121121211211212112121 · 1−1 = 12112121121121211212,

∆(F7 · 1−1) = 1121112121112111,

∆2(F7 · 1−1) = 213111313,

∆3(F7 · 1−1) = 1113111.

Supposons maintenant que∆3(F2k−1 · 1−1) est minimal pour tout2 ≤ k ≤ n. Par le Lemme

6.2.5,

∆3(F2(n+1)−1 · 1−1) = ∆3(F2n+1 · 1−1) = ∆3(F2n · 2−1) · ∆3(2 · F2n−1 · 1−1).

Par hypothèse de récurrence,∆3(F2n · 2−1) est minimal. Il suffit de montrer que∆3(2 ·F2n−1 ·
1−1) est minimal, comme la concaténation de deux mots minimaux est certainement minimale.

Par le Lemme 6.2.6, comme∆3(F2n−1 · 1−1) est minimal, alors∆3(2 · F2n−1 · 1−1) est aussi

minimal. Pour conclure, il suffit de prendre la limite

lim
n→∞

∆3(F2n−1 · 1−1) = ∆3(F).

Cette dernière existe, commeFn−1 est préfixe deFn.

Puisque∆3(F) = m{1,3}, les propriétés suivantes découlent directement de (Berthé, Brlek et

Choquette, 2005).
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Corollaire 6.2.7 Les mots lisses infinis extrémaux sur l’alphabetA = {1, 3} satisfont aux

conditions suivantes

i) ∆k(m{1,3}) = ∆k+2(m{1,3}), ∀k ≥ 0 ;

ii) Φ(m{1,3}) = (13)ω etΦ(M{1,3}) = 3(31)ω ;

iii) m{1,3} ne contient pas les facteurs33 et31313 etM{1,3} ne contient pas les facteurs com-

plémentaires11 et13131 ;

iv) posonsm{1,3} = 11u, alors∆(m{1,3}) = 3u.

Proposition 6.2.8 Le transducteur illustré à la Figure 6.1 calcule le mot lisseinfini minimal

m{1,3} en temps linéaire.

Preuve Découle de la la propriété iv) du Corollaire 6.2.7.

Rappelons qu’un transducteur est un automate fini à une bandeet deux pointeurs : un pour lire

et l’autre pour écrire. Les transitions de l’automate étiquetées de la formeα/β signifient qu’on

lit α, qu’on écritβ, puis qu’on se déplace à l’état suivant.

ε
1/3

3/111

1 30I 1/1
11/1/11

Figure 6.1Transducteur engendrant le mot lisse minimal sur l’alphabet {1, 3}.

Le Tableau 6.1 décrit comment le motm{1,3} est construit en utilisant le transducteur.

La fait que le mot de Fibonacci et le mot lisse infini minimal sur l’alphabet{1, 3} soient dans

la même orbite sous l’opérateur∆ est surprenant et soulève d’intéressantes questions. Est-ce

que les propriétés du mot minimal sur{1, 3} se généralisent à tout alphabet impair ? La section

suivante répond à cette question.

6.3 Mots lisses extrémaux sur un alphabet à deux lettres impaires

Dans cette section, nous considérons un alphabet à deux lettresA = {a < b}, aveca et b des

entiers positifs impairs. Introduisons d’abord un lemme fort utile pour la suite.



145

Lu Écrit Préfixe dem{1,3}

ε 11 11

11 1 111

1 3 1113

3 111 1113111

1 3 11131113

1 1 111311131

1 3 1113111313

3 111 1113111313111

1 3 1131113131113

· · · · · · · · ·

Tableau 6.1Construction du mot lisse minimal à l’aide d’un transducteur.

Lemme 6.3.1 Pour toutu ∈ A+,Φ−1(u) est un palindrome de longueur impaire.

Preuve Soitw = Φ−1(u). Procédons par récurrence sur la longueur deu. Sin = lg(u) = 1,

alorsw = β ∈ A, qui est un palindrome. Sin = 2, alorsu = αβ, avecα, β ∈ {a, b}. Ainsi,

Φ−1(u) = w = αβ est un palindrome de longueurβ. Commea etb sont impaires, il en découle

quew a une longueur impaire. Supposons maintenant que l’énoncé est vrai pour toutu tel que

lg(u) ≤ k. Posonsu′ ∈ Ak. Doncw = Φ−1(u′) est un palindrome de longueur impaire. Posons

lg(w) = 2j + 1. On peut donc écrirew = w′ · w[j] · w̃′, w′ ∈ A∗ et alors,

∆−1
α (w) = ∆−1

α (w′ · w[j] · w̃′),

pourα ∈ A. Il y a deux cas à considérer : si lg(w′) est impair,

∆−1
α (w) = ∆−1

α (w′) · ∆−1
α (w[j]) · ∆−1

α (w̃′) = ∆−1
α (w′) · ∆−1

α (w[j]) · ∆̃−1
α (w′),

et si lg(w′) est paire,

∆−1
α (w) = ∆−1

α (w′) · ∆−1
α (w[j]) · ∆−1

α (w̃′) = ∆−1
α (w′) · ∆−1

α (w[j]) · ∆̃−1
α (w′).

Rappelons que dans les équations précédentes, on a utilisé le Lemme 5.1.17. Comme∀α, β ∈
A, et∆−1

α (β) = αβ est de longueur impaire, alors∆−1
α (w) est de longueur impaire.



146

Le Théorème 6.3.2 montre que les mots lisses extrémaux sur unalphabet impair a une structure

beaucoup plus simple que ceux sur l’alphabet{1, 2} et que le Corollaire 6.2.7 ii) se généralise.

Théorème 6.3.2Φ(m{a,b}) = (ab)ω.

Preuve Procédons par récurrence sur la longueur des préfixes deu = Φ(m{a,b}). Remar-

quons d’abord quem{a,b} commence par la lettre minimalea. On peut facilement vérifier que

Φ−1(ab) = ab < aab · w = Φ−1(aax), pour toutx ∈ Σ, w ∈ Σ∗. Supposons maintenant que

Φ−1((ab)k) est minimal pour toutk ≤ n. Par le Lemme 6.3.1, toutes les lignes du pavage (voir

Figure a)) obtenu parΦ−1((ab)n) sont de longueur impaire. DoncΦ−1((ab)n) commence et

termine par la même lettre, soit la lettrea.

2n





a · · · · · · · · · · · · · · · a
b · · · · · · · · · · · · b

a · · · · · · a··
···
··

b

·····
2n





a · · · · · · · · · · · · · · · a
b · · · · · · · · · · · · b

a · · · · · · a··
···
··

b0 · · · ba−1

x

·····

�
�

�
�

�
�

�

Figure a) Figure b)

Soitx, la (2n+ 1)-ième lettre deΦ(m{a,b}). Quex = a oux = b, la 2n-ième ligne commence

par au moinsa occurrences de la lettreb. Commea, b sont impairs, par le Lemme 6.3.1, toutes

les lignes commencent et terminent par la même lettre, en alternant. La Figure b) illustre cette

propriété. Les indices dans la figure comptent le nombre de lettres. Par exemple,b0 · · · ba−1

signifie qu’il y aa occurrences de la lettreb.

Si x = a, alors∆−1
b (a) = ba et la2n-ième ligne a le préfixebax = baa. Si x = b, alors

∆−1
b (b) = babb−a et la2n-ième ligne commence parbax = bab. Dans les deux cas, cela signifie

que la2n-ième ligne commence parbax (voir Figure c)).
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2n





a · · · · · · · · · · · · · · · a
b · · · · · · · · · · · · b

a · · · · · · a··
···
··

b0 · · · ba−1

x

·····

�
�

�
�

�
�

�

b

a

b··
···
··

x

2n− 2





b · · · · · · · · · · · · · · · · · · · b
a · · · · · · · · · · · · · · · ·a

b · · · · · · · · · b··
···
··

a · · · · · · a
b0 · · · ba−1

x

····

�
�

�
�

�
�

�
��

a

b

a··
···
··

b

x

Figure c) Figure d)

Par le Lemme du collage, on aΦ−1((ab)nx) = Φ−1((ab)na) · Φ−1((ba)n−1bx)s, pour un

s ∈ Σ∗. On déduit alors que la lettrex doit être celle qui rendΦ−1((ba)n−1bx) minimal. Dans

la Figure d), on considèreΦ−1((ba)n−1bx). Pour que ce mot soit minimal,Φ−1((ab)n−1x) doit

être minimal. Par l’hypothèse de récurrence, on a doncx = a. Il en découle que siΦ−1((ab)n)

est minimal, alorsΦ−1((ab)na) l’est aussi.

2n





a · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·a
b · · · · · · · · · · · · · · · b

a · · · · · · · · · a··
···
··

b · · · · · · b
a0· · ·aa−1

y

·····

�
�

�
�

�
�

�
��

b

a

b··
···
··

a

y

2n





b · · · · · · · · · · · · · · · b
a · · · · · · · · · · · · a

b · · · · · · b··
···
··

a0· · · aa−1

y

····

�
�

�
�

�
�

�

a

b

a··
···
··

y

Figure e) Figure f)

La Figure e) montre que la prochaine lettre, disonsy, est celle qui rendΦ−1((ba)ny) minimal.

La Figure f) considère ce mot et illustre le fait quey doit être tel queΦ−1((ab)n−1ay) est

minimal. Par l’hypothèse de récurrence, on obtienty = b et on conclut.

Corollaire 6.3.3 Φ(M{a,b}) = b(ba)ω.

Preuve On obtient directementΦ pour le mot lisse maximal en utilisant l’égalité∆(m{a,b}) =

∆(M{a,b}).

Le Théorème 6.3.2 et le Corollaire 6.3.3 montrent bien que les propriétés de périodicité de

Φ(m{1,3}) se généralisent à tout alphabet impair. Cette périodicité deΦ(m{a,b}) nous donne un

algorithme linéaire qui construit le mot minimal et donc, lemot lisse maximal pour les alphabets

impairs.
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Corollaire 6.3.4 Soitα ∈ A = {a, b}. Le transducteur de la Figure 6.2 engendrem{a,b}.

a bI
ε/ab a/(bbab)

a−1

2

α/(abbb)
α−1

2 ab

α/(baaa)
α−1

2 ba

Figure 6.2Transducteur engendrantm{a,b} pour un alphabet impair.

En échangeant les lettresa et b dans le transducteur précédent, on obtient directement le trans-

ducteur pour le mot lisse maximal.

Le Corollaire 6.2.7 iii) implique queF (m{1,3}) n’est pas fermé par complémentation. La struc-

ture palindromique des mots lisses (voir Lemme 6.3.1) nous permet toutefois d’établir le résultat

suivant.

Proposition 6.3.5 Pour tout mot lisse infiniw, l’ensembleF (w) est fermé sous l’image miroir

etw est récurrent.

Preuve Soit f un facteur fini dew. Alorsw = ufv pouru, f ∈ A∗ et v ∈ Aω. Comme tout

mot lissew a, par le Lemme 6.3.1, des préfixes palindromiques arbitrairement longs, il existe

un préfixe palindromiquep dew commençant paruf , et ainsi, contenant̃uf et on obtient la

fermeture sous l’image miroir. Pour la propriété de récurrence, une étape supplémentaire est

nécessaire. Commep contientf et f̃ , tout préfixe palindromique plus longq contient nécessai-

rement deux occurrences def et f̃ . Remarquons quep est alors préfixe et suffixe deq. Doncf

apparaît au moins deux fois dansq. La Figure 6.3 illustre cette preuve.

6.3.1 Factorisations de Lyndon

Dans cette section, nous montrons que la Conjecture 5.3.10 ne se généralise pas pour les mots

lisses sur un alphabetA 6= {1, 2}. Avant de le prouver, débutons par un résultat négatif.
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u f

pp

q

w
f̃ ũ

Figure 6.3Schéma de la preuve de la Proposition 6.3.5.

Lemme 6.3.6 Sia 6= 1, alorsm{a,b} /∈ L∞.

Preuve En calculantΦ−1((ab)2), on obtient le pavage fini

[(abbb)
a−1
2 ab(baaa)

a−1
2 ba]

b−1
2 (abbb)

a−1
2 ab

(baaa)
b−1
2 ba

ab

b.

Par la Proposition 5.2.22, on sait queΦ−1((ab)2) est préfixe dem{a,b}. Le mot lisse minimal

admet donc un suffixe de la formeabbaas′, avecs′ ∈ Aω. Commeabbaas′ < abbbs, m{a,b} /∈
L∞.

Exemple 6.3.7Le mot m{3,5} = 3333355555333335553335553333355555 · · · a le suffixe

s = 33333555333 · · · qui est plus petit que lui, alorsm{3,5} /∈ L∞.

Dans le Lemme 6.3.6, on suppose quea 6= 1 afin de s’assurer que le mot commence parabbb

(sinon a−1
2 = 0). Si a = 1, la situation est bien différente et on va montrer quem{1,b} ∈ L∞.

Avant d’en faire la preuve, quelques résultats au sujet des préfixes lisses sont préalables. Dans

ce qui suit, pourk ≥ 1, on pose

w2k = Φ−1((1b)k) et w2k+1 = Φ−1(b(1b)k). (6.1)

Proposition 6.3.8 SoitA = {1, b}. Alors les conditions suivantes sont vérifiées.

i) wn = (wn−2 · wn−3)
b−1
2 · wn−2, pour toutn ≥ 4.

ii) w2kw2k−1, w2kw2k+1 ∈ L, pour toutk ≥ 1.

iii) w2k−2w2k−1 ≥ w2k et w2k 6∈ Pref(w2k−2w2k−1), pour toutk ≥ 2.
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Preuve Procédons par récurrence. i) Par un calcul direct, on obtient w1 = b, w2 = 1b,

w3 = (b1)
b−1
2 b et w4 = (1bb)

b−1
2 1b. Commew4 = (1b · b) b−1

2 · 1b = (w2 · w1)
b−1
2 · w2,

l’énoncé est vrai pourn = 4. Supposons maintenant quewm = (wm−2wm−3)
b−1
2 wm−2, pour

toutm ≤ n. Alors, comme la fonction∆−1 est distributive et puisqu’en vertu du Lemme 6.3.1

leswi sont des palindromes de longueur impaire, on a

wn+1 = ∆−1
α (wn)

= ∆−1
α

(
(wn−2wn−3)

b−1
2 wn−2

)

= ∆−1
α

(
(wn−2wn−3)

b−1
2

)
∆−1

α (wn−2)

=
(
∆−1

α (wn−2)∆
−1
α (wn−3)

) b−1
2 ∆−1

α (wn−2)

= (wn−1wn−2)
b−1
2 wn−1,

avecα = b si n pair,α = 1 sinon.

ii) Par (6.1), on a quew2w1 = 1bb, w2w3 = 1b(b1)
b−1
2 b ∈ L. Donc l’énoncé est vrai pour

k = 1. Supposons maintenant quew2kw2k−1, w2kw2k+1 ∈ L pour toutk ≤ n.

1. Par i),w2n+2w2n+1 = (w2nw2n−1)
b−1
2 · w2nw2n+1. En utilisant l’hypothèse de récurrence,

w2nw2n−1, w2nw2n+1 ∈ L, doncw2n+2w2n+1 = u
b−1
2 v, où u, v ∈ L avecu ∈ Pref(v)

implique queu < v. On conclut en utilisant le Corollaire 6.1.3.

2. Par i),w2n+2w2n+3 = w2n+2w2n+1 · (w2nw2n+1)
b−1
2 . En utilisant respectivement 1. et l’hy-

pothèse de récurrence, on déduit quew2n+2w2n+1, w2nw2n+1 ∈ L. Alors, w2n+2w2n+3 =

uv
b−1
2 , où u, v ∈ L, v ∈ Suff(u) implique queu < v. On conclut à nouveau en utilisant le

Corollaire 6.1.3.

iii) Pour k = 2, w2w3 = 1b(b1)
b−1
2 b = 1bb1bs et w4 = (1bb)

b−1
2 1b = 1bb11s′, s, s′ ∈ A∗.

Ainsi, le lemme est vérifié pourk = 2. Supposons maintenant que l’énoncé est vrai pour tout

k ≤ n. Alors par i),

w2nw2n+1 = w2nw2n−1(w2n−2w2n−1)
b−1
2

et

w2n+2 = w2n(w2n−1w2n)
b−1
2 .

Par hypothèse de récurrence,w2n−2w2n−1 ≥ w2n.
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Exemple 6.3.9Soit A = {1, 5}. Alors Φ(m{1,5}) = (15)ω et w1 = 5, w2 = 11111, w3 =

51515. La Proposition 6.3.8 i) indique que

w4 = (w2w1)
5−1
2 w2 = w2w1w2w1w2 = 11111511111511111.

Remarquons quew2w1 = 111115 ∈ L etw2w3 = 1111151515 ∈ L.

Proposition 6.3.10 Soit A = {1, b} et soitLn la factorisation de Lyndon dewn. Alors pour

n ≥ 4,

Ln =








b−1
2⊙

i=1

wn−2wn−3


 · Ln−2, si n est pair

Ln−2 ·




b−1
2⊙

i=1

wn−3wn−2


 , si n est impair.

Preuve (Par récurrence surn) On aw1 = b, w2 = 1b, w3 = (b1)
b−1
2 b, w4 = (1bb)

b−1
2 1b,

w5 = ((b1)
b−1
2 b1b)

b−1
2 (b1)

b−1
2 b et les factorisations de Lyndon de ces mots sont respectivement

L1 = b, L2 =
b⊙

i=1

1, L3 = b

b−1
2⊙

i=1

(1b), L4 =

b−1
2⊙

i=1

(1bb)
b⊙

i=1

1

et

L5 = b

b−1
2⊙

i=1

(1b)

b−1
2⊙

i=1

(
1b(b1)

b−1
2 b
)
.

CommeL4 =




b−1
2⊙

i=1

w2w1


 · L2 etL5 = L3 ·




b−1
2⊙

i=1

w2w3


, la formule pourLn est vérifiée

pourn = 4, 5.

Supposons maintenant qu’elle soit vraie pour toutm < n.

i) si n est pair : par la Proposition 6.3.8 i),wn = (wn−2wn−3)
b−1
2 wn−2 ; par la Proposition 6.3.8

ii), wn−2wn−3 ∈ L avecwn−2 comme préfixe propre. Il en découle quewn−2 ≥ wn−3wn−2.

ii) si n est impair : par la Proposition 6.3.8 i),wn = wn−2(wn−3wn−2)
b−1
2 ; par la Propo-

sition 6.3.8 ii),wn−2wn−3 ∈ L. Commewn−2 est suffixe du mot de Lyndonwn−3wn−2,

on awn−2 > wn−3wn−2. Pour terminer, il suffit de montrer que le dernier facteur deLn−2
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est plus petit quewn−3wn−2. Par hypothèse de récurrence, le dernier facteur deLn−2 est le

mot de Lyndonwn−5wn−4. Par la Proposition 6.3.8 iii), on sait quewn−5wn−4 > wn−3 et

wn−3 /∈ Pref(wn−5wn−4).

On peut maintenant énoncer notre résultat concernant la factorisation de Lyndon du mot lisse

minimal de la formem{1,b}.

Théorème 6.3.11SoitA = {1, b}. Alors

i) m{1,b} ∈ L∞ ;

ii) la factorisation de Lyndon de∆(m{1,b}) est une suite infinie de mots de Lyndon finis.

Preuve Il suffit de prendre la limiten→ ∞ des énoncés de la Proposition 6.3.10.

6.3.2 Fréquences des lettres

Dans cette sous-section, nous donnons une formule pour la fréquence des lettres dans les

mots lisses extrémaux sur l’alphabetA = {1, b}. Remarquons que pour un alphabet impair

A = {a, b} avec una quelconque, nous ne connaissons toujours pas la fréquence des lettres de

m{a,b}.

Théorème 6.3.12SoitA = {1, b}. Alors la fréquence de la lettreb dansmA est

fb(mA) =
1√

2b− 1 + 1
. (6.2)

Preuve Par les Propositions 5.2.22 et 6.3.8 i),w2n est un préfixe dem{1,b} pour toutn ≥ 1

et on a la définition récursive suivante pourm{1,b} :

w1 = b; w2 = 1b; w3 = (b1)
b−1
2 b;

wk = (wk−2wk−3)
b−1
2 wk−2;

m{1,b} = lim
n→∞

w2n.

En posantfn = |wn|b et gn = |wn|1, la définition récursive dewn nous donne une récurrence

pourfn etgn. Ainsi,

fn =
b− 1

2
(fn−2 + fn−3) + fn−2 =

b+ 1

2
fn−2 +

b− 1

2
fn−3, (6.3)
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avec les conditions initialesf1 = 1, f2 = 0, f3 = b+1
2 et

gn =
b+ 1

2
gn−2 +

b− 1

2
gn−3, (6.4)

avec les conditions initialesg1 = 0, g2 = b et g3 = b−1
2 . Afin de compléter la preuve, il suffit

de résoudre les récurrences.

Le polynôme caractéristique associé à la récurrencefn donnée en (6.3) est

z3 − b+ 1

2
z − b− 1

2
= 0,

qui se réécrit comme

(z + 1)

(
z − 1 +

√
2b− 1

2

)(
z − 1 −

√
2b− 1

2

)
= 0.

Si b 6= 5 : Comme les racines du polynômes sont−1, 1+
√

2b−1
2 et 1−

√
2b−1
2 , il en découle que

fn = c1(−1)n +c2(
1+

√
2b−1
2 )n +c3(

1−
√

2b−1
2 )n, avecc1, c2, c3 ∈ R. En utilisant les conditions

initiales, on trouve

c1 =
2

b− 5
, c2 =

b+
√

2b− 1√
2b− 1(1 + b+ 2

√
2b− 1)

, c3 = −b− 2 +
√

2b− 1√
2b− 1(b− 5)

.

On a donc une formule close pourfn.

En procédant de la même façon avec la récurrence (6.4), on trouve que pourb 6= 5,

gn = c′1(−1)n + c′2

(
1 +

√
2b− 1

2

)n

+ c′3

(
1 −

√
2b− 1

2

)n

,

avec

c′1 = −b+ 1

b− 5
, c′2 =

b
√

2b− 1 + 2b− 1√
2b− 1(1 + b+ 2

√
2b− 1)

et

c′3 =
2b− 1 +

√
2b− 1(b− 2)√

2b− 1(b− 5)
.

La fréquence deb est donc donnée par

lim
n→∞

f2n

f2n + g2n
=

1√
2b− 1 + 1

.
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Si b = 5 : Les racines du polynômefn sont−1,−1 et2 et alors,fn = c1(−1)n + c2n(−1)n +

c3(2)
n. Les racines degn sont les mêmes. Finalement, en utilisant les conditions initiales, on

trouvec1 = −2
9 , c2 = −1

3 , c3 = 2
9 , c′1 = 1

3 , c′2 = 1 et c′3 = 2
3 . Alors, lim

n→∞
f2n

f2n + g2n
=

1

4
, qui

est égal à 1√
2·5−1+1

.

6.4 Mots lisses extrémaux sur un alphabet à deux lettres paires

Dans cette section, nous supposons queA = {a < b} est un alphabet contenant deux entiers

pairs.

Lemme 6.4.1 Siw ∈ A+ est lisse, alors pour toutα ∈ A, lg(∆−1
α (w)) est paire.

Preuve Posons lg(w) = n ≥ 1. En appliquant∆−1
α àw, on obtient

∆−1
α (w) = ∆−1

α (w[0]w[1] · · · w[n − 1])

= ∆−1
α (w[0])∆−1

α (w[1]) · · ·∆−1
β (w[n − 1])

= αw[0]αw[1] · · · βw[n−1]

oùβ = α si n est impair etβ = α si n est pair. Comme lg(∆−1
α (w)) =

n−1∑

i=0

w[i], on conclut.

Le théorème suivant montre que tout comme pour les alphabetsimpairs, les mots lisses extré-

mauxw sur un alphabet pair sont caractérisés par la périodicité deΦ(w).

Théorème 6.4.2Φ(M{a,b}) = bω.

Preuve Procédons par récurrence sur la longueur des préfixes deu = Φ(M{a,b}). Le mot

M{a,b} commence nécessairement par le préfixebb et donc,Φ(M{a,b})[0] = b. Supposons

maintenant queΦ−1(bk) est maximal, pour toutk ≤ n. Posonsu = bnx et v = ∆−1
b (x).

Si Φ(M{a,b})[n] = x, alorsv = ∆−1
b (x) = bx et conséquemment,v[x] = x. Par le Lemme

6.4.1, chaque préfixe est de longueur paire et alors, il termine par la lettrea. Maintenant, en uti-

lisant le Lemme du collage (Lemme 5.2.9), la lettrex doit être celle qui rend le motΦ−1(bn−1x)

maximal. Par hypothèse de récurrence, on conclut quex = b.

On a la situation suivante :
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n





b · · · · · · · · · · · · · · · a
b · · · · · · · · · · · · a

b · · · · · · a··
···
··

b0 · · · ba−1

x

·····

�
�

�
�

�
�

�

b

b

b··
···
··

x

De l’égalité∆(m{a,b}) = ∆(M{a,b}) découle le corollaire suivant.

Corollaire 6.4.3 Φ(m{a,b}) = abω.

Ainsi, M{a,b} = ∆(m{a,b}). De plus, commeΦ(M{a,b}) = bω, M{a,b} correspond au mot de

Kolakoski généraliséK(b,a). Cette dernière propriété nous donne directement un algorithme li-

néaire qui engendre les préfixes du mot lisse minimal pour un alphabet pair et donc, du mot

maximal en échangeant les lettres de l’alphabet. Cet algorithme est représenté par le transduc-

teur de la Figure 6.4, oùα ∈ {a, b}.

I b
aa/abb

αα/aαbα
ε/ab−1

Figure 6.4Transducteur engendrantm{a,b} pour un alphabet pair.

Proposition 6.4.4 La fréquence des lettres dans les mots lisses extrémaux sur un alphabet pair

est1/2.

Preuve Comme ce transducteur a deux cycles (un pour chaque lettre) avec le même état

initial, tout chemin infini non périodique va dans ces deux cycles. Comme un nombre égal dea

et deb sont écrits dans chaque cycle, la fréquence de chacune des lettres est12 .

Ce résultat est fort surprenant puisque la fréquence des lettres des mots de KolakoskiK(1,2) et

K(2,1) sont toujours inconnues. En effet, la meilleure borne connue est0.50084 et a été démon-

trée par Chvátal (Chvátal, 1994), qui a construit un algorithme pour approximer la fréquence

des lettres du mot de Kolakoski. Tout récemment, dans (Steinsky, 2006), l’auteur a mis en doute
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cette conjecture en calculant les fréquences des lettres dumot de Kolakoski de longueur 100 à

300 millions. La courbe qu’il obtient ne semble pas converger vers1/2. Par la suite, on trouve

dans (Monteil, Thomasse et Tisserand, 2007) le calcul des fréquences pour des longueurs de

100 milliards. Pour une telle longueur, une situation similaire à celle soulevée par Steinsky est

observée.

Un lemme analogue au Lemme 6.3.1 exhibant la structure palindromique des préfixes des mots

lisses sur un alphabet impair, montre que dans le cas d’un alphabet pair, les préfixes des mots

lisses sont des répétitions.

Lemme 6.4.5 Pour toutu ∈ A≥2 lisse, il existep ∈ A2m tel queΦ−1(u) = p
u[k]
2 .

Preuve Soit w = Φ−1(u). Procédons par récurrence sur la longueur deu. Si lg(u) = 2,

alorsu = αβ, α, β ∈ A et w = αβ = (αα)
β
2 , ainsi p = αα. Supposons maintenant que

l’énoncé est vrai pour toutu tel que lg(u) ≤ k. Soit v ∈ A∗ tel que lg(v) = k + 1. Alors

Φ−1(v) = ∆−1
v[0](Φ

−1(v[1, k])) et par hypothèse de récurrence, pour unp de longueur paire,

Φ−1(v) = ∆−1
v[0](p

u[k]
2 ),

qui peut se réécrire commeΦ−1(v) = (∆−1
v[0](p))

u[k]
2 . On conclut en appliquant le Lemme

6.4.1.

Cette propriété peut être utilisée pour montrer que les motslisses extrémaux sont récurrents,

en adaptant la preuve donnée dans le cas des alphabets pairs.En fait, pour ces alphabets, la

propriété de récurrence est vraie pour tout mot lisse, incluant les mots de KolakoskiK(a,b) et

K(b,a).

Théorème 6.4.6Les mots lisses sont récurrents.

Preuve Soitu ∈ Aω et posonsw = Φ−1(u). Soientf ∈ F (w) etn tel quep = Φ−1(u[0, n−
1]) contientf comme facteur. Posonsq = Φ−1(u[0, (n + 1)]), α = u[n] etβ = u[n + 1]. Par

définition,

∆n(q) = ∆−2
α,u[n−1](β) = ∆−1

u[n−1](αα) · x,
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où ∆−1
u[n−1](αα) termine par la lettreu[n− 1] et x ∈ A∗. Soit q′ le préfixe deq tel que

∆n+1(q′) = αα. Alors w = q′w′ pour un motw′ et en utilisant le lemme du collage, on a

que pour toutk tel que0 ≤ k ≤ n,

∆k(w) = ∆k(q′) · ∆k(w′).

Par le Lemme 6.4.1, si∆k(q′) commence paru[k − 1], alors il termine paru[k − 1]. Il en

découle que∆k(w′) commence paru[k− 1] et par conséquent,w′ contient nécessairement une

autre occurrence dep, donc def .

Proposition 6.4.7 F (m{a,b}) etF (M{a,b}) ne sont pas fermés sous l’image miroir, ni sous la

complémentation.

Preuve Considérons le préfixep = (bbab)b/2 deM{a,b} et supposons que son image mi-

roir p̃ = (abbb)b/2 ∈ F (M{a,b}). Alors, ∆(p̃) = bb serait un facteur de∆(M{a,b}) codantp̃

dansM{a,b}. Par le Lemme 6.4.1, tout facteuraa, ab, ba, bb dans∆(M{a,b}) code un facteur

deM{a,b} commençant parb et terminant para. Contradiction. Pour la non fermeture sous la

complémentation, il suffit d’observer que pour ce préfixep, on ap̃ = p.

6.4.1 Factorisation de Lyndon

Nous allons maintenant montrer que le mot lisse minimal sur un alphabet pair est un mot de

Lyndon infini. D’abord, quelques lemmes sont préalables.

Lemme 6.4.8 Soitwn = Φ−1(bn). Alors, pourn ≥ 3, wn = (v
b/2
1 v

b/2
2 )b/2, avecv2 < v1,

v2 /∈ Pref(v1) et lg(v1), lg(v2) paires.

Preuve Procédons par récurrence surn. On peut facilement calculer

w1 = b, w2 = bb et donc, w3 = (bbab)b/2 = ((bb)b/2(aa)b/2)b/2.

Commeaa < bb, aa /∈ Pref(bb), lg(aa) et lg(bb) sont paires, la propriété est vérifiée pour

n = 3. Supposons maintenant que l’énoncé est vrai pour tout3 ≤ k ≤ n. Alors

wn+1 = ∆−1
b (wn) = ∆−1

b ((v
b/2
1 v

b/2
2 )b/2) = [(∆−1

b (v1))
b/2(∆−1

b (v2))
b/2]b/2,
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avec lg(∆−1
b (v1)) et lg(∆−1

b (v2)) paires, par le Lemme 6.4.1. Par la Proposition 5.2.22,v2 est

préfixe de∆−1
b (v2) etv1 est préfixe de∆−1

b (v1). Commev2 < v1 etv2 n’est pas préfixe dev1,

∆−1
b (v2) < ∆−1

b (v1) et∆−1
b (v2) /∈ Pref(∆−1

b (v1)).

Notation 6.4.9 Soitwn = (v
b/2
1 v

b/2
2 )b/2. Alors,∀n ≥ 3, wn désigne le mot(va/2

1 v
a/2
2 )b/2.

Lemme 6.4.10Soitwn = Φ−1(bn). Pourn ≥ 4,

i) wn = (wn−1wn−1)
b/2 ;

ii) wn−1 < wn−1, wn−1 /∈ Pref(wn−1) et lg(wn−1), lg(wn−1) sont paires ;

iii) u1, u2 ∈ L, oùwn = u
b/2
1 etwn = u

b/2
2 .

Preuve Procédons par récurrence surn. Par calcul direct, on obtient

w1 = b, w2 = bb, w3 = (bbab)b/2 et w4 = ((bbab)b/2(baaa)b/2)b/2.

Commew3 = (bbab)b/2 = (baaa)b/2, on a bienw4 = (w3 · w3)
b/2. Ainsi, i) est vérifié pour

n = 4. Commew3 = (baaa)b/2 < (bbab)b/2 = w3, w3 /∈ Pref(w3), lg(w3) = b2 et lg(w3) =

ab, ii) est aussi vérifiée. Finalement,w4 = (u1)
b/2, oùu1 = (bbab)b/2(baaa)b/2, w4 = (u2)

b/2,

u2 = (bbab)a/2(baaa)a/2 etu1, u2 ∈ L. Supposons maintenant que les trois énoncés sont vrais

pour tout4 ≤ k ≤ n.

i) wn+1 = ∆−1
b (wn) = ∆−1

b ((wn−1wn−1)
b/2). Par hypothèse de récurrence, lg(wn−1) et

lg(wn−1) sont paires. On a donc

wn+1 = ∆−1
b ((wn−1wn−1)

b/2) = [∆−1
b (wn−1)∆

−1
b (wn−1)]

b/2.

Posonswn−1 = (v
b/2
3 v

b/2
4 )b/2. Alors,wn−1 = (v

a/2
3 v

a/2
4 )b/2,

wn = ∆−1
b (wn−1) = [(∆−1

b (v3))
b/2(∆−1

b (v4))
b/2]b/2

et

∆−1
b (wn−1) = [(∆−1

b (v3))
a/2(∆−1

b (v4))
a/2]b/2 = wn.

Ainsi, wn+1 = (wnwn)b/2.
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ii) Par le Lemme 6.4.8 et par i),wn = (v
b/2
1 v

b/2
2 )b/2 etwn = (v

a/2
1 v

a/2
2 )b/2 avecvb/2

1 = wn−1

et vb/2
2 = wn−1. Par hypothèse de récurrence,wn−1 < wn−1 etwn−1 /∈ Pref(wn−1). Comme

v2 /∈ Pref(v1) etv2 < v1, on a

wn = v
a/2
1 v

a/2
2 s < v

a/2
1 v

(b−a)/2
1 s′ = wn, s, s

′ ∈ A
∗.

On a aussi quewn /∈ Pref(wn) et leurs longueurs sont respectivementab(v1 + v2)/2 etb2(v1 +

v2)/2, qui sont paires.

iii) En utilisant i) et ii), on awn+1 = (wnwn)b/2 = u
b/2
3 , avecwn < wn. Alors,u3 = wnwn =

wn · wn. Par le Lemme 5.5.2, on awn < wn ⇐⇒ wn < wn. De plus, par hypothèse,

wn = u
b/2
1 , wn = u

b/2
2 , avecu1, u2 ∈ L. En utilisant le Corollaire 6.1.3, on obtient queu3 ∈ L.

Considérons maintenantu4 satisfaisantwn+1 = u
b/2
4 . En utilisant le Lemme 6.4.8, on sait que

u3 = v
b/2
1 v

b/2
2 et alors, queu4 = v

a/2
1 v

a/2
2 , avecv2 < v1. Ainsi,u4 = v1

a/2v2
a/2, avecv1 < v2.

On conclut en utilisant le Corollaire 6.1.3.

Théorème 6.4.11m{a,b} ∈ L∞.

Preuve Par le Théorème 6.4.2,Φ(M{a,b}) = bω. Posonswn = Φ−1(bn). Alors,

M{a,b} = lim
n→∞

wn.

Par le Lemme 6.4.10, on sait quewn = (wn−1wn−1)
b/2, avecwn−1wn−1 ∈ L. Comme

m{a,b} = M{a,b} = lim
n→∞

(wn),

lg(wn) < lg(wn+1) et par la Proposition 5.2.22, on conclut.

Dans ce chapitre, nous avons montré certaines des conjectures de Dekking pour les mots ex-

trémaux pour des alphabets de même parité : récurrence, fréquences des lettres, fermeture sous

image miroir et sous complémentation. Déterminer les fréquences des lettres pour les mots ex-

trémaux sur des alphabets impairs demeure un problème intéressant, tout comme pour les mots

extrémaux sur des alphabets de différentes parités. Les propriétés combinatoires des mots extré-

maux sur des alphabets de différentes parités restent très mystérieuses, tout comme la fonction

de complexité (nombre de facteurs de longueurn) pour tous les mots extrémaux. Il serait aussi

intéressant d’étudier les mots extrémaux sur des alphabetsà plus de deux lettres.



Chapitre VII

SURFACES DISCRÈTES ET MOTS LISSES

Parmi les nombreuses caractérisations des suites sturmiennes vues au Chapitre II, la plus com-

mune en géométrie discrète est l’approximation de droites.Des généralisations des suites stur-

miennes ont été introduites, entre autres, les suites épisturmiennes et les suitesk-équilibrées.

Plusieurs auteurs ont généralisé les suites sturmiennes à deux dimensions : il suffit de penser

aux travaux de (Berthé et Vuillon, 2000; Arnoux, Berthé et Siegel, 2004; Berthé et Tijde-

man, 2004; Durand, Guerziz et Koskas, 2004). Dans (Jamet, 2004), l’auteur introduit les

(1, 1, 1)-surfaces discrètes comme étant la généralisation naturelle des plans discrets introduits

dans (Berthé et Vuillon, 2000; Arnoux, Berthé et Siegel, 2004) et il donne un critère pour dé-

terminer quelles suites à deux dimensions sur l’alphabet à3 lettres{1, 2, 3} codent une(1, 1, 1)-

surface discrète. Comme il est possible d’associer un pavage du quart de plan autant à un mot

lisse infini qu’à une(1, 1, 1)-surface discrète, nous nous sommes interrogés sur la relation entre

les pavages lisses et les(1, 1, 1)-surfaces discrètes.

Dans ce chapitre, nous caractérisons donc les(1, 1, 1)-surfaces discrètes introduites dans (Ja-

met, 2004) qui sont décrites par un pavage lisse. Nous rappelons d’abord les définitions préa-

lables concernant les surfaces discrètes. Puis, nous décrivons la bijection entre une surface dis-

crète et un pavage du plan. Nous montrons finalement que les seuls mots lisses engendrant de

telles surfaces sont les motsK(3,1), 1K(3,1) et2K(3,1), où

K(3,1) = 33311133313133311133313331 · · ·

est le mot de Kolakoski généralisé sur l’alphabet{1, 3} commençant par la lettre3.
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Remarque 7.0.12Dans ce chapitre, la notation[a, b] désignera l’intervalle continu dea à b

inclusivement. De plus,Π : R3 −→ {~x ∈ R3 | (~e1 + ~e2 + ~e3, ~x) = 0} est la projection

orthogonale dans le planP0 d’équation(~e1 + ~e2 + ~e3, ~x) = 0.

Dans ce chapitre, pour un alphabetA fixé, on dit queu ∈ AZ
2

est unpavage du plan. Ce pavage

est constitué d’un nombre infini de mots bi-infinis placés lesuns en-dessous des autres.

Les résultats de ce chapitre font l’objet de l’article (Jamet et Paquin, 2005).

7.1 Surfaces discrètes

Dans cette section, nous définissons ce que sont les plans discrets et les(1, 1, 1)-surfaces dis-

crètes, puis nous rappelons certains résultats les concernant qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 7.1.1 Soit {~e1, ~e2, ~e3}, la base canonique de l’espace euclidienR3. Un élément de

Z3 est appelé unvoxel.

Le nomvoxelprovient de la contraction devolumetric pixel: un pixel en trois dimensions.

Définition 7.1.2 Le cube unité fondamentalC est l’ensemble défini par

C =
{
x1 ~e1 + x2 ~e2 + x3 ~e3 | (x1, x2, x3) ∈ [0, 1]3

}
.

Définition 7.1.3 Soit ~x ∈ Z3. Le cube unité pointé par~x est l’ensemble~x + C : le cube unité

fondamental auquel la translation~x a été appliquée.

Notation 7.1.4 On noteP, le plan d’équation(~v, ~x) = µ avec~v ∈ R3
+, µ ∈ R et (~v, ~x) =

v1x1 + v2x2 + v2x3 est le produit scalaire usuel des vecteurs~v et~x.

Définition 7.1.5 SoitP, un plan d’équation(~v, ~x) = µ. SoitCP, l’union des cubes unités poin-

tés par un voxel~x ∈ Z3 et intersectant le demi-espace ouvert(~v, ~x) < µ. On appelleplan

discret associé à l’ensembleP, le sous-ensemblePP = CP \
◦

CP deCP, oùCP (resp.
◦

CP) est la

fermeture (resp. l’intérieur) de l’ensembleCP dansR3, avec sa topologie usuelle.
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Définition 7.1.6 On définit les3 faces fondamentalestelles qu’illustrées à la Figure 7.1 par

E1 = {x2
−→e2 + x3

−→e3 | (x2, x3) ∈ [0, 1[2},

E2 = {−x1
−→e1 + x3

−→e3 | (x1, x3) ∈ [0, 1[2},

E3 = {−x1
−→e1 − x2

−→e2 | (x1, x2) ∈ [0, 1[2}.

−→e1 −→e2

−→e3

(a) Face de type 1.

−→e1 −→e2

−→e3

(b) Face de type 2

−→e1 −→e2

−→e3

(c) Face de type 3

Figure 7.1Les3 faces fondamentales.

Définition 7.1.7 Soit~x ∈ Z3 et k ∈ {1, 2, 3}. L’ensemble~x + Ek est appelé uneface pointée

de typek. Le vecteur~x est appelé lesommet distinguéde~x+ Ek.

On a alors le théorème suivant.

Théorème 7.1.8(Arnoux, Berthé et Siegel, 2004)Soit un plan discretPP et soit VP l’en-

semble de ses sommets. Supposons que le planP admette un vecteur normal~v ∈ R3
+.

i) L’ensemblePP est partitionné en faces pointées.

ii) Les fonctionsΠ|VP
: VP −→ Π

(
Z3
)

et Π|PP
: PP −→

{
~x ∈ R3 | (~e1 + ~e2 + ~e3, ~x) = 0

}

sont bijectives.

Définissons maintenant les(1, 1, 1)-surfaces discrètes.

Définition 7.1.9 (Jamet, 2004) Une union disjointeS ⊆ R3 de faces pointées est une(1, 1, 1)-

surface discrètesi la fonction

Π|S : S −→ P0

~x 7→ Π(~x)

est bijective. L’ensembleVS = S ∩ Z3 est appelél’ensemble des sommetsdeS.
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−→e1 −→e2

−→e3

Figure 7.2Un morceau de surface discrète.

Pour la suite, afin d’alléger le texte, nous appelons les(1, 1, 1)-surfaces discrètes dessurfaces

discrètes. La Figure 7.2 donne un exemple de surface discrète.

Avant de montrer comment associer un pavage du plan sur l’alphabet{1, 2, 3} à n’importe

quelle surface discrèteS, rappelons un lemme technique.

Lemme 7.1.10SoitS une surface discrète. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

i) La fonction

Π|VS
: VS −→ Γ = Π

(
Z3
)

~x 7→ Π(~x)

est bijective.

ii) Tout sommet~x deVP est le sommet distingué d’une unique face pointée.

Le Lemme 7.1.10 permet d’associer un pavage du plan sur l’alphabet{1, 2, 3} à n’importe

quelle surface discrèteS comme suit.

Proposition 7.1.11 SoitΓ = Π(Z3) = ZΠ(~e1) ⊕ ZΠ(~e2). On identifieΓ et Z2 par l’isomor-

phisme

Ψ : Z2 −→ Γ

(m,n) 7→ mΠ(~e1) + nΠ(~e2).

À toute surface discrèteS, on associe le pavage de planu ∈ {1, 2, 3}Z2
tel que∀(m,n) ∈

Z2, ∀k ∈ {1, 2, 3},

um,n = k si et seulement siΠ−1
|VS

(mΠ(~e1) + nΠ(~e2)) est du typek dansS.
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En d’autres termes,um,n = k si la pré-image des pointsmΠ(~e1) + nΠ(~e2) est du typek dans

S.

La Figure 7.3 illustre comment un morceau de surface discrète est en bijection avec un pavage

du plan.

1

1

2
1

3

1

1
2

2

3

1

3

3

1

2

2

3

3
3

2

1

3

2

3
3

2

2

3

3

−→e1

−→e1 −→e2

−→e2

Figure 7.3Exemple de surface discrète associée à un pavage de plan.

Il est naturel de se demander sous quelles conditions un pavageu ∈ {1, 2, 3}Z
2

code une surface

discrète. La section suivante rappelle ces conditions.

7.2 Reconnaissance de surfaces discrètes

Après avoir rappelé plusieurs définitions, nous énonçons dans cette section le théorème fournis-

sant une condition nécessaire et suffisante pour déterminersi un pavageu ∈ {1, 2, 3}Z2
code

une surface discrète ou pas.

Définition 7.2.1 Soit A un alphabet fini. SoitΩ un sous-ensemble fini deZ2. Une fonction

w : Ω −→ A est appelé unmotif fini pointé sur l’alphabetA.
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Définition 7.2.2 Une formeΩ de Z2 est la classe d’équivalence deΩ ⊆ Z2 pour la relation

d’équivalence

Ω ∼ Ω′ ⇐⇒ ∃(v1, v2) ∈ Z2, Ω1 = Ω2 + (v1, v2).

Définition 7.2.3 Soit Ω un sous-ensemble fini deZ2. Un motif finiw de formeΩ est la classe

d’équivalence d’un motif fini pointéw : Ω −→ A pour la relation d’équivalence suivante : pour

toute pairew : Ω −→ A etw′ : Ω −→ A de motifs finis pointés,w ∼ w′ si et seulement s’il

existe un élément(v1, v2) ∈ Z2 tel que

Ω = Ω′ + (v1, v2) et∀(m,n) ∈ Ω, wm,n = w′
m+v1,n+v2.

Dans le but de simplifier les notations, à partir de maintenant, nous notons les motifs finisw au

lieu dew et les formesΩ au lieu deΩ.

Définition 7.2.4 Soit u ∈ AZ
2
, un pavage du plan sur l’alphabetA et soitw : Ω −→ A un

motif pointé fini. Uneoccurrencedew dansu est un élément(m0, n0) ∈ Z2 tel que pour tout

(m,n) ∈ Ω, wm,n = um0+m,n0+n.

Définition 7.2.5 L’ensemble des motifs finis apparaissant dansu est appelé lelangagedeu et

est dénotéL(u). Pour une formeΩ donnée, l’ensemble des motifs finis de formeΩ apparaissant

dansu est appelé leΩ-langagedeu et est dénotéLΩ(u).

Définition 7.2.6 SoitΩ une forme. La fonction deΩ-complexité deu notéePΩ est définie par

PΩ : AZ2 −→ N ∪ {∞}
u 7→ Card(LΩ(u)).

Définition 7.2.7 La forme équerreest la classe d’équivalence des ensembles

{(m,n); (m,n + 1); (m + 1, n + 1)},

pour(m,n) ∈ Z2, pour la relation∼ décrite à la Définition 7.2.3.

La Figure 7.4 illustre différents mots de la forme équerre apparaissant dans un pavageu donné.
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1
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Figure 7.4Exemples de mots équerres apparaissant dans un motu ∈ {1, 2, 3}Z
2
.

1
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2
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22
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3
3

3

333
3

3

3 33
3

m
n

x y

z

Figure 7.5 Gauche : Les mots équerres autorisés. Droite : La représentation en 3 dimensions

des mots équerres autorisés.

Théorème 7.2.8(Jamet, 2004)Soitu ∈ {1, 2, 3}Z
2
. Le pavageu décrit une surface discrète

si et seulement si le langage équerre deu est inclus dans l’ensemble de motifs de la Figure 7.5.

La Figure 7.6 donne un exemple de bijection entre un mot équerre et sa représentation en3

dimensions.

7.3 Mots lisses infinis décrivant des morceaux de surfaces discrètes

Notre objectif est maintenant de caractériser les mots lisses infinis sur l’alphabet{1, 2, 3} pour

lesquels le pavage du quart de plan associé décrit un morceaude surface discrète. Nous mon-

trons qu’il n’existe que trois pavages lisses décrivant desmorceaux de surfaces discrètes.
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PSfrag

1

2

3

(a)

−→e1

−→e2
1

2
3

(b)

−→e1 −→e2

1

2
3

(c)

−→e1 −→e2

1

2
3

(d)

Figure 7.6Exemple de la bijection d’un motif équerre et de sa représentation en3 dimensions.

Lemme 7.3.1 Tout mot équerre peut se prolonger vers la droite en utilisant l’ensemble des

mots équerres de la Figure 7.5.

Cette construction se représente par

p :

Exemple 7.3.2Le motif

3

3

3

peut se prolonger vers la droite en utilisant les motifs de laFigure 7.5 de seulement deux façons :

ou

3

3 3

3

3

3

33

3

3 3

3

3

3

3 1

Lemme 7.3.3 Tout pavage peut se prolonger en utilisant la définition de préfixe lisse. Cette

construction se représente par

s :
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et est définie parRi = Dr(Ri−1), oùRi désigne lai-ième rangée du pavage etDr dénote la

dérivée à droite d’un mot lisse.

Exemple 7.3.4En utilisant la conditions, le pavage de la Figure 7.7 (a) est prolongé comme

l’illustre la Figure 7.7 (b).

11

11

2

2

222 33 3

(a)

1

1

11

1

2

2

2

2

2

222 33 3

(b)

Figure 7.7Exemple de prolongement qui utilise la conditions.

Voici maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 7.3.5Soit un mot lisse infiniw ∈ {1, 2, 3}ω . Le pavage du quart de plan associé à

w décrit un morceau d’une surface discrète si et seulement siw ∈ {K(3,1), 1K(3,1), 2K(3,1)}.

Preuve Par élimination et en utilisant les mots équerres autorisésde la Figure 7.5 et la condi-

tion s, on obtient que les seuls mots équerres pouvant être le coin supérieur gauche du pavage

lisse décrivant un morceau de surface discrète sont ceux de la Figure 7.8.

1: 2: 3: 4:

5: 6: 7:

1

1
1

1
1

2
22

22

2

2
2 3

3

33

3
333

Figure 7.8Les motifs possibles pour commencer le pavage.

Les 5 autres motifs sont nécessairement exclus, puisqu’ilsne respectent pas la conditions. Nous

procédons ensuite en étudiant chacun des7 cas. Le premier cas est illustré à la Figure 7.9.

Le motif initial peut être prolongé de4 façons en utilisant les motifs autorisés de la Figure 7.5.

Dans les deux premières prolongations du mot initial, la condition s n’est pas satisfaite. Ces

dernières sont donc rejetées. Dans la troisième prolongation, si l’on applique la conditions,
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p
(
1K(3,1)

)
1

1

1

11

1

1

1

1 1

1

1

1

1

1

2

22 2

333

3

3

3

3

33 333 33

3

3

3

Figure 7.9Étude du premier cas.

on obtient un motif interdit. Dans la dernière prolongationpossible, le pavage associé au mot

1K(3,1) est obtenu et on le notep(1K(3,1)).

Les autres cas se traitent de façon semblable. Les Figures 7.11, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15 et 7.16 les

illustrent. L’étiquette de la flèche indique quelle condition a été utilisée pour prolonger le motif.

~e1 ~e2

~e3

Figure 7.10Une surface discrète associée au motK(3,1).

Les seuls cas pour lesquels il existe un pavage lisse décrivant un morceau de surface discrète

sont les3 premiers. Pour les4 autres, on obtient des contradictions avec les conditionss etp.

La Figure 7.10 illustre un morceau de la surface discrète associée àK(3,1).

Comme l’association des3 faces fondamentales aux lettres1, 2 et3 est arbitraire, un problème

naturel est de se demander quel serait l’effet d’une permutation des lettres sur notre résultat ?

Est-il toujours valide ? Si non, il serait bien de caractériser, pour chaque permutation, les mots

lisses infinis décrivant un morceau de surface discrète. Un autre problème intéressant est d’utili-
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ser des mots lisses bi-infinis et de caractériser ceux qui ontun pavage lisse décrivant une surface

discrète et non pas seulement un morceau.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

11

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

2

3

333 3

3

33 3

3

3 3

3 3

3

3

3

33

3

3

3

33

3

3

3

33

3

3

33

3

33 3

3

3

333

3

s

ss

pp

pp

pppp

s, p

p
(
2K(1,3)

)

Figure 7.11Cas 2.
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Figure 7.12Cas 3.
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié deux types de mots : les mots équilibrés et les mots lisses.

Pour la première famille de mots, nous avons d’une part généralisé les mots de Christoffel sur

un alphabet à3 lettres et plus, et d’autre part, nous nous sommes intéressés à la conjecture

de Fraenkel. Pour la deuxième famille de mots, nous voulionscaractériser les mots lisses ex-

trémaux et trouver des façons rapides pour les construire. Nous avions aussi pour objectif de

déterminer l’intersection entre la famille des mots lissesinfinis et les surfaces discrètes. Nous

expliquons ici dans quelle mesure nos objectifs ont été atteints en rappelant les principaux ré-

sultats obtenus et nous énonçons certains problèmes ouverts.

Nous avons d’abord défini une nouvelle famille de mots : les mots épichristoffels. Nous avons

vu que ces mots semblaient être la bonne généralisation des mots de Christoffel. En effet, tout

comme les mots de Christoffel, nous avons montré qu’un mot épichristoffel est primitif et s’écrit

toujours de façon unique comme le produit de deux palindromes. Par ailleurs, pour unk-tuplet

de fréquences donné, nous avons fourni un algorithme permettant de déterminer si ces fré-

quences décrivent un mot épichristoffel ou pas. Rappelons que dans le cas de mots de Christof-

fel, il suffit de vérifier si les fréquences sont premières entre elles. De plus, nous avons montré

que tout comme pour les mots de Christoffel, si lek-tuplet décrit les fréquences d’un mot épi-

christoffel, alors ce dernier est unique et nous avons donnéun algorithme pour le construire.

Nous avons aussi montré que certains résultats concernant les mots de Christoffel ne se géné-

ralisent pas toujours directement. Par exemple, le résultat de (de Luca et de Luca, 2006) ne

fonctionne que dans un sens pour les mots épichristoffels : si un motw est tel que sa racine frac-

tionnaire est dans une classe épichristoffelle, alorsw est facteur d’une suite épisturmienne. Pour

finir, nous avons prouvé quew est dans une classe épichristoffelle si et seulement si tousses

conjugués sont facteurs d’une même suite épisturmienne. Nous avons trouvé une construction

analogue à celle des graphes de Cayley pour les mots de Christoffel, mais malheureusement,
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cette dernière ne fonctionne que pour certains mots épichristoffels. Il serait intéressant de par-

venir à caractériser cette sous-classe de mots épichristoffels. De plus, il reste encore beaucoup

de propriétés des mots de Christoffel qui n’ont pas été généralisées aux mots épichristoffels.

Par la suite, nous nous sommes intéressés aux suites satisfaisant la conjecture de Fraenkel. Dans

un premier temps, remarquant que les suites satisfaisant laconjecture de Fraenkel semblent

toutes être des suites épisturmiennes, nous avons caractérisé les suites épisturmiennes équi-

librées et nous avons montré que parmi ces suites, les seulesayant des fréquences de lettres

toutes différentes sont les suites de Fraenkel. Pour prouver la conjecture, il suffirait de montrer

que les suites satisfaisant la conjecture de Fraenkel sont des suites épisturmiennes.

Dans un deuxième temps, nous voulions approcher de la conjecture de Fraenkel en étudiant

la superposition de mots de Christoffel, comme nous avons montré que les suites satisfaisant

la conjecture s’obtiennent par la superposition dek mots de Christoffel. Pour ce faire, nous

avons utilisé les résultats connus de (Simpson, 2004) sur les suites de Beatty et que nous avons

traduits en termes de mots de Christoffel. Ainsi, nous avonsrefait les preuves de Simpson en ex-

plicitant les détails manquant de ses preuves. Nous avons ainsi obtenu une condition nécessaire

et suffisante pour que deux mots de Christoffel se superposent. Notre résultat original dans cette

section est le nombre de superpositions de mots de Christoffel. Nous avons non seulement la

condition qui permet de dire si deux mots se superposent, mais nous avons en plus le nombre de

façons de le faire. Par ailleurs, la traduction des résultats de Simpson nous a permis de trouver de

nouvelles propriétés concernant les mots de Christoffel. Par exemple, un mot de Christoffel de

la formeC(n, qα) s’obtient par la superposition deq conjugués deC(n, α). Il serait intéressant

de généraliser la condition nécessaire et suffisante de superposition de deux mots à trois mots,

dans l’espoir de trouver une jolie condition pour la superposition dek mots et ainsi s’approcher

de la conjecture de Fraenkel.

Le deuxième type de mots sur lequel nous avons travaillé est la famille des mots lisses. Nous

nous sommes intéressés plus particulièrement aux mots lisses extrémaux, c’est-à-dire le plus

petit et le plus grand selon l’ordre lexicographique. Nous avons d’abord étudié les mots lisses

extrémaux sur les alphabets{1, 2} et {1, 3}. Pour le premier alphabet, le meilleur algorithme

pour le construire que nous ayons trouvé est un algorithme nécessitantO(n2) opérations, où
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n est la longueur du préfixe du mot extrémal construit. Pour le deuxième alphabet, après avoir

montré queΦ(m{1,3}) = (13)ω , oùΦ est la bijection naturelle entre les mots lisses et les mots,

cette régularité de la structure des mots extrémaux nous fournit un algorithme qui les construit

en temps linéraire. De plus, nous avons prouvé que le mot minimal sur l’alphabet{1, 3} est

dans le même orbite que le mot de Fibonnaci sous l’opérateur de codage par blocs∆. La dif-

férence entre les deux alphabets nous a donné l’idée d’étudier les mots lisses extrémaux pour

des alphabets à deux lettres de même parité. Ainsi, nous avons montré que pour un alphabet à

deux lettres impaires, nous avons toujoursm{a,b} = (ab)ω et ainsi, il est possible de construire

les mots extrémaux sur cet alphabet en temps linéaire. Nous avons aussi prouvé une formule

récursive pour construire les mots extrémaux sur l’alphabet {1, b} et cette récursion nous a per-

mis de trouver la fréquence des lettres dans les mots extrémaux. Nous avons ensuite prouvé que

l’ensemble des facteurs de tout mot lisse sur un alphabet impair est fermé sous l’image miroir,

et donc, que tout mot lisse est récurrent. Finalement, nous avons montré que pour l’alphabet im-

pair{a < b}, le mot minimal est un mot de Lyndon si et seulement sia = 1. Pour un alphabet à

2 lettres paires, nous avons prouvé queΦ(m{a,b}) = abω et par conséquent, nous avons obtenu

un algorithme linéaire pour construire les mots lisses extrémaux. De cet algorithme, nous avons

déduit la fréquence1/2 pour les lettres des mots extrémaux. Plus encore, nous avonsmontré que

les mots lisses sur un alphabet pair sont récurrents, malgréque l’ensemble des facteurs ne soit

pas fermé sous l’image miroir. Nous avons aussi montré que les mots lisses minimaux sur un

alphabet pair sont tous des mots de Lyndon. Il est intéressant de rappeler que nous avons montré

que les mots maximaux coïncident avec les mots de Kolakoski généralisés. Cela implique que

les propriétés des mots maximaux s’appliquent aux mots de Kolakoksi généralisés, alors que

ces dernières sont encore non prouvées pour le mot de Kolakoski sur l’alphabet{1, 2}. Il serait

intéressant de voir s’il existe d’aussi jolies propriétés pour des alphabets de parité différentes,

avec la plus petite lettre paire. De plus, comme nous avons vuque certains mots lisses minimaux

sont des mots de Lyndon infinis, la question suivante est naturelle : existe-t’il des mots lisses

non minimaux qui sont des mots de Lyndon infinis ?

Pour terminer, nous voulions caractériser l’intersectiondes surfaces discrètes et des mots lisses.

Comme une surface discrète se décrit par un pavage du plan surl’alphabet{1, 2, 3}, nous vou-
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lions savoir quels sont les pavages lisses du quart de plan décrivant un morceau de surface

discrète. Pour ce faire, nous avons utilisé la caractérisation de (Jamet, 2004) des pavages dé-

crivant une surface discrète et la définition des mots lisses. Nous avons construit un mot lisse,

donc un mot décrivant un pavage lisse, en vérifiant à chaque étape s’il satisfaisait les conditions

de Jamet. Par élimination, nous avons montré qu’il n’existeque trois mots lisses pour lesquels

le pavage associé décrit un morceau de surface discrète. Comme l’alphabet{1, 2, 3} servant à

coder la surface discrète a été fixé de façon arbitraire, il serait pertinent de voir l’impact sur

notre résultat du renommage des lettres de l’alphabet.
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