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15 Modèles mathématiques pour la synthèse des systèmes informatiques, S. Brlek (éd.), ACFAS’94, Actes, 1994

16 Produits et coproduits des fonctions quasi­symétriques et de l’algèbre des descentes, C. Malvenuto, 1994
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PAR
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4.1 Espèces des2-arbres exterplans et exterplanaires . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2 Formules d’addition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .94
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C.3 Polynômesbn(t) pourk = 2, 3, 4, 5 etn = 0, . . . , 9 . . . . . . . . . . . 183
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C.5 Coefficients dẽa(x, t) pourk = 2, . . . , 9 etn = 0, . . . , 10 . . . . . . . 189



viii



Liste des figures

0.1 Un2-arbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1 Trois arborescences pondérées étiquetées non isomorphes mais sem-
blables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Un arbre a) non asymétrique, et b) asymétrique . . . . . . .. . . . . . 17

1.3 Un arbre a) étiqueté, b) partiellement étiqueté . . .. . . . . . . . . . . 19
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p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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6.3 Pages dans le cas non orienté pour a)k = 5, b) k = 6 . . . . . . . . . . 142
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Résuḿe

Le principal sujet abordé dans cette thèse est la spécification et l’énumération de classes
de2-arbres. L’outil principal utilisé est la théorie des espèces de structures. Divisée en
six chapitres, cette thèse comporte deux parties.

La première partie, composée de deux chapitres, est consacrée à la théorie des espèces.
Le premier chapitre consiste à introduire sommairement les différentes notions de cette
théorie que nous utilisons dans les chapitres suivants. Nous nous attardons partic-
ulièrement aux concepts d’espèce et de développement moléculaire ainsi que de sub-
stitution généralisée. Par la suite, nous introduisonsen détail les séries indicatrices
associées à ce contexte, ainsi que deux nouvelles espèces à deux sortes,P bic

4 (X,Y ) et
P bic

6 (X,Y ).

Le second chapitre est réservé à l’étude d’une nouvellesérie formelle : la série indica-
trice d’asymétrie translatée. Nous présentons une définition de cette série après avoir
légitimé son introduction. Ensuite, nous établissons le comportement de cette série face
aux opérations combinatoires classiques. Nous en déduisons alors une méthode inédite
pour l’énumération des sous-structures asymétriques,ainsi que des expressions ex-
plicites pour la série indicatrice d’asymétrie translatée des espèces usuelles. Ce chapitre
se termine par une généralisation au cas pondéré du triangle de Pascal.

La deuxième partie, composée de quatre chapitres, est entièrement dédiée à l’étude des
2-arbres. Dans le troisième chapitre, nous définissons l’espèce des2-arbres ainsi que
certaines de ses variations, pour ensuite présenter l’outil fondamental de cette partie, le
théorème de dissymétrie. Nous terminons ce chapitre en proposant la méthode générale
d’énumération des2-arbres basée sur la notion d’espèce quotient.

Le chapitre quatre porte sur la classification par rapport aux symétries des2-arbres
exterplans et exterplanaires. Nous prouvons quatre nouvelles formules d’addition con-
duisant, après utilisation du théorème de dissymétrieet d’équations fonctionnelles, au
développement moléculaire des espèces des2-arbres exterplans et exterplanaires. Nous
en déduisons aisément l’énumération complète de ces structures.

Les chapitres cinq et six traitent du dénombrement des2-arbres solides etk-gonaux,
respectivement. Dans les deux cas, nous obtenons préalablement l’énumération des
structures orientées. Par la suite, en utilisant les espèces quotients, nous déduisons
l’énumération dans le cas non orienté. Pour les2-arbres solides, nous obtenons des for-
mules explicites, tandis que pour les2-arbresk-gonaux, nous établissons des formules
de récurrence pour le dénombrement non étiqueté, ainsiqu’une étude asymptotique.
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Introduction

Le dénombrement et la classification de familles de structures discrètes sont des problè-
mes clés en combinatoire. De nombreuses approches théoriques à ces types de problè-
mes sont disponibles. Dans cette thèse, nous travaillons dans le contexte de la théorie
des espèces de structures. Cette théorie a été introduite par A. Joyal (Joyal, 81) faisant le
lien entre théorie des catégories et combinatoire algébrique. Cette théorie consiste en un
relèvement au niveau des structures des opérations usuelles sur les séries génératrices
exponentielles et tildes (ordinaires) et indicatrices de cycles.

La série indicatrice de cycles est une généralisation dupolynôme indicateur de cycles
de la théorie de Pólya. Ceci permet dans de nombreux cas de résoudre des problèmes
d’énumération, notamment pour les graphes et les compos´es chimiques; voir (Pólya,
37; Pólya et Read, 87), mais également des questions d’énumération pondérée en util-
isant la version pondérée du lemme de Burnside (alias Cauchy-Frobenius); voir (Stock-
meier, 71).

Afin de dénombrer les structures asymétriques (structures dont le stabilisateur est triv-
ial), G. Labelle a introduit une nouvelle série indicatrice appelée la série indicatrice
d’asymétrie, (Labelle, G., 89-1), dans le contexte des espèces de structures. Il a alors
montré que cette série, notéeΓF (x1, x2, . . .), pour une espèce quelconqueF , possède
des propriétés similaires (notamment la stabilité faceaux opérations combinatoires) à
la série indicatrice de cyclesZF (x1, x2, . . .).

Cependant, lors de mes recherches sur le dénombrement asymétrique de certains2-
arbres, j’ai remarqué que la série indicatrice d’asymétrie est incompatible avec la sub-
stitutionF ◦G d’une espèceG à terme constant non nulG(0) 6= 0, c’est-à-dire lorsque
l’espèceG possède des structures sur l’ensemble vide. La première partie de cette thèse
a pour but de contourner cette difficulté. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle
série formelle, lasérie indicatrice d’asyḿetrie translat́ee, qui, pour une espèceF et une
série de poids,ξ, est notéeΓF,ξ. Cette série généralise la série indicatrice d’asymétrie
classique de G. Labelle, au sens oùΓF,0 = ΓF . Un des sujets principaux de cette thèse
est alors de valider la définition deΓF,ξ en étudiant son comportement par rapport aux
opérations combinatoires usuelles (addition, produit, substitution, dérivation, pointage)
et en calculant explicitement cette série pour les espèces couramment utilisées.

L’autre sujet principal abordé dans cette thèse a trait audénombrement et à la classi-
fication par rapport aux symétries de diverses familles de2-arbres, équivalents bidi-
mensionnels des arbres de Cayley. Un2-arbre est essentiellement un graphe simple
composé de triangles attachés entre eux selon leurs arêtes de façon arborescente, à
savoir sans cycle de triangles; voir la figure 0.1 pour une illustration. Les premiers
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Figure 0.1Un 2-arbre

travaux sur ce sujet se trouvent dans (Palmer, 69), pour le d´enombrement étiqueté des
2-arbres, et dans (Harary et Palmer, 73), pour le cas non étiqueté. Les2-arbres généraux
ont de nombreuses propriétés et applications. En effet, d’un point de vue de théorie
des graphes, les2-arbres possèdent la propriété remarquable d’être uniquement tricol-
orables, à savoir, il existe une unique façon de colorer les sommets avec un jeu de trois
couleurs, de sorte que deux sommets adjacents ne reçoiventpas la même couleur. Bien
entendu, l’unicité de cette coloration est considérée `a permutation près des couleurs.
De plus, les2-arbres sont également impliqués en théorie de la classification comme
éléments de base de calcul de distances et dissimilarités d’arbres, en phylogénie ou dans
le contexte des mathématiques sociales; voir (Leclerc et Makarenkov, 98).

La première partie de cette thèse traite essentiellementde résultats théoriques concer-
nant la théorie des espèces de structures. Le chapitre premier a pour but de présenter
sommairement les concepts de cette théorie nous étant utiles. On s’attarde plus partic-
ulièrement sur les notions d’espèce moléculaire (indécomposable sous la somme com-
binatoire), fondamentale en théorie des espèces, et de d´eveloppement moléculaire, ainsi
que sur une introduction précise de la série indicatrice d’asymétrie de G. Labelle.

Deux espèces moléculaires spéciales apparaissent dansla deuxième partie. Ce sont
les espèces à deux sortesP bic

4 (X,Y ) et P bic
6 (X,Y ). Ces espèces sont introduites

et étudiées dans le chapitre 1, ce qui nous permet d’illustrer les concepts de théorie
des espèces préalablement introduits. On calcule notamment les séries associées à ces
espèces, ainsi que leurs dérivées. Ces espèces vont jouer un rôle fondamental pour la
classification des2-arbres exterplans et exterplanaires, via des formules d’addition les
impliquant.

On termine ce chapitre en rappelant deux résultats fondamentaux de combinatoire
énumérative, le théorème de dissymétrie pour les arbres et la formule d’inversion com-
posée de Lagrange. Le théorème de dissymétrie pour les arbres, proposé par P. Leroux
dans le cadre des espèces (Leroux, 88), est une formule reliant l’espèce des arbres à trois
espèces d’arbres pointés associés. Cela entraı̂ne alors des relations au niveau de toutes
les séries génératrices et indicatrices. Ce théorème, après adaptation aux2-arbres, sera



3

l’élément de base de toutes nos démarches.

L’inversion de Lagrange est, quant à elle, un outil très bien connu et très utilisé en com-
binatoire. Elle permet de calculer les coefficients de la série exponentielle (des struc-
tures étiquetées) d’une espèce caractérisée par une ´equation fonctionnelle implicite,
comme celle, par exemple, des arborescences (arbres enracinés), notéeA,

A = X · E(A),

oùE est l’espèce des ensembles.

Dans le chapitre deux, on introduit la nouvelle série formelle appelée série indicatrice
d’asymétrie translatée. On commence par poser le problème légitimant cette nouvelle
série. Ensuite, on propose une définition formelle pour cette série et on étudie son com-
portement face aux opérations combinatoires usuelles, àsavoir, l’addition, le produit, la
substitution, la dérivation et le pointage. Fort de ces résultats, on propose une méthode
générale de dénombrement de sous-structures asymétriques, à savoir des structures par-
tiellement étiquetées et dépourvues de symétrie. On propose également des formules
explicites pour les séries indicatrices d’asymétrie translatées des espèces usuelles : en-
sembles, cycles permutations, arbres,. . .. On s’intéresse aussi au cas des assemblées
d’espèces, généralisant le concept de composantes connexes, et on donne trois groupes
de formules pour les assemblées connexes, circulaires et permutées. De plus, on cal-
cule la sérieΓF,ξ, pour les espècesF des chaı̂nes, involutions, permutations paires
et ensembles orientés, ce dernier cas faisant appel à une nouvelle formule d’addition.
Finalement, on termine ce chapitre avec une généralisation du triangle infini de Pas-
cal. Ceci permet de calculer, à l’aide d’un logiciel de calcul, les séries indicatrices
d’asymétrie translatées pour des espèces moléculaires, connaissant l’expression de leur
série indicatrice d’asymétrie classique.

La seconde partie de cette thèse est entièrement consacr´ee à l’étude de trois types de
2-arbres, les2-arbres exterplanaires, solides etk-gonaux. Le chapitre 3 est un chapitre
introductif général sur les2-arbres. On commence par proposer deux définitions de
ces structures arborescentes ainsi qu’un peu de terminologie relatives à ces structures.
On présente alors les espèces pointées associées aux2-arbres et on prouve le résultat
fondamental de notre étude, le théorème de dissymétriepour les2-arbres, suivant la
méthodologie de Fowler, Gessel, Labelle et Leroux, (Fowler et al., 02). Par la suite,
on introduit une orientation sur les2-arbres. La première étape de nos démarches con-
sistera toujours, dans les chapitres suivants, à analyserle cas orienté, pour ensuite en
déduire le cas non orienté. On introduit alors les2-arbresk-gonaux que nous énumérons
dans le chapitre 6 selon le nombres dek-gones et selon le périmètre. Ensuite, on définit
l’espèce fondamentaleB des2-arbres pointés en une arête orientée. Cette espèce est
l’espèce de base de tous nos calculs, et les diverses autresespèces considérées seront
exprimées en fonction deB. On termine ce chapitre avec les espèces quotients liées
aux2-arbres. On propose des relations pour les séries génératrices tildes et indicatrices
de cycles d’espèces de la formeF/Z2, oùZ2 = {1, τ} est un groupe à deux éléments
dont l’action deτ est de renverser l’orientation desF -structures. De telles espèces
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quotients permettent, à partir du dénombrement des structures orientées, de déduire le
dénombrement dans le cas non orienté.

L’objet du chapitre 4 est de classifier par rapport aux symétries les espèces des2-arbres
exterplans et exterplanaires. Un2-arbre estexterplanaires’il est plongeable dans le
plan de sorte que tous les sommets appartiennent à la face infinie. Un2-arbreexterplan
est un2-arbre muni d’un tel plongement. On cherche alors à établir le développement
moléculaire de ces deux espèces. Pour ce faire, on prouve en premier lieu, quatre
formules d’addition relatives aux espècesE2, des ensembles de cardinal deux,C3,
des cycles (orientés) de longueur trois,P bic

4 (X,Y ) et P bic
6 (X,Y ), introduites dans le

premier chapitre. Fort de ces formules d’addition et à partir d’équations fonctionnelles,
ainsi que du théorème de dissymétrie, on déduit ensuitedes expressions explicites pour
tous les coefficients apparaissant dans les deux développements. On utilise alors ces
développements pour obtenir toutes les séries ainsi que leurs coefficients, associées
aux diverses espèces impliquées dans ce chapitre. On présente également une autre
approche pour le dénombrement non étiqueté, qui est due `a Palmer et Read.

Le chapitre 5 traite des2-arbres solides. Ce sont des2-arbres plongés dans l’espace.
Cela signifie que les triangles forment des faces de la structure, ne pouvant s’interpé-
nétrer. Ces structures sont en bijection avec les cactus plans triangulaires considérés à
réflexion près. Le but est ici d’énumérer les2-arbres solides selon le nombre d’arêtes
(ou, de façon équivalente, de triangles) et selon la distribution des degrés des arêtes.
On commence avec le cas orienté, et on obtient des formules explicites pour le dénom-
brement étiqueté et non étiqueté selon les deux paramètres mentionnés ci-haut. Ensuite,
en utilisant le concept d’espèce quotient, on déduit le mˆeme type de résultats pour les
2-arbres solides non orientés.

Le chapitre final de cette thèse, le chapitre 6, est consacr´e à l’étude des2-arbresk-
gonaux. Ce sont des2-arbres libres (sans structure ajoutée) dans lesquels lestriangles
sont remplacés par des polygones de taillek, que l’on appellek-gones. On commence
par caractériser l’espèce fondamentaleB des2-arbresk-gonaux pointés en une arête
orientée. On déduit, de l’équation fonctionnelle queB satisfait, des expressions pour
les coefficients des sériesB(x), B̃(x) etZB(x1, x2, . . .). À partir de ces résultats, on
exprime les espèces pointées orientées du théorème dedissymétrie en fonction deB,
et on déduit facilement le dénombrement des2-arbresk-gonaux orientés étiquetés et
non étiquetés. On passe ensuite au cas des2-arbresk-gonaux non orientés. Il faut ici
traiter deux cas suivant la parité de l’entierk, qui représente la taille des polygones
utilisés dans les2-arbres. Le cas oùk est impair suit des travaux de Fowler et al.
(Fowler et al., 02) utilisant des espèces squelettes, que l’on généralise assez directe-
ment. Le cas oùk est pair est plus complexe est nécessite d’analyser avec précision les
symétries des structures fixées sous le changement d’orientation induit par l’élément
τ ∈ Z2, conformément aux formules du chapitre trois concernant les séries associées
à des espèces quotients. On utilise alors les résultats précédents pour dénombrer les
mêmes objets suivant leur périmètre, à savoir le nombred’arêtes externes que comporte
la structure. Il suffit d’obtenir des versions pondérées de toutes les espèces impliquées
dans l’énumération des cas orientés et non orientés. Notons que dans tous les cas,
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on obtient des formules explicites pour le dénombrement étiqueté et des formules de
récurrence pour le dénombrement non étiqueté. Finalement, dans la dernière section de
ce chapitre, on procède à une étude asymptotique complète, notamment pour le cas non
étiqueté, des2-arbresk-gonaux (non pondérés). Nos travaux généralisent à unk quel-
conque, les résultats asymptotiques pour les arbres traditionnels (k = 2; voir (Otter,
48)) et les2-arbres (k = 3; voir (Fowler et al., 02)).

Les résultats du chapitre 2 sont issus de (Labelle et Lamathe, 04). Les résultats sur les
2-arbres sont publiés ou en voie de publication dans les articles suivants :

• classification des2-arbres exterplanaires (chapitre 4) : (Labelle, Lamathe etLer-
oux, 01; Labelle, Lamathe et Leroux, 03),

• énumération des2-arbres solides (chapitre 5) : (Bousquet et Lamathe, 02; Bous-
quet et Lamathe, Soumis),

• dénombrement des2-arbresk-gonaux (chapitre 6) : (Labelle, Lamathe et Leroux,
02; Labelle, Lamathe et Leroux, 04).
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Partie I

Théorie des esp̀eces
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Chapitre I

ESPÈCES DE STRUCTURES

Ce chapitre a pour but d’introduire sommairement les diversconcepts de la théorie
des espèces de structures qui nous sont utiles pour le dénombrement et la classifica-
tion des diverses classes de2-arbres qui nous intéressent. Nous définissons d’abord le
concept d’espèces de structures pondérées, ainsi que les séries usuelles associées au
contexte des espèces. On s’attache ensuite à l’introduction des espèces moléculaires
et asymétriques, éléments de base de la classification (développement moléculaire) des
structures arborescentes. Après cela, nous étudions uneopération particulière de la
théorie des espèces, à savoir la substitution (composition partitionnelle) généralisée.
Ceci va légitimer l’introduction d’une nouvelle série formelle au chapitre 2, dans le
but de prendre en compte la substitution d’espèces à termeconstant non nul, dans le
cadre de la série indicatrice d’asymétrie. Cette série est introduite à la section suivante,
où l’on s’attache à définir de façon unifiée cette sérieindicatrice et la série indicatrice
de cycles. Nous donnons notamment certaines propriétés fondamentales de ces deux
séries indicatrices. Nous illustrons par la suite les notions précédemment introduites
avec les deux espèces moléculaires spécialesP bic

4 (X,Y ) et P bic
6 (X,Y ), fondamen-

tales dans l’étude des2-arbres exterplanaires (voir chapitre 4). Nous terminons ce
chapitre en donnant deux résultats classiques de combinatoire énumérative, notamm-
nent le théorème de dissymétrie pour les arbres, qui sera, après adaptation, la pierre de
base de tous les résultats relatifs aux2-arbres dans la deuxième partie. Il est à noter,
qu’à moins d’avis contraire, la plupart des résultats de ce chapitre sont issus de (Berg-
eron, Labelle et Leroux, 98).

1.1 Notions d’esp̀eces de structures pond́erées

ConsidéronsK un anneau intègre inclus dansC (par exempleZ, R ou C lui-même)
et une famille dénombrable d’indéterminées distinctes~v = (v1, v2, v3, . . .). On forme
alorsA = K[[~v]], l’anneau des séries formelles en les indéterminées~v à coefficients
dansK .

Définition 1.1.1 Un ensembleA-pondéréest un couple(A,w), où A est un ensemble
quelconque et

w : A −→ A (1.1)
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est une fonction de poids associantà chaqueélémenta ∈ A un poidsw(a) ∈ A. De
plus, la somme|A|w, définie par

|A|w =
∑

a∈A

w(a) (1.2)

est appeĺee le poids total(ou l’inventaire ou le cardinal) de l’ensemble pond́eré (A,w).

Pour que le poids total d’un ensembleA-pondéré soit bien défini, il faut que la somme
(1.2) existe. Dans ce cas, on dit que l’ensembleA-pondéré(A,w) estsommable.

De manière informelle, uneesp̀ece de structures pondéréeest une classe de structures
pondérées étiquetées stable sous les isomorphismes. La définition suivante formalise
cette notion.

Définition 1.1.2 Soit A = K[[~v ]]. Une espèce de structuresA-pond́eréeFw est un
foncteur

Fw : B −→ EA

de la cat́egorieB des ensembles finis et bijections vers la catégorieEA des ensembles
A-pond́erés sommables et des bijections préservant le poids.

SoitU un ensemble fini. On appelleFw-structuresurU , tout éléments ∈ Fw[U ]. On
dit queU est l’ensemble sous-jacent des ou ques est étiquetée par les éléments deU .
On notew(s) le poids des.

On dit que deuxFw-structuress1 et s2 sont isomorphessi l’une est transportable
sur l’autre le long d’une bijectionσ entre leurs ensembles sous-jacents (i.e. s2 =
Fw[σ](s1)). La condition de préservation du poids assure alors que lesdeux struc-
turess1 et s2 ont le même poids. La relation d’isomorphie entre structures définit une
relation d’équivalence. Les classes sont appelées lestypes d’isomorphie(ou structures
nonétiquet́ees).

Deux espècesA-pondéréesFw etGv sont isomorphess’il existe un isomorphisme na-
turel (au sens catégorique)α entre les foncteursFw etGv, α : Fw → Gv. On note
Fw = Gv pour signifier que les espèces pondéréesFw etGv sont isomorphes plutôt
queFw

∼
= Gv. Cela signifie que pour tout ensemble finiU , il existe une bijection

αU : Fw[U ] → Gv[U ] et que cette famille de bijections{αU} commute avec les
réétiquetagesσ : U → V , c’est-à-dire,αV ◦ Fw[σ] = Gv[σ] ◦ αU .

Dans le but d’alléger le texte, on omettra par la suite de mentionner, quand le contexte
est clair, l’anneau de pondérationA.

Plusieurs séries peuvent être associées aux espèces destructures. Les trois plus clas-
siques sont présentées dans la définition suivante.
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Définition 1.1.3 SoitF = Fw une esp̀ece de structures pondérée quelconque. Lasérie
génératrice (exponentielle) des structureśetiquet́ees, not́eeF (x), la série ordinairedes
structures nońetiquet́ees (appeĺee parfoissérie tilde), not́eeF̃ (x), et lasérie indicatrice
de cyclesZF (x1, x2, . . .), assocíeesà l’esp̀eceF , sont les śeries formelles suivantes :

F (x) =
∑

n≥0

fn(w)
xn

n!
, (1.3)

F̃ (x) =
∑

n≥0

f̃n(w)xn, (1.4)

ZF (x1, x2, x3, . . .) =
∑

n≥0

1

n!

∑

σ∈Sn

|FixF [σ]|w xσ1
1 x

σ2
2 x

σ3
3 . . . , (1.5)

où fn(w) et f̃n(w) représentent respectivement les inventaires(pond́erés) desF -struc-
turesétiquet́ees et nońetiquet́ees b̂aties sur un ensemblèa n éléments, et|FixF [σ]|w
est le poids total desF -structures laisśees fixes par la permutationσ.

En d’autres termes,fn(w) représente le poids total de toutes lesFw-structures sur
l’ensemble[n], alors quef̃n(w) repésente celui desFw-structures non étiquetées sur
n points. Par la suite, la série génératrice ordinaireF̃ (x) des structures non étiquetées
est appeléesérie tilde. Lorsque la pondération associée à l’espèceF = Fw est triv-
iale (pour toutF -structures, w(s) = 1), les entiersfn = fn(1), f̃n = f̃n(1) et
|FixF [σ]| = |FixF [σ]|1 désignent les nombres deF -structures sur un ensemble àn
éléments respectivement étiquetées, non étiquetées et laissées fixes parσ ∈ Sn. Notons
que si deux espèces pondéréesFw etGv sont isomorphes, alors les trois séries définies
par (1.3), (1.4) et (1.5) de ces espèces coı̈ncident deux àdeux.

Remarque 1.1.4Les deux séries définies par (1.3) et (1.4) peuvent être obtenues en
spécialisant la série indicatrice de cycles en remplaçant dans (1.5),x1 parx, etxi par
0, pouri ≥ 2, etxi parxi, respectivement :

F (x) = ZF (x, 0, 0, . . .), F̃ (x) = ZF (x, x2, x3, . . .). (1.6)

De multiples opérations ont été définies au niveau des espèces, voir (Joyal, 81; Joyal,
86; Yeh, 86). Les principales sont l’addition, la multiplication, la substitution, la
dérivation et le pointage. Pour des exposés complets à propos de ces opérations, voir
(Bergeron, Labelle et Leroux, 98). Mais, la substitution est la seule de ces opérations
contrainte à une condition sur les espèces. En effet, pourque la substitution de deux
espèces pondéréesF = Fw et G = Gv soit définie, on impose la condition queG
ne possède pas de structure sur l’ensemble vide, ce que l’onnoteG(0) = 0; G(0)
représente le terme constant de l’espèceG. On verra par la suite que l’on peut obtenir
une notion de substitution plus générale moyennant certaines restrictions sur l’espèce
F .
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L’opération d’addition permet, en outre, d’obtenir une d´ecomposition canonique de
chaque espèceF = Fw, sous la forme suivante :

F = F0 + F1 + F2 + F3 + · · · , (1.7)

oùFn représente l’espèceF = Fw restreinte au cardinaln, à savoir, pour tout ensemble
fini U ,

Fn[U ] =

{
F [U ], si |U | = n,
∅, sinon.

(1.8)

Exemple 1.1.5Nous allons illustrer la décomposition canonique présentée ci-dessus
en considérant les espècesE des ensembles etC des cycles orientés. Pour ces deux
espèces, nous pouvons écrire

E = 1 +X + E2 + E3 + . . . =
∑

n≥0

En,

C = X +C2 + C3 + . . . =
∑

n≥1

Cn,

oùEn etCn sont respectivement les espèces des ensembles de cardinaln et des cycles
(orientés) de taillen,E0 = 1, E1 = X = C1.

Cette décomposition est importante et permet, dans de nombreux cas, d’obtenir des
formules relativement simples pour les séries associéesaux espèces, ainsi que des for-
mules énumératives explicites.

Finalement, on définit les puissances d’une espèceF = Fw par

F 0 = 1, Fn = F · F · . . . · F︸ ︷︷ ︸
n fois

, (1.9)

où1 est l’espèce définie par1[U ] = {U}, siU = ∅, et∅ sinon.

1.2 Esp̀eces moĺeculaires et asyḿetriques

Le concept d’espèce moléculaire est central dans la théorie des espèces. En effet, il
est à la base de la classification de structures selon leurs symétries, en permettant de
trier les structures par rapport à leur stabilisateur. C’est ce type de classification, ap-
pelé développement moléculaire, que nous établissons pour les espèces des2-arbres
exterplans et exterplanaires dans la deuxième partie. De plus, dans ce type de classifi-
cation, des structures dépourvues de symétries apparaissent. De telles structures sont
ditesasyḿetriques.

1.2.1 Esp̀ece et d́eveloppement moĺeculaires

Cette section est consacrée à l’introduction des notionsd’esp̀ece moĺeculaire et de
développement moléculaire(ou décomposition moléculaire). On considère ici des espè-
ces non pondérées pour introduire la notion d’espèce moléculaire, ceci ayant pour but
de faciliter la lecture.
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Définition 1.2.1 Une espèce moléculaireM est une esp̀ece ne posśedant qu’un seul
type d’isomorphie.

En d’autres termes, deuxM -structures quelconques sont toujours isomorphes. De telles
espèces sont caractérisées par le fait qu’elle sont ind´ecomposables sous la somme com-
binatoire :

M est moléculaire ⇐⇒ (M = F +G⇒ F = 0 ouG = 0). (1.10)

Il est toujours possible de représenter une espèce moléculaire sous la forme d’une
espèce quotient

M =
Xn

H
, (1.11)

où Xn représente l’espèce des listes (ou ordres linéaires) delongueurn et H est un
sous-groupe du groupe symétrique àn élémentsSn. On écritH ≤ Sn. En fait,H
est lestabilisateurd’une quelconqueM -structure sur l’ensemble[n] = {1, 2, . . . , n},
c’est-à-dire, le sous-groupe deSn dont les éléments fixent laM -structure considérée.
On dit quen est ledegŕe de l’espèceM . C’est en fait le cardinal sur lequel est constru-
ite l’espèce moléculaireM . Une espèce moléculaire est ainsi entièrement déterminée
par la donnée de son degré et de son stabilisateur. Notons que le stabilisateur d’une
structure est aussi appelé songroupe d’automorphismes.

Proposition 1.2.2 Deux esp̀eces moĺeculaires de m̂eme degŕe n, n ∈ N, Xn/H et
Xn/K, où H etK sont des sous-groupes deSn, sontégales(i.e. isomorphes en tant
qu’esp̀eces) si et seulement siH etK sont des sous-groupes conjugués deSn. 2

Donnons dès maintenant quelques exemples d’espèces mol´eculaires usuelles.

Exemple 1.2.3Les espèces moléculaires suivantes sont toutes de degrén et sont obte-
nues en décrivant explicitement le sous-groupe deSn qui stabilise une quelconque de
leurs structures :

• lorsqueH = 1, le sous-groupe trivial deSn, alorsXn/1 = Xn;

• lorsqueH = < ρ >, où ρ est la permutation circulaire (engendrant un groupe
cyclique d’ordren), ρ = (1, 2, . . . n), alorsXn/ < ρ > = Cn, l’espèce des
cycles (orientés) de taillen;

• lorsqueH = Dn, oùDn représente le groupe diédral de degrén, alorsXn/Dn

est l’espèce des polygones de taillen (appelés aussin-gones) et est usuellement
notéePn;

• si maintenant le groupeH estSn lui-même, alors on aXn/Sn = En, l’espèce
des ensembles de cardinaln.
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On noteM l’ensemble des espèces moléculaires. Il est facile de voir que les premiers
éléments de cet ensemble, jusqu’au degré 3, sont

M = {1,X,E2,X
2, E3, C3,XE2,X

3, . . .}. (1.12)

Les espèces moléculaires ont été répertoriées jusqu’au degré 7 jusqu’à présent; voir
(Labelle, J., 85; Chiricota, 93-1; Chiricota, 93-2; Bergeron, Labelle et Leroux, 98).

De plus, chaque espèceF peut être exprimée comme une combinaison linéaire (possi-
blement infinie) à coefficients entiers d’espèces moléculaires, de la manière suivante :

F =
∑

M∈M

fMM, (1.13)

oùfM ∈ N représente le nombre de sous-espèces deF isomorphes àM .

En décomposant l’action du groupe symétrique sur l’espèceF pour chaque degré, on
peut montrer le résultat suivant.

Proposition 1.2.4 Pour chaque esp̀eceF , le d́eveloppement(1.13)est unique. 2

Définition 1.2.5 SoitF une esp̀ece quelconque. Le développement(1.13) est appeĺe
développement moléculaireoudécomposition moléculairede l’esp̀eceF .

Ce développement est puissant puisque, en plus de classifier l’espèceF selon ses symé-
tries (correspondant à chaque type de sous-groupe deSn fixant certainesF -structures),
il contient toutes les séries génératrices usuelles associées à une espèce de structures.

Remarque 1.2.6Dans le cas d’une espèce pondéréeFw, la décomposition (1.13) de-
vient

Fw =
∑

M∈M

fM(w)M, (1.14)

où fM (w) est une série de puissances en les variables de poids, donnant le poids total
des structures non étiquetées déterminant des sous-espèces isomorphes àM .

Exemple 1.2.7Pour illustrer la signification des coefficientsfM(w) dans des expres-
sions de la forme (1.14), considérons l’espèce des arborescences pondérées part pour
chaque noeud interne (racine comprise) et paru pour chaque feuille. Par exemple, en
figure 1.1, nous pouvons voir trois arborescences pondérées de la manière ci-dessus
bâties sur cinq sommets et qui ne sont pasisomorphes. Par contre, ces structures
déterminent des sous-espèces moléculaires isomorphes. On dit que ces structures sont
semblables. On peut voir en effet que leurs stabilisateurs sont conjugués ou encore, ce
qui est souvent plus facile à concevoir, qu’elles peuvent ˆetre réétiquetées de façon telle
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que leurs stabilisateurs soient identiques. Dans le cas pr´esent, l’espèce moléculaire cor-
respondante estX3E2(X). Les deux premières arborescences possèdent le poidsu3t2

et la troisième, le poidsu2t3. Alors, le terme

· · · + (2u3t2 + u2t3)X3E2(X) + · · · (1.15)

apparaı̂t dans le développement moléculaire de l’espèce des arborescences pondérées
comme défini plus haut. Notons que le coefficient 2 dans (1.15) est appelé lamultiplicité
de l’espèce moléculaireX3E2(X) de poidsu3t2.
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Figure 1.1Trois arborescences pondérées étiquetées non isomorphes mais semblables

On peut aussi considérer des espèces plus fondamentales que les espèces moléculaires :
les espècesatomiques.

Définition 1.2.8 On dit qu’une esp̀ece moĺeculaireM 6= 1 est atomiquesi elle est
indécomposable sous l’opération de produit.

Les premières espèces atomiques, jusqu’au degré 4, sont

X,E2, E3, C3, E4, E
±
4 , E2 ◦ E2, P

bic
4 , C4, E2 ◦X2, (1.16)

oùE±
4 = X4/A4 est l’espèce desensembles orientésde taille 4,A4 ≤ S4 étant le sous-

groupe alterné deS4, etP bic
4 = X4/D2, oùD2 est le groupe diédral à quatre éléments,

est l’espèce desquadrilat̀eres bicoloŕes. Un exposé plus détaillé sur les espècesP bic
n ,

pourn ≥ 2 un entier pair, est conduit en section 1.5, dans le cadre d’une généralisation
de ces espèces.

De plus, Yeh, ((Yeh, 86)), a montré que toute espèce moléculaireM se décompose
comme produit d’espèces atomiques de façon unique, à l’ordre des facteurs près. En
gardant à l’esprit que toute espèce pondéréeFw se développe de façon unique comme
combinaison linéaire d’espèces moléculaires, il est alors naturel de considérer les espè-
ces pondérées dans un anneau de séries formelles de la forme

C [[ ~v;X,E2, E3, C3, . . . ]],
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où~v = (v1, v2, v3, . . .) est une famille dénombrable de variables de poids et les espèces
utilisées sont les atomiques.

La notion d’espèce moléculaire peut alors se généraliser au cas d’espèces multisortes
de façon naturelle. Nous traitons ici le cas à deux sortes,la généralisation à un nombre
quelconque de sortes étant immédiate. Considérons deuxsortesX etY . Toute espèce
moléculaire à deux sortesM = M(X,Y ) peut s’écrire

M(X,Y ) =
XnY m

H
, (1.17)

oùH ≤ SXn ×SYm est le stabilisateur d’uneM -structure quelconque. Ici,SXn (resp.SYn )
représente le groupe symétrique de degrén agissant sur les points de sorteX (resp.Y ).

Il est intéressant de noter que, pour une espèce moléculaireM quelconque, l’expression
de la série indicatrice de cycles prend une forme agréablequi en facilite le calcul.

Théorème 1.2.9((Kerber, 86; Labelle, G., Labelle, J., Pineau, 95; Bergeron, Labelle
et Leroux, 98)). SoitM(X,Y ) = XnY m/H une esp̀ece moĺeculaireà deux sortes,
avecH ≤ SXn × SYm. Alors, la śerie indicatrice de cyles deM est donńee par

ZM (x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .) =
1

|H|
∑

h∈H

x
c1(h)
1 x

c2(h)
2 . . . y

d1(h)
1 y

d2(h)
2 . . . , (1.18)

où ci(h) (resp.di(h)), pour i ≥ 1, représente le nombre de cycles de longueuri de la
permutation sur les points de sorteX (resp. de sorteY ) induite par l’élémenth ∈ H,
et |H| désigne le cardinal du groupeH. 2

Finalement, pour conclure sur les espèces moléculaires,considérons deux espèces mo-
léculairesM et N . Alors l’espèceM(N), obtenue par substitution deN dansM ,
reste moléculaire. Par exemple, les espècesE2(E2) etC3(X

2) sont moléculaires. Le
produit de deux espèces moléculaires est lui aussi une espèce moléculaire. De plus, il
est possible de calculer le stabilisateur de l’espèce obtenue par produit ou substitution
de deux espèces moléculaires de la façon suivante.

Proposition 1.2.10 SoientH un sous-groupe deSn etK, un sous-groupe deSm, où
n,m ∈ N. Alors, on a

a)
Xn

H
· X

m

K
=

Xn+m

H ×K
,

b)
Xn

H
◦ X

m

K
=

Xnm

H ≀K , sim > 0,

oùH ×K désigne le produit cart́esien deH parK vu comme sous-groupe deSn+m,
etH ≀K repésente le produit en couronne des actions de groupesH sur [n] etK sur
[m]. 2
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1.2.2 Structures asyḿetriques

Les structures asymétriques sont caractérisées par le fait que leur groupe d’automor-
phismes est réduit à la permutation identité (comme sous-groupe du groupe symétrique)
de son ensemble sous-jacent. Cette notion, dans le contextedes espèces, a été introduite
et discutée par G. Labelle dans (Labelle, G., 89-1; Labelle, G., 92; Labelle, G., 93).

1 2

5

4

3

6

a) b)

1 2

56

4

3

7

8 7

Figure 1.2Un arbre a) non asymétrique, et b) asymétrique

Définition 1.2.11 SoientF = Fw une esp̀ece de structures pondérée, U un ensem-
ble fini quelconque ets uneF -structure sur l’ensembleU . La structures est dite
asymétriquesi son stabilisateur est trivial, c’est-à-dire, pour toute permutationσ sur
U ,

F [σ](s) = s =⇒ σ = 1U . (1.19)

Par exemple, l’arbre présenté en figure 1.2 a) n’est pas asymétrique, puisqu’il admet la
transpositionσ = (46) comme automorphisme. Par contre, celui proposé en figure 1.2
b) est totalement asymétrique, étant donné que seule la permutation identité le fixe sous
son action.

On peut donc considérer la sous-espèce notéeF d’une espèceF = Fw constituée par
l’ensemble desF -structures asymétriques. Cette sous-espèce est appel´eepartie plate
ou encorepartie asyḿetriquede l’espèceF .

Définition 1.2.12 SoitF = Fw une esp̀ece pond́erée. Lapartie asymétriquedeF est
définie, pour tout ensemble finiU , par

F [U ] = {s ∈ F [U ] | s est asymétrique}. (1.20)

Pour une espèceF = Fw quelconque, il peut arriver que l’on aitF = F . Dans ce cas,
on dit queF est une espèceasyḿetrique. La propriété d’asymétrie pour des espèces est
stable sous les opérations suivantes : addition, produit,substitution, pointage.

Exemple 1.2.13Les espècesX, des singletons, etL =
∑

n≥0X
n, des listes, sont

asymétriques. En effet, aucun réétiquetage non triviald’une liste ne peut fixer la struc-
ture de la liste. On déduit aussi que l’espèceXn, n ≥ 1, est asymétrique puisque toute
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sous-espèce d’une espèce asymétrique est elle-même asymétrique. De plus, il est facile
de voir que l’on a

X = X, L = L, E = 1 +X, C = X. (1.21)

Notons aussi que seules les espèces moléculaires de la formeXn, n ≥ 0, sont asymé-
triques. Il est donc évident que toute espèce asymétrique F = F (X) s’écrit de façon
unique comme combinaison linéaire à coefficients entiersdes espècesXn,

F (X) =
∑

n≥0

fnX
n, (1.22)

où fn est le nombre deF -structuresnon-́etiquet́eesconstruites sur un ensemble àn
éléments. Il est à noter que siF est asymétrique, alorsF (x) = F̃ (x) =

∑
n≥0 fnx

n et
ZF = F (x1).

On définit aussi lasérie ǵeńeratrice des structures asymétriques nońetiquet́eesF (x)
d’une espèce pondéréeF quelconque par

F (x) =
∑

n≥0

fn(w)xn, (1.23)

oùfn(w) est le poids total desF -structures asymétriques non étiquetées sur un ensem-
ble àn éléments.

1.3 Substitution (composition partitionnelle) ǵenéralisée

Comme nous l’avons mentionné plus tôt, de nombreuses opérations ont été introduites
dans le contexte des espèces de structures. Ces opérations sont toutes définies pour
des espèces quelconques, hormis l’opération de substitution (pléthystique). En effet,
pour que l’espèceF ◦ G, composée deG = Gv parF = Fw soit définie, il faut que
G(0) = 0, ce qui signifie que l’espèceG ne possède pas de structure sur l’ensemble
vide. On dit alors queG est une espècèa terme constant nul. Il est cependant possible
d’étendre dans certains cas l’opération de substitutionde deux espècesF ◦ G au cas
d’espècesG à terme constant non nul.

Le premier exemple d’utilisation de la substitution d’esp`eces à terme constant non nul
consiste en l’étude desstructures partiellement́etiquet́ees. Une structure partiellement
étiquetée s’obtient d’une structure étiquetée en retirant certaines étiquettes de la struc-
ture, incluant les cas d’aucune étiquette ou de toutes. Pour illustrer cela, considérons
l’espèceadesarbres(de Cayley). En figure 1.3 a), on peut voir un arbre étiquetécom-
portant8 sommets, et, en figure 1.3 b), un arbre partiellement étiqueté que l’on peut
obtenir à partir du premier.

La définition suivante formalise la notion d’espèces de structures partiellement étique-
tées, dans le cas d’une espèce moléculaireM .
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Figure 1.3Un arbre a) étiqueté, b) partiellement étiqueté

Définition 1.3.1 Soit M = M(X) une esp̀ece moĺeculaire quelconque. On définit
l’espèce desM -structures partiellement étiquetées, not́eeM(1 +X), par

M(1 +X) = M(T +X)|T :=1, (1.24)

où T est une sorte auxiliaire de singletons. Plus géńeralement, pour un entierk ≥ 0,
on d́efinit l’esp̀ece desM -structures partiellementk-colorées par

M(k +X) = M(kT +X)|T :=1. (1.25)

Notons que l’espèceM(T+X) est en fait un espèce à deux sortes construite à partir des
sortes de singletonsX etT . La définition précédente signifie alors que pour obtenirune
M -structure partiellement étiquetée, on construit dans un premier temps uneM(T +
X)-structure à deux sortes, puis on retire les étiquettes detous les points de sorteT .

De façon analogue, pour construire uneM(k + X)-structure, c’est-à-dire uneM -
structure partiellementk-colorée, on commence par construire uneM(kT +X)-struc-
ture, à savoir uneM -structure sur les deux sortesT etX de singletons en attachant à
chaque singleton de sorteT une couleuri, 1 ≤ i ≤ k. Ensuite, on désétiquette les
points de sorteT .

De façon encore plus générale, considérons~v = (v1, v2, v3, . . .) une famille dénom-
brable de variables de poids. Soit alorsC [[~v]] l’anneau des séries formelles en les
indéterminées~v. Tout élémentξ ∈ C [[~v]] s’écrit donc

ξ = c1µ1 + c2µ2 + c3µ3 + · · · ,

où, pour i ≥ 1, ci ∈ C et µi ∈ C [[~v]] est un monôme unitaire en les variables
v1, v2, . . .. On généralise alors, pourξ ∈ C [[~v]], à la substitution de1ξ + X dans
une espèce moléculaireM , où 1ξ = Tξ|T :=1 avecTξ = c1Tµ1 + c2Tµ2 + c3Tµ3 +
· · ·, où Tµi représente l’espèce des singletons de sorteT pondérés par le monôme
µi. Concrètement, prenons uneM(Tξ + X)-structure quelconque. Pour obtenir une
M(1ξ + X)-structure, à savoir uneM -structure partiellement étiquetée pondérée, on
désétiquette tous les points de sorteT tout en conservant leur poids. On écrit alors,

M(1ξ +X) = M(Tξ +X)|T :=1. (1.26)
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On préfère dans certains cas utiliser une notation multiplicative pour la pondération. La
relation (1.26) prend la forme

M(ξ +X) = M(ξ · T +X)|T :=1. (1.27)

Nous choisissons ici d’adopter ce profil; on écrira alorsM(ξ +X) où ξ ∈ C [[~v]], par
analogie avecM(k +X), k ∈ N∗.

Considérons maintenant deux espèces pondéréesFw etGv à poids dansC [[~v]], oùGv
est supposée à terme constant non nul. Dans le but d’assurer que la substitutionFw ◦Gv
deGv(X) dansFw(X) soit bien définie, certainesconditions de sommabilité doivent
être satisfaites. Ces conditions suivent : considérons le terme constant deGv,

ξ = Gv(0) ∈ C[[~v]]. (1.28)

Alors, la composéeFw ◦Gv est bien définie si

a) ξ(0, 0, 0, . . .) = 0 etFw(X) est arbitraire (à savoir, le terme constant de la série
ξ est nul),

ou si

b) Fw(X) est une espèce polynomiale (à savoir, il n’existe pas deFw-structure sur
tout ensemble suffisament grand) etGv(X) est arbitraire.

Exemple 1.3.2Soit Fw = E = 1 + X + E2 + E3 + · · ·, l’espèce (non pondérée)
des ensembles finis etGv = v2 + 2v4

3 + v4C3 où C3 représente l’espèce des cycles
(orientés) de longueur trois. Alors,Fw ◦Gv = E ◦ (v2 + 2v4

3 + v4C3) est bien définie
puisque

ξ = Gv(0) = v2 + 2v4
3 , ξ(0, 0, . . .) = 0. (1.29)

Néanmoins, l’espèceE ◦ (4 + v2 + 2v4
3 + v4C3) n’est pas définie car, dans ce cas,

ξ = 4 + v2 + 2v4
3 , ξ(0, 0, . . .) = 4 6= 0, (1.30)

etFw ◦Gv(0) = E(4) = ∞. Enfin, l’espèceE3(4 + v2 + 2v4
3 + v4C3) est bien définie

étant donné que l’espèceE3 est bien évidemment polynomiale.

Notons que, dans le cas où l’on considère une espèceFw polynomiale de degré au plus
d ∈ N∗, alorsFw possède un unique développement de la forme

Fw(X) =
∑

M∈M
deg M≤d

fM(w)M(X),

et on définitFw(ξ +X) par

Fw(ξ +X) :=
∑

M∈M
deg M≤d

fM (w)M(ξ +X). (1.31)

On motive ainsi la définition suivante.
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Définition 1.3.3 SoitGv une esp̀ece dont le terme constant vérifieGv(0) = ξ. On pose
X := G+, oùG+ = G− ξ. Alors,

Fw ◦Gv =
∑

M∈M
deg M≤d

fM(w)M(ξ +X) ◦G+. (1.32)

Intéressons nous maintenant au calcul explicite du terme constant deM(ξ+X), oùM
est une espèce moléculaire etξ ∈ C [[~v]]. Ce terme constant est donné parM(ξ) =
M(ξT +X)|X:=0

T :=1
.On obtient alors une formule explicite permettant le calcul deM(ξ)

à partir de la série indicatrice de cyclesZM de l’espèceM .

Proposition 1.3.4 SoitM une esp̀ece moĺeculaire etξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · ∈ C [[~v]].
Alors, on a

M(ξ) = ZM (ξ1, ξ2, ξ3, . . .), (1.33)

où, pourk ≥ 1, ξk = c1µ
k
1 + c2µ

k
2 + · · · etZM (x1, x2, . . .) est la śerie indicatrice de

cycles deM .

Preuve. Considérons d’abord le cas oùξ = 1. En utilisant (1.38), (voir plus loin), il
vient successivement

M(1) = M(X)|X:=1 := cardinal ou poids total des types deM -structures

= σ̃M (1, 0, 0, . . .)

= ZM (1, 1, 1, . . .), (1.34)

où σ̃M est définie par (1.38). Considérons désormaisξ ∈ N[[~v ]]. On peut alors écrire

ξ = n1µ1 + n2µ2 + · · · ,

où, pouri ≥ 1, ni ∈ N et µi ∈ N [~v] sont des monômes unitaires. Alors, la notation
multiplicativeξX signifie,

ξX = c1Xµ1 + c2Xµ2 + · · · = c1µ1X + c2µ2X + · · · ,

oùµX := Xµ, par définition. On a alors,

ZξX = c1µ1ZX + c2µ2ZX + · · · = (c1µ1 + c2µ2 + · · ·)ZX = ξx1.

On en déduit,

M(ξ) = (M ◦ ξX)(1)

= (ZM◦ξX)(1, 1, 1, . . .)

= ZM (ξ1x1, ξ2x2, ξ3x3, . . .)|xi:=1

= ZM (ξ1, ξ2, ξ3, . . .), (1.35)
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oùξi = pi ◦ ξ = n1µ
i
1 +n2µ

i
2 + · · ·, pi étant laiième somme de puissances et(ZξT )k =

pk ◦ZξT . Le cas général oùξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · ∈ C[[ ~v ]] découle alors du principe
du prolongement des identités polynomiales (Bergeron, Labelle et Leroux, 98) étant
donné que les deux membres de (1.33) sont des polynômes enc1, c2, . . . qui coı̈ncident
lorsquec1, c2, . . . ∈ N.

Etant donné que toute espèceF = Fw s’écrit comme combinaison linéaire d’espèces
moléculaires et par la linéarité de la série indicatrice de cycles face à l’opération d’addi-
tion, on déduit le résultat suivant.

Corollaire 1.3.5 SoitF = Fw une esp̀ece pond́erée quelconque vérifiant les conditons
de sommabilit́e etξ ∈ C [[~v]]. Alors, on a

Fw(ξ) = ZFw(ξ1, ξ2, ξ3, . . .). (1.36)

2

1.4 Śeries indicatrices

Soit F = Fw une espèce pondérée quelconque. Deux séries indicatrices principales
peuvent être associées à l’espèceF : la série indicatrice de cyclesZF (x1, x2, . . .) et la
série indicatrice d’asymétrieΓF (x1, x2, . . .). Dans le but d’introduire ces deux séries
de façon unifiée, nous considérons une famille dénombrable ~t = (t1, t2, . . .) de vari-
ables formelles auxiliaires qui n’apparaissent pas dans lepoids originalw. Nous for-
mons alors une nouvelle espèce pondérée, notéeFw,~t dont les structures sont desFw-
structures colorées au sens suivant : uneFw,~t -structure sur un ensemble finiU est
un couple(f, c) où f est uneFw-structure surU et c est une coloration,c : U −→
{1, 2, 3, . . .}. Lew,~t-poids de la structure(f, c) est alors donné par l’expression suiv-
ante

w(f)
∏

u∈U

tc(u). (1.37)

Un automorphisme d’une structure(f, c) est une permutationσ : U −→ U qui est un
automorphisme def préservant la coloration,i.e., c = c ◦ σ. Lew,~t-poids est alors un
monôme dont les variables incluent certainsti. Par exemple, la figure 1.4 montre un
arbre construit sur l’ensemble[8] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} coloré et pondéré de la façon
décrite au-dessus, où le poids original d’un arbre étaitu élevé à une puissance égale au
nombre de feuilles de l’arbre (par convention dans cette figure, si un noeudx est coloré
c(x), alors le poidstc(x) est attaché à ce noeud).

En retirant les étiquettes desFw,~t -structures, tout en conservant leur poids, deux fonc-
tions symétriques,̃σFw(t1, t2, t3, . . .) etσFw(t1, t2, t3, . . .) en les variablesti, sont as-
sociées à chaque espèceFw, comme suit :

σ̃Fw(t1, t2, t3, . . .) = poids total desFw,~t -structures non étiquetées,

σFw(t1, t2, t3, . . .) = poids total desFw,~t -structuresasymétriques

non étiquetées.
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Figure 1.4Un arbre coloré sur[8] de poidsu5t31t
2
3t4t8t13

Les figures 1.5 et 1.6 décrivent respectivement uneFw,~t -structure non étiquetée typ-
ique, pourFw l’espèce des arbres pondérés par leur nombre de feuilles, et uneFw,~t -
structure non étiquetée asymétrique typique, ayant toutes deux le poidsu5t31t

2
3t4t8t13.

Remarquons que si l’on oublie la coloration dans la figure 1.6, la structure n’est plus
asymétrique et le poids devientu5.
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Figure 1.5Arbre coloré typique non étiqueté de poidsu5t31t
2
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Figure 1.6Arbre coloré asymétrique typique non étiqueté de poidsu5t31t
2
3t4t8t13

Il est bien connu dans la théorie des fonctions symétriques (voir par exemple (Macdon-
ald, 95)) que les sommes de puissances en les variablesti, i ≥ 1, définies par

pk = pk(t1, t2, t3, . . .) =
∑

i≥1

tki , k = 1, 2, 3, . . . ,



24

forment une base algébrique de l’anneau des fonctions sym´etriques en lesti, i ≥ 1.
Cela signifie que toute fonction symétrique en lesti s’écrit de façon unique comme une
série de puissances enp1, p2, p3, . . .. En particulier, (voir (Bergeron, Labelle et Leroux,
98; Labelle, G., 89-1)), les séries indicatricesZFw et ΓFw , peuvent être définies dans
cette base.

Proposition 1.4.1 SoitFw une esp̀ece pond́erée. Alors, la śerie indicatrice de cycles
ZFw(p1, p2, p3, . . .) est l’unique śerie satisfaisant

ZFw(p1, p2, p3, . . .) = σ̃Fw(t1, t2, t3, . . .). (1.38)

2

Définition 1.4.2 Pour toute esp̀ece pond́eréeFw, la śerie indicatrice d’asyḿetrie

ΓFw(p1, p2, p3, . . .)

est l’unique śerie satisfaisant

ΓFw(p1, p2, p3, . . .) = σFw(t1, t2, t3, . . .). (1.39)

Remarque 1.4.3Notons que la formule (1.38) caractérisant la série indicatrice est
équivalente à la formule (1.5). Ceci peut être établi enutilisant la théorie de Pólya.
On aurait ainsi pu utiliser (1.38) pour définirZFw . Cependant, la formule (1.5) est
souvent plus adaptée au calcul explicite de la série indicatrice de cycles.

Ces deux séries indicatrices sont très importantes sachant qu’elles incluent les trois
séries génératrices que l’on a considérées, à titre de spécialisations. Le résultat suivant
explicite ce lien.

Proposition 1.4.4 SoitF = Fw une esp̀ece pond́erée. Alors, on a

F (x) = ZF (x, 0, 0, . . .) = ΓF (x, 0, 0, . . .), (1.40)

et
F̃ (x) = ZF (x, x2, x3, . . .), F (x) = ΓF (x, x2, x3, . . .). (1.41)

2

Pour le cas d’espèces à deux sortes, la proposition préc´edente prend la forme suvante :

F (x, y) = ZF (x, 0, . . . ; y, 0, . . .) = ΓF (x, 0, . . . ; y, 0, . . .),

F̃ (x, y) = ZF (x, x2, . . . ; y, y2, . . .), (1.42)

F (x, y) = ΓF (x, x2, . . . ; y, y2, . . .).

Finalement, on dispose d’une formule explicite permettantle calcul de la série indica-
trice d’asymétrie pour une espèce moléculaire à deux sortesM(X,Y ).



25

Théorème 1.4.5((Bergeron, Labelle et Leroux, 98; Kerber, 86; Labelle, G.,Labelle,
J., Pineau, 95; Pineau, 95)). SoitM(X,Y ) = XnY m/H une esp̀ece moĺeculaire à
deux sortes, avecH ≤ SXn × SYm. Alors, la śerie indicatrice d’asyḿetrie deM est
donńee par

ΓM (x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .)

=
1

|H|
∑

V≤H

µ({1}, V )x
c1(V )
1 x

c2(V )
2 . . . y

d1(V )
1 y

d2(V )
2 . . . , (1.43)

où la somme est prise sur les sous-groupesV deH, {1} est le sous-groupe identité de
H, µ({1}, V ) représente la valeur de la fonction de Möbius dans le treillis des sous-
groupes deH et ci(V ) (resp.di(V )) désigne le nombre d’orbites possédanti éléments
de sorteX (resp.Y ) par rapport à l’action naturelle deV sur [n] (resp.[m]). 2

1.5 Les esp̀ecesP bic
4 (X, Y ) et P bic

6 (X, Y )

L’objet de cette section est l’étude de deux espèces moléculaires (non pondérées) spé-
cialesP bic

4 (X,Y ) etP bic
6 (X,Y ). Ces espèces jouent un rôle fondamental dans la clas-

sification de l’espèce des2-arbres exterplanaires. On s’attache ici à illustrer les divers
concepts précédemment introduits. Notons que les résultats de cette section sont nou-
veaux et proviennent de (Labelle, Lamathe et Leroux, 01; Labelle, Lamathe et Leroux,
03). Commençons par définir l’espèce (à une sorte)P bicn pour n un entier pair, in-
troduite par (Labelle, J., 85) :P bic

n est l’espèce desn-gones bicoloŕes étiquetés aux
sommets. Plus précisément, les arêtes d’un polygone àn côtés sont colorées avec un
jeu de deux couleurs,{0, 1}, de façonpropre, c’est-à-dire, de sorte que deux arêtes
adjacentes ne reçoivent pas la même couleur. On peut alorsgénéraliser cette définition
à l’espèce à deux sortesP bic

n (X,Y ), oùX représente la sorte des arêtes de couleur 1
(lignes pointillées) etY , la sorte des sommets, comme illustré par la figure 1.7, pour
n = 4 etn = 6. Les lignes pleines font partie de la structure et ne représentent aucune
sorte (ceci signifie que l’on ne les étiquette pas).
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Figure 1.7UneP bic
4 (X,Y )-structure et uneP bic

6 (X,Y )-structure
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Il est clair que ces espèces sont moléculaires. Donc, dansle but de complètement les
décrire, il faut identifier leur stabilisateur et les écrire sous la forme (1.17). On a

P bic
4 (X,Y ) =

X2Y 4

D2
et P bic

6 (X,Y ) =
X3Y 6

S3
, (1.44)

oùD2 etS3 sont caractérisés par leur action sur les structures étiquetées de la figure 1.7
:

1. D2 =< h, v >≤ SX2 × SY4 , avec

h = (a, b)(1, 2)(3, 4) et v = (a)(b)(1, 4)(2, 3).

Noter queh2 = 1, v2 = 1, hv = vh, etD2
∼
= Z2 × Z2.

2. S3 =< s, ω >≤ SX3 × SY6 , où

s = (a)(b, c)(1, 2)(3, 6)(4, 5) et ω = (a, b, c)(1, 3, 5)(2, 4, 6).

Remarquer ques2 = 1, ω3 = 1, sωs = ω2, et S3
∼
= S3.

Le lien entre les espèces à deux sortesP bic
n (X,Y ) et certaines classes de2-arbres est

explicité dans la deuxième partie traitant de la classification et de l’énumération de
diverses familles de2-arbres.

Nous passons maintenant au calcul des séries indicatricesde cycles et d’asymétrie des
espècesP bic

4 (X,Y ) etP bic
6 (X,Y ), basé sur l’utilisation des théorèmes 1.2.9 et 1.4.5.

Ensuite, en utilisant les règles (1.42), on déduit aisément les séries génératrices as-
sociées aux espècesP bic

4 (X,Y ) etP bic
4 (X,Y ).

Proposition 1.5.1 Les śeries indicatrices de cycles des deux espècesP bic
4 (X,Y ) et

P bic
6 (X,Y ) sont donńees par

ZP bic
4

(x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .) =
1

4
(x2

1y
4
1 + 2x2y

2
2 + x2

1y
2
2), (1.45)

ZP bic
6

(x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .) =
1

6
(x3

1y
6
1 + 2x3y

2
3 + 3x1x2y

3
2). (1.46)

Preuve. Il suffit, pour commencer, d’écrire explicitement les él´ements des groupesD2

etS3. On a

D2 = {1, h, v, v · h} et S3 = {1, s, ω, ω2, s · ω, s · ω2}.

On utilise ensuite le théorème 1.2.9, à savoir, pour chacun des éléments de ces groupes,
on calcule leur nombre de cycles de longueuri, 1 ≤ i ≤ 4 pourD2 et 1 ≤ i ≤ 6
pour S3. Par exemple, pour l’élémentv · h ∈ D2, on voit, à partir de la figure 1.7,
qu’il possède deux cycles de longueur 1 pour les points de sorteX et deux cycles de
longueur 2 pour les points de sorteY , donnant le termex2

1y
2
2.
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Proposition 1.5.2 Les śeries indicatrices d’asyḿetrie des deux espècesP bic
4 (X,Y ) et

P bic
6 (X,Y ) sont donńees par

ΓP bic
4

(x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .) =
1

4
(x2

1y
4
1 − x2

1y
2
2 − 2x2y

2
2 + 2x2y4), (1.47)

ΓP bic
6

(x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .) =
1

6
(x3

1y
6
1 − x3y

2
3 − 3x1x2y

3
2 + 3x3y6). (1.48)

Preuve.Commençons par écrire les treillis des sous-groupes deD2 etS3. La figure 1.8
représente les treillis de ces deux groupes, où les chiffres gras à la gauche des éléments

D2 S3

<s.ω> <ω.s><h> <v.h> <v>

a) b)

−1 −1 −1

2

Id Id
1

<s> <ω>

1

3

−1 −1 −1 −1

Figure 1.8Treillis des sous-groupes de a)D2 et b)S3 et fonction de Möbius

du treillis donnent la valeur de la fonction de Möbius. Il suffit ensuite de calculer les
orbites rattachées à chacun des éléments du treillis conformément au théorème 1.4.5.

Confirmons maintenant les expressions des séries génératrices associées aux espèces
P bic

4 (X,Y ) etP bic
6 (X,Y ). On a

P bic
4 (x, y) =

1

4
x2y4, P̃ bic

4 (x, y) = x2y4, P
bic
4 (x, y) = 0, (1.49)

P bic
6 (x, y) =

1

6
x3y6, P̃ bic

6 (x, y) = x3y6, P
bic
6 (x, y) = 0. (1.50)

Le fait que les deux sériesP
bic
4 (x, y) et P

bic
6 (x, y) vaillent 0 signifie que ces deux

espèces sont purement symétriques,i.e., leur partie asymétrique est réduite à l’espèce
nulle,

P
bic
4 (X,Y ) = 0, P

bic
6 (X,Y ) = 0.

Etant donné que les espècesP bic
4 (X,Y ) etP bic

6 (X,Y ) sont moléculaires, les espèces
obtenues par substitution de l’espèceY := Xk, k ≥ 1, dans ces espèces sont molécu-
laires. Les espècesP bic

4 (X,Xk) etP bic
6 (X,Xk) sont essentielles pour l’obtention du

développement moléculaire des2-arbres exterplanaires. D’ailleurs, remarquons que

P bic
4 (X, 1) = E2(X), P bic

6 (X, 1) = C3(X), (1.51)
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conformément à la figure 1.7, en posantY := 1, ce qui correspond à retirer les
étiquettes des sommets.

Pour terminer cette section, donnons les dérivées des espèces à deux sortesP bic
4 (X,Y )

etP bic
6 (X,Y ). Ces dérivées interviennent dans le calcul de formules d’addition impli-

quant ces espèces.

Proposition 1.5.3 Les d́erivées partielles des espècesP bic
4 (X,Y ) etP bic

6 (X,Y ) sont
donńees par

∂

∂X
P bic

4 (X,Y ) = XE2(Y
2),

∂

∂Y
P bic

4 (X,Y ) = X2Y 3, (1.52)

∂

∂X
P bic

6 (X,Y ) = E2(XY
3),

∂

∂Y
P bic

6 (X,Y ) = X3Y 5. (1.53)

Preuve.SoitF (X,Y ) une espèce à deux sortes quelconque, etU etV deux ensembles
finis correspondant aux deux sortesX etY . Alors, les dérivées partielles, par rapport à
X etY , sont les espèces définies par les formules suivantes

∂F

∂X
[U, V ] = F [U + {∗}, V ],

∂F

∂Y
[U, V ] = F [U, V + {∗}],

où∗ est un point supplémentaire utilisé dans la constructiondesF -structures. Rempla-
çant successivementF parP bic

4 etP bic
6 , on obtient le résultat annoncé.

1.6 Théorème de dissyḿetrie et inversion de Lagrange

Dans cette section, nous allons présenter deux résultatsfort utiles dans le cadre de
l’étude des2-arbres et de leur énumération. Le premier, lethéor̀eme de dissyḿetrie
pour les arbres, introduit par (Leroux, 88; Leroux et Miloudi, 92), est, après adaptation
aux cas des2-arbres, la pierre angulaire de la classification et de l’énumération des di-
verses classes de2-arbres que nous considérons. Le second, l’inversion de Lagrange,
est un outil bien connu en combinatoire énumérative, et permet, dans de nombreux cas,
d’extraire explicitement les coefficients de séries définies par des équations fonction-
nelles implicites.

•Théorème de dissyḿetrie : Nous présentons ici le théorème de dissymétrie dans le
cadre des arbresR-enrichis, oùR est une espèce quelconque. Considérons les espèces
a, desarbresetA, desarborescences(arbres enracinés). Rappelons que l’espèceA est
caractérisée par l’équation fonctionnelle suivante

A = X · E(A), (1.54)

oùE est l’espèce des ensembles.

Définition 1.6.1 ((Labelle, G., 81)). Un arbreR-enrichisur un ensemble finiU est la
donńee
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i) d’un arbret quelconque construit sur l’ensembleU ,

ii) d’uneR-structure sur l’ensemble des voisins(sommets adjacents) de chacun des
sommets det.

On noteaR l’espèce des arbresR-enrichis.

Remarquons que lorsque l’enrichissementR = E est l’espèce des ensembles, on
retrouve naturellement les arbres (libres). On peut alors définir l’espèce desarbores-
cencesR′-enrichies, où la notation′ désigne l’opérateur de dérivation combinatoire,
comme étant l’espèce des arbresR-enrichis plantés en un de leurs sommets. Cette
espèce, notéeAR′ , satisfait alors l’équation fonctionnelle suivante

AR′ = X ·R′(AR′). (1.55)

Cette espèce est définie avec l’espèce dérivéeR′ étant donné que planter un arbreR-
enrichi en un sommet brise laR-structure autour du sommet pointé et de tous les autres
sommets. En fait, on se trouve dans le cas ou laR-structure autour de chaque sommet
est bâtie à l’aide d’un point supplémentaire n’apparaissant pas dans l’ensemble sous-
jacent. Il est important de distinguer l’espèceAR′ , de l’espècea•

R des arbresR-enrichis
point́esen un sommet qui est caractérisée par l’équation fonctionnelle

a•
R = XR(AR′)

On a alors le théorème de dissymétrie suivant, donné par(Labelle, G., 92) pour le cas
R-enrichi.

Théorème 1.6.2THÉORÈME DE DISSYMÉTRIE. SoitR une esp̀ece telle queR
′
[∅] 6=

∅. Alors, on a
a•
R + a−

R = aR + a•−
R , (1.56)

où les exposants•, − et•− désignent le pointage en un sommet, en une arête et en une
arête ayant elle-m̂eme un de ses deux sommets adjacents distingué, respectivement.2

La démonstration de ce théorème dans le cas des arborescencesR-enrichies est ici
omise. Notons cependant qu’elle est similaire au cas des arbres classiques, correspon-
dant à l’enrichissementR = E; voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 98; Leroux, 88; Ler-
oux et Miloudi, 92).

• Inversion de Lagrange : ConsidéronsD uneQ-algèbre. On noteD[[x]] l’anneau
des séries formelles en l’indéterminéex à coefficients dansD. SoientA(x), R(x) et
F (x) trois séries formelles de l’anneauD[[x]]. Supposons, de plus, queR(0) 6= 0 et
queA(x) satisfait l’équationA(x) = xR(A(x)). Alors, pourn ≥ 1, on dispose de la
formule

[xn]F (A(x)) =
1

n
[tn−1]F

′
(t)Rn(t), (1.57)
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où [xn]B(x) représente le coefficient enxn de la série formelleB(x) ∈ D[[x]]. Cette
formule est appeléeformule d’inversion de Lagrange composée. Elle permet de trouver
explicitement les coefficients de la composée d’une sérieA(x) parF (x), dès lors que
la sérieA(x) satisfait une équation fonctionnelle implicite. En termes d’espèces, si
A, R et F sont trois espèces telles queR[∅] 6= ∅ etA = X · R(A), alors on dispose
d’une formule donnant le nombre de structures étiquetéesde l’espèce composéeF (A).
Illustrons cette formule avec l’exemple suivant.

Exemple 1.6.3Considérons l’espèceF des forêts (libres) d’arborescences ordonnées.
Une forêt d’arborescences est un ensemble d’arborescences. Il est bien connu que
l’espèce des arborescences ordonnées, notéeAL, est caractérisée par l’équation fonc-
tionnelle suivante

AL = X · L(AL), (1.58)

oùL est l’espèce des ordres linéaires. Cette espèce correspond à l’espèce des arbores-
cencesL-enrichies. De plus, on a

F = E(AL). (1.59)

Trouvons maintenant le nombrefn de forêts d’arborescences ordonnées étiquetées sur
n sommets. On vérifie préalablement que l’on satisfait bienles conditions énoncées
ci-haut. Les séries génératrices associées aux espècesL etE sont données par

L(x) =
1

1 − x
=
∑

n≥0

xn et E(x) = ex =
∑

n≥0

xn

n!
. (1.60)

Considérant la formule (1.57), avecA(x) = AL(x), R(x) = L(x), etF (x) = ex, et
puisqueL(0) = 1 6= 0, on déduit

fn
n!

= [xn]F (A(x)) =
1

n
[tn−1] et (1 − t)−n, (1.61)

=
1

n
[tn−1]



∑

i≥0

ti

i!





∑

j≥1

n<j>

j!
tj


 , (1.62)

où n<j> = n(n + 1) . . . (n + j − 1) désigne lajième factorielle montante den. On
obtient alors

fn = n!
1

n

∑

i+j=n−1

1

i!

1

j!
n<j>.

Finalement, le nombrefn de forêts d’arborescences ordonnées étiquetées surn som-
mets est donné par

fn =

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
n<k>. (1.63)



Chapitre II

SÉRIE INDICATRICE D’ASYM ÉTRIE TRANSLAT ÉE

Ce chapitre est consacré à l’étude d’une nouvelle sérieformelle, appelée la série indi-
catrice d’asymétrie translatée. On débute ce chapitre en posant le problème de la prise
en compte de la substitution d’espèces à terme constant non nul dans une autre espèce,
motivant ainsi l’introduction de la nouvelle série. Ensuite, nous donnons une définition
formelle de cette série et en étudions le comportement face aux opérations combina-
toires usuelles. Nous en déduisons alors des formules générales pour le dénombrement
de structures partiellement étiquetées asymétriques et nous calculons la série indicatrice
d’asymétrie translatée pour les espèces couramment utilisées et pour des assemblées
d’espèces. Nous terminons ce chapitre en proposant une généralisation du triangle in-
fini de Pascal, permettant ainsi de calculer les séries indicatrices d’asymétrie translatées
pour toutes les espèces moléculaires.

2.1 Position du probl̀eme

Dans ce chapitre, nous allons considérer l’anneau de séries formelles suivant

C [[~v ]][[X,E2, E3, C3, . . . ]] = C [[ ~v;X,E2, E3, C3, . . . ]], (2.1)

où C dénote le corps des nombres complexes, et~v = (v1, v2, . . .) sont certaines vari-
ables de poids. Les espècesX,E2, E3, C3, . . . utilisées sont les espècesatomiques,
introduites au chapitre premier dans la définition 1.2.8. Tout au long de ce chapitre,
nous supposons que les développements moléculaires (pondérés) de la forme (1.14),

Fw =
∑

M∈M

fM(w)M,

sont effectuées dans l’anneauC [[~v;X,E2, E3, C3, . . . ]]. Les opérations combinatoires
introduites au chapitre précédent restent valides dans cet anneau (voir (Joyal, 86; Yeh,
86)). Cependant, dans le but de construire la composition d’espèces à terme constant
non nul, nous supposerons que les conditions de sommabilit´e introduites dans le section
1.3 sont toujours vérifiées.

Position du problème : SoientF et G deux espèces quelconques. Rappelons
sommairement le comportement des séries indicatrices de cycles,ZF , et d’asymétrie,
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Figure 2.1Formule d’addition pourE2(1 +X)

ΓF , face aux opérations combinatoires usuelles (voir (Bergeron, Labelle et Leroux,
98)) :

ZF+G = ZF + ZG, ΓF+G = ΓF + ΓG, (2.2)

ZF ·G = ZF · ZG, ΓF ·G = ΓF · ΓG, (2.3)

ZF ′ =
∂

∂x1
ZF , ΓF ′ =

∂

∂x1
ΓF , (2.4)

si G(0) = 0, alors ZF◦G = ZF ◦ ZG, ΓF◦G = ΓF ◦ ΓG, (2.5)

où◦ désigne la compositionpléthystique. Mais,

siG(0) 6= 0, alors ZF◦G = ZF ◦ZG, tandis que ΓF◦G 6= ΓF ◦ΓG en général. (2.6)

Pour illustrer la dernière assertion,ΓF◦G 6= ΓF ◦ ΓG, considéronsF = E2(X),
l’espèce des ensembles à deux éléments, etG = 1 + X, l’espèce de l’ensemble vide
ou des singletons. C’est d’ailleurs sur cet exemple, dont nous avons besoin pour
l’énumération des2-arbres exterplans (voir chapitre 4), que nous avons découvert l’in-
compatibilité de la série indicatrice d’asymétrie avecle cas d’espèces à terme constant
non nul. Comme illustré par la figure 2.1, nous avons la formule d’addition suivante :

F ◦G(X) = E2(1 +X) = 1 +X + E2(X). (2.7)

Alors,

ΓF◦G = 1 + x1 +
1

2
(x2

1 − x2) 6= ΓF ◦ ΓG =
1

2
((1 + x1)

2 − (1 + x2)),

puisqueΓE2 =
1

2
(x2

1 − x2) etΓX = x1.

Le but de ce chapitre est de contourner ce problème en généralisant la définition de
la série indicatrice d’asymétrieΓF pour obtenir ainsi une nouvelle série indicatrice
formelle, notéeΓF,ξ, et satisfaisant

ΓF = ΓF,0, (2.8)

ΓF◦G = ΓF,ξ ◦ ΓG, où ξ = G(0). (2.9)
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Comme les espèces sont pondérées dans l’anneauC [[~v]], on peut écrire chaque élément
de poidsξ ∈ C [[~v]] comme uneC-combinaison linéaire de monômes unitairesµi en
les variables de poids~v = (v1, v2, . . .), de la façon suivante,

ξ = c1µ1 + c2µ2 + c3µ3 + · · · ,

où ci ∈ C, pour touti ≥ 1.

Notons que les relations (2.2)–(2.4) permettent d’obtenirle comportement des séries
génératrices face aux opérations combinatoires, via les règles de la proposition 1.4.4.

2.2 La śerie indicatrice d’asymétrie translatée

Dans cette partie, nous introduisons la nouvelle série formelle,ΓF,ξ, appeléesérie indi-
catrice d’asyḿetrie translat́ee. Nous étudions aussi le comportement de cette nouvelle
série face aux opérations combinatoires classiques. Nous montrons ainsi que cette série
est stable sous ces opérations, ce qui légitime la définition que nous en donnons.

2.2.1 D́efinition de ΓF,ξ

Définition 2.2.1 (SÉRIE INDICATRICE D’ ASYMÉTRIE TRANSLATÉE)
Soit~v = (v1, v2, v3, . . .) une famille d́enombrable de variables de poids,ξ = c1µ1 +
c2µ2 + c3µ3 + · · ·, un élément donńe de l’anneauC [[~v]] et F = Fw ∈ C [[~v]], une
esp̀ece pond́erée. Alors, lasérie indicatrice d’asymétrie translatée, ΓFw,ξ, est d́efinie
par la relation

ΓFw,ξ = ΓFw(ξ+X) ◦ ΓX−ξ, (2.10)

où ◦ désigne la substitution pléthystique ǵeńerale.

La relation (2.10) est équivalente à l’expression suivante :

ΓFw(ξ +X) = ΓFw,ξ ◦ ΓX+ξ.

Plus explicitement,

ΓFw,ξ(x1, x2, x3, . . .) = ΓFw(ξ+X)(x1 − ξ1, x2 − ξ2, x3 − ξ3, . . .),

où
ξk = c1µ

k
1 + c2µ

k
2 + c3µ

k
3 + · · · , k ≥ 1.

Remarquons, en particulier queξ = ξ1. Dans le cas spécial oùξ ∈ C, correspondant à
une multiplicité (non pondérée) pure, la définition pr´ecédente se ramène à

ΓFw,ξ(x1, x2, x3, . . .) = ΓFw(ξ+X)(x1 − ξ, x2 − ξ, x3 − ξ, . . .), (2.11)

puisque, pour tous lesk ∈ N, on aξk = ξ.

La dénominationtranslat́eeprovient du fait que l’on translate parξ, avant d’effectuer
la substitution dans (2.10). Illustrons immédiatement lecalcul de cette nouvelle série.
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Exemple 2.2.2Nous allons calculerΓF,ξ pour l’espèceF = C3(X) des cycles (ori-
entés) de longueur 3, et pourξ ∈ N. Commençons par proposer une formule d’addition
concernant l’espèceC3. On a

C3(ξ +X) =
ξ3 + 2ξ

3
+ ξ2X + ξX2 + C3(X). (2.12)

Pour obtenir une telle formule d’addition, il suffit de classer les structures suivant le
nombre de points de sorteX utilisés dans la construction du cycle de longueur 3. Le
premier terme de (2.12) correspond àZC3(ξ, ξ, ξ, . . .), conformément à la théorie de
Pólya ((Pólya et Read, 87)). Cela donne en fait le nombre decolorations essentiellement
distinctes, avec un jeu deξ couleurs, d’un cycle de longueur 3. On peut également
utiliser le corollaire 1.3.5. Nous obtenons alors,

ΓC3,ξ =
ξ3 + 2ξ

3
+ ξ2(x1 − ξ) + ξ(x1 − ξ)2 +

(x1 − ξ)3 − (x3 − ξ)

3
,

= ξ + ΓC3 , (2.13)

puisqueΓC3 = 1
3 (x3

1 − x3), voir le tableau A.4. Bien entendu, la même formule reste
valide pourξ ∈ C, et plus généralement,ΓC3,ξ = ξ3 + ΓC3 , pourξ ∈ C [[~v]], ce que
nous établissons dans la section 2.3, proposition 2.3.5.

Si nous considérons maintenant l’espèceF = E2(X), nous obtenons, en généralisant
la formule d’addition (2.7),

ΓE2,ξ = ξ2 + ΓE2.

Nous verrons plus tard que, dans le cas général, la différence entre la série translatée
et la série classique indicatrice d’asymétrie,ΓF,ξ − ΓF , n’est pas nécessairement un
élément deC [[~v]] et peut aussi impliquer les variablesxi, i ≥ 1.

2.2.2 Comportement face aux oṕerations combinatoires usuelles

Dans le but de calculer la série indicatrice d’asymétrie translatée pour diverses espèces
de structures, nous devons connaı̂tre le comportement de cette série face aux opérations
combinatoires usuelles. Ceci va permettre, connaissant les séries indicatrices d’asymé-
trie (classiques) des espèces usuelles, de calculer la translatée pour ces mêmes espèces
moyennant certaines formules d’addition. Nous commençons par un lemme technique,
pour, par la suite, prouver le théorème donnant le comportement de ces séries rela-
tivement aux cinq opérations combinatoires usuelles (addition, produit, substitution,
dérivation et pointage). Rappelons (voir corollaire 1.3.5) que siFw est une espc̀e pon-
dérée quelconque dans l’anneauC [[~v]], ξ = ξ(~v) ∈ C [[~v]], nous avons

Fw(ξ) = ZFw(ξ1, ξ2, ξ3, . . .). (2.14)

Lemme 2.2.3 Soitξ un élément donńe de l’anneauC [[~v]]. Alors,

F
′

w(ξ +X) = (Fw(ξ +X))
′
. (2.15)
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Preuve. Introduisons une sorte supplémentaire de singletons, notéeT . Alors, nous
avons

F
′

w(X) = [T ]Fw(T +X), (2.16)

où [T ]Fw(T +X) désigne le coefficient deT dans le développement deFw(T +X).
En effet, considérons l’espèce à deux sortesFw(T +X). Nous pouvons toujours écrire

Fw(T +X) = Fw(X) + TF
′

w(X) +O(T 2), (2.17)

oùO(T 2) représente la sous-espèce deFw(T +X) dont toutes les structures possèdent
au moins deux éléments de sorteT dans leur ensemble sous-jacent. Cette relation est
obtenue en appliquant undéveloppement de Taylor combinatoire(introduit par (La-
belle, G., 89-2)), ou, plus simplement en classant les structures suivant le nombre
d’éléments de sorteT utilisés dans la construction desFw(T +X)-structures. Il suffit
à présent d’extraire le coefficient enT de part et d’autre de l’égalité (2.17) pour obtenir
la formule annoncée.
Maintenant, pour n’importe quel monômeµ ∈ C [[~v]], nous obtenons,

F
′

w(µ+X) = (Fw(µ+X))
′
, (2.18)

puisque, en utilisant la formule (2.16), nous avons

(Fw(µ+X))
′
= [T ]Fw(µ+ (T +X)), (2.19)

et donc,

F
′

w(µ+X) = F
′

w(X)|X:=X+µ (2.20)

= [T ]Fw(T +X)|X:=X+µ = [T ]Fw(µ+ T +X), (2.21)

par associativité de la substitution pléthystique. Le cas où ξ = cµ, c ∈ N, suit di-
rectement en appliquant successivement (2.18). Sic ∈ C, nous utilisons le principe
d’extension des identités polynomiales ((Bergeron, Labelle et Leroux, 98), page 182).
Le cas généralξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · s’obtient une nouvelle fois par itération.

Le théorème suivant décrit le comportement de la série indicatrice d’asymétrie trans-
latée en regard des opérations combinatoires.

Théorème 2.2.4SoientF = Fw etG = Gv deux esp̀eces pond́erées dans l’anneau
C [[~v]] et ξ = ξ(~v) ∈ C [[~v]]. On a

ΓF = ΓF,0, (2.22)

ΓF◦G = ΓF,ξ ◦ ΓG, si ξ = G(0). (2.23)
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De plus,

ΓF+G,ξ = ΓF,ξ + ΓG,ξ, (2.24)

ΓF ·G,ξ = ΓF,ξ · ΓG,ξ, (2.25)

ΓF◦G,ξ = ΓF,G(ξ) ◦ ΓG,ξ, (2.26)

ΓF ′ ,ξ =
∂

∂x1
ΓF,ξ, (2.27)

ΓF •,ξ = x1
∂

∂x1
ΓF,ξ. (2.28)

Preuve.La formule (2.22) est une conséquence directe de la définition de la sérieΓF,ξ.
La relation (2.23) suit directement de (2.26). Les formules(2.24) et (2.25) sont relative-
ment faciles à établir. Il suffit d’utiliser la définitionde la série indicatrice d’asymétrie,
et d’écrire

ΓF+G,ξ = Γ(F+G)(ξ+X) ◦ ΓX−ξ

=

(
ΓF (ξ+X) + ΓG(ξ+X)

)
◦ ΓX−ξ,

et aussi

ΓF ·G,ξ = Γ(F ·G)(ξ+X) ◦ ΓX−ξ

= ΓF (ξ+X)·G(ξ+X) ◦ ΓX−ξ

=

(
ΓF (ξ+X) · ΓG(ξ+X)

)
◦ ΓX−ξ.

La formule (2.28) requiert simplement l’utilisation de (2.25) et (2.27). En utilisant la
relation bien connueF • = X · F ′

et le fait queΓX,ξ = ΓX = x1, il vient

ΓF •,ξ = ΓXF ′ ,ξ = ΓX,ξ · ΓF ′ ,ξ

= ΓX · ΓF ′ ,ξ

= x1 · ΓF ′ ,ξ.

Alors, en admettant provisoirement la relation (2.27), on obtient (2.28).
Les formules (2.26) et (2.27) demandent un peu plus de travail. Commençons par
(2.26). Par définition, nous avonsΓF◦G,ξ = ΓF◦G(ξ+X) ◦ (x1 − ξ). Nous pouvons
alors écrire

F (G(ξ +X)) = F (G(ξ) +G+(ξ,X)),

où, en utilisant le corollaire 1.3.5,G(ξ) = ZG(ξ1, ξ2, ξ3, . . .) etG+(ξ,X) = G(ξ +
X) − G(ξ), est une espèce à terme constant nul. Notons que la notation pléthystique
est utilisée,ξi = pi ◦ ξ = ξ(vi1, v

i
2, . . .), où pi désigne laiiéme somme de puissances.

Maintenant, siH est une espèce quelconque à terme constant nul, on obtientpar (2.5),

ΓF (α+H) = ΓF (α+X)◦H = ΓF (α+X) ◦ ΓH

= ΓF (X),α ◦ Γα+X ◦ ΓH = ΓF (X),α ◦ Γα+H .
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Donc, en posantα = G(ξ) etH = G+(ξ,X), on trouve

ΓF◦G,ξ = ΓF,G(ξ) ◦ ΓG,ξ.

Nous arrivons maintenant à la preuve de la formule (2.27). En dérivant l’expression

ΓF,ξ = ΓF (ξ+X) ◦ ΓX−ξ,

par rapport àx1, nous avons

∂

∂x1
ΓF,ξ =

(
∂

∂x1
ΓF (ξ+X)

)
◦ ΓX−ξ.

Mais, par le lemme 2.2.3, nous avons

∂

∂x1
ΓF (ξ+X) = ΓF ′(ξ+X).

On en déduit
∂

∂x1
ΓF,ξ = ΓF ′(ξ+X) ◦ ΓX−ξ = ΓF ′ ,ξ,

ce qui achève la preuve.

Nous donnerons, dans la section suivante, plusieurs exemples explicites de calcul de la
série indicatrice d’asymétrie utilisant le théorème 2.2.4. Voici d’abord quelques exem-
ples simples.

Exemple 2.2.5Dans cet exemple, nous désirons obtenir la série indicatrice d’asymétrie
translatée de l’espèceF = E2 ·C3. On utilise alors la formule (2.25). Pourξ ∈ C [[~v]],
on a

ΓE2·C3,ξ = ΓE2,ξ · ΓC3,ξ,

= (ξ2 + ΓE2) · (ξ3 + ΓC3),

= ξ2ξ3 + ξ3ΓE2 + ξ2ΓC3 + ΓE2ΓC3 .

Exemple 2.2.6Par la suite, nous montrerons que, pourξ ∈ C, on a

ΓEk,ξ = ΓEk
+ ξΓEk−2

+
ξ(ξ + 1)

2!
ΓEk−4

+
ξ(ξ + 1)(ξ + 2)

3!
ΓEk−6

+ · · · , (2.29)

oùEk représente l’espèce des ensembles de taillek (aussi appelésk-ensembles). Pour
k = 3, la formule devientΓE3,ξ = ΓE3 + ξΓE1 = ΓE3 + ξx1. Cependant,(E3)

′
= E2.

Ceci est cohérent avec la fomule (2.27) du théorème précédent puisque

ΓE2,ξ = ξ + ΓE2 =
∂

∂x1
ΓE3,ξ.
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Avant de finir cette section, regardons le comportement de cette série pour les espèces
asymétriques.

Remarque 2.2.7Considérons l’espèceF = X des singletons. Pour cette espèce, nous
avons,

ΓX,ξ = ΓX = x1. (2.30)

De façon générale, cette observation reste vraie, pourn ≥ 0,

ΓXn,ξ = (ΓX,ξ)
n = ΓXn = xn1 . (2.31)

En fait, il est clair la sérieΓF,ξ est linéaire enF . On en déduit alors, utilisant (2.31),
que la sérieΓF,ξ coı̈ncide toujours avec la série indicatrice d’asymétrie classiqueΓF ,
dès lors que l’espèceF est asymétrique, à savoir, de la formeF (X) =

∑
m fmX

m, où
fm ∈ C [[~v]], pour toutm ≥ 0.

2.3 Exemples et applications

Cette section est consacrée au calcul de la série indicatrice d’asymétrie translatée pour
diverses familles d’espèces, notamment les espècesE des ensembles,C des cycles,
S des permuations,A des arborescences, et certaines espèces liées aux préc´edentes.
On traite également le cas d’espèces formées d’assembl´ees de structures, c’est-à-dire,
d’espècesG de la formeG = E ◦ F ou G = C ◦ F , . . ., où F est une autre
espèce. Ces résultats sont alors appliqués à l’énumération (ou inventaire pondéré) de
sous-structures asymétriques (structures partiellement étiquetées asymétriques). Nous
débutons par l’introduction de la méthode générale de l’énumération de sous-structures
asymétriques. Avant cela, nous prouvons un lemme technique fort utile pour le calcul
des sériesΓFn,ξ dès lors que l’on connaı̂t une expression explicite pourΓF,ξ. Rap-
pelons que toute espèceF se décompose canoniquement suivant les cardinaux de ses
ensembles sous-jacents,

F = F0 + F1 + F2 + · · · + Fn + · · · , (2.32)

oùFn désigne la restriction de l’espèceF aux ensembles de cardinaln. Dans le but de
calculer les sériesΓF,ξ, pour chaque espèceF = Fw, nous introduisons une variable de
poids supplémentaire,t, n’apparaissant pas dansξ ou dans le poids d’originew. Cette
nouvelle variable a pour but de tenir compte du cardinal des ensembles sous-jacents.
Considérons alors l’espèce auxiliaire suivante :

Fw(tX) =
∑

n≥0

tnFn. (2.33)

Par linéarité, il s’ensuit que

ΓFw(tX),ξ =
∑

n≥0

tnΓFn,ξ. (2.34)
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Lemme 2.3.1 SoientF = Fw(X) une esp̀ece pond́erée dans l’anneauC [[~v]] et t une
variable de poids qui n’apparaı̂t pas dansξ et dans le poids originelw. Alors,

ΓFn,ξ = [tn]ΓF,tξ(tx1, t
2x2, t

3x3, . . .). (2.35)

Preuve.Par le théorème 2.2.4, nous avons,ΓF◦G,ξ = ΓF,G(ξ) ◦ΓG,ξ. PrenantG(X) =
tX, on déduit successivement

ΓF (tX),ξ = ΓF,tξ ◦ ΓtX,ξ

= ΓF,tξ ◦ (tx1)

= ΓF,tξ(tx1, t
2x2, t

3x3, . . .),

carΓtX,ξ = tx1. On conclut en utilisant le fait queΓFn,ξ = [tn]ΓF (tX),ξ.

Notons que la formule (2.35) peut être réécrite sous la forme suivante

ΓFn,ξ = [tn]ΓF (tξ+tX)(x1 − ξ1, x2 − ξ2, x3 − ξ3, . . .), (2.36)

où ξi = ξ(~v i) = ξ(vi1, v
i
2, v

i
3, . . .), pour touti ≥ 1. On utilise la formule (2.35) ou

(2.36) suivant les cas.

2.3.1 Applicationsà l’ énumération de sous-structures asyḿetriques

Dans cette partie, nous allons prouver un résultat simple permettant d’énumérer les
sous-structures d’une espèce, aussi bien étiquetées, que non étiquetées et non étiquetées
asymétriques. Considérons une espèce pondéréeF = Fw. On associe à cette espèce
l’espècetranslat́eesubFw définie par

subFw(X) = Fw(1 +X). (2.37)

Une structure appartenant à l’espècesubFw est uneFw-structurepartiellement́etique-
téeou, dit plus simplement, unesous-structured’uneFw-structure. En effet, chaque
élément participant à la construction d’unesubFw-structure est soit un élément vide
(une1-structure), soit un élément étiqueté (uneX-structure). Pour illustrer le concept
de sous-structure, considérons l’espèceFw(X) = Sw(X) des permutations pondérées
σ, où le poidsw(σ) deσ estt élevé à une puissance égale au nombre de cycles de la
permutationσ. La figure 2.2 présente une permutation et une sous-permutation deSw
comportant chacune trois cycles, c’est-à-dire de poidst3.

Définition 2.3.2 SoitF = Fw(X) une esp̀ece pond́erée quelconque. On nommesubFw-
structure(ou plus simplement sous-structure, s’il n’y a pas d’ambiguı̈té) toute structure
s appartenant̀a l’esp̀ecesubFw(X) = Fw(1 +X). De plus, on dit ques est une sous-
structure de taillek si s poss̀edek élémentśetiquet́es.
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taille = 7taille = 12
3poids = t poids = t 3
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Figure 2.2Une permutation pondérée dansSw, et une sous-permutation deSw(1+X)

Par exemple, la sous-permutation présentée en figure 2.2 (à gauche) est de taille 7,
tandis que la permutation présentée dans la même figure (`a droite) est de taille 12.

Pour obtenir les séries génératrices associées à l’espècesubFw(X), nous utilisons les
formules de substitution (au niveau des séries indicatrices) suivantes :

ΓFw(1+X) = ΓFw,1(1 + x1, 1 + x2, 1 + x3, . . .), (2.38)

ZFw(1+X) = ZFw(1 + x1, 1 + x2, 1 + x3, . . .). (2.39)

Utilisant maintenant les règles de la proposition 1.4.4, on déduit les séries génératrices
associées auxsubFw-structures :

subFw(x) = ZsubFw(x, 0, 0, . . .)

= ZFw(1 + x, 1, 1, . . .) = ΓFw,1(1 + x, 1, 1, . . .), (2.40)

(subFw)∼(x) = ZsubFw(x, x2, x3, . . .)

= ZFw(1 + x, 1 + x2, 1 + x3, . . .), (2.41)

subFw(x) = ΓsubFw(x, x2, x3, . . .)

= ΓFw,1(1 + x, 1 + x2, 1 + x3, . . .). (2.42)

Il est important de remarquer que dans les relations (2.38),(2.40) et (2.42), la série indi-
catrice d’asymétrie translatée (parξ = 1) ΓFw,1 est utilisée, contrairement aux relations
(2.39) et (2.41), où la série indicatrice de cycles non-translatéeZFw est utilisée. Cela
provient du fait que la substitution d’espèces à terme constant non-nul (ici, l’espèce1+
X) présente un comportement stable face à la série indicatrice de cycles à la différence
de la série indicatrice d’asymétrie classique (non translatée).

La proposition suivante donne des formules permettant de calculer le poids total (ou le
nombre, si le poids est trivial,i.e., lorsque toutes les structures reçoivent le poids 1) de
subFw-structures de taillek à partir deFw-structures de taillen, en fonction des entiers
n etk, dans les cas étiqueté, non étiqueté et non étiqueté asymétrique.

Proposition 2.3.3 SoientF = Fw(X) une esp̀ece pond́erée ett, x deux variables de
poids suppĺementaires n’apparaissant pas dans le poids originelw. Alors,
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i) le poids total dessubFw-structuresétiquet́ees de taillek obtenues̀a partir de
Fw-structures sur[n] est donńe par

k![xk][tn]ZFw(t(1 + x), t2, t3, . . .); (2.43)

ii) le poids total dessubFw-structures nońetiquet́ees de taillek obtenues̀a partir
deFw-structures de taillen est donńe par

[xk][tn]ZFw(t(1 + x), t2(1 + x2), t3(1 + x3), . . .); (2.44)

iii) le poids total dessubFw-structures nońetiquet́ees asyḿetriques de taillek obte-
nuesà partir deFw-structures de taillen est donńe par

[xk][tn]ΓFw,t(t(1 + x), t2(1 + x2), t3(1 + x3), . . .). (2.45)

Preuve.Considérons l’espècesubFn définie par

(subFn)(X) = Fn(1 +X) = [tn]F (tX) ◦ (1 +X). (2.46)

Pour obtenir les relations (2.43), (2.44) et (2.45), il suffit alors d’extraire les coefficients
enxk des trois séries suivantes :

(subFn)(x), (s̃ubFn)(x), (subFn)(x). (2.47)

2.3.2 Ensembles etn-ensembles

Nous cherchons ici à calculer les séries indicatrices d’asymétrie translatéesΓE,ξ et
ΓEn,ξ, des espècesE et En des ensembles et des ensembles de cardinaln, n ≥ 0.
On commence par calculerΓE,ξ en utilisant une formule d’addition permettant de
développerE(ξ +X); ensuite, à l’aide du lemme 2.3.1, on obtientΓEn,ξ.

Proposition 2.3.4 (ENSEMBLES) Soitξ ∈ C [[~v]]. Alors,

ΓE,ξ = ZE(ξ2, ξ4, . . .)ΓE , (2.48)

ΓEn,ξ =

⌊n
2
⌋∑

i≥0

ZEi(ξ2, ξ4, ξ6, . . . , ξ2i)ΓEn−2i . (2.49)

De plus, siξ ∈ C, on a

ΓEn,ξ =

⌊n
2
⌋∑

i≥0

〈
ξ

i

〉
ΓEn−2i, (2.50)

où
〈
ξ
i

〉
= ξ(ξ+1)...(ξ+i−1)

i! représente le coefficient binomial de seconde sorte.
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Preuve. Commençons par la formule (2.48). Nous disposons de la formule d’addition
suivante :

E(ξ +X) = E(ξ)E(X).

Alors,
ΓE,ξ = ΓE(ξ+X) ◦ ΓX−ξ = E(ξ)ΓE ◦ ΓX−ξ,

où E(ξ) = ZE(ξ1, ξ2, . . .) conformément au corollaire 1.3.5. Or, le tableau A.1 en
annexe donne

ΓE ◦ ΓX−ξ = exp
∑

k≥1

(−1)k−1xk − ξk
k

= exp
∑

k≥1

(−1)k−1xk
k

· exp
∑

k≥1

(−1)k
ξk
k

=
ΓE(x1, x2, . . .)

ΓE(ξ1, ξ2, . . .)
.

Ceci implique que

ΓE,ξ =
ZE(ξ1, ξ2, . . .)

ΓE(ξ1, ξ2, . . .)
ΓE = E(ξ2)ΓE ,

puisque

ZE(x1, x2, . . .)

ΓE(x1, x2, . . .)
=

ex1+
x2
2

+
x3
3

+
x4
4

+···

ex1−
x2
2

+
x3
3
−

x4
4

+···
= ex2+

x4
2

+
x6
3

+··· = ZE(x2, x4, . . .). (2.51)

Maintenant, par utilisation du lemme 2.3.1, on obtient d’abord

ΓEn,ξ = [tn]ΓE,tξ(tx1, t
2x2, . . .) = [tn]

ZE(tξ1, t
2ξ2, . . .)

ΓE(tξ1, t2ξ2, . . .)

∑

k≥0

tkΓEk(X).

Ainsi, par la relation (2.51),

ΓE(tX),ξ = ZE(t2ξ2, t
4ξ4, . . .)

∑

k≥0

tkΓEk(tX)

=

(∑

i≥0

t2iZEi(ξ2, ξ4, . . .)

)(∑

k≥0

tkΓEk(X)

)
. (2.52)

On obtient donc

ΓEn,ξ = ΓEn + ZE1(ξ2, ξ4, . . .)ΓEn−2 + ZE2(ξ2, ξ4, . . .)ΓEn−4 + · · · , (2.53)

qui donne la formule (2.49). Finalement, considéronsξ ∈ C, un nombre complexe
(sans poids). Etant donné queξi = ξ, pour touti ≥ 1, et en utilisant (2.51) et (2.52), il
vient

ZEi(ξ, ξ, . . .) = [t2i]ZE(t2ξ, t4ξ, . . .)

= [t2i]et
2ξ+ t4ξ

2
+ t6ξ

3
+··· (2.54)

= [t2i](1 − t2)−ξ =
ξ<i>

i!
,

oùξ<i> = ξ(ξ+ 1) . . . (ξ+ i− 1) désigne laiième factorielle montante. En substituant
(2.54) dans (2.53), on arrive à l’expression annoncée (2.50).
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2.3.3 Cycles et permutations

Considérons les espècesC etCn des cycles (orientés) et des cycles (orientés) de taille
n, respectivement. En utilisant une approche similaire au cas précédent des ensembles,
on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.3.5 (CYCLES ORIENTÉS) Soitξ ∈ C [[~v]]. Alors, les śeries indicatrices
d’asyḿetrie translat́ees des espècesC des cycles etCn des cycles de longueurn, sont
donńees par

ΓC,ξ = (ZC − ΓC)(ξ1, ξ2, . . .) + ΓC , (2.55)

ΓCn,ξ =
1

n

∑

d|n

(
φ(d) − µ(d)

)
ξ

n
d
d + ΓCn , (2.56)

où φ etµ désignent respectivement les fonctions classiques d’Euleret de M̈obius.

Preuve. Commençons par rappeler une formule d’addition bien connue concernant
l’espèce des cycles à deux sortesC(T + X) (voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 98),
page 109) :

C(T +X) = C(T ) + C(L(T )X), (2.57)

oùL est l’espèce des ordes linéaires (listes). En y posantT := ξ, il vient

ΓC(ξ+X) = C(ξ) + ΓC(L(ξ)X) = C(ξ) + ΓC ◦ ΓL(ξ)X . (2.58)

Mais, à partir du tableau A.1, on a

ΓC = −
∑

k≥1

µ(k)

k
ln(1 − xk),

etL(ξ) = (1 − ξ)−1 (voir corollaire 1.3.5). Nous en déduisons alors

ΓC ◦ ΓL(ξ)X ◦ ΓX−ξ = −
∑

k≥1

µ(k)

k
ln(1 − xk − ξk

1 − ξk
)

= −
∑

k≥1

µ(k)

k
ln(

1 − xk
1 − ξk

)

= ΓC(x1, x2, . . .) − ΓC(ξ1, ξ2, . . .).

Par (2.58), nous obtenons ainsi

ΓC,ξ = ΓC(ξ+X) ◦ ΓX−ξ = (ZC − ΓC)(ξ1, ξ2, . . .) + ΓC .

Pour établir (2.56), il suffit alors de poserξ := tξ et d’utiliser de façon directe le
lemme 2.3.1. Le résultat suit immédiatement en utilisant

ZC =
∑

n≥1

ZCn =
∑

n≥1

1

n

∑

d|n

φ(d)x
n
d
d , (2.59)
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et

ΓC =
∑

n≥1

ΓCn =
∑

n≥1

1

n

∑

d|n

µ(d)x
n
d
d . (2.60)

Nous obtenons maintenant l’énumération des sous-structures associées à l’espèce des
cycles, que nous appelonssous-cycles.

Corollaire 2.3.6 Le nombrecn,k de sous-cycles de taillek obtenusà partir de cycles
sur [n] est donńe par

cn,k = (n− 1)(n − 2) . . . (n− k + 1). (2.61)

Le nombrẽcn,k de sous-cycles de taillek non étiquet́es obtenus̀a partir de cycles de
longueurn est donńe par

c̃n,k =
1

n

∑

d|(k,n)

φ(d)

(
n/d

k/d

)
, k > 0. (2.62)

Le nombrecn,k de sous-cycles asymétriques de taillek nonétiquet́es obtenus̀a partir
de cycles de longueurn est donńe par

cn,k =
1

n

∑

d|(k,n)

µ(d)

(
n/d

k/d

)
, k > 0. (2.63)

Preuve. On utilise la proposition 2.3.3 avec l’espèce non pondér´eeF = C. Première-
ment, avec (2.59)

cn = k![xk][tn]
∑

n≥1

∑

n≥1

1

n



∑

d|n
d>1

φ(d)tn + φ(1)(t(1 + x))n




= k![xk]
1

n
(1 + x)n

=
k!

n

(
n

k

)

= (n− 1)(n − 2) . . . (n− k + 1).

En ce qui concernẽcn,k, nous avons

c̃n,k = [xk][tn]
∑

n≥1

1

n

∑

d|n

φ(d)tn(1 + xd)
n
d

= [x
k
d ]

1

n

∑

d|n

φ(d)(1 + x)
n
d

=
1

n

∑

d|n

φ(d)

(
n/d

k/d

)
.
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Finalement, pour obtenircn,k, il suffit de remplacer la fonctionφ parµ dans les calculs
précédent en accord avec (2.60), après avoir remarqué que

[xk][tn](ZC − ΓC)(t, t, . . .) = 0.

Considérons maintenant les espècesS, des permutations etSn, des permutations de
taille n. Nous rappelons que l’espèce des permutations est caract´erisée par la relation
suivante :

S = E ◦ C, (2.64)

signifiant que toute permutation se décompose en un ensemble de cycles disjoints.̀A
partir de cette relation et des lois de substitution du théorème 2.2.4, nous allons obtenir
les séries indicatrices d’asymétrie translatées associées aux espècesS etSn.

Proposition 2.3.7 (PERMUTATIONS) Soit ξ ∈ C [[~v]]. Alors, les śeries indicatrices
d’asyḿetrie translat́ees des espècesS, des permutations etSn, des permutations de
taille n, sont donńees par

ΓS,ξ =
ZS(ξ1, ξ2, . . .)

ΓS(ξ1, ξ2, . . .)
ΓS, (2.65)

ΓSn,ξ = ΓSn + 2ξ2ΓSn−2 + ξ3ΓSn−3 + · · ·
. . . + πi(ξ2, ξ3, . . . , ξi)ΓSn−i + · · · , (2.66)

où πi(ξ2, ξ3, . . . , ξi) = [ti]
1

(1 − t2ξ2)2

∏

k≥3

1

1 − tkξk
.

Preuve.Nous utilisons à nouveau la formule d’addition

C(T +X) = C(T ) + C(L(T )X),

oùL est l’espèce des listes. En combinant cette formule avec larelation (2.64), il vient

S(T +X) = E(C(T +X)) = E(C(T ) + C(L(T )X))

= E(C(T )) · E(C(L(T )X)) = S(T ) · S(L(T )X).

Alors, en posantT := ξ ∈ C [[~v]],

ΓS,ξ = S(ξ)ΓS ◦ ΓL(ξ)X ◦ ΓX−ξ,
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oùL(ξ) = ZL(ξ, ξ, . . .) = 1
1−ξ . Mais,ΓS est donnée parΓS(x1, x2, . . .) = 1−x2

1−x1
. Ceci

entraı̂ne

ΓS,ξ = S(ξ)
1 − L(ξ2)x2

1 − L(ξ)x1
◦ ΓX−ξ

= S(ξ)
1 − x2−ξ2

1−ξ2

1 − x1−ξ1
1−ξ1

= S(ξ)
1 − ξ1
1 − ξ2

· 1 − x2

1 − x1

=
S(ξ)

ΓS(ξ)
ΓS ,

ce qui est équivalent à la formule (2.65). On souhaite maintenant établir (2.66). Remar-
quons, tout d’abord, que (2.65) implique,

ΓS,tξ ◦ (tx1) =

∏

k≥1

1

1 − tkξk

1−t2ξ2
1−tξ1

ΓS(tX)

=

(
1

1 − t2ξ2

)2 ∏

k≥3

1

1 − tkξk

∑

j≥0

tjΓSj .

Extrayant alors le coefficient detn dans la dernière égalité donne l’expression annoncée
pourΓSn,ξ.

On en déduit alors des formules énumératives pour les sous-permutations étiquetées,
non étiquetées et non étiquetées asymétriques.

Corollaire 2.3.8 Le nombresn de sous-permutations de taillek obtenues̀a partir de
permutations sur l’ensemble[n] est

sn =

n∑

i=k

i(k)p≥2(n − i), (2.67)

où p≥2(m) désigne le nombre de partages de l’entierm en parts plus grandes ou
égalesà 2 et i(k) repésente lakième factorielle descendante dei.
Le nombres̃n de sous-permutations nońetiquet́ees de taillek obtenuesà partir de
permutations de taillen est

s̃n = [xk][tn]

∞∏

ν=1

1

1 − tν(1 + xν)
=
∑

λ⊢n
µ⊢k

∏

i≥1

(
mi(λ)

mi(µ)

)
, (2.68)
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oùmi(λ) est le nombre de parts de taillei dans le partageλ.
Le nombresn de sous-permutations nonétiquet́ees asyḿetriques de taillek obtenues̀a
partir de permutations de taillen est

sn = [xk][tn]
1 − t2(1 + x2)

1 − t(1 + x)

1

(1 − t2)2

∏

ν≥3

1

1 − tν
. (2.69)

Preuve. La preuve est basée sur l’utilisation de la proposition 2.3.3 avecFw = S, du
tableau A.1 et de la proposition 2.3.7. Commençons avecsn. On a

sn = k![xk][tn]
1

1 − t(1 + x)

1

1 − t2
1

1 − t3
. . .

= k![xk][tn]



∑

i≥0

ti(1 + x)i





∑

i≥0

t2i





∑

i≥0

t3i


 . . .

= k![tn]

(
n∑

i=k

ti
(
i

k

))

∑

i≥0

t2i





∑

i≥0

t3i


 . . .

= k!
n∑

i=k

(
i

k

)
p≥2(n− i).

De façon similaire, on a

s̃n = [xk][tn]



∑

j≥0

tj(1 + x)j





∑

j≥0

t2j(1 + x2)j





∑

j≥0

t3j(1 + x3)j


 . . .

= [xk]
∑

λ⊢n

(1 + x)m1(λ)(1 + x2)m2(λ)(1 + x3)m3(λ) . . .

=
∑

λ⊢n
µ⊢k

∏

i≥1

(
mi(λ)

mi(µ)

)
,

oùmi(λ) représente le nombre de parts de taillei du partageλ. Finalement, la formule
(2.69) concernantsn s’obtient directement de la proposition 2.3.3.

2.3.4 Arbres, arborescences et endofonctions

Dans cette partie, nous nous intéressons aux espècesA desarborescences(arbres en-
racinés) eta desarbres(de Cayley). Comme nous l’avons mentionné dans la section
1.6, l’espèceA satisfait l’équation fonctionnelle suivante

A = XE(A). (2.70)

De plus, le théorème de dissymétrie (1.56) prend la forme

A +E2(A) = a+ A2. (2.71)
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Notons qu’à partir des deux expressions précédentes, les coefficients des sériesZA,
Za, ΓA etΓa peuvent être calculées explicitement (voir (Bergeron, Labelle et Leroux,
98; Labelle, G., 92)). De plus, dans (Meir et Moon, 83), les auteurs ont énuméré les
arborescences asymétriques. Nous nous proposons ici de calculer les séries indicatrices
d’asymétrie translatéeΓA,ξ etΓa,ξ en termes des séries ci-dessus.

Proposition 2.3.9 (ARBORESCENCES ET ARBRES) Soit ξ ∈ C [[~v]]. Alors les śeries
indictarices d’asyḿetrie translat́ees des espècesA, des arborescences eta, des arbres,
sont donńees par

ΓA,ξ = ΓA ◦
(A(ξ2)

ξ2
x1

)
, (2.72)

Γa,ξ = A(ξ2) + ΓA,ξ −
1

2
((ΓA,ξ)2 + (ΓA,ξ)

2) (2.73)

= A(ξ2) + Γa ◦
(A(ξ2)

ξ2
x1

)
, (2.74)

où A(ξ) = ZA(ξ1, ξ2, . . .) et (ΓA,ξ)2 = p2 ◦ ΓA,ξ = ΓA,ξ2(x2, x4, x6, . . .).

Preuve.Le résultat est une conséquence du théorème 2.2.4. La formule (2.70) donne

ΓA,ξ = ΓX,ξ · ΓE(A),ξ = x1ΓE,A(ξ) ◦ ΓA,ξ. (2.75)

Mais, par définition,

ΓE,A(ξ) = ΓE(A(ξ)+X) ◦ ΓX−A(ξ)

= ΓE(A(ξ))E(X) ◦ ΓX−A(ξ)

= E(A(ξ))ΓE(x1 −A(ξ1), x2 −A(ξ2), . . .)

= exp

(∑ 1

k
A(ξk)

)
exp

(∑ (−1)k−1

k
(xk −A(ξk))

)

= eA(ξ2)+ 1
2
A(ξ4)+ 1

3
A(ξ6)+···ΓE(x1, x2, . . .)

= E(A(ξ2))ΓE(x1, x2, . . .)

=
A(ξ2)

ξ2
ΓE(x1, x2, . . .), (2.76)

puisqueA(ξ) = ξE(A(ξ)). On en déduit queΓA,ξ vérifie l’équation fonctionnelle
suivante :

ΓA,ξ =

(A(ξ2)

ξ2
x1

)
ΓE(ΓA,ξ). (2.77)

Or, la sérieΓA ◦
(
A(ξ2)
ξ2

x1

)
vérifie aussi la formule (2.77). Donc, la formule (2.72)

s’ensuit par unicité de la solution. Les formules (2.73) et(2.74) sont facilement obte-
nues à partir de (2.71) en utilisant le théorème 2.2.4 et la formule suivante

ΓE2 =
1

2
(x2

1 − x2).
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Remarque 2.3.10Il est aussi possible de calculer les sériesΓAn,ξ et Γan,ξ, pour les
espèces des arborescences et des arbres àn sommets, en utilisant la formule (2.35), de
la manière suivante :

ΓAn,ξ = [tn]ΓA ◦
(A(t2ξ2)

tξ2
x1

)
, (2.78)

Γan,ξ = [tn]

(
A(tξ) + Γa ◦

(A(t2ξ2)

tξ2
x1

))
. (2.79)

Corollaire 2.3.11 SoientA l’espèce des arborescences eta, celle des arbres. Sup-
posons que les sériesZA, ΓA, Za etΓa sontécrites sous la forme

ZA =
∑

λ

aλ
xλ1xλ2 . . .

zλ
, ΓA =

∑

λ

a∗λ
xλ1xλ2 . . .

zλ
, (2.80)

Za =
∑

λ

αλ
xλ1xλ2 . . .

zλ
, Γa =

∑

λ

α∗
λ

xλ1xλ2 . . .

zλ
, (2.81)

où λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ . . .) parcourt l’ensemble des partages d’entiers,

zλ = 1m1(λ)m1(λ)!2m2(λ)m2(λ)! . . . ,

etmi(λ) désigne le nombre de parts de taillei du partageλ.
Alors, le nombre de sous-arborescences de taillek obtenues̀a partir d’arborescences
sur [n], est

∑

λ⊢n

m1(λ)(k)

zλ
aλ, (2.82)

où λ parcourt l’ensemble des partages den. Le nombre correspondant de sous-arbres
est

∑

λ⊢n

m1(λ)(k)

zλ
αλ. (2.83)

Le nombre de sous-arborescences nonétiquet́ees de taillek obtenues̀a partir d’arbo-
rescences de taillen est donńe par

∑

λ⊢n
µ⊢k

(
m1(λ)

m1(µ)

)(
m2(λ)

m2(µ)

)
. . .

aλ
zλ
. (2.84)

Le nombre correspondant de sous-arbres nonétiquet́es est

∑

λ⊢n
µ⊢k

(
m1(λ)

m1(µ)

)(
m2(λ)

m2(µ)

)
. . .

αλ
zλ
. (2.85)
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Le nombre de sous-arborescences nonétiquet́ees asyḿetriques de taillek obtenues̀a
partir d’arborescences de taillen est donńe par

[tn]

n∑

ν=0

∑

λ⊢ν
µ⊢k

(
m1(λ)

m1(µ)

)(
m2(λ)

m2(µ)

)
. . .

a∗λ
zλ

ε(t)m1(λ)ε(t2)m2(λ) . . . , (2.86)

où ε(t) =
∑

i≥1 ãit
2i−1 et ãi représente le nombre d’arborescences de taillei. Le

nombre correspondant de sous-arbres nonétiquet́es asyḿetriques est

[tn]

(
χ(k = 0)tε(t) +

n∑

ν=0

∑

λ⊢ν
µ⊢k

(
m1(λ)

m1(µ)

)(
m2(λ)

m2(µ)

)
. . .

α∗
λ

zλ
ε(t)m1(λ)ε(t2)m2(λ) . . .

)
,

(2.87)
où χ(k = 0) vaut1, si k = 0, et0 dans les autres cas.

Preuve. On se borne à montrer les formules concernant l’espèceA des arborescences,
(2.82), (2.84) et (2.86); les formules concernanta, l’espèce des arbres, (2.83), (2.85),
(2.87), suivent directement grâce à la proposition 2.3.9. Commençons avec le nombre
An,k de sous-arborescences de taillek obtenues à partir d’arborescences sur[n]. Par la
proposition 2.3.3, on a

An,k = k![xk][tn]ZA(t(1 + x), t2, t3, . . .)

= k![xk][tn]
∑

λ

aλ
zλ

(t(1 + x))m1(λ) t2m2(λ)t3m3(λ) . . .

= k![xk]
∑

λ⊢n

aλ
zλ

(1 + x)m1(λ)

=
∑

λ⊢n

aλ
zλ

(m1(λ))(k).

PourÃn,k, le nombre de sous-arborescences non étiquetées de taille k, on obtient suc-
cessivement

Ãn,k = [xk][tn]ZA

(
t(1 + x), t2(1 + x2), t3(1 + x3), . . .

)

= [xk][tn]
∑

λ

aλ
zλ

(t(1 + x))m1(λ) (t2(1 + x2)
)m2(λ) (

t3(1 + x3)
)m3(λ)

. . .

= [xk]
∑

λ⊢n

aλ
zλ

∏

i≥1

(1 + xi)mi(λ)

=
∑

λ⊢n
µ⊢k

aλ
zλ

∏

i≥1

(
mi(λ)

mi(µ)

)
.

Passons maintenant au nombreA(n, k) de sous-arborescences non étiquetées asymé-
triques de taillek. Par la proposition 2.3.3, on obtient

An,k = [xk][tn]ΓA,t(t(1 + x), t2(1 + x2), t3(1 + x3), . . .).
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Mais, par la proposition 2.3.9,

ΓA,t = ΓA ◦
(
A(t2)

t2
x1

)
.

Alors,

ΓA,t ◦ (t(1 + x)) = ΓA ◦
(
A(t2)

t2
t(1 + x)

)

=
∑

λ

a∗λ
zλ

(
A(t2)

t2
t(1 + x)

)m1(λ)(
A(t4)

t4
t2(1 + x2)

)m2(λ)

. . . .

Or,
A(t2)

t2
=

1

t2
ZA(t2, t2, . . .) =

∑
ãit

2i−1 = ε(t),

en utilisant les lois de la proposition 1.4.4. Finalement, il vient

An,k = [xk][tn]
∑

λ

a∗λ
zλ

tm1(λ)+2m(λ)+···
∏

i≥1

(1 + xi)mi(λ)ε(ti)mi(λ)

=
∑

λ⊢n
µ⊢k

a∗λ
zλ

∏

i≥1

ε(ti)mi(λ)

(
mi(λ)

mi(µ)

)
,

ce qui conclut la preuve.

Notons que les formules (2.82)–(2.85) sont parfaitement g´enérales et peuvent s’appli-
quer à toute espèceF , en écrivant la série indicatrice de cycles deF sous la forme

ZF =
∑

λ

fλ
xλ1xλ2 . . .

zλ
.

Cependant, les formules (2.86) et (2.87) sont spécifiques aux espèces des arborescences
et des arbres respectivement.

Il est également possible d’appliquer des méthodes récursives pour calculer les séries
impliquées dans le calcul des coefficients de la proposition précédente. On illustre ces
méthodes en calculant les séries (2.43)–(2.45) de la proposition 2.3.3 pour l’espèce des
arborescences.

Proposition 2.3.12 SoientA l’espèce des arborescences et les séries suivantes

ϕ(x, t) = ZA(t(1 + x), t2, t3, . . .), (2.88)

ψ(x, t) = ZA(t(1 + x), t2(1 + x2), t3(1 + x3), . . .), (2.89)

γ(x, t) = ΓA,t(t(1 + x), t2(1 + x2), t3(1 + x3), . . .). (2.90)
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Alors,

ϕ(x, t) = t(1 + x)eϕ(x,t)+ 1
2
ϕ(0,t2)+ 1

3
ϕ(0,t3)+···, (2.91)

ψ(x, t) = t(1 + x)eψ(x,t)+ 1
2
ψ(x2,t2)+ 1

3
ψ(x3,t3)+···, (2.92)

γ(x, t) =
Ã(t2)

t
(1 + x)eγ(x,t)−

1
2
γ(x2,t2)+ 1

3
γ(x3,t3)−···. (2.93)

Preuve. Il suffit d’utiliser l’équation fonctionnelleA = XE(A) et les formules an-
noncées suivent directement par passage aux séries indicatrices.

L’espèce desendofonctions(fonctions d’un ensemble sur lui-même), notéeEnd, est
caractérisée par l’équation fonctionnelle suivante :

End = S ◦ A, (2.94)

où S est l’espèce des permutations. Les séries indicatricesZEnd et ΓEnd ont précé-
demment été calculées dans (Bergeron, Labelle et Leroux, 98; Labelle, G., 92). Con-
naissant ces séries, nous pouvons obtenir une formule pourΓEnd,ξ, faisant l’objet de la
proposition suivante.

Proposition 2.3.13 (ENDOFONCTIONS) Soit ξ ∈ C [[~v]]. Alors, la śerie indicatrice
d’asyḿetrie translat́ee de l’esp̀eceEnd des endofonctions est donnée par

ΓEnd,ξ =
End(ξ)

ΓS ◦ ZA(ξ1, ξ2, . . .)
· ΓEnd ◦

(A(ξ2)

ξ2
x1

)
. (2.95)

Preuve.En utilisant (2.94), le théorème 2.2.4 et (2.72), on obtient successivement,

ΓEnd,ξ = ΓS◦A,ξ = ΓS,A(ξ) ◦ ΓA,ξ

=
ZS ◦ A(ξ)

ΓS ◦ A(ξ)
ΓS ◦ ΓA ◦

(A(ξ2)

ξ2
x1

)
,

ce qui est équivalent à (2.95).

Il est aussi possible de calcuerΓEndn,ξ, pour les endofonctions sur un ensemble de taille
n. Il suffit d’appliquer le lemme 2.3.1 à la relation (2.95).

2.3.5 Membres d’assembĺees

Dans cette section, nous nous intéressons aux couples d’espèces(F,G) satisfaisant
l’équation fonctionnelleG = H ◦ F , oùH est soit l’espèceE des ensembles, soit
l’espèceC des cycles, soit l’espèceS des permutations. Nous allons établir des for-
mules permettant de calculer la série indicatrice d’asym´etrie translatée deG en fonction
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deF (et vice versa) dans les trois cas cités. Rappelons prélablement deux notations
très utilisées dans cette partie : siF = Fw est une espèce pondérée quelconque et
ξ ∈ C [[~v]], nous écrivons

F (ξ) = Fw(ξ) = ZFw(ξ1, ξ2, ξ3, . . .), (2.96)

(ΓF,ξ)k = (ΓFw,ξ)k = pk ◦ ΓFw,ξ = ΓF
wk ,ξk(xk, x2k, x3k, . . .), (2.97)

oùpk désigne lakième somme de puissances.

2.3.5.1 Composantes connexes

ConsidéronsE l’espèce des ensembles. Lorsque deux espècesF etG sont liées entre
elles par l’équation fonctionnelleG = E ◦ F , on dit qu’uneF -structure est uneG-
structure connexe(étant donné que réciproquement, on dit que lesG-structures sont
desassembĺeesdeF -structures). Puisque nous connaissonsΓE,ξ (section 2.3.4), nous
obtenons une formule permettant de calulerΓG,ξ en fonction deΓF,ξ et inversement.

Proposition 2.3.14 SoientE l’espèce des ensembles,F etG deux esp̀eces pond́erées
quelconques etξ ∈ C [[~v]]. SiG = E ◦ F , alors, on a

ΓG,ξ = ZE(F (ξ2), F (ξ4), . . .) · exp

(∑

i≥1

(−1)i−1

i
(ΓF,ξ)i

)
. (2.98)

Réciproquement,
ΓF,ξ = λξ,1 + λξ,2 + · · · + λξ,2m + · · · , (2.99)

où λξ,2m =

(∑
k≥1

µ(k)
k

(
ln

ΓG,ξ

G(ξ2)

)

k

)

2m

.

Preuve.Commençons par établir (2.98), qui suit directement de

ΓG,ξ = ΓE◦F,ξ = ΓE,F (ξ) ◦ ΓF,ξ,

et de la proposition 2.3.4 oùξ est remplacé parF (ξ) dans la formule (2.48). Ensuite,
prenant le logarithme de l’équation (2.98), composant parpj, multipliant par µ(j)

j et
sommant sur tous les entiersj ≥ 1, il vient

∑

j≥1

µ(j)

j

(
ln

ΓG,ξ
G(ξ2)

)

j

= −
∑

n≥1

(
1

n

∑

d|n

µ(d)(−1)n/d
)

(ΓF,ξ)n (2.100)

= ΓF,ξ − (ΓF,ξ)2, (2.101)

puisqueG(ξ2) = ZE ◦ ZF (ξ2, ξ2, . . .) = E(F (ξ2)), et par utilisation de la relation

1

n

∑

d|n

µ(d)(−1)n/d =





−1 si n = 1,
1 si n = 2,
0 if n > 2,

prouvée dans (Labelle, G., 92). Par itération de (2.101),on obtient (2.99).
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2.3.5.2 Assembĺees circulaires

ConsidéronsC l’espèce des cycles (orientés). De façon similaire à lasection précé-
dente, si deux espècesF et G satisfont l’équation fonctionnelleG = C ◦ F , on dit
qu’uneG-structure est uneassembĺee circulairedeF -structures. Nous calculons de
nouveauΓG,ξ en fonction deΓF,ξ et vice versa.

Proposition 2.3.15 SoientC l’espèce des cycles,F et G deux esp̀eces pond́erées et
ξ ∈ C [[~v]]. SiG = C ◦ F , alors, on a

ΓG,ξ = β(ξ1, ξ2, . . .) −
∑

k≥1

µ(k)

k
ln(1 − (ΓF,ξ)k), (2.102)

où
β(ξ1, ξ2, . . .) = (ZC − ΓC)(F (ξ1), F (ξ2), . . .). (2.103)

Réciproquement,

ΓF,ξ = 1 − exp

(
−
∑

k≥2

ω(k)G(ξk)

)(
−
∑

k≥1

1

k
(ΓG,ξ)k

)
, (2.104)

où

ω(k) =
1

k

∏

p|k
p premier

(1 − p). (2.105)

Preuve. On obtient directement la relation (2.102) en utilisant la proposition 2.3.5
et le théorème 2.2.4. Pour établir l’équation (2.104),commençons par poserA(ξ) =
ΓG,ξ−β(ξ1, ξ2, . . .) etB(ξ) = − ln(1−ΓF,ξ). Ensuite, on utilise la formule d’inversion
de Möbius suivante

A(ξ) =
∑

k≥1

µ(k)

k
(B(ξ))k ⇐⇒ B(ξ) =

∑

k≥1

1

k
(A(ξ))k. (2.106)

On trouve ainsi

ΓF,ξ = 1 − exp


−

∑

k≥1

1

k

(
(ΓG,ξ)k − β(ξk, ξ2k, . . .)

)
 . (2.107)

Nous allons obtenir (2.104) en exprimantβ en fonction deG. On procède de la manière
qui suit. ConsidéronsZ<−1>

C (x1, x2, . . .), l’inverse sous la substitution pléthystique de
ZC(x1, x2, . . .). Alors,

β(ξ1, ξ2, . . .) = (ZC − ΓC)(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

= G(ξ) − ΓC(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

= G(ξ) − ΓC ◦ Z<−1>
C ◦ ZC(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

= G(ξ) − ΓC ◦ Z<−1>
C (G(ξ1), G(ξ2), . . .), (2.108)
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puisqueG = C ◦ F . Maintenant, remarquons que pour toute série formellez =
z(x1, x2, . . .), on a

z = Z<−1>
C (x1, x2, . . .) ⇐⇒ x1 = ZC(z1, z2, . . .)

⇐⇒ x1 =
∑

k≥1

φ(k)

k
ln

1

1 − zk

⇐⇒ ln
1

1 − z
=
∑

k≥1

ω(k)xk,

où ω(k) est la fonction arithmétique multiplicative (voir (Labelle, G., 92)) définie par
(2.105). Cela implique alors

ΓC ◦ Z<−1>
C (x1, x2, . . .) =

∑

m≥1

µ(m)

m
ln

1

1 − zm

=
∑

m≥1

∑

k≥1

µ(m)

m
ω(k)xmk

=
∑

n≥1



∑

d|n

µ(d)

d
ω(n/d)


xn

=
∑

n≥1

µ(n)xn, (2.109)

de sorte que l’on ait, en utilisant (2.108),

β(ξ1, ξ2, . . .) = G(ξ) −
∑

n≥1

µ(n)G(ξn), (2.110)

de laquelle on déduit
∑

k≥1

1

k
β(ξk, ξ2k, . . .) =

∑

k≥1

1

k
G(ξk) −

∑

i≥1

1

i

∑

j≥1

µ(j)G(ξij)

=
∑

k≥1

1

k
G(ξk) −

∑

k≥1



∑

d|k

dµ(d)


 G(ξk)

k

= −
∑

k≥2

ω(k)G(ξk). (2.111)

On termine cette preuve en substituant (2.111) dans (2.107).

2.3.5.3 Assembĺees permut́ees

Pour clore sur le sujet des assemblées, considérons l’espèceS des permutations. On
dit de deux espècesF etG que lesG-structures sont desassembĺees permut́eesdeF -
structures, siG = S ◦F . On dispose de la relation suivante entre les séries indicatrices
d’asymétrie translatées des espècesF etG.
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Proposition 2.3.16 SoientS l’espèce des permutations,F etG deux esp̀eces pond́e-
rées etξ ∈ C [[~v]]. SiG = S ◦ F , alors, on a

ΓG,ξ = δ(ξ1, ξ2, . . .)
1 − (ΓF,ξ)2
1 − ΓF,ξ

, (2.112)

où

δ(ξ1, ξ2, . . .) =
ZS(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

ΓS(F (ξ1), F (ξ2), . . .)
=

1

(1 − F (ξ2))2

∏

k≥3

1

1 − F (ξk)
.

Réciproquement,

ΓF,ξ = 1 −
∞∏

k=1

G(ξk)
−µ(k)

∞∏

ν=0

G(ξ2ν )

(ΓG,ξ)2ν
. (2.113)

Preuve.La proposition 2.3.7 donne

ΓG,ξ = ΓS,F (ξ) ◦ ΓF,ξ

=
ZS(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

ΓS(F (ξ1), F (ξ2), . . .)
ΓS ◦ ΓF,ξ

=
ZS(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

ΓS(F (ξ1), F (ξ2), . . .)

1 − (ΓF,ξ)2
1 − ΓF,ξ

,

qui est (2.112). Réciproquement, pour prouver (2.113), remarquons d’abord qu’étant
donné queZS(F (ξ1), F (ξ2), . . .) = ZG(ξ1, ξ2, . . .) = G(ξ), on peut réécrire la relation
(2.112) sous la forme

1 − ΓF,ξ
1 − F (ξ)

=
G(ξ)

ΓG,ξ

1 − (ΓF,ξ)2
1 − F (ξ2)

.

En itérant cette dernière égalité, il vient

1 − ΓF,ξ
1 − F (ξ)

=
∞∏

ν=0

(
G(ξ)

ΓG,ξ

)

2ν

. (2.114)

Il faut désormais isolerΓF,ξ. Pour ce faire, il suffit d’exprimer1 − F (ξ) = 1 −
ZF (ξ1, ξ2, . . .) dans (2.114) en fonction deG(ξ) = ZG(ξ1, ξ2, . . .). Ceci est facile-
ment obtenu en écrivant

ZG(ξ1, ξ2, . . .) = ZS ◦ ZF (ξ1, ξ2, . . .) =
∞∏

k=1

1

1 − (ZF )k(ξ1, ξ2, . . .)
.

En prenant maintenant le logarithme de la relation précédente et par utilisation de
l’inversion de Möbius, on a

1 − F (ξ) =
∞∏

k=1

G(ξk)
−µ(k),

ce qui donne (2.113) en utilisant (2.114).
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2.3.6 Autres calculs

Dans cette section nous calculons la série indicatrice d’asymétrie translatée d’autres
espèces usuelles, à savoir les chaı̂nes, les involutions, les ensembles orientés ainsi que
les permutations paires; voir (Labelle, Lamathe et Leroux,Accepté).

2.3.6.1 Châınes et involutions

On obtient la série indicatrice d’asymétrie translatéepour les espèces des chaı̂nes et des
involutions de manière relativement directe, en se basantsur les résultats de la section
précédente et sur le théorème 2.2.4, explicitant le comportement de la sérieΓF,ξ face
aux opérations combinatoires.

• Châınes :
L’espèce deschâınesde longueurn, Chan, est caractérisée par l’équation fonctionnelle
suivante :

Chan =

{
E2(X

n/2), si n est pair,

XE2(X
(n−1)/2), sinon.

(2.115)

Rappelons que la série indicatrice d’asymétrie classique de l’espèce des chaı̂nes est
donnée par (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95))

ΓChan(x1, x2, . . .) =

{
(xn1 − x

n/2
2 )/2, si n est pair,

x1(x
n−1
1 − x

(n−1)/2
2 )/2, sinon.

(2.116)

Pour calculerΓChan,ξ, pourξ ∈ C [[~v]], on utilise les résultats du théorème 2.2.4, et on
traite séparément deux cas suivant la parité de l’entiern.

• n pair : On a

ΓChan,ξ(x1, x2, . . .) = ΓE2(X),ξn/2 ◦ ΓXn/2,ξ

= (ξ
n
2
2 + ΓE2(X)) ◦ Γ

X
n
2

= ξ
n
2
2 + ΓChan .

• n impair : De la même façon, on obtient, pourn impair

ΓChan,ξ(x1, x2, . . .) = x1ξ
(n−1)/2
2 + ΓChan .

On a ainsi obtenu le résultat suivant :

Proposition 2.3.17 Soitξ ∈ C [[~v]]. Alors, la śerie indicatrice d’asyḿetrie translat́ee
de l’esp̀ece des châınes de longueurn est donńee par

ΓChan,ξ =

{
ξ

n
2
2 + ΓChan , si n est pair,

x1ξ
(n−1)/2
2 + ΓChan , sinon.

(2.117)

2
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Si l’on veut maintenant calculerΓCha,ξ, il suffit de sommer l’expression (2.117) sur
toutes les valeurs entières den.

• Involutions :
Considérons maintenant l’espèceInv desinvolutions, à savoir des permutationsσ telles
queσ2 = 1, où1 est la permutation identité. L’espèceInv satisfait l’équation fonction-
nelle suivante :

Inv(X) = E(X +C2) = E(X) · E(C2). (2.118)

Soit ξ ∈ C [[~v]]. On a alors

ΓInv,ξ = ΓE,ξ · ΓE(C2),ξ

= ΓE,ξ · ΓE,C2(ξ) ◦ ΓC2,ξ.

Or,
ΓE,ξ = ZE(ξ2, ξ4, . . .)ΓE = ZE(ξ2)ΓE , et ΓC2,ξ = ξ2 + ΓC2 .

On en déduit

ΓInv,ξ = (ZE(ξ2)ΓE) · (ZE(ZC2(ξ2)) · ΓE ◦ (ξ2 + ΓC2))

= ZE(ξ2)ZE(ZC2(ξ2))ΓE(ξ2)ΓEΓE ◦ (ΓC2)

= ZE(ξ2)ZE(ZC2(ξ2))ΓE(ξ2)ΓInv

= ΓE(ξ2)ZInv(ξ2)ΓInv.

On a ainsi montré la propositon suivante.

Proposition 2.3.18 Soit ξ ∈ C [[~v]]. Alors, la śerie indicatrice d’asyḿetrie translat́ee
ΓInv,ξ de l’esp̀ece des involutions est donnée par

ΓInv,ξ = ΓE(ξ2)ZInv(ξ2)ΓInv. (2.119)

2

Noter que les sériesZInv etΓInv ont été explicitement calculées dans (Labelle et Pineau,
94; Pineau, 95).

2.3.6.2 Ensembles orientés

Considéronsσ ∈ Sn une permutation de taillen. On dit queσ est unpermutation paire
si σ possède un nombre pair de cycles de longueur paire dans sa d´ecomposition en
cycles disjoints. On note parAn le sous-groupe alterné deSn formé des permutations
paires deSn. On forme alors l’espèce moléculaireE±

n desensembles orientésde taille
n,

E±
n = Xn/An .
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Une structure de l’espèceE±
n consiste en un ordre linéaire surn points modulo une

permutation paire de ses éléments. En particulier, on a

E±
0 = 1, E±

1 = X, E±
2 = E2, E±

3 = C3.

On définit l’espèce des ensembles orientésE± en posantE± =
∑

n≥0E
±
n .

Pour calculer la série indicatrice d’asymétrie translatée ΓE±,ξ, nous utilisons un for-
mule d’addition, donnée par Auger et al. dans (Auger, Labelle et Leroux, 01; Auger,
Labelle et Leroux, 02). La première étape consiste en une généralisation de cette for-
mule d’addition au cas deE±(ξ + X) où ξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · est une variable de
poids de l’anneauC [[~v]].

Théorème 2.3.19(FORMULE D’ ADDITION E±
n ) Nous disposons de la formule d’ad-

dition suivante relativèa l’esp̀eceE±
n des ensembles orientés de taillen,

E±
n (X0 +X1 +X2 + · · ·) =

∑

n0+n1+···=n
∀i, ni≤1

2Xn0
0 Xn1

1 . . . +
∑

n0+n1+···=n
∃i, ni≥2

Xn0
0 Xn1

1 . . .

An0,n1,...
,

(2.120)
où An0,n1,... = An ∩ Sn0,n1,... et Sn0,n1,... représente le groupe des permutations
permutant entre eux chacun desni points de sorteXi, pour i = 1, 2, . . . . 2

Considérons maintenantξ ∈ C [[~v]]. Dans le but de calculerΓE±,ξ, nous obtenons
préalablement une formule d’addition pourE±(ξ +X).

Théorème 2.3.20Soitξ = c1µ1+c2µ2+· · · une variable de poids de l’anneauC [[~v]].
Alors, nous avons

E±(ξ +X) = −1 − (X + ξ) + (1 +X)ΓE(ξ1, ξ2, . . .)

+ ΓE(ξ1, ξ2, . . .)E
±(X) (2.121)

+ (ZE(ξ1, ξ2, . . .) − ΓE(ξ1, ξ2, . . .))E(X).

Preuve. Posant sans perte de généralitéX0 := X etXi := tiT , i ≥ 1, dans l’équation
(2.120), il vient

E±
n (X + ξT ) = E±

n (X + (t1 + t2 + · · ·)T )

= 2
∑

n0+n1+n2+···=n
∀j nj≤1

tn1
1 tn2

2 . . . Xn0T n−n0

+
∑

n0+n1+n2+···=n
∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .
Xn0T n−n0

An0,n1,n2,...
.
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En sommant la dernière relation sur toutes les valeurs positives de l’entiern, on obtient

E±(X + ξT ) = −1 − (X + ξT ) + 2
∑

n0,n1,n2,...
∀j nj≤1

tn1
1 tn2

2 . . . Xn0T n1+n2+n3+···

+
∑

n0,n1,n2,...
∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .
Xn0T n1+n2+n3+···

An0,n1,n2,...
.

En classifiant les sommes selon les casn0 = 0, n0 = 1, n0 ≥ 2, on obtient le
développement plus explicite

E±(X + ξT ) = −1 − (X + ξT ) + 2

( ∑

n1≤1,n2≤1,...

tn1
1 tn2

2 . . . T n1+n2+n3+···

+
∑

n1≤1,n2≤1,...

tn1
1 tn2

2 . . . XT n1+n2+n3+···

)

+
∑

n1,n2,...
∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .
T n1+n2+n3+···

A0,n1,n2,...

+
∑

n1,n2,...
∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .
XT n1+n2+n3+···

A1,n1,n2,...

+
∑

n0≥2

∑

n1,n2,...

tn1
1 tn2

2 . . .
Xn0T n1+n2+n3+···

An0,n1,n2,...
.

Posant maintenantT := 1 (ce qui correspond à désétiqueter les points de sorteT ), on a

E±(X + ξ) = −1 − (X + ξ) + 2 ((1 + t1)(1 + t2) . . . +X(1 + t1)(1 + t2) . . .)

+
∑

n0≥2

∑

∀j nj≤1

tn1
1 tn2

2 . . .
Xn0

An0

+
∑

n0≥2

∑

∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .
Xn0

Sn0

+
∑

∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .+X
∑

∃j nj≥2

tn1
1 tn2

2 . . .

= −1 − (X + ξ) + 2(1 +X)ΓE(ξ1, ξ2, . . .)

+ ΓE(ξ1, ξ2, . . .)
∑

n≥2

E±
n (X)

+ (ZE(ξ1, ξ2, . . .) − ΓE(ξ1, ξ2, . . .))
∑

n≥2

En(X)

+ (1 +X) (ZE(ξ1, ξ2, . . .) − ΓE(ξ1, ξ2, . . .)) .

Il suffit alors de remarquer que
∑

n≥2E
±
n (X) = E±(X) − 1−X et

∑
n≥2En(X) =

E(X) − 1 −X pour achever la preuve.
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Remarque 2.3.21Il est important de noter que la formule d’addition du théorème
2.3.20 est cohérente avec le corollaire 1.3.5. En effet, enposantX := 0 dans le théorè-
me 2.3.20, on obtient

E±(ξ) = −1 − ξ + ΓE(ξ1, ξ2, . . .) + ZE(ξ1, ξ2, . . .), (2.122)

puisqueE(0) = E±(0) = 1. Utilisant le fait que (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau,
95))

ZE±(x1, x2, x3, . . .) = ZE(x1, x2, x3, . . .) + ZE(x1,−x2, x3,−x4, . . .) − 1 − x1

(2.123)
et

ZE(x1,−x2, x3,−x4, . . .) = ΓE(x1, x2, x3, x4, . . .), (2.124)

on confirme alors la relation

E±(ξ) = ZE±(ξ1, ξ2, ξ3, . . .). (2.125)

De plus, la série indicatrice d’asymétrie de l’espèceE± des ensembles orientés est
donnée par (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95))

ΓE±(x1, x2, x3, . . .) = −1−x1+(2+x2−x3+x4−· · ·)ΓE(x1, x2, x3, . . .). (2.126)

Nous sommes maintenant prêts à calculer la série indicatrice d’asymétrie translatée
ΓE±,ξ de l’espèce des ensembles orientés, pour une certaine variable de poidsξ ∈
C [[~v]]. À cet effet, nous utilisons la définition de cette série formelle

ΓE±,ξ = ΓE±(ξ+X)(x1 − ξ1, x2 − ξ2, . . .). (2.127)

En passant au niveau des sériesΓ dans la formule (2.121), nous déduisons

ΓE±(ξ+X) = −1 − (ξ + x1) + (1 + x1)ΓE(ξ1, ξ2, . . .)

+ ΓE(ξ1, ξ2, . . .)ΓE±(x1, x2, . . .)

+ (ZE(ξ1, ξ2, . . .) − ΓE(ξ1, ξ2, . . .))ΓE(x1, x2, . . .). (2.128)

Donc, en utilisant la formule explicite (2.126) pourΓE± , nous obtenons

ΓE±,ξ = ΓE±(ξ+X)(x1 − ξ1, x2 − ξ2, . . .)

= −1 − (ξ1 + x1 − ξ1) + (1 + x1 − ξ1)ΓE(ξ1, ξ2, . . .) + ΓE(ξ1, ξ2, . . .)

·
(
− 1 − (x1 − ξ1) + (2 + (x2 − ξ2) − (x3 − ξ3) + · · ·)

·ΓE(x1 − ξ1, x2 − ξ2, x3 − ξ3, . . .)

)

+(ZE(ξ1, ξ2, . . .) − ΓE(ξ1, ξ2, . . .))ΓE(x1 − ξ1, x2 − ξ2, . . .).
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En rassemblant les divers termes et en utilisant le fait que

ZE(ξ1, ξ2, . . .)

ΓE(ξ1, ξ2, . . .)
=

eξ1+ 1
2
ξ2+ 1

3
ξ3+ 1

4
ξ4+···

eξ1−
1
2
ξ2+ 1

3
ξ3−

1
4
ξ4+···

= eξ2+ 1
2
ξ4+ 1

3
ξ6+···

= E(ξ2),

nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2.3.22 Soit ξ ∈ C [[~v]]. Alors, la śerie indicatrice d’asyḿetrie translat́ee
ΓE±,ξ de l’esp̀ece des ensembles orientés est donńee par

ΓE±,ξ = ΓE± + (E(ξ2) − 1 − ξ2 + ξ3 − ξ4 + · · ·) ΓE. (2.129)

2

En classifiant les ensembles orientés selon les cardinalités croissantes, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 2.3.23 Pour n ≥ 0, soitE±
n l’espèce des ensembles orientés de taillen.

Alors, pourn = 0, 1, 2, on aΓE±
n ,ξ

= ΓE±
n

et pourn ≥ 3,

ΓE±
n ,ξ

= ΓE±
n

+ ξ3ΓEn−3 + (E2(ξ2) − ξ4) ΓEn−4

+ ξ5ΓEn−5 + (E3(ξ2) − ξ6) ΓEn−6 (2.130)

+ ξ7ΓEn−7 + (E4(ξ2) − ξ8) ΓEn−8 + · · · .

Preuve. Introduisons tout d’abord une variable de poids supplémentaire,t. Nous avons
alors l’égalité combinatoire triviale

E±(tX) =
∑

n≥0

tnE±
n (X). (2.131)

Par linéarité et en utilisant les propriétés de la série indicatrice d’asymétrie translatée,
on obtient

ΓE±
n ,ξ

= [tn]ΓE±(tX),ξ = [tn]ΓE±◦(tX),ξ = [tn]ΓE±,tξ ◦ ΓtX,ξ

= [tn]ΓE±,tξ(tx1, t
2x2, t

3x3, . . .). (2.132)

Par la proposition 2.3.22, il vient

ΓE±
n ,ξ

= ΓE±
n

+ [tn]
(
E(t2ξ2) − 1 − t2ξ2 + t3ξ3 − . . .

)
· ΓE(tx1, t

2x2, t
3x3, . . .)

= ΓE±
n

+ [tn]



∑

i≥1

t2iZEi(ξ2, ξ4, . . .) +
∑

i≥2

(−1)i−1tiξi


 ·

∑

j≥0

tjΓEj

= ΓE±
n

+
∑

2i+j=n
i≥1

Ei(ξ2)ΓEj +
∑

i+j=n
i≥2

(−1)i−1ξiΓEj . (2.133)



63

Des expressions explicites des sériesΓE±
n

et ΓE±
n ,ξ

, avec0 ≤ n ≤ 6, sont données en
annexe en table A.5.

Remarquons que dans le cas spécialξ = k = k · 1 (k ∈ N, 1=monôme trivial), nous
avonsξν = (k · 1)ν = k et

Ei(ξ2) = Ei(k) = ZEi(k, k, k, . . .) =
k(k + 1) . . . (k + i− 1)

i!
. (2.134)

La formule (2.130) se réduit alors à

ΓE±
n ,k

= ΓE±
n

+ kΓEn−3 +

(
1

2!
k<2> − k

)
ΓEn−4

+ kΓEn−5 +

(
1

3!
k<3> − k

)
ΓEn−6 + · · · (2.135)

pourn ≥ 3, oùk<ν> = k(k+ 1) · · · (k+ ν − 1) est laν ième factorielle montante dek.

2.3.6.3 Permutations paires

Dans cette section, nous considérons les espèces despermutations paires, notéeALT,
et despermutations impaires, notéeNALT. Rappelons qu’une permutation est dite
paire si elle comporte un nombre pair de cycles de taille paire danssa décomposition
en cycles disjoints. L’espèceALT est caractérisée par l’équation fonctionnelle suivante,
relativement immédiate à établir.

ALT = E(Cimp) ·Epair(Cpair), (2.136)

oùE, Epair, Cimp etCpair représentent les espèces des ensembles, des ensembles de
taille paire, des cycles de longueur impaire et des cycles delongueur paire, respective-
ment. Quant à l’espèceNALT, elle satisfait la relation suivante :

S = E(Cimp)E(Cpair) = ALT + NALT, (2.137)

où S est l’espèce des permutations. En utilisant les résultats du théorème 2.2.4, nous
avons

ΓALT,ξ =
(
ΓE,Cimp(ξ) ◦ ΓCimp,ξ

)
·
(
ΓEpair,Cpair(ξ) ◦ ΓCpair ,ξ

)
. (2.138)

Or, de la relation

ΓEn,ξ =

⌊n
2
⌋∑

i≥0

ZEi(ξ2)ΓEn−2i ,

on déduit
ΓEpair,ξ = ZE(ξ2)ΓEpair , (2.139)

où

ΓEpair =
1

2

(
ΓE(x1, x2, x3, . . .) + ΓE(−x1, x2,−x3, . . .)

)
(2.140)
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et

ΓE = exp



∑

k≥1

(−1)k−1

k
xk


 . (2.141)

De plus, il est facile de voir que l’on a

ΓCpair ,ξ = (ZCpair − ΓCpair)(ξ) + ΓCpair , (2.142)

ΓCimp,ξ = (ZCimp − ΓCimp)(ξ) + ΓCimp , (2.143)

avec

ΓCimp =
∑

n≥1
n impair

µ(n)

2n
ln

(
1 + xn
1 − xn

)
, (2.144)

ΓCpair =
∑

n≥1
n pair

µ(n)

n
ln

(
1

1 − xn

)
+

∑

n≥1
n impair

µ(n)

2n
ln

(
1

1 − x2
n

)
, (2.145)

et

ZCimp =
∑

n≥1
n impair

φ(n)

2n
ln

(
1 + xn
1 − xn

)
, (2.146)

ZCpair =
∑

n≥1
n pair

φ(n)

n
ln

(
1

1 − xn

)
+

∑

n≥1
n impair

φ(n)

2n
ln

(
1

1 − x2
n

)
, (2.147)

ces quatre dernières séries ayant été explicitement calculées dans (Labelle et Pineau,
94; Pineau, 95).

Commençons par calculerΓE(Cimp),ξ. Nous avons,

ΓE(Cimp),ξ = ΓE,Cimp(ξ) ◦ ΓCimp,ξ

= ZE(Cimp(ξ2)) ·
(
ΓE ◦ ΓCimp,ξ

)

= ZE(Cimp)(ξ2) · ΓE ◦
(
(ZCimp − ΓCimp)(ξ) + ΓCimp

)

= ZE(Cimp)(ξ2) ·
(
ΓE ◦ ZCimp(ξ)

)
·

·
(
ΓE ◦ (−ΓCimp(ξ))

)
·
(
ΓE ◦ ΓCimp

)
, (2.148)

la dernière égalité étant obtenue en utilisant (2.141). Finalement, nous obtenons

ΓE(Cimp),ξ =
ZE(Cimp)(ξ2)

ΓE(Cimp)(ξ)

(
ΓE ◦ ZCimp(ξ)

)
ΓE(Cimp). (2.149)

Poursuivons maintenant avec le calcul deΓEpair(Cpair),ξ. On obtient par la même
méthode que précédemment, en utilisant (2.139),

ΓEpair(Cpair),ξ = ΓEpair,Cpair(ξ) ◦ ΓCpair,ξ

= ZE(Cpair(ξ2)) ·
(
ΓEpair ◦

(
(ZCpair − ΓCpair)(ξ) + ΓCpair

))

=
ZE(Cpair)(ξ2)

ΓEpair(Cpair)(ξ)

(
ΓEpair ◦ ZCpair(ξ)

)
ΓEpair(Cpair). (2.150)
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En regroupant les termes du produit de (2.149) et (2.150), nous obtenons

ΓALT,ξ =
ZS(ξ2)

ΓALT(ξ)

(
ΓEpair

◦ ZCpair
(ξ)
) (

ΓE ◦ ZCimp
(ξ)
)
· ΓALT, (2.151)

où ξ ∈ C [[~v]].

Dans le but de simplifier la relation (2.151), nous utilisonsles deux lemmes suivants.

Lemme 2.3.24Soitω ∈ C [[~v]]. Alors, nous avons

ZE(ω2) · ΓE(ω) = ZE(ω), et ZE(ω2) · ΓEpair
(ω) = ZEpair

(ω). (2.152)

Preuve.On obtient successivement

ZE(ω2) · ΓE(ω) = eω2+ 1
2
ω4+ 1

3
ω6+··· · eω1−

1
2
ω2+ 1

3
ω3+···

= eω1+ 1
2
ω2+ 1

3
ω3+···

= ZE(ω).

De la même manière,

ZE(ω2) · ΓEpair
(ω)

= eω2+
1
2
ω4+

1
3
ω6+··· · 1

2

(
eω1−

1
2
ω2+ 1

3
ω3+··· + e−ω1−

1
2
ω2−

1
3
ω3+···

)

=
1

2

(
eω1+ 1

2
ω2+ 1

3
ω3+··· + e−ω1+

1
2
ω2−

1
3
ω3+···

)

= ZEpair
(ω),

ce qui conclut la preuve.

Lemme 2.3.25Soitξ ∈ C [[~v]]. Alors, nous avons

ZALT = ZS(ξ2) ·
(
ΓEpair

◦ ZCpair
(ξ)
)
·
(
ΓE ◦ ZCimp

(ξ)
)
. (2.153)

Preuve.L’équation (2.153) provient du fait que

ZS(ξ2) = ZE◦C(ξ2)

= ZE ◦ ((ZC(ξ))2)

= ZE ◦
(
(ZCimp

(ξ))2 + (ZCpair
(ξ))2

)

= ZE ◦
(
(ZCimp

(ξ))2
)
· ZE ◦

(
(ZCpair

(ξ))2
)
.

On obtient le résultat annoncé en utilisant le lemme 2.3.24.
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Nous avons finalement établi le résultat suivant.

Proposition 2.3.26 Soit ξ ∈ C [[~v]]. Alors, les śeries indicatrices d’asyḿetrie des
esp̀ecesALT etNALT sont donńees par les formules géńerales suivantes :

ΓALT,ξ =
ZS(ξ2)

ΓALT(ξ)

(
ΓEpair

◦ ZCpair
(ξ)
) (

ΓE ◦ ZCimp
(ξ)
)
· ΓALT (2.154)

=
ZALT(ξ)

ΓALT(ξ)
· ΓALT, (2.155)

et
ΓNALT,ξ = ΓS,ξ − ΓALT,ξ, (2.156)

où ZALT, ZNALT sont donńees par(voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95; Bergeron,
Labelle et Leroux, 98))

ZALT(x1, x2, . . .) =
1

2

∏

n≥1

1

1 − xn
+

1

2

∏

n≥1

(1 + x2n−1), (2.157)

ZNALT(x1, x2, . . .) =
1

2

∏

n≥1

1

1 − xn
− 1

2

∏

n≥1

(1 + x2n−1), (2.158)

ΓALT, ΓALT par (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95))

ΓALT(x1, x2, . . .) =
2 − x2

1 − x2

2(1 − x1)
, (2.159)

ΓNALT(x1, x2, . . .) =
x2

1 − x2

2(1 − x1)
. (2.160)

et (voir (Labelle et Lamathe, 04))

ΓS,ξ =
ZS(ξ)

ΓS(ξ)
· ΓS . (2.161)

2

2.4 Triangle de Pascal ǵenéralisé

ConsidéronsF = Fw, une espèce pondérée. L’espèceF possède toujours un dévelop-
pement moléculaire de la forme

Fw =
∑

M∈M

fM(w)M, (2.162)

où fM(w) est une série de puissances dans les variables de poids représentant le poids
total desF -structures appartenant à une espèce moléculaire isomorphe àM (voir la re-
marque 1.2.6). De plus, la transformation qui, à une espèceFw, fait correspondreΓFw,ξ
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est linéaire. Alors, sous cette transformation, le développement (2.162) correspond à
l’expression

ΓFw,ξ =
∑

M∈M

fM(w)ΓM,ξ . (2.163)

Supposons donc que l’on connaisse le développement moléculaire d’une espèceF =
Fw. Pour calculer la série indicatrice d’asymétrie translatée ΓF,ξ, il suffit de pou-
voir calculerΓM,ξ pour chaque espèce moléculaire apparaissant dans le développement
moléculaire deF , via la formule

ΓM,ξ = ΓM(ξ+X) ◦ ΓX−ξ. (2.164)

Donc, pour calculerΓM,ξ, nous devons disposer d’une formule d’addition pourM(ξ +
X). De tels développements ont été considérés par Auger et al. dans (Auger, Labelle
et Leroux, 01; Auger, Labelle et Leroux, 02), dans le cas oùξ = 1. Ils ont écrit ces
formules sous la forme suivante

M(1 +X) =
∑

N � M

(
M

N

)
N(X), (2.165)

oùN � M signifie queN parcourt l’ensemble des espèces moléculaires dont le degré
est inférieur ou égal à celui deM , degN ≤ degM . Les coefficients

(M
N

)
sont des

entiers positifs ou nuls et peuvent être considérés comme des coefficients binomiaux
généralisés (ils sont interprétés dans (Auger, Labelle et Leroux, 00) en termes de struc-
tures partiellement étiquetées). C’est la rasion pour laquelle on considère la matrice
infinie P formée de ces coefficients. On note

P =

((
M

N

))

M,N∈M

.

Cette matrice contient letriangle de Pascalcomme sous-matrice. Ceci correspond en
fait au cas oùM = Xm etN = Xn, pourm,n ≥ 0. En effet, pourM = Xn, on a

M(1 +X) = (1 +X)m =
m∑

n=0

(
m

n

)
Xn.

Les entrées de la matriceP jusqu’au degré 4 sont présentées dans le tableau A.2 en an-
nexe, où les valeurs des coefficients binomiaux classiquessont encadrées. Considérons
maintenant un vecteur colonne infiniM formé des espèces moléculaires classées suivant
leur degré, en ordonnant ensuite de façon arbitraire maisfixée, les espèces moléculaires
d’un même degré. Par exemple, les 19 premiers éléments de ce vecteur (correspondant
à toutes les espèces moléculaires jusqu’au degré 4) sont

(1,X,E2,X
2, E3, C3,XE2,X

3,

E4, E
±
4 , E2(E2),XE3, E

2
2 , P

bic
4 , C4,XC3,X

2E2, E2(X
2),X4). (2.166)
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En utilisant ce vecteur, l’ensemble des équations du type (2.165) pourM ∈ M variant,
s’écrit sous la forme matricielle

M(1 +X) = P M(X). (2.167)

De plus, Auger et al. ont généralisé la formule (2.167) pour un nombre complexeξ ∈ C
quelconque, de la façon suivante :

M(ξ +X) = Pξ M(X), (2.168)

où Pξ est la puissanceξième de la matriceP définie par

Pξ = eξ ln P = eξ ln(I+Q) = eξ(Q− 1
2

Q2+ 1
3

Q3−...), (2.169)

où Q = P − I est une matrice triangulaire inférieure stricte.

Nous allons maintenant généraliser une nouvelle fois la définition de la matricePξ pour
ainsi tenir compte du cas pondéré oùξ ∈ C [[~v]]. Rappelons que l’on peut écrire le
poidsξ ∈ C [[~v]] comme combinaison linéaire à coefficients complexes de monômes
(unitaires),

ξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · .

On commence par considérer un monôme unitaireµ ∈ C [[~v]] et on définit la matrice
Pµ par

Pµ =

((
M

N

)
µdegM−degN

)

M,N∈M

, (2.170)

oùdegM désigne le degré de l’espèce moléculaireM , à savoir le nombre de points sur
lequel lesM -structures (toutes isomorphes) existent. Notons qu’ainsi chaque entrée de
la matricePµ est de la formecµk, oùc, k ∈ N.

Lemme 2.4.1 Soitµ, ν ∈ C [[~v]] deux mon̂omes unitaires quelconques. Alors, les deux
matricesPµ etPν commutent,

Pµ Pν = Pν Pµ. (2.171)

Preuve. SoitM une espèce moléculaire quelconque. Considérons l’esp`ece translatée
parµ ∈ C [[~v]], M(µ + X). On rappelle qu’uneM(µ + X)-structure peut être in-
terprétée comme uneM(X)-structure dans laquelle certains points (ou peut-être aucun)
ont été désétiquetés (remplacés par des points “vides”), chacun de ces points ayant le
poidsµ. On dispose ainsi de la relation suivante

M(µ+X) =
∑

N � M

(
M

N

)
µdegM−degNN(X). (2.172)
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Faisant la substitutionX := ν +X dans l’équation (2.172), il vient successivement

M(µ+ (ν +X)) =
∑

N � M

(
M

N

)
µdegM−degNN(ν +X)

=
∑

N � M

(
M

N

)
µdegM−degN

∑

P � N

(
N

P

)
νdegN−degPP (X)

=
∑

P � M




∑

P � N � M

(
M

N

)
µdegM

µdegN

(
N

P

)
νdegN

νdegP


P (X).

(2.173)

On a ainsi montré
M(µ+ (ν +X)) = Pµ Pν M(X). (2.174)

On déduit alors facilement quePµ Pν = Pν Pµ en utilisant le fait que la substitution
d’espèces est associative,

M(µ+(ν+X)) = M((µ+ν)+X) = M((ν+µ)+X) = M(ν+(µ+X)). (2.175)

Le fait que le produit de matricesPµ etPν commute suggère la définition suivante pour
la matricePξ où ξ est une série appartenant àC [[~v]].

Définition 2.4.2 Soitξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · ∈ C [[~v]]. On d́efinit la matricePξ par

Pξ = (Pµ1)c1(Pµ2)c2 . . . . (2.176)

Il résulte immédiatement de cette définition que les matricesPξ satisfont la règle usuelle
des exposants

Pξ Pα = Pξ+α,

pourξ etα ∈ C [[~v]].

On obtient maintenant une caractérisation du vecteur colonneM(ξ + X) des espèces
moléculaires en termes de la matricePξ.

Théorème 2.4.3Il existe une famille infinie de matrices triangulaires inférieures in-
finiesà coefficients dansZ

Λ1,Λ2,Λ3, . . . ,Λk, . . . , (2.177)

telle que pour toutξ = c1µ1 + c2µ2 + · · · ∈ C [[~v]], on ait

Pξ = eξ1Λ1+ 1
2
ξ2Λ2+

1
3
ξ3Λ3+···+ 1

k
ξkΛk+···, (2.178)

où ξk = c1µ
k
1 + c2µ

k
2 + · · ·. De plus,

M(ξ +X) = PξM(X). (2.179)
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Preuve. Considérons une monôme unitaireµ ∈ C [[~v]]. On définit alors la matriceQµ

triangulaire inférieure stricte par la relation suivante:

Pµ = I + Qµ, (2.180)

où I est la matrice infinie identité. On écrit

Pµ = eln Pµ
= eln(I+Qµ) = eQµ−

1
2

Q2
µ+ 1

3
Q3

µ−···. (2.181)

Puisque les coefficients dePµ sont de la formecµk, oùc ∈ N, k ∈ N∗, les coefficients
de la sommeQµ− 1

2Q2
µ+ 1

3Q3
µ−· · · sont des combinaisons linéaires de tels monômes.

En extrayant les coefficients enµk, pour chaquek ≥ 1, on définit une nouvelle famille
(Λk)k≥1 de matrices indépendantes deµ par la relation suivante

Qµ −
1

2
Q2
µ +

1

3
Q3
µ − · · · = µΛ1 +

1

2
µ2Λ2 +

1

3
µ3Λ3 + · · · . (2.182)

Il est clair que les coefficients des matricesΛk, k ≥ 1, sont des entiers (dansZ) et sont
nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux. On obtient alors unenouvelle expression
pourPµ,

Pµ = eµΛ1+ 1
2
µ2Λ2+

1
3
µ3Λ3+···. (2.183)

Alors, en utilisant la relation (2.176) et le lemme 2.4.1, ilvient

Pξ = (Pµ1)c1(Pµ2)c2 . . .

=
∏

i≥1

eci(µiΛ1+
1
2
µ2

i Λ2+
1
3
µ3

i Λ3+···)

= e(
P
ciµi)Λ1+ 1

2
(
P
ciµ

2
i )Λ2+ 1

3
(
P
ciµ

3
i )Λ3+···

= eξ1Λ1+
1
2
ξ2Λ2+ 1

3
ξ3Λ3+···. (2.184)

Pour maintenant établir (2.179), remarquons d’abord que l’on a, pourc ∈ N,

(Pµ)cM(X) = PµPµ . . . Pµ︸ ︷︷ ︸
c fois

M(X) = PµPµ . . .Pµ︸ ︷︷ ︸
c−1 fois

M(µ+X) (2.185)

= . . . = M(cµ+X). (2.186)

On montre de même que pourξ = c1µ1 + c2µ2 + · · ·, ci ∈ N, on a

Pξ M(X) = M(ξ +X).

On invoque alors le principe d’extension des identités polynomiales pour obtenir (2.179),
étant donné que l’identité est vraie pour le cas particulier où lesci sont des entiers posi-
tifs ou nuls.

La matricePξ, pour les espèces moléculaires de degré au plus quatre, est donnée au
tableau A.3 en annexe. Noter que l’on a utilisé la formule (2.178) pour obtenir ce
tableau, en calculant préalablement les matricesΛi, i ≥ 1.
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Le théorème précédent admet un corollaire immédiat permettant de calculer le vecteur
colonneΓM,ξ des séries indicatrices d’asymétrie translatéeΓM,ξ en fonction dePξ et
du vecteur colonneΓM desΓM , oùM parcourt l’ensemble des espèces moléculaires.
La translation inversex1 − ξ1, x2 − ξ2, . . . est ensuite utilisée.

Corollaire 2.4.4 Soitξ ∈ C [[~v]]. Alors,

ΓM,ξ = Pξ ΓM(x1 − ξ1, x2 − ξ2, x3 − ξ3, . . .). (2.187)

2

En utilisant la formule (2.187) et le langage de calcul formel Maple, nous avons calculé
les sériesΓM,ξ pour toutes les espèces moléculairesM de degré au plus 4. Ces séries
sont présentées au tableau A.4.
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Énumération et classification de
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Chapitre III

ESPÈCE DES2-ARBRES

L’espèce des2-arbres ainsi que ses généralisations ont été extensivement étudiées dans
la littérature. Les premiers travaux à ce sujet se trouvent dans (Palmer, 69), pour le
dénombrement étiqueté des2-arbres, et dans (Harary et Palmer, 73), pour le cas non
étiqueté. Dans le même temps, Moon (Moon, J. W., 69), et Beineke et Pippert (Beineke
et Pippert, 69) ont tous trois généralisé ces résultatsdans le cas étiqueté à la classe des
k-arbres (arbresk-dimensionnels construits à partir de simplexes de dimension k).

Mentionnons également les travaux de Palmer et Read (Palmer et Read, 73) qui ont
dénombré les2-arbres exterplanaires (2-arbres plongeables dans le plan de sorte que
les faces soient des triangles), qu’ils appellent planaires dans leur article, dans les cas
étiqueté et non étiqueté. C’est précisément ce type de 2-arbres que nous considérons
dans le chapitre 4, dans le but, cependant, de les classifier selon leurs symétries.

Deux années plus tard, en compagnie de Harary (Harary, Palmer et Read, 75), ils ont
généralisé les résultats précédents en dénombrantles2-arbresk-gonaux exterplanaires.
Ce travail est très proche de l’énumération des arbres cellulaires (“cell-growth prob-
lem”). Dans le chapitre 6, de tels2-arbres sont considérés hormis que nous n’imposons
pas de restriction de planarité. Cela signifie que nous considérons les mêmes objets,
mais vus en tant que graphes simples.

Plus récemment, T. Kloks (Kloks, 90; Kloks, 93) a dénombr´e les2-arbres partiels 2-
connexes, à savoir, les2-arbres dans lesquels certaines arêtes ont été enlevées sans
briser la 2-connexité de la structure, selon le nombre d’arêtes. Ces structures sont plus
générales que les2-arbresk-gonaux puisque la taille des polygones qu’on y trouve n’est
pas fixe et que certains d’entre eux possèdent des arêtes manquantes.

Les2-arbres présentent de nombreuses propriétés remarquables. Notons par exemple
que les2-arbres forment une famille de graphes simples qui sont uniquement tricol-
orables. Cela signifie que tout2-arbre peut être proprement coloré (deux sommets adja-
cents ne reçoivent pas la même couleur) de manière uniqueavec un jeu de trois couleurs,
à permutation près des couleurs. Ces objets sont également utilisés en mathématiques
sociales et en phylogénie comme éléments de base du calcul des dissimilarités et dis-
tances d’arbres en théorie de la classification; voir (Leclerc et Makarenkov, 98).

Finalement, Fowler, Gessel, Labelle et Leroux, dans (Fowler et al., 02), ont proposé
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de nouvelles équations fonctionnelles pour l’espèce des2-arbres et certaines espèces
pointées associées, incluant un théorème de dissymétrie pour les2-arbres. Ils ont donné
de nouvelles formules de récurrence pour le cas non étiqueté ainsi que des formules
asymptotiques. Les présents travaux, dans les chapitres 4, 5 et 6, sont inspirés de leur
approche, notamment le théorème de dissymétrie.

3.1 Introduction et propri étés des2-arbres

3.1.1 Les2-arbres et les esp̀eces point́ees associées

On notea l’espèce des2-arbres; par la suite, on garde cette notation pour les diverses
spécialisations de familles de2-arbres que nous introduisons, lorsque le contexte n’est
pas ambigu. Commençons par donner deux définitions équivalentes de l’espèce des
2-arbres. La première est une définition récursive (voir par exemple (Fowler et al., 00;
Fowler et al., 02)) et la seconde est purement axiomatique (voir (Bousquet et Lamathe,
02; Bousquet et Lamathe, Soumis)).

Définition 3.1.1 On d́efinit récursivement l’esp̀eceades2-arbres comméetant la plus
petite classe de graphes simples telle que :

1. l’arête seule fait partie dea;

2. si un graphe simpleG poss̀ede un sommet, noté x, de degŕe 2 dont les voisins
sont adjacents et tel que le grapheG − x obtenuà partir deG en enlevant le
sommetx et les ar̂etes incidentes̀a x est dansa, alorsG appartientà a.

Définition 3.1.2 SoitE un ensemble non vide den éléments appelésarêtes. Un2-arbre
est soit une ar̂ete seule(si n = 1), soit un sous-ensemble non videT ⊂ P3(E) dont les
éléments sont appeléstriangles, et qui satisfont les conditions suivantes :

1. pour toute paire{a, b} = {{a1, a2, a3}, {b1, b2, b3}} d’éléments distincts deT ,
on a|a ∩ b| ≤ 1;

2. pour tout couple(a, b) = ({a1, a2, a3}, {b1, b2, b3}) d’éléments distincts deT , il
existe une unique suite

t0 = a, t1, t2, . . . , tk = b

avecti ∈ T , i ≥ 1, telle que l’on ait|ti∩ti+1| = 1, pour touti = 0, 1, . . . , k−1.

De façon plus concrète, un2-arbre est essentiellement un graphe simple connexe con-
stitué de triangles qui sont liés entre eux selon les arêtes de manière arborescente,
c’est-à-dire, sans former de cycle de triangles. Notons que dans un2-arbre, le nom-
bre d’arêtes,|E|, est toujours impair; voir le lemme 3.1.3, ci-bas.

Dans la deuxième définition, on suppose implicitement queles2-arbres sont étiquetés
aux arêtes. Dans certains cas, comme nous le verrons par la suite, on conviendra plutôt
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d’étiqueter les2-arbres aux triangles ou encore aux triangles et aux arêtesà la fois.
C’est la raison pour laquelle, on peut considérer que l’espèce des2-arbres forme une
espèce à deux sortes,a = a(X,Y ), oùX etY représentent les sortes des triangles et
des arêtes, respectivement.

On dit qu’une arêtee et un trianglet sont incidentssi e ∈ t. On définit ledegŕe
d’une arête comme étant le nombre de triangles qui lui sontincidents. Ladistribu-
tion des degŕes des arêtes d’un2-arbre peut ainsi être décrite par un vecteur infini
~n = (n1, n2, n3, . . .), où ni représente le nombre d’arêtes de degréi. On désigne
parSupp(~n) le supportde~n, à savoir l’ensemble des indicesi tels queni est non nul.
Par exemple, le2-arbre présenté en figure 3.1 comporten = 11 arêtes,m = 5 trian-
gles et sa distribution des degrés est donnée par le vecteur ~n = (8, 2, 1). Un chemin
dans un2-arbre est une suite finie d’éléments distincts[x1, x2, . . . , xk], k ≥ 1, telle
que les élémentsxi sont alternativement des arêtes et des triangles incidents. Alors,
par analogie avec les concepts classiques de théorie des graphes concernant les arbres,
on définit lecentred’un 2-arbre comme étant l’élément central du plus long chemindu
2-arbre. Comme dans le cas des arbres, ce centre est uniquement déterminé, et peut être
soit une arête, soit un triangle (pour les arbres, le centreest toujours un sommet ou une
arête). Pour trouver le centre d’un2-arbre, on peut utiliser un processus d’effeuillage
de la structure, analogue au cas des arbres, excepté qu’ici, une feuille d’un2-arbre
est un triangle possédant deux arêtes de degré 1. Par exemple, par ce processus, on
trouve que le centre du2-arbre de la figure 3.1 est l’arête étiquetéee. Notons que
dans la définition 3.1.2, la condition 1 signifie que deux triangles ne peuvent partager
qu’une arête au plus. La seconde condition stipule qu’il existe un unique chemin entre
deux triangles quelconques, assurant ainsi que la structure est arborescente (connexe,
ne possédant pas de cycle de triangles).

j

k

i

h

g

a
f

ed

c

b

Figure 3.1Un 2-arbre sur l’ensemble d’arêtesE = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k}

Le premier résultat de cette section propose une conditionnécessaire et suffisante à
l’existence d’un2-arbre.

Lemme 3.1.3 Soientm,n deux entiers positifs et~n = (n1, n2, . . .) un vecteur infini
d’entiers naturels positifs ou nuls. Alors,
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1. il existe un2-arbre posśedantm triangles etn arêtes si et seulement sin =
2m+ 1;

2. il existe un2-arbre posśedantm triangles etn arêtes et ayant~n comme distribu-
tion des degŕes des ar̂etes si et seulement si

n = 2m+ 1,
∑

ni = n et
∑

ini = 3m. (3.1)

Preuve. La condition 1 est évidente étant donné qu’à partir du2-arbre composé d’une
arête (et donc zéro triangle!) chaque triangle ajouté àla structure augmente de deux
le nombre d’arêtes. La relation

∑
ni = n de la condition 2 est immédiate. En ce qui

concerne la relation
∑
ini = 3m, il suffit d’observer que le membre de gauche donne

le degré total des arêtes de la structure alors que, dans lemembre de droite, chaque
triangle contribue pour trois unités au degré total. La suffisance des conditons est facile
à établir par récurrence sur le nombre de triangles.

Du fait de la relationn = 2m + 1, il est équivalent de dénombrer les2-arbres non
étiquetés selon le nombre d’arêtes ou de triangles. Il est à noter, toutefois, que le nombre
d’arêtes est toujours impair.

Pour obtenir l’énumération et la classification des2-arbres, on suit ici l’approche de
Fowler, Gessel, Labelle et Leroux introduite dans (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02),
basée sur l’utilisation d’équations fonctionnelles et sur un théorème de dissymétrie.
Ce théorème est une généralisation du théorème de dissymétrie pour les arbres (voir
(Bergeron, Labelle et Leroux, 98)) et du Théorème de Dissimilarité pour les2-arbres,
voir (Harary et Palmer, 73), page 74. Considérons trois pointages relatifs aux2-arbres,
notés par les exposants−, △ et △:

1. − indique le pointage en une arête,

2. △ indique le pointage en un triangle,

3. △ indique le pointage en un triangle dont une des arêtes est elle-même distinguée.

Alors, on définit les espècesa−, a△ eta△comme étant les espèces des2-arbres pointés
respectivement en une arête, en un triangle et en un triangle ayant une arête distinguée.
Ces quatres espèces sont alors liées par la relation du th´eorème suivant.

Théorème 3.1.4(THÉORÈME DE DISSYMÉTRIE POUR LES2-ARBRES ) Soita l’es-
pèce des2-arbres. Alors, nous avons l’isomorphisme d’espèces suivant :

a− + a△ = a+ a△. (3.2)

Preuve. On établit un isomorphisme naturel entre les deux membres de la relation
(3.2) : le membre de gauche représente les2-arbres qui sont pointés en une arête ou en
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un triangle, tandis que dans le membre de droite, l’espèceacorrespond canoniquement
aux2-arbres pointés en leur centre, que ce centre soit une arête ou un triangle. Faisons
maintenant correspondre bijectivement le pointage hors centre avec le pointage en un
triangle possédant lui-même une de ses arêtes distingu´ee. On traite séparément les cas
du pointage en une arête et en un triangle. La figure 3.2 illustre ces deux cas, où le
triangle pointé est repéré par un point noir, et l’arêtepointée, par une ligne épaisse.

Cas 1: Considérons d’abord le cas du pointage d’un2-arbre en une arête distincte de
son centre. Appelons•−• cette arête distinguée. Soit△, le triangle adjacent à l’arête
•−• se trouvant dans la direction du centre (il est clair que ce triangle est uniquement
déterminé, par la nature arborescente des2-arbres). On pointe alors le triangle△ tout
en conservant l’arête•−• pointée (voir figure 3.2). On obtient ainsi un2-arbre faisant
partie de l’espècea△.

centre

Cas 2Cas 1

Figure 3.2Théorème de dissymétrie

Cas 2: Prenons maintenant le cas d’un2-arbre pointé en un triangle différent de son
centre. De façon similaire au cas précédent, on pointe l’arête adjacente à ce triangle se
trouvant dans la direction du centre.

Il est facile de voir que ce processus est bijectif (réversible). En effet, considérons un
2-arbre pointé en un triangle ayant une de ses arêtes distinguée. On se place à l’intérieur
du triangle pointé et on regarde dans la direction du centre. Si l’arête pointée se trouve
dans la direction du centre, on conserve le pointage du triangle. Dans les autres cas, y
compris le cas où le triangle pointé est le centre, on ne conserve que l’arête pointée.

Il clair que cette construction définit un isomorphisme naturel entre les deux membres
de (3.2), puisque la bijection proposée est indépendantede l’étiquetage des2-arbres et
commute donc avec les réétiquetages.

Ce théorème de dissymétrie permet d’obtenir une relation entre l’espèce (non pointée)
a et certaines des espèces pointées. On écrit, au niveau des espèces,

a = a− + a△ − a△. (3.3)
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Cette dernière équation implique des relations au niveaude toutes les séries qui sont
associées à ces espèces de structures. Cette équation est très utile étant donné que l’on
pourra exprimer les trois espècesa−, a△ eta△ à l’aide d’équations fonctionnelles.

3.1.2 Les2-arbres orientés

La première étape de notre démarche relative à l’étudedes2-arbres consiste à définir
une orientation sur les structures.

Définition 3.1.5 On dit qu’un2-arbre estorientési ses ar̂etes sont orientées de telle
sorte que tous les triangles soient des cycles orientés.

La figure 3.3 propose un exemple de2-arbre orienté. En fait, l’orientation d’une arête
quelconque d’un2-arbre peut être étendue de façon unique à l’ensemble dela structure,
en orientant en premier les triangles incidents à l’arêtechoisie, puis en propageant
récursivement l’orientation à tous les triangles adjacents. Il est clair que ce processus
d’orientation est cohérent, par la nature arborescente des 2-arbres. Cela signifie que
l’orientation de chaque arête est bien définie.

Figure 3.3Un 2-arbre orienté

De plus, le théorème de dissymétrie reste valide dans le cas où les2-arbres sont orientés.
Si on noteao, l’espèce des2-arbres orientés, et si les exposants−, △ et △ indiquent
toujours les mêmes pointages, alors, on dispose du résultat suivant.

Théorème 3.1.6(THÉORÈME DE DISSYMÉTRIE - CAS ORIENTÉ) Soitao l’espèce des
2-arbres orient́es. Alors, on a

a−
o + a△

o = ao + a△

o . (3.4)

2

3.1.3 Les2-arbres k-gonaux

On s’intéresse également dans le chapitre 6 à une généralisation des2-arbres classiques.
Cette généralisation apparaı̂t naturellement et est li´ee à certaines spécialisations desar-
bres cellulaires(“cell-growth problem”, dans la langue de Shakespeare); voir (Harary,
Palmer et Read, 75). Nous allons modifier la définition des2-arbres en remplaçant les
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triangles par des quadrilatères, des pentagones ou plus g´enéralement des polygones à
k côtés, appelésk-gones, aveck ≥ 3 fixé. De tels2-arbres sont qualifiés de2-arbres
k-gonaux. On dit qu’un tel2-arbre est orienté, si chaque arête est orientée de tellesorte
que chaquek-gone soit orienté circulairement. Les conditions d’existence des2-arbres
du lemme 3.1.3 doivent être modifiées de la façon suivante.

Proposition 3.1.7 Soientm et n deux entiers positifs,~n = (n1, n2, . . .) un vecteur
infini d’entiers naturels positifs ou nuls etk ≥ 3, un entier quelconque. Alors, on
dispose des conditions suivantes.

1. Il existe un2-arbre k-gonal posśedantm k-gones etn arêtes si et seulement si
n = (k − 1)m+ 1.

2. Il existe un2-arbre k-gonal posśedantm k-gones etn arêtes avec~n comme
distribution des degŕes des ar̂etes si et seulement si

n = (k − 1)m+ 1,
∑

ni = n et
∑

ini = km. (3.5)

2

La démonstration est essentiellement la même que pour le lemme 3.1.3. De plus, les
dernières conditions englobent évidemment celle de ce lemme; il suffit de prendre le
cas particulierk = 3.

Les deux conditions 1 et 2 ont également du sens dans le cas o`u k = 2. En effet, il
suffit d’interpréter un2-arbre 2-gonal étiqueté aux triangles comme un arbre étiqueté
aux arêtes, les arêtes du2-arbre correspondant alors aux sommets de l’arbre.

3.1.4 L’esp̀eceB

On introduit une nouvelle espèce, qui joue un rôle fondamental dans notre démarche.
C’est l’espèceB = a→ des2-arbresk-gonauxpoint́es en une ar̂ete orient́ee, à savoir
des2-arbres dans lesquels une arête est choisie puis orientée. Comme nous l’avons
déjà mentionné, l’orientation de l’arête racine peut ˆetre propagée à l’ensemble du2-
arbre de manière unique, de sorte qu’il existe un isomorphisme d’espèces entreB et
a−
o . Cependant, comme nous le verrons par la suite, il est souvent plus intéressant de

ne pas propager cette orientation et de considérer que seule l’arête pointée est orientée.
Notons qu’ici les sortesX et Y représentent les sortes desk-gones (généralisant les
triangles) et des arêtes, respectivement. Dans le but d’obtenir une caractérisation de
l’espèceB, on introduit la notion depage, une notion qui s’avèrera utile par la suite.

Définition 3.1.8 Soit t uneB-structure dont l’ar̂ete point́ee est not́eea. On appelle
pagedet tout sous-2-arbre maximal det contenant un seulk-gone incident̀a l’ar êtea.
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Figure 3.4UneB-structure et les pages qui la composent

La figure 3.4 montre la décomposition d’uneB-structure en pages dans le cas oùk = 4.

Voici une équation fonctionnelle caractérisant l’espèceB.

Proposition 3.1.9 SoitB = B(X,Y ) = a→ l’espèce des2-arbresk-gonaux point́es
en une ar̂ete orient́ee. Alors, on a

B(X,Y ) = Y ·E(XBk−1(X,Y )). (3.6)

Preuve. Considérons un2-arbrek-gonal planté en une de ses arêtes qui est orientée.
Rappelons queX représente ici la sorte desk-gones etY , celle des arêtes. UneB-
structure est composée d’une arête, correspondant au facteurY dans la relation (3.6),
autour de laquelle se trouve un ensemble de pages (voir figure3.5, oùk = 3). Ainsi,
on obtient l’équation fonctionnelle

Figure 3.5UneB-structure

B(X,Y ) = Y ·E(P (X,Y )), (3.7)

où P désigne l’espèce à deux sortes des pages de2-arbresk-gonaux etE l’espèce
des ensembles. Il nous reste alors à analyser la structure d’une page. Une page est
composée duk-gone adjacent à l’arête racine (donnant uneX-structure), dont les arêtes
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restantes peuvent être orientées canoniquement, comme l’illustre la figure 3.6, a) pour
le cas oùk est impair et, b), lorsquek est un entier pair. Ceci permet alors d’attacher sur
chacune de ces arêtes orientées uneB-structure sans ambiguı̈té. L’espèceP satisfait
ainsi l’équation fonctionnelle suivante :

P (X,Y ) = XBk−1(X,Y ). (3.8)

Regroupant les équations (3.7) et (3.8), on obtient le résultat annoncé.

3
5

4

2

1

4

3

2

1
B B

b)

B B B

B

B

B

B

a)

Figure 3.6Une page

3.2 Esp̀eces quotient líees aux2-arbres

À des fins d’énumération non étiquetée des2-arbres, nous utilisons le concept d’esp̀ece
quotient. La méthode générale associée aux2-arbres, introduite dans (Fowler et al.,
00; Fowler et al., 02), consiste, dans un premier temps, à obtenir les résultats dans
le cas orienté. Ensuite, on se détache de l’orientation enquotientant les espèces con-
sidérées par un groupe à deux éléments,Z2 = {1, τ}, où l’action deτ est de renverser
l’orientation des structures.

La notion d’espèce quotient a été introduite par (Joyal,86; Yeh, 86; Labelle, J., 85). Voir
aussi (Bergeron, Labelle et Leroux, 98) pour un exposé plusdétaillé sur ces espèces.
On s’attache uniquement ici à considérer des espèces quotients de la formeF/Z2, où
F = Fw est une espèce de structures “orientées” pondérées, etZ2 = {1, τ}, est le
groupe cyclique d’ordre deux (τ2 = 1) et où l’action de l’élémentτ consiste à renverser
l’orientation des structures. Il va sans dire que chaque structure de l’espèceF que nous
considérons doit n’offrir qu’au plus deux orientations distinctes de la structure. Ainsi,
chaque structure de l’espèce quotientF/Z2 consiste en une orbite{s, τ · s} d’uneF -
structures sous l’action du groupeZ2. Noter que l’ensemble{s, τ · s} est composé
d’un ou deux éléments. Dans le cas où il est réduit à un élément, à savoir siτ ·s = s, on
dit que laF -structure estinvariantepar changement d’orientation oulaisśee fixesous
l’action deτ ∈ Z2. On parle alors aussi destructureτ -symétrique. Comme nous le
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verrons par la suite, la difficulté principale de l’énumération non étiquetée provient
de l’expression de la série génératrice ordinaire et de la série indicatrice de cycles
des structuresτ -symétriques. En effet, pour calculer la série génératrice (F/Z2)

∼de
l’espèce quotientF/Z2, on utilise le résultat suivant qui est une conséquence dulemme
de Burnside (voir (Bousquet, 99), Proposition 2.2.4).

Proposition 3.2.1 ((Bousquet, 99))SoitF = Fw une esp̀ece pond́erée quelconque et
G, un groupe agissant surF . Alors, la śerie ǵeńeratrice tilde de l’esp̀ece quotientF/G
(énuḿerant lesF/G-structures nońetiquet́ees) est donńee par

(F/G)∼(x) =
1

|G|
∑

g∈G

∑

n≥0

|Fix eFn
(g)|w xn, (3.9)

oùFix eFn
(g) désigne l’ensemble desF -structures nońetiquet́ees d’ordren laisśees fixes

sous l’action deg ∈ G et |Fix eFn
(g)|w est le poids total de cet ensemble.

2

Notons que, dans le cas oùG = Z2, ce résultat prend la forme simple suivante :

(F/Z2)
∼(x) =

1

2

(
F̃ (x) + F̃τ (x)

)
, (3.10)

où F̃τ (x) =
∑

n≥0 |Fix eFn
(τ)|w xn est la série génératrice tilde desF -structures non

étiquetéesτ -symétriques.

Il nous sera aussi très utile de pouvoir calculer la série indicatrice d’espèces quotient.
Pour ce faire, on utilise la proposition suivante, qui est également une conséquence du
lemme de Burnside.

Proposition 3.2.2 SoitG un groupe agissant sur une espèce pond́eréeF = Fw. Alors,
la série indicatrice de cycle de l’espèceF/G est donńee par

ZF/G(x1, x2, x3, . . .) =
1

|G|
∑

g∈G

|FixFw,~t (1)(g)|w, (3.11)

où |FixFw,~t (1)(g)|w = |{α ∈ Fw,~t (1) | g · α = α}|w et~t = (t1, t2, t3, . . .). 2

On considère dans cette proposition une espèce de structures pondéréeFw,~t comme
définie dans la section 1.4. Nous n’utiliserons ce résultat que dans le cas du groupe
G = Z2 = {1, τ}, et l’équation (3.11) prend la forme

ZF/Z2
(x1, x2, x3, . . .) =

1

2

(
ZF (x1, x2, x3, . . .) + |FixFw,~t (1)(τ)|w

)
. (3.12)

Expliquons maintenant la démarche générale que nous utilisons dans le cadre de l’énu-
mération des2-arbresR-enrichis dans les chapitres 5 et 6. Notons que cette méthode a
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été introduite dans (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02).Soit ao l’espèce des2-arbres
R-enrichis orientés. Dans un premier temps, nous exprimonsles sous-espèces pointées
deao, a−

o , a⋄
o eta⋄

o, à l’aide d’équations fonctionnelles simples en termes de l’espèce
B, permettant d’obtenir l’énumération étiquetée et nonétiquetée de ces espèces. Le
théorème de dissymétrie conduit alors à l’énumération des2-arbresR-enrichis orientés.
Ensuite, on utilise le groupeZ2 = {1, τ} pour se défaire de l’orientation des structures
en quotientant les espècesa−

o , a⋄
o eta⋄

o. On obtient ainsi une caractérisation de l’espèce
a des2-arbresR-enrichis (non orientés), de la manière suivante :

a =
ao
Z2

=
a−
o

Z2
+

a⋄
o

Z2
− a⋄

o

Z2
. (3.13)

L’énumération desa-structures étiquetées sera directe. Dans le cas non étiqueté, nous
ferons appel aux propositions 3.2.1 et 3.2.2. La difficultésera alors de calculer les séries
génératrices tildes et indicatrices de cycles associées aux structuresτ -symétriques.
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Chapitre IV

CLASSIFICATION DES ESPÈCES DES2-ARBRES EXTERPLANS ET
EXTERPLANAIRES

4.1 Esp̀eces des2-arbres exterplans et exterplanaires

L’objet de ce chapitre est la classification par rapport aux symétries des familles de
2-arbres appelésexterplansetexterplanaires(“outerplanar” en anglais).

Définition 4.1.1 Un grapheG est ditexterplanaires’il existe un plongement deG dans
le plan tel que tous les sommets deG appartiennentà la région infinie du plan (la
face externe). On appelle grapheexterplan, un graphe muni d’un tel plongement (à
réflexion, rotation et hoḿeomorphisme préservant l’orientation pr̀es).

Notons que tous les2-arbres (classiques) sont des graphes planaires au sens usuel de
la théorie des graphes. Cependant, dans (Harary et Palmer,73), les auteurs ont qualifié
de planaires les2-arbres que nous considérons. Le terme “exter” que nous utilisons
ici, signifie que l’on ajoute une condition supplémentairesur les faces des structures.
Mentionnons aussi les travaux de (Palmer et Read, 73) à propos de l’énumération des
plongements dans le plan de2-arbres sans aucune condition sur les faces, qu’ils ont
aussi appelé plans. Nous établissons ici le développement moléculaire des espèces des
2-arbres exterplans dans un premier temps à partir du théorème de dissymétrie et de for-
mules d’addition simples. Par la suite, nous donnons le même type de développement
pour l’espèce des2-arbres exterplanaires, en utilisant une méthode similaire, basée sur
de nouvelles formules d’addition relatives aux espèces àdeux sortesP bic

4 (X,Y ) et
P bic

6 (X,Y ) introduites au chapitre premier.

Pour un2-arbret, le fait d’être exterplanaire se traduit par les deux conditions équiva-
lentes suivantes :

i) toutes les faces det (hormis la face externe éventuellement) sont des triangles;

ii) toutes les arêtes det sont de degré au plus deux (il y a au plus deux triangles
attachés à chaque arête).

Dans ce chapitre, par convenance, nous considérons les2-arbres étiquetés aux triangles.
La figure 4.1 propose un exemple d’un2-arbre exterplan, c’est-à-dire d’un plongement
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particulier d’un2-arbre exterplanaire, ainsi qu’un des étiquetages possibles de celui-ci
avec l’ensemble[17] = {1, 2, . . . , 17}.

12
2

1 6
9

4
8

10
1

7 3

5

13

16

15
11

14

17

Figure 4.1Un 2-arbre plan et un de ses étiquetages possibles

Pour illustrer la différence entre2-arbre exterplan et exterplanaire, considérons les deux
2-arbres étiquetés de la figure 4.2. Ce sont deux2-arbres exterplans différents, mais un
seul2-arbre exterplanaire, étant donné que les2-arbres exterplanaires sont en fait des
2-arbres exterplans considérés à réflexion (symétrie verticale) près.

1
2

3 4
1

2
3 4

Figure 4.2Deux2-arbres exterplans différents, un2-arbre exterplanaire

Les2-arbres exterplans et exterplanaires peuvent être mis en correspondence avec plu-
sieurs objets combinatoires dont certains sont issus de la chimie. Il est facile de voir
que les2-arbres exterplans sont en bijection avec les triangulations (non enracinées) de
polygones dans le plan. La figure 4.3 montre une telle correspondence, qui est en fait
également une correspondence entre les2-arbres exterplanaires et les triangulations de
polygones dans l’espace (c’est-à-dire sans orientation), aussi connue sous le nom de
triangulations du disque, voir (Brown, 64).

De plus, les2-arbres exterplanaires sont en correspondence avec les molécules (au
sens de la chimie!) depolyènes hydrocarbonesde formule moléculaireCnHn+2. Il
faut cependant exclure certains2-arbres exterplanaires, qui ne donnent pas lieu à des
molécules existantes. Celles-ci sont qualifiées de configurations non planaires dans
(Cyvin et al., 95). Unpolyèneest un composé chimique qui contient plus de deux li-
aisons doubles par molécule. En figure 4.4, on peut voir les trois isomères de polyènes
hydrocarbones de formule moléculaireC4H6; voir (Cyvin et al., 95). Remarquons que
les liaisons doubles entre atomes sont représentées par des traits doubles et que, dans
la troisième molécule les liaisons doubles sont en fait des liaisons “tournantes” (non
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a cde

f
g

h

b 

a 

b 

f

e

h

c

g

d

Figure 4.3Correspondance entre2-arbres exterplans et triangulations

saturées, possédant des électrons libres) représent´ees par des pointillés. On peut alors,
en quelques étapes assez directes, établir une correspondence entre les2-arbres exter-
planaires et ces molécules, où le paramètre commun est lenombre de triangles, pour
le 2-arbre, et le nombre d’atomes de carboneC du polyène. La figure 4.5 illustre les
étapes de cette correspondance. On considère dans cette figure un isomère de polyène
de formuleC4H6. La première étape consiste à “effeuiller” les atomes d’hydrogèneH
et à oublier les liaisons doubles. On obtient alors un arbrecaractérisé par des angles de
2π/3 entre les arêtes. Le chimiste sera capable de reconstruirela molécule à partir de
cet arbre. Il est alors clair que cet arbre est identique à unarbre plongé dans le réseau
hexagonal à cause des angles de2π/3 entre les arêtes. Il suffit alors de placer un triangle
sur chaque sommet de l’arbre et de tenir compte des relationsd’incidence dans l’arbre
pour obtenir un2-arbre exterplanaire. Ainsi, obtenir le développement moléculaire ex-
plicite de l’espèce des2-arbres exterplanaires correspond à classifier les molécules de
polyènes de formulesCnHn+2 selon les types de symétries de ces molécules; cela re-
vient à trouver le groupe d’automorphismes de chaque molécule. On peut également
en déduire l’énumération des polyènes hydrocarbones pour chaque type de symétrie.

Avant de commencer notre démarche, et dans le but d’illustrer le développement que
nous désirons établir, nous donnons les premiers termes du développement moléculaire
des espècesaπ des2-arbres exterplans (voir figure 4.6 et équation (4.1)), etap, des2-
arbres exterplanaires (voir figure 4.7 et équation (4.2)).Les développements complets

C

C C

C

H

H

H

HH

H

C C

C

H

H

H

C

H

H

H

C C

H

CH

H

CH

H

H

.  .  .

.  .  . .  .  .

Figure 4.4Les trois isomères de formuleC4H6
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Figure 4.5Correspondance entre polyènes hydrocarbones et2-arbres exterplanaires

explicites seront donnés dans les théorèmes 4.3.2 et 4.3.7.

aπ = aπ(X) = 1+X+E2(X)+X3+XC3(X)+2E2(X
2)+X4+6X5+ · · · (4.1)

Figure 4.6Premiers termes du développement moléculaire de l’espèceaπ, des2-arbres
exterplans

ap = ap(X) = 1+X+E2(X)+XE2(X)+XE3(X)+2E2(X
2)+2X5+2XE2(X

2)

+X2E2(X
2)+· · ·+P bic4 (X,X)+· · ·+XC3(X

2)+· · ·+XP bic6 (X,X)+· · · . (4.2)

Introduisons maintenant l’espèce auxiliaireB de base, des2-arbres exterplanaires poin-
tés en une arête externe (une arête de degré un) munie d’une orientation. Cette espèce,
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. . . . . . . . .

Figure 4.7Premiers termes du développement moléculaire de l’espèceap, des2-arbres
exterplanaires

ainsi que toutes celles considérées par la suite, est étiquetée aux triangles. Cela signifie
que la sorte de base est la sorteX des triangles. Rappelons que l’orientation de l’arête
pointée peut être étendue à l’ensemble de la structure (voir section 3.1.2). Il est impor-
tant de remarquer que le fait que les2-arbres soient considérés dans le plan, implique
que l’on peut canoniquement les orienter en utilisant l’orientation du plan. Cela signifie
que l’espèceB est isomorphe à l’espèce des2-arbres exterplans pointés en une arête
externe.

L’espèceB est alors caractérisée par l’équation fonctionnelle

B = 1 +XB2, (4.3)

conformément à la figure 4.8.

X
B B

 =B ou 

Figure 4.8B = 1 +XB2

Il est également bien connu que l’espèceB peut être vue comme l’espèce des trian-
gulations enracinées de polygones. L’espèceB va jouer un rôle fondamental tout au
long de ce chapitre en tant qu’espèce de base de nos calculs.Notons que cette espèce
est asymétrique puisque touteB-structure possède un groupe d’automorphismes trivial.
Ceci implique que les coefficients du développement moléculaire deB coı̈ncident avec
ceux de la série génératrice tilde deB. De plus, comme mentionné dans la section 1.2,
le développement moléculaire deB est de la forme

∑
n bnX

n, oùbn donne le nombre
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deB-structures non étiquetées surn triangles. La proposition suivante explicite ces
coefficients, qui, comme attendu, sont les nombres de Catalan.

Proposition 4.1.2 Le d́eveloppement moléculaire de l’esp̀eceB = B(X) est donńe
par

B(X) =
∑

n∈N

cnXn, (4.4)

où cn = 1
n+1

(2n
n

)
(nombres de Catalan). Plus ǵeńeralement, si on noteBk(X) =

∑
n∈N c(k)

n Xn, k ≥ 1, alors

c(k)
n =

⌊k−1
2

⌋∑

i=0

(−1)i
(
k−1−i

i

)
cn+k−1−i (4.5)

=
k

n

(
2n− 1 + k

n− 1

)
. (4.6)

Preuve. La formule pourcn suit directement d’une application de la formule d’inver-
sion de Lagrange sur la relation (4.3). On peut aussi l’obtenir en développant en série la
solution algébriqueB(X) = (1−

√
1 − 4X)/2X de (4.3). Pour les coefficientsc(k)

n de
l’espèceBk, on travaille avec la série génératrice tilde (des structures non étiquetées).
On commence par remarquer que

Bk(x) =

⌊k−1
2

⌋∑

i=0

(−1)i
(
k−1−i

i

)
B(x)

xk−1−i
+

⌊k−2
2

⌋∑

i=0

(−1)i+1

(
k−2−i

i

)
1

xk−1−i
, (4.7)

où ⌊·⌋ désigne la fonction partie entière. La formule (4.7) se montre par récurrence
sur l’entierk, en distinguant deux cas suivant la parité dek, et en utilisant le fait que
A2(x) = 1

x(A(x) − 1). Alors, en extrayant le coefficient enxn dans l’expression

(4.7), on obtient le résultat annoncé (4.5) pourc(k)
n . On établit (4.6) par inversion de

Lagrange composée (voir section 1.6) avecF (x) = (1 + x)k appliquée à la relation
B − 1 = X((B − 1) + 1)2.

Par exemple, pourk allant de 1 à 6, on a

c(1)
n = cn =

1

n

(
2n

n− 1

)
,

c(2)
n = cn+1 =

2

n

(
2n + 1

n− 1

)
,

c(3)
n = cn+2 − cn+1 =

3

n

(
2n+ 2

n− 1

)
, (4.8)

c(4)
n = cn+3 − 2cn+2 =

4

n

(
2n+ 3

n− 1

)
,
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c(5)
n = cn+4 − 3cn+3 + cn+2 =

5

n

(
2n + 4

n− 1

)
,

c(6)
n = cn+5 − 4cn+4 + 3cn+3 =

6

n

(
2n+ 5

n− 1

)
.

Dans le but d’alléger les notations, on étend la définition des nombres de Catalan de la
façon suivante :

cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
χ(n ∈ N). (4.9)

En d’autres termes, le nombrecn est le nombre usuel de Catalan sin est un entier positif
ou nul, est0 dans les autres cas.

Rappelons les deux théorèmes de dissymétrie que nous allons utiliser dans les cas ex-
terplan et exterplanaire.

Théorème 4.1.3THÉORÈME DE DISSYMÉTRIE POUR LES2-ARBRES EXTERPLANS

ET EXTERPLANAIRES. Les esp̀ecesaπ des2-arbres exterplans etap des2-arbres
exterplanaires satisfont les isomorphismes d’espèces suivants :

a−
π + a△

π = aπ + a△

π, (4.10)

et
a−

p + a△

p = ap + a△

p, (4.11)

où les exposants−, △ et△représentent le pointage des2-arbres en une ar̂ete(figure4.9
a), en un triangle(figure4.9 b), et en un triangle possédant une de ses arêtes distingúee
( figure4.9 c). 2

a) b) c)

Figure 4.9 Illustration des exposants : a)−, b) △ et c)△

Dans la section suivante, nous allons proposer plusieurs formules d’addition relatives
aux espècesE2(Y ), des ensembles de cardinal deux,C3(Y ), des cycles (orientés) de
taille trois, et aux deux espèces moléculaires spécialesP bic

4 (X,Y ) etP bic
6 (X,Y ) intro-

duites à la section 1.5. Nous utilisons alors ces diverses formules d’addition, combinées
au théorème de dissymétrie, pour obtenir le développement moléculaire de l’espèce
aπ, dans un premier temps, etap par la suite. Enfin, nous terminerons ce chapitre
en proposant de nombreuses formules d’énumération à partir des séries génératrices
exponentielle et ordinaire et des séries indicatrices de cycles et d’asymétrie.
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4.2 Formules d’addition

Dans cette partie, nous nous proposons de prouver quatre formules d’addition, qui vont
s’avérer nécessaires pour obtenir les développements moléculaires des espèces des2-
arbres exterplans et exterplanaires.

Proposition 4.2.1 SoitB une esp̀ece asyḿetrique dont le d́eveloppement moléculaire
est donńe par

B(Y ) =
∑

k≥0

bkY
k, bk ∈ N .

Alors, on dispose des formules d’addition suivantes, relatives aux esp̀ecesE2 des en-
sembles̀a deuxéléments etC3 des cycles de longueur trois :

E2(B(Y )) =
∑

k≥1

bkE2(Y
k) +

∑

k≥0

αkY
k, (4.12)

C3(B(Y )) =
∑

k≥1

bkC3(Y
k) +

∑

k≥0

βkY
k, (4.13)

avec

α0 =
1

2
(b20 + b0), β0 =

1

3
(b30 + 2b0) , (4.14)

αk =
1

2

∑

i+j=k

bibj −
1

2
χ(2|k)b k

2
, k ≥ 1 , (4.15)

βk =
1

3

∑

l+m+n=k

blbmbn −
1

3
χ(3|k)b k

3
, k ≥ 1 , (4.16)

où, poura, b ∈ N, χ(a|b) = 1, si a diviseb, et0, sinon.

Preuve.Rappelons que le terme constant d’une espèceF (B(Y )) est donné par

F (b0) = ZF (b0, b0, . . .)

où b0 = B(0). Cela mène directement à (4.14). Une analyse précise desdifférentes
espèces moléculaires pouvant apparaı̂tre dans le développement deE2(B), nous permet
d’écrire la relation suivante :

E2(B) =
∑

k≥1

γkE2(Y
k) +

∑

k≥0

αkY
k. (4.17)

Il faut alors calculer les coefficientsαk et γk, pour toutk ≥ 1. Il est important de
noter que l’on peut ordonner, dans l’espèceB, lesbk différentes copies de la molécule
Y k, pour chaquek ≥ 1. Ainsi, pour obtenir uneE2(Y

k)-structure à partir de l’espèce
E2(B), il faut prendre deux fois la même copie deY k parmi lesbk disponibles; dans
tout autre cas, la paire deB-structures considérée sera asymétrique. On en déduitdonc
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queγk = bk, pour toutk ≥ 1. Pour maintenant calculerαk, il est possible de procéder à
une énumération directe. Cependant, nous préférons introduire une méthode différente
que l’on utilise par la suite. Cette méthode est basée sur la dérivation de l’expression
considérée suivie d’une intégration. Dérivons tout d’abord les deux membres de (4.17).
On obtient

BB′ =
∑

k≥1

k bk Y
2k−1 +

∑

k≥1

k αk Y
k−1.

Intégrant alors la dernière relation, dans le contexte des séries formelles enY , il vient

1

2
B2 =

1

2

∑

k≥1

bkY
2k +

∑

k≥0

αkY
k + const.

Il suffit désormais d’identifier les coefficients deY n dans les deux membres de l’égalité
précédente pour arriver à l’expression (4.15). Pour obtenir (4.16), écrivons

C3(B) =
∑

k≥1

δkC3(Y
k) +

∑

k≥0

βkY
k. (4.18)

Le même argument que celui utilisé précédemment implique δk = bk, k ≥ 1, et la
même technique de dérivation-intégration appliquée `a l’équation (4.18) donne la for-
mule annoncée pourβk. Notons que durant ce procédé, nous avons utilisé le faitque

(C3(B))′ = L2(B)B′ = B2B′,

oùL2 représente l’espèce des listes de deux éléments.

Nous allons maintenant passer aux résultats principaux decette section, à savoir des
formules d’addition relatives aux espècesP bic

4 (X,Y ) et P bic
6 (X,Y ). Nous utilisons

la notation compacteb(n)
k pour désigner le coefficient deY k dans le développement

moléculaire de l’espèceBn(Y ), avec la convention queb(n)
x = 0 si l’indice x est frac-

tionnaire, pour toutn, k ≥ 1.

Théorème 4.2.2Soit B une esp̀ece asyḿetrique quelconque dont le développement
moĺeculaire est donńee par

B(Y ) =
∑

n≥0

bkY
k, bk ∈ N.

Alors,

P bic
4 (X,B(Y )) =

∑

k≥1

a
′

kX
2Y k +

∑

k≥1

a
′′

kE2(XY
k) +

∑

k≥1

a
′′′

k X
2E2(Y

k)

+
∑

k≥0

aivk P
bic
4 (X,Y k), (4.19)
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où

a
′

k =
1

4
b
(4)
k − 3

4
b
(2)
k
2

+
1

2
b k

4
, (4.20)

a
′′

k = b
(2)
k − b k

2
, (4.21)

a
′′′

k =
1

2
(b

(2)
k − b k

2
), (4.22)

aivk = bk. (4.23)

Preuve. Nous utilisons une méthode très similaire à celle de la proposition 4.2.1, en
procédant à une analyse précise des différentes symétries pouvant apparaı̂tre dans les
structures de l’espèceP bic

4 (X,B(Y )). Ceci conduit à la relation (4.19) où tous les
coefficients sont à expliciter. Remarquons tout d’abord que aivk = bk puisque la seule
manière d’obtenir uneP bic

4 (X,Y k)-structure à partir de l’espèceP bic
4 (X,B(Y )) est de

prendre quatre fois la même copie de la moléculeY k, parmi lesbk disponibles. Cela
donne directement (4.23). Ensuite, considérons lesE2(XY

k)-structures. Pour obtenir

de telles structures de l’espèceP bic
4 (X,B(Y )), il est possible de prendre deuxY

k
2 -

structures non isomorphes, notéesα et β à partir de l’espèceB, et de les agencer des
deux manières distinctes décrites par les figures 4.10 a) et 4.10 b). Cela donne le terme

2
∑

l

(
bl
2

)
E2(XY

2l), où l = k/2,

où il ne faut pas oublier que les deux triangles internes contribuent pour unX chacun.
Nous pouvons aussi prendre uneY i-structureα et uneY j-structureβ telles quei+j =
k et i 6= j, et les mettre dans les deux configurations illustrées par les figures 4.10 a) et
b). Ces dernières configurations conduisent au terme

a) b) c)

α

β

β

α

α α

β

β

β βα

α

Figure 4.10Symétries d’ordre deux dans l’espèceP bic
4 (X,B)

2
∑

i+j=k−1
i<j

bibjE2(XY
k),

dans le développement moléculaire de l’espèceP bic
4 (X,B). Cela mène alors à la rela-

tion (4.21), c’est-à-dire,

a
′′

k = 2
∑

i+j=k
i<j

bibj + 2

(
b k

2

2

)
= b

(2)
k − b k

2
.
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Intéressons nous maintenant au coefficienta
′′′

k deX2E2(Y
k) dans la relation (4.19).

Les seules configurations menant à uneX2E2(Y
k)-structure sont dessinées en figure

4.10 c). On a ainsi

a
′′′

k =
∑

i+j=k
i<j

bibj +

(
b k

2

2

)
=

1

2
(b

(2)
k − b k

2
)

différents types deX2E2(Y
k)-structures. Il ne reste plus qu’à déterminer la partie

asymétrique de l’espèceP bic
4 (X,B(Y )), à savoir, le coefficienta

′

k de l’espèce molécu-
laireX2Y k dans le développement moléculaire (4.19), pour toutk. Pour l’obtenir, on
commence par dériver (combinatoirement) la relation (4.19). Il suffit alors d’identifier
le coefficient deX2Y k dans chaque membre de l’égalité obtenue. Durant ce calcul, il
est à noter que l’on a utilisé la dérivée partielle combinatoire d’une espèce composée
F (X,B). En fait, comme en analyse, nous avons

(F (X,B))′ =
∂F (X,Y )

∂X

∣∣∣∣
Y :=B

+
∂F (X,Y )

∂Y

∣∣∣∣
Y :=B

· B′, (4.24)

et nous pouvons utiliser la proposition 1.5.3.

On peut aussi, après avoir dérivé (4.19), obtenir l’expression dea
′′′

k en identifiant les
coefficients deXE2(Y

k). De plus, il est possible de raffiner notre classification parrap-
port aux symétries, en distinguant selon les symétries deréflexion et celles de rotation.
En effet, les symétries qui sont illustrées par la figure 4.10 sont de type rotationnelle
pour a), de réflexion verticale pour b), et enfin, de réflexion horizontale pour c).

Nous passons maintenant à la présentation d’une formule d’addition concernant l’espè-
ceP bic

6 (X,Y ).

Théorème 4.2.3Pour toute esp̀ece asyḿetrique B = B(Y ) dont le d́eveloppement
moĺeculaire est donńe par

B(Y ) =
∑

k≥0

bkY
k ,

nous avons

P bic
6 (X,B(Y )) =

∑

k≥4

d
′

kX
3Y k +

∑

k≥2

d
′′

kXE2(XY
k) +

∑

k≥2

d
′′′

k C3(XY
k)

+
∑

k≥0

divk P
bic
6 (X,Y k), (4.25)

avec

d
′

k =
1

6
b
(6)
k − 1

2
b
(3)
k
2

+
1

3
b
(2)
k
3

+
2

3
b k

6
,

d
′′

k = b
(3)
k − b k

3
,

d
′′′

k =
1

2
(b

(2)
k − b k

2
), (4.26)

divk = bk,
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où b(n)
k représente le coefficient deXk dansBn(Y ).

Preuve. Une analyse précise des divers types de symétrie pouvant apparaı̂tre dans
l’espèceP bic

6 (X,B) nous conduit au développement (4.25). On calcule alors tous les
coefficients de ce développement en utilisant la même méthode que pour le théorème
précédent relatif à l’espèceP bic

4 (X,B).

Nous utilisons dans les deux sections suivantes les formules d’addition de cette section
dans le cas particulier oùB(Y ) = B(X), l’espèce liée aux2-arbres introduites en sec-
tion 4.1. Prenant en compte la substitutionB = B dans les deux théorèmes précédents,
les coefficients apparaissant dans les développements moléculaires des espècesP bic

4

et P bic
6 deviennent simples. En utilisant la proposition 4.1.2, on obtient les formules

d’addition suivantes

P bic
4 (X,B(X)) =

∑

k≥1

a
′

kX
k +

∑

k≥1

a
′′

kE2(X
k) +

∑

k≥1

a
′′′

k X
2E2(X

k)

+
∑

k≥0

aivk P
bic
4 (X,Xk), (4.27)

et

P bic
6 (X,B) =

∑

k≥4

d
′

kX
k +

∑

k≥2

d
′′

kXE2(X
k) +

∑

k≥2

d
′′′

k C3(X
k)

+
∑

k≥0

divk P
bic
6 (X,Xk), (4.28)

où

a
′

k =
1

4
ck+1 −

1

2
ck −

3

4
ck

2
+

1

2
ck−2

4
,

a
′′

k = ck − ck−1
2
, (4.29)

a
′′′

k =
1

2
(ck+1 − ck

2
),

aivk = ck,

d
′

k =
1

6
ck+2 −

2

3
ck+1 +

1

2
ck −

1

2
ck+1

2
+

1

2
ck−1

2
− 1

6
ck

3
+

1

2
ck−3

6
,

d
′′

k = ck+1 − ck − ck−1
3
, (4.30)

d
′′′

k =
1

2
(ck − ck−1

2
),

divk = ck.

Forts de ces quatre formules d’addition, nous sommes à présent capables de donner
les développements moléculaires des espècesaπ, des2-arbres exterplans etap, des
2-arbres exterplanaires.
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4.3 Développement moĺeculaire des2-arbres exterplans et exterplanaires

Dans cette partie, nous allons utiliser le théorème de dissymétrie ainsi que les formules
d’addition de la section précédente pour obtenir un formeexplicite du développement
moléculaire des espèces des2-arbres exterplans et exterplanaires.

4.3.1 Classification des2-arbres exterplans

Avant de débuter nos calculs, nous rappelons qu’un2-arbre exterplan est un2-arbre
plongé dans le plan de sorte que toutes les faces internes soient des triangles. De plus,
le théorème de dissymétrie permet d’exprimer l’espèceaπ en fonction des espèces
pointéesa−

π , a△

π , eta△

π, de la façon suivante :

aπ = a−
π + a△

π −a△

π . (4.31)

En utilisant l’orientation du plan, on obtient une caractérisation des espècesa−
π , a△

π , et
a△

π, à l’aide d’expressions en fonction deB. La démonstration de ces relations étant
immédiate, on se contente ici de les illustrer avec la figure4.11.

Théorème 4.3.1Les esp̀eces point́ees apparaissant dans le théor̀eme de dissyḿetrie
satisfont leśequations fonctionnelles suivantes :

a−
π = E2(B), (4.32)

a△

π = XC3(B), (4.33)

a△

π = B+ · B, (4.34)

oùB+ = B − 1. 2

B

a) b)

B

c)

B B

BB

B
X

B

Figure 4.11Les espècesE2(B),XC3(B) etB+ · B

Combinant les relations (4.32), (4.33), (4.34), le théor`eme de dissymétrie (4.31) et les
formules d’addition pour les espècesE2(B) et C3(B) de la section 4.2, on calcule
aisément le développement moléculaire de l’espèceaπ des2-arbres exterplans.
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Théorème 4.3.2Le d́eveloppement moléculaire de l’esp̀eceaπ des2-arbres exterplans
est donńe par

aπ = aπ(X) = 1 +X +
∑

k≥2

bkX
k +

∑

k≥1

ckE2(X
k) +

∑

k≥1

dkXC3(X
k), (4.35)

avec

bk =
2

3
ck −

1

6
ck+1 −

1

2
ck

2
− 1

3
ck−1

3
, (4.36)

ck = dk = ck, (4.37)

oùXk représente l’esp̀ece des listes de taillek de triangles etck désigne les nombres
de Catalan avec la convention quecr = 0 si r n’est pas un entier; voir(4.9). 2

Pour conclure cette partie, nous donnons la partie asymétrique de l’espèceaπ (voir
Chapitre 1, et (Labelle, G., 89-1)) :

aπ(X) = 1 +X +
∑

k≥2

bkX
k, (4.38)

où bk, pourk ∈ N, est donné par la formule (4.36). Noter que l’espèce asym´etriqueaπ
ne doit pas être confondue avec l’espèce pointéea−

π .

4.3.2 Classification des2-arbres exterplanaires

Cette partie est consacrée à l’obtention du développement moléculaire de l’espèceap

des2-arbres exterplanaires, à savoir l’espèce des2-arbres admettant un plongement
dans le plan de telle sorte que toutes les faces internes soient des triangles. La différence
avec les2-arbres exterplans réside dans le fait que ces plongementsne sont pas ex-
plicitement donnés et que les symétries de réflexion sontautorisées. En d’autre termes,
les 2-arbres exterplanaires sont considérés comme des graphes simples. Dans le cas
exterplanaire, le théorème de dissymétrie conduit à larelation suivante au niveau des
espèces :

ap = a−
p + a△

p − a△

p. (4.39)

On caractérise alors les espècesa−
p , a△

p eta△

p avec des équations fonctionnelles en ter-
mes des espèces auxiliairesP bic

4 (X,Y ) etP bic
6 (X,Y ), introduites au chapitre premier,

et de l’espèce fondamentaleB.

Théorème 4.3.3Les esp̀eces point́eesa−
p , a△

p eta△

p satisfont les isomorphismes d’es-
pèces suivants :

a−
p (X) = 1 +XE2(B) + P bic

4 (X,Y )|Y :=B, (4.40)

a△

p (X) = X +X2E2(B) +XE2(B+) +XP bic
6 (X,Y )|Y :=B, (4.41)

a△

p(X) = XE2(B) +X2E2(B
2). (4.42)
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Preuve. On établit les identités (4.40) et (4.42) en analysant lesstructures en fonction
du degré de l’arête pointée, à savoir le nombre de triangles qui lui sont attachés. Par
exemple, les trois termes du membre de droite de la relation (4.40) correspondent aux
degrés 0, 1 et 2, degré maximal que peut avoir une arête d’un 2-arbre exterplanaire.
On établit un isomorphisme entre les deux membres de (4.40); celui-ci est illustré en
figure 4.12. De la même manière, les quatre termes de (4.41), décrivent les quatre

ouou

B

B B

B

B B

Figure 4.12L’espècea−
p

possibilités pour le nombre d’arêtes de degré deux du triangle racine, de 0 à 3; voir
la figure 4.13. Finalement, la même méthode permet d’établir l’équation fonctionnelle

ou ou ou

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

Figure 4.13L’espècea△

p

(4.42) et la figure 4.14 illustre la démarche.

Ainsi, à l’aide des relations (4.40), (4.41) et (4.42), il devient facile, via l’utilisation des
formules d’addition relatives aux espècesP bic

4 (X,B), P bic
6 (X,B), E2(B) etC3(B),

ainsi que de la proposition 6.3.1, d’obtenir les développements moléculaires des espè-
cesa−

p et a△. Dans les quatre théorèmes suivants, la même notation est utilisée pour
les divers coefficients apparaissant dans les développements.

Théorème 4.3.4Le d́eveloppement moléculaire de l’esp̀ecea−
p , des2-arbres exter-

planaires point́es en une ar̂ete, est donńe par

a−
p (X) = 1 +

∑

k≥0

a1
kX

k +
∑

k≥1

a2
kE2(X

k) +
∑

k≥1

a3
kXE2(X

k)
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+
∑

k≥1

a4
kX

2E2(X
k) +

∑

k≥1

a5
kP

bic
4 (X,Xk), (4.43)

où

a1
k =

1

4
ck+1 −

3

4
ck

2
− 1

2
ck−1

2
+

1

2
ck−2

4
,

a2
k = ck − ck−1

2
,

a3
k = a5

k = ck, (4.44)

a4
k =

1

2
(ck+1 − ck

2
).

2

Théorème 4.3.5Le d́eveloppement moléculaire de l’esp̀ecea△

p , des2-arbres exter-
planaires point́es en un triangle, est donné par

a△

p (X) = 1 +
∑

k≥0

a1
kX

k +
∑

k≥1

a2
kXE2(X

k) +
∑

k≥2

a3
kX

2E2(X
k)

+
∑

k≥2

a4
kXC3(X

k) +
∑

k≥2

a5
kXP

bic
6 (X,Xk), (4.45)

où

a1
k =

1

6
(ck+1 − ck) −

1

2
ck

2
− ck−2

2
− 1

2
ck−1

2
− 1

6
ck−1

3
+

1

2
ck−4

6
,

a2
k = a5

k = ck,

a3
k = ck+1 − ck−1

3
, (4.46)

a4
k =

1

2
(ck − ck−1

2
).

2

B

B B

B B

ouB

Figure 4.14L’espècea△

p
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Pour obtenir le développement moléculaire de l’espècea△

p, il suffit d’utiliser les propo-
sitions 4.1.2 et 4.2.1

Théorème 4.3.6Le d́eveloppement moléculaire de l’esp̀ecea△

p, des2-arbres exter-
planaires point́es en un triangle possédant une ar̂ete distingúee, est donńe par :

a△

p(X) =
∑

k≥0

a1
kX

k +
∑

k≥1

a2
kXE2(X

k) +
∑

k≥1

a3
kX

2E2(X
k), (4.47)

où

a1
k =

1

2
(ck+1 − ck − ck−1

2
− ck

2
),

a2
k = ck, (4.48)

a3
k = ck+1.

2

Le théorème de dissymétrie permet alors de combiner les relations (4.43)-(4.45)-(4.47)
et mène au développement moléculaire explicite de l’espèceap, des2-arbres exter-
planaires, résultat final de cette section.

Théorème 4.3.7L’esp̀eceap des2-arbres exterplanaires possède le d́eveloppement
moĺeculaire suivant

ap(X) = 1 +
∑

k≥1

a1
kX

k +
∑

k≥1

a2
kE2(X

k) +
∑

k≥1

a3
kXE2(X

k)

+
∑

k≥2

a4
kX

2E2(X
k) +

∑

k≥2

a5
kXC3(X

k)

+
∑

k≥0

a6
kP

bic
4 (X,Xk) +

∑

k≥0

a7
kXP

bic
6 (X,Xk), (4.49)

où

a1
k = − 1

12
ck+1 +

1

3
ck −

3

4
ck

2
− 1

2
ck−1

2
− 1

6
ck−1

3
+

1

2
ck−2

4
+

1

2
ck−4

6
,

a2
k = ck − ck−1

2
,

a3
k = a6

k = a7
k = ck, (4.50)

a4
k =

1

2
(ck+1 − ck

2
) − ck−1

3
,

a5
k =

1

2
(ck − ck−1

2
).

2



104

4.4 Formules d’́enumération

Dans cette partie, nous établissons des formules explicites pour l’énumération des2-
arbres exterplans ainsi qu’exterplanaires dans les cas étiqueté, non étiqueté et non
étiqueté asymétrique. Nous donnons également des formules explicites pour toutes
les séries que l’on a introduites dans le chapitre premier,notamment pour les séries in-
dicatrices de cycles et d’asymétrie. Nous utilisons ici les équations fonctionnelles que
nous avons établies dans la section précédente. Cependant, dans la section suivante,
nous proposons une autre méthode d’énumération, inspirée des travaux de (Palmer et
Read, 73). On commence par le cas exterplan, le cas exterplanaire suit.

4.4.1 Énumération des2-arbres exterplans

Avant d’expliciter les formules énumératoires des2-arbres exterplans, on rappelle quel-
ques formules relatives aux séries indicatrices de cycleset d’asymétrie des espècesE2,
des ensembles de cardinal deux, etC3, des cycles (orientés) de longueur trois :

ZE2(x1, x2, . . .) =
1

2
(x2

1 + x2), ΓE2(x1, x2, . . .) =
1

2
(x2

1 − x2), (4.51)

ZC3(x1, x2, . . .) =
1

3
(x3

1 + 2x3), ΓC3(x1, x2, . . .) =
1

3
(x3

1 − x3). (4.52)

Nous faisons également usage des formules de substitutiongénérale de la théorie des
espèces, ainsi que de la série indicatrice d’asymétrie translatée (voir chapitre 2). Nous
n’utilisons cependant que les formules suivantes, que l’onpeut aussi établir via des
formules d’addition : siG est une espèce telle queG(0) = g0 6= 0, nous avons

ΓE2(G)(x1, x2, . . .) = g0 +
1

2
(Γ2
G(x1, x2, . . .) − ΓG(x2, x4, . . .)), (4.53)

ΓC3(G)(x1, x2, . . .) = g0 +
1

3
(Γ3
G(x1, x2, . . .) − ΓG(x3, x6, . . .)). (4.54)

Nous passons maintenant aux formules énumératives concernant les2-arbres exter-
plans. Ces formules proviennent directement de la décomposition moléculaire de l’es-
pèceaπ donnée dans la section précédente.

Théorème 4.4.1Les nombresaπ,n, ãπ,n etaπ,n de2-arbres exterplans respectivement
étiquet́es, nonétiquet́es et nonétiquet́es asyḿetriques surn triangles, n ≥ 2, sont
donńes par

aπ,n = n!(
2

3
cn −

1

6
cn+1), (4.55)

ãπ,n =
2

3
cn −

1

6
cn+1 +

1

2
cn

2
+

2

3
cn−1

3
, (4.56)

aπ,n =
2

3
cn −

1

6
cn+1 −

1

2
cn

3
− 1

3
cn−1

3
. (4.57)

2
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On peut également obtenir ces formules en écrivant explicitement les séries génératrices
et indicatrices à partir des relations (4.32)–(4.34) : la série génératrice exponentielle des
structures étiquetées,

a−
π (x) =

1

2
(1 +B2(x)),

a△

π (x) =
x

3
(2 +B3(x)), (4.58)

a△

π(x) = B2(x) −B(x),

la série génératrice tilde des structures non étiquet´ees,

ã−
π (x) =

1

2
(B2(x) +B(x2)),

ã△

π (x) =
x

3
(B3(x) + 2B(x3)), (4.59)

ã△

π(x) = B2(x) −B(x),

la série indicatrice de cycles,

Za−
π
(x1, x2, . . .) =

1

2
(B2(x1) +B(x2)),

Za△

π
(x1, x2, . . .) =

x1

3
(B3(x1) + 2B(x3)), (4.60)

Za△

π
(x1, x2, . . .) = B2(x1) −B(x1),

et la série indicatrice d’asymétrie,

Γa−
π
(x1, x2, . . .) = 1 +

1

2
(B2(x1) −B(x2)),

Γa△

π
(x1, x2, . . .) = x1 +

x1

3
(B3(x1) −B(x3)), (4.61)

Γa△

π
(x1, x2, . . .) = B2(x1) −B(x1).

Nous rappelons que nous avons utilisé le fait que l’espèceB est asymétrique et qu’ainsi

B(x) = B̃(x) = B(x) et ZB(x1, x2, . . .) = B(x1) = ΓB(x1, x2, . . .). (4.62)

On déduit alors les expressions des diverses séries formelles associées à l’espèceaπ
grâce au théorème de dissymétrie.

Proposition 4.4.2 Les śeries assocíeesà l’esp̀eceaπ des2-arbres exterplans sont don-
nées par

aπ(x) =
1

2
+

2

3
x+B(x) − 1

2
B2(x) +

x

3
B3(x),

ãπ(x) = 1 + x+B(x) +
x

3
B3(x) − 1

2
B(x2) − x

3
B(x3) − 1

2
B2(x),
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āπ(x) = B(x) +
x

3
B3(x) −B(x2) −B(x3) − 1

2
B2(x), (4.63)

Zaπ
(x1, x2, . . .) = B(x1) +

1

2
B(x2) +

2

3
x1B(x3) −

1

2
B2(x1) +

x1

3
B3(x1),

Γaπ
(x1, x2, . . .) = 1 + x1 +B(x1) +

x1

3
B3(x1) −

1

2
B(x2) −

x1

3
B(x3)

−1

2
B2(x1).

2

On peut alors retrouver les formules (4.56) en utilisant le théorème de dissymétrie et
la proposition suivante, donnant des formules explicites pour les coefficients des séries
données par les relations (4.58), (4.59) et (4.61).

Proposition 4.4.3 Les coefficientsa−π,n, a△

π,n, a△

π,n, donnant les nombres de structures

étiquet́ees surn triangles pour les divers pointages,ã−π,n, ã△

π,n, ã△

π,n, pour le nombre

de structures nońetiquet́ees, eta−π,n, a△

π,n, a△

π,n, pour les structures nońetiquet́ees
asyḿetriques poss̀edent les expressions suivantes :

a−π,n =
n!

2
cn+1,

a△

π,n =
n!

3
(cn+1 − cn), (4.64)

a△

π,n = n!(cn+1 − cn),

ã−π,n =
1

2
(cn+1 + cn

2
),

ã△

π,n =
1

3
(cn+1 − cn + 2cn−1

3
), (4.65)

ã△

π,n = cn+1 − cn,

et

ā−π,n =
1

2
(cn+1 − cn

2
),

ā△

π,n =
1

3
(cn+1 − cn − cn−1

3
), (4.66)

ā△

π,n = cn+1 − cn.

2

Pour les expressions des séries indicatrices de cycles et d’asymétrie de l’espèceaπ,
nous avons :
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Proposition 4.4.4 Les śeries indicatrices de cycles,Zaπ
, et d’asyḿetrie, Γaπ

, de
l’espèce des2-arbres exterplans sont données par

Zaπ
(x1, x2, . . .) = 1 +

∑

n≥1

(
2

3
cn−

1

6
cn+1)x

n
1 +

1

2

∑

n≥1

cnxn2 +
2

3
x1

∑

n≥0

cnxn3 , (4.67)

Γaπ
(x1, x2, . . .) = 1 + x1 +

∑

n≥1

(
2

3
cn −

1

6
cn+1)x

n
1 − 1

2

∑

n≥1

cnxn2 − 1

3
x1

∑

n≥0

cnxn3 .

(4.68)

Preuve. On commence par écrire les séries indicatrices de cycles données par les rela-
tions (4.60),

Za−
π
(x1, x2, . . .) =

1

2

∑

n≥0

cn+1x
n
1 +

1

2

∑

n≥0

cnxn2 ,

Za△

π
(x1, x2, . . .) =

1

3

∑

n≥1

(cn+1 − cn)xn1 +
2

3
x1

∑

n≥0

cnxn3 , (4.69)

Za△

π
(x1, x2, . . .) =

∑

n≥1

(cn+1 − cn)xn1 ,

et les séries indicatrices d’asymétrie,

Γa−
π
(x1, x2, . . .) = 1 +

1

2

∑

n≥0

cn+1x
n
1 − 1

2

∑

n≥0

cnxn2 ,

Γa△

π
(x1, x2, . . .) = x1 +

1

3

∑

n≥1

(cn+1 − cn)xn1 − 1

3
x1

∑

n≥0

cnxn3 , (4.70)

Γa△

π
(x1, x2, . . .) =

∑

n≥1

(cn+1 − cn)xn1 .

On termine la preuve en utilisant le théorème de dissymétrie

4.4.2 Énumération des2-arbres exterplanaires

Nous nous attachons désormais à donner toutes les sériesassociées aux espècesa−
p ,

a△

p et a△

p en utilisant les lois de substitution de la théorie des esp`eces. On obtient
par extraction tous les coefficients apparaissant dans ces séries. Enfin, le théorème
de dissymétrie nous permet d’obtenir les nombres de2-arbres exterplans étiquetés, non
étiquetés, non étiquetés asymétriques surn triangles, ainsi que les coefficients des séries
indicatrices de cycles et d’asymétrie.
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Proposition 4.4.5 Les śeries ǵeńeratrices exponentielles des espècesa−
p , a△

p et a△

p,
sont donńees, en terme de l’espèceB, par

a−
p (x) = 1 +

x

2
(1 +B2(x)) +

1

4
x2B4(x),

a△

p (x) = x+
x2

2
(1 +B2(x)) +

x

2
B2

+(x) +
x4

6
B6(x), (4.71)

a△

p(x) =
x

2
(1 +B2(x)) +

x2

2
(1 +B4(x)).

De plus, les śeries ǵeńeratrices tildes de ces espèces sont donńees par

ã−
p (x) = 1 + xB(x) +

x

2
(B2(x) +B(x2)) +

x2

4
(B4(x) + 3B2(x2)) ,

ã△

p (x) = x+
x2

2
(B2(x) +B(x2)) +

x

2
(B2

+(x) +B+(x2))

+
x4

6
(B6(x) + 2B2(x3) + 3B3(x2)) , (4.72)

ã△

p(x) =
x

2
(B2(x) +B(x2)) +

x2

2
(B4(x) +B2(x2)).

2

Corollaire 4.4.6 Les śeries exponentielles et tildes de l’espèce des2-arbres exterpla-
naires sont donńees par

ap(x) = 1 + x+
x

2
B2

+(x) +
x2

2
B2(x) − x2

4
B4(x) − x4

6
B6(x),

ãp(x) = 1 + x+
x

2
(B2

+(x) +B+(x2)) +
x2

2
B(x2) +

x2

2
(B2(x) −B2(x2))

−x
2

4
B4(x) +

x4

6
(B6(x) + 2B2(x3) + 3B3(x2)). (4.73)

2

En extrayant les coefficients des séries données à la proposition 4.4.5, combiné avec les
résultats de la proposition 4.1.2, on obtient facilement le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.7 Les nombresa−p,n, a△

p,n et a△

p,n de 2-arbres exterplanaireśetiquet́es
sur n triangles point́es respectivement en une arête, en un triangle et en un triangle
posśedant lui-m̂eme une de ses arêtes distingúee, sont donńes par

a−p,n =
n!

4
cn+1,

a△

p,n =
n!

6
(cn+1 − cn), (4.74)

a△

p,n =
n!

2
(cn+1 − cn).
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De plus, pour les m̂emes esp̀eces point́ees, les nombres de structures surn triangles
nonétiquet́ees,̃a−p,n, ã△

p,n et ã△

p,n, sont donńes par

ã−p,n =
1

4
cn+1 +

1

2
cn−1

2
+

3

4
cn

2
,

ã△

p,1 = 1, ã△

p,2 = 1, ã△

p,3 = 2, ã△

p,4 = 6,

ã△

p,n =
1

6
(cn+1 − cn) +

1

2
(cn−1

2
+ cn

2
)) +

1

3
cn−1

3
, n ≥ 5 (4.75)

ã△

p,n =
1

2
(cn+1 − cn) + cn−1

2
+ cn

2
.

2

Alors, l’utilisation du théorème de dissymétrie conduit de façon directe à des formules
d’énumération pour les2-arbres exterplanaires étiquetés et non étiquetés comme suit.
Dans le cas de l’énumération des structures asymétriques non étiquetées, on utilise la
décomposition moléculaire de l’espèceap.

Théorème 4.4.8Les nombresap,n, ãp,n et āp,n, de2-arbres exterplanaires respective-
mentétiquet́es, nonétiquet́es et nońetiquet́es asyḿetriques surn triangles poss̀edent
les expressions suivantes :

ap,n = n!(
1

3
cn −

1

12
cn+1),

ãp,n =
1

3
cn −

1

12
cn+1 +

1

2
cn−1

2
+

1

3
cn−1

3
+

3

4
cn

2
, (4.76)

āp,n = − 1

12
cn+1 +

1

3
cn −

3

4
cn

2
− 1

2
cn−1

2
− 1

6
cn−1

3
+

1

2
cn−2

4
+

1

2
cn−4

6
.

2

Nous terminons cette section en donnant l’expression de la série indicatrice d’asymétrie
de l’espèceap qui s’obtient directement du développement moléculairede l’espèceap.

Proposition 4.4.9 La śerie indicatrice d’asyḿetrie de l’esp̀eceap, des2-arbres exter-
planaires, est donńee par

Γap
(x1, x2, . . .) = 1 + x1 +

∑

n

γ1
nx

n
1 +

∑

n

γ2
nx

n
2 +

∑

n

γ3
nx1x

n
2 +

∑

n

γ4
nx

2
1x
n
2+

+
∑

n

γ5
nx1x

n
3 +

∑

n

γ6
nx2x

n
4 +

∑

n

γ7
nx1x3x

n
6 , (4.77)

où

γ1
n = − 1

12
cn+1 +

1

3
cn,

γ2
n = γ3

n = −1

2
cn,
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γ4
n = −1

4
cn+1, (4.78)

γ5
n = −1

6
cn,

γ6
n = γ7

n =
1

2
cn.

2

4.4.3 Une autre ḿethode d’́enumération non étiquetée

Dans cette section, nous présentons une autre méthode relative à l’énumération non
étiquetée des2-arbres exterplans et exterplanaires. Cette approche alternative a été
introduite dans (Palmer et Read, 73). Celle-ci consite à remarquer d’abord que, pour
chaque espèceF quelconque, il est toujours possible d’écrire

F =
∑

k≥1

F(k), (4.79)

où, pour toutk ≥ 1, F(k) désigne lapartie syḿetriquedeF d’ordre k, à savoir, la sous-
espèce deF dont les structures possèdent un stabilisateur d’ordre exactementk. En
particulier, nous avonsF(1) = F , la partie asymétrique de l’espèceF . Il est important

de remarquer que si l’on noteG = F(k), k ≥ 1, on aG(x) =
1

k
G̃(x), puisque chaque

structure de l’espèceF(k) surn éléments peut être étiquetée den!/k façons. Ainsi,

F̃ (x) = F (x) +
∑

k≥2

k − 1

k
F̃(k)(x). (4.80)

Alors, pour les2-arbres exterplans, nous avons

aπ = aπ + aπ,(2) + aπ,(3), (4.81)

et pour les2-arbres exterplanaires

ap = ap + ap,(2) + ap,(3) + ap,(4) + ap,(6). (4.82)

On peut donc écrire,

ãπ(x) = aπ(x) +
1

2
ãπ,(2)(x) +

2

3
ãπ,(3)(x), (4.83)

et

ãp(x) = ap(x) +
1

2
ãp,(2)(x) +

2

3
ãp,(3)(x) +

3

4
ãp,(4)(x) +

5

6
ãp,(6)(x). (4.84)

Après identification des termes apparaissant dans (4.83),il vient

ãπ(x) = aπ(x) +
1

2
B(x2) +

2

3
xB(x3), (4.85)
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pour le cas des2-arbres exterplans. En ce qui concerne les2-arbres exterplanaires, nous
avons

ãp,(2)(x) =
3

2
(B(x2) − x2B(x4)) + xB(x2) − x4B(x6),

ãp,(3)(x) =
1

2
(xB(x3) − x4B(x6)), (4.86)

ãp,(4)(x) = x2B(x4), ãp,(6) = x4B(x6),

ce qui conduit à

ãp(x) = ap(x) +
1

2
xB(x2) +

1

3
xB(x3) +

3

4
B(x2). (4.87)

Il devient alors aisé d’obtenir les nombres de2-arbres exterplans et exterplanaires non
étiquetés bâtis surn triangles (donnés par (4.56) et (4.76)) en extrayant simplement les
coefficients dexn dans les équations (4.85) et (4.87).
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Chapitre V

ÉNUMÉRATION DES 2-ARBRES SOLIDES

Le but de ce chapitre est le dénombrement des2-arbres solides selon le nombre d’arêtes
(ou de triangles de façon équivalente) ainsi que selon la distribution des degrés des
arêtes. Intuitivement, un2-arbre solide est un2-arbre plongé dans l’espace. En utilisant
les méthodes classiques de la théorie des espèces, nous obtenons d’abord le dénombre-
ment des2-arbres solides orientés. Pour le dénombrement des2-arbres solides non
orientés, nous utilisons la notion d’espèce quotient avec le groupe à deux éléments
Z2 = {1, τ}, dont l’action deτ est de renverser l’orientation des2-arbres.

5.1 Esp̀eces des2-arbres solides

Commençons par définir les2-arbres solides de manière topologique.

Définition 5.1.1 Un 2-arbre solideest un2-arbre plonǵe dans l’espace tridimension-
nel (à hoḿeomorphisme près), c’est-̀a-dire que les triangles incidents̀a chaque ar̂ete
ne peuvent s’interṕeńetrer.

La différence avec un2-arbre classique est que les triangles composant un2-arbre solide
sont pleins (ou durs), d’où le vocable solide. Ainsi, il estclair que les2-arbres solides
sont caractérisés par le fait qu’il existe, autour de chaque arête munie d’une orientation,
une configuration en cycle de triangles.

1 231 2 34 4

Figure 5.1Deux2-arbres solides distincts, mais le même2-arbre

Pour bien illustrer la différence entre2-arbres classiques et solides, considérons les
deux2-arbres (étiquetés aux triangles) de la figure 5.1. Ces deux 2-arbres sont iden-
tiques en tant que2-arbres libres, étant donné qu’il n’y a pas d’ordre sur lestriangles
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étiquetés de 1 à 4. Par contre, si l’on regarde ces structures en tant que2-arbres solides
(i.e., plongés dans l’espace), on voit qu’ils sont différents puisque les positions relatives
des étiquettes 1, 2, 3 et 4 ne sont pas les mêmes.

On désigne parao eta, les espèces des2-arbres solides orientés et non orientés, respec-
tivement. Notons que, dans le cas orienté, on peut toujourscanoniquement orienter le
cycle de triangles autour de chaque arête orientée en utilisant une règle du tire-bouchon
(de la main droite). Nous considérons une nouvelle fois lestrois pointages notés−,
△ et △, représentant toujours le pointage en une arête, en un triangle et en un triangle
lui-même pointé en une de ses arêtes. Comme dans le chapitre précédent, nous util-
isons une espèce fondamentale, notée encoreB, qui est l’espèce des2-arbres solides
orientés plantés en une arête. On peut considérer de manière équivalente queB est
l’espèce des2-arbres solides non orientés plantés en une arête orientée. On obtient une
équation fonctionnelle caractérisant l’espèce à deuxsortesB = B(X,Y ), oùX et Y
représentent les sortes triangles et arêtes :

B(X,Y ) = Y L(XB2(X,Y )), (5.1)

étant donné que, comme illustré par la figure 5.2, uneB-structure consiste en une arête
orientéeY incidente à une liste (L-structure) de trianglesX qui ont sur leurs deux côtés
restants desB-structures attachées.

*

... X

B

XB

B
X

B

B

L

Y

B

Figure 5.2UneB-structure

Puisque le nombre d’arêtesn et le nombre de trianglesm d’un 2-arbre sont liés par
la relationn = 2m + 1 (voir lemme 3.1.3), nous considérons les2-arbres étiquetés
aux arêtes uniquement. Cela implique, que nous posonsX := 1 dans la relation (5.1),
conduisant ainsi à l’équation

B(1, Y ) = Y L(B2(1, Y )). (5.2)
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Cela signifie que l’espèce singleton de base est l’espèceY des arêtes, et nous utilisons
la forme suivante de (5.2)

B(Y ) = Y L(B2(Y )).

Cependant, certains résultats sont plus compacts en termedu nombre de triangles, et
nous les mentionnons.

Il est important de remarquer que nous avons choisi de poserX := 1, car la re-
lation (5.2) est de type lagrangien et permet ainsi l’utilisation de l’inversion de La-
grange composée; voir section 1.6. On déduit facilement le nombre deB-structure
étiquetées et non étiquetées par inversion de Lagrangeen profitant du fait que l’espèce
B est asymétrique, impliquant que les deux séries génératrices exponentielle et tilde
coı̈ncident,B(x) = B̃(x).

Proposition 5.1.2 Les nombresbn et b̃n deB-structures respectivementétiquet́ees et
nonétiquet́ees surn arêtes (n impair) sont donńes par

b̃n =
1

n

n<
n−1

2
>

(
n−1

2

)
!

=
1

n

(3
2 (n− 1)

n− 1

)
, (5.3)

bn = n! b̃n, (5.4)

où n<k> = n(n+ 1) . . . (n+ k − 1) désigne lakième factorielle montante den.

Preuve. Il suffit d’appliquer une inversion de Lagrange à partir de la relationB =
Y L(B2), utilisant le fait queL(y) = (1 − y)−1. Il vient

bn
n!

= [yn]B(y) =
1

n
[yn−1](L(y2))n (5.5)

=
1

n
[yn−1]

∑

k≥0

n<k>

k!
y2k =

1

n

n<
n−1

2
>

(
n−1

2

)
!
. (5.6)

On établit (5.4) en utilisant le fait que l’espèceB est asymétrique, signifiant que toute
B-structure surn arêtes peut être étiquetée den façons.

Le dénombrement des2-arbres solides orientés est effectué en premier lieu. Nous don-
nons d’abord l’énumération par rapport au nombre d’arêtes dans les cas étiqueté et non
étiqueté, pour ensuite proposer des formules selon la distribution des degrés des arêtes.
On utilise par la suite ces résultats pour déduire le cas g´enéral des2-arbres solides non
orientés, en quotientant toutes les espèces pointées apparaissant dans le théorème de
dissymétrie par le groupeZ2.

5.2 Les2-arbres solides orient́es

Le théorème de dissymétrie nous donne la relation suivante, où l’indiceo indique que
les2-arbres sont orientés :

ao = a−
o + a△

o − a△

o . (5.7)
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Notre première tâche consite à exprimer les espèces pointéesa−
o , a△

o et a△

o à l’aide
d’équations fonctionnelles en termes de l’espèceB.

Proposition 5.2.1 Les esp̀ecesa−
o , a△

o et a△

o satisfont les isomorphismes d’espèces
suivants :

a−
o (Y ) = Y + Y C(B2(Y )), (5.8)

a△

o (Y ) = C3(B(Y )), (5.9)

a△

o (Y ) = B(Y )3. (5.10)

où C etC3 sont les esp̀eces des cycles (orientés) et des cycles (orientés) de longueur
trois, respectivement.

Preuve. Dans la relation (5.8), le termeY correspond au cas d’une arête seule. Dans
le cas général, l’orientation de l’arête racine permet de définir un ordre cyclique sur les
triangles qui lui sont attachés en utilisant la règle du tire-bouchon (main droite); voir
figure 5.3 a). Ensuite, chaque triangle dans cette configuration cyclique possède des
B-structures sur ses deux arêtes restantes; cela mène au termeY C(B2(Y )). En ce qui
concerne l’équation (5.9), il suffit de remarquer qu’étant donné que les structures que
l’on considère sont orientées, il y a un cycle de longueur trois sur les arêtes du triangle
racine; ces arêtes se trouvant ainsi orientées, on vient yattacher desB-structures (voir
figure 5.3 b)). Finalement, on obtient (5.10) de façon trèssimilaire, voir figure 5.3.
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Figure 5.3 Illustration des équations (5.8), (5.9) et ( 5.10)

5.2.1 Enuḿeration selon le nombre d’ar̂etes

Dans cette section, nous obtenons des formules donnant le nombre de2-arbres solides
orientés étiquetés et non étiquetés, en fonction du nombren d’arêtes. Nous proposons
aussi ces résultats en fonction du nombre de triangles, notém. Le cas étiqueté se fait
assez directement comme suit.

• Casétiqueté :

Soit ao[n] l’ensemble des2-arbres solides orientés étiquetés aux arêtes bâtis sur n
arêtes. On définit de manière similaire les ensemblesa−

o [n], a△

o [n] et a△

o [n]. La
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première étape de notre démarche consiste à calculera−o,n, le cardinal de l’ensemble
ao[n], donnant le nombre de2-arbres solides orientés étiquetés surn arêtes. On utilise
l’inversion de Lagrange composée (voir section 1.6) à partir de la relation (5.8), avec
F (t) = C(t2) = − ln(1 − t2) etR(t) = L(t2) = (1 − t2)−1. Il vient, pourn > 1
impair,

[yn]a−
o (y) = [yn]yC(B2(y))

= [yn−1]C(B2(y))

=
1

n− 1
[tn−2]F ′(t)Rn−1(t)

=
1

n− 1
[tn−2]

2t

1 − t2
· (1 − t2)−(n−1)

=
2

n− 1
[tn−3](1 − t2)−n

=
2

n− 1
[tn−3]

∑

j≥0

n(n+ 1) · · · (n+ j − 1)

j!
t2j

=
2

3(n− 1)

(
3(n − 1)/2

n− 1

)
.

Ainsi, on déduit

a−o,n = n![yn]a−
o (y) =

2

3
n(n− 2)!

( 3(n−1)
2

n− 1

)
. (5.11)

Il est clair que lorsqu’un2-arbre solide surn arêtes est étiqueté, nous disposons den
choix différents pour l’arête racine. Alors,

nao,n = a−o,n,

donnant la proposition suivante.

Proposition 5.2.2 Le nombreao,n de 2-arbres solides orientés point́es en une ar̂ete
étiquet́es surn arêtes,n impair, est donńe par

ao,n =
2

3
(n− 2)!

( 3(n−1)
2

n− 1

)
, n > 1. (5.12)

2

Cependant, si nous exprimons la relation (5.12) en termes dunombrem de triangles,
m = (n− 1)/2, nous obtenons

ao,t,m =
(m− 1)!

3

1

2m+ 1

(
3m

m

)
, m ≥ 2, (5.13)



118

où l’indice t dansao,t,m signifie que les structures sont étiquetées aux trianglesà la
place des arêtes. Pour obtenir cette formule, il suffit de remarquer que

ao,t,m =
m!

n!
ao,n,

étant donné que les groupes d’automorphismes relatifs aux étiquetages aux arêtes ou
aux triangles sont isomorphes, et ce, quel que soit le2-arbre considéré.

• Cas nonétiqueté :

On commence par calculer la fonction génératrice tilde des structures non étiquetées
ã−
o (y) de l’espècea−

o . On rappelle la loi de substitution de la théorie des espèces (voir
Chapitre premier ou (Bergeron, Labelle et Leroux, 98)) : siF etG sont deux espèces,
alors, nous avons :

(F (G))∼(x) = ZF (G̃(x), G̃(x2), G̃(x3), . . .), (5.14)

oùZF (x1, x2, . . .) est la série indicatrice de cycles de l’espèceF . Rappelons également
la formule donnant la série indicatrice de cycles de l’esp`eceC des cycles (orientés) :

ZC(x1, x2, . . .) =
∑

k≥1

φ(k)

k
ln

(
1

1 − xk

)
, (5.15)

oùφ désigne la fonction d’Euler de théorie des nombres.

Nous sommes maintenant prêts à calculer la sérieã−
o (y); ensuite, par simple extrac-

tion du coefficient enyn dans cette série, nous obtenons le nombre de2-arbres solides
pointés en une arête, non étiquetés surn arêtes. De l’équationa−

o = Y + Y C(B2), il
vient

ã−
o (y) = y + yZC(B̃2(y), B̃2(y2), B̃2(y3), . . .)

= y + y
∑

k≥1

φ(k)

k
ln

(
1

1 − B̃2(yk)

)
.

Il est important de ne pas oublier que l’espèceB est asymétrique. Ainsi,B(x) = B̃(x).
On en déduit, pourn ≥ 1, impair

ã−o,n = [yn]ã−
o (y)

= [yn−1]
∑

k≥1

φ(k)

k
ln

(
1

1 −B2(yk)

)
.

On utilise alors le fait que pour toute série formelleH en la variabley, on a

[yn]H(yk) = [yn/k]H(y) .
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Ceci couplé à l’inversion de Lagrange, conduit à

[yn−1] ln

(
1

1 −B2(yk)

)
=

2k

n− 1
[t

n−1
k

−2](1 − t2)−
n−1

k
−1

=
2k

3(n − 1)

(
3(n − 1)/2k

(n− 1)/k

)
.

Notons que dans la formule précédente, l’entierk doit être un diviseur den− 1 et que
(n− 1)/k doit être un entier pair. Posonsd = (n− 1)/k. On obtient finalement

ã−o,n =
2

3(n− 1)

∑

d

φ(n−1
d

)

(
3d/2

d

)
, (5.16)

la somme s’effectuant sur les diviseurs pairsd den− 1.

Dans le but de calculer le nombreã△

o,n de2-arbres solides orientés non étiquetés pointés
en un triangle, surn arêtes, on utilise l’équation (5.9) et le fait que

ZC3(y1, y2, . . .) =
1

3
(y3

1 + 2y3).

On calcule alors successivement

[yn]B3(y) =
1

n

(
3(n− 1)/2

n− 1

)
,

et

[yn]B(y3) = [yn/3]B(y) =
3

n

(
(n− 3)/2

n/3 − 1

)
,

de sorte que

ã△

o,n =
1

3n

(3(n−1)
2

n− 1

)
+

2

n
χ(3|n)

( (n−3)
2

n
3 − 1

)
, (5.17)

oùχ(3|n) = 1 si 3 divisen et0, sinon.

De façon très similaire, on obtient le nombreã△

o,n, dea△

o -structures non étiquetées sur
n arêtes,

ã△

o,n =
1

n

(3(n−1)
2

n− 1

)
. (5.18)

Alors, une utilisation simple du théorème de dissymétrie, conduit au résultat suivant,
donnant le nombre de2-arbres solides orientés non étiquetés surn triangles.

Proposition 5.2.3 Le nombreão,n de 2-arbres solides orientés nonétiquet́es surn
arêtes,n ≥ 1 impair, est donńe par

ão,n =
2

3(n− 1)

∑

d

φ

(
n− 1

d

)(
3d/2

d

)

+ χ(3|n)
2

n

( n−3
2

n
3 − 1

)
− 2

3n

(3(n−1)
2

n− 1

)
, (5.19)

la somméetant prise sur l’ensemble des diviseurs pairsd den− 1. 2
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On peut également écrirẽao,t,m, donnant le nombre de2-arbres solides orientés non
étiquetés en fonction du nombrem de triangles de la structure :

ão,t,m =
1

3m

∑

d|m

φ
(m
d

)(3d

d

)
+ χ(3|2m+ 1)

2

2m+ 1

(
m− 1
2m−2

3

)

− 2

3(2m + 1)

(
3m

m

)
. (5.20)

Notons que l’expression (5.20) donne également le nombre de cactus plans 3-gonaux
non étiquetés bâtis surm triangles; voir (Bòna, Bousquet, Labelle et Leroux, 00) pour
une énumération complète des cactus plansk-gonaux et planaires,k ≥ 2, étiquetés
et non étiquetés. Voir plus précisément les formules (88)–(91) (avecm = 3) dans
(Bòna, Bousquet, Labelle et Leroux, 00). La suite des nombres donnés par (5.20) est
répertoriée comme la suite A054423 dans l’Encyclopédieen-ligne des Suites d’Entiers
(Sloane et Plouffe, 95). Il y a une bijection assez directe entre les cactus plans tri-
angulaires et les2-arbres solides orientés. Cette correspondance est illustrée par la
figure 5.4. Pour obtenir un cactus triangulaire plan à partir d’un 2-arbre solide, on place

Figure 5.4Bijection entre2-arbres solides orientés et cactus triangulaires plans

un sommet sur toutes les arêtes de chaque triangle, et on relie ensuite les sommets
qui appartiennent au même triangle; voir la figure 5.4, première étape. En conservant
l’ordre cyclique qui se trouve autour de chaque arête du2-arbre, on obtient un cac-
tus triangulaire plan. Cette construction est très prochede celle dugraphe ar̂eted’un
graphe quelconque; voir (Labelle, J., 81).

5.2.2 Énumération selon la distribution des degŕes

À des fins de dénombrement selon la distribution de degrés des arêtes des2-arbres
solides orientés et non orientés, nous utilisons l’approche de (Labelle et Leroux, 96)
introduite dans le cadre de l’énumération selon les degr´es des arbres plans. L’idée
consiste à introduire une fonction de poids et à considérer des versions pondérées des
espèces dont nous disposons. Soit alorsr = (r1, r2, r3, . . .) un vecteur infini de vari-
ables formelles. On rappelle quea[n] représente l’ensemble des2-arbres solides surn



121

arêtes. Pour tenir compte de la distribution des degrés, on introduit, pour un entiern
fixé, la fonction de poidssuivante (voir (Labelle et Leroux, 96)) :

w : a[n] −→ Q[r1, r2, . . .]
s 7−→ w(s)

(5.21)

où Q [r1, r2, . . .] est l’anneau des polynômes en les variablesr1, r2, . . . à coefficients
dans le corps des nombres rationnelsQ, et où le poids d’un2-arbre solides est défini
parw(s) = rn1

1 rn2
2 · · ·, ni donnant le nombre d’arêtes des de degréi, i ≥ 1. Il est clair

que les divers pointages que l’on a considérés, et l’orientation des2-arbres, n’affectent
en rien cette fonction de poids.

Les équations (5.1), (5.8), (5.9) et (5.10) possèdent alors les versions pondérées (parw)
suivantes :

Br = Y Lr′(B
2
r ), (5.22)

et

a−
o,w(Y ) = Y + Y Cr(B

2
r ), (5.23)

a△

o,w(Y ) = C3(Br), (5.24)

a△

o,w(Y ) = B3
r , (5.25)

oùCr est l’espèce des cycles orientés tels qu’un cycle de longueur i reçoit le poidsri,
et où l’espèceLr′ est la dérivée deCr, c’est-à-dire l’espèce des listes telles qu’une liste
de longueuri a le poidsri+1. Les expressions des séries génératrices exponentielles
de ces espèces sont bien connues (voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 98; Labelle et
Leroux, 96)) :

Cr(y) = r1y +
r2
2
y2 +

r3
3
y3 + · · · ,

et
Lr′(y) = (Cr(y))

′ = r1 + r2y + r3y
2 + · · · .

Soit maintenant~n = (n1, n2, n3, . . .) un vecteur infini d’entiers positifs ou nuls. On
rappelle qu’il existe un2-arbre possédantn arêtes et ayant~n comme distribution des
degrés si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées (voir lemme 3.1.3) :

∑

i

ni = n et
∑

i

ini = 3

(
n− 1

2

)
. (5.26)

On commence par donner les résultats énumératifs dans lecas étiqueté; le cas non
étiqueté suit.

• Casétiqueté :

Soit~n une distribution cohérente des degrés (satisfaisant (5.26)). Soit|ao[~n]|, le nombre
de2-arbres solides orientés ayant~n comme distribution des degrés des arêtes. On a le
résultat suivant.
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Proposition 5.2.4 Le nombre de2-arbres solides (bien) orientés ayant~n comme dis-
tribution des degŕes est donńe par

ao,~n = 2(n− 2)!

(
n

n1, n2, . . .

)
. (5.27)

Preuve. Considéronsa−o,~n, le nombre de2-arbres solides orientés pointés en une arête
et ayant~n comme distribution des degrés. Alors, on a

a−o,~n = n![rn1
1 rn2

2 · · ·][yn]a−
o,w(y). (5.28)

Or, en vertu de (5.23), il vient

[yn]a−
o,w(y) =

1

n− 1
[tn−2]

d

dt
(Cr(t

2)) · Ln−1
r′ (t2)

=
2

n− 1
[tn−3](r1 + r2t

2 + r3t
4 + · · ·)n

=
2

n− 1
[tn−3]

∑

ℓ1+ℓ2+···=n

(
n

ℓ1, ℓ2, . . .

)
rℓ11 r

ℓ2
2 · · · t2ℓ2+4ℓ3+6ℓ4+···.

Nous en déduisons donc

[yn]a−
o,w(y) =

∑

ℓ1,ℓ2,...

(
n

ℓ1, ℓ2, . . .

)
rℓ11 r

ℓ2
2 · · · ,

la somme étant prise sur l’ensemble des vecteurs(ℓ1, ℓ2, . . .) satisfaisant
∑

i

ℓi = n et
∑

i

2(i− 1)ℓi = n− 3.

Il est facile de voir que cette dernière condition est équivalente à (5.26). Ainsi, en
utilisant (5.28), on arrive à

a−o,~n = 2n(n − 2)!

(
n

n1, n2, . . .

)
. (5.29)

Finalement, en remarquant que, comme dans le cas non pondéré, nous avons

a−o,~n = nao,~n,

on obtient directement le résultat annoncé.

• Cas nonétiqueté :

Considérons~n = (n1, n2, . . .) une distribution cohérente des degrés des arêtes. Dans le
but de calculer le nombre de2-arbres solides non étiquetés pointés, on utilise la loide
substitution des espèces pondérées suivante (voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 98)) :
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soitFv etGu deux espèces pondérées etH = Fv ◦ Gu; alors, la série génératrice tilde
desH-structures non étiquetées est donnée par

H̃(y) = ZFw(G̃v(y), G̃v2(y
2), G̃v3(y

3), . . .), (5.30)

avecGvk(yk) = pk ◦Gv(y) oùpk désigne lakième somme de puissances, et pour toute
structures, on avk(s) = (v(s))k.

Dans le contexte présent, nous avonsa−
o,w(Y ) = Y +Y Cr(B

2
r ), et puisque l’espèceB

est asymétrique, à savoir̃Br(y) = Br(y), il vient

ã−o,~n = [rn1
1 rn2

2 · · ·][yn−1]ZCr(B
2
r (y), B

2
r2(y

2), B2
r3(y

3), . . .). (5.31)

Or, la série indicatrice de cycles de l’espèceCr, ZCr(y1, y2, . . .), peut être écrite

ZCr(y1, y2, . . .) =
∑

k≥1

rk
k

∑

d|k

φ(d)y
k/d
d . (5.32)

De façon concrète, l’entierk représente le degré de l’arête racine dans laa−
o -structure.

Il est alors évident quek doit nécessairement appartenir au support de~n, que l’on a
notéSupp(~n). Ainsi, nous avons

ã−o,~n = [rn1
1 rn2

2 · · ·][yn−1]
∑

k∈Supp(~n)

rk
k

∑

d|k

φ(d)B
2k/d

rd (yd). (5.33)

Nous allons calculer le coefficient

[yn−1]B
2k/d

rd (yd) = [y(n−1)/d]B
2k/d

rd (y).

Mais, avant cela, nous proposons le résultat suivant, qui sera utile à de nombreuses
reprises par la suite, et qui s’obtient par une simple application de l’inversion de La-
grange composée.

Lemme 5.2.5 Nous avons

[ym]Bℓ
rd(y) =

ℓ

m

∑

ℓ1,ℓ2,...

(
m

ℓ1, ℓ2, . . .

)
rdℓ11 rdℓ22 · · · , (5.34)

où lesℓi satisfont les relations
∑

i ℓi = m et
∑

i 2(i − 1)ℓi = m− ℓ. 2

Alors, si on posem = (n− 1)/d et ℓ = 2k/d dans le lemme précédent, il vient

ã−o,~n = [rn1
1 rn2

2 · · ·] 2

n− 1

∑

k∈Supp(~n)

·

·
∑

d|k

φ(d)
∑

ℓ1,ℓ2,...

(
(n− 1)/d

ℓ1, ℓ2, . . .

)
rdℓ11 rdℓ22 · · · rdℓk+1

k · · · . (5.35)

On a ainsi montré la proposition qui suit.
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Proposition 5.2.6 Soit ~n une distribution coh́erente des degrés des ar̂etes. Alors, le
nombrẽa−o,~n de2-arbres solides orientés point́es en une ar̂ete nońetiquet́es et posśedant
~n comme distribution des degrés des ar̂etes est donńe par

ã−o,~n =
2

n− 1

∑

k∈Supp(~n)

∑

d|{k,~n−δk}

φ(d)

( n−1
d

~n−δk
d

)
, (5.36)

où ~n−δk
d = (n1

d ,
n2
d , . . . ,

nk−1
d , . . .), pourd ≥ 1,

( n−1
d

~n−δk
d

)
=

( n−1
d

n1/d, n2/d, . . . , (nk − 1)/d, . . .

)
,

et la notationd|{k, ~n−δk} signifie que l’entierd doit diviserk et toutes les composantes
du vecteur~n− δk. 2

Considérons maintenant les nombresã△

o,~n et ã△

o,~n de2-arbres solides orientés non éti-
quetés pointés respectivement en un triangle et en un triangle ayant une de ses arêtes
distinguée, et possédant~n comme distribution des degrés. Le résultat suivant donnedes
expressions explicites pour ces nombres.

Proposition 5.2.7 Soit~n une distribution coh́erente des degrés des ar̂etes. Alors, les
nombres̃a△

o,~n et ã△

o,~n sont donńes par

ã△

o,~n =
1

n

(
n

n1, n2, . . .

)
+
χ(3|~n)

n

(
n/3

n1/3, n2/3, . . .

)
, (5.37)

ã
△

o,~n =
3

n

(
n

n1, n2, . . .

)
, (5.38)

où

χ(3|~n) =

{
1, si toutes les composantes de~n sont des multiples de 3,
0, sinon.

Preuve.Nous avons

ã△

o,~n = [rn1
1 rn2

2 · · ·][yn]ã△

o,w(y)

= [rn1
1 rn2

2 · · ·][yn]ZC3(B̃r(y)B̃r2(y
2), . . .).

Or, puisqueZC3(y1, y2, . . .) = (y3
1 + 2y3)/3, etB̃r(y) = Br(y),

ã△

o,~n =
1

3
[rn1

1 rn2
2 · · ·][yn]

(
B3
r (y) + 2Br3(y

3)
)
. (5.39)

Alors, à partir de la relation (5.34) du lemme 5.2.5, en posantm = n, ℓ = 3 et d = 1,
il vient

[yn]B3
r (y) =

3

n

∑

ℓ1,ℓ2,...

(
n

ℓ1, ℓ2, . . .

)
rℓ11 r

ℓ2
2 · · · , (5.40)
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où les entiersℓi, i ≥ 1, satisfont
∑

i ℓi = n et
∑

i 2(i − 1)ℓi = n − 3. Une nouvelle
fois, posantm = n/3, ℓ = 1 etd = 3 dans la relation (5.34), on obtient

[yn]Br3(y
3) = [yn/3]Br3(y) =

3

n

∑

ℓ1,ℓ2,...

(
n/3

ℓ1, ℓ2, . . .

)
r3ℓ11 r3ℓ22 · · · , (5.41)

où les entiersℓi vérifient la relation
∑

i ℓi = n et
∑

i 2(i − 1)ℓi = n − 1. Posant
maintenantℓi = ni dans (5.40) etℓi = ni/3 dans (5.41), on arrive à l’équation (5.37).
On établit de façon très similaire (5.38).

En combinant les équations (5.36), (5.37), (5.38) et le th´eorème de dissymétrie, on
obtient le résultat final de cette section.

Proposition 5.2.8 Soit ~n une distribution coh́erente des degrés des ar̂etes. Alors, le
nombreão,~n de2-arbres solides orientés nonétiquet́es et ayant~n comme distribution
des degŕes poss̀ede l’expression suivante

ão,~n =
2

n− 1

∑

k∈Supp(~n)

∑

d|{k,~n−δk}

φ(d)

( n−1
d

~n−δk
d

)
+
χ(3|~n)

n

( n
3

n1
3 ,

n2
3 , . . .

)

− 2

3n

(
n

n1, n2, . . .

)
, (5.42)

où

χ(3|~n) =

{
1, si toutes les composantes de~n sont multiples de 3,
0, sinon,

~n− δk
d

=

(
n1

d
,
n2

d
, . . . ,

nk − 1

d
, . . .

)
pour d ≥ 1,

et ( n−1
d

~n−δk
d

)
=

( n−1
d

n1
d ,

n2
d , . . . ,

nk−1
d , . . .

)
.

2

Quelques valeurs dẽao,~n sont présentées dans le tableau B.2 en annexe. Rappelons
que ces nombres dénombrent également les cactus plans triangulaires ayant~n comme
distribution des degrés dessommets.

5.3 Les2-arbres solides non orient́es

Nous utilisons dans cette partie le lemme de Burnside avec legroupeZ2 = {1, τ},
un groupe à deux éléments consistant en l’identité etτ , dont l’action sur les structures
orientées est de renverser l’orientation des arêtes. Cela permet de calculer les nom-
bres de2-arbres solides (non orientés) étiquetés et non étiquetés, en utilisant la notion
d’espèces quotients; voir section 3.2.
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5.3.1 Énumération selon le nombre d’ar̂etes

Comme nous l’avons fait dans le cadre des2-arbres solides orientés, nous donnons
l’énumération selon le nombre d’arêtes, dans le cas étiqueté, suivi du cas non étiqueté.

• Casétiqueté :

Le cas des2-arbres solides étiquetés aux arêtes est particulièrement simple étant donné
que chaque2-arbre solide orienté étiqueté possède deux orientations possibles, hormis
le 2-arbre réduit à une arête seule. On déduit ainsi directement le nombrea[n], de
2-arbres solides étiquetés.

Proposition 5.3.1 Le nombrean de2-arbres solideśetiquet́es aux ar̂etes surn arêtes
(n impair) est donńe par

an =

{
1
2ao,n, si n > 1,
1, si n = 1,

(5.43)

où ao,n est donńe par(5.27). 2

Il est clair que le même argument reste valide pour toutes les espèces pointées dont nous
avons discuté dans la section précédente. On peut donc également obtenir très aisément
le nombre de2-arbres solides étiquetés pointés.

• Cas nonétiqueté :

Dans ce cas-ci, l’action deτ ∈ Z2, ayant pour effet de renverser l’orientation globale
des2-arbres, n’est plus aussi triviale. En effet, de nombreux2-arbres solides sont
invariants sous le changement d’orientation induit parτ . On qualifie ces structures de
τ -syḿetriques. Par exemple, en figure 5.5, on peut voir un2-arbre solide orienté qui est
invariant sous l’action deτ .

τ

Figure 5.5Un 2-arbre non étiquetéτ -symétrique

Soit a− l’espèce des2-arbres solides (non orientés) pointés en une arête. On exprime
cette espèce en termes d’espèce quotient (voir (Fowler etal., 00; Fowler et al., 02), pour
des espèces quotient liées aux2-arbres)

a− =
a−
o

Z2
=
Y + Y C(B2(Y ))

Z2
. (5.44)
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Alors, toutea−-structure non étiquetée est en fait une orbite{a, τ · a} sous l’action
deZ2, où a est unea−

o -structure quelconque (orientée). Cela signifie, de mani`ere in-
formelle, que quotienter parZ2, correspond à oublier l’orientation primitive des struc-
tures.

Nous introduisons une nouvelle espèce auxiliaire, notéeBSym, qui consiste en la sous-
espèce deB dont les structures sontτ -symétriques. Ainsi, lesBSym-structures sont des
B-structures qui sont laissées fixes sous le changement d’orientation des arêtes induit
par τ . La première étape consiste à caluler la série génératrice tilde des structures
non étiquetées de l’espèceBSym. NotonsB̃Sym(y) cette série. Rappelons l’équation
fonctionnelle satisfaite parB :

B(Y ) = Y L(B2(Y )).

Pour calculerB̃Sym(y), il est nécessaire de traiter séparément deux cas selon la parité
de l’entier i, qui correspond à la taille de la liste deB2-structures attachées à l’arête
racine. On considère d’abord le cas oùi est impair; la figure 5.6 propose un exemple
pour i = 5. UneB-structure estτ -symétrique si elle peut être plongée dans l’espace
de telle sorte que l’action de renverser l’orientation de toutes les arêtes corresponde
à retourner la structure tout entière en inversant les sommets de l’arête racine, et de
retrouver la structure originale. Quand une inversion de l’orientation de l’arête racine
est appliquée, sur les deux arêtes restantes (non racine)du triangle central de la liste, les
deuxB-structures doivent s’échanger isomorphiquement (les structuresB5 etB′

5). Les
k−1 triangles restants sont aussi échangés par paires, portant avec eux lesB-structures
attachées sur les arêtes non racine, comme illustré par la figure 5.6, oùBj

∼
= B′

j ,
j ∈ {1, 2, 3, 4}. Cela donne un terme deBi(y2), que l’on doit sommer sur toutes les
valeurs impaires de l’entieri ≥ 1. Le cas oùi est pair est similaire, hormis le fait que
l’axe de symétrie doit passer entre deux triangles étant donné qu’il n’y a pas de triangle
central dans la liste de longueur paire de triangles; voir figure 5.7. On obtient le même
termeBi(y2) dans ce cas là, pouri pair, et sommant sur les valeurs paires dei, on a
finalement

B̃Sym(y) = y
∑

k≥0

Bk(y2) =
y

1 −B(y2)
. (5.45)

En utilisant l’équation (5.45) et l’inversion de Lagrangecomposée, on obtient le nombre
deBSym-structures non étiquetées. Par souci de concision et d’´elégance, les résultats
énumératifs sont donnés en fonction du nombrem de triangles. Il est très facile de
donner ensuite ces résultats en fonction du nombren d’arêtes, en utilisant la relation
n = 2m+ 1.

Proposition 5.3.2 Le nombreB̃sym,t,m deB-structures nońetiquet́eesτ -syḿetriques
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B2B1 B3 B4 B5 B5’ B B B B4’ 3’ 2’ 1’

Figure 5.6UneBSym-structure,k impair

surm triangles est donńe par

B̃sym,t,m =





1

m+ 1

(
3m/2

m

)
, si m est pair,

1

m

(
(3m− 1)/2

m+ 1

)
+

1

3m

(
3(m+ 1)/2

m+ 1

)
, si m est impair.

(5.46)

Preuve.A partir de la relation (5.45), il vient, pourn ≥ 1, un entier impair,

[yn]B̃Sym(y) = [yn−1](1 −B(y2))−1 =
[
y

n−1
2

]
(1 −B(y))−1. (5.47)

Alors, en utilisant l’inversion de Lagrange avecB = Y L(B2), on obtient

[
y

n−1
2

]
(1 −B(y))−1 =

2

n− 1

[
y

n−1
2

−1
]( 1

1 − t

)′( 1

1 − t2

)n−1
2

.

Posant alorsm = (n− 1)/2, et puisque
(

1

1 − t

)′

=
1

(1 − t)2
=

(1 + t)2

(1 − t2)2
,

B2B1 B3 B4 B B B B4’ 3’ 2’ 1’

Figure 5.7UneBSym-structure,k pair
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on déduit successivement

[y
n−1

2 ](1 −B(y))−1 =
1

m
[ym−1](1 + 2t+ t2)

(
1

1 − t2

)m

=
1

m
[ym−1](1 + 2t+ t2)

∑

k≥0

m<k>

k!
t2k

=
1

m
[ym−1](1 + 2t+ t2)

∑

k≥0

(
m+ k − 1

k

)
t2k.

Après extraction des coefficients dans la dernière expression, on arrive au résultat an-
noncé.

On peut également exprimer̃Bsym,t,m comme suit :

B̃sym,t,m =





1

2k + 1

(
3k

k

)
, si m = 2k,

1

2k + 1

(
3k + 1

k + 1

)
, si m = 2k + 1.

(5.48)

C’est d’ailleurs sous cette forme que l’on peut trouver ces nombres dans l’encyclo-
pédie des suites d’entiers (Sloane et Plouffe, 95). La suite de ces nombres y est
répertoriée comme la suite A047749. Ces nombres comptentde nombreux objets com-
binatoires possédant des symétries d’ordre deux, notamment les polyominos diagonale-
ment convexes symétriques, les arbres auto-évitant (non-crossing trees), arbres ternaires
symétriques,. . . (voir (Deutsch, Feretic, Noy, 02; Deutsch, 01)).

Nous donnons maintenant les expressions des séries génératrices tildes des espèces quo-
tient que nous considérons. On utilise une version non pondérée de la proposition 3.2.1
avec le groupeZ2, ce qui mène à l’expression suivante :

ã−
(y) =

1

2

∑

n≥0

|Fixea−

o,n

(Id)|yn +
1

2

∑

n≥0

|Fixea−

o,n

(τ)|yn. (5.49)

Or, puisque lesa−-structuresτ -symétriques possèdent la même série génératrice tilde
que lesBSym-structures, on a

ã−
(y) =

1

2
ã−
o (y) +

1

2
B̃sym(y). (5.50)

Il devient alors facile d’extraire le coefficient deyn dans la dernière expression, et nous
obtenons le nombrẽa−n , de2-arbres solides pointés en une arête bâtis surn arêtes,

ã−n =
1

2
ã−o,n +

1

2
B̃sym,n, (5.51)
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ou selon le nombrem de triangles

ã−t,m =
1

2
ã−o,t,m +

1

2
B̃sym,t,m. (5.52)

Considérons maintenant l’espècea△ des 2-arbres solides enracinés en un triangle.
Etant donné quea△ = a△

o /Z2, la proposition 3.2.1 conduit à

ã△

(y) =
1

2

∑

n≥0

|Fixea△

o,n

(Id)|yn +
1

2

∑

n≥0

|Fix ea△

o,n

(τ)|yn, (5.53)

où |Fixea△

o,n

(τ)|, le nombre dea△-structures orientéesτ -symétriques surn arêtes doit

être déterminé. Nous calculons les séries génératrices tildes de ces structures. De telles
structures, voir figure 5.8, doivent comporter un axe de sym´etrie qui coı̈ncide avec
une des médianes du triangle racine. Mais, puisque la structure est déjà considérée à
rotation près, le choix de l’axe est arbitraire. Ensuite, le côté du triangle racine traversé
par l’axe doit être uneBSym-structure, alors que sur les deux autres côtés, on doit avoir
deuxB-structures isomorphes (B

∼
= B′). Ainsi,

ã△

(y) =
1

2
ã△

o (y) +
1

2
B̃Sym(y)B(y2). (5.54)

B B’

B sym

Figure 5.8Unea△

o -structureτ -symétrique

De manière très similaire, en considérant l’espècea△ = a△

o/Z2, nous trouvons

ã△

(y) =
1

2
ã△

o (y) +
1

2
B̃Sym(y)B(y2). (5.55)

Finalement, en combinant les relations (5.50), (5.54), (5.55) et le théorème de dis-
symétrie, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.3.3 La śerie tilde des2-arbres solides nońetiquet́es poss̀ede l’expres-
sion suivante

ã(y) =
1

2
(ão(y) + B̃Sym(y)), (5.56)
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où B̃Sym(y) est la śerie tilde desB-structuresτ -syḿetriques. Ainsi, le nombre de2-
arbres solides non orientésãt,m surm triangles est donńe par

ãt,m =
1

2
(ão,t,m + B̃sym,t,m), (5.57)

où

ão,t,m =
1

3m

∑

d|m

φ
(m
d

)(3d

d

)
+χ(3|2m+1)

2

2m+ 1

(
m− 1
2m−2

3

)
− 2

3(2m+ 1)

(
3m

m

)
,

et

B̃sym,t,m =





1

m+ 1

(
3m/2

m

)
, si m est pair,

1

m

(
(3m− 1)/2

m+ 1

)
+

1

3m

(
3(m+ 1)/2

m+ 1

)
, si m est impair.

(5.58)
2

On peut également exprimer̃at,m en termes du nombre d’arêtesn. Il suffit pour ce
faire de remplacer dans les formules de la proposition précédentem par(n− 1)/2. En
annexe, le tableau B.1 donne quelques valeurs de ces nombresen fonction du nombre
n d’arêtes.

5.3.2 Énumération selon la distribution des ar̂etes

On considère à nouveau la fonction de poidsw définie par

w : a[n] −→ Q[r1, r2, . . .], (5.59)

où r = (r1, r2, r3, . . .) est un vecteur infini de variables formelles etn ≥ 1, un entier
positif.

• Casétiqueté :

Comme dans le cas étiqueté non pondéré, on a que seul le2-arbre solide orienté con-
stitué d’une seule arête est invariant par changement d’orientation. Alors, on déduit
directement que le nombre

a~n = [rn1
1 rn2

2 · · ·][yn]aw(y)

de2-arbres solides ayant~n comme distribution (cohérente) des degrés est donné par

a~n =

{
1
2ao,~n, if n > 1,
1, if n = 1,

(5.60)
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• Cas nonétiqueté :

Dans ce cas-ci, on commence par écrire les versions pondérées des équations fonction-
nelles (5.50), (5.54) et (5.55) :

ã−
w(y) =

1

2
ã−
o,w(y) +

1

2
B̃sym,w(y), (5.61)

ã△

w(y) =
1

2
ã△

o,w(y) +
1

2
B̃sym,w(y)Bw(y2), (5.62)

ã△

w(y) =
1

2
ã△

o,w(y) +
1

2
B̃sym,w(y)Bw(y2), (5.63)

où B̃sym,w(y) désigne la série génératrice tilde desB-structuresτ -symétriques pondé-
rées parw non étiquetées. Une application simple du théorème de dissymétrie conduit
à la relation

ã(y) =
1

2
ão,w(y) +

1

2
B̃sym,w(y). (5.64)

Le seul terme pour lequel on ne dispose pas de formule explicite estB̃sym,w(y). Avant
de le calculer, nous établissons une condition de cohérence supplémentaire sur la dis-
tribution des degrés des arêtes pour qu’un2-arbre solide enraciné en une arête orientée
soit τ -symétrique : étant donné que l’arête racine doit nécessairement rester fixe sous
le changement d’orientation et les autres s’échanger par paires, le vecteur distribution
des degrés doit avoir toutes ses composantes paires exceptée une unique qui doit être
impaire, correspondant alors au degré de l’arête racine.

Pour une distribution cohérente des degrés~n = (n1, n2, . . .) satisfaisant la condition
précédente, et puisquẽBsym,w(y) = yrkB

k(y2), nous avons

B̃sym,~n =
2k

n− 1

( n−1
2

~n−δk
2

)
, (5.65)

où l’entierk correspond au degré de l’arête racine.

Nous sommes à présent prêts à formuler le résultat finalde cette section.

Proposition 5.3.4 Soit~n un vecteur satisfaisant
∑

i

ni = n et
∑

i

ini = 3m.

Alors, le nombrẽa~n de2-arbres solides(non orient́es) nonétiquet́es et ayant~n comme
distribution des degŕes des ar̂etes est donńe par

ã~n =
1

2
ão,~n +

1

2
B̃sym,~n, (5.66)

où

B̃sym,~n =





2k

n− 1

( n−1
2

~n−δk
2

)
, si ~n possède une unique composante impairk,

0, sinon,
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δk étant le vecteur ayant1 à la kième composante et0 ailleurs, et

ão,~n =
2

n− 1

∑

k∈Supp(~n)

∑

d|{k,~n−δk}

φ(d)

( n−1
d

~n−δk
d

)

+
χ(3|~n)

n

(
n/3

n1/3, n2/3, . . .

)
− 2

3n

(
n

n1, n2, . . .

)
.

2

Nous présentons, en annexe, deux tableaux donnant les nombres de2-arbres solides non
étiquetés orientés et non orientés, ainsi que le nombredeB-structuresτ -symétriques.
Le premier de ces tableaux (tableau B.1) donne ces nombres selon le nombren d’arêtes,
pour les valeurs impaires den entre 1 et 21; le second (tableau B.2), selon la distribu-
tion des degrés des arêtes pour quelques vecteurs~n. Nous utilisons alors la notation
1n12n2 · · ·, où i ni signifie qu’il y ani arêtes de degréi.



134



Chapitre VI

ÉNUMÉRATION DES 2-ARBRES k-GONAUX

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au dénombrement ´etiqueté et non étiqueté des
2-arbresk-gonaux. Cette famille de2-arbres est une variante des2-arbres (libres) dans
lesquels on a remplacé les triangles par des polygones àk-côtés, aussi appelésk-gones.
On s’attache à donner des formules énumératives explicites dans le cas étiqueté et des
formules de récurrence ainsi que des formules asymptotiques, pour le cas non étiqueté.
Une section de ce chapitre est également consacrée à l’énumération de ces structures
par rapport à leur périmètre, à savoir le nombre d’arêtes externes (de degré 1) du2-
arbre.

6.1 Introduction

Dans (Harary, Palmer et Read, 75), les auteurs ont énumér´e les2-arbresk-gonaux ex-
terplanaires, c’est-à-dire, les2-arbresk-gonaux plongeables dans le plan de telle sorte
que les faces non infinies sont desk-gones. Ces objets sont une généralisation as-
sez naturelle des2-arbres exterplanaires dont nous avons effectué une classification
au chapitre 4. On s’intéresse ici au même type d’objets, hormis le fait que nous con-
sidérons des2-arbresk-gonauxlibres (sans réelle structure ajoutée) dans l’espace. Cela
signifie que l’on considère ces structures comme des graphes simples,i.e., sans aucune
condition de planarité. Les figures 6.1, a) et b), et 6.2 a), montrent des exemples de
2-arbresk-gonaux, pourk = 3, 5 et4, respectivement.

b)a)

Figure 6.1Des2-arbresk-gonaux pourk = 3 etk = 5

Nous étudions d’abord les2-arbresk-gonaux orientés, pour ensuite utiliser à nouveau
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le concept d’espèces quotient pour se défaire de l’orientation. On dit qu’un2-arbrek-
gonal estorient́e si ses arêtes sont orientées de telle sorte que tous lesk-gones forment
un cycle. Cependant, on peut considérer que l’orientationde n’importe quelle arête peut
être étendue de façon unique à l’ensemble de la structure, en orientant tout d’abord
le polygone contenant l’arête orientée, pour ensuite transmettre cette orientation aux
polygones adjacents, et ainsi de suite. Cette orientation est cohérente par la nature
arborescente des2-arbresk-gonaux, c’est-à-dire, par le fait que la structure ne possède
pas de cycle dek-gones. La figure 6.2 b) montre un2-arbre 4-gonal orienté.

b)a)

Figure 6.2Un 2-arbre 4-gonal non orienté et orienté

On suit, dans ce chapitre, l’approche de Fowler et al., introduite dans (Fowler et al.,
00; Fowler et al., 02), qui correspond au cask = 3. Cela signifie que les2-arbres sont
étiquetés aux triangles. On désigne para et ao, les espèces des2-arbresk-gonaux,
respectivement non orientés et orientés. On introduit aussi trois types de pointages,
similaires à ceux des trois chapitres précédents :

1. − indiquant le pointage en une arête,

2. ⋄ indiquant le pointage en unk-gone,

3. ⋄ indiquant le pointage en unk-gone possédant lui-même une de ses arêtes dis-
tinguée.

Nous utilisons à nouveau un théorème de dissymétrie dans les cas orientés et non
orientés, permettant d’exprimer les espècesao et a en fonction des diverses espèces
pointées :

ao = a−
o + a⋄

o − a⋄
o , (6.1)

a = a− + a⋄ − a⋄. (6.2)

Il faut alors exprimer à l’aide d’équations fonctionnelles les espèces pointées dans
les cas orienté et non orienté, ce qui mène à des formulesd’énumération. L’idée est
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d’obtenir ces équations fonctionnelles en termes d’une espèce fondamentale, notéeB.
Cette espèce est l’espèceB = a→, des2-arbresk-gonaux pointés en une arête orientée.
Cela revient à dire que l’on choisit une arête quelconque d’un 2-arbre, que l’on oriente
par la suite. De manière équivalente, comme mentionné précédemment, l’orientation de
l’arête racine peut être étendue à l’ensemble de la structure. Ainsi, on écritB = a−

o , ce
qui est utilisé à des fins d’énumération. Cependant, on n’oriente pas toujours globale-
ment lesB-structures, permettant ainsi de prouver de manière plus ´elégante et naturelle
certaines relations.

Nous allons distinguer deux cas dans notre démarche selon le parité de l’entierk,
représentant la taille des polygones que nous considérons. Le cas oùk est impair, est
une généralisation assez directe des résultats de Fowler et al. (Fowler et al., 00; Fowler
et al., 02). Cependant, la difficulté principale provient du cas pair, où la méthode du cas
impair doit être adaptée au contexte.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la prochaine section, nous car-
actérisons l’espèceB = a→, en donnant une équation combinatoire qu’elle vérifie.
Nous obtenons alors quelques propriétés de cette espèceet proposons des formules
d’énumération. Le but est alors d’exprimer les différentes espèces pointées apparais-
sant dans le théorème de dissymétrie en fonction de l’espèce de baseB et d’en déduire
les résultats énumératifs que nous désirons établir.Le cas des2-arbres orientés est
conduit dans la section 6.3. Ensuite, le cas non orienté esttraité en section 6.3, en dis-
tinguant deux cas suivant la parité de l’entierk. La section 6.5 a pour but de généraliser
les résultats des deux sections précédentes en tenant compte du périmètre des2-arbres.
On introduit une fonction de poids sur les2-arbres agissant comme compteur d’arêtes
externes. Finalement, la dernière section de ce chapitre propose une étude asymptotique
des2-arbres solidesk-gonaux non étiquetés.

6.2 L’esp̀eceB des2-arbres k-gonaux point́es en une ar̂ete orient́ee

L’espèceB, des2-arbresk-gonaux pointés en une arête orientée, joue un rôle important
dans notre démarche. En effet, toutes les autres espèces pointées liées aux espèces
a et ao vont être exprimées par des équations fonctionnelles entermes deB. Nous
commençons par caractériserB par une relation, qui est une généralisation directe du
cask = 3. On utilise ici le fait que cette relation est une spécialisation de la formule
(3.7) où seuls les triangles sont étiquetés (cela signifie que l’on a poséY := 1). Nous
avons

B(X) = E(XBk−1(X)), (6.3)

oùE est l’espèce des ensembles etX représente la sorte des triangles.

Il est intéressant de noter que la formule (6.3) a également du sens pourk = 2, cor-
respondant alors aux arborescences (arbres enracinés) ordinaires étiquetées aux arêtes.
De plus, on peut relier l’espèceB = a→ avec l’espèceA des arborescences caractérisée
par la relationA = XE(A), oùX représente alors la sorte des sommets. En effet, à
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partir de (6.3), on déduit successivement

(k − 1)XBk−1 = (k − 1)XE((k − 1)XBk−1), (6.4)

sachant que l’on aEm(X) = E(mX), et par unicité,

(k − 1)XBk−1 = A((k − 1)X). (6.5)

On obtient alors une expression pour l’espèceB en termes de celle des arborescences.

Proposition 6.2.1 L’esp̀eceB = a→ des2-arbresk-gonaux point́es en une ar̂ete ori-
ent́ee satisfait la relation

B = k−1

√
A((k − 1)X)

(k − 1)X
. (6.6)

2

On déduit immédiatement un corollaire de la proposition précédente, fournissant des
formules énumératives relatives à l’espèceB.

Corollaire 6.2.2 Les nombresa→n , a→n1,n2,... et bn = ã→n de2-arbresk-gonaux point́es
en une ar̂ete orient́ee posśedantn k-gones, respectivementétiquet́es, laisśes fixes par
une permutation de type cyclique1n12n2 . . . et nonétiquet́es, v́erifient les formules et
la récurrence qui suivent :

a→n = ((k − 1)n + 1)n−1 = mn−1, (6.7)

oùm = (k − 1)n + 1 donne le nombre d’arêtes,

a→n1,n2,... =

∞∏

i=1

(1 + (k − 1)
∑

d|i

(dnd)
ni−1(1 + (k − 1)

∑

d|i,d<i

dnd), (6.8)

et

bn =
1

n

∑

1≤j≤n

∑

α

(|α| + 1)bα1bα2 . . . bαk−1
bn−j, b0 = 1, (6.9)

la deuxìeme somméetant prise sur les(k − 1)-uplets d’entiersα = (α1, α2, . . . ,
αk−1) tels que|α| + 1 divise l’entierj, avec|α| = α1 + α2 + · · · + αk−1.

Preuve. Les formules (6.7) et (6.8) sont obtenues en spécialisant avecµ = (k − 1)−1

les formules suivantes, données et prouvées dans (Fowleret al., 00; Fowler et al., 02),

(A(x)

x

)µ
=
∑

n≥0

µ(µ+ n)n−1x
n

n!
, (6.10)
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Z“
A(X/µ)

X/µ

”µ

=
∑

n1,n2,...

xn1
1 xn2

2 . . .

1n1n1!2n2n2! . . .

∞∏

i=1

(1 +
1

µ

∑

d|i

dnd)
ni−1(1 +

1

µ

∑

d|i,d<i

dnd). (6.11)

En ce qui concerne la récurrence (6.9), il suffit de prendre la dérivée logarithmique de
l’expression

B̃(x) = exp



∑

i≥1

xiB̃k−1(xi)

i


, (6.12)

où B̃(x) =
∑

n≥0 bnx
n est la série tilde de l’espèceB, que l’on obtient à partir de la

relation (6.3) et de l’utilisation des lois de substitutionde la théorie des espèces. On
commence par écrire

B̃(x) = exp



∑

i≥1

1

i
Ω(xi)


, (6.13)

où l’on a poséΩ(x) = xB̃k−1(x) =
∑

n≥0 ωnx
n. On a alors

x
B̃′(x)

B̃(x)
= x

∑

i≥1

1

i
Ω′(xi)xi−1 (6.14)

=
∑

i≥1

∑

n≥0

nωnx
in (6.15)

=
∑

ν≥1



∑

d|ν

dωd


xν . (6.16)

Alors,

xB̃′(x) =
∑

n≥1

nbnx
n =





∑

d|ν

dωd


xν


 ·



∑

n≥0

bnx
n


 .

On obtient la formule (6.12) en explicitantωn.

Notons que les suites d’entiers{bn}n∈N, pour k = 2, 3, 4, 5, sont répertoriées dans
l’encyclopédie en ligne des suites d’entiers (Sloane et Plouffe, 95), et l’équation (6.3)
dans l’encyclopédie des structures combinatoires (Inria, projet Algo).

Remarque 6.2.3La formule (6.7) peut également être établie en adaptantle codage de
Prüfer des arborescences (étiquetées) sur[n] dont le nombre estnn−1.

Remarque 6.2.4 Il est facile de voir que, pour toutn ≥ 1, bn est un polynôme de degré
n− 1 enk. Cela provient de la relation (6.8) et de la formule explicite pourbn

bn =
∑

n1+2n2+···=n

a→n1,n2,...

1n1n1!2n2n2! . . .
, (6.17)
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qui suit de la proposition 1.4.4. En particulier, dans la section finale de ce chapitre,
nous étudions le comportement asymptotique des nombresbn comme fonction dek.

Remarque 6.2.5On peut également utiliser la formule (6.6) afin de calculerla décom-
position moléculaire deB à partir de celle de l’espèceA, via le théorème du binôme.
Pour de plus amples détails, le lecteur est renvoyé à (Auger, Labelle et Leroux, 02).

6.3 Cas orient́e

Notre première tâche consiste à déterminer les équations fonctionnelles que satisfont
les diverses espèces pointées liées àao, apparaissant dans le théorème de dissymétrie.

Proposition 6.3.1 Les esp̀ecesa−
o , a⋄

o , eta⋄
o sont caract́erisées par les isomorphismes

d’esp̀eces suivants :

a−
o = B, (6.18)

a⋄
o = XCk(B), (6.19)

a⋄
o = XBk, (6.20)

oùB = a→ etCk est l’esp̀ece des cycles orientés de longueurk.

Preuve. La relation (6.18) est triviale par définition de l’espèceB. En ce qui con-
cerne (6.19) et (6.20), il suffit de voir qu’étant donné queles arêtes autour du triangle
racine sont orientées, on peut venir y attacher desB-structures. Dans le cas dea⋄

o ,
l’orientation de ces arêtes est cyclique par convention; pour a⋄

o , il suffit de remarquer
que l’arête pointée induit un ordre total sur les arêtes.

Utilisant le théorème de dissymétrie, on obtient l’expression de la série tildẽao(x) des
2-arbresk-gonaux orientés non étiquetés, en termes des séries des espèces pointées
correspondantes :

ão(x) = ã−
o (x) + ã⋄

o (x) − ã⋄
o(x). (6.21)

Alors, la proposition 6.3.1 nous permet d’obtenir une formeexplicite de la sériẽao(x)
comme fonction de la sériẽB(x) = ã→

(x).

Proposition 6.3.2 La śerie tilde ão(x) des2-arbresk-gonaux orient́es nonétiquet́es
est donńee par

ão(x) = B̃(x) +
x

k

∑

d|k
d>1

φ(d)B̃
k
d (xd) − k − 1

k
xB̃k(x). (6.22)

2
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Corollaire 6.3.3 Les nombresao,n et ão,n, de2-arbresk-gonaux orient́esétiquet́es et
nonétiquet́es, respectivement, possèdent les expressions suivantes :

ao,n = ((k − 1)n + 1)n−2 = mn−2, n ≥ 2, (6.23)

ão,n = bn −
k − 1

k
b
(k)
n−1 +

1

k

∑

d|k
d>1

φ(d)b
(k

d
)

n−1
d

, (6.24)

où
b
(j)
i = [xi]B̃j(x) =

∑

i1+···+ij=i

bi1bi2 . . . bij ,

désigne le coefficient dexi dans le śerie B̃j(x), avec la convention queb(j)r = 0 si r
n’est pas un entier positif ou nul.

Preuve. Dans le cas étiqueté, il suffit de remarquer que l’on ab→n = mao,n. En ce
qui concerne le cas non étiqueté, on obtient directement la relation (6.24) de (6.22) en
extrayant simplement le coefficient enxn.

Passons maintenant au cas des2-arbresk-gonaux non orientés.

6.4 Cas non orient́e

Dans le cas non orienté, nous devons utiliser la notion d’espèce quotient avec le groupe
Z2 = {1, τ}, où l’action deτ est toujours de renverser l’orientation de toutes les arêtes,
voir section 3.2 et le chapitre précédent. On exprime alors les espèces pointées liées à
l’espècea de la manière qui suit :

a− =
a→

Z2
, a⋄ =

a⋄
o

Z2
=

XCk(B)

Z2
, a⋄ =

a⋄
o

Z2
=

XBk

Z2
. (6.25)

On rappelle les formules caractérisant les séries génératrices associées à une espèce
quotientF/Z2, (voir (3.10))

(F/Z2)(x) =
1

2
(F (x) + Fτ (x)) , (6.26)

(F/Z2)
∼(x) =

1

2

(
F̃ (x) + F̃τ (x)

)
, (6.27)

oùFτ (x) est la série génératrice exponenetielle desF -structures étiquetées fixées sous
l’action de τ et F̃τ (x) =

∑
n≥0 |Fix eFn

(τ)| xn est la série génératrice tilde (desF -
structures non étiquetées)τ -symétriques.

Cependant, d’importantes différences apparaissent durant le raisonnement suivant la
parité dek. La différence principale provient de l’existence d’arêtesoppośeesdans les
k-gones lorsquek est pair. Alors, nous traitons séparément les deux cas de parité de
l’entier k.
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6.4.1 Cas impair

On s’intéresse ici aux2-arbresk-gonaux non orientés oùk, représentant la taille des
polygones, est un entier impair. L’énumération étiquetée des2-arbresk-gonaux (non

?

b)a)

B

B

B

B

BB

B B

Figure 6.3Pages dans le cas non orienté pour a)k = 5, b) k = 6

orientés) est assez directe. En effet, il suffit de remarquer que le seul2-arbrek-gonal
orienté invariant lorsque l’on applique une inversion de l’orientation des arêtes, pour
un nombre fixé de polygones, est celui dont tous les triangles partagent une arête com-
mune. Alors, on dispose de la relation simple

2an = ao,n + 1,

où an est le nombre de2-arbresk-gonaux étiquetés surn polygones, conduisant à la
proposition suivante.

Proposition 6.4.1 Le nombrean de 2-arbresk-gonaux,k impair, étiquet́es surn k-
gones est donńe par

an =
1

2

(
mn−2 + 1

)
, n ≥ 2, (6.28)

oùm = (k − 1)n + 1 donne le nombre d’arêtes. 2

Le cas non étiqueté est bien évidemment plus ardu. Nous partons du fait que chaque
a−-structure (non orientée), voir figure 6.3, est composée d’un ensemble de pages (voir
chapitre 3). Or, pour chaque page, dans le triangle contenant l’arête pointée, on peut
définir une orientation canonique ”fuyante” (s’éloignant de l’arête pointée) desk − 1
arêtes non pointées ; voir figure 6.3 a), dans le cas où la taille des polygones est impaire.
Lorsquek est pair, il reste une ambigüité pour l’arête faisant face à l’arête racine; voir
figure 6.3 b). Cette remarque nous conduit à introduire des espècessqueletteslorsquek
est impair, par analogie avec la démarche de Fowler et al. dans (Fowler et al., 00; Fowler
et al., 02), pour le cask = 3. Ce sont des espèces à deux sortes, notéesQ(X,Y ),
S(X,Y ) etU(X,Y ), oùX désigne la sorte desk-gones etY celle des arêtes orientées.
Ces trois espèces squelettes sont définies par les figures 6.4 a), b) et c), pourk = 5,
respectivement.
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a) b) c)

Figure 6.4Espèces squelette a)Q(X,Y ), b)S(X,Y ) et c)U(X,Y )

De manière analogue au cask = 3, on obtient des équations fonctionnelles caractérisant
les trois espècesQ, S etU en termes d’espèces quotient à l’aide du groupeZ2.

Proposition 6.4.2 Les esp̀eces squelettesQ, S et U poss̀edent les expressions suiv-
antes :

Q(X,Y ) = E(XY 2)/Z2, (6.29)

S(X,Y ) = Ck(E(XY 2))/Z2, (6.30)

U(X,Y ) = (E(XY 2))k/Z2. (6.31)

2

On utilise les équations de la proposition précédente pour obtenir des relations en ter-
mes des espèces squelettes pour les espèces pointéesa−, a⋄ eta⋄.

Proposition 6.4.3 Pourk ≥ 3 un entier impair, les esp̀ecesa−, a⋄ eta⋄ satisfont les
équations fonctionnelles suivantes en termes de l’espèceB :

a− = Q(X,B
k−1

2 ), (6.32)

a⋄ = X · S(X,B
k−1

2 ), (6.33)

a⋄ = X · U(X,B
k−1

2 ). (6.34)

2

Dans le but d’obtenir la série génératrice desa-structures non étiquetées, on calcule
d’abord les séries indicatrices de cycles des espècesQ, S etU , en utilisant la méthode
de (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02).

Proposition 6.4.4 Les śeries indicatrices de cycles des espèces̀a deux sortesQ(X,Y ),
S(X,Y ) etU(X,Y ) sont donńees par

ZQ =
1

2

(
ZE(XY 2) + q

)
, (6.35)
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ZS =
1

2

(
ZCk(E(XY 2)) + q · (p2 ◦ ZE(XY 2))

k−1
2

)
, (6.36)

ZU =
1

2

(
Z(E(XY 2))k + q · (p2 ◦ ZE(XY 2))

k−1
2

)
, (6.37)

où q = h ◦ (x1y2 + p2 ◦ (x1
y21−y2

2 )), p2 représente la somme de puissances d’ordre
deux,h la fonction syḿetrique homog̀ene, et◦ la composition pĺethystique.

Preuve. La méthode générale de calcul ainsi que la formule (6.35)proviennent de
(Fowler et al., 00; Fowler et al., 02). Pour une espèce quelconqueF = F (X,Y ),
l’idée consiste à compter lesF (X,Y )-structures non étiquetées colorées avec deux
jeux de couleurs différentes, un pour lesk-gones et l’autre pour les arêtes. Considérons
l’espèceS. Pour laisser fixe uneCk(E(XY 2))-structure, le cycle de longueurk de
base doit nécessairement comporter (au moins) un axe de symétrie passant à travers
le milieu d’un des côtés. Une nouvelle fois, le choix de l’axe est arbitraire, dans
le cas où la structure aurait plusieurs axes de symétrie. De part et d’autre de l’axe,
chaqueE(XY 2)-structure colorée doit avoir son image miroir; cela donnele terme

(p2 ◦ZE(XY 2))
k−1

2 . Enfin, laE(XY 2)-structure attachée à l’arête distinguée par l’axe
doit être globalement laissée fixe, donnant le facteurq. Dans le cas de l’espèceU , le
raisonnement est très similaire, excepté le fait que l’axe de symétrie passe par l’arête
déjà distinguée.

Nous sommes alors prêts à donner l’expression de la sérietilde des2-arbresk-gonaux
non orientés.

Proposition 6.4.5 Soit k ≥ 3 un entier impair. Alors, la śerie tilde des2-arbresk-
gonaux(non orient́es) nonétiquet́es est donńee par

ã(x) =
1

2

(
ão(x) + exp (

∑

i≥1

1

2i
(2xiB̃

k−1
2 (x2i) + x2iB̃k−1(x2i) − x2iB̃

k−1
2 (x4i))

)
.

(6.38)

Preuve.On utilise le théorème de dissymétrie, combiné aux équations (6.35), (6.36) et
(6.37), pour obtenir dans un premier temps la série indicatrice de cycles de l’espècea :

Za(x1, x2, . . .) =
1

2
Zao

+
1

2
q|yi:=pi◦ZB(k−1)/2

.

A partir des lois de substitution de l’énumération non étiquetée, la relation (6.38) suit
naturellement.

On déduit alors de la proposition précédente, le dénombrement non étiquetée des2-
arbresk-gonaux non orientés.
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Corollaire 6.4.6 Pourk ≥ 3, un entier impair, le nombrẽan de2-arbresk-gonaux non
étiquet́es b̂atis surn k-gones, satisfait la ŕecurrence suivante

ãn =
1

2n

n∑

j=1

(∑

l|j

lωl

)(
ãn−j −

1

2
ão,n−j

)
+

1

2
ão,n, ã0 = 1, (6.39)

où, pour toutn ≥ 1,

ωn = 2b
(k−1

2
)

n−1
2

+ b
(k−1)
n−2

2

− b
(k−1

2
)

n−2
4

, (6.40)

et b(j)i est d́efini dans le corolaire 6.3.3.

Preuve. Il suffit de prendre la dérivée logarithmique de l’expression

ã(x) − 1

2
ão(x) =

1

2
exp (

∑

i≥1

1

2i
(2xiB̃

k−1
2 (x2i) + x2iB̃k−1(x2i) − x2iB̃

k−1
2 (x4i)),

de façon similaire à la preuve du corollaire 6.2.2.

6.4.2 Cas pair

Le cas pair est beaucoup plus délicat. Par exemple, il existe plusieurs2-arbresk-gonaux
orientés étiquetés invariants par changement d’orientation. Ces structures s’obtiennent
à partir d’un arbre ordinaire étiquetée aux arêtes, en remplaçant les arêtes par desk-
gones attachés entre eux selon leurs arêtes opposées. Ilest bien connu que le nombre
d’arbres étiquetés aux arêtes possédantn arêtes est(n + 1)n−2. Ainsi, nous avons le
résultat suivant.

Proposition 6.4.7 Le nombrean de2-arbresk-gonaux,k pair, étiquet́es surn k-gones
est donńe par

an =
1

2

(
mn−2 + (n+ 1)n−2

)
, n ≥ 2, (6.41)

oùm = (k − 1)n+ 1 donne le nombre d’arêtes. 2

Pour le cas non étiqueté, on ne peut notamment pas utiliserles espèces squelettes à
l’image du cas impair. Pour calculer les séries génératrices tildes des espècesa−, a⋄

eta⋄, on applique la relation (6.27) aux formules (6.25). Par exemple, pour l’espèce
a−, cela se traduit par

ã−
(x) =

1

2
(ã→

(x) + ã→
τ (x)), (6.42)

oùã→
τ (x) =

∑
n≥0 |Fixea→

n
(τ)|xn désigne la série tilde des2-arbresk-gonaux orientés

pointés en une arête non étiquetésτ -symétriques. On note alorsaS, l’espèce desa→-
structuress qui sont isomorphes à leur imageτ · s sous le changement d’orientation.
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Ces structures sont précisément celles que nous cherchons et nous devons ainsi cal-
culer la sérieãS(x) = ã→

τ (x). Cette partie est la plus difficile de ce chapitre. En
effet, pour calculer̃aS(x), il est nécessaire d’introduire plusieurs espèces auxiliaires,
afin d’analyser lesaS -structures. La première d’entre elles, notéeaTS, consiste en
la classe desaS-structures pour lesquelles chaque page attachée à l’arˆete racine est
symétrique verticalement, sans symétries croisées (voir plus loin); on parle alors de
pagestotalement syḿetriques.

a) b)

Figure 6.5a) Une structure de l’espèceaTS, et b) une des pages totalement symétriques
qui la composent

Cette espèce est caractérisée par l’équation fonctionnelle suivante (voir figure 6.5, pour
une illustration d’une page totalement symétrique) :

aTS = E(X ·X2
= < B

k−2
2 > ·aTS) = E(PTS), (6.43)

oùX2
= < F > désigne l’espèce des couples (ordonnés) deF -structures isomorphes, et

PTS est l’espèce despages totalement symétriques. Au niveau des séries tildes, cela se
traduit par la relation

ãTS(x) = exp



∑

i≥1

1

i
xiB̃

k−2
2 (x2i)ãTS(x

i)


 . (6.44)

On en déduit alors le dénombrement non étiqueté desaTS-structures.

Proposition 6.4.8 Le nombreβn de aTS-structures nońetiquet́ees surn polygones
satisfait la ŕecurrence

βn =
1

n

n∑

i=1

(∑

d|i

dπd

)
βn−i, n ≥ 1 β0 = 1, (6.45)

où

πn = P̃TS,n =
∑

i+j=n−1
i pair

b
(k−2

2
)

i
2

βj. (6.46)
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Preuve. Il suffit de prendre la dérivée logarithmique de l’équation (6.44), à savoir

x
(ãTS)

′
(x)

ãTS(x)
= x ·

∑

i≥1

Ω
′
(xi)xi−1, (6.47)

où Ω(x) =
∑

n≥1

ωnx
n = xB̃

k−2
2 (x2)ãTS(x). Ensuite, l’extraction du coefficient dexn

dans les deux membres de

x(ãTS)
′
(x) = (

∑

i≥1

Ω
′
(xi)xi)ãTS(x) (6.48)

conduit à (6.45) après avoir utilisé la relation (6.43),puisqueΩ(x) = P̃TS(x).

Nous introduisons maintenant deux autres espèces auxiliaires, à savoirPAL etPM, des
paires de pages alternéeset despages mixtes. Par définition, une paire depages al-
ternéesest une paire (non ordonnée) de pages orientées (desa→-structures composées
d’une seule page) de la forme{s, τ · s}, oùs et τ · s ne sont pas isomorphes. La figure
6.6 a) propose un exemple de telle structure. Unepage mixteest une page symétrique,
possédantau moinsune symétrie alternée; voir la figure 6.6 b) pour une illustration
d’une page mixte.

a) b)

Figure 6.6Une paire de pages alternées et une page mixte

On peut alors exprimer les deux espèces précédentes l’une en fonction de l’autre,
comme suit :

PAL = Φ2 < XBk−1 − (PTS + PM) >, (6.49)

PM = X ·X2
= < B

k−2
2 > · (aS − aTS), (6.50)
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où Φ2 < F > représente l’espèce des paires deF -structures de la forme{s, τ · s}
et E+ = E − 1 est l’espèce des ensembles non vides. Passant au niveau desséries
génératrices tildes, il vient

P̃AL(x) =
1

2
(x2B̃k−1(x2) − P̃TS(x2) − P̃M(x2)), (6.51)

P̃M(x) =
(
XX2

= < B
k−2
2 > ·aTS · E+(PAL + PM)

)∼
(x) (6.52)

= xB̃
k−2
2 (x2)ãTS(x) ·

·


exp

(∑

i≥1

1

i
(P̃AL(xi) + P̃M(xi))

)
− 1


 (6.53)

= xB̃
k−2
2 (x2)(ãS(x) − ãTS(x)). (6.54)

Si on désigne par̃aS(x) la série génératrice tilde desa→-structuresτ -symétriques non
étiquetées, alors, on a (voir figure 6.7)

ãS(x) = E(PTS + PAL + PM)∼(x) (6.55)

= exp

(∑

i≥1

1

i
(P̃TS(xi) + P̃AL(xi) + P̃M(xi))

)
. (6.56)

À partir de cette dernière relation, on peut déduire une r´ecurrence pour le nombreαn =
ãS,n de2-arbresk-gonaux pointés en une arête non étiquetésτ -symétriques,̃PAL,n et
P̃M,n de pages alternées et mixtes, respectivement, bâties surn polygones :

αn =
1

n

n∑

i=1

(∑

d|i

dωd

)
αn−i, α0 = 1, (6.57)

P̃M,n =

n−1∑

i=0

b
(k−2

2
)

i
2

αn−1−i − P̃TS,n, (6.58)

P̃AL,n =
1

2

(
b
(k−1)
n−2

2

− P̃TS,n/2 − P̃M,n/2

)
, (6.59)

où
ωk = P̃TS,k + P̃AL,k + P̃M,k,

et P̃TS,n = πn est donné par (6.46).

On obtient alors le dénombrement non étiqueté de l’espècea−, des2-arbresk-gonaux
(non orientés) pointés en une arête.

Proposition 6.4.9 Soitk un entier pair. Alors, le nombre de2-arbresk-gonaux point́es
en une ar̂ete nonétiquet́es surn k-gones est donńe par

ã−n =
1

2
(bn + αn). (6.60)

2
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,,

Figure 6.7Décomposition d’unẽa→
-structureτ -symétrique

Calculons maintenant la série génératrice tilde de l’espècea⋄ des2-arbresk-gonaux
enracinés en unk-gone possédant lui-même une de ses arêtes pointée.

Proposition 6.4.10 Nous avons

ã⋄
(x) =

1

2

(
ã⋄
o (x) + ã⋄

o,τ (x)

)
, (6.61)

où

ã⋄
o,τ (x) = xã2

S(x)B̃
k−2
2 (x2).

Preuve. Unea⋄
o -structureτ -symétrique non étiquetée doit nécessairement comporter

un axe de symétrie qui coı̈ncide avec la médiatrice de l’arête pointée du polygone racine
et donc également avec la médiatrice du côté opposé à cette arête distinguée; voir fig-
ure 6.8. Les deux structuress et t attachées sur ces deux arêtes sont donc symétriques,
menant ainsi au terme(ãS(x))

2 puisque l’on peut canoniquement orienter l’axe de

symétrie de l’arête pointée à celle lui faisant face. Enfin, lesB
k−2
2 -structures se trou-

vant de part et d’autre de l’axe de symétrie, notéesα etβ, satisfontβ = τ ·α, en raison
de l’axe de symétrie. Ceci contribue pour un facteur deB̃

k−2
2 (x2), ce qui achève la

preuve.

Par extraction du coefficient dexn dans la relation (6.61), on obtient le résultat suivant.

Corollaire 6.4.11 Le nombrẽa⋄n dea⋄-structures nońetiquet́ees est donńe par

ã ⋄
n =

1

2

(
ã ⋄
o,n +

∑

i+j=n−1

α
(2)
i · b(

k−2
2

)
j
2

)
, (6.62)

où α(2)
i = [xi]ã2

S(x). 2
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τα α

t

s

Figure 6.8Unea△

o τ -symétrique non étiquetée

Procédons de manière similaire pour l’espècea⋄, des2-arbresk-gonaux pointés en un
k-gone. On écrit

ã⋄
(x) =

1

2

(
ã⋄
o (x) + ã⋄

o,τ (x)

)
. (6.63)

Il s’agit alors de calculer la série génératrice tildeã⋄
o,τ (x), desa⋄-structures non

étiquetéesτ -symétriques.

Proposition 6.4.12 La śerie ǵeńeratrice tildeã⋄
o,τ (x) poss̀ede l’expression suivante :

ã⋄
o,τ (x) =

x

2
ã2

S(x)B̃
k−2

2 (x2) +
x

2
B̃

k
2 (x2). (6.64)

Preuve. Remarquons que pour qu’unea⋄
o -structure soit laissée fixe par l’inversion

de l’orientation, celle-ci doit nécessairement admettre(au moins) un axe de symétrie
pouvant être de deux types différents :

1. un axe passant par les mileux de deux côtés opposés, ou

2. un axe passant par deux arêtes opposées,

du polygone distingué. Pour obtenir l’expression de la série cherchée, la première étape
consiste à orienter l’axe de symétrie. Ainsi, le premier terme de (6.64) correspond à une
symétrie de la première sorte, et le deuxième terme, à une symétrie de seconde sorte.
De plus, les structures possédant les deux types de symétrie sont précisément celles qui
sont comptées une demi fois dans chacun de ces deux termes. Pour établir ceci en toute
généralité, pourk un entier pair quelconque, on considère la plus grande puissance de 2,
notée2m, telle quek/2m soit impair. Cependant, nous allons illustrer le raisonnement
avec le cas particulierk = 12; le lecteur peut facilement se convaincre de la validité
des arguments pour le cas général. Pour le cas particulierk = 12, un 2-arbrek-gonal
orienté non étiqueté pointé en un polygone possédant un axe de symétrie arête–arête
est de la forme illustrée en figure 6.9 a), oùs1 et s2 représentent deuxaS-structures,
a, b, c, d et e sont desB-structures générales non étiquetées etτ · x désigne l’image
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Figure 6.9Deuxã⋄
o,τ -structures avec axes de symétrie arête–arête

de laB-structurex sous l’action deτ ∈ Z2. La plupart de ces types de structures sont
dénombrées exactement par le terme1

2xã
2
S(x)B̃

5(x2). En effet, on obtient le facteur

xã2
S(x)B̃

5(x2) de la même manière que pour le cas desa⋄
o,τ -structures et la division

par deux est justifiée dans les cas suivants :
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Figure 6.10Uneã⋄
o,τ -structure avec des symétries arête–arête et sommet–sommet

1. s1 6= s2 (deux orientations possibles de l’axe de symétrie),

2. s1 = s2 = s, (a, b, c) 6= (d, e, τ · c) (deux orientations),

3. s1 = s2 = s, (a, b, c) = (d, e, τ · c), de sorte quec = τ · c = t ∈ ãS, et ou bien

i) s 6= t, ou bien

ii) s = t et (a, b) 6= (τ · b, τ · a) (deux choix distincts pour l’axe de symétrie,
voir figure 6.9 b)),

Cependant, les structures telles ques = t et b = τ · a (voir figure 6.10) n’apparaissent
qu’une fois et sont comptées uniquement une demi fois dans la formule. Or, il faut
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Figure 6.11Uneã⋄
o,τ -structure avec axes de symétrie sommet–sommet

noter que ces structures admettent un axe de symétrie sommet–sommet et, comme on
le verra, sont comptées également une demi fois dans le second terme de (6.64).

De façon similaire, unea⋄
o,τ -structure non étiquetée avec un axe de symétrie sommet–

sommet orienté est de la forme illustrée en figure 6.11 a), où a, b, . . ., f sont des
B-structures non étiquetées arbitraires. La plupart de ces structures sont énumérées par
le terme1

2xB̃
6(x2), la division par 2 étant justifiée dans les cas suivants :

1. (a, b, c) 6= (d, e, f) (deux orientations de l’axe de symétrie),

2. (a, b, c) = (d, e, f) et(a, b, c) 6= (τ ·c, τ ·b, τ ·a) (deux choix distincts pour l’axe
de symétrie, voir figure 6.11 b)).

Toutefois, les structures vérifiant(a, b, c) = (d, e, f), c = τ · a et b = τ · b = s ∈ ãS

n’apparaissent qu’une fois et sont comptées une demi fois dans notre dénombrement.
Mais, elles possèdent aussi un axe de symétrie arête–arˆete et sont donc également
comptées une demi fois dans le premier terme de (6.64) (il faut échangera et τ · a
dans la figure 6.10). Ceci termine la preuve.

Le théorème de dissymétrie implique alors, pourk ≥ 4 un entier pair,

ã(x) =
1

2
ão(x) +

1

2
ãS(x) +

1

2
ã⋄
o,τ (x) −

1

2
ã⋄
o,τ (x), (6.65)

et nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 6.4.13 Soitk un entier pair,k ≥ 4. Alors, la śerie ǵeńeratrice tildeã(x)
poss̀ede l’expression suivante

ã(x) =
1

2
ão(x) +

1

2
ãS(x) +

x

4
(B̃

k
2 (x2) − ã2

S(x)B̃
k−2
2 (x2)), (6.66)

où ão(x) est donńee par(6.22)et ãS(x) par (6.56). 2
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Corollaire 6.4.14 Si k ≥ 4, est un entier pair, alors le nombre de2-arbresk-gonaux
nonétiquet́es surn k-gones est donńe par

ãn =
1

2
ão,n +

1

2
αn +

1

4
b
(k
2
)

n−1
2

− 1

4

∑

i+j=n−1

α
(2)
i · b(

k−2
2

)
j
2

, (6.67)

avec
b
(m)
l = [xl]B̃m(x), α

(2)
i = [xi]ã2

S(x).

2

6.5 Enumération selon le ṕerimètre

Dans cette section, nous nous intéressons au dénombrement des2-arbresk-gonaux en
fonction de leur périmètre (voir (Labelle, Lamathe et Leroux, Accepté)). Lepérimètre
d’un 2-arbrek-gonal est par définition le nombre d’arêtes externes de lastructure (le
nombre d’arêtes de degré au plus un). En particulier, si lastructure consiste en une arête
seule, le périmètre est 1. Dans le but de tenir compte du périmètre, nous introduisons
une fonction de poidsw, définie comme suit :

w : a −→ Q[t]

s 7−→ w(s) = tp(s),
(6.68)

où p(s) désigne le périmètre de la structures ∈ a. Par exemple, le2-arbre de la
figure 6.1 a) possède un périmètre de 22.

6.5.1 Un version pond́erée de l’esp̀eceB

La première étape consiste à déterminer l’équation fonctionnelle que satisfait l’espèce
Bw des2-arbresk-gonaux pointés en une arête orientée et pondérés par le compteur
de périmètret, avec la précision que dans le cas de l’arête seule, le poids est de t. On
dispose alors du résultat suivant.

Proposition 6.5.1 L’esp̀ece pond́eréeBw est caract́erisée par l’́equation fonctionnelle
suivante

Bw(X) = t+ E+(XBk−1
w (X)), (6.69)

oùE+ est l’esp̀ece des ensembles non vides.

Preuve.L’espèce non pondéréeB satisfait la relation

B = E(XBk−1) = 1 + E+(XBk−1(X)),

où le terme1 correspond au cas de l’arête seule. En tenant compte du poidsw et du fait
que l’arête seule possède le poidst, on obtient directement (6.69).
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Notons que la relation (6.69) est également valide pour le cask = 2. L’espèceBw
représente alors l’espèce des arborescences étiquetées aux feuilles où la variablet agit
comme un compteur de feuilles.

On écrit les séries génératrices associées à l’espèce pondéréeBw :

Bw(x) = B(x, t) =
∑

n≥0
ℓ≥1

a→n,ℓ t
ℓx

n

n!
, =

∑

n≥0

a→n (t)
xn

n!
, (6.70)

B̃w(x) = B̃(x, t) =
∑

n≥0
ℓ≥1

bn,ℓ t
ℓxn =

∑

n≥0

bn(t)x
n, (6.71)

où a→n,ℓ et bn,ℓ désignent les nombres de2-arbresk-gonaux étiquetés et non étiquetés
pointés en une arête orientée possédantn k-gones. De l’équation (6.69), on déduit des
formules explicites pour les nombresa→n (t) et a→n,ℓ ainsi qu’une formule de récurrence
pourbn(t) et bn,ℓ. Il est important de remarquer qu’à cause de la nature des objets que
nous considérons, l’entierℓ est borné :

(k − 2)n+ 1 ≤ ℓ ≤ (k − 1)n.

Proposition 6.5.2 Les polyn̂omesa→n (t), donnant le d́enombrement pondéré desBw-
structures surn k-gones, est donné para→0 (t) = t et, pourn ≥ 1,

a→n (t) =
n!

m

m−1∑

ℓ=m−n

∑

i+j=m−ℓ

(−1)jin
(

m

ℓ, i, j

)
tℓ (6.72)

=
1

m

n∑

i=1

m!

(m− i)!
S(n, i)tm−i, (6.73)

oùm = (k− 1)n+ 1 est le nombre d’ar̂etes etS(n, j) désigne les nombres de Stirling
de seconde sorte, donnant le nombre de partitions d’un ensemble den éléments enj
blocs,n, j ≥ 1. 2

Preuve.De la relation (6.69), nous avonsB(x, t) = t+ exp(xBk−1(x, t)) − 1. Alors,
on en déduit

xBk−1(x, t) = x(t+ exp(xBk−1(x, t)) − 1)k−1.

On poseB(x, t) = xBk−1(x, t). Alors, la sérieB(x, t) satisfait l’équation fonction-
nelleB(x, t) = xR(B(x, t)), oùR(y) = (t+ exp(y) − 1)k−1. De plus,

B(x, t) =

(B(x, t)

x

) 1
k−1

. (6.74)

Alors, la version composée de l’inversion de Lagrange, apliquée à (6.74) conduit à
(6.72). Pour établir maintenant (6.73), nous appliquons la même méthode, mais en
utilisant la relation bien connue suivante

(ex − 1)j

j!
=
∑

n≥j

S(n, j)
xn

n!
,
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voir (Comtet, 70) page 63.

On établit alors de façon directe, des expressions poura→n,ℓ.

Corollaire 6.5.3 Le nombrea→n,ℓ deBw-structuresétiquet́ees surn k-gones posśedant

un ṕerimètre deℓ, pour (k − 2)n+ 1 ≤ ℓ ≤ (k − 1)n (un poids detℓ), est donńe par

a→n,ℓ =
n!

m

∑

i+j=m−ℓ

(−1)jin
(

m

ℓ, i, j

)
(6.75)

=
(m− 1)!

ℓ!
S(n,m− ℓ), (6.76)

oùm = (k − 1)n+ 1 est le nombre d’ar̂etes. 2

Remarque 6.5.4On peut donner une preuve bijective de la formule (6.76) en adaptant
la correspondance de Prüfer comme suit. On sait que le nombre total dea→-structures,
c’est-̀a-dire de2-arbresk-gonaux point́es en une ar̂ete orient́ee, sur un ensemble den
k-gones, est donné par

a→n (1) = mn−1. (6.77)

où m = n(k − 1) + 1 est le nombre d’ar̂etes. Étant donńee unea→-structureα
sur [n], on étiquette0 l’ar ête point́ee et pour toutk-goneétiquet́e j deα, on étiquette
j1, j2, . . . , jk−1 ses ar̂etes dans l’ordre circulaire,̀a partir de (et excluant) celle qui rat-
tache lek-gone au2-arbre en direction de la racine. Toutes les arêtes deα se retrouvent
ainsi étiquet́ees dans un ensembleM . Une suite d’́eléments deM de longueurn − 1
est alors construite ŕecursivement eńemondant lek-gone de plus petitéetiquette parmi
lesk-gones pendants et en notantà quelle ar̂ete il était attach́e. Ceci est la bijection
recherch́ee,établissant(6.77). On remarque de plus que l’image de la suite construite
est pŕeciśement l’ensemble des arêtes internes deα, au d́etail suivant pr̀es : l’arête
interne racine, d’étiquette0, apparâıt dans l’image seulement si son degré est≥ 2.
On doit donc pŕevoir aussi le cas òu elle est de degré 1. La bijection montre donc
également que

a→n,ℓ =

(
m− 1

ℓ

)
(surj(n− 1,m− ℓ− 1) + surj(n− 1,m− ℓ)) , (6.78)

où le coefficient binomial correspond au choix des arêtes internes et òu surj(n, h)
désigne le nombre de suites surjectives de longueurn dans un ensemble deh éléments.
Un simple calcul montre que(6.76)estéquivalentèa (6.78), sachant quesurj(n, h) =
h!S(n, h) et que

S(n, h) = S(n− 1, h− 1) + hS(n− 1, h).

De plus, on voit que les nombresa→(1)
n,ℓ et a→(2)

n,ℓ deBw-structuresétiquet́ees surn
triangles, ayantℓ arêtes externes, et dont l’arête point́ee est de degré d = 1 et d ≥ 2,
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respectivement, sont donnés par

a
→(1)
n,ℓ =

(
m− 1

ℓ

)
surj(n− 1,m− ℓ− 1) =

(m− 1)!

ℓ!
S(n− 1,m− ℓ− 1), (6.79)

a
→(2)
n,ℓ =

(
m− 1

ℓ

)
surj(n− 1,m− ℓ) = (m− ℓ)

(m− 1)!

ℓ!
S(n− 1,m− ℓ). (6.80)

De plus, nous remarquons que, lorsquek = 3, ℓ = n + 1 représente le périmètre
minimal, eta→n,n+1 = n!cn, où lescn désignent les nombres de Catalan, puisque,
dans ce cas, lesBw-structures obtenues sont exterplanaires; voir (Labelle,Lamathe et
Leroux, 03) et chapitre 4. De plus, pour unk général,a→n,(k−2)n+1 = n!Ck,n, oùCk,n =
1
n

(n(k−1)
n−1

)
sont les nombres de Catalan généralisés; voir (Lamathe,en préparation).

Comme dans le cas non pondéré, on ne peut obtenir de formules explicites pour les
nombresbn,ℓ. Il en va de même pour les polynômesbn(t). Toutefois, nous proposons
des formules de récurrence.

Proposition 6.5.5 Les polyn̂omesbn(t), n ≥ 1, satisfont la ŕecurrence suivante :

b0(t) = t,

(6.81)

bn(t) =
1

n



∑

d|n

d · b(k−1)
d−1 (t

n
d ) +

n−1∑

i=1



∑

d|i

d · b(k−1)
d−1 (t

i
d )


 bn−i(t)


,

où les sommations sont prises sur les entiersi, d ≥ 1, et òu

b(k−1)
n (t) = [xn]B̃k−1(x, t) =

∑

i1+i2+···+ik−1=n

bi1(t)bi2(t) . . . bik−1
(t). (6.82)

Preuve.On établit la récurrence (6.81) en prenant la dérivée logarithmique (par rapport
àx) de l’expression

B̃(x, t) = t+ exp



∑

i≥1

1

i
xiB̃k−1(xi, ti)


− 1,

obtenue à partir de la relation (6.69) par passage aux séries génératrices tildes.

Le résultat suivant découle immédiatement du précédent.
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Corollaire 6.5.6 Le nombrebn,ℓ deBw-structures nońetiquet́ees surn k-gones posśe-
dant un ṕerimètre deℓ satisfait la ŕecurrence suivante

b0,ℓ = δ1,ℓ, bn,ℓ =
1

n
ωn,ℓ +

1

n

∑

ν+µ=n
ν,µ≥1

∑

p+q=ℓ
p,q≥1

ων,p · bµ,q, (6.83)

où δi,j désigne le symbole de Kronecker et

ωn,ℓ =
∑

d|(n,ℓ)

n

d
b
(k−1)
n
d
−1, ℓ

d

. (6.84)

2

Comme pour le cas non pondéré, nous exprimons les espècespointées pondérées du
théorème de dissymétrie en fonction de l’espèceBw. On commence par le cas orienté,
plus simple.

6.5.2 Cas orient́e

On désigne para−
w = (aw)−, a⋄

w = (aw)⋄, a⋄
w = (aw)⋄, eta−

o,w = (ao,w)−, a⋄
o,w =

(ao,w)⋄, a⋄
o,w = (ao,w)⋄, oùw est définie par (6.68). En particulier, on aa−

o,w 6= Bw.
Le théorème de dissymétrie reste valide dans le contextepondéré, pour les cas orienté
et non orienté :

a−
o,w + a⋄

o,w = ao,w + a⋄
o,w, (6.85)

a−
w + a⋄

w = aw + a⋄
w. (6.86)

Nous devons alors exprimer ces espèces en termes de l’espèce pondérée de baseBw.
Le passage au cas pondéré étant simple, la preuve de la proposition suivante est omise.

Proposition 6.5.7 Les esp̀eces point́ees pond́eréesa−
o,w, a⋄

o,w et a⋄
o,w sont caract́eri-

sées par

a−
o,w = Bw + (t− 1)XBk−1

w , (6.87)

a⋄
o,w = XCk(Bw), (6.88)

a⋄
o,w = XBk

w, (6.89)

oùBw = a→
w etCk est l’esp̀ece des cycles (orientés) de taillek. 2

On déduit ainsi facilement les séries génératrices associées à ces trois espèces,

a−
o (x, t) = B(x, t) + (t− 1)xBk−1(x, t), (6.90)
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et

ã−
o (x, t) = B̃(x, t) + (t− 1)xB̃k−1(x, t), (6.91)

ã⋄
o(x, t) =

x

k

∑

d|k

φ(d)B̃
k
d (xd, td), (6.92)

ã⋄
o(x, t) = x(B̃k(x, t) + (t− 1)B̃k−1(x, t)), (6.93)

expressions à partir desquelles il vient

a−o,n(t) = n![xn]a−
o (x, t) = a→n (t) + (t− 1)na

→ (k−1)
n−1 (t), (6.94)

et, en utilisant le théorème de dissymétrie,

ão(x, t) = B̃(x, t) +
x

k

∑

d|k

φ(d)B̃
k
d (xd, td)

− xB̃k(x, t) + (t− 1)xB̃k−1(x, t). (6.95)

On a donc obtenu :

Proposition 6.5.8 On a, pourn ≥ 2,

ao,n(t) =
a−o,n(t)

m
, (6.96)

ão,n(t) = [xn]ão(x, t) (6.97)

= bn(t) − b
(k)
n−1(t) +

1

k

∑

d|k
d≥1

φ(d)b
(k

d
)

n−1
d

(td)

+ (t− 1)b
(k−1)
n−1 (t), (6.98)

oùm = (k − 1)n + 1 donne le nombre d’arêtes etb(i)n (t) est d́efini par(6.82). 2

Pour le dénombrement étiqueté, on obtient directement,à partir de (6.79) et (6.80),

a−o (n, ℓ) = a
→(1)
n,ℓ−1 + a

→(2)
n,ℓ =

m!

ℓ!
S(n− 1,m− ℓ), (6.99)

oùm = (k − 1)n + 1 est le nombre d’arêtes.

Corollaire 6.5.9 Les nombresao(n, ℓ) et ão(n, ℓ) de 2-arbresk-gonaux orient́es éti-
quet́es et nonétiquet́es, respectivement, surn k-gones posśedant un ṕerimètre deℓ,
sont donńes par

ao(n, ℓ) =
1

m
a−o (n, ℓ) =

(m− 1)!

ℓ!
S(n− 1,m− ℓ), (6.100)

ão(n, ℓ) = bn,ℓ − b
(k)
n−1,ℓ +

1

k

∑

d|(k,ℓ)

φ(d)b
(k

d
)

n−1
d
, ℓ
d

+ b
(k−1)
n−1,ℓ−1 − b

(k−1)
n−1,ℓ. (6.101)

2
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6.5.3 Cas non orient́e

Comme dans le cas non pondéré, les espèces non orientéesliées aux2-arbresk-gonaux
peuvent être exprimées comme espèces quotient, de la manière suivante, où les nota-
tions utilisées sont évidentes :

a−
w =

a−
o,w

Z2
, a⋄

w =
a⋄
o,w

Z2
, a⋄

w =
a⋄
o,w

Z2
. (6.102)

Dans ce cas-ci, on traite également deux cas séparément selon la parité dek.

• k impair .

Lorsquek est impair, on étend assez directement les résultats précédents. Par exemple,
on obtient le nombrean,ℓ de2-arbresk-gonaux étiquetés surn k-gones possédant un
périmètre deℓ,

a(n, ℓ) =





1
2(ao(n, ℓ) + 1), si ℓ = (k − 1)n,

1
2ao(n, ℓ), sinon,

(6.103)

étant donné que le seul2-arbrek-gonal (k impair) étiqueté laissé fixe par changement
d’orientation, pour un nombre de polygones et un périmètre donnés, est celui dans
lequel tous les polygones partagent une arête commune, ayant ainsi (k − 1)n arêtes
externes. Un tel2-arbre est ditτ -syḿetrique. Donc, le polynômean(t), donnant le
dénombrement pondéré des2-arbresk-gonaux étiquetés, possède l’expression suiv-
ante :

an(t) =
∑

an,ℓ t
ℓ =

1

2
(ao,n(t) + t(k−1)n). (6.104)

Pour le dénombrement non étiqueté, on peut voir que les espècesa−
w , a⋄

w eta⋄
w satisfont

les expressions suivantes en termes des espèces quotient pondéréesQw, Sw etUw, que
nous avons adaptées à partir de la section 4.1 :

a−
w = Qw(X,B

k−1
2

w ), (6.105)

a⋄
w = X · Sw(X,B

k−1
2

w ), (6.106)

a⋄
w = X · Uw(X,B

k−1
2

w ), (6.107)

avec

Qw(X,Y ) =
(
t+ tXY 2 + E≥2(XY

2)
)
/Z2, (6.108)

Sw(X,Y ) = Ck(t+E+(XY 2))/Z2, (6.109)

Uw(X,Y ) =
(
(t+ E+(XY 2))k

)
/Z2, (6.110)
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oùE≥2 représente l’espèce des ensembles de cardinal au moins 2.Les séries indicatri-
ces de cycles de ces espèces sont données par

ZQw =
1

2
(ZEw(XY 2) + qw), (6.111)

ZSw =
1

2

(
ZCk(t+E+(XY 2)) + qw · (p2 ◦ (t+ ZE+(XY 2))

k−1
2 )
)
, (6.112)

ZUw =
1

2

(
Z(t+E+(XY 2))k + qw · (p2 ◦ (t+ ZE+(XY 2))

k−1
2 )
)
, (6.113)

où qw(x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .) = (t − 1)(1 + x1y2) + h ◦ (x1y2 + p2 ◦ (x1
y21−y2

2 )) =
q + (t− 1)(1 + x1y2), h étant la fonction symétrique homogène,pi, i ≥ 1, désigne la
iième somme de puissances, et

Ew(XY 2) = t+ tXY 2 + E≥2(XY
2) = E(XY 2) + (t− 1)(1 +XY 2).

Une nouvelle application du théorème de dissymétrie donne la série génératrice tilde
des2-arbresk-gonaux pondérés par leur périmètre.

Proposition 6.5.10 La śerie ǵeńeratrice tilde des2-arbres k-gonaux nonétiquet́es
pond́erés par leur ṕerimètre est donńee par :

ã(x, t) =
1

2

(
ão(x, t) + qw[x, B̃

k−1
2 (x, t)] + (t− 1)(1 + xB̃

k−2
2 (x2, t2)

)
, (6.114)

où
qw[x, B̃

k−1
2 (x, t)] := qw(x, x2, . . . ; B̃

k−1
2 (x, t), B̃

k−1
2 (x2, t2), . . .).

2

Corollaire 6.5.11 Pour k ≥ 3, un entier impair, le polyn̂omeãn(t) donnant l’́enuḿe-
ration pond́erée des2-arbresk-gonaux (k impair) ayantn k-gones satisfait la ŕecur-
rence suivante :

ãn(t) =
1

2n

n∑

j=1

(∑

l|j

lωl(t)

)(
ãn−j(t) −

1

2
c̃n−j(t)

)

+
1

2
ão,n(t) +

1

2
(t− 1)̃b

(k−2
2

)
n−1

2

(t2), (6.115)

avecã0(t) = t et, pour toutn ≥ 1,

ωn = 2b
(k−1

2
)

n−1
2

(t2) + b
(k−1)
n−2

2

(t2) − b
(k−1

2
)

n−2
4

(t4), (6.116)

c̃n(t) = ão,n(t) + (t− 1)

(
χ(n = 0) + b

(k−2
2

)
n−1

2

(t2)

)
, (6.117)

b
(j)
i (t) est d́efini par(6.82)etχ(n = 0) vaut1 si n = 0 et0 autrement.
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Preuve.Passant au niveau des séries tildes à partir de l’équation (6.114), il vient

ã(x, t)

=
1

2

(
ão(x, t) + (t− 1)(1 + xB̃

k−1
2 (x2, t2))

+ exp(
∑

i≥1

1

2i
(2xiB̃

k−1
2 (x2i, t2i) + x2iB̃k−1(x2i, t2i) − xiB̃

k−1
2 (x4i, t4i)))

)
.

Maintenant, en prenantx fois la dérivée logarithmique de la dernière relation, on obtient
le résultat annoncé.

• k pair .

A l’image du cas non pondéré, lorsquek est un entier pair, les2-arbresk-gonaux ori-
entés étiquetés invariants par changement d’orientation s’obtiennent à partir des arbres
ordinaires étiquetés aux arêtes. Remarquons que si l’arbre possèdeh feuilles, alors le
2-arbre ainsi obtenu possèden(k − 2) + h arètes externes. Pour obtenir le nombre
α(n, h) d’arbres étiquetés aux arêtes avecn arêtes etm := n + 1 sommets, donth
feuilles, on peut appliquer la formule (6.100) aveck = 2 et ℓ = h, ce qui donne

α(n, h) =
n!

h!
S(n − 1, n − h+ 1). (6.118)

Cette formule est cohérente avec le dénombrement des arbres étiquetés aux sommets,
avecm sommets, donth feuilles, donné dans Moon (Moon, J. W., 69). On obtient
donc :

Proposition 6.5.12 Soitn ≥ 2, h un entier compris entre2 etn, etℓ = n(k − 2) + h.
Alors le nombrea(n, ℓ) de2-arbresk-gonauxétiquet́es surn k-gones de ṕerimètre ℓ,
est donńe par

a(n, ℓ)

=
1

2
(ao(n, ℓ) + α(n, h))

=
1

2

(
(m− 1)!

ℓ!
S(n− 1,m− ℓ) +

n!

h!
S(n − 1, n − h+ 1)

)
. (6.119)

2

Pour le cas non étiqueté, il nous suffit d’adapter toutes les espèces introduites en sec-
tion 6.6 dans le contexte pondéré. Ceci est facile à fairecomme suit, où l’indicew
indique que l’espèce considérée est pondérée selon lepérimètre de ses structures. No-
tons également que l’espèceaS,w est par définition une sous-espèce dea−

o,w. On a
donc :
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ãS(x, t) =

(
E(PTS,w+PM,w+PAL,w)+(t−1)(1+PTS,w+PM,w)

)∼

(x), (6.120)

où

aTS,w = t+ t · PTS,w + E≥2(PTS,w) (6.121)

= (t− 1)(1 + PTS,w) + E(PTS,w), (6.122)

PTS,w = X ·X2
= < B

k−2
2 > · (aTS,w + (1 − t)PTS,w) , (6.123)

PAL,w = Φ2 < XBk−1
w − (PTS,w + PM,w) >, (6.124)

PM,w = X ·X2
= < B

k−2
2 > · (aS,w + (1 − t)PM,w − aTS,w) . (6.125)

On en déduit

ãS(x, t) = exp(
∑

i≥1

1

i
(P̃TS(xi, ti) + P̃M(xi, ti) + P̃AL(xi, ti)))

+ (t− 1)(1 + P̃TS(x, t) + P̃M(x, t)), (6.126)

avec

ãTS(x, t) = (t− 1)(1 + P̃TS(x, t)) + exp



∑

i≥1

1

i
P̃TS(xi, ti)


 , (6.127)

P̃TS(x, t) = xB̃
k−2
2 (x2, t2)

(
ãTS(x, t) + (1 − t)P̃TS(x, t)

)
, (6.128)

P̃AL(x, t) =
1

2
(x2B̃k−1(x2, t2) − P̃TS(x2, t2) − P̃M(x2, t2)), (6.129)

et

P̃M(x, t) =

(
XX2

= < B
k−2
2

w > ·(aTS,w + (1 − t)(1 + PTS,w)) ·

·E+(PAL,w + PM,w)

)∼

(x)

= xB̃
k−2
2 (x2, t2)

(
ãS(x, t) + (1 − t)P̃M(x, t) − ãTS(x, t)

)
. (6.130)

Il devient ainsi possible de calculer les séries génératrices tildes associées aux espèces
données par (6.102) :

ã−
o,τ (x, t) = ãS(x, t),

ã⋄
o,τ (x, t) = x

(
ãS(x, t) + (1 − t)(P̃TS(x, t) + P̃M(x, t)

)2
· B̃ k−2

2 (x2, t2),

ã⋄
o,τ (x, t) =

x

2

(
ãS(x, t) + (1 − t)(P̃TS(x, t) + P̃M(x, t)

)2
· B̃ k−2

2 (x2, t2)

+
x

2
B̃

k
2 (x2, t2).
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Finalement, nous obtenons

ã(x, t)

=
1

2
ão(x, t) +

1

2
ãS(x, t) +

x

4
B̃

k
2 (x2, t2)

− x

4

(
ãS(x, t) + (1 − t)(P̃TS(x, t) + P̃M(x, t)

)2
· B̃ k−2

2 (x2, t2). (6.131)

6.6 Dénombrement asymptotique

Grâce au théorème de dissymétrie et aux diverses équations combinatoires qui lui sont
rattachées, le dénombrement asymptotique des2-arbresk-gonaux, étiquetés et non
étiquetés, dépend essentiellement du dénombrement asymptotique desB-structures,
oùB est l’espèce de base caractérisée par l’équation fonctionnelle (6.3). Dans le cas
étiqueté, les résultats asymptotiques sont triviaux car nous disposons des formules ex-
plicites simples (6.7), (6.23) et (6.28). Le cas non étiqueté est plus délicat et nécessite
d’utiliser la relation (6.12) que satisfait la série gén´eratrice tildeB̃(x).

On doit d’abord prouver le résultat suivant, qui est une conséquence du théorème clas-
sique de Bender (voir (Bender, 74)). Noter que l’on s’inspire ici encore de l’approche
de (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02), pour les2-arbres classiques.

Proposition 6.6.1 Soientp = k − 1 et B̃(x) =
∑
bn(p)x

n. Alors, il existe des con-
stantesαp etβp telles que

bn(p) ∼ αpβ
n
p n

−3/2, lorsquen→ ∞. (6.132)

De plus,

αp = α(ξp) =
1√
2π

1

p
1+ 1

p

ξ
− 1

p
p

(
1 +

pξpω
′
(ξp)

ω(ξp)

) 1
2

, (6.133)

et

βp =
1

ξp
, (6.134)

où ξp est la plus petite racine de l’équation

ξ =
1

ep
ω−p(ξ), (6.135)

ω(x) étant la śerie donńee par

ω(x) = e
1
2
x2bp(x2)+ 1

3
x3bp(x3)+···. (6.136)

Preuve. Écrivons, pour simplifierb(x) = B̃(x). Alors, grâce à (6.12),y = b(x)
satisfait la relation

y = exy
p
ω(x), où ω(x) = e

1
2
x2bp(x2)+ 1

3
x3bp(x3)+···. (6.137)
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Par le théorème de Bender, appliqué à la fonctionf(x, y) = y − exy
p
ω(x), il faut que

nous trouvions la solution(ξp, τp) du système

f(x, y) = 0 et fy(x, y) = 0. (6.138)

Il est équivalent de dire queξp est une solution de (6.135) et quepξpτ
p
p = 1.

Puisquefyy(ξp, τp) 6= 0, ξp est une singularité algébrique d’ordre deux de la sérieb(x)
et, pourx procheξp, nous trouvons une expression de la forme

b(x) = τp.0 + τp.1(1 − x

ξp
)

1
2 + τp,2(1 − x

ξp
) + τp.3(1 − x

ξp
)

3
2 + · · · , (6.139)

où

τp,0 = τp = b(ξp) =

(
1

pξp

) 1
p

, (6.140)

τp,1 = −
√

2

p1+ 1
p

ξ
− 1

p
p

(
1 +

pξpω
′
(ξp)

ω(ξp)

) 1
2

, (6.141)

τp,2 =
1

3p
2+ 1

p

ξ
− 1

p
p

(
(2p + 3) − p(p− 3)

ξpω
′
(ξp)

ω(ξp)

)
. (6.142)

La formule asymptotique (6.132) avecαp etβp donnée par (6.133) et (6.134), suit alors
du fait que le terme dominant du comportement asymptotique des coefficientsbn(p) de

xn dans (6.139) dépend uniquement du termeτp,1(1 − x
ξp

)
1
2 dans (6.139), et est donné

par

bn(p) ∼
(1

2

n

)
τp,1(−1)n

1

ξnp
∼ αpβ

n
p n

− 3
2 quand n→ ∞. (6.143)

Notons queξp est le rayon de convergence deb(x) et que le rayon de convergence de
ω(x) est

√
ξp. On peut montrer que0 < ξp <

√
ξp < 1. Cela permet de calculer des

approximations numériques deξp, pourp fixé, par itération, en utilisant(6.135), et des
approximations polynomiales (tronquées) convenables.

Nous proposons maintenant le résultat principal de cette section.

Proposition 6.6.2 Soit p = k − 1. Alors, le nombrẽan de 2-arbresk-gonaux surn
k-gones nońetiquet́es satisfait

ãn ∼ 1

2
ão,n, n→ ∞, (6.144)

où ão,n est le nombre de2-arbresk-gonaux orient́es surn polygones nońetiquet́es. De
plus,

ão,n ∼ αpβ
n
p n

−5/2, n→ ∞, (6.145)
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où

αp = 2πp1+ 2
p ξ

2
p
p α

3
p (6.146)

=
1√
2π

1

p
2+ 1

p

ξ
− 1

p
p

(
1 + p

ω
′
(ξp)

ω(ξp)

)3
2

, (6.147)

etβp = 1
ξp

est la m̂eme constante de croissance qu’à la proposition 6.6.1.

Preuve. La formule asymptotique (6.145) suit en remarquant que la rayon de conver-
gence,ξp, de la sériẽa(x), donnée par (6.38) pour les valeurs impaires dek et par
(6.66) pour les valeurs paires, égale celui du terme dominant 1

2ão(x). Cela provient du
fait, que l’on peut facilement vérifier, que tous les termesde (6.38) et (6.66), hormis
le terme1

2 ão(x), possèdent un rayon de convergence supérieur ou égal à
√
ξp > ξp.

Pour établir (6.145), remarquons tout d’abord que, grâceà l’équation (6.22), le rayon
de convergence dẽao(x) est égal au rayon de convergence,ξp, de

b(x) − k − 1

k
xbk(x), (6.148)

où b(x) = B̃(x) et k = p + 1. Cela implique que le comportement asymptotique
des coefficients̃ao,n de ão(x) est entièrement déterminé par celui de (6.148). Alors,
en substituant (6.139) dans (6.148) et en utilisant (6.142), on obtient le développement
suivant

b(x) − k − 1

k
xbk(x) = τp,0 + τp,1

(
1 − x

ξp

) 1
2

+ τp,2

(
1 − x

ξp

)

+ τp,3

(
1 − x

ξp

) 3
2

+ · · · , (6.149)

où

τp,0 =
p

p+ 1
τp,0, (6.150)

τp,1 = 0, (6.151)

τp,2 = −1

2

p(p+ 1)τ2
p,1 − 2τ2

p,0

(p + 1)τp,0
, (6.152)

τp,3 = −1

6

τp,1(6pτp,0τp,2 + p(p− 1)τ2
p,1 − 6τ2

p,0)

τ2
p,0

(6.153)

= −p
3

τ3
p,1

τ2
p,0

. (6.154)

On en déduit que le terme dominant du comportement asymptotique des coefficients

ãn,o dexn dansão(x), dépend uniquement du termeτp,3
(
1 − x

ξp

) 3
2

de (6.149) et est
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donné par

ãn,o ∼
(3

2

n

)
τp,3(−1)n

1

ξnp
∼ αpβpn

− 5
2 , lorsquen→ ∞. (6.155)

On montre alors queαp est bien donné par (6.146) et (6.147), par des calculs utilisant
les relations (6.154), (6.140) et (6.141).

Le résultat final de cette section propose une formule explicite, en termes de partages
d’entiers, pour le rayon de convergenceξp commun aux séries̃B(x), ã(x) et ão(x),
à partir de laquelle on déduit la constante de croissanceβp = 1

ξp
. On utilise ici des

notations spéciales. Siλ = (λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λν) est un partage d’un entiern enν
parts, alors, on écritλ ⊢ n, n = |λ|, ν = l(λ), etmi(λ) = |{j : λj = i}| représente le
nombre de parts de taillei dansλ. De plus, posons

σi(λ) =
∑

d|i

dmd(λ), σ∗i (λ) =
∑

d|i,d<i

dmd(λ), (6.156)

λ̂ = 1 + |λ| + l(λ), ẑ(λ) = 2m1(λ)m1(λ)!3m2(λ)m2(λ)! . . . . (6.157)

Proposition 6.6.3 Nous disposons du développement convergent suivant

ξp =

∞∑

n=1

cn
pn
, (6.158)

où les coefficientscn sont des constantes indépendantes dep, donńees explicitement
par

cn =
∑

λ⊢n

e−
bλ

λ̂ẑ(λ)

∏

i≥1

(σi(λ) − λ̂)mi(λ)−1(σ∗i (λ) − λ̂), (6.159)

où λ parcourt l’ensemble des partages d’entiersn.

Preuve.On établit les formules explicites (6.158) et (6.159) en appliquant d’abord une
inversion de Lagrange à l’équationξ = zR(ξ) oùz = 1

ep etR(t) = ω−p(t). On obtient
ainsi

ξp = ξ =
∑

n≥1

γn

(
1

ep

)n
, et γn =

1

n
[tn−1]ω−np(t). (6.160)

Ensuite, pour évaluer explicitementω−np(x), on utilise la version de l’inversion de
Lagrange de Labelle (Labelle, G., 86) adaptée au contexte des séries indicatrices de
cycles. Il vient

ωp(x) = exp(
1

2
px2bp(x2) +

1

3
px3bp(x3) + · · ·) (6.161)

= exp(
1

2
px2 +

1

3
px3 + · · ·) ◦ ZXBp(X)

∣∣∣∣
xi:=xi

. (6.162)
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Utilisant maintenant (6.5), on écritXBp(X) = A(pX)
p . Cela mène à

ωp(x) = exp(
1

2
px2 +

1

3
px3 + · · ·) ◦ ZA(px1, px2, . . .)

p

∣∣∣∣
xi:=xi

, (6.163)

et nous obtenons

ω−np(x) = exp(−n
2
px2 −

n

3
px3 − · · ·) ◦

(
1

p
ZA(px1, px2, . . .)

) ∣∣∣∣
xi:=xi

(6.164)

= exp(−n
2
x2 −

n

3
x3 − · · ·) ◦ ZA(x1, x2, . . .)

∣∣∣∣
xi:=pxi

. (6.165)

Alors, en utilisant la version de Labelle de l’inversion de Lagrange, nous avons, pour
toute série indicatrice de cyclesg(x1, x2, . . .),

[xn1
1 xn2

2 . . .] g ◦ ZA(x1, x2, . . .) = [tn1
1 tn2

2 . . .]g(t1, t2, . . .)
∞∏

i=1

(1 − ti) exp(ni(ti +
1

2
t2i + · · ·)), (6.166)

et
∞∏

j=1

exp(nj(tj +
1

2
t2j + · · ·)) =

∞∏

i=1

exp(
∑

d|i

dnd
ti
i
). (6.167)

En prenantg(x1, x2, . . .) = exp(−ν
2px2 − ν

3px3 − · · ·), on obtient, après calculs

[xn1
1 xn2

2 . . .]
(
exp(−ν

2
x2 −

ν

3
x3 − · · ·) ◦ ZA

)

=





0 si n1 > 0,



∏

i≥2

(−ν +
∑

d|i

dnd)
ni−1(−ν +

∑

d|i,d<i

dnd)

2n2n2!3
n3n3! . . .


 si n1 = 0.

(6.168)

En faisant la substitutionxi := pxi, pouri = 1, 2, 3, . . ., il vient

ω−νp(x)

=
∑

n≥0




∑

2n2+3n3+···=n

pn2+n3+···

∏

i≥2

(−ν +
∑

d|i

dnd)
ni−1(−ν +

∑

d|i,d<i

dnd)

2n2n2!3n3n3! . . .


xn.
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Cela implique, en posantν = n et en utilisant (6.160), que

ξp =
∑

n≥1

1

n

(
∑

2n2+3n3+···=n−1

(

(pn2+n3+···)

∏

i≥2

(1 − n+
∑

d|i

dnd)
ni−1(1 − n+

∑

d|i,d<i

dnd)

2n2n2!3n3n3! . . .

))(
1

ep

)n

=
∑

n≥1

cn
pn
,

où les coefficientscn, n ≥ 1, sont donnés par (6.159).

Le tableau C.1, en annexe, donne à 20 décimales près, les constantesξp, αp, αp et
βp = 1

ξp
pourp = 1, . . . , 5. Le tableau C.2 donne quant à lui les valeurs exactes des

nombres̃an, pour k allant de2 à 12 et pourn = 0, 1, . . . 20, de 2-arbresk-gonaux
non étiquetés surn k-gones. Nous donnons ici les premières valeurs des constantes
universellescn apparaissant dans (6.158), pourn = 1, . . . , 5 :

c1 =
1

e
= 0.36787944117144232160,

c2 = −1

2

1

e3
= −0.02489353418393197149,

c3 =
1

8

1

e5
− 1

3

1

e4
= −0.00526296958802571004, (6.169)

c4 = − 1

48

1

e7
+

1

e6
− 1

4

1

e5
= 0.00077526788594593923,

c5 =
1

384

1

e9
− 4

3

1

e8
+

49

72

1

e7
− 1

5

1

e6
= 0.00032212622183609932.

Remarque 6.6.4 Il est à noter que tous les calculs de cette section restent valides
lorsquek = 2 (p = 1), correspondant au cas des arborescences classiques. Dansce
cas, la constante de croissanceβ = β1, de (6.132), est connue sous le nom de constante
d’Otter (voir (Otter, 48)). De plus, cette constante prend la forme expliciteβ = 1

ξ1
,

avec
ξ1 =

∑

n≥1

cn. (6.170)

Finalement, lorsquek = 3, nous retrouvons les résultats asymptotiques de Fowler etal.
dans (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02).



Conclusion

L’essentiel des résultats de cette thèse a été obtenu via la théorie des espèces. Nous
avons d’ailleurs utilisé les développements récents decette théorie sur les espèces
quotients. Cette théorie offre en effet un cadre mathématique solide et complet pour
les problèmes relatifs à la combinatoire énumérative des structures discrètes arbores-
centes. Nous avons contribué à ce domaine en introduisantune nouvelle série formelle,
la série d’asymétrie translatée, pour tenir compte de lasubstitution d’espèces à terme
constant non nul, dans le cadre du dénombrement de structures discrètes asymétriques.
Cette série et les résultats qui l’accompagnent établissent les bases de l’étude des sous-
structures asymétriques, structures partiellement étiquetées sans symétrie.

Nous avons également prolongé l’approche de Fowler et al.(Fowler et al., 00; Fowler
et al., 02), basée sur un théorème de dissymétrie pour les 2-arbres, pour étudier di-
verses spécialisations des2-arbres : spécialisations topologiques avec les2-arbres ex-
terplanaires (2-arbres plongeables dans le plan de sorte que les faces soient des trian-
gles) et les2-arbres solides (2-arbres plongés dans l’espace), ainsi qu’une généralisation
des2-arbres à la famille infinie de graphes simples, les2-arbresk-gonaux (2-arbres
dans lesquels les triangles sont remplacés par des polygones de taillek).

Pour la classification par rapport aux symétries des2-arbres exterplans, nous avons
introduit et étudié les propriétés de deux nouvelles espèces moléculaires à deux sortes,
P bic

4 (X,Y ) etP bic
6 (X,Y ), généralisant la famille d’espèces à une sorteP bic

2n , n ≥ 1,
des2n-gones bicolorés de J. Labelle (Labelle, J., 85). Nous avons notamment établi
deux formules d’addition nouvelles relatives à ces espèces, en utilisant une méthode
nouvelle de dérivation-intégration au niveau des espèces.

Lors du dénombrement non étiqueté des2-arbres solides et des2-arbresk-gonaux,
nous avons largement utilisé le concept d’espèces quotient en considérant le groupe
à deux élémentsZ2 = {1, τ}. Ce concept est puissant et a nécessité une analyse
précise des symétries des structures invariantes sous l’action deτ , à savoir, fixées par
changement d’orientation. Nous avons de plus remarqué queles2-arbres solides sont en
correspondance avec les cactus triangulaires plans pris àreflexion près. Dans un sens,
on peut considérer que les2-arbres solides forment un type de cartes topologiques.

En outre, nous avons proposé une approche de mécanique statistique à l’étude des2-
arbresk-gonaux en les énumérant selon leur périmètre. Une étude du comportement
asymptotique a également été réalisée dans le cas non ´etiqueté, en se basant sur le
théorème classique de Bender, outil fondamental d’analyse asymptotique.

Les sujets abordés dans cette thèse ouvrent de nombreux horizons de recherche. Le
premier axe de recherche possible consiste à généraliser les espècesP bic

4 (X,Y ) et
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P bic
6 (X,Y ) à la famille infinie desP bic

2n (X,Y ), n ≥ 2. Alors, en obtenant des formules
d’addition pour cette famille, nous pouvons proposer le développement moléculaire de
l’espèce des2-arbresk-gonaux exterplanaires. De la même façon, on peut également
généraliser les2-arbres solides en remplaçant les triangles par desk-gones. On pourra
ainsi les énumérer dans les cas étiqueté et non étiqueté, selon le nombre d’arêtes et la
distribution des degrés des arêtes.

De plus, on pourra obtenir le même type de résultats que pour les 2-arbres solides
et k-gonaux pour la classe desk-arbres. Lesk-arbres sont l’analogue des arbres en
dimensionk. On peut voir que ce sont des arbres bâtis à partir dek-simplexes, avec la
condition que les structures ne possèdent pas de cycle dek-simplexes. Lorsquek = 2,
on retrouve naturellement les2-arbres. On ne dispose à ce jour que de très peu de
résultats à propos du dénombrement desk-arbres. En fait, seule l’énumération dans le
cas étiqueté a été faite. Il est possible d’établir un théorème de dissymétrie pour lesk-
arbres et une généralisation des méthodes utilisées dans le cadre des2-arbres, pourrait
permettre de déduire le dénombrement non étiqueté desk-arbres.

Il existe également d’autres objets construits de façon similaire auxk-arbres. Ce sont
lesk-graphes d’arches. Ces objets sont définis de la façon récursive suivante, où l’on
considère, pour simplifier, que l’entierk vaut deux. Dans ce cas, on parle de graphes
d’arches. On commence avec une arête seule et on construit récursivement un graphe
d’arche en ajoutant, à chaque étape, un sommet que l’on joint avec deux sommets quel-
conques du graphe. La différence essentielle avec un2-arbre est que l’on n’impose pas
que les deux sommets que l’on relie au nouveau soient adjacents. La figure 6.12 donne
un exemple de graphes d’arches (k = 2). Un k-graphe d’arches s’obtient de façon
similaire en commençant avec unk-simplexe, et à chaque étape un nouveau sommet
est relié àk − 1 sommets du graphe, non nécessairement adjacents. Bruno Leclerc
(Leclerc, 02) a proposé le problème du dénombrement de ces objets. Aucun résultat

Figure 6.12Un graphe d’arche à 12 sommets

dans ce sens n’est publié. Cependant, j’ai déjà montré que le nombre dek-graphes
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d’arches étiquetés àn sommets est donné par

(
n

k

)n−k−1

; voir (Lamathe, 04). Ceci

s’obtient en adaptant la bijection de Prüfer pour les arbres (de Cayley). Notons que,
pourk = 1, lesk-graphes d’arches correspondent naturellement aux arbresclassiques
et on retrouve la formule de Cayley,nn−2 donnant le nombre d’arbres surn sommets
étiquetés.

Mentionnons également que T. Kloks (Kloks, 90; Kloks, 93) arésolu certains problè-
mes relatifs au dénombrement des2-arbres partiels 2-connexes,2-arbres dans lesquels
certaines arêtes ont été enlevées, sans toutefois briser la 2-connexité des structures.
Cela soulève des questions nouvelles, par exemple le dénombrement des2-arbres où la
taille des polygones peut varier.
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Appendice A

STATISTIQUES SUR LES ESPÈCES MOLÉCULAIRES

Tableau A.1
Espèces élémentaires et leurs séries indicatrices de cycles et d’asymétrie.

Espèces :F ZF ΓF

Ensembles :E exp(x1
1 + x2

2 + x3
3 + . . .) exp(x1

1 − x2
2 + x3

3 − . . .)

Listes :L (1 − x1)
−1 (1 − x1)

−1

Permutations :S
∏
k≥1(1 − xk)

−1 (1 − x2)(1 − x1)
−1

Cycles orientés :C −∑∞
k=1

φ(k)
k ln(1 − xk) −∑∞

k=1
µ(k)
k ln(1 − xk)
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Tableau A.2
Le triangle de PascalP pour les espèces moléculaires jusqu’au degré 4.

M\N
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X2 1 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E3 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C3 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
XE2 1 2 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X3 1 3 0 3 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E4 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E±

4 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E2(E2) 1 1 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
XE3 1 2 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
E2

2 1 2 2 1 0 0 2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
P bic

4 1 1 3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
C4 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
XC3 1 2 0 2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
X2E2 1 3 1 3 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
E2(X

2) 1 2 2 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

X4 1 4 0 6 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Tableau A.4
Séries indicatrices d’asymétrie classiques et translatées pour les espèces moléculaires
jusqu’au degré 4.

M ΓM ΓM,ξ

1 1 Γ1

X x1 ΓX

E2
1
2 (x2

1 − x2) ΓE2 + ξ2

X2 x2
1 ΓX2

ΓE3
1
6 (x3

1 − 3x1x2 + 2x3) ΓE3 + ξ2x1

C3
1
3 (x3

1 − x3) ΓC3 + ξ3

XE2
x1
2 (x2

1 − x2) ΓXE2 + ξ2x1

X3 x3
1 ΓX3

E4
x4
1

24 − x2
1x2

4 + x1x3
3 +

x2
2
8 − x4

4 ΓE4 + 1
2ξ2(x

2
1 − x2) + 1

2(ξ22 + ξ4)

E±
4

x4
1

12 − x1x3
3 − x2

2
4 + x4

2 ΓE±
4

+ ξ3x1 + 1
2(ξ22 − ξ4)

E2 ◦ E2
x4
1
8 − x2

1x2

4 − x2
2
8 + x4

2 ΓE2◦E2 + 1
2ξ2(x

2
1 − x2) + ξ22

XE3
x1
6 (x3

1 − 3x1x2 + 2x3) ΓXE3 + ξ2x
2
1

E2
2

1
4 (x2

1 − x2)
2 ΓE2

2
+ ξ2(x

2
1 − x2) + ξ22

P bic
4

x4
1
4 − 3

4x
2
2 + x4

2 ΓP bic
4

+ 1
2 (3ξ22 − ξ4)

C4
1
4 (x4

1 − x2
2) ΓC4 + 1

2(ξ22 + ξ4)

XC3
x1
3 (x3

1 − x3) ΓXC3 + ξ3x1

X2E2
x2
1
2 (x2

1 − x2) ΓX2E2
+ ξ2x

2
1

E2(X
2) 1

2 (x4
1 − x2

2) ΓE2(X2) + ξ22

X4 x4
1 ΓX4
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Appendice B

STATISTIQUES SUR LES 2-ARBRES SOLIDES

Tableau B.1
Nombre de2-arbres solides selon le nombre d’arêtes.

n ão,n B̃sym,n ãn

1 1 1 1
3 1 1 1
5 1 1 1
7 2 2 2
9 7 3 5
11 19 7 13
13 86 12 49
15 372 30 201
17 1825 55 940
19 9143 143 4643
21 47801 273 24037

Tableau B.2
Nombre de2-arbres solides selon la distribution des degrés des arêtes.

~n ão,~n B̃sym,~n ã~n

172131 2 0 1

182231 9 3 6

112213141 46 0 23

11051 3 1 2

1154151 2 0 1

1163251 17 5 11

1152271 34 0 17
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Appendice C

STATISTIQUES SUR LES 2-ARBRES K-GONAUX

Tableau C.1

Ce tableau donne à 12 décimales près les constantesξp, αp, αp et βp = 1
ξp

pourp =
1, . . . , 11.

p ξp αp αp βp

1 0.338321856899 1.300312124682 1.581185475409 2.955765285652
2 0.177099522303 0.349261381742 0.349261381742 5.646542616233
3 0.119674100436 0.191997258650 0.067390781222 8.356026879296
4 0.090334539604 0.131073637349 0.034020667269 11.069962877759
5 0.072539192528 0.099178841365 0.020427915489 13.785651110085
6 0.060597948397 0.079660456931 0.013601784466 16.502208844693
7 0.052031135998 0.066517090385 0.009699566188 19.219261329064
8 0.045585869619 0.057075912245 0.007262873797 21.936622211299
9 0.040561059517 0.049970993036 0.005640546218 24.654188324989
10 0.036533820306 0.044433135893 0.004506504206 27.371897918664
11 0.033233950789 0.039996691773 0.003682863427 30.089711763681

Tableau C.2

Ce tableau donne les valeurs exactes des nombres des nombresãn, pourk entre2 et12
et pourn = 0, 1, . . . 20, le nombre de2-arbresk-gonaux non étiquetés surn k-gones.

k = 2

1, 1, 1, 2, 3, 6, 11, 23, 47, 106, 235, 551, 1301, 3159, 7741, 19320, 48629, 123867, 317955,
823065, 2144505

k = 3

1, 1, 1, 2, 5, 12, 39, 136, 529, 2171, 9368, 41534, 188942, 874906, 4115060, 19602156,
94419351, 459183768, 2252217207, 11130545494, 55382155396

k = 4

1, 1, 1, 3, 8, 32, 141, 749, 4304, 26492, 169263, 1115015, 7507211, 51466500, 358100288,
2523472751, 17978488711, 129325796854, 938234533024,6858551493579,
50478955083341
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k = 5

1, 1, 1, 3, 11, 56, 359, 2597, 20386, 167819, 1429815, 12500748, 111595289, 1013544057,
9340950309, 87176935700, 822559721606,7836316493485, 75293711520236,
728968295958626,7105984356424859

k = 6

1, 1, 1, 4, 16, 103, 799, 7286, 71094, 729974, 7743818, 84307887, 937002302, 10595117272,
121568251909, 1412555701804, 16594126114458,196829590326284, 2354703777373055,
28385225424840078,344524656398655124

k = 7

1, 1, 1, 4, 20, 158, 1539, 16970, 199879, 2460350, 31266165, 407461893, 5420228329,
73352481577, 1007312969202,14008437540003, 196963172193733,2796235114720116,
40038505601111596,577693117173844307, 8392528734991449808

k = 8

1, 1, 1, 5, 26, 245, 2737, 35291, 483819, 6937913, 102666626, 1558022255, 24133790815,
380320794122, 6081804068869, 98490990290897,1612634990857755,
26660840123167203,444560998431678554, 7469779489114328514,
126375763235359105446

k = 9

1, 1, 1, 5, 32, 343, 4505, 66603, 1045335, 17115162, 289107854, 5007144433, 88516438360,
1591949961503,29053438148676, 536972307386326, 10034276171127780,
189331187319203010, 3603141751525175854, 69097496637591215442,
1334213677527481808220

k = 10

1, 1, 1, 6, 39, 482, 7053, 117399, 2070289, 38097139, 723169329, 14074851642,
279609377638, 5651139037570, 115901006038377, 2407291353219949,
50553753543016719,1071971262516091572,22926544048209731554,
494103705426160765546,10722146465907412669810

k = 11

1, 1, 1, 6, 46, 636, 10527, 194997, 3823327, 78118107, 1646300388, 35570427615,
784467060622, 17601062294302,400750115756742,9240636709048733,
215435023547580882, 5071520482516388865, 120417032326341878672,
2881134828445365441407, 69410468220307148620226

k = 12

1, 1, 1, 7, 55, 840, 15189, 309607, 6671842, 149850849, 3471296793, 82442359291,
1998559329142,49290785442796, 1233639304644946, 31268489727956101,
801335133177932829, 20736286803363051714,541224489038545084067,
14234799536039481373552,376974819516101224941091
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Tableaux C.3

Ces tableaux donnent les polynômesbn(t), pourn = 0, 1, . . . , 9 et pourk allant de2
à 9, des2-arbresk-gonaux pointés en une arête orientée pondérés (par leur périmètre)
non étiquetés surn k-gones.

k = 2

n bn(t)
0 t
1 t
2 t+ t2

3 t+ 2 t2 + t3

4 t+ 4 t2 + 3 t3 + t4

5 t+ 6 t2 + 8 t3 + 4 t4 + t5

6 t+ 9 t2 + 18 t3 + 14 t4 + 5 t5 + t6

7 t+ 12 t2 + 35 t3 + 39 t4 + 21 t5 + 6 t6 + t7

8 t+ 16 t2 + 62 t3 + 97 t4 + 72 t5 + 30 t6 + 7 t7 + t8

9 t+ 20 t2 + 103 t3 + 212 t4 + 214 t5 + 120 t6 + 40 t7 + 8 t8 + t9

k = 3

n bn(t)
0 t
1 t2

2 2 t3 + t4

3 5 t4 + 4 t5 + t6

4 14 t5 + 18 t6 + 6 t7 + t8

5 42 t6 + 72 t7 + 37 t8 + 8 t9 + t10

6 132 t7 + 291 t8 + 204 t9 + 64 t10 + 10 t11 + t12

7 429 t8 + 1152 t9 + 1048 t10 + 438 t11 + 97 t12 + 12 t13 + t14

8 1430 t9 + 4558 t10 + 5128 t11 + 2757 t12 + 804 t13 + 138 t14 + 14 t15 + t16

9 4862 t10 + 17944 t11 + 24249 t12 + 16108 t13 + 5981 t14 + 1332 t15 + 185 t16

+ 16 t17 + t18

k = 4

n bn(t)
0 t
1 t3

2 3 t5 + t6

3 12 t7 + 6 t8 + t9

4 55 t9 + 42 t10 + 9 t11 + t12

5 273 t11 + 274 t12 + 87 t13 + 12 t14 + t15

6 1428 t13 + 1806 t14 + 767 t15 + 150 t16 + 15 t17 + t18

7 7752 t15 + 11820 t16 + 6387 t17 + 1641 t18 + 228 t19 + 18 t20 + t21

8 43263 t17 + 77440 t18 + 51078 t19 + 16614 t20 + 3006 t21 + 324 t22 + 21 t23 + t24

9 246675 t19 + 507246 t20 + 396905 t21 + 157638 t22 + 35847 t23 + 4972 t24

+ 435 t25 + 24 t26 + t27
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k = 5

n bn(t)
0 t
1 t4

2 4 t7 + t8

3 22 t10 + 8 t11 + t12

4 140 t13 + 76 t14 + 12 t15 + t16

5 969 t16 + 688 t17 + 158 t18 + 16 t19 + t20

6 7084 t19 + 6290 t20 + 1916 t21 + 272 t22 + 20 t23 + t24

7 53820 t22 + 57376 t23 + 22064 t24 + 4092 t25 + 414 t26 + 24 t27 + t28

8 420732 t25 + 524412 t26 + 244840 t27 + 57113 t28 + 7488 t29 + 588 t30

+ 28 t31 + t32

9 3362260 t28 + 4799568 t29 + 2645854 t30 + 749908 t31 + 122908 t32

+ 12376 t33 + 790 t34 + 32 t35 + t36

k = 6

n bn(t)
0 t
1 t5

2 5 t9 + t10

3 35 t13 + 10 t14 + t15

4 285 t17 + 120 t18 + 15 t19 + t20

5 2530 t21 + 1390 t22 + 250 t23 + 20 t24 + t25

6 23751 t25 + 16255 t26 + 3860 t27 + 430 t28 + 25 t29 + t30

7 231880 t29 + 190106 t30 + 56755 t31 + 8235 t32 + 655 t33 + 30 t34 + t35

8 2330445 t33 + 2229120 t34 + 805621 t35 + 146510 t36 + 15060 t37

+ 930 t38 + 35 t39 + t40

9 23950355 t37 + 26193570 t38 + 11149900 t39 + 2457081 t40

+ 314810 t41 + 24880 t42 + 1250 t43 + 40 t44 + t45

k = 7

n bn(t)
0 t
1 t6

2 6 t11 + t12

3 51 t16 + 12 t17 + t18

4 506 t21 + 174 t22 + 18 t23 + t24

5 5481 t26 + 2456 t27 + 363 t28 + 24 t29 + t30

6 62832 t31 + 34989 t32 + 6808 t33 + 624 t34 + 30 t35 + t36

7 749398 t36 + 499188 t37 + 121800 t38 + 14514 t39 + 951 t40

+ 36 t41 + t42

8 9203634 t41 + 7143466 t42 + 2106138 t43 + 313872 t44 + 26532 t45

+ 1350 t46 + 42 t47 + t48

9 115607310 t46 + 102489288 t47 + 35536296 t48 + 6406278 t49

+ 673749 t50 + 43820 t51 + 1815 t52 + 48 t53 + t54
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k = 8

n bn(t)
0 t
1 t7

2 7 t13 + t14

3 70 t19 + 14 t20 + t21

4 819 t25 + 238 t26 + 21 t27 + t28

5 10472 t31 + 3962 t32 + 497 t33 + 28 t34 + t35

6 141778 t37 + 66556 t38 + 10969 t39 + 854 t40 + 35 t41 + t42

7 1997688 t43 + 1120658 t44 + 231203 t45 + 23373 t46 + 1302 t47

+ 42 t48 + t49

8 28989675 t49 + 18932368 t50 + 4713849 t51 + 595077 t52 + 42714 t53

+ 1848 t54 + 49 t55 + t56

9 430321633 t55 + 320771256 t56 + 93827895 t57 + 14311479 t58

+ 1276471 t59 + 70532 t60 + 2485 t61 + 56 t62 + t63

k = 9

n bn(t)
0 t
1 t8

2 8 t15 + t16

3 92 t22 + 16 t23 + t24

4 1240 t29 + 312 t30 + 24 t31 + t32

5 18278 t36 + 5984 t37 + 652 t38 + 32 t39 + t40

6 285384 t43 + 115796 t44 + 16552 t45 + 1120 t46 + 40 t47 + t48

7 4638348 t50 + 2247376 t51 + 401632 t52 + 35256 t53 + 1708 t54

+ 48 t55 + t56

8 77652024 t57 + 43772920 t58 + 9432184 t59 + 1032814 t60 + 64416 t61

+ 2424 t62 + 56 t63 + t64

9 1329890705 t64 + 855243648 t65 + 216340024 t66 + 28597424 t67

+ 2214272 t68 + 106352 t69 + 3260 t70 + 64 t71 + t72
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Tableaux C.4

Ces tableaux donnent les coefficients deão(x, t) pourk = 2, . . . , 9 et n = 0, . . . , 10,
pour des2-arbresk-gonaux pointés en une arête orientée pondérés (par leur périmètre)
non étiquetés surn k-gones.

k = 2

n
0 t
1 t2

2 t2

3 t2 + t3

4 t2 + t3 + t4

5 t2 + 2 t3 + 2 t4 + t5

6 t2 + 3 t3 + 4 t4 + 2 t5 + t6

7 t2 + 4 t3 + 8 t4 + 6 t5 + 3 t6 + t7

8 t2 + 5 t3 + 14 t4 + 14 t5 + 9 t6 + 3 t7 + t8

9 t2 + 7 t3 + 23 t4 + 32 t5 + 26 t6 + 12 t7 + 4 t8 + t9

10 t2 + 8 t3 + 36 t4 + 64 t5 + 66 t6 + 39 t7 + 16 t8 + 4 t9 + t10

k = 3

n
0 t
1 t3

2 t4

3 t5 + t6

4 3 t6 + t7 + t8

5 4 t7 + 5 t8 + 2 t9 + t10

6 12 t8 + 14 t9 + 10 t10 + 2 t11 + t12

7 27 t9 + 53 t10 + 37 t11 + 15 t12 + 3 t13 + t14

8 82 t10 + 179 t11 + 171 t12 + 71 t13 + 22 t14 + 3 t15 + t16

9 228 t11 + 664 t12 + 716 t13 + 401 t14 + 128 t15 + 29 t16 + 4 t17 + t18

10 733 t12 + 2386 t13 + 3128 t14 + 2051 t15 + 825 t16 + 201 t17 + 39 t18

+ 4 t19 + t20

k = 4

n
0 t
1 t4

2 t6

3 2 t8 + t9

4 7 t10 + 3 t11 + t12

5 25 t12 + 18 t13 + 5 t14 + t15

6 108 t14 + 101 t15 + 36 t16 + 6 t17 + t18

7 492 t16 + 588 t17 + 259 t18 + 58 t19 + 8 t20 + t21

8 2431 t18 + 3471 t19 + 1887 t20 + 519 t21 + 87 t22 + 9 t23 + t24

9 12371 t20 + 20834 t21 + 13521 t22 + 4569 t23 + 921 t24 + 120 t25 + 11 t26 + t27

10 65169 t22 + 125976 t23 + 96096 t24 + 38730 t25 + 9411 t26 + 1474 t27 + 160 t28

+ 12 t29 + t30
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k = 5

n
0 t
1 t5

2 t8

3 2 t11 + t12

4 8 t14 + 2 t15 + t16

5 33 t17 + 18 t18 + 4 t19 + t20

6 194 t20 + 124 t21 + 36 t22 + 4 t23 + t24

7 1196 t23 + 1014 t24 + 324 t25 + 56 t26 + 6 t27 + t28

8 8196 t26 + 8226 t27 + 3233 t28 + 640 t29 + 84 t30 + 6 t31 + t32

9 58140 t29 + 68780 t30 + 31846 t31 + 7787 t32 + 1143 t33 + 114 t34

+ 8 t35 + t36

10 427975 t32 + 579266 t33 + 313832 t34 + 90742 t35 + 16019 t36 + 1820 t37

+ 152 t38 + 8 t39 + t40

k = 6

n
0 t
1 t6

2 t10

3 3 t14 + t15

4 19 t18 + 5 t19 + t20

5 118 t22 + 50 t23 + 8 t24 + t25

6 931 t26 + 495 t27 + 100 t28 + 10 t29 + t30

7 7756 t30 + 5110 t31 + 1266 t32 + 164 t33 + 13 t34 + t35

8 68685 t34 + 53801 t35 + 16275 t36 + 2560 t37 + 245 t38 + 15 t39 + t40

9 630465 t38 + 575535 t39 + 206954 t40 + 39445 t41 + 4529 t42 + 340 t43

+ 18 t44 + t45

10 5966610 t42 + 6224520 t43 + 2611405 t44 + 589676 t45 + 81145 t46

+ 7285 t47 + 454 t48 + 20 t49 + t50

k = 7

n
0 t
1 t7

2 t12

3 3 t17 + t18

4 16 t22 + 3 t23 + t24

5 112 t27 + 39 t28 + 6 t29 + t30

6 1020 t32 + 434 t33 + 78 t34 + 6 t35 + t36

7 10222 t37 + 5487 t38 + 1127 t39 + 124 t40 + 9 t41 + t42

8 109947 t42 + 70053 t43 + 17436 t44 + 2247 t45 + 186 t46 + 9 t47 + t48

9 1230840 t47 + 914103 t48 + 268995 t49 + 42144 t50 + 4000 t51 + 255 t52

+ 12 t53 + t54

10 14218671 t52 + 12057540 t53 + 4131929 t54 + 764623 t55 + 86652 t56

+ 6397 t57 + 340 t58 + 12 t59 + t60
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k = 8

n
0 t
1 t8

2 t14

3 4 t20 + t21

4 35 t26 + 7 t27 + t28

5 332 t32 + 98 t33 + 11 t34 + t35

6 3766 t38 + 1393 t39 + 196 t40 + 14 t41 + t42

7 45448 t44 + 20650 t45 + 3561 t46 + 322 t47 + 18 t48 + t49

8 580203 t50 + 312739 t51 + 65590 t52 + 7217 t53 + 483 t54 + 21 t55 + t56

9 7684881 t56 + 4813130 t57 + 1197467 t58 + 158928 t59 + 12762 t60

+ 672 t61 + 25 t62 + t63

10 104898024 t62 + 74961328 t63 + 21701960 t64 + 3403708 t65 + 326760 t66

+ 20552 t67 + 896 t68 + 28 t69 + t70

k = 9

n
0 t
1 t9

2 t16

3 4 t23 + t24

4 27 t30 + 4 t31 + t32

5 266 t37 + 68 t38 + 8 t39 + t40

6 3312 t44 + 1048 t45 + 136 t46 + 8 t47 + t48

7 45711 t51 + 17948 t52 + 2712 t53 + 219 t54 + 12 t55 + t56

8 670344 t58 + 312276 t59 + 56942 t60 + 5432 t61 + 328 t62 + 12 t63 + t64

9 10233201 t65 + 5539348 t66 + 1194736 t67 + 137754 t68 + 9654 t69 + 452 t70

+ 16 t71 + t72

10 161055618 t72 + 99432684 t73 + 24928832 t74 + 3391482 t75 + 283146 t76

+ 15472 t77 + 603 t78 + 16 t79 + t80
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Tableaux C.5

Ces tableaux donnent les coefficients deã(x, t) pour k = 2, . . . , 9 et n = 0, . . . , 10,
pour des2-arbresk-gonaux pointés en une arête orientée pondérés (par leur périmètre)
non étiquetés surn k-gones.

k = 2

n
0 t
1 t2

2 t2

3 t2 + t3

4 t2 + t3 + t4

5 t2 + 2 t3 + 2 t4 + t5

6 t2 + 3 t3 + 4 t4 + 2 t5 + t6

7 t2 + 4 t3 + 8 t4 + 6 t5 + 3 t6 + t7

8 t2 + 5 t3 + 14 t4 + 14 t5 + 9 t6 + 3 t7 + t8

9 t2 + 7 t3 + 23 t4 + 32 t5 + 26 t6 + 12 t7 + 4 t8 + t9

10 t2 + 8 t3 + 36 t4 + 64 t5 + 66 t6 + 39 t7 + 16 t8 + 4 t9 + t10

k = 3

n
0 t
1 t3

2 t4

3 t5 + t6

4 4 t6 + 2 t7 + t8

5 6 t7 + 8 t8 + 3 t9 + t10

6 19 t8 + 28 t9 + 16 t10 + 4 t11 + t12

7 49 t9 + 100 t10 + 70 t11 + 26 t12 + 5 t13 + t14

8 150 t10 + 358 t11 + 325 t12 + 142 t13 + 38 t14 + 6 t15 + t16

9 442 t11 + 1309 t12 + 1414 t13 + 783 t14 + 250 t15 + 52 t16 + 7 t17 + t18

10 1424 t12 + 4772 t13 + 6186 t14 + 4102 t15 + 1615 t16 + 402 t17 + 70 t18

+ 8 t19 + t20

k = 4

n
0 t
1 t4

2 t6

3 2 t8 + t9

4 5 t10 + 2 t11 + t12

5 16 t12 + 11 t13 + 4 t14 + t15

6 60 t14 + 54 t15 + 22 t16 + 4 t17 + t18

7 261 t16 + 305 t17 + 142 t18 + 34 t19 + 6 t20 + t21

8 1243 t18 + 1755 t19 + 975 t20 + 273 t21 + 51 t22 + 6 t23 + t24

9 6257 t20 + 10478 t21 + 6853 t22 + 2336 t23 + 490 t24 + 69 t25 + 8 t26 + t27

10 32721 t22 + 63100 t23 + 48271 t24 + 19497 t25 + 4803 t26 + 770 t27

+ 92 t28 + 8 t29 + t30
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k = 5

n
0 t
1 t5

2 t8

3 2 t11 + t12

4 12 t14 + 4 t15 + t16

5 57 t17 + 32 t18 + 6 t19 + t20

6 366 t20 + 248 t21 + 64 t22 + 8 t23 + t24

7 2340 t23 + 2002 t24 + 630 t25 + 104 t26 + 10 t27 + t28

8 16252 t26 + 16452 t27 + 6393 t28 + 1280 t29 + 156 t30 + 12 t31 + t32

9 115940 t29 + 137378 t30 + 63516 t31 + 15493 t32 + 2259 t33 + 216 t34

+ 14 t35 + t36

10 854981 t32 + 1158532 t33 + 626996 t34 + 181484 t35 + 31887 t36 + 3640 t37

+ 288 t38 + 16 t39 + t40

k = 6

n
0 t
1 t6

2 t10

3 3 t14 + t15

4 12 t18 + 3 t19 + t20

5 68 t22 + 28 t23 + 6 t24 + t25

6 483 t26 + 253 t27 + 56 t28 + 6 t29 + t30

7 3946 t30 + 2582 t31 + 659 t32 + 89 t33 + 9 t34 + t35

8 34485 t34 + 26953 t35 + 8213 t36 + 1300 t37 + 133 t38 + 9 t39 + t40

9 315810 t38 + 288021 t39 + 103799 t40 + 19831 t41 + 2318 t42 + 182 t43

+ 12 t44 + t45

10 2984570 t42 + 3112780 t43 + 1306605 t44 + 295143 t45 + 40775 t46 + 3689 t47

+ 243 t48 + 12 t49 + t50

k = 7

n
0 t
1 t7

2 t12

3 3 t17 + t18

4 26 t22 + 6 t23 + t24

5 203 t27 + 72 t28 + 9 t29 + t30

6 41989 t32 + 868 t33 + 144 t34 + 12 t35 + t36

7 20254 t37 + 10914 t38 + 2212 t39 + 236 t40 + 15 t41 + t42

8 219388 t42 + 140106 t43 + 34704 t44 + 4494 t45 + 354 t46 + 18 t47 + t48

9 2459730 t47 + 1827555 t48 + 537357 t49 + 84102 t50 + 7937 t51 + 492 t52

+ 21 t53 + t54

10 28431861 t52 + 24115080 t53 + 8261473 t54 + 1529246 t55 + 172956 t56

+ 12794 t57 + 656 t58 + 24 t59 + t60
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k = 8

n
0 t
1 t8

2 t14

3 4 t20 + t21

4 21 t26 + 4 t27 + t28

5 183 t32 + 53 t33 + 8 t34 + t35

6 1918 t38 + 704 t39 + 106 t40 + 8 t41 + t42

7 22908 t44 + 10375 t45 + 1825 t46 + 170 t47 + 12 t48 + t49

8 290511 t50 + 156471 t51 + 32934 t52 + 3635 t53 + 255 t54

+ 12 t55 + t56

9 3844688 t56 + 2407227 t57 + 599513 t58 + 79651 t59 + 6466 t60

+ 351 t61 + 16 t62 + t63

10 52454248 t62 + 37482092 t63 + 10853332 t64 + 1702405 t65

+ 163728 t66 + 10336 t67 + 468 t68 + 16 t69 + t70

k = 9

n
0 t
1 t9

2 t16

3 4 t23 + t24

4 46 t30 + 8 t31 + t32

5 494 t37 + 128 t38 + 12 t39 + t40

6 6532 t44 + 2096 t45 + 256 t46 + 16 t47 + t48

7 90954 t51 + 35788 t52 + 5348 t53 + 422 t54 + 20 t55 + t56

8 1339448 t58 + 624552 t59 + 113582 t60 + 10864 t61 + 632 t62

+ 24 t63 + t64

9 20459857 t65 + 11077108 t66 + 2387924 t67 + 275174 t68 + 19194 t69

+ 880 t70 + 28 t71 + t72

10 322092958 t72 + 198865368 t73 + 49851852 t74 + 6782964 t75 + 565666 t76

+ 30944 t77 + 1174 t78 + 32 t79 + t80
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d’esp̀eces, Journal of Combinatorial Theory, Series A,69, No. 1, 17–35, (1995).

G. LABELLE et C. LAMATHE , A shifted asymmetry index series, Advances in Applied
Mathematics, vol.32, Issue 3, 576–608, (2004).

G. LABELLE, C. LAMATHE et P. LEROUX, Développement moléculaire de l’esp̀ece des
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trices d’asyḿetrie etq-séries, Advances in Applied Mathematics,15, 452–475,



196

(1994).

J. LABELLE, Quelques esp̀eces sur des ensembles de petites cardinalités, Annales des
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25 Contribution à l’étude des mots sturmiens, B. Parvaix, 1998

26 Analyse d’équations combinatoires en théorie des espèces, P. Auger, 1999
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SPÉCIFICATION DE CLASSES DE STRUCTURES ARBORESCENTES

Le principal sujet abordé dans cette thèse est la spécification et l’énumération de classes de
2­arbres. L’outil principal utilisé est la théorie des espèces de structures. Divisée en six chapitres,
cette thèse comporte deux parties.

La première partie est consacrée à la théorie des espèces. On y introduit sommairement les
différentes notions de cette théorie que nous utilisons par la suite. Nous nous attardons parti­
culièrement aux concepts d’espèce et de développement moléculaire ainsi que de substitution
généralisée. Nous y introduisons aussi en détail les séries indicatrices associées à ce contexte,

ainsi que deux nouvelles espèces à deux sortes, Pbic

4
(X, Y ) et P bic

6
(X, Y ). Ensuite, nous étudions

une nouvelle série formelle : la série indicatrice d’asymétrie translatée. Nous présentons une
définition de cette série après avoir motivé son introduction. Ensuite, nous établissons le com­
portement de cette série face aux opérations combinatoires classiques. Nous en déduisons alors
une méthode inédite pour l’énumération des sous­structures asymétriques, ainsi que des expres­
sions explicites pour la série indicatrice d’asymétrie translatée des espèces usuelles. Finalement,
nous introduisons une généralisation au cas pondéré du triangle de Pascal.

La deuxième partie est entièrement dédiée à l’étude des 2­arbres. Nous y définissons l’espèce
des 2­arbres ainsi que certaines de ses variations, pour ensuite présenter l’outil fondamen­
tal de cette partie, le théorème de dissymétrie. Nous y proposons aussi la méthode générale
d’énumération des 2­arbres basée sur la notion d’espèce quotient. Nous étudions alors la clas­
sification par rapport aux symétries des 2­arbres exterplans et exterplanaires. Nous prouvons
quatre nouvelles formules d’addition conduisant, après utilisation du théorème de dissymétrie
et d’équations fonctionnelles, au développement moléculaire des espèces des 2­arbres exterplans
et exterplanaires. Nous en déduisons aisément l’énumération complète de ces structures. En­
fin, dans les deux derniers chapitres, nous traitons du dénombrement des 2­arbres solides et
k­gonaux, respectivement. Dans les deux cas, nous obtenons préalablement l’énumération des
structures orientées. Par la suite, en utilisant les espèces quotients, nous déduisons l’énumération
dans le cas non orienté. Pour les 2­arbres solides, nous obtenons des formules explicites,
tandis que pour les 2­arbres k­gonaux, nous établissons des formules de récurrence pour le
dénombrement non étiqueté, ainsi qu’une étude asymptotique.
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