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Résune

Le principal sujet abordé dans cette thése est la spétiificet 'énumération de classes
de2-arbres. L'outil principal utilisé est la théorie des eses de structures. Divisée en
six chapitres, cette thése comporte deux parties.

La premiéere partie, composée de deux chapitres, esta@esa la théorie des especes.
Le premier chapitre consiste a introduire sommairementiféérentes notions de cette
théorie que nous utilisons dans les chapitres suivantsus Mous attardons partic-
ulierement aux concepts d’espece et de développemelécutaire ainsi que de sub-
stitution généralisée. Par la suite, nous introduisenglétail les séries indicatrices
associées a ce contexte, ainsi que deux nouvelles aspé@eix sortes?P°(X,Y) et
PP(X,Y).

Le second chapitre est réservé a I'étude d’'une nousgéllie formelle : la série indica-
trice d’asymeétrie translatée. Nous présentons unaitéfi de cette série apres avoir
legitimé son introduction. Ensuite, nous établissensdmportement de cette série face
aux opérations combinatoires classiques. Nous en datkaors une méthode inédite
pour 'énumération des sous-structures asymeétrigaasi que des expressions ex-
plicites pour la série indicatrice d’asymeétrie transtatles especes usuelles. Ce chapitre
se termine par une généralisation au cas pondéré dgleiae Pascal.

La deuxieme partie, composée de quatre chapitres, ésteament dédiée a I'etude des
2-arbres. Dans le troisieme chapitre, nous définissosp&ee deg-arbres ainsi que
certaines de ses variations, pour ensuite présenteil fontlamental de cette partie, le
théoreme de dissymétrie. Nous terminons ce chapitreaggopant la méthode générale
d’énumération deg-arbres basée sur la notion d’espece quotient.

Le chapitre quatre porte sur la classification par rappoxt unétries deg-arbres
exterplans et exterplanaires. Nous prouvons quatre riesvieirmules d’addition con-
duisant, apres utilisation du theoreme de dissymetrig¢zéquations fonctionnelles, au
développement moléculaire des especeédmbres exterplans et exterplanaires. Nous
en déduisons aisément 'enumération complete detogstigres.

Les chapitres cing et six traitent du dénombrement2agbres solides et-gonaux,
respectivement. Dans les deux cas, nous obtenons peakail 'énumération des
structures orientées. Par la suite, en utilisant lesaespguotients, nous déduisons
’énumération dans le cas non orienté. Pourlesbres solides, nous obtenons des for-
mules explicites, tandis que pour [2arbresk-gonaux, nous établissons des formules
de récurrence pour le denombrement non étiqueté, @insne étude asymptotique.
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Introduction

Le déenombrement et la classification de familles de strastdiscréetes sont des proble-
mes clés en combinatoire. De nhombreuses approchesdbésra ces types de proble-
mes sont disponibles. Dans cette thése, nous travaillans g contexte de la théorie
des especes de structures. Cette théorie a été inequhriA. Joyal (Joyal, 81) faisant le
lien entre théorie des catégories et combinatoire aigéb. Cette théorie consiste en un
relevement au niveau des structures des opérationslessel les séries génératrices
exponentielles et tildes (ordinaires) et indicatrices yldes.

La série indicatrice de cycles est une généralisatiopalyndme indicateur de cycles
de la théorie de Pélya. Ceci permet dans de nombreux casdadre des problemes
d’énumération, notamment pour les graphes et les coespdsimiques; voir (Polya,
37; Polya et Read, 87), mais également des questionsm@mtion pondérée en util-
isant la version pondérée du lemme de Burnside (aliast@aBmbenius); voir (Stock-
meier, 71).

Afin de denombrer les structures asymétriques (strustdoat le stabilisateur est triv-
ial), G. Labelle a introduit une nouvelle série indicatriappelée la série indicatrice
d'asymeétrie, (Labelle, G., 89-1), dans le contexte deg@spde structures. Il a alors
montré que cette série, notée (z1, z2,...), pour une espece quelcongbie possede
des propriétés similaires (notamment la stabilité fagr opérations combinatoires) a
la série indicatrice de cyclégp(x1, za, .. .).

Cependant, lors de mes recherches sur le denombremenétaisyra de certaing-
arbres, j'ai remarqué que la série indicatrice d’asyrméist incompatible avec la sub-
stitution F' o G d’une espécé; a terme constant non nGl(0) # 0, c’est-a-dire lorsque
I'espécel possede des structures sur 'ensemble vide. La premégtie ple cette thése
a pour but de contourner cette difficulté. Pour ce faire sriatroduisons une nouvelle
série formelle, I&érie indicatrice d’asyratrie translaée qui, pour une espede et une
série de poidsg, est notéd ' ¢. Cette série généralise la série indicatrice d’adyimé
classique de G. Labelle, au senslgtly = I'». Un des sujets principaux de cette these
est alors de valider la définition d&- ¢ en étudiant son comportement par rapport aux
opérations combinatoires usuelles (addition, produlbstitution, dérivation, pointage)
et en calculant explicitement cette série pour les espéagramment utilisées.

L'autre sujet principal abordé dans cette thése a tradémombrement et a la classi-
fication par rapport aux symeétries de diverses familleg-debres, équivalents bidi-
mensionnels des arbres de Cayley. 2Jarbre est essentiellement un graphe simple
composé de triangles attachés entre eux selon leurssadét facon arborescente, a
savoir sans cycle de triangles; voir la figure 0.1 pour unestithtion. Les premiers



Figure 0.1Un 2-arbre

travaux sur ce sujet se trouvent dans (Palmer, 69), powrerdbrement étiqueté des
2-arbres, et dans (Harary et Palmer, 73), pour le cas nonetéigLe<-arbres généraux
ont de nombreuses propriétés et applications. En effen point de vue de théorie
des graphes, lexarbres possédent la propriété remarquable d’étrguennent tricol-
orables, a savaoir, il existe une unique facon de coloesteanmets avec un jeu de trois
couleurs, de sorte que deux sommets adjacents ne recpagtd méme couleur. Bien
entendu, l'unicité de cette coloration est considégsermutation prés des couleurs.
De plus, le2-arbres sont également impliqués en théorie de la fieeason comme
elements de base de calcul de distances et dissimila'aébres, en phylogénie ou dans
le contexte des mathématiques sociales; voir (Leclercaavkenkov, 98).

La premiere partie de cette these traite essentielleatenésultats théoriques concer-
nant la théorie des espéeces de structures. Le chapitn@igera pour but de présenter
sommairement les concepts de cette théorie nous étées. udin s’attarde plus partic-

ulierement sur les notions d’espece moléculaire @od&osable sous la somme com-
binatoire), fondamentale en théorie des especes, eadabpement moléculaire, ainsi
que sur une introduction précise de la série indicatriasyanétrie de G. Labelle.

Deux espéces moléculaires spéciales apparaissentlaladesixieme partie. Ce sont
les espéces a deux sort&$'°(X,Y) et PY¢(X,Y). Ces especes sont introduites
et étudiées dans le chapitre 1, ce qui nous permet diuses concepts de théorie
des especes préalablement introduits. On calcule notarnies séries associées a ces
especes, ainsi que leurs dérivées. Ces especes ventyoudle fondamental pour la
classification deg-arbres exterplans et exterplanaires, via des formuledddian les
impliquant.

On termine ce chapitre en rappelant deux résultats fondi@we de combinatoire
énumérative, le theoreme de dissymétrie pour lesarbét la formule d’inversion com-
posée de Lagrange. Le théoreme de dissymétrie pourldessaproposé par P. Leroux
dans le cadre des espéces (Leroux, 88), est une formatridispéce des arbres a trois
especes d'arbres pointés associés. Cela entraireddsrelations au niveau de toutes
les séries génératrices et indicatrices. Ce théoraprés adaptation aiarbres, sera



'element de base de toutes nos démarches.

L'inversion de Lagrange est, quant a elle, un outil tr&mlionnu et trés utilisé en com-
binatoire. Elle permet de calculer les coefficients de teeséxponentielle (des struc-
tures étiquetées) d'une espéce caractérisee paeqution fonctionnelle implicite,

comme celle, par exemple, des arborescences (arbresr&wgciotéed,

A=X-E(A),

ou F est I'espece des ensembles.

Dans le chapitre deux, on introduit la nouvelle série fdlkenappelée série indicatrice
d’'asymeétrie translatée. On commence par poser le prablégitimant cette nouvelle
série. Ensuite, on propose une définition formelle pottecrie et on étudie son com-
portement face aux opérations combinatoires usuellesyair, I'addition, le produit, la
substitution, la dérivation et le pointage. Fort de cesiitats, on propose une méthode
générale de dénombrement de sous-structures asgoedria savoir des structures par-
tiellement étiquetées et dépourvues de symétrie. ©Opgse également des formules
explicites pour les séries indicatrices d’asymeétriesfatées des especes usuelles : en-
sembles, cycles permutations, arbres, On s’intéresse aussi au cas des assemblées
d’espéces, généralisant le concept de composantesx@s)ret on donne trois groupes
de formules pour les assemblées connexes, circulairesrigiupées. De plus, on cal-
cule la sériel'r¢, pour les especes’ des chaines, involutions, permutations paires
et ensembles orientés, ce dernier cas faisant appel aauvelle formule d’addition.
Finalement, on termine ce chapitre avec une généralisatil triangle infini de Pas-
cal. Ceci permet de calculer, a I'aide d’'un logiciel de obldes séries indicatrices
d’asymeétrie translatées pour des espéces molécsil@nanaissant I'expression de leur
série indicatrice d'asymeétrie classique.

La seconde partie de cette thése est entierement censadtétude de trois types de
2-arbres, leg-arbres exterplanaires, solideskegonaux. Le chapitre 3 est un chapitre
introductif général sur leg-arbres. On commence par proposer deux définitions de
ces structures arborescentes ainsi qu’un peu de terminalelgtives a ces structures.
On présente alors les especes pointées associeegsahres et on prouve le résultat
fondamental de notre étude, le theoreme de dissymgtiie les2-arbres, suivant la
méthodologie de Fowler, Gessel, Labelle et Leroux, (Fowteal., 02). Par la suite,

on introduit une orientation sur I&€sarbres. La premiere étape de nos démarches con-
sistera toujours, dans les chapitres suivants, a andlys®Ers orienté, pour ensuite en
déduire le cas non orienté. On introduit alorsdesrbresk-gonaux que nous énumérons
dans le chapitre 6 selon le nombresidgones et selon le périmetre. Ensuite, on définit
'espece fondamental® des2-arbres pointés en une aréte orientée. Cette espéce est
I'espece de base de tous nos calculs, et les diverses aspéses considérées seront
exprimées en fonction dB. On termine ce chapitre avec les especes quotients liees
aux2-arbres. On propose des relations pour les séries génésatildes et indicatrices

de cycles d’espéces de la formigZ,, ouZy = {1,7} est un groupe a deux éléments
dont I'action der est de renverser I'orientation dé&structures. De telles especes



4

guotients permettent, a partir du dénombrement deststasorientées, de déduire le
dénombrement dans le cas non orienté.

L'objet du chapitre 4 est de classifier par rapport aux syieetes especes desarbres
exterplans et exterplanaires. Qrarbre estexterplanaires’il est plongeable dans le
plan de sorte que tous les sommets appartiennent a la fage.ifun 2-arbreexterplan
est un2-arbre muni d'un tel plongement. On cherche alors a atébliéveloppement
moléculaire de ces deux especes. Pour ce faire, on prauyzesnier lieu, quatre
formules d’addition relatives aux espécEs, des ensembles de cardinal dedX,
des cycles (orientés) de longueur trai}c(X,Y) et PP(X,Y), introduites dans le
premier chapitre. Fort de ces formules d’addition et aipdi¢quations fonctionnelles,
ainsi que du théoreéme de dissymeétrie, on déduit endeieexpressions explicites pour
tous les coefficients apparaissant dans les deux dévetapys. On utilise alors ces
développements pour obtenir toutes les séries ainsi eurs Icoefficients, associées
aux diverses especes impliguées dans ce chapitre. @aneeégalement une autre
approche pour le denombrement non étiqueté, qui esadRa@mer et Read.

Le chapitre 5 traite de2-arbres solides. Ce sont d2sarbres plongés dans I'espace.
Cela signifie que les triangles forment des faces de la steiche pouvant s'interpé-
nétrer. Ces structures sont en bijection avec les cactuns pliangulaires considérés a
réflexion prés. Le but est ici d’énumérer 2srbres solides selon le nombre d'arétes
(ou, de fagon équivalente, de triangles) et selon laidigton des degrés des arétes.
On commence avec le cas orienté, et on obtient des formubdisiees pour le denom-
brement étiqueté et non étiqueté selon les deux pdrasentionnés ci-haut. Ensuite,
en utilisant le concept d’espéce quotient, on déduit éamatype de résultats pour les
2-arbres solides non orientés.

Le chapitre final de cette these, le chapitre 6, est coasadiétude de®-arbresk-
gonaux. Ce sont desarbres libres (sans structure ajoutée) dans lesquelddagles
sont remplacés par des polygones de tai)lque I'on appellé:-gones. On commence
par caractériser I'espece fondament&leles2-arbresk-gonaux pointés en une aréte
orientée. On déduit, de I'équation fonctionnelle gBesatisfait, des expressions pour
les coefficients des sériés(z), B(x) et Zp(xy1,z2,...). A partir de ces résultats, on
exprime les especes pointées orientées du théorerdessianétrie en fonction dé,

et on déduit facilement le déenombrement demrbresk-gonaux orientés étiquetés et
non étiquetés. On passe ensuite au caembresk-gonaux non orientés. |l faut ici
traiter deux cas suivant la parité de I'entier qui représente la taille des polygones
utilises dans leg-arbres. Le cas ok est impair suit des travaux de Fowler et al.
(Fowler et al., 02) utilisant des especes squelettes, '‘qnegenéralise assez directe-
ment. Le cas ol est pair est plus complexe est nécessite d’analyser ageisjon les
symeétries des structures fixées sous le changement mtati@n induit par I'eléement
T € Zs, conformément aux formules du chapitre trois concernesiséries associées
a des especes quotients. On utilise alors les résultategents pour denombrer les
meémes objets suivant leur périmetre, & savoir le nordian@tes externes que comporte
la structure. Il suffit d’'obtenir des versions pondéréedaites les espéces impliquées
dans I'enumération des cas orientés et non orientéesoridoque dans tous les cas,
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on obtient des formules explicites pour le denombreméguété et des formules de
récurrence pour le denombrement non étiqueté. Firaéndans la derniére section de
ce chapitre, on procede a une étude asymptotique ctenpl@amment pour le cas non
étiqueté, deg-arbresk-gonaux (non pondérés). Nos travaux généralisent /aqumel-
conque, les résultats asymptotiques pour les arbregitraaiels ¢ = 2; voir (Otter,
48)) et le2-arbres g = 3; voir (Fowler et al., 02)).

Les résultats du chapitre 2 sont issus de (Labelle et Laanad). Les résultats sur les
2-arbres sont publiés ou en voie de publication dans ledestsuivants :

e classification de8-arbres exterplanaires (chapitre 4) : (Labelle, Lamatheset
oux, 01; Labelle, Lamathe et Leroux, 03),

e énumération deg-arbres solides (chapitre 5) : (Bousquet et Lamathe, 02sBou
quet et Lamathe, Soumis),

e dénombrement desarbresk-gonaux (chapitre 6) : (Labelle, Lamathe et Leroux,
02; Labelle, Lamathe et Leroux, 04).






Partie |

Theorie des espces






Chapitre |

ESPECES DE STRUCTURES

Ce chapitre a pour but d’'introduire sommairement les diwerscepts de la théorie
des espeéces de structures qui nous sont utiles pour lend@ament et la classifica-
tion des diverses classes 2larbres qui nous intéressent. Nous définissons d’abord le
concept d'espéces de structures pondérées, ainsi guselies usuelles associées au
contexte des especes. On s’attache ensuite a l'intriodudes espéces moléculaires
et asymétriques, éléements de base de la classificattmel@ppement moléculaire) des
structures arborescentes. Apres cela, nous étudion®pération particuliere de la
théorie des especes, a savoir la substitution (compositartitionnelle) généralisée.
Ceci va légitimer I'introduction d’'une nouvelle sérierfieelle au chapitre 2, dans le
but de prendre en compte la substitution d’espéces a teamstant non nul, dans le
cadre de la série indicatrice d’asymétrie. Cette sé&tiéngroduite a la section suivante,
ou I'on s’attache a définir de fagon unifiée cette séricatrice et la série indicatrice
de cycles. Nous donnons notamment certaines propriéte&amentales de ces deux
séries indicatrices. Nous illustrons par la suite lesamstiprecédemment introduites
avec les deux espéces moléculaires speciBjgy X,Y) et PY(X,Y), fondamen-
tales dans 'étude dearbres exterplanaires (voir chapitre 4). Nous terminams ¢
chapitre en donnant deux résultats classiques de cormbm&numérative, notamm-
nent le théoreme de dissymeétrie pour les arbres, quj apras adaptation, la pierre de
base de tous les résultats relatifs &darbres dans la deuxieme partie. Il est a noter,
gu’'a moins d’avis contraire, la plupart des résultats eleltapitre sont issus de (Berg-
eron, Labelle et Leroux, 98).

1.1 Notions d’esgces de structures ponérées

Considéronsk un anneau integre inclus dafis(par exempleZ, R ou C lui-méme)
et une famille dénombrable d’'indéterminées distinétes (v, ve, vs,...). On forme
alors A = K][#]], 'anneau des séries formelles en les indéterminéasoefficients
dansk.

Définition 1.1.1 Un ensembleA-pondéréest un couplé A, w), ol A est un ensemble
quelconque et
wiA— A (1.1)
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est une fonction de poids associanthaqueéléementa € A un poidsw(a) € A. De
plus, la somméeA|,,, définie par

Al =Y w(a) (1.2)

acA

est appete le poids totafou I'inventaire ou le cardinglde I'ensemble por&té (A, w).

Pour que le poids total d’'un ensemldiepondéré soit bien défini, il faut que la somme
(1.2) existe. Dans ce cas, on dit que I'ensemblpondéré( A, w) estsommable

De maniere informelle, unespece de structures poadeeest une classe de structures
pondérées étiquetées stable sous les isomorphisneedéfinition suivante formalise
cette notion.

Définition 1.1.2 Soit A = K][7]]. Uneespéce de structures-poncerée F,, est un
foncteur
F, : B— Eu

de la caégorie B des ensembiles finis et bijections vers l&gatieE, des ensembles
A-poncerés sommables et des bijectiongggrvant le poids.

SoitU un ensemble fini. On appellE,-structuresur U, tout éléement € F,,[U]. On
dit queU est I'ensemble sous-jacent d®u ques est étiquetée par les élementside
On notew(s) le poids des.

On dit que deuxFy-structuress; et s, sontisomorphessi l'une est transportable
sur l'autre le long d’'une bijectiomr entre leurs ensembles sous-jacemts. (so =
F,[o](s1)). La condition de préservation du poids assure alors queldes struc-
turess; et s, ont le méme poids. La relation d'isomorphie entre striggdéfinit une
relation d’équivalence. Les classes sont appelédaypes d'isomorphi€ou structures
nonétiqueées.

Deux especesé-pondéréeed, et G, sontisomorphes’il existe un isomorphisme na-
turel (au sens catégorique) entre les foncteurs’, etG,, « : F,, — G,. On note

F, = G, pour signifier que les espéces pondérégset GG, sont isomorphes plutdt
que F,, = G,. Cela signifie que pour tout ensemble flij il existe une bijection

ay : Fu[U] — G,[U] et que cette famille de bijectiongyy } commute avec les
réétiquetages : U — V, c’est-a-direqay o F,,[o] = Gy[o] o ay.

Dans le but d’alléger le texte, on omettra par la suite detimemer, quand le contexte
est clair, 'anneau de pondératidn

Plusieurs séries peuvent étre associées aux espestsicteires. Les trois plus clas-
siques sont présentées dans la définition suivante.
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Définition 1.1.3 Soit F' = F,, une espce de structures poBcee quelconque. Lsérie
génératrice gxponentiellpdes structuregtiqueées, nate I'(), la série ordinairedes

structures norétiqueées (appée parfoissérie tildg, noe F'(x), et lasérie indicatrice
de cyclesZp(x1,x9,...), assockesa I'espece F, sont les éries formelles suivantes :

F(z) = an(w)xn—T, (1.3)
n>0 '
Fl@) = ) fa(w)a", (1.4)
n>0
Zp(xy,20,23,...) = Z% Z |FixFlo]|y 27 25223 . .., (1.5)
n>0 " o€Sy

ou fr,(w) etﬁl(w) représentent respectivement les inventa{encerés desF'-struc-
turesétiqueées et noretiqueées laties sur un ensembken éléments, efFixFo]|,
est le poids total deg’-structures laisées fixes par la permutatian

En d'autres termesf, (w) représente le poids total de toutes EEg-structures sur
lensemble[r], alors quef,(w) repésente celui deB,,-structures non étiquetées sur
n points. Par la suite, la série génératrice ordinﬁ(e) des structures non étiquetées
est appeléetrie tilde Lorsque la pondération associée a I'espEce- I, est triv-
iale (pour toutF-structures, w(s) = 1), les entiersf, = fu(1), frn = fa(l) et
FixF[o]|| = |FixF[o]|; désignent les nombres destructures sur un ensemblena
élements respectivement étiquetées, non étigsietdaissées fixes pare S,,. Notons
gue si deux especes pondérégset G, sont isomorphes, alors les trois séries définies
par (1.3), (1.4) et (1.5) de ces especes coincident delexia

Remarque 1.1.4Les deux séries définies par (1.3) et (1.4) peuvent étrenaks en
spécialisant la série indicatrice de cycles en rempiadans (1.5)x, parz, etx; par
0, pouri > 2, etx; parz?, respectivement :

F(z) = Zp(x,0,0,...), F(z) = Zp(z,22,2°%,..). (1.6)

De multiples opérations ont été définies au niveau dpsaes, voir (Joyal, 81; Joyal,
86; Yeh, 86). Les principales sont 'addition, la multiglion, la substitution, la
dérivation et le pointage. Pour des exposés completg@oprde ces opérations, voir
(Bergeron, Labelle et Leroux, 98). Mais, la substitutiohlaseule de ces opérations
contrainte a une condition sur les espéces. En effet, goera substitution de deux
especes pondéréeds = F,, et G = G, soit définie, on impose la condition que
ne possede pas de structure sur 'ensemble vide, ce quadm=(0) = 0; G(0)
représente le terme constant de I'esp@ceOn verra par la suite que I'on peut obtenir
une notion de substitution plus générale moyennantioedaestrictions sur I'espéce
F.
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L'opération d'addition permet, en outre, d’obtenir unecdmposition canonique de
chaque espéecE = F,,, sous la forme suivante :

F:F0+F1—|—F2—|—F3—|—"', (17)

ou F,, représente I'espece = F,, restreinte au cardinal, & savoir, pour tout ensemble
fini U,
_ [ FlU],  si|Ul=mn,
FalU] = { 0, sinon. (1.8)

Exemple 1.1.5Nous allons illustrer la décomposition canonique présermi-dessus
en considérant les especEsdes ensembles €&t des cycles orientés. Pour ces deux
eSpeces, Nous pouvons écrire

E = 14+X+E+EB+...= ) Ey,
n>0
C = X+CQ+03+---:ZCn,
n>1

ou £, etC,, sont respectivement les especes des ensembles de cardirdes cycles
(orientés) de tailler, By = 1, E; = X = C].

Cette décomposition est importante et permet, dans de reaxizas, d’obtenir des
formules relativement simples pour les séries associ@egspeces, ainsi que des for-
mules énumeératives explicites.

Finalement, on définit les puissances d’'une esgeee F,, par

F'=1, F"=F.F....-F, (1.9)
————
n fois

ou 1 est I'espece définie pafU] = {U}, siU = 0, et{) sinon.
1.2 Especes mokculaires et asynatriques

Le concept d’espéce moléculaire est central dans laithées espéces. En effet, il
est a la base de la classification de structures selon lgmétses, en permettant de
trier les structures par rapport a leur stabilisateur.sCée type de classification, ap-
pelé développement metulairg que nous établissons pour les especes2embres
exterplans et exterplanaires dans la deuxieme partie.lu3e gans ce type de classifi-
cation, des structures dépourvues de symétries appamndisDe telles structures sont
ditesasynetriques

1.2.1 Espce et @veloppement makculaires

Cette section est consacrée a l'introduction des not@iespgce maokculaire et de
déeveloppement metulaire(ou décomposition moléculaire). On considere ici dgges
ces non pondérées pour introduire la notion d’especé&cutdire, ceci ayant pour but
de faciliter la lecture.
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Définition 1.2.1 Une espéce moléculaird/ est une espce ne posant qu’un seul
type d’isomorphie.

En d’autres termes, deul -structures quelcongues sont toujours isomorphes. stell
especes sont caractérisées par le fait qu’elle sortmuposables sous la somme com-
binatoire :

M est moléculaire <— (M =F+G=F=00uG =0). (1.10)

Il est toujours possible de représenter une espéce maiéx sous la forme d'une
espece quotient
XTL

M=, (1.11)
ou X™ représente I'espéce des listes (ou ordres linéairefyrdpieurn et H est un
sous-groupe du groupe symeétriquer &lémentsS,,. On écritH < S,. En fait, H
est lestabilisateurd’'une quelconqué//-structure sur I'ensemblg] = {1,2,...,n},
c’est-a-dire, le sous-groupe 8g dont les €léments fixent [&/-structure considérée.
On dit quen est ledege de I'espécel/. C’est en fait le cardinal sur lequel est constru-
ite 'espéce moléculaird/. Une espéce moléculaire est ainsi entierement détéeni
par la donnée de son degré et de son stabilisateur. Notansecstabilisateur d'une
structure est aussi appelé sgnoupe d’automorphismes

Proposition 1.2.2 Deux espces mdiculaires de rdme degg n, n € N, X" /H et
X"/K, ou H et K sont des sous-groupes 8g, sontégales(i.e. isomorphes en tant
qu’especes si et seulement dif et K sont des sous-groupes conj@égudes,,. O

Donnons dés maintenant quelques exemples d’especesutaites usuelles.

Exemple 1.2.3 Les espéces moléculaires suivantes sont toutes de degigont obte-
nues en décrivant explicitement le sous-group&¢eui stabilise une quelconque de
leurs structures :

e lorsqueH = 1, le sous-groupe trivial d8,,, alorsX™/1 = X™;

e lorsqueH = < p >, ou p est la permutation circulaire (engendrant un groupe
cyclique d’ordren), p = (1,2,...n), alors X"/ < p > = C,, I'espece des
cycles (orientés) de taille;

e lorsqueHd = D,, ou D,, représente le groupe diédral de degr@lors X" /D,,
est I'espece des polygones de taill¢appelés aussi-gones) et est usuellement
noteel,;

e si maintenant le group& estS,, lui-méme, alors on X"/S,, = E,, 'espece
des ensembles de cardinal
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On noteM I'ensemble des espéeces moléculaires. Il est facile degum les premiers
élements de cet ensemble, jusqu’au degré 3, sont

M ={1,X,Ey, X* E5,C3,XEy, X* .. .}. (1.12)

Les espéces moléculaires ont été répertoriées msqlegré 7 jusqu'a présent; voir
(Labelle, J., 85; Chiricota, 93-1; Chiricota, 93-2; BemerLabelle et Leroux, 98).

De plus, chaque espeéepeut étre exprimée comme une combinaison linéaire {{poss
blement infinie) a coefficients entiers d’especes mdédims, de la maniere suivante :

F= Y fuM, (1.13)

MeM

ou fi; € N représente le nombre de sous-especes @morphes d/.

En décomposant 'action du groupe symétrique sur I'esgepour chaque degré, on
peut montrer le résultat suivant.

Proposition 1.2.4 Pour chaque eggce F, le developpementl.13)est unique. O

Définition 1.2.5 Soit F' une espce quelconque. Lettieloppementl.13)est apped
développement moléculaimi décomposition moléculairde I'esgceF'.

Ce développement est puissant puisque, en plus de clabsg@cel’ selon ses symé-
tries (correspondant a chaque type de sous-groufig figant certained’-structures),
il contient toutes les séries génératrices usuellesc#ss a une espéce de structures.

Remarque 1.2.6 Dans le cas d’'une espéce pondéfge la décomposition (1.13) de-
vient

Fo= > fulw)M, (1.14)

MeM

ou fis(w) est une série de puissances en les variables de poids,nidemeids total
des structures non étiquetées déterminant des soasess{somorphes & .

Exemple 1.2.7 Pour illustrer la signification des coefficienfs;(w) dans des expres-
sions de la forme (1.14), considérons I'espece des asbenees pondérées pgvour
chaque noeud interne (racine comprise) etypapur chaque feuille. Par exemple, en
figure 1.1, nous pouvons voir trois arborescences pordéde la maniere ci-dessus
baties sur cing sommets et qui ne sont m@sNorphes Par contre, ces structures
déterminent des sous-especes moléculaires isomor@hredit que ces structures sont
semblablesOn peut voir en effet que leurs stabilisateurs sont cor§agu encore, ce
qui est souvent plus facile a concevoir, qu’elles peuedr feétiquetées de facon telle
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que leurs stabilisateurs soient identiques. Dans le esept, I'espece moléculaire cor-
respondante est®FEy(X). Les deux premiéres arborescences possedent le pbitls
et la troisieme, le poida?t3. Alors, le terme

s (203 WD XPEy(X) + - (1.15)

apparait dans le développement moléculaire de I'espés arborescences pondérées
comme défini plus haut. Notons que le coefficient 2 dans [k4dtfappelé lmultiplicité
de I'espéce moléculair& Ey (X ) de poidsu’t?.

@
u

Figure 1.1 Trois arborescences pondérées étiquetées non ishemrmais semblables

On peut aussi considérer des especes plus fondamenti@léssgespeces moléculaires :
les especeatomiques

Définition 1.2.8 On dit qu’'une espce makculaire M # 1 estatomiquesi elle est
indécomposable sous I'épation de produit.

Les premieres espéces atomiques, jusqu’au degré 4, sont
X, Ey, B3, C3, By, By, By 0 By, P, Cy, By 0 X, (1.16)

ou Ejf = X*/ A, estl'espece demnsembles orieésde taille 4,4, < S, étant le sous-
groupe alterné dBy, et PY'° = X*/ D, ol D, est le groupe diédral & quatre éléements,
est I'espéce deguadrilatres bicoloés Un exposeé plus détaillé sur les espeé¥,
pourn > 2 un entier pair, est conduit en section 1.5, dans le cadresdjénéralisation
de ces especes.

De plus, Yeh, ((Yeh, 86)), a montré que toute espece ratdée M se décompose
comme produit d’espéces atomiques de fagon unique réréaes facteurs pres. En
gardant a I'esprit que toute espéce pondérgese développe de facon unique comme
combinaison linéaire d’espéces moléculaires, il emtsahaturel de considérer les espé-
ces pondérées dans un anneau de séries formelles denka for

(C [[U, X, EQ,E3,03,. .. H,
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ouv = (v1,ve,vs,...)estune famille dénombrable de variables de poids et l&xesp
utilisées sont les atomiques.

La notion d’espéce moléculaire peut alors se géneratis cas d’especes multisortes
de fagon naturelle. Nous traitons ici le cas a deux soldeggnéralisation a un nombre
guelconque de sortes étant immédiate. ConsidéronsstmtesX etY . Toute espéece
moléculaire a deux sorted = M (X,Y') peut s’écrire

xXnym
H 9

OUH < S¥ xSY estle stabilisateur d’'un&/-structure quelconque. I;¥ (resp.SY)

représente le groupe symétrique de degagissant sur les points de soXe(resp.Y).

M(X,Y) = (1.17)

Il est intéressant de noter que, pour une espece moigcilaguelconque, I'expression
de la série indicatrice de cycles prend une forme agréagblen facilite le calcul.

Théoreme 1.2.9((Kerber, 86; Labelle, G., Labelle, J., Pineau, 95; Bergetabelle
et Leroux, 98)) Soit M(X,Y) = X"Y™/H une espce madculaired deux sortes,
avecH < SX x SY . Alors, la rie indicatrice de cyles d&/ est donie par
1 C C
Iy (21, T2, Y1, Y2, - 0) = — Z xll(h)w22(h) . yfl(h)y;b(h) o (1.18)
H] e

ou ¢;(h) (resp.d;(h)), pouri > 1, représente le nombre de cycles de longuede la
permutation sur les points de sorke (resp. de sort&”) induite par I'elementh € H,
et|H | désigne le cardinal du group. O

Finalement, pour conclure sur les especes moléculaoesidérons deux especes mo-
leculairesM et N. Alors I'espéceM (N), obtenue par substitution d¥ dans M/,
reste moléculaire. Par exemple, les espdcgdss) et C3(X?) sont moléculaires. Le
produit de deux especes moléculaires est lui aussi urecespoléculaire. De plus, il
est possible de calculer le stabilisateur de I'espécenakt@ar produit ou substitution
de deux espéces moléculaires de la facon suivante.

Proposition 1.2.10 SoientH un sous-groupe d8,, et K, un sous-groupe d§,,, ol
n,m € N. Alors, on a

XxXn Xxm Xn+m
H K HxK’

X xm_xm
H° K mkK "7

a)
b)

ou H x K désigne le produit caésien def par K vu comme sous-groupe 8.,
et H ! K repésente le produit en couronne des actions de groupesir [n] et K sur
[m]. O
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1.2.2 Structures asynetriques

Les structures asymeétriques sont caractérisées paitlgue leur groupe d’automor-
phismes est réduit a la permutation identité (comme-gpospe du groupe symeétrique)
de son ensemble sous-jacent. Cette notion, dans le codeaspeces, a été introduite
et discutée par G. Labelle dans (Labelle, G., 89-1; Lap€lle92; Labelle, G., 93).

]
@

®

a) b)
Figure 1.2Un arbre a) non asymétrique, et b) asymeétrique

Définition 1.2.11 SoientF' = F,, une espce de structures podcee, U un ensem-
ble fini quelconque et une F-structure sur 'ensemblé/. La structures est dite
asymeétriquesi son stabilisateur est trivial, c’est-dire, pour toute permutation sur
U,

Flo](s) =s = o = 1yp. (1.19)

Par exemple, I'arbre présenté en figure 1.2 a) n'est pasé&tsigue, puisqu’il admet la
transpositionr = (46) comme automorphisme. Par contre, celui proposé en figlre 1.
b) est totalement asymétrique, étant donné que seukrtayation identité le fixe sous
son action.

On peut donc considérer la sous-espéce nbt@dune especd” = F,, constituée par
'ensemble ded-structures asymeétriques. Cette sous-espece estapaetie plate
ou encorepartie asynétriquede I'especer.

Définition 1.2.12 Soit F' = F,, une espce ponérée. Lapartie asymeétriquele F' est
définie, pour tout ensemble fiai, par

F[U] = {s € F[U] | s est asymétrique}. (1.20)

Pour une espécE = F,, quelconque, il peut arriver que I'on &t = F. Dans ce cas,
on dit queF’ est une espeasynetrique La propriété d’asymétrie pour des especes est
stable sous les opérations suivantes : addition, proslulistitution, pointage.

Exemple 1.2.13Les especes, des singletons, ef = > ., X", des listes, sont
asymeétriques. En effet, aucun réétiquetage non triliaie liste ne peut fixer la struc-
ture de la liste. On déduit aussi que I'espéce, n > 1, est asymétrique puisque toute
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sous-espece d'une espece asymétrique est elle-mgmeétaisjue. De plus, il est facile
de voir que I'on a

X=X, L=L, E=1+X, C=X. (1.21)

Notons aussi que seules les especes moléculaires derla }of, n > 0, sont asyme-
triques. Il est donc évident que toute espece asymetdte= F'(X) s'écrit de fagon
unigue comme combinaison linéaire a coefficients entlessespeces™,

F(X)=> faX", (1.22)

n>0

ou f,, est le nombre dé'-structuresnon-€tiquegesconstruites sur un ensemblena
élements. Il est & noter queBiest asymétrique, alols(z) = F'(z) = >, - fna" et
ZF = F(I‘l)

On définit aussi laérie gerératrice des structures asyatriques norétiqueéesF ()
d’'une espéce pondérdequelconque par

F(x) = Z Fo (W)™, (1.23)

n>0

ol f,,(w) est le poids total deB-structures asymétriques non étiquetées sur un ensem-
ble an éléments.

1.3 Substitution (composition partitionnelle) genéralisée

Comme nous I'avons mentionné plus tot, de nombreusestipés ont été introduites
dans le contexte des espéces de structures. Ces opg&rationtoutes définies pour
des espéces quelconques, hormis I'opération de sulmstit(pleéthystique). En effet,
pour que l'espécé’ o GG, composée dé& = G, par F' = F,, soit définie, il faut que
G(0) = 0, ce qui signifie que I'espéc@ ne posseéde pas de structure sur I'ensemble
vide. On dit alors qué- est une especeterme constant null est cependant possible
d’etendre dans certains cas 'opération de substituli®ieux especek o G au cas
d’especess a terme constant non nul.

Le premier exemple d’utilisation de la substitution d’esges a terme constant non nul
consiste en I'étude desructures partiellemerétique€es Une structure partiellement
étiquetée s’obtient d’une structure étiquetée emawticertaines étiquettes de la struc-
ture, incluant les cas d’aucune étiquette ou de toutesr iastrer cela, considérons
'especed desarbres(de Cayley). En figure 1.3 a), on peut voir un arbre étiqoeta-
portant8 sommets, et, en figure 1.3 b), un arbre partiellement &géggee I'on peut
obtenir a partir du premier.

La définition suivante formalise la notion d’espéces decstires partiellement étique-
téees, dans le cas d'une espece moléculsire
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s

Figure 1.3Un arbre a) étiqueté, b) partiellement étiqueté

a)

Définition 1.3.1 Soit M = M (X) une espce madculaire quelconque. Onéfinit
I'espece ded\/-structures partiellement étiquetéas€e M (1 + X ), par

MA+X)=MT+X)|p._q, (1.24)

ou 7" est une sorte auxiliaire de singletons. Plisgralement, pour un entige > 0,
on céfinit 'espece desV/-structures partiellemertt-colorées par

Mk + X) = M(kT + X)|p._,. (1.25)

Notons que I'espécd/ (T'+ X ) est en fait un espéce a deux sortes construite a partir des
sortes de singleton¥ et7'. La définition précédente signifie alors que pour obtene
M-structure partiellement étiquetée, on construit danpremier temps uné/ (7" +
X)-structure a deux sortes, puis on retire les étiquetteewdeles points de sortg.

De fagon analogue, pour construire ul&k + X)-structure, c'est-a-dire und/-
structure partiellemerni-colorée, on commence par construire wd¢k7" + X )-struc-
ture, a savoir uné/-structure sur les deux sortéset X de singletons en attachant a
chaque singleton de sorfé une couleuri, 1 < i < k. Ensuite, on désétiquette les
points de sorté’.

De fagon encore plus générale, considérgns (vq,vs,vs,...) une famille dénom-
brable de variables de poids. Soit ald@$[v]] 'anneau des séries formelles en les
indéterminéed. Tout élément € C [[]] s’écrit donc

§=cip + copa +c3puz 4o -,

ou, pouri > 1, ¢; € Cetpy; € C[[v]] est un mondme unitaire en les variables
v1, v, .... On généralise alors, podr e C[[v]], a la substitution dd, + X dans
une espece moléculaite/, ot 1 = T¢|,._, avecTy = 1T, + 2Ty, + 3T, +

-+, ou T, représente I'espece des singletons de sbrigondérés par le mondme
;. Concretement, prenons ué(7; + X)-structure quelconque. Pour obtenir une
M (1¢ + X)-structure, a savoir ung/-structure partiellement étiquetée pondérée, on
désétiquette tous les points de sdftéout en conservant leur poids. On écrit alors,

M(lg—FX) :M(T£+X)|T::1. (1.26)
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On préfere dans certains cas utiliser une notation mighitive pour la pondération. La
relation (1.26) prend la forme

M(E+X)=ME T+ X)|p.—- (1.27)
Nous choisissons ici d'adopter ce profil; on écrira albféS + X) ou¢ € C [[v]], par
analogie aved/(k + X), k € N*.

Considérons maintenant deux especes pondé&ges GG, & poids dan£ [[v]], ou G,
est supposée a terme constant non nul. Dans le but d’asgieréa substitutiod,, o G,
de G,(X) dansF,,(X) soit bien définie, certainesnditions de sommabiéitdoivent
étre satisfaites. Ces conditions suivent : considéremsrine constant dg,,

¢ = Gy(0) € C[[#]). (1.28)
Alors, la composéé’, o G, est bien définie si

a) £(0,0,0,...) = 0 et F,(X) est arbitraire (a savoir, le terme constant de la série
¢ est nul),

ou Si

b) F,(X) est une espéce polynomiale (& savoir, il n’existe pag,gestructure sur
tout ensemble suffisament grand)&t(X ) est arbitraire.

Exemple 1.3.2Soit F,, = E = 1+ X + Ey + E3 + - -+, 'espece (non pondérée)
des ensembles finis €, = vy + 2v3 + v4C3 ou C3 représente I'espéce des cycles
(orientés) de longueur trois. Alorgy, o G, = E o (vy + 2v§‘; + v4C3) est bien définie
puisque

£ =Gy(0) =vy +2v5, £(0,0,...)=0. (1.29)
Néanmoins, I'espec& o (4 + vy + 2v§ + v4C3) n'est pas définie car, dans ce cas,
E=4+uvy+ 205, £(0,0,...)=4+#0, (1.30)

etF,, 0G,(0) = E(4) = co. Enfin, I'especes (4 + vq + 2v3 + v4C3) est bien définie
étant donné que I'espede; est bien évidemment polynomiale.

Notons que, dans le cas ou I'on considére une espggeolynomiale de degré au plus
d € N*, alorsF,, possede un unique développement de la forme

MeM
deg M<d

et on définitF,, (£ + X) par
wEFX) = Y fu(w)M(E+ X). (1.31)

MeM
deg M <d

On motive ainsi la définition suivante.
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Définition 1.3.3 SoitG,, une espce dont le terme constarénfie G, (0) = £. On pose
X =G, 000G =G — €. Alors,

FyoGy= > fulw)M(E+X)oGy. (1.32)

Mem
deg M <d

Intéressons nous maintenant au calcul explicite du teonstant deV/ (£ + X'), ou M
est une espéce moléculaireéet C[[7]]. Ce terme constant est donné pgdi(¢) =
M(ET + X)| x: =o. On obtient alors une formule explicite permettant le dadieul/ (¢)
T:=

a partir de la série indicatrice de cyclBs; de I'especell.

Proposition 1.3.4 Soit M une espce mokculaire et = cypq + cops + - - € CI[7]].
Alors, on a

M(&) = Zm(&1,€2,85,- - ), (1.33)

o, pourk > 1, & = cypub + coph + - et Zy(z1, x, . . .) est la rie indicatrice de
cycles del1.

Preuve. Considérons d'abord le cas gu= 1. En utilisant (1.38), (voir plus loin), il
vient successivement

M(1) = M(X)|y._, := cardinal ou poids total des types @i&-structures
= 51(1,0,0,...)
= Zy(1,1,1,...), (1.34)

ou o est définie par (1.38). Considérons désormjaisN[[ 7']]. On peut alors écrire

E=nip +nopa+ -,

ou, pouri > 1, n; € Nety; € N [0] sont des mondmes unitaires. Alors, la notation
multiplicative £ X signifie,

EX =Xy +eXy, +- =X +copueX + -1
oupuX := X, par définition. On a alors,
Zex = c1pnZx + capoZx + - = (crpn + capiz + ) Zx = a1
On en déduit,

M) = (Mo&X)(1)

(Zmroex)(1,1,1,..)

Zy (€121, oo, 373, -+ )4y

= Zm(61,82,83,--4), (1.35)
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oU&; = p; o0& = nipl +noub + - - -, p; €tant 1ai*™ somme de puissances(éfr); =
Pk © Zer. Le cas général ol = ¢y + copn + - - - € C[[¢']] découle alors du principe
du prolongement des identités polynomiales (Bergeromella et Leroux, 98) étant
donné que les deux membres de (1.33) sont des polyndmegs®@n. . . qui coincident
lorsquecy, co, ... € N. [ |

Etant donné que toute espeEe= F,, s'écrit comme combinaison linéaire d’espéces
moléculaires et par la linéarité de la série indicatde cycles face a I'opération d’addi-
tion, on déduit le résultat suivant.

Corollaire 1.3.5 SoitF' = F,, une espce ponérée quelconqueérifiant les conditons
de sommabilé et{ € C[[v]]. Alors, on a

Fy(§) = Zp, (61,62, 83, ). (1.36)
Od

1.4 Series indicatrices

Soit F = F,, une espece pondérée quelconque. Deux séries indesfprincipales
peuvent étre associées a I'espétea série indicatrice de cycle8p(x;,zo,...) etla
série indicatrice d’asymétriEp(z1, z2,...). Dans le but d'introduire ces deux séries
de facon unifiee, nous considérons une famille dénobiera= (t,t,,...) de vari-
ables formelles auxiliaires qui n'apparaissent pas dapwitgs originalw. Nous for-
mons alors une nouvelle espece pondérée, ngjgedont les structures sont dé3,-
structures colorées au sens suivant : e -structure sur un ensemble fibi est
un couple(f,c) ou f est uneF,-structure suil/ et c est une colorationg : U —
{1,2,3,...}. Le w, t-poids de la structuréf, c) est alors donné par I'expression suiv-
ante

w(f) T tew:- (1.37)

uelU

Un automorphisme d’une structufé, c¢) est une permutation : U — U qui est un
automorphisme dg¢ préservant la coloration.e., ¢ = ¢ o . Le w, i-poids est alors un
mondme dont les variables incluent certatnsPar exemple, la figure 1.4 montre un
arbre construit sur 'ensembl®] = {1,2,3,4,5,6,7,8} coloré et pondéré de la fagon
décrite au-dessus, ou le poids original d'un arbre @téievé a une puissance égale au
nombre de feuilles de I'arbre (par convention dans cettedigti un noeud: est coloré
c(x), alors le poidg,(,) est attaché a ce noeud).

En retirant les étiquettes dé3 -structures, tout en conservant leur poids, deux fonc-
tions symétriquesg, (t1, to, t3,...) etop, (t1,t2,t3,...) €n les variables;, sont as-
sociées a chaque espdgg, comme suit :
or,(ti,t2,t3,...) = poids total des, r-structures non étiquetées
Or,(t1,t2,t3,...) = poids total deg’, »-structuresasymétriques

non étiquetées.



23

Figure 1.4Un arbre coloré suig] de poidsu’t5t3tststis

Les figures 1.5 et 1.6 décrivent respectivement Hpje -structure non etiquetée typ-
ique, pourk,, I'espéce des arbres pondérés par leur nombre de feLebIﬂemerf-
structure non étiquetée asymeétrique typique, ayartesodeux le poids®t3t3t,tst1s.
Remarquons que si I'on oublie la coloration dans la figure la.6tructure n’est plus
asymétrique et le poids devient.

Figure 1.6 Arbre coloré asymétrique typique non étiqueté de poids§tittstis

Il est bien connu dans la théorie des fonctions symétsigueir par exemple (Macdon-
ald, 95)) que les sommes de puissances en les varigbles 1, définies par

k
pk:pk(t1>t2>t37"')zzti> k:17273>"'7
i>1
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forment une base algébrique de I'anneau des fonction®tsigués en leg;, i > 1.
Cela signifie que toute fonction symétrique entlesécrit de fagon unique comme une
série de puissances gqn ps, ps, . . .. En particulier, (voir (Bergeron, Labelle et Leroux,
98; Labelle, G., 89-1)), les séries indicatricgs, etI'r,, peuvent étre définies dans
cette base.

Proposition 1.4.1 Soit F,, une espce ponérée. Alors, la &rie indicatrice de cycles
Zr, (p1,p2,p3, .. .) estl'unique &rie satisfaisant

Zr,(P1,02,p3,--.) = 0F, (t1,t2,t3,...). (1.38)

|

Définition 1.4.2 Pour toute espce ponérée F,,, la serie indicatrice d’asyratrie

FFw(phpZap?)a .. )

est I'unique érie satisfaisant

I'r,(p1,02,p3,...) =0F, (t1,t2,t3,...). (1.39)

Remarque 1.4.3Notons que la formule (1.38) caractérisant la série mimice est
équivalente a la formule (1.5). Ceci peut étre établiughisant la théorie de Polya.
On aurait ainsi pu utiliser (1.38) pour définifr, . Cependant, la formule (1.5) est
souvent plus adaptée au calcul explicite de la série atdie de cycles.

Ces deux séries indicatrices sont tres importantes sacheelles incluent les trois
séries génératrices que I'on a considérées, a tirgpécialisations. Le résultat suivant
explicite ce lien.

Proposition 1.4.4 Soit ' = F,,, une espce ponérée. Alors, on a

F(x) = Zp(2,0,0,...) =Tp(x,0,0,...), (1.40)

et B
F(z) = Zp(z,2?,2°,...), F(z)=Tp(z,2% 23, ...). (1.41)
O

Pour le cas d'especes a deux sortes, la propositioregesté prend la forme suvante :

F(z,y) = Zp(z,0,...;9,0,...) =Tp(z,0,...;9,0,...),
(x,y) = ZF(w,wQ,...;y,yQ,...), (1.42)
(x,y) = I‘F(x,xz,...;y,yz,...).

o

Finalement, on dispose d’'une formule explicite permetiicalcul de la série indica-
trice d’asymeétrie pour une espece moléculaire a detbesd/ (X, Y).
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Théeoreme 1.4.5((Bergeron, Labelle et Leroux, 98; Kerber, 86; Labelle, abelle,
J., Pineau, 95; Pineau, 95)poit M (X,Y) = X"Y™/H une espce madculaire a
deux sortes, avedl < S x SY. Alors, la €rie indicatrice d'asyrétrie de M est
donree par

Cyr(zy, 22, 591,92, - - )

_ ﬁ S ({1}, V)apWag) Myl ag)
V<H

ou la somme est prise sur les sous-groupede H, {1} est le sous-groupe ider#ide
H, u({1},V) représente la valeur de la fonction detiius dans le treillis des sous-
groupes def etc; (V) (resp.d;(V')) désigne le nombre d’orbites pastant: élements
de sorteX (resp.Y’) par rapporta I'action naturelle del” sur [n] (resp.[m]). O

1.5 LesespcesP(X,Y) et PY¢(X,Y)

L'objet de cette section est I'etude de deux espéecesaulalizes (non pondérées) spé-
cialesPP(X,Y) et PY¢(X,Y). Ces espéces jouent un role fondamental dans la clas-
sification de I'espece desarbres exterplanaires. On s’attache ici a illustrer gerd
concepts precédemment introduits. Notons que lesteisude cette section sont nou-
veaux et proviennent de (Labelle, Lamathe et Leroux, O1gllapbl amathe et Leroux,
03). Commencons par définir I'espéce (& une soREYJ pour n un entier pair, in-
troduite par (Labelle, J., 85) PP est 'espéce des-gones bicologs étiquetés aux
sommets. Plus précisement, les arétes d'un polygonedtés sont colorées avec un
jeu de deux couleurs{0,1}, de faconpropre c’est-a-dire, de sorte que deux arétes
adjacentes ne recoivent pas la méme couleur. On peutgi#a&galiser cette définition

a l'espéce a deux sortd®°(X,Y), oll X représente la sorte des arétes de couleur 1
(lignes pointillées) et’, la sorte des sommets, comme illustré par la figure 1.7, pour
n = 4 etn = 6. Les lignes pleines font partie de la structure et ne remtesit aucune
sorte (ceci signifie que I'on ne les étiquette pas).

5 4
e o
le.. 2 o4 y b
6\ / 3
20 - 3
b ,,,,,,,,
1 a 2

Figure 1.7Une PP'°(X, Y)-structure et uné’’(X, Y)-structure
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Il est clair que ces espéces sont moléculaires. Donc, lddng de completement les
décrire, il faut identifier leur stabilisateur et les eersous la forme (1.17). On a

X2y+4 . X3y®6
t PPOX.Y) =
D2 € 6 ( ) ) 53 b

ou D, et S3 sont caractérisés par leur action sur les structurgedétes de la figure 1.7

(1.44)

PY¢(X,Y) =

1. Dy =< h,v >< S5 x SY, avec
h=(a,b)(1,2)(3,4) et v=(a)(b)(1,4)(2,3).
Noter queh? = 1, v? = 1, hv = vh, €t Dy = Zy X Zo.
2. S3=<s,w><S{ xS}, ol
s=(a)(b,c)(1,2)(3,6)(4,5) et w=(a,b,c)(1,3,5)(2,4,6).

Remarquer que? = 1, w3 = 1, sws = w?, et S3 = S3.

Le lien entre les espéces a deux sof¥¥ (X, Y) et certaines classes dearbres est
explicité dans la deuxieme partie traitant de la clasifin et de 'énumération de
diverses familles de-arbres.

Nous passons maintenant au calcul des séries indicattécegcles et d’asymétrie des
especesdP°(X,Y) et PY(X,Y), basé sur I'utilisation des théorémes 1.2.9 et 1.4.5.
Ensuite, en utilisant les regles (1.42), on déduit am@nies séries génératrices as-
sociées aux especéy(X,Y) et PPi¢(X,Y).

Proposition 1.5.1 Les €ries indicatrices de cycles des deux @ssPP¢(X,Y) et
PY¢(X,Y) sont donies par

1
Zpbic(T1, T2, 3 YL, Y2, -0) = Z(m%yf+2x2y§+x%y§), (1.45)
1 36 2 3
Zpéaic(x17x27 YL Y2, .) = E(wlyl + 2x3y5 + 3x122Y5). (1.46)

Preuve. Il suffit, pour commencer, d’écrire explicitement lesr@énts des groupd3,
etS3;. Ona

Dy ={1,h,v,v-h} et S3={l,sw w?s w s w}

On utilise ensuite le theoreme 1.2.9, a savoir, pour whakes élements de ces groupes,
on calcule leur nombre de cycles de longuéut < i < 4 pourDs etl < i < 6
pour S3. Par exemple, pour I'élément- h € Do, on voit, a partir de la figure 1.7,
gu'il possede deux cycles de longueur 1 pour les points de 30 et deux cycles de
longueur 2 pour les points de soite donnant le terme?23. [
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Proposition 1.5.2 Les €ries indicatrices d'asy#trie des deux eggesP (X, Y) et
PM¢(X,Y) sont donkes par

1

Uppic(w1, 22,591, 42, 0) = 1(95%9% — 23y5 — 2a0y5 + 2a0ya),  (L1.47)
1l 356 2 3

Fpé)ic(wl,wg, YL Y2, ) = E(xlyl — x3y3 — 3x122y5 + 373Y6). (1.48)

Preuve. Commencons par écrire les treillis des sous-groupd3.det Ss. La figure 1.8
représente les treillis de ces deux groupes, ou les ekiffras a la gauche des éléments

D S
2 3
5 3
-1 -1 -1 -1 - -1 -
<h> <v.h> <> <S> <S> <S> <w>
1 1
Id Id
a) b)

Figure 1.8 Treillis des sous-groupes de B), et b) S5 et fonction de Mobius

du treillis donnent la valeur de la fonction de Mobius. Iffglensuite de calculer les
orbites rattachées a chacun des elements du treilifoonément au théoreme 1.4mb.

Confirmons maintenant les expressions des séries géoésaassociées aux especes
PP¢(X,Y) et PY¢(X,Y). Ona

ic 1 Shic —bic

PP(ey) = 2% PP(ny) =2y, Pl(wy) =0, (149)
ic 1 Shic —bic

P(}) (x7 y) = éx?’yﬁa P(? (x7 y) = w3y67 P() (x7 y) = 0. (150)

Le fait que les deux sérieB. (z,y) et Py (z,y) vaillent 0 signifie que ces deux
especes sont purement symeétriquies, leur partie asymétrique est réduite a I'espece
nulle, . .
PrX,Y)=0, P(X,Y)=0.

Etant donné que les espeded(X,Y) et PY¢(X,Y) sont moléculaires, les especes
obtenues par substitution de I'esp@Ge= X*, k > 1, dans ces espéces sont molécu-
laires. Les especd’l“(X, X*) et PY¢(X, X*) sont essentielles pour I'obtention du
développement moléculaire desrbres exterplanaires. D’ailleurs, remarquons que

Pfic(Xv 1) = E2(X)7 PflioiC(Xv 1) = 03(X)7 (151)
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conformément a la figure 1.7, en posant:= 1, ce qui correspond a retirer les
étiquettes des sommets.

Pour terminer cette section, donnons les dérivees désesp deux sortegd(X,Y)
et PY°(X,Y). Ces dérivées interviennent dans le calcul de formuladdition impli-
guant ces espéeces.

Proposition 1.5.3 Les cerivees partielles des espesPP“(X,Y) et PY¢(X,Y) sont
donrées par

8% DUXY) = XEy(Y?), a% DX Y) = XY (152)
8% VIC(X)Y) = Ey(XY?), aiy (X, Y) = X3Y°P, (1.53)

Preuve. Soit F(X,Y) une espéce a deux sortes quelconqué, etl” deux ensembles
finis correspondant aux deux sort€setY'. Alors, les dérivées partielles, par rapport a
X etY, sont les especes définies par les formules suivantes

oF oF

— (U, V] =F[U V], =—=|[U,V]=F[UV

S5O VI = FIU+{=}.V], Z-[U.VI=FU.V +{+}),
ou x est un point supplémentaire utilisé dans la construa&s¥-structures. Rempla-
cant successivemeift par Py et PY'°, on obtient le résultat annonce. m

1.6 Theoreme de dissyratrie et inversion de Lagrange

Dans cette section, nous allons présenter deux réstittdtsitiles dans le cadre de
I'eétude des2-arbres et de leur énumération. Le premiertheoreme de dissyéatrie
pour les arbres, introduit par (Leroux, 88; Leroux et Milg@2), est, aprés adaptation
aux cas deg-arbres, la pierre angulaire de la classification et deuh@@ration des di-
verses classes dearbres que nous considérons. Le seconyédrsion de Lagrange
est un outil bien connu en combinatoire énumeérative, ehpe dans de nombreux cas,
d’extraire explicitement les coefficients de séries défipar des équations fonction-
nelles implicites.

e Théoreme de dissyratrie : Nous présentons ici le theoreme de dissymétrie dans le
cadre des arbreR-enrichis, ouR est une espece quelconque. Considérons les especes
a, desarbreset.4, desarborescencegarbres enracinés). Rappelons que I'espéesst
caractérisée par I'equation fonctionnelle suivante

A= X E(A), (1.54)

ou F est I'espece des ensembles.

Définition 1.6.1 ((Labelle, G., 81)) Un arbre R-enrichisur un ensemble firli est la
donree
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i) d’un arbret quelconque construit sur 'ensemlilg

i1) d'une R-structure sur 'ensemble des voisimmets adjacentsle chacun des
sommets de

On notedp, I'espece des arbres-enrichis.

Remarquons que lorsque I'enrichissemétht= FE est I'espéce des ensembles, on
retrouve naturellement les arbres (libres). On peut aléfmid I'espece desirbores-
cencesR’-enrichies ou la notatiorv désigne I'opérateur de dérivation combinatoire,
comme étant I'espece des arbrBsenrichis plantés en un de leurs sommets. Cette
espece, notéd r/, satisfait alors I'eéquation fonctionnelle suivante

Ap = X - R(Ag). (1.55)

Cette espece est définie avec I'espece dériveetant donné que planter un arbiRe
enrichi en un sommet brise I&-structure autour du sommet pointé et de tous les autres
sommets. En fait, on se trouve dans le cas oR-structure autour de chaque sommet
est batie a I'aide d’'un point supplémentaire n'appaais pas dans I'ensemble sous-
jacent. Il estimportant de distinguer I'espede/, de I'especey, des arbresgz-enrichis
pointtsen un sommet qui est caractérisée par I'equation foncéte

a;% - XR(AR/)

On a alors le theoreme de dissymétrie suivant, donnéLadoelle, G., 92) pour le cas
R-enrichi.

Théoréme 1.6.2THEOREME DE DISSYMETRIE. Soit R une espce telle queR’[()] #
@. Alors, on a
R +a, =ag+ay,, (1.56)

oul les exposante, — ete— désignent le pointage en un sommet, en urgdeaet en une
aréte ayant elle-@me un de ses deux sommets adjacents digjmgapectivementd

La demonstration de ce théoréme dans le cas des arbocesde-enrichies est ici
omise. Notons cependant qu’elle est similaire au cas dessactassiques, correspon-
dant & I'enrichissemem® = E; voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 98; Leroux, 88; Ler-
oux et Miloudi, 92).

e Inversion de Lagrange : Considéron® uneQ-algebre. On not®][z]] I'anneau
des séries formelles en l'indétermingex coefficients dan®. SoientA(z), R(z) et
F(z) trois séries formelles de I'anned{[z]]. Supposons, de plus, qu&0) # 0 et
que A(x) satisfait 'eéquationA(z) = xR(A(z)). Alors, pourn > 1, on dispose de la

formule )
@ F(A(w)) = =[] F (£ R™(b), (1.57)

n
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ou [z"|B(z) représente le coefficient eff de la série formellé3(x) € D[[z]]. Cette
formule est appelé®rmule d’inversion de Lagrange comj@as Elle permet de trouver
explicitement les coefficients de la composée d'une sé&(ie) par F'(z), dés lors que
la série A(z) satisfait une équation fonctionnelle implicite. En tesriBespeces, si
A, R et F sont trois espéces telles qigl] # () et A = X - R(A), alors on dispose
d’une formule donnant le nombre de structures étiquetéd'®spece composde(A).
lllustrons cette formule avec I'exemple suivant.

Exemple 1.6.3Considérons I'especg des foréts (libres) d’arborescences ordonnées.
Une forét d’arborescences est un ensemble d’arborescences. llegstcbnnu que
'espéce des arborescences ordonnées, ndigeest caractérisée par I'eéquation fonc-
tionnelle suivante

A =X-L(Ap), (1.58)

ou L est I'espece des ordres linéaires. Cette espece congspl'espece des arbores-
cencesl-enrichies. De plus, on a

F=E(AL). (1.59)

Trouvons maintenant le nombyg de foréts d’arborescences ordonnées étiquetées sur
n sommets. On vérifie préalablement que I'on satisfait bésnconditions énoncées
ci-haut. Les séries génératrices associées aux&spat F sont données par
L(m):L:Zw" et E(m):em:z:ﬁ (1.60)
- n! '

n>0 n>0

Considérant la formule (1.57), avel{z) = A (z), R(z) = L(x), etF(x) = e*, et
puisqueL(0) = 1 # 0, on déduit

% = [2"]F(A(z)) = %[t"‘l] et (1—t)™, (1.61)
i <>
= l[ n—l] Zt_' Z n : t, (1.62)
n ~is = j!

oun<i> =n(n+1)...(n+j — 1) désigne lgj*®* factorielle montante de. On

obtient alors ) L1
= n' — - - n<j>.
fa=nle >0 5
i+j=n—1
Finalement, le nombrg, de foréts d’arborescences ordonnées étiquetées sam-

mets est donné par
n—1
= <" . 1) n<k>, (1.63)



Chapitre Il

SERIE INDICATRICE D'’ASYM ETRIE TRANSLAT EE

Ce chapitre est consacré a I'étude d’'une nouvelle sérieelle, appelée la série indi-
catrice d’asymeétrie translatée. On débute ce chapitqgosant le probleme de la prise
en compte de la substitution d’especes a terme constantuialans une autre espéce,
motivant ainsi I'introduction de la nouvelle série. Erisunous donnons une définition
formelle de cette série et en étudions le comportememt &&x opérations combina-
toires usuelles. Nous en déduisons alors des formulesrgles pour le denombrement
de structures partiellement étiquetées asymétriguasus calculons la série indicatrice
d’'asymeétrie translatée pour les espéces courammédiséat et pour des assemblées
d’especes. Nous terminons ce chapitre en proposant ur@alisation du triangle in-
fini de Pascal, permettant ainsi de calculer les sériesatrites d’asymétrie translatées
pour toutes les especes moléculaires.

2.1 Position du probeme
Dans ce chapitre, nous allons considérer I'anneau dessfaimelles suivant
Cl[7))[[ X, E2, E5,Cs,...]] = C|[v; X, Eq, E3,Cs3,...]], (2.1)

ou C dénote le corps des nombres complexes; €t (vq, v2, . ..) sont certaines vari-
ables de poids. Les espec&sFEs, E3,Cs, ... utilisees sont les especatomiques
introduites au chapitre premier dans la définition 1.2.8utTau long de ce chapitre,
nous supposons que les développements moléculairedgis) de la forme (1.14),

Fo= Y fulw)M,
MeM
sont effectuées dans I'anne@u[v; X, E», E3,Cs, .. .]]. Les opérations combinatoires

introduites au chapitre précédent restent valides danarmeau (voir (Joyal, 86; Yeh,

86)). Cependant, dans le but de construire la compositiespdces a terme constant
non nul, nous supposerons que les conditions de somnedhifibduites dans le section

1.3 sont toujours vérifiées.

Position du probleme : Soient F' et G deux espéces quelconques. Rappelons
sommairement le comportement des séries indicatriceyaes; 7, et d’'asymeétrie,



32

=09 *+ @) +@9

Figure 2.1 Formule d’addition pous(1 + X)

I'r, face aux opérations combinatoires usuelles (voir (BergeLabelle et Leroux,
98)) :

Zria = 2Zr + Za, I'rya=Tr+Tg, (2.2)
Zr.q =2r - Zg, I'rg=Tr Tq, (2.3)
0 0
oy =—20 ', =—7T 2.4
F (91’1 F F 8$1 Fs ( )
si G(0) =0, alors Zpog = ZrpoZg, T'rog=Trpolg, (2.5)

ou o désigne la compositiopléthystique Mais,

siG(0) # 0, alors Zpog = Zpo Zg, tandis que I'poc # I'p o' €n général (2.6)
Pour illustrer la derniére assertiohy.; # I'r o I'g, considéronsF = FEs(X),
I'espéce des ensembles a deux élementé&; et 1 + X, I'espéce de I'ensemble vide
ou des singletons. C’est d’ailleurs sur cet exemple, donisrevons besoin pour
I'énumération deg-arbres exterplans (voir chapitre 4), que nous avons décolin-

compatibilité de la série indicatrice d’asymétrie alecas d'especes a terme constant
non nul. Comme illustré par la figure 2.1, nous avons la féendiaddition suivante :

FoG(X)=FEy(1+X)=1+X + Ey(X). 2.7)

Alors,

1 1
Tpoc =1+ + 5(96% —a2) #lrole=5((1 +a1)” = (14 22)),
_ 1,
puisquel' g, = 5(951 — ) etl'y = my.

Le but de ce chapitre est de contourner ce probleme erraesait la définition de
la série indicatrice d’asymétriE pour obtenir ainsi une nouvelle série indicatrice
formelle, notéed r ¢, et satisfaisant
'r = Ipp, (2.8)
T'rog = FF,E ol'g, ou &= G(O) (29)
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Comme les especes sont pondérées dans I'arfball, on peut écrire chaque élément
de poids{ € C[[]] comme uneC-combinaison linéaire de mondmes unitaiggsen
les variables de poids = (v, v, ...), de la fagon suivante,

§=cip + copa +c3puz 4o -,

ol¢; € C, pour tout; > 1.

Notons que les relations (2.2)—(2.4) permettent d'obteEntomportement des séries
génératrices face aux opérations combinatoires, giadgles de la proposition 1.4.4.

2.2 La <rie indicatrice d’asymeétrie translatée

Dans cette partie, nous introduisons la nouvelle sérimdtle,I' - ¢, appeléesérie indi-
catrice d’asyngtrie translaée Nous étudions aussi le comportement de cette nouvelle
série face aux opérations combinatoires classiquess Nmntrons ainsi que cette série
est stable sous ces opérations, ce qui legitime la definifjue nous en donnons.

2.2.1 Definition de I'x

Définition 2.2.1 (SERIE INDICATRICE D' ASYMETRIE TRANSLATEE)

Soitv = (vy,ve,vs,...) une famille @nombrable de variables de poids—= ciu1 +
cap2 + c3pz + - -+, un élement doné de I'anneauC [[v]] et F' = F,, € C[[¢]], une
espece ponérée. Alors, lasérie indicatrice d’asymétrie translatder, ¢, est @finie
par la relation

Ppue=Tr,erx) o lx—e, (2.10)
oul o désigne la substitution pthystique gréerale.

La relation (2.10) est équivalente a I'expression suivan
FFw(f —|— X) - FFw,E (] Fx+§
Plus explicitement,

Lr,e(@1,20,23,...) = [py e x) (w1 — §1, 02 — &2, 03 — &3, ),

fk:CIM]f+C2M§+C3M§+"', k>1.

Remarquons, en particulier gge= &;. Dans le cas spécial que C, correspondant a
une multiplicité (non pondérée) pure, la définitiompedente se rameéne a

Ur,e(@1,22,23,...) =Tp,erx) (@1 —§za —§ w3 — &), (2.11)
puisque, pour tous lgsc N, on a&, = &.

La dénominatiortranslage provient du fait que I'on translate pdr avant d’effectuer
la substitution dans (2.10). lllustrons immédiatemerdieul de cette nouvelle série.
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Exemple 2.2.2Nous allons calculel' ¢ pour 'especel’ = C3(X) des cycles (ori-
entés) de longueur 3, et pagie N. Commencons par proposer une formule d’addition
concernant I'espéc€’s. On a

3
Cy(6+ X) = # L EX 4+ X2 4 Cy(X). (2.12)

Pour obtenir une telle formule d’addition, il suffit de clas$es structures suivant le
nombre de points de sorf€ utilisés dans la construction du cycle de longueur 3. Le
premier terme de (2.12) correspondZg, (&,&,&, . ..), conformément a la théorie de
Polya ((Polya et Read, 87)). Cela donne en fait le nombmligations essentiellement
distinctes, avec un jeu decouleurs, d'un cycle de longueur 3. On peut également
utiliser le corollaire 1.3.5. Nous obtenons alors,

3 .
Foe = S22 40—t gloy - g4 oL =8

= £+F037 (213)

puisquel’'c, = %(mi{’ — x3), voir le tableau A.4. Bien entendu, la méme formule reste
valide pour{ € C, et plus généralemenk,c, ¢ = &3 + I'cy, pouré € C[[]], ce que
nous établissons dans la section 2.3, proposition 2.3.5.

Si nous considérons maintenant I'espéte- E5(X ), nous obtenons, en généralisant
la formule d’addition (2.7),

Ip,e =& +TEg,.

Nous verrons plus tard que, dans le cas général, la elifter entre la série translatée
et la série classique indicatrice d’asymetiig;, — I'r, n'est pas nécessairement un
élément deC [[7]] et peut aussi impliquer les variables i > 1.

2.2.2 Comportement face aux oprations combinatoires usuelles

Dans le but de calculer la série indicatrice d’asymémedlatée pour diverses especes
de structures, nous devons connaitre le comportementtéeséeie face aux opérations
combinatoires usuelles. Ceci va permettre, connaisssusélges indicatrices d’asyme-
trie (classiques) des especes usuelles, de calculenkldtae pour ces mémes especes
moyennant certaines formules d’addition. Nous commesigain un lemme technique,
pour, par la suite, prouver le théoreme donnant le corapweht de ces séries rela-
tivement aux cing opérations combinatoires usuellesifjadd produit, substitution,
dérivation et pointage). Rappelons (voir corollaire 3)3jue siF;, est une espce pon-
dérée quelconque dans l'anne@ijv]], £ = £(U) € C[[v]], nous avons

Fu(§) = Zp, (61,62, 83, ). (2.14)

Lemme 2.2.3 Soit¢ un éléement doné de I'anneauC [[7]]. Alors,

F(6+X) = (Fu(+ X)) (2.15)
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Preuve. Introduisons une sorte supplémentaire de singletongerfot Alors, nous
avons

/

F,

w

(X) = [T]Fu(T + X), (2.16)

ou [TF, (T + X) désigne le coefficient d€ dans le développement d&,(7" + X).
En effet, considérons I'espéce a deux sofgéT" + X ). Nous pouvons toujours écrire

Fy(T + X) = Fo(X) + TE,(X) + O(T?), (2.17)

ol O(T?) représente la sous-especerdg T + X ) dont toutes les structures possédent
au moins deux éléments de softedans leur ensemble sous-jacent. Cette relation est
obtenue en appliquant wfeveloppement de Taylor combinatofiatroduit par (La-
belle, G., 89-2)), ou, plus simplement en classant les tstres suivant le nombre
d’éléements de sort@ utilisés dans la construction dé§, (T + X )-structures. |l suffit

a présent d'extraire le coefficient &hde part et d'autre de I'égalité (2.17) pour obtenir
la formule annoncée.

Maintenant, pour n'importe quel mondmec C [[¢]], nous obtenons,

Fy(i+X) = (Fo(p+ X)), (2.18)
puisque, en utilisant la formule (2.16), nous avons
(Fu(p+ X)) = [T]Fu(p + (T + X)), (2.19)
et donc,
Fuln+X) = Fu(X)|xxep (2.20)

= [T)Fu(T + X)xxy, = TIFu(n+T+X), (2.21)

par associativité de la substitution pléthystique. Le ca{ = cu, ¢ € N, suit di-
rectement en appliquant successivement (2.18): &iC, nous utilisons le principe
d’extension des identités polynomiales ((Bergeron, Lakst Leroux, 98), page 182).
Le cas générd = cyuq + cous + - - - S'obtient une nouvelle fois par itération. m

Le théoreme suivant décrit le comportement de la sedeatrice d’asymétrie trans-
latée en regard des opérations combinatoires.

Théoreme 2.2.4Soientt’ = F,, etG = G, deux espces ponérées dans I'anneau
Cl[v]] et§ =¢(v) € C[[7]]. Ona

I'r = Tpgp, (2.22)
FFOG = FF,E o FGv Slg = G(O) (223)
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De plus,
Prige = Tret+Tag, (2.24)
Prae = Tre-Tag (2.25)
Proce = Tree olae (2.26)
0

Ppe = 7T 2.27
F'g Dz 6 (2.27)
r - nlr (2.28)

ree = g Lee .

Preuve. La formule (2.22) est une conséquence directe de la défirde la sérid z .
Larelation (2.23) suit directement de (2.26). Les form&24) et (2.25) sont relative-
ment faciles a établir. Il suffit d’utiliser la définitiote la série indicatrice d’asymétrie,
et d’écrire

I'rivce = Dpyoyerx)olx—¢
= (FF(£+X) + FG(£+X>> olx—¢
et aussi

I'rce = Twraesx)olx—¢
= Dresx)aerx)olx—

= <F Fet+x) T G(s+x>> ol'x_e.

La formule (2.28) requiert simplement I'utilisation de43) et (2.27). En utilisant la
relation bien connué™ = X - F’ et le fait quel'x ¢ = I'x = xq, il vient

Ppee = PXF’,g :FX,ﬁ'PF’,g
= DTy

= - FF17§.

Alors, en admettant provisoirement la relation (2.27), btiemt (2.28).
Les formules (2.26) et (2.27) demandent un peu plus de tra@dmmencons par
(2.26). Par définition, nous avoi$roc e = I'pog(e+x) © (1 —&). Nous pouvons
alors écrire

F(G(€ + X)) = F(G(§) + G+ (£, X)),

ou, en utilisant le corollaire 1.3.%7(¢) = Zg(&1,42,83,...) etG4(&, X) = G(& +
X) — G(§), est une espece a terme constant nul. Notons que la mofdéthystique
est utilisee; = p; o & = £(vi,vd,...), olip; désigne lai*™® somme de puissances.
Maintenant, siH est une espece quelconque a terme constant nul, on obde(2.5),

I'rarry = Traixypor = rsx)oln
= I'rx)aolarx ol = I'rx)aolath.
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Donc, en posant = G(§) etH = G4 (£, X), on trouve
Iroce =Trage olae.
Nous arrivons maintenant a la preuve de la formule (2.2@)dé&ivant I'expression
Pre=Tperx)olx—¢

par rapport &, Nous avons

) )
D BE = (a_leF(“X)) ol'x—¢.

Mais, par le lemme 2.2.3, nous avons

0
3—361FF(£+X) =Lperx)-

On en déduit 3
o e e o tx-e =g
ce qui acheve la preuve. [

Nous donnerons, dans la section suivante, plusieurs ersmpplicites de calcul de la
série indicatrice d’asymeétrie utilisant le theoremg.2. Voici d’abord quelques exem-
ples simples.

Exemple 2.2.5Dans cet exemple, nous désirons obtenir la série indieadfasymétrie
translatée de I'espédeé = E, - C3. On utilise alors la formule (2.25). Pogre C [[v]],
ona

Ppycse = Ui Teose,
(2 +Try) - (&3 +Tay),
5263 + §3PE2 + §2PC3 + FEQPC:;-

Exemple 2.2.6 Par la suite, nous montrerons que, pou C, on a

§(6+1) §E+1)(E+2)

FEk,ﬁ =I'g, +&p, , + 91 31

FEk,4 + FEkffj + - (229)
ou FE, représente I'espece des ensembles de taillussi appelés-ensembles). Pour
k = 3, laformule devienl g, ¢ = I'p, + (0, = Dg, +&x1. CependantE3) = Es.

Ceci est cohérent avec la fomule (2.27) du théoremespitt puisque

0
Ipye=&+Tn = a—xlFE&ﬁ'



38

Avant de finir cette section, regardons le comportement tte série pour les especes
asymeétriques.

Remarque 2.2.7 Considérons I'especE = X des singletons. Pour cette espéce, nous
avons,
PX,& = PX =X. (230)

De fagon générale, cette observation reste vraie, pori0,
FX",§ = (Fxﬁ)n = Fxn = 1‘? (231)

En fait, il est clair la sérid" ¢ est linéaire enf”. On en déduit alors, utilisant (2.31),
que la sérid ¢ coincide toujours avec la série indicatrice d’asyneetiassiqud’r,
deés lors que I'especE est asymeétrique, a savoir, de la forfieX) = > f,,X™, ou
fm € C[[¥]], pour toutm > 0.

2.3 Exemples et applications

Cette section est consacrée au calcul de la série indieattasymétrie translatée pour
diverses familles d’espéces, notamment les espgcdses ensembleg]’ des cycles,
S des permuations4 des arborescences, et certaines espeéces liees awd@nées.
On traite également le cas d'espéces formées d’'assesidié structures, c’est-a-dire,
d’'especes; de la formeG = Fo FouG = Co F, ..., ou F est une autre
espece. Ces résultats sont alors appliqués a I'eratio@ (ou inventaire pondéré) de
sous-structures asymeétriques (structures partielletequetées asymeéetriques). Nous
débutons par I'introduction de la méthode généraléamimération de sous-structures
asymeétriques. Avant cela, nous prouvons un lemme tecarfiyt utile pour le calcul
des séried's, ¢ des lors que I'on connait une expression explicite pogg. Rap-
pelons que toute espeéese décompose canoniquement suivant les cardinaux de ses
ensembles sous-jacents,

F=F+F+FK+---+F,+- -, (2.32)

ou F,, désigne la restriction de I'espeéeaux ensembles de cardinal Dans le but de
calculer les sérieB ¢, pour chaque espede = F,,,, nous introduisons une variable de
poids supplémentaire, n'apparaissant pas dafi®u dans le poids d’origine. Cette
nouvelle variable a pour but de tenir compte du cardinal dsgmbles sous-jacents.
Considérons alors I'espece auxiliaire suivante :

Fy(tX) =Y t"F,. (2.33)
n>0
Par linéarité, il s’ensuit que
Lrux)e = ) t"Tr, ¢ (2.34)

n>0
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Lemme 2.3.1 SoientF’ = F,,(X) une espce ponérée dans 'anneal [[7]] ett une
variable de poids qui n'appafapas dans et dans le poids origineb. Alors,

FF7L,£ = [t"]FRtg(t:cl, tzl’g, t?’l’g, .. ) (235)

Preuve. Par le theoreme 2.2.4, nous avolig,g ¢ = I'rg¢) o T'ge- PrenantG(X) =
tX, on déduit successivement

Trexye = Treolixe
FF¢5 o (twl)
= FF7t5(tx1, tzxg, t3x3, . .),

carl'yx ¢ = tr1. On conclut en utilisant le fait quer, ¢ = [t"]T p(x) ¢ [ ]

Notons que la formule (2.35) peut &tre réécrite sousradéosuivante

Lr, e = " pesexy (v1 — &1, 02 — &2, 03 — €3,-. 1), (2.36)

ou ¢ = &(T7) = &(vi,vh,v8,...), pour touti > 1. On utilise la formule (2.35) ou
(2.36) suivant les cas.

2.3.1 Applicationsa I’€numération de sous-structures asyretriques

Dans cette partie, nous allons prouver un résultat simptenettant d’énumérer les
sous-structures d’'une espéce, aussi bien étiquetéesian etiquetées et non étiquetées
asymeétriques. Considérons une espece pondéréeF,,. On associe a cette espece
I'especetranslagesubF, définie par

subF,(X) = F,(1 + X). (2.37)

Une structure appartenant a I'esp&adF,, est unef,-structurepartiellementétique-
téeou, dit plus simplement, unsous-structured’'une F,-structure. En effet, chaque
element participant a la construction d'uneéb F,,-structure est soit un éléement vide
(unel-structure), soit un élément étiqueté (ukiestructure). Pour illustrer le concept

de sous-structure, considérons I'espéig X) = S5,,(X) des permutations pondérées

o, ou le poidsw(o) de o estt élevé a une puissance égale au nombre de cycles de la
permutationos. La figure 2.2 présente une permutation et une sous-petionutde S,
comportant chacune trois cycles, c’est-a-dire de poids

Définition 2.3.2 SoitF = F,,(X) une espce ponérée quelconque. On nommeb F, -
structure(ou plus simplement sous-structure, s’il N’y a pas d’amftiguoute structure
s appartenanté I'especesubF, (X ) = F,,(1+ X). De plus, on dit que est une sous-
structure de taillek si s pos&dek élementstiqueés.
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(©) (h)
o @ ©
(b)
(>
OO U@
‘Q taille = 12 .Q taille = 7
0 poids = t* . poids = t*

Figure 2.2Une permutation pondérée datig, et une sous-permutation dg,(1 + X)

Par exemple, la sous-permutation présentée en figurea2gauche) est de taille 7,
tandis que la permutation présentée dans la méme figutmite) est de taille 12.

Pour obtenir les séries génératrices associées@etesubF,, (X ), nous utilisons les
formules de substitution (au niveau des séries indiagjisuivantes :

Le,a4x) = el 42,1+ 22,1+ 23,00, (2.38)

ZFw(1+X) = ZFw(l—Fl'l,l—l—l‘Q,l—l—l‘g,...). (2.39)
Utilisant maintenant les regles de la proposition 1.4deduit les séries génératrices
associées awubF,,-structures :

subFy(z) = Zswr,(2,0,0,...)
= ZFw(l—i-w,l,l,...):Fle(l—l-x,l,l,...), (2.40)

(subF,)~(x) = Zgwr, (z,2%23,...)
= Zp,(1+z,1+2%1+23..), (2.41)

subF,(r) = Fsubpw(x,xz,x?’,...)
= Tpa(l+a,1+2%1+2°..). (2.42)

Il estimportant de remarquer que dans les relations (2(28)0) et (2.42), la série indi-
catrice d'asymeétrie translatée (gar= 1) I'r, ; est utilisée, contrairement aux relations
(2.39) et (2.41), ou la série indicatrice de cycles namstatéeZ, est utilisee. Cela
provient du fait que la substitution d’especes a termestzon non-nul (ici, 'espécé+
X) présente un comportement stable face a la série imtieate cycles a la difference
de la série indicatrice d’asymeétrie classique (non ted@és).

La proposition suivante donne des formules permettant Idaleale poids total (ou le
nombre, si le poids est triviale., lorsque toutes les structures recoivent le poids 1) de
subF,,-structures de taillé a partir deF,,-structures de taille, en fonction des entiers

n etk, dans les cas étiqueté, non étiqueté et non étiqegta&trique.

Proposition 2.3.3 SoientF' = F,,(X) une espce ponérée ett, » deux variables de
poids sup@mentaires n'apparaissant pas dans le poids originelAlors,
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i) le poids total desubF,,-structuresétiqueées de taillek obtenuesa partir de
F,,-structures suifn| est don# par

kxR [t ZE, (H(1 + z), 2,83, ); (2.43)

i1) le poids total desubF,,-structures norétiqueées de taillek obtenues partir
de F,,-structures de taillex est dong par

[2M [t Zg, (H(1 4 ), t2(1 + 22), 3 (1 4+ 2°),...); (2.44)

ii1) le poids total desubF,,-structures norétiqueées asyrétriques de taillek obte-
nuesa partir de F,-structures de taillex est dong par

(R[] e (H(1 4 ), 82 (1 4 22), 3 (1 + 23),...). (2.45)

Preuve. Considérons I'especaib F,, définie par
(subFp,)(X) = F,(14+ X) =[t"|F(tX) o (1 + X). (2.46)

Pour obtenir les relations (2.43), (2.44) et (2.45), il $afors d’extraire les coefficients
enz® des trois séries suivantes :

(subF,)(x), (subF,)(x), (subF,)(z). (2.47)

2.3.2 Ensembles et-ensembles

Nous cherchons ici a calculer les séries indicatricesyreetrie translateeb ¢ et
I'g, ¢, des especes et I, des ensembles et des ensembles de cardinal > 0.
On commence par calculdrg ¢ en utilisant une formule d’addition permettant de
développer® (¢ + X); ensuite, a l'aide du lemme 2.3.1, on obtiénf, ..

Proposition 2.3.4 (ENSEMBLES) Soit¢ € C [[v]]. Alors,

PE,ﬁ - ZE(fZa 547 .. )PEa (248)
15]

Ip,e = Z 725 (82,864,865 -+ &20) B, ;- (2.49)
>0

De plus, si¢ € C,ona
5]

Lg,e= Z <§> g, —2i (2.50)

i>0

ou <§> = w représente le coefficient binomial de seconde sorte.

)
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Preuve. Commencons par la formule (2.48). Nous disposons de lauigraiaddition
suivante :

E(€+X) = E()E(X).
Alors,
P =Tperx) olx-¢ = E(EUp o Ny,
ou E(&) = Zg(&1,&,...) conformément au corollaire 1.3.5. Or, le tableau A.1 en
annexe donne

x J—
Proly g = expy (-1t 2t

k>1
(33‘1,1’27'”)
— eXpZ eXpZ Tp(ey,an,...)
= k=1 k (51752,...)
Ceci implique que
ZE(£1>£2,-..)
r =7l =F T ’
AT TR(e, 6, ) (&g
puisque
ZE(wlawZ,...) . x1+z_2+f€_3+z_4+"'

— ex2+%+%+"' = ZE([L'27{L'47...). (251)

- T3 T3 T4
FE(acl,acg,...) et -7t

Maintenant, par utilisation du lemme 2.3.1, on obtient diab

Zp(t 126, ..
Eng = Ete(lT1,1°X2,...) = Pl 2 Er(X)-
r [t"|D g ge (t, t2 ) = [t"] (61, ¢ T g (

2
PE té.l,t 627" k>0
Ainsi, par la relation (2.51),
Ipex)e = Zp(t2&, 14y, .. Zt g, ax)
k>0
— <Zt2iZEi (&3,64, .. .)) <ZtkI‘Ek(X)>. (2.52)
i>0 k>0

On obtient donc

PEn,ﬁ - FEn + ZEl (527 547 .. ')PEnfg + ZE2 (627 647 .. ')FEn74 + ey (253)

qui donne la formule (2.49). Finalement, considérgns C, un nombre complexe
(sans poids). Etant donné qge= &, pour touti > 1, et en utilisant (2.51) et (2.52), il
vient

Zp,(&,¢&,..) = [tM)Ze(t%, t%, )
= [tHet e LEpEs (2.54)

= - = £F

)

7!
UES> = £(6+1)... (£+i— 1) designe lai®™e factorielle montante. En substituant
(2.54) dans (2.53), on arrive a I'expression annoncés0j?2. [
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2.3.3 Cycles et permutations

Considérons les espec€set C,, des cycles (orientés) et des cycles (orientés) de taille
n, respectivement. En utilisant une approche similaire aypcacédent des ensembles,
on obtient la proposition suivante.

Proposition 2.3.5 (CYCLES ORIENTES) Soit¢ € C [[#]]. Alors, les éries indicatrices
d’asyretrie translaées des eggesC des cycles ef’,, des cycles de longueur, sont
donrees par

Pc’g = (ZC —PC)(fl,SQ,...) +PC7 (255)
1 n
fene = 23 (80~ u@)ef + e (256)
din
ol ¢ et désignent respectivement les fonctions classiques d’'etlée Mobius.
Preuve. Commencons par rappeler une formule d’addition bien certancernant

I'espéce des cycles & deux sor@€l’ + X) (voir (Bergeron, Labelle et Leroux, 98),
page 109) :

C(T+X)=C(T)+C(L(T)X), (2.57)
ou L est I'espece des ordes linéaires (listes). En y pdgast &, il vient
Coerx) = C6) + Tewex) = C€) +Toolex- (2.58)

Mais, a partir du tableau A.1, on a
k
e =-— Z % In(1 — =),
k>1

etL(¢) = (1 —¢&)~! (voir corollaire 1.3.5). Nous en déduisons alors

k T —
FCoI‘L(g)XoI‘X_f = —Z#ln(l— 1k_§§k)
E>1 k
I MESLS
=1 — &k

= FC(I’l,ZEQ, . - ) - FC(£17£27 .. )
Par (2.58), nous obtenons ainsi
Faf = FC(§+X) o FX—S = (ZC — Fc)(fl,fg, .. ) + Fc.

Pour établir (2.56), il suffit alors de posér:= t¢ et d'utiliser de fagon directe le
lemme 2.3.1. Le résultat suit immédiatement en utilisant

Zo=YZe, =% % S é(d)zd, (2.59)

n>1 n>1 din
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et
Toe=>» To, =), % > )y (2.60)

Nous obtenons maintenant 'énumération des sous-stegiassociées a I'espece des
cycles, que nous appelossus-cycles

Corollaire 2.3.6 Le nombrec,, ;, de sous-cycles de taille obtenusa partir de cycles
sur [n] est don@ par
Cnp=Mm—1)(n-2)...(n—k+1). (2.61)

Le nombrec,, ;, de sous-cycles de taille non étiqueés obtenus partir de cycles de
longueurn est dong par

Gk = Z o(d (ZZ) k> 0. (2.62)
" it

Le nombrez,, ;. de sous-cycles aswtriques de taillek non étiqueés obtenus partir
de cycles de longueut est dongé par

Tk = % 3wl (Z?;l) k> 0. (2.63)
d|(k,n)

Preuve. On utilise la proposition 2.3.3 avec I'espéce non poadét’'= C. Premiere-
ment, avec (2.59)

e = MM T | o + 61 + )"
d|

n>1n>1
d>1

- k![mk]%(l by

- 50
= (n—=1)n-2)...(n—k+1).

En ce qui concerng, j, nous avons

Gk = [ % S o)t (1 + 29)

n>1"" dn
= % Z o(d)(1 + x)
d|n

: ;szs)-
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Finalement, pour obtenit, ., il suffit de remplacer la fonction par . dans les calculs
précédent en accord avec (2.60), apres avoir remangglé q

[wk] [(t"(Zc —Te)(t,t,...)=0.

Considérons maintenant les espesesles permutations €f,,, des permutations de
taille n. Nous rappelons que I'espéce des permutations est edsée par la relation
suivante :

S=EoC, (2.64)

signifiant que toute permutation se décompose en un ensatehtycles disjointsA
partir de cette relation et des lois de substitution durti@e 2.2.4, nous allons obtenir
les séries indicatrices d’asymeétrie translatées #sp@ux especeset S,,.

Proposition 2.3.7 (PERMUTATIONS) Soit{ € C[7]]. Alors, les &ries indicatrices
d’asynetrie translaées des eggessS, des permutations €%, des permutations de
taille n, sont donies par

ZS(§17§27 .. )
rg, = 28W162:-)p 2.65
5 Ts(é1,6,..) ° (2.65)
FSnvg = an + 2£2FS7L72 + £3FSn73 + T
---+7Ti(£2>£37"'7£i)FSnfi+“'7 (266)

N 7 1 1
ou 77@'(527537"'75@’) = [t](l—t2£2)2 H l—tk&g-

k>3

Preuve. Nous utilisons a nouveau la formule d’addition
C(T+X)=C(T)+C(L(T)X),
ou L est I'espece des listes. En combinant cette formule avedddtion (2.64), il vient

S(T+X) = BE(C(T+X)) = E(C(T)+ CL(T)X))
— E(C(T))- B(C(L(T)X)) = S(T)- S(L(T)X).

Alors, en posant” := ¢ € C[[v]],

Pse=S()lsolpx olx e,



46

OUL(E) = Z1(&,&,...) = T2z Mais,I's est donnée pdfs(z1, zs,...) = {=22. Cecl
entraine

1-L
L S(f)#éz))jforx—ﬁ
12l
= 5(5)17_&
—ah
_ 1-& 1—mx
a 5(5)1—52 -
I3
B Ts(i)rs’

ce qui est équivalent a la formule (2.65). On souhaite teaamt établir (2.66). Remar-
qguons, tout d’abord, que (2.65) implique,

1
i

E>1
Lggeo(ter) = WFS@X)
1-t&
(1) T Xoer
- ) — ik S+
1—1¢ fg (o3 1—t¢ fk >0

Extrayant alors le coefficient d& dans la derniére égalité donne I'expression annoncée
pourl“smg. |

On en déduit alors des formules énumératives pour les-getmutations étiquetées,
non étiquetées et non étiquetées asymétriques.

Corollaire 2.3.8 Le nombres,, de sous-permutations de tailleobtenues partir de
permutations sur 'ensemble] est

n

Sp = Z i®p >2(n — 1), (2.67)

i=k

ol p >2(m) désigne le nombre de partages de I'entieren parts plus grandes ou
egalesa 2 eti(¥) repesente la&®™e factorielle descendante de

Le nombres,, de sous-permutations ndaetiqueées de taillek obtenuesa partir de
permutations de taille; est

] e - S (). ees

v=1 Abn o §>1
bk
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oum;(A) est le nombre de parts de tailledans le partage\.
Le nombres,, de sous-permutations n@tiqueées asyt@triques de taillé: obtenues
partir de permutations de taille est

1—t2(1 422

ki ) 1 !
Sn—[xk”t] 1—t(1+x) (1_t2)2y1:[31—t”'

(2.69)

Preuve. La preuve est basée sur ['utilisation de la proposition®&ecF,, = S, du
tableau A.1 et de la proposition 2.3.7. Commencons aye®©n a

1 1 1
1—t(l4x)1—t21—¢3" "

= k![zM][t"] (Zti(1+x)i > ot (Zt?’i

sn = K[|t

>0 >0 >0
= Kt <§:t’<z>> S Yo
— \k i>0 i>0
- k‘!z<li>p22(n—i)-
i=k

De facon similaire, on a

Sno= [T Do) | [ DA [ D (142

J>0 §>0 J>0
= [2"]D (142N (14 2?14 2y
AFn
- S
AFn 121 ml('u)

pnEk

oum;(\) représente le nombre de parts de tailies partage\. Finalement, la formule
(2.69) concernart,, s’obtient directement de la proposition 2.3.3. [

2.3.4 Arbres, arborescences et endofonctions

Dans cette partie, nous nous intéressons aux espedesarborescencegarbres en-
racinés) e desarbres(de Cayley). Comme nous I'avons mentionné dans la section
1.6, I'especeA satisfait I'équation fonctionnelle suivante

A=XE(A). (2.70)
De plus, le theoreme de dissymétrie (1.56) prend la forme

A+ Ey(A) =a+ A% (2.71)
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Notons qu’'a partir des deux expressions précédentss;defficients des sérigs 4,
Za, I' 4 etI'g peuvent étre calculées explicitement (voir (Bergeraahdlle et Leroux,
98; Labelle, G., 92)). De plus, dans (Meir et Moon, 83), letears ont énuméré les
arborescences asymétriques. Nous nous proposons idictdecdes séries indicatrices
d’asymétrie translateE 4 ¢ etI'q . en termes des séries ci-dessus.

Proposition 2.3.9 (ARBORESCENCES ET ARBRESSoIt¢ € C[[v]]. Alors les &ries
indictarices d’asyraétrie translaées des egresA, des arborescences @f des arbres,
sont donges par

Ige = Tao ( (&) 1>, (2.72)
)

Fag = A@)+Tac— 5((Tagh+ Tae?) 273)

= A(&) +Tqo <A§2)$1>7 (2.74)

ou A(f) = ZA(fl, fg, .. ) et (I‘_A@)g = P20 I‘_Aﬁ = I‘_A7§2(1‘2, T4,T6, - - )
Preuve. Le résultat est une conséquence du théoreme 2.2.4 rivaufe (2.70) donne

Pae=Tx¢e - Tpue=a1l'pagolae (2.75)
Mais, par définition,

Peae = Treae+x)oTx-ae
= T E(A(&))E(X)OFX —A©)
= E(A)e(r1 — A(&1), 22 — A(&2), .. .)

= exp ( %A(ﬁk)> exp <Z (_1;_1 (zr — A(ék)))

= eA(£2)+%A(£4)+§A(56)+...FE(

= E(A(gg))FE(l'l,lL'g,)
_ Aé@)rE(xl,@,...), (2.76)
2

puisque A(§) = EE(A(E)). On en déduit qué’ 4 ¢ verifie 'équation fonctionnelle
suivante :

XT1,T9,...)

2

Or, la sériel' 4 o (%xl) veérifie aussi la formule (2.77). Donc, la formule (2.72)

s’ensuit par unicité de la solution. Les formules (2.73)2e74) sont facilement obte-
nues a partir de (2.71) en utilisant le théoreme 2.2.4 &iimule suivante
1

PE2 = 5(1‘% — xg).

Tae= (A(&)xl) Ti(Tae). (2.77)
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Remarque 2.3.101l est aussi possible de calculer les seilieg, ¢ etI'g, ¢, pour les
especes des arborescences et des arbresmmmets, en utilisant la formule (2.35), de
la maniéere suivante :

2
L =[t" a0 (%m) : (2.78)
2
la,e=[t"] (A(té) +Tgo (A(tt;z) x1> ) . (2.79)

Corollaire 2.3.11 Soient A I'espece des arborescences @&t celle des arbres. Sup-
posons que lessiesZ 4, I' 4, Zg et'g sontécrites sous la forme

T THg - - VR S VI
Za=Y ay=7H0, Ta=) a2 (2.80)
By A y A
Za=) oy TR, Ta=d eyt (2.81)
A A

ou A = (A1 > A2 > ...) parcourt 'ensemble des partages d’entiers,
2y = 1™ N ()12 M (W)L

etm;()\) désigne le nombre de parts de taiflelu partage).
Alors, le nombre de sous-arborescences de tailtenuesa partir d'arborescences
sur [n], est

(k)
Z M ay, (2.82)
Z)
AFn

ou A parcourt 'ensemble des partages delLe nombre correspondant de sous-arbres
est

(k)
E Ma,\. (2.83)
Zx
P\

Le nombre de sous-arborescences Btiguetes de taillek obtenues partir d'arbo-
rescences de taille est dong par

2 (21520 @25/3) Z_i (2.84)

AFn
ukk

Le nombre correspondant de sous-arbres atiqueés est

2 @18) (ZEE/X) Z_i (2.85)

AEn
pk
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Le nombre de sous-arborescences itiquetes asym@triques de taillek obtenuesa
partir d'arborescences de taille est dongé par

N mi1(A) (ma() Y i () 2yma (M)
[t]ZZ(ml( )>< > ()™ Mg (t?) (2.86)

=0 e w ma (k) 2\
-k

ol e(t) = > ,»,a;t* ! eta; repréesente le nombre d’arborescences de tailleLe
nombre correspondant de sous-arbres @tiqueés asyratriques est

om0 S () () - .. )

(2.87)
ou x(k = 0) vautl, sik = 0, et0 dans les autres cas.

Preuve. On se borne a montrer les formules concernant I'espkdes arborescences,
(2.82), (2.84) et (2.86); les formules concern@ni’espéce des arbres, (2.83), (2.85),
(2.87), suivent directement grace a la proposition 2.88mmencons avec le nombre
A, 1, de sous-arborescences de taillebtenues a partir d’arborescences [siir Par la
proposition 2.3.3, on a

A = KMEMNZA00 +2),8%,8%,..)
= KlzF[en 2 H1 + 2))™ ) 2ma(N)Bma(\)
43 2 o1 +)
= K'Y 24 zym®
AFn ZA
- Z%(ml(A))(k).
AFn ZA

PourA,, 1, le nombre de sous-arborescences non étiquetées @e:falh obtient suc-
cessivement

A = [2M[t")Z4 (t(1+ ), 21+ 2?), (1 +2%),...)

= [N Z—i (t(1+2))™ O (1 +22)™ Y (131 4+ 2%) ™

A
= Y 2T+t
Nen A ST
B ax m;i(A)
B ; ZX ZI;II <mi(ﬂ)>.

Passons maintenant au nombtén, k) de sous-arborescences non étiquetées asyme-
triques de taillek. Par la proposition 2.3.3, on obtient

Ange = [ (b1 + 2), 21+ 22), 31+ 27),.).
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Mais, par la proposition 2.3.9,

Tar=Tyo <A§§2)$1>
Alors,
o) = Tao (S )
RE <A’E§2)t(1”)>mlw <A§i4)t2<1+ >>m2w
Or,
AgQ) S Zaltty,. ) =Y @t =

en utilisant les lois de la proposmon 1.4.4. Finalemdntignt

a _ n A pmi(A)+2mA)+-- i mz()\) ym; ()
A = [2"][t"] Zz/\tl A+ T+ ) Vet
i>1
_ Z H (1 ymi > < (/\)>
AFn 1>1 Z('u)
ukk
ce qui conclut la preuve. [

Notons que les formules (2.82)—(2.85) sont parfaitemengéggles et peuvent s’appli-
guer a toute espede, en écrivant la série indicatrice de cyclesidsous la forme

LA Trg « -
Zp =Y e
A

2\

Cependant, les formules (2.86) et (2.87) sont spécifiquegspéeces des arborescences
et des arbres respectivement.

Il est également possible d'appliquer des méthodessa@s pour calculer les séries
impliquées dans le calcul des coefficients de la propasiti@cédente. On illustre ces
méthodes en calculant les séries (2.43)—(2.45) de laopitapn 2.3.3 pour 'espéce des
arborescences.

Proposition 2.3.12 SoientA I'espece des arborescences et lésiass suivantes

o(x,t) = Zaot(l+z),t2,85,..), (2.88)
V(x,t) = Za(tA+z), 21+ 22,31 +23),...), (2.89)
Y(x,t) = Tas(t(l+x), 21 +2%), 3 (1 +2°),...). (2.90)
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Alors,
plat) = t(1+2)er@Tze0) 5008 (2.91)
Ylz,t) = t(1+ )@t geE )b (2.92)
A(+2
y(x,t) = A(t)(1—|—m)ew(m’t)_%V(EQ’tz)Jr%“’(xS’tS)_"'. (2.93)

t

Preuve. Il suffit d’utiliser I'équation fonctionnelled = X E(.A) et les formules an-
noncées suivent directement par passage aux sérieatincks. [

L'espéce deendofonctiongfonctions d'un ensemble sur lui-méme), noiéed, est
caractérisée par I'équation fonctionnelle suivante :

End = So A, (2.94)

ou S est I'espece des permutations. Les séries indicatiggeg et I'gnq Ont précé-
demment été calculées dans (Bergeron, Labelle et Le@&pd_abelle, G., 92). Con-
naissant ces séries, nous pouvons obtenir une formulelpgur, faisant I'objet de la
proposition suivante.

Proposition 2.3.13 (ENDOFONCTIONS Soité € C[[7]]. Alors, la €rie indicatrice
d’'asynetrie translaée de I'espceEnd des endofonctions est dapar

_ End(§) A(&2)
Pgnde = Ts0 Za(e1. 60, ) TEnq © (TUCl) : (2.95)

Preuve. En utilisant (2.94), le théoreme 2.2.4 et (2.72), on atitmiccessivement,

Pende = Tgoae = 'sag olag
Zs o A(§) (A(Ez) )
= —F—=Igol'go| —/—>21/,
Tso A ° 4 &
ce qui est équivalent a (2.95). [

Il est aussi possible de calcuef,q, ¢, pour les endofonctions sur un ensemble de taille
n. |l suffit d’appliquer le lemme 2.3.1 a la relation (2.95).

2.3.5 Membres d'assemlies

Dans cette section, nous nous intéressons aux couplesedeEs F, G) satisfaisant
I'equation fonctionnelleG = H o F, ou H est soit I'espécel des ensembles, soit
'espéceC des cycles, soit 'especg des permutations. Nous allons établir des for-
mules permettant de calculer la série indicatrice d’astyim translatée dé en fonction
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de F' (et vice versa) dans les trois cas cités. Rappelons peatent deux notations
trés utilisees dans cette partie : Bi= F,, est une espece pondérée quelconque et
¢ € C[[v]], nous écrivons

F(g) = Fw(&) = ZFw(£17£27£37"')7 (296)
Tree = Troee= peolr,e = Tr 6 (@n, 2ok, T, - -),  (2.97)

ol py, désigne l&*™ somme de puissances.

2.3.5.1 Composantes connexes

Considérondy I'espéce des ensembles. Lorsque deux espBasiss sont liées entre
elles par I'equation fonctionnell& = E o F, on dit qu'uneF-structure est uné;-
structure connexéétant donné que réciproguement, on dit quedestructures sont
desassemlitesde F'-structures). Puisque nous connaissbpag (section 2.3.4), nous
obtenons une formule permettant de caldilgre en fonction dd’z ¢ et inversement.

Proposition 2.3.14 SoientE I'espece des ensembleB, et G deux espces ponérées
quelconques &t € C[[7]]. SIiG = E o F, alors, on a

_1yi-1
Pge=Zp(F (&), F(&),...) -exp (Z ( 12,) (FF@),-). (2.98)

i>1

Réciproquement,
Pre=Aci+ Ao+ Agom + -0, (2.99)

N I
ou )\é‘gm = < E k>1 (hl G(fo) >k> .
om

Preuve. Commencons par établir (2.98), qui suit directement de

Lae=Trore=Tpreolre,

et de la proposition 2.3.4 afiest remplacé paF'(£) dans la formule (2.48). Ensuite,

prenant le logarithme de I'equation (2.98), composantzpamultipliant par# et
sommant sur tous les entiers> 1, il vient

ZM < PG5>]. Z< > ) n/d>(FF,§)n (2.100)

i>1 (&2) n>1 N din
= Tre—Tre) (2.101)

puisqueG(&2) = Zg o Zp(&2,&a,...) = E(F(&2)), et par utilisation de la relation

-1 si n=1,

—Z,u "/d 1 si n=2
0 if n>2,

prouvée dans (LabeIIe, G., 92). Par itération de (2.16d pbtient (2.99). [
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2.3.5.2 Asseml#es circulaires

Considérong” I'espece des cycles (orientés). De fagon similaire seletion précée-
dente, si deux espéecds et GG satisfont I'equation fonctionnellé; = C o F', on dit
gu’une G-structure est unassemtéte circulairede F'-structures. Nous calculons de
nouveaul'¢ ¢ en fonction dd' ¢ et vice versa.

Proposition 2.3.15 SoientC' I'espece des cycled’ et G deux espces ponérées et
¢ € CJ[[v]]. SIG=Co F,alors, ona

B(Er, &, ... Z’“‘ In(1 — (Tpe)n), (2.102)
k>1
ot
B(&1,&2,...) = (Zc —To)(F (&), F(&),...). (2.103)

Réciproquement,

Pre=1-ow (- L uee))( - X ia). (2108

k>2 k>1

wk)y== ] a-p. (2.105)

plk
p premier

=

Preuve. On obtient directement la relation (2.102) en utilisant taposition 2.3.5
et le theoreme 2.2.4. Pour établir 'équation (2.1@®mmencons par posef(&) =

Fge—PB(&1,&,...)etB(&) = —In(1-T'r¢). Ensuite, on utilise la formule d'inversion
de Mobius suivante
k 1
9=>"Vpe) = BO=-Y AN (@100
k>1 k>1

On trouve ainsi

Ipe=1—exp ( > % ((Fc,s)k — B(&k, Eas - - )>) . (2.107)

k>1

Nous allons obtenir (2.104) en exprimahén fonction de=. On procede de la maniere
qui suit. Considérong 5" (z1, x2, .. .), linverse sous la substitution pléthystique de
Zo(xy,x29,...). Alors,

ﬁ(&lv&%"') = (ZC _Fc)(F(£1)>

F(&
G(&) —Te(F(&), F(§
G(f) FCOZ< >4
= G -Tcozs (G

2),--)

)R

Zo(F(&), F(&2),--+)

(1), G(&2),-- ), (2.108)
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puisqueG = C o F. Maintenant, remarquons que pour toute série formelle
z(z1,22,...),0na

Z:Zé_1>(1’1,1'2,...) <~ 11 =Zc(21,29,...)

ou w(k) est la fonction arithmétique multiplicative (voir (Lakel G., 92)) définie par
(2.105). Cela implique alors

I’CoZé_b(xl,wg,...) = Z'u

m>1

= Z Z @w(k)x

m>1k>1

= Z(Z’u n/d)

n>1

= > p(n)an, (2.109)

n>1

1—zm

de sorte que I'on ait, en utilisant (2.108),

B(&1, 8o, .) = ZM (2.110)

n>1

de laguelle on déduit

S 1 bn ) = 3106 - X u)G(Ey)

E>1 k>1 i>1  j>1
1 G(&
= Y e - Y | S dntay | E
E>1 E>1 \ d|k
= =) w(k)G(&) (2.111)
k>2
On termine cette preuve en substituant (2.111) dans (2.107) [

2.3.5.3 Assemliles permuées

Pour clore sur le sujet des assemblées, considéronetespdes permutations. On
dit de deux especel et G que lesG-structures sont dessseml#tes permesde F'-
structures, stz = S o F.. On dispose de la relation suivante entre les séries itniea
d’asymeétrie translatées des espeEest G.
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Proposition 2.3.16 SoientS I'espece des permutationg; et G deux espces poné-
rées et € C[[v]]. SIG = So F, alors, on a

1 — (Tpe)e

Pge=0(1,8,...) [ Tre ' (2.112)
ou
_ Zs(F(&), F(&),--) _ 1 1
(€)= (e, Flea)) ~ 1= F@)E Lk -
Réciproquement, . -
Ppe =1 - T G0 T Sle) 2.113
F¢ kl]; (gk) Vl;J(:](FG,g)T’ ( )
Preuve. La proposition 2.3.7 donne
Pae = Tsreolrg
_ ZS(F(§1)7F(§2)7' ) Fsolp
Ls(F(&), F(&2),- ) ¢
_ Zs(F(&1), F(&),--) 1 - (Tre)o
Ls(F (&), F(&2),...) 1-Trg

qui est (2.112). Réciproguement, pour prouver (2.113harguons d’abord qu’étant
donné queZs(F(&1), F(&2),...) = Za(&1, &, ...) = G(£), on peut réécrire la relation
(2.112) sous la forme

1-Tpe G 1-Tre)2

1-F() Tge 1-F(&)
En itérant cette derniére égalité, il vient

1-Tre  11/(G0
e (), 2114

Il faut désormais isolef’r¢. Pour ce faire, il suffit d’exprimetl — F(§) = 1 —
Zp(&1,&,...) dans (2.114) en fonction d8(§) = Zg(&1,&e,...). Ceci est facile-
ment obtenu en écrivant

1
Je(€1, &2, .)

En prenant maintenant le logarithme de la relation précts et par utilisation de
l'inversion de Mobius, on a

ZG(&I»&Q?"') = ZSOZF(£17£27"') = H 1— (Z
k=1 r

1- F() = [] G&)*®,
k=1

ce qui donne (2.113) en utilisant (2.114). [
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2.3.6 Autres calculs

Dans cette section nous calculons la série indicatriceyd@trie translatée d’autres
especes usuelles, a savoir les chaines, les involutiemgensembles orientés ainsi que
les permutations paires; voir (Labelle, Lamathe et Leréwcepté).

2.3.6.1 Chanes et involutions

On obtient la série indicatrice d’asymétrie translgiéar les especes des chaines et des
involutions de maniére relativement directe, en se bamanies résultats de la section
précédente et sur le théoreme 2.2.4, explicitant lepmtement de la sériEp ¢ face
aux opérations combinatoires.

e Chaines :

L'espéce deshdnesde longueurn, Cha,,, est caractérisée par I'équation fonctionnelle
suivante :

Cha,, =

n/2 . .
{ Eo(X™*2), sin est pair, (2.115)

X Eyp(X(=1)/2), sinon.

Rappelons que la série indicatrice d’asymétrie classid@ I'espéce des chaines est
donnée par (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95))

_.n/2 . .
FCha7L(l’1>l’2>...):{ G )/2 517 est pai, (2.116)

xy (a7 — " 1/2)/2 sinon.

Pour calculef’cy,a,, ¢, pouré € C[[4]], on utilise les résultats du théoreme 2.2.4, et on
traite séparément deux cas suivant la parité de I'entier

e Nnpair: Ona
Icha, ¢(®1,22,...) = FE2(X)7§,1/2 0T xnsz ¢
— (& +Tmyx) ol s
= 52% + I'cha, -
e nimpair : De la méme fagon, on obtient, poaiimpair
Conap,e(21,22,...) = wlf(n RIS
On a ainsi obtenu le résultat suivant :

Proposition 2.3.17 Soit{ € C[[7]]. Alors, la €rie indicatrice d’asyrétrie translaée
de l'espece des cHaes de longueur est donge par

2 4+ I'cha, , si n est pair,
TChape = =2 &1 Chan L7 est p (2.117)
1€ + I'cha,, s sinon.

O
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Si I'on veut maintenant calculercy, ¢, il suffit de sommer I'expression (2.117) sur
toutes les valeurs entieres de

e Involutions :

Considérons maintenant I'espdas’ desinvolutions a savoir des permutationstelles
quec? = 1, ou1 est la permutation identité. L'espeher satisfait I'équation fonction-
nelle suivante :

Inv(X)=E(X + Cs) = E(X) - E(Cy). (2.118)

Soit¢ € C[[v]]. On a alors

Imve = Tee T
= e Tooeolos

Or,
Ipe=2p(&&,. . )Te=2p&)TE, e Toge=E&&+T0,.

On en déduit

Tive = (Ze(&)TE) (ZB(Zc, (&) - Tro (&2 +Tc,))

Zp(§2)ZE(Zcy (§2))TE(§2)TElE o (Dey)
ZE(&2)ZE(Zcy (§2))T E(§2) Ty

= I'p(&)Zmv(§2) -

I
~— ~—

On a ainsi montré la propositon suivante.

Proposition 2.3.18 Soit{ € C[[v]]. Alors, la €rie indicatrice d’asyrétrie translaée
'y ¢ de I'espece des involutions est doga par

FInv,£ = FE(£2)ZIHV(£2)FIHV' (2119)

|

Noter que les sérieBy,, etl'r,, ont été explicitement calculées dans (Labelle et Pineau
94; Pineau, 95).

2.3.6.2 Ensembles orierdts

Considérong € S,, une permutation de taille. On dit ques est unpermutation paire
si o possede un nombre pair de cycles de longueur paire dansceangosition en
cycles disjoints. On note pat,, le sous-groupe alterné g formé des permutations
paires deS,,. On forme alors I'espéce moléculaifg™ desensembles orieésde taille
n,

Ef=X"/A,.
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Une structure de I'especB consiste en un ordre linéaire sarpoints modulo une
permutation paire de ses élements. En particulier, on a

ExX =1, Ef=X, Ey=E, Ff=0Cs.

On définit I'espéce des ensembles orierf€sen posantz* =Y, . Err-.

Pour calculer la série indicatrice d'asymeétrie trarésdt+ ., nous utilisons un for-
mule d’addition, donnée par Auger et al. dans (Auger, Uabet Leroux, 01; Auger,
Labelle et Leroux, 02). La premiéere étape consiste en @nérglisation de cette for-
mule d’addition au cas d&* (¢ + X) oU & = i1 + coug + - - - €st une variable de
poids de I'anneat [[7]].

Théoreme 2.3.19(FORMULE D’ADDITION E;F) Nous disposons de la formule d’ad-
dition suivante relativex I’espéceE,% des ensembles oriégd de taillen,

: Xgoxp
Er( Xo+Xi+Xo+--1) = 22X XM L+ 7'“,
n ( ) Z 0 1 Z Ano,nl,...
(2.120)
ou  Angni,... = An NSy ni,.. €6 Sy, représente le groupe des permutations
permutant entre eux chacun despoints de sorteX;, pouri = 1,2,.... O

ng+ni+-=n ng+ny+-=n
Vi, n; <1 Ji, n; >2

Considérons maintenagt € C[[¢]]. Dans le but de calculér =+ , nous obtenons
préalablement une formule d’addition paliF (¢ 4 X).

Théoreme 2.3.20S0it = ¢y 11 +cope+- - - une variable de poids de I'annedu|[7]].
Alors, nous avons

EXE+X) = —1-(X+O+0+X)Tp &)
+ T, &, .. ) EX(X) (2.121)
+ (ZE(gl,gg, .. ) — FE(gl,fg, .. ))E(X)

Preuve. Posant sans perte de générakig:= X et X; := t,T,7 > 1, dans I'équation
(2.120), il vient

EX (X +€T) = Ef(X+(ti+ta+--)T)
=2 > fpgE X

ngt+nitng+--=n
Vi njgl

nom—no
n1ams Xnor

+ g

ng+nit+ng+-=n T0,11,12,. .-

EN nj22
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En sommant la derniére relation sur toutes les valeursiyeside I'entiern, on obtient

EEX 4+&T) = —1—(X+0)+2 ) gz xmopmitnetnsts
nQO,MNY N,
2] nj§1
X nomitne+ng+
D R i
'n,OEI,J'n,l,n>2é no,n1,Mn2,...
n;>

En classifiant les sommes selon les egs= 0, np = 1, ng > 2, on obtient le
développement plus explicite

Ei(X + fT) = —1- (X + fT) + 2( Z t?lt;m o mtnetngte

n1<1,n2<1,...

+Y e XT"1+”2+”3+"'>

n1<1,n2<1,...
Tnitn2tngt-
+ o
1 2 oo A
ny,mo,... 0,n1,n2,...
EN anZ
i n X Tritn2tngt-
1412
+ E ty'ty v
n1,M,. 1,TL1,’rL2,...
EN 7Lj22
e X o mitne+ng+
1472
+Y 0N g v
ng>2Nn1,n2,... n0,M1,M2,...

Posant maintenarit := 1 (ce qui correspond a désétiqueter les points de g9rten a

Ef (X +¢) = —1—(X+£)+2((1+t1)(1+t2) A XA+t Ft). )
X"O
+> ) t{“t;u...
no>2Vj n;<1 no>24j n]>2
- Z B XY R
dj n;>2 dj n;>2

= —1-(X+&+201 +X)FE(£17527~')
+PE 517527" ZE:t

n>2

+ (ZE(£17£27"') FE' 617627 . ZE

n>2

+(1+X)(Zp(&1,6,...) —Tr(&,&,...)).

II suffit alors de remarquer qUE, ~, F(X) = EX(X) —1— X et} o, B, (X) =
E(X) —1— X pour achever la preuve. - n
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Remarque 2.3.2111 est important de noter que la formule d’addition du thk&oe
2.3.20 est cohérente avec le corollaire 1.3.5. En effgposantX := 0 dans le théore-
me 2.3.20, on obtient

EXE) = -1 -6+ Tp(6,8&,...) + Zr(61,&2,. ), (2.122)

puisqueFE(0) = E*(0) = 1. Utilisant le fait que (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau,
95))

ZE:t(:L'l,:L'Q,l’g,. . ) = ZE(l’l,l’Q,l’g, .. ) + ZE(:L'l, —X9,T3, —T4,.. ) —1—x

(2.123)
et
ZE(I'l, —X2,T3, —T4,.. ) = FE(xl, L9, X3,T4, .. .), (2124)
on confirme alors la relation
EE(§) = Zp+ (61,6, 83, ...). (2.125)

De plus, la série indicatrice d’asymétrie de I'espdcé des ensembles orientés est
donnée par (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95))

Lp+(z1,72,23,...) = —1—21+ 2+ 22— 23+ 24— - ) R(T1, T2, 3, .. .). (2.126)

Nous sommes maintenant préts a calculer la série indieat’asymétrie translatée
I'p+ ¢ de l'espece des ensembles orientés, pour une certairebleade poids, €

C [[#]]. A cet effet, nous utilisons la définition de cette sérigfelie

Ppee =Tpeeyx) (@1 — 1,22 — &2, ). (2.127)

En passant au niveau des séifiedans la formule (2.121), nous déduisons

I‘Eﬂt(f—i-X) = _1_(f‘f‘l'l)+(1+1‘1)FE(§1,§2,...)
+FE(§1,§2,...)FEi(acl,xg,...)
+ (Zp(&1,&,...) = Tp(&, &, .. )Te(z1, z2,...). (2.128)

Donc, en utilisant la formule explicite (2.126) pdug=, nous obtenons

Ppee = Dprerx)(@ —&,22 —&y.0)
= —1-(G+ao—&)+ A +z1 - &)Te&,é,..) +Te(&, &, .. )

‘<—1—(961—51)+(2+(902—§2)—(903—§3)+”’)

Te(r: —&,20 — &o,23 — &3, .. -)>
+(Ze(&1,82,...) —TE(1, &, .. ) TE(r1 — &1,22 — &2 . ).
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En rassemblant les divers termes et en utilisant le fait que

ZE(EI? 527 . . ) B e§1+%52+%§3+%§4+.._
Th(61,&2,..) o beatis iaat-
—  efetafatylet

nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2.3.22 Soit{ € C[[7]]. Alors, la €rie indicatrice d’asyrétrie translaée
I'p+ ¢ de 'espece des ensembles oriéstest donge par

Ppre=Tps +(B(&) —1-&+8G &+ )Tk (2.129)

O

En classifiant les ensembles orientés selon les cardisatitoissantes, on obtient le
corollaire suivant.

Corollaire 2.3.23 Pour n > 0, soit Eﬁ I'espéce des ensembles oriéatde taillen.
Alors, pourn = 0,1,2, on al'p+ ¢ = '+ etpourn > 3,
PEgé = FEgE + §3I‘En73 + (E2(§2) - 54) I‘En74
+&p, 5 + (E3(82) — &) Im, g (2.130)
+&lp, 4+ (Ea(§2) — &) Tp, s+ -

Preuve. Introduisons tout d’abord une variable de poids suppléaien:. Nous avons
alors I'egalité combinatoire triviale

EX(tX) =) t"Ef(X (2.131)
n>0

Par linéarité et en utilisant les propriétés de laes@rdicatrice d’asymétrie translatée,
on obtient

Ppte = ["Pexex)e =" Petoux) e = 1" Tpt e o Tix e
= [t"D g+ ge(tay, oo, tas, . .). (2.132)
Par la proposition 2.3.22, il vient
Ppee = Tpe+["(B(P6) —1 -6+ 176G — ..) - Tp(te, tPay, s, .. )
= FE% —l—[tn] thZZE 52,54,.. Z Z 1ti& 'thPEj
i>1 i>2 >0
= Tpt Y Ei(&)Te + Y ()74, (2.133)
2L<.|>>j1 n z+.]>2n
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Des expressions explicites des s'eiﬁgstet | R e avecO < n < 6, sont données en
annexe en table A.5.

Remarquons que dans le cas spé€iat k = k- 1 (k € N, 1=mondme trivial), nous
avons{, = (k-1), = ket

(k+1) ... (k+i—1)

Ei(&) = Ei(k) = Zg,(k, k. k,...) = 5 . (2.134)
La formule (2.130) se réduit alors a
Tpe, = Tpgz+klp, 5+ (%k<2> - k) Tg, .
+klg, ,+ <%k<3> - k:> Tg, o+ (2.135)

pourn > 3, 0Uk<V> = k(k+1)--- (k+v — 1) est lav'*™¢ factorielle montante de.

2.3.6.3 Permutations paires

Dans cette section, nous considérons les especqsedasitations pairgsnotéeALT,

et despermutations impairesnoteeNALT. Rappelons qu’'une permutation est dite
paire si elle comporte un nombre pair de cycles de taille paire dar&composition
en cycles disjoints. L'especelT est caractérisée par I'equation fonctionnelle suigant
relativement immeédiate a établir.

ALT = E(Cimp) - Epair(Cpair ), (2.136)

OU E, Epgir, Cimp €t Cpqir représentent les especes des ensembles, des ensembles de
taille paire, des cycles de longueur impaire et des cycldsragieur paire, respective-
ment. Quant a I'espedSALT, elle satisfait la relation suivante :

S = E(Cimp)E(Cpair) = ALT + NALT, (2.137)

ou S est I'espece des permutations. En utilisant les résuttatthéoreme 2.2.4, nous
avons

FALva = (FE7Cimp(£) o Fcimp7£> : <FEpai7'ycpai7'(£) © Fopai'r'vf) ° (2138)
Or, de la relation
5]

Lp,e= Z ZE,(&2) E, s,
i>0

on déduit

FEpairvf = ZE(&Z)FEPM-T, (2139)
ou
(FE(xl, X9, T3, . . ) + FE(—wl, X9, —I3, .. )> (2.140)

DO | =

PEpair =
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et
T 3 ()" (2.141)
= e . .
E Xp A Ll
k>1
De plus, il est facile de voir que I'on a
Fcpai'rvf = (Zcpaz'r ]‘—‘Cpair)(g) + FCpair’ (2142)
chpé = (chmp Fcimp)(f) + Fcimp, (2.143)
avec
1
I = ) < + :”“) , (2.144)
vme 2n 1—2x,
n>1
T 1mpailr
p(n) 1 p(n) 1
T'e . = | | 2.145
Crair Z n n(l—ajn>+ on 1—a2  ( )
n>1 n>1
n pair n impair
et

o(n) 1+,
Zc, = E 1 2.146
Cwnp 2n n 1 _ xn Y ( )

n>1
n impair

ZCoue = D $n 1n<1_1$n>+ 3 ¢2(Z)ln<1—13:%>’ (2.147)

n>1 n>1
n pair n impair

ces quatre derniéres séries ayant été explicitemécléas dans (Labelle et Pineau,
94; Pineau, 95).

Commencons par calculélzc,,, )¢ Nous avons,

PE szp(&) ol iml”ﬁ
= (Clmp (62)) (FE o ]‘—‘Cnnpvé-)
= zmp (62) FE © (( C'me ]‘—‘C'me)(é) + Fclmp)
&) (Peo Zg,,,(€)) -
la derniere égalité étant obtenue en utilisant (2.1&)alement, nous obtenons
r ~ ZE(Cimy) (2)
E(Cimp),§ PE(Ci77Lp) (é‘)

Poursuivons maintenant avec le calculldg  (c,..)¢- On obtient par la méme
méthode que précédemment, en utilisant (2.139),

FE(Cimp)75

zmp (

(TE 0 Zc,0,(€) TrCiny)- (2.149)

PEpazm pazr(s) o Pcpaimg
- ZE( p[ll’f‘ (62) ( Pa“‘ ((Zcpair - ]‘—‘Cpair)(é) + Fcpaw‘))

) -

ZE(Cpair) (§2)

— 2ECain) 5 oZc. ... g (. 3. 2.150
PEpair(Cpair)(é.) ( Epazr Cpazr (5)) Epazr(cpaw) ( )

1jE‘pai'r (Cpair)ys
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En regroupant les termes du produit de (2.149) et (2.15Q)s nbtenons

Zs(§2)
Carr(€)

Carre = (TEp © Zoyo (€) (TE 0 Zeyy, (€)) - TarTs (2.151)
P p P

ou¢ € CI[]l.

Dans le but de simplifier la relation (2.151), nous utilistessdeux lemmes suivants.

Lemme 2.3.24 Soitw € C [[¢]]. Alors, nous avons

ZE(wg) . FE(W) = ZE(LU), et ZE(WQ) . FEpair (w) = ZEpair(w)' (2.152)

Preuve. On obtient successivement

Zp(wo) - Tg(w) = et swatgwet | Wi jwatgwste

ew1+%w2+%w3+~-
= Zg(w).

De la méme maniére,

Zp(w2) - I'E, (W)

—  ewrtgwatgwete 1 (ew1—%w2+%w3+~~ + e—m—%wz—%wg—l----)
2
— % (GW1+%W2+%0J3+~-~ +e—w1+%w2—%W3+~-->
= ZEpalr( )
ce qui conclut la preuve. [

Lemme 2.3.25Soit{ € C [[7]]. Alors, nous avons

Zavr = Zs(&) - (P, © 20,y (€) - (TE o Zeyy, (£)) - (2.153)

Preuve. L'équation (2.153) provient du fait que

Z5(&2) = Zpoc(&2)
= Zgo((Zc(€))2)
= Zpo ((Zcywm,(©)2 + (Zc,a, (€))2)
= Zp 0 ((Z6p(€))2) - ZE © ((Zc,pa (6))2) -

On obtient le résultat annoncé en utilisant le lemme 2.3.2 ]
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Nous avons finalement établi le résultat suivant.

Proposition 2.3.26 Soit ¢ € C[[7]]. Alors, les éries indicatrices d’asy@trie des
espcesALT et NALT sont donges par les formuleségérales suivantes :

Zs5(&2)
r = g  oZc . T'goZca T 2.154
ALT7£ FALT({) ( Epalr ° Cp'dlr (5)) ( E o Clmp (g)) ALT ( )

Zarr(§)
= ‘Larr, 2.155
PALT(f) ALT ( )

et

Inacre =Tge —Tanrg, (2.156)

ou Zayr, ZnaLT Sont donies par(voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95; Bergeron,
Labelle et Leroux, 98))

1 1 1
Zavr(z1,2,...) = 3 H 1 t3 H(l + T2n-1), (2.157)
ns1 - In n>1
1 1 1
Znavr(z1,m2,...) = 5 H T 3 H(l + Top_1), (2.158)
n>1 " n>1

T'arr, Larr par (voir (Labelle et Pineau, 94; Pineau, 95))

2 -z —x
FALT((L'l,(L'Q,...) = ﬁ, (2159)
(L’2 — T
Inacr(z1, 22,...) = ﬁ (2.160)
et (voir (Labelle et Lamathe, 04))
Zs(§)
Ise = Tg. (2.161)
ST Ts(e)

|

2.4 Triangle de Pascal gréralisé

Considérond” = F,,, une espece pondérée. L'espdcpossede toujours un dévelop-
pement moléculaire de la forme

Fy, = Z f]\/[(w)M7 (2162)
MeM

ou fys(w) est une série de puissances dans les variables de poidseefant le poids
total desF'-structures appartenant a une espéce moléculaire ipt@al/ (voir la re-
marque 1.2.6). De plus, la transformation qui, a une espgcfait correspondré'r, ¢
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est linéaire. Alors, sous cette transformation, le dgweément (2.162) correspond a
I'expression

Lr,¢e= Z I (w)lase. (2.163)
MeM

Supposons donc que I'on connaisse le développement ulailécd'une especé’ =
F,,. Pour calculer la série indicatrice d’asymétrie tratéstd 1 ¢, il suffit de pou-
voir calculerI’,; « pour chaque espece moléculaire apparaissant dansdmgpement
moléculaire de-, via la formule

Fare =Tperx)olx—e. (2.164)

Donc, pour calculef,, ¢, nous devons disposer d’une formule d’addition pbig +
X). De tels développements ont été considérés par Augsr dans (Auger, Labelle
et Leroux, 01; Auger, Labelle et Leroux, 02), dans le cag et 1. lls ont écrit ces
formules sous la forme suivante

MI+X)= ) (%)N(X), (2.165)

N <M

ou N =< M signifie queN parcourt 'ensemble des espéces moléculaires dont i&deg
est inférieur ou égal a celui d&/, degN < degM. Les coefficients(%) sont des
entiers positifs ou nuls et peuvent étre considérés cemes coefficients binomiaux
généralisés (ils sont interprétés dans (Auger, UalelLeroux, 00) en termes de struc-
tures partiellement étiquetées). C’est la rasion poguédile on considéere la matrice
infinie P formée de ces coefficients. On note

#= (W)

Cette matrice contient lgiangle de Pascatomme sous-matrice. Ceci correspond en
faitau cas oM = X™ et N = X", pourm,n > 0. En effet, pourM = X™, ona

m
MA+X)=(1+x)"=Y" <m>X"
n=0 n

Les entrées de la matridejusqu’au degré 4 sont présentées dans le tableau A.2-en an
nexe, ou les valeurs des coefficients binomiaux classisoeisencadrées. Considérons
maintenant un vecteur colonne infiviiformé des espéces moléculaires classées suivant
leur degré, en ordonnant ensuite de fagon arbitraire fixéis, les espéces moléculaires
d’'un méme degré. Par exemple, les 19 premiers élémernts decteur (correspondant

a toutes les espéces moléculaires jusqu’au degré 4) son

(17X7 E27X27E37037XE27X37

Ey, Ef By (E,), XE3, E3, Py, Cy, XC3, X*Ey, Eo(X?),X").  (2.166)
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En utilisant ce vecteur, I'ensemble des équations du t9@d66) pourM € M variant,
s’écrit sous la forme matricielle

M(1 + X) = PM(X). (2.167)

De plus, Auger et al. ont généralisé la formule (2.16 Qrpom nombre complexg € C
guelconque, de la fagon suivante :

M(€ + X) = P* M(X), (2.168)
ouP¢ est la puissancg®™® de la matricé? définie par

P — oEInP _ oEIH+Q) _ (£(Q-3Q°+30° ) (2.169)
ouQ =P — 1 est une matrice triangulaire inférieure stricte.

Nous allons maintenant généraliser une nouvelle foig¢faiiion de la matricé¢ pour
ainsi tenir compte du cas pondéré oie C [[¢]]. Rappelons que I'on peut écrire le
poids¢ € C[[7]] comme combinaison linéaire a coefficients complexes dedmes
(unitaires),

§=cip+eapa+ -

On commence par considérer un mondme unitaire C [[¢]] et on définit la matrice

P¥ par
Pt = < <JJ\§> Mdeg]\/f—degN) ’ (2170)
M,NeM

oudeg M désigne le degré de I'espece moléculdifea savoir le nombre de points sur
lequel lesM -structures (toutes isomorphes) existent. Notons qu’ahlrejue entrée de
la matriceP* est de la formey.*, otic, k € N.

Lemme 2.4.1 Soityu, v € C[[7]] deux modmes unitaires quelconques. Alors, les deux
matricesP# et P¥ commutent,

PHPY = P P, (2.171)

Preuve. Soit M une espéce moléculaire quelconque. Considéronseltespanslatée
parpu € CI[v]], M(n + X). On rappelle qu’'unéV/(n + X)-structure peut étre in-
terprétée comme un¥ (X )-structure dans laquelle certains points (ou peut-étrargu
ont été déseétiquetés (remplacés par des points st)idehacun de ces points ayant le
poids . On dispose ainsi de la relation suivante

N

Mp+X)= ) (M > pdesM—deeN nr( x) (2.172)
N <M
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Faisant la substitutiot := v + X dans I'équation (2.172), il vient successivement

Mp+(v+X)) = Z <%>MdogM_degNN(V+X)
N=<M

M N
_ Z <N> #dogM—dcgN Z <P> I/ngN_ngPP(X)

N <M P=<N

M 'udegM N ydegN
- Z <N> 'udogN P ) pdegP P(X)
P<M \PXN=<M

(2.173)

On a ainsi montré
M(p+ (v + X)) = P PY M(X). (2.174)

On déduit alors facilement qu&* P¥ = P” P* en utilisant le fait que la substitution
d’espéces est associative,

M(p+wv+X))=M((p+v)+X) = M((v+p)+X) = Mv+(u+X)). (2.175)

Le fait que le produit de matricé®* et’” commute suggeére la définition suivante pour
la matriceP¢ ot ¢ est une série appartenanta[v]).

Définition 2.4.2 Soit{ = c1pu1 + copto + - - - € C[[7]]. On cefinit la matriceP* par
P = (PH1)e1L(PH2)e (2.176)
|l résulte immédiatement de cette définition que les imesiP¢ satisfont la régle usuelle

des exposants
P PO = péte,

pour¢ eta € C[[9]].

On obtient maintenant une caractérisation du vecteumoadl(¢ + X) des especes
moléculaires en termes de la matrige

Théoreme 2.4.31l existe une famille infinie de matrices triangulairesériures in-
finiesa coefficients dang

Aty Ao, Asy oo Ay, (2.177)
telle que pour tout = ¢y + capz + - - - € C[[7]], on ait
P¢ = e£1/\1+%§2/\2+%531\34-“--1-%51@/\&-!-“-’ (2.178)
ou & = c1pf + copb + -+ -. De plus,
M(€ + X) = PEM(X). (2.179)
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Preuve. Considérons une mondme unitajre= C [[¢/]]. On définit alors la matric@,,
triangulaire inférieure stricte par la relation suivante

Pt =1+ Q,, (2.180)
o

oul est la matrice infinie identité. On écrit

Pr — P (n(4+Q) — (Qu- 550 (2.181)

Puisque les coefficients d&* sont de la forme:u’“, olc € N, k£ € N*, les coefficients

de lasomm&), — %Qi + %Qi — ... sont des combinaisons linéaires de tels mondmes.
En extrayant les coefficients ¢a’f, pour chaqué: > 1, on définit une nouvelle famille
(Ax)r>1 de matrices indépendantes gdear la relation suivante

1 1 1 1
Qu—iQi%—ng_...:,uA1+§,u2A2—|—§,u3A3+'--. (2.182)

Il est clair que les coefficients des matrideg k& > 1, sont des entiers (dafZ§ et sont
nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux. On obtient alors nmavelle expression
pourP#,

Pt — gibitanthat st (2.183)

Alors, en utilisant la relation (2.176) et le lemme 2.4. Vjidnt
PS = (PH)er(pr2)e2,
HeCi(MA1+%M%A2+%M?A3+~')
i>1
— (i) M3 cind) Aot g (3 cind) Azt

e§1A1+%£2A2+%£3A3+'“. (2.184)

Pour maintenant établir (2.179), remarquons d’abord fured, pourc € N,

(PY)°M(X) = PHPH...P* M(X)=P‘PH.. . P* M(p+ X) (2.185)
c fois c—1 fois

= ... = M(cu+ X). (2.186)
On montre de méme que paYE cip1 + capo + -+, ¢; € N, ona
PS M(X) = M (€ + X).

Oninvoque alors le principe d’extension des identitégpamiales pour obtenir (2.179),
etant donné que l'identité est vraie pour le cas paitcwu lesc; sont des entiers posi-
tifs ou nuls. [

La matriceP¢, pour les espéces moléculaires de degré au plus quatrdpenée au
tableau A.3 en annexe. Noter que I'on a utilisé la formule.{8) pour obtenir ce
tableau, en calculant préalablement les matricgs > 1.
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Le theoréme précédent admet un corollaire immédianpéant de calculer le vecteur
colonnel'y ¢ des séries indicatrices d’asymétrie transldtag, en fonction deP* et

du vecteur colonné&’y desI'y;, ou M parcourt I'ensemble des especes moléculaires.
La translation inverse; — &1, o — &9, ... €St ensuite utilisée.

Corollaire 2.4.4 Soit¢ € C[[v]]. Alors,

Tige = P Tup(ar — &1,02 — &0,73 — &), (2.187)
O
En utilisant la formule (2.187) et le langage de calcul fdriMiaple, nous avons calculé

les séried™,, ¢ pour toutes les especes moléculaitésde degré au plus 4. Ces séries
sont présentées au tableau A.4.



72



Partie Il

Enumeration et classification de
familles de2-arbres

73






Chapitre 1l

ESPECE DES 2-ARBRES

L'espece deg-arbres ainsi que ses généralisations ont été exwmennt étudiées dans

la littérature. Les premiers travaux a ce sujet se troudans (Palmer, 69), pour le
dénombrement étiqueté desarbres, et dans (Harary et Palmer, 73), pour le cas non
etiqueté. Dans le méme temps, Moon (Moon, J. W., 69), atdke et Pippert (Beineke

et Pippert, 69) ont tous trois généralisé ces résullans le cas étiqueté a la classe des
k-arbres (arbres-dimensionnels construits a partir de simplexes de diiaris.

Mentionnons également les travaux de Palmer et Read (Palmieead, 73) qui ont
dénombré le-arbres exterplanaireg-@arbres plongeables dans le plan de sorte que
les faces soient des triangles), qu’ils appellent plasaiiens leur article, dans les cas
étiqueté et non étiqueté. C’est précisément ce type-arbres que nous considérons
dans le chapitre 4, dans le but, cependant, de les classiftgr leurs symétries.

Deux années plus tard, en compagnie de Harary (Harary,dP@&nRead, 75), ils ont
généralisé les résultats précédents en denomlas2varbresk-gonaux exterplanaires.
Ce travail est tres proche de I'enumération des arbrislaiees (“cell-growth prob-
lem™). Dans le chapitre 6, de tefsarbres sont considérés hormis que nous n'imposons
pas de restriction de planarité. Cela signifie que nousiderans les mémes objets,
mais vus en tant que graphes simples.

Plus recemment, T. Kloks (Kloks, 90; Kloks, 93) a dénoenl@s2-arbres partiels 2-
connexes, a savoir, lesarbres dans lesquels certaines arétes ont été esloams
briser la 2-connexité de la structure, selon le nombreétéar Ces structures sont plus
générales que lesarbresk-gonaux puisque la taille des polygones qu’on y trouve n'est
pas fixe et que certains d’entre eux possedent des arétepiardes.

Les2-arbres présentent de nombreuses propriétés remadegudtbotons par exemple
que les2-arbres forment une famille de graphes simples qui sontuemmgnt tricol-
orables. Cela signifie que to2rarbre peut étre proprement coloré (deux sommets adja-
cents ne recoivent pas la méme couleur) de maniére ugaigeeeun jeu de trois couleurs,

a permutation pres des couleurs. Ces objets sont égalariksés en mathématiques
sociales et en phylogénie comme éléments de base du dakdissimilarités et dis-
tances d’arbres en théorie de la classification; voir (&eckt Makarenkov, 98).

Finalement, Fowler, Gessel, Labelle et Leroux, dans (Foetiel., 02), ont proposé
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de nouvelles équations fonctionnelles pour I'espéce2dadbres et certaines especes
pointées associées, incluant un théoreme de dissgnpeiur le2-arbres. lls ont donné
de nouvelles formules de récurrence pour le cas non &écpiasi que des formules
asymptotiques. Les présents travaux, dans les chapitfest46, sont inspirés de leur
approche, notamment le théoréme de dissymeétrie.

3.1 Introduction et propri étes des2-arbres
3.1.1 Les2-arbres et les espces poinées assoées

On noted I'espéece deg-arbres; par la suite, on garde cette notation pour les skger
spécialisations de familles @earbres que nous introduisons, lorsque le contexte n’est
pas ambigu. Commencons par donner deux définitions élguites de I'espece des
2-arbres. La premiere est une définition récursive (vairgxemple (Fowler et al., 00;
Fowler et al., 02)) et la seconde est purement axiomatiquie (Bousquet et Lamathe,
02; Bousquet et Lamathe, Soumis)).

Définition 3.1.1 On céfinit recursivement I'egcea des2-arbres commeétant la plus
petite classe de graphes simples telle que :

1. l'aréte seule fait partie d&;

2. si un graphe simplé& posede un sommet, rdt:, de degé 2 dont les voisins
sont adjacents et tel que le graplie— x obtenua partir de G en enlevant le
sommetr et les aétes incidentea x est dansd, alors G appartienta &

Définition 3.1.2 Soit€ un ensemble non vide detléements appékarétes Un 2-arbre
est soit une &te seulgsin = 1), soit un sous-ensemble non vidleC Ps3(€) dont les
élements sont appes$triangles et qui satisfont les conditions suivantes :

1. pour toute paire{a,b} = {{a1,a2,as},{b1,b2,bs}} d’€léments distincts d&,
onalanbd| <1;

2. pour tout coupléa, b) = ({a1,as,as}, {b1,be,bs}) d’€lements distincts d&, il
existe une unique suite
to = a,tl,tg,... ,tk =b

avect; € 7,i > 1, telle que l'on ait|t;Nt;11| = 1, pour touti = 0,1,... k—1.

De fagon plus concrete, Whiarbre est essentiellement un graphe simple connexe con-
stitué de triangles qui sont liés entre eux selon lesearée maniere arborescente,
c’est-a-dire, sans former de cycle de triangles. Notoresdans urk-arbre, le nom-

bre d’arétes|€|, est toujours impair; voir le lemme 3.1.3, ci-bas.

Dans la deuxieme définition, on suppose implicitementlga@-arbres sont étiquetés
aux arétes. Dans certains cas, comme nous le verrons pardam conviendra plutdt
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d’'étiqueter les2-arbres aux triangles ou encore aux triangles et aux aéétadois.
C’est la raison pour laquelle, on peut considérer que €esple-arbres forme une
espece a deux sorte®,= a(X,Y), ou X etY représentent les sortes des triangles et
des arétes, respectivement.

On dit gu’'une aréte: et un trianglet sontincidentssi e € t. On définit ledegie
d'une aréte comme étant le nombre de triangles qui lui Baidents. Ladistribu-
tion des deges des arétes d'ur-arbre peut ainsi étre décrite par un vecteur infini
n = (n1,ng,ns,...), OUn; représente le nombre d’'arétes de degréOn désigne
par Supp(77) le supportde i, a savoir 'ensemble des indicésels quen; est non nul.
Par exemple, |€-arbre présenté en figure 3.1 compaite= 11 arétes;n = 5 trian-
gles et sa distribution des degrés est donnée par le vegteu (8,2,1). Un chemin
dans un2-arbre est une suite finie d’éléements distingts, zo, ..., zx], & > 1, telle
que les élements; sont alternativement des arétes et des triangles insideXxiors,
par analogie avec les concepts classiques de théorie alglsegr concernant les arbres,
on définit lecentred’un 2-arbre comme étant I'eélément central du plus long chesmin
2-arbre. Comme dans le cas des arbres, ce centre est uniguiterming, et peut étre
soit une aréte, soit un triangle (pour les arbres, le cargréoujours un sommet ou une
aréte). Pour trouver le centre d’@rarbre, on peut utiliser un processus d’effeuillage
de la structure, analogue au cas des arbres, excepté, quieifeuille d’un2-arbre
est un triangle possédant deux arétes de degré 1. Papkxgnar ce processus, on
trouve que le centre dR-arbre de la figure 3.1 est l'aréte étiquetée Notons que
dans la définition 3.1.2, la condition 1 signifie que deuartgles ne peuvent partager
gu’une aréte au plus. La seconde condition stipule quigtexun unique chemin entre
deux triangles quelconques, assurant ainsi que la steueirarborescente (connexe,
ne possédant pas de cycle de triangles).

- J

Figure 3.1Un 2-arbre sur I'ensemble d’'arété€s= {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k}

Le premier résultat de cette section propose une conditemessaire et suffisante a
I'existence d’'urn2-arbre.

Lemme 3.1.3 Soientm, n deux entiers positifs et = (ny, no,...) un vecteur infini
d’entiers naturels positifs ou nuls. Alors,
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1. il existe un2-arbre posédantm triangles etn arétes si et seulement 8i =
2m + 1,

2. il existe un2-arbre posgdantm triangles etn arétes et ayant comme distribu-
tion des deges des aites si et seulement si

n=2m+ 1, Zni:n et Zini:?;m. (3.2)

Preuve. La condition 1 est évidente étant donné qu’'a parti2earbre composé d'une
aréte (et donc zéro triangle!) chaque triangle ajoul@ structure augmente de deux
le nombre d’arétes. La relation, n, = n de la condition 2 est immédiate. En ce qui
concerne la relatiol} | in; = 3m, il suffit d’observer que le membre de gauche donne
le degré total des arétes de la structure alors que, damenebre de droite, chaque
triangle contribue pour trois unités au degré total. Lifisance des conditons est facile
a établir par récurrence sur le nombre de triangles. [

Du fait de la relationn = 2m + 1, il est équivalent de denombrer l@sarbres non
etiquetés selon le nombre d’arétes ou de trianglest d Beter, toutefois, que le nombre
d’'arétes est toujours impair.

Pour obtenir 'enumeération et la classification dearbres, on suit ici I'approche de
Fowler, Gessel, Labelle et Leroux introduite dans (Fowmerl.g 00; Fowler et al., 02),
basée sur l'utilisation d’équations fonctionnelles et an théoreme de dissymétrie.
Ce théoréme est une généralisation du theoreme dgndétrie pour les arbres (voir
(Bergeron, Labelle et Leroux, 98)) et du Théoreme de Didarité pour le2-arbres,
voir (Harary et Palmer, 73), page 74. Considérons troiatages relatifs auk-arbres,
notés par les exposants A et A:

1. — indigue le pointage en une aréte,
2. A indique le pointage en un triangle,

3. Aindique le pointage en un triangle dont une des aréteslestné&me distinguée.

Alors, on définit les espéecés, a® eta® comme étant les especes @earbres pointés
respectivement en une aréte, en un triangle et en un teaygint une aréte distinguée.
Ces quatres especes sont alors liees par la relatioredegtime suivant.

Théoréme 3.1.4(THEOREME DE DISSYMETRIE POUR LES2-ARBRES) Soita I'es-
pece deg-arbres. Alors, nous avons I'isomorphisme d'eses suivant :

a +at=a+as (3.2)

Preuve. On établit un isomorphisme naturel entre les deux membeela delation
(3.2) : le membre de gauche représente2lasbres qui sont pointés en une aréte ou en
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un triangle, tandis que dans le membre de droite, I'espgmmrespond canoniquement
aux2-arbres pointés en leur centre, que ce centre soit une auédn triangle. Faisons
maintenant correspondre bijectivement le pointage harge&avec le pointage en un
triangle possédant lui-méme une de ses arétes disngdh traite séparément les cas
du pointage en une aréte et en un triangle. La figure 3.2rduses deux cas, ou le
triangle pointé est repéré par un point noir, et 'a@tée, par une ligne épaisse.

Cas 1: Considérons d'abord le cas du pointage ddarbre en une aréte distincte de
son centre. Appelone-e cette aréte distinguée. Sdit, le triangle adjacent a l'aréte
e-e Se trouvant dans la direction du centre (il est clair que ieadie est uniguement
déterming, par la nature arborescente Zasbres). On pointe alors le triangfs tout
en conservant I'aréte-e pointée (voir figure 3.2). On obtient ainsi @rarbre faisant
partie de I'espec@?.

centre

Cas 1 Cas 2

Figure 3.2 Théoreme de dissymétrie

Cas 2: Prenons maintenant le cas d'@rarbre pointé en un triangle different de son
centre. De facon similaire au cas précédent, on poiatéte adjacente a ce triangle se
trouvant dans la direction du centre.

Il est facile de voir que ce processus est bijectif (ré\de3i En effet, considérons un
2-arbre pointé en un triangle ayant une de ses arétesgliétin On se place a l'intérieur
du triangle pointé et on regarde dans la direction du ce®irBaréte pointée se trouve
dans la direction du centre, on conserve le pointage dugieabans les autres cas, y
compris le cas ou le triangle pointé est le centre, on ne@we que I'aréte pointée.

Il clair que cette construction définit un isomorphismeunatentre les deux membres
de (3.2), puisque la bijection proposée est indépendimtietiquetage des-arbres et
commute donc avec les réétiquetages. [

Ce théoréme de dissymétrie permet d’obtenir une relatitre I'espece (non pointée)
a et certaines des especes pointées. On écrit, au niveaasgeces,

a=a +at-a- (3.3)
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Cette derniére équation implique des relations au nideatoutes les séries qui sont
associées a ces especes de structures. Cette équstiorsaitile étant donné que I'on
pourra exprimer les trois esped@s, a* etad’ a I'aide d'équations fonctionnelles.

3.1.2 Les2-arbres orientés

La premiere étape de notre démarche relative a I'etded-arbres consiste a définir
une orientation sur les structures.

Définition 3.1.5 On dit qu'un2-arbre estorientési ses aétes sont oriedes de telle
sorte que tous les triangles soient des cycles ogent

La figure 3.3 propose un exemple 2ik@arbre orienté. En fait, I'orientation d’une aréte
guelconque d'urz-arbre peut étre étendue de facon unique a I'ensemidkesiaucture,
en orientant en premier les triangles incidents a l'adteisie, puis en propageant
récursivement l'orientation a tous les triangles adjagell est clair que ce processus
d’orientation est cohérent, par la nature arborescerde-@ebres. Cela signifie que
I'orientation de chaque aréte est bien définie.

s N

Figure 3.3Un 2-arbre orienté

De plus, le theoreme de dissymeétrie reste valide dareslet le®-arbres sont orientés.
Si on noted,, I'espece deg-arbres orientés, et si les exposantsA et A indiquent
toujours les mémes pointages, alors, on dispose du aésulant.

Théoreme 3.1.6(THEOREME DE DISSYMETRIE - CAS ORIENTE) Soitd, I'espece des
2-arbres orienés. Alors, on a

a, +a5=a,+as (3.4)

|

3.1.3 Les2-arbres k-gonaux

On s’interesse également dans le chapitre 6 a une g@lés#ion def-arbres classiques.
Cette généralisation apparait naturellement et estdicertaines spécialisations des
bres cellulaireg“cell-growth problem”, dans la langue de Shakespearey;(ttarary,
Palmer et Read, 75). Nous allons modifier la définition Z¥asbres en remplacant les
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triangles par des quadrilateres, des pentagones ou ph&ajément des polygones a
k cotés, appelés-gones aveck > 3 fixé. De tels2-arbres sont qualifies dearbres
k-gonaux On dit qu’un tel2-arbre est orienté, si chaque aréte est orientée destetie
gue chaqué:-gone soit orienté circulairement. Les conditions d'exise deg-arbres
du lemme 3.1.3 doivent étre modifiees de la fagcon suivante

Proposition 3.1.7 Soientm et n deux entiers positifsi = (ni,n2,...) un vecteur
infini d’entiers naturels positifs ou nuls ét > 3, un entier quelconque. Alors, on
dispose des conditions suivantes.

1. Il existe un2-arbre k-gonal posgédantm k-gones et arétes si et seulement si
n=(k-—1)m+1.

2. |l existe un2-arbre k-gonal posédantm k-gones etn arétes aveagi comme
distribution des dedrs des agtes si et seulement si

n=(k-—1m+1, Zn,—:n et Zz’n,—:km. (3.5)
(]

La demonstration est essentiellement la méme que poenmek 3.1.3. De plus, les
derniéres conditions englobent évidemment celle de roenle; il suffit de prendre le
cas particuliers = 3.

Les deux conditions 1 et 2 ont également du sens dans leucas-02. En effet, il
suffit d’'interpréter ur2-arbre 2-gonal étiqueté aux triangles comme un arbrpiété
aux arétes, les arétes darbre correspondant alors aux sommets de I'arbre.

3.1.4 LespceB

On introduit une nouvelle espéce, qui joue un rdle fondaaledans notre démarche.
C’est I'especeB = A~ des2-arbresk-gonauxpointes en une d@te orienég a savoir
des2-arbres dans lesquels une aréte est choisie puis orie@émme nous I'avons
déja mentionné, l'orientation de l'aréte racine petre”propagée a I'ensemble du
arbre de maniere unique, de sorte qu'’il existe un isomerplid’especes entig et
a; . Cependant, comme nous le verrons par la suite, il est sopugnintéressant de
ne pas propager cette orientation et de considérer que kadlte pointée est orientée.
Notons qu'ici les sortesy et Y représentent les sortes degones (généralisant les
triangles) et des arétes, respectivement. Dans le butatiobune caractérisation de
I'especeB, on introduit la notion dgage une notion qui s’averera utile par la suite.

Définition 3.1.8 Soit ¢ une B-structure dont I'aéte poinée est ndtea. On appelle
pagedet tout sous2-arbre maximal de contenant un seul-gone incidené l'arétea.
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Figure 3.4 Une B-structure et les pages qui la composent

La figure 3.4 montre la décomposition d’'uBestructure en pages dans le casios 4.

\oici une équation fonctionnelle caractérisant I'esps.

Proposition 3.1.9 Soit B = B(X,Y) = @ I'espece de-arbresk-gonaux poinks
en une aéte orienge. Alors, on a

B(X,Y)=Y  E(XB1(X,Y)). (3.6)

Preuve. Considérons ur-arbrek-gonal planté en une de ses arétes qui est orientée.
Rappelons queX représente ici la sorte désgones etY’, celle des arétes. UnB-
structure est composée d’'une aréte, correspondant saufac dans la relation (3.6),
autour de laquelle se trouve un ensemble de pages (voir fggbreuk = 3). Ainsi,

on obtient I'eéquation fonctionnelle

Figure 3.5Une B-structure

B(X,Y)=Y-E(P(X,Y)), (3.7)

ou P désigne I'espece a deux sortes des pageg-aldresk-gonaux etk I'espece
des ensembles. Il nous reste alors a analyser la strucume gage. Une page est
composée dé-gone adjacent a I'aréte racine (donnant anstructure), dont les arétes
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restantes peuvent étre orientées canoniqguement, coliiostre la figure 3.6, a) pour

le cas otk est impair et, b), lorsquk est un entier pair. Ceci permet alors d’attacher sur
chacune de ces arétes orientées Brgtructure sans ambiguité. L'espeBesatisfait
ainsi I'equation fonctionnelle suivante :

P(X,Y)=XB*Y(X,Y). (3.8)

Regroupant les équations (3.7) et (3.8), on obtient lelté@&sannonceé. [

O )

a) b)

Figure 3.6 Une page

3.2 Especes quotient lees aux2-arbres

A des fins d’enumération non étiquetée demrbres, nous utilisons le concepesfice
quotient La méthode générale associée @uaxrbres, introduite dans (Fowler et al.,
00; Fowler et al., 02), consiste, dans un premier temps,t@nables résultats dans
le cas orienté. Ensuite, on se détache de l'orientatiogueientant les espéeces con-
sidérées par un groupe a deux élemefts= {1, 7}, ou I'action der est de renverser
I'orientation des structures.

La notion d’espéce quotient a été introduite par (J&&i,Yeh, 86; Labelle, J., 85). Voir
aussi (Bergeron, Labelle et Leroux, 98) pour un exposé gédaillé sur ces espéces.
On s’attache uniquement ici a considérer des especdgeqtsode la former'/Z,, ou
F = F, est une espéce de structures “orientées” pondéré&, et {1,7}, est le
groupe cyclique d’ordre deux{ = 1) et ol I'action de I'element consiste a renverser
I'orientation des structures. Il va sans dire que chaquetire de I'especé’ que nous
considérons doit n'offrir qu’au plus deux orientationstitictes de la structure. Ainsi,
chaque structure de I'espece quotiéhtZ, consiste en une orbitgs, 7 - s} d’'une F-
structures sous I'action du group&.. Noter que I'ensemblés, T - s} est composé
d’un ou deux éléments. Dans le cas ou il est réduit d@meént, a savoir st-s = s, on
dit que laF'-structure esinvariante par changement d’orientation daissee fixesous
I'action det € Z,. On parle alors aussi d&ructurer-symétrique. Comme nous le
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verrons par la suite, la difficulté principale de I'enuatiton non étiquetée provient
de I'expression de la série génératrice ordinaire etadeérie indicatrice de cycles
des structures-symeétriques. En effet, pour calculer la série gémieai F'/Z2)~de
I'espéce quotient’/Z,, on utilise le résultat suivant qui est une conséquenderdme
de Burnside (voir (Bousquet, 99), Proposition 2.2.4).

Proposition 3.2.1 ((Bousquet, 99)5oit ' = F,, une espce ponérée quelconque et
G, un groupe agissant sur. Alors, la €rie gerératrice tilde de I'espce quotien¥'/G
(énunérant lesF'/G-structures norétiqueées) est dorére par

(F/G)~ @l Z > [Fixg ()] 2" (3.9)
geGn>0

ouFix 7 (g) désigne I'ensemble dé&-structures norétiqueées d’ordren laisses fixes
sous l'action dgy € G et |Fixj (g)|w est le poids total de cet ensemble.

|
Notons que, dans le cas 6= Z,, ce résultat prend la forme simple suivante :
- 1= o =
(F/Z2)™(@) = 5 (F(@) + Fr(a)) (3.10)

oll F,(z) = 2on>o |Fixg (7)|w 2™ est la série génératrice tilde désstructures non
etiquetées-symetriques.

Il nous sera aussi tres utile de pouvoir calculer la sériicatrice d’espéces quotient.
Pour ce faire, on utilise la proposition suivante, qui ggtlément une conséquence du
lemme de Burnside.

Proposition 3.2.2 SoitG un groupe agissant sur une ésye ponérée F' = F,. Alors,
la série indicatrice de cycle de I’eQneF/G est donge par

Zrjc(r1, 22,23, ...) = il Z Fixp, 1) (9)|w, (3.11)
9geG
ou |Fiwa,F(1)(g)|w = |{Oé S wa(l) | g-a= Oé}|w ett = (tl,tg,tg, .. ) U

On considéere dans cette proposition une espéece de stsgbondéréd’, ; comme
définie dans la section 1.4. Nous n’utiliserons ce résujtee dans le cas du groupe
G =Zs = {1, 7}, etI'équation (3.11) prend la forme

1

ZF/Z2($1,$2,$37“') = —

2 <ZF($17 Z2,X3, - - ) + |FiXF,w_f(1) (T)|w> . (312)

Expliqguons maintenant la démarche générale que ndiisons dans le cadre de I'énu-
mération de®-arbresR-enrichis dans les chapitres 5 et 6. Notons que cette méthod
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eté introduite dans (Fowler et al., 00; Fowler et al., &9it @, I'espece deg-arbres
R-enrichis orientés. Dans un premier temps, nous exprifemnsous-especes pointées
ded,, &;, & eta;, a l'aide d’equations fonctionnelles simples en termegekpéce
B, permettant d’obtenir 'énumération étiquetée et @biquetée de ces especes. Le
théoréme de dissymétrie conduit alors a 'énumeératie2-arbresR-enrichis orientés.
Ensuite, on utilise le group®, = {1, 7} pour se défaire de I'orientation des structures
en quotientant les espea@s, & eta;. On obtient ainsi une caractérisation de I'espéce
a des2-arbresR-enrichis (non orientés), de la maniére suivante :
— o <©
a:$=$+$—$ (3.13)

Lo Lo Ly Lo
L'énumération def-structures étiquetées sera directe. Dans le cas nguredt, nous
ferons appel aux propositions 3.2.1 et 3.2.2. La difficedtéa alors de calculer les séries
génératrices tildes et indicatrices de cycles asss@ég structures-symétriques.
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Chapitre IV

CLASSIFICATION DES ESPECES DES2-ARBRES EXTERPLANS ET
EXTERPLANAIRES

4.1 Especes def-arbres exterplans et exterplanaires

L'objet de ce chapitre est la classification par rapport auré&tries des familles de
2-arbres appelésxterplanset exterplanaireq“outerplanar” en anglais).

Définition 4.1.1 Un grapheG est ditexterplanaires’il existe un plongement de dans

le plan tel que tous les sommets @eappartiennenta la région infinie du plan (la
face externe). On appelle graplesterplan un graphe muni d’'un tel plongemeri (
réflexion, rotation et hoBomorphisme g@servant I'orientation p&s).

Notons que tous le3-arbres (classiques) sont des graphes planaires au sexislasu
la théorie des graphes. Cependant, dans (Harary et Pa&)eles auteurs ont qualifié
de planaires leg-arbres que nous considérons. Le terme “exter” que nolisoms
ici, signifie que I'on ajoute une condition supplémentaite les faces des structures.
Mentionnons aussi les travaux de (Palmer et Read, 73) @prdg I'énumération des
plongements dans le plan @earbres sans aucune condition sur les faces, qu’ils ont
aussi appelé plans. Nous établissons ici le développemeléculaire des espéeces des
2-arbres exterplans dans un premier temps a partir dugh@ode dissymétrie et de for-
mules d’addition simples. Par la suite, nous donnons le e@we de développement
pour I'espéce de®-arbres exterplanaires, en utilisant une méthode simjlaasée sur
de nouvelles formules d’addition relatives aux espéceeux sortesPY'°(X,Y) et
PY¢(X,Y) introduites au chapitre premier.

Pour un2-arbret, le fait d’étre exterplanaire se traduit par les deux ctowls eéquiva-
lentes suivantes :

i) toutes les faces die(hormis la face externe éventuellement) sont des triangle

ii) toutes les arétes desont de degré au plus deux (il y a au plus deux triangles
attachés a chaque aréte).

Dans ce chapitre, par convenance, nous considérofsadses étiquetés aux triangles.
La figure 4.1 propose un exemple d'2+arbre exterplan, c’est-a-dire d’'un plongement
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particulier d’'un2-arbre exterplanaire, ainsi qu’un des étiquetages plessite celui-ci
avec I'ensemblgl7] = {1,2,...,17}.

Figure 4.1Un 2-arbre plan et un de ses étiquetages possibles

Pour illustrer la difference enttearbre exterplan et exterplanaire, considérons les deux
2-arbres étiquetés de la figure 4.2. Ce sont deaxbres exterplans differents, mais un
seul2-arbre exterplanaire, étant donné quedemrbres exterplanaires sont en fait des
2-arbres exterplans considérés a réflexion (syméaigoale) pres.

Figure 4.2 Deux2-arbres exterplans differents, Ararbre exterplanaire

Les2-arbres exterplans et exterplanaires peuvent étre misreespondence avec plu-
sieurs objets combinatoires dont certains sont issus deiaie 1l est facile de voir
gue le2-arbres exterplans sont en bijection avec les triangulat{oon enracinées) de
polygones dans le plan. La figure 4.3 montre une telle cooresgnce, qui est en fait
également une correspondence entrelagbres exterplanaires et les triangulations de
polygones dans I'espace (C’'est-a-dire sans orientatewmsi connue sous le nom de
triangulations du disque, voir (Brown, 64).

De plus, les2-arbres exterplanaires sont en correspondence avec lé&cutes (au
sens de la chimie!) dpolyenes hydrocarbonede formule moléculaire”, H,, 1. |l

faut cependant exclure certaisarbres exterplanaires, qui ne donnent pas lieu a des
molécules existantes. Celles-ci sont qualifiees de cordtgpns non planaires dans
(Cyvin et al., 95). Umpolyeneest un composé chimique qui contient plus de deux li-
aisons doubles par molécule. En figure 4.4, on peut voirtés isomeres de polyenes
hydrocarbones de formule moléculaitg Hg; voir (Cyvin et al., 95). Remarquons que
les liaisons doubles entre atomes sont représentéesepdraits doubles et que, dans
la troisieme molécule les liaisons doubles sont en fadt ld@sons “tournantes” (non
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Figure 4.3 Correspondance entearbres exterplans et triangulations

saturées, possédant des électrons libres) repeeseptr des pointilles. On peut alors,
en quelques étapes assez directes, établir une corcEspmnentre leg-arbres exter-
planaires et ces molécules, ou le paramétre commun esinibre de triangles, pour
le 2-arbre, et le nombre d’atomes de carb@nelu polyéne. La figure 4.5 illustre les
étapes de cette correspondance. On considere dans getteun isoméere de polyene
de formuleCyHg. La premiere étape consiste a “effeuiller” les atomés/diogenerd

et a oublier les liaisons doubles. On obtient alors un achractérisé par des angles de
27 /3 entre les arétes. Le chimiste sera capable de recondtuinelécule a partir de
cet arbre. Il est alors clair que cet arbre est identique arbre plongé dans le réseau
hexagonal a cause des anglegd¢3 entre les arétes. Il suffit alors de placer un triangle
sur chaque sommet de 'arbre et de tenir compte des reladionsdence dans I'arbre
pour obtenir ur2-arbre exterplanaire. Ainsi, obtenir le développement&ndaire ex-
plicite de I'espece dez-arbres exterplanaires correspond a classifier les mieléde
polyenes de formule§’, H,, . selon les types de symétries de ces molécules; cela re-
vient a trouver le groupe d’automorphismes de chaque cat@é On peut également
en déduire 'enumération des polyenes hydrocarboonas ghaque type de symeétrie.

Avant de commencer notre démarche, et dans le but d’'éustrdéveloppement que
nous désirons établir, nous donnons les premiers termdéwkloppement moléculaire
des especed, des2-arbres exterplans (voir figure 4.6 et équation (4.1)R gtdes2-

arbres exterplanaires (voir figure 4.7 et équation (41285 développements complets

Figure 4.4 Les trois isomeres de formulé, Hg
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Figure 4.5 Correspondance entre polyénes hydrocarbong2sadires exterplanaires

explicites seront donnés dans les théoremes 4.3.2.&t 4.3

& = (X) = 1+ X+ Eo(X)+ X34+ XCO3(X)+2E (X)) + X +6X°+- - (4.1)

N

VavaAVAVA

Figure 4.6 Premiers termes du développement moléculaire de lbespg des2-arbres
exterplans

A, = A,(X) = 1+ X +Ep(X)+ X B (X)+ X E3(X)+2E5(X?)+2X°+2X Ey(X?)
+X2Ey (X)) 4+ PY(X, X) 4+ XCO3(X?) -+ X PE(X, X)+--- . (4.2)

Introduisons maintenant I'espéce auxiliaBele base, de&-arbres exterplanaires poin-
tés en une aréte externe (une aréte de degré un) mume dhientation. Cette espece,
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AN JAVAY,

Figure 4.7 Premiers termes du développement moléculaire de lbespg des2-arbres
exterplanaires

ainsi que toutes celles considérées par la suite, egtedéie aux triangles. Cela signifie
gue la sorte de base est la sakiedes triangles. Rappelons que I'orientation de I'aréte
pointée peut étre étendue a I'ensemble de la structaiegection 3.1.2). Il est impor-
tant de remarquer que le fait que srbres soient considérés dans le plan, implique
que I'on peut canoniquement les orienter en utilisantdioration du plan. Cela signifie
que l'especeB est isomorphe a I'espéce desarbres exterplans pointés en une aréte
externe.

L'especeB est alors caractérisée par I'équation fonctionnelle
B=1+XB? (4.3)

conformément a la figure 4.8.

Figure 4.8B =1 + X B?

Il est également bien connu que I'esp&@eoeut étre vue comme l'espece des trian-
gulations enracinées de polygones. L'espBcea jouer un réle fondamental tout au
long de ce chapitre en tant qu'espece de base de nos ca\nilsns que cette espece
est asymeétrique puisque touBestructure possede un groupe d’automorphismes trivial.
Ceci implique que les coefficients du développement mubdde deB coincident avec
ceux de la série génératrice tilde Be De plus, comme mentionné dans la section 1.2,
le développement moléculaire deest de la formé _,, b, X", oub,, donne le nombre
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de B-structures non étiquetées suitriangles. La proposition suivante explicite ces
coefficients, qui, comme attendu, sont les nombres de @atala

Proposition 4.1.2 Le développement métulaire de I'espce B = B(X) est dong
par

B(X) =) c,X", (4.4)
neN
olc, = #1(2:) (nombres de Catalan)Plus ¢eréralement, si on not&*(X) =

Y neN CSL'“)X", k > 1, alors

RS <—1>i<’“‘?‘i> Gkt (4.5)

=0
kE(on—1+k

_ _<" + ) (4.6)
n n—1

Preuve. La formule pourc, suit directement d’'une application de la formule d'inver-
sion de Lagrange sur la relation (4.3). On peut aussi I'ab&ndéveloppant en série la
solution algébrique3(X) = (1—v1 —4X)/2X de (4.3). Pour les coefficientd”) de
I'especeB*, on travaille avec la série génératrice tilde (des $tmes non étiquetées).
On commence par remarquer que

Lz k—1-i\ B(x) e k—2—i 1
h—1—i , 9
o) = 3 - () 2 e S e () s @)
i=0 ! i=0 v
ou |-| désigne la fonction partie entiere. La formule (4.7) sentrepar récurrence
sur I'entier k, en distinguant deux cas suivant la paritékget en utilisant le fait que
A%(z) = L(A(z) — 1). Alors, en extrayant le coefficient erf” dans I'expression

(4.7), on obtient le résultat annoncé (4.5) poﬁ?. On établit (4.6) par inversion de
Lagrange composée (voir section 1.6) avée) = (1 + z)* appliquée a la relation
B—-1=X((B—-1)+1) »

Par exemple, pout allant de 1 a 6, on a

G a1
c? = ¢y = %<2§_+11> ;

¥ = Cup2—Cup1 = %<2:j—12> , (4.8)
¢ = Cpys— 20040 = %(2:_—1_13> ,



93

C,’ = Cpya—3Cpy3+ Cuya = \n_1)
6 /2n+5
026) = Cpts5 —4Cn4a +3Chy3 = - ( n_1 > .

Dans le but d’alléger les notations, on étend la définiles nombres de Catalan de la
facon suivante :

n+1\n
En d’autres termes, le nombeg est le nombre usuel de Catalamsst un entier positif
ou nul, est) dans les autres cas.

C, = L <2n>x(n e N). (4.9)

Rappelons les deux théoremes de dissymétrie que naus altiliser dans les cas ex-
terplan et exterplanaire.

Théoreme 4.1.3THEOREME DE DISSYMETRIE POUR LES2-ARBRES EXTERPLANS
ET EXTERPLANAIRES Les espcesa, des2-arbres exterplans e, des2-arbres
exterplanaires satisfont les isomorphismes deegs suivants :

a +at=a,+as (4.10)
et

a, +a; =a, +a, (4.11)
ou les exposants, A etAreprésentent le pointage desarbres en une d@te(figure4.9

a), en un triangleg(figure 4.9 b) et en un triangle po&slant une de ses@tes distingae
(figure4.9 c) O

a) b) c)

Figure 4.9 llustration des exposants : &), b) A et c)A

Dans la section suivante, nous allons proposer plusieunsufes d’addition relatives
aux espece#,(Y'), des ensembles de cardinal deG,Y), des cycles (orientés) de
taille trois, et aux deux espéces moléculaires specilé (X, Y) et PY(X,Y) intro-
duites a la section 1.5. Nous utilisons alors ces divem®sifles d’addition, combinées
au théoreme de dissymétrie, pour obtenir le dévelogmemmoléculaire de I'espece
d,, dans un premier temps, &, par la suite. Enfin, nous terminerons ce chapitre
en proposant de nombreuses formules d’énumérationta gdas séries génératrices
exponentielle et ordinaire et des séries indicatricesydies et d’asymeétrie.
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4.2 Formules d’addition

Dans cette partie, nous nous proposons de prouver quatnels d’addition, qui vont
s’avérer nécessaires pour obtenir les développemeoiiscoiaires des especes des
arbres exterplans et exterplanaires.

Proposition 4.2.1 Soit 5 une espce asyratrique dont le @veloppement métulaire
est don@ par
BY)=)Y bY* breN.
k>0
Alors, on dispose des formules d’addition suivantes, ingtataux espceskt; des en-
semblesy deuxéléments e€’s des cycles de longueur trois :

EyB(Y)) = > bBEa(Y*) +> apYh, (4.12)
k>1 k>0
C3(B(Y)) = Y bpCs(Y*)+ ) BeY*, (4.13)
E>1 k>0
avec
1 2 1 3
ap = 5(50 +bo), Bo= g(bo + 2bo) , (4.14)
1 1
o = > bibj — 5x(2lk)bs, k=1, (4.15)
it+j=k
Geo= 5 0 bbmba— xGRbE E21, (4.16)
l+m+n=k

ou, poura,b € N, x(alb) = 1, sia diviseb, et0, sinon.

Preuve. Rappelons que le terme constant d’'une esped®(Y)) est donné par
F(bo) = Zp(bo, by, - . .)

ou by = B(0). Cela méne directement a (4.14). Une analyse préciseitfesentes
especes moléculaires pouvant apparaitre dans leapperhent dé’s (13), nous permet
d’écrire la relation suivante :

By(B) =Y mEa(YF) + > ap V™ (4.17)
E>1 k>0

Il faut alors calculer les coefficients;, et v;, pour toutk > 1. Il est important de
noter que I'on peut ordonner, dans I'espétdesb,, differentes copies de la molécule
Y, pour chaque: > 1. Ainsi, pour obtenir uneZ,(Y*)-structure a partir de I'espéce
E5(B), il faut prendre deux fois la méme copie ¥é& parmi lesb;, disponibles; dans
tout autre cas, la paire d&structures considérée sera asymeétrique. On en déoloit
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quey, = by, pour toutk > 1. Pour maintenant calculer, il est possible de procéder a
une énumeération directe. Cependant, nous préféerarlinre une méthode differente
que I'on utilise par la suite. Cette méthode est baséeasdélivation de I'expression

considérée suivie d'une intégration. Dérivons towhibird les deux membres de (4.17).

On obtient
BB = Z kb Y21 4 Z koagYH 1
E>1 E>1

Intégrant alors la derniére relation, dans le contextesédgies formelles €, il vient

1., 1 2% k
5B = EZka +) oY + const
1 >0

Il suffit désormais d'identifier les coefficients #é" dans les deux membres de I'égalité
précédente pour arriver a I'expression (4.15). Pouemibt(4.16), écrivons

C3(B) =D 6,C5(YF) + Y py*. (4.18)

k>1 k>0

Le méme argument que celui utilisé précédemment impli, = b, £ > 1, et la
méme technique de dérivation-intégration appliqgad&duation (4.18) donne la for-
mule annoncée pout;,. Notons que durant ce procédé, nous avons utilisé |e)feit

(C3(B))' = Ly(B)B' = BB/,

ou L, représente I'espéce des listes de deux éléments. [

Nous allons maintenant passer aux résultats principawetie section, a savoir des
formules d’addition relatives aux especBsi‘(X,Y) et PP(X,Y). Nous utilisons

la notation compacté,g") pour désigner le coefficient dg* dans le développement

moléculaire de I'especB™(Y), avec la convention qulél”) = 0 si l'indice z est frac-
tionnaire, pour tout, k > 1.

Théoreme 4.2.2Soit B une espce asyratriqgue quelconque dont leédeloppement
moléculaire est donee par

BY)=) bY* breN
n>0
Alors,

PR(XB(Y) = D a XY+ e B(XY") + ) ay X*Ep(Y)
k>1 k>1 k>1

+Y al PYE(X, V"), (4.19)
k>0
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ou
o Lw 3,09 1
a, = b 4bg + 50, (4.20)
a = b,(f)—b%, (4.21)
1" 1
ap = 5(51(5)—%)7 (4.22)

Preuve. Nous utilisons une méthode trés similaire a celle de tpg@sition 4.2.1, en
procédant a une analyse précise des differentes sgm@ouvant apparaitre dans les
structures de I'espec&(X,B(Y)). Ceci conduit a la relation (4.19) ou tous les
coefficients sont a expliciter. Remarquons tout d’abore @jti = by, puisque la seule
maniére d’obtenir un@pc( X, Y'*)-structure a partir de 'espedel(X, B(Y)) est de
prendre quatre fois la méme copie de la molédate parmi lesb,, disponibles. Cela
donne directement (4.23). Ensuite, considérongags\ Y *)-structures. Pour obtenir
de telles structures de I'espeéd(X, B(Y)), il est possible de prendre denx: -
structures non isomorphes, noteéest 3 a partir de I'especé, et de les agencer des
deux manieres distinctes décrites par les figures 4.104a)@ b). Cela donne le terme

by .
2y <2>E2(XY21), o I=k/2,
l

ou il ne faut pas oublier que les deux triangles internesgritmrent pour unX chacun.
Nous pouvons aussi prendre Urigstructuren et uneY”-structureg telles quei + j =

k eti £ j, et les mettre dans les deux configurations illustréeesgsdfigures 4.10 a) et
b). Ces derniéres configurations conduisent au terme

a) b) c)

Figure 4.10Symeétries d’'ordre deux dans I'esp&Bgic(X, B)

2 > b Ey(XYH),
i+j=k—1
1<J

dans le développement moléculaire de 'espBEE (X, B). Cela mene alors a la rela-
tion (4.21), c’est-a-dire,

" b
=2 bibj+2<2’5> =% — by

iti=k
1<j

Sy
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Intéressons nous maintenant au coefficigntde X2 F,(Y*) dans la relation (4.19).
Les seules configurations menant & UfigF, (Y*)-structure sont dessinées en figure
4.10 c¢). On a ainsi

" 1
ay = Y bib +< >:§(b,(f)—bg)

i+j=k
1<j

differents types deX?E,(Y*)-structures. Il ne reste plus qu'a déterminer la partie
asymeétrique de I'espedelic(X, B(Y)), a savoir, le coefficierri;C de I'espece molécu-
laire X2Y* dans le développement moléculaire (4.19), pour kouPour I'obtenir, on
commence par dériver (combinatoirement) la relationQy.1 suffit alors d’identifier

le coefficient deX2Y* dans chaque membre de I'égalité obtenue. Durant ce ¢élcul
est a noter que I'on a utilisé la dérivée partielle comalbdire d’'une espéce composée
F(X, B). En fait, comme en analyse, nous avons

OF(X,Y) n OF(X,Y)
0X Y:=B Y Y:=B
et nous pouvons utiliser la proposition 1.5.3. [

(F(X,B)) = B, (4.24)

On peut aussi, apres avoir dérivé (4.19), obtenir I'egpion dez};' en identifiant les
coefficients deX E»(Y'*). De plus, il est possible de raffiner notre classificationrpps
port aux symeétries, en distinguant selon les symétriggfikexion et celles de rotation.
En effet, les symétries qui sont illustrées par la figut4ont de type rotationnelle
pour a), de réflexion verticale pour b), et enfin, de réflexiorizontale pour c).

Nous passons maintenant a la présentation d'une fornadiglition concernant I'espe-
ce PY(X,Y).

Théoreme 4.2.3Pour toute espce asyratrique B = B(Y) dont le developpement
moleculaire est dona par

V)= bY",
k>0
nous avons
PY(X,B(Y)) = Y dXYF4+ ) dXEy(XYF)+) dy C3(XYF)
k>4 k>2 k>2
+> dyPee(X,Y*), (4.25)
k>0
avec
o Lo Lo Lo 2
de = Gh 5o+ 3b§ +30s,
d, = b —bs
3
11 1
di = S0 ), (4.26)
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ou b,(f) représente le coefficient d&* dansB™(Y).

Preuve. Une analyse précise des divers types de symétrie pouygatraitre dans
I'especePt(X, B) nous conduit au développement (4.25). On calcule alors gl
coefficients de ce développement en utilisant la méméoadét que pour le théoréme
précédent relatif & 'espedelic( X, B). n

Nous utilisons dans les deux sections suivantes les fosldeldition de cette section
dans le cas particulier 08(Y) = B(X), I'espéce liee aug-arbres introduites en sec-
tion 4.1. Prenant en compte la substituti®r= B dans les deux théorémes précédents,
les coefficients apparaissant dans les développementutaites des especéy’

et PP deviennent simples. En utilisant la proposition 4.1.2, btiemt les formules
d’addition suivantes

PP(X,B(X Z%X +ZakE2 +Za}!X2E2 Xk
k>1 k>1 k>1
+ apPye(x, X*), (4.27)
k>0
et
PYO(X,B) = Y d X+ dXEy(XF)+) dy Cy(X*
k>4 E>2 E>2
+Y AP PYe(X, XY), (4.28)
k>0
ou
C_ 1, LN RN
Mo = gl T b T gt Tt
a; = Ck—C%, (4.29)
ap = §(Ck+1—cg),
a?f = Cg,
4 = L 2 +1c LS +1c L +1c
kT g k2T 3Rl T R T R TRl T T Y
dp = Ch41 — Ck — Cit, (4.30)
111 1
dk - i(ck’_c%)v
dzv = Cg.

Forts de ces quatre formules d’addition, nous sommes septé&apables de donner
les développements moléculaires des espégesies2-arbres exterplans @, des
2-arbres exterplanaires.
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4.3 Deéveloppement mokculaire des2-arbres exterplans et exterplanaires

Dans cette partie, nous allons utiliser le theoreme dgydigtrie ainsi que les formules
d’addition de la section précédente pour obtenir un foexgicite du développement
moléculaire des especes dearbres exterplans et exterplanaires.

4.3.1 Classification deg-arbres exterplans

Avant de débuter nos calculs, nous rappelons q@ambre exterplan est urarbre
plongé dans le plan de sorte que toutes les faces interieeg des triangles. De plus,
le theoreme de dissymétrie permet d’exprimer I'esp@geen fonction des especes
pointeesa-, &2, etas, de la fagon suivante :

a,=a; +as-al. (4.31)

En utilisant I'orientation du plan, on obtient une carastition des espéceék,, a~, et
as, alaide d’expressions en fonction d& La démonstration de ces relations étant
immédiate, on se contente ici de les illustrer avec la figuté.

Théeoreme 4.3.1Les espces poirtes apparaissant dans leéreme de dissyatrie
satisfont lequations fonctionnelles suivantes :

a; = E(B), (4.32)
a = XCs(B), (4.33)
a: = B,-B, (4.34)
OUB+:B—1 O

a) b) c)
Figure 4.11Les espece&,(B), XC5(B) etBy - B

Combinant les relations (4.32), (4.33), (4.34), le tieeoe de dissymétrie (4.31) et les
formules d’addition pour les espécés(B) et C3(B) de la section 4.2, on calcule
aisément le développement moléculaire de I'esi@cdes2-arbres exterplans.
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Théoreme 4.3.2Le ceveloppement metulaire de 'espced,. des2-arbres exterplans
est don@ par

Ar=ar(X) =1+ X +> BpXF+) Ey(X") + > dpXC5(X*), (4.35)

k>2 k>1 E>1
avec
2 1 1 1
bp = =Cp— =C — —Ck — =Ci-— 4.36
k 3Gk GO+ T 50k — gk, ( )
Cr, = dk = Ck, (4.37)

ou X* représente I'espce des listes de taille de triangles et;, désigne les nombres
de Catalan avec la convention qae= 0 sir n’est pas un entier; voi4.9). O

Pour conclure cette partie, nous donnons la partie asiquétde I'especeé,. (voir
Chapitre 1, et (Labelle, G., 89-1)) :

A (X)=1+X+) bpXF, (4.38)
k>2

ou by, pourk € N, est donné par la formule (4.36). Noter que I'espece asyqued,
ne doit pas étre confondue avec I'espéce poiftee

4.3.2 Classification deg-arbres exterplanaires

Cette partie est consacrée a I'obtention du développemeléculaire de I'especa,,
des2-arbres exterplanaires, a savoir I'espece flesbres admettant un plongement
dans le plan de telle sorte que toutes les faces internad sieietriangles. La difference
avec les2-arbres exterplans réside dans le fait que ces plongemens®nt pas ex-
plicitement donnés et que les symétries de réflexion aotutrisees. En d’autre termes,
les 2-arbres exterplanaires sont considérés comme des grapheles. Dans le cas
exterplanaire, le théoreme de dissymétrie conduit relition suivante au niveau des
especes :

a,=a, +a, —az (4.39)

On caractérise alors les espeégs a@ eta§ avec des équations fonctionnelles en ter-
mes des especes auxiliairBs“(X, Y) et PY°(X,Y), introduites au chapitre premier,
et de I'espece fondamentale

Théoreme 4.3.3Les espces poirtesa,, a et a§ satisfont les isomorphismes d’es-
peces suivants :

a(X) = 1+ XEx(B)+ PY(X,Y)|y.=s, (4.40)
a5 (X) = X+X°Ey(B)+XEy(By)+ XPY(X,Y)ly=p, (4.41)
a¥X) = XEy(B)+ X’Ey(B?). (4.42)
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Preuve. On établit les identités (4.40) et (4.42) en analysansiasctures en fonction
du degré de I'aréte pointée, a savoir le nombre de thngui lui sont attachés. Par
exemple, les trois termes du membre de droite de la reladi@g®) correspondent aux
degrés 0, 1 et 2, degré maximal que peut avoir une aréte darbre exterplanaire.
On établit un isomorphisme entre les deux membres de (4céQ)i-ci est illustré en
figure 4.12. De la méme maniere, les quatre termes de (4détyivent les quatre

UMY
ee

Figure 4.12'especed,;

possibilites pour le nombre d’'arétes de degré deux @ngie racine, de 0 a 3; voir
la figure 4.13. Finalement, la méme méthode permet digtdguation fonctionnelle

e
A-K SR - A

Figure 4.13'espécea;

(4.42) et la figure 4.14 illustre la démarche. [

Ainsi, a I'aide des relations (4.40), (4.41) et (4.42),eVvient facile, via I'utilisation des
formules d’addition relatives aux espedesc(X, B), PY(X, B), Ex(B) et Cs3(B),
ainsi que de la proposition 6.3.1, d’obtenir les développets moléculaires des espe-
cesa, eta”. Dans les quatre theorémes suivants, la méme notattartiésee pour
les divers coefficients apparaissant dans les dévelopgsme

Théoreme 4.3.4Le developpement metulaire de I'espced;, des2-arbres exter-
planaires poinés en une d@te, est dona par

a,(X) = 1+ afX"+> aiEy(X") + > a} X Ey(X")

k>0 k>1 k>1
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+ @ X2 Ey (XM + ) aR PYe(X, XF), (4.43)
E>1 E>1
ou
S VO N S
e = gkl T gt T gL T b2,
az = Ck—C%,
a = a) = ¢, (4.44)
1
aé = §(Ck+1 — C%)
O

Théoreme 4.3.5Le ceveloppement mitulaire de I'espce @), des2-arbres exter-
planaires poingés en un triangle, est doarpar

A(X) = 1+ a XM+ g XE(XF) +)  afX?Ey(X")

k>0 k>1 k>2
+) apXCs(XF) + ) g XPYO(X, XP), (4.45)
k>2 k>2
ou
1 = 1(c Cr) Lo, ¢ Lo Lo+ 2c
@ = GGk = C) = 50 = Croz = 50k = GO F 5 Chca,
a% = ai = Cg,
@ = Cks1 = Cit, (4.46)
aé = i(Ck—C%).

A
YV NE e

Figure 4.14’espéced)
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Pour obtenir le développement moléculaire de I'es@&él suffit d’utiliser les propo-
sitions 4.1.2 et4.2.1

Théoreme 4.3.6Le ceveloppement metulaire de I'espce 6\5 des2-arbres exter-
planaires poinés en un triangle posslant une a&te distingée, est donapar :

A%X) =) X"+ @ XEy(XM) + > af XPEy(XP), (4.47)
k>0 k>1 E>1
ou
a, = 5( k1 = Ck = Crt —Cg),
a = c, (4.48)
G% = Cgt1-
O

Le théoreme de dissymétrie permet alors de combineelatans (4.43)-(4.45)-(4.47)
et mene au développement moléculaire explicite de #esg@y,, des2-arbres exter-
planaires, résultat final de cette section.

Théoreme 4.3.7L'espece @, des2-arbres exterplanaires posde le @veloppement
moleculaire suivant

A(X) = 14> g XF+) i Ea(XF) + ) al X Ep(XF)

E>1 E>1 E>1
+ ) @ X By (XM + ) ap XCs(X")
E>2 E>2
+ Y apPPe(X, XP) + ) af X PPO(X, XP), (4.49)
k>0 k>0
ou
P 1c +=¢ c 1c 1c +lc +lc
T T Tl R T e T g bhg Tt Tk T et
CL% = Ck—C%,
ap = df = al = ¢, (4.50)
1
ai = §(Ck+1—0k)_(:k;1,
1
ak = §(Ck—Ckgl)
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4.4 Formules dénumération

Dans cette partie, nous établissons des formules exgdigibur 'énumération dexs
arbres exterplans ainsi qu'exterplanaires dans les dqseé#, non étiqueté et non
etiqueté asymétrique. Nous donnons également desufesnexplicites pour toutes
les séries que I'on a introduites dans le chapitre prem@amment pour les séries in-
dicatrices de cycles et d’asymétrie. Nous utilisons isidguations fonctionnelles que
nous avons établies dans la section précédente. Ceamendams la section suivante,
nous proposons une autre méthode d’€numération, @esples travaux de (Palmer et
Read, 73). On commence par le cas exterplan, le cas exteigauit.

4.4.1 Enumeération des2-arbres exterplans

Avant d’expliciter les formules énumératoires @earbres exterplans, on rappelle quel-
gues formules relatives aux séries indicatrices de cytld&asymétrie des especes,
des ensembles de cardinal deux(gf des cycles (orientés) de longueur trois :

1 1

ZEy(T1,T2,...) = 5(95%4‘5”2)7 FE2($1,$2,-~):§(95%—$2), (4.51)
1 1

Zog(x1,m9,...) = 5(35?4—2353), ch(xl,mg,...):§(x:{’—x3). (4.52)

Nous faisons également usage des formules de substigiiograle de la théorie des
especes, ainsi que de la série indicatrice d’asymétiesiatée (voir chapitre 2). Nous
n'utilisons cependant que les formules suivantes, que peut aussi établir via des
formules d’addition : sG est une espéce telle qa&0) = go # 0, nous avons

1
I’EQ(G)(xl,xg,...) = go+§(F2G(x1,w2,...)—Fg(wg,w4,...)), (4.53)

1
Loy (@22,-) = go+ 5(Tg(a1,a,..) = Talws, w6,..)- (454)
Nous passons maintenant aux formules énumeératives mmnteles2-arbres exter-
plans. Ces formules proviennent directement de la décsitigno moléculaire de I'es-
péced, donnée dans la section précédente.

Théoreme 4.4.1Les nombres ,,, a, ,, eta,, , de2-arbres exterplans respectivement
étiqueés, nonétiguees et nonétiqueés asyratriques surn triangles,n > 2, sont
donrés par

2 1
(Iﬂ—’n = 'I’L'(gcn — Ecn+1), (455)
~ 2 1 1 2
rn = 3Cn— £Cn41+5C2 +5Ca, (4.56)
_ 2 1 1 1
Qrpn = gcn — 6Cﬂ+1 — §C% — gCn_;l (457)

|



105

On peut également obtenir ces formules en écrivant atgatient les séries génératrices
et indicatrices a partir des relations (4.32)—(4.34) Eldesgénératrice exponentielle des
structures étiquetées,

() = 1+ B ),
(@) = $2+B@) (4.58)
alx) = Bz)- Blx),

X
I

(B*(z) + B(«?)),
(B3(x) + 2B(x%)), (4.59)
*() — B(x),

X
oA
s &
Il Il
o wlisNol—

la série indicatrice de cycles,

Zg (e1,22,...) = %(32($1)+B(x2))7
Zge(t1,22,...) = %(33@1)”3@3)), (4.60)
Zaﬁ(xl,xg,...) = Bz(xl)_B(wl)a

et la série indicatrice d’asymétrie,

Fg (e1aac0) = L+ 5(B2 o) - Blaw))

Tgs (@, 29,...) = wl—i-%(B?’(xl)—B(wg)), (4.61)

Faﬁ%(acl,wg,...) = B2(ac1)—B(x1).

Nous rappelons que nous avons utilisé le fait que I'espgest asymétrique et qu’ainsi

B(x) = B(x) = B(z) et Zpg(xi,72,...) = B(x1) =Tp(z1,79,...). (4.62)

On déduit alors les expressions des diverses séries lflearassociéees a I'espeée:
grace au théoreme de dissymeétrie.

Proposition 4.4.2 Les €ries assod@esa I'especed,; des2-arbres exterplans sont don-
nées par
1 2 1 T
A (z) = 5 T3%™ B(z) - 532(5’3) + 533(3«"),

Bele) = l+a+Bl@)+3B) - %B(ﬁ) -~ 2B(Y) - 3 B@),
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8(z) = B()+3B) - BG) - BG) - %B%), (4.63)
Za (x1,72,...) = Bla1)+ %B(l’g) + gxlB(xg) - 332(@«1) + %33(@«1),
Pa,(e123,.) = 142+ B@) + 2B ) - %B(@) - 2 B(y)
—%Bz(ml)

On peut alors retrouver les formules (4.56) en utilisanh&otéme de dissymeétrie et
la proposition suivante, donnant des formules explicitas ies coefficients des séries
données par les relations (4.58), (4.59) et (4.61).

Proposition 4.4.3 Les coeﬁicient&;n, aﬁ’n, a%n, donnant les nombres de structures
étiqguetes sum triangles pour les divers pointages, ,,, Eﬁ,n, Eﬁ,n, pour le nombre
de structures noretiqueées, eta ,, aﬁr,n, aﬁn, pour les structures noitiquetes

asynetriques possdent les expressions suivantes :

_ n!
Arm = Ecn-‘rl»
n!
W, = (G ) (4.64

arn = nl(Crp1 —Cn),

_ 1
Arn = §(Cn+1 + Cg)a
_ 1
Grn = 3(Cap1 = ot 2Cu), (4.65)
aﬁ,n = C7’L+1 - Cn,
et
&;,n - §(Cn+1 - C%)7
A 1
rpn = 3(Cnt1—Cn = Cona), (4.66)
aﬁ,n = Cpt1 — Cp.

|

Pour les expressions des séries indicatrices de cycleastniétrie de I'especé,,
nous avons :
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Proposition 4.4.4 Les €ries indicatrices de cycles/g _, et d'asyngtrie, I'g_, de
I'espéce de-arbres exterplans sont doéas par

Za_ (r1,22,...) —1—1—2 Cn+1 x4+ chx2+ wlzcnwg, (4.67)
n>1 n>1 n>0
Faﬂ(acl,xg,... —1—1—331—1—2 Cn+1 chxz——xlzcnxg
n>1 n>1 n>0
(4.68)

Preuve. On commence par écrire les séries indicatrices de cydeséabs par les rela-
tions (4.60),

1 1
Zg-(x1,22,...) = B ZCnHCU? T3 chl"g,

n>0 n>0
1 2
Zge(w1,22,...) = 3 Z(Cn—H —Cp)ay + 3701 Z ChTs, (4.69)
n>1 n>0
Zaﬁ(xl,xg, .. ) = Z(C"'H — Cn)x’f,
n>1

et les séries indicatrices d’asymétrie,

1 1
Pg (w1,22,...) = 1+ Echﬂff— 52%3,

n>0 n>0
Ta,e (x1,29,...) = x1+ = Z Cht1 — — —wl chwg, (4.70)
n>1 n>0
Tae(e1,72,...) = D (Coy1 —Co)af
n>1
On termine la preuve en utilisant le théoreme de dissyienét [

4.4.2 Enumeération des2-arbres exterplanaires

Nous nous attachons désormais a donner toutes les ssHesiées aux espéoa§,

a; et a5 en utilisant les lois de substitution de la théorie dessesp. On obtient
par extraction tous les coefficients apparaissant dansé&es.s Enfin, le theoreme
de dissymétrie nous permet d'obtenir les nombre2-deores exterplans étiquetés, non
étiquetés, non étiguetés asymétriquesismiangles, ainsi que les coefficients des séries
indicatrices de cycles et d’asymeétrie.
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Proposition 4.4.5 Les ries greratrices exponentielles des éspsa,, a; et a§
sont donges, en terme de I'e8pe B, par

a(x) = 1+§(1+B2(w))+ix234(x),

al(x) = z+ %2(1 + B%(z)) + %Bi(x) + %436(95), (4.71)
xr 332
aj(x) = 5(1 + B%(2)) + 7(1 + BY(z)).

De plus, les éries gerératrices tildes de ces edpes sont dorées par
a, (z)
2

8 () = o+ 5 (B%2) + B?) + 5 (B (¢) + Bi(?))
1‘4

1+ 2B(z) + %(Bz(m) + B(z?)) + %2(34(3:) + 3B%(2?)),

+——(B%=x) +2B%*(z®) + 3B3(z%)),  (4.72)

6
T 1‘2
(1) = 5(B%(@) + B(?) + 5 (B'(x) + B*(2%)).

Corollaire 4.4.6 Les €ries exponentielles et tildes de I'ése de-arbres exterpla-
naires sont donees par

x 1’2 1’4
A(z) = 14+ax+ 533(3:) + 732(3:) — ZB4(3:) - €B6(x),
x 1’2 1’2
&(2) = 1+z+5(Bi(2)+ Bi(a?) + 5 Bl?) + (B x) - B*(2%)
—%234(95) + %4(36(95) +2B%(2®) + 3B3(2%)). (4.73)

|

En extrayant les coefficients des séries données a lagitam 4.4.5, combiné avec les
résultats de la proposition 4.1.2, on obtient facilemertdrollaire suivant.

Corollaire 4.4.7 Les nombres. ., a5, €t a5 de2-arbres exterplanairegtiqueés
sur n triangles poinés respectivement en unegg, en un triangle et en un triangle

pos&dant lui-néme une de sesé&tes distingae, sont dongs par

_ n!
pn = ch-i-la
A n!
n!
apn = & (Cat1—Cn)
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De plus, pour les i@mes espces poirites, les nombres de structures sutriangles
nonétiqueees, ,,, a5, etap,, sont don@s par

p7n’
1 1 3
pn = ch—i-l + ic% + ZC%,
aﬁvl = 1’ 632 = 1’ 66,3 - 27 66,4 = 67
~ 1 1 1
Gpn = gOnrt =)+ 5(Cass +C3)) +5Cu, n25  (475)
~ 1
al%vn = i(cn—kl —Cy) + CnT—l + Cx.

O

Alors, l'utilisation du théoreme de dissymétrie cortdie facon directe a des formules
d’énumération pour leg-arbres exterplanaires étiquetés et non étiquetésnesuit.
Dans le cas de I'enumération des structures asymétrigae étiquetées, on utilise la
décomposition moléculaire de I'espégg.

Théoreme 4.4.8Les nombres,, ,, a,, , €tay, ,, de2-arbres exterplanaires respective-
mentétiqueés, nonétiqueés et norétiqueés asyratriques sum triangles posédent
les expressions suivantes :

apn = ’I’L'(lCn - iCn—l—l)
P 3 12 ’
~ 1 1 1 1 3
ap,n = gcn — Ecn+1 + §Cn;1 + gCn;l + ZC%, (476)
a = ! + L 3C 1C 1C + 1C + 1C
ap7n - 12Cn+1 3Cn 4 % 2 ngl 6 n;l 2 n472 2 ng4.

O

Nous terminons cette section en donnant I'expression dgiRisdicatrice d’asymeétrie
de I'especed,, qui s’obtient directement du développement moléculdéréespeced,,.

Proposition 4.4.9 La <rie indicatrice d’asyratrie de I'esgced,,, des2-arbres exter-
planaires, est dore par

la, (z1,22,...) =1+z1 + Z%lﬂ«"? + Z%szg + 272961953 + 27395%3334‘
n n n n

+ Z Vo x§ + Z ASapxh + Z VxR, 4.77)
n n n
ou
RS D
Tn = 12 Cn+1 30717
3 1
Tn = Tn = —=Cn,
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1
e = _ch—i-la (4.78)
1
’72 = _Ecnv
I |
O

4.4.3 Une autre néthode dénumération non étiquetée

Dans cette section, nous présentons une autre méthadeaeh 'énumération non
étiquetée def-arbres exterplans et exterplanaires. Cette approchenaiiee a été

introduite dans (Palmer et Read, 73). Celle-ci consitendqarquer d’abord que, pour
chaque espécE quelconque, il est toujours possible d’écrire

F=> Fy, (4.79)
k>1

ou, pour toute > 1, F;, désigne lgartie synétriquede /" d’ordre £, a savoir, la sous-
espece dé& dont les structures posseédent un stabilisateur d’ordaetementt. En
particulier, nous avons(;) = F, la partie asymeétrique de I'espeée Il est important

. 1~ .
de remarquer que si 'on not& = F{;), k > 1, on aG(z) = EG(m), puisque chaque
structure de I'espece|;,, surn élements peut étre étiquetéerd¢k fagons. Ainsi,

)+ > —F(k (4.80)
k>2

Alors, pour le2-arbres exterplans, nous avons

&: = A; + Ay (2) + Ar (3, (4.81)
et pour le2-arbres exterplanaires
Q=+, (2) + Ay (3) + A (0) + By (6)- (4.82)
On peut donc écrire,
~ 1 25
A () = ar () + 5&(2) (z) + 39.3) (), (4.83)

et

By(2) = By(2) + 58 ) (0) + 3B (0) + 38 (0) + 2By (o). (489)

Apres identification des termes apparaissant dans (4l&&)nt

a,(z) = & (z) + %B(ﬁ) + ng(ﬁ), (4.85)
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pour le cas de2-arbres exterplans. En ce qui concernelesbres exterplanaires, nous
avons

= 3

B, = (B - a*BGY) + 2B — 2B,
B(0) = 5@BE) B, (4.86)

ap,(4)(95) = 9523@54), ép,(e‘) = 9543(956)7
ce qui conduit a

~ 1 1 3

A, (z) = Ay(z) + §:UB($2) + gan(x?’) + ZB(:U2). (4.87)

Il devient alors aisé d’obtenir les nombres2iarbres exterplans et exterplanaires non
étiquetés batis sur triangles (donnés par (4.56) et (4.76)) en extrayant @mpht les

coefficients dec™ dans les équations (4.85) et (4.87).
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Chapitre V

ENUMERATION DES 2-ARBRES SOLIDES

Le but de ce chapitre est le dénombrementdasgbres solides selon le nombre d'arétes
(ou de triangles de fagon équivalente) ainsi que selondiiltlition des degrés des
arétes. Intuitivement, u2rarbre solide est ugrarbre plongé dans I'espace. En utilisant
les méthodes classiques de la théorie des especes, nteasios d’abord le denombre-
ment des2-arbres solides orientés. Pour le denombrement2eedres solides non
orientés, nous utilisons la notion d’espéce quotientdeegroupe a deux élements
Zs = {1, 7}, dont I'action der est de renverser I'orientation desarbres.

5.1 Especes deg-arbres solides

Commencons par définir I€sarbres solides de maniere topologique.

Définition 5.1.1 Un 2-arbre solide est un2-arbre plonge dans I'espace tridimension-
nel (& honeomorphisme @9, c’esta-dire que les triangles incidents chaque agte
ne peuvent s'integrétrer.

La difference avec up-arbre classique est que les triangles composaptarbre solide
sont pleins (ou durs), d'ou le vocable solide. Ainsi, il elstir que le2-arbres solides

sont caractérisés par le fait qu'il existe, autour de cleagyéte munie d’une orientation,
une configuration en cycle de triangles.

Figure 5.1 Deux2-arbres solides distincts, mais le méarbre

Pour bien illustrer la difference enttzarbres classiques et solides, considérons les
deux2-arbres (étiquetés aux triangles) de la figure 5.1. Cex @erbres sont iden-
tiques en tant que-arbres libres, étant donné qu'il n'y a pas d’ordre surtiemgles
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étiquetés de 1 a 4. Par contre, si l'on regarde ces stegckn tant que-arbres solides
(i.e., plongés dans I'espace), on voit gu'ils sont differenisque les positions relatives
des étiquettes 1, 2, 3 et 4 ne sont pas les mémes.

On désigne paf, eta, les especes d@sarbres solides orientés et non orientés, respec-

tivement. Notons que, dans le cas orienté, on peut tougameniquement orienter le
cycle de triangles autour de chaque aréte orientée ésamtilune regle du tire-bouchon
(de la main droite). Nous considérons une nouvelle foidras pointages notés.,

A et A, représentant toujours le pointage en une aréte, enangte et en un triangle
lui-méme pointé en une de ses arétes. Comme dans le rehppiicédent, nous util-
isons une espece fondamentale, notée enBorgui est I'espece de&-arbres solides
orientés plantés en une aréte. On peut considérer d&raauivalente qué est
'espece deg-arbres solides non orientés plantés en une aréte eeie@n obtient une
équation fonctionnelle caractérisant I'espece a dsnesB = B(X,Y), ouX etY
représentent les sortes triangles et arétes :

B(X,Y)=YL(XB*X,Y)), (5.1)

étant donné que, comme illustré par la figure 5.2, Brgtructure consiste en une aréte
orientéeY” incidente a une listel{-structure) de triangleX qui ont sur leurs deux cotés
restants de®-structures attachées.

Figure 5.2Une B-structure

Puisque le nombre d’aréteset le nombre de triangles: d’'un 2-arbre sont liés par
la relationn = 2m + 1 (voir lemme 3.1.3), nous considérons [Bsrbres étiquetés
aux arétes uniquement. Cela implique, que nous po&ons 1 dans la relation (5.1),
conduisant ainsi a I'equation

B(1,Y) =YL(B*(1,Y)). (5.2)
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Cela signifie que I'espece singleton de base est I'espedes arétes, et nous utilisons
la forme suivante de (5.2)
B(Y) =YL(B*Y)).

Cependant, certains résultats sont plus compacts en giwmembre de triangles, et
nous les mentionnons.

Il est important de remarquer que nous avons choisi de p&see 1, car la re-
lation (5.2) est de type lagrangien et permet ainsi I'idtiisn de I'inversion de La-
grange composeée; voir section 1.6. On déduit facilementdmbre deB-structure
étiquetées et non étiquetées par inversion de Lagrangeofitant du fait que I'espece
B est asymeétrique, impliquant que les deux séries géiaa exponentielle et tilde
coincident,B(z) = B(x).

Proposition 5.1.2 Les nombre$,, etb, de B-structures respectivemeétiqueées et
nonétiqueées sum arétes { impair) sont don@s par

_ <nz> 3(p —

b, = 1n2 :l<2(” 1)>7 (5.3)
n ("T)' n\ n—1

by = n!lby, (5.4)

oun<k> =n(n+1)...(n+k — 1) désigne lak® factorielle montante de.

Preuve. Il suffit d’appliquer une inversion de Lagrange a partir derélationB =
Y L(B?), utilisant le fait queL(y) = (1 — y)~!. Il vient

by, 1

o= WBW) = )" (5.5)
<k> <%>
= %[y"‘l]kzmnk! y* = %"(%—1), (5.6)

On établit (5.4) en utilisant le fait que I'espééeest asymétrique, signifiant que toute
B-structure surn arétes peut étre étiquetéedéacons. [

Le denombrement desarbres solides orientés est effectué en premier liewsNion-
nons d’abord I'énumération par rapport au nombre dérélans les cas étiqueté et non
étiqueté, pour ensuite proposer des formules selontabdison des degrés des arétes.
On utilise par la suite ces résultats pour déduire le ea&@l def-arbres solides non
orientés, en quotientant toutes les especes pointgegagsant dans le théoreme de
dissymeétrie par le grouggs,.

5.2 Les2-arbres solides orienés

Le théoreme de dissymétrie nous donne la relation steéyan I'indiceo indique que
les2-arbres sont orientés :

a,=a, +a -ak (5.7)
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Notre premiére tache consite a exprimer les especedqesia,, a’ et as a l'aide
d’equations fonctionnelles en termes de I'espBce

Proposition 5.2.1 Les espcesa;, a5 et as satisfont les isomorphismes d'ésgs
suivants :

a (V) = Y+YCO(B4Y)), (5.8)
a,(yY) = C3(B(Y)), (5.9)
axy) = B(Y)> (5.10)

ou C et (5 sont les espces des cycles (origrH) et des cycles (origgg) de longueur
trois, respectivement.

Preuve. Dans la relation (5.8), le terme correspond au cas d’'une aréte seule. Dans
le cas général, I'orientation de I'aréte racine perneetiéfinir un ordre cyclique sur les
triangles qui lui sont attachés en utilisant la regle de-tiouchon (main droite); voir
figure 5.3 a). Ensuite, chaque triangle dans cette configarayclique possede des
B-structures sur ses deux arétes restantes; cela menevaite’(B%(Y)). En ce qui
concerne I'equation (5.9), il suffit de remarquer qu'étdonné que les structures que
I'on considére sont orientées, il y a un cycle de longuenis tsur les arétes du triangle
racine; ces arétes se trouvant ainsi orientées, on viatitagher de$3-structures (voir
figure 5.3 b)). Finalement, on obtient (5.10) de facon sigslaire, voir figure 5.3. =

2

b) c)
Figure 5.3 lllustration des équations (5.8), (5.9) et ( 5.10)

5.2.1 Enuneration selon le nombre d’'aites

Dans cette section, nous obtenons des formules donnantrieraale2-arbres solides
orientés étiquetés et non étiquetés, en fonction dnbmen d'arétes. Nous proposons
aussi ces résultats en fonction du nombre de triangle&,mnot_e cas étiqueté se fait
assez directement comme suit.

e Caseétiqueté :

Soit 8,[n] 'ensemble de<-arbres solides orientés étiquetés aux arétes batis s
arétes. On définit de maniére similaire les ensemBlgg:], @2[n] et 85[n]. La
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premiere étape de notre demarche consiste a caleligrle cardinal de I'ensemble
d,[n], donnant le nombre d&arbres solides orientés étiquetés suarétes. On utilise
I'inversion de Lagrange composée (voir section 1.6) aipde la relation (5.8), avec
F(t) = C(t?) = —In(1 — t?) et R(t) = L(t*) = (1 — ¢*)~L. Il vient, pourn > 1
impair,

v, (y) = [V yC(B*(y))
= " NC(B*(y))
= AR OR ()
1, 2 o
= ol 2‘]1—t2’(1“’52)( !
2

= m[tn_g](l — )"

— L[tn—?)]z n(n + 1)(n+j — 1)t2j

nod j>0 J
B 2 3(n —1)/2
- 3(n-1D\ n-1 )
Ainsi, on déduit
2 3(%—1)
Ao = nlly"|ay (y) = gn(n - 2)!<n 3 1 > (5.11)

Il est clair que lorsqu’urk-arbre solide sun arétes est étiqueté, nous disposons:de
choix difféerents pour I'aréte racine. Alors,

Naon = a;n,

donnant la proposition suivante.

Proposition 5.2.2 Le nombrea, ,, de 2-arbres solides orief@s poinés en une dte
étiquees surn arétes,n impair, est dong par

ao,n:§(n—2)!<nil>, n > 1. (5.12)

d

Cependant, si nous exprimons la relation (5.12) en terme®thbrem de triangles,
m = (n — 1)/2, nous obtenons

-1
totm =T (), me, 513
" 3 2m+1\m
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ou l'indice t dansa, , signifie que les structures sont étiquetées aux triargles
place des arétes. Pour obtenir cette formule, il suffit dearguer que

m!
Qo t,m = - Qo,n,

étant donné que les groupes d’automorphismes relatfetiguetages aux arétes ou
aux triangles sont isomorphes, et ce, quel que s@itdeore considéreé.

e Cas nonétiqueté :

On commence par calculer la fonction génératrice tilde steuctures non étiquetées
a, (y) de I'especed; . On rappelle la loi de substitution de la théorie des espéeoir
Chapitre premier ou (Bergeron, Labelle et Leroux, 98)) F'&t G sont deux especes,

alors, nous avons :
(F(G))™(z) = Zp(G(x), G(2?),G(z%),...), (5.14)

ouZp(x1,x9,...)estlasérie indicatrice de cycles de I'espéterappelons également
la formule donnant la série indicatrice de cycles de kegt” des cycles (orientés) :

Zo(w1,m9,...) =Y ‘b(kk) In < ! > , (5.15)

1—=x
E>1 k

ou ¢ désigne la fonction d’Euler de théorie des nombres.

Nous sommes maintenant préts a calculer la s&rigy); ensuite, par simple extrac-
tion du coefficient en/™ dans cette série, nous obtenons le nombr2-debres solides
pointés en une aréte, non étiquetésssarétes. De I'équatio®, = Y + Y C(5?), il
vient

a,(y) = y+yZc(By). By, B*(v%),...)

Il estimportant de ne pas oublier que I'esp&test asymétrique. AinsB(z) = E(m).
On en déduit, poun > 1, impair

iy, = WM&, (v)
e o(k) 1
P ln<1—32(y’“)>'

k>1

On utilise alors le fait que pour toute série formelleen la variabley, on a

" H (") = [y" " H (y).
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Ceci couplé al'inversion de Lagrange, conduit a

[y" ! In <71 — B12(y’f)> = n2—k1 [t%_z](l — tz)_%_l
% <3(n ~1) /2k>
3n—1)\ (n—-1)/k )

Notons que dans la formule précédente, I'entigloit &tre un diviseur de — 1 et que
(n — 1)/k doit &tre un entier pair. Posods= (n — 1) /k. On obtient finalement

~ 2 3d/2
- — n—1
ao,n - 3(n _ 1) §d ¢( d )< d >> (516)
la somme s’effectuant sur les diviseurs paiiden — 1.

Dans le but de calculer le nombig,, de2-arbres solides orientés non étiquetés pointés
en un triangle, sun arétes, on utilise I'equation (5.9) et le fait que

1
ZCS(ybva .- ) = g(yil)’ + 2y3)

On calcule alors successivement

et

[v"1B(y°) = [v""°|B(y) = % <(Z/_3 ?i)/12> ,

N 1 3(n—1) 9 (n—3)
=g (21 ) o (,7 ) 517
3

de sorte que

ou x(3|n) = 1 si 3 divisen et0, sinon.
De fagon trés similaire, on obtient le nomhig,,, de@5-structures non étiquetées sur

n arétes,
1 3(n—1)
~A 2 . 5.18
= (7)) -

Alors, une utilisation simple du theoreme de dissyneétconduit au résultat suivant,
donnant le nombre d&arbres solides orientés non étiquetésrstiangles.

Proposition 5.2.3 Le nombrea,,, de 2-arbres solides oriel@s nonétiqueés surn
arétes,n > 1 impair, est doné par

= sy o) ()

d

n—3 3(n—1)
+ (32 (n z 1) _ 3% <—2 > (5.19)

n n—1

3
la sommeetant prise sur 'ensemble des diviseurs paiden — 1. O
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On peut également écri, ; ,,, donnant le nombre d2-arbres solides orientés non
étiquetés en fonction du nombre de triangles de la structure :

~ 1 m\ (3d 2 m—1
Gotim = 3—m§¢(3> <d> +X<3‘2m+1>m<_2m—2>

3

2 3m
C3(2m+1) ( m > ' (5-20)

Notons que I'expression (5.20) donne également le nombreadtus plans 3-gonaux
non étiquetés batis sun triangles; voir (Bona, Bousquet, Labelle et Leroux, 00)ipo
une énumération compléte des cactus plag®naux et planaires; > 2, étiquetés
et non étiquetés. \oir plus précisément les formuley-®1) (avecm = 3) dans
(Bona, Bousquet, Labelle et Leroux, 00). La suite des nesidonnés par (5.20) est
répertoriee comme la suite A054423 dans I'Encyclopédidigne des Suites d’Entiers
(Sloane et Plouffe, 95). Il y a une bijection assez directeeeles cactus plans tri-
angulaires et leg-arbres solides orientés. Cette correspondance edrééupar la
figure 5.4. Pour obtenir un cactus triangulaire plan a pditin 2-arbre solide, on place

Figure 5.4 Bijection entre2-arbres solides orientés et cactus triangulaires plans

un sommet sur toutes les arétes de chaque triangle, etienerduite les sommets
gui appartiennent au méme triangle; voir la figure 5.4, peeenétape. En conservant
I'ordre cyclique qui se trouve autour de chaque aréte@-@ubre, on obtient un cac-
tus triangulaire plan. Cette construction est tres pratgheelle dugraphe aéted’un
graphe quelconque; voir (Labelle, J., 81).

5.2.2 Enumeération selon la distribution des degés

A des fins de denombrement selon la distribution de degessadétes deg-arbres
solides orientés et non orientés, nous utilisons I'apipeode (Labelle et Leroux, 96)
introduite dans le cadre de I'énumération selon les elegiés arbres plans. Lidée
consiste a introduire une fonction de poids et a considées versions pondérées des
espéces dont nous disposons. Soit atofs (r1,72, 73, ...) un vecteur infini de vari-
ables formelles. On rappelle q@én] représente 'ensemble desarbres solides sut



121

arétes. Pour tenir compte de la distribution des degrmé#ntooduit, pour un entien
fixé, lafonction de poidsuivante (voir (Labelle et Leroux, 96)) :

w: an] — Q[r,re,...]
s w(s)

(5.21)

ou @ [ry,79,...] est 'anneau des polyndmes en les variables, . .. a coefficients
dans le corps des nombres rationr@lset ou le poids d'ur2-arbre solides est défini
parw(s) = ri*ry? - -+, n; donnant le nombre d’arétes dele degré, i > 1. Il est clair
que les divers pointages que 'on a considérés, et I'taten des2-arbres, n’affectent

en rien cette fonction de poids.

Les équations (5.1), (5.8), (5.9) et (5.10) possedems &3 versions pondérées (pay
suivantes :

B, =Y L. (B?), (5.22)
et
a,,(Y) = Y+YC(BY), (5.23)
a,,(Y) = Cs5(B,), (5.24)
as.(yY) = B, (5.25)

ou C, est I'espéce des cycles orientés tels qu’'un cycle de kmguecoit le poids;,

et ou I'especd., est la dérivée d€’;,, c’est-a-dire I'espece des listes telles qu’une liste
de longueur; a le poidsr;;1. Les expressions des séries génératrices exponestiell
de ces especes sont bien connues (voir (Bergeron, Latidlereux, 98; Labelle et
Leroux, 96)) :

T2 3
Coly) =my+ 59"+ 39"+,

et
Lr’(y) = (Cr(y))/ =171 +roy+ r3y2 N

Soit maintenanti = (n1, n2,ns,...) un vecteur infini d’entiers positifs ou nuls. On
rappelle qu'il existe ur2-arbre possédant arétes et ayant comme distribution des
degrés si et seulement si les relations suivantes soifieesr (voir lemme 3.1.3) :

Zni:n et Zini:3<n;1>. (5.26)

On commence par donner les résultats énumératifs dacaslé@tiqueté; le cas non
étiqueté suit.

e Caseétiquete :

Soit7 une distribution cohérente des degrés (satisfaisa@®)b.Soit|a,[77]|, le nombre
de 2-arbres solides orientés ayaficomme distribution des degrés des arétes. On a le
résultat suivant.
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Proposition 5.2.4 Le nombre de-arbres solides (bien) orieés ayanti comme dis-
tribution des deges est dona par

(o7 =2(n — 2)!( " ) (5.27)

ny,ng, ...

Preuve. Considérons:_ ., le nombre de-arbres solides orientés pointés en une aréte
et ayanti comme distribution des degrés. Alors, on a

a, ;= nl[ritry® - J[y"]18g ., (v)- (5.28)
Or, en vertu de (5.23), il vient
ly"]a, ., (y) = L[t”‘Q]i(C (t2)) - L1 (2)
W n—1 dt T v
2
= m[tn_g](rl + T‘2t2 + 7‘3t4 + .. )n
= i[tn—i%] Z n pOpl | 204l 60+
n—1 51,62,... 172 '
b +Lot=n

Nous en déduisons donc

= X (, o )i

e by, 0o, ...
la somme étant prise sur 'ensemble des vectelyrds, . . .) satisfaisant

dli=n et Y 26—1)f=n-3.

Il est facile de voir que cette derniére condition est eajente a (5.26). Ainsi, en
utilisant (5.28), on arrive a

n
a, »=2n(n — 2)!< > (5.29)
’ ni,na, ...
Finalement, en remarquant que, comme dans le cas non gomd&s avons
a;ﬁ = N, 7,
on obtient directement le résultat annoncé. ]

e Cas nonétiqueté :

Considéronsi = (n1,ns, ...) une distribution cohérente des degrés des arétes. Bans |
but de calculer le nombre dearbres solides non étiquetés pointés, on utilise ladoi
substitution des espéces pondérées suivante (voigéBam, Labelle et Leroux, 98)) :
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soit F, et G,, deux especes pondéréeset= F, o GG,; alors, la série génératrice tilde
desH-structures non étiquetées est donnée par

ﬁ(y) = ZFw (év(y)ﬂ ézﬂ (y2)7 évf’ (y3)7 .- ')7 (5.30)

avecG « (y*) = pi. o G, (y) ol py désigne l&*™* somme de puissances, et pour toute
structures, on av¥(s) = (v(s))".

Dans le contexte présent, nous avéys,(Y) = Y + Y C,(B}), et puisque 'especB
est asymétrique, a savait, (y) = B, (y), il vient

ayq =y 2o, (BR(y), B (v7), Bi(v%),..). (6.31)
Or, la série indicatrice de cycles de I'esp&te Z¢., (y1,y2, - - .), peut étre écrite

Ze (1, yas - ) Zrkzqs Yl (5.32)

k>1 0 dlk

De facon concréte, I'entigt représente le degré de I'aréte racine dar& lastructure.
Il est alors évident qué doit nécessairement appartenir au supportidgque I'on a
notéSupp(7). Ainsi, nous avons

Gp =y Y Y e@BE ), (5.33)
kESupp(n) d|k
Nous allons calculer le coefficient
B ") = VB ).
Mais, avant cela, nous proposons le résultat suivant, enai stile a de nombreuses

reprises par la suite, et qui s’obtient par une simple agfitin de I'inversion de La-
grange composeée.

Lemme 5.2.5 Nous avons

14 m
m1 Rl _ dby de
B = 0 (e 5.34)
01,0o,...
ou les/; satisfont les relation$ ", ¢; = met), 2(i — 1)¢; = m — L. O

Alors, sion posen = (n — 1)/d et? = 2k /d dans le lemme précédent, il vient

~— niy_n 2
Ao = [ritry®- ']n—l Z
keSupp(i7)
(n—1)/d
Z ¢ Z <£ e )/ >ril£1,r,(23l£2 . Tgék—’_l - (5.35)
1,42,
d|k 51,527

On a ainsi montré la proposition qui suit.
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Proposition 5.2.6 Soit 77 une distribution cobrente des de@s des a&tes. Alors, le
nombrea - de2-arbres solides oriei@s poinés en une dte noretiqueés et posadant
n comme d|str|but|on des degg des aktes est dorpar

e i D> ¢<>< ) (5.36)

keSupp(7i) d|{k,ii—0x}

ot 0 — (mma el pourd > 1,

(?&1) - <m/d,n2/d,..1.%(17@,c - 1)/d,...>’

et la notationd|{k, 77—y, } signifie que I'entiek] doit diviserk et toutes les composantes
du vecteuri — §;,. O

St

Considérons maintenant les nombies; eta’ . de2-arbres solides orientés non éti-
quetés pointés respectivement en un tnangle et en umgteaayant une de ses arétes
distinguée, et possédamttomme distribution des degrés. Le résultat suivant dolese
expressions explicites pour ces nombres.

Proposition 5.2.7 Soit7 une distribution corente des de@s des aktes. Alors, les
nombresz2 . eta? . sont donis par

~ 1 n X (3|7) n/3
- = — 5.37
o, n<n1,n2,...> i n ni/3,n2/3,...)" ( )
Ay = é( " > (5.38)
’ n\ni,na,...

ou
- 1, sitoutes les composantesdaont des multiples de 3
X(3|7) = 0, sinon.
Preuve. Nous avons
~ A
Gy = [ty "8, (y)
= [Py W™ Zes (Br(y) B2 (v7), . ).

Or! pUiSqueZCS (y17y27 .- ) = (yi)) + 2y3)/3’ Etgr(y) = BT(Z/)’

-~ 1 n mn n
Gon = 3l s ") (BY(y) + 2B (y?)) - (5.39)
Alors, a partir de la relation (5.34) du lemme 5.2.5, en posa=n, { = 3 etd = 1,
il vient
B ) = > T ) (5.40)
" n 61, 52, ‘e 12 ’
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ou les entierd;, i > 1, satisfont) , ¢; = net)_,2(i — 1)¢; = n — 3. Une nouvelle
fois, posantn = n/3, ¢ = 1 etd = 3 dans la relation (5.34), on obtient

4By () = [P Bay) = > 3 ( /3 )Ti’“?ﬁ’“w (5.41)

n 0l El, €2, ce
ou les entierd; vérifient la relation) . ¢; = net)  2(: — 1)¢; = n — 1. Posant
maintenant; = n; dans (5.40) ef; = n;/3 dans (5.41), on arrive a I'équation (5.37).
On établit de facon trés similaire (5.38). [

En combinant les équations (5.36), (5.37), (5.38) et &othime de dissymétrie, on
obtient le résultat final de cette section.

Proposition 5.2.8 Soit 77 une distribution cobrente des de@s des aites. Alors, le
nombrea, ; de 2-arbres solides orie@s nonétiqueés et ayanti comme distribution
des deges poséde I'expression suivante

) N T\ L x@m (%
doji = ——7 > > ‘b(d)(#)JrT(%an;w“)

keSupp(7) d|{k,7i— 0 }

2
- —< " ) (5.42)
3n\ni,na,...
ou
- 1, sitoutes les composantesdaont multiples de 3,
x(3[7) = 0, sinon
7 — Ok ny nNo ng — 1
=—,—,... ourd > 1
d ( d ) d ) ) d ) > p — 7
et

d

Quelques valeurs de, ; sont présentées dans le tableau B.2 en annexe. Rappelons
gque ces nombres dénombrent également les cactus plamgutidires ayant comme
distribution des degrés desmmets

5.3 Les2-arbres solides non orienés

Nous utilisons dans cette partie le lemme de Burnside avegcoepeZ, = {1, 7},
un groupe a deux éléments consistant en l'identitg €bnt I'action sur les structures
orientées est de renverser I'orientation des arétesa i&imet de calculer les nom-
bres de2-arbres solides (non orientés) étiquetés et non &éguen utilisant la notion
d’especes quotients; voir section 3.2.
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5.3.1 Enumeération selon le nombre d’'ates

Comme nous l'avons fait dans le cadre d@earbres solides orientés, nous donnons
'enumeération selon le nombre d’arétes, dans le cagiété, suivi du cas non étiqueté.

e Casétiqueté :

Le cas deg-arbres solides étiquetés aux arétes est particaliéne simple étant donné
que chaque-arbre solide orienté étiqueté possede deux oriemsgpossibles, hormis
le 2-arbre réduit a une aréte seule. On déduit ainsi dineete le nombred[n|, de
2-arbres solides étiquetés.

Proposition 5.3.1 Le nombreu,, de 2-arbres solidegtiqueés aux aétes sum arétes
(n impair) est dong par

1 .
- 500m, SIN > 1,
ap = { i sin—1, (5.43)

ol a,,, est dong par(5.27) O
Il est clair que le méme argument reste valide pour toutesdpeces pointées dont nous

avons discuté dans la section précédente. On peut d@ateréent obtenir tres aisement
le nombre de-arbres solides étiquetés pointés.

e Cas nonétiqueté :

Dans ce cas-ci, I'action de € Z,, ayant pour effet de renverser I'orientation globale
des2-arbres, n'est plus aussi triviale. En effet, de nombrétarbres solides sont
invariants sous le changement d’orientation induitpa©n qualifie ces structures de

T-synetriqgues Par exemple, en figure 5.5, on peut voirdiarbre solide orienté qui est
invariant sous I'action de.

4 M
—
- J

Figure 5.5Un 2-arbre non étiqueté-symétrique

Soita~ I'espéce deg-arbres solides (non orientés) pointés en une aréte.xpnmee
cette espéce en termes d’espéece quotient (voir (Fowdr, &0; Fowler et al., 02), pour
des espéeces quotient liees adarbres)

_a; Y+YC(BYY))
a_Z_ 7 ) (5.44)
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Alors, toute@ -structure non étiquetée est en fait une orliler - a} sous I'action
deZ,, oua est uned; -structure quelconque (orientée). Cela signifie, de sranin-
formelle, que quotienter pa,, correspond a oublier I'orientation primitive des struc-
tures.

Nous introduisons une nouvelle espece auxiliaire, nB&g,, qui consiste en la sous-
espece dé dont les structures sontsymeétriques. Ainsi, le$s,,-structures sont des
B-structures qui sont laissées fixes sous le changemeri¢tation des arétes induit
par 7. La premiere étape consiste a caluler la série gémésadtilde des structures
non étiquetées de I'espéds;,,,. NotonsBsyy,(y) cette série. Rappelons I'équation
fonctionnelle satisfaite paB :

B(Y) =YL(B%Y)).

Pour calculerégym(y), il est nécessaire de traiter séparément deux cas seluarite
de I'entiers, qui correspond a la taille de la liste d#*-structures attachées a l'aréte
racine. On considére d’abord le casoést impair; la figure 5.6 propose un exemple
pouri = 5. Une B-structure est-symétrique si elle peut étre plongée dans I'espace
de telle sorte que l'action de renverser I'orientation detde les arétes corresponde
a retourner la structure tout entiere en inversant lesnsets de I'aréte racine, et de
retrouver la structure originale. Quand une inversion dedhtation de I'aréte racine
est appliquée, sur les deux arétes restantes (non rakirieangle central de la liste, les
deuxB-structures doivent s'échanger isomorphiquement (festsiresBs; et B). Les

k — 1 triangles restants sont aussi &changés par pairesnpavec eux le$3-structures
attachées sur les arétes non racine, comme illustréapigure 5.6, ous; = B&,

j € {1,2,3,4}. Cela donne un terme d&‘(y?), que I'on doit sommer sur toutes les
valeurs impaires de I'entier> 1. Le cas ol est pair est similaire, hormis le fait que
I'axe de symétrie doit passer entre deux triangles étambé@ qu'’il N’y a pas de triangle
central dans la liste de longueur paire de triangles; voiréid.7. On obtient le méme
terme B(y?) dans ce cas |a, pourpair, et sommant sur les valeurs pairesiden a
finalement

Bsym(y) =y > B*?) = — 2. (5.45)

En utilisant I'equation (5.45) et I'inversion de Lagrarmmmposée, on obtient le nombre
de Bgyn,-structures non étiquetées. Par souci de concisionetégtince, les résultats
énumeératifs sont donnés en fonction du nomirele triangles. Il est tres facile de
donner ensuite ces résultats en fonction du nombdéarétes, en utilisant la relation
n=2m + 1.

Proposition 5.3.2 Le nombreésym,m de B-structures norétigueeesr-synétriques
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Y

Figure 5.6 Une Bsy,-structure k impair

surm triangles est dona par

1 <3m/2> : ;
7 S1 m est pailr,
N m+1 m
Bsym,t,m =
1 -1
1 (Bm-1)/2 L 3(m +1)/2 , sim est impair.
m m-+1 3m m—+1

(5.46)
Preuve. A partir de la relation (5.45), il vient, pour > 1, un entier impair,
~ n—1
" Boym(y) = " 101 = B@A) ™ = [y |- BE) ™. (547)

Alors, en utilisant I'inversion de Lagrange avBc= Y L(B?), on obtient

[yn:;](1_B(y))_1::vil[yn"’l_l]<1it>,<1_1,52>n:21

Posant alorsn = (n — 1)/2, et puisque

<]_>’_ 1 (1+t)?
1-t) (1—-t)2 (1-t2)2

Figure 5.7 Une Bgy,,-structure k pair
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on déduit successivement

- B0 = L) (g)

m—1 2 m=<F 2k
[y Kl+2t+t)§ _?T_t
k>0 ’

= Lo +1)) (m +: N 1> 12k

k>0

3= 3=

3

Aprés extraction des coefficients dans la derniére exfmeson arrive au résultat an-
nonce. ]

On peut également exprimésym,t’m comme suit :

1 3k .
. m@) sim = 2k,
Bsym,t,m: (548)
1 3k+1 .
szl(kH)’ sim =2k + 1.

C’est d’ailleurs sous cette forme que I'on peut trouver ceslores dans I'encyclo-
pédie des suites d'entiers (Sloane et Plouffe, 95). Laestét ces nombres y est
répertoriee comme la suite A047749. Ces nombres comgéendmbreux objets com-
binatoires possédant des symétries d'ordre deux, notarnies polyominos diagonale-
ment convexes symeétriques, les arbres auto-évitant¢rassing trees), arbres ternaires
symeétriques, . . (voir (Deutsch, Feretic, Noy, 02; Deutsch, 01)).

Nous donnons maintenant les expressions des sériesaty@rs tildes des especes quo-
tient que nous considérons. On utilise une version non@@&edde la proposition 3.2.1
avec le group.,, ce qui mene a I'expression suivante :

a(y) = % > IFixg ())y" + % S Fixg- (Dl (5.49)

n>0 n>0

Or, puisque le€l -structuresr-symétriques possedent la méme série génératlite ti
que lesBsy,-structures, on a

— 14— 1

a (y) =58 (v) + §§sym(y)- (5.50)

Il devient alors facile d’extraire le coefficient ¢& dans la derniere expression, et nous
obtenons le nombré, , de2-arbres solides pointés en une aréte batis:sanétes,

~ 1. 1~

ay, = §ao_,n + §Bsym,n7 (5.51)
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ou selon le nombre de triangles

~ 1__ 1~
Apm = §ao,t7m + §Bsym,t,m- (552)

Considérons maintenant I'espeé& des 2-arbres solides enracinés en un triangle.
Etant donné qué@® = &’ /Z-, la proposition 3.2.1 conduit a

() =53 [Fixge (D" +5 > [Fixgs (D", (559)

n>0 n>0

ou ’Fixaf (7)], le nombre de”-structures orientées-symetriques sun arétes doit

atre determiné. Nous calculons les séries généeattildes de ces structures. De telles
structures, voir figure 5.8, doivent comporter un axe deedyimnqui coincide avec
une des médianes du triangle racine. Mais, puisque latsteuest déja considérée a
rotation pres, le choix de I'axe est arbitraire. Ensuige;dté du triangle racine traversé
par I'axe doit étre unésgs,,-structure, alors que sur les deux autres cotés, on dwit av
deux B-structures isomorphe3(= B’). Ainsi,

~ 1 1~
a'(y) = 58, (y) + 3 Bsym(y) B(y°). (5.54)
4 M
Bsym
- J

Figure 5.8Une @) -structurer-symetrique

De maniere trés similaire, en considérant I'esp@ée-= aoé/Zg, nous trouvons

1 1~

a%y) = 58, + 5 BsymW)B(?). (5.55)

Finalement, en combinant les relations (5.50), (5.54%5bet le théoreme de dis-
symeétrie, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.3.3 La <rie tilde des2-arbres solides notiqueés posade I'expres-
sion suivante

a(y) = 5 (@) + Bsym(v)). (556)
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ou Bsym (y) est la €rie tilde desB-structuresr-synétriques. Ainsi, le nombre d&
arbres solides non orieésa; ,, surm triangles est don@a par

- 1. ~
atm = §(ao,t,m + Bsym,t,m)a (557)

ou

~ 1 m\ (3d 2 m—1 2 3m
%,t,m—g—de‘f’(E) <d>+X(3‘2m+l)—2m+_l(2"3—‘2>_3(2m+1)<m>’

et

1 <3m/2> : ;
7 s1 m est pair,
N m-+1 m
Bsym,t,m =
1 —
1/Bm—1)/2 L 3(m +1)/2 , sim est impair.
m m+1 3m m+1
(5.58)
O

On peut également exprimeg ,, en termes du nombre d'arétes Il suffit pour ce
faire de remplacer dans les formules de la propositiongat&aten par (n — 1) /2. En
annexe, le tableau B.1 donne quelques valeurs de ces noerbfesction du nombre
n d'arétes.

5.3.2 Enumeération selon la distribution des ates
On considere a nouveau la fonction de paiddéfinie par

w : aAn] — Q[ry,r,...], (5.59)
our = (ry,re,73,...) €st un vecteur infini de variables formellesret> 1, un entier
positif.

e Caseétiquete :

Comme dans le cas étiqueté non pondéré, on a que seudrlare solide orienté con-
stitué d’'une seule aréte est invariant par changemenmiedtation. Alors, on déduit
directement que le nombre

az = [r{"ry® - |[y"]Aw(y)

de2-arbres solides ayantcomme distribution (cohérente) des degrés est donné par

1 .
) 3008, if n>1,
ap = { I -1 (5.60)
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e Cas nonétiqueté :

Dans ce cas-ci, on commence par écrire les versions peesléles équations fonction-
nelles (5.50), (5.54) et (5.55) :

15— 1~

a;(y) = §ao7w(y)+§Bsym,w(y)a (561)
Ay) = 58(y)+ gBamu)Buly), (562)
A50) = 580)+ g B ) Bulv?), (5.63)

ou gsym,w(y) désigne la série génératrice tilde desstructuresr-symeétriques pondé-
rées parw non étiquetées. Une application simple du theoremeisiyahétrie conduit

a la relation ) .
a(y) = iéo,w(y) + _Bsym,w(y)- (5-64)

2
Le seul terme pour lequel on ne dispose pas de formule eoq)ﬁstésymw(y). Avant
de le calculer, nous établissons une condition de cobérsapplémentaire sur la dis-
tribution des degrés des arétes pour quearbre solide enraciné en une aréte orientée
soit 7-symeétrique : étant donné que I'aréte racine doit egagement rester fixe sous
le changement d’orientation et les autres s’échanger giegs le vecteur distribution
des degrés doit avoir toutes ses composantes paires egaapd unique qui doit &tre
impaire, correspondant alors au degré de I'aréte racine.

Pour une distribution cohérente des degiés (n,n2,...) satisfaisant la condition
précédente, et puisqUesym .« (v) = yrx B*(y?), nous avons

5 2% ("3
Bsym,ﬁ = (ﬁ—(;k) ’ (565)
2

n—1

ou I'entier k correspond au degré de l'aréte racine.
Nous sommes a présent préts a formuler le résultatdimaktte section.

Proposition 5.3.4 Soit7 un vecteur satisfaisant
Zni =n et Zml = 3m.
7 %
Alors, le nombrei; de 2-arbres solidegnon orienég nonétiqueés et ayanii comme
distribution des dedrs des agtes est dorpar

~ 1. 1~
ap = §ao,ﬁ + §Bsym,ﬁa (566)

ou

2k (%5 . . . .
~ < 5 ), si 7 possede une unique composante impair

0, sinon,
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J, étant le vecteur ayant a la k**™¢ composante i ailleurs, et

A = ni > > ¢(d)<%>

" keSupp() d|{k,ii—6x}

+ X(iﬁ) <n1/3,7;/23/3, .. > B 3% <n1:2 » )

Nous présentons, en annexe, deux tableaux donnant lesemddd-arbres solides non
étiquetés orientés et non orientés, ainsi que le nomé@-structuresr-symeétriques.

Le premier de ces tableaux (tableau B.1) donne ces nomboess@ombren d’arétes,
pour les valeurs impaires deentre 1 et 21; le second (tableau B.2), selon la distribu-
tion des degrés des arétes pour quelques vecteuMous utilisons alors la notation
1m12m2. .. ous™ signifie qu'il y an; arétes de degré

O
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Chapitre VI

ENUMERATION DES 2-ARBRES k-GONAUX

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au déenombretigugtée et non étiqueté des
2-arbresk-gonaux. Cette famille d2-arbres est une variante desrbres (libres) dans
lesquels on a remplacé les triangles par des polygokesHées, aussi appelésgones
On s’attache a donner des formules énumératives etgdidians le cas étiqueté et des
formules de récurrence ainsi que des formules asymptsjcquour le cas non étiqueté.
Une section de ce chapitre est également consacréaur&ration de ces structures
par rapport a leur périmetre, a savoir le nombre désé&ixternes (de degré 1) du
arbre.

6.1 Introduction

Dans (Harary, Palmer et Read, 75), les auteurs ont éruleg2-arbresk-gonaux ex-
terplanaires, c'est-a-dire, I&€sarbresk-gonaux plongeables dans le plan de telle sorte
que les faces non infinies sont diegjones. Ces objets sont une généralisation as-
sez naturelle de8-arbres exterplanaires dont nous avons effectué uneifdatisn

au chapitre 4. On s'intéresse ici au méme type d’objetaniwle fait que nous con-
sidérons deg-arbresk-gonauxlibres (sans réelle structure ajoutée) dans I'espace. Cela
signifie que I'on considere ces structures comme des gsaphmplesj.e., sans aucune
condition de planarité. Les figures 6.1, a) et b), et 6.2 @ntment des exemples de
2-arbresk-gonaux, pouk = 3, 5 et4, respectivement.

a) b)

Figure 6.1 Des2-arbresk-gonaux pouk = 3 etk =5

Nous étudions d’abord lesarbresk-gonaux orientés, pour ensuite utiliser a nouveau
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le concept d’espéces quotient pour se défaire de I'atemt. On dit qu'un2-arbrek-
gonal esbrienté si ses arétes sont orientées de telle sorte que toésgeaes forment
un cycle. Cependant, on peut considérer que I'orientateon'importe quelle aréte peut
étre étendue de facon unique a I'ensemble de la stejcam orientant tout d’abord
le polygone contenant l'aréte orientée, pour ensuitestreettre cette orientation aux
polygones adjacents, et ainsi de suite. Cette orientasbrc@hérente par la nature
arborescente desarbresk-gonaux, c’est-a-dire, par le fait que la structure ne @dss
pas de cycle dé-gones. La figure 6.2 b) montre @rarbre 4-gonal orienté.

a) b)

Figure 6.2Un 2-arbre 4-gonal non orienté et orienté

On suit, dans ce chapitre, I'approche de Fowler et al., dhiite dans (Fowler et al.,
00; Fowler et al., 02), qui correspond au éas- 3. Cela signifie que le8-arbres sont
étiquetés aux triangles. On désigne peet @, les espéces desarbresk-gonaux,
respectivement non orientés et orientés. On introdussiatrois types de pointages,
similaires a ceux des trois chapitres précédents :

1. — indiguant le pointage en une aréte,
2. o indiquant le pointage en urgone,
3. ¢ indiquant le pointage en ukrgone possédant lui-méme une de ses arétes dis-

tinguée.

Nous utilisons a nouveau un théoreme de dissymétrie dzs) cas orientés et non
orientés, permettant d’exprimer les espe@gst A en fonction des diverses especes
pointées :

a = aO—_i_aOO_aOg’ (6.1)
a - a +a°—as (6.2)

Il faut alors exprimer a l'aide d’équations fonctionmesllles espéces pointées dans
les cas orienté et non orienté, ce qui mene a des fornddemimeération. L'idée est
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d’obtenir ces équations fonctionnelles en termes d’'upéasfondamentale, noté
Cette espéce est I'espeBe= A, des2-arbresk-gonaux pointés en une aréte orientée.
Cela revient a dire que I'on choisit une aréte quelcondue 2-arbre, que I'on oriente
par la suite. De maniere équivalente, comme mentionaégolemment, I'orientation de
I'aréte racine peut étre étendue a I'ensemble de latstre. Ainsi, on écritB = a;, ce
qui est utilisé a des fins d’énumération. Cependant,’ oniemte pas toujours globale-
ment lesB-structures, permettant ainsi de prouver de maniereghgmnte et naturelle

certaines relations.

Nous allons distinguer deux cas dans notre démarche selparlté de I'entierk,
représentant la taille des polygones que nous consigélas cas otk est impair, est
une généralisation assez directe des résultats de Fetdé (Fowler et al., 00; Fowler
etal., 02). Cependant, la difficulté principale provientods pair, ot la méthode du cas
impair doit étre adaptée au contexte.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans lahaime section, nous car-
actérisons l'espec® = A, en donnant une équation combinatoire qu’elle vérifie.
Nous obtenons alors quelques propriétés de cette egpgm®posons des formules
d’énumération. Le but est alors d’exprimer les difféemnespéces pointées apparais-
sant dans le théoreme de dissymétrie en fonction dedtaspe bas® et d’en déduire
les résultats énumeératifs que nous désirons étahbkr.cas de<-arbres orientés est
conduit dans la section 6.3. Ensuite, le cas non orient&aaté en section 6.3, en dis-
tinguant deux cas suivant la parité de I'enfiel_a section 6.5 a pour but de généraliser
les résultats des deux sections précédentes en temaptedu périmetre desarbres.
On introduit une fonction de poids sur IBsarbres agissant comme compteur d’'arétes
externes. Finalement, la derniere section de ce chapdpope une étude asymptotique
des2-arbres solideg-gonaux non étiquetés.

6.2 LespeceB des2-arbres k-gonaux pointes en une aéte orientee

L'especeB, des2-arbresk-gonaux pointés en une aréte orientée, joue un rolerapo
dans notre démarche. En effet, toutes les autres espetdéqs liees aux especes
a et 4, vont étre exprimées par des équations fonctionnelleenes deB. Nous
commencons par caractérisBrpar une relation, qui est une généralisation directe du
cask = 3. On utilise ici le fait que cette relation est une spécaien de la formule
(3.7) ou seuls les triangles sont étiquetés (cela se@nifie 'on a pos&” := 1). Nous
avons

B(X) = E(XB* (X)), (6.3)
ou E est I'espece des ensemblesketeprésente la sorte des triangles.

Il est intéressant de noter que la formule (6.3) a égal¢mersens pouk = 2, cor-
respondant alors aux arborescences (arbres enracinsices étiquetées aux arétes.
De plus, on peut relier 'espede = &~ avec I'especed des arborescences caractérisée
par la relationd = X E(A), ou X représente alors la sorte des sommets. En effet, a
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partir de (6.3), on déduit successivement
(k—1)XB* = (k—1DXE((k —1)XB* 1, (6.4)
sachant que I'on &™(X) = E(mX), et par unicité,
(k—1)XB*1 = A((k — 1)X). (6.5)

On obtient alors une expression pour I'esp&cen termes de celle des arborescences.

Proposition 6.2.1 L'espece B = a— des2-arbresk-gonaux poirés en une d@te ori-
enee satisfait la relation

(6.6)

|

On déduit immédiatement un corollaire de la propositioecpdente, fournissant des
formules énumeératives relatives a I'espéte

Corollaire 6.2.2 Les nombres,,’, a,,; ., etb, = a,” de2-arbresk-gonaux poings
en une aéte orienée posedantn k- gones respectivemeatiquets, laisgs fixes par
une permutation de type cycliqué'2™2 ... et nonétiqueés, \erifient les formules et
la récurrence qui suivent :

a; =((k—Dn+1D)"t=m" 1 (6.7)

n

oum = (k — 1)n + 1 donne le nombre d'd@tes,

ni,ne,...

!
—g

.
I
—

L+ (k-1 (dng)" "1+ (k=1) > dng), (6.8)

d)i d|i,d<i

et

3|>—‘

> (el + Dbaybay - - bag_ybn—js o =1, (6.9)

\ /\

Jj<n

la deuxeme sommeétant prise sur legk — 1)-uplets d’entiersy = (aq, o, . . .,
aj—1) tels quela| + 1 divise I'entier j, avec|a| = ag + ag + - -+ + ag—1.

Preuve. Les formules (6.7) et (6.8) sont obtenues en spécialisata= (k —1)"!
les formules suivantes, données et prouvées dans (Fetdér 00; Fowler et al., 02),

<@>H - Zu(wn)n_l%’ (6.10)

n>0
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Z(«‘\(X/u))“

X/

=y il ﬁu + lZdn yrl( 4 = > dng). (6.11)
- 1nip12n2n,! . - d — @ '
ni,no,... i=1 d|i dli,d<i

En ce qui concerne la récurrence (6.9), il suffit de prenal@erivée logarithmique de
I'expression

B(z) = exp Z w , (6.12)
i>1

ol B(z) = > n>0 bnz™ est la série tilde de I'espede, que I'on obtient & partir de la
relation (6.3) et de I'utilisation des lois de substitutide la théorie des espéces. On
commence par écrire

B(z) = exp Z%Q(ﬂ) , (6.13)
i>1

ol I'on a pos&(z) = 2B*'(z) = 32, -y wna™. On a alors

B’ 1 o
T—= () = Yy ~(H! (6.14)
B(x) i>1 !
= Z Z nwpz™ (6.15)
i>1 n>0
= > D dwy | 2”. (6.16)
v>1 \ dlv
Alors,
xé'(m) = annw" = Z dwg | 2% | - Z b,z
n>1 dlv n>0
On obtient la formule (6.12) en explicitast,. [

Notons que les suites d’entief$,, },cn, pourk = 2,3,4,5, sont répertoriées dans
I'encyclopédie en ligne des suites d’entiers (Sloane etiffd, 95), et I'equation (6.3)
dans I'encyclopédie des structures combinatoires (lprigjet Algo).

Remarque 6.2.3La formule (6.7) peut également étre établie en adapeastidage de
Prufer des arborescences (étiquetées)rgudont le nombre est” .

Remarque 6.2.41l est facile de voir que, pour tout > 1, b,, est un polyndme de degré
n — 1 enk. Cela provient de la relation (6.8) et de la formule exptigburb,,

—

o= Y P (6.17)
" B 1"1711!2"2712!...’
ni+2ng+--=n
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qui suit de la proposition 1.4.4. En particulier, dans latisacfinale de ce chapitre,
nous étudions le comportement asymptotique des nondhresmme fonction dé:.

Remarque 6.2.50n peut également utiliser la formule (6.6) afin de calcldelecom-
position moléculaire dé a partir de celle de I'espéecd, via le theoréme du bindme.
Pour de plus amples détails, le lecteur est renvoyé adAligbelle et Leroux, 02).

6.3 Cas orient

Notre premiére tache consiste a déterminer les éouaflionctionnelles que satisfont
les diverses especes pointées lieés ,capparaissant dans le théoreme de dissymétrie.

Proposition 6.3.1 Les espcesa;, &°, eta; sont carackristes par les isomorphismes
d’especes suivants :

a; = B, (6.18)
as = XCu(B), (6.19)
a: = XB* (6.20)

ou B =a— etC}, estI'esgce des cycles origdd de longueuk:.

Preuve. La relation (6.18) est triviale par définition de I'esp&Be En ce qui con-
cerne (6.19) et (6.20), il suffit de voir qu’étant donné tpearétes autour du triangle
racine sont orientées, on peut venir y attacher Bestructures. Dans le cas &,
I'orientation de ces arétes est cyclique par conventionr B, il suffit de remarquer
gue l'aréte pointée induit un ordre total sur les arétes. [

Utilisant le theoreme de dissymétrie, on obtient I'exgsion de la série tilda, () des
2-arbresk-gonaux orientés non étiquetés, en termes des sériesgp@ces pointées
correspondantes :

&,(x) = &, (x) + &;(z) - &5(a). (6.21)
Alors, la proposition 6.3.1 nous permet d’obtenir une foexglicite de la séri@, (z)
comme fonction de la sériB(z) = & (z).

Proposition 6.3.2 La serie tilde 8,(z) des2-arbres k-gonaux orieriés nonétiqueés

est donge par

kE—1
k

8,(«) = Bla) + = Y_ (d)Bi(a?) -
dlk

xB*(x). (6.22)
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Corollaire 6.3.3 Les nombres,, ,, eta, ,, de2-arbresk-gonaux oriengsétiqueés et
nonétiqueés, respectivement, péskent les expressions suivantes :

Gon = ((k=Dn+1)"2=m"2 n>2, (6.23)
k k

Gon = bn——b(kﬁkZ‘f) (n‘i (6.24)
d|k
d>1

ou . .
bZ(J) — [I‘Z]B] (l’) = Z bilbig cee bij7
114t =t

désigne le coefficient de’ dans le &rie B7(x), avec la convention quéj) =0sir
n’est pas un entier positif ou nul.

Preuve. Dans le cas étiqueté, il suffit de remarquer que I'dij;a= ma,,. En ce
qui concerne le cas non étiqueté, on obtient directenzerglation (6.24) de (6.22) en
extrayant simplement le coefficient efi. [

Passons maintenant au cas gegbresk-gonaux non orientés.

6.4 Cas non oriené

Dans le cas non orienté, nous devons utiliser la notiorpé'es quotient avec le groupe
Zs = {1, 7}, ou I'action der est toujours de renverser I'orientation de toutes lesarét
voir section 3.2 et le chapitre précédent. On exprimesdles especes pointées liees a
'especed de la maniére qui suit :
a- °  XCy(B y  XBF
a =~ ao_ﬁ_ k(B) ag_aa

= =— = —. 6.25
Zo’ Zo Zy Zo Zo ( )

On rappelle les formules caractérisant les séries rgénées associées a une espece
quotientF'/Z, (voir (3.10))

(F/Zs)(x) =

(F/Z2)™(@) = 5 (F(@) + Fr(a)) (6.27)

(F(2) + Fr(x)), (6.26)

= o) =

ou F-(z) est la série géneratrice exponenetielle Hestructures étiquetées fixées sous
laction der et I (z) = >, [Fixg ()] 2™ est la série génératrice tilde (dés
structures non étiquetéesisymeétriques.

Cependant, d’'importantes differences apparaissenntilgaraisonnement suivant la
parité dek. La difference principale provient de I'existence dia&oppogesdans les
k-gones lorsqué: est pair. Alors, nous traitons séparément les deux casud& ple
I'entier k.
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6.4.1 Casimpair

On s'intéresse ici aug-arbresk-gonaux non orientés oki, représentant la taille des
polygones, est un entier impair. L'énumération étigeetle2-arbresk-gonaux (non

a) b)
Figure 6.3Pages dans le cas non orienté pout & 5, b) k = 6
orientés) est assez directe. En effet, il suffit de remarque le seuk-arbrek-gonal
orienté invariant lorsque I'on applique une inversion @eiéntation des arétes, pour

un nombre fixé de polygones, est celui dont tous les trianggetagent une aréte com-
mune. Alors, on dispose de la relation simple

2ap = aopn + 1,
ou a,, est le nombre de-arbresk-gonaux étiquetés sur polygones, conduisant a la

proposition suivante.

Proposition 6.4.1 Le nombrea,, de 2-arbres k-gonaux, k impair, étiqueés surn k-
gones est dorinpar

0, = % (m"2+1),  n>2, (6.28)
oum = (k — 1)n + 1 donne le nombre d’@tes. O

Le cas non étiqueté est bien évidemment plus ardu. Nodsnzadu fait que chaque
a -structure (non orientée), voir figure 6.3, est composée ensemble de pages (voir
chapitre 3). Or, pour chaque page, dans le triangle contdiaa@te pointée, on peut
définir une orientation canonique "fuyante” (s'éloighaie I'aréte pointée) dek — 1
arétes non pointées ; voir figure 6.3 a), dans le cas oilladas polygones est impaire.
Lorsquek est pair, il reste une ambiguité pour I'aréte faisanefad’aréte racine; voir
figure 6.3 b). Cette remarque nous conduit a introduire gpsasquelettesorsquek
estimpair, par analogie avec la demarche de Fowler etas @wler et al., 00; Fowler
et al., 02), pour le cas = 3. Ce sont des especes a deux sortes, najges Y),
S(X,Y)etU(X,Y), ouX désigne la sorte ddsgones el celle des arétes orientées.
Ces trois espéces squelettes sont définies par les figu4ren,®) et c), pouk = 5,
respectivement.
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a) b) c)
Figure 6.4 Especes squelette @(X,Y ), b) S(X,Y) etc)U(X,Y)

De maniére analogue au das- 3, on obtient des équations fonctionnelles caractérisant
les trois espece®, S etU en termes d’especes quotient a I'aide du grazpe

Proposition 6.4.2 Les espces squelette®, S et U pos®dent les expressions suiv-
antes :

QX,Y) = E(XY?)/Zy, (6.29)
S(X,Y) = Cp(E(XY?))/Zs, (6.30)
UX,)Y) = (BE(XY?)k/Z,. (6.31)

O

On utilise les équations de la proposition précédente pbtenir des relations en ter-
mes des especes squelettes pour les especes p@nteas etas.

Proposition 6.4.3 Pour & > 3 un entier impair, les egresa, A° eta* satisfont les
équations fonctionnelles suivantes en termes dedesp :

a = QX,B7), (6.32)
a° = X.-S(X,B7), (6.33)
ac = X.U(X,B7). (6.34)

O

Dans le but d’obtenir la série génératrice @estructures non étiquetées, on calcule
d’abord les séries indicatrices de cycles des esp@¢céset U, en utilisant la méthode
de (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02).

Proposition 6.4.4 Les ries indicatrices de cycles des espsa deux sorte§)(X,Y),
S(X,Y)etU(X,Y) sont donges par

1
Zq = §<ZE(XY2)+Q>7 (6.35)
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1 h1

Zs = §<ZCk(E(XY2))+Q'(p2OZE(XY2)) 2 >, (6.36)
1 h1

Zu = S\ Zmpxyay e P20 Zpxy2) T ), (6.37)

2_ .
ol ¢ = ho (z1y2 + p2 o (z1252)), p représente la somme de puissances d’ordre

deux,h la fonction syrgtrique homogne, eb la composition @thystique.

Preuve. La méthode générale de calcul ainsi que la formule (6@6Yiennent de
(Fowler et al., 00; Fowler et al., 02). Pour une espece guejge FF = F(X,Y),
I'idée consiste & compter leB(X,Y)-structures non étiquetées colorées avec deux
jeux de couleurs differentes, un pour legones et I'autre pour les arétes. Considérons
I'especeS. Pour laisser fixe un€y(FE(XY?))-structure, le cycle de longuedrde
base doit nécessairement comporter (au moins) un axe detrsgrpassant a travers
le milieu d’'un des cotés. Une nouvelle fois, le choix dex#aest arbitraire, dans
le cas ou la structure aurait plusieurs axes de symétrie.pdt et d’autre de l'axe,
chaqueE (XY ?)-structure colorée doit avoir son image miroir; cela doteéerme
(p20 ZE(Xyz))k%l. Enfin, laE(XY?)-structure attachée a I'aréte distinguée par I'axe
doit étre globalement laissée fixe, donnant le facteubans le cas de I'espedé, le
raisonnement est tres similaire, excepté le fait queel'da symétrie passe par l'aréte
déja distinguée. [

Nous sommes alors préts a donner I'expression de la tigleedes2-arbresk-gonaux
non orientés.

Proposition 6.4.5 Soitk > 3 un entier impair. Alors, la &rie tilde des2-arbres k-
gonaux(non orienég nonétiqueés est donge par

a(z) = %<30(x) + exp(z %(zmié%(mm) L+ B (2% — x2i§]“21(x4i))>.
= (6.38)

Preuve. On utilise le théoreme de dissymétrie, combiné awaéquos (6.35), (6.36) et
(6.37), pour obtenir dans un premier temps la série indagatle cycles de I'espe@:

1 1
Za(w17x27 . ) = §Zao + 5 q’inZPiOZB(k—l)/2'

A partir des lois de substitution de I'enumération noig@ttée, la relation (6.38) suit
naturellement. ]

On déduit alors de la proposition précédente, le démembnt non étiquetée dés
arbresk-gonaux non orientés.
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Corollaire 6.4.6 Pourk > 3, un entier impair, le nombrg,, de2-arbresk-gonaux non
étiquees katis surn k-gones, satisfait lagcurrence suivante

N 1 — _ 1 1 _
Jj= J

ou, pour toutn > 1,
k-1 k1
wn =207 o0 ), (6.40)
2 2

4

et bl(j) est efini dans le corolaire 6.3.3.

Preuve. Il suffit de prendre la dérivée logarithmique de I'expiess

~ 15 1 1 - : o ‘ e ,
a(z) — §ao($) = 5P ( Z %(21’23%(1’21) + 22 R (2% — szB%(lAZ)),
i>1

de facon similaire a la preuve du corollaire 6.2.2. [

6.4.2 Cas pair

Le cas pair est beaucoup plus délicat. Par exemple, ilegigsieur-arbresk-gonaux
orientés étiquetés invariants par changement d’atemt. Ces structures s'obtiennent
a partir d’'un arbre ordinaire étiquetée aux arétes,eempfacant les arétes par des
gones attachés entre eux selon leurs arétes opposéss.blen connu que le nombre
d’arbres étiquetés aux arétes possédeatétes estn + 1)"~2. Ainsi, nous avons le
résultat suivant.

Proposition 6.4.7 Le nombrez,, de2-arbresk-gonaux.k pair, étiqueés surn k-gones

est dong par

1
3 (m"_2 + (n+ 1)"_2) , n> 2, (6.41)

oum = (k — 1)n + 1 donne le nombre d'&tes. O

Ap =

Pour le cas non étiqueté, on ne peut notamment pas utilisezspeces squelettes a
I'image du cas impair. Pour calculer les séries génieetirtildes des especés, A°
eta®, on applique la relation (6.27) aux formules (6.25). Pamgxe, pour I'espece

a -, cela se traduit par

& (r) = 3@ (2) + & (x)), (6.42)

oua, (z) = > >0 |Fixa: (7)|z™ désigne la série tilde d@sarbresk-gonaux orientés

pointés en une aréte non étiquetésymeétriques. On note aloB;, I'espece defl -
structuress qui sont isomorphes a leur image s sous le changement d’orientation.
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Ces structures sont précisement celles que nous cher@tamus devons ainsi cal-
culer la sérieds(z) = @ (x). Cette partie est la plus difficile de ce chapitre. En
effet, pour calcule@s (), il est nécessaire d'introduire plusieurs espéces iaings,
afin d’analyser lefs -structures. La premiere d’entre elles, no&g;, consiste en
la classe defs-structures pour lesquelles chaque page attachéeedid’aaCine est
symeétrique verticalement, sans symétries croiséeis |phas loin); on parle alors de
pagedotalement syitriques

iSnane! N

a) b)

Figure 6.5a) Une structure de I'espeég-g, et b) une des pages totalement symétriques
qui la composent

Cette espece est caractérisée par I'equation fonwitamsuivante (voir figure 6.5, pour
une illustration d’'une page totalement symétrique) :

k-2

ars =E(X-X2 < Bz >-ars)=E(Prs), (6.43)

ou X2 < F > désigne I'espéce des couples (ordonnésy dgructures isomorphes, et
Prg est 'espece degsages totalement sygtriques Au niveau des séries tildes, cela se
traduit par la relation

arg(r) = exp Z %w’é%(xm)éqs(xl) . (6.44)
i>1

On en déduit alors le denombrement non étiquetéadgsstructures.

Proposition 6.4.8 Le nombreg,, de arg-structures norétiqueées surn polygones
satisfait la ecurrence

B = %Z (de)ﬁn_i, n>1 fy=1, (6.45)

i=1  dfi

~ k=2
Tu=Prsn= 3 bi 2 )3, (6.46)

i+j=n—1
i pair
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Preuve. Il suffit de prendre la dérivée logarithmique de I'eéqoati6.44), a savoir

/

o 8rs) (@) _ 23 0@ (6.47)
Ars () i>1
oUN(z) = Y wpa” = *2* (22)aps(z). Ensuite, Iextraction du coefficient de’

n>1
dans les deux membres de

(ars) (z) = (D> Q (2")2")ars () (6.48)
i>1
conduit a (6.45) apres avoir utilisé la relation (6.48)isque2(z) = IBTS(:U). [

Nous introduisons maintenant deux autres espéces aweslia savoirPy, et Py, des
paires de pages alteaeset despages mixtesPar définition, une paire deages al-
ternéesest une paire (non ordonnée) de pages orientéesdestructures composées
d’'une seule page) de la forrde, 7 - s}, ous etr - s ne sont pas isomorphes. La figure
6.6 a) propose un exemple de telle structure. page mixteest une page symétrique,
possédantu moinsune symétrie alternée; voir la figure 6.6 b) pour une itlatibdn
d’'une page mixte.

a) b)

Figure 6.6 Une paire de pages alternées et une page mixte

On peut alors exprimer les deux espéeces précédentes éanfonction de l'autre,
comme suit :

Pa = ® < XB*'— (Prg+ Py) >, (6.49)
Py = X-X2<B'T > (As — ars), (6.50)
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ou ®, < F > représente I'espéce des pairesHstructures de la formés, 7 - s}
et £, = E — 1 est I'espece des ensembles non vides. Passant au niveaaries
génératrices tildes, il vient

Prnle) = 5B ) — Prs(e?) - Pule?), (6.51)
Py(z) = (XXi < BT > -Ars- By (PaL + PM)>N (z) (6.52)
— 2B"% («%)ars(z) -

exp (Z %(ﬁALW‘) + ﬁM@c"))) ~1]| (6.53)

i>1
~k7 ~ ~
= 2B'2 (2%)(@s(z) — Ars(x)). (6.54)
Si on désigne pas(x) la série génératrice tilde dé&~-structuresr-symétriques non

étiquetées, alors, on a (voir figure 6.7)

As(zr) = FE(Prs+ Par,+ Pu)™ () (6.55)
= o (L HPrse) + Panle) + Pule)) ). (656)
i>1

A partir de cette derniére relation, on peut déduire @oeimence pour le nombre, =
as,, de 2-arbresk-gonaux pointés en une aréte non étiquetsymetriques Pat, ., et
Py, de pages alternées et mixtes, respectivement, batiesgglygones :

n

oy = %Z (Zdwd> Qp—i, =1, (6.57)

i=1 " dji

_ n—1 k=2 »
PM,n = Z b(i ’ )an—l—i - PTS,rw (6.58)
i=0 °
_ 1 B _ _
Parp = 3 (b(szl) — Prspn/2 — PM,n/2> ; (6.59)

ou
wr = Prs g + PavLk + Py,
et Prg,,, = , est donné par (6.46).

On obtient alors le dénombrement non étiqueté de lespe, des2-arbresk-gonaux
(non orientés) pointés en une aréte.

Proposition 6.4.9 Soitk un entier pair. Alors, le nombre dearbresk-gonaux poirés

en une aéte nonétiqueés surn k-gones est dortnpar
~ 1
a, = §(bn + a). (6.60)
O
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i

Figure 6.7 Décomposition d’'unél  -structurer-symeétrique

Calculons maintenant la série génératrice tilde dgpBesa® des2-arbresk-gonaux
enracinés en uh-gone possédant lui-méme une de ses arétes pointée.

Proposition 6.4.10 Nous avons

a(a) = 5 (&) + 8. (6.61)

k-2

&y, (v) =28 (x) BT (7).

Preuve. Une @y -structurer-symetrique non étiquetée doit nécessairement ca@por
un axe de symétrie qui coincide avec la médiatrice détégpointée du polygone racine

et donc également avec la médiatrice du coté oppostta aréte distinguée; voir fig-
ure 6.8. Les deux structuresett attachées sur ces deux arétes sont donc symétriques,
menant ainsi au termés(x))? puisque I'on peut canoniquement orienter I'axe de
symétrie de l'aréte pointée a celle lui faisant facefirEnesB%—structures se trou-
vant de part et d’autre de I'axe de symétrie, noteées$ 3, satisfonts = 7 - «, en raison

de I'axe de symétrie. Ceci contribue pour un facteurﬁf%(:ﬁ), ce qui acheve la
preuve. ]

Par extraction du coefficient dé' dans la relation (6.61), on obtient le résultat suivant.

Corollaire 6.4.11 Le nombrei;, de@2-structures noretiqueées est dor@par

_ 1/ 2 (52
a;=§<a§,n+ Z Q; 'b%2 >> (6.62)

i+j=n—1
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Figure 6.8Une @5 r-symétrique non étiquetée

Procédons de maniére similaire pour I'esp&ce des2-arbresk-gonaux pointés en un

k-gone. On écrit

~ 1/~ ~

a‘(z) = 3 (&:(ac) + a;jT(x)>. (6.63)
Il s'agit alors de calculer la série génératrice tiIﬁéT(m), des ac’-structures non
etiquetées-symeétriques.

Proposition 6.4.12 La strie gerératrice tildeé:T(m) pos&de I'expression suivante :

8, (@) = F&(@)B 7 () + 5B (2. (6.64)

Preuve. Remarquons que pour qu'ur@S-structure soit laissée fixe par l'inversion
de l'orientation, celle-ci doit nécessairement adme@e moins) un axe de symétrie
pouvant étre de deux types différents :

1. un axe passant par les mileux de deux cotés opposés, ou

2. un axe passant par deux arétes opposées,

du polygone distingué. Pour obtenir I'expression de teeséherchée, la premiére étape
consiste a orienter I'axe de symétrie. Ainsi, le preméente de (6.64) correspond a une
symeétrie de la premiére sorte, et le deuxieme terme gasymétrie de seconde sorte.
De plus, les structures possédant les deux types de sgraéiit précisement celles qui
sont comptées une demi fois dans chacun de ces deux terme£tRblir ceci en toute
généralité, pouk un entier pair quelconque, on considere la plus grandsaie de 2,
notée2™, telle quek /2™ soit impair. Cependant, nous allons illustrer le raisoneeim
avec le cas particuliek = 12; le lecteur peut facilement se convaincre de la validité
des arguments pour le cas général. Pour le cas partiéukien 2, un 2-arbrek-gonal
orienté non étiqueté pointé en un polygone possédarexe de symétrie aréte—aréte
est de la forme illustrée en figure 6.9 a), guet s, représentent deudg-structures,
a, b, ¢, d ete sont desB-structures générales non étiquetées et désigne I'image
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a) b)

Figure 6.9 Deux 5\;7-structures avec axes de symétrie aréte—aréte

de laB-structurex sous l'action der € Z,. La plupart de ces types de structures sont
dénombrées exactement par le ter%rmeﬁé(x)Bﬂx?). En effet, on obtient le facteur

=2, \ 5 A . L
ra5(r)B®(2?) de la méme maniére que pour le cas 86s-structures et la division
par deux est justifiee dans les cas suivants :

Figure 6.10Une 5\277-structure avec des symeétries aréte—aréte et sommetisd

1. s1 # s9 (deux orientations possibles de I'axe de symétrie),
2. 51 =89 = s, (a,b,c) # (d,e, T - ¢) (deux orientations),
3. 51 =82 =5, (a,b,c) = (d,e,7 - c), de sorte que = 7 - ¢ = t € s, et ou bien

i) s #t, oubien

i) s =tet(a,b) # (7-b,7 - a) (deux choix distincts pour I'axe de symétrie,
voir figure 6.9 b)),

Cependant, les structures telles gue t etb = 7 - a (voir figure 6.10) n'apparaissent
gu’une fois et sont comptées uniquement une demi fois damsrinule. Or, il faut
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a) b)

Figure 6.11Une éZ,T—structure avec axes de symétrie sommet—sommet

noter que ces structures admettent un axe de symétrie deguonanet et, comme on
le verra, sont comptées également une demi fois dansdedeerme de (6.64).

De fagon similaire, un@, -structure non étiquetée avec un axe de symeétrie sommet—
sommet orienté est de la forme illustrée en figure 6.11 @),d, ..., f sont des
B-structures non étiquetées arbitraires. La plupart destrectures sont Enumérées par
le terme%xé%e?), la division par 2 étant justifiee dans les cas suivants :

1. (a,b,c) # (d,e, f) (deux orientations de I'axe de symétrie),

2. (a,b,c) = (d,e, f) et(a,b,c) # (T-¢,7-b,7-a) (deux choix distincts pour I'axe
de symétrie, voir figure 6.11 b)).

Toutefois, les structures veérifiati, b, c) = (d,e, f),c=7-aetb=7-b = s € as
n'apparaissent qu’une fois et sont comptées une demi &ois dotre denombrement.
Mais, elles possedent aussi un axe de symétrie aréte—at"sont donc également
comptées une demi fois dans le premier terme de (6.64)Uil&ahangen et - a
dans la figure 6.10). Ceci termine la preuve. [

Le théoreme de dissymétrie implique alors, pbur 4 un entier pair,

A(x) = L8(x) + 5Bs(x) + 185 () -

S8 (), (6.65)

et nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 6.4.13 Soitk un entier pair,k > 4. Alors, la €rie gerératrice tildea(x)
pos®de I'expression suivante
1.

8(x) = 8(r) + 5 Bs(r) +

5 A (@)B (a%), (6.66)

ol 3, (z) est donke par(6.22)et as(x) par (6.56) O
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Corollaire 6.4.14 Sik > 4, est un entier pair, alors le nombre @earbres k-gonaux
nonétiqueés surn k-gones est dornpar

1 1 1 (& 1 ==
Gn = slon+ son+ 70— >0 alP b7, (6.67)
2

avec

6.5 Enumération selon le @rimetre

Dans cette section, nous nous intéressons au denomhredesharbresk-gonaux en
fonction de leur périmétre (voir (Labelle, Lamathe etduet, Accepté)). Lepérimetre
d’'un 2-arbrek-gonal est par définition le nombre d’arétes externes derieture (le
nombre d’'arétes de degré au plus un). En particulier,griecture consiste en une aréte
seule, le périmetre est 1. Dans le but de tenir compte dmpée, nous introduisons
une fonction de poids), définie comme suit :

w: a — Q[t]

s — w(s) =P, (6.68)

ou p(s) désigne le périmetre de la structwec a. Par exemple, |&-arbre de la
figure 6.1 a) posseéde un périmétre de 22.

6.5.1 Un version ponérée de I'esgceB

La premiere étape consiste a déterminer I'équatiorctfonnelle que satisfait I'espece
B,, des2-arbresk-gonaux pointés en une aréte orientée et pondérése pamhpteur
de périmetre, avec la précision que dans le cas de l'aréte seule, lesmstdde t. On
dispose alors du résultat suivant.

Proposition 6.5.1 L'espece pondérée B,, est carackrisée par I'equation fonctionnelle
suivante
By(X) =t + B (XBi (X)), (6.69)

ou E, estl'esgce des ensembles non vides.
Preuve. L'espéce non pondérée satisfait la relation
B =FE(XB* 1 =1+ E_(XB*1(X)),

ou le termel correspond au cas de I'aréte seule. En tenant compte dsipa@tidu fait
gue l'aréte seule possede le poidsn obtient directement (6.69). [
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Notons que la relation (6.69) est également valide pouatkc= 2. L'especeB,,
représente alors I'espéece des arborescences étguat® feuilles ou la variableagit
comme un compteur de feuilles.

On écrit les séries génératrices associées a b&spéndéréeB

By(z) = B(z,t) = > a, gtg = a, ()=, (6.70)
n>0 n>0
>1

By(x) = B(z,t) = Y byeta™ = > bu(t)a", (6.71)
n>0 n>0

>1

oua,’, etby, , désignent les nombres Qearbresk-gonaux étiquetés et non étiquetes
pointés en une aréte orientée possédakigones. De I'eéquation (6.69), on déduit des
formules explicites pour les nombres (t) eta., ainsi qu’une formule de récurrence
pourb,,(t) etb,, . Il estimportant de remarquér gu'a cause de la nature dessajue
nous considérons, I'entiérest borné :

(k=2n+1<L<(k—1)n.

Proposition 6.5.2 Les polyfdmesa,;’ (t), donnant le @nombrement porté desB,,-
structures sum k-gones, est dorgnparag” (t) = t et, pourn > 1,

(—1)7i" ( mn > # (6.72)
V4

ay (t) = 0]

1 — m! -
= — ) —0 )t 6.73
Dy T DL (6.73)
oum = (k—1)n+ 1 estle nombre d’aétes etS(n, j) désigne les nombres de Stirling
de seconde sorte, donnant le nombre de partitions d’un dolseden €lements eny
blocs,n,j > 1. O

Preuve. De la relation (6.69), nous avo(z,t) = t + exp(zB*~1(z,t)) — 1. Alors,
on en déduit

eB* Yz, t) = z(t + exp(x B (1)) — 1)FL
On poseB(x,t) = xB*(x,t). Alors, la sérieB(z,t) satisfait 'équation fonction-
nelleB(x,t) = 2 R(B(x,t)), oUR(y) = (t +exp(y) — 1)*~1. De plus,

B(z,t) = (B(“’t)> o (6.74)

X

Alors, la version composée de l'inversion de Lagrangeiqapk a (6.74) conduit a
(6.72). Pour établir maintenant (6.73), nous appliqu@ansméme méthode, mais en
utilisant la relation bien connue suivante
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voir (Comtet, 70) page 63. [
On établit alors de facon directe, des expressions o

Corollaire 6.5.3 Le nombres,’, de B,,-structuresétiquetes sum k-gones possdant
un perimetre det, pour (k — 2)n +1 < £ < (k — 1)n (un poids de’), est doni par

n! - m
— _ _1\jin
D SN 6.75)
i+j=m—~{
— 1)
%S(n,m — ), (6.76)
oum = (k — 1)n + 1 est le nombre d’'ates. O

Remarque 6.5.40n peut donner une preuve bijective de la formule (6.76) exptoht
la correspondance de Bfer comme suit. On sait que le nombre totaBde-structures,
c'est-a-dire de2-arbresk-gonaux poirks en une d@te orienée, sur un ensemble de
k-gones, est dor@par

a,; (1) =m" L. (6.77)

n

oll m = n(k — 1) + 1 est le nombre d'a@tes. Etant donige uned-structure o
sur [n], on étiquette0 I'ar &te poinée et pour touk-goneétiquet j de «, on étiquette
J1,42,..., jr—1 SeSs aétes dans l'ordre circulairea partir de (et excluant) celle qui rat-
tache lek-gone aw2-arbre en direction de la racine. Toutes le€&es dex se retrouvent
ainsi étigueees dans un ensemhlé. Une suite délements dé\/ de longueum — 1
est alors construite&cursivement eemondant l&-gone de plus petitétiquette parmi
les k-gones pendants et en notaguelle aéte il était attacte. Ceci est la bijection
recherclee,établissant(6.77) On remarque de plus que I'image de la suite construite
est pecigment I'ensemble des@&es internes de, au cetail suivant pés : l'aréte
interneracine d’étiquette0, appardt dans I'image seulement si son degest> 2.
On doit donc pévoir aussi le cas o elle est de de@grl. La bijection montre donc
également que

Upp = (mg— 1> (surjin —1,m — £ —1) +surj(n — 1,m — ¢)), (6.78)

ou le coefficient binomial correspond au choix de&tas internes etisurj(n, h)
désigne le nombre de suites surjectives de longueadains un ensemble deéléements.
Un simple calcul montre qug.76)estéquivalentea (6.78) sachant queurj(n, h) =
h!S(n,h) et que

S(n,h)=Sn—1,h—1)+hS(n—1,h).

De plus, on voit que les nombra%’lfl) et a;’f) de B,,-structuresétiqueées surn
triangles, ayant arétes externes, et dont l'ate poinée est de de@rd = 1 etd > 2,
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respectivement, sont does par

_ —1)\!
a;él) = (mg 1>surj(n— Im—0—-1)= %S(n— 1,m—{¢—1), (6.79)

(m—1)!

7 S(n—1,m —¢). (6.80)

a P = (mg— 1>surj(n —1,m—4)=(m—10)

De plus, nous remarquons que, lorsque= 3, ¢ = n + 1 représente le périmetre
minimal, eta,’, ., = nlcy, OU lescy, désignent les nombres de Catalan, puisque,

dans ce cas, leB,,-structures obtenues sont exterplanaires; voir (Labedejathe et

Leroux, 03) et chapitre 4. De plus, pourktgén'erala;(k_mﬂ = n!Cy p, 0UC Y, =

Lk~ sont les nombres de Catalan généralisés; voir (Lamathpréparation).

n\ n—1

Comme dans le cas non pondéré, on ne peut obtenir de faremf@icites pour les
nombresh,, o. Il en va de méme pour les polyndomigt). Toutefois, nous proposons
des formules de récurrence.

Proposition 6.5.5 Les poly@mesh,,(t), n > 1, satisfont la Ecurrence suivante :

bo(t) = t,

(6.81)
n—1
k—1 n k—1),,%
ba(t) = STa- ot 3 Y a- o) | bait) |
din 1=1 dli
ol les sommations sont prises sur les entiets> 1, et al
b*=D (1) = [ B* Yz, t) = > b, (£)biy () ... by, (). (6.82)

t1ti2+-+ig_1=n

Preuve. On établit la récurrence (6.81) en prenant la dérivgatithmique (par rapport
ax) de I'expression

~ 1 .~ o
B(x,t) =t+ exp E —2'BF N ) | -1,
i
i>1

obtenue a partir de la relation (6.69) par passage augss@énératrices tildes. =

Le résultat suivant découle immédiatement du précéde



157

Corollaire 6.5.6 Le nombré,, , de B,,-structures norétiqueées sum k-gones poss-
dant un g@rimetre de/ satisfait la 'ecurrence suivante

1 1
bog =016, bne= —wnet S wp g (6.83)
vtp=n ptq=~{
v,p>1 p,g>1

ou ¢; ; désigne le symbole de Kronecker et

N (k—
Wne= Y. gb(g_ll,)g' (6.84)
d|(nt)

O

Comme pour le cas non pondéré, nous exprimons les espepdées pondérées du
théoreme de dissymétrie en fonction de I'espBge On commence par le cas orienté,
plus simple.

6.5.2 Cas oriené

On désigne padl, = (&), &, = (&,)°, & = (A,)° etay,, = (Bou) ", &, =
(Qo,w)°, Ao = (Qop)% OUw est définie par (6.68). En particulier, orég,, # Bi,.
Le théoreme de dissymétrie reste valide dans le conpxteéré, pour les cas orienté
et non orienté :

ao_,w + ag,w = a'OﬂU + ag,w’ (685)
a,+a, = a,+a. (6.86)

Nous devons alors exprimer ces especes en termes deckeppadérée de bade, .
Le passage au cas pondéré étant simple, la preuve dedagition suivante est omise.

Proposition 6.5.7 Les espces poirgtes pondréesa, ,,, &; ,, et a; ., sont carackri-
sées par

&, = Bu+({t—1)XB5, (6.87)
A = XCi(Bw), (6.88)
a;, = XBp, (6.89)
ou B, = &, et(}, est'esgce des cycles (oriezs) de taillek. O

On déduit ainsi facilement les séries génératricesasss a ces trois especes,

&, (z,t) = B(x,t) + (t — 1)aB*!(x,1), (6.90)
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et
a (z,t) = E(x )+ (t — 1)zB*Y(z,1), (6.91)
&(z,t) = - qu Bi (29,1, (6.92)
d\k
&(x,t) = x(B(x,t) + (t —1)B* 1)), (6.93)
expressions a partir desquelles il vient
Gon(t) = nla"; (2,8) = ;" (8) + (¢ = Dna, (0@, (6.94)
et, en utilisant le theoreme de dissymétrie
Bo(z,t) = + 2D o(d)Ba ")
d\k
— 2B (z,t) + (t — 1)zB* (2, ). (6.95)
On a donc obtenu :
Proposition 6.5.8 On a, pourn > 2,
Tt
aon(t) = o ), (6.96)
m~
don(t) = [2"]@o(2,t) (6.97)

+ (- e (), (6.98)
oum = (k — 1)n + 1 donne le nombre d'd@tes eb)) (t) est cefini par(6.82) O

Pour le dénombrement étiqueté, on obtient directenaepartir de (6.79) et (6.80),

—>(2)

ag (n,0)=a, P +a M= 1m0, (6.99)

/)
oum = (k — 1)n + 1 est le nombre d’arétes.
Corollaire 6.5.9 Les nombresi,(n, ¢) eta,(n, ) de 2-arbres k-gonaux orierés éti-

guees et norétiqueés, respectivement, sur k-gones pogdant un grimetre de/,
sont dongs par

1 —1)!
ao(n,l) = Ea;(n,f) = (mgl ) S(n—1,m—1), (6.100)
k
Go(n,l) = bn7g—b;k_)17£+% G
d|(k,6) ¢
k—1 k—1
+ol ) ol (6.101)

|
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6.5.3 Cas non oriené

Comme dans le cas non pondéré, les espéces non oriéaEesux2-arbresk-gonaux
peuvent étre exprimées comme especes quotient, de l@mauivante, ou les nota-
tions utilisées sont évidentes :

o a, o Ay o
a, = 7y a, = 7y a; = Zy (6.102)

Dans ce cas-ci, on traite également deux cas séparéelentla parité de:.
e k impair.

Lorsquek est impair, on étend assez directement les résultatégedts. Par exemple,
on obtient le nombre,, , de 2-arbresk-gonaux étiquetés sur k-gones possédant un
périmétre de,

Lao(n, ) +1),  sit=(k—1pn,
aln ) = (6.103)

%ao(n, ), sinon,

étant donné que le setHarbrek-gonal ¢ impair) étiqueté laissé fixe par changement
d’orientation, pour un nombre de polygones et un périméonnés, est celui dans
lequel tous les polygones partagent une aréte communet ayei (k — 1)n arétes
externes. Un teb-arbre est ditr-synetrigue Donc, le polyndmeu,(t), donnant le
dénombrement pondéré desarbresk-gonaux étiquetés, possede I'expression suiv-
ante :

an®) =Y ot = %(ao,n(t)ﬂ%-l)"). (6.104)

Pour le denombrement non étiqueté, on peut voir que [Esesa,;, &, eta;, satisfont
les expressions suivantes en termes des especes quotieiérges),,, S, etU,, que
nous avons adaptées a partir de la section 4.1 :

& = Qu(X,By ), (6.105)
&, = X-S,(X.B ). (6.106)
& = X-U,(X,B.), (6.107)
avec
Qu(X)Y) = (t+tXY?+ Esy(XY?)) /Lo, (6.108)
Su(X,Y) = Cip(t+ E,(XY?)/Zs, (6.109)

Un(X,Y) = ((t+E+(XY2))k> /s, (6.110)
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ou E'>, représente I'espece des ensembles de cardinal au mdies 8éries indicatri-
ces de cycles de ces especes sont données par

1

29, = §(ZEw(Xy2) + qw), (6.111)
1 Bl

Zs, = 5( Cult+By(xv2) + quw (P20 (t+ Zp, (xy2)) 2 )), (6.112)
1 h1

Zy, = B) (Z(t+E+(XY2))k +qu - (P20 (t+ Zgp, (xv?)) 2 )>, (6.113)

yi—y2

OU qu(®1, 22, -5 Y1,Y2,---) = (t — 1)(1 +2192) + ho (w192 + p2 o (v175—)) =
g+ (t —1)(1 + z1y2), h étant la fonction symétrique homogeme,i > 1, désigne la
i®me somme de puissances, et

Eup(XY?) =t +tXY? + E5o(XY?) = E(XY?) + (t — 1)(1 + XY?).

Une nouvelle application du théoreme de dissymétriendda série génératrice tilde
des2-arbresk-gonaux pondérés par leur périmetre.

Proposition 6.5.10 La strie gerératrice tilde des2-arbres k-gonaux nonétiqueés
poncerés par leur grimetre est donée par :

8z, 1) = 5 (Bl 1) + qule, BT (w0)] + (6 - )1+ 0BT (62 ), (6.114)
OU ~k—1 ~k—1 ~k—1
qulz, B 2 (2,1)] == qu(z,2%,...;B 2 (z,t),B 2 (2%t%),...).

|

Corollaire 6.5.11 Pour & > 3, un entier impair, le polydmea,, (t) donnant lenuné-
ration poncerée de2-arbres k-gonaux g impair) ayantn k-gones satisfait la&cur-
rence suivante :

j=1 g
1 1 (552) 2
+ §ao,n(t) + §(t — 1)bL*21 (t ), (6115)
2

avecay(t) = t et, pour toutn > 1,

k—1 E—1
wn =257 (#2) + bE 0 #2) — b3 ) (1), (6.116)
2 2 4

Cn(t) = aon(t) + (t—1) <X(n =0)+ b(:_Qf)(tz)> , (6.117)

2

bl(j)(t) est cefini par(6.82)et x(n = 0) vaut1 sin = 0 et0 autrement.
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Preuve. Passant au niveau des séries tildes a partir de I'equédid14), il vient

a(z,t)
= %<a<w,t>+<t—1><1+wé’“21<w2,t2>>

1 gl o L~ L e o
+exp(Y ?(295%3*"21 (2%, 12) + 2% BR—1(22 %) — 21 BT (334’,754’)))).
(3
i>1

Maintenant, en prenantfois la dérivée logarithmique de la derniere relatiompbtient
le résultat annonce. ]

e k pair.

A I'image du cas non pondéré, lorsqéieest un entier pair, leg-arbresk-gonaux ori-
entés étiquetés invariants par changement d’oriemtatiobtiennent a partir des arbres
ordinaires étiquetés aux arétes. Remarquons que kid'grossedé feuilles, alors le
2-arbre ainsi obtenu possedgk — 2) 4+ h aretes externes. Pour obtenir le nombre
a(n, h) d’arbres étiquetés aux arétes aveerétes etn := n + 1 sommets, donk
feuilles, on peut appliquer la formule (6.100) avee- 2 et/ = h, ce qui donne

|
aln, h) = %S(n —1,n—h+1). (6.118)

Cette formule est cohérente avec le denombrement dessaehguetés aux sommets,
avecm sommets, donk feuilles, donné dans Moon (Moon, J. W., 69). On obtient
donc:

Proposition 6.5.12 Soitn > 2, h un entier compris entré etn, et = n(k — 2) + h.
Alors le nombrex(n, ¢) de 2-arbres k-gonauxétiqueés surn k-gones de rimetre /,
est dong par

a(n,t)
= —(ap(n,?) + a(n,h))

| =

_ % (%S(n— Lm—f) + %S(n n—h+ 1)> . (6.119)

O

Pour le cas non étiqueté, il nous suffit d’adapter toutseepeces introduites en sec-
tion 6.6 dans le contexte pondéré. Ceci est facile a fadrame suit, ou l'indicew
indique que I'espéce considérée est pondérée selp@rimetre de ses structures. No-
tons également que I'espe@g ,, est par définition une sous-especedjg,. On a
donc :
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~

as(x,t) = (E(PTs,w+PM,w+PAL,w)+(t—1)(1+PTs,w+PM,w)> (), (6.120)

ou
ars,y = t+t-Prsw+ EZQ(PT&U;) (6.121)
= (t—1)(1+ Prs,w) + E(Prs.w), (6.122)
Prsw = X-X2<B'T >-(Arsw+(1-1)Prsw), (6.123)
Paraw = ®3 < XBN'— (Prsu+ Puw) >, (6.124)
Puw = X-X2< BT > (@5, +(1— )Py, —rsw). (6.125)
On en déduit
_ 1 ~ o ~ o ~ o
Bs(x,t) = exp(d_ —(Prs(a', ') + Pu(a’, ) + Par(a', 1))
i>1
+ (t = 1)(1 + Prs(z,t) + Pu(z, 1)), (6.126)
avec
~ ~ 1~ o
aTS(x7t) - (t - 1)(1 + PTS(x7t)) + exp (Z Z-PTS(‘Tlatl)) ) (6127)
i>1
Prs(w,t) = 2B"% (a,¢%) (rs(2, ) + (1~ ) Prs(w,1)) (6.128)
~ 1 ~ ~ ~
PAL(‘Tat) = §($2Bk_1(x27t2) - PTS(w27t2) - PM(x27t2))7 (6129)
et
~ k=2
Pu(a.t) = <XXi < But > (@rsw + (1 1)1+ Prs.))

'E—i-(PAL,w + PM,w)) (x)
~ k-2

— BT (%12 <ag(3:,t)+(1—t)lgM(:E,t)—aTs(ﬂi,t)). (6.130)

Il devient ainsi possible de calculer les séries géneest tildes associées aux especes
données par (6.102) :

,T(:I:7 t) = ag(l'v t)v

~o ~ ~ ~ 2 ~p2
aﬁ,r($>t) = x<a5($7t)+(1_t)(PTS($>t)+PM($>t)) 'BT($2vt2)v

é—z;(% t) =

D

~k—2

=~ ~ ~ 2
(&s(ac, t) 4+ (1 — t)(Prg(x,t) + Pyu(z, t)) B2 (2%,t%)
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Finalement, nous obtenons

a(z, )
5 B>

1< T

T [~ ~ ~ 2 k-2
1 (as(x,t) + (1 —t)(Prs(=,t) + PM(:c,t)) BT (2%,%). (6.131)

(%,1%)

6.6 Denombrement asymptotique

Grace au theoreme de dissymeétrie et aux diversesiégaatombinatoires qui lui sont
rattachées, le denombrement asymptotique Hagresk-gonaux, étiquetés et non
étiquetés, dépend essentiellement du dénombremgnipastiqgue desB-structures,
ou B est I'espéce de base caractérisée par I'equationitometlle (6.3). Dans le cas
étiqueté, les résultats asymptotiques sont triviawxncas disposons des formules ex-
plicites simples (6.7), (6.23) et (6.28). Le cas non étiguest plus délicat et nécessite
d’utiliser la relation (6.12) que satisfait la série géatice tiIdeE(:n).

On doit d’abord prouver le résultat suivant, qui est uneséguience du théoreme clas-
sique de Bender (voir (Bender, 74)). Noter que I'on s’inspai encore de I'approche
de (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02), pour fearbres classiques.

Proposition 6.6.1 Soientp = k — 1 et B(z) = 3. bu(p)z™. Alors, il existe des con-
stantesw, et 3, telles que

bu(p) ~ apBin =2, lorsquen — oo. (6.132)
De plus,
’ 1
1 1 _% pépw (5:0) 2
_ — _ 1 4 2P P 6.133
Oép Oé(gp) \/ﬁpl_’_% gp < + W(gp) ) ( )
et 1
Bp = —, (6.134)
&p
ou ¢, est la plus petite racine dedtuation
1
§=—w (), (6.135)
ep
w(x) étant la €rie donrée par
w(m) _ e%:v2bp(:v2)+%:v3bp(m3)+"" (6136)

Preuve. Ecrivons, pour simplifiet(z) = B(z). Alors, grace a (6.12)y = b(z)
satisfait la relation

y=eYw(x), ol w)= 37V (@%) 452 @)+ (6.137)
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Par le theoreme de Bender, appliqué a la foncfian, y) = y — e®¥"w(x), il faut que
nous trouvions la solutioft,,, 7,,) du systeme

flz,y) =0 et fy(z,y) = 0. (6.138)

Il est équivalent de dire qug, est une solution de (6.135) et qu&, 75 = 1.
Puisquef,, (&, 7p) # 0, &, est une singularité algébrique d’ordre deux de la S&ri¢
et, pourx procheg,, nous trouvons une expression de la forme

b(z) = Tpo + Tpa (1 — gp)% + 7ol — g—p) +rps(l— g—p)% Y., (8.139)
ou
o = Tp = b(&p) = (p%p)g, (6.140)
- _ﬁ ~» pfpwl(fp) : 6.141
Tp,l - p1+% gp (1 + W(gp) ) ( . )
_ I - &w (&)
Tp2 = 3})2—_’_%5]) ((2}9 +3)—pp— 3)1;)(7&);) . (6.142)

La formule asymptotique (6.132) avag et 3, donnée par (6.133) et (6.134), suit alors
du fait que le terme dominant du comportement asymptotigsecdefficient$,, (p) de

z" dans (6.139) dépend uniquement du termne(1l — é)% dans (6.139), et est donné

par
1

bn(p) ~ (2

n

1
>Tp,1(_1)n£_n ~ Ozpﬂgn_% quand n — oo. (6.143)
P

Notons quet, est le rayon de convergence ble:) et que le rayon de convergence de
w(x) est\/f_p. On peut montrer que < &, < /&, < 1. Cela permet de calculer des
approximations numériques dg, pourp fixé, par itération, en utilisar{6.135), et des
approximations polynomiales (tronquées) convenables.

Nous proposons maintenant le résultat principal de cettéas.

Proposition 6.6.2 Soitp = k£ — 1. Alors, le nombrez,, de 2-arbres k-gonaux surmn
k-gones norétiqueés satisfait

~ 1_
an ~ 5“0%7 n — 00, (6.144)

ou a,, est le nombre de-arbresk-gonaux oriengs surn polygones nogtiqueés. De

plus,
n, —5/2
)

Qo ~ Qpfyn n — oo, (6.145)
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ou
& = 2mptieral 6.146
a, = 2mp "r&ay (6.146)
3
1 1 -t w (&)’
= —— &7 [1+p—2 ) (6.147)
V 27Tp2+% P w(fp)

ets, = é est la néme constante de croissance @jla proposition 6.6.1

Preuve. La formule asymptotique (6.145) suit en remarquant queylarrale conver-
gence,&,, de la séried(x), donnée par (6.38) pour les valeurs impaireskdet par
(6.66) pour les valeurs paires, €gale celui du terme dami%%v(x). Cela provient du
fait, que I'on peut facilement vérifier, que tous les terrdes(6.38) et (6.66), hormis
le terme%a)(m), possédent un rayon de convergence supérieur ou egé@ab &p-
Pour établir (6.145), remarquons tout d’abord que, geatequation (6.22), le rayon
de convergence d&,(x) est égal au rayon de convergengg,de

b(z) — %xbk(m), (6.148)

ou b(x) = E(m) etk = p+ 1. Cela implique que le comportement asymptotique
des coefficientsi, , de 8, () est entierement déterminé par celui de (6.148). Alors,
en substituant (6.139) dans (6.148) et en utilisant (6,1@2pbtient le développement
suivant

1
k—1 T2 T
b(z) — ab(x) = Tpo+T (1——) +7 (1——)
( ) ]{7 ( ) p,0 p,1 gp D,2 gp
s\ 3
+Tps (1——) T (6.149)
&p
ou
Foo = —2 70 (6.150)
s p+1 P
71 = 0, (6.151)
+ )72, — 272
Tp2 = 1P Uy 2o (6.152)
2 (p+1)7'p,0
17 1(6pTy.0Tp.o + —1)72, — 672
. 2,1 (6PTp,07p,2 pgp )51 — 67,0) (6.153)
6 5o
pT31
- T2 (6.154)
3Tp’0

On en déduit que le terme dominant du comportement asyigpéotes coefficients
3

o dez™ dansa,(z), dépend uniquement du terriig ; (1 — é) ’ de (6.149) et est
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donné par
3 1 5
Qo ~ <2>Fp,3(—1)"§— ~ apfpyn 2, lorsquen — oo. (6.155)
n n
P
On montre alors que, est bien donné par (6.146) et (6.147), par des calculsarnii
les relations (6.154), (6.140) et (6.141). [

Le résultat final de cette section propose une formule eixplien termes de partages
d’entiers, pour le rayon de convergengecommun aux séries(z), A(x) et 3, (z),

a partir de laquelle on déduit la constante de croissahce: é On utilise ici des
notations spéciales. Si= (A\; > X2 > ... > \,) est un partage d’un entierenv
parts, alors, on écrit - n, n = |A|, v = I(A), etm;(\) = [{j : \; = i}| représente le
nombre de parts de tailiedans). De plus, posons

ai(\) =Y _dma(N), of(N) =Y dma(N), (6.156)
dli dli,d<i
X=1+A+IN), ZA) =2"Nm (A3 my ()1 (6.157)

Proposition 6.6.3 Nous disposons diuegeloppement convergent suivant

(e e}

=Y ;—Z, (6.158)

n=1

ou les coefficientg,, sont des constantes iadendantes dg, donrées explicitement
par

e~

= R0y

AEn

[T(e:(0) = XDtz () =N, (6.159)
i>1

ou A parcourt 'ensemble des partages d’entiers

Preuve. On établit les formules explicites (6.158) et (6.159) epligmant d’abord une
inversion de Lagrange a I'équatign= zR(£) oz = eip etR(t) = w™P(t). On obtient
ainsi N .

I (—) et =S, (6.160)

et ep n

Ensuite, pour évaluer explicitement "?(z), on utilise la version de l'inversion de
Lagrange de Labelle (Labelle, G., 86) adaptée au contesdeséries indicatrices de
cycles. Il vient

1 1
WwP(x) = exp(ipxsz(aﬁ) + gpx?’bp(:ng) +--4) (6.161)
1 1
= eXP(§p$2 +gprs+ ") 0 ZxBr(x) - (6.162)

=t
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Utilisant maintenant (6.5), on éctk BP (X)) = @. Cela méne a

1 1 A
wP(z) = exp(§p$2 + 33t Yo A(pxl,ppxz, ) B (6.163)
et nous obtenons
—np n n 1
w P(z) = eXP(—§p$2 —gprs = ;) o ]_)ZA(pxlapw% ) (6.164)
= exp(—gwg — %xg — ) o Zy(xy,9,...) (6.165)
T;:=px?

Alors, en utilisant la version de Labelle de l'inversion dagkange, nous avons, pour
toute série indicatrice de cycleéz, xa, .. .),

[ 25? ] go Za(zy,me,...) = [t7't5%.. ]g(t1,t2,...)

o0

TT0 — 0 expnu(ti + gtai + ), (6.166)
i=1

et
1
Hexp n;(t; + tzj Hexp Zdnd (6.167)
7j=1 =
En prenany(xy, za,...) = exp(—gpry — 5pw3 — - --), On obtient, apres calculs
[z]tx5? .. ] (exp(—ng — %wg —---)o ZA)
0 si nip >0,
H(—V + Zdnd)m_l(—v + Z dnd)
= i>2 dli dji,d<i . (6.168)
2"2n2!3"3n3! N sLon = 0.
En faisant la substitution; := pz?, pouri = 1,2,3, ..., il vient
w P (x)

H(—y + Zdnd)"i_l(—y + Z dng)

_ Z Z pn2+n3+... 122 d|i d|i,d<i o
N2 51313 14! ’
70 | 2no+3n3+-=n 2 n2.3 nsa....
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Cela implique, en posamt= n et en utilisant (6.160), que

1
D DV
n>1 2n9+3nz+---=n—1
H(l —n+ Zdnd)"i_l(l —n+ Z dng)

(pn2+n3+~-)i22 dlé dli,d<i i "
22,5133 ngl . L. ep
_ Zc_n

TL’
nle

ou les coefficientg,,, n > 1, sont donnés par (6.159). ]

Le tableau C.1, en annexe, donne a 20 décimales prespfstaotes,, o, @, et

By = é pourp = 1,...,5. Le tableau C.2 donne quant a lui les valeurs exactes des
nombresa,,, pour k allant de2 a 12 et pourn = 0,1, ... 20, de 2-arbresk-gonaux

non étiquetés sun k-gones. Nous donnons ici les premieres valeurs des caestan

universelles:, apparaissant dans (6.158), pous=1,...,5:
1
c1 = — = 0.36787944117144232160,
€
11
¢ = 53 = —0.02489353418393197149,
11 11
cg = —— —-— = —0.00526296958802571004, (6.169)
8ed 3et
11 1 11
cy = + = 0.00077526788594593923,

4867 T &6 4eb
11 41 491 11

o L (.00032212622183609932.
@ 33109 365 T2eT  5eb

Remarque 6.6.411 est a noter que tous les calculs de cette section restdites
lorsquek = 2 (p = 1), correspondant au cas des arborescences classiquescdéans
cas, la constante de croissarnte- (1, de (6.132), est connue sous le nom de constante
d’'Otter (voir (Otter, 48)). De plus, cette constante premdorme explicited = 5%
avec

G=> cn (6.170)

n>1

Finalement, lorsqué = 3, nous retrouvons les résultats asymptotiques de Fowder et
dans (Fowler et al., 00; Fowler et al., 02).



Conclusion

L'essentiel des résultats de cette thése a été obtenlavhéorie des espéeces. Nous
avons d’ailleurs utilisé les développements récentsetée théorie sur les especes
quotients. Cette théorie offre en effet un cadre mathigmatsolide et complet pour
les problemes relatifs a la combinatoire énumératiee structures discretes arbores-
centes. Nous avons contribué a ce domaine en introduisemouvelle série formelle,
la série d’asymétrie translatée, pour tenir compte dmulzstitution d’especes a terme
constant non nul, dans le cadre du denombrement de seaaliscretes asymeétriques.
Cette série et les résultats qui 'accompagnent étdilisles bases de I'étude des sous-
structures asymétriques, structures partiellemequétées sans symétrie.

Nous avons également prolongé I'approche de Fowler €Falvler et al., 00; Fowler
et al., 02), basée sur un théoreme de dissymétrie pew-debres, pour étudier di-
verses spécialisations desarbres : spécialisations topologiques aveclesbres ex-

terplanaires 4-arbres plongeables dans le plan de sorte que les faces desirian-

gles) et le-arbres solide2farbres plongés dans I'espace), ainsi qu’'une génataiis

des2-arbres a la famille infinie de graphes simples, demrbresk-gonaux g-arbres

dans lesquels les triangles sont remplacés par des paggtntaillek).

Pour la classification par rapport aux symétries 2lesbres exterplans, nous avons
introduit et étudié les propriétés de deux nouvellggess moléculaires a deux sortes,
PP¢(X,Y) et PY°(X,Y), généralisant la famille d’especes a une s, n > 1,
des2n-gones bicolorés de J. Labelle (Labelle, J., 85). Nous svatamment établi
deux formules d’addition nouvelles relatives a ces espgen utilisant une méthode
nouvelle de dérivation-intégration au niveau des espec

Lors du dénombrement non étiqueté dearbres solides et desarbresk-gonaux,
nous avons largement utilisé le concept d’especes quatie considérant le groupe

a deux élementZ, = {1,7}. Ce concept est puissant et a nécessité une analyse
précise des symeétries des structures invariantes sactfoh der, a savoir, fixées par
changement d’'orientation. Nous avons de plus remarqukegRerbres solides sont en
correspondance avec les cactus triangulaires plans pefdedion pres. Dans un sens,

on peut considérer que lesarbres solides forment un type de cartes topologiques.

En outre, nous avons proposé une approche de mécanidiséicgia a I'etude deg-
arbresk-gonaux en les énumérant selon leur périmetre. Unéeétlu comportement
asymptotique a également été réalisée dans le caetiquete, en se basant sur le
théoreme classique de Bender, outil fondamental d’'aeasymptotique.

Les sujets abordés dans cette these ouvrent de nombre@vrizode recherche. Le
premier axe de recherche possible consiste & générisespeces “(X,Y) et
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PPe(X,Y) alafamille infinie desPbic(X, Y), n > 2. Alors, en obtenant des formules
d’addition pour cette famille, nous pouvons proposer letlippement moléculaire de
'espéce deg-arbresk-gonaux exterplanaires. De la méme facon, on peut égaiem
généraliser leg-arbres solides en remplagant les triangles parkeigsnes. On pourra
ainsi les énumeérer dans les cas étiqueté et non étigselon le nombre d'arétes et la
distribution des degrés des arétes.

De plus, on pourra obtenir le méme type de résultats que lesi2-arbres solides

et k-gonaux pour la classe désarbres. Lest-arbres sont I'analogue des arbres en
dimensionk. On peut voir que ce sont des arbres batis a partir-gienplexes, avec la
condition que les structures ne possedent pas de cydesaeplexes. Lorsqué = 2,

on retrouve naturellement Iesarbres. On ne dispose a ce jour que de tres peu de
résultats a propos du denombrement klesbres. En fait, seule 'énumération dans le
cas étiqueté a été faite. Il est possible d’'établirh&oteme de dissymétrie pour les
arbres et une généralisation des méthodes utiliséesldaadre deg-arbres, pourrait
permettre de déduire le denombrement non étiquet&-@ebres.

Il existe également d’autres objets construits de fa¢gmilare auxk-arbres. Ce sont
les k-graphes d'arches. Ces objets sont définis de la facansige suivante, ou I'on
considére, pour simplifier, que I'entiérvaut deux. Dans ce cas, on parle de graphes
d’arches. On commence avec une aréte seule et on congtuisivement un graphe
d’arche en ajoutant, a chaque étape, un sommet que I'engeec deux sommets quel-
conques du graphe. La difference essentielle avezanbre est que I'on n'impose pas
gue les deux sommets que I'on relie au houveau soient adgademfigure 6.12 donne
un exemple de graphes d’archés £ 2). Un k-graphe d’arches s’obtient de facon
similaire en commencant avec épsimplexe, et & chaque étape un nouveau sommet
est relié ak — 1 sommets du graphe, non nécessairement adjacents. Bruterd.e
(Leclerc, 02) a proposé le probleme du dénombrement si@lofets. Aucun résultat

( 7

Figure 6.12Un graphe d’arche a 12 sommets

dans ce sens n'est publie. Cependant, j'ai déja monieclg nombre dé:-graphes
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n—k—1
d’arches étiquetés a sommets est donné p rk ; voir (Lamathe, 04). Ceci

s’obtient en adaptant la bijection de Prifer pour les arljde Cayley). Notons que,
pourk = 1, lesk-graphes d'arches correspondent naturellement aux atlaresiques

et on retrouve la formule de Cayley?—2 donnant le nombre d’arbres sursommets

etiquetés.

Mentionnons également que T. Kloks (Kloks, 90; Kloks, 93gsolu certains proble-
mes relatifs au denombrement dearbres partiels 2-connexesarbres dans lesquels
certaines arétes ont été enlevées, sans toutefomsr bei2-connexité des structures.
Cela souléve des questions nouvelles, par exemple lexttiinement deg-arbres ou la
taille des polygones peut varier.
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Appendice A

STATISTIQUES SUR LES ESPECES MOL ECULAIRES

Tableau A.1

Espéces élémentaires et leurs séries indicatricegaliescet d’asymétrie.

| Espéces I’

Zr \

Ensembles &/

exp(F+Z+ 5 +...)

Listes : L

(1 — 1‘1)_1

Permutations S

[T (1= ) !

Cycles orientés €'

- 00
k=1

@ln(l — xy)
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Tableau A.2

Le triangle de Pasc#l pour les especes moléculaires jusqu’au degré 4.

000000000000000000!
OO0 000D OO0 O —H O
O 00 0000000000000 -HO O
OO0 000000000000 A0 O
O 00 00000000000 -0 O O
OO0 000D OO0 OO0 O
O 00 000000000 OO0 O O
OO0 00000000 HOODODOOOO O
O 0o o000 00O A000O0O0O0 O O
OO0 o0 o000 00O ~000000O0 O O
OO0 0000 O 1000000000 O
0000000!0000011112!
CcCoo0 000000 A HNOOOMNO O
O 0o oo ~0 00 ~000C0O0 A0 0 O
OO0 0O 100 OO0 10O OO O
000!011@0001101232@
O O O "1 O O 4 N 4 AN N O —= N O
Z QNN e« \MA/32 £ 3&.%&4
M1XEXE%MXEIMM2£@MWMX
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Tableau A.4

Seéries indicatrices d’asymeétrie classiques et trastapour les especes moléculaires

jusqu’au degré 4.

| M [ T | Tare
1 1 I,
X I FX
By 5 (af — ) Up, + &
X2 l‘% FX2
FE3 %(1“;’ —3x1x0 + 2%3) FE;; + &9y
Cs 5 (a0} — a3) Loy + &3
XEy (a3 — a9) I'xg, + &1
X3 .Z':ls Fx3
2 2
Ey o EE R -G | T+ gbe(a] —a2) + 5(65 + &)
Ej (R S S gt + &1 +5(8 - &)
P 2
EyoBE, | 3 -42 -2+ T pyom, + 362(2] — w2) + 63

[xp, + ox?

E? 1(z} — 29)? T + &t —22) +&
phic 3,34 m L ppic + 5(365 — &)

) Lzt — a2) Loy +3(63 + &)

I ) txo, 8o

X2E, %%(fﬁf — T3) Txep, + &t

EQ(XQ) %(:U%—JJ%) I‘E2(X2) +§%

x4 a T'xa
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Appendice B

STATISTIQUES SUR LES 2-ARBRES SOLIDES

Tableau B.1
Nombre de2-arbres solides selon le nombre d’arétes.

on Sym,n

©o|~N|lo|w| k-
NN R R R

N W[ N R R R o

13| 86 12 49

15| 372 30 201
17| 1825 | 55 940
19| 9143 | 143 4643
21| 47801 273 24037

Tableau B.2
Nombre de2-arbres solides selon la distribution des degrés dessarét
i Qo it gsym,ﬁ aj
17213t |2 0 1
182231 | 9 3 6
112213141 1 46 | O 23
11051 3 1 2
1194151 | 2 0 1
1163251 117 |5 11
1192271 134 |0 17
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Appendice C

STATISTIQUES SUR LES 2-ARBRES K-GONAUX

Tableau C.1

Ce tableau donne a 12 décimales pres les constgpites, @, et 3, = é pourp =
1,...,11.

ép Qp Ap

By

P
PRBoo~ooswNPkw

0.338321856899
0.177099522303
0.119674100436
0.090334539604
0.072539192528§
0.060597948397
0.052031135998§
0.045585869619
0.040561059517
0.036533820306

0.033233950789

1.300312124682
0.349261381742

0.19199725865(
0.13107363734¢
0.099178841361

0.079660456931

0.066517090384
0.057075912244
0.04997099303¢
0.044433135893
0.039996691773

)

D
D

3
3

1.58118547540¢
0.34926138174%
0.067390781227%
0.03402066726¢
0.02042791548¢
0.01360178446¢
0.00969956618¢
0.007262873791
0.005640546214
0.00450650420¢
0.00368286342]

00O (O-Po—Po—(5

D
4

2.955765285652

5.646542616233

8.356026879296
11.069962877759
13.78565111008#1
16.502208844691
19.219261329064
21.93662221129¢
24.65418832498¢
27.371897918664

30.08971176368]

Tableau C.2

Ce tableau donne les valeurs exactes des nombres des naphpesrk entre2 et 12
et pourn = 0,1,... 20, le nombre d&-arbresk-gonaux non étiquetés surk-gones.

k=2
1,1,1,2,3,6,11, 23,47, 106, 235, 551, 1301, 3159, 7741, 19320, 48629, 123867, 317955,
823065, 2144505

k=3
1,1,1,2,5,12, 39, 136, 529, 2171, 9368, 41534, 188942, 874906, 4115060, 19602156,
94419351, 459183768, 2252217207, 11130545494, 55382155396

k=4

1,1,1, 3,8, 32, 141, 749, 4304, 26492, 169263, 1115015, 7507211, 51466500, 358100288,
2523472751, 17978488711, 129325796854, 938234533024, 6858551493579,
50478955083341
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k=5

1,1,1, 3,11, 56, 359, 2597, 20386, 167819, 1429815, 12500748, 111595289, 1013544057
9340950309, 87176935700, 822559721606, 7836316493485, 75293711520236,
728968295958626, 7105984356424859

k=6

1,1,1,4, 16,103, 799, 7286, 71094, 729974, 7743818, 84307887, 937002302, 10595117272
121568251909, 1412555701804, 16594126114458, 196829590326284, 2354703777373055,
28385225424840078, 344524656398655124

k=7

1,1,1, 4,20, 158, 1539, 16970, 199879, 2460350, 31266165, 407461893, 5420228329,
73352481577,1007312969202, 14008437540003, 196963172193733, 2796235114720116,
40038505601111596, 577693117173844307, 8392528734991449808

k=8

1,1,1,5, 26, 245, 2737, 35291, 483819, 6937913, 102666626, 1558022255, 24133790815,
380320794122, 6081804068869, 98490990290897, 1612634990857755,
26660840123167203, 444560998431678554, 7469779489114328514,
126375763235359105446

k=9

1,1,1,5, 32, 343, 4505, 66603, 1045335, 17115162, 289107854, 5007144433, 88516438360,
1591949961503, 29053438148676, 536972307386326, 10034276171127780,
189331187319203010, 3603141751525175854, 69097496637591215442
1334213677527481808220

k=10

1,1,1,6, 39, 482, 7053, 117399, 2070289, 38097139, 723169329, 14074851642,
279609377638, 5651139037570, 115901006038377, 2407291353219949
50553753543016719,1071971262516091572, 22926544048209731554,
494103705426160765546, 10722146465907412669810

k=11

1,1,1, 6,46, 636, 10527, 194997, 3823327, 78118107, 1646300388, 35570427615
784467060622, 17601062294302,400750115756742, 9240636709048733,
215435023547580882, 5071520482516388865, 120417032326341878672,
2881134828445365441407,69410468220307148620226

k=12

1,1,1,7, 55,840, 15189, 309607, 6671842, 149850849, 3471296793, 82442359291
1998559329142, 49290785442796, 1233639304644946, 31268489727956101,
801335133177932829, 20736286803363051714, 541224489038545084067
14234799536039481373552, 376974819516101224941091
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Ces tableaux donnent les polyndnigs$t), pourn = 0,1,...,9 et pourk allant de2
a9, des2-arbresk-gonaux pointés en une aréte orientée pondérés (papéimetre)
non étiquetés sut k-gones.

(k=2
n | by(t)
ot
1]t
2 | t+1t2
3| t+2t2+¢3
4| t+42 4383+ ¢4
5| t4+6t2+8t3+4t14+¢°
6| t+9t2+ 183 +14t* + 515416
7| t+12¢2 43583 +39¢* +21¢° + 615 +¢7
8| t+16t2+62t3+97t* +72¢° + 3010 + 7¢7 + 8
9| t4+ 202 +103¢3 +212¢* +214¢° + 120t +40¢7 4+ 8¢5 + ¢9
(k=3
n | by(t)
0t
1| ¢2
2| 283 + ¢4
3| 5t 4415416
4| 14t° + 180 +6¢7 + 8
5| 425 4 7217 + 3748 4+ 8¢9 4-¢10
6 | 1327 +291¢8 4+204¢° +64¢0 4 10¢11 +¢12
7| 42918 + 115219 + 104810 + 43811 4+ 97¢12 4 12413 14
8 | 1430¢° + 455810 + 5128 t11 + 275712 + 804 ¢13 + 138 ¢4 + 1415 4 ¢16
9 | 486210 + 17944 11 + 2424912 + 16108 t13 4+ 5981 ¢4 + 1332 ¢1° + 185 ¢16
+ 16t 4 ¢18
| k=4
n | by(t)
0l¢
1] ¢
2| 35 +18
3| 12¢7 +6¢84+¢°
4| 55¢9 +42¢10 4 91l 4 ¢12
5| 273t £ 274412 4 87¢13 4 12414 19
6 | 142813 + 1806 t'4 + 767 ¢1° 4 150 ¢'6 4 15¢17 + ¢18
7| 77521 41182016 4 638717 4 1641 '8 4 228 19 4 1820 4 ¢21
8 | 4326317 + 774408 + 5107819 4+ 16614 t2° + 3006 2! + 32422 + 21123 + 24
9 | 246675t + 507246 t20 + 396905 t21 4+ 157638 t22 + 35847 23 + 497224

+ 435125 4 2426 4 27
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k=5

n | by(t)

0t

1] ¢4

2| 4t7T 148

3| 22¢10 £ g¢tt 12

4| 140t" + 76 t™ 4+ 12¢15 4 ¢16

51 969¢0 + 688 ¢17 + 158t + 1610 + ¢20

6 | 7084t + 6290t + 1916 t21 4+ 27222 4+ 2023 + ¢34

7 | 5382022 4+ 57376 t23 4 22064 t>* + 4092 t?° + 414126 + 24 27 4 ¢28

8 | 42073215 4 5244126 + 244840 7 + 57113 12 + 7488 12 4 588 ¢30
+ 2831 4 ¢32

9 | 336226028 + 4799568 2 4 2645854 t30 + 749908 ¢3! 4 122908 32
+ 12376 ¢33 + 790 ¢3* + 32435 + ¢36

k=6

n | by(t)

0t

1] ¢

2| 5t +¢10

3| 35t + 1014 4-¢15

4 | 285117 + 120418 + 15¢19 4 ¢20

5 | 2530¢2! 4+ 1390¢22 4 250 %3 + 2024 + t2°

6 | 2375125 4 16255 t25 + 3860 t27 + 430 ¢2% 4 2529 4 ¢30

7 | 2318802 + 190106 t30 + 56755 t3! + 8235 32 4 655 32 + 30 ¢34 4 ¢35

8 | 2330445 ¢33 4+ 2229120 t3* 4 805621 t3° + 146510 ¢3¢ + 15060 37
+930¢38 + 35139 + ¢10

9 | 23950355 t37 + 26193570 ¢3® + 11149900 ¢3 + 2457081 *°
+ 314810 41 4 24880 12 4 1250 ¢43 4 40 144 + 40

k =

n | by(t)

0t

1] ¢S

2| 6t 12

3| 5116 412417 4 ¢18

4 | 50621 + 174122 +18¢23 + %4

5 | 548126 4 2456 27 + 363 128 + 2429 + 30

6 | 6283231 + 34989132 + 6808 t33 + 624 ¢34 + 30¢3° + ¢36

7 | 74939836 4 499188 37 + 121800 38 + 14514 ¢39 4+ 951 ¢40
+ 364 4 42

8 | 9203634 1 + 7143466 t*2 + 2106138 43 4 313872 t44 + 26532 t4°
+ 1350 46 4+ 4247 4 48

9 | 115607310¢* + 102489288 t*7 + 35536296 t*8 + 6406278 ¢4

+ 673749 %0 4+ 43820t + 181572 4 48 ¢73 + 54




|
@

b (1)

~NoO oA WNRE OIS

t
t7

7 t13 + t14

7019 4 14420 4 21

81925 4 238120 4 21 27 4 ¢28

1047231 4 3962132 4 497 ¢33 4 28 ¢34 4 ¢35

141778 137 4 66556 t38 4 10969 39 + 854 40 4 35 ¢4 4 ¢42

1997688 t*3 4+ 1120658 t** + 231203 t*° + 23373 ¢%6 + 130247

+ 4248 4449

28989675 49 4 18932368 t°0 + 4713849 ¢51 4 595077 t52 + 42714 ¢%3
+ 1848 5% 49155 4 56

430321633 t°° + 320771256 76 + 93827895 t°7 4 14311479 t°8

+ 1276471 t5° 4 70532 59 + 2485 61 + 56 152 4 (63

~N~No oA WNREOS|&

8 t15 + t16

9222 + 16123 + 24

124029 4 31230 4 24 ¢31 4 ¢32

18278 136 + 5984 137 4 652138 + 3239 4 ¢40

285384 t*3 + 115796 t** 4+ 16552 t*° + 1120 ¢*6 + 4047 + ¢*8
4638348 t°0 4 2247376 t5 + 401632 t°2 + 35256 73 4 1708 >4
+ 48155 4 56

77652024 57 + 43772920 t°8 4 9432184 t°9 + 1032814 ¢90 + 64416 61
+ 2424152 4 5653 4 64

1329890705 t54 4 855243648 t%° + 216340024 t56 + 28597424 57
+ 221427258 + 106352 %9 + 326070 + 647 +¢72

185
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Tableaux C.4

Ces tableaux donnent les coefficients@ig¢z, t) pourk = 2,...,9 etn = 0,...,10,
pour de-arbresk-gonaux pointés en une aréte orientée pondérés (papégimetre)
non étiquetés sut k-gones.

N
Il
b

t
t2

t2

2+ 43

243+t

2283 24+ 10

124343 4444 4245 46
12443 +8t* +61° + 315 417

2+ 513 + 144 +14¢° + 96 + 3¢7 +¢8

12+ 713+ 2314 4+ 321° + 2640 + 127 + 418 +¢°

12 4+ 813 +36¢* +641° + 6615 4+ 397 + 165 + 419 + ¢10

AWNPFOS

O O©Wo0o~NO O

[

3

>
I

t
t3

t4

1+ 18

36 47 418

417+ 518 4219 + 10

1218 + 14t + 10¢10 4 2411 4 ¢12

2719 +53¢10 4+ 37 ¢ 4+ 15¢12 4 3¢18 ¢4

8210 4 179¢1 4 171412 4 7113 4 22414 4 3¢15 4 ¢16

228111 4 664 t12 4 716 ¢13 4 401 ¢4 4 128 ¢15 4 29416 - 4417 4 ¢18
73312 4+ 2386 ¢13 + 312814 4+ 2051 t1° + 825¢16 + 201 ¢17 + 39¢18
4110 4420

AWNPFROS

O O©Woo~NO O

[

N
I
S~

t
t4

t6

218 4 19

710 4 3¢l 412

2512 4 18¢13 4 514 4 ¢15

1081 +101¢15 4+ 3616 + 6417 4 ¢18

492116 4+ 588 ¢17 4 259 ¢18 4 5819 4 8120 4 21

24318 + 34710 + 1887120 + 519 ¢2! + 87122 + 9123 4 ¢4

1237120 4+ 20834 t21 4 13521 £22 + 4569 £23 + 921 t24 + 120 2% + 1126 4 ¢27
6516922 + 125976 ¢33 + 96096 t24 4 38730 t>° + 9411 ¢26 + 147437 + 16028
+12¢%9 4 ¢30

AOWNPFROS

O ©Woo~NO Ol

[
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Eay
Il
3

t
t5

tS

2 tll + t12

8t14 + 2 t15 + t16

33¢17 4 18¢18 4 4419 4 20

19420 4+ 12421 4+ 36122 + 4123 + ¢4

1196423 4+ 1014 t2* 4 32425 4+ 56126 + 6427 + 28

8196 26 4- 8226 27 + 323328 + 640127 4 84130 4 6131 4- 132

5814029 + 68780 30 4 31846 31 4 7787 32 + 1143 ¢33 + 114 ¢34

+ 835 4 ¢36

427975 t32 + 579266 ¢33 + 313832 ¢34 4 90742 35 + 16019 36 + 1820 ¢37
+ 152138 4 839 4 140

©CoO~NOOUAWNR O3

(=Y
o

™~
I
o

3 t14 + t15

19¢18 4 5¢19 4420

11822 4+ 50123 4 8124 4 ¢2°

031 ¢%6 4+ 49527 + 10028 + 1029 4 ¢30

7756 30 + 5110 31 + 1266 32 4+ 164 ¢33 4 13 ¢34 4 ¢3°

68685 ¢34 + 53801 3% + 16275 136 + 2560 137 + 24538 + 1539 4 ¢40
630465 t38 + 575535 t39 + 206954 t40 4 39445 t41 + 4529 ¢42 4 340 %3
+ 184 4415

5966610 t*2 + 6224520 t*3 4 2611405 t** + 589676 t*° + 81145 t*6

+ 7285 ¢4 454 ¢4 4 2049 4 50

O©CoO~NOOUAWNER OIS

=Y
o

Eay
Il
3

t
t7

t12

3 t17 + t18

1622 4 3123 + ¢4

112427 4+ 3928 + 6¢20 +¢30

102032 + 43433 + 78 3% 4 63° + 36

10222 137 4+ 5487 38 + 1127139 + 124 40 + 9 ¢4 4 ¢42

109947 t42 4 70053 t43 4+ 17436 ¢4 + 2247 t4° + 186 16 4 947 4+ 48
1230840 t*7 4 914103 t*8 + 268995 ¢4 4 42144 59 4 4000 t°* + 255 52
+ 12153 4+ ¢4

14218671 t°2 + 12057540 %3 + 4131929 t°* + 764623 t°° + 86652 ¢°6

+ 6397 t°7 + 340 ¢°8 + 1259 + 60

O©CO~NOOUDAWNR OIS

(=Y
o
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(k=38

n

0t

1| ¢8

2 t14

3| 4¢20 421

4 | 3526 4 7127 4 128

5| 332¢32 4 98¢33 4 11¢34 4 ¢35

6 | 37663 4+ 1393139 4+ 196 140 + 1441 + 42

7 | 45448 t** + 20650 t*° 4 3561 46 + 32247 + 1848 ¢4

8 | 580203 %0 + 3127395 4 65590 t°2 + 7217 7% + 483 t°* + 21 ¢°° + ¢°6

9 | 7684881 ¢°6 4+ 4813130¢57 + 1197467 t°® + 158928 t59 4 12762 50
+ 67210 425162 4 ¢63

10 | 104898024 52 4+ 74961328 t53 + 21701960 ¢+ + 3403708 55 + 326760 56
+ 20552 67 4 896 198 4 28 169 4 70
| k=9

n

0t

1] ¢

2 t16

3| 4¢3 ¢4

4 | 2739 4 4431 132

5 | 26637 + 68138 + 8139 4 140

6 | 3312t 4 1048 t%° + 136 140 + 847 4- 148

7 | 4571151 4 1794852 4 2712153 + 219154 + 1255 + ¢56

8 | 670344 ¢°8 4+ 312276 ¢°° + 56942 t60 + 5432 ¢61 4 328 ¢62 4 12¢63 4 ¢64

9 | 10233201 ¢%5 4 5539348 t56 + 1194736 ¢57 4 137754 t58 + 9654 59 + 452 ¢70
+ 16t +¢7?

10 | 161055618 t72 + 99432684 ™3 + 2492883217+ + 339148217 + 283146 ¢7°

+ 15472t + 603t +16¢7° + 80
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Tableaux C.5

Ces tableaux donnent les coefficientsale, t) pourk = 2,...,9 etn = 0,..., 10,
pour de-arbresk-gonaux pointés en une aréte orientée pondérés (papégimetre)
non étiquetés sut k-gones.

[ k=2 |
n
ot
1| t?
2| t?
32413
4| 12 43 14
5| t24+23 2t 410
6| t24+3t3+4t* +21° 416
7|2 +483+8t1 46> +3t5 +¢7
8| t2+5t3 + 14t + 145 +9¢0 +3¢7 4 ¢8
9| 24713 +23t4 +32¢t5+26¢0 +12¢7 + 418 +¢°
10 | 2+ 83 4+36t2 +64t° +6615+39t7 + 165 +4¢° +¢1°
| k=3
n
ot
1|
2|t
3|0+t
4| 415 247 418
516t7+8t3+3¢2+¢10
6| 198 +28tY + 1610 4 4 ¢ 4 ¢12
71 497 + 10010 + 70t 4+ 26 ¢12 + 5¢13 4 ¢14
8 | 150¢10 + 3581 + 32512 + 142413 4 38 ¢4 + 6415 4 ¢16
9 | 442t" + 13098 + 1414 ¢ 4 7831 + 250 15 + 52416 + 7417 4418
10 | 1424 "2+ 4772"3 4 6186 t'* 4 4102¢'° + 1615¢'% + 402¢'7 + 70 ¢'®
+ 8119 ¢
(k=4 |
n
ot
1| t*
2|
3] 288449
4 | 5410 4 2411 4 ¢12
51 16¢12 4 11¢13 4 4414 4-¢15
6 | 60t'* + 5415 +22¢16 4 4417 418
7 | 26116 +305¢17 4 14218 4+ 34¢19 4 6420 4 ¢2!
8 | 1243¢'8 + 175519 + 97520 4+ 27321 4 51122 4+ 623 + ¢34
9 | 625720 + 1047821 + 6853 t22 4 2336 %% + 4902+ + 692> + 8126 4+ 27
10 | 32721t22 4+ 63100 23 + 48271 24 + 19497 ¢35 + 4803 t26 + 770 %7
+ 92128 4 8129 4 ¢30
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e
|

2

OCoO~NOOOUTAWNPR O3

[E=Y
o

t
t5

tS

2 tll + t12

12 t14 + 4t15 + t16

5717 +32¢18 + 619 +¢20

36620 4 24821 4 6422 4 823 + 24

234023 + 2002 t2* + 630 t2° 4+ 104 26 + 1027 + ¢28

16252120 + 16452 127 4 6393 2% 4+ 1280127 4 156 130 + 123 + 32
115940 ¢2° 4 13737839 + 63516 ¢3! + 15493 32 + 2259 3% + 21634

+ 14 ¢35 4 ¢36

854981 32 + 1158532 ¢33 4 626996 t34 + 181484 3% + 31887 36 + 364037
+ 288138 + 16139 + ¢10

>
I

O©CoO~NOOUAWNEFR OIS

[N
o

3t 10

1268 4 3419 +¢20

681 + 28 + 612 4 1*°

483 %0 + 253177 4 56 %% + 677 + 70

3946 30 + 2582 131 4 659 32 + 89 ¢33 4 9 ¢34 4137

34485 3 4 26953 %% + 8213 %% + 1300 %7 + 133 %% + 919 4 10

315810 %% + 288021 %9 4+ 103799 10 + 19831 t*! + 2318142 + 18243

+ 1244 4 11

2984570 ¢*2 + 3112780 ¢*3 + 1306605 t** 4 295143 %5 4 40775 46 + 3689 47
+ 2438 412149 4 ¢°°

e
|

OCoO~NOOUAWNER OIS

[E=Y
o

t
t7

t12

3 t17 + tlS

26122 + 6123 + 24

203127 + 72128 4 9¢29 4 30

41989 32 + 868 133 + 144 ¢34 4 12¢35 4 ¢36

20254 137 + 10914 38 + 221239 + 236 ¢*0 + 15 ¢4 + 42

219388 t2 + 140106 t*3 + 34704 t** 4 4494 ¢*5 4 354 ¢*6 4 1847 4 48
2459730 t47 + 1827555 ¢*8 + 537357 t49 + 84102 ¢°0 4 7937 51 4 492 ¢52
+ 21 t53 + t54

28431861 t°2 + 24115080 t°3 4 8261473 t°* + 1529246 t°° + 172956 ¢°6
+ 1279457 + 656 t°8 4 24 59 + ¢60




>
|
@
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22908 t* + 10375 45 + 1825 ¢40 + 170 ¢47 + 12¢*8 + ¢49
290511 %0 + 156471 t21 4 32934 t52 4 3635 72 + 255 ¢74

+ 1255 4 ¢56

3844688 t°6 4 2407227 t57 + 599513 t°8 + 79651 % + 6466 ¢5°
+ 35101 4+ 16152 4 ¢63

52454248 192 4 37482092 5% 4+ 1085333254 + 1702405 ¢%°

+ 163728 %6 4+ 10336 ¢57 4 46858 4+ 1669 + 70
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46130 + 831 4 ¢32

49437 4+ 128138 4 12439 4 ¢40

6532 t** + 2096 t° + 256 40 + 16 17 4 ¢18

90954 t51 + 35788 52 5348 53 4 422 ¢54 4 20155 + 56
1339448 t°8 + 624552 %9 + 113582 %0 4+ 10864 51 + 632 ¢62
+ 24163 4 ¢64

20459857 t9° + 11077108 £56 4 2387924 t57 + 275174 98 + 19194 ¢%9

+880¢70 4 28¢71 4 ¢72

322092958 72 + 198865368 7> + 4985185274 + 6782964 7> + 565666 76

43094477 + 117478 432479 4 ¢80
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SPECIFICATION DE CLASSES DE STRUCTURES ARBORESCENTES

Le principal sujet abordé dans cette these est la spécification et I'énumération de classes de
2-arbres. L'outil principal utilisé est la théorie des especes de structures. Divisée en six chapitres,
cette thése comporte deux parties.

La premiere partie est consacrée a la théorie des espéces. On y introduit sommairement les
différentes notions de cette théorie que nous utilisons par la suite. Nous nous attardons parti-
culiérement aux concepts d’espece et de développement moléculaire ainsi que de substitution
généralisée. Nous y introduisons aussi en détail les séries indicatrices associées a ce contexte,
ainsi que deux nouvelles especes a deux sortes, Pf (X,Y)et P6b i¢(X,Y). Ensuite, nous étudions
une nouvelle série formelle : la série indicatrice d’asymétrie translatée. Nous présentons une
définition de cette série apres avoir motivé son introduction. Ensuite, nous établissons le com-
portement de cette série face aux opérations combinatoires classiques. Nous en déduisons alors
une méthode inédite pour I’énumération des sous-structures asymétriques, ainsi que des expres-
sions explicites pour la série indicatrice d’asymétrie translatée des espéces usuelles. Finalement,
nous introduisons une généralisation au cas pondéré du triangle de Pascal.

La deuxieme partie est entierement dédiée a 1’étude des 2-arbres. Nous y définissons 1'espece
des 2-arbres ainsi que certaines de ses variations, pour ensuite présenter 1'outil fondamen-
tal de cette partie, le théoréeme de dissymétrie. Nous y proposons aussi la méthode générale
d’énumération des 2-arbres basée sur la notion d’espece quotient. Nous étudions alors la clas-
sification par rapport aux symétries des 2-arbres exterplans et exterplanaires. Nous prouvons
quatre nouvelles formules d’addition conduisant, apres utilisation du théoreme de dissymétrie
et d’équations fonctionnelles, au développement moléculaire des espéces des 2-arbres exterplans
et exterplanaires. Nous en déduisons aisément I"énumération compleéte de ces structures. En-
fin, dans les deux derniers chapitres, nous traitons du dénombrement des 2-arbres solides et
k-gonaux, respectivement. Dans les deux cas, nous obtenons préalablement I’énumération des
structures orientées. Par la suite, en utilisant les espéces quotients, nous déduisons I’énumération
dans le cas non orienté. Pour les 2-arbres solides, nous obtenons des formules explicites,
tandis que pour les 2-arbres k-gonaux, nous établissons des formules de récurrence pour le
dénombrement non étiqueté, ainsi qu'une étude asymptotique.

TABLE DES MATIERES

1. Especesdestructures............ ... ... 9
2. Série indicatrice d’asymétrie translatée.............. .. ... il 31
3. Especedes 2-arbres....... ... .. 75
4. Classification des especes des 2-arbres exterplans et exterplanaires............. 87
5. Enumération des 2-arbres SOHAes . .. .........ooveieiiiiiiaii i, 113
6. Enumération des 2-arbres A-GONauX . .. .......ooueeiiintiiie i 135

Laboratoire de combinatoire et d’informatique mathématique

Université du Québec a Montréal A C

C.P. 8888, Succ. Centre-Ville L 1
Montréal (Québec) Canada /\/\ M
H3C 3P8 A

isbn 2-89276-348-7



