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Chapitre 1

Introduction

L’ambition de cette thése est de présenter certains épisodes de I’histoire —toujours
en marche— d’une question de combinatoire algébrique connue sous le nom de conjec-
ture n!. Si la premiere, et pour I’instant unique, preuve de cette conjecture est princi-
palement fondée sur la géométrie, nous nous focaliserons ici sur des approches mélant,
sous diverses proportions, algebre et combinatoire. C’est en effet par elles que 1’on peut
le mieux essayer de saisir la grande beauté de cette question.

Le but de ce premier chapitre est, comme il se doit, de présenter et de motiver
le probleme. Un des attraits de la conjecture n! est qu’elle peut étre introduite —
proprement ! — en quelques lignes, ce que nous ferons. Puis nous replacerons cette
question dans son cadre naturel, a savoir celui des fonctions symétriques, et plus parti-
culierement des polyndmes de Macdonald. Ce sera 1’occasion de mettre en valeur ses
liens avec d’autres problemes, de mathématiques bien siir, mais aussi d’informatique ou
de physique théorique. Nous nous attacherons enfin a retracer ’histoire des nombreuses
approches de cette étude, avant d’exposer le plan de cette these.

1.1 Enoncés et motivations

1.1.1 La conjecture n!

Commengons par les quelques définitions nécessaires a un exposé minimal de la
problématique.

Définition 1.1 Un diagramme (du réseau carré) est une partie finie L = {(p1,q1), - - -,
(Pnsqn)} de N x N ; le produit N x N est assimilé au quadrant positif du réseau carré
et L est ainsi composé de n cases.

Notons que nous n’exigeons pas a priori que toutes les cases du diagramme L soient
distinctes. Les coordonnées p; > 0 et ¢; > 0 d’une case (p;, ¢;) indique respectivement
la position de la ligne et de la colonne de la case dans le réseau carré, comme indiqué
sur la figure ci-dessous.
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0,0:0,1 § 02 03 04 05§

La figure suivante donne la représentation graphique du diagramme a 6 cases :

L= {(07 0)7 (27 1)7 (27 2)7 (17 3)7 (07 5)7 (37 5)}

Définition 1.2 Pour piy > po > --- > pp > 0, nous dirons que pn = (p, 12, - - ., fie)
est une partition de n si |p| = pq + - - - + pg vaut n. Sa longueur [(p) est le nombre £
de ses parts. Nous associons alors a p son diagramme (de Ferrers) {(i,7) ; 0 < i <
¢—1,0 < j < pip1 — 1} et nous utiliserons le méme symbole | pour désigner la
partition et son diagramme.

La partition dite conjuguée de i, notée 1, est la partition de n dont le diagramme
de Ferrers est symétrique de celui de p par rapport a la diagonale principale. Nous
noterons souvent ¢ = (1) = uq la longueur de la partition conjuguée.

Par exemple, = (4,2,1) est une partition de n = 7. Sa partition conjuguée est
w = (3,2,1,1) et son diagramme est constitué des cases {(0,0), (1,0), (2,0), (0, 1),
(1,

1),(0,2),(0,3)}.

- [ ] w |

Remarque 1.3 1l arrivera parfois que nous ordonnions les parts d’une partition, non en
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ordre croissant mais en ordre décroissant. Ceci n’est d’aucune conséquence, 1’essentiel
étant d’ordonner les parts. Nous utiliserons aussi une notation compacte en notant par
exemple (13, 22) pour la partition (2,2,1,1,1).

Nous nous permettrons également de parler de hauteur de la partition a la place de
longueur, spécialement quand nous travaillerons sur les diagrammes de Ferrers, ¢ étant
la hauteur du diagramme. 1l est bon de noter que vu les conventions, la plus haute ligne
du diagramme porte I’indice ¢ — 1.

Définition 1.4 Afin d’ordonner les cases des diagrammes, nous utiliserons I’ordre lexi-
cographique avec priorité a la seconde coordonnée, a savoir

P1,q1) < (p2,02) <= @ <q ou [q1 =qetp <Dpa (L.1)

Soit maintenant Q[X, Y| = Q[z1,...,Zn, Y1, .., Yn) 'anncau des polyndmes en
2n variables a coefficients rationnels. A chaque diagramme L, on associe un polynéme
A € Q[X,Y] de la fagon suivante.

Définition 1.5 Soit L = {(p1,q1), (p2,92),-- -, (Pn,qn)} un diagramme du réseau
carré. On lui associe le déterminant du diagramme, donré par la formule
AL(X,Y) =det (277y) o i (1.2)

Le déterminant Az, (X,Y") est non nul seulement si L est constitué de n cases dis-
tinctes. Dans ce cas, ¢’est un polyndme bihomogene de degré |p| =pm + -+ -+ ppen X
et|q| = ¢+ -+qnenY. Afin d’associer par cette définition un unique déterminant au
diagramme L, nous imposons d’ordonner ses cases selon I’ordre lexicographique défini
en (1.1). Pour des raisons pratiques, nous étendrons parfois la notion de diagramme a
une partie de Z x Z, étant entendu que dans ce cas A, = 0 dés que L a une de ses cases
en dehors de N x N.

Dans le cas d’une partition 1, le déterminant défini via (1.2) est noté 4. C’est en
quelque sorte une généralisation du déterminant de Vandermonde A (X') qui correspond
au cas d’une partition ayant toutes ses parts égales a 1, i.e. u = (I"). Afin d’illustrer la
définition de A, nous donnons ci-dessous la forme de ce déterminant pour la partition
(4,2,1) de la figure précédente :

Lz 22 oy oz yd oy
1 zo 23 ya x2y2 ¥3 Y3
1 z3 23 ys wsys v3 v
Auory=1|1 =4 2] ys 2ays Y3 Vi
1 a5 22 ys wsys yE oyl
1 z6 =3 ve weYs Y& Y
1 oz 22 yr wyr Y3 Y3

Nous noterons respectivement dx; et Jy; les opérateurs de dérivation 0/0x; et 9/dy;,
et 0X™ pour Oz|" ---Oz' si m est le vecteur m = (my,...,m,). Nous utili-
serons des parenthésages pour éviter toute confusion dans des expressions du type



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ay y )ALX,Y).
Si P € Q[X, Y], nous utiliserons la notation P(9) = P(0X,dY") pour I’opérateur de
dérivation obtenu en remplacant les variables z; et y; respectivement par dx; et Jy;.

Définition 1.6 Pour tout polynome P € Q[X,Y], nous notons Ly|P] I’espace vecto-
riel engendré par toutes les dérivées partielles de P, i.e.

ou pour un polynome Q@ € Q[X,Y], Q(0X,0Y) est I'opérateur de dérivation ob-
tenu en remplagant dans Q les variables x; et y; respectivement par Ox; et Oy;. Plus
généralement, pour un ensemble de polyndomes P, nous noterons Ly[P] I’espace en-
gendré par les dérivées partielles des éléments de P.

Nous associons alors a tout diagramme L un espace My, en posant

M;, = Ly[AL). (1.4)

Dans le cas d’une partition y, I’espace obtenu par la construction (1.4) est noté M.
Cela étant posé, nous pouvons maintenant énoncer la conjecture n/!.

Théoreme 1.7 (conjecture n!) Pour toute partition u de ’entier n,
dimM,, = nl. (1.5)

Cette conjecture a été énoncée pour la premiere fois par A. Garsia et M. Haiman, et,
apres de longues années de recherches nombreuses et variées, vient d’étre démontrée
par ce dernier (cf. paragraphe 1.2.5). Elle est centrale dans le cadre de leur étude des
polyndémes de Macdonald (cf. [26, 27, 29]). Mais avant de pouvoir faire le lien entre la
conjecture n! et les polyndmes de Macdonald, il est nécessaire de préciser le cadre de
I’anneau des fonctions symétriques.

1.1.2 L’anneau des fonctions symétriques

Nous nous plagons dans I’anneau Q[X| = Q[x, ..., x,] des polyndmes en n va-
riables et a coefficients rationnels.

Définition 1.8 Le groupe symétrique S, agit sur Q[x1, ..., x| par permutation des
variables, a savoir que pour un polynome P(X) € Q[X] et une permutation o € S,,

O‘.P(:L'l,...,:L‘n):P(:Eo.(l),...,ﬂj‘a(n)) (16)

et un polynéme est dit symétrique s’il est invariant sous cette action. Les polydmes
symétriques forment un sous-anneau

Ay = Qlzy, ..., z,]5". (1.7)
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De plus A,, est un anneau gradué : nous avons

A =EP AL (1.8)

k>0

ot A est I’ensemble des polyndmes symétriques homogenes de degré k, plus le po-
lynéme nul.
Pour tout o = (ag, ..., ay) € N, nous notons X le mondme

X = g8 g0n, (1.9)

n

Définition 1.9 Soit A une partition de longueur < n. On complete avec des parts nulles
pour écrire A = (A1, ..., \n). Le polynéme symétrique monomial my, est défini par la
formule suivante

mA(X) =) X (1.10)

ou la somme est prise sur toutes les permutations distinctes awde X = (N, ..., \p).

Le polyndme m) est clairement symétrique, et il est évident que les m, forment une
base de A,, quand A décrit toutes les partitions de longueur < n. Plus particulierement,
les m tels que I(\) < n et |\| = k forment une base de A,

Dans la théorie des fonctions symétriques, le nombre de variables n’a en général
pas d’importance, a condition qu’il soit assez grand, et il est souvent plus pratique
de le considérer comme infini. Pour rendre cette notion précise, prenons m > n et
considérons I’homomorphisme

Pmmn - Q[‘le”axm] —>Q[IL’1,...,ZE”]

qui envoie ZTn41,- .., Ty sur zE€ro et laisse les autres variables inchangées. Par restric-
tion a A,,, ceci donne un homomorphisme

Pmn A — Ay (1.11)
dont I’action sur la base (my) est aisément décrite : il envoie my(z1,...,Zy) sur
mx(Z1,...,2y) si l(A) < n, et sur zéro sinon. Il en découle que py, ,, est surjectif.

Par restriction au degré k, on a des homomorphismes

k :Ak

pmm m

— Ak, (1.12)

qui sont toujours surjectifs, et bijectifs pour m > n > k. Nous formons alors la limite
inverse

AF = liEaAfj (1.13)
des anneaux AF relativement aux homomorphismes d;nn : un élément de A* est par
définition une suite f = (f,,)n>0 O chaque f, = fn(x1,...,2y,) est un polyndme
symétrique homogene de degré k en les variables xy, ..., x, et

fm(x1, o 20,0,...,0) = fu(z1, ..., 2p)
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des que m > n. Comme pﬁ%n est un isomorphisme pour m > n > k, la projection
k. Ak k
Pn - AY — Anv

qui envoie f sur f,, est un isomorphisme pour tout n > k. L’anneau A* a donc une
base constituée des fonctions symétriques monomiales my (pour toute partition A de k)
définies par
pE(my) = ma(x, ..., 2,). (1.14)
Posons alors
A = poAF, (1.15)

de telle sorte que A est engendré par les m, pour toutes les partitions A.

Définition 1.10 L’anneau A défini en (1.15) est appelé anneau des fonctions symétri-
ques en les variables dénombrables x1,x2, ... .

Remarque 1.11 Les éléments de A ne sont plus des polyndmes : ce sont des séries
formelles infinies de monomes. C’est pourquoi nous utilisons désormais la terminologie
“fonctions symétriques”.

Introduisons a présent les bases classiques de A. Commencgons par la définition
suivante dont les notations reprennent celles de [45].

Définition 1.12 Pour tout entier r > 1, la r-ieme somme de puissances p.(X) est
définie par la formule

pr(X) =) af. (1.16)

Pour tout entier v > 0, la r-iéme fonction symétrique élémentaire e,(X) est la somme
de tous les produits de r variables distinctes x;, de telle sorte que eg = 1 et pourr > 1:

e(X)= > iy ex,. (1.17)
11 <<y

Enfin, pour tout entier r > 0, la r-iéme fonction symétrique homogeéne h.(X) est la
somme de tous les mondmes de degré r en les variables x;, c’est-a-dire :

he(X) = > wiy -, (1.18)
ZISSZ'r
Nous définissons alors pour toute partition A = (N, ..., \g)

Px =D\ "'p)\kv

EX =€) "'eAk7

hy = hy, ---hy,.
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L’importance de ces trois familles de polynomes vient en grande partie de la pro-
position suivante. Une preuve de ce résultat classique se trouve par exemple dans [45].

Proposition 1.13 Les familles py, ey et hy forment chacune une base de A lorsque A

décrit toutes les partitions. Si on impose de plus que |\| = k, on obtient alors des bases
de \F.

Il nous reste encore a introduire une derniére, mais fondamentale, base de 1’anneau
des fonctions symétriques : les fonctions de Schur. Nous nous contenterons ici de don-
ner la définition de Jacobi [39] de ces fonctions, qui présente I’avantage d’étre la plus
simple a donner, mais I’inconvénient d’étre fort peu explicite. Cette question de 1’ex-
plicitation est résolue par le Théoreme de Littlewood (cf. [47], Théoréme 1.4.1), mais
nous n’entrerons pas dans ces considérations.

La multiplication par le déterminant de Vandermonde

AX)=det(@} )= J[ (@i—=)

1<i<j<n

réalise un isomorphisme, décalant le degré, entre polyndmes symétriques et antisymé-
triques (i.e. les polyndmes P € Q[X] tels que pour I’action définie en (1.6), 0.P =
€(0).P, ou €(o) est la signature de la permutation o). De méme que les fonctions
symétriques monomiales donnent les bases les plus naturelles des fonctions symétri-
ques, on obtient des bases de polyndmes antisymétriques en antisymétrisant les mond-
mes. Notons donc, si p est un n-uplet d’entiers naturels

a, =Y €lo)X7W (1.19)
€Sy
ol o(ft) = Hg(1)s-- - Ho(n)- Ce polyndme est nul si p a deux composantes égales

et reste inchangé, au signe pres, si I’on permute les composantes de ;. On peut donc
se restreindre a des partitions strictement décroissantes. De telles partitions sont de la
forme p = A + 4, ol A est encore une partition, et § = (n — 1,n — 2,...,1,0) la plus
petite partition strictement décroissante.

En retour, on obtient des polyndmes symétriques en divisant ays par le Vander-
monde, qui n’est autre que ag.

Définition 1.14 Le polynéme de Schur d’indice la partition )\ est donrée par la for-

mule suivante .
Aj+n—j
i )

as det (x?_j )

ayts  det(w

sx(X) = (1.20)

Le résulat fondamental est donné par la proposition suivante (cf. par exemple [47],
Proposition 1.2.1).

Proposition 1.15 Lorsque \ décrit I’ensemble des partitions de longueur < n, les po-
lynémes de Schur sy forment une base de A,,.
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Observons maintenant ce qui se passe en augmentant le nombre de variables. Si
m > n, il est clair que dés que n > [(\), nous avons avec les notations introduites en
(1.11)

Prtin(Sx(@1, ..., Zpt1)) = sa(x1, ..., xp).

Il en découle que pour chaque partition A les polynémes s (z1,...,x,) avec n —
oo définissent une unique fonction de Schur sy € A, homogene de degré |A|. De la
Proposition 1.15, on déduit alors que les s, forment une base de 1’anneau A, et pour
chaque k > 0, les sy telles que || = k forment une base de A,

Remarque 1.16 Observons que les fonctions symétriques élémentaires et homogenes
sont des fonctions de Schur particulieres. En effet

hy = S(k) et ep = 5(1k)-

1.1.3 Les polynomes de Macdonald

Les polynomes de Macdonald (Pu(a:; q, t)) forment une base de I’anneau des fonc-
tions symétriques en les variables © = (1, x2, ... ), a coefficients dans le corps Q(g, t)
des fractions rationnelles en deux parametres q et ¢. Ils furent introduits en 1988 par
Macdonald ([46]) pour unifier les deux célebres bases de 1’algebre des fonctions symé-
triques a savoir les polyndmes de Hall-Littlewood et les polyndmes de Jack (pour un
exposé complet voir [45]). Il devint vite clair que la découverte des polyndmes de
Macdonald était fondamentale et aurait a coup siir de nombreuses ramifications, en
mathématiques bien siir mais aussi en physique. Parmi les développements les plus
frappants, citons des travaux ayant reli€¢ les polyndomes de Macdonald, entre autres, a
la théorie des représentations des groupes quantiques ([22]) et des algebres de Hecke
([40]), au modele de Calogero-Sutherland en physique des particules ([42]) et a des
conjectures combinatoires sur les harmoniques diagonaux ([34]).

Le lien avec la conjecture n! vient du travail sur la conjecture de positivité de Mac-
donald. Pour mettre en évidence le lien entre conjecture n! et polyndmes de Macdonald,
précisons les notations utilisées dans [46]. Dans cet article Macdonald établit 1’exis-
tence et I'unicité d’une base de I’anneau des fonctions symétriques, caractérisée par les
conditions suivantes

i) P\=s\+ Z Sl t)s,
pn<A
it) (Px,Pu)q:t =0 pour X\ # p (1.21)

ou I’ordre partiel, dit dominant, défini sur I’ensemble des partitions est le suivant
W< A<= |ul=1|A et Vi, pr+ -+ pu <A+ N (1.22)

Le produit scalaire apparaissant dans (1.21.ii) est défini sur les fonctions puissances
par :
(Px; Pudar = Oru2a(a,t) (1.23)
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ou o
I(A
1 siA=np B 1—gh
5)\M - { 0 sinon et Z)\(q,t) = 2\ 1_[1 1 — A (124)
1=
avec
o = [ [ ma) (1.25)

r>1

si A = (1™12™2 ). On peut interpréter z) comme 1’ordre du centralisateur dans S,
d’une permutation de type A, i.e. d’'une permutation ayant my, k-cycles.

Parmi de trés nombreuses conjectures liées a ces polyndomes de Macdonald, la
conjecture n! est liée aux formes intégrales J,(z;q,t) et aux coefficients de Kostka-
Macdonald K, (g, t) qui leur sont associés. Si nous notons (Qu(m; q, t)) la base duale
de (P, (z;q,t)) relativement au produit scalaire {, )g, il est clair d’apres (1.21,ii) que

Qx(z;9,1) = dx(g, 1) Pa(z;5 ¢, 1), (1.26)
pour une certaine fonction rationnelle dy (g, t). Il est prouvé dans [46] que

_ ha(q,1)
(g, t)

dx(q,t)

avec
hala.t) = [ — g OO i (g.0) = [J(1 - g1 e)
SEA SEN

ol s décrit toutes les cases du diagramme de Ferrers de A et ot ay (s) et [ (s) représente
respectivement le bras et la jambe de s, comme visualisé sur la figure ci-dessous.

Le développement des polyndmes de Macdonald en termes de fonctions de Schur
donne des coefficients de transition K, (q,t), appelés coefficients de Macdonald-Kos-
tka, dont nous allons maintenant donner la définition, en suivant I’article original [46].

Reprenons les notations de Macdonald et posons

In(ziq,t) = halq,t)Pa(g; 1)
= h\(¢,)Qx (g, 1) (1.27)
Soient S (x) la base duale de s (z) par rapport au produit scalaire défini par

)

(pr D) = Sauen [ J(1 = )70 (1.28)
=1
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Macdonald définit alors les g, t-coefficients de Kostka ou coefficients de Kostka-
Macdonald par :

Tu(rq,t) = Kaulg, t)Sa(@it). (1.29)
A

Par définition ce sont des fractions rationnelles en ¢ et ¢, mais Macdonald a énoncé
la conjecture suivante (MPK pour “Macdonald Positive Kostka™), dont la preuve vient
d’€tre achevée par M. Haiman (cf. paragraphe 1.2.5).

Théoréme 1.17 (conjecture MPK) Les fonctions K, (q,t) sont des polynomes a co-
efficients entiers positifs :
Kyu(g,t) € N[g, t]. (1.30)

Pour ¢ = 0, cette conjecture correspond au théoréeme de positivité des t-coefficients
de Kostka, que nous allons rappeler, qui a de nombreuses et importantes applications
en algebre, en géométrie et en combinatoire.

Pour replacer ces considérations dans leur cadre naturel, il nous faut introduire la
notion, fondamentale dans bien des études combinatoires, de tableau.

Définition 1.18 Un diagramme L étant donné, un tableau de forme L est la donnée
d’une application T de L dans N. Ceci revient a placer une étiquette m € N dans
chaque case du diagramme. Si T'(r,c) = m, nous dirons que (r,c) est la place de
I’étiquette m dans le tableau T'. Le poids du tableau T est dfini comme son ensemble
image, ordonné en décroissant (c’est donc une partition d’un entier positif).

Le tableau T est dit injectif si ’application de L dans N est injective eta valeurs
dans {1,...,n}. L'ensemble des tableaux injectifs de forme L est no# 17Ty, Un ta-
bleau injectif T est dit croissant sur les lignes si T'(r,c) < T(",c) dés que r < r’.
Nous définissons de la méme maniére les tableaux croissants sur les colonnes et un ta-
bleau est dit standard s’il est simultanémant croissant sur les lignes et les colonnes. Un
tableau est dit semi-standard ou tableau de Young s’il est croissant au sens large sur les
lignes et au sens strict sur les colonnes. Nous noterons respectivement CI;, RTy, STy,
et Y11, 'ensemble des tableaux croissants sur les colonnes, croissants sur les lignes,
standard et de Young de forme L.

Voici un exemple de tableau standard de forme p = (4,2,1) :

T —

123‘6‘

Rappelons que les nombres de Kostka sont définis par

sx= Y Ky (1.31)
w
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Nous avons K, = 0 sauf si 4 < A pour I'ordre (1.22) et K)) = 1. Ces nombres
se généralisent avec les polynomes de Kostka-Foulkes K}, (t) définis de la fagon sui-
vante :

sa(x) = Kau(t)Pu(a; ), (1.32)
I

ot P, (x;t) sont les fonctions de Hall-Littlewood (définies de fagon analogue a (1.21),
mais en utilisant le produit scalaire (1.28) au lieu de (1.23)).
L’équation (1.32) est équivalente a

Quzit) = Knu(t)Sa(wst) (1.33)
A

ot @, (x;t) estlabase duale de P, (x;t) par rapport au produit scalaire défini en (1.28).
Comme P, (z;1) = m,, il découle de (1.31) et (1.32) que K, (1) = K),. Rappelons
ici que K, est le nombre de tableaux de Young de forme A et de poids ji. Foulkes a
conjecturé et Lascoux et Schutzenberger ([43]) ont prouvé que K, (t) est un polyndme
en t a coefficients entiers positifs et plus précisément que

Kyu(t) =Y ) (1.34)

T

ou la somme est prise sur tous les tableaux de Young 7" de forme A et de poids p et ¢(7")
la charge du tableau 7' (la charge est une application entiere définie sur I’ensemble des
tableaux de Young).

Il nous faut maintenant faire le lien entre la conjecture MPK et la conjecture n!.
Celui-ci vient de I’étude de la structure de §,-module bigradué de M,,.

1.1.4 Structure de S,-module bigradué

Ce paragraphe utilise la théorie des représentations linéaires des groupes finis et en
particulier les représentations du groupe symétrique. L’ Annexe A rappelle brievement
toutes les définitions et les résultats nécessaires a notre étude.

Comme nous 1’avons déja dit, la conjecture n! apparut comme partie d’une conjec-
ture plus forte impliquant la conjecture MPK. Cette conjecture, énoncée par A. Garsia
et M. Haiman relie les coefficients de Kostka-Macdonald au caractere de M,,, en tant
que S,,-module bigradué. Précisons 1’action de S, considérée, dite diagonale.

Définition 1.19 L’action diagonale du groupe symétrique S,, sur la Q-algébre Q[ X, Y]
correspond a la permutation des variables. Elle est donnée par la formule :

Wi = Toy(j)y WYi = Yuy(i)s VW E Sp. (1.35)

Soit L un diagramme du réseau carré. L’ anneau
g

@[X7 Y] = @@[X7 Y]ns
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est bigradué selon le degré en X et en Y, et I’action diagonale de §, est compatible
avec le bidegré. Tl est clair que pour tout diagramme L, A, est antisymétrique pour
I’action diagonale de S,,. Il est de plus bihomogene. Ceci implique que 1’espace M,
est S,-invariant et admet une décomposition bigraduée

M, =P ML), (1.36)

T8

en sous-espaces Sy-invariants (Mp), s = My NQ[X, Y], s
La série de Hilbert bigraduée de M, est donnée par

Ip| lal

Hi(g,t)=> ) t'¢° dim(My),s, (1.37)

r=0 s=0

et la caractéristique de Frobenius bigraduée de My, est la fonction symétrique donnée
par la formule

Ip| lql

Fr(iq,t) = FoeMp) = > > #7q"ch(xmy),..): (1.38)
r=0 s=0

ou M est le caractere du module M et ch la correspondance de Frobenius qui au
caractére irréductible x* fait correspondre la fonction de Schur sy. Nous rappelons
en annexe quelques éléments de la théorie des représentations linéaires de &, et nous
renvoyons a [24], [38] et [51] pour des exposés détaillés.
Si nous notons
Cu(w;q,t) = Fu(;q,) (1.39)

afin de retrouver les notations initiales de [26] et

H,(x;q,t) = Hy(w; q,1/t)t" ) (1.40)
avec
u(5q,t ZSAKAu g1), (1.41)
et
k
n(p) =Y (i — D, (1.42)
=1

nous pouvons alors énoncer la conjecture fondamentale de A. Garsia et M. Haiman,
établie par M. Haiman, qui interprete les coefficients de Kostka-Macdonald en termes
de multiplicités bigraduées des caracteres irréductibles de M,.

Théoréme 1.20 (conjecture C = H) Avec les notations précédentes,

Cu(wiq,t) = Hy(w;q,t). (1.43)
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La conjecture C' = H implique clairement la conjecture MPK. Elle implique aussi
la conjecture n! qui n’est que la partie dimensionnelle de la conjecture C' = H. En
effet, Macdonald a prouvé dans [45] que

Ky\,(1,1) = K (1.44)

ou K représente comme d’habitude le nombre de tableaux standard de forme . Nous
savons aussi (cf. [47], Corollaire 1.6.8 ou I’Annexe A) que la dimension de la repré-
sentation irréductible de S, de caractere X)‘ est K. On déduit alors de cela que si
(1.43) est vérifiée alors la dimension de M, est ) Kf = nl. Cette dernicre égalité est
une conséquence de la correspondance de Robinson-Schensted entre paires de tableaux
standard de méme forme A, partition de n, et permutations o € §, (cf. [50], [53]).

Nous voyons facilement que lorsque 1 = (1) ou = (n), le déterminant A, se
réduit au déterminant de Vandermonde en X et Y respectivement. Dans ce cas, c’est
un résultat classique (cf. [57]) que dim M,, = n!. 1l est tout a fait surprenant que la
conjecture n!, bien qu’apparemment élémentaire ait aussi longtemps résisté a toutes les
tentatives visant a I’établir. De plus le fait, prouvé par M. Haiman via des techniques
de géométrie algébrique, que la conjecture n! implique la conjecture C = H a conféré
a la premiere une place centrale dans cette étude.

1.2 Présentation des différentes approches

Nous présentons ci-dessous certaines des approches utilisées dans I’étude de la
conjecture n!. Il convient aussi de signaler la preuve de A. Garsia et M. Haiman [27]
dans le cas des partitions a deux lignes utilisant la notion d’algebre de Gorenstein, la
preuve de E. Allen [1] pour les équerres 1 = (A, 1¥) qui utilisent les algébres de Rota,
et les travaux de C. Dunkl et P. Hanlon [21] en termes d’opérateurs de Dunkl.

1.2.1 Principe d’expulsion

Le principe d’expulsion repose sur la théorie des harmoniques des orbites, dévelop-
pée par A. Garsia et M. Haiman [29]. Une partition p étant fixée, on lui associe une
orbite [p,,] qui est un ensemble de n! points dans @Q*". On introduit alors Jp,) I'idéal de
Q[X, Y] constitué des polyndmes qui sont nuls en tout point de [g,]. On définit aussi
grJ),,]- idéal gradué engendré par les termes de plus haut degré de .f,,) et H|, |, espace
des harmoniques de [p,,], défini par Hy,, = (ng[pM])l pour un certain produit scalaire.
Il est simple de prouver que la dimension de Hj, j est n!. La premicre utilisation de cet
espace vient de I'inclusion M, C H, j, qui implique dim M, < nl. La conjecture n!
revient alors a prouver que M, = Hy, ;.

C’est I’objectif du principe d’expulsion. La premiere observation est que M, est
un cone, i.e. I’ensemble des dérivées partielles d’un polyndme, a savoir 4, que 1’on
appelle son sommet. La question se transforme alors en la suivante : comment prouver
que H, j est un cone ? Une réponse est donnée par le Theorem 4.2 de [29], dont la
principale condition est que la série de Hilbert de Hj, ) soit symétrique. Le but est
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alors de construire une base de Hj, | qui respecte cette condition de symétrie. Les
techniques employées justifient le terme d’“expulsion” (cf. Chapitre 2) car il s’agit de
placer correctement des étiquettes dans un tableau de forme p.

Cette approche s’est avérée tres efficace dans le cas des équerres 1 = (a, P) et la
section 2.4 présente la preuve de A. Garsia et M. Haiman dans ce cas. Utilisant cette
méthode, E. Reiner [48] a appliqué cette démarche dans le cas des équerres généralisées
p = (a,2,1%), mais la complexité de sa preuve a jusqu’a présent été un frein a de
nouvelles investigations dans cette voie.

1.2.2 Bases monomiales et idéaux annulateurs

Le but de cette approche est I’obtention de bases explicites de M,. Nous nous
intéressons particulicrement aux bases de M, constituées de dérivées monomiales de
A, car leur lien avec les idéaux annulateurs de 4, via les bases de Grobner, incitent
a une étude simultanée de la structure de M, et des polynémes P € Q[X,Y] tels
que P(0)A, = 0. Dans cette optique, il est fondamental de bien comprendre 1’ac-
tion des opérateurs différentiels, et en particulier des opérateurs symétriques, sur les
déterminants de diagrammes Ar. On appelle ces opérateurs “opérateurs de sauts” car
leur action se traduit au niveau des diagrammes par des mouvements de cases. Cette
étude (cf. [8],[9]) permet de trouver de grandes classes de polynomes symétriques qui
annulent A,. Cette approche se veut une poursuite dans la voie combinatoire de N. Ber-
geron et A. Garsia [14], des travaux, plus géométriques de C. de Concini et C. Procesi
[19] ou de T. Tanisaki [59]. Ceci permet dans certains cas d’obtenir des bases explicites
monomiales de M. Cette démarche s’est en particulier révél€e fructueuse pour donner
une nouvelle description du sous-espace de M, constitué des polyndmes de degré en
Y nul, et pour obtenir une base monomiale de M,, dans le cas des équerres [4].

1.2.3 Approche récursive

La tentation d’approcher la conjecture n! de fagon récursive a été des le début
trés forte et a stimulé d’importantes investigations quant a la structure de M,. Les
articles [10] et [12] sont révélateurs de cette démarche. Une approche combinatoire
particulierement intéressante utilise la notion de partition trouée. On appelle ainsi une
partition p de n + 1 dont on a retiré une case (i, ), ce que ’on note p/ij. La case
(i,7) est appelée le trou de pu/ij et le principe est de faire se déplacer le trou dans le
diagramme de Ferrers. Les opérateurs de sauts se montrent ici bien utiles. La conjecture
centrale dans cette étude est une récurrence a quatre termes dont la partie non bigraduée
assure que M, /;; est un multiple de la représentation réguliere a gauche, la multiplicité
étant le cardinal de ’ombre de la case (7, j) dans p, i.e. le nombre de cases situées au
sens large au nord-est de (7, j) dans p. L’intérét de cette étude est sa grande richesse
combinatoire, méme dans le cas ol ’on ne considere qu’un seul alphabet (cf. [S],[8]).
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1.2.4 Généralisations

A partir des partitions trouées, il est naturel d’étudier plus généralement les espaces
My, pour des diagrammes L quelconques. La question qui se pose alors est : My,
est-il toujours un multiple de la représentation réguliere a gauche et en particulier sa
dimension est-elle toujours un multiple n! ? La réponse est négative ; par exemple, pour
L = {(1,0),(0,1),(2,1)}, la dimension de My, est 46, non divisible par 3! = 6.
Cependant ([11]), la réponse est positive pour les diagrammes de dimension 1. Mais
alors comment faire dans le cas des partitions quelconques pour généraliser M, /;; a
des diagrammes avec k trous ? Une réponse est apportée dans [7], ol nous introduisons
I’espace ij défini comme la somme de tous les espaces My, ou L s’obtient a partir
de p, partition de n + k en faisant k trous dans 1’ombre de (4, j). On obtient ainsi une
généralisation de la conjecture n!, déja partiellement résolue dans le cas du sous-espace
en un alphabet. Les opérateurs de sauts se montrent ici aussi fort utiles. Il est certain
qu’il reste dans ce domaine beaucoup a découvrir.

1.2.5 Géométrie algébrique

La conjecture n! est un probléme de combinatoire algébrique. Il a suscité et suscite
encore de nombreuses et intéressantes approches associant algebre et combinatoire,
mais force est de constater que la premiére preuve de la conjecture n!, obtenue par M.
Haiman [36], utilise de facon cruciale des outils de géométrie algébrique. Auparavant,
et en utilisant les m&mes techniques, M. Haiman avait déja prouvé [35] que la conjec-
ture n! impliquait la conjecture C' = H, ce qui achéve la preuve de la positivité des
polynomes de Kostka-Macdonald. Exposons en quelques mots les grandes lignes de
cette approche.

Soit R = C[z,y] I’anneau des polyndmes en deux variables a coefficients com-
plexes. Par définition, les sous-schémas fermés de C? sont en correspondance biuni-
voque avec les idéaux I C R. Le sous-schéma S = V() est fini si et seulement si R/]
a une dimension de Krull nulle, i.e. une dimension finie comme espace vectoriel sur C.
Dans ce cas, sa longueur est définie comme dimcR/1.

Le schéma de Hilbert H,, =Hilb"(C?) paramétre les sous-schémas fermés S C C
de longueur n, ou de facon équivalente les idéaux I de R tels que dimcR/I = n. Un
résultat fondamental est le théoréme suivant, dfi a Fogarty ([23]), et qui est particulier
4 C2 et faux en dimension supérieure : le schéma de Hilbert H, est une variété sur C
réguliere, irréductible, de dimension 2n.

L’exemple générique d’un sous-schéma fermé S C 2 de longueur n corres-
pond aux sous-schémas réduits composés de n points distincts. Un cas particulierement
intéressant pour notre étude est le cas des idéaux monomiaux. Si / C R est un idéal mo-
nomial alors les mondmes standards a’y? ¢ I forment une base de R/I.SidimcR/I =
n, les biexposants (p, ¢) des mondmes standard forment le diagramme £ d’une partition
de n, et réciproquement (on note [, I’idéal ainsi associ€ a la partition ).

Soit C[X,Y]| = C[z1, 1, .., Zn,Ys) ’anneau des polyndmes en 2n variables, de
telle sorte que Spec C[X,Y] = (C?)". Le groupe symétrique S, agit sur (C?)" en
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permutant les coordonnées cartésiennes, ce qui correspond a ’action diagonale de §,
sur C[X,Y]. On peut identifier Spec C[X, Y] avec la variété S"C? = (C?)"/S,, des
multiensembles (non ordonnés) de points de C2.

L’objet au centre de cette étude peut alors €tre défini comme le produit fibré réduit

X, — (€¥)"
! !
H, -2+ S"C?

ot o est le morphisme de Chow qui a un idéal fait correspondre le multiensemble de ses
points avec leurs multiplicités. La variété X, est appelée schéma de Hilbert iso-spectral.
Une partie des grands résultats de M. Haiman, mettant en lumiere les liens entre la
conjecture n! et la géométrie de X,,, et I’intérét de cette correspondance, peuvent alors
étre résumés ainsi (cf. [35, 36]) :

Théoreme 1.21 Les assertions suivantes sont équivalentes :
— La conjecture n! est vérifiée pour la partition 1 ;
— Le schéma de Hilbert iso-spectral X, est de Cohen-Macaulay dans un voisinage
du point Q,, = (1,,,0,...,0).

Théoreme 1.22 Si X,, est de Cohen-Macaulay en Q,, alors la conjecture C' = H est
vraie pour [i.

Théoreme 1.23 Le schéma de Hilbert iso-spectral X, est de Cohen-Macaulay.

En particulier, ces résultats impliquent les conjectures n!, MPK et C' = H, et
méme s’ils ne permettent pas de pénétrer la structure combinatoire de M,, établissent
définitivement de nombreuses assertions, jusque-la conjecturales.

1.3 Organisation de la these

La theése est organisée en six chapitres. Le premier, consacré a 1’introduction du
probléme s’acheéve avec cette section. Dans le second chapitre, nous exposons la théorie
des harmoniques des orbites et ses applications a notre étude. Apres une présentation as-
sez breve de cette théorie, nous en voyons trois grandes applications : obtention d’une
borne supérieure, premiére étude du sous-espace M, (X) de M, constitué des po-
lyndmes de degré en Y nul, et premiére preuve dans le cas des équerres p = (a, P).
Le chapitre suivant s’intéresse aux bases monomiales et aux idéaux annulateurs. Nous
commengons par exposer le principe, dont un ressort est la notion de base de Grobner,
puis nous introduisons les outils fondamentaux de cette approche que sont les opé-
rateurs de sauts (cf. paragraphe 1.2.2 ci-dessus), avant d’appliquer cela pour obtenir
une nouvelle description de deux cas déja cités : étude de M, (X') pour une partition
quelconque et de M, pour une équerre. Le Chapitre 4 présente 1’approche récursive
et I’étude des espaces associés aux partitions trouées. Nous présentons en particulier la
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résolution de la récurrence a quatre termes en un alphabet et une base explicite de 1’idéal
annulateur en un alphabet. Le cinquieme chapitre est consacré aux généralisations, i.e.
aux cas des diagrammes a plusieurs trous. Apres une présentation du probleéme et un
rappel des résultats de [11] dans le cas de la colonne trouée, nous étudions I’espace M,
déja cité au paragraphe 1.2.4, avant de mentionner le probléme “dual”, lié a 1’anti-ombre
d’une case. Le sixieme et dernier chapitre présente certaines problématiques liées a ces
questions et tente d’exposer les problémes ouverts et les prolongements possibles.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2

Les harmoniques des orbites ;
généralités et applications

La théorie des harmoniques des orbites a été développée par A. Garsia et M. Hai-
man, et tous les résultats de ce chapitre leur sont dus (cf. [26], [29]). Elle sert de fon-
dement a la conjecture n! et permet en outre d’intéressantes approches algébriques.
Sans entrer dans tous les détails, nous donnerons ici les principaux ingrédients de cette
étude, avant d’en présenter différentes applications. Le chapitre est composé de quatre
sections. La premiere introduit le principe en toute généralité. La seconde I'utilise pour
I’obtention de la borne supérieure de la dimension de M,. La troisi¢éme section est une
premiére étude du sous-espace M, (X) constitué des polynomes de degré en Y nul.
Enfin, la quatrieme expose une premiere preuve de la conjecture n! dans le cas des
équerres 11 = (14, L+ 1).

2.1 Généralités

Nous présentons ici quelques éléments de la théorie des harmoniques des orbites
ayant des applications dans 1’étude de la conjecture n!. Nous n’exposerons ici qu’une
petite partie de ce domaine, nécessaire dans notre cadre, mais un exposé tres détaillé
est disponible dans [29].

Soit R = Q[X] = Q[z1,x2,...,z,] 'anneau des polyndmes en les variables
x1,T2,...,Tym a coefficients rationnels. Dans cette section, X désigne un ensemble
de variables différent de celui utilisé dans le Chapitre 1 (cf. Définition 1.5), mais des
la section suivante 2.2, nous spécialiserons X pour retrouver les notations classiques.

Nous définissons un degré sur R en posant pour tout monéme XP = z* - - - ",
m
dw(Xp) = Z W;iP;
i=1
ol wy, ..., Wy, sont des coefficients de pondération positifs. Pour tout polynéme P =

27
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>_p cpXP et tout entier k, on définit

ThP= Y XP
dw(XP)=k

et on I’appelle le composant w-homogene de degré k. Un sous-espace V de R est dit
homogene (dans un contexte ou le degré est fixé, nous n’indiquerons pas le préfixe w)
si pour tout entier k ona ¥V C V.
On définit de plus un produit scalaire sur R en posant pour tous polynémes P, () de
R
(P, Q) = LoP(0X)Q(X) @.1)

ol P(0X) représente 1’opérateur différentiel associé a P (cf. section 1.1), et Iy est
I’opérateur qui a un polynéme fait correspondre sa valeur quand X = 0 (i.e. son terme
constant). Si A est une matrice m x m, on peut faire agir A sur les vecteurs ligne de
dimension m par multiplication a droite et poser pour tout polynéme P de R

TyP(X) = P(X.A). 2.2)

Remarquons que si le poids w est invariant par permutation, cette action préserve le
degré et le caractere homogene. On vérifie de plus aisément que si A est une matrice
orthogonale, cette action préserve aussi le produit scalaire (2.1).

Comme deux mondmes de degrés différents sont orthogonaux pour notre produit
scalaire, on a nécessairement que des composants homogenes de degrés différents
sont aussi orthogonaux. En particulier, le supplémentaire orthogonal d’un sous-espace
de R homogene est aussi homogene. Nous utiliserons le symbole L pour noter le
supplémentaire orthogonal par rapport a notre produit scalaire défini en (2.1). Il est
bon de noter que dans le cas de sous-espaces homogenes cette opération se comporte
exactement comme le supplémentaire orthogonal dans un espace euclidien de dimen-
sion finie. Plus précisément, nous avons la

Proposition 2.1 Si 'V est un sous espace w-homogene de R, alors il en est de méme
pour V=* et
(VHt=V. (2.3)

Si J C R est un idéal alors
Jt={P eQ[X]; f(OX)P(X) =0, Vf e J}, (2.4)

donc en particulier J* est stable par dérivation.

Preuve. La premicre assertion et 1’égalité (2.3) sont des conséquences immédiates des
observations suivantes : premi¢rement L agit séparément sur chacune des composantes
homogenes de R et deuxiemement chaque composante homogene est de dimension
finie. En ce qui concerne (2.4), nous notons que si P € R est orthogonal & J alors,
comme J est un idéal, nous avons nécessairement que

LodXPf(0X)P(X) =0 (Vf € J, Vp € N™).
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Ceci implique que f(0X)P(X) est nul ainsi que toutes ses dérivées. Donc, d’apres le
théoreme de Taylor, ce polynéme est nul, d’olt (2.4). La derniere assertion en est une

conséquence immédiate. |

Remarque 2.2 Notons que si J n’est pas un idéal homogene, I’ensemble décrit en (2.4)
peut étre réduit a {0} (par exemple lorsque J est I’idéal (X — a) pour tout a non nul).
Donc (2.3) est faux si V n’est pas homogene.

Maintenant soit J un idéal quelconque de R et soit Ry = R/J. L’idéal gradué
associé a J est par définition 1’idéal engendré par les composantes homogenes domi-
nantes des polyndmes de J, c’est-a-dire :

grJ = (h(P); P € J),

ou pour chaque P dans J, h(P) désigne la composante homogéne de P de degré maxi-
mal. Ceci étant posé, I’anneau quotient R/grJ est appelé version graduée de Ry et
noté grR ;.

Considérons maintenant un groupe GG de matrices orthogonales. Dans notre contex-
te, nous pouvons supposer que les matrices de GG ont des coefficients rationnels. Soit un
point p = (p1, ..., pm) de Q™. Sa G-orbite est par définition I’ensemble

[Pl = {pA; A€ G}.

Nous définissons aussi
Rije =R/ I

Jie ={P € R; P(z) = 0Vzx € [plg}.

Nous pouvons voir Ry, comme I’anneau coordonné de [p]c (vu comme une variété
algébrique). Comme I’idéal i), est clairement G-invariant sous I’action 2.2, G agit sur
R, - En fait, il est simple de voir que la représentation correspondante est équivalente
a’action de G sur les classes a gauche du stabilisateur de p. En particulier, quand p est
un point régulier (i.e. quand son stabilisateur est trivial), alors Ry, est simplement une
version de la représentation réguliere a gauche de G. Si, pour chaque A € G I’action
définie en (2.2) préserve le degré, nous pouvons associer a [pl; deux autres G-modules.
Ce sont grR,}, et son supplémentaire orthogonal

Hi = (1) 25)

Remarquons que si f(X) est un polyndme quelconque G-invariant, alors f(X) —
f(p) appartient a Jj,, et donc si f(X) est homogene alors f(X) lui-méme appar-
tient a gr.Jj,) .. Ceci implique que tout €lément P € Hy, . doit satisfaire I’équation
différentielle

F(OX)P = 0.
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Comme G est supposé composé de matrices orthogonales, le polyndme 22+ - - +x2, est
G-invariant. Ainsi tous les éléments de Hy; , doivent étre des polyndmes harmoniques,
i.e. des polyndmes annulés par le Laplacien :

A= i dx?.
i=1

Pour cette raison, nous les appelons les harmoniques de 1’orbite [p};. 1l est clair que
grR,). et Hy,, sont équivalents en tant que modules gradués car les €léments de
H,). peuvent étre pris comme représentants des classes de grRj,),. Plus important
encore est le fait suivant, pour lequel une preuve, fort simple, se trouve dans [29].

Proposition 2.3 Les deux modules grR,
Rije-

o et Hyy, sont des versions graduées de

Remarque 2.4 Une conséquence, tres partielle de ce résultat est le fait que Hy ), et
Ry, sont de méme dimension (i.e. le cardinal de I’orbite comme observé ci-dessus) et
qu’il en est de méme pour les composantes homogenes.

Nous allons maintenant voir comment le S,-module M,, défini dans I’introduction
(cf. Définition 1.6) peut étre construit via ce mécanisme.

2.2 Application a M, et borne supérieure

Nous commengons par introduire quelques nouveaux ingrédients. Soit u = (1g >
fg > -+ > pg > 0) une partition de n (n = g +- - -+ pup) ayant £ parts. Notons ¢ = g
le nombre de parts de sa partition conjuguée 4/ et soient ag, ..., ap_1, Bo,---,Ber_1
des nombres rationnels distincts. Rappelons qu’un tableau injectif de forme p est une
numérotation bijective des cases de p par les nombres {1,...,n}. L’ensemble de ces ta-
bleaux est notés Z7,,. Pour chaque tableau 7" € Z7,, et pour [ un élément de {1,...,n},
nous notons sy (l) = (ir(l),jr(l)) la case de T' qui porte le numéro [. Nous asso-
cions alors a T un point p(T) = (a(T),b(T)) dans Q*" en posant, pour tout [ dans
{1,...,n},
CLZ(T) = aiT(l) y bl(T) = 5jT(l). (26)

11 est peut-&tre utile de rappeler ici que conformément aux conventions exposées dans la
Définition 1.2, les colonnes et les lignes sont numérotées a partir de zéro, et de donner
un exemple. Si = (3,2) et

T —

alors p(T) = (Oéo, o, (1, O, (1, ﬁlv 607 617 ﬁ27 60)
Notons que I’ensemble
{p(T); T €IT,} 2.7
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est composé de n! points distincts. En effet, comme les ¢; et les 3; sont supposés dis-
tincts, nous pouvons reconstruire la position de 1’entrée [ dans le tableau 7" en regardant
les coordonnées q; et b; de p(7"). Notons aussi que I’ensemble en (2.7) est I’orbite d’un
point quelconque de cet ensemble sous 1’action diagonale de §,, définie en (1.35).

Nous pouvons ainsi construire des versions graduées de la représentation réguliere
a gauche de S, par le mécanisme décrit dans la section précédente. Dans ce cadre,
nous prenons pour G le groupe des matrices de permutation agissant sur les vecteurs
(1,.--,Tn,Y1,---,Yn) par 'action diagonale de S,,. Le nombre de variables m est ici
2n et R est I’anneau des polynomes en 2n variables

R=QX.,Y|=Q[z1,...,Zn, Y1, Yn]

En ce qui concerne le w-degré, nous remarquons que tout vecteur w = (wy, . .., Way,)
qui donne un poids w, aux n premieres variables et un poids w, aux n dernicres est
invariant sous I’action diagonale de S,. Nous utiliserons la notation [p,] pour I’orbite
définie en (2.7). Nous noterons R’[Pu]’ grR[pM] et HW] I’anneau coordonné, sa version
graduée et I’espace des harmoniques correspondant. Nous nous dispensons de préciser
le groupe G ~ §,, dans les notations car celui-ci restera fixé dans toute notre étude.
Les définitions de ces espaces peuvent laisser penser qu’ils dépendent des choix des ¢
et des ;. Il en est certainement ainsi pour I’anneau coordonné Ry,,;. Cependant, les
deux résultats suivants suggerent avec force que I’espace des harmoniques H, | ainsi
que I'idéal grJj,,| et I'anneau quotient grRy, ; ne dépendent que du choix de .
Le point de départ est le remarquable résultat suivant.

Proposition 2.5 Si (i, j) est une case a I’extérieur de la partition yu alors pour tout s €
{1,...,n} le monéme x'yl appartient a I’idéal grdip, - En particulier si un monome
XPYD = o . any{' ... yn" est non nul dans le quotient grRy, | alors toutes les
paires (ps, qs) doivent étre des biexposants de i, et tout polynome de H, ) doit étre

une combinaison linéaire de mondémes satisfaisant la méme condition.
Preuve. Nous affirmons que le polyndme

i—1 7j—1
FXY) = T (@s =) [T (vs = 55)
i'=0 §'=0

doit nécessairement s’annuler sur toute I’orbite [g,]. En effet, si f ne s’annule pas en
un point
(a,b) = (a1,...,an,b1,...,by)

alors ag ne peut prendre aucune des valeurs ag, g, . .., a;—1. Donc si T est un tableau
injectif donnant (a,b) via la construction définie en (2.6), alors I’entrée s ne peut pas
se trouver dans ’'une des ¢ premieres lignes de T'. De maniere symétrique, ’entrée s
ne peut pas se trouver dans les j premieres colonnes de T'. Ceci place alors I’entrée s a
Iextérieur de y, ce qui est absurde. Nous concluons donc que f € .f, |- Par conséquent,

sa composante homogene de degré maximal, a savoir 2%y} appartient a grd,,)- Clest
notre premiere assertion.
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Nous en déduisons qu'un mondme XPY' 4 =z ... zp"yf" ... yi" est dans gr.Jj, |

des qu’il contient comme facteur un :L;yg Si un mondme n’est pas nul dans grRy, ),
ceci force toutes les paires (ps, gs) a étre a I’intérieur du diagramme de p. Mais ceci est
équivalent a dire que toutes les paires (ps, gs) sont des biexposants de p. Finalement,
en utilisant la Proposition 2.1 (équation (2.4)), nous en déduisons que tout polyndme
P € Hj,, doit satisfaire les équations différentielles

drs'0y/ P(X,Y) = 0.

Ainsi tout mondme qui contient comme facteur un 2%y?% a un coefficient nul dans P. La
preuve est alors complete. |

Théoreme 2.6 Pour tout choix des oy et des 3; et tout w-degré diagonalement inva-

riant, nous avons l’inclusion
M, C H[Pu]' (2.8)

En particulier, nous en déduisons que pour toute partition p de n, I'inégalité suivante
est vérifiée :

dimM, < nl. (2.9)
Preuve. Comme Hj, | est, en tant que S,-module et pour tout choix de nos pa-
rametres, une version de la représentation réguliere a gauche de §,, cet espace doit
contenir la représentation alternante avec une multiplicité égale a 1 (cf. [54], Corol-
laire 1, p. 18 ou I’Annexe A). Ceci signifie que Hy, j contient un polynéme A(X,Y),
unique a une constante multiplicative pres, qui est antisymétrique pour ’action dia-
gonale. Un tel polynome est nécessairement une combinaison de monomes XPY 9 =
byt Lyl avec des paires (p1,q1),- -, (Pn,qn) toutes distinctes. D’autre
part, d’apres la proposition précédente, ces paires doivent toutes €tre des biexposants
de p. Comme 4 a en tout n cases, nous n’avons que n biexposants distincts. Ceci im-
plique que A(X,Y') est égal au produit d’une constante non nulle par le polynéme
obtenu en antisymétrisant par action diagonale un mondme de tableau, i.e. un mondme

tel que

mr(X,Y) = [[ 2 Wyi"®. (2.10)
k=1

En d’autres termes A(X,Y’) doit étre un multiple du polynéme A, (X,Y’) défini en
(1.5). Ceci implique que A, (X,Y") est lui-méme dans Hy, ;. Comme, d’apres la Pro-
position 2.1, Hj, | est stable par dérivation, I’espace entier M, doit étre contenu dans
Hp,).

L’inéquation (2.9) est alors une conséquence immédiate de (2.8) et du fait que H,,
est une version de la représentation réguliere a gauche de §,, donc de dimension n!. |

Nous en déduisons alors le corollaire suivant.

Théoreme 2.7 La conjecture n! implique que pour tout choix d’un poids w suppos
Sp-invariant et toute spécialisation des «; et des (3;, nous avons les égalités suivantes

M, =H|,, (2.11)
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et
grdip,) = Ly, (2.12)

on I, est I’idéal des polynomes f(X,Y') qui annule A, i.e.
I,=(feR; f(OX,0Y)ALX,Y) =0). (2.13)

En particulier, M,, est une version bigraduée de la représentation réguliere a gauche
de S,,.
Preuve. Nous avons uniquement besoin de vérifier (2.12). Pour cela, nous remarquons
que, comme I'idéal grJj,,; est homogene, nous pouvons appliquer la Proposition 2.1 et
déduire de (2.11) que

grdp,,) = (My)*. (2.14)

Mais pour qu’un polyndéme f(X,Y") soit orthogonal a M,,, il faut et il suffit que pour
tous p et q on ait
Lof(0X,0Y)0XPOYIA,(X,Y)=0.

Ceci implique que le polyndme f(X,Y) est nul en zéro ainsi que toutes ses dérivées.
D’apres le théoreme de Taylor, ceci prouve que ce polyndme est identiquement nul.
Réciproquement, tout élément de 7, est évidemment orthogonal a M,,. Ceci prouve

(2.12). La derniere assertion est une conséquence immédiate de (2.11). |

2.3 Cas d’un alphabet

Un diagramme du réseau carré L étant fixé, le cas d’un alphabet consiste a étudier
le sous-espace de My, (X,Y") constitué des polyndmes ne faisant apparaitre qu’un al-
phabet, a savoir X. Autrement dit :

Définition 2.8 Nous notons Mp(X) = M (X,Y) N Q[X] le sous-espace des po-
lynomes de degré en'Y nul.

Nous abordons dans cette section 1’étude de M, (X) ; elle sera complétée dans la sec-
tion 3.3.

2.3.1 Réduction aux polynomes de Garnir

Etant donné que nous aurons 2 travailler dans Q[X], Q[X, Y] ou d’autres espaces
semblables, il sera pratique d’utliser la notation Z pour un sous-alphabet de (X,Y")
(par exemple X). Nous utiliserons cette notation dans tout le texte de la these. C’est
ainsi que nous noterons Q[Z] I’anneau des polyndmes a coefficients rationnels en les
variables Z. Pour un polyndéme P € Q[Z], nous désignerons par P(0) = P(0Z)
I’opérateur différentiel obtenu en substituant Oz; et dy; a la place des variables z; et y;,
et par Ly[P] ’espace engendré par toutes les dérivées partielles de P, ce qui généralise
la Définition 1.6.
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Soit maintenant A = (ay, ..., a,,) une partie ordonnée de {1,...,n}. Nous note-
rons A(X 4) le déterminant de Vandermonde en le sous-alphabet X4 = (xq,, . . ., Zq,, ),
ou plus précisément vu que 1’ordre compte :

A(X ) = det (2771) (2.15)

1<i,j<n’
Soit 4 = (u1 > --- > pg) une partition de n et i/ = (uy > -+ > pj) sa par-
tition conjuguée. Soit 1" un tableau injectif de forme p (cf. Définition 1.18). Notons
C1,...,Cp les colonnes de T" ordonnées de la gauche vers la droite. Avec ces nota-
tions, la colonne C;j est de hauteur 1. Dans chaque colonne de 7', nous ordonnons les
étiquettes dans Cj suivant leur ordre d’apparition de bas en haut.

Définition 2.9 Avec les notations précédentes, nous définissons le polynéme de Garnir
relatif au tableau T’ par :

Ar(X) = A(Xey) -+ A(Xg,). (2.16)

Par exemple si u = (3,3,1) et T vaut

2.17)

alors

1 =z 2
5 s 1 x 1 x
Ap(X)=det | 1 zp 23 | xdet 6 ) x det ). @18)
1 T3 1 T4

Ces polyndmes furent introduits par Garnir ([24]) dans sa reconstruction de la
représentation naturelle de Young. Notons, conformément a la Définition 1.18, CZ,
I’ensemble des tableaux injectifs et croissants sur les colonnes de forme .

La proposition suivante permet en particulier d’obtenir le polynéme de Garnir d’un
tableau comme dérivée monomiale de A, et nous sera utile par la suite.

Proposition 2.10 Si nous associons au tableau T' de forme le diagramme L un momdme
Yr dans Q[Y] par la formule

Yr= 11 %0 (2.19)
(r,c)eL
alors nous avons
OYPAL(X,Y) = £y Ap(X) (2.20)

ou Uentier vy, est défini par v, =[], .cy, c!-
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Preuve. Esquissons la preuve de ce résultat tres naturel. Vu que ¥ est du méme degré
enY que Ay, le polyndme OYrAp(X,Y) est dans Q[X]|. Comme les termes de Aj,

sont :
1 ,,C1 .72 ,,C2 Tn ,,Cn

E(U) xolyolmagyag e xo'nyo'na (221)

ou €(o) est la signature de la permutation o, les termes de 0Y7Ar(X,Y) sont de la

forme

T r
6(0) T o xo?ﬂ

avec 05 =i < ¢; = cr(j), d’on (2.20). |

Le résultat central de ce paragraphe est le suivant ([26], Theorem 1.5).

Proposition 2.11 L’espace M,,(X) est engendré par les dérivées partielles des po-
lynomes de Garnir relatifs aux tableaux croissants sur les colonnes de forme u, ce que
nous notons :

M, (X) = Ly[Ar; T € CZ,). (2.22)
Preuve. Nous associons a tout tableau injectif 7' un mondme en posant, de méme qu’en
(2.10) :

mr(X,Y) =[]« Py (2.23)
k=1

ou (ir(k), jr(k)) estla case de T" ou apparait I’étiquette k. Le polynéme A, peut alors
&tre obtenu par action diagonale de &, sur le mondme associé a un tableau 7 fixé, par
exemple le tableau superstandard (rempli des étiquettes {1, ..., n} de la gauche vers la
droite et de bas en haut). Nous avons donc

A, = Z e(o)omr, (X,Y) (2.24)
UESTL

avec €(o) la signature de la permutation o. Notons G le sous-groupe de S, constitué
des permutations qui laissent les colonnes de 1" globalement invariantes. Introduisons
N(T) = > ,cq, €(o)o selon une notation de A. Young (cf. [61]). En groupant les
termes de (2.24) selon les classes a gauche de Gg;,, nous avons

L ik L ik
AXY) = S e [ < N [[ 2" @29
7€8n/N(Tp) k=1 k=1

ol avec un (petit) abus de notation, nous avons noté §,/N(7j) pour un systetme de
représentants des classes modulo Gy,. 11 est alors facile de voir que I’expression

k=1

est tout simplement le polyndme de Garnir associé a 73. A présent, pour un 7' € C1,
fixé, notons 7(7") la permutation qui transforme Aq, en Ar, et ¢(7) la signature de
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cette permutation. Alors en prenant pour S,/N(Tp) I’ensemble {7(T) ; T € CZ,},
nous simplifions (2.25) pour obtenir enfin :

AXY)= Y e Hy]T(k x Ap(X). (2.26)

TeCT,

Nous déduisons alors facilement de cette équation que tout polyndme dans M, (X) =
L5[A,]NQ[X] est nécessairement une combinaison linéaire de dérivées de polyndmes
de Garnir relatifs a des tableaux croissants sur les colonnes. |

2.3.2 Borne supérieure pour la dimension

Conformément au paragraphe précédent, nous noterons Z un sous-ensemble de
I’alphabet (X, Y"). Commengons par une définition importante.

Définition 2.12 Soit M un sous-espace vectoriel de Q[Z]. Nous définissons son idéal
annulateur comme [’idéal Iyg suivant

In = {P € Q[Z]; VQ € M, P(9)Q = 0}. (2.27)

Lorsque P(0)Q = 0, nous dirons que P annule ou méme “tue” Q.
Dans le cas M = Ly[P], nous noterons ’idéal annulateur simplement Ip et dans
le cas M(X) = M(X,Y') N Q[X], nous noterons Tng(X) pour Tng(x)-

Remarquons qu’une conséquence de la Proposition 2.1 est que pour M un sous-
espace homogene et stable par dérivation, nous avons

M = Iy = {P € Q|Z]; VQ € Im, (P,Q) =0}, (2.28)

ot le produit scalaire est celui introduit en (2.1).
Enoncons maintenant un lemme qui saura se montrer bien utile pour I’étude des
idéaux annulateurs en un alphabet.

Lemme 2.13 Soit M = M(X,Y) un sous-espace de Q[X,Y] et M(X) son sous-
espace composé des polynomes de degré en' Y nul. Nous supposons que M est stable
par dérivation. Nous avons alors la relation suivante entre les idéaux annulateurs :

Im(X) =Im NQIX]. (2.29)
Preuve. Linclusion Z N Q[X]| C Z(X) est immédiate. L’inclusion réciproque est
obtenue de la fagon suivante. Si P est un élément de Z(X) et ) un polynéme dans
M(X,Y), on regarde les mondmes de ) en Y a coefficients dans Q[X]. Ces coeffi-
cients sont des éléments de M (X) car M est supposé stable par dérivation. Donc ces
coefficients sont tués par P et il en est ainsi pour () lui-méme. |

L’ objet principal de ce paragraphe est I’obtention du résultat suivant, o nous notons
w = pq!. .. pe!l. Le lemme précédent permet une approche relativement simple de ce
résultat.
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Proposition 2.14 La dimension de M, (X) = M, (X,Y) N Q[X] vérifie I'inégalité
suivante |
. n!

dimM,(X) < ik (2.30)

Preuve. Reprenons les notations et la construction introduites dans la section 2.2, en
particulier le processus (2.6) associant a tout tableau injectif 7" un point (a(7"),b(T"))
dans Q2", l’orbite ainsi engendrée étant notée [0.]. Comme nous ne considérons que
I’alphabet X, nous considérons la projection [p,(X)] de [p,] sur Q", i.e. nous asso-
cions a tout tableau injectif 7" le point (7). Nous procédons de méme que dans la
section 2.1 en introduisant ., (x) I'idéal annulateur de [p,(X)] ainsi que grJj,, (x)]
et Hp, (X)) = (g0}, (x)))

Il est immédiat de voir que deux tableaux injectifs donnent le méme point si et
seulement si ils ont les mé&mes entrées sur chaque ligne. De ce fait le nombre de points
de [p,(X)] est le nombre de tableaux croissants sur les lignes, soit n!/u!. Ceci im-
plique, comme observé a la Remarque 2.4 que la dimension de I’espace des harmo-
niques Hy, 1(X) est précisément n!/u!. D’apres I’équation (2.28), il ne reste plus alors
qu’a prouver I’inclusion suivante :

ng[pM(X)} - IMM(X)- (2.31)
Observons tout d’abord qu’une conséquence du Théoreme 2.6 est

ng[pM] - IM;L = IA (2.32)

we

Ensuite vu que I’espace M,, est évidemment stable par dérivation, nous pouvons appli-
quer le Lemme 2.13, d’ott : I, (X) = Zn, N Q[X].

Soit alors un polyndme P dans .J,, (X ). Comme P € Q[X,] C Q[X,,,Y,], P est
aussi dans I’idéal annulateur de 1’orbite [p,]. Nous en tirons alors

W(P) € Tm, = h(P) € Tnm, NQ[X,] = T, (X) (2.33)

d’apres (2.32). La preuve de (2.31), et donc de (2.30), est ainsi complete. ||

2.4 Premiere preuve pour les équerres

Nous donnons ici la premiere preuve de la conjecture n! dans le cas des partitions
en forme d’équerre, qui est due a A. Garsia et M. Haiman [26]. La preuve applique le
principe dit d’“expulsion”, que nous commengons par exposer dans sa généralité.

2.4.1 Principe d’expulsion

Définition 2.15 Un sous-espace vectoriel M de Q[Z), o Z est un sous-alphabet de
(X,Y) (et méme ici un alphabet quelconque), est un cone s’il estégal a I’ensemble des
dérivées partielles de I’un de ses éléments, soit avec la notation introduite en (1.3) :

M = L5[A] (2.34)
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pour un élément A de M que ’on qualifiera de sommet de M. Celui-ci n’est pas
unique, mais nous nous permettrons d’appeler “le” sommet un tel polybme.

L’observation fondamentale est la suivante. Le Théoréme 2.6 nous donne 1’inclu-
sion (2.8) :

M, € Hj,,

ol H, ) est I’'ensemble des harmoniques associées & une orbite réguliere [g,] (cf. sec-
tions 2.1 et 2.2). Dans ce cas H|, | est de dimension n!. Si I’on arrive a prouver que
H,,) est un cone dont le sommet est de méme degré que A, alors on obtient I’égalité
dans (2.8) et par conséquent la conjecture n! pour la partition .

La question devient alors principalement de montrer que I’espace des harmoniques
H;, ) est un cone. Mais comment déterminer si I’espace Hj, des harmoniques associé
a une G-orbite [p] (nous reprenons les notations générales de la section 2.1) est un
cone ? Une réponse a cette question est fourni par le remarquable théoréme suivant (cf.
[29], Theorem 4.2) qui permet de plus de construire une base homogene pour gr.f,.

Théoreme 2.16 Soit ay < -+ < a|g| un ordre total sur [p]. Supposons de plus que
no = max{deg P; P € Ry, } et que B = {®y, }1<;<|| est un ensemble de polynomes
vérifiant :
0 0| 5007
(i) {PeB;deg® =i} =|{PeB; deg®=mp—1i}, VO <i<ny.
(iii) np = max{deg® ; ¢ € B}.
Alors
1. {h(®) ; ® € B} est une base de grRy, ;
2. Hy,) est un cone.
Le nom principe d’expulsion est souvent attribué a ce théoreme et les polyndmes de la

famille B satisfaisant les hypotheéses sont appelés polyndmes d’expulsion. L’origine de
ce nom sera justifiée dans la preuve au paragraphe 2.4.3.

Principe 2.17 Sinous nous rappelons alors de la construction de Hj, j et de I’inclusion
(2.8), nous pouvons, comme le fait E. Reiner dans [48], détailler le plan des différents
étapes visant a2 montrer la conjecture n! via le principe d’expulsion :

1. Imposer un ordre total < sur I’ensemble 177, des tableaux injectifs de forme .
Cet ordre peut bien siir s’étendre a [p,] en posant p(T1) < p(Tz) < Ty < Tb.

2. Définir un poids w : T7, — {t"q¢* ; r > 0 s > 0} et poser
wi(T) =71 et wy(T) =s quand w(T) =1t"¢*
et

Weg(T) = wi(T) + we(T) et no(p) = max{wqo(T); T € I7,}.
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Ce poids doit étre symétrique, i.e.
HT €17, ; wo(T)=1i}| = {T € I7,; wq(T) = no(p) —i}|, (2.35)

pour tout 0 < i < ngp(p).

3. Construire pour chaque tableau T" € 1T, un polynome d’expulsion ®7(X,Y)
satisfaisant les conditions suivantes :

. / =0si 1" T,
(i) @7 (p(T")) { #0 zz T! i T.

(i) degy(Pr) =w(T) et degy (Pr) = wy(T).
4. Vérifier que max{deg ® ; ® € Hy, |} = deg A;, = no(n).

Nous allons d’ici la fin de cette section exposer la preuve de A. Garsia et M. Haiman
établissant la conjecture n! pour les équerres via le principe d’expulsion.

2.4.2 Résultats polynomiaux

Avant d’entrer dans le coeur de 1’expulsion, nous rappelons dans ce paragraphe des
résultats qui sont des identités vérifiées par les polynomes de Macdonald et certaines
de leurs dérivées. Nous donnons ces résultats sans preuve. Ces preuves, dans lesquelles

manipulations algébriques et récurrence sont les maitres mots, se trouvent en [26] et
[46].

Définition 2.18 Une partition i de n est appelée équerre si elle est de la forme (1%, A+
1) avec A et L des entiers tels que A+ L+ 1 = n. Visuellement, 1 est composée d’une
ligne et d’une colonne, d’oit le terme d’équerre :

H= (5713) =

La colonne est appelée jambe de i et la ligne son bras.

Conformément a (1.40), nous notons H u(25q,t) le polynéme de Macdonald re-
normalisé. Nous introduisons de plus Fu(q, t) = op1"H (235 q,t) o la dérivation par
rapport a p; est possible vu que le polyndéme H u(5q,t) est symétrique et que les
fonctions puissances p; forment une base de 1’algebre A des fonctions symétriques (cf.
Proposition 1.13).

Le premier résultat nécessaire a notre étude est le suivant.
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Proposition 2.19 Le polynéme F(1L7 A+1)(¢:t) a une composante de degré maximal
bihomogéne de degré (L ;1) entet (A;rl) en q. De plus, ce polyndme est bisymétrique
entetq,i.e. nous avons :

(B E —F
t\ 2 q 2 F(IL,A—‘,-I)(l/q’ 1/t) —F(1L7A+1)(q,t). (236)
Un corollaire de ’identité (2.36) est que la spécialisation F(1L7 A+1)(t, ) possede

une suite de coefficients symétrique. Le but est ici d’obtenir la conjecture n! pour une
équerre ;1 = (1%, A + 1) via le principe d’expulsion. Plus précisément, nous voulons

construire une base By 441 pour I'espace Ry, (avec [p] = [p,]) satisfaisant 1’égalité
suivante
> 98 = Fiu ) (t1). (2.37)
beBlL,A+1

La symétrie de F, (1F,A+1) (t,t) garantit alors la validité de la condition (ii) du Théoréme
2.16. Ceci implique que H, est un cone dont on vérifie aisément que le sommet est
A

"

Définition 2.20 Nous appellerons équerre étiquetée associée a la permutation o € S,
le tableau m obtenu en placant les étiquettes o1, . . . , 0, successivement dans son bras
de la droite vers la gauche puis dans sa jambe de bas en haut. Ainsi léquerre étiquetée
correspondant & p = (5,13) et @ 0 = 46381657 est

7
5
6
183 |6]4
T =
En posant A(7) = 01,...,04 et L(7) = 0g,...,0n, et en rappelant qu’une inver-

sion dans un mot W (liste d’entiers) est un couple (i, j) tel que i < jet W (i) > W(3),
nous pouvons donner le second résultat concernant F . 4 1) (g, t) qui est un ingrédient
important de notre preuve sous la forme

Proposition 2.21 Le polynome F, (12,441)(q, t) vérifie Uidentité suivante

Fae apny(g,t) = #mEm)gnAm), (2.38)

ou m décrit toutes les équerres étiquetées de forme (1L, A + 1) et inv représente le
nombre d’inversions dans un mot.
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2.4.3 Expulsion

Reprenons le procédé (2.6) qui a un tableau injectif associe un point dans (F".
Considérer les tableaux injectifs ou les équerres étiquetées revient au méme, nous
préférerons donc I’utilisation des équerres étiquetées m, pour leur rapport avec les per-
mutations. Le point associé a 7 dans [p] sera noté p(w) = (a, b,). Nous définissons
de plus un ordre total sur I’ensemble des équerres étiquetées en posant, si 7 et 7 sont
associées respectivement a o et o’ :

7T'<7T<:>a£201,...,a;:ajeta;-+1<aj+1 (2.39)

pour un entier j, c’est-a-dire en utilisant I’ordre lexicographique sur les permutations.
L’idée de la construction de la base 5L ,41) est de produire, pour chaque équerre
étiquetée 7 un polyndéme ®,(X,Y) tel que

=0sin’ <m,
Dy (an, brr) = { i (2.40)
Posons alors
Bar ar1y = {@x(X,Y)}r. (2.41)

Il est clair que (2.40) assure I’indépendance linéaire de la famille 5,2 4 1). Pour sa-
tisfaire aussi la condition (2.37), nous allons construire ®;(X,Y") de telle sorte que
sa composante de plus haut degré soit homogene de degré inv(L(w)) en ¢ et de degré
inv(A(m)) en ¢. C’est justement afin de bien comprendre cette construction qu’inter-
vient le vocabulaire d’“expulsion”.

Commencons par remarquer que le facteur linéaire x; — «; est différent de zéro
en (ar,by) si et seulement si ¢ n’est pas dans la j-ieme ligne de 7. Nous exprimerons
ceci en disant que x; — «; expulse I’étiquette ¢ en dehors de la ligne j de p. Nous
allons construire notre polyndme ®,(X,Y) comme un produit de facteurs linéaires
qui poussent toutes les étiquettes a la place qu’elles occupent dans 7. Nous entendons
par 1a que (ar, b;) sera le premier point de 1’orbite pour I’ordre introduit en (2.39) sur
lequel aucun des facteurs, donc @, lui-mé&me ne s’annule. Décrivons maintenant cette
construction.

Soit i I’étiquette de 7 en place (0,0)(dans le coin de p). Notons L., et A,
I’ensemble des étiquettes inférieures a gy se trouvant respectivement dans la jambe et
le bras de 7. De la méme fagon nous définissons L ;, et A-;, comme 1’ensemble des
étiquettes supérieures a 7y se trouvant respectivement dans la jambe et le bras de 7. La
premiere étape consiste a expulser toutes les étiquettes de L, hors du bras (la ligne
0) et toutes les étiquettes de A ;, hors de la jambe (la colonne 0). Ceci est possible par
utilisation du polynéme suivant

(X, Y)= [ @i—-a0) [] wi—50) (242)

’L'EL<Z'O i6A>iO

Il est alors facile de voir que si (a,, b;) est le premier élément de 1’orbite pour 1’ordre
(2.39) en lequel ¥ ne s’annule pas, alors toutes les étiquettes dans L;, UL+, se placent
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en croissant de bas en haut dans la jambe de 7' et toutes les étiquettes dans A, U A;,
se placent en croissant de la droite vers la gauche dans le bras de 7. Pour forcer les
étiquettes a occcuper la bonne place, il faut procéder a de nouvelles expulsions. Nous
allons illustrer ceci dans le cas d’un exemple, le raisonnement se généralisant sans
probleme. Prenons

m =

Alors ¢ = (x9 — ap) (x5 — ap)(y7 — Po) et le premier élément de 1’orbite non annulé
par v est

, 6 | T 4] 3|1
mw =

Nous pouvons alors expulser 5 de la ligne 2 par a5 — aa et expulser 7 dans la colonne 4
via (y7—1)(y7—P2)(y7— 33). Le premier point de 1’orbite non annulé par le polyndme

$1(X,Y) = (X, Y ) (x5 — a2)(yr — B1)(yr — B2)(y7 — B3)

est associé a 1’équerre étiquetée

|47

Enfin pour forcer 3 & prendre la place souhaitée, il suffit de I’expulser de la colonne 2.
Ainsi 7 est la premiere équerre étiquetée en laquelle le polyndme

$2(X,Y) = ¢1(X,Y)(ys — B2)
ne s’annule pas. Nous pouvons alors poser

_ $(X)Y)
(X)Y)=—F""—"%-

¢2 (aﬂ'7 b7r)
On observe alors aisément que dans le cas général une étiquette ¢ dans le bras de
7 a la j-ieme colonne peut étre placé ici “de force” en expulsant de la j-iéme colonne
toutes les étiquettes supérieures a ¢ qui sont a droite de ¢ dans 7. Ceci signifie justement
que la contribution de 1’étiquette ¢ au degré en X de @, est égale au nombre d’inver-
sions occasionnées par i dans le mot .A(7). Un raisonnement semblable s’applique aux
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étiquettes de la jambe de . Comme les degrés en X et en Y du polyndme ) défini en
(2.42) sont respectivement égaux aux nombres d’inversions causées par § dans £(7) et
A(7), nous en déduisons que la composante de degré maximal de &, (X, Y") est biho-
mogene de bidegré (inv(L(m)), inv(A())). Ceci nous assure que notre base Bz 441)
vérifie (2.37) et prouve ainsi la conjecture n! pour les équerres.

2.4.4 Cas des équerres généralisées

Il est en théorie possible d’utiliser le principe d’expulsion pour prouver la conjec-
ture n! dans le cas de partitions de forme quelconque. Cependant, la complexité des
polyndmes qui accomplissent les expulsions souhaitées augmente considérablement
quand on considere des formes plus générales. Par exemple, lorsque I’on passe des
équerres aux équerres généralisées, i.e. lorsque 1’on rajoute a une équerre la case (1, 1),
on ne peut plus exécuter les expulsions via des produits de facteurs linéaires. E. Reiner
[48] a découvert que dans ce cas certaines des expulsions doivent étre réalisées par des
fonctions de Schur drapeaux. Ceci lui a permis d’établir la conjecture n! dans le cas des
équerres généralisées, mais la grande complexité de sa preuve a juqu’a présent été un
frein a de nouvelles investigations dans cette voie.
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Chapitre 3

Bases monomiales et idéaux
annulateurs

L’étude de I’idéal annulateur 7, de M, est tres liée a celle des bases de M, com-
posées de dérivées monomiales de A,. Ce chapitre, qui traite de ces questions, est
composé de quatre sections. Apres avoir, dans une premiere section, explicité ce lien,
qui se fait par les bases de Grobner de 7, nous introduirons, dans la suivante, les outils
pratiques permettant 1’étude des idéaux annulateurs, a savoir les opérateurs de sauts.
Nous donnons enfin deux applications de ce principe : au cas de M, (X), sous-espace
des polyndmes de degré nuls en Y dans la troisieme section, et au cas des équerres dans
la derniére section.

3.1 Principe

3.1.1 Rappels sur les bases de Grobner

Commencons par quelques rappels sur les bases de Grobner, qui sont un ingrédient
essentiel de cette démarche. Nous nous appuyons sur I’ouvrage de D. Cox, J. Little et
D. O’Shea [20].

Placons-nous dans I’anneau R = Q[X] = Q|xzy, ..., x,,] des polyndmes a coeffi-
cients rationnels.

Définition 3.1 Un ordre monomial sur R est une relation > sur I’ensemble des mom-
mes X“ de R (ou de facon équivalente sur I’ensemble des vecteurs exposants o € N™)
satisfaisant :

(i) > est un ordre total ;

(i) > est compatible avec la multiplication, i.e. si X* > XP alors pour tout monome
X7, nous avons X*X7 = Xt7 > XAty = XBX7 ;

(iii) > est un bon ordre, i.e. tout ensemble non vide de mordmes a un plus petit élément
pour >.

45
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Pour un ordre monomial > fixé, nous appellerons mondéme dominant d’un polynome
non nul P € R le plus grand monéme apparaissant dans P relativement a >. Il sera
noté LM(P). Le coefficient du mondme dominant sera appelé coefficient dominant.

Exemple 3.2 Soient X* et X # deux mondmes dans R. Nous dirons que X% >jex
X7 si dans la différence o — 3 € Z™ le premier terme non nul est positif. L ordre
lexicographique ainsi défini est un ordre monomial.

Nous dirons que X® >i,viex X7 si dans la différence o — 3 € Z™ le dernier terme
non nul est négatif. L’ ordre lexicographique inverse ainsi défini est un ordre monomial.

Nous dirons que X® >greviex X7 si St > S0 B, ousi S oy =
>, B et dans la différence v — 8 € Z™ le dernier terme non nul est négatif. L’ ordre
lexicographique inverse gradué ainsi défini est un ordre monomial.

Définition 3.3 Fixons un ordre monomial > sur R et considérons un idéal I C R.
Une base de Grobner de I (relative a >) est un ensemble fini de polynomes G =
{g1,..., 9t} C I tel que pour tout polynome non nul P € R, LM(P) est divisible
par l'un des LM(g;) pour g; € G.

Une base de Gribner est dite réduite si pour p, q € G, aucun mondme apparaissant
dans p n’est divisible par LM(q) et si le coefficient du mormdme dominant de tout élément
de G est 1.

Le résultat fondamental est le suivant (cf. par exemple [16]).

Théoreme 3.4 Fixons un ordre monomial >. Tout idéal I C Qlx1,...,xzy,] posséde
une unique base de Grobner réduite relative a [’ordre >.

3.1.2 Utilisation des bases de Grobner

Le premier lien entre I’étude de I’espace M, et de son idéal annulateur Z,, vient de
I’observation suivante : si P et @) sont deux polynémes de Q[X, Y], alors P(09)4, =
Q(0)A,, si et seulement si P = () modulo Z,. Supposons maintenant que nous avons
une bonne description de I’idéal Z,.

Principe 3.5 Fixons un ordre monomial > et supposons que nous connaissons une
base de Grobner gu de 1), relativement a cet ordre. Considérons M,,, ’ensemble des
mondmes dominants de Qu, et L, I’ensemble des monomes de Q[X, Y] non divisibles
par 'un des éléments de M,,. Nous avons alors que :

B, ={M(@)A,; MeL,} 3.1)

est une base de M.

Preuve. Commengons par vérifier que Bu est génératrice de M,,. Pour cela raisonnons
par I’absurde et supposons qu’il existe des mondémes M tel que M (0)A, ne soit pas
engendré par Bu- Considérons Mj celui d’entre eux ayant le plus petit mondéme do-
minant pour 1’ordre >. Alors M est sGrement un élément de (M,,) (il n’est pas dans
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L,,). On peut alors le réduire modulo 7, en mondmes strictement plus petits, ce qui est
absurde.

Vérifions maintenant que B 1, est lin€airement indépendante. Raisonnons encore par
I’absurde et supposons que I’on a une relation de dépendance linéaire liant les éléments
de Bu- Ceci revient a donner une relation de dépendance modulo Z, des mondmes de
L,,. Dans cette derniere relation, I’examen du mondme dominant permet de conclure :
celui-ci doit étre dans £, et dans (M,,), ce qui est absurde. |

Remarque 3.6 Si la conjecture n! est vraie pour la partition p, alors on a 1’égalité
suivante :
IM = gI’J[pH} (32)

ce qui permet, en calculant le membre de droite de faire de nombreuses expérimen-
tations sur ordinateur en utilisant un logiciel de calcul formel qui permet de faire des
manipulations sur les idéaux (Macaulay ou Singular par exemple).

3.2 Opérateurs de sauts

3.2.1 Présentation et résultats

Dans ce paragraphe, nous allons décrire 1’action de certains opérateurs de dérivation
sur les polyndmes A, et plus généralement sur les déterminants de diagrammes Ay,.
Ceux-ci sont appelés opérateurs de sauts car leur action sur les polyndmes se traduit au
niveau des diagrammes par des mouvements de cases.

Une différence avec la Définition 1.12 est que nous éviterons I’utilisation de la
notation p, pour les sommes de puissances par crainte d’une possible confusion avec
les biexposants et noterons :

P(X)=> af. (3.3)

Pour des raisons de concision et de clarté, nous n’énoncerons les propositions sui-
vantes que dans le cas d’opérateurs de sauts en X, mais il est bien évident que des
résultats analogues sont valables pour les sauts en Y. La seule différence concerne
les signes pouvant apparaitre dans les formules. En effet le choix de I’ordre lexico-
graphique (1.1) est fait de telle sorte que les formules et surtout les preuves sont plus
simples dans le cas de sauts en X.

Proposition 3.7 Soit L un diagramme du réseau carré. Alors pour tout entier k > 1
nous avons

PUOX)AL(X,Y) = 3 e(L, Py(is L) Apy 1) (X, Y) (3.4)
=1

ou Py(i; L) est le diagramme obtenu en remplagant le i-ieme biexposant (p;,q;) par
(pi — k,q;) et le coefficient €(L, P.(i; L)) est un entier strictement positif. Le signe
apparaissant dans (3.4) est la signature de la permutation qui ®¥arrange la liste des
cases obtenues selon [’ordre lexicographique introduit en (1.1).
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Preuve. La preuve donnée ici est inspirée de celle de F. Bergeron et al. (cf. [10], Pro-
position 1.1).

Si le diagramme L est formé des cases L = {(p1,41), - - -, (Pn, qn)}, nous pouvons
écrire, en développant la forme déterminantale de Ay, par rapport a la j-iéme ligne :

= alyt Ay (3.5)
=1

ou A; ; est le cofacteur d’indice (3, j). En remarquant que ce cofacteur est un polynéme
ou n’apparait pas la variable x;, nous dérivons (3.5) et nous obtenons :

dzhAL(X,Y) ch PRyl A (3.6)
=pi(pi—1) -+ (p; — k+ 1). En sommant on en déduit alors
Pe(0X)AL(X,Y) Z me "yl A (3.7)

On obtient alors le résultat annoncé en reconnaissant dans (3.7) le développement de
Apin)- 1

Remarque 3.8 Le diagramme Py (i; L) est le diagramme obtenu en faisant “sauter”
de k pas vers le bas la i-ieme case de L : son biexposant (p;,¢q;) est remplacé par
(pi — k,q;) ce qui correspond effectivement & k pas vers le bas. Les autres biexpo-
sants sont inchangés. Cette dualité entre soustractions sur I’ensemble des biexposants
et mouvements des cases des diagrammes est utilisée constamment dans cette étude
des opérateurs de sauts, explicitement ou implicitement. Notons a ce sujet que 1’ap-
pellation opérateur de sauts renvoie simultanément a 1’aspect algébrique (opérateur) et
combinatoire (sauts) de cette action.

Notons aussi que comme Ay, # 0 seulement si le diagramme L est constitué de
n cases distinctes dans le quadrant positif, nous pouvons omettre dans (3.4) tous les
termes sauf ceux relatifs a de tels diagrammes.

Exemple 3.9 Si nous représentons les trous par des cases croisées, nous avons par

exemple :
AL =2A —6A, .
B A L

Remarque 3.10 D’apres la Proposition 1.13, les sommes de puissances engendrent
algébriquement 1’anneau des polyndmes symétriques. Or d’apres la proposition précé-
dente, toute somme de puissances de degré non nul tue A, pour toute partition 1. Ceci
implique que tout polyndme symétrique sans terme constant est dans 1’idéal annulateur
de A, pour toute partition /.
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Proposition 3.11 Soit L un diagramme. Alors pour tout entier k > 1 nous avons

6k(aX)AL(X7 Y) = Z G(Lﬂek(ila"'7ik;L))Aek(il,...,ik;L)(X7Y)
1< <ia << <n
(3.8)
ou e (i1, ...,ig; L) est le diagramme obtenu en remplagant les biexposants (p;,, i, )-

ooy (D i) par (piy—1,4i,), - ., (pi, — 1, qs,,) et ot le coefficient €(L, e (i1, . . ., ix;-
L)) est un entier strictement positif.
Preuve. La preuve est sensiblement la méme que celle de la proposition précédente.
Nous écrivons

ek(X) = Z acjl :Ejk (39)

1<j1<<jr<n

Nous développons alors la forme déterminantale de Ay, par rapport aux lignes ji,. . . ,jk
pour obtenir I’expression suivante ot A}'""** représente le polyndme du diagramme
du réseau carré relatif aux biexposants 4, ...,7; de L et A;, .jx le cofacteur :

ST,
= il""’ik . . . . . .
AL= Z AL (:EJI’ T ’x]k)Ally---ﬂkUl,---Jk' (3.10)
1<i) < <ip<n
Nous dérivons alors (3.10) pour obtenir
Oxjy -5 )AL = E : (Cll7---7Zk§317---7]kAek(ih,,,,ik;L)(:1:]17 e )
1<) << <n
X Aily---yik§j17---7jk)7 (3.11)
OU Ciy ... ix:j1,....jx €St un entier positif. En fait ¢, . ;, .5, . ;. est égal a p;, ---p;, et
ne dépend donc pas de ji,...,jr . Nous pouvons par conséquent omettre de noter
J1,---,Jk en indice. Nous obtenons alors
- Ak ' ‘
er(0X)AL = Z Z (Cllv--ﬂkAek(i17...7z’k;L)(51311v e Tg)
1<i1 << <n 1<) < <jp<n.
X Ai17~~~7ik§j17~~~,jk)' (3.12)

En reconnaissant dans (3.12) le développement de A, (;, . ;, .1y, nous obtenons finale-

ment le résultat annoncé. Le signe apparaissant devant le coefficient e(e, (i1, . . ., ix; L))

est la signature de la permutation qui réordonne les biexposants obtenus dans 1’ordre
lexicographique (1.1). En fait cette permutation est toujours 1’identité : chaque case
reste dans sa colonne et aucune d’elles ne “saute” par-dessus une autre case, 1’ordre est
ainsi inchangé. Ceci justifie le choix de ’ordre (1.1). |

Exemple 3.12
(D) (8)A =6A_ +2A .

Bk B



50 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES

Remarque 3.13 Une observation utile est le fait que dans les Propositions 3.7 and 3.11,
le coefficient €(L, L) ne dépend que du diagramme original L et du diagramme final
L', mais pas de I’opérateur différentiel. Définissons alors clairement ce coefficient :

siL = {(p1,q1)s--(Pn,an)} et L' = {(p1,q1), -, (Ph,qn)}, € est donné par la
formule suivante : "
Hizl pilg;!

[Tz pitait
Ce coefficient est un entier strictement positif qui apparait (au signe pres) comme le
coefficient de Ay, dans I’expression de P(0X)Ap, ot P est une somme de puissances
ou une fonction symétrique élémentaire ; nous verrons dans la proposition suivante que
tel est le cas aussi pour les fonctions symétriques homogenes.

Une autre remarque importante est que 1’on doit faire trés attention lorsqu’on ap-
plique un produit d’opérateurs différentiels. En effet dans ce cas des multiplicités peu-
vent apparaitre dans les formules. Soient P(0) et Q(0) deux opérateurs de dérivation
tels que des formules comme (3.4) ou (3.8) soient vérifiées pour P(9) et Q(0) avec €
donné par (3.13). Nous commencons par observer que € est multiplicatif, i.e.

e(L, L) = (3.13)

e(L, L") = e(L,L")e(L", L"), (3.14)

pour L, L” et L' trois diagrammes. Ainsi le coefficient de Ay, dans le polyndme
P(0)Q(0)Ar est un multiple (au signe prés pour les sommes de puissances) de e-
(L,L"). Cette multiplicité correspond au nombre de choix quant a I’ordre des différents
sauts, ¢’est-2-dire le nombre de diagrammes I tels que L apparait dans Q(9)A[, et
L' apparait dans P(0)A7 . Cette multiplicité sera notée cp,(L, L")
Prenons un exemple : si on applique ¢ (0X )e; (0X) au déterminant du diagramme
L = {(1,0),(1,1)}, nous obtenons un unique diagramme L' = {(0,0), (0,1)}, avec
e(L,L') =1, mais
el(aX)e1(8X)AL = QAL/. (3.15)

La multiplicité 2 correspond au fait que I’on peut d’abord faire descendre la case (1,0)
et ensuite la case (1, 1) ou procéder dans 1’ordre inverse.

Toutes ces observations sont cruciales pour bien comprendre la preuve de la pro-
chaine proposition.

Pour énoncer la proposition suivante, nous avons besoin d’introduire quelques no-
tations. Pour un diagramme du réseau carré L, nous notons L son complémentaire
dans le quadrant positif (c’est bien slir un ensemble infini). Nous ordonnons également
L ={(P1,31), (P2,Gs), - - - } selon I’ordre lexicographique (1.1).

Proposition 3.14 Soit L un diagramme. Alors pour tout entier k > 1 nous avons

hi(0X)AL(X,Y) = Z €(Lyhye(iny stk L) Apy (i, nis ) (X5 Y)
1<i1 <9< <ip<n
(3.16)
ou hi(i1,...,ix; L) est le diagramme ayant le complémentaire défini de la facon sui-

vante. Les biexposants (;,,G;,),- - - (D;, > i, ) du complémentaire L sont remplacés
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par (o, + 1,G;,),---,(P;, + 1,G;,) et les autres restent inchangés. Le coefficient
e(L, hy(i1,...,ig; L)) est Uentier strictement positif donné par la formule (3.13).
Preuve. Nous allons prouver cette proposition par récurrence croissante sur k. Si k =
1, alors h; = e et le résultat est vrai attendu que déplacer une case d’un pas vers le
bas est équivalent a déplacer un trou d’une case vers le haut. Supposons le résultat vrai
jusqu’a k — 1. Nous utilisons alors le fait (cf. [45]) que by, = hy_1€1 — hg_oea+ -+
(—1)kh1€k_1 + (—1)k+1€k.

Chaque terme e;hg_; pour 1 < [ < k donne une combinaison linéaire de déter-
minants Ay, dont les coefficients sont des multiples de €(L, L') d’aprés la Remarque
3.13. Le probleme est de calculer la somme de tous ces coefficients afin d’obtenir le
résultat de hy (0X)Ar.

Soit L' I’'un des diagrammes créés par les opérateurs ghy_;. Le coefficient de Ay,
dans €;(0X )hy_;(0X) est égal a ¢, p, ,(L, L")e(L, L"). Dans cette preuve nous note-
rons ¢, p,_,(L, L") simplement ¢;(L, L"). La question est alors de calculer

> (=)L, L). (3.17)

1<i<k

Soit £’ < k le nombre de trous distincts bougeant entre L et I, et d < k' le nombre
d’entre eux qui ont au-dessous d’eux un trou qui bouge. Chacun de ces d trous doit
bouger avec hy,_;(0X) car le trou au-dessous de lui ne peut monter par g(9.X) que s’il
a une case au-dessus de lui. Par conséquent le choix vient des ¥ — d autres trous qui
peuvent ou monter avec hy;_;(0X ) ou non : on en choisit alors k — [ — d parmi eux pour
monter avec hy_;(0X ). On obtient alors

a(L, L) = (k:k—/l_—dd> = (z _k(/k__dk,)>. (3.18)
Et la somme dans (3.17) devient
b K —d 1 sik =
2 (D <z — (k- k:’)> - { 0 sik <k (3-19)

=1

On obtient ainsi la formule désirée (3.16). |

Exemple 3.15
=2A_ +2A

.

Remarque 3.16 D’un point de vue purement visuel, nous pouvons ainsi résumer 1’ac-
tion des trois familles d’opérateurs différentiels symétriques :

1. px(X) fait bouger une case de k pas vers le bas ;
2. ex(X) fait bouger k cases distinctes de 1 pas vers le bas ;

3. hi(X) fait bouger k trous distincts de 1 pas vers le haut,
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et les opérateurs en Y agissent de la méme facon, mais horizontalement.

A ce stade, il est naturel de se demander quelle est I’action d’une fonction de Schur
sur le déterminant d’un diagramme. La réponse, développée dans [9] en collaboration
avec N. Bergeron, est donnée par I’énoncé suivant, dont la preuve et quelques commen-
taires se trouvent en Annexe B. Pour énoncer ce théoréeme, rappelons (cf. Définition
1.18) que I’on note Y7, I’ensemble des tableaux de Young de forme A. Si T est un
tableau, notons Or (L) le diagramme obtenu a partir de L en remplacant les biexposants
(pi> @i) par (p; — [T"(4)],q;) pour 1 < i < n.

On définit aussi pour un diagramme L une fonction 7(L) qui vaut 1 si L est
constitué de n cases distinctes dans le quadrant positif, et O sinon, et une fonction
O(T, L) de la fagon suivante. Si le tableau 7" est composé de ¢ colonnes : T' = 1}, Ts, -
..., Iy alors

H(T, L) = T(8T1 ce 8T[ (L)) cee T(aTe_laTg(L))T(aTg(L))' (3.20)
Théoreme 3.17 Avec les notation précédentes,

S\OX)AL(X,Y) = Y €L, 0p(L)0(T,L)Ap,(1)(X,Y) (3.21)
TeYT,

out le coefficient € est défini en (3.13).

3.2.2 Application aux idéaux annulateurs

Une bonne compréhension de 1’action des opérateurs de sauts est la premiere étape
sur le chemin de 1’étude des idéaux annulateurs des déterminants /. Nous avons vu a
la Remarque 3.10 que tout polynéme symétrique sans terme constant tue 4, pour toute
partition p, et plus généralement les polynomes symétriques fournissent de nombreux
polyndmes annulateurs méme dans le cas ol il y a des trous. Nous avons par exemple :

Py(9)A_ = 0.

Décrivons maintenant comment obtenir des éléments de Z;, o L est un diagramme
du réseau carré qui sont des fonctions symétriques partielles. Nous appellerons ainsi
tout polynome symétrique en un sous-alphabet de X;, ou Y,,. Nous noterons ici X un
sous-alphabet de X,,, Y le sous-alphabet de Y;, correspondant (i.e. avec les mémes
indices) et X’ et )’ leurs sous-alphabets complémentaires. Nous noterons de plus a
I’aide de |Z| le cardinal d’un ensemble de variables Z. Nous avons pour but d’obtenir
une condition suffisante pour qu’un opérateur symétrique partiel tue le déterminant
d’un diagramme donné. L’intérét de la proposition suivante est qu’elle nous permet de
travailler avec autant de variables que de cases, donc d’utiliser tout le matériel décrit au
paragraphe (3.2.1).
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Principe 3.18 Soit L un diagramme du réseau carré. Soit P(OX) un opérateur diffé-
rentiel symétrique partiel en I’alphabet X de cardinal |X| = k. Supposons que P(0X)
tue tous les Ap lorsque D décrit une partie de L ayant k cases. Alors cet opérateur
annule Af,.

Preuve. Si X = {z;,,...,x; }, nous pouvons développer le déterminant du dia-
gramme Ay (X;Y') par rapport aux lignes i;, 2, . . . , i €t nous obtenons :
AL(XnYa) = Y +Ap(X;V)ALp(X,Y), (3.22)
DCL, |D|=k

ou L\ D représente le diagramme constitué des cases de L qui ne sont pas dans D. Il est

alors clair que si un opérateur tue tous les Ap il tue aussi Ay. |

Exemple 3.19 Par exemple soit L = {(0, 1), (0,2),(1,0), (1,1)} et choisissons X C
X = X4 tel que |X| = 2. Nous avons que hg(X') € Zy, car pour toute partie D C L
telle que |D| = 2 la Proposition 3.14 nous donne que h3(0X)Ap(X;)) = 0. Nous
visualisons cela sur la figure suivante oll nous représentons toutes les parties D de L en
placant deux e de toutes les facons possibles dans L.

‘] [ |
)

.‘ [ ) .‘
)

)

) )

Le nombre maximal de cases de D (cf Proposition 3.14) qui peuvent faire un pas
vers le haut sans en rencontrer une autre est deux. Par exemple dans le premier dessin, il
y a deux cases en-dessous des deux e, donc si nous essayons de faire monter trois cases
de D, au moins deux vont fatalement se rencontrer. Donc h3(0X)Ap(X,Y) = 0. En
utilisant cette technique, nous vérifions facilement que h.(X) € Zp si r > 2 pour
|X| =1,r >3 pour |X| =2, > 3pour |X|=3etr > 2pour |X| = 4.

3.3 Cas d’un alphabet

3.3.1 Cas du Vandermonde

Les résultats énoncés ici concernent le cas le plus simple de la conjecture n!, a
savoir le cas de la partition en colonne : ;x = (1"). Dans ce cas en effet, le déterminant
A, est simplement le déterminant de Vandermonde en X, noté A(X) :

1 oz 2} - a2t
2 n—1
A(X) = 1 @ x5 - x4 B (; )
D : - Tj = Ti).
- : 1<i<j<n
1z, 22 T

Le fait que la dimension de ;) est égale a n! est un résultat classique. Des 1944, E.
Artin [2] I’obtient en utilisant la théorie de Galois ; dans [57], R. Steinberg 1’établit en
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I’englobant dans I’étude des groupes engendrés par des réflexions, et N. Bergeron et A.

Garsia en donnent aussi une étude dans [14]. Nous voulons ici regrouper les résultats

les plus importants et en donner un vision trés simple et liée au Principe 3.5.
Commencons par introduire la base suivante, dite d’Artin :

B(ln) = {8XaA(X) N Vi, 0 < a; < 1 — 1}. (3.23)

Nous observons immédiatement que le cardinal de B~ est n!. L’observation suivante
est que I’'indépendance linéaire vient simplement de I’examen des mondmes dominants
des €léments de By, lesquels sont tous distincts. En effet le mondme dominant de
0X?®A(X) pour I’ordre lexicographique inverse (cf. Exemple 3.2) correspond a la per-
mutation de S,, qui dans le développement de A(X) donne a z;,, ’exposant n — 1, a
Tn—1 'exposant n — 2, et ainsi de suite. C’est donc
—1— n —2— n— 1—

gl Ty T %20 (3.24)

et tous ces mondmes sont distincts.
Définissons maintenant 1’idéal suivant

Zany = (hnr(X(p) s 1< 7 <), (3.25)
ou X {r) = (zp,...,Tn—r). Une application directe de la Proposition 3.14 et du Principe
3.18 nous donne que

En effet si ’on considere r 4 1 cases, il y a alors » — r — 1 trous au plus qui peuvent
monter, mais pas n — r comme 1’impose hn_T(XET)), d’ou (3.26).
De plus on observe que le mondme dominant pour I’ordre lexicographique (pas

inverse) de h, (X Er)) est x,_, donc

n—1
dim Q[X]/Zny < [[(n—r) = n! (3.27)
r=0

et il y a égalité dans (3.27) si et seulement si la description dei(ln) dans (3.25) donne
une base de Grobner de cet idéal. En effet, il y a inégalité stricte si et seulement si en
construisant une base de Grobner de f(ln), on rajoute des mondmes dominants autres
que les x

En regroupant tous ces résutats, on obtient :

n—r
n—r-

Théoreme 3.20 La famille By est une base de I’espace M ny et nous avons I’éga-
lité :

Plus précisément I’équation (3.25) donne une base de Grobner de Zin).
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3.3.2 Cas général : introduction et construction

Nous étudions ici I’espace M, (X), sous-espace de M, constitué des polynémes
de degré nul en Y. Nous avons déja obtenu, en utilisant les harmoniques des orbites, une
borne supérieure pour la dimension de M,,(X) (cf. Proposition 2.14 : dim M,,(X) <
n!/u!). Nous allons ici compléter cette étude en obtenant une description explicite
d’une base de M,,(X) et une base explicite de I’idéal annulateur Z,(X), ces deux
objets étant reliés via les bases de Grobner et le Principe 3.5.

Commengons par construire la famille B,(.X') dont nous démontrerons qu’il s’agit
d’une base de M,,(X). La premiere base de M,,(X) a été construite dans [14] et [26].
La construction de cette base était récursive et son interprétation en termes de dérivées
de A, non triviale. La construction d’une base directe et composée de dérivées mono-
miales de A, fut exposée par I’auteur dans [4]. Cette construction se fait a I’aide de
“dessins”, qui sont des représentations visuelles des mondmes dont nous nous servi-
rons a la section suivante dans le cas des équerres. Nous présentons ici une description
en termes de tableaux standard de forme u, qui est une présentation différente de la
base construite en [4]. Cette base est une généralisation de la base d’Artin introduite en
(3.23) dans le cas du Vandermonde.

Nous commencons par associer a chaque étiquette j d’un tableau standard 7', un
entier positif de la facon suivante. Soit (7, c;) la position de I’étiquette j dans T', et
soit k la plus grande étiquette de 7', telle que g, = ¢; + 1 et k < j. Nous posons

a(j) = ar(j) =rj — k. (3.28)

S’il n’y a pas de tel k, nous posons «(j) = r; + 1. Pour ’exemple ci-dessous, la valeur
de (k) apparait dans la case du tableau de droite correspondant a la position de & dans
le tableau de gauche.

5 3
4|8 212
316 1 ]2
1127|9110 111 ]1]1]1

Il est clair que si 7" est I’'unique tableau standard de forme la colonne (I*) :

alors a(j) = 7.
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Comme nous 1’avons vu a la Proposition 2.11, I’ensemble des dérivées partielles
des polyndmes de Garnir associés a des tableaux croissants sur les colonnes,

LylAr(X); T € CIy

concide avec I’espace M, (X). En utilisant cette caractérisation, nous allons maintenant
construire une base pour M,, (X ). Mais introduisons d’abord quelques notations.

Pour une partition p de n, notons m(u) 1’ensemble des partitions de n — 1 qui
peuvent &tre obtenues a partir de 1 en lui enlevant un de ses coins. Pour v € (1), nous
notons p/v le coin par lequel v difféere de . Numérotons v, ..., v, les partitions
dans ’ensemble (1), ordonnées par ordre croissant du numéro de la colonne du coin
w/v;. En d’autres termes, si (a;,b;), 1 < i < k, sont les coordonnées respectives des
cases /v, alors by < by < ... < bg. Tout tableau standard 7" de forme p est tel
que I’étiquette n est placée dans un coin (q;, b;) de . De plus, la valeur de o (n) ne
dépend que de la position de ce coin (et de la forme p), car toutes les autres étiquettes de
T sont inférieures. En notant ¢ la valeur de ar(n), si n apparait dans la case (a;, b;)
de T, il est clair que

Qj = Q5 — Qj41. (3.29)

Théoreme 3.21 Pour toute partition i de n, I’ensemble de polyndmes

B.(X) ={0X™Arp(X) ; TeSTpu, m=(mi,my,... my)
et 0<m; <ar(i)}  (3.30)

est une base de I’espace M,,(X).
La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce résultat.

Remarque 3.22 Compte tenu de la Proposition 2.10, nous voyons qu’il est possible
d’exprimer la base sous forme de dérivées monomiales de 4, et d’écrire :
Bu.(X) = { 0X™0YrA(X) ; T €8T, m=(mi,mg,... my,)
et 0 <m; <ar(i)}, (3.31)

avec un petit abus dii a la présence de constantes non nulles.

3.3.3 Indépendance linéaire

Proposition 3.23 La famille B,,(X) est linéairement indépendante.

Preuve. Nous commengons par prouver par récurrence que la famille 3,(X) est in-
dépendante, en supposant que c’est vrai pour les partitions ayant au plus n — 1 cases.
Comme précédemment, pour v; € m(u), notons (a;, b;) le coin p/v;, avec by < by <
-+« < by, et définissons

B, ={X™; TeS87, 0<m; <ar(), T(aj,bj)=n}. (3.32)
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D’apres (3.29), pour X™ € Bj, le mondme dominant de 0.X™ A7 (X) (pour I’ordre
lexicographique) est de la forme

zy " XP (avec p, =0),

pour tout 0 < m,, < a; — a;j41. Pour un £ fixé avec aj 11 < k < a;, notre hypothese
de récurrence nous donne que

Biw={0X™Ar(X) ; Te€ST, 0<m;<ar(),
T(aj,bj)=n, my=a;—k},  (3.33)

est indépendant car (pour I’ordre lexicographique), nous avons le développement sui-
vant de OX™Ap(X) :

OX™ Ap(X) = 2F0XP A (X) + (3.34)

termes plus petits

ot 7" est la restriction de 7" a v;. Il est alors clair que les ensembles B; ;, sont mutuel-
lement indépendants donc

B, = U Bjk (3.35)
g,k
est indépendant. |

3.3.4 Enumération
Vérifions ici que 1’on a bien :

Proposition 3.24 Le cardinal de B,,(X) est égal a n!/p!.

Preuve. Nous allons montrer par récurrence que

n!

1Bu(X)] =71

(3.36)
en supposant que (3.36) est vraie pour les partitions 75 € (). Par récurrence, il est
clair que

(n—1)!

|
vj.

|Bjx| =

ou B; ;. est défini en (3.33), d’ou

k
n—1)!
|Bu|:§:0‘j( )
i=1

Vj!

L’équation (3.36) vient alors du fait que

k
n=7) aja;+1),
j=1
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car

!
aj—i-l:%
i

est la longueur de la ligne de 4 dans laquelle se trouve le coin (gj, b;). |

Remarque 3.25 Ceci acheve, compte tenu de la Proposition 2.14, la preuve du Thé-
oréme 3.21. Le paragraphe suivant, via une étude de I’idéal annulateur, permet de
compléter la preuve sans référence a la Proposition 2.14, qui utilise les techniques
d’harmoniques des orbites.

3.3.5 Idéal annulateur et génération

Le but de ce paragraphe est principalement 1’étude de I’idéal annulateur 7,(X') de
I’espace M, (X). Cette étude a ét¢ menée dans [32], reprise dans [14] en adoptant une
approche simplifiée de la construction de Tanisaki [59]. Nous présentons ici une des-
cription duale de celle de Tanisaki, comme exposée dans [8] et déduisons la description
de Tanisaki par dualité. L’avantage de cette approche est d’étre encore plus simple que
celle de [14]. Nous profitons de plus ici de toute la puissance du Principe 3.18.

Soit 4 une partition fixée de n. Notons 1/ = (11}, . .., pj,) la partition conjuguée de
. Pour 1 < k < n, nous définissons
k(1) = py + py 4+ + (3.37)

avec la convention que 1; = 0sij > £'.

Théoreme 3.26 Pour . une partition de n
Tu(X) = (he(X); X C X,p, |X| =k, r > 0p(p) — k). (3.38)

La preuve se fait en plusieurs étapes. Appelons Z,,(X) I’idéal défini au membre de
droite de (3.38).

Proposition 3.27 Nous avons linclusion

Z.(X) C T, (X). (3.39)
Preuve. 1l nous faut montrer que tout polynéme h.(X) avec X C X,,, |X| =k, r >
0k () — k annule tout polyndme de Garnir Ar(X). La preuve est rendue trés simple
grce aux opérateurs de sauts et au Principe 3.18. En effet, considérons la partition p
dans laquelle on choisit £ cases (marquées d’une e sur la figure suivante).
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Les figures ci-dessus donnent les choix des cases fournissant le plus grand nombre
de trous pouvant monter, que ce soit dans le cas k < gy (dessin de gauche) ou k& > 1y
(dessin de droite). On constate que dans les deux cas, ¢ (¢) — k trous au plus peuvent
monter. Donc h,-(X) annule A7 (X). |

Afin d’énoncer la proposition suivante, reprenons les notations introduites en [14].
Soit une partition u et une ligne ¢ du diagramme de Ferrers p ; pour cela? < ¢ — 1 ou
¢ est la hauteur (longueur) de p. Notons alors 4%) la partition obtenue en enlevant du
diagramme p le plus bas coin situé sur la ligne ¢ ou au-dessus de celle-ci. Notons alors
B/, I’ensemble de mondmes obtenus par la récurrence :

/—1
B, =JiB,n (3.40)
=0

avec la condition initiale que B, = {1} si = (1). Dans (3.40), 2%, B () est’ensemble
des mondmes obtenus en multipliant les éléments de Bu‘” par x .

Proposition 3.28 Nous pouvons réduire tout élément de Q[X,,| comme combinaison
linéaire de B,,(X') modulo I,,(X), donc en particulier :

dim Q[X]/Z,.(X) < n!/u!. (3.41)
Preuve. La preuve est ici plus simple que celle de la proposition analogue (Proposition

4.2) de [14], car I’ utilisation de polyndmes symétriques homogenes est plus adaptée que
celle de polyndmes symétriques élémentaires.

Nous voulons montrer que tout mondéme XP = 2! - - - 25" peut s’écrire
XP = E Crny M- (3.42)

mu€EBy

La preuve se fait par une double récurrence, croissante sur n puis décroissante sur p,.
Sin = 1, le résultat est trivial. Supposons-le vrai jusqu’a n — 1 (appelons H; cette
hypothése). Si p, >y alors 5" = 0 modulo Z,,(X) car h,(z,,) € Z,(X) dés que
r>0(p) —1=p) -1

Supposons alors le résultat vrai pour p, > i (hypothese Hs) et considérons XP =

e xfl”_‘llxﬁl_l. D’apres Hy, on peut écrire ce mondme sous la forme
XP =it > e+ > AKX 1)ah he (X) (3.43)
mHEBM(i)
ot A(X,,—1) désigne un polyndme quelconque en X,, 1 = (z1,...,2,-1) et X est tel

que X C X,,_1,|X| = ketr > 6, (u?) — k. Observons que

Gy _ ) Ok(p) =1 sik > p,
O (i) = { Ok () sik < p;.

Si k < p;, alors
r> () — k= 0 (u) — k = he(X) € Zu(X).
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Si maintenant k > 4, alors 6, (") — k = 6, () — k — 1 et il faut donc s’intéresser
au cas 7 = 0 (D) — k + 1.
On utilise
hr(X) = hp (X, 20) — Tphp—1 (X, x4) (3.44)

pour réécrire le terme problématique de (3.43) sous la forme
A(Xp1)2lh The (X) = A(Xp—1)xl The (X, 2n) — A(Xp—1)zhheo1 (X, 20). (3.45)

D’apres Ho, le second terme du membre de droite de (3.45) peut s’écrire moduloZ, 1 (X)

comme combinaison lin€aire d’éléments de B,,. Il nous reste a prouver que dans le

premier terme du membre de droite de (3.45), le produit 2% ' h,.(X, x,,) est dans Z,,(X).
Pour cela, observons que si k > 4 (ce qui implique 44, ; < 4), alors

Ok(n®) = k(1) = 1= Gga (1) = phoyr — 1> Sga(p) —i — 1,

donc '
rti—1=08uD) —k+14i—1>61(p)— (k+1). (3.46)

De plus en itérant (3.44), on a

i—1
2 e (X, 1) = hegi 1 (X, 20) =D g (X (3.47)
=1

Nous réglons finalement le cas des deux termes du membre de droite de (3.47)
—pour! >0, hyy(X) € Zy(X)carr +1 > 1 = (1) — k;

1 hryic1(X,xy) € fu(X) carr+1i—1>0k1(p) — (k+ 1) d’apres (3.46).

Preuve (du Théoreme 3.26). Achevons maintenant la preuve du Théoréme 3.26.
L’inclusion (3.39), associée a

n!/p! = dim Q[X]/Z,,(X) < dimQ[X]/Z,(X) < n!/u!
implique 1’égalité f“(X) = Z7,(X), donc (3.38). 1

Remarque 3.29 La preuve du Théoréeme 3.26 revient a la construction d’une base de
Grobner G, (X) pour Z,(X) relativement a 1’ordre lexicographique et a I’application
du Principe 3.5. En effet, si I’on observe I’équation (3.44), on constate que I’on réduit
modulo Z,,(X) le monéme dominant du terme de gauche en mon6mes plus petits pour
I’ordre lexicographique. En effet soit Q € Z,(X), on le réduit (a zéro car il est dans
7,,(X)) via le procédé utilisé dans la preuve du Théoréme 3.26. Ceci assure que son
mondme dominant est divisible par le mondme dominant d’un des polyndmes que nous
manipulons (la base de Grobner n’est pas explicitement construite).

Remarque 3.30 Une application du Théoreme 3.26 est ’assertion suivante :

< A = M,,(X) € My (X) (3.48)
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ou I’ordre sur les partitions est I’ordre dominant, introduit en (1.22).
En effet :

HE A= (1) > 8u(N) = Tu(X) 2 Th(X),

ce qui implique (3.48) en passant au quotient.

Faisons maintenant le lien avec la description de Tanisaki de Z,(.X'). Tanisaki [59],
avec une preuve simplifiée dans [14], montre que

= x|

LX) = (e(X);
= <er(X :

Iﬂ Iﬂ

k, v (n - 5n—E(:U))> (3.49)

ns |X]
s | r > O(p) — k).

~—

A la lumiére du lemme suivant, le Théoréme 3.26 apparait comme la description duale
de celle de Tanisaki pour I’idéal Z,(X'). Plus précisément, en utilisant 1’idéal

Tin =(e(X):r>0)=(h(X); 7>0) CI,(X), (3.50)
nous avons :
Lemme 3.31 Pour X C X, notons X = X,\X, alors

he(X)=(=1)"e.(X)  mod Ijn. (3.51)

Preuve. Nous savons que e.(X) et h,.(X) sont les coefficients de #" dans

Eott) = [[(+tz) e Hut) = [ —

ieXx ieX 1=tz
respectivement. Comme X U X = X est une union disjointe, nous avons que
F5(t)/Hx(—t) = Ex(t) =1 mod Zin.

Donc E(t) = Hy(—t) mod Zi» et le résultat en découle. |

3.4 Cas des équerres

Reprenons le cas des équerres, déja étudié dans la section 2.4, dont nous reprenons
les notations. Soit donc p une partition de n dont le diagramme de Ferrers est une
équerre, i.e. i = (A +1,1%) avec A + L + 1 = n. Dans ce cas précis, nous allons
obtenir une description explicite de 1’idéal annulateur 7, et construire une base pour
M,,, associ€e a une base de Grobner de 7,,, en accord avec le principe exposé dans la
section 3.1.
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3.4.1 Construction

La construction se fait de la facon —tres visuelle— suivante. Prenons un axe hori-
zontal sur lequel on suppose qu’il y a A + L places.

Définition 3.32 Une forme associée a la partition | est construite de la facon sui-
vante : on choisit A places sur I’axe pour étre les places des colonnes-y et les L autres
seront les places des colonnes-x. Les A colonnes-y comportent A,A —1,...,1 cases
au-dessus de I’axe et sont rangées par ordre de hauteur décroissante. Les L colonnes-
x comportent L, L — 1,...,1 cases au-dessous de I’axe et sont rangées par ordre de
profondeur décroissante.

La figure suivante donne un exemple de forme

L[]
[ ]

associée a la partition : p = (4,1%) de n = 8.

Nous allons maintenant placer des croix dans les colonnes et obtenir ainsi des des-
sins. Comme nous ne distinguerons pas deux dessins ayant le méme nombre de croix
dans chaque colonne, nous placerons les croix pres de I’axe.

Définition 3.33 Un dessin est constitué d’une forme dans laquelle sont placées des
croix respectant les régles de répartition suivantes :

1. le nombre de croix dans une colonne-x de profondeur p est un entier quelconque
ngavec 0 <n, <p;

2. le nombre de croix dans les colonnes-y dépend des croix-x. Considérons une
colonne-y de hauteur h. Si elle n’a aucune colonne-x a sa droite, alors le nombre
de croix est un quelconque entier ny, 0 < n, < h. Par contre, si la colonne-y a
au moins une colonne-x a sa droite, on regarde la premiere (i.e. la plus grande)
de ces colonnes qui soit unie. On appelle unie une colonne n’ayant que des cases
blanches (zéro croix) ou que des cases croisées (le nombre de croix est égal a la
profondeur de la colonne). Remarquons qu’il y a toujours une colonne unie, au
moins celle de profondeur 1. Deux cas se présentent alors :
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— si cette colonne-x est toute blanche, on impose au moins une croix dans la
colonne-y ;
— si elle est toute croisée, on impose au moins une case blanche dans la colonne-

Y.

Remarque 3.34 La famille de dessins que nous venons d’introduire est invariante sous
I’opération qui intervertit les cases blanches et les cases croisées. Nous appellerons cet
opérateur flip (il est différent du Flip introduit par A. Garsia et M. Haiman dans [26],
que nous noterons avec une majuscule).

La figure suivante donne un exemple de dessin associé a la forme donnée ci-dessus ;
est aussi représenté le systeéme d’indice utilisé : chaque place porte un indice ¢, variant
de 1 an — 1 de la gauche vers la droite.

Nous noterons D I’ensemble des dessins construits via la Définition 3.33.

L’intérét (qui apparaitra clairement plus tard) de ces dessins est qu’ils sont doubles :
une partie croisée, que nous noterons usuellement .S et une partie blanche, que nous
noterons 7.

Par exemple, pour le dessin précédent, nous avons :

q \

S 5 ‘

T=

De méme que pour les dessins, nous noterons avec des symboles calligraphiques S
et 7 les ensembles des S et T lorsque le dessin D décrit D tout entier.

Apres avoir défini les dessins, nous devons introduire les mondmes et les opérateurs
différentiels qui leur sont associés.
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Définition 3.35 Le mondme associé a la partie croisée S d’un dessin est défini comme

n—1
Ms(X,Y) =[] afy® (3.52)

)
i=1

ot ny (1) et ny(i) désignent respectivement le nombre de cases-x et -y en place i dans
S. Nous définissons de la méme maniére Mr et

Op = 0s = Ms(9), Or = Mr(0) (3.53)
les opérateurs de dérivation associés a S (nous le noterons souvent dp) et a T
Dans le cas de I’exemple donné sur les trois dernieres figures, nous avons : Mg =
Yirowariys, My = y1a3yiaizr et Op = 0y2 012074022 0ys.

Nous appliquons alors les opérateurs monomiaux a A,.

Définition 3.36 La famille B = B, de polynomes que nous considérons est alors
définie de la facon suivante :

B={dpA,; D eD}. (3.54)

Remarque 3.37 Une remarque importante est donnée par I’identité ci-dessous, valable
pour tout dessin D = (S,T) :

0s0rA, € Z\{0}. (3.55)
Ceci est une conséquence récursive de

ax?A(lA,L-H)(Xv Y) = A!A(lA—17L+1)(X \ Az}, Y \ {vi})

et
8yiLA(1A,L+1) (X7 Y) = L!A(IA,L)(X \ {:Z:Z}7 Y \ {yl})

3.4.2 Enumération

Nous voulons ici vérifier que la famille B, donc la famille de dessins D a le bon
cardinal, i.e. établir la proposition suivante.

Proposition 3.38 Le nombre de dessins D € D estégal a n!.

Preuve. Comme le nombre de choix pour une colonne-y ne dépend que de la forme
du dessin (et non des croix-z), nous obtenons facilement 1’égalité suivante, ol A
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représente le nombre de colonnes-y a droite de la derniere colonne-z :

Z 23 (ky+1)-(ky +1)--- (ky + ko) - (L +1)! <k2+kL—1>
k1+ko=A 2

A
_ |
= rzrnay By
s
ko=0
A
Lo14ko\ (A+1—k
= | Al
(L+1).A.Z< I >< ) >
ko=0
A+L+1
— 1 Al — |
(L+DA< L+1> (A+L+1)

grce a la formule de Chu-Vandermonde ([18], p. 163). |

3.4.3 Preuve que la famille de polynomes engendre M, et obtention de
I’idéal annulateur

Nous montrons ici que la famille B = {OpA, } pep engendre M,,. Pour cela, nous
étudions attentivement 7,,, I’idéal annulateur de A,,.

3.4.3.a EtudedeZ,

Pour P, @ deux polynémes, nous écrivons P = @ si P(0)A, = Q(0)A,, ie.
P — @ € I,. Nous notons, conformément a la Définition 1.12, /3, la k-iéme fonction
symétrique homogene. Nous noterons aussi X’ une partie de I’alphabet (z, 22, . .., zy),
Y une partie de (y1,y2, ..., Yn), et |X] et || leurs cardinaux respectifs. Nous posons

également X = [[,cyzety =[] cyv.

Le fait que P(9)A, = Q(09)A, équivaut a P — Q € Z, entraine que montrer
qu’une famille de dérivées de A, engendre IM,, passe par une bonne connaissance de
I’idéal annulateur Z,,. Nous établissons tout d’abord les propriétés suivantes.

Proposition 3.39 Nous avons :
1. pourtoutl <i<n,x;y; =0,
2. X =0des que |X| > L;
3. Y=0desque|Y| > A;

4. pour tout polyndome symétrique homogene P de degré strictement positif, P = 0.
Preuve. La quatrieme assertion est claire d’apres la Remarque 3.10.

Les autres proviennent d’une observation attentive de la forme déterminantale de
A, quand 1 = (A + 1,1%). Prenons I’exemple suivant : u = (3,1%), i.e. A = 2 et
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L =4 alors :
1 = :L‘% a:i{’ 33‘11 Y1 y%
1 a9 x% m% m% Y2 y%
1 a3 x% mg m§ Y3 yg
Ay =|1 x4 :Ei azi a:ji Y4 yﬁ
1 x5 x% mg mé Y5 yg
1 zg :L‘% a:% azg UYe yg
1 7 x% m% m‘% Y7 y%

Nous constatons 1’absence de terme z;y;, la présence de termes en z; sur L. = 4 co-
lonnes et de termes en y; sur A = 2 colonnes. Ceci implique les trois premiers points de
la proposition dans ce cas particulier et il est aisé de voir que le cas général se traite de

méme. |

Nous déduisons alors de ces quatre propriétés via de simples récurrences les pro-
positions suivantes. Les preuves ne sont ici qu’esquissées. La raison en est donnée a la
Remarque 3.44

Proposition 3.40 Si Y est un sous-alphabet de Yy,
hi(Y) =0 (3.56)
des que k > 0 etk + Y| > n.

Preuve. Ceci est facilement prouvé par récurrence décroissante sur |)|. Nous avons
en effet

hk(yl, . ,yn) =0
pour tout k£ > 0, et pour tout y & ) la relation suivante :

hie(V,y) = hie (V) + yhi—1(Y, y).
|

Proposition 3.41 B
Yhp(Y)=0 (3.57)
desquek >0, k+ Y| >AetY C).

Preuve. La preuve se fait par récurrence décroissante sur |)/|. ||

Proposition 3.42
hie(V)hi(X) =0 (3.58)

desquek >0,1>0,k+1+|Y|+|X]|>2neX CYou) CX.

Preuve. Nous ne montrons le résultat que lorsque k + |Y| = netl + |X| = n (les
autres cas sont des conséquences de la Proposition 3.40).
On procede alors par une récurrence initialisée par :

hi(z,...,ep—1)h1(y1,- -, yn—1) =0

qui est une conséquence de la Proposition 3.40 et de z,,y, = 0. |
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Proposition 3.43
I (V)i (X) = 0 (3.59)
désque k > 0,1 > 0et
—soitY CXetk+1+ Y| >n,
—soit X C Yetk+1+|X|>n.

Preuve. Elle se fait par récurrence croissante sur o = 2n — (k + V| + 1 + |X]).

Le cas a < 0 se réduit a la Proposition 3.42. Supposons alors le résultat vrai jusqu’a
a—1let2n— (k+ Y| +1+|X|) = a > 0. Par symétrie, nous considérons le cas
YCcXetk+1+|Y|>n.Sil > 1,alors pour tout x; ¢ X, nous écrivons :

hiV)i(X) = hp(V)(X, 2;) — 2ihp (V) -1 (X, z4)
= hQ)h(X,25) — zihg (Y, yi) hi—1 (X, 2) =0

par récurrence.
Sil =1, alors |Y| 4+ k > n et nous avons pour tout z; ¢ X :

hi(V)hi(X) = hi (Y, yi) ha (X) — yihg—1 (V) ha (X, 2;).

Le premier terme est nul d’apres la Proposition 3.40. On prouve alors que le second
terme est également nul par récurrence décroissante sur |X'| (le résultat étant vrai pour
n),carn —k < |Y| <|X|=n—|X| <k |

Remarque 3.44 L’intérét de ces preuves réside dans le fait qu’elles permettent d’obte-
nir I’appartenance a 7, de tous les polyndmes décrits dans les propositions précédentes,
uniquement a partir des propriétés décrites a la Proposition 3.39. Ce sont les preuves ori-
ginales que 1’on trouve dans [4]. Cependant une meilleure connaissance des opérateurs
de sauts transforme les propositions précédentes en applications (presque) immédiates
des Propositions 3.11 et 3.14 et du Principe 3.18. Malgré tout cette approche reste utile
afin d’obtenir, comme nous le verrons au Théoréme 3.46 une description plus simple
de I’idéal annulateur dans le cas des équerres.

3.4.3.b Application

Nous allons maintenant montrer que toute dérivée monomiale de A, est une com-
binaison linéaire de la famille {OpA,} pep.

Théoreme 3.45 La famille de polynomes {OpA,} pep engendre I’espace M,,.

Preuve. Nous voulons réduire toute dérivée monomiale dans notre famille. Pour cela,
nous commengons par associer tout mondme (de dérivation) a un paquet de croix de la
méme facon que nous avons fait correspondre les dessins et les monémes. Par exemple
le paquet associé au monoéme x; Ilfgygyi’l’g, est:
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Considérons un paquet P qui n’est pas un dessin. Observons tout de suite que si
notre mondme M associé au paquet P posseéde, comme celui ci-dessus un facteur %y;,
il tue A, etil n’y arien a faire. Nous écartons ce cas et regardons I’anomalie la plus a
droite, i.e. la place de P la plus a droite qui empéche P d’&tre un dessin (nous qualifions
cette place de coupable).

- Cas 1 : le paquet P ne peut pas étre mis dans un ensemble de colonnes ordonnées
(i.e. dans la forme d’un dessin). Ceci donne quatre sous-cas. Supposons que la
colonne coupable soit une colonne-y. Nous ne pouvons pas augmenter la taille
de notre colonne-y en placant une de plus a sa droite. Soit parce que chaque
colonne-y a sa gauche a une croix (cas 1a), ou parce qu’il n’y a pas de premiere
colonne-z unie blanche a droite (cas 1b). Si la colonne coupable est une colonne-
x, nous obtenons les cas 1c¢ (chaque colonne-z a gauche a au moins une croix) et
1d (il n’y a pas de premiere colonne-y unie blanche & droite). Comme les regles
ne sont pas invoquées ici, il y a symétrie entre x et y.

- Cas 2 : le paquet P peut étre placé dans une forme mais les régles ne sont pas satis-
faites. Soit pour les cases blanches (cas 2a), soit pour les croix (cas 2b).

Notre objectif est de montrer, en utilisant les propositions énoncées en (3.4.3.a) que
le mondme associ€ a un paquet P peut étre €crit modulo Z, comme une combinaison
linéaire de monomes strictement plus petits pour I’ordre lexicographique inverse en
deux alphabets défini de la fagon suivante

XPY9> XPYY = (p,q) - (p/,q) € Z{ (3.60)

ot Z2", est I’ensemble des 2n-uplets d’entiers dont la derniére composante non nulle
est négative. Nous étudions chacun des cas décrits ci-dessus.
— Le cas 1b avec aucune colonne-z a droite est résolu grce a la Proposition 3.40,
de méme que le cas 1d avec aucune colonne-y a droite.
— Les cas la et 1c sont symétriques et traitées par la Proposition 3.41 : nous notons
que la hauteur de la h-ieéme colonne-y est A— h+ 1. Si elle comporte k+ 1 croix,
il y a un probléme si k + h > A. Mais alors il est réglé par la Proposition 3.41 :
nous prenons ) = Y = {i; < --- < ip}, les places des colonnes-y a gauche
de la colonne h, chacune d’entre elles ayant au moins une croix. Le monéme M
associé a P est alors un multiple de

J_}yih = y(yfh — hi(Y))

et tous les mondmes apparaissant dans le développement du terme de droite sont
pour I’ordre (3.60) plus petits que le monéme de gauche. La compatibilité multi-
plicative des ordres monomiaux permet alors de conclure.
— Le cas 2a est réglé immédiatement en intervertissant les colonnes impliquées.
Les seuls cas qui restent sont maintenant les cas 1b (resp. 1d) avec une premiére
colonne-z (resp. -y) croisée et le cas 2b.

e Commengons par le cas 2b.
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k’ col.—y k’’ colonnes—y

1’ col.—x 1 1’’ colonnes—x

Nous constatons qu’il y a une anomalie si simultanément :

- k=kK+kK+1,

-l=0"+1,

— il y a une croix dans chacune des ! colonne-z situées entre les deux colonnes
représentées sur la figure.

Posons :

— Y I’ensemble des places a gauche de la colonne-y, plus la place de la colonne-
y, plus les I’ places des colonnes-z entre la colonne-y et la colonne-z sur P,
plus la place de la colonne-z ;

— X I’ensemble des places a gauche de la colonne-z plus la place de la colonne-x
elle-méme ;

— X' I’ensemble des places des ' colonnes-z entre la colonne-y et la colonne-z:
de P.

Nous serons capable d’exprimer le mondme correspondant a ce paquet P comme
combinaison linéaire de mondmes strictement plus petits par rapport a 1’ordre
lexicographique si nous établissons que

hk(y)hl(.)() =0. (3.61)

En effet le mondme dominant de X’hy,()))hy(X) (pour I’ordre lexicographique),
dans lequel nous enlevons les multiples de a;y; pour tout ¢, est un diviseur du
mondme associé a P.

Nous voulons appliquer la Proposition 3.43 avec |V| =n— (K + k" +1" 4+ 1) et
|X|=n— (k" 41"+ 1). Nous avons Y C X et nous calculons :

E+14+|Y|—n=1>0.

D’ou (3.61) et la preuve est complete.

e Examinons maintenant le cas 1d avec une premiere colonne-y unie croisée.
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k
k’ col.—y k>’ colonnes—y

I’ col.—x I’’ colonnes—x

Dans ce cas une anomalie se produit si :

- k=F+1,

1>V 410"+2,

— il y a une croix dans chacune des ¥ colonnes-y situées entre les deux colonnes
apparaissant sur la figure.

Nous procédons comme dans le cas précédent. Nous voulons encore utiliser la

Proposition 3.43 pour montrer que

hi (V)i (X) =0 (3.62)

avec ) correspondant a toutes les places strictement a gauche de la colonne-y sur
le paquet P et X correspondant a toutes les places jusqu’a la colonne-z, plus les
places des &’ colonnes-y situées entre la colonne-z et la colonne-y.

Nous voulons appliquer la Proposition 3.43 avec |[X| =n— (I + k" +1" 4+ 2) et
|Y| =n — (kK" + 1" + 1). Nous avons bien X C ) et nous calculons :

k414X —n>1.

D’ou (3.62) et ce cas est également réglé.
o Il suffit d’observer que le cas 1b avec une premiere colonne-z unie croisée se traite
comme le cas 2b.

La preuve du Théoreme 3.45 est ainsi achevée. |

3.4.3.c Conclusion : application a 7,

Nous pouvons déduire de ce qui précede une base explicite pour 1’idéal annulateur

7, quand p est une équerre, car les quatre simples propriétés de la Proposition 3.39 se

sont avérées suffisantes pour montrer que notre famille de polyndmes est génératrice de
M,,.
o

Théoreme 3.46 Si nous notons comme d’habitude (G) I'idéal engendré par une partie
G, alors pour une partition i de n en forme d’équerre, i = (A + 1,1%), nous avons :

_ hi(Xn), 1<i<n; hi(Yy), 1 <i<n;
I“_<a:¢yi,1§i§n;)(,|X|:L+1;y’|y| A+l /) (3.63)
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Preuve. Notons I 1’idéal défini dans le membre de droite de (3.63). Nous savons
d’apres la Proposition 3.39 que I C Z,. Nous raisonnons par 1’absurde et suppo-
sons que I # Z,. Par conséquent il existe un polyndme @ dans Z,\I. D’aprés la
preuve du Théoréme 3.45, nous pouvons le décomposer sous la forme ) = S + R,
ol S est une combinaison linéaire d’éléments de notre famille et R un élément de 1.
En prenant les opérateurs de dérivation associés et en les appliquant a A,, on obtient
S(0)A,, = 0. Comme nous le verrons dans les paragraphes suivants (indépendance
lin€aire des éléments de 13 : Théoréme 3.48), ceci implique que S = 0,et P = Q € . |

Remarque 3.47 La preuve du Théoreme 3.45 est équivalente & la construction d’une
base de Grobner G, pour Z,, quand 1 est une équerre et a I’application du Principe
3.5 : notre famille de mondmes que I’on applique a A, pour obtenir 13 correspond aux
mondmes qui ne sont divisibles par aucun des €éléments de M,,, ensemble des mondmes
dominants de G,,. Tout se passe comme a la Remarque 3.29, la construction étant méme
plus explicite dans ce cas.

3.4.4 Preuve de I'indépendance : exposition et réduction du probléme

Nous allons maintenant prouver 1’indépendance linéaire de notre famille B. En ef-
fet, méme si le fait (cf. section 2.4) que la conjecture n! est vraie entraine que si notre
famille est génératrice alors elle est également libre et c’est une base de M, il est
intéressant d’obtenir une preuve adaptée aux objets considérés et indépendante d’autres
constructions. Le cheminement de la preuve est de plus intéressant en lui-méme.

Théoréme 3.48 La famille B = B, = {0p.A,}pep est linéairement indépendante.
C’est donc une base de M,,.

La preuve est décomposée en plusieurs étapes et occupera toute la fin de cette sec-
tion.

Lemme 3.49 S ou T détermine le dessin D dont il est tiré.

Preuve. En effet, nous pouvons recontruire la forme du dessin D a partir de S en
procédant de la gauche vers la droite. La méthode est la suivante : s’il y a des croix a la
place que 1’on examine, on complete la colonne en respectant les tailles des colonnes
successives. S’il n’y a pas de croix, on regarde les croix-x a droite. Si on peut les
placer dans une colonne de moins que celles qui nous restent a placer a droite, alors
pour respecter la reégle 2 de la Définition 3.33, on place une colonne-z a la place vide
considérée. Sinon on place une colonne-y.

La méthode est la méme pour 7" par invariance de la famille sous I’action de flip. |

Nous pourrons donc manipuler indifféremment les dessins D ou leurs parties blan-
ches T ou croisées S.

Un des intéréts de la famille de dessins D € D est qu’ils sont doubles : une par-
tie croisée (S) et une partie blanche (7). Cet intérét se matérialise dans la définition
suivante, inspirée de la Remarque 3.37.
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Définition 3.50 Soient D = (S,T) et D1 = (S1,11) deux dessins différents ; nous
dirons que Dy est un fils de D si

0rds, A, € Z)\{0}. (3.64)

Si I’on répéte ce procédé, on obtient la notion de descendant. Nous noterons T + S
I’addition place par place des cases de T (préalablement croisées) et de celles de 5.

Le point crucial de la preuve du Théoréme 3.48 est le lemme suivant.

Lemme 3.51 Pour prouver l’indépendance linéaire de B, il est suffisant de montrer
qu’un dessin donné ne peut pas étre son propre descendant, c’est-a-dire que le procédé
de filiation ne fait pas de “boucle”.

Preuve. Supposons qu’il n’y a pas de boucle et qu’on a une relation de dépendance
linéaire non triviale
D es0sA, =0 (3.65)
SeS
Nous prenons alors un Sy qui a un cg, non nul et qui n’a pas de fils ayant un coefficient
cs non nul. On applique alors Jr, a (3.65) et d’apres la Définition 3.50 et la Remarque

3.37, on obtient cg, = 0, ce qui est absurde. |

Nous avons ainsi réduit le probleme a prouver qu’il n’y a pas de boucle. Il est
suffisant de montrer qu’un dessin est différent de tous ses descendants ayant la méme
forme que lui, i.e. les colonnes-z aux mémes places. Soit D = (.5,7") un dessin et
D’ = (S',T') un descendant de D ayant la méme forme. Nous voulons montrer que
D+ D'

3.4.5 Preuve de I'indépendance : la notion de complétude

Pour expliquer cette notion de complétude, prenons [, un dessin et Dy un de ses
fils.

Définition 3.52 Nous définissons sur les places de Dy une notion de complétude (re-
lative aussi a D1) de la facon suivante. Nous dirons que les k premieres places de
Dy sont complétes si les hauteurs des colonnes-y de T; + Sy dans ces k places sont
A A—1,A—2,... (ordonnées en lisant de la gauche vers la droite) et si nous avons
la méme chose pour les colonnes-zx.

Nous voudrions maintenant obtenir une caractérisation plus quantitative de la com-
plétude. Pour cela nous devons introduire de nouvelles définitions.

Nous considérons les parties gauches des dessins )} et Do constituées des k£ — 1
premicres places. Les grandeurs définies ci-apres ne sont relatives qu’a ces parties.
Nous définissons w; (resp. wy,) comme le nombre de colonnes-y (resp. -r) de Dy ayant
été remplacées dans Dy par une colonne-z (resp. -y) unie blanche. Nous définissons
b, (resp. b,) comme le nombre de colonnes-z (resp. -y) unies croisées de Dy ayant été
remplacées dans Dy par une colonne-y (resp. -x). Nous introduisons alors :

d=w; —wy et d =b, — by. (3.66)
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Il est bon de noter que d et d sont relatifs aux k& — 1 premiéres places.

Comme le probleme est symétrique en x et y (du moment que I’on n’utilise pas les
regles de construction), nous pouvons nous restreindre au cas ou on dérive par rapport
a Y, i.e. il y a une colonne-y en place k. Le cas symétrique (en x) a une caractérisation
similaire, avec des signes opposés pour d et d. Nous introduisons alors les notations
suivantes : by (resp. bs) le nombre de cases blanches en place k dans D (resp. Do) et
c1 (resp. ¢2) le nombre de croix. La caractérisation peut alors étre énoncée de la fagon
suivante.

Caractérisation 3.53 Soit Dy un dessin et Dy un de ses fils et supposons que les k —
1 premiéres places de Do sont compléetes. Alors, la k-iéme est compléte si I'une des
conditions suivantes est vérifiée :

1. en place k dans Dy et D5 il y a une colonne-y et by = by +detcy = ¢1 + d
(chacune de ces égalités impliquant I’autre) ;

2. en place k, il y a une colonne-x croisée dans D (i.e. by = 0) et une colonne-y
dans Do, et by = d ;

3. en place k, il y a une colonne-y dans D et une colonne-x blanche dans Do
(co=0),etcy =—d.

Preuve. Pour prouver ce résultat, nous commencgons par observer que la Proposi-
tion 3.39 interdit la présence simultanée de croix-z et -y : quand p est une équerre,
0x;0y;A,, = 0. Nous devons alors analyser les trois cas suivants selon les colonnes
apparaissant en place k :

1. D; et Dy ont une colonne-y ;

2. D1 aune colonne-zx croisée et I une colonne-y ;

3. D aune colonne-y et Dy une colonne-z blanche.
Nous traitons ces trois cas.

1. Cas 1 : si dans 77 + S5 les hauteurs des colonne-y aux k — 1 premiéres places
sont A, A—1,..., A— 1+ 1 etsinotre colonne-y est la h-ieme de Dy, nous
avons [ = h — 1 + d. La hauteur de la colonne-y de 77 + S5 en place k est au
plus A — [. Mais si nous observons que la hauteur de la h-ieéme colonne-y de Dy
est A — h + 1, nous obtenons :

bit+e<A—-Il=A—h+1—-d=by+cy—d.
D’ou I’inégalité
bo > b1 +d (3.67)

et nous observons que 1’égalité dans (3.67) équivaut a la complétude. Comme
by + co = by + ¢1 + d + d' par définition de d et d', I’égalité co = ¢ + d’ est liée
a la précédente.

2. Cas 2 : il se traite rigoureusement de méme que le Cas 1.
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3. Cas 3 : le raisonnement est semblable a celui du Cas 1. Si notre colonne-y est la
h-ieme de D; et si dans les £ — 1 premieres places de 77 + S5 les colonnes-y
ont pour hauteurs successives A, A —1,...,A—l+1,alorsl = h—1—d.
Comme la hauteur de la colonne-y en place k£ dans 73 + Sy est au plus A — [,
nous déduisons que ¢; > —d’, avec 1’égalité correspondant a la complétude.

Remarque 3.54 Siles k — 1 premiéres places sont complétes mais pas la k-ieme, nous
observons que cela correspond a un accroissement du nombre de cases blanches dans
Dy d’apres les inégalités obtenues dans la preuve précédente.

Nous observons aussi que les Cas 2 et 3 ne peuvent pas se produire simultanément
car nous ne pouvons pas avoir a la méme place une colonne croisée dans I} et une
colonne blanche dans Ds puisqu’il y a au moins une case en chaque place de TI{ + S5.

Avec cette caractérisation de la complétude, nous pouvons progresser dans la preuve
du Théoreme 3.48.

Lemme 3.55 Sil’on a complétude sur les k premieres places le long de la chdine entre
D et D', alors la somme des parametres d le long de la chaine entre D et D' est nulle,
de méme que celle des d (d et d' relatifs cette fois aux k premieres places).

Pour des raisons pédagogiques, nous commencons par appliquer ce résultat et reportons
sa démonstration apres le Lemme 3.56.

Lemme 3.56 Si nous avons complétude sur les k premieres places entre D et I), alors
ces deux dessins sont identiques sur les k premires places.

Preuve. Nous utilisons le Lemme 3.55. En effet nous notons que si nous conservons
une colonne-z ou une colonne-y en place k le long de la chaine entre D et I, le résultat
est trivial car, d’apres le Lemme 3.55, la somme des parameétres d est égal a zéro. Avec
des notations évidentes nous avons alors : ¥ = b+ > d = b. Maintenant si la forme
change en place k, observons les deux cas possibles suivants (par symétrie nous ne
considérons que les changements pour une colonne-y) :
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ou les fleches simples représentent une seule génération, les fleches pointillées éventu-
ellement plusieurs générations, mais a forme fixée en place k.

Au vu de la Caractérisation 3.53, nous observons que nous avons dans les deux cas :
by = b1 +d, co = ¢1 + d’, comme si nous n’avions pas changé de forme ; la preuve de
ceci est immédiate en regardant les d a gauche et les d a droite.

D’apres le Lemme 3.55, nous sommes maintenant capable de retirer la condition
que la forme ne change pas au niveau des fleches pointillées. En effet, nous com-
mengons par raisonner sur des chaine du type ci-dessus, puis nous pouvons ignorer
le changement de forme. Par itération, on obtient le résultat dans le cas général (analo-

gie avec un chemin de Dick sur lequel on retire successivement les séquences V et A). |

Preuve (du Lemme 3.55). Ceci se fait par récurrence sur k. Si k = 1, le résultat est
évident. Afin de prouver le résultat pour k, nous raisonnons par I’absurde et supposons
par exemple > d > 0, i.e. d’apres la formule (3.66) définissant d, que notre colonne (on
la suppose -y en D et D') a changé de forme plus de fois par apparition d’une colonne-
x blanche que par apparition d’une colonne-y blanche. Observons la sous-chaine de la
figure suivante.
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d,d

127

. d,,d

2772

d,, d;

Soit hy la hauteur de la colonne-y du dessin 1 et % la profondeur de la premiére
colonne-z a sa droite. Nous observons que by = d3 > 0 (Cas 2 de la Caractérisation) et
que dy = hy —dy — dj car b3 = 0 = by — dg (Cas 1). D’ol : dy + dy = b — d}.

Nous visualisons alors les changements de forme en place k entre D et IJ sur la

représentation suivante.

Les ordonnées paires correspondent a une colonne-y en place k, les impaires a une
colonne-z. Un pas nord-est est soit I’apparition d’une colonne-x blanche ou la dispa-
rition d’une colonne-z croisée (selon les ordonnées impaires ou paires) et une ligne
sud-est est soit I’apparition d’une colonne-y blanche ou la disparition d’une colonne-y
croisée. Les lignes pointillées sont placées de la fagon suivante. La premiere est placée
au dernier point d’ordonnée nulle. Puis nous avons clairement deux pas nord-est. Nous
recommengons alors en prenant 2 comme nouvelle origine des ordonnées.
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Supposons qu’entre D et D)’ il y a une seule ascension, i.e. une seule sous-chaine
1-2-3-4. Si nous vérifions que dy + d1 + da > 0, ol dy est la somme des parametres d
avant ’ascension, alors comme »_ d = 0 entre D et D', nous avons nécessairement des
d < 0 apres cette séquence, ce qui est impossible sans une disparition d’une colonne-y.
C’est ce que nous voulions montrer.

Montrons alors que dy + dy + do > 0.

Soit b le nombre de cases blanches en place k dans D alors b = b + dy. Dou :

do+di+dyo=do+h) —dy=b—b+h} —dy =hy +h} —b. (3.68)

Il est aisé de vérifier que hy + R} — b > 0.

Il reste a observer que lorsqu’il y a plusieurs ascensions, le raisonnement précédent
reste valide, en considérant la derniére ascension. En effet, il suffit, d’apreés ce qui
précede de remplacer 1’égalité by = b + dy par by < b + dy, ce qui ne change rien
au résultat.

La preuve du Lemme 3.55 est presque complete. il ne reste plus qu’a observer que
les symétries entre x et y et entre les cases croisées et blanches nous permettent de trai-

ter sans d’autres développements les cas restants. |

Lemme 3.57 S’il n’y a pas complétude totale le long de la chdaine entre D et D' alors
D # D', ce qui implique le Théoréme 3.48.

Preuve. C’est alors une conséquence facile de la Caractérisation 3.53, du Lemme 3.56
et de la Remarque 3.54. 11 suffit de regarder la place la plus a gauche ou la complétude
n’est pas vérifiée : I a plus de cases blanches (et moins de cases croisées) que D en
cette place. |

3.4.6 Preuve de I'indépendance : fin

Preuve (du Théoreme 3.48, fin). Il suffit maintenant de montrer qu’il y a au moins
une génération entre D et I ol la complétude n’est pas vérifiée. Nous allons méme
montrer que chaque génération est non complete.

Notons encore Dy = (S1,T1) et Dy = (S2,T5) deux dessins différents, Ds fils de
D1. Si Dy et Dy ont la méme forme, le résultat est évident. Il reste alors a étudier le
cas ol D; et Dy sont de forme différente. Nous raisonnons par 1’absurde et supposons
qu’il y a complétude.

En regardant la place la plus a gauche ou la forme change, nous pouvons considérer
que la forme change en place 1. Les seuls cas ou la non-complétude n’est pas triviale
sont les suivants (remarquer qu’icid = d = 0) :
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cas 1

% cas 2

cas 3

cas 4

L’utile remarque suivante nous permet de diviser par deux le nombre de cas a
étudier :

Remarque 3.58 D, est un fils de D; si et seulement si flip(D;) est un fils de flip(D-).
Nous nous restreignons alors aux Cas 2 et 4.

1. Cas 2 :
Dl= a

D2=

=
|

Si en place “a”(correspondant a la premiere colonne-x unie croisée dans [}), il

ya:

— une colonne-z : nous commengons par vérifier qu’en chaque place a gauche
de “a” nous avons d = 0; puis nous montrons que la colonne-x dans ) est
plus petite que celle de Ds, ce qui contredit b = by — d = by.

— une colonne-y : nous montrons tout d’abord que dans chaque colonne-z de
Ty + So il y a au moins une case provenant de D; et une provenant de Ds.
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Ceci est absurde car il n’y a alors pas assez de colonnes-x.

2. Cas4:

Dl1=

D2=

Dans ce cas, si la premiere colonne-x unie de D est la [-ieme, nous observons
que la colonne-x a sa gauche a au moins une case blanche, donc a une contri-
bution dans 77 + S». Donc a gauche de cette place il y a déja une colonne-x de
profondeur L — [ + 1 (il y a au moins [ colonnes-z dans 75 + .S a gauche). Ceci
est absurde.
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Chapitre 4

Approche récursive et partitions
trouées

L’approche récursive de la conjecture n! que nous allons présenter vient de 1’utili-
sation de partitions trouées p/ij, i.e. de diagrammes obtenus en enlevant au diagramme
de Ferrers d’une partition y une case (i, j), que I’on appelle alors “trou”. La conjecture
analogue de la conjecture n! assure que la dimension de I’espace M, /;; associ€ a une
partition trouée est un multiple de n!. Elle admet une forme plus précise, en termes de
caractéristiques de Frobenius bigraduées. L’aspect récursif vient du déplacement que
I’on veut faire subir au trou (i, j) sous I’action d’opérateurs de sauts. Ceci se traduit
au niveau des caractéristiques de Frobenius par une récurrence a quatre termes. Celle-
ci est conjecturale et renferme beaucoup d’information sur la nature combinatoire et
sur la structure de S,-module bigradué de M, /;;. Ce chapitre est composé de quatre
sections. La premiére expose les définitions et présente les conjectures. La seconde
présente deux cas particuliers : le cas ou (i,5) = (0,0) et le cas des équerres. Les
deux dernieres résolvent plusieurs questions dans le cas du sous-espace en un alpha-
bet M, /;;(X) = M,,/;; N Q[X] : la troisi¢me établit la récurrence a quatre termes
dans ce cas particulier, via la construction d’une base explicite de M, ;;(X), et la
quatrieme est consacrée a I’étude de I’idéal annulateur de M, /;;(.X), pour lequel on
obtient également une description explicite.

4.1 Présentation

4.1.1 Définitions et conjectures

Nous introduisons ici le probléme en suivant la présentation de [10].
Définition 4.1 Si pu est une partition de n+ 1, nous noterons y/ij le diagramme obtenu
en enlevant la case (i,j) du diagramme de Ferrers de . Nous qualifierons (1/ij de

partition trouée et nous appellerons (i, j) son trou.
Nous appellerons ombre de la case (i, j) ’ensemble des cases sitiées au sens large

81
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au nord-est de (i, j), i.e.
Su(i,g) =4, epn;i<ietj<j} 4.1)

Nous noterons s,(i, j), ou méme s s’il n’y a pas ambiguité, le cardinal de I’ombre de
(i,7) dans p, i.e. de la partie grisée dans la figure suivante.

.

Nous noterons M, /; ;, ou parfois M;;, I’espace associé au diagramme /5. Pour
étudier cet espace, nous commencons par tirer de I’action des opérateurs de sauts (Pro-
positions 3.7 et 3.11) ’utile corollaire suivant.

Proposition 4.2 Pour toute partition i et toute case (i,j) € i, nous avons

Pu(OX)Po(OY)A, i = en(0X)en(dY)A

B/ij w/ij
:cte{ A,u,/i-i—h,j-i—k S% (Z + h‘v] + k) Sy (42)
0 sinon

ou nous notons Dx = Z?:l Ox; et Dy = Z?:l Oy; et ot le symbole = désigne une
égalité a une constante multiplicative non nulle pres.

On en tire alors le résultat suivant

Proposition 4.3 Soir 1 une partition de n + 1. Alors pour toutes cases (i,7) et (i +
h,j + k) de p, nous avons :

h 1k _
DxDyM,,i; = My /i jik- 4.3)
En particulier, les inclusions suivantes sont vérifiées :

Myirye © My (4.4)

i3
pour toute case (i, j') dans 'ombre de (i, 7).

La conjecture qui simultanément généralise et sert d’interprétation récursive a la
conjecture n! est la suivante.

Conjecture 4.4 Pour toute partition |1 de n+1 et toute case (i,j) € p, 'espace M, /i
vérifie :

on s,(i,7) est le nombre de cases dans I’ombre de (i, j) dans fu.
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De méme que la conjecture n! n’est que le pendant dimensionnel de la conjecture
C==H,1Ila Conjecture 4.4 admet comme forme plus précise I’énoncé suivant, qui décrit
la structure de S,-module bigradué de M, /;;. Nous notons, conformément a (1.38) et
(1.39), C,,/i; la caractéristique de Frobenius bigraduée de M, /;;. Nous considérons
I’ensemble des partitions v obtenues a partir de p en Otant ’'un de ses coins. Nous
noterons ¥ — p pour signifier que v obtenue en enlevant un coin a p. Rappelons de
plus (cf. figure page 17) que a,(s) et b, (s) désignent respectivement le bras et la jambe

de la case s dans le diagramme de Ferrers p, et introduisons :
tlu(s) — qau(s)—i—l tlu(5)+1 — qau(s)

Cuu(‘]vt) = H Huls) — qau(s) H thu(s) — qa“(s)

SE’RM/U SECN/,,

(4.6)

ouR,,, (resp.C,,) représente I’ensemble des cases de v qui sont dans la méme ligne
(resp. colonne) que la case que nous devons retirer de p pour obtenir v.

Conjecture 4.5 Pour tout (i,j) € p, nous avons

Chuij(:0:8) = > erplqt) Hyryp(50,1) (4.7)

p—T

ou T est le diagramme de Ferrers contenu dans I’ombre de (i, j) dans y et le symbole
W — T+ p représente la partition obtenue en remplacant T par p dans I’ombre de (i, 7).

L’intérét des partitions trouées est qu’elles fournissent une approche combinatoire
des conjectures n! et C' = H. Le résultat suivant révele cette interprétation en termes
de caractéristique de Frobenius bigraduée, donc au niveau de la structure fine de &,-
module des espaces M, /;;.
Théoreme 4.6 La validité de la relation (4.7) pour toute case (i, j) estéquivalente a :

(i) la récurrence a quatre termes

C tl o qa+1 tl+1 _a tl+1 o qCH-l

q
w/ij — H— q° Cﬂ/i7j+1 + H— q° Cp/i-{—l,j - t C

T el (4.8)

onnonaposél =1,(i,7) eta=a,(i,j),

(ii) la condition aux bords que les termes G, /; j 11, C it1,j 0u Cpy i 41 sont nuls
si les cases correspondantes (i,j+1), (i+1,7) ou (i+1,j+ 1) sortent du diagramme
w, et sont égaux a Hy,j; ;1, Hyji1,5 ou Hy i1 j11 quand la case correspondante est
un coin de .

Nous renvoyons a [10], Theorem 1.1 pour une preuve (élémentaire) de ce théoreme.

4.1.2 Borne supérieure pour la dimension de M, /;;

La premiere information soutenant la Conjecture 4.4 est le résultat suivant.
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Théoreme 4.7 Pour toute partition y de n + 1 et toute case (i,j) € p, nous avons

dim M, /;; < s,,(4,7).n!. 4.9)
De plus, si I’égalité est vérifiée, M, ;;; est alors la somme directe de s,(1,7) représen-
tations réguliéres a gauche de S,,.

Preuve. La preuve donnée ici est inspirée de celle de [10], Theorem 4.3.

Nous réutilisons le procédé défini en (2.6) qui a un tableau 7" de forme p associe
un point p(T) = (a(T),b(T)) dans Q*™ ot m = |u/|. Ici nous avons |p| = n + 1
et nous n’utilisons que les tableaux injectifs de forme u tels que I’étiquette n + 1 soit
placée dans I’ombre de la case (i, 7). Notons 7, /;; I’ensemble de ces tableaux qui est
clairement de cardinal s,,(i, j).n!. Considérons a présent [p,,/;;] qui est par définition
I’ensemble des points de Q" obtenu en ne gardant, pour tout tableau 7" de 7,/i5> que
les n premieres entrées de a(7") et les n premieres entrées de b(7"). Notons que deux
tableaux distincts dans 7}, /;; donnent des points distincts dans [p, /;;] de telle sorte que
cet ensemble est composé de s,,(4, j).n! points de Q*".

Nous procédons alors de méme que dans la section 2.2 et nous introduisons .f, sl
grdyp, .1 et Hy, 1 Iidéal annulateur dans Q[X,,Yy] de I’ensemble [p,, 5], 'idéal
gradué associé et I’espace des harmoniques correspondant. Cet espace est un multiple
de la représentation réguliére a gauche et sa dimension est le cardinal de [g, /Z-j], a
Savoir :

dimH, 1= su(i,j).n!. (4.10)
Il nous reste donc a montrer que
M, C H,, ). @.11)
Pour ceci, introduisons 1’idéal suivant :
z :Iﬁriﬂayiﬂﬁu NQ[X,,Y,]. (4.12)
Lemme 4.8 Nous avons [’égalité suivante :
In,; =1 (4.13)

Preuve. Sinous développons la forme déterminantale de A, (équation (1.2)) par rap-
port a la derniere ligne, nous pouvons écrire :

AKXy, Yogr) = D byl 1 A(Xa, Vo). (4.14)
(4.3)€En
En dérivant (4.14), nous obtenons
8$;+18yi+1A“(Xn+17 YTL+1)

Y w e A (X, Ya)  (415)
(@,5")eprN{(i,5)}

i'>iet j'>j

ou les ¢; j sont des constantes rationnelles. On en déduit alors 1’égalité (4.13) car :
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-1 C 1Ip,,,; : soit P un polyndme dans 7. Ceci signifie que P tue le terme de
gauche de (4.15). 1l suffit alors de prendre x,+1 = 0 et y,+1 = 0 pour voir que
Ptue A, /;;(Xn, Yy). Donc P est dans IA, ;-
- IAM Jid C 7 : soit P un polyndme dans IAu Jig® Par (4.3), P tue tous les termes de
| droite dans (4.15) ; donc il tue le terme de gauche. Ceci implique P € 7.

Lemme 4.9 Nous avons inclusion
puis] cZ. (4.16)
Preuve. Soit P € Q[X,,, Y,]| un élément de I’idéal ‘][Pu sl et définissons le polyndme

ng[

—1 7j—1
Q(Xnt1,Ynt1) = P(X,,, Yy) H($n+1 — ayr) H (Ynt1 — B)
i'=0 §'=0

ol nous reprenons les notations de (2.6). Le polyndme @ doit forcément s’annuler sur
I’ensemble de I’orbite [p,,]. En effet, P s’annule sur [p,, /;;] et le produit des deux autres
facteurs s’annulent sur le reste de [p,]. Donc en prenant les composantes homogenes
de plus haut degré :

h(Q) = ‘T;;"L-i-lygl-i-lh(P) € gri,)-
Ceci implique que z¢, +1y7{; +1h(P) tue A, ce que I’on peut écrire sous la forme
h(P)(8)0z}, 1 dy) 1A, = 0. (4.17)
On peut alors lire (4.17) ainsi : h(P) € Z, ; A - Vuque P estdans Q[X,,Y,] et

N PP L0 xn+1ayfm+1 0
d’apres la Définition 4.12, nous en déduisons (4.16). |

11 suffit alors de regrouper les Lemmes 4.8 et 4.9 et d’utiliser la Proposition 2.1 pour
obtenir (4.11). Ceci acheve la preuve du Théoréme 4.7. |

4.2 Deux cas particuliers

4.2.1 Casde ;1/00

Proposition 4.10 ([10], Lemma 1.1) Soit p une partition de n+ 1 et ‘P une famille de
polynomes de Q[ X, Y,|. Alors

B, = {b(0)Au(Xn+1,Ynt1) ; be P} (4.18)
est une base de M, si et seulement si
B, j00 = {6(9) A 00 (Xn, Yn) 5 b € P} (4.19)

est une base de M, . En particulier la Conjecture 4.4 est vraie pour 1/00 si et
seulement si la conjecture n! est vraie pour .

Preuve. En appliquant le Lemme 4.8 pour (i, j) = (0,0), nous avons que
IAH/OO = :Z'—AH m Q[XTIJ YTL]

ce qui nous permet de conclure. |
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4.2.2 Cas des équerres

Proposition 4.11 La Conjecture 4.4 est vraie quand i est uneéquerre jp = (A+1,15)
et (i,7) une case quelconque de |i.

Preuve. La Proposition 4.10 nous permet de ne considérer que le cas ou le trou ne se
trouve pas en (0, 0). Par symétrie, nous ne considérons que le cas ot j > 0. Notons v
la partition (A, 1) et M,, I’ensemble de mondmes construit dans la section 3.4 tel que

B, ={b,(0)A, ; b, € M, } (4.20)
est une base de M,,.. Nous allons montrer que
B,joj = {bu(0)D¥ A, 03 by € My, 0 < h < A— j} (4.21)

est une base de M, o, ce qui prouve bien la Proposition 4.11 car s,(0,5) = A — j +
1. D’apres le Théoreme 4.7, il suffit de montrer I’indépendance linéaire de la famille
B,,/0;- Raisonnons alors par 1’absurde et supposons que nous ayons une relation de
dépendance lin€aire non triviale entre les €léments de 5, ;

> ab=0. (4.22)

bEB,./0;

Considérons hy le plus petit entier entre 0 et A — j tel qu’il existe un g, non nul relatif
a un élément b = b,,(a)Dgl,O A,,/0;- On applique alors a (4.22) I’opérateur Dé_] —ho,

Comme
b,(0)A, sih = hy,

A—j—h h
Dy, J Obu(a)DYAu/Oj cte { 0 sih > hy,

on obtient une relation de dépendance linéaire entre les éléments de 13,, ce qui est ab-
surde. |

Remarque 4.12 1l est immédiat de voir que ce raisonnement s’applique deés que I’om-
bre de (i, j) est réduite a un bras ou une jambe.

4.3 Résolution en un alphabet

Nous allons maintenant étudier le sous-espace M, /;;(X) = M, /;; N Q[X] et
montrer que dans ce cas la construction explicite d’une base permet de démontrer la
formule (4.8), ou plutét la formule obtenue a partir de (4.8) en ne considérant qu’un
seul alphabet, i.e. en prenant ¢ = 0. Ce travail a été réalisé en collaboration avec F.
Bergeron et N. Bergeron (cf. [5]).

4.3.1 Construction de la base

Le résultat central de cette section est la construction d’une base explicite pour
I’espace M, /; ;(X), ol i est une partition quelconque fixée de n+ 1, et (4, j) une case
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quelconque du diagramme de Ferrers de . Commengons par expliquer la construction
de cette base, qui utilise 1’étude de ’espace M,,(X) faite au paragraphe 3.3.2, dont
nous reprenons les notations. Nous nous servirons particulierement de la construction,
via les tableaux standard, de la base B,(X) du Théoreme 3.21.

Nous étendons tout d’abord la notion de polynéme d’un tableau, déja vue dans
I’étude des polyndémes de Garnir (paragraphe 2.3.1) dans le cas de tableaux ayant
pour forme une partition, a des tableaux de forme quelconque. Soit donc 7" un ta-
bleau injectif de forme un diagramme quelconque L. Notons (7, . .., C}, les colonnes
de T ordonnées de la gauche vers la droite. Dans chaque colonne de 7', nous or-
donnons les étiquettes dans C; suivant leur ordre d’apparition de bas en haut : les
C; sont donc des sous-alphabets ordonnés de X. Nous introduisons aussi pour tout
1 < j < k le diagramme D; qui est le diagramme colonne obtenu en remplagant les
coordonnées (%, j) des cases de la j-ieme colonne de L par (7,0). SiC; = {a1,...,an}
et D; = {(i1,0),...,(in,0)}, on a alors :

Ap,(Xc,) = det (25.) ., o), (4.23)
Définition 4.13 Nous définissons alors le polynéme du tableau T par :
Ar(X)=Ap,(Xe,) - Ap,(Xcy)- (4.24)
Par exemple si 7" vaut
1
3| 4
° ? (4.25)
alors )
_ 1 xf 1 mo
AT(X)—det< | a2 > ><a:3><det< 1 $4>. (4.26)
Soit {(a1,b1), ..., (@m,bm)} ’ensemble des coins de p qui sont situés dans
I’ombre de p, ordonnés par by < --- < by,. Nous notons ici encore q; la valeur de
ar(n+1) (cf. (3.28)) pour un tableau 7" de forme p ayant 1’étiquette n + 1 dans le coin
(ar, by).
Pour un tableau standard 7', notons By 1’ensemble suivant :
Br={X™;0<ms<ap(s) }. (4.27)

Pour v la partition de n obtenue a partir de y en enlevant le coin (q;, b;), la base de
I’espace M; = M, décrite au paragraphe 3.3.2 s’écrit alors

B, = {0X™Ar(X); T € 8T,,, X™ € Br }.

Si T est un tableau standard de forme 14, et si on choisit un entier 0 < u < g, nous
noterons 7' 1., le tableau de forme p/uv (avec v = ), tel que :
T(r,c) sic£vour <u,
T (1) = (4.28)
T(r—1,¢) sic=wvetr>u.
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Comme la case (u,v) n’est pas dans p/uv, T Ty, n’a pas besoin d’étre défini en (u, v).
En d’autres mots, le tableau 7' T, est obtenu a partir de 7" en décalant de une case vers
le haut les cases situées dans la colonne v qui sont sur la ligne u ou au-dessus. Pour u
et v comme précédemment, nous posons

Auw = {0X™Aqy, (X) 5 X™ € Br, T € §T,,}. 4.29)

Remarque 4.14 Tl est important de noter que A,,,, dépend implicitement du choix d’un
coin (az,b;) de p, car v est égal a b. De plus, on remarque que A, 5, est la base
de M,, (X)) décrite dans le Théoreme 3.21, ce qui implique que la famille 4, p, est
linéairement indépendante.

Définissons alors

m min(i+a;—1,a;)

Byij( U U A, - (4.30)

Le résultat fondamental est le suivant.

Théoreme 4.15 Pour p une partition de n + 1 et (i,j) une case de p, la famille
B,,ij(X) est une base de I’espace M, /;;(X).

Preuve. La preuve du Théoréme 4.15 est traitée dans les paragraphes suivants et est
composée de différentes étapes. Pour commencer, dans le prochain paragraphe, nous
allons montrer que tous les €léments de B, /;;(X) sont dans M, /;;(X) et calculer le
cardinal de B,,/;;(X) pour prouver qu’il est donné par la formule suivante :

,u/zg ' Z 220 (4.31)

>4
Mt >]

Nous montrerons ensuite son indépendance, et dans un dernier paragraphe nous établi-
rons que la dimension de M, /;;(X) est inférieure ou égale a d,, /;;, de telle sorte que
I’ensemble B,,/;;(X) engendre cet espace, ce qui completera la preuve. |

4.3.2 Inclusion et énumération
4.3.2.a Inclusion

Nous commengons par vérifier que tous les éléments de 3, ;;(X) sont bien dans
’espace M, ;;(X). Comme ce dernier est stable par dérivation, il suffit de montrer
que tous les polyndmes de tableaux introduits sont dans M, /;;(X). Considérons donc
un tableau 7', ayant un trou dans ’ombre de (4, j), i.e. en place (7,5') avec ' > i et
J' > j.D’apres (4.4), A,/ ;o appartient 2 M, /;;. Il est aisé de voir que la Proposition
2.10 implique que A7 est aussi dans M, /;;(X).
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4.3.2.b Enumération

Montrons maintenant que le cardinal de B, ;;(X) est donné par (4.31). Le cardinal
de A, , est clairement

n! n!
ul Hay+1—uti = ] Hay+15 (4.32)

ce cardinal valant bien stir n!/1!. Supposons que 1’union (4.30) est une union disjointe ;
ceci sera une conséquence de 1’indépendance linéaire. Comme chaque entier 4 indexant
la sommation dans (4.31) apparait exactement une fois dans {q +1 —u+i; 1 <[ <
m, i <u < min(i + a; — 1,a;)}, nous avons alors :

1B, (X)| = dyyij - (4.33)

4.3.3 Indépendance

Prouvons maintenant I’indépendance de la famille B, /;;(X). L’action des opéra-
teurs de sauts s’étend sans probleme au cas des polynomes de tableaux vu que dans
le cas d’un tableau T injectif, le polyndme A est un produit de déterminants de dia-
grammes (de dimension 1) en des sous-alphabets disjoints.

Nous en déduisons que pour un tableau standard 7' de forme y (rappelons que v
est obtenue a partir de y en enlevant le coin (q;, b;)) et pour 0 < u < g, nous avons

A7t (X)) siu<ay,
Dx Arpy o (X) =cte (4.34)
0 siu=a,

avec v = by. Il s’ensuit alors, d’apres la construction de B, /;;(X) que

Lemme 4.16 En utilisant les mémes conventions que ci-dessus, nous avons

Aurip, siu<a,
Dx Aup =cte (4.35)
{0}  siu=aqy.

Comme A, 3, et A, ont le méme nombre d’éléments, nous déduisons de 1’in-
dépendance linéaire de A, 5, et de (4.35) que chaque famille A, ;, est linéairement
indépendante. En appliquant 1’opérateur Dx dans la Définition 4.30, nous vérifions
facilement que

B, jit1,;(X) = Dx B, ; j(X). (4.36)

Nous achevons alors la preuve par récurrence décroissante sur i, a j fixé. Pour ini-
tialiser la récurrence, nous remarquons que 1’indépendance linéaire est triviale lorsque
le trou (7, ) est situé sur le bord supérieur de p car dans ca cas, on retrouve la base
B, (X), ot v est la partition obtenue en enlevant I’'unique coin de p situé dans I’ombre

de (i,7).
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Raisonnons par 1’absurde en supposant que nous ayons une relation de dépendance
linéaire entre les termes de B, ;;(X) :

Z cpb = 0. (4.37)

bEBu/ij (X)

Appliquons alors Dx a cette relation. D’apres (4.36), nous obtenons une relation de
dépendance entre les éléments de B, /; 1 ;(X), qui est libre par hypothése de récurrence
donc tous les coefficients des éléments de cette famille sont nuls. En revenant a (4.37),
on obtient une relation de dépendance entre les termes de A,,, p,, car Dx A

{0} et

Am,,bm

du/@+1u + [Agpn b | = Z i + | :“l+1 du/ij'

' i’ >i+1
Hir>]

Mais A,,, ., est bien siir indépendante (cf. Remarque 4.14) donc tous les coefficients

m

cp dans (4.37) sont nuls ce qui acheve la preuve de 1’indépendance.

4.3.4 Borne supérieure pour la dimension de M, /;; (X)

Nous donnons maintenant une preuve de la borne supérieure pour la dimension de
M,,/; ;(X), ce qui achévera la preuve du Théoréme 4.15.

Théoreme 4.17 Pour . une partition de n + 1,

dimM,, ;; ;(X Z fuir. (4.38)

i'>i
Myt >]

Preuve. Nous allons déduire (4.38) du Théoreme 4.7 et de sa preuve, dont nous repre-
nons les notations. En ne gardant que les n premigres entrées de p(7"), pour tout tableau
T € 7,/;;, nous obtenons un ensemble [p, /;;(X)], projection de [p,,;;] sur Q".

Nous procédons de méme que dans le cas en deux alphabets en introduisant

oy (X))
I’idéal annulateur de [p,,/;;(X)] ainsi que gy, (X)) €t

- il

Hyp, 0 (X) = (80}, 001) ™
Il est immédiat de voir que deux tableaux injectifs donnent le méme point si et
seulement si ils ont les mémes entrées sur chaque ligne. De ce fait le nombre de points
de [p,/ij(X)] est le nombre de tableaux de 7, /;; qui sont croissants sur les lignes,
soit précisément d,, /;;. Ceci implique, comme observé a la Remarque 2.4 que la dimen-
sion de 'l’espace des harmoniques H[Pu Jis] (X ) est Précisément dyij- D apres I’équation

(2.28), il ne reste plus alors qu’a prouver I’inclusion suivante :

grdp, 0] € Imy, 5 (X). (4.39)
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Rappelons que nous avons obtenu ng[p“ il € Im,,; = Ia,,,; dans la preuve du
Théoreme 4.7.

Ensuite vu que I’espace M, /;; est évidemment stable par dérivation, nous pouvons
appliquer le Lemme 2.13, d’ob : Iy, (X) = Im, ,; N Q[X].

Soit alors un polyndéme P dans .J,, . (X). Comme P €Q[X,] CQ[X,, Yy], P est
aussi dans I’idéal annulateur de I’orbite [g, /;;]. Nous en tirons alors

gr(P) € Im,,;, = er(P) € Im,,; N Q[Xy] =1m,, ,, (X) (4.40)

w/ij

d’apres (4.11). La preuve de (4.39), et par conséquent de (4.38), est ainsi compléte. |

4.3.5 Récurrence a quatre termes

” { 1 sir=0,
0" = .
0 sinon,

Avec la convention

la spécialisation de la Conjecture 4.5 aux sous-espaces des polynomes de degré en Y nul
correspond a prendre ¢ = 0 dans la récurrence a quatre termes (4.8). Nous montrons ici
que cette spécialisation est vérifiée, en donnant une interprétation explicite, en termes
utilisant notre base B,, /;;(X ), de la récurrence résultant de cette spécialisation.

Théoreme 4.18 Si C/S)/?j représente la caractéristique de Frobenius graduée du mo-
dule M, /;;(X) alors : -
0 o -1
msta=0el>0 Gy = =g Qg
: X)) _ ~(X) (X) (X)
—sia>0 Oy = Cuign + Oy ~ 1 Civ e

—sia=0etl =0, C;(f/ii est la caractéristique de Frobenius graduée de M,,(X),
ou v est la partition j1/ij.

Ici (comme dans le Théoreme 4.6) [ et a représentent respectivement le bras et la jambe
de la case (i, j) dans ju. Si une des cases (i+1,7), (i, j+1) ou (i+1, j+1) se retrouve
hors de u, alors le terme correspondant doit étre pris égal a zéro.

Preuve. Chacune de ces assertions est prouvée en utilisant la base que nous avons
construite. La troisieme est une observation directe. La premiere correspond a un cas
dans lequel il n’y a qu’un coin (ay,, b,,) dans I’ombre de (i, 7), avec b,, = j, et dans
ce cas (4.30) peut étre réécrit de la fagon suivante :

l
Bu/z’j(X) = U Ai+u,j7
u=0

Aussi longtemps que (k + 1,7) est dans u, ’opérateur Dy est un isomorphisme de
représentations entre les S,-modules homogenes A;, ; et Aj41 ; qui diminue le degré
de 1. Ceci implique que

Foit(Arj) =t Foi(Art1;)
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ou F, ; représente la caractéristique de Frobenius (cf. (1.38)). Nous en déduisons que,
dans le premier cas,
Bij(X)=(1+t+- - +t")CN

avec (/v = (am, by). Ceci est clairement équivalent a la premiére assertion.

Pour le second cas, il y a quelques sous-cas suivant la place du trou. Ils sont tous
traités de facon similaire et nous nous intéressons au plus général d’entre eux, a savoir :
j = by etm > 1. Dans ce cas la base peut se scinder :

1+a1—1
B, ij(X) = Byjij+1U U Ay
u=1
et nous avons juste besoin de prouver que la caractéristique de Frobenius graduée du
sous-espace vectoriel engendré par

i+a1—1

U A
u=t

est donnée par

(X) (X)
t(Cu/iJrLj - C,u/z'+1,j+1)’ 4.41)

Nous avons B, ;1141 C Byit1,j» avec Dy Uit =t A, le complément de 1en-
semble B, /; 1 j11 dans By, ;11 ;- Sous les hypotheses de ce sous-cas, la caractéristique
Zj_ofl_l Ay, est par conséquent donnée

de Frobenius du sous-espace engendré par | J, "

par la formule (4.41). 1

4.4 Idéal annulateur en un alphabet

4.4.1 Présentation

Nous décrivons ici 1'idéal annulateur 7, /;;(X) de I’espace M, /;;(X) pour p1 une
partition quelconque de n + 1 et (7,;) une de ses cases. Cette étude a été menée en
collaboration avec N. Bergeron (cf. [8]).

Nous avons vu dans la section 3.3 que dans le cas d’une partition 1, I’idéal Z,(X) a
deux descriptions duales : une en termes de fonctions symétriques élémentaires et une
en termes de fonctions symétriques homogenes. L’idée centrale (Lemme 3.31) était que
ces deux familles sont équivalentes modulo I’idéal 71~ des fonctions symétriques, qui
est inclus dans Z,(X) pour toute partition x. Dans le cas de partitions trouées, nous
n’avons pas I'inclusion Zyny C Z,,/;;(X). Par exemple, si (i,j) € p n’est pas au
sommet d’une colonne de p alors by (0X)A,/;;(X;Y) = A, 01 ;(X;Y) # 0. Mais
d’apres la Proposition 3.14, on a en revanche :

he(X) € Ly (X)Vr > 1 (4.42)

car on ne peut pas faire monter deux trous (il n’y en a qu’un). Pour décrire 7, /;;(X)
nous allons devoir utiliser les deux familles de fonctions symétriques.
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| v©)

v(0)

(i.j)

By

Notons [ le nombre de cases situées au-dessus de (¢, 5) dans p. Pour 0 < ¢ < [,
notons v(() la partition obtenue en enlevant & 1 son coin le plus a droite dans 1’ombre
de la case (i + ¢, 7). Nous noterons (g, 5¢) les coordonnées de ce coin. Nous sommes
ici obligés de modifier les notations utilisées dans la section précédente. Pour faire le
lien, notons que les coordonnées du coin de p le plus a droite dans I’ombre de (4, j) a
pour coordonnées (a,,, by,) = (ag, Bp) et la partition résultant de son ablation est notée
Vm = v(0).

Si (i, 7) est au sommet d’une colonne de p, alors oy = i et

h?o_j(aY)A,u/ij(Xv Y) = Au/aoﬁo(X’Y) - AV(O)(X’Y)'

Ainsi M, /;;(X) = M,0)(X) et par conséquent T, /;;(X) = T, )(X). Jusqu’a la
fin de cette section, nous pouvons donc supposer que le trou (i, 7) n’est pas situé au

sommet d’une colonne de .
Pour y une partition de n + 1 notons, suivant les notations introduites en (3.37) :

Ju(X) = {(h(X); X C X, |X| =k, r>&(n) — k). (4.43)

Comme ici | X| = n = |u|—1, il est clair que 1 < k < n, eten particulier i (X) & J,,.
Nous remarquons que cet idéal est trés ressemblant a la définition de 1’idéal Z,(X) du
Théoréeme 3.26. Nous avons vu ci-dessus que les fonctions symétriques homogenes
ne suffiront peut-étre pas pour décrire I'idéal 7, /;;(X). Nous aurons aussi besoin de
fonctions symétriques élémentaires. Posons

(X) = (M (X)er(®); X C X, [X] =n—k, j <k < B, r=0x()—h)
+{(er(X); XCX, [X] =n—k, fo <k <, r=0c(p)—k).

~

J| w/ij

Théoreme 4.19 En utilisant les notations définies ci-dessus et pour une partition (i de
n+ 1 et (i,j) une case de i, nous avons

i (X) = Tu(X) + (BHX)) + Jpi5(X). (4.44)

La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce théoreme. NotonsZ, /i (X)
I’idéal défini a droite de I’équation (4.44).
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4.4.2 Inclusion

Nous commengons par montrer 1’inclusion
en vérifiant que chaque élément de Z u/ij(X) est bien dans 7, /;;(X).

Lemme 4.20 Pour tout (i, j) € p, nous avons J,,(X) C I, /;;(X).

Preuve. 11 est clair d’apres la définition que J,(X) C Z,(X,+1). Développons le
dterminant A, (X,,41, Yy,41) par rapport a la derniére ligne :

A(X, 21, Y, Yng1) = Z ix;—i—lyi_i_lA,u/ij(XvY)'
(i,5)€Ep

Pour tout polyndme P(X) € J,(X) C Z,,(X,41) nous avons

0= P(aX)AM(X7 mn-‘rth yn-i-l) = Z :I:‘TiL—‘rlyiH—l P(@X)A“/Z] (X, Y)
(i,5)€n
(4.46)
ce qui montre que P(0X)A,,/;;(X,Y) = 0 pour tout (7, j) € . 1

Pour montrer que h™(X) € Z,.,/ij(X) nous utilisons la Proposition 3.14. Dans
1/1j, la seule case qui peut monter sans en rencontrer une autre est la case (i, 7). Elle

peut faire [ pas vers le haut, mais pas plus. Le [ + 1-ieme pas la ferait sortir de x, donc
rencontrer une autre case de 4/ij. Donc

Wt (0X)A,;(X,Y) = 0.

Maintenant, pour fy < k < ji1 nous considérons e,(X), o X C X est un sous-
alphabet de cardinal |X'| = n — ket r = & (u) — k. Nous allons vérifier que e, (X) €
7,,/ij(X). Nous remarquons que s’il existe k tel que (h < k < ju1, alors (i, j) n’est pas
sur la premiere ligne de 1. Nous développons A, /;;(X,Y’) comme dans (3.22) :

A,u/z'j(Xv Y) = Z iAD(?7y)A}L/Z_]\D(X \D?,Y\y),

D C p/ig,
|D|=n—k

ot Y est le sous-alphabet de Y, ayant le méme ensemble d’indice que X. En observant
la figure ci-dessous, nous remarquons qu’il y a n — k cases au total dans les deux parties
grises de pu/ij. Dans la partie la plus foncée, il y a & () — k — 1 cases de pu/ij. D apres
la Proposition 3.11, pour avoir e,(0X)Ap(X,Y) # 0, nous devons étre capable de
déplacer r = 0k (1) — k cases distinctes de D de un pas vers le bas. Comme on le voit
sur la figure ci-dessous, le nombre maximal de cases qui peuvent descendre pour un tel
D est 0 (1) — k — 1, donc e, (8X)A,/;;(X,Y) = Oet e, (X) € T,,;;(X).



4.4. IDEAL ANNULATEUR 95

Bo

Finalement, pour j < k < [y et e, (?) comme ci-dessus, il ne nous reste qu’a régler
le cas ou (7,7) n’est pas dans la zone foncée. Ceci se produit seulement si i = 0.
Rappelons-nous alors que iy (0X)A,,/3;(X,Y) = A, i41,;(X,Y) et par conséquent

r (0701 (0X) D35 (XY ) = €, (0F) Ay i 5 (X.Y) = 0

Donc hy(X)e,(X) € Z,,;;(X), ce qui achdve la preuve de I'inclusion 4.45.

4.4.3 Réduction

Dans I’anneau Q[X,,] = Q[x1, z2,...,x,] des polyndmes en n variables, I’inclu-
sion 4.45 implique que

dim (QIX0]/Zi5(X) ) < dim (QUXa)/Z,55(X)). (4.47)

Nous présentons maintenant un algorithme de réduction, qui réduit, modulo I’idéal

Z,/i§(X), tout element de Q[X,,] comme combinaison linéaire d’éléments d’une base

de Q[X,,] / 11/i7(X). Ceci montrera que

dim (QIX0)/Z55(X) ) < dim (QLXa) /Z,55()) (4.48)

et conclura la preuve du Théoreme 4.44.
Nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 4.21 La famille

{hA(X)aPaP? - afr; 0< ¢ <i—1} (4.49)
forme une base de Q[X,,], quand X\ décrit I’ensemble des partitions dont les parts sont

<n.
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Preuve. Cet énoncé est un résultat classique de la théorie des invariants et il en existe
de nombreuses preuves. Nous proposons ici une démonstration adaptée au contexte,
celle de [14], Theorem 3.2. Nous montrons que tout polyndme P € Q[X] s’écrit, et ce
de fagcon unique, sous la forme :

P(X) = Z AXC (4.50)
0<¢;<i—1

ol les A, sont des polyndmes symétriques.

e Commencons par I’existence d’une telle forme. Nous savons (Théoreme 3.20) que la
famille { X ; 0 < ¢ <4 — 1} est une base de Q[X,,]/Z(1n) avec Z(yny I'idéal engendré
par les polyndmes symétriques sans terme constant. Par conséquent P peut s’écrire

P(X)= > X+ zn: B, (X)h,(X)
0<e;<i—1 r=1

ou les ¢, sont des nombres rationnels et les B.(X) des éléments de Q[X,,]. En appli-
quant cette décomposition a ces polyndémes B,(X) et en itérant, on obtient I’existence
d’une écriture de P(X) sous la forme (4.50).

e Montrons maintenant 1’unicité d’une telle écriture. La série génératrice des degrés de
la famille (4.49) est donnée par la formule :

e Zi.pi_1-(1+Q)"'(1+q+---+q")_ 1
2 w2 e = 1-q)(1=¢})---(1-q¢") (QA-gq"

0<e;<i—1 pi=0

qui est précisément la série de Hilbert de Q[Xj,]. Par conséquent, 1’écriture (4.50) est

bien unique. |

Remarque 4.22 Comme nous 1’avons vu dans la preuve, nous pouvons remplacer les
fonctions symétriques homogenes dans 1’énoncé par toute base de 1’anneau des fonc-
tions symétriques.

Nous allons utiliser la famille (4.49) pour notre algorithme de réduction. En repre-
nant les notations introduites sur la figure page 93, notons 5, () une base du quotient
Q[Xy) / T, ¢)(X), par exemple selon la description donnée au Théoreme 3.21. Nous

posons alors
!

Suii= | rS(X)By 4.51)
¢=0

ol hg(X)Bl,(o = {hg(X)P(X) ; P(X) € By} Nous avons besoin des lemmes
suivants.

Lemme 4.23 Pour 0 < { < I, nous avons

h$ (X)Zoi)(X) € Z,yis(X) + (h{(X)).
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Preuve. Soit h,(X) un générateur de I, (X) tel que |X| = ketr > &, (v(¢)) — k-

Nous notons que
) k() sik < ¢
3 (v(Q)) = {5k(,u) -1 sik>f.

Sik < B¢, alors r > 6, (v(C)) — k = k(1) — k et nous avons h,(X) € J,(X) C
Z,./i;(X). De fagon similaire,Nsi k> fBeetr> 6, (v(¢)) —k+1=6,(n) — k, alors 2
nouveau h,(X) € J,(X) C Z,/;;(X). Il ne nous reste plus qu’a considérer le cas ou

k > B¢ etr = 6i(p) — k. Pour ¢ = 0, nous avons
Tany = (he(X) 5 7> 0) C L,5(X) + (i (X)),

et nous pouvons utiliser le Lemme 3.31 et

Br(X) = (1)) mod (Z55(X) + (m(X))),

~ ~

ol X = X — X. Dans ce cas, e,(X) € J,/;;(X) € Z,/;;(X) et donc

he(X) € Z,5(X) + (hi(X)).
Pour ¢ > 0, & nouveau d’aprés le Lemme 3.31 nous avons h.(X) = (—1)"e.(X)
mod Z(». En particulier nous avons h%(X)h,«(X) congru a (—1)

i
dulo h%(X)I(ln). Comme h%(X)I(ln) est inclus dans fu/ij(X) + <h§+1(X)>, nous
avons

T

P (X) = (<1)"R{er(®)  mod (Z,,5(X) + (b (X)),

Dans ce cas, h1(X)e,(X) € ju/ij (X) C fu/ij(X) et par conséquent le polynome

h$(X)h,(X) est un élément de Z,ii(X) + (RS X)) 1
Lemme 4.24 Modulo fu 1ij(X), tout élément de la forme hy(X)zi'z5® .-y avec
0 <¢; <i— 1 estune combinaison linéaire d’éléments de SH Jij-

Preuve. Nous remarquons que <hll+1(X), ha(X), h3(X),...) C fu/ij (X). Donc
ha(X)z('xs - zs» =0 mod fu/ij(X)

Sauf si hy(X) = hg (X)) pour 0 < ¢ <. On raisonne alors par récurrence décroissante
sur ¢, apartir de ¢ = I41 jusqu’a ¢ = 0. Le résultat est vrai pour ¢ > [ car hl1+1(X) =0
mod iu/ij(X). Pour ¢ < [ on considere hg(X)milx? -+ x5r. D’apres notre choix
de B, (), il existe un élément A dans I’espace vectoriel engendré par 5, tel que
ri'zy’ ---xr = A mod I,y (X). Donc il y a un élément B € T, (X) tel que

hS(X)aSta - a5 = h$(X)A + h§(X)B. (4.52)
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Ici hg(X )A est dans l’espjlce vectoriel engendré par hg(X B¢y € Suyij- D’apres le
Lemme 4.23, h$(X)B € Z,yij(X) + <h§+1(X)>. Donc

h{(X)B=h{t'C mod I,,;;(X),

ol C est un élément de Q[X,,]. D apres notre hypotheése de récurrence, nous en dédui-
sons que h§+ C est dans 'espace engendré par S, /;;. |

Nous utilisons alors le Théoréme 4.15 pour écrire :

dim(Q[Xp)/Z,.3;(X)) = dim(M,,;;(X)) = > |B,(g)|. (4.53)

Pour achever la preuve du Théoreme 4.19 nous utilisons le Lemme 4.24 pour mon-
trer que

!
dim(Q(Xn] /Z,u/i5(X)) < |Spyi5] = D [Buoy|-
L’équation (4.48) est alors une conséquence de (4.53).

Corollaire 4.25 S, /;; est une base Q[X, / /i (X

Remarque 4.26 Nous avons ici I’exact analogue de la Remarque 3.30, a savoir I’asser-
tion suivante, qui est une conséquence immédiate de la description (4.44) de 7, /;;(X) :

p< A = M,,/i;(X) € My 4;(X)

deés que la case (7, j) apparait a la fois dans \ et p.



Chapitre 5

Généralisation : cas des
diagrammes a plusieurs trous

Le travail effectué sur les partitions trouées ouvre la voie de I’étude des espaces M,
pour des diagrammes L autres que des partitions. Cependant, il apparait que les choses
ne se passent pas aussi bien dans le cas général, en particulier le module M, n’est
pas toujours un multiple de la représentation réguliere a gauche. Si certaines classes de
diagrammes fournissent des espaces possédant une belle structure, il faut, dans le cas
général, considérer des sommes d’espaces My, pour généraliser a k trous la conjecture
n!l. Le chapitre est composé de quatre sections. La premiére expose le probleme. La
seconde est consacrée aux diagrammes de dimension un, pour lesquels M, est tou-
jours un multiple de la représentation régulicre a gauche. La troisieme présente une
généralisation possible de la conjecture n! pour des partitions avec & trous ; il faut dans
ce cas considérer des sommes d’espaces My, ol L s’obtient en faisant k& trous dans
I’ombre d’une case dans une partition  de n+-k. Enfin la dernicre section est consacrée
a un probleme dual de celui des partitions trouées, a savoir les diagrammes obtenus en
rajoutant une case extérieure a un diagramme de Ferrers.

5.1 Présentation

Introduisons le probleme en suivant [10] et [11], dont nous reprenons les notations
et le vocabulaire. Soit L un diagramme quelconque du réseau carré et My, I’espace
associé.

Définition 5.1 Le diagramme L posseéde la propriété MLRR (Multiple Left Regular Re-
presentation) si le module M, se décompose en une somme directe de représentations
régulieres a gauche. Nous avons en particulier dans ce cas :

dimMy, = m.n! (5.1

pour un entier m.

99
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La conjecture (théoréme) n! correspond a : p possede la propriété MLRR avec
m = 1. Dans le cas des partitions trouées, la Conjecture 4.4 énonce que toute partition
trouée possede la propriété MLRR avec m = s,(i, j), le cardinal de I’ombre de (i, 7)
dans p. Il est alors tentant de conjecturer que tous les diagrammes du réseau carré
possedent cette propriété. Une telle conjecture est énoncée dans [10], mais peu apres F.
Bergeron a trouvé le contre-exemple suivant. Prenons

]
[
L={(1,0),(0,1),(2,1)} = L.

Dans ce cas,

r1 Y ZU%yl
Ar(X3,Y3) =det | z2 w2 x§y2

3
I3 Y3 X3Y3

et il est facile, en utilisant Maple par exemple, de calculer que dim My, = 46, ce qui
est incompatible avec (5.1).

5.2 Cas d’une colonne trouée

Nous étudions ici le cas des diagrammes L de dimension un. Ces travaux sont dus
a F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler et nous n’exposons ici qu’une partie des résultats
de leur article [11].

Nous considérons les diagrammes de la forme

Ly = {(p1,0),...,(pn,0)} (5.2)

oup €D, ={(p1,---,pn) EN"; py >--- > p, > 0}. Nous posons alors

Ap = det (z}”) (5.3)

1<i,j<n’
ce qui est une généralisation du déterminant de Vandermonde :
i—1
A(X) = det(z] )i<ij<n

correspond a p = 6 = (n —1,...,1,0). Nous noterons My = L5[Ap] le module
associ€ a L. Dans le cas du Vandermonde (Théoreme 3.20), nous savons que le module
M est une version de la représentation réguliere a gauche. Le but est de montrer le
théoréme suivant.

Théoreme 5.2 Pour tout p € D,,, Ly, posséde la propriété MLRR.

Afin de prouver ce théoréme, commengons par deux lemmes.
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Lemme 5.3 Si A(X) est un polynéme symétrique homogene, alors
AO)AD)Ap(X) #0

si et seulement si
A@)Ap(X) #0
et dans ce cas il existe un polynéme symétriqgue homogéne B(X) tel que
B(0)A(0)Ap(X) =cte A(X). (5.4)

Preuve. Posons
f(X) = A(0)Ap(X).

Comme f est antisymétrique, il se factorise sous la forme f(X) = h(X)A(X), avec
h(X') un polynéme symétrique homogene. Maintenant si f # 0, nous avons f(9)f (X)-
= 0 donc :

07 f(O)f(X) = h(9)A(D)f(X) = h(9)A(9)A()Ap(X) = h(D)g(X)

avec
9(X) = AD)A(0)Ap(X) # 0. (5.5)

D’ou
0 # g(0)9(X) = g(0)A(9)A(9)Ap (X).

En particulier, nous avons

9(0)A@) Ap(X) £ 0. (5.6)

Remarquons que (5.5) implique que g(X) est symétrique et homogene de degré :

deg(g) = [p| — deg(A) — <Z>

(1) étant le degré de A(X), avec |p| = p1 + - - - + pp. Ceci nous donne

dog (s0)A(0) 25 (X)) = I - deg(4) ~ (bl ~ aes) - (3)) = (3 ):
Comme ¢(0)A(9)Ap(X) est antisymétrique, nous déduisons de (5.6) que
9(0)A(0)Ap(X) =cte A(X).

Nous pouvons donc prendre B(X) = g(X) dans (5.4) et notre preuve est complete. |

Posons M(jny = {X°; 0 <
B(ln) ={b(0)A(X); be M(ln)}

e; < i — 1} de telle sorte que (Théoreme 3.20)
est une base de Mqn).
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Lemme 5.4 Pour tout p € Dy, posons
Jp = (A(X); A(X) € Ay et A(0)Ap(X) =0). (5.7)

Alors tout polynéme Q(X) € Lg[Ap] peut s’écrire, et de fagon unique, sous la forme

QIX)= > A9)b(9)Ap(X), (5.8)

bEM(ln)

ou les polynémes Ay(X) sont des éléments de A, N Jlf, I’orthogonal étant relatif au
produit scalaire (2.1).

Preuve. Par hypothese, QQ(X) peut s’écrire Q(X) = P(9)Ap(X) pour un (non
unique) P(X) € Q[X]. Nous appliquons la Proposition 4.21 et nous écrivons :

P(X)= Y b(X)A(X) (5.9)
bEM(1n)

ou les polynomes Ay, sont symétriques. Pour chaque b € My, écrivons A, = A} +
A o A} € Jp et A € Jypt. Ainsi

Q(X) = P@)Ap(X) = D A@DD)A(X)+ > Ay (0)b(d)Ap(X).
bEM (1n) bEM (1n)

La premiere somme est nulle, et il nous reste la seconde, de la forme (5.8).
Pour prouver I’unicité d’une telle écriture, supposons que

D> A(9)b(D)AR(X) =0, (5.10)
bEM(ln)

avec A, des polyndmes symétriques dans Jlf. En regardant les composantes homoge-

nes, nous pouvons supposer que les A, sont homogenes et que tous les termes (non

nuls) dans (5.10) sont de méme degré. Choisissons un 4,, # 0 de degré minimal.
D’apres le Lemme 5.3, il existe un polyndme B(X) tel que

B(9)A(9)Ap(X) = e A(X)
pour une constante ¢,, 7 0. En fait nous avons méme :
B(9)Ap(9)Ap(X) = apA(X) (5.11)

pour tout b € Mqn) ot ¢ est une constante (€ventuellement nulle). En effet, le terme
de gauche de (5.11) est antisymétrique de degré au plus (g) : ¢’est donc le produit d’un
scalaire par le déterminant de Vandermonde A(X). Appliquons alors B(0) a (5.10) :
nous obtenons

0= Y BO)ADO)A(X)= > bd)A(X).

bEM(ln) bGM(ln)
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La famille {b(9)A(X) ; b € M(yn)} étant linéairement indépendante, on aboutit a une
contradiction. L’écriture est donc unique, ce qui complete la preuve. |

Preuve (du Théoreme 5.2, fin). Pour conclure, il suffit d’observer que le Lemme
5.4 implique que si {A1(X),..., An(X)} est une base homogene des polyndmes
symétriques de .J-, alors

{Ai(0)b(0)Ap(X) 5 i=1,...,N, B € M(n)}
est une base de M,,. Ceci décompose M, en N sous-espaces, le i-ieéme étant
M, = Vect{A;(9)b(0)Ap(X) ; B € Mn},

une version de la représentation réguliere a gauche. |

Dans [11], F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler obtiennent une description de la
caractéristique de Frobenius graduée JF; My, en termes de séries de Hilbert d’espaces
de fonctions de Schur gauches, dont nous allons brievement rappeler la définition.

Dans I’anneau A des fonctions symétriques muni du produit scalaire tel que les
fonctions de Schur forment une base orthonormale de A, toute fonction symétrique f
est déterminée par ses produits scalaires avec les s) :

F=> (f52)8n (5.12)
A

Définition 5.5 Soient A et ji deux partitions. Définissons la fonction sy, par les rela-
tions :

<3)\/;u su) = (s, 3u5u>

pour toute partition v. Les sy, sont appelées fonctions de Schur gauches.
On montre que sy;,, = 0 sauf si p C X au sens ensembliste des diagrammes de
Ferrers.

Observons de plus que tout p € D), s’écrit p = A + & ol A est une partition.

Théoreme 5.6 )
FiMyys = Ex(t)Hny (259, 1)

ou Z)(t) est la série de Hilbert de I’espace vectoriel engendré par les fonctions de
Schur gauches sy, pour pn C .
5.3 Une généralisation pour des partitions quelconques

5.3.1 Introduction

Le contre-exemple L = {(1,0), (0,1), (2,1)} montre qu’on ne peut pas généraliser
brutalement 1’étude précédente a des diagrammes obtenus en enlevant k cases a un
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diagramme de Ferrers. Le but, suggéré par F. Bergeron, est ici de proposer une gé-
néralisation de la conjecture n! pour des diagrammes a k trous. L’espace que nous
considérons est défini de la facon suivante. Soit 1 une partition de n + k. Cette partition
est fixée et n’apparait pas dans les notations suivantes.

Définition 5.7 Soit Mf ; Uespace vectoriel défini par la somme

Mf] = M?,j(Xv Y) = Z M./ {(a1,b1),..s(ar b)) (5.13)
(a17b1)7"'7(akvbk)

ot la somme est prise sur tous les k-uplets de k cases de p, toutes sitiées dans I’ombre
de (i, j).

La premiere observation est que grce aux opérateurs de sauts (cf. la Proposition 3.7)
nous avons M, /;; = M} ; (équation (5.14)). Ainsi cet espace l\/If’ ; est une généralisa-
tion possible de M, /;; si I’on veut faire & trous dans un diagramme de Ferrers. L’objet
de cette section est de mettre en évidence I’'intérét de 1’espace 1\/f ; et de donner une
assise a la Conjecture 5.15 qui affirme que dim w = (Z)n'

Cette section est divisée en quatre paragraphes. Le second paragraphe donne des
applications des opérateurs de sauts a notre probléme, en particulier en vue d’une
réduction de la somme (5.13). Le paragraphe suivant est consacré a la preuve d’une
borne supérieure ( (Z)n!) pour la dimension de Mf ; 3 hous conjecturons que cette borne
supérieure donne effectivement la dimension de I\/If ;- Enfin dans le quatrieme et der-
nier paragraphe, nous étudions 1\/If j(X ), le sous-espace de Mf j(X ,Y) constitué des
polyndémes de degré en Y nul, pour lequel nous obtenons une base explicite en harmo-
nie avec la Conjecture 5.15.

5.3.2 Applications des opérateurs de sauts

Nous renvoyons aux Propositions 3.7, 3.11, 3.14 et a la Remarque 3.16 qui conti-
ennent les principaux résultats sur les opérateurs de sauts que nous utiliserons.

Les opérateurs de sauts trouvent ici une nouvelle application en permettant, dans
deux cas particuliers, de réduire la somme (5.13) définissant Mf i Danslecasou k = 1,
on obtient en effet facilement la proposition suivante.

Proposition 5.8 Soit i1 une partition de n + 1, on a alors
Mj; =My (5.14)
Preuve. En effet pour tous entiers & et [, nous avons :
ek(aX)el(8Y)Au/l7j = C’Au/i'i‘k’,j'f‘l’ (515)

avec c un entier relatif non nul. Ceci implique I’inclusion M ;&M et la récipro-

que est immédiate. |

w/igo

Dans le cas particulier de 2 trous, on obtient la proposition analogue suivante.
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Proposition 5.9 Soit (1 une partition de n + 2, la somme (5.13) peut étre réduite sous
la forme :

2 _
M = Myuyi.),G+03 + M), 641,93 (5.16)
Preuve. Soient k et [ des entiers strictement positifs. Nous utiliserons les notations
(un peu) plus légeres suivantes : pour deux cases q et ¢y, €., ., = €(u/{(i,]), (i +

Lj)}, pw/{er, ea}) et el e = €(u/{(4,5), (i, + 1)}, u/{c1, c2}). En faisant attention
aux différents signes qui apparaissent en appliquant les opérateurs de dérivation, nous
obtenons alors les identités suivantes :

B (0Y)er—1(0X) A (i), i+1.5)}
= BiOY)(€(; ) (1010 D/ 10d) i +k.7)))
= ()" el g D/ (k) 74D
+ ()" ) kg D Gkrny (51T
et
Pr0X)er-10Y )Ap/i(ig)i.g+1)}
= Pk(aX)((_1)b+h+1€{i7j)7(i,j+l)Au/{(i7j)7(i,j+l)})
= D)€ gy o D L) G )

+ (_1)%{@]'),(z’+k7j+l)Au/{(i,j),(i+k7j+l)}) ) (5.18)

ol h, v et b désignent respectivement les nombres de cases hachurées horizontalement,
verticalement et quadrillées dans la figure ci-dessus (nous devons calculer la signature
de la permutation qui réarrange les cases selon 1’ordre lexicographique (1.1)).

En observant que le produit des signes des quatre coefficients dans (5.17) et (5.18)
est (—1)2(@0+2h+v+)+1 — (1) nous avons que exactement trois des coefficients dans
le systeme formé par (5.17) et (5.18) sont du méme signe, donc A, /¢(; jy,(i+k,j+1)} €t
A, /{(i+k,j),(i,j+1)} appartiennent a ’espace somme

M) 1)y + Mus{iig),(+1.5)}-
Puis, d’apres la Proposition 3.14, on peut déplacer simultanément deux trous par
itération de ho(X) et ha(Y'). Ceci implique que pour tout couple de trous (¢, c2) dans
IPombre de (i, j) alors Ay qc; e} € M), (ij+1)} + Mus{(i,),+1,5)y 470U

2
MG 5 © Myt Gg+0r + M/, 641,9)} (5.19)
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la réciproque étant triviale. |

Remarque 5.10 La question de la généralisation des deux résultats précédents (Propo-
sitions 5.8 et 5.9) pour k > 3 se pose naturellement. Est-il suffisant de ne prendre que
les diagrammes tels que les k trous forment une partition d’origine (i, j) ? La réponse
est négative. Par exemple il est facile de vérifier (grace a I’ordinateur et Maple) que
quand p = (3,2),

A41/10,0),(1,0),002)} F Myuy(0,0),(1,0),00,03 + Myu/{(0,0),(0,1),(0,2)} (5.20)

5.3.3 La borne supérieure
5.3.3.a KEtude de I’idéal annulateur

Le but de cet alinéa est de prouver la proposition suivante.

Proposition 5.11 L’idéal annulateur If] de Mf ; est donné par

def
= Nz o g a, NQX Y ST (521

a b
amn}klaynl«l»l ”'arn+kayn+k
(al 7b1)7"'7(a’k 7bk)

ou Uintersection est prise sur tous les k-uplets (ai,b1), . .., (ag, bi) de cases différentes
dans I’ombre de (i, j), que I’on suppose ordonnées selon I’ordre lexicographique.

Preuve. Soit (a1,b1),. .., (ax,by) k cases dans S, (i, j), ’'ombre de (4, j) dans le dia-
gramme de Ferrers de 4. En développant A, par rapport aux & derniéres lignes, nous
obtenons :

Ap(XnstoYosk) = D EA@ b)), ef )} K V)
(W)

X A (a5, )3 (X Y ) 5 (5.22)

ou Xy, ={Tnt1,- s Ttk et Yy = {YUn+1,- -, Yntk - Ainsi onen tire :

Oyt oter - ot ) A Xk Yo ) = A (a1 ) (i i)} (K Vo) + C

(5.23)
ol c est un entier relatif (différent de zéro) et C' une combinaison linéaire a coefficients
dans I’anneau Q[xy, 41, - -, Traks Yntls - - - » Yntk| de polyndmes
A/t 4),(al b3 (Xns Ya ),
avec :
V1<I<k, (a},b)) e S,(,j). (5.24)

En effet Agq p1),...,(a] b))} (X, Y,) n’est pas tué par I’opérateur différentiel

al b1 ag by
O 1 Yntyr - xn-i—kyn-l-k)
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seulement s’il existe une permutation o € &, le groupe symétrique sur k €léments,

telle que
(@, U50)) € Sula,br), V1<I<k. (5.25)

Ceci est une conséquence de la définition de Ag(qr b)) (ab b)),....(al, b))} *

! b/

_ A c<1> o2y Vo) Ao k), Yo(k)

A{(a} ). (ab ). (af, D)} = Z SE0(0) 2,01 U 11 T2 Yn'ya " Tk Yngk -
oSy,

En dérivant par (. +1yn TR e k,yz’zr &), hous obtenons (5.25). Pourtout 1 <[ <k,
nous avons S, (a, by) € S,,(1, ]). Par conséquent (a/ Ay U( )) €8,(4,7), VI <1< k.
Comme o est une permutation, ceci établit (5.24).

Afin d’illustrer 1’équation (5.23), nous donnons I’exemple suivant : p = (3,2),
n = 3, k= 2, (al,bl) = (0,0) (CLQ,bg) (1 0) alors

A= ygr38) A (X5, Ys)
= Au(0,0)(1,0} (X3, Y3) + Y52, 10,001,0)) (X3, Y3)
— Y2 {(1,0)(0,1)} (X3, Y3)
+ (—Zays5 + 4y2) A 1,001,1)3 (X3, Y3)
— YD10,0)0.2)y K3,Y3) + 558,040,117 (X3,Y3)
— YU D101 0,2)) (X3, Y3)-

On en déduit alors 1’égalité annoncée car :

-IcC IZ-";’ ; + soit P un polynéme dans Z. Comme P tue le terme de droite de (5.23),
il tue le terme constant dans Q[X,,,Y,] du terme de gauche qui est justement
Au/{(ahbl), 7(ak7bk)}(Xn> Y, ) Donc P est dans Ik

- I"" - C T :soit P un polyndome dans Ik Par (5. 24) P tue tous les termes de
dr01te dans (5.23) ; donc il tue le terme de gauche. Ceci implique P € 7.

5.3.3.b Ensemble de points et idéaux annulateurs

Le raisonnement est celui de [7], section 3.2, inspiré de [10], Theorem 4.2. Soit p
une partition de n + k et (i, j) € p. Nous reprenons le procédé défini en (2.6) associant
a un tableau injectif 7" de forme y un point p(T) = (a(T'),b(T)) dans Q*"*+*), L’en-
semble de tous les points p(7") pour T" décrivant I’ensemble des tableaux injectifs de
forme p est noté [p] ; par injectivité de (2.6), son cardinal est (n + k)!.

En ne conservant que les n premieres entrées de a(7") et de b(7"), nous avons un
point p¥(T') dans Q>". L’ensemble des points ainsi défini, pour 7" décrivant I’ensemble
des tableaux injectifs ayant les étiquettes n + 1,...,n + k dans I’ombre de (3, j), est
noté [p¥]. Comme deux tableaux 7" et T’ donnent le méme point si et seulement si les
étiquettes {1,...,n} occupent la méme place dans T et 7', nous avons une bijection

(5.26)
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ou ’];k] est I’ensemble des tableaux de forme y ayant n étiquettes {1,...,n} et k cases
blanches (sans étiquette), ces dernieres étant situées dans ’ombre de (i,j) dans p.
Rappelons que nous notons s le cardinal de I’'ombre de (i,j) dans . Le cardinal de
I’ensemble 7;"3] est alors (Z)n' et donc par bijectivité de (5.26), I’ensemble [f*] est
composé de (,‘z)n' points. Nous introduisons alors Jy ¢, Iidéal des polyndmes qui sont
nuls sur tout ’ensemble [¢*], puis 1’idéal ZF = grd r) et I'espace des harmoniques
H* = (Z%)* ot le produit scalaire est défini en (2.1).

La premiére information, conséquence de la Remarque 2.4 et de |[]| = (;)n! est
donnée par 1’équation suivante :

dim HY = <Z> nl, (5.27)
Nous voulons maintenant maintenant prouver que
M}, C HY (5.28)

et d’apres la Proposition 2.1, ceci est équivalent a prouver que 7% C 7.

5.3.3.c Inclusion
Le but de cet alinéa est de prouver I’inclusion suivante.

Proposition 5.12 Nous avons ’inclusion :

7k C 1. (5.29)
Preuve. Soit P un polynéme dans Jj,x). Nous considérons le polynome

i—1 1—1
QXps, Vo) = P(X, V) x [[@ns1 — i) -+ ] @nr — )
/=0 i'=0
Jj—1 Jj—1
X H (Yng1 —ajr) - H (Yngr — o). (5.30)
3'=0 3'=0

Nous voulons vérifier que ce polynéme est un €lément de .f,. Prenons un point quel-
conque (a,b) = (a(T),b(T)) dans [p]. Si sa projection sur Q*" (obtenue en gardant les
n premicres entrées de a et b) est dans [¢F] alors Q(a,b) = 0 a cause de P. Sinon, le
tableau 7" doit avoir au moins une entrée entre n + 1 et n 4 k dans le complémentaire
de I’ombre de (i, j) dans p, i.e. soit dans les ¢ premigres lignes soit dans les j premigres
colonnes et nous avons a nouveau Q(«, ) = 0.

Ainsi Q € Jj,, ce qui implique d’aprés le Théoreme 2.6 : h(Q) € Za,. En
considérant le terme de plus haut degré, nous en déduisons :

h(P) e, j i i .
(P) € Typitt gyitt auitt gyiti A,

Pour tout ensemble de & cases {(a1,b1),. .., (ak, bi)} dans I’ombre de (i, 7), nous
observons que Vr, 1 < r < k,a, > iand b, > j. D’ol I’on déduit que h(P) est dans Z,
ce qu’il fallait démontrer. |
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5.3.3.d Conclusion

Le résultat principal est alors une conséquence des derniers paragraphes.

Théoreme 5.13 Si u est une partition de n + k et s le cardinal de I’ombre de la case
(i,7), alors nous avons :

. k S
dim M7, < <k>n' (5.31)

Remarque 5.14 Si I’on se rappelle la preuve du Théoréme 2.6, nous observons que
le raisonnement précédent a la conséquence suivante. Si 1’égalité est vérifiée dans le
Théoréme 5.13, alors Mf ; se décompose comme (,‘:,) fois la représentation réguliere a
gauche.

Les expérimentations numériques (menées grce a Maple) sur de petits exemples
montrent que 1’égalité doit étre vérifiée en (5.31). De plus le fait que la construction
précédente donne la bonne borne supérieure dans le cas d’un seul ensemble de variables
(cf. la section suivante) nous conduisent & formuler la conjecture suivante.

Conjecture 5.15 Avec les notations du théoreme précédent :

. E (S
dim M ; = <k>n' (5.32)

Remarque 5.16 Quand k = 1, cette conjecture se réduit a la Conjecture 4.4 et quand
s =k ou k = 0 ala conjecture n!.

L’idée de considérer des sommes de modules My, est due a F. Bergeron qui a
donné de la Conjecture 5.15 la forme plus précise suivante (cf. [15]) en termes de
caractéristiques de Frobenius bigraduées.

Conjecture 5.17 Si 7 est la partition de s correspondant a I’ombre de (i, j) dans
alors la caractéristique de Frobenius bigraduée de Mf ; est donnée par la formule
suivante ~

ForMF) = > o (q.)Hynp (@i, t) (5.33)

vCm
lv|=s—k

o  — m + v est la partition obtenue en remplacant ™ par v dans L et les coeffi-
cients c* (g, t) sont les fractions rationnelles apparaissant dans la formule de Pieri-

N
Macdonald

hy Hy(wiq,t) = D chy(a,8) Ho (5, 1)
vCp
lv|=n
avec h,ﬁ lopérateur dual de la multiplication par hg, la dualité étant entendue par
rapport au produit scalaire usuel sur A, i.e. celui faisant des fonctions de Schur une
base orthonormale.
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5.3.4 Cas d’un ensemble de variables

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une base explicite, en harmonie avec la
Conjecture 5.15, pour Mf ;(X), le sous-espace de Mf ;(X,Y) constitué des éléments
de degré nulen Y.

5.3.4.a Construction

Rappelons brievement (cf. section 3.3) que pour une partition p de n, ’espace
M, (X) = M, N Q[X,,] est de dimension n!/u! et nous notons M,,(X) un ensemble
de mondmes (cf. Remarque 3.22) tel que

{MO)AL(X,Y); M e Mu(X)}

soit une base de M, (X).
Maintenant soit x une partition de n + k et (i, j) notre case de référence. On choisit
alors, dans le diagramme de Ferrers u, k cases que 1’on marque d’un cercle.

Définition 5.18 Une case cerclée est dite droite si elle vérifie les deux conditions sui-
vantes :

— elle est dans I’ombre de la case (i,j) ;

— elle a sur sa droite soit une case cerclée soit une case a l’extérieur de L.
Un diagramme gauche est un objet obtenu en choisissant, dans le diagramme de Ferrers
u, k cases cerclées droites. Nous noterons Q’,’j I’ensemble de ces diagrammes gauches.

Nous allons maintenant associer a chaque diagramme gauche G deux autres objets :
une partition pi et un diagramme avec k trous dans I’ombre de (7, j) noté ;@ La figure
de la page 111 donne un exemple de diagramme gauche G et illustre la construction
détaillée ci-apres en donnant la partition pg et le diagramme a trous ,u’é associés a G.
Dans cette figure les cases droites choisies dans G sont représentées avec un cercle,
dans la case (7, ) apparait un signe + et les trous dans ,Lé sont représentés comme
d’habitude par des croix (x). Dans cet exemple n = 142 et k = 10.

A un diagramme gauche G dans ij nous commengons par associer g, la partition
de n obtenue en poussant jusqu’en haut du diagramme de Ferrers les cases cerclées,
puis en les retirant (se reporter a la figure).

Nous définissons aussi un diagramme ,u’é comportant k trous en procédant de la
facon suivante. Nous considérons les colonnes de GG ou une case cerclée apparait. Dans
notre exemple, il y a 8 telles colonnes. Pour une colonne 7 > j ol une case cerclée ap-
parait, nous notons /(') le nombre de places dans cette colonne sous la case cerclée la
plus basse (dans cette colonne) ol nous aurions pu placer une case cerclée droite. Dans
notre exemple, nous avons : h(3) =1, h(5) =0, h(6) =0, h(7) =1,..., h(13) = 0.
Ensuite pour chacune de ces colonnes 7 ayant une case cerclée, nous opérons comme
suit. Notons (c(5'),5'), (c(j') + a1,5"), ..., (c(j') + aq,j’) les positions des cases
cerclées dans la colonne j' de G, avec (¢(j'), j') la position de la plus basse, ay < a1 <
-+ < ag, et d + 1 le nombre de cases cerclées dans la colonne 7. On place alors des
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trous dans les cases (i + h(f'), j'), (i +h(j') + a1, f'), ..., (i +h(j') +ag,§') de pu.
En faisant cela pour toutes les colonnes
O
O
o|olo
O
G = o0
0|0
H
Wg=
H
k
Wg=
H

de i, on obtient u’é. Cette construction est illustrée par la figure de la page 111.



112 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES A PLUSIEURS TROUS

L’idée cruciale est alors d’appliquer les mondmes relatifs a gz au déterminant as-
socié a ,u’é. Enoncgons alors le résultat principal de cette section.

Théoreme 5.19 Avec les notations précédentes
Bf(X) = (M)A s M € M, (X), G e gr (5.34)
est une base de I’espace vectoriel w ;(X).

Remarque 5.20 Il est aisé de voir que la famille définie en (5.34) concide avec la
construction (4.30) dans le cas d’un seul trou. Le fait d’avoir plusieurs trous rend, dans
le cas de Bﬁ ;(X), I'utilisation de tableaux standard tres difficile.

Nous allons maintenant consacrer la fin de cette section a prouver ce théoreme.
Pour cela, nous commencerons par obtenir une borne supérieure pour la dimension de
MF ;(X) (de fagon analogue au Théoréme 4.7), puis nous vérifierons que le cardinal de
B; ;(X) concide avec cette borne supérieure, et enfin nous prouverons que l“f (X)) est
linéairement indépendante.

5.3.4.b Borne supérieure

Définition 5.21 Nous noterons ’Z;";(X ) I’ensemble des tableaux T de forme y vérifiant
les conditions suivantes :

T comporte k cases blanches (ou k trous), dépourvues d’entrées ;

ces k cases sont droites ;

les n autres cases sont occupées de facon bijective par les n entrées {1,...,n};
ces n entrées sont rangées en croissant sur les lignes.

De fagon alternative, on peut aussi voir ’ZZ"‘“](X ) comme ’ensemble des tableaux injec-
tifs, croissants sur les lignes de forme 1’un des diagrammes gauches G de Q’;

La prochaine proposition donne une borne supérieure pour la dimension de 1’espace
Mf ;(X), analogue en un alphabet du Théoréme 5.13.

Proposition 5.22 La dimension de Mf ;(X) satisfait I'inégalité suivante :

dim M} ;(X) < |T5(X)]. (5.35)

Preuve. De la Proposition 5.11 et du Lemme 2.13 appliqué a M%(X ,Y), qui est
évidemment stable par dérivation, nous déduisons que 1’idéal annulateur @’fj(X ) de
Mf](X) vérifie :
IF(X) =TI, N Q[X,] = I NQ[X,.
Nous considérons alors la projection de [#] sur Q", i.e. nous associons a chaque

tableau 7" de forme p privée de k cases dans I’ombre de (4, j) ayant n entrées {1,...,n}
le point ay,, (") en respectant le mécanisme décrit en 5.26. Notons [#(X)] cet ensemble
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de points et Jj,x (X) son idéal annulateur dans Q[.X,,]. D’apres la définition de a),, (T"),
il est clair que deux tableaux donnent le méme point si et seulement si ils possédent sur
chaque ligne le méme nombre de trous et les mémes entrées. Par conséquent, il suffit
d’associer un point ), (7') & chaque tableau 7" dans Z’?(X ). Dans ce cas 1’application
T + ap,(T') est bijective et le nombre de points dans #F(X) est justement ]’Z;’E(X ),
qui est donc aussi la dimension de gr(Jj s (X ))* (c’est I’exact analogue de (5.27)).

Il reste alors & prouver I’inclusion suivante pour achever de justifier la Proposition
5.22:

gr(Jjm (X)) € If(X). (5.36)

Soit P un polyndme de Jx(X). Comme P € Q[X,] C Q[X,,Y,], P est aussi
dans I’idéal annulateur de [¢*], donc gr(P) € Ifjj et ainsi gr(P) € Ifjj NQ[X,] =
Ii’fj(X). Nous en tirons gr(.J 4 (X)) C Ifjj(X) et 1’équation (5.35) est maintenant une
conséquence de la Proposition 2.1. |

5.3.4.c Calcul du cardinal

Nous voulons ici prouver que :

Proposition 5.23 Nous avons [’égalité suivante

1BY;(X)] = 1T5(X)]. (5.37)

Preuve. Notons a nouveau / la hauteur de la partition x. Pour un diagramme gauche G
fixé dans G¥, le nombre d’éléments qui lui sont associés dans Bf j(X ) est égal a U,L'W,
ou les 7 sont les longueurs des lignes de g en raison de la Proposition 3.24 et de

(5.34). D’apres la Définition 5.21 le nombre d’éléments dans ij(X ) associés a G est

81,”—'&7, ot les s; sont les longueurs des lignes de G.

Il est par conséquent suffisant de montrer que 1’ensemble des longueurs des lignes
ne changent pas quand on fait monter les cases cerclées (i.e. quand on passe de G a
). Regardons par exemple les lignes 9, 10 et 11 de I’exemple précédent (figure page

111).

O 0|0

0|0]0] ]

Nous observons que les longueurs des lignes sont 5, 7, 6 avant la transformation et 7,
6, 5 apres. Ainsi I’ensemble des longueurs est inchangé. 11 est aisé de voir que c’est tou-
jours le cas. |

5.3.4.d Indépendance

Nous achevons ici la preuve du Théoréme 5.19 en prouvant I’indépendance linéaire
de I’ensemble Bfi (X)-
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Nous définissons la profondeur d’un trou comme le nombre de cases (différentes
de trous) qui se trouvent au-dessus de ce trou. Nous considérons les k-uplets des pro-
fondeurs des k trous de u’é 2 (dy <dg < --- <dg). Laclé de la preuve est le résultat
suivant :

Lemme 5.24 Les k-uplets (dy,ds, ..., dy) sont tous distincts.

Preuve. Nous voulons prouver que la profondeur des trous augmentent de la droite vers
la gauche et de haut en bas a I’intérieur d’'une méme colonne, et que deux diagrammes
gauches distincts G et G' de gﬁ donnent deux k-uplets de profondeurs distincts. Nous
regardons les cases cerclées de la droite vers la gauche, puis de haut en bas.

Nous nous référons a la figure suivante qui représente les cases au-dessus de la
ligne ¢ de deux colonnes consécutives, étant donné qu’on les examine les unes apres les
autres de la droite vers la gauche. Dans ce dessin,

— creprésente le nombre de cases cerclées dans la colonne que nous examinons ;

— m est le nombre de positions ol il serait possible de placer une case cerclée

droite en-dessous de la case cerclée inférieure de cette colonne (ces cases sont
marquées d’un carré) ;

— [ est la hauteur de cette colonne (nous nous contentons des cases situées au-

dessus de la ¢-ieme ligne) ;

— 1+ h est la hauteur de la prochaine colonne (i.e. la premiere a gauche).

Nous voulons prouver que si nous placons une case cerclée droite dans cette colonne,
la profondeur du trou associé sera au moins égal a celles des trous précédents, et que sa
position est non ambige si cette profondeur est donnée.

La profondeur du trou associé a la case cerclée inférieure est p = [ — c — m. La
plus grande profondeur qui puisse étre obtenue dans cette colonne est [ — csim = 0
et —c—1sim > 0. Dans la colonne suivante la profondeur la plus faible est (cela
correspond a placer un cercle au sommet de cette colonne) : l+h—1—c—h+1 =[—c.
Donc la profondeur des trous augmente bien dans I’ordre annoncé et il n’y a pas ambi-
guité pour la position de la prochaine case cerclée si la profondeur suivante est don-
née. |

Proposition 5.25 L’ensemble de polynomes Bllf ;(X) défini dans le Théoréme 5.19 est
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linéairement indépendant. Donc en particulier, I’égalité est vérifiée dans la Proposition
5.22.

Preuve. Le raisonnement se fait par I’absurde. Supposons que nous avons une relation
de dépendance linéaire non triviale entre les éléments de Bj j(X ). Nous considérons
alors le plus grand (par rapport a I’ordre lexicographique) k-uplet de profondeur qui
apparait dans cette relation : (cﬁf, dg, .. ,dg). Ce k-uplet est relatif & un diagramme
gauche G. Nous appliquons alors ’opérateur différentiel suivant :

0

hyo(0)™ g1 (D) B~ . hy (9) %%

a la relation de dépendance.

Nous utilisons la Proposition 3.14. Elle implique que par définition de G, cet
opérateur tue tous les termes sauf ceux relatifs & G°. Ces termes donnent alors des
polynoémes dans B = {M(0)A,_, : M € M, _,(X)}. Ceux-ci sont indépendants
car B est une base de M, (X). Nous obtenons ainsi la contradiction souhaitée.

Les preuves de la Proposition 5.25 et par conséquent du Théoréme 5.19 sont mainte-

nant completes. |

5.4 Anti-ombre et dualité

5.4.1 Présentation

Nous présentons ici une étude introduite dans [11] par F. Bergeron, A. Garsia et G.
Tesler.

Définition 5.26 Si i est une partition de n + 1 et (i, ) une case située a I’extérieur
de i, nous notons i + [ij] le diagramme obtenu en rajoutant a 1 la case (i, j). Nous
qualifions p + [ij] de partition grainée et appelons (i, j) son grain.

Nous montrons dans cette section la grande analogie existant entre M, /;; (sup-
pression d’une case) et M, | ;;) (ajout d’une case). Notons u I’ensemble des cases du
réseau carré situées a ’extérieur de p et définissons 1’anti-ombre de (i, j) comme :

AS,(i,§) ={(,5") € w5 i <ietj <j}. (5.38)

Nous noterons as, (4, j) son cardinal, ou simplement a si aucune confusion n’est pos-
sible. La figure suivante illustre la notion d’anti-ombre (partie grisée), ainsi que celle
d’anti-bras (A) et d’anti-jambe (L).
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G

L

Proposition 5.27 Pour toute partition i de n — 1 et (i,§) € p*, nous avons

si(i—h,j—k)€pt
sinon.

Apiinim (XY
DYDY A4 (X,Y) the{ 0’”[ ik (XY

Proposition 5.28 Avec les notations précédentes et si (i — h,j — k) € pu*, alors
h Nk
D Dy My fi,j) = Myt fi—h.j—k)
En particulier, nous avons l'inclusion
Myv,57 € My i) (5.39)
pour toute case (i, j') dans ’anti-ombre de (i, j).

L’analogue de la Conjecture 4.4 est la suivante.

Conjecture 5.29 Pour toute partition ji de n — 1 et toute case (i,j) € u*, 'espace
M,y i5) vérifie : . o
dim M, | ;) = as,(i, 5).n! (5.40)

oit as,, (i, 7) est le nombre de cases dans I’anti-ombre de (i, j) dans 1i*.

Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristique de Frobenius bigraduée
(cf. [11], Conjecture 5.2), qui est équivalente a la récurrence a quatre termes suivante.

Conjecture 5.30 La caractéristique de Frobenius bigraduée de M, |; j1, que I’on note
Cluyi,5) st caractérisée par
(i) la récurrence a quatre termes

tL— A+1 tL+1_qA tL+1—qA+1
Copn=m—t Ot g O ———t O
p[2,9] tL—gA pA-[i,5—1] tL—gA ptli—1,4] tL—gA pA[i—1,5-1]

(5.41)

(ii) avec la condition au bord que les termes C,, 1 (; ;_1], Cpiqfi—1,5] 04 Cpyi—1,j-1]
sont nuls si les cases correspondantes (i,5 — 1), (i — 1,7) ou (i — 1,5 — 1) pénétrent
le diagramme (i, et sont égaux a H,, (; ; 1), Hyqi—1,4) ou H,y;—1;-1) quand le dia-
gramme considéré est une partition.
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5.4.2 Borne supérieure

Nous voulons ici obtenir la premiére information supportant la Conjecture 5.29 :

Théoreme 5.31 Pour toute partition pde n— 1 et toute case (i,7) € -, nous avons :

dim M, | ;) < as,(i, 5).n!. (5.42)

Preuve. La preuve, semblable a celle du Théoréme 4.7, ne sera pas totalement déta-
illée. Nous utilisons les notations de la figure ci-dessous. Si a désigne le cardinal de
I’anti-ombre, nous notons A la partition de n+a — 1 telle que 1 C et (4,5) € A. Nous
posons m le nombre de coins extérieurs de 1 dans I’anti-ombre de (i, j) (i.e. le nombre
de cases ¢ € AS,(i,7) telles que 1 + [c] est une partition). Leurs coordonnées sont
notées (ip, jn) pour 1 < h < m. Nous noterons de plus a, le nombre de cases dans le
rectangle Sy (in, jn) \ Sx(¢n—1,7n—1), avec la convention que Sy (ig, jo) est vide. Avec
cette convention, nous avons : a; + * - - + @y, = a.

R

I

% (i,j)

(irJy)

(1))

(i J)

Notons alors [py] I’ensemble de points p(T) = (a(T),b(T)) de Q*"*+%) obtenu
en appliquant le procédé (2.6) a I’ensemble Z7, des tableaux injectifs de forme A. On
introduit comme d’habitude I'idéal annulateur associ€ f,, .

Considérons maintenant I’ensemble 7, [;;, sous-ensemble de Z7, constitué des
tableaux tels que les étiquettes n +1,...,n 4 a — 1 soient dans AS, (4, j). L’ensemble
de points de Q*" obtenu en associant a un tableau 7" de 7,,+(ij) les n premicres entrées
de a(T') et de b(T) est noté [p,1[;;]. Son cardinal est a.n!. Nous introduisons alors
Jip, L1iy) Son idéal annulateur et H,, vl = (ng[pM +[m])L son espace d’harmoniques
associé. Nous avons

i — |
dim H[Pp,+[ij]] =a.n!

et il s’agit donc de prouver que

grJ| CIn,, (5.43)

Put1ig)) [i7]*
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Soit donc P(X,,Yy) € J; Nous considérons le polynome

Putlif]]®
ip—1 Jn—1
Q(Xn—i-a—h n+a— 1 H H H _az H(ys_ﬂi’)
h=1s=p(h) ¥ j'=0

ol p et ¢ sont définis par : p(1) = n+1,¢(1) =n+a — letpour h > 2, p(h) =
q(h—1)+1etq(h) = p(h)+ ap — 1. I est clair que Q annule toute I’orbite [py], donc
h(Q) est un élément de Za, . Par conséquent h(P) tue

(H H aazzhygh)A)\ (5.44)

h=1 s=p(h)

En observant que A, ;5 est le coefficient dans Q[.X;,, Y;,] de 1’'un des mondmes dans
Q[Xnta-1 \ Xn, Yn+a 1\ Y] du polynoéme (5.44), on en tire que h(P) tue A, ;i1,
donc (5.43). |

5.4.3 Cas d’un alphabet

Compte tenu des deux paragraphes précédents, tout se prcisment aussi bien pour
M, 4i;1(X) que pour M,,/;;(X) a la section 4.3. En particulier, il est possible de
construire une base explicite de M,, | (;;)(X), analogue de (4.30), qui permet d’obte-
nir la spécialisation de la récurrence a quatre termes (Conjecture 5.30) en un alphabet.

Nous reprenons les notations de la figure page 117 et posons %Jr) = p+ [in, Jn] la
partition obtenue en rajoutant a y le coin extérieur (%, j; ). Pour un tableau 7" de forme

uf(f) et une case (u,v) de AS,(i,j) telle que v = jj, nous notons T’ Tz(fv) le tableau
obtenu en plagant la case (i, j) de T en place (u,v). Par analogie avec (4.29), nous
définissons

{aX A (+v)( ) XmEBT,TES']:/£L+)}.

En posant v, = i,_1 — i avec la convention que iy = ¢ + 1, nous avons le Théoréme
suivant, exact analogue du Théoreme 4.15.

Théoréme 5.32 Pour yu une partition de n — 1 et (i,j) une case de i, la famille
B, 11i5)(X) définie par

m 7

BumX) = U 4. (5.45)

h=1u=i—yp+1

est une base de 'espace M, , 1 (X).

Preuve. C’est, compte tenu des deux paragraphes précédents, la méme que celle du
Théoreme 4.15. |

Cette description de B, (;;)(X) permet d’obtenir la spécialisation suivante de la Con-
jecture 5.30.
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Théoreme 5.33 Si C).
pt[i.g]
dule M, ;;1(X) alors :

représente la caractéristique de Frobenius graduée du mo-

L41

. 0 _tTr-lox
—siA=0etL>0, CLp =77 Ciij’

: X)  _ X)) (X) _+0%X)
- si A>0, C“Hi,j] =L tig-1 +th+[z‘—1,j] tCu+[z’—1,j—1}‘

—-siA=0e L =0, C’fﬁ%l j st la caractéristique de Frobenius graduée de
M, (X), oit v est la partition j1 + [ij].
Si une des cases (i — 1,7), (i, — 1) ou (i — 1,7 — 1) se retrouve dans le diagramme

u, alors le terme correspondant doit étre pris égal a zéro.

5.4.4 Plusieurs grains

Achevons cette section par un bref exposé de la situation rencontrée quand on place
plusieurs grains dans I’anti-ombre.

Définition 5.34 Si y est une partition de n—k et (i, j) une case de i, nous définissons
k(+) _
M = Z Myt {(ar.b1)...o (ar b)) (5.46)
(a1,b1),.-.,(ag,bk)

oi la somme est prise sur tous les k-uplets de k cases de yi-, toutes situées dans I’anti-
ombre de (i, 7).

Nous avons I’énoncé suivant, analogue du Théoréme 5.13.

Théoreme 5.35 Si  est une partition de n — k et a le cardinal de I’anti-ombre de la
case (i,7), alors nous avons :

dim MF(P) < <Z> nl. (5.47)

11 est alors naturel de conjecturer que 1’égalité est vraie dans (5.47). Dans le cas en
un alphabet, il est possible de construire une base explicite de l\/ﬁgﬂ (X). La construc-
tion est semblable a celle présentée dans la section 5.3.4. Nous ne I’expliciterons pas,
renvoyant simplement a la section 5.3.4 et a la figure de la page suivante. Cette construc-
tion fait intervenir des diagrammes droits, analogues des diagrammes gauches, dans
lesquels les cases cerclées sont gauches, i.e. dans AS,(7,7) et ayant a leur gauche soit
une case cerclée soit une case de p. On note 17; I’ensemble de ces diagrammes droits.
On associe alors a un diagramme droit D une partition yp et un diagramme a k grains
,u'B. Ces deux objets sont obtenus comme dans le cas des trous, en raisonnant dans la
partition p, qui correspond a I’anti-ombre AS,,(7, j), vue a I’envers. Ceci est illustré sur
la figure de la page suivante.

Maintenant, si nous notons comme d’habitude M (v) I’ensemble des mondmes
fournissant une base monomiale de M, (X)), nous avons le résultat suivant, analogue
du Théoréme 5.19.
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Théoreme 5.36 Avec les notations précédentes, la famille

BIY(X) = {M(9)Ax s M € M,,,(X), D €D} (5.48)

1,J

est une base de I’espace vectoriel Mﬁgﬂ (X).
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Chapitre 6

Liens et problemes ouverts

L’histoire ne s’arréte pas avec la preuve de M. Haiman [36] qui établit définiti-
vement la conjecture n!. En effet, malgré cette remarquable avancée, de nombreux
problémes subsistent encore, que nous présentons brievement dans ce chapitre. Celui-
ci est composé de deux sections : la premiere s’intéresse aux problemes d’explicita-
tions (de bases, d’idéaux annulateurs, ...) que ne résout pas I’approche géométrique,
et la seconde est consacrée aux généralisations de la conjecture n!, notamment celles
introduites aux Chapitre 5 : étude des espaces My, dans le cas de diagrammes L quel-
conques.

6.1 Descriptions explicites

Si la preuve de M. Haiman établit la véracité de la conjecture n! et la positivité des
polyndmes de Kostka-Macdonald, une approche combinatoire explicite de la question
reste a fournir. En effet I’approche géométrique ne permet pas, d’une part de construire
de famille linéairement indépendante de cardinal n!, et d’autre part de formuler de
véritable analogue a la formule explicite (1.34) de A. Lascoux et M.-P. Schtzenberger,
qui interprete les polyndmes de Kostka-Foulkes a I’aide de la charge des tableaux de
Young.

Probleéme 6.1 Obtenir une base explicite du module M,,, dans le cas général, fournis-
sant une interprétation purement combinatoire des polynomes K, (q,1).

Un probleme connexe a ce dernier est celui de ’étude des idéaux annulateurs 7,
des déterminants Au- En effet, comme vu au Chapitre 3, une bonne connaissance de
ces idéaux annulateurs, et en particulier de leurs bases de Grobner devrait permettre
de progresser dans la connaissance de la structure des espaces M,. Si une meilleure
compréhension de ’action des opérateurs différentiels symétriques, en particulier des
opérateurs de sauts, nous a permis de progresser dans 1’étude des idéaux annulateurs,
le probleme général reste ouvert.

Probleme 6.2 Donner une description explicite de ’ideal 1,, permettant de construire
une base de M,,.

123
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Parmi les grands problémes de combinatoire algébrique se trouve aussi la question
des harmoniques diagonaux.

Définition 6.3 Un polynome f de Q[X,,,Y,] est dit diagonalement harmonique s’il est
annulé par tous les opérateurs différentiels invariants sous ’action diagonale (1.35) de

Sp.

Nous déduisons du théoreme de Weyl [60] sur les invariants diagonaux de Q[X;,Y},],
que le polynome f est diagonalement harmonique si et seulement si

Phk(0X,0V)f = ouloyif=0, ¥ 1<h+k<n.

7

L’espace vectoriel des polyndmes diagonalement harmoniques est not¢ DH,. Une
premiére remarque intéressante est la suivante : comme tous les déterminants 4, sont
diagonalement harmoniques d’apres la Remarque 3.10, nous avons, pour toute partition
w de n, P'inclusion :

M, C DH,,.

Dans I’étude de I’espace DH,,, la conjecture centrale, que 1’on peut voir comme un
analogue de la conjecture n!, est la suivante :

Conjecture 6.4 (conjecture (n + 1)"~!) La dimension de DH,, est donnée par
dimDH,, = (n +1)""L.

Cette conjecture vient d’étre récemment établie par M. Haiman (cf. [37]), en utilisant
une nouvelle fois des techniques de géométrie algébrique, et plus précisément une
nouvelle étude des schémas de Hilbert. Cependant, la combinatoire de DH,, reste a
développer, en particulier le fait conjectural qu'une base de DH, est indicée simple-
ment par les fonctions de parking (cf. [34]).
Parmi ces problemes d’études combinatoires liées aux polyndmes de Macdonald,
il convient enfin de citer les travaux concernant 1’opérateur V. Il est défini de la facon
suivante :
vVH,=T,H, (6.1)

o H . représente le renormalisé de la forme intégrale des polyndomes de Macdonald,
défini en (1.40) et
T, = tn(u)qn(u’)

avec
4

n() = >0 = Dy
i=1
Il a été introduit par F. Bergeron et A. Garsia dans le but d’obtenir grce a lui des
formules tres simples dont la suivante est un exemple frappant.

Conjecture 6.5 La caractéristique de Frobenius bigraduée de DH,, est donnée par la
formule
F,+(DH,,) = Ve,. (6.2)
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Dans [13], ou de nombreuses propriétés et conjectures concernant V sont énoncées,
est proposée la généralisation suivante de la Conjecture 6.5.

Conjecture 6.6 Pour toutes partitions X et i, et tout entier positif m, nous avons
(=1)"X (V™55 ) € Nlg, 1] 63)
ou le produit scalaire est défini pour toutes partitions p, o par

_J oz sip=o
<pp,pa>—{0 sinon

et le signe dans (6.3) est donné par

L(N) = (l(;)> + Y (i-1-N). (6.4)

Ai<(i—1)

Signalons que I’expression (6.4) a été obtenue par M. Bousquet-Mélou. La Conjec-
ture 6.5 apparait comme la spécialisation de la Conjecture 6.6 au cas particulier ou
p = (1™). Ce cas particulier, qui raffine la conjecture (n+ 1)*~1, vient d’étre établi par
M. Haiman ([37]), mais le cas général est toujours un probléme ouvert.

6.2 Généralisations

L’étude des généralisations de la conjecture n!, que ce soit le cas des partitions
trouées p/ij (Chapitre 4), ou celui des modules ]\4’4] (Chapitre 5), constitue un champ
d’investigation ou les questions ouvertes sont encore nombreuses. Les Conjectures 4.4
et 5.15 en particulier sont pour I’instant irrésolues.

Mais slirement plus ouverte encore est 1’étude des modules My, pour des dia-
grammes L quelconques. Si le cas des diagrammes de dimension un est réglé par le
Théoreme 5.2, et si les Conjectures 4.4 et 5.29 proposent des énoncés précis dans le cas
des partitions trouées et grainées, le cas général reste mystérieux.

Probleme 6.7 Déterminer les diagrammes L possédant la propriété MLRR.

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'un diagramme L vérifie
la propriété MLRR constitue un objectif relativement ambitieux. Une premiere étape
consiste en la description de grandes classes de diagrammes possédant cette propriété.
Dans cette optique, d’intéressantes conjectures se trouvent dans I’article [11] de F. Ber-
geron, A. Garsia et G. Tesler. Parmi celles-ci, citons la tres jolie conjecture suivante,
dite “de rotation”.

Soit L un diagramme inclus dans le rectangle a x b: L € B, ou :

Bap={(i,j); 0<i<a, 0<j<b}
Définissons le complémentaire de la rotation de L dans B, ;, par
Rap(L) = {(i,§) € Bap: (a—1—1i,b—1—j) ¢ L}. (6.5)

Remarquons que |L| + |R,(L)| = ab. La conjecture est alors la suivante.
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Conjecture 6.8 (conjecture de rotation) Soit L un diagramme inclus dans B, et
L* = Ryp(L). Si L possede la propriété MLRR, il en est alors de méme pour L*
et dans ce cas :

dimMy, = k|L|! si et seulement si dim Mp- = k|L*|!.

Le lien entre les partitions trouées (Conjecture 4.4) et partitions grainées (Conjec-
ture 5.29) est bien sir une illustration de cette conjecture, comme le montre la figure
suivante. Celle-ci représente une partition trouée L incluse dans le rectangle 51,12 et
le diagramme Ry 12(L).

Une information supportant la conjecture de rotation est formulée par la proposition
suivante.

Proposition 6.9 Si nous notons L* = Rq,(L), n = |L| et n* = |L*|, nous avons
I’équivalence suivante :

ep(Xyn) tue Ap <= hg(Xp+) tue Ap-. (6.6)
Preuve. Elle est une conséquence immédiate des Propositions 3.11 et 3.14 et de 1’ob-
servation suivante : les cases de L sont les trous de L. |

Remarque 6.10 Il est clair que la formule (6.6) s’étend aux cas des opérateurs en Y ou
en (X,Y) et au cas des opérateurs différentiels partiellement symétriques (cf. Principe
3.18).

Pour finir, montrons-nous optimistes et désirons obtenir une description de la struc-
ture du module My, méme pour des diagrammes ne possédant pas la propriété MLRR.

Probleme 6.11 Déterminer, pour tout diagramme du réseau carré L, la structure du
module M7,.



Annexe A

Rappels sur la représentation
linéaire des groupes finis

Nous rappelons ici les éléments de théorie de la représentation linéaire des groupes
finis nécessaires a I’étude de la structure des espaces My, associés aux diagrammes
du réseau carré. Cette annexe se compose de deux sections : la premiere présente des
généralités et la seconde donne les grands résultats dans le cas du groupe symétrique
Sy La présentation donnée ici est inspirée de [54] pour la premiere section et de [47],
[51] pour la seconde, auxquels on se reportera pour un traitement plus complet de la
question.

A.1 Généralités

A.1.1 Représentation linéaire d’un groupe fini

Considérons un espace vectoriel V (de dimension finie) sur le corps C des nombres
complexes. Nous notons GL(V) le groupe des isomorphismes de V, que I’on assimile
a I’ensemble des matrices carrées inversibles de taille dim V.

Définition A.1 Soir un groupe G fini. Une représentation linéaire de G dans 'V est un
homomorphisme p du groupe G dans le groupe GL(V), i.e. une application de G dans
GL(V) tel que pour tous s,t € G :

pls.) = pls)p(t). (A1)

La formule (A.1) implique en particulier que p(1g) = Idy et p(s~!) = p(s)~L.
Lorsque p est donné, on dit que V est un espace de représentation de GG, voire une
représentation de GG. La dimension de V est appelée degré de la représentation.
Deux représentations p : G — Vet g : G — V' seront dites semblables ou
isomorphes s’il existe un isomorphisme linéaire 7 : V. — V' tel que pour tout s € G,

Top(s)=p(s)or.
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Exemple A.2 Présentons un exemple fondamental dans notre cadre. Considérons un
espace vectoriel possédant une base indexée par les éléments ¢ de G, ie : (6)ieq-
Considérons maintenant pour s dans G I’application linéaire qui transforme ¢ en eg;.
Il est clair que I’application linéaire ainsi définie est un isomorphisme de V et que I’on
obtient une représentation linéaire appelée la représentation réguliere (a gauche) de G.
En particulier, son degré est égal a I’ordre |G| de G.

Définition A.3 On dit que le sous-espace W de 'V est stable pour la représentation p
de G si
Vs € G, t € W= p(s)(x) € W. (A.2)

La restriction de p(s) a W est un élément de GL(W ) pour tout s dans G et on définit
ainsi une sous-représentation de V. Si V sécrit V.= W & W' avec W et W’
des sous-représentations de 'V, on dit que la représentation V est somme directe des
représentations W et W'

On dira qu’une représentation V est irréductible si elle n’admet pas de sous-espace
stable autre que {0} et V. Le théoréme suivant montre toute I’importance des représen-
tations irréductibles.

Théoreme A.4 Toute représentation est somme directe de représentations irréducti-
bles.

A.1.2 Caracteres

Définition A.5 Soit une représentation linéaire p : G — GL(V) du groupe fini G.
Pour tout s € G, posons :

Xp(s) = Trp(s) (A.3)
ou Tr 7 est la trace de I’endomorphisme 7. La fonction a valeurs complexes X, ainsi
définie est appelée caractere de la représentation p.

Nous verrons plus loin que le caractere caractérise la représentation linéaire. Commen-
cons par observer les propriétés suivantes.

Proposition A.6 Si x est le caractére d’une représentation p de degré d, on a :

@ x(1g) =d;

(i) Vs € G, x(s71) = x(s)

(iii) Vs, t € G, x(tst™1) = x(s).

Notons aussi que si p est somme directe de py et pa de caractéres respectifs x1 et X2,
alors

(iv) x = x1 + xe.

Intéressons-nous maintenant aux relations d’orthogonalité des caracteres par rap-
port au produit scalaire suivant, défini pour ¢ et ¢ deux fonctions de G dans C :

A4
(ely) = |G|Zw (A4)

seG
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Théoréme A.7 Soient x et X' deux caracteres de représentations irréductibles non
isomorphes, nous avons

(xIx) =1 et (x|x)=0. (A.5)
De (A.5), on déduit le théoréme suivant.

Théoreme A.8 Soit V une représentation linéaire de G, de caractere ¢ et supposons
V décomposé en somme directe de représentations irréductibles :

Alors, si W est une représentation irréductible de caractere x, sa multiplicité dans V,
i.e. le nombre de W; isomorphes a W est égal a (p|x).

Corollaire A.9 Deux représentations de méme caractére sont isomorphes.

Exemple A.10 Dans le cas de la représentation réguliere (cf. Exemple A.2), pour tout
s € G\{lg}, st # t donc tous les termes diagonaux de la matrice de p(s) sont nuls.
Le caractere ¢ de la représentation réguliere est donc donné par :

1G] sis=1g,
o(s) = { 0 sis+#lc. (A.6)

On en déduit alors la proposition suivante.

Proposition A.11 Chaque représentation irréductible est contenue dans la représen-
ta-tion réguliere un nombre de fois égale a son degré.

Il est évident d’apres le (iii) de la Proposition A.6 que toute représentation linéaire de
G est constante sur le classes de conjugaison de G. Le théoreéme suivant compléte cette
assertion.

Théoreme A.12 Le nombre de représentations irréductibles de G (a isomorphisme
pres) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

A.2 Cas du groupe symétrique

Une conséquence du Théoreme A.12 est que le nombre de représentations irréduc-
tibles du groupe symétrique S, est égal au nombre de partitions A de n. En effet deux
permutations o et o’ de S,, sont conjuguées si et seulement si elles ont le méme type
de décomposition en cycles, i.e. le méme nombre ¢ de i-cycles pour tout ¢. Notons que
>oi ic; = n. La classe de conjugaison est ainsi déterminée par la partition A(o) =
1¢1,...,n° de n. On s’attend donc a avoir des caracteres irréductibles indexés par les
partitions de n, ce que nous allons effectivement obtenir.
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Introduisons alors sur I’anneau A des fonctions symétriques (cf. section 1.1.2) le
produit scalaire défini par :

(salsp) = Oau (A7)

ol 9y, vaut comme d’habitude 1 si A = p et 0 sinon.
On note R™ le Z-module libre engendré par les caracteres irréductibles de §, et on
définit 1’ application caractéristique ch : R* — A" ® C en posant, si ¢ € R":

1 _
ch(o) =— > @(OIpre) = Y % Papr, (A8)
0ESn IA|=n

oll ) désigne la valeur de ¢ sur la classe de conjugaison de &, définie par A. L’entier
zy (cf. équation (1.25)) apparait ici en tant que cardinal du centralisateur d’un élément
de la classe de conjugaison de S, associée a la partition A (pour I’action de §, sur
lui-mé&me par conjugaison).

Théoréeme A.13 (Formule des caractéres de Frobenius) L’application
caractéristique réalise une homothétie de R" sur A™. Les caracteres irréductibles de S,,
sont les images réciproques X par ch des fonctions de Schur sy, A décrivant I’ensemble
des partitions de n. De plus, leurs valeurs )@ sur les différentes classes de conjugaison
de S, sont égales aux coefficients des sommes de puissances dans la base des fonctions
de Schur : pour toute partition p de taille n,

Pu= D Xps (A.9)
[A|l=n

On déduit de la formule (A.9) que
XMId) = (salp}) = K,

la derniere égalité étant une conséquence des formules de Pieri ([47], Corollaire 1.2.9)
d’ou le corollaire suivant.

Corollaire A.14 Le degré de la représentation irréductible de S,, de caractere x> est
égal au nombre K de tableaux standard de forme \.



Annexe B

Action des opérateurs différentiels
de Schur sur les déterminants de
diagramme

Nous allons prouver le Théoreme 3.17 en utilisant la Proposition 3.11 et une adap-
tation de I’involution définie dans [49]. Pour commencer, nous observons que le Théo-
reme 3.17 et la Proposition 3.11 sont compatibles. En effet nous avons g, = s¢x et les
tableaux de forme (1k) correspondent aux suites 1 < 43 < ip < --- < 7 < n. Main-
tenant, posons [/ le nombre de colonnes de X et développons la formule déterminantale
de la fonction de Schur

sx(X) = det (ex4;—i(X)) = D sgn(0)es(v46)—s, (B.1)
ogES;

ou sgn (o) désigne ici la signature de la permutation o € §,. De plus, 6, = (I — 1,1 —
2,...,1,0) et ey, = 0 des que o; < 0. Sinous avons o = aq, s, ..., 0q une suite
d’entiers, nous posons €, = €4, €q, * - - €q,. Il est important de respecter 1’ordre des
facteurs, car celui-ci aura une incidence par la suite. Comme noté ci-dessus, dans le cas
[ = 1, 1a Proposition 3.11 peut étre réécrite sous la forme

€ay (8X)AL(X7 Y) = Z 6(L78T1 (L))T(aTl (L))AaTl (L)(X7Y)a (B.2)
T1€y7'(1a1)

ou yT(lal) est I’ensemble des tableaux croissants strictement sur la colonne de hauteur
aq et de poids inclus dans {1,2,...,n}. Ici (T3, L) = 7(0p, (L)). Supposons main-
tenant que [ = 2. Nous utilisons (B.2) avec e,,(0x) et appliquons e,, (0x) des deux
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cotés. On obtient ainsi
ea(ax)AL(X,Y)
— oy (9x)eay (9x)AL(X.Y)
= > e(L, 01, (L))7(91, (L)) €a, (9x) Doy, (1) (X, Y)
TQEJJT“%)
= > > €L, 0, 0m, (L)7(01, (L)) 7 (91,01, (L)) Aoy, g, (1) (X, Y)
T 63}7(1&1 ) TQEyT(laQ)

Définissons alors

CTQ = CTal,ag,...,al (B3)
I’ensemble des [-uplets de colonnes T = (171,75,...,T;) ou T; € y’T( «:). Nous
pouvons représenter T comme un tableau L, — {1,2,...,n} ot L, est le diagramme

{(1,§) 5 0 <4 < ajp1 — 1, 0 < j < 1 — 1} et T est strictement croissant en
remontant chaque colonne. Observons que T ne suit aucune condition sur les lignes et
en particulier sa forme o n’est pas nécessairement une partition. Ceci étant posé, nous
pouvons simplifier I’expression précédente et écrire que pour [ = 2 :

ea(aX)AL(va): Z E(LaaT(L))e(TvL)AE?T(L)(X7Y)7 (B.4)
TeCT o

ou Op(L) = O, Or, - - - O, (L) est le diagramme obtenu a partir de L en remplacant les
biexposants (p;, ¢;) par (p; — |[T~1(3)|,¢;) pour tout 1 < i < net

0(T, L) = 7(9r(L)) - - 7(0r,_, 01, (L)) 7 (97, (L)) (B.5)

Il est clair par récurrence que la formule (B.5) se généralise a [ > 2. Nous devons
également remarquer que si ’'un des q; est strictement négatif, alors la somme (B.4)
doit étre nulle.

Nous pouvons alors commencer le calcul de I’opérateur (B.1) en utilisant (B.4) :

SA(Ox)AL(X,Y)= > sgn(0)es(na)—s (Ox)AL(X,Y) (B.6)
€S

= > > sgn(0)e(L, 01 (L))0(T, L) Apy () (X, Y).
oceS; TeCT (N +6))—5,
Nous voulons maintenant construire une involution telle que tous les termes s’an-
nulent sauf ceux pour lesquels o est I’identité¢ et T € )7;. Notons que la forme «

d’un tableau T € CT, n’est pas nécessairement une partition. Voici un exemple d’un
tableau T € CT(17073’27471) :

8
10 6
8 9 5
2 7 3 4 4
T =
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La seule contrainte est que les étiquettes de T' croissent strictement sur les colonnes.

Concentrons-nous d’abord sur le cas [ = 2 et posons X = (A}, \}). Nous avons
deux formes o = (v, a2) possibles pour T, a savoir X' = Id(X + d2) — a2 et (N —
1, A} +1) = (12)(N 4 d2) — 02. Ces deux formes sont completement caractérisées par
a1 < ag ou aq > as. Nous définissons alors une involution similaire a celle de [49].

tant donné T € CT,, nous lui associons deux mots w,, et w,. Cette étude est due
a A. Lascoux et M.-P. Schtzenberger (cf. [44]). Le premier w,, est constitué de toutes
les étiquettes T'(7, 7) de T ordonnées en croissant. Par exemple si

9
6
9 5
3 4
T =

alors w, = 345699. Nous associons alors au mot w,. sa structure parenthésée ..
Pour cela, nous lisons les entrées de w,, de la gauche vers la droite et associons a une
entrée provenant de la premiere colonne de T une parentheése gauche (ouvrante), et a
une entrée de la deuxiéme colonne, une parentheése droite (fermante). Dans le cas de
deux colonnes, la méme entrée apparait au plus deux fois, auquel cas nous décidons
que la premicre occurence lors de la lecture de w,, vient de la premiére colonne de T
Dans I’exemple ci-dessus, w, =345699etw,. = ())) ().

Il y a une facon naturelle de grouper en paires les parentheses ouvrantes et fer-
mantes en respectant la régle classique de parenthésage. Dans tout mot @, certaines
parentheses seront appariées et d’autres non. Dans notre exemple, @, = ())) (),
les deux premieres parentheses sont appariées, ainsi que les deux dernieres ; les deux
du milieu ne sont par contre pas appariées. Le sous-mot de tout . constitué des pa-
renthéses non appariées doit étre de la forme ) )---) (--- ((.

Proposition B.1 /49, Proposition 5] Un tableau T = (11,15, ...,T;) € CT 4 est un
tableau de Young strictement croissant sur les lignes, T € Y1, si et seulement si il n’y
a pas de parenthéses droites non appariées dans @Ti=Ti+1 pour tout 1 < i <[ —1.

Remarquons ici que si &« = (o, ag,...,0p) n’est pas une partition, c’est-a-dire
a; < a1 pourun 1 < ¢ < [ — 1, alors nécessairement {JTZ‘!TZ‘+1 contient plus de
parentheses droites que de parenthéses gauches et certaines d’entre elles ne pourront
étre appariées, donc aucun des tableaux T € C7, ne peut étre un tableau de Young
strictement croissant sur les colonnes.

Reprenons la construction de notre involution similaire & celle de [49] pour X =
(A}, Ay). Posons

A=CT (3 x) YCT (31,3 41)-

L’involution est une application W: A — A définie de la facon suivante. Prenons un
T € C7T (4,,0,) C A et considérons .. Le sous-mot des parenthéses non appariées
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contient > 0 parentheses droites suivies de | > 0 parentheses gauches. Nous avons
deplusquel —r = a3 — as.

e Sir =0,alors T € 7, C C7 y et nous définissons V(T) = T.

¢ Sil > 7 > 0,alors T € CT x\Y7, etnous définissons ¥(T) = T' € CT (n, 1, 41),
I'unique tableau tel que w,, = w.,. et @w_, est obtenu & partir de w,. en remplagant les
I — r + 1 parenthéses gauches non appariées les plus a gauche par des parentheses
droites.

o Sir >l alors T € C7T (5,1 41) et nous définissons ¥(T) = T' € CT v \ V7,
I'unique tableau tel que w,, = w.,. et @w_, est obtenu & partir de w,, en remplagant les
r—1[—1 parentheses droites non appariées les plus a droite par des parenthéses gauches.

Maintenant dans le cas général, [ > 2, posons

A — U CTU(X-H;I)—(SZ'
€S

Pour T € CT, C A, le vecteur « caractérise completement la permutation o € § tel
que o« = o(N + 9;) — 0;. En particulier « est une partition si et seulement si o = Id.
Nous lisons les lignes de T de la gauche vers la droite et de bas en haut. Nous trouvons
ainsi le premier couple de cases du réseau carré (7, j) et (i + 1, j) tel que

T(Z>])>T(Z+1>]) ou [(i,j)%Laet(i+l,j)ELa].

e S’il n’y a pas de tel couple, alors nécessairement T € Y7, C CT y et nous définis-
sons ¥(T) = T.
e Si nous trouvons un tel couple, alors T € CT, C A\Y7,. Nous définissons ¥(T) =
T € CT3 C A\ YT, ou T’ est obtenu a partir de T en appliquant la procédure ci-
dessus aux deux colonnes 7T} 11, T; 9. Par construction, si a = o(X + §;) — ¢, alors
B = at;(N + &;) — 0;, ot nous notons ¢; la transposition (4,7 + 1).

Le fait que W définit bien une involution est traitée dans plusieurs articles, notam-
ment dans [49], section 3. Donnons un exemple concret. Pour

8 8 10

6 | 10 6 9

508109 5 7

4073 483
T = ,nous avons VU(T) =

Le couple (0,1) et (0,2) est le premier ou 7°(0,1) > 7°(0,2). Nous appliquons alors
I’involution aux deux dernieres colonnes. Nous avons ici w;, ,, = 378910 etw,, ,, =
)(()(. 'y adonc r = 1 parenthése droite non appariée suivie de [ = 2 parenthéses
gauches non appariées. Nous devons changer [ — r + 1 = 2 parentheses non appariées
gauches en parentheses droites. D’oul @Té’Té =)) () ). Ceci déplace les étiquettes 7 et
10 de la deuxie¢me dans la troisieme colonne.
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Preuve (du Théoréeme 3.17). Nous revenons au calcul de (B.6) en utilisant la nota-
tion introduite :

S\OX)ALX,Y) = Y sgn(0)e(L, dr(L))6(T, L)Apy (1) (X,Y).
TECT 5 (xr 45,5, CA

L’involution construite ci-dessus associe le terme dans la somme correspondant a T €
CT y(x+6,)—s, € A\ YT avec celui correspondant 2 T € C7 54, (x14.5,)—-5, € A\V 7).
Il est clair que sgn(o) = —sgn(ot;) et Op(L) = OT'(L) car les deux tableaux T et T’
ont le méme ensemble d’étiquettes, d’ou en particulier : (L, dr(L)) = e(L, Op/(L)) .
11 suffit alors de montrer que

6(T,L) = 6(T', L) (B.7)

pour obtenir le Théoreme 3.17. En effet, & ce moment-1a, tous les termes de A \ Y7y
vont s’annuler et il ne reste que les termes de 7, avec le bon coefficient.

Pour établir (B.7) nous devons montrer que si € (T, L) est non nul, alors ¢ (T’ L)
est non nul ; dans ce cas ils sont alors nécessairement tous les deux égaux a 1. De (B.5)
on tire

De fagon analogue, 6(T', L) = 0((T1,T%,..., T}, 1,T{ 5,...,T1),L) pour un 0 <
i <1—1.816(T,L) # 0, alors 7(0r, --- 9T;(L)) = 1 pour tout 1 < k < . Pour

1 < k <4+ 1, nous avons clairement :
T(aTk T 8Ti+laTi+2 T 8T1(L)) = T(aTk e aTi’JrlaTi’Jr2 T aTl (L))

Pour i+ 3 < k <, les termes correspondant dans 6(T, L) et (T, L) sont les mémes.
Posons L = Or,,, -+ 0r,_,0r,(L), pour prouver 1’égalité (B.7), il suffit de montrer
maintenant que

7(0r,,,(L)) =1 et 7(0r,,,01,,,(L) =1 = 7(9p (L))=1  (BS)
pour tout L tel que 7(L) = 1. .

Soit 3 = at;(N + &) — &;, la forme de T. Supposons que T(@Ti/+2 (L)) = 0. Ceci
implique qu’il y a une étiquette 1 < k = T'(i + 2,j) < n telle que (px,qr) € L et
(Pk—1,qk-1) = (pxr — 1,qx) € L, mais k — 1 # T'(i 4+ 2,7 — 1) n’est pas une étiquette
de T} , (on explicite ainsi la condition de collision des cases). Maintenant comme
7(81,,,01,.,(L)) = 1 nous avons nécessairement que k et k — 1 sont des étiquettes de
Tit1, Tit2. Ceci implique que k& — 1 est une étiquette de 77 1 Ceci implique aussi que
k n’est pas une étiquette de 77 ; car on ne peut pas avoir deux étiquettes & et une seule
k — 1 puisque sinon 7(9r,,, 01, ,(L)) = 0. Ceci entraine que k — 1 et k sont des lettres

de w_, ., de multiplicité un, que k — 1 est dans la colonne T/, , et que k est dans
Ti+lTi+2 ol
la colonne T}, ,. Elles sont donc consécutives dans le mot w, ., , et sont appariées
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dans w . Ceci implique alors que T;15 dans W(T') = T contient I’étiquette &
i+2

mais pas k— 1 et par conséquent 7(Jr; , , (i)) = 0, ce qui est contraire a I’hypothese. La

k3

preuve est ainsi complete. ||

Remarque B.2 tant donné un diagramme L et un tableau strictement croissant sur les
lignes T' € YT, nous avons que (7T, L) = 1 précisément quand on peut déplacer les
cases de L d’un pas vers le bas, en lisant I" colonne par colonne, de la droite vers la
gauche, sans collision de cases.

Corollaire B.3 Pour hy,(X) = s()(X), nous avons
= > e,y - 0, (D)6 (i1, - - vik), L) Ag, o, (1) XY) .

Le Corollaire B.3 est équivalent a la Proposition 3.14. En effet, la seule fagon
d’avoir que 0((éy,...,ix),L) # 0 correspond a des cases iy,.. ., qui descendent
dans des trous. On peut voir cela comme des trous qui montent.
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CONJECTURE 7! ET GENERALISATIONS

Cette theése est consacrée au probléme de combinatoire algébrique connue sous le
nom de conjecture n!.

Plus explicitement, on étudie la structure de certains espaces notés M, et indexés
par les partitions ;i de 'entier n. Chaque espace M, est le cone de dérivation d'un
polynéme A, généralisant en deux alphabets le déterminant de Vandermonde. Le
coeur de ce travail, motivé par l'interprétation de certains polynomes de Macdonald
en termes de multiplicité des représentations irréductibles du S,,-module M,,, est la
conjecture n !, énoncé en 1991 par A. Garsia et M. Haiman et récemment prouvée par
ce dernier.

On s’intéresse ici tout d’abord a l’explicitation de bases monomiales des espaces
M,,. Cette approche est tres liée a I'étude de I'idéal annulateur de A, et nous conduit
a introduire certains opérateurs de dérivation, dits “opérateurs de sauts.” On obtient
une base monomiale explicite et une description de I'idéal annulateur pour les parti-
tions en équerres, et pour le sous-espace en un alphabet M, (X) avec une partition p
quelconque.

Les opérateurs de sauts se révelent cruciaux pour l'introduction et I'étude de géné-
ralisations de la conjecture n!. Dans le cas des partitions trouées (approche récursive
de la conjecture n!), I'obtention d’une base explicite du sous-espace en un alphabet
permet de traiter une spécialisation de la fondamentale “récurrence a quatre termes”.
Dans le cas des diagrammes a plusieurs trous, 'introduction de sommes de cones de
dérivation permet d’énoncer une conjecture généralisant la conjecture n!, supportée
par l'obtention d’une borne supérieure et la structure du sous-espace en un alphabet.
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