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Résumé

Un algorithme vectoriel est un algorithme qui permet d’obtenir un vecteur de sor-
tie en n’appliquant, sur un vecteur d’entrée, que des opérations vectorielles. Cet
algorithme peut alors étre implémenté en paralléle, en se servant des opérations
sur les vecteurs de bits disponibles dans les processeurs, donnant lieu a des
calculs tres efficaces.

Nous nous sommes intéressées a savoir quels sont les automates pour lesquels
il existe un algorithme vectoriel, fonctionnant en temps constant. On cherche
donc a savoir quels sont les automates pour lesquels il est possible de trouver le
vecteur de sortie rq ... ry,,, des états visités lors de la lecture d’un vecteur d’entrée
€1 ...em, en n'utilisant qu’un nombre borné, indépendant de m, d’opérations
vectorielles.

L’étude de cette question nous a menées, premierement, a définir une classe
d’automates, les automates effeuillables, pour laquelle il est possible de cons-
truire des algorithmes vectoriels a partir des tables de transitions des automates.
Nous avons ensuite démontré qu’un automate effeuillable est au coeur de la
résolution du probleme de la recherche des occurrences approximatives d’un
mot dans un texte, permettant ainsi de résoudre ce probleme vectoriellement.

Dans le but de caractériser la classe d’automates pour lesquels il existe un al-
gorithme vectoriel, nous nous sommes intéressées a la décomposition en cascade
de Krohn-Rhodes (Krohn - Rhodes, 1965). L’étude de cette décomposition nous
a permis de démontrer que le fait d’étre apériodique pour un automate est une
condition suffisante & l'existence d’un algorithme vectoriel pour cet automate.
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Introduction

Le probleme de la recherche des occurrences approximatives d’un mot P dans
un texte T' est important dans plusieurs domaines, dont la bioinformatique ou
il est a la base de plusieurs algorithmes de recherche de séquences génétiques
(Gusfield, 1997). Le premier algorithme pour résoudre ce probleme est da a
Sellers (Sellers, 1980) et a une complexité, en temps et en espace, de O(nm) ou n
est la longueur du texte et m, la longueur du mot cherché. Motivés par le fait que
dans les applications, comme en biologie, mn est tres grand, plusieurs travaux
ont permis de développer de nouveaux algorithmes beaucoup plus rapides.

Un des moyens d’y parvenir est d’exploiter le parallélisme des opérations vec-
torielles ou, plus précisément, des opérations sur les vecteurs de bits. Plusieurs
approches utilisant des vecteurs de bits ont donc été développées pour résoudre
le probleme de recherche approximative d’un mot dans un texte. La plupart
de ces approches utilisent des vecteurs de bits pour coder I’ensemble des états
d’un automate non-déterministe, (Wu - Manber, 1992; Baeza-Yates - Gonnet,
1996). Une approche alternative, développée par Myers (Myers, 1999), consiste
a utiliser des vecteurs de bits pour coder les vecteurs d’entrée et de sortie d’un
automate déterministe et calcule ensuite le vecteur de sortie en appliquant un
nombre borné d’opérations vectorielles sur le vecteur d’entrée.

Nous avons généralisé I'approche de Myers en démontrant ’existence d’un al-
gorithme vectoriel efficace pour résoudre le probleme de la recherche des occur-
rences approximatives d’'un mot dans un texte ot ’on permet ’emploi d’une dis-
tance plus générale (Bergeron - Hamel, 2002a). L’originalité de notre approche
réside dans le fait qu’au coeur de notre algorithme se trouve un automate ne
dépendant que de la distance utilisée et non du mot P cherché, comme c’était
le cas dans les approches considérés auparavant.

L’étude de cet automate nous a amenées a étudier la question de savoir quels
sont les automates pour lesquels il est possible de trouver le vecteur de sortie
71...Tm, des états visités lors de la lecture d’un vecteur d’entrée e ...e,,, en
n’utilisant qu’un nombre borné, indépendant de m, d’opérations vectorielles.
Nous avons défini une classe d’automates, les automates effeuillables, satisfaisant
cette propriété et pour lesquels la construction de 'algorithme vectoriel se fait
a partir de la table de transition de Pautomate (Bergeron - Hamel, 2001).

Finalement, dans le but de caractériser la classe d’automates pour lesquels il
existe un algorithme vectoriel comportant un nombre borné d’opérations, nous
nous sommes intéressées a la décomposition en cascade de Krohn-Rhodes (Krohn
- Rhodes, 1965). L’étude de cette décomposition nous a permis de démontrer que



la condition d’étre apériodique pour un automate A est suffisante a 'existence
d’un algorithme vectoriel pour A (Bergeron - Hamel, 2002b).

La structure de cette these est la suivante:

Le premier chapitre présente le probleme de la recherche des occurrences ap-
proximatives d’'un mot P = py...p, dans un texte T = ¢1...t,. Pour ce faire,
nous commengons par introduire le probleme, plus élémentaire, de I'alignement
global de deux séquences puis nous généralisons aux occurrences approximatives.
Nous présentons aussi dans ce chapitre le premier algorithme connu résolvant ce
probleme. Cet algorithme utilise la programmation dynamique pour construire
une table de distances et a été présenté dans deux articles, a peu pres a la méme
époque (Sellers, 1974; Wagner - Fischer, 1974).

Le deuxieme chapitre présente différentes approches classiques pour résoudre le
probléeme de la recherche approximative, que ce soit par un calcul partiel de la
table des distances (Ukkonen, 1985), par un prétraitement du mot & chercher
(Ukkonen, 1985), par un calcul de diagonales (Landau-Vishkin, 1988; Landau-
Vishkin, 1989; Galil - Park, 1990; Ukkonen - Wood, 1993), par la méthode
des 4 Russes (Masek - Paterson, 1980; Wu - Manber - Myers, 1996) ou par une
méthode a la Boyer- Moore (Tarhio - Ukkonen, 1990). Des approches vectorielles
au probleme (Wu - Manber, 1992; Baeza-Yates - Gonnet, 1996; Myers, 1999) sont
ensuite présentées dans le chapitre 3.

Les deux derniers chapitres, les chapitres 4 et 5, comprennent la partie originale
de ce travail.

Dans le chapitre 4, nous introduisons une classe d’automates, les automates
effeuillables, pour lesquels nous démontrons 'existence d’un algorithme vecto-
riel permettant de trouver, étant donné une séquence d’entrée e = e1...e,,, le
vecteur r = ry...71,, des états visités par 'automate lors de la lecture de e en
un nombre borné d’opérations vectoriels. Nous montrons ensuite qu'un auto-
mate effeuillable est au coeur de la résolution du probléme de la recherche des
occurrences approximatives d’un mot dans un texte et nous en déduisons un
algorithme sur les vecteurs de bits de complexité en temps O(nc), ou n est la
longueur du texte T' et c le cotit d’insertion ou de suppression d’un caractere du
texte lors de 'alignement.

Le chapitre 5 étudie les liens entre la décomposition en cascade de Krohn-Rhodes
(Krohn - Rhodes, 1965) et les algorithmes sur les vecteurs de bits. Cette étude
permet de démontrer ’existence d’un algorithme vectoriel pour tout automate
apériodique. Ces liens permettent également de donner un algorithme linéaire
pour tout automate effeuillable.



Chapitre I

RECHERCHE DES OCCURRENCES APPROXIMATIVES
D’UN MOT DANS UN TEXTE

Dans ce chapitre, nous présentons le probleme de recherche des occurrences
approximatives d’'un mot dans un texte. Pour ce faire, nous commencgons par
considérer le probleme, plus élémentaire, de I'alignement de deux mots et nous
présentons 'algorithme classique, (Sellers, 1974; Wagner - Fischer, 1974), pour
le résoudre. Nous présentons ensuite la généralisation de cet algorithme au
probleme de la recherche approximative (Wagner - Fischer, 1974).

1.1 Introduction

Le probleme de la recherche des occurrences approximatives d’'un mot dans un
texte consiste, étant donné un mot P et un nombre naturel ¢, a trouver toutes
les positions, dans un texte T, ou il y a une occurrence de P, ayant au plus ¢
erreurs. Ce probleme est important dans plusieurs domaines. Premiérement,
il est omniprésent en informatique, plus particulierement dans le domaine de
la recherche dans des bases de données textuelles et dans celui de la recherche
sur le dépistage de I'information. Une application intéressante dans ce dernier
domaine est le correcteur orthographique. Le correcteur donne, étant donné un
mot mal orthographié, une liste de mots possibles pour le remplacer (Kashyap
- Oommen, 1984; Mateescu - Salomaa - Salomaa - Yu, 1995). La recherche
approximative est aussi au coeur de la bioinformatique, que ce soit pour la
recherche de molécules nouvellement séquencées dans les banques de données
existantes (Altschul et al., 1990), ou pour la recherche de similitudes entre deux
séquences biologiques (Smith - Waterman, 1981a; Needleman - Wunsch, 1970).
Cette citation de Gusfield nous fait comprendre la pleine mesure de ce que la
recherche approximative apporte a la biologie.

In biomolecular sequences (DNA, RNA, or amino acid sequences), high
sequence similarity usually implies significant functional or structural
similarity. (Gustield, 1997)

Deux protéines ayant des séquences similaires ont habituellement la méme fonc-
tion ou la méme structure. Ce fait nous permet donc un premier classement des
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protéines en familles.

La publication de la séquence quasi-compléte du génome humain en février 2001
(Venter and al., 2001; Collins and al., 2001) est le point de départ d’une recherche
intensive dont le but ultime est la connaissance de tous les génes humains, évalués
aujourd’hui & environ 30 000, ainsi que de toutes les protéines qu'’ils encodent.
L’une des techniques utilisées pour trouver des genes inconnus dans un génome
est de rechercher dans celui-ci des séquences similaires a des génes provenant
d’autres especes. En effet, les genes sont des structures qui ont été tres conservées
au cours de I’évolution:

Throughout the present work we see insights gained through our ability
to look for sequence homologies by comparaison of the DNA of different
species. Studies on yeast are remarkable predictors of the human system!
(Strauss, 1995)

Il ne fait aucun doute que la recherche d’occurrences approximatives jouera un
role dans ces découvertes, et c’est pourquoi le développement d’algorithmes plus
efficaces en temps et en espace pour ce probléeme est toujours d’actualité.

1.2 Alignement global de deux mots

Avant de considérer le probleme de la recherche des occurrences approxima-
tives d’un mot dans un texte, considérons le probleme, plus élémentaire, de
I’alignement global de deux mots. Pour ce faire, nous introduisons les concepts
d’alignement de deux mots, de cout d’'un alignement et de distance entre deux
mots.

1.2.1 Qu’est-ce qu’un alignement?

Lorsque I'on considere le probleme de 'alignement de deux mots, les mots a
aligner sont composés d’éléments d’un certain alphabet.

Définition 1.1 Un alphabet A est un ensemble de symbole. On représente par
A* I'ensemble de tous les mots que l'on peut construire avec les éléments de A.
On note par A le mot vide, c’est-a-dire le mot de longueur 0.

Les données biologiques apparaissent sous forme de longues séquences, com-
posées soit de nucléotides, dans le cas de 'ADN (acide désoxyribonucléique) et
de 'ARN (acide ribonucléique), soit d’acides aminés, dans le cas des protéines.

Exemple 1.1 (Alphabets biologiques)

1. Aapn = {A,C,G, T} est 'alphabet représentant ’ADN. L’élément A de
cet alphabet représente I’adénine, C, la cytosine, GG, la guanine et T, la
thymine.



2. Aarn ={A,C,G,U} est Palphabet représentant ’ARN. Cet alphabet est
constitué des mémes éléments que ’alphabet précédent, a une exception
pres. L’élément T a été remplacé ici par 1'élément U, représentant le
nucléotide uracile.

3. Ap = {A,C,D,E,F\G,H,I,K,L, M,N,P,Q,R,S,T,V,W, Y} est 'al-
phabet représentant les acides aminés. Les différentes lettres représentent
les acides aminé suivants (Gonnick - Wheelis, 1991):

A: alanine G: glycine M: méthionine | S: la sérine

cystéine H: histidine | N: asparagine | T: thréonine

proline V: valine

C:

D: acide aspartique | I: isoleucine | P:

E: acide glutamique | K: lysine Q@: glutamine W: tryptophane
F: R:

phénylalanine L: leucine arginine Y': tyrosine

Un mot de A% py, de A% pyn ou de A} est appelé une séquence d’ADN, d’ARN
ou d’acides aminés, selon le cas.

Définition 1.2 Soit .4 un alphabet, et a € A. La projection I, : A* — A*, est
définie récursivement par

M,(\) = A

e = {5 B

pour a € A et x € A*. Cest donc la projection qui a un mot associe ce mot
dans lequel toutes les occurrences du symbole a ont été effacées.

Exemple 1.2 Soit ACGC € Aspn. Alors,

o (ACGC) = AG.

Définition 1.3 Soit A un alphabet et soit x = z1xo... 2 €t ¥ = Y1Y2... Yn
deux mots quelconques de A*. Supposons que le symbole “-” ¢ A et définissons
l'alphabet A" = AU {—}. Un alignement de x et y est donné par

x/ = xllacg/ . xl/

v =u'y ..l

oux' ety € A, I_(2') =z, II_(y') = y et ou chaque colonne est de la forme

HEIHERHE!



Exemple 1.3 Soit ACTGCT et ACGTCG deux séquences d’ADN. La figure
suivante présente 3 alignements possibles de ces deux séquences.

Pour deux mots donnés, on a donc plusieurs alignements possibles et on aimerait
pouvoir choisir les meilleurs. Pour ce faire, il est nécessaire de définir une mesure,
associée a un alignement, qu’il sera possible d’optimiser. Cette mesure sera
généralement dépendante du probléme biologique ou informatique étudié.

Exemple 1.4 Considérons les deux alignements suivants:

1)ACGTAATATTGA——
A CGTA- - -TTGATA
2)ACGTAATATTGA
A CGTATTOGAT - A

Le premier alignement est celui dans lequel le plus grand nombre de symboles a
été conservé, alors que le deuxieme alignement est celui dont le nombre d’erreurs
d’alignement est minimal. Ces deux alignements peuvent donc étre considérés
comme étant le meilleur alignement des 2 séquences, dépendant de la mesure
adoptée pour les comparer.

Dans ce qui suit, nous allons définir la notion de coit d’un alignement et cette no-
tion nous servira de mesure pour comparer les différents alignements; un aligne-
ment sera considéré meilleur qu’un autre si son coit est moindre.

1.2.2 Cotut d’édition d’un alignement

On peut associer plusieurs mesures a un alignement, mais celle qui est le plus
souvent considérée par les informaticiens est le cout d’édition. L’idée est de
pénaliser chaque erreur d’une unité, c’est-a-dire que chaque colonne d’un aligne-
ment qui contient des éléments différents cotite une unité. Plus formellement,
on a la définition suivante.

Définition 1.4 Soit A un alphabet et a,b € A. Le coit élémentaire d’une
opération est défini comme suit:

() — {1 sia#b

0 sinon
cla,—) = 1
c(—,b) = 1.



On peut maintenant définir formellement le colit d’édition d’un alignement.

Définition 1.5 Soit A un alphabet et z,y € A*. Alors, si 2’ = x'xo’ ... 21/
et ¥ = y1'yo’ ...y forment un alignement de x et y, le cotit d’édition de cet
alignement est

C'y) = Z c(zi,yi).

=1

Exemple 1.5 Le cott d’édition associé a l'alignement suivant est 3:

ACT G - CT
A C - G T CCC

Notre but est, étant donné deux mots, de trouver un ou des alignements de ces
deux mots de cout minimal. Dans la prochaine section, nous montrons que ce
minimum définit une mesure de distance entre deux mots.

1.2.3 Distance d’édition ou de Levenshtein

La distance d’édition entre deux mots, aussi appelée la distance de Leven-
shtein (Levenshtein, 1966), est le cotit d’édition minimal de tous les alignements
possibles de ces deux mots.

Définition 1.6 La distance d’édition entre deux mots = et y est définie par

D(z,y) = Min C(2/,y'),

')

ol le minimum se calcule sur tous les alignements (2’,%’) possibles de x et y et
ou C représente le cout d’édition.

Proposition 1.1 La distance d’édition D possede les trois propriétés suivantes:

1. D(z,x) =0,
2. D(z,y) = D(y,x),
3. D(z,z) < D(z,y) + D(y, 2).
C’est donc une distance, au sens mathématiques du terme. Nous allons main-

tenant définir la distance d’édition a ’aide de transcrits d’édition et ensuite nous
servir de cette nouvelle définition pour démontrer la proposition 1.1.



Définition 1.7 Un transcrit d’édition est une suite des opérations suivantes,
qu’on applique a un mot x pour obtenir un mot y:

- M, I'identité

- Sa, la suppression du symbole «

- I, Vinsertion du symbole «

- R, g, le remplacement du symbole « par le symbole 3

Exemple 1.6 Le transcrit d’édition correspondant a l’alignement suivant:

¥ = A CT G - C T
y = A C - G T C G

est t = MMSTMIrM Rpq, ce qui veut dire qu’on obtient la séquence y =
ACGTCG de la séquence x = ACTGCT avec le transcrit t:

AcTGCT M AcTaeT ™ AcTceT 25 AcgoT X
AcceT 5 acarer ™ acereT ¢ AcaTea

Proposition 1.2 La distance d’édition entre deux mots x et y, est donnée par
le minimum d’opérations d’insertions, de suppressions et de remplacements per-
mettant de passer de x a y.

Preuve: La distance d’édition est le nombre de colonnes, dans un alignement de
cout minimal, ou les symboles different. Ces colonnes représentent l'insertion,
la suppression ou le remplacement d’un symbole. Le transcrit correspondant a
un alignement de cotit minimal contient donc un nombre minimal d’opérations
I, SetR.

Preuve de la proposition 1.1 : Le fait que D est symétrique et que D(z,z) =
0 est immédiat. Nous voulons montrer que

D(z,z) < D(z,y) + D(y, 2).

Supposons que t est un transcrit de x a y, tel que le nombre d’opérations
d’insertions, de suppressions et de remplacements est égal a D(z,y). On a
donc ici un nombre d’opérations d’édition minimal.

De la méme facon, supposons que t' est un transcrit de y & z, tel que le nombre
d’opérations d’insertions, de suppressions et de remplacements est égal & D(y, z).
Alors, le transcrit tt’ est un transcrit de z a z de cotit D(z,y)+ D(y, z). Comme
D(z,z) est le cott minimal d’un transcrit de x & z, on a nécessairement que
D(x,z) < D(z,y) + D(y, 2). ]

La distance d’édition est une distance simple mais mal adaptée aux impératifs
biologiques. La prochaine section propose une généralisation de la distance
d’édition.



1.2.4 Distance d’édition généralisée

En biologie, il arrive que certains remplacements soient beaucoup plus fréquents
que d’autres. Par exemple, le remplacement d’un nucléotide A par un nucléotide
G est beaucoup plus plausible que le remplacement de A par C' ou T. Ce
phénomene s’explique tout simplement par les propriétés chimiques de ces nuclé-
otides. En fait, les nucléotides se divisent en deux classes d’éléments ayant des
propriétés chimiques similaires:
les purines = {4, G}
et les pyrimidines = {C, T'}.

Remplacer une purine par une purine est beaucoup plus probable, et donc beau-
coup moins cotiteux, que de remplacer une purine par une pyrimidine. (Li -
Graur, 1991)

Le méme phénomene existe lorsqu’on compare deux protéines. Les vingt acides
aminés formant les protéines se regroupent en différentes classes ayant les mémes
propriétés chimiques et /ou électriques, et les remplacements au sein de ces classes
sont beaucoup plus probables que les autres remplacements. Il existe plusieurs
matrices de substitutions entre acides aminés, les plus connues étant les matrices
PAM (Dayhoff, 1978) et BLOSUM (Hennikoff - Hennikoff, 1992).

Définition 1.8 Soit .4 un alphabet et A" = AU {—}. On définit une fonction
de substitution f : A x A" — R, qui a chaque paire de symboles de A’ associe le
cout de remplacement du premier symbole par le deuxieme.

Ici, f(a,—) représente le cout de suppression du symbole a, alors que f(—,a)
représente le colit d’insertion de ce méme symbole. Dans ce qui suit, nous al-
lons considérer ces deux colits comme étant égaux, et ce, pour tous les symboles
de l'alphabet A. De plus, pour empécher 'alignement d’un symbole — du pre-
mier mot avec un symbole — du deuxiéme mot, on va poser f(—,—) = €, ou
Q est un tres grand nombre entier. Finalement, pour favoriser 1'opération de
remplacement d’un symbole a par un symbole b plutot que la suite d’opérations
'suppression de a’ puis ’insertion de b, on pose f(a,b) < 2f(a,—). (Cette
derniere inégalité est essentielle en biologie étant donné que la mutation d’un
nucléotide en un autre nucléotide est beaucoup plus plausible que la perte d’un
nucléotide en un endroit du génome suivi par I'insertion d’un nouveau nucléotide
a ce méme endroit.)

Exemple 1.7 Soit 'alphabet Aapny. Tenant compte de la discussion précé-
dente, on peut définir la fonction de substitution f (présentée a la figure 1.1)
sur cet alphabet.

Définition 1.9 Soit A un alphabet et z,y € A*. Alors, si 2’ = x1'zy’ ... 2, et
y = yi'ys’ ...y, forment un alignement de x et y, le cott de substitution de cet
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fla ¢ ¢ 1T -
Al 0 1 1/3 1 2
cl1 o 1 1/3 2
Gl1/3 1 0 1 2
T|1 13 1 0 2
-2 2 2 2 @

Figure 1.1 Une fonction de substitution

alignement est

l

Cf(ﬂi',,y,) = Zf(:EZ/)yZ/)

i=1

Exemple 1.8 Si on utilise la fonction de substitution f de la figure 1.1, le cotut
de substitution associé a l’alignement suivant est de 16/3:

ACT G - CT
AC - AT C G

Définition 1.10 Soit A un alphabet et f une fonction de substitution sur A" =
AU {—}. La distance d’édition généralisée entre 2 mots z et y est donnée par

Dy(x,y) = Min Cy(2',y/),
(')
ol le minimum est calculé sur tous les alignements (z’,y’) possibles de z et y.

On a maintenant deux notions de distance en main. Dans ce qui suit, on va
s’intéresser aux méthodes de calcul de Dy (x,y), étant donné deux mots x et y,
ainsi qu’aux méthodes de construction des alignements réalisant cette distance.

1.3 Calcul de la distance d’édition entre deux mots

Meéme si les notions de distance d’édition et de distance d’édition généralisée sont
simples a définir, les calculer explicitement peut demander beaucoup de travail.
En effet, le nombre d’alignements entre deux mots est exponentiel par rapport
a la taille des mots a aligner. On peut donc considérer qu’il est impossible de
trouver D¢(x,y) en énumérant tous les alignements possibles et en comparant
leur cott.

Lemme 1.1 Si f(n) est le nombre d’alignements différents entre deux mots de
longueur n alors la série génératrice f(x) du nombre d’alignements, donnée par
f(x) =50 f(n)z", est égale a
1
V1 =6z + a2’
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et f(n) ~ (34 2v2)", lorsque n est grand.

Preuve: Premierement, on a que

-5 ()6

Ce résultat vient du fait que pour aligner deux mots, on peut commencer par
placer k trous dans le premier mot. On a ("Jrk) fagons différentes de placer ces
trous. Ensuite, pour que notre alignement soit valide, on doit placer les trous du
deuxiéme mot sous une lettre du premier mot. Comme les mots sont de longueur
n, on a (Z) choix possibles pour placer ces nouveaux trous. Il ne nous reste plus
qu’a faire varier le nombre de trous de 0 & n, et on a le résultat mentionné.

Maintenant, considérons comme acquis les deux identités combinatoires sui-
vantes (pour plus d’informations sur ces identités voir (Stanley, 1997)):

(l-2)™ = Z(nﬂg_l)x’f (1.1)

k>0

_ 2k
(1—4z)71% = Z<k>xk (1.2)

k>0

On veut calculer Y, 5 f(n)z™ = Y,50(> % ("zk) (3))z™. Comme (”:k) (3) =

(n;]_gk) (2kk), on va plutot calculer:

Ty <n+ k) <2k>xn _ ¥ (2:) 5 <n2—|]—€k>$n 13)

n>0 k k n>0
Commengons par calculer >, (”;:‘C) z™. On a les identités suivantes:
k k‘
2k
n>0 n>0
ntk>0 \ " n>0

L’identité 1.1 nous donne alors que

2k Z <n + 2k7> n _ $k(1 . $)—(2k+1)

n>0

On peut donc réécrire 1.3 comme:

2k zF 1 2k x k
§<k><1_x)zk+1:1_$§<k><m> '
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Finalement, en utilisant I’identité 1.2, on obtient:

S @) - S

1
V1—6x+a2

Maintenant, puisque la plus petite racine de 1 — 6z + 22 est 3 — 21/2, on a que
f(n) est asymptotiquement équivalent (Bergeron - Labelle - Leroux, 1997) a

Gavr = B2V "

Exemple 1.9 Les protéines ont une longueur moyenne d’environ 300 acides
aminés. Le nombre d’alignements différents entre 2 protéines est donc d’environ

£(300,300) ~ 10%3,

L’énumération de tous les alignements de deux mots étant impossible, I'’emploi
d’autres techniques est requis pour calculer la distance d’édition entre deux
mots. Nous présentons maintenant l'algorithme de programmation dynamique
permettant de trouver la distance d’édition entre deux mots et les alignements
correspondants a cette distance. Nous présentons ensuite la généralisation de
cet algorithme pour le calcul des occurrences approximatives d’un mot dans un
texte, qui est le probleme auquel nous nous intéresserons exclusivement par la
suite.

1.3.1 Le probleme

Le principe de la programmation dynamique est d’utiliser I'information connue
sur des petits problemes, pour en résoudre de plus gros. Dans ce qui suit, nous
étudions l'approche dynamique du calcul de la distance d’édition entre deux
mots. Nous indiquons aussi les modifications a apporter pour que les résultats
s’appliquent au calcul de la distance d’édition généralisée.

Considérons le probléme consistant a calculer la distance d’édition entre deux
mots & = x1...ZLm €t Y = y1...Yn, sur un alphabet A.

Définition 1.11 On définit
D(Z,j) = D(xl e Liy Y1 - -yj)

comme étant la distance d’édition entre le préfixe x ...x; de longueur i de z et
le préfixe y; ...y; de longueur j de y.

Avec cette définition, calculer la distance d’édition entre x = x1...x,, et y =
Y1 - .- Yn revient a calculer D(m,n).
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Remarque: Si la distance utilisée est une distance d’édition généralisée, on a
qu’a poser Df(i,j) = Dy(x1...24,y1...y;) comme étant la distance d’édition
généralisée entre le préfixe z1...x; de x et le préfixe y;...y; de y. Alors,
D¢(m,n) est la distance d’édition généralisée entre les mots x et y.

1.3.2 La relation de récurrence

On veut maintenant établir une relation de récurrence entre D(i, j) et des valeurs
de D d’index plus petits que i et j. Pour ce faire, commencgons par établir les
conditions initiales de la récurrence, c’est-a-dire les valeurs D(i, j) lorsque i ou
j=0.

D(i,0) est la distance d’édition entre zy...z; et le mot vide A et, symétri-

quement, D(0,7) est la distance d’édition entre X et y;...y;. On a donc,
D(i,0) =i et D(0,7) = j.

Proposition 1.3 Lorsque i et j sont strictement positif, on a

D(i —1,7) + 1

ou 6(i,7) =0 st x; =y; et 1, sinon.

Preuve: Supposons qu’on ait un alignement A de colit minimal entre xy ... z;
et y1...y;. Alors, A peut prendre I'une des trois formes suivantes:

1. A se termine en alignant z; et y; et on a A yl
J

2. A se termine en supprimant x; et on a A B
3. A se termine en insérant y; et on a A B
Yj

Il faut voir que dans chacun de ces cas, les alignements A’ sont minimaux, et
donc leurs couts égalent respectivement D(i—1,j—1), D(i—1,j) et D(i,j—1).

Pour ce faire, supposons le contraire, ¢’est-a-dire qu’il existe un alignement A"
de cotit moindre que l'alignement A'. Alors, 'alignement composé de A" suivi
d’une insertion, d’une suppression ou d’un remplacement (ou identité) serait de
cout inférieur & notre alignement A de départ, qui était considéré minimal. Cela
nous amene & une contradiction et on a bien le résultat voulu. [ |



14

N[O O W N = O >

> QI Q| Q| >

Figure 1.2 Initialisation de la table des distances D entre deux mots

Remarque: Lorsqu’on emploi une distance d’édition généralisée, on a un cott
fla,—) = f(—,a) = k pour chaque insertion ou suppression et donc les condi-
tions initiales se modifient comme suit: D(i,0) = k*i et Df(0,j) = k* j. Pour
les i et j strictement positifs, on a alors que

Dy(i —1,7) + k
D¢(i,j) =min{ Dy(i,j — 1) + k
Df(Z — 1,] — 1) + f(ac,-,yj)

1.3.3 Calculer D(m,n) a ’aide d’une table

Le premier algorithme présenté pour calculer la distance d’édition entre deux
mots est l'algorithme évident: calculer D(i, ) pour des valeurs croissantes de i
et de j, en se servant des valeurs déja calculées. Pour ce faire, on construit une
table des distances D qui contient D(7,j) en position (i,7). Cet algorithme a
été présenté dans deux articles différents, & peu pres a la méme époque (Sellers,
1974; Wagner - Fischer, 1974).

Exemple 1.10 Si on veut caculer la distance d’édition entre les séquences
AGGAGGA et AAGCTAAG, on commence par initialiser la table des distances
D de la fagon illustrée par la figure 1.2.

Ensuite on calcule, ligne par ligne ou colonne par colonne, la valeur des autres
cellules (7, j) de la table, en se servant des valeurs calculées précédemment. On
obtient que la distance d’édition entre AAGCTAAG et AGGAGGA est de 5
(Voir figure 1.3). Pour trouver cette distance on doit calculer chacune des cases
du tableau. La complexité de cet algorithme en temps et en espace est donc de
O(nm), ou n et m représentent les longueurs des mots a aligner.

1.3.4 Obtenir les alignements optimaux

On connait maintenant la distance d’édition entre deux mots et on veut trouver
un ou des alignements réalisant cette distance. Pour se faire, il s’agit de garder
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Figure 1.3 Exemple de table des distances entre deux mots

des pointeurs, lors du calcul de la table, qui indiquent la cellule d’ou provient la
valeur D(7,j). Comme D(i,j) = min{D(i—1,5)+1,D(i,j —1)+1,D(i—1,5 —
1) + ¢}, la valeur de la cellule (4, j) provient soit de la cellule (i — 1, 7), soit de
la cellule (i, — 1), soit de la cellule (i — 1,5 — 1) ou de plusieurs de ces cellules.

Exemple 1.11 Si D(i,j) = D(i —1,j) +1 = D(: — 1,5 — 1) + ¢ alors on met
les pointeurs suivants:

(i=1,j=1) (i—1,4)

(3,5-1) (:9)

. ’ . . . < < 7
Maintenant, pour trouver les alignements optimaux entre deux mots, on a la
proposition suivante:

Proposition 1.4 Il y a bijection entre les chemins de (m,n) a (0,0) suivant les
pointeurs dans la matrice D et les alignements optimauz, c’est-a-dire de distance
minimale, de deux mots. [ |

En fait, on a la bijection suivante entre les fleches d’un chemin et les colonnes
de l'alignement:

N représente une identité ou un remplacement

T représente une insertion dans le mot en haut du tableau (mot
horizontal)

— représente une suppression dans le mot horizontal (ou une inser-

tion dans le mot vertical)
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Exemple 1.12 Dans 'exemple 1.10, il y a six chemins de (m,n) a (0,0) :

AMATAJGIC|TIATA|G
AMog1]J2][3]4]5[6]7]8
Al1lod1]2|3]4]5]6]7
Gl2l1[ 1 142]3[4]5]6
G|3|2|2 | 14243455
Ala]3]2]2[2]3[3]4]5
Gls5[4]3]2]3[3]4/[4]4
Gl6[5][4]3]3[4]4]5][4
Al7]l6|5|4]4]4]4T445

Ces six chemins correspondent aux alignements, de cott 5, suivants:

1) A A G CT A AG %) A A GCT A AG -
A G G A GG A - A GG - - A GG A
3) A A GCT A AG - 2) A A GCT A A G -
- A G - G A G G A A -G - G A GG A
5) A A GCT A AG - 6) A A GCT A AG -
- A GG - A G G A A - GG - AG G A

Regardons maintenant ce qui se passe si I'on utilise une distance d’édition
généralisée sur ce méme exemple.

Exemple 1.13 Soit f la fonction de substitution de la figure 1.1. Pour cal-
culer la distance d’édition généralisée Dy entre les deux mémes séquences que
dans I'exemple 1.10, c’est-a-dire les séquences AAGCTAAG et AGGAGGA, on
commence par initialiser la table en posant, Vi et Vj, D(i,0) = k i = 2i et
D¢(0,j) = k*j = 2j. On calcule ensuite la valeur de chacune des cases (7,j) en
nous servant des valeurs déja calculées et de la fonction f. A la Figure 1.4, on voit
que la distance d’édition généralisée Dy entre les deux séquences AAGCTAAG
et AGGAGGA est de 13/3 et il y a deux alignements réalisant cette distance:

1)AAGC’TAAG 2)AAGC’TAAG
A GG A -GG A A G G - A G G A

En comparant les résultats des exemples 1.12 et 1.13, on remarque que les aligne-
ments optimaux provenant de la distance d’édition généralisée ont tendance a
aligner de longues séquences, composées de nucléotides identiques ou chimique-
ment semblables. Les alignements optimaux provenant de la distance d’édition,
quant a eux, optimisent les identités de nucléotides ce qui brise parfois des
séquences similaires biologiquement intéressantes.
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NATAJG] C [ T/ AT A G
AX|[oJ2] 46| 8 1012 14 ] 16
Al2]0 2] 4] 6 8 | 10 | 12 | 14
Gl4[2[1/3] 2 | 4 6 8 | 10 | 12
G| 6|4 |7/3[1/3]7/3]13/3[19/3]25/3] 10
A8 6| 4 |7/3]4/310/3]13/3|19/3] 25/3
G|10] 8| 6 | 4 |10/3| 7/3 [11/3] 14/3 | 19/3
Gl12]10] 8 | 6 |15/3[13/3 | 8/3 ['12/3.| 14/3
Al14|12] 10 | 8 |21/3|18/3|13/3| 8/3 [13/3

Figure 1.4 Chemins optimaux avec une distance d’édition généralisée

1.4 Calcul des occurrences approximatives d’un mot dans un
texte

Dans cette section, nous passons enfin au probléeme central de cette these, c’est-
a-dire la recherche des occurrences approximatives d’un mot dans un texte. Nous
présentons ici la facon dynamique d’aborder le probléeme.

1.4.1 Le probleme

Le probléme de la recherche des occurrences approximatives d’un mot dans un
texte consiste, étant donné un mot P et un nombre naturel ¢, a trouver toutes les
positions, dans un texte T, ou il y a une occurrence de P, ayant au plus t erreurs.
Dans les problemes de recherche en biologie, le mot P est habituellement assez
court — quelques centaines de caracteres — alors que 1" peut étre tres long — des
millions de caracteres —.

Définition 1.12 On définit
D(i,j) = mingD(p1 ... pi, tg...t;),

ou g varie de 1 & j, comme étant la distance d’édition minimale entre le préfixe
p1p2 . .. p; de longueur ¢ de P et les suffixes du texte T se terminant en position

VE

Avec cette définition, si D(m,j) < t alors il y a une ou des occurrences appro-
ximatives de P, ayant au plus ¢ erreurs, se terminant en position j du texte.

Remarque: Si on utilise une distance d’édition généralisée, on a qu’a remplacer,
comme précédemment, ’emploi de la distance D par une distance généralisée
Dy.
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1.4.2 La relation de récurrence

Pour calculer les occurrences approximatives de P dans 7', on se sert de la
méme relation de récurrence, définit dans la proposition 1.3 pour le probleme de
I’alignement de deux mots, dans laquelle on modifie 1égerement les conditions
initiales.

Proposition 1.5 On a la relation de récurrence suivante:

D(i —1,7) + 1
D(Z_laj_l) + 6(17])
ot
)0 siz=y;j
01 7) = { 1 sinon
avec comme conditions initiales que D(i,0) =i, Vi et D(0,7) =0, Vj. [

Remarque: Lorsqu’on emploie une distance d’édition généralisée, on a un cotit
fla,—) = f(—,a) = k pour chaque insertion ou suppression et donc les condi-
tions initiales se modifient comme suit: D¢ (4,0) = ki et D¢(0,j) = 0. Pour les
i et j strictement positifs, on a alors la relation de récurrence suivante:

Dy(i—1,7) + k
Df(i,j) = min Df(i,j—l) + k

1.4.3 Les positions des occurrences approximatives

On veut trouver les occurrences, a t erreurs pres, d’'un mot P de longueur m,
dans un texte T', de longueur n. La solution classique (Sellers, 1980) est obtenue
en calculant la matrice des distances D[0..m, 0..n], et en gardant en mémoire les
positions j pour lesquelles D(m, j) < t.

Exemple 1.14 On veut trouver les positions des occurrences, a une erreur pres,
du mot P = AAC dans le texte T' = ACGTAACGAAT. On commence par
initialiser la table des distances D en posant Vi, D(i,0) = i et V4, D(0,5) = 0.
On calcule ensuite la valeur de chacune des autres cellules (4, ) en nous servant
des valeurs déja calculées (voir Figure 1.5).

Il y a donc une ou des occurrences du mot P = AAC, a une erreur pres, se
terminant en chacune des positions j du texte suivante: 2, 6, 7, 8.
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Figure 1.5 Exemple de table des distances pour le probleme
de la recherche des occurrences approximatives d’un mot
dans un texte

1.4.4 Obtenir les occurrences approximatives

On connalt maintenant toutes les positions d’un texte 7' ou se terminent des
occurrences approximatives d’un mot P. On voudrait maintenant connaitre ces
occurrences. Comme dans le cas de 'alignement de deux mots, il s’agit de garder
des pointeurs, pour chaque cellule (4, 7), indiquant d’ou provient D(i, j).

Proposition 1.6 Soit j une position ou se termine une ou des occurrences
approximatives d’un mot P = p1...p, dans un texte T. Il y a bijection entre
les chemins de (m,j) a (0,1) et les différentes occurrences de P se terminant en
cette position. [ ]

Exemple 1.15 Reprenons ’exemple 1.14. En position 2 du texte, on a le suffixe
AC qu’on peut aligner au mot AAC' pour obtenir deux alignements différents
de cotit 1. Ils correspondent aux deux chemins de (3,2) a (0,0) suivants:

AMAJC|G|T]AJA|C|[G]A][G]G
A[oJoJoJoJoJo]JoJo[o]o]o]oO
AlLJofr]1]1]o]o]1]1]o]1]1
Al2li 1221|0121 ]1]2
clal21]2]3]2]1]ol1]2]2]2

En position 6 du texte, on a le suffixe AA pour lequel il existe un alignement

de cotit 1 avec AAC. Cet alignement correspond au chemin suivant de (3,6) a
(0,4):

N

Wl =] O >
|~ oo

el k=l e)

G|T
010
111
212
213

| —olo| >
=1 Y =l i)

G
0
1
2
1

ol —|olo| >

G| G
00
111
112
212

Q| | = >
aE=IE=Ek=1=

En position 7 du texte on a le suffixe AAC et donc une occurrence parfaite de
P. L’alignement correspond au chemin suivant de (3,7) & (0,4):
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En position 8 du texte, on a le suffixe AACG pour lequel il existe un alignement
de cotit 1 avec le mot AAC. L’alignement correspond au chemin suivant de (3,8)
a (0,4):

AMA|C|G|T|A|A|C|G|A|G|G
AJOJO]OJO|0OJ0O0]0]O]0O]0OJ0]O
Aj1]O0]1]1]1]0JO]1]1T]O]1]1
Aj2j1|112|2]1[041]2]1]1]2
Cl3(2]1[2|3|2]|1]0«1]2]2]2

Figure 1.6 Chemins correspondants a des occurrences approxima-
tives du mot P = AAC dans le texte T = ACGTAACGAGG



Chapitre 11

DIFFERENTES APPROCHES AU PROBLEME DE LA
RECHERCHE APPROXIMATIVE D’UN MOT DANS UN
TEXTE

Dans ce chapitre, nous présentons différents algorithmes classiques pour résoudre
le probleme de la recherche des occurrences approximatives d’un mot dans un
texte. Chacune des sections présente une fagon différente d’aborder le probleme,
que ce soit par un prétraitement du mot & chercher (Ukkonen, 1985), par un
calcul de diagonales (Landau-Vishkin, 1988; Landau-Vishkin, 1989; Galil - Park,
1990; Ukkonen - Wood, 1993), par la méthode des 4 Russes (Masek - Paterson,
1980; Wu - Manber - Myers, 1996) ou par une méthode a la Boyer-Moore (Tarhio
- Ukkonen, 1990). Les preuves des résultats énoncés dans ces différentes sections
ont été supprimées pour ne pas alourdir la présentation de 'idée générale de
chacun des algorithmes. Les algorithmes plus récents, utilisant une approche
vectorielle seront, quant a eux, présentés au chapitre 3.

2.1 Ne calculer qu’une partie de la table des distances

Nous présentons ici une idée provenant de l'analyse de la table des distances
D, pour le probleme de la recherche approximative d’un mot dans un texte.
Rappelons que dans cette table, D(i,7) est définie comme étant la distance
d’édition minimale entre le préfixe p; ... p;, du mot P cherché, et les suffixes du
texte 7" se terminant en position j. Ukkonen (Ukkonen, 1985) a déduit le lemme
suivant de la récurrence de la proposition 1.5 permettant de calculer les entrées
de la table des distances D:

Lemme 2.1 Dans la matrice D, on a toujours

Ce lemme permet facilement de voir que plusieurs des entrées de la table D sont
inutiles pour le calcul des occurrences approximatives d’un mot, a ¢ erreurs pres.
En effet, si on a une entrée de valeur supérieure a t dans le cellule (i —1,j—1) de
D alors, il ne sert a rien de calculer les entrées des cellules (7,j), (i +1,7), ...,
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(m, j), o m est la longueur du mot P cherché, puisque ces cellules contiennent
alors des entrées de valeur supérieure a t.

Donc, si on garde en mémoire pour une colonne donnée j, la derniere ligne i
pour laquelle la valeur de la cellule (i,7) < t alors, lors du calcul des cellules
de la colonne j + 1, seulement les cellules des lignes 0 a ¢ + 1 contiendront des
entrées < t.

Exemple 2.1 Soit T = GCGTTGCAGGAACG, un texte et P = AACG, un
mot. Voici la table des distances D pour le calcul des occurrences approxi-
matives, a une erreur pres, de P dans 7. Les X indiquent les cellules (i, 7)
pour lesquelles le calcul de D(i, j) n’est pas nécessaire, étant donné la discussion
précédente.

=lolr|~olQ
Ol ROl

M| o|lo|lo|

Moo= o] Q

SN =1

<< o = o] Q)

<< o = o] Q

| = o

SIS IR =

<o =] o Q

<o =] o Q

<o =] o Q

Q| OQf | | >
Sl w| o —| O >

Figure 2.1 Un exemple de calcul partiel de la table des distances

Dans cet exemple, P est de longueur 4 et T est de longueur 14. Sur les 4 *
14 = 56 entrées de la table D, 21 entrées ne sont pas nécessaires au calcul
des occurrences approximatives de P dans 1. Le lemme 2.1 nous sauve donc
ici environ 40% du travail. Cette idée de ne calculer qu'une partie de D est
intéressante dans certains exemples, comme on vient de le voir avec I'exemple 2.1,
mais son efficacité varie selon le mot P et le texte 1" choisis. Regardons un nouvel
exemple de calcul de la table D, ou le mot P est le méme que dans ’exemple 2.1
mais ou le texte T a été modifié:

Exemple 2.2 On voit a la Figure 2.2 que les valeurs de 8 cellules seulement
sont inutiles au calcul des occurrences de AACG dans ACGTAACGAGGAAC.

AMA|IC|G|IT|IAIA|IC|IG|A|IG|G|AIA|C
Al0j0j0jo0ojojojojojo;o0j0;0;0{0140
Aj1jo0j1f1}j1rjof0j1j1ry0j1j1{0]0]1
Alj2j1jo0f1}{2|1(0]1]211]1]21]0]1
cl|3|x|1j1j2xj1r(of1}2(2(2{2]1]0
Gl4|X|X|1|2|X|X|1|O0|1|2|X |3 |X]|1

Figure 2.2 Un autre exemple, moins intéressant, de calcul partiel de la table D
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Plus il y a d’occurrences approximatives de P dans 7', plus le nombre de cellules
inutiles dans la table D est petit. Le nombre d’erreurs permis, ¢, fait lui aussi
varier le nombre de cellules inutiles pour le calcul des occurrences d’un mot.
La complexité en temps de cet algorithme est donc, encore, de O(nm), dans la
plupart des cas.

2.2 Prétraitement du mot P a ’aide d’un automate fini détermi-
niste

Dans son article (Ukkonen, 1985), Ukkonen présente aussi une fagon de calculer
les positions j du texte ol se terminent une occurrence du mot P cherché, en
commencant par effectuer un prétraitement du mot P.

Le prétraitement consiste a construire, a partir du mot P cherché et du nombre
d’erreurs permis ¢, un automate fini déterministe, dénoté Mp (Pour un rappel
sur les automates finis, voir (Hopcroft - Ullman, 1979)). L’idée est que lorsqu’on
donne en entrée a 'automate Mp un texte T, 'automate arrive dans un état
final, apres la lecture d'une lettre t; de T', si et seulement si 1" contient une
occurrence approximative de P, ayant e < ¢ erreurs, se terminant en position j
du texte. Mais comment construire Mp?

Intuitivement, étant donné un mot P fixé, chaque état de Mp correspond a
une colonne pouvant apparaitre dans la matrice des distances D quand le texte
T varie. Un état de Mp est final si ’élément en position m dans la colonne
correspondante de cet état est < t. Voyons cette construction sur un exemple.

Exemple 2.3 Soit P = aba et t = 1. On veut construire 'automate Mp. L’état
initial de cet automate est I’état correspondant a la premiere colonne de la table
des distances D, c’est-a-dire 0123. Maintenant, le texte T' commence soit par
un a, soit par un b. On calcule donc, pour ces deux cas, la prochaine colonne de
la table D:

Q>
Wi —| O >
=[O O|
[SERSESTINY
Wi —| O >
==

Donc, de I’état initial 0123, on se rend a I’état 0012 avec la transition a et a I’état
0112 avec la transition b. Pour ces deux nouveaux états, on calcule les colonnes
de D correspondant a la lecture d’un a ou de b et on obtient encore de nouveaux
états. On arréte 'algorithme de construction lorsque tous les nouveaux états
(ou nouvelles colonnes de D) font déja partie de 'automate. Comme le nombre
d’erreurs permis est ¢t = 1 dans cet exemple, les états finaux de 'automate sont
les états se terminant par un 1 ou un 0:
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Figure 2.3 Un automate Mp

Maintenant qu’on a construit 'automate Mp pour le mot P = aba et le nombre
d’erreur permis ¢t = 1, on peut donner en entrée a Mp n’importe quel texte T
sur 'alphabet {a,b}. L’automate arrivera dans un état final, apres la lecture
d’une lettre t; du texte si et seulement si il y a une occurrence approximative
de P, ayant au plus 1 erreur, se terminant en position j du texte.

La complexité en temps de cet algorithme de recherche est donnée par le théore-
me suivant tiré de larticle (Ukkonen, 1985):

Théoréme 2.1 Etant donné un mot P = P1...Pm Sur un alphabet ¥, et un
nombre d’erreurs permis t, il est possible de construire 'automate Mp en temps
O(m - |3| - kp), ot kp = min(3™,2¢ - |S|t - m!TY). Apres la construction de Mp,
on trouve toutes les positions des occurrences de P, at erreurs pres, dans T en
temps O(n). [ ]

Cet algorithme est efficace si on veut chercher un certain mot P dans plusieurs
textes différents construits sur un méme alphabet. La taille du mot P et
de Valphabet considéré sont aussi des facteurs importants dans efficacité de
I’algorithme.

2.3 Prétraitement de P et calcul de diagonales

Dans cette section nous présentons différents algorithmes, (Landau-Vishkin,
1988), (Landau-Vishkin, 1989), (Galil - Park, 1990), (Ukkonen - Wood, 1993),
utilisant une idée de calcul de diagonales de la table des distances D. Chacun
des algorithmes considérés utilise un prétraitement différent du mot P.

2.3.1 Calcul de diagonales

On peut déduire, a partir du lemme 2.1 une facon plus compacte de représenter
I'information contenue dans la table D.

Définition 2.1 Soit D, la table des distances pour le probleme de la recherche
des occurrences approximatives d’'un mot dans un texte. La diagonale d de la
table comprend ’ensemble des cellules (i, j) telles que j — i = d.
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Exemple 2.4 Dans la table des distances D suivante, les entrées de la diagonale
2 sont écrites en caracteres gras:

AMGIC|IG|T

Sl —lolN
Wlwi o ~loQ
wlnlol—lolQ
wlol—lolol
I Rl o)
CINNGINNGI S Rl N o)
wliol—lololn
o~ o|lo|l o

C
0
1
1
0
1

QO | | >
alw| | =lo
wlwlol—lo
Wi ~o
N w| | = o
wlwlN—lo
ol ol

Figure 2.4 Une diagonale dans la table des distances

La nouvelle idée de représentation de la table D est de garder en mémoire, pour
chacune des diagonales de la table, seulement les positions ou il y a une aug-
mentation de la valeur de ’entrée par rapport a la valeur de ’entrée précédente
sur cette méme diagonale.

Définition 2.2 Pour une diagonale d et un nombre d’erreurs e, on définit
C'(e,d) comme étant la colonne de plus grand indice j telle que D(j — d, j) = e.
On a donc que les entrées de valeur e sur la diagonale d se terminent a la colonne
j = C(e,d). Sidne comprend que des valeurs plus petites que e, on pose C(e, d)
égale a 'indice j de la derniere colonne présente dans cette diagonale.

Exemple 2.5 Dans l'exemple 2.4, C(1,6) = 8 étant donné que la derniere
entrée de valeur 1 sur la diagonale 6 est dans la colonne 8 de la table. On pose
C(1,10) = 14 car toutes les entrées de la diagonale 10 sont plus petites que 1 et
la derniére colonne de cette diagonale est la colonne 14.

Notons que C(e,d) — d est I'indice de la ligne correspondant a la derniére entrée
de valeur e sur la diagonale d.

La définition de C'(e, d) implique que le nombre minimal d’erreurs entre le préfixe
P1---PC(e,d)—a €t un suffixe de ¢1...tc(.q) est € et que toe a1 # PO(e,d)—d+1-
On a donc une occurrence approximative de P en position m + d de T ayant
au plus t erreurs, si et seulement si C'(e,d) = m + d, pour e < t, et ou m est la
longueur du mot P.

Dong, si on calcule la table des C(e,d), on aura I'information nécessaire pour le
calcul des occurrences approximatives d’'un mot dans un texte. Il est facile de
calculer la table des C(e,d), lorsqu’on a la table des distances D. On a alors
qu’a se servir de la définition 2.2.

Exemple 2.6 L’information de la table des distances de 'exemple 2.4 peut étre
représentée par la table des C'(e,d) de la figure 2.5. Les valeurs de la premiere
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ligne de cette table et les valeurs —1 et —oo sont des valeurs initiales qui seront
expliquées a la suite de cet exemple. Pour trouver les positions des occurrences
approximatives de P dans 7', on a qu’a regarder, dans chaque colonne d, s’il
y a une entrée de valeur m + d. Dans notre exemple, comme P = AACG on
doit regarder, pour chacune des colonnes d, s’il y a des valeurs 4 + d dans cette
colonne. On a la valeur 4+9=13 dans la colonne 9, a la ligne e = 1, qui nous
indique qu’il y a une occurrence de P, ayant une erreur, se terminant en position
13 du texte. Dans la colonne 10, il y a deux entrées de valeur 4 + 10 = 14, une
dans la ligne e = 0 et une dans la ligne e = 1. Cela nous indique qu’il y a une
occurrence exacte (ayant 0 erreur) de P se terminant en position 14 du texte.

d
2 ] 1 0 112]3[4l5]6[7][8] 9 [10]11]12
1 > | 1]o0l1]2(3[4]5[67|8 ]9 10|11
€ "> | -1 112(3]4[5(6[8|8] 9 [14] 12
1] 1] 0 [1]2[3/4[5(6|8[9]9]13] 14

Figure 2.5 Une table de valeurs C(e, d)

On voudrait maintenant pouvoir calculer la table des C'(e, d) sans avoir a calculer
la table des distances D. Pour ce faire, on a besoin des valeurs initiales suivantes.

Pour les diagonales d > 0, la valeur initiale de la diagonale d est 0, car D(0, j) =
J, ¥j. On assigne donc la valeur d — 1 a C(—1,d) pour indiquer que les entrées
imaginaires de valeur —1 se terminent a la colonne d—1. Comme la valeur initiale
des diagonales d, pour —k + 1 < d < —1, est |d|, on assigne —1 a C(|d| — 1, d).
Finalement, on assigne la valeur —oo a C'(|d| — 2,d), pour —k+1 <d < —1.

Définition 2.3 On définit une C-diagonale ¢ comme étant I’ensemble des va-
leurs C'(e, d) telles que e + d = c.

Exemple 2.7 La C-diagonale 3 de 'exemple 2.6 est représentée dans la table
de la figure 2.6 par les éléments en caractéres gras.

On peut calculer la table C', C-diagonale par C-diagonale, en commencant par
I’élément en haut d’une diagonale. Pour ce faire, on utilise I’algorithme suivant,
tiré d’un article de Galil et Park (Galil - Park, 1990). Cet algorithme est une
variation de l'algorithme d’Ukkonen (Ukkonen, 1983) qui calculait plutot une
table L(e,d), ou L(e,d) est la ligne d’indice le plus grand, sur la diagonale d qui
a comme valeur e. Avec cette méthode, si L(e,d) = m alors il y a une occurrence
de P, ayant e erreurs, se terminant en position L(e,d) +d = m + d du texte.
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d
2 ] 1 lol1l2[3[4]5(6]7 (819 10]11]12
1 “o | 1]0l1l2(34(5]16(7]| 819 |10]11
¢ o | 1 112(3[4(5[6(8]8] 9 |14]12
1] 1] 0 [1]2(3/4|5(6/8(9]913[14

Figure 2.6 Une C-diagonale

Théoréme 2.2 Si C(e,d) appartient a la C-diagonale ¢ et que toutes les C-
diagonales a gauche de c ont déja été calculées, alors on peut obtenir sa valeur
avec l’algorithme suivant:

1. je—max(Cle—1,d—1)+1,C(e—1,d)+1,C(e—1,d+1))

2. tant que t; 1 = p;_q41 faire

3. je—j+1

4. fin tant que

5. Cle,d) «—j [ ]

On peut donc calculer une C-diagonale en temps O(m), étant donné que, dans
le pire des cas, m paires (p;,t;), telles que j —i = d sont comparées. Comme il
y a n C-diagonales, le calcul de la table C' se fait en temps O(nm).

Nous verrons dans la prochaine section que cette idée de travailler avec les dia-
gonales a été développée par plusieurs groupes de chercheurs. Chaque groupe a
trouvé une méthode pour calculer la boucle tant que, pour un C(e, d) donné, en
temps constant, en faisant un prétraitement du mot P. Le temps de calcul d’'une
C-diagonale se réduit alors a O(t), étant donné que chacune de ces diagonales
contient t éléments: C(0,d), C(1,d), ..., C(t,d).

Remarque 2.1 Sion travaille avec les L(e, d) plutot qu’avec les C'(e, d), I'algo-
rithme du théoreme 2.2 devient:

1. i —max(L(e—1,d—1)+1,L(e—1,d)+1,L(e —1,d+1))
2. tant que p;+1 = tyy,41 faire

3. 1—1i+1

4. fin tant que

5. L(e,d) <1

Exemple 2.8 La table des L(e,d) pour 'exemple 2.4 est donnée par la fig-
ure 2.7.
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Figure 2.7 Une L-diagonale

2.3.2 Premier algorithme de Landau-Vishkin

Dans leur algorithme (Landau-Vishkin, 1988), Landau et Vishkin font un pré-
traitement du mot P qui consiste a calculer une table de dimension m x m, qu’ils
dénotent Max_Length. Max_Length (i,j) = f implique que le plus long préfixe
COMMUN & Pi41 - - - Pm €t Pj41 ... Py est de longueur f. La table est calculée pour
les valeurs ¢ et j telles que 0 < 4,57 <m — 1.

Exemple 2.9 Voici la table des valeurs de Max_Length pour le mot P =
AACG:

WIN| =D
N OO N
ol Hevl Nen) Newl UV

Cette table peut étre calculée facilement en temps O(m?).

Maintenant, pour calculer les occurrences approximatives, a t erreurs pres, d’un
mot P dans un texte 7', voici I'idée de Landau et Vishkin. Leur algorithme
procéde en n—m-+t+ 1 itérations. A litération i, 0 < i < n—m-+t, Ialgorithme
regarde s’il y a une occurrence de P, ayant moins de t erreurs, commencant a la
position ¢ + 1 du texte. Une fagon simple de faire cela, mais qui nous amene a
un algorithme de complexité en temps de O(nm?), est la suivante:

1) A T'itération i, on construit la table des distances D@ de dimension (m+
k+1)x(m+1), découlant de I’alignement de P avec le sous-mot du texte de
longueur m + k commencant en position i+ 1. (On se sert de la récurrence
pour l'alignement global de deux mots, définie dans la proposition 1.3.)

2) Si D(m,j) <t, pour au moins un j, m —t < j < m +t, alors on conclut
que tj+1...t; est une occurrence approximative de P, ayant D(m,j) <t
erreurs.
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Pour chaque itération i, calculer la table D® prend un temps O(m?), car on a
m X (m + k) valeurs a calculer dans chacune des tables. Comme l'algorithme
procéde en n — m + k + 1 itérations, la complexité en temps est de O(nm?).
L’idée est donc de réduire le temps de calcul de I’étape 1 de I’algorithme.

La premiere idée pour réduire le temps de calcul de I’étape 1 est de se servir des
diagonales d’Ukkonen (Voir la section 2.3.1). On peut alors remplacer I’étape 1
précédente par ce qui suit:

1’) Calculer pour D les valeurs de L(e,d) pour 0 <e<tet —t<d<t.

Ici, on a qu’a calculer L(e, d) pour les diagonales d, telles que —t < d < ¢, car on
travaille avec la table des distances entre deux mots et, dans cette table, chaque
diagonale d commence par la valeur |d|. Comme le nombre d’erreurs permis est
t, les seules diagonales pertinentes a notre calcul sont celles comprises entre —t
et t. On a vu que le calcul d’'une L-diagonale se fait en temps O(m) et donc, en
utilisant cette nouvelle méthode, 1’étape 1’ de I’algorithme a une complexité en
temps de O(mt), car on calcule 2t + 1 diagonales. La complexité de I’algorithme
est donc, dans ce cas, de O(mnt).

Maintenant, on se sert de notre prétraitement du mot P, pour augmenter
lefficacité de l’algorithme en diminuant le temps de calcul de la boucle tant
que de l'algorithme présenté dans la remarque 2.1. Cette boucle calcule le plus
long préfixe commun & un suffixe du mot P et un suffixe du texte 7. On va voir
que 'on peut réduire le temps de calcul de ce plus long préfixe en gardant cer-
taines informations concernant des préfixes communs provenant d’une itération
antérieure.

Supposons que 'on soit rendu au calcul de I'itération i de I’algorithme. Ala
fin de l'itération i — 1, on a calculé, pour chaque position z = 1,2,...,7 du
texte, le plus long préfixe de t,t,41...%, qui s’aligne, avec au plus t erreurs,
avec un préfixe du mot P. Pour chaque z, notons t;t;+1 .. .1, ce préfixe. Soit
j le maximum de j(1),5(2),...,j(i). Ce j représente donc la position la plus
a droite dans le texte qu’on a réussi a aligner dans une itération précédente.
Finalement, on dénote r l'itération précédent i ou cette position j a été atteinte.

A Ditération r, r < i, on a trouvé, par définition de r, un alignement entre
tr41...1; et un préfixe p de P, ayant au plus ¢ erreurs. Cet alignement induit
un alignement, ayant au plus ¢ erreurs, entre t;11...t; et un suffixe de p. Cet
alignement est constitué d’au plus ¢ 4+ 1 séquences d’identités séparées par les
erreurs. On code 'alignement de la fagon suivante:

- Sitpy1..tppf = Pegl---Detp €6 que t, pi1 # Peypi1, on dénote cette
suite d’identités par le triplet (p,c, f).

- Si dans l’alignement, il y a une erreur en position tj.1, on dénote ce fait
par le triplet (h,0,0).
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L’alignement entre ¢;11...t; et un suffixe de p peut alors étre décrit par une
séquence d’au plus 2t + 2 triplets. On dénote cette séquence S; ;. Voyons ces
définitions sur un exemple, tiré de larticle (Landau-Vishkin, 1988).

Exemple 2.10 Soit t17...t39 = abaaacddacdcac, un sous-mot de T et le préfixe
de P, p1...p13 = aaaaeddcdcbab. Si on se trouve a l'itération ¢ = 20, que le
nombre d’erreurs permis est ¢ = 5, que » = 16 et 7 = 30, on a l'alignement
suivant qui nous provient de l'itération i = 16:

1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12 13
a a a a e d d c d ¢ b a b
a b a a a ¢ d d a ¢ d c a c
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

L’alignement de t17 . ..t39 avec p = p1 ... p13 induit ici un alignement de t97 . . . t39
avec le suffixe ps...p13 de p. Cet alignement induit peut étre représenté par la
séquence de triplets, Sag 30, suivante:

{(20,3,1),(21,0,0),(22,5,2),(24,0,0), (25,7, 3), (28,11,1),(29,0,0) }.

Le triplet (22,5,2) nous dit, par exemple, que tastas = pepr et tas # pg. On dit
alors que le triplet (22,5,2) couvre les positions 23 et 24 du texte. Le triplet
(24,0,0) nous révele, tant qu’a lui, une erreur d’alignement en position 25 du
texte. Ce triplet ne couvre que la position 25 du texte.

Le but de toutes ces nouvelles définitions est de calculer de fagon efficace la
boucle tant que de 'algorithme de calcul des L(e,d), qui a l'itération i est:
1. ligne « max(L(e—1,d—1)+1, L(e—1,d)+1, L(e—1,d+1))
2. tant que pgnet1 = titligne+dar+1 faire
3. ligne « ligne + 1
4. fin tant que
5. L(e,d) < ligne
On cherche donc le plus grand w tel que

Pligne+1 - - - Pligne+w = ti—l—ligne—l—d—l—l v ti—l—ligne—l—d—l—w-

Donc, pour une itération i, I’étape 1’ de l'algorithme devient

17) Calculer pour D les valeurs de Le,d) pour 0 < e<tet —t<d<ton
se servant des séquences S; ;. (Pour les détails de la procédure voir (Landau-
Vishkin, 1988).)

La complexité en temps de cet algorithme est de O(t?n). Cela vient du fait que
pour chacune des n —m+t+ 1 itérations 4, l’algorithme calcule O(t) diagonales.
Chacune de ces diagonales est calculée en temps O(t) étant donné que pour le
calcul de chaque élément L(e, d) d’une diagonale d, on se sert des triplets de \S; ;
et il y a, au plus, 2t + 2 de ces triplets.
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2.3.3 Algorithme de Galil-Park

L’idée de Galil et Park (Galil - Park, 1990) est de reprendre 'algorithme de
Landau et Vishkin (Landau-Vishkin, 1988) et de calculer les C-diagonales (et
non les L-diagonales) correspondant a la table des distances D pour le probleme
de la recherche des occurrences approximatives, ayant au plus ¢ erreurs, de P
dans T'. Donc ici, on ne calcule plus les diagonales correspondant a une table
D® pour chacune des itérations 4, 0 < i < n—m+t, comme Landau et Vishkin
le faisaient (voir section précédente). On calcule les C-diagonales d’une seule
table, la table (m 4 1) x (n + 1) des distances correspondant a la recherche
approximative de P dans T

Galil et Park se servent du méme prétraitement du mot P que Landau et Vishkin,
c’est-a-dire qu’il calcule une table de longueur de préfixes communs & tous les
suffixes de P. Il nomme Préfixe(i, j) la longueur du plus long préfixe commun a
Dit1---Pm €t pjp1...pm. lls se servent aussi de l'idée de triplets de références
(u,v,w), o u est la position de départ dans le texte, v la position finale dans le
texte et w la D-diagonale ou I'on se trouve. On a le triplet (u,v,w) sity ...t, =
Du—w - - Po—w €t tv-‘,—l 7é Pv—w+1-

L’algorithme calcule la table des C'(e, d), C-diagonale par C-diagonale. Le calcul
des C'(e, d) se fait en utilisant la table Préfixe et les triplets de références en temps
O(t). Comme il y a n —m + k + 1 C-diagonales a calculer, la complexité en
temps de cet algorithme est de O(tn).

2.3.4 Deuxieme algorithme de Landau-Vishkin

Un an apres la parution de leur premier algorithme de recherche approximative,
Landau et Vishkin ont publié un nouvel algorithme ayant une complexité en
temps de O(tn) (Landau-Vishkin, 1989). Comme nous allons le voir, cet algo-
rithme se sert encore du calcul des L-diagonales a la Ukkonen (Ukkonen, 1983)
mais, cette fois-ci, 'algorithme se sert d’'un arbre de suffixes pour calculer les
L(e,d) (voir remarque 2.1) en temps constant.

Le nouvel algorithme procede en deux étapes:

1. On fait la concaténation du texte T' et du mot P cherché et on obtient une
séquence S = t1...tpp1...Pm. On construit arbre des suffixes de S$ en
temps O(n +m).

2. On trouve les occurrences approximatives de P dans T, ayant au plus ¢
erreurs, en calculant les L-diagonales correspondant a la table des distances
D pour la recherche approximative de P dans T' (voir section 2.3.1).

Pour mieux comprendre ’étape 1 de 'algorithme, on va maintenant définir le
concept d’arbre des suffixes et en construire un exemple. Le premier algorithme
linéaire pour la construction d’un arbre de suffixe est da a Weiner, (Weiner,
1973). Pour un algorithme linéaire plus simple voir (Ukkonen, 1995).
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Définition 2.4 Soit le mot s1s3...s;_1 sur un alphabet A. Supposons que le
symbole $ ¢ A. On pose s; = $ et on définit 'arbre des suffizes de S = s1...5
de la fagon suivante:

1. C’est un arbre dans lequel toutes les arétes sont dirigées dans la direction
opposée a la racine et dont le degré des noeuds est 0, si ce noeud est une
feuille, et > 2, sinon.

2. Chaque suffixe S; = s; ... s dumot S définit une feuille de 'arbre. L’arbre
a donc [ feuilles.

3. Soit 5; et S; deux suffixes de S. Supposons que s; ... s;4 ¢ est leur plus long
préfixe commun. On a donc s;...84¢ = 8j...5j1f et Siy i1 # Sjpfi1-
Alors, s;...s;1¢ définit un nceud interne de I’arbre.

Exemple 2.11 Sion prend le mot P et le texte T de 'exemple 2.4, c’est-a-dire
le mot P = AACG et le texte T = GCGTTGCAGGAACG alors, larbre des
suffixes de S = GCGTTGCAGGAACGAACGS est:

() ! () &) o
() (%) @9 (0) () (50) ©0) (5] (%) (@0) g [5)
i) (50) (52) (5w) (52) (50) (5w) (50) () (5w) (50

Figure 2.8 Un arbre des suffixes

La nouvelle idée de Landau et Vishkin est de se servir de l'arbre des suffixes
pour calculer les L(e,d) en temps O(1). Rappelons que l'algorithme de calcul
des L(e,d) est:
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1. i — max(L(e—1,d—1)+1,L(e—1,d)+1,L(e —1,d+1))
2. tant que p;+1 = tyy,41 faire

3. T—i+1

4. fin tant que

5. L(e,d) «— i

Apres l'instruction 1 de cet algorithme, on a aligné, avec e erreurs, p1 ... p; avec
un suffixe du texte T se terminant en position d+i. La boucle tant que nous per-
met alors de trouver le plus grand ¢ tel que p;y1...Pi1q = titds+1 - - - titdtq, C€St-
a-dire la longueur du plus grand préfixe commun & p;11 ... Pm €t tiige1---tn.

Définition 2.5 On dénote LC A(i,d) le plus petit ancétre commun des feuilles
représentant le suffixe p;41...p, de P et le suffixe t;4441...t, de T

Avec cette définition, la valeur de ¢ est donnée par longueur (LC'A(i,d)), et
lalgorithme de calcul des L(e, d) devient:

1. i — max(L(e—1,d—1)+1,L(e—1,d) +1,L(e —1,d+ 1))
2. ¢ < longueur(LCA(i,d))
3. L(e,d) «—i+gq

Le probleme de trouver g est donc réduit au probleme consistant a trouver le plus
petit ancétre commun de deux feuilles dans un arbre des suffixes. Ce probléeme
peut étre résolu en temps constant, apres un prétraitement, en temps O(n) de
l'arbre (voir (Harel - Tarjan, 1984) ou (Schieber - Vishkin, 1988)).

La complexité en temps de ce deuxieme algorithme de Landau et Vishkin est
donc bien de O(tn), étant donné que 'on doit calculer O(n) L-diagonales et que
chacune de ces L-diagonales comprend ¢ valeurs L(e, d).

2.3.5 Algorithme de Ukkonen-Wood

On veut trouver une facon de calculer la boucle tant que du théoreme 2.6 en
temps constant. On a déja remarqué que si jy et j; représentent les valeurs de
j avant et aprés la boucle, j; — jo est égale a la longueur du plus long préfixe
commun & pjo—d+i---Pm €t tjo41...t,. On veut donc une facon de calculer
rapidement les plus longs préfixes communs & tous les suffixes de P et T, avec un
prétraitement de P ou un prétraitement de P et T'. Pour arriver a cela, Ukkonen
et Wood (Ukkonen - Wood, 1993) font un prétraitement de P consistant en la
construction de I'automate suffize, S(P), de P.

L’automate S(P) reconnait le langage
2*'(P1+P2—|-...+Pm),

ou X est l'alphabet du texte T' considéré et ou P; = p; ... pn,. On appelle S(P)
I'automate suffixe de P étant donné qu’il reconnait tous les mots se terminant
par un suffixe de P.



34

Exemple 2.12 L’automate suffixe S(P) du mot P = AACG est le suivant:
G

On voit que 'automate S(P) n’est pas complet. Il contient seulement les tran-
sitions nécessaire a la lecture de tout mot se terminant par un suffixe de P. On
prend une transition f (pour fail), dans un état e a la lecture d’un symbole s, si
la transition (e, s) n’est pas définie. Une transition f est comme une transition
A et donc, en la prenant, on n’avance pas dans le texte T

Pour des algorithmes de construction de ces automates, voir (Blumer et al.,
1985; Crochemore, 1986; Crochemore, 1988). (Il est intéressant de mentionner
ici que 'automate suffixe, en plus de reconnaitre au moins tous les suffixes de P,
est un automate acyclique contenant un nombre linéaire de transitions. Dans un
article récent (Allauzen - Crochemore - Raffinot, 2001), Allauzen, Crochemore
et Raffinot ont introduit un nouvel automate, appelé l'oracle des suffixes, ayant
les mémes propriétés que l'automate suffixe mais dont le nombre d’états est
minimal, ¢’est-a-dire comportant m + 1 états, ou m est la longueur du mot P.)

Apres la lecture de ¢ ...t; 'automate nous donne l'information suivante:

1. La longueur du plus long suffixe de ¢; ...t; qui est aussi un préfixe de Py
ou Poou...ou P,

2. La position dans P ou se termine ce suffixe.

Cette information permet & Ukkonen et Wood de calculer les plus longs préfixes
communs a tous les suffixes de P et T en temps constant et on a donc, encore
une fois un algorithme ayant une complexité en temps de O(tn).

2.4 La méthode des 4 Russes

En 1970, quatre mathématiciens russes, Arlazarov, Dinic, Kronrod et Faradzev,
publient un algorithme permettant de calculer les entrées d’une matrice de di-
mension n X n, reliée au calcul de la fermeture transitive d’un graphe orienté sur
n sommets, en temps O(n?/log n) (Arlazarov et al., 1970). La méthode utilisée
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dans leur algorithme consiste & précalculer toutes les matrices correspondant a
des problemes plus petits, c’est-a-dire, dans ce cas-ci, toutes les matrices cor-
respondant au calcul de la fermeture transitive de graphes orientés sur [ sommets.
Le nombre [ est choisi assez petit et habituellement [ divise parfaitement n. FEn-
suite, on subdivise la grande matrice n X n en sous-matrices de dimension [ x [ et
on se sert des résultats précalculés pour trouver le résultat final. Cette méthode
est communément appelée la méthode des 4 Russes.

2.4.1 Algorithme de Masek-Paterson pour P’alignement global

En 1980, Masek et Paterson,(Masek - Paterson, 1980), ont I'idée de se servir de
la méthode des 4 Russes pour résoudre le probleme de l'alignement global de
deux mots en temps O(n?/log n). Etant donné deux mots de longueur n, ils
commencent par choisir un petit nombre k, tel que k divise n. Ils précalculent
ensuite toutes les sous-matrices possibles de dimension (k+1) x (k+1). Le calcul
d’une de ces sous-matrices est entierement déterminé par sa premiere ligne L,
sa premiere colonne C' et deux mots, my et ms, de longueur k sur I'alphabet X
considéré. Etant donné L, C, my et my fixés, on garde en mémoire la derniére
ligne et la derniere colonne de la sous-matrice des distances correspondante.
L’algorithme se termine par le calcul de la matrice des distances D, sous-matrices
par sous-matrices, au lieu de cellule par cellule. Mais combien de sous-matrices
doit-on précalculer avec cette méthode?

Les lignes et les colonnes d’une table de distances D, entre deux mots de longueur
n, comprennent des valeurs entre 0 et n. De plus, deux entrées successives, sur
une méme ligne ou une méme colonne, different toujours de 0, 1 ou -1. On
a donc environ n - 3* premieres lignes ou colonnes possibles dans des matrices
de dimension (k + 1) x (k + 1). De plus, le nombre de mots de longueur k
sur un alphabet ¥ est |X|¥. On doit donc précalculer n? - 3%% . |Z|?* matrices
de dimension (k + 1) x (k + 1). Chacune de ces matrice est calculée en temps
O(k?). Cest long!!! Ce qu’il faut remarquer c’est qu’on calcule beaucoup trop
de sous-matrices avec cette idée. Voyons maintenant un exemple, pour visualiser
la technique, et parlons ensuite du raffinement que Masek et Paterson ont ap-
porté a leur algorithme pour que le nombre de sous-matrices a calculer demeure
raisonnable.

Exemple 2.13 Supposons que 'on veuille calculer la distance d’édition entre
les deux séquences GTCAGG et CATAGT. Ici la longueur des mots est 6 et
on peut prendre, par exemple, k£ = 3. La premiére étape, que je ne ferai pas
ici, consiste a précalculer toutes les sous-matrices de dimension 4 x 4 possibles
sur lalphabet {A,C,G,T} (il y a 6235 .4% = 107 495 424) et de garder en
mémoire la derniere ligne et la derniere colonne de chacune de ces sous-matrices.
Maintenant, initialisons la table des distances pour ce probleme et subdivisons-la
en matrices de dimension 4 x 4:
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SIQ| || | O >
oo ||| | of >

On commence par aller chercher la derniere ligne et la derniere colonne de la sous-
matrice en haut a gauche, c’est-a-dire la sous-matrice ayant comme premiere
ligne 0123, comme premiere colonne 0123 et dont les sous-mots a aligner sont
GTC et CAT. On obtient ce qui suit:

AMG|T|CJA|G|G
A0 121314 ]|5]|6
cl|1 2

Al2 3
T13]3(2]|3

Al 4

G|5

T |6

On a maintenant I'information nécessaire au calcul des dernieres lignes et colon-
nes de deux nouvelles sous-matrices. La premiere correspond aux vecteurs 3456,
3233 et aux sous-mots AGG et CAT et la deuxiéme aux vecteurs 3323 et 3456
et aux sous-mots GTC et AGT:

AMG|T|CJA|G|G
A0 12034 ]|5]|6
cl1 2 5
A2 3 4
T3]3 (|213|3]|3]4
A4 3
G |5 4
T16|5]4]|5

Finalement, on va chercher 'information correspondant a la derniéere sous-matri-
ce, en bas a droite. On obtient alors que la distance d’édition entre GTCAGG
et CATAGT est 4:
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AMG|T|ClA|G|G
A0 1234|516
cl1 2 5
A2 3 4
T3]3 |23 (3|34
A4 3 4
G |5 4 4
T|6|5 415 |5]4]4

L’idée, pour diminuer le nombre de sous-matrices de dimension (k+1) x (k+1) a
calculer, est de travailler avec des vecteurs de différences horizontales (D(i,j) —
D(i,j—1)) et de différences verticales (D(i,j) — D(i—1,7)) au lieu de travailler
avec des lignes et des colonnes pouvant apparaitre dans la table D.

Exemple 2.14 La sous-matrice suivante de ’exemple 2.13 était représentée par
sa premiere ligne 3456, sa premiere colonne 3233 ainsi que les sous-mots AGG
et CAT:

A|lG |G
41516

wlwllw Q)

N Q>

Nous la représenterons maintenant par les mémes sous-mots AGG et CAT et par
le vecteur de différences horizontales 111, associé a la ligne 3456, et le vecteur
de différences verticales -110, associé a la colonne 3233.

Etant donné un vecteur de différences horizontales, correspondant a la premiere
ligne d’une sous-matrice de distances de dimension (k+ 1) x (k+ 1), un vecteur
de différences verticales, correspondant a la premiere colonne de la méme sous-
matrice, et deux mots mq et mo sur un alphabet ¥, Masek et Paterson donne
un algorithme pour le calcul, en temps O(k?), du vecteur de différences ho-
rizontales, correspondant a la derniere ligne de la sous-matrice, et du vecteur
de différences verticales, correspondant a la derniére colonne de la sous-matrice
(Pour les détails voir (Masek - Paterson, 1980)).

Comme il y a 3% vecteur de différences possibles, le nombre de sous-matrices
précalculer est réduit a 3% - |$|.

Exemple 2.15 Avec cette nouvelle méthode, dans 'exemple 2.13, on diminue
le nombre de sous-matrices a calculer & seulement 2 985 984. C’est encore
beaucoup mais c’est vraiment mieux que dans le cas précédent.
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2.4.2 Algorithme de Wu, Manber et Myers pour la recherche
approximative

Dans un article publié en 1996, Wu, Manber et Myers (Wu - Manber - Myers,
1996) présentent deux algorithmes pour résoudre le probleme de la recherche
des occurrences approximatives, ayant au plus ¢ erreurs, d’'un mot P dans un
texte T', employant la méthode des 4 Russes et ayant une complexité en temps
de O(nm/log n) et O(nt/log n), respectivement. Nous décrivons brievement ces
algorithmes dans ce qui suit.

Le premier algorithme se base sur une idée d’Ukkonen (Ukkonen, 1985) qui
consiste a faire un prétraitement du mot a chercher P en construisant, a partir
de celui-ci, un automate déterministe (voir la section 2.2).

Rappelons que 'automate Mp, construit a partir de P, a comme états toutes les
colonnes pouvant possiblement apparaitre dans la table des distances D, lorsque
le texte T varie. Ukkonen a démontré (Ukkonen, 1985) que le nombre d’états
de Mp est borné par 3™, ou m est la longueur du mot P. Ce résultat découle
du fait que la différence (verticale ou horizontale) entre deux éléments de la
table des distances est toujours comprise entre -1 et 1. Pour expliquer l'idée
de Wu, Manber et Myers, commencons par introduire une petite variation sur
lautomate Mp.

Définition 2.6 On définit le vecteur de différences verticales, Avj, associé a la
colonne j de la table des distances D, pour 1 < i < m, par:
Av;li) = Av;j = D(i,7) — D(i — 1, 7).

Une autre facon de représenter Mp est de se servir des vecteurs Avj, au lieu
des colonnes j de la table D, comme états de I’automate.

Exemple 2.16 L’automate de I'exemple 2.3 est maintenant représenté de la
fagon suivante:

Pour bien comprendre les transitions entre les nouveaux états de Mp, il faut
pouvoir calculer Av; a partir de Av;_y. Pour ce faire, on doit introduire le
concept des différences horizontales d’une colonne.
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Définition 2.7 On définit le vecteur de différences horizontales, Ah;, associé
a la colonne j de la table des distances D, pour 1 < ¢ < m, par:

Ah;li| = Ah; j = D(i,j) — D(i,5 — 1).

Théoréme 2.3 On a la relation de récurrence swivante:

1
Avi,j = min A'Ui,j—l — Ahi—l,j +1
6(i,J) — Ahi—y;

ou 0(i,7) =0 st x; = y; et 1 sinon et ot v;p =1, pour 1 <i < m. [ |
Maintenant, pour calculer les valeurs du vecteur Ahj, on a le lemme suivant:

Lemme 2.2 On a que Ahg; =0, Vj et
Ahi,j = Ahi—l,j + Avi,j — A'Ui,j—l-

Exemple 2.17 A I’exemple 2.16, on a construit 'automate Mp a partir du mot
P = aba. Dans cet automate, on obtient la transition a entre I’état 111 et I’état
011 en exécutant les calculs suivants:

Premierement, ’état initial de I’automate correspond au vecteur Avg, c’est-a-
dire le vecteur des différences verticales entre les éléments de la colonne 0 de
la table D. Cette colonne est 0123 et donc Avg = 111. Maintenant, on veut
calculer Av; si la premiere lettre du texte T est a. Pour ce faire, on utilise le
théoreme 2.3 et le lemme 2.2:

Avl,l = min{l, A'ULO — Aho,l + 1, (5(1, 1) - Ahql}
= min{l,1-0+1,0—-0}
= 0,

car Ahpp = 0 et comme P; = a, on a que §(1,1) = 0. Maintenant, on doit
calculer Ahyq .
Ahl,l = Ah071 + AULl — A’Ul,o
= 0+0—-1=-1.

Cette valeur nous permet de calculer la valeur de Avy 1 qui est de 1. Finalement,
on procede de la méme fagon, et on obtient que Avs; = 1.

Comme Mp peut contenir 3™ états, sa construction peut prendre un temps
exponentiel en m. Pour contourner ce probleme, Wu, Manber et Myers emploient
la méthode des 4 Russes pour simuler I’automate Mp a I’aide d’une combinaison
d’automates plus petits.

Pour ce faire, chaque vecteur Avj est divisé en sous-vecteurs, appelés régions,
de longueur r. On prend habituellement un nombre r assez petit et divisant m.
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Définition 2.8 On dénote Av;(q) la qiéme région du vecteur Avj, c’est-a-dire
le sous-vecteur
Avi(g) = Avjl(g—)r+1...qr].

Chaque région peut donc étre un des 3" vecteurs de différences possibles. L’idée
est de construire un automate Mp(q), ayant comme états les 3" vecteurs de
différences possibles, de sorte qu’il soit possible de trouver Avj(g) a partir de
Av;j_1(q) en se déplagant dans I’automate pendant la lecture du texte 7. Si on
se reporte au théoreme 2.3, I'état Av;(q), dans Mp(q), dépend de trois facteurs:

1. L’état Avj_1(q).

2. La valeur de Ah;[(¢ —1)r]. Cette valeur est la derniere différence horizon-
tale calculée dans la région ¢ — 1 du vecteur Ah;. Cette valeur sera une
sortie de l'automate Mp(q —1).

3. Les valeurs de 4(i,j), pour (¢ — 1)r +1 < i < gr. Ces valeurs forment le
vecteur caractéristique, tj(g), du symbole t;, sur la région ¢ du mot P.

Les transitions entre les états sont des couples (ve, s) ol ve est un des vecteurs
caractéristiques possibles et s € {—1,0,1} est la valeur de Ah;[(q — 1)r] prove-
nant de 'automate Mp(qg — 1) .

Maintenant, si P est de longueur m et r est la longueur des régions que 1’on veut
considérer alors, pour simuler 'automate Mp, on prend m/r copies de notre
automate universel Mp(q), ou ¢ est n’importe quelle des régions de longueur r.

Cet algorithme a une complexité en temps de O(nm)/log n. Si on associe cette
idée avec celle des diagonales d’Ukkonen, (Ukkonen, 1985), on obtient un algo-
rithme en O(nt)/log n, ou t est le nombre d’erreurs permis dans les occurrences.
Pour les détails de ce dernier algorithme voir (Wu - Manber - Myers, 1996).

2.5 Une approche a la Boyer-Moore

Dans un article datant de 1990, Tarhio et Ukkonen (Tarhio - Ukkonen, 1990)
utilisent une approche & la Boyer-Moore (Boyer - Moore, 1977) pour résoudre
le probleme de la recherche des occurrences approximatives d’un mot dans un
texte. Rappelons que l'algorithme de Boyer et Moore permet de trouver les
occurrences exactes d’un mot dans un texte en travaillant en deux étapes: une
étape de comparaison et une étape de déplacement vers la droite. L’algorithme
commence par comparer le mot P = py ... p,,, de droite a gauche, avec le préfixe
de longueur m de T'. Deés que ’on trouve une erreur, on arréte et on se déplace le
plus possible vers la droite, puis on recommence la comparaison. L’idée de Tarhio
et Ukkonen est donc de généraliser ce concept a la recherche des occurrences
approximatives de P.
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L’algorithme de Tarhio et Ukkonen consiste, premierement, a trouver et marquer
les positions j du texte ou il y a tres probablement une occurrence approximative
de P. On calcule ensuite, dans la table D, seulement les diagonales commengant
par les entrées D(0,j) marquées. Pour ce calcul, on suppose que les entrées a
I’extérieur des diagonales marquées sont égales a oo.

Mais comment fait-on pour marquer une position j du texte? Rappelons que
les occurrences approximatives, ayant moins de ¢ erreurs, de P dans T peuvent
étre représentées par des alignements de P avec des sous-mots de 1. On a vu
au théoreme 1.15 que ces alignements correspondent aux chemins de D(0,j) a
D(m,h), ot D(m,h) <t. On a alors le lemme suivant:

Lemme 2.3 Les entrées d’un chemin représentant une occurrence approxima-
tive de P dans T, ayant au plus t erreurs, sont contenues dans au plus t + 1
diagonales successives de D. [ |

Ce résultat vient du fait que lorsqu’on est dans une diagonale d, seules les
opérations d’insertion et de suppression nous font changer de diagonale. Comme
il y a au plus t de ces opérations dans un chemin représentant une occurrence
de P ayant au plus t erreurs, ce chemin doit étre compris dans au plus ¢t + 1
diagonales.

Définition 2.9 Pour 7, 1 < i < m, on définit le t-environnement de p; comme
étant le mot C; = p;_¢ ... pi+¢, oll on pose pj = A pour j < let j > m.

Lemme 2.4 Si un chemin représentant une occurrence approximative de P,
ayant au plus t erreurs, passe par une cellule sur la diagonale d de D alors, pour
au plus t indices i, 1 < i < m, tq1; n'apparait pas dans le t-environnement Cj.
|

Ce lemme suggere une fagon de marquer le texte. Pour une diagonale d, on
regarde, pour i = m,m — 1,...,1, si t44,; est dans C;. On arréte lorsque ¢ + 1
mauvaises colonnes ont été trouvées. Sile nombre de mauvaises colonnes est < ¢,
alors on marque les diagonales d —¢,...,d + t, c’est-a-dire les entrées D(0,d —
t),...,D(0,d +t) de la table D.

Pour trouver les mauvaises colonnes rapidement, on peut précalculer, Va € ¥ et
Vi, 1<i<m,

vrai si a n’apparait pas dans le t-environnement Cj

Mauvaise(i, a) = { faux sinon

Exemple 2.18 Calculons les valeurs de Mauvaise (i,a), pour le mot P =
AACG et lalphabet ¥ = {A,C,G,T}, si la recherche approximative permet
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au plus ¢ = 1 erreur. On commence par trouver les t-environnement C; pour
i=1a4:

C1 = pop1p2 = NMAA=AA, Cy = pipaps = AAC,

C3 = pap3ps = ACG,  Cy = p3paps = CGA = CG,

puis on calcule la table des valeurs de Mauvaise(i, a):

a\j| 1 | 2 | 3 | 4

faux | faux | faux | vrai

vral | vral | faux | faux

\
A
C vrai | faux | faux | faux
G
T

vrali | vral | vral | vral

Apres I'analyse de ce qui se passe autour de la diagonale d, on doit se déplacer
vers la droite et recommencer ’analyse pour une autre diagonale. Le déplace-
ment vers la droite ne doit pas étre trop grand sinon on risque d’oublier une
occurrence approximative de P. Il est évident qu’on peut faire un déplacement
d’au moins ¢t + 1 diagonales et continuer I’analyse a la diagonale d 4+t + 1. (A
I’étape précédente on a marqué (ou non) les diagonales d — ¢t & d + t.) On peut
aussi permettre un décalage plus grand en trouvant (avec des techniques a la
Boyer-Moore, voir (Tarhio - Ukkonen, 1990)) la premiere diagonale d + h pour
laquelle au moins un symbole tg1p+m, tdthtm—1,-- - tdrhtm—t €st identique au
symbole correspondant dans le mot P. On prend alors, le maximum M entre
t+ 1 et h et on recommence 'analyse a la diagonale d + M. Lorsqu’on arrive a
la fin du texte, on a marqué toutes les diagonales pertinentes et on calcule ces
diagonales en utilisant la programmation dynamique.

La complexité en temps de 'algorithme est au pire de O(nm/t), pour I'étape de
comparaison et de déplacement. Pour le calcul des occurrences approximatives
de P, il s’agit ensuite de calculer les valeurs de la table D pour les diagonales
marquées a l'étape précédente. Cette étape requiere donc un temps O(Nm), ou
N est le nombre de diagonales marquées. Dans le pire des cas, cet algorithme
n’est donc pas tres efficace, mais en moyenne, lorsque m > 5, n > 5 et k est
petit, Tarhio et Ukkonen (Tarhio - Ukkonen, 1990) ont montré que Uefficacité de
cet algorithme est souvent supérieur aux algorithmes présentés dans les sections
précédentes.

2.6 Récapitulatif de la complexité en temps des différents algo-
rithmes

Pour terminer ce chapitre, on présente a la page suivant celle-ci un tableau
présentant la complexité en temps pour chacun des différents algorithmes. 1l
est bon de se rappeler que le m représente la longueur du mot cherché; le n, la
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longueur du texte; le ¢, le nombre d’erreurs permis et |X| représente la cardinalité
de T'alphabet d’entrée (du mot et/ou du texte). La colonne Prétraitement
comprend la complexité du prétraitement et la colonne Complexité comprend
la complexité apres le prétraitement, c’est-a-dire ne tient pas compte de la com-
plexité du prétraitement.
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Chapitre II1

APPROCHES VECTORIELLES AU PROBLEME DE LA
RECHERCHE APPROXIMATIVE D’UN MOT DANS UN
TEXTE

Dans ce qui suit, nous verrons deux approches vectorielles au probleme de la
recherche des occurrences approximatives d’un mot dans un texte. La premiere
approche utilise des vecteurs de bits pour coder I'ensemble des états d’un auto-
mate non-déterministe, (Wu - Manber, 1992; Baeza-Yates - Gonnet, 1996). Une
autre approche, développée par Myers (Myers, 1999), utilise des vecteurs de
bits pour coder les séquences d’entrée et de sortie d’'un automate déterministe.
L’exploitation du parallélisme des opérations sur les vecteurs de bits améliore
grandement le temps de calcul de ces algorithmes par rapport aux algorithmes
présentés dans le chapitre précédent. Encore une fois, les preuves des théoremes
présentés dans ce chapitre ont été omises.

3.1 Opérations vectorielles, notations et algorithmes vectoriels

Nous introduisons ici la notation vectorielle qui sera utilisée dans ce qui suit.
Nous utilisons la notation vectorielle standard, pour les opérations vectorielles
usuelles, que nous étendons pour répondre a nos besoins en la matiere.

Soit =21 ...Z;m et Y= y1 ...y, deux vecteurs d’entiers.

Définition 3.1 L’équation x 4+ y ou = + y (mod d) dénote une addition vec-
torielle habituelle, exécutée terme a terme.

Définition 3.2 Si x et y sont des vecteurs ne comprenant que des valeurs
booléennes, alors ils sont appelés vecteurs de bits et

rVy, TNy, -,

dénotent les opérations logiques de disjonction, conjonction et négation, dans
lesquelles 0 remplace la valeur de vérité faux et 1, la valeur vrai. On peut aussi
additionner des vecteurs de bits,

m"’byv
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en utilisant I'addition binaire avec retenue, exécutée de gauche a droite, en lais-
sant tomber la derniere retenue si nécessaire.

Exemple 3.1 Voici la table de calculs pour les opérations logiques x V y, € A y
et —ax:

z|ly|lxVy | ANy | @
111 1 1 0
110 1 0 0
01 1 0 1
00 0 0 1

Exemple 3.2 Voici un exemple d’addition binaire. Le 1 entre parenthese repré-
sente la derniére retenue qu’on oublie dans le calcul:

100111
110101
001001(1)

Nous allons aussi avoir besoin d’une opération vectorielle permettant le déplace-
ment des éléments d’un vecteur d’une position vers la droite.

Définition 3.3 Soit © = x1 ... x,.
Tex=axy...Tm_1

est appelé le déplacement vers la droite de x. Les valeurs du vecteur x ont été
déplacées d’une position vers la droite et la premiere valeur du vecteur devient
a.

Exemple 3.3 Soit &= 10000001, alors on a que To = 01000000.

Pour pouvoir représenter un vecteur quelconque en vecteurs de bits, il nous faut
maintenant introduire le concept de vecteur caractéristique.

Définition 3.4 Soit & un vecteur et a un symbole dans ce vecteur. Le vecteur
caractéristique de a, noté a, est le vecteur comportant des 1 aux positions dans
x ol le caractere a apparait, et des 0 partout ailleurs.

Exemple 3.4 Soit x= abbacdaaba, alors on a les vecteurs caractéristiques sui-
vants:
a = 1001001101, ¢ = 0000100000,

b = 0110000010, d = 0000010000.



47

Nous généralisons aussi la notation vectorielle a des prédicats et des termes
arbitraires.

Exemple 3.5 Les vecteurs (x < y),(F(x,y) = k) et (x € S) équivalent aux
vecteurs booléens suivants:

(m<y):($1<y17"'>xm<ym)7

(F(w’y) == k) = (F(‘Tlayl) =k,... 7F(xm7ym) = k),

(xeS)=(x1€S8,...,2m €9).

Pour simplifier la notation, nous allons aussi écrire des propositions sous forme
vectorielle.

Exemple 3.6 La proposition suivante:
Vi€ {0,...,m}, si Vij_1); = min(X;, k — 1) alors

Vi — { Vik—1yi +1 S% Xi>k
Vik—1)i sinon

s’écrit, sous forme vectorielle, de la facon simple suivante:

Si Vi1 = min(X,k — 1) alors Vi = Vi1 4+ (X 2> k).

On a maintenant tous les outils nécessaires a I'introduction du concept d’algo-
rithmes vectoriels.

Définition 3.5 Un algorithme vectoriel est un algorithme qui trouve un vecteur
de sortie en appliquant un nombre d’opérations sur le vecteur d’entrée, indépen-
dant de la longueur du vecteur.

Les algorithmes vectoriels peuvent donc étre implantés en paralleles et/ou en em-
ployant les opérations sur les vecteurs de bits disponibles dans les processeurs
ce qui augmente grandement leur efficacité. Dans ce qui suit, nous présentons
différentes approches vectorielles a la recherche des occurrences approximatives
d’un mot dans un texte. Nous utiliserons, dans la présentation de ces algo-
rithmes, la notation vectorielle que nous venons d’introduire, plutét que les
notations particulieres & chaque groupe d’auteurs, dans le but d’uniformiser le
travail.
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3.2 Algorithme de Wu et Manber

En 1992, Baeza-Yates et Gonnet (Baeza-Yates - Gonnet, 1992) présentent un
algorithme vectoriel pour la recherche des occurrences exactes d’un mot dans
un texte. Dans leur article, ils présentent aussi une version modifiée de leur
algorithme permettant la recherche des occurrences approximatives d’un mot,
ayant au plus ¢t substitutions. (L’article ne couvre donc pas les insertions et
suppressions de symboles.) Wu et Manber (Wu - Manber, 1992) se sont basés
sur ces idées et ont développé un algorithme vectoriel pour le probleme général
de recherche des occurrences approximatives, c’est-a-dire le probleme ou 1'on
permet des insertions, des suppressions et des substitutions de caracteres. Dans
ce qui suit, nous commencgons par présenter 1'idée de Baeza-Yates et Gonnet
pour la recherche exacte d’un mot et nous donnons ensuite la généralisation de
Wu et Manber.

3.2.1 Recherche exacte

L’idée de Baeza-Yates et Gonnet (Baeza-Yates - Gonnet, 1992) pour la recherche
des occurrences exactes d'un mot P = py...p,, dans un texte T = t1...t, est
de travailler avec des vecteurs de bits de longueur m, ot m est la longueur du
mot cherché. Pour chaque position j dans le texte T', on définit un vecteur de
bits R; qui contient I'information sur tous les alignements exacts de préfixes du
mot P se terminant en position j du texte. Plus précisément, on a la définition
suivante:

Définition 3.6 Le vecteur R; est défini de la fagon suivante, pour 1 < i < m

1 si le préfixe de longueur ¢ de P est identique
R;[i] = au suffixe de longueur i de ¢; ...t;
0 sinon

L’idée est que lorsqu’on lit la prochaine lettre du texte, ¢;41, on doit déterminer
si cette lettre étend 'un des alignements exacts de I'étape précédente. Donc, si
on avait R;[i] = 1 et que p;y1 = tj41, on a que Rjq1[i + 1] = 1. Si R;[i] =0
alors, par définition p; ...p; # tj_i41...t; et donc, méme si p;y1 =t;11, on n’a
pas une occurrence exacte de pj ...p;+1 dans le texte se terminant en position
j+1 et donc, dans ce cas, Rjy1[i+1] = 0. Sitj;; = pj alors on a Rj1q[1] = 1.
Finalement, a chaque position j du texte, si R;j[m] = 1 alors il y a une occurrence
exacte de P se terminant en position j du texte , et donc commencant en position
7 —m+ 1 du texte.

On peut calculer le vecteur Rj11, a partir du vecteur Rj, avec la récurrence
suivante:

Définition 3.7 Soit Rg le vecteur de bits initial défini par Rg[i] = 0, Vi, 1 <
i < m. Sion suppose que R;[0] = 1, Vj, 0 < j < n, alors on a la transition
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suivante entre Rj et Rjy1:

. 1 siRji—1=1etp;=tjp1
Rj—H[Z]:{ 0 Sinoé[ | o

Cette transition peut étre calculée tres simplement, de facon vectorielle.

Lemme 3.1 On a que

Rji1 =T1 Rj Ntjqa,
ot tj4q représente le vecteur caractéristique de la lettre tj 11 dans le mot cherché
P. [ |

Le lemme 3.1 nous permet donc de calculer les occurrences exactes d’'un mot
P =py...py dans un texte T =ty ... t,, en temps O(n), en calculant, de fagcon
vectorielle, n vecteurs Rj, 1 < j < n. Si la longueur m du mot P est plus
petite que la longueur d'un mot machine, alors la calcul de Rj;1 a partir de
Rj requiere seulement deux opérations sur les vecteurs de bits (un déplacement
vers la droite et une conjonction) et se fait donc en temps constant.

Exemple 3.7 Calculons les occurrences exactes du mot P = TTA dans le
texte T = ACGTTACGTAAT. Pour cela, on doit commencer par calculer
les vecteurs caractéristiques de chacune des lettres, apparaissant dans le texte
T, par rapport au mot P:

A =001, C = 000, G = 000, T = 110.

Le vecteur Ro= 000, par définition. Maintenant, on se sert du lemme 3.1 pour
calculer les valeurs des vecteurs Rj, 1 < j <n =12:

Ry =11 Ro A A =100 A 001 = 000,

Ry =11 R1 A C =100 A 000 = 000,

On obtient la table de vecteurs suivantes, ot R; est sous le caractere t; de 1*:

A|lC |G A|C |G Al A

oo~
[=Ie  a!
oo~

T
1
0
0

0
0
1

[en) Newll Nan}

70|00 0 00
T{0|0|0 0 010
Al0]0]|O0 0 010

Il y a une occurrence exacte de P = py ... p,, dans T en position j si et seulement
si Rj[m] = 1. Ici, la seule occurrence exacte de P = ATT dans le texte T se
termine en position j = 6 du texte.
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3.2.2 Recherche approximative

L’idée de Wu et Manber (Wu - Manber, 1992) est de généraliser 1’algorithme de
recherche exacte présenté dans la section précédente.

Pour chaque position j du texte, on calcule toujours le vecteur R; de la méme
fagon que précédemment, mais on calcule aussi t nouveaux vecteurs, ou t est le
nombre d’erreurs permis, R;, R?, e R;. Le vecteur R‘ji contient I'information
sur les occurrences de préfixes de P, contenant au plus d erreurs, se terminant
en position j du texte.

On veut pouvoir calculer le vecteur R‘ji 1 a partir du vecteur R‘ji. Pour ce faire,
utilisons la remarque suivante:

Remarque 3.1 Il y a quatre fagons différentes d’obtenir une occurrence de
p1 - .- Di, contenant au plus d erreurs, se terminant en t;4:

1) Identité: il y a une occurrence de p; ...p;—1, contenant au plus d erreurs,
se terminant en position j du texte et t;11 = p;.

2) Substitution: il y a une occurrence de py ... p;_1, contenant au plus d — 1
erreurs, se terminant en position j du texte et t;11 # p;.

3) Suppression de p;: il y a une occurrence de py ...p;—1, contenant au plus
d — 1 erreurs, se terminant en position j + 1 du texte.

4) Insertion de t;4;: il y a une occurrence de p; ... p;, contenant au plus d—1
erreurs, se terminant en position j du texte.

Dénotons les vecteurs R; du calcul des occurrences exactes par R‘;. On a alors
le résultat suivant:

d —d
- d ,_/H,_m;H
Lemme 3.2 Si Rg=11...100...0, alors
Re, =M RINt1)V 11 (RITYV RID) VR

Preuve: Le lemme est seulement une traduction de la remarque 3.1 en vecteurs.
En effet, on a
J+1 j+1
1) 2) 3) 1)

R4 (W REAt 1) vV (11 RS v (1 R v RS,
N——

ce qui nous donne le résultat voulu. [ |

Le calcul de chacun des vecteur R;-i, 1 < j < n, requiert seulement 6 opérations
sur des vecteurs de bits (2 déplacements vers la droite, 3 disjonctions et 1 con-
jonction) et peut donc étre calculé en temps O(n). Comme d varie entre 0 et ¢,
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le calcul des occurrences approximatives de P, ayant au plus t erreurs, se fait en
temps O(tn), si la longueur du mot P est plus petite que la longueur d’un mot
machine.

Exemple 3.8 Reprenons 'exemple 3.7 et calculons cette fois les occurrences
de P dans T ayant au plus 1 erreur. Les vecteurs Rg sont donnés par la table

calculée a I’exemple 3.7. Pour calculer les valeurs des vecteurs R}, on se sert du
lemme 3.2 et du vecteur initial R(l): 100 et on obtient les vecteurs suivants:

oo~

c|G|T
1111
01071
01010

i Rl
i il

C
1
0
1

oo~

T
1
1
0

i A

A
1
0
1

[=Ie  !

T
T
A

On a donc des occurrences de P = TT A, ayant au plus 1 erreur, se terminant
aux positions 5,6,7,10 et 11 du texte T = ACGTTACGTAAT. En fait, toutes
ces occurrences contiennent exactement une erreur sauf celle se terminant en
position 6 car, pour cette position, on a aussi que Rg 3] =1.

3.3 Algorithme de Baeza-Yates et Gonnet

En 1996, Baeza-Yates et Gonnet présentent un algorithme basé sur la simula-
tion d’un automate fini non-déterministe, diagonale par diagonale (Baeza-Yates
- Gonnet, 1996). Simuler 'automate par diagonales permet de trouver les nou-
veaux états actifs en paralléle, en utilisant des vecteurs de bits. Voyons, sur un
exemple, comment leur algorithme fonctionne.

Exemple 3.9 Supposons que l'on veuille calculer les occurrences, ayant au
plus 1 erreur, de P = TTA dans le texte T = ACGTTACGTAAT, comme
nous l'avons fait a ’exemple 3.8. On commence par construire 'automate non-
déterministe suivant a partir de P:

0 erreur

A
0

1 erreur

Chaque ligne de I'automate dénote le nombre d’erreurs d’alignement et chaque
colonne j équivaut a l'alignement de p; ...p; avec un sous-mot du texte 7. A
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chaque itération, I'automate change d’états, c’est-a-dire que son sous-ensemble
d’états actifs est mis & jour. Si apres la lecture de ¢y I’état final est atteint alors
il y a une occurrence de P, ayant au plus 1 erreur, se terminant en position k
du texte. (Si on veut connaitre exactement le nombre d’erreurs de l'occurrence,
on prend comme états finaux tous les états de la colonne m de 'automate. Si
un ou plusieurs de ces états finaux sont actifs, apres la lecture de ¢, on prend le
plus petit indice i de ces états finaux actifs et on a une occurrence de P, ayant
i erreurs, en position k du texte.)

Dans l'automate précédent, les transitions horizontales représentent l’identité
entre un caractere du texte et une lettre de P. Les transitions verticales représen-
tent 'insertion d’un caractere dans le mot P. Pour les transitions diagonales,
les lignes solides représentent le remplacement d’'un caractére par un autre et
les lignes pointillées indiquent la suppression d’un caractere de P. Ces transi-
tions sont des transitions A puisqu’en les suivant on efface une lettre de P, sans
avancer dans le texte T'. La transition A sur ’état initial permet de commencer
I’alignement de P a n’importe quel endroit dans le texte 7.

En général, Pautomate a (m+ 1)(t+ 1) états. On assigne le couple (i, ) a I'état
situé a 'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j, pour 0 < i <tet 0 <75 <m.
Au départ, les états actifs de la ligne ¢ sont les états des colonnes de 0 & i pour
indiquer le fait qu’on peut commencer par supprimer les ¢ premiers caracteres
du mot P avant de continuer l'alignement. Les états actifs sont étiquetés par
des 1 dans 'automate (Voir l’exemple 3.9).

Définition 3.8 Soit A la matrice booléenne, ou matrice de bits, correspondant
aux états actifs de notre automate non-déterministe apres la lecture du préfixe
t1...t; de T, définie par

. 1 silétat (i,7) est actif, apres la lecture de ¢ ...ty
Ax(i.J) = 0 sinon

Exemple 3.10 La matrice de bits Ag correspondant aux états actifs, au départ,
de automate de I'exemple 3.9 est la matrice suivante:

10 00
1100

A la lecture d’un nouveau caractere du texte, t;, les valeurs de Ay peuvent étre
calculées & partir des valeurs de Agp_q.

Théoréme 3.1 On a la relation suivante entre les matrices Ax_1 et Ay, pour
1<i<tetl<j<m:

Aplis gl = (Ag-alisj — 1 Aid(k, ) V Apa[i = 1,5] V Agafi — 1,5 — 1]
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ou id(k,j) =1 sity, = pj; et 0, sinon. Lorsque i =0, alors

Pour j =0, on a rien a calculer puisque les états de cette colonne sont toujours
actifs. [

L’idée de Baeza-Yates et Gonnet est de calculer la matrice Ay, diagonale par
diagonale, a partir des valeurs de la matrice Ag—1. En fait, ils ne calculent pas
toute la matrice Ax mais seulement les éléments correspondants aux diagonales
de longueur ¢t + 1 de I'automate, ou t est le nombre d’erreurs permis dans la
recherche, car seuls les états de ces diagonales peuvent influencer I’activation de
Iétat final (m,t). (Ce sont les diagonales commengant aux colonnes 0 & m — t.)

A cause des transitions A, on a que si un état (i,7) est actif & un moment
de la simulation alors, tous les états (i + d,j + d), d > 0, appartenant a la
méme diagonale sont aussi actifs & ce méme moment. On peut donc représenter
chacune des diagonales j, 0 < j < m — t, par un nombre Dj[j] qui représente
la ligne du premier état actif de la diagonale j, apres la lecture de t7...¢;. Si
aucun état de la diagonale j est actif, alors on pose Di[j] = t+ 1. On peut donc
représenter la simulation de ’automate, a tout moment de la lecture de T', par
m — t + 1 nombres compris entre 0 et ¢ + 1.

Exemple 3.11 Au départ, 'automate de I’exemple 3.9 peut étre représenté par
le fait que le premier état actif sur la diagonale 0 est sur la ligne 0, c¢’est-a-dire
Dy[0] = 0. Comme aucun des états n’est actif, au départ, dans les diagonales 1
et 2 on a que Dy[l] =2 et Dy[2] = 2.

On peut calculer les valeurs de Dy[j], 0 < j < m—t, a partir des valeurs Dj_1[j]
avec les équations suivantes, dérivées du théoreme 3.1.

Théoreme 3.2 On a que

Dil0] = 0
Dy[j] = min(Dy_1[j] +1,Dp_1[j + 1]+ 1,9(Dr—1[j — 1], tx)),

ou g(Dj,c) est défini comme

9(Dgljl,c) = min({t + 1} U{i|i > Dglj] Apivj = c}).

Avec ces Dg[j], on a une occurrence de P, ayant au plus t erreurs, se terminant
en position k du texte si Dg[m —t] < t.
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Pour pouvoir calculer tous les Di[j] en parallele, Baeza-Yates et Gonnet donnent
une représentation de chaque valeur Dy[j] par un vecteur de bits de longueur
t+1:

t+1-Dy[j] Dxlj]

. —~ =
Dpljl= 0.0 T...1.

Ils représentent ensuite ’état de la simulation de 'automate, apres la lecture de
t1...t; par un seul grand vecteur de bits, comprenant les valeurs de D; pour
1<j<m-—t

Dy, = 0Dg[1]0Dg[2]0...0Dg[m — t].

L’implantation en C permettant de calculer Dy a partir de Dg_1 est présenté
dans leur article (Baeza-Yates - Gonnet, 1996). Avec cette notation en vecteurs
de bits, on a une occurrence de P, ayant au plus ¢ erreurs, se terminant en
position k du texte si Dg A(00871)™=t=1010! est le vecteur nul.

3.4 Algorithme de Myers

L’idée de Myers (Myers, 1999) repose sur le fait qu’on obtient le méme résultat
en calculant les différences horizontales et verticales entre les éléments de la
table des distances D, pour le probleme de la recherche des occurrences d’un
mot P = py...pm, dans un texte T = ¢1...t,, ayant au plus ¢ erreurs, qu’en
calculant la table D elle-méme.

Définition 3.9 On définit Av;; comme étant la différence verticale entre les
éléments de la table des distances situés en les positions (i,7) et (i —1,7):

De la méme fagon, on définit Ah; ; comme étant la différence horizontale entre
les éléments de la table des distances situés en les positions (i, 7) et (i,5 — 1):

Pour connaitre les valeurs des éléments de la colonne j de la table des distances
D, il suffit de connaitre le vecteur de différences verticales associé a cette colonne,
c’est-a-dire le vecteur Avj= Awvy ;... Avy, j, étant donné que D(0,j) = 0, Vj.

Myers remplace donc le probleme consistant a calculer la table des distances D
par le probleme consistant a calculer les vecteurs Aw;, pour 0 < j < n. Pour
trouver les positions des occurrences de P dans T on sait que, lorsqu’on travaille
avec la table D, il y a une occurrence de P se terminant en position j de T,
ayant ¢ erreurs, si D(m,j) = t. Pour que le travail avec les vecteurs Awv; soit
efficace, il faut étre aussi capable de calculer facilement les valeurs de D(m, j)
avec cette méthode. Pour ce faire, on maintient un score, score;, lors du calcul
de la table des Avj, tel que score; = D(m, j). Une facon simple de maintenir le
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score est de poser comme valeur initiale scoreq = m, car D[m, 0] = m. Ensuite,
on a, par définition que

scorej = scorej_1 + Ahy, ;.

Nous verrons, dans ce qui suit, que lorsqu’on posséde les valeurs des différences
verticales, les différences horizontales sont faciles a calculer et donc le maintient
du score ne demandera pas beaucoup de travail.

Le but de l'algorithme de Myers est de calculer, si m < w, ou w est la longueur
d’'un mot machine, les valeurs successives de Avj, pour 0 < j < n, en temps
constant, en utilisant des opérations sur les vecteurs de bits.

La premiere étape est donc de trouver une représentation, par des vecteurs de
bits, pour les vecteurs de différences Av;, dont les éléments sont dans I’ensemble
{—1,0,1}. Myers se sert de 2 vecteurs de bits pour représenter Av;: Pv; et
Mwvj qui sont, respectivement, les vecteurs caractéristiques de la valeur 1 et —1
dans le vecteur Awv;. Le vecteur caractéristique de la valeur 0 dans Awv; est
alors donné par ~(Pv; V Mvj).

Exemple 3.12 Voici la table des distances pour le probleme des occurrences
approximatives de P = AACG dans T' = GCGTTGCAGGAACG:

AMG|C|G|T|T|G A|lG|G|A|A

QLA | | >
W= O
Wl WIN| —=|D
W=D
W N O
Wl W —=|D
BlWwINd|—=| O
Wl WIN| —=|D
Wl =loQ
W= OO
NN =D
NN N =] O
W= OO
| = OO
ool
ol ROl

La table des vecteurs Awv; associés a ce probleme est:

0({1|2|3(4|5|6 789|110 |11 |12 |13 | 14
111111 ]j1)1(0f1]1 0 0 1 1
111111 j1)1(1(0] 1 1 0 1
1{1j0(1f(1}1{1|j0(1|1}] 0 1 1]-11-1
110j1(-1{0(1)J0}j1y1}]0| 0 1 1 1 ]-1

Le vecteur Avy13= 10—11 est représenté par deux vecteurs de bits. Le vecteur
Puvq3 est le vecteur caractéristique de la valeur 1 dans Awv13 et donc

Puvi3 = 1001,

et le vecteur M w13 qui est le vecteur caractéristique de la valeur —1 dans Awg:
Mwv13 = 0010.

Le vecteur caractéristique de la valeur 0 dans Aw;yg est

_|(P’l)13 V M’U13) = _|(1001 V 0010) = 0100.
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Maintenant, regardons comment on peut calculer la colonne Awv; a partir de la
colonne Awv;_;. Pour ce faire, considérons la cellule suivante, ot Eg; ; = 1 si
p; = t; et 0 sinon:

(Ahip)
Ahi_1
(i-1,j-1) (i-1,9)
Av; i1 Ea: AU
(AUZTL) B (Avout)
(ivj_l) (7’7])
(Ahout)

Figure 3.1 Différences horizontales et verticales d’une cellule

Théoréme 3.3 On a que
Avyj = min{—Eqi j, Avij1, Ahi1} + (1 = Ahiy j)

et que
Ahij = min{—Eg; j, Avi j1, Ahi-1 5} + (1 = Avij1).

Preuve: On a qu’a se servir de la définition de Aw; ; et de la récurrence sur les
Dii, j]. (Voir proposition 1.5) |
On peut voir Av; j_1, Ah;_1; et Eg; ; comme étant les entrées d'une cellule et
Av; j et Ah;; comme étant les sorties de la cellule. (Voir figure 3.1)

Comme Av;, et Ah;, peuvent prendre seulement les valeurs -1, 0 ou 1 et que
Eq=0o0ul,iln’yaque 18 entrées différentes possibles pour une cellule. L’étude
des différents cas d’entrée nous donne le théoréme suivant:

Théoréme 3.4 On a, pour les différences verticales, les formules suivantes:
Xv = EqV Muv;,
Pvoyy = Mhip V =(XvV Phyy,) (3.1)
Muvyy = Phiy, N Xv

De méme, pour les différences horizontales, on a les formules symétriques sui-
vantes:

Xh = EqV Mhy,
Phowt = Mui V ~(XhV Puy,) (3.2)
Mhoy = Poim AXh
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Toutes ces formules logiques peuvent étre calculées facilement mais, pour ce
faire, on doit connaitre les valeurs de Fg;; pour chacune des cellules (i, 7).
On va précalculer, pour chaque lettre a de 'alphabet considéré, le vecteur ca-
ractéristique, a, de cette lettre par rapport au mot P cherché. Le vecteur Egq;
est alors, tout simplement, le vecteur caractéristique t; de la lettre t; du texte
T.

On veut calculer score; et les vecteurs de bits Pvj et Mwvj, qui encodent Avj,
étant donné I'information provenant de la colonne j — 1 et la lettre ¢; du texte.
Au départ, on a que

Pvo(i) = 1, Vi
M’UO (Z) = 0, Vi
Scoreg = m.

Cela vient du fait que la premiere colonne de la table des distances est 012...m
Pour trouver Awvj;, on procede alors comme suit:

1. Premierement, les différences verticales de la colonne j — 1, Avj_q, sont
utilisées pour calculer les différences horizontales en bas de leur cellule
respective, en utilisant les formules 3.2. On a donc que

Ph (z) = Muw;_1(i) V ~(Xh;(i) V Pvj_1(i))
hj(i) = Puvj_i(i) A Xh;(i)

2. On modifie le score de la fagon suivante:

1 si Phj(m)=1
scorej = scorej_1+ ¢ —1 si Mhj(m) =1
0 sinon

3. On utilise alors chacune des différences horizontales, calculées a 1’étape
1, dans la cellule au-dessous pour calculer les différences verticales de la
colonne j, en utilisant les formules 3.1. Cela nous donne les équations
suivantes:

Ph;(0) = Muv;(0)=0

P’Uj(i) = Mh](z 1) (X’Uj(i) V Phj(i — 1))
Muj(i) = Phj(i—1) A Xv,(i)

Sion connait la valeur des vecteurs X h; et Xwv;, toutes les formules précédentes
peuvent étre calculées en temps constant, en utilisant des opérations sur les
vecteurs de bits. Il faut maintenant voir comment on peut aussi arriver a calculer
les vecteurs X h; et Xv; en temps constant. De la définition de ces vecteurs on
a que
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Théoréme 3.5

Xwj(i) = t;(i) v Mvj_1(i)
) tj(i)\/th(i—l)

»

>
Q.

I

Lors du calcul des différences verticales de la colonne j, calculer Xv; ne pose pas
de probleéme étant donné qu’on a précalculé tous les vecteurs caractéristiques ¢;
et que le vecteur Mwv;_1 est connu de I'étape de calcul précédente. Par contre,
pour calculer le vecteur X hj, il nous faut la valeur du vecteur Mhj; qui, a son
tour, requiert la valeur du vecteur Xh;...

En utilisant ’addition binaire avec retenue et la disjonction exclusive, dénoté par
@, Myers dérive la formule suivante, permettant un calcul vectoriel du vecteur
Xh; en temps constant.

Xhj = (((tj A Pvj_1) +p Pvj_1) @ Pvj_1) Vt; .

Donc, lorsque la longueur du mot P cherché est plus petite que la longueur d’un
mot machine, Myers a développé un algorithme vectoriel permettant le calcul
des occurrences approximatives de P dans T" en temps O(n). Le pseudocode, en
C, de l'algorithme est disponible dans son article (Myers, 1999).

Dans le prochain chapitre, nous allons généraliser les idées de Myers en dévelop-
pant un algorithme vectoriel, pour le probleme de la recherche approximative,
utilisant une distance d’édition généralisée.



Chapitre IV

AUTOMATES EFFEUILLABLES ET ALGORITHMES
VECTORIELS

Dans ce chapitre, nous allons définir une nouvelle classe d’automates de Moore,
les automates effeuillables, pour laquelle on peut déduire automatiquement un
algorithme vectoriel a partir de la table de transition de 'automate. Nous al-
lons ensuite appliquer nos résultats a la construction d’algorithmes vectoriels
efficaces. Nous en déduirons un algorithme vectoriel pour le probleme de la
recherche des occurrences approximatives d’un mot dans un texte, lorsque la
distance utilisée est une distance d’édition généralisée.

4.1 Introduction

Etant donné un automate fini déterministe et une séquence d’entrée eqes ... e,
on s’intéresse a la sortie r17y ... 1, des états visités par 'automate lors de la lec-
ture de 'entrée. Etant donné que ’exécution d’une transition est une opération
qui requiert un temps constant, la séquence de sortie est obtenue en temps O(m).

Une fagon d’améliorer le temps de calcul est d’exploiter le parallélisme des
opérations vectorielles et /ou des opérations sur les vecteurs de bits. On a vu que
dans (Wu - Manber, 1992) et (Baeza-Yates - Gonnet, 1996), des vecteurs de bits
sont utilisés pour coder ’ensemble des états d’'un automate non-déterministe.
Une autre approche, développée par Myers (Myers, 1999), utilise des vecteurs
de bits pour coder les séquences d’entrée et de sortie d’un automate. C’est cette
technique que nous avons utilisée pour développer notre algorithme de recherche.
Dans ce qui suit, nous verrons la théorie nécessaire a la compréhension de notre
algorithme vectoriel.

4.2 Automates de Moore et algorithmes vectoriels

Dans cette section nous définissons une nouvelle classe d’automates, les auto-
mates effeuillables pour laquelle on peut construire des algorithmes vectoriels.
Nous travaillerons avec des automates finis déterministes, sans état de sortie. En
fait, la sortie, étant donné un caractere d’entrée, sera uniquement déterminée
par I’état ou on arrive apres la lecture de ce caractere. Ce genre d’automate est
appelé automate de Moore (Hopcroft - Ullman, 1979).
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Exemple 4.1 Voici un automate de Moore:

b

U e
b

a

Figure 4.1 Un automate de Moore

Etant donné la séquence d’entrée e = aababba, I'automate de la Figure 4.1
produira la séquence de sortie 2232312, qui est la suite des états visités par
I’automate lors de la lecture de la séquence d’entrée.

4.2.1 Un exemple simple

Voyons maintenant, sur un exemple simple, comment associer un algorithme
vectoriel & un automate de Moore.

Considérons 'automate de Moore suivant:

a a

5. :

Soit € = e ... ey, le vecteur d’entrée de 'automate et » = r1...ry,, le vecteur
de sortie. On a les calculs vectoriels directs suivants, ou (r = k) représente le
vecteur booléen “l’'automate est dans I’état k”:

(r=0) = a, (4.1)
(r=1) = Ti1(r =0) A Db,
(r=2) = =((r=0)V (r=1)), (4.3)

L’équation 4.1 nous dit simplement que 1’état suivant la lecture d’un a dans
Ientrée, peu importe ou 'on se trouve dans I'automate, sera toujours 1’état O.
La seule transition se rendant dans ’état 1 de 'automate est une transition
d’étiquette b partant de I’état 0. Ce fait implique I’équation 4.2. Finalement,
on est dans I'état 2 de 'automate si on n’est ni dans I’état 0, ni dans I’état 1,
d’ou I’équation 4.3.
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Exemple 4.2 Voici un exemple d’utilisation de ces trois équations: supposons
que la séquence d’entrée donnée a I’automate est e = babba. Alors les vecteurs
caractéristiques des lettres a et b sont:

a = 01001
b = 10110

L’équation 4.1 nous dit que la sortie est 0 si et seulement si I’entrée est a, alors:
(r=0) = a = 01001

L’équation 4.2 nous dit que la sortie est 1 si le caractere d’entrée est b, et I’état
précédent O:
(r=1) = 11 (r=0)Ab
= 10100A10110
= 10100

Dans tous les autres cas, ’état de sortie est 2, et on a:

(r=2) = —(01001v10100)
= 00010

Si on suppose que les opérations vectorielles sont exécutées en paralléle alors,
peu importe la longueur de notre vecteur d’entrée, le vecteur de sortie peut
étre calculé avec 6 opérations vectorielles: 2 assignations, une conjonction, une
disjonction, un déplacement vers la droite et une négation.

Dans 'exemple simple de cette section, 1’état de sortie dépend d’au plus 2 ca-
racteres de 'entrée. En général, les états de sortie d’'un automate vont dépendre
d’événements arbitrairement loin mais, dans quelques cas intéressants, il sera
encore possible de réduire le calcul du vecteur de sortie & un calcul direct
d’opérations sur les vecteurs de bits. C’est le sujet de la prochaine section.

4.2.2 Une mémoire des événements passés

L’exemple le plus simple d’'un calcul influencé par des événements passés est
donné par I'automate M suivant:

a
M b,ca,c
b

Avec cet automate, le fait que le caractére d’entrée ¢ donne un 0 ou un 1 dans le
vecteur de sortie peut dépendre d’un événement s’étant produit tres longtemps
avant dans le vecteur d’entrée, comme par exemple dans le cas des séquences
d’entrées ac™ et bc".

Dans ce cas particulier, heureusement, le lemme suivant nous aidera a trouver
facilement le vecteur de sortie de I’automate M.
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Lemme 4.1 Le lemme de I’addition: Le vecteur de sortie r de l'automate
M peut étre décrit par les deux vecteurs suivants:

(r=0) = bVeA(mb+p—(bV )] (4.4)

(r=1) = aVicA—=(a+p(aV))] (4.5)
Preuve: Comme Myers le note dans (Myers, 1999), 'automate M est semblable
a automate de Moore classique pour ’addition binaire:

1,10

ree
o~ O
<
)

1,1/1
L) 010

1,0/0
0,0/1

Figure 4.2 Automate d’addition binaire

Dans cet automate, 1’état i signifie que la retenue est ¢, I’élément & gauche du
symbole '/’ dans une transition représente les bits des 2 vecteurs additionnés en
une position fixée, et 1’élément & droite du symbole '/’ est la somme des deux
bits avec la retenue courante.

On atteint ’état 1 dans les deux cas suivants:
1. Les deux bits & additionner sont 1.

2. Les deux bits a additionner sont différents, et leur somme (avec retenue)
est 0.

Donc, si deux vecteurs de bits xq et xo sont additionnés de gauche a droite
utilisant I’addition binaire avec retenue, la retenue est 1 lorsque

($1 AN $2) V [((—mcl A wg) V (acl AN —|$2)) AN —|(ac1 “+5 $2)]

(Cette équation est seulement la traduction des conditions 1) et 2) précédentes.)

Maintenant, si on définit 1 = a et x2 = a V ¢, alors

a = i WAV D)
b = —xiNAxe
c = "1 /N\x2

Avec ces identités, 'automate M devient un sous-automate de I’automate d’ad-
dition binaire. Comme la formule &1 A x5 est toujours fausse, on obtient, par
substitution, la formule pour (r = 1). La formule pour (» = 0) est obtenue de
fagon similaire en définissant €1 = —b et x2 = —(b V ¢). ]

En fait, ’équation 4.5 du lemme de I’addition nous dit que 'on est dans I’état 1
de I'automate M si on a un a dans le vecteur d’entrée ou un ¢, et que ce c est
tel que toutes les entrées le précédant, jusqu’a une occurrence de a, sont aussi
des c.
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4.2.3 Automates effeuillables = algorithmes vectoriels

Dans cette section, nous établirons une condition suffisante a ’existence d’un
algorithme vectoriel pour un automate en dégageant une classe d’automates
pour laquelle un algorithme vectoriel peut étre automatiquement déduit de la
table de transition d’un automate.

Définition 4.1 Soit A= (3,Q,0,i, F') un automate complet déterministe. Un
état s de A est dit effeuillable si et seulement si:

Vo € X, [3s' # s tel que o(s',2) = s] = [Vg € Q,0(q,x) = s].

L’événement x est alors appelé un annulateur car la fonction de transition de
I’automate, restreinte a cet événement, est constante.

L’ensemble des annulateurs de 1’état effeuillable s est appelé ’ensemble indica-
teur de s et est noté I.

Exemple 4.3 Soit 'automate A suivant:

Dans cet automate, 1'état 0 est effeuillable et Iy = {a}.

Un état effeuillable s peut étre enlevé d’un automate dans le sens suivant. Soit
I 'ensemble indicateur de 'état s et A\ {s} l'automate obtenu de A en lui
enlevant 'état s et ses transitions adjacentes. Comme s est effeuillable, A\ {s}
est aussi un automate complet sur Palphabet ¥\ I5. En effet, on a que o(r,e) # s
sieé¢Is.

Exemple 4.4 Reprenons 'automate A de 'exemple précédent:

b
c c
— /‘\,”‘___‘\‘
a,bl 0] c
AT~ -
e 5
‘ L@ b///
a

Si on enléve I’état 0 et ses transitions adjacentes, on voit que 'automate A4\ {0},
en lignes pleines, est complet sur alphabet ¥\ {a} = {b,c}.
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Définition 4.2 Un automate A est effeuillable s’il possede seulement un état,
ou §'il a un état effeuillable s et que 'automate A \ {s} est effeuillable.

Lorsqu’un automate A, a d états, est effeuillable, il y a un ordre, non-unique,
induit sur ces états commencant par le premier état effeuillable, puis le suivant
et ainsi de suite. On peut alors renommer les états de A et supposer que ) =
{0,1,...,d—1}.

Exemple 4.5 L’automate A de 'exemple précédent est effeuillable puisqu’il
possede létat effeuillable 0 et que 'automate A \ {0}:

S ou-Os?

b

est clairement effeuillable.

On va maintenant montrer que lorsqu’un état s est effeuillable, on peut facile-
ment trouver les positions du vecteur de sortie de I'automate correspondant a
cet état, c’est-a-dire le vecteur (r = s), avec l'aide du lemme de I’addition 4.1.

Pour ce faire, définissons la fonction Ind(s, X,Y) de la facon suivante:

Définition 4.3

Ind(s, X, Y) = { XVIYANX+p (X V Y))]‘Si s est I’état initial
XVI[Y AN(X 44 (X VY))] sinon.

Cette fonction comprend les 2 cas du lemme de P'addition 4.1, au sens sui-
vant. Considérons X comme étant le vecteur caractéristique des événements
entrant dans 1'état s et Y, comme étant celui des événements bouclant sur
s mais n’appartenant pas a X. La définition découle alors tout simplement
des 2 formules trouvées, pour le cas ou s est initial ou non, dans le lemme de
I’addition 4.1.

Proposition 4.1 Si s est un état effeuillable, et si Ly est I’ensemble des événe-
ments bouclant sur l’état s mais n’appartenant pas a l’ensemble I, alors

(r =s)=1Ind(s,e € Is,e € Ly).

Preuve: Si s est un état effeuillable dans un automate A, alors, par définition
d’ “effeuillabilité”, on peut représenter 'automate A de la facon compacte sui-
vante:
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yGL L

x € I

L’automate A sera donc dans ’état s dans les deux cas suivants:

1. On est dans un état quelconque de A, on lit I’événement x et cet événement
est un annulateur de I'état s, c’est-a-dire que x € I.

2. On est dans ’état s et on lit un événement bouclant y, tel que y ¢ I,
c’est-a-dire que y € L.

De ce point de vue, il y a donc une équivalence entre 'automate A et 'automate
M du lemme de I'addition 4.1 et donc, si s est I’état initial, la formule pour
(r = s) est la formule pour I’état 0 de 'automate M, dans laquelle on substitue
le vecteur b par le vecteur e € I, et le vecteur ¢ par le vecteur e € Lg. Sil’état
s n’est pas initial, on utilise la formule pour ’état 1, dans laquelle on substitue
le vecteur a par le vecteur e € I, et le vecteur ¢ par le vecteur e € L. [ |

Théoréme 4.1 Si un automate A est effeuillable, alors il existe un algorithme
vectoriel pour A.

Preuve: Soit Q@ = {0,1,...,d — 1} un ordre sur les états de A tel que 1'état k
est effeuillable dans automate A\ {0, 1,...,k — 1}, et soit i I’état initial de A.

Etant donné une séquence d’entrée e = eqes . . . e, nous allons trouver le vecteur
de sortie r = 179 ... 7y, en calculant récursivement les vecteurs de bits (r = k)
pour k dans {0,1,...,d—1}.

Le cas k = 0 est le plus simple. En effet, comme 1’état 0 est effeuillable dans A
alors, par la proposition 4.1:

('T‘ = O) = Ind(O,e (= I(),e (= LO)

Supposons maintenant que le vecteur (r < k) est connu. Pour calculer le vecteur
(r = k), on doit considérer deux cas: soit I’état précédent s est plus petit que
k, soit il est plus grand.

Comme (r < k) est connu, on connait toutes les positions dans le vecteur r
pour lesquelles ’état précédent s est plus petit que k, ces positions peuvent étre
calculées par l'expression (7; » < k). On peut maintenant appliquer la table de
transition o de I'automate en ces positions et regarder si le résultat est k. Pour
résumer, on a que ’état précédent est plus petit que k et le résultat est k si et
seulement si:

(Tir <k)A(o(Tir e) =k). (4.6)
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Maintenant, si s > k, comme Pétat k est effeuillable dans A\ {0,1,...,k — 1},
on peut définir I’ensemble indicateur I de I'état k:

Sie€ I alors Vr € {k,...,d — 1} on a que o(r,e) = k.
Par ’hypothese d’ ”effeuillabilité”, on ne peut atteindre I’état k d’un état s > k
que par ces événements, et on boucle si s = k. Donc, le vecteur suivant couvre
au moins toutes les possibilités d’atteindre k d’un état s > k:

(r > k) A (e € I). (4.7)

En combinant les équations 4.6 et 4.7, on obtient le vecteur suivant qui couvre
au moins toutes les possibilités d’atteindre k, en partant d’un état différent de
k:

Ne=[(Tir <k)AN(o(TirTye) =k)]V[(r>k)A (e € I). (4.8)

Finalement, si Lj est I’ensemble des événements bouclant sur k mais n’apparte-
nant pas a ’ensemble I, on a:

(r = k) = Ind(k, Ng,e € Lg).
|

Voici une présentation en pseudo-code de 'algorithme présenté dans le théoreme
précédent. Commencons par définir le vecteur K comme étant (r < k), et
notons que, comme (T; r < k) = Tick (r < k), la valeur de (T; r < k) peut
étre obtenue par le vecteur T;«r K.

On commence par calculer (r = 0), puis on initialise K avec cette valeur:

(7‘:0) — Ind(O,eGIO,eELO)
K «— (r=0)

Maintenant, pour les valeurs successives de k dans {1,...,d — 2}, on exécute les
3 instructions suivantes:

N — [(Ti<k K) A (a(Tir,e) = k)] V [2K A (e € Ii)]
(r=k) <« Ind(k,N,e € L)
K « KV(r=k)

La valeur de (r = d — 1) est finalement calculée en prenant la négation du
dernier vecteur K. Voyons maintenant un exemple concret de l'exécution de
I’algorithme.

Exemple 4.6 Soit A l’'automate de I’exemple 4.3 et e = abbcbaceb une séquence
d’entrée. (Remarque: Les états de 'automate A sont déja dans l'ordre d’ ”ef-
feuillabilité”.)

La premiere étape consiste a trouver les positions de la séquence de sortie ou il
y a des 0. Pour ce faire on regarde toutes les transitions entrant dans I’état 0
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c’est-a-dire qu’on calcule le vecteur
(r=0) « Ind(0,e € Ip,e € Ly)

Ici, Iy = {a}, Lo = {b} et donc e € Iy est le vecteur caractéristique a de
I’événement a et e € Lg est le vecteur caractéristique b de I’événement b:

ecly = a
eELo = b

100001000,
011010001

Comme 0 est ’état initial de 'automate, on a, par la définition 4.3 que
Ind(0,e € Ip,e € Lg) = Ind(0,a,b) = aV [bA (—-a-+p—(aVbd))]

Apres calcul, on obtient finalement que (» = 0) = 111001000, ce qui nous donne
les éléments suivants du vecteur de sortie:

elalb|b|lc|blal|lc|c|b
r{0|0]0 0

L’étape d’initialisation de I’algorithme est maintenant terminée et on a:

(r=0) — 111001000
K «— (r=0)

Maintenant, pour calculer les positions du vecteur de sortie ou il y a des 1, il
faut commencer par calculer le vecteur suivant:

N = [(Ticat K)A(o(Tire) =1)]VI[~K A (e € )]

La partie [(Ti<1 K) A ((7; 7, e) = 1)] du vecteur représente les positions ot,
partant d’un état plus petit que 1 (et donc de I’état 0), une transition nous
amene dans ’état 1. On peut trouver facilement ces positions, en nous servant
de notre automate, ou de sa table de transition, et de notre table d’entrée-sortie:
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elalbl|ble|blalelc]|d
r|0]0]0]|1 01

Maintenant, comme on a regardé toutes les transitions entrant et sortant de
I’état 0, on peut enlever cet état de I'automate et regarder ce qu’il reste:

D

b

Dans cet automate, chaque fois qu’il y a un b dans le vecteur d’entrée, la sortie
est 1. C’est ce que nous fait calculer la deuxieme partie du vecteur IN, c’est-a-
dire la partie [7K A (e € I1)]. On obtient donc les nouveaux éléments suivants
du vecteur de sortie:

elalblblc|blalc|lc|bd
r|0(0]0|1]1]0]1

Comme L; est un ensemble vide, calculer le vecteur (r = 1) revient a calculer
le vecteur N. On a donc

N« 000100100 A 000010001 = 000110101
(r=1) < Ind(k,N,0) = N
K « Kv(r=1) = 111111101

Le dernier vecteur & calculer est (r = 2) et il est égale a la négation du dernier
vecteur K calculé:

(r=2) — =K = 000000010

Notre vecteur de sortie est donc

elalb|lblc|blalc|lc|b
r|0{0]0[11]0|1]2]1

ce qui met fin a notre exemple.

Il est clair que si on laisse de coté le test o(1; 7, €) = k, algorithme requiere
O(d) étapes élémentaires, étant donné que tous les vecteurs de la forme (e € S)
peuvent étre précalculés. Dans la prochaine section, dans le cas particulier de la
recherche approximative d’un mot dans un texte, nous donnerons une définition
simple et récursive pour le test o(T; r,e) = k. Cette définition utilise des
propriétés arithmétiques de la table de transition particuliere de ce probleme
qui ne peuvent étre généralisées. Le cas général sera traité au chapitre 5.
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4.3 Algorithme vectoriel pour la recherche approximative d’un
mot dans un texte

Dans cette section, nous verrons un cas particulier d’application de I’algorithme
de la section précédente a la bioinformatique. En fait, nous allons donner
un algorithme vectoriel pour résoudre le probleme de recherche approximative
d’un mot dans un texte, lorsque la distance utilisée est une distance d’édition
généralisée.

4.3.1 Rappel du probleme

On rappelle que ce probleme consiste, étant donné un mot P = py ...p,,, et un
texte T = t1...t,, & trouver toutes les occurrences approximatives de P dans
T. Formellement, on veut trouver toutes les positions j dans T telles que, étant
donné un nombre d’erreurs permis ¢ > 0, on a ming D(P,T'[g, j|) < t. Dans les
problemes de recherche en biologie, le mot P est habituellement assez court —
quelques centaines de caracteres — alors que 1" peut étre trés long.

Rappelons aussi que la solution classique (Sellers, 1980) est obtenue en calculant
la matrice des distances D[0..m,0..n] , avec la relation de récurrence:

D[Z — 1,] — 1] + (5(p,-,tj)
DI[i,j] = ming DJ[i,j—1]+¢ (4.9)
Dli—1,j]+c¢

et les conditions initiales D[0,j] = 0 et D[i, 0] = ic.

Les valeurs successives de D[m, j] peuvent alors étre comparées a ¢, donnant les
positions j du texte ou il y une occurrence approximative de P.

Exemple 4.7 Supposons que 'on veuille calculer les occurrences approxima-
tives, & une erreur pres, du mot TAT A dans le texte ACGTAATAGC ... avec
la distance d’édition habituelle. La matrice suivante est la matrice des distances
du probleme:

A C GT A AT A G C
00 000 0 0 0 0 0 O
T(1r 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1
A2 1 2 2 1 0 1 1 0 1
T3 2 2 3 2 1 1 1 1 1
Lignem |A|4 3 3 3 3 2 1 2 1 2
T T

Dans cette table, on voit qu’a deux occasions, le mot P est a une distance 1 de
sous-suites du texte — la sous-suite T AA, en position 6, et les sous-suites AT A,
AATA, et TAAT A, en position 8.
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Le calcul peut étre exécuté colonne par colonne requérant un temps O(nm) et
un espace O(m). Dans le but de faire mieux, commencons par mentionner un
lemme qui borne la valeur absolue des différences verticales et horizontales entre
deux valeurs du tableau:

Lemme 4.2 |D[i,j] — D[i — 1,j]| < c et |D[i,j] — D[i,j — 1]| <ec.

Preuve: Ces relations sont clairement vérifiées pour la premiere ligne et la
premiere colonne de la matrice, étant donné que DJ0, j] = 0 et D[i, 0] = ic.

Supposons maintenant qu’elles sont vérifiées pour les paires [i — 1, j] et [i,j —1].
On va montrer qu’elles seront alors aussi vérifiées pour la paire [7,j]. Par la
récurrence 4.9 on a que

D[Z — 1,] — 1] — D[Z — 1,]] +5(pi,tj)
C

Donc, D[i,j] — D[i — 1, j] < ¢. On doit maintenant montrer que DJi, j] — D[i —
1,j] > —c. Par hypothese, D[i—1, j—1]—D[i—1, j] > —cet, comme 6(p;,t;) > 0,
on a certainement que D[i — 1,5 — 1] — D[i — 1, 4] 4+ 0(ps, t;) > —c.

Finalement, comme D[i, j —1]—D[i—1, j]+c peut étre écrit de la facon suivante:
(Dl j =1 = Dli=1,7 = 1) +(Dli=1,j = 1] = D[i = 1,j]) + ¢,

et que chacun des termes entre parentheses est plus grand que —c, alors leur
somme est plus grande que —c.

Un argument similaire permet de démontrer que |DJ[i,j] — D[i,j —1]| <c. =

Comme les différences verticales et horizontales sont bornées, on peut coder le
calcul de la table des distances par un automate qui, nous le verrons dans ce qui
suit, est effeuillable.

4.3.2 Calculer les distances avec un automate

Comme c’est le cas pour tous les algorithmes vectoriels considérés au chapitre
précédent, notre algorithme utilisera un automate pour résoudre le probléme des
occurrences approximatives d’un mot P dans un texte 1. Par contre, contraire-
ment aux automates des algorithmes présentés précédemment, qui dépendaient
du mot P cherché, notre automate dépendra seulement de la distance d’édition
généralisée utilisée.

Dans ce qui suit, les notations employées sont une généralisation, a une dis-
tance d’édition généralisée, des notations introduites par Myers dans le cas de
la distance d’édition (voir la section 3.4).
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Avec les notations de la récurrence 4.9, définissons:

Ahi,j = D[Z,j] — D[Z,] - 1] +c

Du lemme 4.2, on a que Awv; j et Ah; ; font partie de I'intervalle {0, ..., 2c}, et si
les valeurs successives de Ah,, ; sont connues, alors la valeur du score, D[m, j],
peut étre calculée par la récurrence suivante, D[m, j| = Dim,j — 1]+ Ah,, j —c,
avec condition initiale D[m,0] = mc.

Avec quelques manipulations arithmétiques, on peut transformer 1’équation 4.9
en:

Av; 1+ 0(pi, t))
Ahi,j — min A’U@j_l + Ahi—l,j (4‘10)
2c

avec les conditions initiales suivantes: Ahg; = c et Av; o = 0.

On peut donc définir un automate B qui calculera la colonne de différences
horizontales Ah; = Ahy ;... Ah,, ; étant donné la séquence de couples suivante:

(Avj_1,0(p,t;5)) = ((Av1j-1,0(p1,t5)) - - - (Avm,j—1,0(Pm, t5)).

Les états de Pautomate B sont {0,...,2c}, I'état initial est c, et la fonction de
transition o de B est donné par:

Av+ 9§
o(s,(Av,d)) =minq Av+s
2c.
pour un événement (Awv,d) dans le produit cartésien {0, ...,2c} x{0,...,2c—1}.

Dong, si on connait une colonne de la table des distances D, ’automate B nous
donne l'information nécessaire & la connaissance de la colonne suivante de la
table.

Exemple 4.8 [’automate B suivant est au coeur du calcul des positions des
occurrences approximatives d’'un mot P dans un texte T, lorsque la distance
utilisée est la distance d’édition:

(0,0)
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Cet automate a été construit de la fagon suivante. Ici, la distance utilisée est la
distance d’édition et donc ¢ = 1. L’automate est donc constitué de trois états,
les états 0, 1 et 2, et I’état initial est 1. Comme ¢ =1, on a que Av € {0,1,2}
et § € {0,1}. En utilisant le fait que la fonction de transition o de B est définie,
dans le cas de la distance d’édition, par

Av+9
o(s,(Av,0)) =min{ Av+s
2.

on obtient la table de transition suivante, d’ou ’automate:

(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1) | (2,0) | (2,1)
0 0 0 1 1 2 2
1 0 1 1 2 2 2
2 0 1 1 2 2 2

Il est bien de mentionner ici que, lorsqu’on lit 'article de Myers (Myers, 1999)
entre les lignes, on se rend compte que lefficacité de son algorithme repose sur le
fait qu’il utilise un automate effeuillable qui est, en fait, 'automate effeuillable
de I'exemple 4.8.

L’algorithme de Myers est donc une variante de I'algorithme général suivant:

Théoréme 4.2 L’automate B pour le probléme de recherche approximative avec
distance d’édition généralisée est effeuillable.

Preuve: On va montrer que, pour k € {0,...,2c}, k est effeuillable dans By =
B\ A{0,...,k — 1}, avec 'ensemble d’événements (Awv,d) tels que Av+ § = k.

Premiérement notons que, comme Av+4 < k implique que o(s, (Av,0)) < k, les
seuls événements appartenant a ’automate Bj_1 sont ceux satisfaisant I’équation
Av+9>k. Si Av+ 9§ =k, alors min(Av + J, Av + s,2¢) = k, étant donné que
s > k pour les états dans By_q1. Si Av+d > k et s > k, alors le minimum est
certainement plus grand que k, et o(s, (Av,6)) > k. [ |

4.3.3 Notre algorithme vectoriel

Comme l'automate B est effeuillable, le théoreme 4.1 peut étre utilisé pour
produire un algorithme vectoriel lui correspondant. Rappelons que la partie
principale de I’algorithme contient trois instructions, ou ¢ est I’état initial et K
est le vecteur (r < k):

N — [(Tick K) A (a(Time) = k)] V[~K A (e € It)]
(r=k) — Ind(k,N,e€ Ly)
K «— KV((r=k)
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Dans le but d’adapter cet algorithme & ’automate B, on doit trouver de bonnes
expressions pour les formules (o (T; 7, e) = k), (e € Ii), et (e € Ly,).

La preuve du théoréme 4.2 nous donne une fagon simple de reconnaitre I’ensem-
ble des éléments de I. En effet, comme ’état k est effeuillable avec I’ensemble
des événements (Awv, d) tels que Av+§ = k, alors, sous I'hypotheése que (r > k),
on a:

(e € Ix) = (Av+ 6 = k).

Les événements bouclant sont aussi facilement détectables, étant donné que si
k = s < 2¢, alors soit Av = 0 ou Av+ 0 = k. Comme les événements de la
forme Av+ 6 = k sont dans Ij, les seuls événements bouclant n’appartenant pas
a Pensemble I sont ceux pour lesquels Av = 0. Maintenant, si I’état précédent
est k et que ’événement courant est tel que Av = 0 alors, par définition de la
fonction de transition o de 'automate, soit on va boucler sur &k (lorsque § > k)
ou on va se rendre dans un état plus petit que k (lorsque 6 < k). On peut donc
calculer le vecteur (r = k) de la fagon suivante:

(r = k) < Ind(k,N,(Av = 0)) A =K,

ou on a remplacé le vecteur e € Ly, de la formule précédente par (Av = 0) et
ol on ajouté la conjonction avec =K, pour ne garder des événements (Awv,?)
tels que Av = 0, que les événements bouclant sur k.

Finalement, dans le but de calculer les valeurs de (o(T. r,e) = k), on définit
le vecteur suivant:
Vi = Av + min(T. r, k)

Clairement, Vo = Aw et on a la relation récursive suivante entre Vi, et Vi _1:

Proposition 4.2

Vie=Vi—1+ (Ter < k)

Preuve: Commencons par démontrer qu’on a l'identité suivante, dans laquelle
nous additionnons des nombres et des valeurs de vérité:

min(a, k) = min(a,k—1)+ (a > k) (4.11)

En effet, supposons que k > a, alors min(a, k) = a = min(a,k—1)+0. De fagon
équivalente, si k < a alors, min(a, k) = k = min(a,k — 1) + 1. Maintenant, par
définition, on a que

Vi, = Av + min(Te 7, k).

En utilisant I’équation 4.11, on obtient que

Vi, = Av+min(Ter,k—1)+ (Ter > k)
= Vk—1+_‘(Tcr<k)
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La prochaine proposition montre que 'on peut remplacer le calcul des vecteurs
NN de lalgorithme avec le calcul d’une expression qui contient seulement Vj et
d’autres vecteurs connus. Notons que le vecteur IN peut étre écrit comme

N=[Ter <k)A(r=Ek)]V[r>k)A(Av+d§=k)]
en utilisant l'identités vectorielle (o (7; r,e) = k) = (r = k) et le fait que

(e € I)=(Av+0d =k),si(r> k).

Proposition 4.3 Le vecteur
N=[Ter <kE)A(r=Ek)]V[r>k)A(Av+d§=k)]
est €gal au vecteur suivant:

[((Ter <k)A (Ve =k)) V (Av+ 6 =K)|A(r 2 k).

Preuve: La preuve est élémentaire, mais plus facile & suivre si I'on se rappelle
les définitions de r et de Vi, composantes par composantes:

ri = min(Avi + 52‘7 A’UZ' +7ri-1, 26)

V]m‘ = A’UZ' + min(m_l, k‘)

Supposons que ;1 < k, et que r; = k, on va montrer que cela implique que
Vi = k ou que Av; +6; = k. En fait, si Av; +§; # k, alors comme par définition
r; < Av;+9;, on doit avoir que Av; +9; > k, ce qui implique que r; = Av; +7;_1.
Comme r;_1 <k, Vi =Av; +r;_1 =1; = k.

Siri_1 < ket Vg =k, alors Vi; = Av; + 1,1 = k. Comme r; < Av; + Ti—1,
alors r; > k implique que r; = k. [ |

En mettant tous ces morceaux ensembles, on obtient ’algorithme:

(r=0) <« Ind(0,Av+d=0,Av =0)
K «— (r=0)

V « Av
Pour les valeurs successives de k dans {1, ...,2c—1}, on exécute les 4 instructions
suivantes:
N « [((Te<e KYA(V =Ek))V(Av+6 =k)|ANK
(r=k) « Indlk,N,Av=0)A-K
K «— KvVv(r=k)
V — V + _‘(Tc<k: K)
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Dans le but de compléter la présentation d’un algorithme vectoriel pour le calcul
de Awvj, on utilise la relation Av; ; = Ah;_1 ; + Av; j_1 — Ah; j qui nous donne
I’équation vectorielle suivante:

A’Uj :TcAhj + A’Uj_l — Ahj.

Exemple 4.9 Voyons comment fonctionne notre algorithme en calculant, com-
me dans l'exemple 4.7, les occurrences approximatives, & une erreur pres, de
T AT A dans le texte ACGT AAT AGC..., quand la distance utilisée est la distance
d’édition. Rappelons qu’on a une occurrence de P, avec une erreur ou moins, se
terminant en position j de T si et seulement si D[m, j] < 1, ou m est la longueur
du mot P. Donc ici, & toutes les positions j telles que D[4,5] < 1, on a une
occurrence de P = TATA. Au départ, D[4,0] = 4 et notre algorithme nous
permettra de calculer les valeurs successives de D[4, j], pour j variant de 1 & n.

Au départ, comme la colonne 0 de la table des distances est la colonne 01234, le
vecteur de différences verticales correspondant a cette colonne est Avg = 0000.
La premiere lettre du texte 7" étant A, on a §(A,TAT A) = 1010, ce qui nous
donne le vecteur Av + & = 1010. Pour trouver Ahq, on se sert maintenant de
notre automate effeuillable décrit dans ’exemple 4.8.

La premiere étape consiste a trouver les positions de la séquence de sortie, c¢’est-
a-dire les positions dans le vecteur Ahq, ou il y a des 0. Pour ce faire on regarde
toutes les transitions entrant dans ’état 0

(2,1)
(2,0)

(0,0)

c’est-a-dire qu’on calcule le vecteur
(r=0) <« Ind(0,Av+d6=0,Av=0)

Ici, Av + 8 = 1010 et donc le vecteur Av + & = 0 est le vecteur 0101. De la
méme fagon, comme Av = 0000, on a que le vecteur Av = 0 est le vecteur
1111. Comme 0 n’est pas ’état initial de 'automate, on a, par la définition 4.3
que

Ind(0,Av +68 =0,Av=0) = Ind(0,0101,1111) = 0111.



76

Donc (r = 0) = 0111, ce qui nous donne les éléments suivants du vecteur de
sortie:

e (0,1) | (0,0) | (0,1) | (0,0)
r = Ah; 0 0 0

L’étape d’initialisation de l'algorithme est maintenant terminée et on a:

(r=0) — 0111
K — (r=0)
V.« 0000

Maintenant, pour calculer les positions du vecteur de sortie ou il y a des 1, il
faut commencer par calculer le vecteur suivant:

N « [((Mick K)A(V =k)V (Av+ 6 = k)] A =K

La partie (T1<x K) A (V = k) du vecteur représente les positions o1, partant
d’un état plus petit que 1, une transition nous amene dans 1’état 1:

(2,1)
(2,0)

e (0,1) | (0,0) | (0,1) | (0,0)
r = Ah; 0 0 0

On se rend compte que cela n’arrive jamais dans cet exemple particulier. Main-
tenant, comme on a regardé toutes les transitions entrant et sortant de I’état 0,

on peut enlever cet état de 'automate et regarder ce qu’il reste:
(2,1)

(2,0)
(1,1)

(1,0 1,1
(2,1)

(0,1)

(1,0)

Dans cet automate, chaque fois qu’il y a un couple (Aw,J), tel que Av + 6 =
1 dans le vecteur d’entrée, la sortie est 1. C’est ce que nous fait calculer la
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deuxiéme partie du vecteur IN, c’est-a-dire la partie (Av 4+ § = k) A =K. Cela
nous donne, dans ce cas, le dernier élément de notre vecteur de sortie:

e (0,1) | (0,0) | (0,1) | (0,0)
r=Ah; 1 0 0 0

On vient de calculer ’affectation suivante:
N < 0000A 1000 = 1000.

Maintenant, comme 1 est I’état initial, on obtient par la définition 4.3 que

(r=1) = Ind(l,N,Av =0) A =K
Ind(1,1000,1111) A 1000
1111 A 1000

= 1000,

et
K «— KV ((r=k)
«— 0111 v 1000
«— 1111.

Le dernier vecteur a calculer est (r = 2) et il est égale a la négation du dernier

vecteur K calculé:
(r=2) <« K = 0000.

On a donc trouvé que la premiere colonne de différence horizontales, Ahi, est
1000.

Il est bien de remarquer ici que méme si le calcul d’une colonne de différences
horizontales semble demander beaucoup de travail, il ne demande qu’en fait O(c)
opérations vectorielles, peu importe la longueur m du mot cherché P. En effet,
le calcul de chaque vecteur (r = k) demande un nombre constant d’opérations
vectorielles et nous devons calculer 2¢ de ces vecteurs.

Maintenant, comme Ahy 1 = 0, on a que

D[4,1] = D[4,0]+ Ahyy —1
= 4+0-1
= 3.

On n’a donc pas d’occurrences de TAT A, contenant une erreur ou moins, se
terminant en position 1 du texte. Pour trouver Ahs, on a besoin du vecteur
Aw1, qu’on trouve avec I’équation vectorielle suivante:

A’Ul = Tl Ahl + A’UO — Ahl
= 1100 + 0000 — 1000
= 0100.

On calculerait de la méme fagon Ahg en utilisant notre automate B sur le
vecteur d’entrée (Aw,d), on Av = 0100 et § = 1111, car la deuxiéme lettre du
texte T est C' et que 6(C,TATA) = 1111.
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4.3.4 Mesure de complexité

Il reste a éclaircir certains points pour obtenir une bonne implantation avec
vecteurs de bits de I'algorithme et sa mesure de complexité. Les procédures
essentielles a cette implantation sont celles pour ’assignation, la comparaison et
Iarithmétique modulo 2¢c + 1, avec retenue. Toutes ces opérations peuvent étre
raisonnablement implantées en temps O(loge) en utilisant les opérations sur les
bits.

La plupart des opérations de ’algorithme vectoriel pour 'automate B sont des
opérations habituelles sur les vecteurs de bits. L’implantation de (Av = 0)
et (Vk = k) est directe, si la comparaison modulo 2¢ + 1 a été préalablement
implantée. La somme Av + § peut étre implantée comme une somme bornée,
c’est-a-dire:

2c si Av + 0(mod 2c+ 1) nous donne une retenue

Av+o= { Av + 0(mod 2c+ 1) sinon

Donc, comme le nombre d’opérations de notre algorithme de la section 4.4.3
est O(c), la complexité en temps d’une implantation de notre algorithme, avec
vecteurs de bits, est de O(clogc) opérations vectorielles. Cette borne est tres
bonne en biologie, étant donné que la valeur de c¢ est toujours petite dans les
applications.



Chapitre V

DECOMPOSITION EN CASCADE D’AUTOMATES

La classe des automates apériodiques a, depuis de nombreuses années, été tres
étudiée en théorie des automates finis. Dans ce chapitre, nous démontrons
que l'on peut associer un algorithme vectoriel a tout automate apériodique.
La construction de cet algorithme vectoriel repose sur la décomposition en
cascade de Krohn-Rhodes (Krohn - Rhodes, 1965) et nous démontrons que
lalgorithme comprend souvent un nombre exponentiel (en le nombre de transi-
tions de 'automate) d’opérations vectorielles. D’un autre coté, nous montrons
que la décomposition en cascade des automates effeuillables est particulierement
simple et que ’algorithme sur les vecteurs de bits qui en découle est de com-
plexité linéaire en le nombre de transitions de 'automate.

5.1 Introduction

On s’intéresse a la question de savoir quels sont les automates, finis et détermi-
nistes, pour lesquels il est possible de trouver le vecteur de sortie 71 ... 7, des
états visités lors de la lecture d’un vecteur d’entrée ey ...e,,, en utilisant un
nombre constant d’opérations vectorielles. Au chapitre 4, nous avons identifié
une classe d’automates, les automates effeuillables, pour laquelle nous avons
démontré I'existence d’algorithmes vectoriels utilisant un nombre borné d’opéra-
tions vectorielles. Dans ce chapitre, nous allons étendre cette classe aux auto-
mates apériodiques en étudiant les liens entre la décomposition en cascade d’un
automate apériodique et les algorithmes vectoriels. Nous verrons que ces al-
gorithmes vectoriels, découlant de la décomposition en cascade d’un automate
apériodique, utilisent, dans le pire des cas, un nombre exponentiel (en le nombre
de transitions de l'automate) d’opérations vectorielles. Par contre, nous allons
montrer que les automates effeuillables admettent, avec cette méthode, des algo-
rithmes bit-vectoriels dont la complexité est linéaire en le nombre de transitions
de 'automate.

5.2 Construction de cascades d’automates

Dans cette section, nous présentons le concept de décomposition en cascade d’un
automate. Nous discutons ensuite de la complexité de cette construction.
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5.2.1 Définition de la décomposition en cascade

Le produit en cascade d’automates (Zeiger, 1967), et son équivalent algébrique,
le produit en couronne de semi-groupes, ont des définitions assez complexes.
Dans ce qui suit, nous allons d’abord donner 'idée générale de la construction
en termes simples. Nous formaliserons par la suite.

Considérons deux automates: I'automate By, avec n états, et 'automate B,
avec m états, que l'on va représenter par le diagramme générique suivant, ou a
représente une transition arbitraire de By et ou les transitions de By sont pour
I'instant non définies.

a

Bi Q) - Q/\O e ()

B @ Q @

Dans le but de définir le produit en cascade By o By, on attache & chacun des
états de B; une copie de 'automate By, ayant m états, et dont la fonction de
transition peut varier de copie en copie.

La machine, c’est-a-dire le produit By o By, opeére suivant le protocole suivant.
L’automate B; est dans un état courant —en vert — et chacune des copies de
Iautomate B est dans un méme état courant — aussi en vert. Cette paire
d’états représente [’état global de la machine.

a
5o D-al
_——;1" -7 ."a LI \(\1 T~ ‘\‘(;‘\
Bo Bo Bo Bo

Figure 5.1 Un état global du produit en cascade

Si la prochaine entrée est a, 'automate By réagit de fagon habituelle en suivant la
transition a. L’automate By réagit, quant a lui, en fonction de la copie attachée
a I’état courant de By. En assumant que I’état global de la machine est celui de
la Figure 5.1 alors, apres la lecture de I'entrée a, 1’état global du produit sera:
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a
1‘3}’_/’® ..;d\Qﬁ.@‘ o
Bs Bs Bs Bs

Figure 5.2 Le nouvel état global apres la transition a

11 est clair que 'on peut décrire le fonctionnement du produit avec un automate
ayant n X m états, étant donné que pour chaque état global (g1, ¢2), et chacune
des lettres de 'alphabet d’entrée, il y a un unique état global correspondant.
Cette construction peut aussi étre itérée, permettant le produit en cascade de n
automates. Plus formellement, on a la définition suivante du produit en cascades,
tirée de l'article de Maler et Pnueli (Maler - Pnueli, 1994). Ces auteurs ont
réécrit plusieurs définitions et théoreémes concernant les semi-groupes en terme
d’automates. Le traitement étant intéressant, nous I’emploierons dans ce qui
suit.

Définition 5.1 Soit B; = (Q1 X -+ X Q;—1 X X, Q;, ;) une famille d’automates
ayant comme alphabets d’entrée les produits Q1 X -+ X Q;_1 X X et ayant J;
comme fonctions de transition, possiblement partielles. Le produit en cascade
C=(%,Q,8)=DBioByo...o0By est un automate tel que:

1. Q=Q1 X ... X Qg

2. La fonction de transition globale, ¢’, est évaluée coordonnée par coor-
donnée par

§(q1-..qe,0) = (61(q1,0),02(q2, (q1,0))s - - - Ok, (q1 - - - qr—1,0)))

Pour pouvoir définir le concept de décomposition en cascade d’un automate, on
doit d’abord définir ce qu’est un homomorphisme d’automates.

Définition 5.2 Une fonction surjective ¢ : Q — @' est un homomorphisme
d’automates, de A = (£,Q,d) a A" = (X,Q’, '), si elle satisfait ’égalité suivante,
Vg e Q et Vo e

0(0(q,0)) = &'(¢(q), 0).

On dit que ’homomorphisme d’automates est partiel lorsqu’il n’est défini que
sur un sous-ensemble de Q.

Exemple 5.1 Soient A et A’ les automates suivants sur 'alphabet ¥ = {a, b}:



82

a “ b
A bmb
a
a
A QL D
b

L’homomorphisme ¢ : Q \ {1} — Q' définit par ¢(2) = 11 et ¢(3) = 00, est un
homomorphisme partiel d’automates car

¢(6(2,a)) = p(2) = 11 = §'(11,a) = §'(¢(2), a),

©(6(2,b)) = ¢(3) = 00 = &'(11,b) = &'(p(2),b),

©((3,a)) = ¢(2) = 11 = §'(00,a) = §'(¢(3),a),

p(6(3,0)) = ¢(3) = 00 = &'(00,b) = &'(¢(3),b),
et que lorsque ¢ = 1, la fonction ¢ n’est pas définie.

La décomposition en cascade d’'un automate A peut alors étre définie comme
suit:

Définition 5.3 Soit A un automate. Une décomposition en cascade de A est
donnée par un produit en cascade C = ByoBso...0o By, k > 1, et un homomor-
phisme —possiblement partiel- ¢ de C a A.

Exemple 5.2 Soit 'automate suivant:

a a
JsoglipouliB ol
b b

Figure 5.3 Un compteur borné

Cet automate admet la décomposition illustrée dans la figure 5.4 avec I’homomorphisme

©(0,0) =1 ¢(0,1) =p(1,0) =2 ¢(1,1) =3.

Dans cet exemple, le comportement global C du produit en cascade, et ’homo-
morphisme ¢, peuvent étre illustrés par le diagramme de la figure 5.5.
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By b ‘@.c. a

B a,ba ba,b

b

Figure 5.4 Une décomposition en cascade

Figure 5.5 L’homomorphisme de C = By o By a A

Un théoreme de Krohn et Rhodes, (Krohn - Rhodes, 1965), dit que tout auto-
mate admet une décomposition en cascades dont les composantes sont tres sim-
ples, et dont la nature reflete les propriétés algébriques du langage reconnu par
I’automate. Mais avant d’énoncer ce théoreme, il nous faut quelques définitions.

Définition 5.4 Soit A un automate, on définit trois types particuliers de tran-
sitions dans A:

1. Un événement a de l'alphabet d’entrée ¥ de A est appelé un reset si la
fonction induite par a sur les états de A est constante:

a a

Figure 5.6 Un reset

2. Un événement a de alphabet d’entrée ¥ de A est appelé une identité si
la fonction induite par a sur les états de A est la fonction identité:
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a a a

. 8.8 .8
Figure 5.7 Une identité

3. Un événement a de I'alphabet d’entrée X de A est appelé une permutation
si la fonction induite par a sur les états de A permute I’ensemble des états
sur lesquels a est définie:

A @ @ @

a a

Figure 5.8 Une permutation

Définition 5.5 Un automate reset est un automate dans lequel toutes les lettres
a € % induisent des resets ou des identités. Un automate permutation-reset est
un automate dans lequel chaque lettre a de Y induit soit une permutation, soit
un reset sur les états sur lesquels a est définie.

Théoréme 5.1 (Krohn-Rhodes, 1965) Tout automate A posséde une dé-
composition en cascade C = By o By o... o0 By, ou chaque automate B; est un
automate permutation-reset. [ |

5.2.2 Problemes reliés a la décomposition

Le probleme avec le théoreme 5.1 est que sa preuve ne donne pas de fagon simple
pour construire une décomposition en cascade d’un automate. Bien str, a partir
d’une cascade d’automates, on peut facilement trouver un automate A dont
cette cascade peut provenir. Voyons cela sur un exemple.

Exemple 5.3 Etant donné la cascade suivante:

a,b

L ‘0‘“ .. a
Phd N
[N
\ N
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Le produit en cascade des automates By et By est 'automate C = B1 0By suivant:

qu’on obtient en utilisant la définition 5.1 de la fonction de transition globale.
Soit ¢ ’homomorphisme:

©(01) = q1, ©(00) = p(11) = g2, ¢(10) = g3.

Avec cet homomorphisme, on obtient I'automate A suivant, tel que (C, ) est
une décomposition en cascade de A:

Le probleme est qu’a partir d’un automate A, il est rarement facile de trouver une
décomposition en cascade de .A. Maler et Pnueli (Maler - Pnueli, 1994) proposent
un algorithme exponentiel pour construire une décomposition en cascade d’'un
automate. Cette construction passe par plusieurs constructions intermédiaires et
a une taille exponentielle en le nombre d’états de I'automate. Dans la prochaine
section, nous parlerons de la spécialisation du théoreme de Krohn et Rhodes
aux automates apériodiques et nous montrerons comment associer un algorithme
vectoriel a une décomposition en cascade.

5.3 Algorithmes vectoriels associés aux automates apériodiques

Dans cette section, nous verrons que 'on peut associer un algorithme vecto-
riel & tout automate apériodique. Mais commencons par définir le concept
d’automates apériodiques.
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5.3.1 Définitions et exemples

Soit A un automate. En général, un mot e induit une permutation non-triviale
des états de 'automate A s’il existe une séquence de k > 1 états de A qui sont
reliés cycliquement par la lecture de e.

Définition 5.6 Un automate est apériodique si aucun mot n’induit une permu-
tation non-triviale des états.

Exemple 5.4 L’automate A suivant est apériodique:

Figure 5.9 Un automate apériodique

Cela vient du fait que que la fonction induite par la transition a est la fonction
constante 2, et la fonction induite par b est la fonction constante 1. Il est clair
que dans cet automate, aucun mot n’induit une permutation non-triviale des
états.

Exemple 5.5 L’automate B suivant n’est pas apériodique:

Figure 5.10 Un automate non-apériodique

En effet, le mot e = ab induit la permutation non-triviale suivante des états de

B:
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ab

QX

ab

Théoréme 5.2 (Krohn - Rhodes, 1965) Tout automate apériodique admet
une décomposition en cascade ne contenant que des automates resets binaires (a
2 états). [ ]

5.3.2 Les décompositions en cascade sont des algorithmes vec-
toriels

Le théoreme 5.2 nous donne le lien entre les automates apériodiques et les algo-
rithmes vectoriels. En effet, étant donné la décomposition en cascade (C, ) d'un
automate apériodique A, il est facile de produire une caractérisation logique des
états de sorties de A. Voyons cela sur un exemple.

Exemple 5.6 Regardons la décomposition en cascade de 'automate suivant:

a a
b b

Cet automate admet la décomposition en cascade de la Figure 5.11 avec I’homo-
morphisme

©(0,0) =1 ¢(0,1) = ¢(1,0) =2 ©(1,1) = 3.

a
. JeOgiiBOeL
Phd N
//// // b \\ \\\
-7 / \ S
_- ’ \ S
- / \ ~
-7 / \ a ~<
- / . SO
Ba b X0) (1Da b 10) (1D a,b

b

Figure 5.11 Une décomposition en cascade de A

Comme ¢(0,0) =1 et que p(z,y) # 1 si (z,y) # (0,0), on a que

A est dans I’état 1 ssi
B est dans I'état 0 A By est dans 1’état 0

En général, puisque ’homomorphisme ¢ est surjectif, on a que chaque état s de
I'automate A posséde une image inverse, ¢~ !(s), constituée d’un ou plusieurs
état global de la décomposition en cascade. Comme chacun de ces états peut
s’écrire sous la forme By est dans I’état s1 et ... et BB, est dans I’état s, on a le
résultat suivant:



88

Corollaire 5.1 Pour tout automate apériodique A, la proposition “A est dans
l’état s” est équivalente a une disjonction de propositions de la forme:

B1 est dans l’état s1 A ... \ B, est dans l’état s,,

ot chaque B; est un automate reset binaire. [ |

Le corollaire 5.1 implique que le probléme de transformer un calcul sur un auto-
mate apériodique en un algorithme sur les vecteurs de bits se réduit au probleme
de trouver des algorithmes vectoriels pour les automates resets binaires.

Un automate reset binaire a une structure tres simple que nous représentons par
I’automate générique suivant.

Figure 5.12 Un automate reset binaire

Les lettres a et b sont des resets des états 1 et 0, respectivement. La lettre c
induit une identité.

Supposons que I'état 0 est I’état initial et définissons L, comme étant I’ensemble
des mots non-vides se terminant dans I’état q. On a alors la caractérisation
suivant de L.

Lo={e|leestc...c,ouilyaunbdans e et aucun a depuis le dernier b}

Etant donné un mot e, considérons ses vecteurs caractéristiques a et b. Une re-
formulation du lemme de addition (lemme 4.1) fait le lien entre 'appartenance
a Lo et des opérations sur les vecteurs de bits:

Lemme 5.1 (Le lemme de ’addition, version 2) Le mot e € Lo si et
seulement si le dernier bit de

bV(ﬂa /\(a 4+ b))

est 1.

Preuve (version 2): Supposons que e est dans Ly. Si e est de la forme c...c,
alors @ = b =0...0, et on obtient facilement que ~a A (a 4+ =b) =1...1.

Maintenant, supposons qu’il y a un b dans e et aucune occurrence de a depuis la
derniére occurrence de b; supposons aussi que la derniere lettre de e n’est pas b,
étant donné que, dans ce cas, la premiere partie de la formule rend la proposition
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toujours vraie. Alors, e peut s’écrire comme ybc...c pour un certain mot y.
On peut alors calculer partiellement 1’expression —a A (a +p —b) comme suit.

a =700 ...0

-b =701 ... 1

at+p—-b = 7 72 1 ... 1
—aANa+p-b) = 7 7 1 ... 1

D’un autre c6té, supposons que le dernier bit de b V (—a A(a +p —b)) est 1.
Alors, on a soit que le dernier bit du vecteur b est 1, et dans ce cas e est
certainement dans Lo, ou que le dernier bit de —a A (a +p —b) est 1. Dans ce
cas, on peut assumer que la derniere lettre de e est ¢, et que le dernier bit de la
somme binaire a +p —b est 1, ce qui correspond a la somme 04+ 1 = 1. Dans
I'automate d’addition binaire,

14+1/0
0+0/0 1+1/1
0+1/1 0 0 041/0
140/1 140/0
0+0/1

on a que 0+1 = 1s’il n’y a pas d’occurrence de 1+1 depuis la derniére occurrence
de 0 4+ 0. Cela ce traduit, dans notre cas, littéralement par “il n’y a eu aucune
occurrence de a depuis la derniére occurrence de b”. [ |

Maintenant, le corollaire 5.1 et le lemme 5.1 impliquent le théoréme suivant.

Théoréeme 5.3 Les états de sortie d’un automate apériodique peuvent toujours
étre calculés par un algorithme bit-vectoriel. [ |

Exemple 5.7 Reprenons l'automate de ’exemple 5.2:

a a
A QO B TEDe
b b

Le Figure 5.4 donne une décomposition en cascade de ’automate A. On présente
ici cette décomposition dans une forme un peu différente mais plus standard:
les deux copies de 'automate By ont été confondues, et les transitions dans By
ont maintenant un préfixe, correspondant a I’état de By auquel la copie était
accrochée.

Par exemple, dans la Figure 5.13, la transition 0b représente la proposition:
Uautomate By était dans ’état O et ’événement courant est b.

Nous avons déja mentionné, a I’exemple 5.6, que 'automate A est dans I'état 1
si et seulement si la cascade B; o By est dans ’état global (0,0).
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a
B, D
b
la
0b Oa
5 RO D%
Oa 1b
0b
Figure 5.13 Une facon compacte de représenter une décomposition en cascade
En utilisant le lemme de I’addition (lemme 5.1) on a que 'automate B; est dans
I’état 0 si et seulement si:
b V(—a A(a +p b)), (5.1)
et 'automate By est dans I’état O si et seulement si:
0b V(—la A(la +p —0b)). (5.2)
Comme le vecteur b implique le vecteur —a, ’équation 5.1 peut étre remplacée
par b. Dans I’équation 5.2, on a les deux propositions suivantes:

0b : B; était dans I’état O et la transition courante est b
la : DB; était dans I'état 1 et la transition courante est a

qui se traduisent, respectivement, comme suit:
1) (Tib)Ab
2) —|(T1 b)/\ a.

En utilisant I’équivalence propositionnelle = (11 b) < (Tg —b), la deuxieme
proposition devient Top @ A a et on peut réécrire la formule 5.2 comme suit:

(T1b A bD)V(—(Toa AN a)AN((Toa A a)+p(T1 b A Db))).

Comme le vecteur b implique —(Tg @ A a), 'équation précédente est équiva-
lente & I’équation suivante:

(11 AN DBVBA(Toa A a)+p—(T1 b A D))). (5.3)

Finalement, en utilisant I’équivalence logique (p A q) V(g AT) < gA(pVr),
I’équation 5.3 devient:

b /\(Tl b V((TQ a N a)—|—bﬂ(T1 b A b)) (54)

Donc, étant donné un vecteur d’entrée e, on a que 1’état de sortie de 'automate
A est 1 si et seulement si I’équation 5.4 est vérifiée et cette équation ne de-
mande que 9 opérations sur les vecteurs de bits; 3 déplacements vers la droite,
3 conjonctions, une négation, une disjonction et une addition binaire.
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5.3.3 Lien avec la logique temporelle et complexité

La construction de la section 5.3.2 est, malheureusement, possiblement expo-
nentielle en le nombre de transitions de 'automate. Cela vient du fait que, dans
plusieurs cas, certains états de 'automate A doivent étre encodés par un nombre
exponentiel de configurations dans la décomposition en cascade de ’automate.

Exemple 5.8 Soit 'automate suivant:

a a a
A panl L B YD

b b b
Figure 5.14 Un compteur borné

Cet automate admet la décomposition suivante avec I’lhomomorphisme ¢(000) =
1, ¢(010) = ¢(100) = ¢(001) = 2, p(110) = p(011) = p(101) = 3 et p(111) = 4.
Dans la décomposition seulement les transitions induisant des resets ont été
dessinées, les identités ont été omises:

B, b .@ a

.E @.Q
'. '.
—_

IS

B, 0b (10

0b
11a
Bs 00b .@.ﬂ. 11a

00b

Le comportement global C du produit en cascade est illustré dans le diagramme
suivant:

C:Bloggolgg
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Dans cet exemple, ’état 2 de automate A correspond aux états globaux 100,
010, 001 de la cascade C et ’état 3 correspond aux états globaux 110, 101 et 011.
Ce nombre exponentiel de configurations pour certains des états de A implique
que la longueur des expressions logiques qui encodent les langages reconnus par
ces états peut étre exponentielle en le nombre de transitions de A.

Plus généralement, Maler et Pnueli (Maler - Pnueli, 1994) ont démontré que
pour un compteur borné A a n états (et donc ayant 2n transitions), la plus
petite décomposition en cascade pour A est une décomposition C = By ... B,
ayant O(2") transitions.

Une autre fagon d’étudier la complexité de nos algorithmes est de faire le lien
entre les automates resets et la logique temporelle du passé (Pin, 1997).

Dans (Maler - Pnueli, 1994), Maler et Pnueli définissent les formules logiques
suivantes:

Définition 5.7 Soit A = (%,Q,4,i, F') un automate reset et soit X' C X, le
sous-ensemble des éléments de ’alphabet d’entrée qui induisent des resets dans
A. Pour chaque état ¢ € ), on définit les formules logiques du passé suivantes:

ing = \ c,

{oc€¥’ : o entre dans ¢}

outy = \/ o.

{c€X’ : o sort de q}
Maler et Pnueli démontrent alors la proposition suivante:

Proposition 5.1 L’ensemble L, des mots finis dont la lecture se termine a
l’état q est exactement l’ensemble des mots satisfaisant la formule logique sui-
vante:

P4 = (moutq)S(ing),
ou lexpression xSy se traduit par “x depuis y” (S = since). [ |

(On pourrait traduire I'expression (—outy)S(ing) par “Il n’y a pas eu de transi-
tions sortant de I’état ¢ depuis le dernier reset vers ¢”.)

La propositon 5.1 implique que

Corollaire 5.2 Tout langage L, peut étre exprimé par une formule logique du
passé de longueur O(|X]). ]

Ce corollaire implique, avec un peu de travail de logique du passé (voir (Maler
- Pnueli, 1990)), le corollaire suivant:
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Corollaire 5.3 Tout langage accepté par un automate apériodique & n états
peut étre exprimé par une formule logique du passé de longueur O(2M°9").  m

La deuxiéme version du lemme de ’addition 5.1 nous donne une reformulation
de 'appartenance a un ensemble L, en termes d’opérations vectorielles. Les
résultats négatifs du corollaire 5.3 s’appliquent donc aussi, malheureusement, a
nos algorithmes vectoriels.

5.4 Le cas des automates effeuillables

Dans cette section, nous allons voir que si A est un automate effeuillable alors
on peut construire une décomposition en cascade particulierement simple de A
qui correspond a un algorithme vectoriel linéaire en le nombre de transitions de
A. Tout au long de cette section, nous allons supposer que A est un automate
effeuillable avec n états, dont la fonction de transition est §. Rappelons qu’un
automate effeuillable (voir la définition 4.3) est un automate pour lequel il existe
un étiquetage des états de 1 a n tel que, pour chaque transition b,

§(k,b) < k implique que V&' > 6(k,b), &(k',b) = §(k,b).

Si on pense aux états de A comme étant les sorties d’un calcul, la propriété ci-
dessus signifie que, si la sortie diminue, alors sa valeur ne dépend que de I'entrée
et non de I’état courant de I’automate.

5.4.1 Décomposition en cascades d’un automate effeuillable

Dans cette section nous voyons que si un automate est effeuillable, alors on
peut construire une décomposition en cascade simple pour cet automate. Nous
verrons aussi le résultat inverse a savoir que cette décomposition, construite dans
ce qui suit, provient nécessairement d’un automate effeuillable.

Théoréme 5.4 Soit A = (X,Q,0,i, F) un automate effeuillable a n états. On
va supposer que les états sont dans l'ordre d’ effeuillabilité” et que ’ensemble
d’états est Q = {1,...,n}:

a

A@”@

b
L’automate A admet une décomposition en cascade de n automates binaires
resets C = Byo...oBy_1, avec ’homomorphisme' go(lkO"_k) =k, ou chaque B;
est de la forme:

'L’homomorphisme ¢ implique que I’état global de la cascade correspondant au fait
que les k premiers automates I3; sont dans ’état 1, et que les suivants sont dans 1’état 0 est
I'image inverse de ’état k de ’automate.
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avec un reset 1¥0'=%a, vers Uétat 1, pour chaque transition a et état k dans
lautomate A tel que:
d(k,a) > 1>k,

et un reset 1'b, vers l’état 0, pour chaque transition b et état k dans Uautomate
A tel que:
d(k,b) <i<k.

En d’autres mots, les transitions de type a, qui augmentent la valeur de 1’état

de sortie dans A, induisent des resets vers I’état 1 dans B;, et les transitions de
type b, qui diminuent la valeur de la sortie induisent des resets vers 1’état 0.

Remarque: L’automate By de la décomposition restera toujours dans I’état 1
lors de la simulation de I'automate A par sa décomposition en cascade. By a
donc aucun reset.

Exemple 5.9 Voici un automate effeuillable A et sa décomposition en cascade:

abe(®) @D abe Bo

b
¢ ¢ le
a,b ‘@ @ ¢ 1o QY JODEI
@ b la
e
11a,11b (3O W 11e B
;‘: -__-
“lla”
11b

Figure 5.15 Un automate effeuillable et sa décomposition en cascade

Dans la cascade, les identités ont été omises dans les automates B; et Bo, pour
ne pas alourdir le dessin et les resets dessinés d’une certaine couleur proviennent
des transitions de 'automate ayant la méme couleur.

Les propriétés élémentaires suivantes de la construction peuvent étre facilement
vérifiées:
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Propriété 1 Une transition a qui augmente I’état de sortie, définie a partir de
I'état k induit un reset vers I'état 1 dans chacun des automates de By a B, q)—1-

Propriété 2 Une transition b vers ’état d(k,b), qui diminue la valeur de ’état
de sortie, induit, par “effeuillabilité”, un reset vers I’état 0, étiqueté par 1'b,
dans chacun des automates B;, pour i de §(k,b) an — 1.

Pour démontrer le théoreme 5.4 nous devons premierement démontrer que les
automates B;, apparaissant dans la décomposition en cascade d’un automate
effeuillable, sont bien des automates resets. Nous devons ensuite voir que ¢ est
bien un homomorphisme d’automates de C vers A.

Lemme 5.2 Pour chaque i, 0 < i <n—1, B; est un automate reset.

Preuve: Dans le but de montrer que B; est un automate reset, on doit montrer
qu’il n’y a aucune transition de la forme

B;

G.(‘J

dans les automates ;. Par construction, une telle transition peut seulement
étre de la forme suivante:

La transition 1°c de I’état 0 & 1 implique qu’on a une transition c¢ partant de
I’état ¢ de A et se rendant dans un état strictement plus grand que ¢, ¢’est-a-dire
qu’on a (i, c) > i.

La transition 1%c de I’état 1 & 0 implique, quant & elle, qu’il existe un état j > i
qui est envoyé sur un état < ¢ par une transition ¢, c’est-a-dire que §(j,c) < i.

L’hypothese d’“effeuillabilité” implique alors que
Vk =2 0(j,c),  0(k,c) =6(j,c).

Donc, en particulier, comme i > 6(j, ¢), on devrait avoir que §(i,c) = 6(j,¢) <
ce qui contredit le fait que 0(i,c) > 1. |

Maintenant, pour démontrer que la fonction ¢ du théoreme 5.4 est un homo-
morphisme d’automates, on doit commencer par démontrer le lemme suivant:
Lemme 5.3 Sout 5/(q0 «e o Qn—1, 0) = (50((]07 0)7 s aén—l(Qn—lv (qO <o Qn—2, 0)))

la fonction de transition de la cascade C = Byo...oB,_1, alors

§(k,c) =7 ssi &' (170" ¢) = 190",
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Preuve: On va considérer trois cas:

1. E<y

Dans ce cas, si 0(k,c) = j, on a, partant de I’état k, une transition aug-
mentant la valeur de ’état de sortie et par la propriété 1, ¢ induit un reset
vers ’état 1 dans chacun des automates de By, a B;_1 de la cascade.

1k0n—k 1j0”—j
CINOR S ® @b
Br-1 @ @ 5 © @):)ka1
By o By
: resets
Bj-1 Bj-1
@ o 5 @ o5
® @ B ® @ B

Figure 5.16 Cas k < j

Alors, &' (1F0"7F, ¢) = 170"77. Réciproquement, si & (1¥0"* ¢) = 19077
alors les resets de la figure 5.16 sont définis et, par la propriété 1, ils ne
peuvent étre définis que si d(k,c) = j.

2. j=k

Dans ce cas, si d0(k,c) = k, la transition ¢ induit seulement des identités
dans la cascade, ce qui implique que ¢’ (1k0”_k, c) = 180" Réciproque-
ment, si & (1¥0"7% ¢) = 1%0"* cela signifie que, pour la transition c,
aucun reset n’est défini dans a cascade et alors, on doit avoir que 6(k,c) =
k, car toutes les autres possibilités induisent au moins un reset dans la
cascade.

k>

Si 6(k,c) = j, on a une transition partant de 1'état k vers un état plus
petit et alors, par la propriété 2, la transition ¢ induit un reset vers 1’état
0 dans chaque automate de B; a B,,_1 de la cascade de la figure 5.17.

Alors, on a bien que §'(1¥0"*, ¢) = 170"~J. Réciproquement, si
§'(1%0"* ¢) = 170"77, on a des resets de 1 & 0 dans chacun des automates
de Bj a Bj_1, au moins. Alors, la propriété 2 implique que 6(k,c) =j. m

En utilisant le lemme précédent, on a le finalement le résultat suivant:
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1k0n—k 1j0"—j
Bo @ @ © @D 5o
Bi-i@ @ 5 © @PFi—
55 . B
S NO

resets

Bk

(.

Bn-1

. ﬁffiﬁ R¢

i..
S
i

Figure 5.17 Cas k > j

Preuve du théoréme 5.4: Le lemme 5.3 implique que le sous-automate de C
généré par I’ensemble des états de la forme 1¥0" =% k > 1, est isomorphe & A et
donc C est une décomposition en cascade pour A. [ |

Pour terminer cette section, on voudrait démontrer que si on a une décompo-
sition de la forme décrite dans le théoreme 5.4 alors cette décomposition provient
nécessairement d’un automate effeuillable.

Définition 5.8 Soit C = By o --- o B,,_1 une cascade ne comprennant que des
automates B; binaires resets. Si cette cascade a la propriété de rester toujours
dans ses états de la forme 10" %, pour 1 < k < n, lors de la simulation de
I’automate A dont elle provient, alors on dit que la cascade est jolie.

Lemme 5.4 Sion a une jolie cascade C = Byo...oB,_1 et une fonction partielle
© telle que p(1F0"F) =k, pour k =1...n, alors (C,¢) est la décomposition en
cascade d’un automate effeuillable ayant n états {1,...,n}.

Preuve: On va montrer que si un automate A n’est pas effeuillable alors il
est impossible de construire une jolie cascade a partir de A. Si A n’est pas
effeuillable alors il existe un certain k& pour lequel I’état k n’est pas effeuillable
dans A\ {1,...k — 1}. Alors, il existe une transition a d’un état s a un état k,
ou s > k, et une transition a d’un état e; a un état ey, o e1 et eg > k:

a

© @ a® e o

a

Figure 5.18 Un automate non-effeuillable A
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Maintenant, supposons qu’il existe une jolie cascade pour A. Alors, pour rester
dans les états de la forme 1%0"~%, la transition a de Pétat s & Détat k < s dans
A implique les transitions suivantes dans la cascade:

1. On boucle sur I'état 1 dans les automates B;, pour ¢ tel que 0 < i < k,
avec une transition de la forme 1%a.

2. On a un reset 1’a de I’état 1 & ’état 0 dans les automate B;, pour i tel que
k<i<s.

Maintenant, la transition de ’état e & ’état ex dans A, ol e1 < es et eq, e > k
implique, comme la cascade est jolie, les transitions suivantes dans la cascade:

3. On boucle sur I’état 1 dans les automates B;, pour 7 tel que 0 < i < eq,
avec une transition de la forme 1%a.

4. On a un reset 1°10°~¢1q de I’état 0 & I’état 1 dans les automate B;, pour i
tel que e; <17 < es.

Les transitions 2. et 3. sont alors contradictoires dans les automates B; pour @
tel que k <7 < e, et donc notre cascade ne peut étre jolie. [ |

5.4.2 Un algorithme bit-vectoriel linéaire

La structure simple des automates B;, de la décomposition d’un automate effeuil-
lable, va nous permettre de construire un algorithme bit-vectoriel linéaire pour
A en utilisant le lemme 5.1. Considérons les propositions logiques suivantes:

P;: L’automate A va dans l’état <.
Q; : L’automate B; va dans I’état 0.

Pour i dans [1..n—1], le théoréme 5.4 implique que P; est équivalent & Q; A—=Q;—_1,
et P, est simplement —@Q,_1. Alors, si nous connaissons la valeur des @;, on
peut calculer la sortie de A en O(n) étapes.

Pour un automate B; dans le produit en cascade, on commence par former la
disjonction de tous ses resets. On utilise les notations suivantes:

a; = \/ 1%0"*q
o(k,a)>i>k

b = \/ 1%
S(k,b)<i<k

Du lemme de I’'addition, on a alors la formule suivante:

Qi =b; V(—a; N(a; +b bs)).
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La partie un peu plus difficile est que, puisque les disjonctions se font sur des
paires d’états et de transitions, calculer chacun des vecteurs a; et b; peut de-
mander O(mn) étapes, ou m est la cardinalité de I’alphabet d’entrée pour .A.
Alors, le temps total du calcul serait de O(mn?).

Heureusement, il existe des formules récursives pour calculer les a; et les b;, qui
réduisent le temps total du calcul & O(mn). Ici, I représente ’état initial de
lautomate A.

Lemme 5.5 Les vecteurs a; et b;, pour i > 1 sont donnés par:
ai=(=Q\_y Al \/ a)V(ai—1 A Qi A=( '\  (lizk P A a))))
8(i,a)>1 O(k,a)=i>k
bi=(~Q}_; Albi—r Vv \/ b))

5(k,b)=i<k

0t Q)1 =Tis1 Qi—1.

Preuve: La formule pour la disjonction, a;, des resets de la forme 1¥0°~*q dans
I'automate B;, peut étre séparée en deux, dépendamment si kK = ¢ ou non:

a; = \/ 1'a | v \/ 1k0i*q
8(i,a)>1 O(k,a)>i>k

Les transitions de la forme 1%a signifient que ’état précédent de I'automate A
est au moins i, et alors I’état précédent de I3;_1 doit étre 1. On doit donc avoir
que, 7(Ti>7 Qi—1) est vrai, ou la valeur booléenne i > I est la pour que tout
se passe bien avec l’état initial. (En effet, au départ de la lecture de l’entrée,
on est dans I'état initial I et si i > I alors B;_; est dans 'état 0.) La premiere
partie de la disjonction devient alors

(—|Q;_1 AN \/ a )

8(i,a)>1

Dans la deuxi¢me partie de la disjonction, les transitions de la forme 1¥0°%q,
avec k < i, signifient que 1’état précédent est strictement plus petit que i, ce
qui est équivalent a la formule (1;>7 Q;—1), et toutes les transitions qui étaient
dans a;—1 sont aussi dans a; sauf celles pour lesquelles §(k,a) = i. Maitenant,
la formule pour la disjonction des resets de la forme 1°b dans 'automate B; est

la suivante: '
b = \/ 1.
5(k,b)<i<k

Les transitions de la forme 1% signifient que I'état précédent de I’automate A
est au moins 7, et alors I’état précédent de B;_1 doit étre 1. On doit donc avoir
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que, 7(Ti>7 Qi—1) est vrai. De plus, toutes les transitions qui étaient dans b;_q
sont aussi dans b; sauf celles pour lesquelles 6(k,b) = i < k. Ces faits impliquent
la formule suivante pour b;:

bi = (0Qi_y Albir VvV \/ b))
§(kb)=i<k

Soit A un automate effeuillable d’états {1,...,n}. Pour le calcul de la sortie
T =T71...7m, des états visités par A lors de la lecture d’un vecteur d’entrée e
=e1...€ny, on obtient finalement ’algorithme linéaire suivant:

On commence par trouver les positions du vecteur de sortie correspondantes au
premier état effeuillable de 'automate, c’est-a-dire I’état 1 en nous servant de la
proposition 4.1:

(7‘ = 1) = P1 = Ind(l,e € Il,e c Ll)

Maintenant, pour ¢ de 2 a n — 1, on calcule

ai — (=Qi_; AL\ a)V(ait A Qj_; A (Timk P A a))))
8(i,a)>1 O(k,a)=i>k

bi — (=Qj_y A(bica vV \/ b))
§(kb)=i<k

Qi — b; V(—a; A(a; +p —b;))
(r=1)—Q;i N Qi1

Finalement, le vecteur P,, = (r = n) est donné tout simplement par =1Qy—_1.

Exemple 5.10 Reprenons 'automate effeuillable A de la figure 5.15 et sa dé-
composition en cascade:

die,f (X0 @) dye, f Bo

f f 1f
d,e C(g: \@ ‘ @ f 1d C:@;/ i‘@:} 1f By
. ¢ - 1d
T 1y
11d, 11e C@»@Q 1nf B
“11d7

11le



101

Supposons que lentrée est e = deefedf fe. On commence par calculer les posi-
tions du vecteur de sortie correspondantes a I’état 1 de automate A:

(r=1) = Ind(l,e € I,e € L1)
= d Ve A(—~d+p—(d V e))]
= 111001000.

Maintenant, pour trouver le vecteur Py = (r = 2), on doit faire les calculs
vectoriels suivants:

az = (—Q4 A( \/ a))Viar A Q7 A=( \/  (Ta=k P& A a))))

0(2,a)>2 o(k,a)=2>k

= (000011011A F)V(F A 111100100 A =(To Py A f))
= 000000010

by = (~Q A1V \/ b))
o(k,b)=2<k

= 000011011 A (d V e)

000011001

b2 \/(ﬁaz /\(Cl,z —|—b —lbz))

111111101

Q2 N —Qq

= 000110101.

Q2

(r=2)

Finalement, le vecteur P3 = (r = 3) est donné tout simplement par Q2 =
000000010.

5.4.3 Analyse de complexité

On veut étudier le temps de calcul des vecteurs a; et b; du lemme 5.5. Par
définition, a; est 'ensemble des resets, de ’état 0 vers 1’état 1, de 'automate B;.
a; comprend donc un reset de la forme 1¥0°*a pour chaque transition a d’un
état < ¢ vers un état plus grand que i. On a donc possiblement O(mn) resets
de ce type. De maniere équivalente, on remarque que b; comprend un reset de
la forme 1%, de I’état 1 & I’état 0, chaque fois qu’on a une transition b d’'un état
plus grand que ¢ vers un état < i.

Ce qu’il faut noter est que dans les formules du lemme 5.5 pour a; et b; une
transition vers un état plus grand §(k,a) dans 'automate A génére seulement
deux termes, un dans ay, et un dans agy ). Chaque transition vers un état plus
petit 6(k,b) génére seulement un terme dans bg ). Alors, le temps de calcul
total est bien de O(mn), méme si l'effort de calcul pour certains des a; peut
aussi étre de O(mn).
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Conclusion

Nous avons établi que si un automate est apériodique alors il existe un algo-
rithme bit-vectoriel pour cet automate résolvant le probléme du cheminement.
Ce probleme consiste, étant donné une séquence d’entrée, a trouver la suite
des états visités par ’automate lors de la lecture de ’entrée. Nous avons vu
que, malheureusement, ces algorithmes, découlant de la décomposition en cas-
cade de I'automate, sont souvent exponentiels en le nombre de transitions de
I'automate. D’un autre coté, nous avons démontré que, pour une sous-classe
des automates apériodiques, les automates effeuillables, il existe des algorithmes
bit-vectoriels qui sont linéaires en le nombre de transitions de 'automate. Cela
nous amene a nous poser la question suivante. Est-ce que la classe des automates
effeuillables est la seule sous-classe des automates apériodiques pour laquelle
il existe des algorithmes vectoriels linéaires? L’étude d’autres décompositions
d’automates, par exemple la décomposition bilatérale, nous donnera certaine-
ment une réponse, du moins partielle, a cette question.

Une autre approche serait 1’étude des propriétés algébriques des automates ef-
feuillables dans le but de dégager les spécificités algébriques de cette sous-classe
des automates apériodiques qui la rendent particuliere. Il est intéressant de
mentionner ici qu’Olivier Serre, au cours de son DEA sous la direction de Anca
Muscholl et de Jean-Eric Pin, a étudié les langages reconnus par les automates ef-
feuillables et a démontré, a I’aide de cette étude, que si on possede un algorithme
vectoriel pour un automate, alors cet automate est nécessairement apériodique.
De plus, il a démontré qu’il est facile de construire un algorithme vectoriel pour
la sous-classe des automates apériodiques composée des automates dont le lan-
gage est un langage de niveau 3/2 de la hiérarchie de Straubing-Thérien (Pin,
1997). (Soit A, un alphabet. Les langages de niveau 3/2 sur A* sont les unions
finis de langages de la forme Ajai;Ajas...a,Aj, o a; € Aet ou A; C A.)

Dans un autre ordre d’idée, nous avons ensuite démontré que des automates
effeuillables sont au coeur de la résolution du probleme de la recherche des oc-
currences approximatives d’un mot dans un texte. Nous en avons déduit un al-
gorithme vectoriel linéaire pour résoudre ce probleme avec I'utilisation d’une dis-
tance d’édition généralisée. Méme si la distance d’édition généralisée est mieux
adaptée aux impératifs biologiques que la distance d’édition (qui était la distance
utilisée auparavant dans la plupart des algorithmes de recherche) les biologistes
préferent utiliser une notion de similarité pour comparer leurs séquences. De
plus, les biologistes ont besoin d’un algorithme permettant de travailler avec
une notion qui permet l'insertion et la suppression de longues suites de ca-
racteres, pour ainsi tenir compte, par exemple, de mutations survenues en cours
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d’évolution. L’adaptation de nos méthodes a la recherche approximative utili-
sant une notion de similarité et permettant 'insertion et la suppression de suite
de caracteres est donc, tres certainement, une avenue intéressante d’expansion
pour nos recherches.

Une autre généralisation possible de notre travail est la recherche de toutes les oc-
currences approximatives de motifs (ou sous-arbres) dans un arbre. Ce probleme
est crucial en biologie étant donné que la structure secondaire de I’ARN est
topologiquement équivalente a celle d’'un arbre ordonné. Comme nous savons
que des séquences d’ARN différentes peuvent produire, en se repliant, des struc-
tures secondaires similaires, il est important de pouvoir comparer ces structures
de fagon a comprendre les fonctions relatives aux différents ARN.

Finalement, plusieurs domaines de la bioinformatique utilisent une approche
de programmation dynamique pour résoudre leurs problémes. Pour ne donner
qu’'un exemple, un probléeme qui est d’actualité présentement est la recherche
de facteurs de transcription & l'aide d’empreintes d’ADN. Intégrer notre ap-
proche vectorielle a ces algorithmes dynamiques augmenterait grandement leur
efficacité.
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ALGORITHMES VECTORIELS ET
BIOINFORMATIQUE

Un algorithme vectoriel est un algorithme qui permet d’obtenir un vecteur de sortie
en n’appliquant, sur un vecteur d’entrée, que des opérations vectorielles. Cet algo-
rithme peut alors étre implémenté en paralléle, en se servant des opérations sur les
vecteurs de bits disponibles dans les processeurs, donnant lieu a des calculs tres effi-
caces.

Nous nous sommes intéressées a savoir quels sont les automates pour lesquels il
existe un algorithme vectoriel, fonctionnant en temps constant. On cherche donc a
savoir quels sont les automates pour lesquels il est possible de trouver le vecteur de
sortie r1...r,,, des états visités lors de la lecture d’un vecteur d’entrée ¢ ...¢e,,, en
n’utilisant qu'un nombre borné, indépendant de m, d’opérations vectorielles.

L’étude de cette question nous a menées, premierement, a définir une classe d’auto-
mates, les automates effeuillables, pour laquelle il est possible de construire des algo-
rithmes vectoriels a partir des tables de transitions des automates. Nous avons ensuite
démontré qu'un automate effeuillable est au coeur de la résolution du probleme de la
recherche des occurrences approximatives d'un mot dans un texte, permettant ainsi de
résoudre ce probleme vectoriellement.

Dans le but de caractériser la classe d’automates pour lesquels il existe un algorithme
vectoriel, nous nous sommes intéressées a la décomposition en cascade de Krohn-
Rhodes. L'étude de cette décomposition nous a permis de démontrer que le fait d’étre
apériodique pour un automate est une condition suffisante 4 1’existence d 'un algorithme
vectoriel pour cet automate.
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