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RESUME

Il existe une correspondance entre les représentations d’un carquois de type A, D
ou E et I'algebre enveloppante quantique U associée a ce carquois sur Z[v, v™1],
voir (Ringel, 1990).

Les représentations de dimension d = (dy,...,d,) d'un carquois peuvent étre
vues comme des points d’un espace vectoriel E£q muni d’une action d’un groupe
algébrique Gy tels que deux points sont dans la méme orbite si et seulement si les
représentations correspondantes sont isomorphes. Par le théoreme de Gabriel,
les classes d’isomorphismes des représentations sont en bijection avec les ¢ € N”,
ou v est le nombre de racines positives. On note O, la Gg-orbite qui est la classe
correspondante & c. Son adhérence O, pour la topologie de Zariski est appelée
variété de carquois. L’étude de ces variétés est le sujet de cette these. Il existe
un ordre partiel sur N” défini par ¢/ < c si et seulement si les représentations
dans O, et Oy ont la méme dimension et Oy C O..

D’autre part, la base canonique donnée par Lusztig de l'algebre enveloppante
quantique est définie & partir d’une base {Ef}cenv de type Poincaré-Birkhoff-
Witt (Lusztig, 1990a) et la correspondance mentionnée ci-dessus associe a Ef la
Ggq-orbite O. Il existe une involution U de ’algebre enveloppante quantique
qui fixe chaque élément de la base canonique et dont I'image E_f d’un élément

E¢ de la base de type PBW est donné par une somme

Br= Y wobt )
c’<c

avec wS € Z[v,v '] . Les polynomes wg,”, ¢ < " < ¢ déterminent comple-
tement la cohomologie d’intersection locale de O.. La formule (1) est centrale
dans la théorie. Elle décrit le lien entre la base canonique, la base de type PBW

et la topologie des variétés de carquois.

Dans le troisieme chapitre, nous établissons une formule récursive pour les poly-
nomes wg, dans le cas A. Pour y parvenir nous utilisons entre autre des résultats
non-publiés de R.Bédard que nous présentons dans le chapitre II. Le chapitre I
quant a lui contient des rappels sur les objets mathématiques que nous étudions
par la suite ainsi que leur définition. Nous présentons dans le quatrieme chapitre
deux applications géométriques de notre formule récursive pour wg,: D une part,
nous prouvons le résultat intéressant qu’une variété de carquois de type A est
lisse si et seulement si elle est rationnellement lisse et nous dressons la liste



X Résumé

complete de ces variétés (rationnellement) lisses. D’autre part, nous donnons
la liste complete des variétés de carquois de type A qui sont projectivement
rationnellement lisses, c’est-a-dire dont la projectivisation est rationnellement
lisse.

Cette recherche est intéressante de plusieurs points de vue. Les algebres envelop-
pantes quantiques sont en soi un sujet fort intéressant. Elles sont des exemples
importants d’algebres non-commutatives. De plus, elles ont des applications
dans plusieurs branches des sciences, notamment en physique théorique, dans la
théorie des noeuds et des représentations des algebres.

Les variétés de carquois forment une classe tres riche de variétés algébriques
affines. Elles ressemblent en plusieurs aspects aux variétés de Schubert, des
variétés algébriques projectives qui ont été le sujet de nombreuses études et
qui sont aujourd’hui parmi les variétés les mieux comprises. La cohomologie
d’intersection est un des outils-clés dans 1’étude des variétés de Schubert et la
notion de lissité rationnelle y est une approximation utile de la notion de lissité.

Mots clés: algebre enveloppante quantique (groupe quantique), théorie des repré-
sentations de carquois, variété de carquois, cohomologie d’intersection.



INTRODUCTION

Cette recherche porte sur la géométrie des variétés de carquois de type A et
en particulier sur la question de savoir quand est-ce qu’une telle variété est
rationnellement lisse. Pour pouvoir donner une réponse a cette question, il
faut étudier la cohomologie d’intersection locale de la variété ce qui revient au
calcul de certains polyndémes qui apparaissent dans un changement de bases dans
I’algebre enveloppante quantique associée au carquois.

Ce document est divisé en quatre chapitres; le premier sert a introduire les ob-
jets mathématiques sur lesquels nous allons travailler, dans le deuxiéme, nous
présentons des résultats non-publiés de R.Bédard sur des propriétés de I’algebre
enveloppante quantique et dans les chapitres III et IV, nous présentons les
résultats de notre propre recherche. Il s’agit la d’une part, dans le chapitre
ITI, d’une formule récursive pour les polynémes mentionnés ci-dessus et d’autre
part, dans le chapitre IV, des application géométriques de cette formule qui
nous permettent entre autres de fournir une réponse complete a la question for-
mulée ci-dessus, & savoir quand est-ce qu’une variété de carquois de type A est
rationnellement lisse et projectivement rationnellement lisse.
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Dans ce chapitre, nous introduisons les objets mathématiques que nous allons
étudier dans les chapitres postérieures, nous fixons les notations et nous ex-
pliquons plusieurs résultats qui ont été obtenus par d’autres personnes.

CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RAPPELS

1.1 L’algebre enveloppante quantique U

Soient v une indéterminée et U ’algebre enveloppante quantique de Drinfeld-
Jimbo sur le corps Q(v) des fonctions rationnelles correspondante a ’algebre
de Lie complexe simple sl,11(C). U est une algebre sur Q(v) donnée par les

générateurs: F;, F;, K;, KZ-_1
(1 <i<n) et les relations:

(r.1)

KK '=K'K, =1, KK;=K;K;

U2EjKZ‘, sie = j;
K,E; =S v 1E;K;, sili—jl=1;
EjKZ', si |2 —]| > 1.

U_QFJ'KZ‘, sii = j;
KZF}: UF]'KZ', si |l—j|:1,
FK;, si i —j] > 1

(K —K7Y) 1, sii=j;
Bl = BB = 0u=0 oy W= 0, s
{Eij —(w+v YEE;E; + E;E} =0, sili—j|=1
EiE; — E;E; =0, st i —j| > 1.

{FZQFJ‘ — (v + v )FFF + FiF? =0, sili—jl=1;
F,F; — F;F; =0, si i — j| > 1.
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Soit Ut la Q(v)-sous-algebre engendrée par les E; (1 <i <n). Soit ():U —
U Tlinvolution de Q-algebres définie par

E,—FE;,, F,—F, KZ'»—>KZ-_1 pour tout 1 <t <n et vi— oL

Noter que UT = UT.

Soit @ le groupe abélien libre avec base {aq, a9, ..., a,}. On définit un produit
scalaire (, ) sur @ par

2, sii=7;
(,a5) =< =1, sili—j]=1;
0, sili—j|>L

Soit R = {a € Q | (a,) = 2}. R est un systéme de racines de type A4,, dont
I'ensemble des racines simples est {a1,as,...,a,}. Soit Rt = {a € R | a =
2_j Cja avec ¢j € N} le sous-ensemble des racines positives. Dans notre cas,
nous avons R = {+(ag+agr1+...+a) |1 <a<b<n}et R = {(ag+agi1+
...+ap) |1 <a<b<n}. Lesupport de laracine a = 3, cja; est par définition
{1 <j <n|c¢j #0} et nous le notons Supp(c). Le support d'une racine est
un sous-ensemble connexe de {1,...,n}, i.e. Supp(a) = {a,a +1,...,b} avec
I1<a<b<n.

Chaque « € R définit une réflexion s, : Q@ — Q, z+— z — (2,a) a. Par la suite,
nous écrirons s; au lieu de s,,. Soit W' le groupe de Weyl de R. W est le sous-
groupe de Aut(Q) engendré par les réflexions s; (1 <i < n) et W est isomorphe
au groupe symétrique S,41. Soient ¢(w) la longueur de w par rapport aux
générateurs {s1, S2,...,Sn} et wy 'unique élément de W de longueur maximale.
Il est bien connu que £(wg) =v =n(n+1)/2 = #(RT).

Lusztig a défini une action du groupe des tresses sur U (Lusztig, 1990a) et il I’a
utilisée pour définir une base de type PBW (Poincaré, Birkhoff, Witt) de U™T.
Nous rappelons maintenant ces définitions.

Pour i € {1,...,n}, soit T; : U — U lautomorphisme de Q(v)-algebres défini
par
E;— —K;'F; F; — —EK; Ki— K",
E; — Ej, Fj — F}, Kjw— Kj,  sili—jl>1,
E; — (E;E; — v 'E;E;), Fjw— (F;F; —vF;F), K;— K;K;, sili—j =1

Nous avons TZT]TZ = T]TZTJ sili—jl=1cet TZT] = TjTi si i — j > 1. Ceci
nous donne une action du groupe des tresses. De plus nous avons T;(E;) =

TN (Ey) si i — j] = 1.



1.1 L’algebre enveloppante quantique U b)

Etant donné des entiers M , N > 0, définissons

) _
[N]! = Hm € Zv,v ],
h=1
M+N] _ [M+N)! .
3] = By e e
et Ei(N) = 5\;}/’ pour 1 <7 < n.

Notons par U (respectivement U*) la Z[v, v~!]-sous-algébre de U (respective-
ment U™T) engendré par les éléments EZ(N), )

2 Ky et K 1 (respectivement

EMY pour 1 <i<n, N >0.
Soit Z 1’ensemble des suites i = (i1, 12, ...,4,) d’éléments de {1,2,...,n} telles
que S;, Si, - - - i, est une expression réduite de wy. Chaque i € Z donne lieu a un
ordre total sur Rt = {a(i,1),a(i,2),...,a(i,v)}, ot a(i, t) = si,8i, - - S, ()
pour t = 1,...,v. Souvent, nous écrirons ol au lieu de «(i,t) s’il n’y a pas
d’ambiguité sur le choix de i. On dit qu'un élément ¢ = (¢, co,...,¢,) € N¥ est
de i-homogénéité d = (dy,da,...,d,) € N" si et seulement si
14 n

th Oé(i,t) = de (6777

t=1 k=1
Pour i = (i1,42,...,4,) € Z et ¢ = (c1,¢2,...,¢,) € NY, posons

5= B 7 () T (B) o BT T (5.

(1)

Proposition 1.1.1 Soitie€ Z. Alors Bi = {Ef | ¢ € N”} est une Q(v)-base de
U™. On dit que B; est une base de type PBW.

Preuve. (Lusztig, 1990b, sect. 1.8 et 1.13) O

Nous rappelons maintenant la construction de Lusztig de la base canonique de
ut.

Théoréme 1.1.2 Soienti € T et L; le Z[v~!]-sous-module de UT engendré par
B;.

1. L; est indépendant de i. Par la suite, nous écrirons L au lieu de L.
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2. 7(B;) est une Z-base de L/v™ L qui est indépendante de i. Icim : L —
L/v=IL est la projection canonique. Nous écrirons B plutét que w(By).

3. La restriction de w : L — L/v™1L définit un isomorphisme de Z-modules

' LNL — L/wIL ou L est limage de £ par (). En particulier,
B = 7"Y(B) est une Z-base de LN L.

4. B est une Z[v=-base de L et une Q(v)-base de UT. B est appelé la base
canonique de UT

5. Chaque élément de B est fizé par () : Ut — UT.
Preuve. (Lusztig, 1990a)

Pour certains éléments i € Z, dits adaptés au carquois, Lusztig a donné une
description géométrique des entrées de la matrice de transition entre les bases B
et B;j. Nous décrirons ces éléments de Z et l'interprétation géométrique de ces
entrées dans les sections suivantes.

1.2 Les modules de carquois

Rappelons que I’ensemble des sommets du graphe de Dynkin A du systéme de
racines R est ’ensemble {1,....n} et que {7, } forme une aréte si et seulement
si |i —j| = 1. Donc A est le graphe:

l1—2—--+— (n—-1) — n

Soit @ = (Q°, Q') un carquois dont le graphe sous-jacent est le graphe de Dynkin
A de R, i.e. pour chaque aréte {i,j} de A nous fixons une orientation. (Nous
utilisons la notation G° pour I’ensemble des sommets du carquois G et G pour
Pensemble des fleches.) Un sommet ¢ est un puits (respectivement une source)
de Q s’il n’y a pas de fleche i — j (respectivement i + j) dans Q. Pour i € Q°,
soit Q4 (i) (respectivement Q_(i)) le sous-carquois complet de Q formé de tous
les sommets h € Q¥ pour lesquels il existe un chemin orienté dans Q de h jusqu’a
i (respectivement de ¢ jusqu’a h), et soit Q_, (i) (respectivement Q. (7)) le sous-
carquois complet maximal de Q contenant ¢ et n’ayant que des fleches h — k
(respectivement h « k) avec h < k.

Un élément i = (i1,42,...,1,) € Z est adapté au carquois Q si i1 est un puits
de Q1 = Q, iy est un puits du carquois Q = s;,(Q) obtenu de Q en renversant
lorientation de toutes les fleches qui ont 7; comme but, et i, est un puits du
carquois Qx = 8;, ,(Qr—1) obtenu de Qi_ en renversant l'orientation de toutes
les fleches qui ont i;_1 comme but, avec 2 < k < v.

Proposition 1.2.1 1. Il existe i € T qui est adapté a Q.
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2. Un élément 1 de I peut étre adapté a au plus un carquois.

3. Sii= (i1,i2,...,1,) € T est adapté au carquois Q et j € {1,2,...,n} est
défini par wo(a;,) = —a; alors i = (i, i3,...,4,,7) est un élément de T
adapté au carquois s;, (Q).

Preuve. (Lusztig, 1990a, sect. 4.12 — 4.15) O

Soit F' un corps. Un module (ou représentation) V = (V;, fi;) de Q est une
collection de n F-espaces vectoriels V; (1 < i < n) de dimension finie, et de
(n — 1) applications F-linéaires f;; : V; — V; (i — j € Q'). Un morphisme du
module V' = (V;, fi;) vers le module V' = (V/, f/,) est une famille d’applications
F-linéaires g; : V; — V/, 1 < i < n telles que fj; 0 g; = gj o fij pour chaque
i — j € Q. Ces modules et morphismes forment une catégorie abélienne
Mod(Q). Pour un module V de Q, notons par [V] sa classe d’isomorphisme
dans Mod(Q).

La dimension du module V = (V}, f;;) est le n-tuple
dim(V) = (dimp(V4),dimp(V3), ..., dimp(V;,)) € N™.

Si 4 est une source (respectivement un puits) de Q, soit Mod™ (Q, ) (respec-
tivement Mod™(Q,)) la sous-catégorie complete de Mod(Q) dont les objets
sont les modules V. = (V3, fans) tels que @;fi; : Vi — @;V; est injectif (re-
spectivement @;f;; : ®;V; — V; est surjectif) et nous définissons le foncteur
de réflexion ®; : Mod(Q) — Mod™(s;(Q),4) (respectivement ®; : Mod(Q) —
Mod ™ (s;(Q),7)) comme suit: Un objet V. = (V3 fpr) de Mod(Q) est envoyé sur
lobjet V! = (V}, f},,) de Mod ™ (s;(Q),i) (respectivement Mod ™ (s;(Q),1)) ol

h = Coker(@jfij Vo — @jVj), if h =1,

i N
(respectivement V) = { Vi, if h # 27)

ker(@jfji 0V — Vi), ifh=1.
et les f7,, sont les applications évidentes. Sur les morphismes, ®; et <I>;r sont

les foncteurs évidents.

On sait que la restriction de ® & la sous-catégorie Mod™*(Q,i) définit une

équivalence de
Mod*(Q, i) = Mod ™ (s;(Q),1)

dont 'inverse est donné par la restriction de ®; a Mod™ (s;(Q),%). De plus, si
un module V dans Mod™(Q, i) correspond sous ®; & V' dans Mod™ (s;(Q), 1),
alors dim(V) = (dy,ds, ..., d,) et dim(V’) = (d}, dh, ..., d)) satisfont

d’lal—i—déag—l—...—l—d;anzsi(dlal—i—dgag—l—...—i—dnan).
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On dit qu’un module V de Q est indécomposable si V ne peut étre écrit comme
la somme directe de sous-modules propres de Q.

Pour k € {1,2,...,n}, soit P(k) le module suivant de Q: P(k); est Iespace
vectoriel sur F' ayant comme base ’ensemble des chemins k = kg — k1 — kg —

- — ky, =i de k jusqua i dans Q et pour chaque i — j € Q', soit fi;: P(k); —
P(k); 'unique application F-linéaire qui envoie I’élément de la base k = ko —
ki > ko — - >k, =tsurk=ky —k —ky— - —kyp=1t—7j. Illest
facile de montrer que P(k) = (P(k);, (fij)i—;)) est un module indécomposable
projectif de Q et que chaque module indécomposable projectif est isomorphe a
P(k) pour un k € {1,...,n}. De facon analogue, pour k € {1,2,...,n}, soit
I(k) le module suivant de Q: I(k); est l'espace vectoriel sur F' ayant comme
base ’ensemble des chemins ¢ = kg — k1 — ko — --- — k,;, = k de ¢ jusqu’a
k dans Q et pour chaque i — j € Q! tel que I(k); # 0 et I(k); # 0, soit
fij:X(k); — I(k); 'unique application F-linéaire qui envoie I’élément de la base
it=ky—j=k —ky— - -—>kp=ksurj=k —-ky— - —>k,=k 1l
est facile de montrer que I(k) = (I(k)i, (fij)i—;)) est un module indécomposable
injectif de Q et que chaque module indécomposable injectif est isomorphe a I(k)
pour un k € {1,...,n}.

Théoreme 1.2.2 Soit Q un carquois et i € T adapté a Q.

1. Pour tout o € R™, il y a un unique module indécomposable (a isomor-
phisme preés), noté e, € Mod(Q), tel que dim(e,) = (di,...,d,) et
a = Y diay; chaque module indécomposable est isomorphe a e, pour
un unique o € RY. Si o = a(i,k) = si8iy ... 5i,_, (i) alors e, =
D, P, ... 0, (e;,) oi e estle module simple (V;, fij) dans Mod(Qk)
défini par V;, = F, V; = 0 pour j # i et fi; = 0 pour toute fleche
i — j € Q. Ceci est le théoréme de Gabriel. En particulier, la classifica-
tion des modules indécomposables est indépendante du corps de base.

2. Il y a une bijection ¢ = (c1,ca,...,c,) — [e(c)] entre NV et l’'ensemble des
classes d’isomorphisme de modules de Q, ot e(c) = ©{_1¢; €43y Dans ce
cas, nous avons dim(e(c)) = (di,...,dy), ot Y./ a(i,t) =3, di oy,

i.e. ¢ est de i-homogénéité d.

3 Sia=ag+ a1+ ...+, 1 <a<b< n, alors e, est isomorphe au
module (V, fi;) avec

IdFa Si(lg’i,jgb,’
0, stnon.

a <1< b
W:{F, sia <i<b;

0, sinon;

cti—jc Qb fy =

Preuve. (Lusztig, 1990a, sect. 4.12 — 4.15) d
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Soit i adapté au carquois Q. Soient S ’ensemble des suites exactes courtes non-
scindées de modules de Q et S,, 'ensemble des suites de S dont les extrémités
sont des modules indécomposables. Donc si T € S,, alors il existe s1,52 €
{1,2,...,v} tels que

T . O—>ea51 —>V—>ea52 — 0.

Un élément T de S,, est appelé opération élémentaire et nous notons op! le
vecteur (opy,...,opY) € Z" donné par

-1 si t= 81,89
opf = 1 si ey est un facteur direct de V
0 autrement.

Pour tout ¢ € N” soit S,p(c) = {Y € S,y | c +o0pT € N”}.

Pour chaque suite exacte non-scindée ¥ : 0 — U —- V — W — 0, nous
définissons les suites homologiques associées Hom-Ext (X, T) et Hom-Ext (T, X)
par

Hom-Ext (X,Y) : 0— Hom(X,U) — Hom (X,V) — Hom (X,W) —
— Ext (X, U) — Ext (X, V) — Ext (X, W) — 0

Hom-Ext (Y,X) : 0— Hom(W,X) — Hom (V,X) — Hom (U,X) —
— Ext (W, X) — Ext (V,X) — Ext (U,X) — 0.

Noter que Ext?( , ) est toujours nul car I'algébre des chemins dans Q est
héréditaire. Ainsi ces suites sont exactes.

Posons [V, V']5 = dimp Homg(V, V') et [V,V’]é2 = dimp Ext5(V, V). Nous
écrirons souvent [V, V'] (respectivement [V, V']') au lieu de [V, V' ]o (respecti-
vement [V, V' ]é) si le choix du carquois Q est clair. Noter que Homg(V, V') est
le F-espace vectoriel des morphismes g : V — V' dans Mod(Q) et Ext5H(V, V)
est le F-espace vectoriel des extensions 0 — V' — E — V — 0 dans Mod(Q).
Nous étendons [ , Joet[ , |g par linéarité & tout le groupe de Grothen-
dieck (le groupe abélien libre ayant comme base les classes d’isomorphisme des

modules indécomposables dans Mod(Q)) et nous définissons la forme bilinéaire
o, ) sur Z par o(a,b) = [e(a), e(b))o — [e(b), e(a)], pour a,b € Z".

Lemme 1.2.3 Soit i = (i1,42,...,4,) € Z adapté au carquois Q et i' = (ia,
i3y y1y,7) € T adapté au carquois s;,(Q) = Q' ou j est défini par wo(ay,) =
—aj. Soit eg (respectivement €j3) un module indécomposable de Q (respective-
ment Q') de dimension 3 € RT.

1. S [ea@h),ea(i,kﬂg #0 pour 1 < h, k<v, alors h <k.
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2. Pour 1 < h < k <v, nous avons {ea@ h),ea(i’k)} o # 0 si et seulement si

[e;(iﬁh—l)’e;(i/,k_l)}Q/ #0

1
3. Pour 1 < h <k < v, nous avons {ea@ k)s €ai, h)} ° # 0 si et seulement si

I o 1
{ea(l’,k—l)vea(lgh_l)} o # 0.

Preuve. 1. est montré dans (Lusztig, 1990a, sect. 4.12).

2. Comme h,k > 1, nous avons «a(i, h) # a;, et (i, k) # a4, et par conséquent,
les modules indécomposables €, 1) et €q(i k) sont dans Mod™(Q,41). Comme
h,k < v, nous avons a(i’,h—1) # «a;, et a(i’,k— 1) # a4, et par conséquent, les
modules indécomposables e;(i,ﬁ_l) et e;(i,k_l) sont dans Mod™(Q',i1). Dans
(Lusztig, 1990a), il est montré que ® (eyp)) est isomorphe a e’a(i,ﬁ_l) et
que @Z (€a(i,k)) est isomorphe a e;(i,k_l) si hyk > 1. Comme @; est une
équivalence de Mod™(Q,i1) = Mod ™ (s;;(Q),i1), nous pouvons conclure que
Homg(€qi,n), €a(ik)) 7 0 si et seulement si Homg(e’a(i,ﬁ_l),e’a(i,k_l)) # 0.
Ceci montre 2.

3. Notons d’abord que si les modules V et V' de Q sont dans Mod+(Q,i1)
et 0 - V. — E — V — 0 est une suite exacte courte dans Mod(Q), alors
E est aussi dans Mod*(Q,i1). Ceci peut étre montré ou bien en utilisant la
définition de Mod ™ (Q, i1) ou bien en utilisant le fait qu'un module M appartient
a Mod™(Q, i1) si et seulement si Homg (M, €q,, ) = 0 et en appliquant le foncteur
Homg( - ,eq,; ) a la suite exacte 0 — V' — E — V — 0 pour montrer que
Homg(E, e,,, ) = 0.

De facon similaire, on montre que si les modules V, V' de Q' sont dans
Mod™(Q',i1) et 0 — V' — E' — V — 0 est une suite courte exacte dans
Mod(Q'), alors E’ est aussi dans Mod ™ (Q',i1). Ceci est montré en utilisant le fait
quun module M appartient & Mod™ (Q',41) si et seulement si Homg (eq, , M) =
0 et en appliquant le foncteur Homg(eail, - ) & la suite exacte 0 — V' — E' —
V — 0 pour montrer que Homg(e,, ,E’) = 0.

Or comme nous ’avons vu dans la preuve de 2., pour 1 < h < k < v, les modules
indécomposables e, ) et e, x) sont dans Mod*(Q,i1) et par conséquent, si
0 — eqin — E — eqir) — 0 est une suite exacte courte dans Mod(Q), alors
E est dans Mod™(Q,i1). En appliquant le foncteur de réflexion @Z a une telle
suite exacte et en utilisant le fait que ®; (eq; n)) (respectivement @7 (e, x))) st
isomorphe au module e;(i, he1) (respectivement efl(i, k_l)) de @', nous obtenons
une suite exacte courte 0 — e’a(i,ﬁ_l) — o (E) — e;(i,k_l) — 0 dans Mod(Q').
Ceci est une conséquence facile du lemme du serpent. De plus, il est facile de
voir que si la suite 0 — ey, — E — eqqr) — 0 est scindée, alors la suite
0— e’a(i/’h_l) — 7 (E) — e;(i,’k_l) — 0 l'est aussi.
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De fagon similaire, si 1 < h < k < v, alors les modules indécomposables e’a(i,’h_l)
et e’a(i,k_l) sont dans Mod™(Q',i1) et par conséquent, si 0 — e’a(i/’h_l) —
E — e;(i,’k_l) — 0 est une suite exacte courte dans Mod(Q'), alors E’ est
dans Mod™ (Q',41). En appliquant le foncteur de réflexion ®; a une telle suite
exacte et en utilisant le fait que @ (e;(i/’h_l)) (respectivement @} (e’a(i/’k_l)))
est isomorphe au module e, ; p) (respectivement ea(m)) de Q, nous obtenons
une suite exacte courte 0 — e, ) — @; (E') — e 1) — 0 dans Mod(Q). Ceci
est une conséquence du lemme du serpent aussi. De plus, il est facile de voir
que si la suite 0 — e;(i,’h_l) — E — e;(i,k_l) — 0 est scindée, alors le suite

0 — eqqn) — P (E) — eqir) — 0 lest aussi.

1

St eq, k)s €adi, h)} o # 0, alors il y a une suite exacte non-scindée 0 — €4 ) —
E — eyix — 0 de modules de Q. En appliquant le foncteur de réflexion
@Z, nous obtenons une suite exacte non-scindée 0 — e;(i,ﬁ_l) — @Z (E) —
e;(i, k—1) — 0. Elle est non-scindée, car sinon, en appliquant ®; , nous aurions
que 0 — €430 — E — eq(i,x) — 0 est scindée, ce qui contredit notre hypothese.

1
Alors [e;(i’, k—1) e:,y(i’7 h—l)} o/ ?é 0.

1
. . . . / / . .
De facon similaire, si [ea(i/’k_l),ea(i/’h_l) o # 0, alors il y a une suite exacte

non-scindée 0 — e’a(i, he1) — E — e’a(i, K—1) — 0 de modules de @'. En
i
scindée 0 — ey — @ (E) — eqir) — 0. Elle est non-scindée, car sinon,

appliquant le foncteur de réflexion ®; , nous obtenons une suite exacte non-

en appliquant @Z, nous aurions que 0 — efl(i, he1) — E — e;(i, g1y — 0 est

1
scindée, ce qui contredit notre hypothése. Alors {ea(i,k),ea@ h)}g # 0. Ceci

termine la preuve.

Soit i € Z adapté au carquois Q. Soit d = (d;,da,...,d,) € N,

Eq= P Homp(F% FY)
i—jeQ!

et Gq = [[j=1 GLg4,(F). Le groupe Gq agit sur Eq par

(9 Fimi = (g5 fij 97 )isj-

Un élément de E4 peut étre vu comme un module dans Mod(Q) de dimension
d. Deux éléments de Fyq définissent des modules isomorphes si et seulement s’ils
sont dans la méme Gg-orbite. Par le théoreme 1.2.2, il existe une bijection entre
Iensemble des v-tuples ¢ = (¢, ¢, ..., ¢,) de i-homogénéité d et ’ensemble des
Gq-orbites dans Eq, ou ¢ = (¢1,c¢2,...,¢,) correspond a lorbite O, dont les
éléments sont isomorphes a V.
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Pour le reste de cette section, soit F' une cloture algébrique d’'un corps fini Fj
ayant ¢ = p° éléments, ol p est un nombre premier, et soit d = (dy,ds, ... ,d,) €
N™.

Il y a un ordre partiel sur N” donné par ¢’ < ¢ si ¢’ et ¢ sont de la méme
i-homogénéité et I'orbite Oy est contenue dans ’adhérence de Zariski O de Op.
Soit d(c) = dim(Og).

Le théoréeme suivant est démontré dans (Bongartz, 1995).

Théoréme 1.2.4 Soient c,c’ € N¥. Alors les quatre énoncés suivants sont
équivalents:

1. d <c

2. 1l existe une série d’opérations élémentaires Y1, Yo, ..., Yy telle que T} €
Soplc+YlZiopTi) et/ +3F jopTi=c

3. [eq,e(c)] > [eq,e(c)] pour tout module indécomposable €.
4. [e(d),eq] > [e(c),es] pour tout module indécomposable e,.

Définition 1.2.5 Soit ¢ € NY. Une variété de carquois est l’adhérence de
Zariski O¢ d’une orbite O.

1.3 La cohomologie d’intersection locale des variétés de carquois

Les résultats de cette section sont démontrés dans (Lusztig, 1990a, chap. 9 —
10).

Soit F' une cloture algébrique d'un corps fini F, ayant ¢ = p® éléments, ou p est
un nombre premier.

Proposition 1.3.1 Soit ¢ € N¥ de i-homogénéité d. Alors pour chaque ¢’ < c,
il existe wS € Zv,v™1] tel que

c 2 : c c’
Ei = wc/ Ei .
c’<c

Al d(e)—d(e’) e

o est un élément de

De plus w§ = 1 et pour tout ¢’ < ¢, QS
Z[v?, v,

Nous donnerons une formule récursive pour les QF, dans la section 3.2.

Théoréme 1.3.2 Soit ¢ € N” de i-homogénéité d et soit £ l'unique élément
de B tel que m(E°) = w(ES). Alors
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1. E° = ¢S Eic/, ot ¢ parcourt 'ensemble des éléments de NV qui sont
de i-homogénéité d, ¢S =1 et ¢S € v 'Z[v™] pour ¢’ # c.

2. Sic Ac, alors (& = 0.

3. Si () est Uinvolution Z-linéaire de Z[v,v™'] qui envoie v sur v=", alors

1 —
Cc __ 2 C C
CC’ = (JJC/ Cc,,.
el
c/<c’"<c

4. Soient ¢’ < ¢, f un point Fy-rationnel de l'orbite Oy dans Eq et H? la
fibre en f du a-iéme faisceau de cohomologie du complexe de cohomologie
d’intersection de l’adhérence O, de O, avec coefficients dans Q, (prolongé
par zéro sur le complément de ’adhérence), ou ¢ est un nombre premier
# p, et avec la structure Fy telle que lapplication de Frobenius est l'identité
sur les fibres de son 0-iéme faisceau de cohomologie aur points rationnels

de l'orbite O.. Alors

Hff”l =0 pourtouta et oMU = > dim(HF) v

2

En particulier, vd(c)_d(cl)gf, est un polynéme en v° avec coefficients dans

N.

Définition 1.3.3 On dit que la variété de carquois O est rationnellement lisse
en Ou C O, si pour tous ¢” tel que ¢’ < ¢’ < ¢ nous avons Y, dim(H?ﬂ)an =1

d(€”)=d(e) poyr tous ¢ tel que

pour un point Fy-rationnel f € O, i.e. 51 (5 = v
¢ <cd" <c.
La variété de carquois O est rationnellement lisse si elle est rationnellement

lisse en chaque Oy C Ok, i.e. si (S = vUe)=d(©) poyr tout ¢ < c.

1.4 Le carquois d’Auslander-Reiten

Nous donnons quelques rappels sur le carquois d’Auslander-Reiten I' = (T'?, T'!)
de Q. Pour plus de détails sur cette théorie, nous référons le lecteur a
(Gabriel, 1980). Nous ne traitons ici que le cas A,.

Soit F' un corps algébriquement clos. Les sommets du carquois d’Auslander-
Reiten sont les classes d’isomorphisme de modules indécomposables du carquois
Q sur F et pour deux sommets [V],[W] € I'V il y a une fleche [V] — [W] € T'!
si et seulement s’il existe un morphisme irréductible V.— W € Modr(Q). (Par
définition, un morphisme f : V. — W de Modp(Q) est irréductible si f n’est
pas inversible et si pour toute paire de morphismes g,h € Modp(Q) telle que
f =hg, ou g est une section ou h est une rétraction.)
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Par le théoréme de Gabriel, il y a une bijection entre I'Y et I’ensemble des racines
positives {al, ..., a”} et nous noterons chaque sommet [e,] € ' simplement par
la racine positive a correspondante. Nous n’aurons pas besoin de déterminer
explicitement les morphismes irréductibles de I'!, nous nous contenterons de
leur existence. Soit P[i] € {1,...,v} tel que P(i) = e p est le i-itme module
indécomposable projectif.

Le carquois d’Auslander-Reiten peut étre calculé par une procédure combina-
toire en utilisant la dimension des modules indécomposables projectifs et la pro-
priété d’additivité des dimensions pour les suites d’Auslander-Reiten (relations
de maille).

Soit NQ = (NQO,NQI) le carquois suivant: N QY déf N x{1,...,n} et NO! =
Uijeor{(2,1) — (2,7),(2,4) — (2 +1,i) | z € N}. Soit A(Q) le sous-carquois
complet de NQ formé de tous les sommets (z,14) tels que 1 < z < (n+1+a;+b;)/2
ou, pour tout i € {1,...,n}, a; (respectivement b;) est le nombre de fleches dans
le chemin non-orienté de ¢ & (n+ 1 —14) qui pointent vers i (respectivement vers
(n+1—1)).

Il y a un unique isomorphisme de carquois ¥ : I' — A(Q) tel que ¥(Pk]) = (1,k)
pour chaque k € {1,...,n}. A partir des dimensions des modules indécompo-
sables projectifs nous pouvons facilement calculer I' en utilisant cet isomor-
phisme W et les relations de maille.

Soit ZA le carquois de translation associé au diagramme de Dynkin A
(Gabriel, 1980, sect. 6.5, fig. 13). Noter que ceci implique un choix d’indices
sur les sommets de A. Rappelons que ZAY = Z x {1,...,n} et ZA! = {(2,i) —
(z,i+1) | z€Z,1 <i<n}tU{(zi) — (z—i—l,z—l) | z € Z,1 <i<n}
On appelle translation la fonction 7 : ZA? — ZAY 7(2,i) = (z — 1,4). I existe
un plongement unique © de T’ dans ZA tel que ©(a”) = (1,1) € ZA. En
particulier ©(af®) = (1 —b),, k) ot b), est le nombre de fleches dans le chemin
non-orienté de 1 a k qui pointent vers k. Dans I’exemple montré dans la figure 1.1
nous notons la racine o = 1 ; d;; simplement par la dimension (dy,...,d,)
du module indécomposable e, correspondant.

Soit I[i] € {1,...,v} tel que I(7) “ e, i1 est le z 1eme module indécomposable
injectif. Nous avons !l = D heQO (i) ¥n et af Zhego ap. Soit R_,[i]
R_.[i] R_[i] _

tel que « = 2 hev (i) Oh €t R<_[i] tel que « = Zhegg(z’) ap. Les
P[i],i =1,...n forment le bord gauche de I' et les I[i] le bord droite. Tandis
que les R_,[i] forment le bord en bas et les R.[i] le bord en haut de I'. La
figure 1.2 montre un exemple de type Ag. Pour chaque i = 2,...,n—11ily a
l'opération élémentaire Y; € S, suivante:

T; : 0—e,pi — eyr_1i) Deyr ) — €, — 0.

Pour i,j,k € Q) soient R(i) = {t | 1 <t < veti € Supp(a)}, R(i,j) =
R(i) N R(j) et R(i,j,k) = R(i) N R(j) N R(k). Souvent nous identifierons R(7)
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0 1 9 3 4 5 6
000001 000110 111000
000111 111110 011000
000100 111111 011110 001000
111100 011111 001110
110000 011100 001111 000010
1

10000 010000 001100 00001

Figure 1.1 Un carquois Q avec carquois d’Auslander-Reiten correspondant I"
(respectivement R(i,j), R(i,j,k)) avec 'ensemble des racines positives ol avec
t € R(i) (respectivement R(i,7), R(4,j,k)). Ainsi, dans le carquois d’Auslander-
Reiten, R(i) “est” 'ensemble des sommets inclus dans le rectangle dont les coins
sont Pli], R_[i], I[i], R—_][i].

Soient o, 3 € R, disons que O(a) = (z,7) et O(8) = (y,7) avec z,y € Z et
i,j € {1,...,n}. Les faits suivants sont bien connus.

Proposition 1.4.1 1. [eq,eg] € {0,1} et [eq,ep] =1 ssiz <y<zx+i—1
etx+i<y+j<x+n.

2. leg,eq]t €{0,1} etfeg,en)! =1ssiz+1<y<az+ietz+i+tl <y+j<
r+n+1.

3. Silea,eg] =0 et [eg,eq]' =1, de. soity=x+ietr+i+l<y+j<
r+n+1ouencore soity+j=x+n+letz+1<y<z+i, alors
a+ (€ R et il existe une suite exacte courte 0 — e, — €443 — €3 — 0



16 CHAPITRE 1. Notations et rappels

Figure 1.2 Un carquois d’Auslander-Reiten de type Ag. P[1] = R_[1], R_[3] =
R_M), R.[5] = R.I6] = I[6}, Pl6] = R_[6}, R_[4] = R_[3, R_[1] =
R_[2] = R_[3] = I[1].

qui est une base de ExtIQ(eg,ea). De plus

(a:,y—a:—i—j),
- siy=xz+1 et rz+i+1<y+jij<z+n+1;
OFH =1, ari-y),

sty+j=xz+n+1 e z+1<y<z+i.

et 510 — eq — V — eg — 0 est une suite evacte courte non-scindée alors
V est isomorphe a eq43.

4. Silea,egl =1 etlegeq)! =1, 0e v+1<y<az+iez+i+l<
y+j < x+n+1, alors il existe une unique paire de racines positives
distinctes v, v telle que a+ = v+~ et qu’il existe une suite exacte courte
0— e, — e, dey — eg— 0 qui est une base de ExtlQ(eg,ea). De plus
O() =(y, z+i—y) et O(W) = (z, y—z+j) et si0 e, -V —eg — 0
est une suite exacte courte non-scindée alors V est isomorphe a e, @ e .

5. Soit k € {1,...,n}; alors [P(k),eq] =1 ssi k € Supp(a). Par conséquent,
si c € NY est de i-homogénéité d alors [P(k),e(c)] = dj.
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6. Soit ¢ de i-homogénéité d. Avec la notation ca = > ,c4ct, pour tout
sous-ensemble A de {1,2,...,v}, nous avons

leqr—ii;e(c)] = crunR@ ) = di — CrG ) SiG—J, 1>]

et [e,r_1,e(c)] = cru\R(i ) = di — Cr(iy) Sii—J, i<]
1.5 Les a-partages

Définition 1.5.1 Soit « une racine positive et () = (x,4) sa position dans
le carquois d’Auslander-Reiten. Soit X un partage, i.e. X\ = (A1,...,N), | >
0, i € N, \{ > Xo > ... > )N > 0. Noter que si |l = 0 alors X = () est le
partage vide. Nous disons que A est un a-partage si pour tout a € {1,...,1}, b €
{1,..., Aa}, il existe une racine positive (3 tel que

1. le module indécomposable eg n’est pas projectif et

2. (x—b+1,i+b—a)=0().

Exemple 1.5.2 Soit a = !B dans Uexzemple de la figure 1.2. Alors ©(a) =
(3,4). Dans ce cas A = (3,3, 1) est un a-partage. On associe a \ son diagramme:

3,2 t4
A = 13,3]2,4(1,5| = [I[4]| ts | t5
3,4|2,5(1,6|  |I[3]|1]2]1[1]

La forme du diagramme de X est celle du diagramme de Ferrer associé au partage
A. Chaque case du diagramme correspond & un sommet de '’ en placant 'origine
du diagramme & « et en faisant une rotation anti-horaire de 37 /4 autour de «.

Parfois, on voit le a-partage A comme I’ensemble des sommets correspondant a
son diagramme {(x —b+1,i+b—a)|l <a <[, 1<b<N}. Ainsi, la notation
« € )\ signifie que a correspond a un des sommets dans le diagramme de .

Pour le reste de cette section, fixons i adapté au carquois Q et écrivons of au

lieu de (i, t) pour 1 <t < v. Alors i induit un ordre total o' < a? < ... < ¥
sur les racines positives par o = s;,5;, ... 8;,_, (v, ). Etant donné un o’ -partage
A = (A1, Xa,..., ), nous définissons son poids ® = (m7,..., 7)) € Z¥ de la
fagon suivante:

{(@=Xg i+ A —k)|(1<k<l €6 X\p#Ap11)}
U {(z—XNii+N=0)}
{(m—kk+1,i+>\k+1—k)‘1§k<l et >\k7£>\k+1}
u {(Ivi_l)v(x_)\lvi"')‘l)}

1 = —1 siO(a®)c

™ = +1 si0(a®) €

7 = 0 ailleurs,
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ou (z,7) = O(a”).

Soit w* = {s | )} = —1}, et @} = {s | 7} = 1}. Notons par 7#”" le poids du
a’-partage vide A = (). Par définition w7 est le vecteur qui vaut 1 & la r-iéme
position et 0 ailleurs. Pour ¢ € N¥ et 1 < r < v soit A(r,c) ensemble des
a-partages tels que ¢ + 7 € N”.

Les faits suivants sont des conséquences directes des définitions et de la propo-

sition 1.4.1: Soit A un a"-partage. Alors pour tous s,s' € w2, ¢,¢' € w} nous

avons

[eqt,eqr] =1, [€ar,€qs] =0, [eqt,€qs] =0
[ear, €qs]t =1, [€ar,€qt] =0sit #r [eqtseqs]t =0
[eqs,eqr]! =0, [€as,eqt]t =0
[eqt,eqr]t =0, leqs, e ' =0
[eat,eat/] =0.

Noter que par conséquent, [e(7?),e(m)]' = 0, [e(7m}),eqr]! = 0 et si A # 0
alors [eqr, e(m*)] = 0.

Soient o la r-iéme racine positive et A = (A1, Ag, ..., A;) un o”-partage, A # (.
Soit {k1 < ko < ... < k;,} Pensemble des entiers k < [ tels que Ay # Ag41. Nous
définissons les partages a parts égales suivants:

AL = (A, A2y ey Ay)
M= Ak +1)s My +2)r -0 M) 2<h<m
AL = (A1) Mot 2) - - -0 A1)

Disons que ©(a") = (z,7) est la position de o" dans le carquois d’Auslander-
Reiten et définissons une suite de racines positives a®, a2, ..., a*™*! par

a’t=a" et O(’) = (r,i—kp_1) pour2<h<m+1

Considérons chaque A" comme un a®r-partage, 1 < h < m + 1. Alors

m=1 N m—+1 N m—+1 m—+1 N

a — phr = Z(ﬂ'A —71'@’8’1), = |_| ", ﬂ';\L L <|_| {sh}> = |_| ﬁi‘r
h=1 h=1 h=2 h=1

(1.1)

De plus, pour chaque h, A" est un a*»-partage a parts égales. Donc |7rih| =1
et par un résultat de (Brown, 1998) il y a une suite exacte non-scindée

Ty, : 0— @ eyt — @ eyt — eysn, — 0.

te Al tem"

Ce fait a plusieurs conséquences importantes et nous les présentons dans les
quatre lemmes suivants.
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Lemme 1.5.3 Soient A # () un o”-partage et s € Trﬁ‘r, alors il existe un s’ < s
tel que s' € .

Preuve. 1l existe h tel que s € Trf‘: et alors il existe s’ € m" C 7w tel que
le,s'»€qas] = 1 parce que Ypest exacte. Ainsi s’ < s par le lemme 1.2.3, d’ou
s’ < s. O

Lemme 1.5.4 Soit A\ un o -partage. Alors

o + Zasz Zas

A Y
seT™ s€7T+

Preuve. SiA = () alors le résultat est évident. Sinon pour tout h € {1,2,...,m+
1}, nous avons «o®h + Eseﬂ,i\h a® = Zseﬂ_ih ao® parce que Tj est exacte. En

utilisant (1.1), nous obtenons
1 1
Cisemyy o + X ot = <§:@ewkh>as+'a%>
+1
ZL:1 E(SETFih) ol
1
= Y(eemy)o® + X5 o

et le lemme est prouvé parce que s1 = r. ]

Lemme 1.5.5 Soit A # () un o"-partage. Alors pour chaque module X de Q,

(X, e(m)] — [X,eqr] = [X,e(mM)]! — [X,eqr]!
et [e(m),X] - [ear, X] = [e(7}), X]" — [ear, X]".

Preuve. Comme Y}, est exacte, nous avons

[X7e(7r)\h)] - [X,eash] = [Xﬂe(ﬂ)\h)]l - [Xﬂeash]l
et [e(m"),X] — [eqsn, X] = [e(m"), X]! — [eqen, X1,
parce que les suites Hom-Ext (X, Tj) et Hom-Ext (Y, X) sont exactes. Mais
7w — mhr = Zfll(ﬂ’\h — 7thsn) et ainsi
X,e(m)] - [X,ear] = Lt (X e(m")] - [X, equn])
m h
= o (Xoem )] (X, ean ')
= [X,e(ﬂ' )]1 - [X,ear]l
et .
le(m), X] —[ear, X] = X (le(m"), X] — [eqwn, X])

— gfwﬂ%mhhﬂxﬂ
— [e(ﬂ')‘),X]l _ [ear,X]l
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Lemme 1.5.6 Soit A # () un o"-partage. Alors

[ear,e(ﬂ')‘)]l = -1, [e(ﬂ')‘),ear] =1 et [e(ﬂ')‘),e(ﬂ')‘)] =1

Preuve. En évaluant les deux équations du lemme précédent en X = e,r, nous
obtenons

[ear, e(7)] — [ear; €ar] = [€ar, e(mH)]! — [ear, €ar]'
et [e(m),eqr] — [€ar, €ar] = [e(T)), ear]! — [€ar, €ar]t.

De plus [eqr; €ar] = 1, [€ar, €ar]! = 0, [€ar,e(m)] = 0, [e(7?), enr]! = 0 et alors
[ear,e(m)] = =1, et [e(n),eqr] = 1.

En évaluant la premiere équation du lemme précédent en X = e(ﬂ')‘), nous
obtenons

[e(m), e(m™)] — [e(7%), ear] = [e(m?), e(m)]! — [e(n?), ear]".
Mais [e(7),e(m)]! = 0, [e(7?), ear] = 0 et nous avons montré ci-dessus que
[e(7?),eqr] = 1, donc [e(m?), e(n?)] = O

Proposition 1.5.7 Soit A un a”-partage. Si |7’} | =1 alors

ou =10 et|mr|=0

ou ™\ = {s} et [eas,ear] = 0 et les supports Supp(a®), Supp(a”) sont
disjoints.

ou = {s,5'} et [eas,eqr] = [€,,€4r] = 0 et les supports Supp(a?),
Supp(a?® ), Supp(a”) sont deuz o deux disjoints. En particulier

[eas ) eas/] = [eas 7eas] =0.

t

Preuve. Soit 7} = {t}. Par le lemme 1.5.4, nous avons o = a” + Dsemr @

et alors les supports Supp(a”), Supp(a®), Supp(e®’) sont deux & deux disjoints

pour tout s,s' € . Ceci implique [eys,eqr] = 0 pour tous s € w2. Il ne
reste qu’a voir que || < 2. Disons of = ag + agi1 + ... + ap_1 + ap et
o =ac+ Qep1+ ...+ ag 1+ ag. Alors a < ¢ < d < b. Comme nous avons

[ear,€qs]' =1 et [€ns, €qr] = 0 pour tout s € 7, la somme o +a® est une racine
positive par la proposition 1.4.1. Ainsi, ou ¢—1 € Supp(a®) ou d+1 € Supp(a®)
pour tout s € 7, et alors |7} | < 2. O

Corollaire 1.5.8 Soient ) = {t} et = {s1, 52} et O(a”) = (2,1) la position
de " dans le carquois d’Auslander-Reiten. Alors dans le carquois d’Auslander-
Reiten, un des deuzx o', a2 se trouve sur la diagonale (z —k, k), 1 <k <mn—i
et 'autre sur la diagonale (z+i—n—1,k), n—i+2 <k <n; (cf. figure 1.3).
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(z,0)
(zHin-1ni+2) 7

(zrinn)

Figure 1.3 Un a"-partage A avec ©(a”) = (z,1), w} = {t} et #* = {51,502}

Preuve. Par la définition de 7*, nous avons [ear,e,si]t = 1 et par la proposi-
tion, [e,s;,€4r] =0, j = 1,2. Par conséquent o et a2 se trouvent sur les deux
diagonales en question. Ils ne peuvent pas étre sur la méme diagonale parce que

leurs supports sont disjoints. ]



22

CHAPITRE 1. Notations et rappels



CHAPITRE II

RESULTATS DE R. BEDARD

Nous présentons dans ce chapitre des résultats non-publiés de Robert Bédard
avec des preuves détaillées.

2.1 L’effet de ’'involution ( ) sur un vecteur de racine

Soit A le graphe de Dynkin de type A,. Dans cette section, nous allons exprimer
leffet de l'involution () sur un élément T;,T;, - -- T;,_, (E;,) de Ut par rapport
a la base de type PBW By. Ici i = (i1,12,...,1,) € T est adapté & un carquois
Q de A.

Un élément de Ut de la forme TZ-ITZ-Q e Tik_l (E;,) = Elﬂ'mlc est appelé vecteur
de racine par rapport a i. Dans la proposition suivante, nous exprimons d’abord

le vecteur de racine comme une somme de mondémes dans le générateurs
El,EQ,. .. ,En de U+.

Proposition 2.1.1 Soient Q un carquois de A et i = (i1,i2,...,1,) € Z adapté
@ Q. Pour1l < a <b<mn, soient Ala,b] le sous-graphe complet de A dont
l’ensemble des sommets est {a,a+1,...,b} et Qla,b] le sous-carquois de Q dont
le graphe est Ala,b]. Si a(i,k) = $iSiy ... Sip_, () = 0q + Qgy1 + ... + ay,
alors
Tilflb e j:’ikfl(Ei ) = Z(_v)_é(Q[mbLQ/)EQ’?
o

ot la somme est sur tous les carquois Q' dont le graphe est Ala,b], §(Qla,b], Q")
est le nombre d’arétes de Ala,b] dont lorientation dans Qla,b] et Q' est opposée
et Egp=FE, sta="0b et

st a <b.

EyEgiap—1), i (b—1)« b dans Q';
EQ’ — {

Eoiap—11Ey, si(b—1) — b dans Q';

Preuve.  Nous procédons par récurrence sur k. Si k = 1, alors a(i,1) = a4,
et le résultat est évident. Supposons maintenant que le résultat est vrai pour
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k < m pour toutes les suites j = (ji,J2,-..,Jr) € Z adaptées a un carquois, et
considérons le cas ou k = m.

Soit j € {1,2,...,n} tel que wy(ey,) = —a;. Alors nous savons par la proposi-
tion 1.2.1.3. que j = (i2,43,...,%y,Jj) est un élément de Z et que j est adapté au
carquois $;,(Q) = Q1. Nous obtenons

b
ZO&Z‘, sia<i] <b;
i=a

b
Z (67 Siilza;

1=a+1

ZO&Z' s si il = b;
a(j,m—1) = 8,85 ..., (i) = s (a(i,m)) = ;

Z (0730 SlZlZ(a_1)7
ZO&Z‘, Slllz(b+1),

E a; sinon.

Par hypotheése de récurrence, nous avons

T Ty T (Bip) = 3 (—0) 20 By

im—l
/
Q

olt @’ < b sont définis par a(j,m — 1) = %, a; et la somme est sur tous les
carquois Q) du graphe Ala’,V']. Nous voulons calculer

iy Toy (Biy) = > (—0) 0@ 00100 7, (EQ’I) .
2

S

T;,

Noter que i1 est un puits de Q et une source de Q1 = s;,(Q). Il y a six cas a
considérer:

(1) a<i1<b (2) i1=a (3) i1=b(4) i1=(a—1) (5) i1=(b+1) et
(6) i1 < (a—1)oui; > (b+1). Par la suite, nous écrirons ¢ au lieu de ;.

Nous considérons d’abord le cas (1): a < i3 < b. Dans ce cas, ' = a et b’ =b. Si
P est un carquois dont le graphe est Afa,c—1] et si P~ est un carquois dont le
graphe est Alc+1, b] et si nous considérons tous les carquois Q) dont le graphe est
Ala, b] et tels que Qjla, c—1] = Pcc et Q)[c+1,b] = P, alors il y a 4 possibilités
pour Q) correspondant aux 4 possibilités d’orienter les arétes {c—1,c} et {c,c+
1}. En utilisant la définition de EQ/1 , nous pouvons montrer facilement qu’il
existe deux sous-ensembles disjoints {j1, j2,--.,jz}, {J1,72,---,Jy} avec j1 >
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Jo > oo > Juy J1 > J5 > o > gy A2, Jay UG08, 0y = {aa +
1,...,b} \ {¢ = 1,¢,¢ + 1} tels que pour tous les 4 carquois Q) dont le graphe
est Ala,b] avec Qjla,c—1] = P et Qj[c+1,b] = P>, nous avons que Eg: est
égal a

EjEj, -+ Ej,Ecp1Ec 1 EcEjy -+ Ey By, si(c—1) — ¢« (c+1) dans Qf;
Ej Ej cee Eszc-l-lEcEc—lEj?’/ - EaFE, si (C — 1) — C (C + 1) dans Qll,

Jo 70

Ej Ej cee Eszc—lEcEc-l—lEj; cee EjéEji7 si (C — 1) — Cc — (C + 1) dans Qll,

Ej Ej cee EszcEc—lEc-l—lEj; cee EjéEji7 si (C — 1) —Cc— (C + 1) dans Qll,

et
2, si(c—1) —c+ (c+1)dans Qf;

1, si(e—1)«c« (c+1) dans Qf;
(5(Q1[a7b]7Q/1) =0+
1, si(e=1)—>c—(c+1) dans;

0 si(c—1)«c— (c+1)dans Qf;
o o =0(Q1[a,c— 1], [a,c—1]) + §(Q1[c+ 1,b], Q) [c + 1,b]).

Par conséquent

E, (2.1)

PR
y 71

x

Z(_v)_(s(gl[a’b]’gl)jjil (EQE) = (_U)_UEleJ'Q s Ej
oA

T.(X) E;
ou la somme est sur les 4 carquois Q) dont le graphe est Ala,b] et tels que
Qll[aac - 1] = P<c et Qll[c+ 17b] =P>c et

X = (_U)_2Ec+lEc—lEc + (_v)_lEC-i-lEcEc—l
+ (_v)_lEc—lEcEc-l—l +EEe 1By .

Mais

TC—I(EC)EC+1 - 'U_lEc—l—ch—l(Ec)
= T, YEe1)EBey1 — v Eept T, (Eemy),

TC(X) = Ec—ITc(Ec—l—l) - 'U_ITC(EC—I—I)EC—I
= Ec—lEc+1Ec - U_lEc—lEcEc—l—l
- U_lEc—l—lEcEc—l + 'U_2EcEc+1Ec—1-
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Donc le membre de gauche de I’équation (2.1) est égal a

(—v) B}, Ejy, -+ Ej, Be1Eey1 BBy - Ey By
+ (—v)~( (o+1) VE},Ejy -+~ Bj, B 1EcEei1 By -+~ By By
+ (—v)=(+D) EalEp' -Ej,Ect1\EcEe1Ejy -+ Ej By
+(—0)"TE} ), - Ej EBey1 B Eyy -+ Ejy Ejr

et ceci est égal a

Z(_U)_é(Q[mbLQI)EQ&’

o4
ou la somme est sur les 4 carquois Q) dont le graphe est Ala,b] et tels que
Qlla,c—1] = P<. et Qj[c+1,b] = Ps.. Noter que nous avons utilisé le fait que
c est un puits de Q.

Ainsi
ﬁ1ﬁ2 e Timfl (Ezm) = Z Z 6(Q1 W) Til (EQ’l)
P>e,P<e Qf
= Z Z 5(Qab]Q)(EQ/)
P>e,P<e Qf '
— Z(—v)_‘S(Q[“’bLQ)(EQ/)
Ql

ou la somme > p_ p_ est sur toutes les paires de carquois (P, P<c) telles
que Ps. est un carquois du graphe Afc+ 1,b] et P, est un carquois du graphe
Ala,c—1], et la somme 3o, est sur les 4 carquois Q) dont le graphe est Ala, 0]
et tels que Q' [a,c—1] = P, et Qj[c+1,b] = P>, et la somme ) o est sur tous
les carquois Q' dont le graphe est Ala, b]. Ceci termine la preuve dans le cas (1).

Considérons maintenant le cas (2): iy = a. Dans ce cas, o/ =a+1et d =b.
Ainsi
T Ty Ty (Biy) = 3 (—0) I By
)
et
Ty T Topa (Biy) = 3 (-0) QBT ()
)

ou la somme est sur tous les carquois Q) de Afa + 1,b].

En utilisant la définition de Eg/ et larelation Eqt1Ep = EpEqq sila+1-h| > 1,
nous obtenons

Egiiat2nBat1, st (a+1) < (a+2) dans Qf;
Eg = | |
Eot1Eq(at2,)s si (a+1)— (a+2) dans Qf;
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et
Egtiat2y) (Bat1By — v ' EgEay1),
Ty(Eo) = si (a+1) < (a+2) dans Qf;
a\Q (Ea+1Ea — U_lEaEa+1) EQll [a+2,b]1
si (a+1) — (a+2) dans Q.
Noter que si Q" est un carquois du graphe Ala, b] avec Q'[a + 1,b] = 9, alors

Eoiatap) Fat1 Eay, sia« (a+1) « (a+2) dans Q';

Eoiatop Fa Ear1, sia— (a+1)« (a+2) dans Q'
EQ/ —
Eor1 Eq Egiaqay, sia« (a+1) — (a+2) dans Q';

Ey Eqr1 Egijagay, sia— (a+1) — (a+2) dans Q.

En utilisant la définition de la fonction ¢, il est maintenant facile de vérifier que

Tiszé ce nmfl(EZ' ) = Z(_U)_6(Q[a7b]7Q,)EQ"
Ql

Ceci termine la preuve dans le cas (2).
Le cas (3), i1 = b, se démontre de la méme facon que le cas (2).

Nous considérons maintenant le cas (4): i; = (a — 1). Dans ce cas a’ = (a — 1)
et b/ =b. Ainsi

T, Ty ... T,

Im—1

(E;, ) = Z(—U)_é(gl[a_l’b]’gl)EQ’l

4
ol la somme est sur tous les carquois Q) de Aja—1,b]. Si P est un carquois dont
le graphe est Ala,b] et si nous considérons tous les carquois Q) de Ala — 1,b)
tels que Qfla,b] = P, alors il y a deux possibilités pour Q) correspondant

aux 2 possibilités d’orienter Paréte {a — 1,a} et, pour ceux-la, nous utilisons la
définition de Eg; et la relation EpEy = EgEj, si |h — k| > 1, pour obtenir

Egtia1pBalia—1, si(a—1) < a« (a+1)dans Qf;
Eorjat1,0Ea-1Eq, si (a—1) —a+< (a+1) dans 9f;

EoEo1Eqi[ay1p), si(a—1) < a— (a+1)dans Qf;

Eq1EoEgi(ay1p), si(a—1) —a— (a+1)dans Qf.
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Donc
Z(_U)—é(Ql[a—LbLQ/l)EQ,l
Q)
(—U)_UEQ/I[aH,b} (—v1E,Ey 1+ E, 1E,) sia+« (a+1)dans P;

(=) 7 (—v ' EyBo1 + Eo-1E4) Egila41y) st a— (a+1) dans P;

(=) Egat1 Ta(Ee—1) sia«— (a+1) dans P;

(—v) " Tu(Ea-1) Egilat1py sia— (a+1) dans P;

ol la somme est sur les deux carquois Q de Afa — 1,b] tels que Q}la,b] =P et
o = §(Q1[a,b], Q}[a,b]). Noter que T,(F,_1) = T,-},(E,). Ainsi nous obtenons

a—1

(_,U)_UEQ’I[a-l-l,b} E,
_p) 0 Qila=18.90) 7 (E _ sia <« (a+1)dans P
v . , )
;( ) 1( Ql) (—7}) Ea EQ/l[a+l7b]
1 sia — (a+ 1) dans P
(_,U)—(S(Q[a,b},'P)EIP

ol la somme est sur les deux carquois Q) de Afa — 1,b] tels que Q)[a,b] = P et
o est comme ci-dessus. Nous obtenons

LTy T (Bi) = 30 (=) @OV, (Bgy)
P Q)
_ Z(_v)—(S(Q[a,b],P)EP
P

ou la somme ) p est sur tous les carquois du graphe Ala, b et la somme 2o
est sur tous les carquois Q) de Ala — 1,b] tels que Q][a,b] = P. Ceci termine la
preuve dans le cas (4).

Le cas (5): i1 = (b+ 1) se démontre de la méme facon que le cas (4). Le cas (6)
est évident. 0

Maintenant, nous utilisons cette description du vecteur de racine afin de calculer

son image sous 'involution ( ).

Proposition 2.1.2 (Avec les notations de la proposition 2.1.1) Soient Q un
carquois de A et i = (i1,19,...,1,) € T adapté a Q. Pour 1 < a < b <
n, soient Ala,b] le sous-graphe complet de A dont ’ensemble de sommets est
{a,a+1,...,b} et Qla,b] le sous-carquois de Q dont le graphe est Ala,b]. Si
a(i, k) = si 85y ... 85, (0,) = 0 + g1 + ...+, alors

TiITiQ : "Tik_l(Ei ) = Z(v_l — v)"]‘EiC(J),
J
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ot la somme est sur tous les sous-ensembles J de l'ensemble des arétes de Ala, b,
c(J) = (a(J),ca(J),...,c,(J)) € NY avec cip(J) € {0,1} et cpp(J) = 1 si
et seulement si le support Supp(a(i,m)) est une des composantes connexes du
graphe obtenu de Ala,b] en retirant les arétes de J.

c(J . . 0,rq 0,ro o’T\JH»l
Preuve. Ei( ) est un produit de vecteurs de racine EfF ' ET? U ET

par rapport a i. En utilisant la proposition 2.1.1, nous pouvons exprimer chacun
de ces facteurs EJF " comme une somme de monomes dans les E; avec i €
Supp(a(i,r;)) et pour I # I, les supports Supp(a(i, r;)) et Supp(a(i,ry)) sont
disjoints a cause de la définition de ¢(J). Disons que ¢(J) = (¢1,¢2,...,¢)
et soit a < i < j < b tel que {i,j} est une aréte dans J. Alors il existe
1<r#r' <vtelquec, =c» =1,i€ Supp(a(i,r)) et j € Supp(a(i,r’)). Dans
ce cas, a(i,r) + a(i,r’) € RT. Sii — j est une fleche dans QJa, b], alors il y a
une suite exacte non-scindée

0— Cu(i,r) 7 Calir)+ali,r!) — €ali,r) — 0

de modules dans Mod(Q). En appliquant le lemme 1.2.3, nous obtenons que
r’ < r. Par conséquent, si nous exprimons ElC )
Eg en utilisant la proposition 2.1.1, nous voyons que E; apparait dans Fgr a
la gauche de E;. Par un argument analogue, si ¢ «<— j est une fleche dans Qla, b,
alors 7 < 1’ et si nous exprimons Ef /) comme une somme de mondmes Eg
en utilisant la proposition 2.1.1, nous voyons que E; apparait dans Eg  a la
droite de E;. Par conséquent, Elc ) est une somme de mondmes Eg ou Q' est
un carquois de Ala,b] et le monéme Eg apparait dans cette somme avec un
coefficient non-nul si et seulement si les arétes de J ont une orientation opposée
dans Q[a,b] et Q' et, dans ce cas, ce coefficient est (—v)~9(<lathQ) + /I Donc

S =M = 3t o)1y ()@ By (22)
J J Q

comme une somme de monomes

ou la somme ) ; est sur tous les sous-ensembles J de ’ensemble des arétes de
Ala,b] et la somme ) o est sur tous les carquois Q' de Ala,b] pour lesquels
I'orientation de chaque aréte de J dans Q[a, b] est opposée a l'orientation dans

Q.

Il est clair que le membre de droite de I'équation (2.2) est égal a

D I e e O e N O IR 2

QN K

ol la somme ). est sur tous les carquois Q" du graphe Ala,b] et la somme
> est sur tous les sous-ensembles K de ’ensemble des arétes de Ala, b] qui ont
une orientation opposée dans Qla, b] et dans Q.
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Noter que
ITaNSESILE SERILEDY <m> (02— 1)} = v = 23U
K K i=o \ *

ou la somme ) ;- est sur tous les sous-ensembles K de l'ensemble des arétes
de Ala,b] qui ont une orientation opposée dans Qla,b] et dans Q" et m est le
nombre de ces arétes. Par conséquent, I’équation (2.2) devient:

D M E) = 3§ 2 0(Qla Q") (g =0(Qla Q")
J Q//
= Z(—U)é(Q[a’b]’Q”)EQ//
Q//

= Ti1Ti2 Ekfl(El )

ou la somme ) ; est sur tous les sous-ensembles J de I’ensemble des arétes de
Ala,b] et la somme ) o, est sur tous les carquois Q” du graphe Ala,b]. On
obtient la derniere équation en appliquant l’involution (_) a la formule de la
proposition 2.1.1. O

2.2 Relations de commutation entre les vecteurs de racine

Nous allons décrire dans cette section les relations de commutation entre des
vecteurs de racine par rapport a i € 7 adapté a un carquois Q. D’abord
nous rappellerons la correspondance de Ringel entre les algebres de Hall et les
algebres enveloppantes quantiques. Nous suivrons la présentation donnée dans
(Lusztig, 1990a). Dans le cas A,, nous pouvons utiliser cette correspondance et
donner les relations de commutation entre les vecteurs de racine.

Soient Fy, un corps fini avec ¢ éléments, Q un carquois dont le graphe est le
graphe de Dynkin de type A, et i = (i1, i2,...,4,) € Z adapté a Q. Soit
z = (21,22,...,2n) € Z" tel que z; — zj = 1 si i — j est une fleche dans Q. Un
tel z existe.

RQ est défini comme le C-espace vectoriel dont la base ([V]) est indexée par
les classes d’isomorphisme [V] de modules V de Q sur Fy, et la structure de
C-algebre est donnée par

V-V = gvv v [V]
(V]

ou la somme est sur tous les classes d’isomorphisme [V] de modules V de Q et
gv, v’ v est le nombre de sous-modules de V qui sont isomorphes & V" et qui
sont tels que le module quotient correspondant est isomorphe & V’. Noter que
la somme est finie parce que dim([V]) = dim([V’]) + dim([V"]) si gv v’ v» # 0.



2.2 Relations de commutation entre les vecteurs de racine 31

On peut voir C comme une Z[v, v~]-algébre ot v = ¢/? est une racine carrée
fixée de ¢q. Soit Uy, U; les C-algebres obtenues de U, respectivement U™ par
extension des scalaires.

Soit Ul? la sous-algebre de U, engendrée par K;, K, L pour 1 < i < n. Soit
E = Ug ®Rc RO. E est une algebre associative qui contient Ug et RO comme
sous-algebres avec la loi de commutation suivante:

Ki [V] Ki_l _ qu dj(aiyaj)/Q[V]
ou V est un module de Q@ de dimension dim(V) = (dy,da, ..., d,).

Soit quo = Ug Rc Uq‘Ir . quo peut étre identifié avec la sous-algebre de U,
engendrée par Uy et U,

Pour chaque N € N et o € R™, soit

A ) 1
[[N]]!:SI;[1 @D et [ea (™) = ![ea]N'

Proposition 2.2.1

1. (Ringel, 1990) Il existe un unique isomorphisme d’algébres Uq20 — RO tel
que
Ki—K;, K'—K ' Fw— Kiej
ot €; est le module simple dont la dimension dim(e;) = (0,...,0,1,0,...,0)
n’a qu’une seule composante non-nulle dans la i-iéme colonne et qui est
égale a 1. En particulier, il existe un plongement d’algebres = : RQ — U,

tel que E([e;]) = K; 7 Ej pour 1 < j < n.

2. Pour tout ¢ € N¥, nous avons dans RO

((e))] ((e2)) .. ((er))

le(c)] = [ea(i,l)] ea(i,z)] '[ea(i,y)]

3. Soit ¢ = (c1,¢9,...,¢,) € NV de i-homogénéité d = (dy,ds,...,d,) € N™.
Soit ¢, € NY tel que la k-iéme coordonnée est ¢, et les autres coordonnées
sont nulles. Soit d¥ = (d},d5,... d") la i-homogénéité de cp. Posons
ra = Yidi(di — 1) (22 — 1)/2 = X, i didjzj, 0(c) = =Yy, dirdf +
Sherisg A dE, fo=ra—6(c) et K(d) = Ky * M Ky 2% ... K #ndn - Alors
E(e(c)]) = ¢’/? K(d) Ex.

Preuve. (Lusztig, 1990a, chap. 5) O

Nous allons maintenant décrire le produit [€q; )] - [€q(i,1)] dans RQ pour k > 1.
Faisons d’abord quelques observations générales.
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Soit d = (dy,da,...,d,) € N" tel que > ;" dio; = a(i, k) +a(i,1). Soit 1 <a <
b < n tel que Supp(a(i, k)) = {a,a +1,...,b}. Nous avons «(i,1) = a;,. Noter
que si la classe d’isomorphisme [e(c)] avec ¢ = (c1,¢2,...,¢,) € NY apparait
dans le produit [e, k)] - [€a@,1)] avec un coefficient non-nul, alors c est de i-
homogénéité d. Ceci est une conséquence directe de la définition du produit dans
RQ. Noter aussi que, si ¢; # 0 et i n’est pas dans le support Supp(«(i, 7)) de
a(i, ), alors j = k. Car sinon chaque sous-module M de e(c) qui est isomorphe
a e,(;,1) donne un quotient e(c)/M qui n’est pas isomorphe & e, ) parce qu'il
admet un facteur direct indécomposable qui est isomorphe a e, j). Nous avons
la formule suivante:

Lemme 2.2.2

[ean)] - [€agi,1)] = ¢®00 %00l ey )] - feq ] + D (g — 1)t Caanl[V]
(V]

ot la somme est sur toutes les classes d’isomorphisme [V] telles qu’il y a une
suite exacte non-scindée 0 — eq51) — V — €4,k — 0. Noter que cette somme
est nulle si [ea(i,k),ea(m)]l =0.

Preuve. Nous écrivons o', o¥ au lieu de a(i, 1), a(i, k). Supposons que la classe

d’isomorphisme [e(c)] apparait dans le produit [e,x]-[e,1] avec un coefficient non-
nul. Alors par nos observations ci-dessus, par le fait que le support d’une racine

est un sous-ensemble connexe de {1,...,n} et par le fait que la i-homogénéité
de ¢ soit donnée par

4 — 2 sia<ip <b 4 — 1 sia<i<beti##i

“ ] 1 sinon ’ 10 si(i<aoui>b)eti#Ai ’

il n’y a que deux possibilités pour ¢ = (¢1,c2,...,¢,) € N*:

)1 sij=louyj=k
L CJ_{ 0 sinon

2. ¢; = 1 ¢l existe une suite exacte non-scindée 0 — e,1 — V — e n — 0
telle que e,; est un facteur direct de V, et ¢; = 0 sinon.

Notons que le cas 2. n’est possible que si [e x, e 1]t =1 (ie. i1 € {a—1,b+1}U
{a+1,a+42,...,b—1}) et que dans ce cas [V] = [e k1] si [eg1,e.4] =0 (i€
i1 € {a_ 1>b+1}) et [V] = [eaa+aa+l+~~~+ail @eail+ai1+1+---+ab] s1 [ealveak] =1
(ie. i1 €e{a+1,a+2,...,b—1}).

Nous écrivons (e(c)) = (V;, fi;) pour le reste de la preuve. Dans le cas 1, nous
avons

1 sia<ig<bd

1 sia<i1<b
Tli‘(f(z‘1+1)i1) = { 0 sinon

) rk(f(il—l)il) :{ 0 sinon
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et
Z'm(f(il+1)il) = im(f(il_l)il) Si a < il < b

Le nombre de sous-modules M de e(c) isomorphes a e,1 est égal au nombre de
sous-espaces vectoriels de dimension 1 de V;,, qui est égal a (¢ —1)/(q — 1).
Donc si d;, =1 (i.e. i1 ¢ {a,...,b}, i.e. [eq1,e,x] = 0) il y a exactement un
sous-module M de e(c) isomorphe a e, et le quotient e(c)/M est isomorphe &
e k. Ainsi le coefficient de e(c) est 1.

Sidy =2 (ie. i1 € {a,...,b}, i.e. [eg1,e,6] = 1) alors il y a (¢ + 1) sous-
modules M de e(c) isomorphes a e,i. Pour chacun de ces sous-modules M, le
quotient e(c)/M est isomorphe & e« sauf pour celui correspondant & l'image
im(f(i,+1yi;) s1i1 # b (respectivement im(f(;, _1);,) si i1 = b). Ainsi le coefficient
de e(c) est q.

Donc dans le cas 1, le coefficient de e(c) est gl Cak],

Dans le cas 2, nous avons i1 € {a —1,b+1}U{a+1,a+2,...,0—1} et

1 Slll#b+1 1 siil#a—l
Tk(f(i1+1)i1):{0 Siig=btl Tk‘(f(z‘l—l)z'l):{o Siip=a—1

et
im(fei,+1)i) NVim(fa,-1)i,) = {0}

Donc si iy € {a —1,b+ 1} alors d;; = 1 et il y a exactement un sous-module
M de e(c) isomorphe & e, et le quotient e(c)/M est isomorphe & e,r. Ainsi le
coefficient de e(c) est 1.

Siig €{a+1,a+2,...,b—1} alors d;; =2 etilya (¢+ 1) sous-modules M de
e(c) isomorphes & e,1. Pour chacun de ces sous-modules M, le quotient e(c)/M
est isomorphe a e, x sauf pour les deux sous-modules correspondants aux images
im(fi,+1yi,) et im(f; -1y, ). Ainsi le coefficient de e(c) est (¢ — 1). Donc dans
le cas 2, le coefficient de e(c) est (¢ — 1)[ea1’eak] et par la proposition 2.2.1.2,
ceci termine la preuve. O

Maintenant, nous transportons la formule de la proposition précédente dans
I'algebre enveloppante quantique via le plongement d’algebres = : RQ :— Uj,.
Ceci nous donne les relations de commutation entre les vecteurs de racine.

Proposition 2.2.3 Soit 1 <t <r <wv. Alors

E.ﬂ-@,TEj-r(D,t _ Uga(ﬂ(z),t’ﬂ(z),'r)E?r@,tE.ﬂ-@,r + Z(Q_} - Q_]_l)|a|_1Eia

1 1 1 1
a

ot la somme est sur tous les a = (ay,a2,...,a,) € N pour lesquels il ex-
iste une suite eracte non-scindée de la forme 0 — ey ) — ei(a) — €q(i,r) — 0
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et la| = >V _,as. Noter qu’il n'existe pas de tels a si [ea(i’r),ea(i,t)]l =0
et qu’il existe exactement un tel a si [ea(i,r),ea(i,t)]l = 1. De plus, dans le
cas ot [ea(i’r),ea(i7t)]1 = 1 alors |a| = 1 si [eq(),€aq,r)] = 0 et |a] = 2 si

[€a(i,t)> €afiry] = 1.

Preuve. Considérons d’abord le cas ¢t = 1. Alors «(i,t) = «;,. Soient a,b tels
que l <a<b<netalir)=a,+ a1 + ...+ a. Notons que

{1 sia<i;<b
et

[eail ) ea(iﬂ“)] 0 sinon

feainy o]t = {1 siiie{a—1,b+1}U{a+1,...,b—1}

0 sinon

Il y a quatre cas a distinguer:

L (lea,, s €a(im)s [ea(i,r),eail]l =(1,1) ey e{a+l,a+2,...,b—1}
2. [ea”,ea(l,r)], [ea(l,,.),e%]1 = (1,0) i.e. i €{a,b}

3. ([eas, €atim)s [€atim:€as,]') = (0,1) ie. iy € {a—1,b+1}

4. [eazl, ar))s [Bag,r) azl]l =(0,0) ie. i3 ¢{a—1,a,...,b,b+1}

Par le lemme 2.2.2 nous avons dans RO

[ea(i,r)] . [eail] _ q[eail ,ea(i,r)}[eail] . [ea(i,r)] + Z(q _ 1)[6%1 ,ea(i,r)][v]
V]

ou la somme est sur toutes les classes d’isomorphisme [V] pour lesquelles il existe
une suite exacte non-scindée 0 — ey,1) — V — €q3,,) — 0.

Nous appliquons le plongement d’algebres = : RQ = U, a cette équation et
nous utilisons la proposition 2.2.1.3. pour voir que

1 _ _ 0 1 —z 0,
QQfTF@”"Ka Za "Kb ZbEiﬂ' q2fﬂ-<2!,1Kilz 1Eiﬂ' 1
est égal a
q[eail 7e(i’r)]q%fﬂ'@’l Ki_lzil Eiﬂ'@qu%fﬁ(z)_j Ka—za L Kb—ZbEiﬂ'm,r
+ Z(q _ 1)[6047;1 ,e(i,r)}q%faKi—lzq K% . K E?
a

ou la somme est sur tous les a € NY pour lesquels il existe une suite exacte non-
scindée de la forme 0 — e,(;) — ej(a) — eq(,) — 0. Noter quun tel a n’existe
que dans les cas 1 et 3 et que par la proposition 1.4.1 dans le cas 3, a = whm

avec m tel que a(i,m) = oy, + a(i,r) et dans le cas 1, a = &?™ 4 7072 ayec
my < mg tels que a(i,my) + a(i,ma) = oy, + a(i,r).
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En utilisant les relations (r.1) et (r.2) de la définition de U, nous transformons

cette équation: le membre de gauche est égal a
1

1 PV
s(Fortfro1) po—z —zp % T ol L,
g?Umortimon) oz KR VETTER ¢

avec
0 dans les cas 1 et 4

p=1< 2y danslecas 2
—z;, dansle cas 3

Noter que p = o(w?!, wl7)z;, | ot ¢ est la forme bilinéaire définie dans la section
1.2.

Le membre de droite est égal a

/

q[eail 7E(i,r)]q%(f7.r(z)_rr+f7r@_,1) Ka—za o Kb_ZbKi_lZil Ei7-r0,1Ei7-r@,r q%p
+ Z(q _ 1)[9(11-1 ,e(i,r)]q%faKi:zil K% .. K; *E?
a

avec
-2 dans le cas 1

;) zi, —1 danslecas 2

P73 -z, -1 danslecas3

0 dans le cas 4

(nous avons utilisé le fait que z;;, = z;,-1 — 1 = 2;;,41 — 1 puisque i; est un
puits). Noter que p' = p(x?!, 707)z, — €, €(i,7)] — [e(i,7), €q; ]'. Comme
ces résultats sont vrais dans U, pour tous les g, nous pouvons conclure qu’ils

sont vrais dans U. En substituant v = ¢*/2 nous obtenons
Eiﬂ-@,TEiTr(D.,l _ U@(F{BJ’T‘-@’T)E;T@JE;T@’I (23)

+ Z(,UQ _ 1)[9041'1 7e(i7r)]vfa_f7r@,r_f7rﬂ,l,U_Zil 50(7‘-@’177‘-@77‘)Eia.
a
Notons que
0 dans le cas 3
1 danslecas1

(e, (i, )] = Ja] = 1 = {

Nous avons

fﬂ@,l - 07 fﬂ-ﬂ,r —_ — Z Z] et

a<i,j<b

2z, —1— Z z2j —2z; +1—1 danslecas 1
i—j

f a<i,j<b
. =
— E Zj dans le cas 3
i—j
i,je€{i1 }U{a,a+1,..., b}

. fmor —1 dansle cas 1
B foo.r dans le cas 3.



36 CHAPITRE 2. Résultats de R. Bédard

Ainsi fa — fror — froa — zi, (P w07 est égal & —1 dans le cas 1 et & 0 dans
le cas 3. Alors (2.3) devient

1

70 0.l w0l w0y o ol —1\|a|-1 a
EF BT = ¥l VEfEL +3 (v —v )R B2
a

ce qui prouve la proposition pour t = 1.

Supposons maintenant que ¢ > 1. Soit j = (i¢, G441, -« - 0pyJ1,J25 -5 Jt—1) € L
adapté au carquois Q' =s;, , ...s;,8;,(Q) ou les j1,Ja, ..., ji—1 sont définis par
wO(ai1) = —Qjy, wo(aiQ) = gy ¢w0(ait71) = Q-

En appliquant le lemme 1.2.3 plusieurs fois, nous avons que [ea(jl), ea(jm_tﬂ)] =
[€a(it)s €alir)) et [€a(r—t+1)s €a(in)]" = [€a(ir) €a(iy)' (nOUS avons utilisé aussi
la proposition 1.4.1). En appliquant la premiére partie de la preuve a j et Q'
nous obtenons

T3, Tir - T,

Tp—1

(Ei, ) E;,
0 r—t+1 70,1
E; E;

0.t 0,r - - g
= BT Ty Ty (B + ) (0 — o DRI ER
a/

oll la somme est sur tous les a’ pour lesquels il existe une suite exacte non-scindée

de modules de Q' de la forme 0 — €q(j,1) — €j (a’) — eq(jr—t+1) — 0.

Maintenant, nous appliquons ’automorphisme TZ'ITZ-2 e Tihl a cette équation
et nous obtenons

0,r 0,t 0.t 40,7 0,t 0,r _ " _ 7
EF B = MmO T ETY 43 (0 — TR R

a//
oll la somme est sur tous les a” tels que
I 0 sim<t
a; = , N
G111 SIM 2>t

et a’ est comme ci-dessus. Ainsi, il ne reste qu’a montrer que a = a” dans les
cas 1 et 3.

Dans le cas 3, a” = wl™ avec a(j,m' —t +1) = a(j,1) + a(j,r —t + 1) et
a=7n"" avec ai,m) = a(i,t) + o(i,r). Mais

ai,m') = sysiy...si,_(a(Gm —t+1))
( ) +Silsi2"'sitfl(a(jar_t—i_l))

= a(i,t) +ai,r) = ai,m)

= 8§ Siy---Si_,(a(f,1

et alors m=m/ et a=a".
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Dans le cas 1, a” = w01 4-70m5 g = g0mif z0m2 ot ] existe des suites exactes
non-scindées T : 0 — eq51) — €a(jm),—t+1) B €a(my—t+1) — €a(jr—t+1) — 0
et Ti : 0 — ey — €a(imi) D€a(ime) — €a(i,r) — 0. En appliquant le foncteur
®,; @, ---®,; | alasuite Tj et en utilisant un argument similaire a celui utilisé
dans le lemme 1.2.3, nous obtenons une suite exacte non-scindée

0 — eqi) = €afim)) D €a(i,my) = €a(iy) — 0.

Par la proposition 1.4.1.4, ceci implique que a = a”. O

Proposition 2.2.4 Soient 1 <t <r<wvetl>1. Alors

0,r 0,t 0,t 0,7 0,t 0,r
EFT BT = ple(mhh ) gl pr

+ 20 o = BT B
a

ot la somme est sur tous les a € N pour lesquels il existe une suite exacte
non-scindée de la forme 0 — e(i,a!) — e(a) — e(i,a”) — 0.

Preuve.  Par récurrence sur [. Si ] = 1, ceci est la proposition précédente.
Supposons [ > 1. Chaque somme ), dans cette preuve est sur tous les a € N¥
pour lesquels il y a une suite exacte non-scindée de la forme 0 — ey —
e(a) — €q(i,r) 0.

9, 0.t -1 0, 0t (1—1)Tw0t ..
Nous avons Ef" " BT = [H ET ET El( T Par la proposition

précédente, ceci est égal a

-1
l 0,t -0, 0,t 0, 1—1)7 0.t
[} Ry T)Eiﬂ' ET TEi( )
1

N —1\[a]-1 pa =170
- > (w—vHRT B2 B : (2.4)

1 a

Maintenant nous appliquons ’hypothése de récurrence pour obtenir

0,t 0,r _(1—1)7r 0t _ 0,t —0,r 0,6 _(1—1)7r 0t 0,r
EF" EFT BT = (e 0em i mtn) prtt plm T pm

i

, _ 0,
+ Z(’Ul_2(1/ - ,U—l))\a‘—l EiTl'@'tE(l 2)T tEia
a

l — 0.t 0, 0.t 0,r
[ }v(l Dep(m?t )Eilﬂ' ET
1

] 02 - ey BT

1 a

Alors le premier terme de (2.4) est égal a

N N T _ _ _ _ 0,
AT BT BT g 3 o )R T

a
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avec p; = {H_l [1—11} U<p(7i'0=t,7r‘z’”)(v—1)\a\—1'

_ 0,
Pour calculer le produit Ef Ei(l D7 Qans le deuxidme terme de (2.4), nous

utilisons 'hypothese de récurrence: notons que si ags # 0 alors cp(ﬂ'@’t, 71'@’5) =1
et dans ce cas il n’y a pas de suite exacte non-scindée de la forme 0 — e+ —
V — eys — 0. Par récurrence, nous avons alors

-1
IR -t

-1
= {i] Z(U - U_1)|a|—lv|a|(l—1) Ei(l_l)ﬂ-o’t Eia'

Ainsi (2.4) devient

r N \T _ @,t
Ulgo(ﬂ'@’t,ﬂ'@’ )Eilﬂ'@rt Elﬂ'@ +p Z(’L)l_l(v _,U—l))\a\—l El(l nm E2

1
a

avec

I —1
p=p1+ H (=1,

Afin de compléter la preuve, nous montrons que p = 1. Noter que gp(ﬂ'@’t, TI'(Z)’T) =

la] — 2 et ainsi
Sl el gl (-2)
v—0 v—v

s

I
—
— o~



CHAPITRE III

LE CALCUL DES POLYNOMES 04

Dans la section 2.1, nous exprimons le produit d’un vecteur de racine avec un
élément de la base B;j de type PBW en terme de la base B;. Nous utilisons
cette description dans la section 2.2 pour donner une formule récursive pour les
polynomes Q2.

3.1 Multiplication par un vecteur de racine

Soit Q un carquois de type A,, et i € T adapté a Q. Nous écrivons o au lieu de
a(i,t) (t=1,2,...,v). Soit ¢’ € N de i-homogénéité d = (dy,ds, ... ,d,) et soit
Eic/ I’élément de la base Bj correspondant. Notons w?" € N le vecteur valant
1 & la r-iéme position et 0 ailleurs. Avec cette notation, le vecteur de racine

~ o~ r , /0,1 ! (0,2 /0,7 ! =0,v
Ty Thy Ty (Ei) est EF" et BE = EOT ERT T EC™ L EYT
Comme dans la section 1.5, A(r,c’) est 'ensemble des a"-partages A tel que

c+m e NV

Théoréme 3.1.1

EF" B = Y PO+ ESHT
AeA(r,c’)

_ o =2\—1 o, —2b; (b=, 7T)
P(\,b) (1-v2) (Hteﬂ.i(l v=2)) ve

pour tout b € N¥ et A € A(r,c’).

Preuve. Montrons d’abord que ce résultat ne dépend pas du choix de i. En effet,
solent i,j € 7 adaptés & Q, r € {1,...,v} et c € N”. Supposons que le théoréeme
soit vrai pour i. Pour chaque ¢ € {1,...,v}, définissons ¢’ par a(i,t) = «a(j,t’)
et ¢/ € N¥ par ¢}, = ¢; pour tout t. Or, j est obtenu de i en effectuant une série
d’opérations dont chacune consiste en remplacant deux entrées consécutives h, k
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dans i, avec |h — k| > 2, par k, h. Par conséquent, Ef = EjC,,Ai(r, c) = Aj(r', )
et

EFE = EFEf= Y Pc+n) BT
)\EAi(T,C)
= Y PO+ EFFT
AEA; (1)

Ainsi, nous pouvons supposer sans perte de généralité que i est tel que l'ordre
induit sur RT est le suivant: pour deux racines positives a®, af, disons ©(a®) =
(s1,82) et O(al) = (t1,t2) olt © est le plongement de I'g dans ZA de la section
1.4. Alors o < ol & (81 + 59 < 11 + t2) ou (81 + 59 =t +taet 51 < tl).
Un tel i existe, nous pouvons le définir par la méthode suivante: Soit Qf =
{he @ |he—h+1}U{n}et Q) ={k e Q" | k — k+ 1}. Disons que
A ={h <hy<...<hp_1 <h,=n}, Q)={ki <ky<...<kg} Alors

i = (h,hi—1,...,2,1,ho,ho—1,...,2,1,... hp_1,hp_1 —1,...
2 Lnn—1,...,2,L,n,n—1,..n—kg+1,n,n—1,...
o=k +1,...nn—1,...,n—k +1).

Ceci fonctionne parce que le carquois d’Auslander-Reiten a n diagonales descen-
dantes Dy, ..., D, telles qu'il y a | sommets sur D;, (I =1,...,n) et D; est a la
gauche de Djq si et seulement sil — 141 € ol.

Une autre fagon de définir i est la suivante: Dessiner le carquois d’Auslander-
Reiten, étiqueter les sommets o' < o? < ... < o en suivant 'ordre défini
précédemment et définir hy par O(al) = (2, ), (t = 1,...,v) et i = (hy,

hay... hy).
/ / / 0,
Nous procédons par récurrence sur r. Sir = 1 alors Elﬂ' o Ef = 011+ ! Ef AL
Comme e,, est projectif, nous avons A(r,c’) = {0}, ¥ = 701, o(c, n%1) = ¢}
et
P, +a%) = Q-0 )1 —v2atD) 4
ci+1
1

Donc le théoreme est vrai pour r = 1.
Supposons r > 1. Alors

o, ’ 0,r c! 7‘-@71 c! 7"0,2 < 71-{2],7“ o 71-(2).,1/
EF" Ef = EF" E' B ES E

; : N D) R D
Pour écrire ceci dans la base (Ef) il faut emmener le premier terme E° “alar-
ieme position, c.-a.-d. il faut appliquer (r—1) fois les régles de commutation pour

cl 708

les vecteurs de racine (proposition 2.2.4). Chaque commutation de EJ @’TEI
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avec [ear, eqs]! = 1 ajoute un nouveau terme & la somme. Dans ces nouveaux
termes, il y a possiblement des vecteurs de racine E* . qui ne sont pas a la
bonne position mais l'indice t du vecteur de racine est plus petit que r et par
récurrence nous pouvons appliquer le théoreme a ces termes.

Pour 1 < s <t < v posons c'[s,t] = (0,...,0,c,...,¢,0,...,0). Alors un
calcul élémentaire nous donne

E'ﬂ-(Z).,r EC/

1

— Eﬂ'm o E [1 1] E.C,[va}

1 1

— ¥le [1,1],7w07) E.c/[l,uE?rm,rEic/[Q,l,]
+Z 4=l(y — p~ly)lall-1ge ‘1)-m EaE '2,0]

= ,UC,O(C [172}77‘-0,7“) Eicl[lvﬂ E'iﬂ-@’r EiC, [3,11}
+ P (LI SR (= — =)l T2 -T2 e o
a2

_|_Z v_v ))|a1|—1EiC/[1 1]- Ea E '12,V]

_ ,Uap(c [1,7“—1],71'0”) E'C,[Lr—l] Eiﬂ'o’r E'_C/[TJ’}
i i

+ U‘P(C,[LT_Q]JT@TT)

Z (/Uc;‘—l_l(v _ ,U—l))‘ar_l|_1Eic/[17T_1]_7r0’r_1EiZiT_l E.C/[r?l/]

1

ar—1
/ _ 0,1
+Z ’U—’U ))|a1|_1EiC [1,1]-7 Ea E '12,V]
B cr+1 M,r—1 ’ﬂ-(l)m IR
— : P Lr=1] )Eic
r—1
+ ngo(c’[l,t—l},ﬂ'@”") Z(Ucé—l(v B ))\at\ 1E [1,]—7r 0t Ea E c'[t+1,v]
t=1 at
= P(0,c +alr) gt (3.1)
r—1
’ r / —_ 170, ’
+ Z P [L=1], 70 )Eic (1] -7 Z(vcﬁ_l(v ))|at| lEa EY c/[t+1,0]
t=1 at
ou a’ est tel qu’il existe une suite exacte non-scindée de la forme

0 — ey — e(a’) — ey — 0.

Noter qu'un tel a’ existe si et seulement si [ear,en ]! = 1, qu'il existe ¢’ tel
que t < t' < r, al = 7% et |al| = 1 si ([eqr,ear], [€ar;eat]’) = (0,1) et
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qu'il existe ¢/,t" tels que t < ¢ <t < r, at = 70" 4 7t et |al| = 2 si
([eats€ar], [€ar;eqt]') = (1,1). En utilisant la proposition 2.2.4 et la proposition
1.4.1.4, nous obtenons dans le cas |al| = 2

at ¢/ [t+1,0] 70t 0.t e [t+1,0]
E} E; = L E{ E;

"
_ @t 1)) ear] [c@ﬁl} gm0 et Llmlt
1 i i
car, a cause de notre choix de i, nous avons que pour tout t < s < t”, s
est situé sur la diagonale entre ¢ et ¢’ dans le carquois d’Auslander-Reiten et
) 1
conséquemment [€,s,€qr] = [€qs, €7 =1 et [e i, €qs] =0.

Posons

o e | et 1,0 si|a'| =1
= C/[t-i- 1’1/] —I—ﬂ'@’t" | |at| _

Noter que ¢” dépend de t. Avec cette notation, nous pouvons appliquer I’hypo-
these de récurrence dans les deux cas simultanément et la somme dans (3.1)
devient

r—1

’ r / —_ 170, 7
2 :2 :Ugo(c [1,t—1],7x%7) EIC [L,t] -0 (pl(v))|at|—l } : P()\,C” _1_71_)\) Elc +mA
t=1 at AeA(t )

/ /
avec pr(v) = v (u% L — 4~ ple(e tH1,t7 1)) ear],

Soit t tel que ¢, > 1, [eqr,eqt]' = 1 et soit A = (A1, Aa,...,\) € A(t,c").
Soit ©(a") = (z,i) la position de " dans le carquois d’Auslander-Reiten et
O(at) = (y,h) celle de af. Définissons

ANt) = (x—y,x—y,...,x —y).

T +1—y — h termes

Alors A(t) est un o-partage et o = {t}, ﬂ'i(t) ={t'} silal] =1et ﬂi(t) =
{t" '} si|at| = 2.

Nous allons “coller” A(t) et A\ pour obtenir un nouveau a’-partage A(t) + A €
A(r,c’). Par la proposition 1.4.1, il y a deux possibilités pour la position de ot
dans le carquois d’Auslander-Reiten:

1L 0= (y,z+i—y)
2. O(a') = (z,y + h— ).

Comme A € A(t,c”), il faut que 7} > 0 pour tout s < ¢, donc 7} = 0 pour
tout s < t (par le lemme 1.5.3). Alors dans le cas 1., il existe s tel que 7)) = 1,
O*)=(y k), h<k<z+i—yetl=x+i—y—k<az+i—y—h Donc

&
At) + A “f (r—y+A,z—y+X,...,2—y+ N\, 2—y,...,x—Y)

x + 11—y — h termes
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est un o”-partage et wXHTA = A 4 A0 _ 70t
Dans le cas 2., il existe s’ tel que 7 = 1, @(asl) =(y+kh—k),1<k<z-—y
et \1=z—y—k<x—y. Donc

A(t)—i_A = (x_y7$_y7°"7x_y7 Ala"'aAl)

T +1—y — h termes

est un o -partage et wAOTA = A 4 A _ 70t

AD)+A /
Enfin, dans les deux cas, nous avons 7w’ = w2 U {t} et comme ¢; > 1 et
¢+ e N, ceci implique que ¢’ + w0+ € NV d’ott A(t) + A € A(r,c).

Nous montrons maintenant que pour tout A € A(t',c”)
P+ At), ¢ + 70y = PO\ ¢ + ) P [L=1],70m) (p1(v))[€atar]
En effet,

P\ ¢ +mt)
_ (1 - U_Q)_l Ugo(c”,ﬂ')‘) H (1 _ U—Z(c’s—i-l))

A
sE7‘l’+

= 1-v2?! e H (1— v 2Dy | (1 — U—2(c;,,+1))—[eat,ear}
semry (A

= P()\ + )\(t), C/ —|— 7]')‘(t)+)\) ’U (C”,7T>‘)—<p(cl,ﬂ'>‘(t)+>\) (1 — ’U_2(C;ll+1))_[eatyea7‘}'

Mais py(v) = v =L (v =y~ yle(@t+ 1" ~1)ear] et alors il suffit de mon-

trer que le terme suivant
(e, 7) = o(c, 7O 4 o(d[1,t - 1], 7"7) (3.2)
+ ([e(<'Tt + 1,t" —1]),eqr] + ¢ + cj) [eqt, €ar]
est nul. Or
o(c”, ) = ([t + 1,v], 7

(z,y + h — x), et par

car si |af| = 2 alors O(af) = (y, 2 + i — ) et O(al") =
! = 0; d’autre part

conséquent [e(7?t"), e(x)] = [e(m), e(x?")
—(p(C/, ﬂ_)\-l-)\(t))
= = SO(C/a 71-)\) + ‘P(C/a Ww’t) - SO(C/7 ﬁ®7tll)[eataear]
= —p(c[Lt =1, 7") — ¢ — ([t + 1,0],7%)
+ QD(C/[L t— 1]7 ﬂ-@’t) + Cé

|
/N

o(c[1,t — 1], 7% + [e(c'[t,t"]),ear]) [eats €ar]-
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Donc (3.2) est égal a

—o(c[1,t — 1], 7) + o([1,t — 1], 7%
—p(c[1,t = 1], W@’t//)[eat7ear] +(c[1,t — 1], W@’T)
= —p(c1,t-1], Tr)‘(t)J”\) + p(c[1,t — 1],7r®’r)
= - [e(c/[Lt - 1])7 e(ﬂ)\(t)+)\)] + [e(C/[Lt - 1])7 eoz’“]
+ [e(m* DN e(d[1,t — 1])]' — [eqr, e(c'[1, ¢ — 1])]".

Par le lemme 1.5.5 ceci est égal a

—[e(c'[1,t — 1]), e(m DTt [e(c/[1,t — 1]), eqr]!
+e(m D) e(c[1,t — 1])] — [ear, e(c/[1,t — 1])]

et ici chaque terme est nul parce que t — 1 est strictement plus petit que r et

strictement plus petit que chaque s tel que W?(t)+)\ # 0.

Ainsi (3.1) est égal a
P@®,c + w0y BT (3.3)

r—1
+ Z Z PA(#) + A, ¢ + 71-/\(t)+>\) T
9 i .
t=1 XeA(t,c”)

Donc ET @’TEic/ est égal & une somme dont chaque terme est de la forme P(\, ¢’ +

7&')‘)]5}0,"”"A avec un A € A(r,c’). Pour montrer le théoreme, il ne reste plus qu’a
voir que chaque A\ € A(r,c’) apparait exactement une fois dans cette somme.
Pour cela, soit A € A(r,c’) quelconque. X apparait dans le premier terme de
(3.3) si et seulement si A = (). D’autre part si A # (), soit of la plus petite racine
(selon I'ordre < induit par i) telle que 7 = —1. Noter que [eqr,eqt]t = 1 et il
existe une suite exacte non-scindée 0 — e+ — e(al) — e, — 0. Soit ¢’ le plus
grand entier tel que al, = 1, alors il existe exactement un )€ A(t',c") tel que

A= A(t)+ X\ 0

3.2 Formule récursive pour )2 dans le cas A,

Dans cette section, nous utilisons la multiplication par des vecteurs de racine
afin d’obtenir une formule récursive pour les polynomes Q2.

Soit Q un carquois de type A, et soit i adapté a Q. Soit a € N”. Nous avons
vu dans la proposition 1.3.1 que I'image E_f‘ d’un élément £ de la base B; sous

I'involution ( )s’exprime dans la base B;j comme suit:

c=a
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On peut calculer E_f‘ aussi de la fagon suivante: soit 7 > 1 le plus petit entier tel
que a; # 0, alors

&
8
|

E(07"'707aj7aj+1 7"'7au)
i

-1
_ aj 0.5 (07"'707aj_17aj+17"'7a1/)
[ 1 ] bR

-1

aj 0,5 (0,...,0,a;—1,a541,...,a

— [J] Elﬂ' ]Ei( J j+1 v)
1

et par la proposition 2.1.2

Eiﬂ'@’j = Z(v_l — v)'J‘EiC(J)
J

ou la somme est sur tous les sous-ensembles J de ’ensemble des arétes dans

Supp(a?) et c(J) = (c],...,cl!) avec ¢/, = 1 si Supp(a™) est une composante

connexe de Supp(a?) \ J et ¢, = 0 sinon. Soit {r1 < rp < ... < ry41}
I'ensemble des positions ol ¢(J) ne s’annule pas.

En utilisant ce résultat nous obtenons

-1
Tha aj — J 0,....0,a;—1,a541,....,av
ia: |:1]:| E ('U 1_U)‘J|E'lc( )Ei( aj aj+1 a).
J

Posons maintenant a’ = (0,...,0,a; —1,a;41,...,a,) et appliquons (3.4) aux
deux cotés. Alors

-1
S WAE = [?] St o EY S Wy E

c=<a J c’/<a’
; _1 ! !
- Y] TZ oo BV Es (3.5)
J c/=a’

Du c6té gauche de 'équation (3.5), chaque Ef n’apparait qu’une fois tandis que

()

du coté droit, les E sont cachés dans les produits Elc Ei", et peuvent donc

apparaitre plusieurs fois. Mais une fois les ElC ) Eic/ calculés, nous pourrons
regrouper les termes, mettre les Ef en évidence et récrire le coté droit comme
une somme sur ¢ = a. Dans cette somme, le coefficient devant chaque Ef sera
de la forme Y./ (polynéme en v,v‘l)wf;‘,/. Donc ceci nous donnera une formule
pour w2 en fonction des wf:‘,l . Nous calculons ElC Sl Eic/ en appliquant |J| +1 fois
le théoréme 3.1.1 (posons m “ |J| +1):

/ 0,r 0,7 0,rm /
YRS = EFEF? . EFTES
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Q,r @rrm—l m / A
= EFF . ET > P(mem™) ESET
AMEA(Tm,c’)

E'ﬂ-@,m E.ﬂ'@!rm—Q
-4

m m—1
> Pt /e L ea " T P(am oA BT AT
)\m’)\mfl

m L m ok
- ¥ <HP(Ak,c/+z;”k7rAl)> BT ™

AJEAy \k=1

ot 'avant derniére somme est sur tous les (A™, X~ 1) € A(ry,, ¢) X A(rpm_1, ¢ +
7\") et la derniére somme est sur tous les Ay = (A, A2,...A™) € A(r, ¢ +

SN XX A, ) “ A, Ainsi (3.5) devient

S = [M] ST 0o

c=<a J c/=Xa’

|7]+1 D Siear S
> (HP<A’“7c'+Zli':l”Al)) T

AJEAS \ k=1

Maintenant, nous pouvons comparer les coefficients de Ef et nous obtenons la

formule suivante (noter que ¢’ = ¢ — L‘]:'TI )
w11 |J|+1 el
j J A
=[] T -0 o e I PO - ) 39)
J AJEAS =1

_ dé .
Nous posons Q¥ = w¥ v =4 ayvec d(z) < dim(QO,) et nous avons la formule
récursive suivante:

a __
Q2 =
[J]+1

1-1 k—1 .
|:1]:| ;(U |J)\J;AJQa Z‘J"Hﬂ-)\k H P ;7“')\) v°
(3.7)
avec o = d(c — |,€J‘J1r1 MY —d(a') + d(a) — d(c).

Dans le reste du chapitre nous ne faisons que simplifier cette formule. Regardons
d’abord la dimension d(c) de l'orbite O.. Nous avons la formule suivante:

Lemme 3.2.1
5(c) = dim(Ea) — d(c) = [e(c),e(c)]!

Preuve. (Gabriel, 1975, sect.1) O
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Maintenant, nous appliquons le lemme pour calculer o:
o = ~[elc— T elc— S + fele).e(e))! - [e(a), efa)]’
+ {e(a — %), e(a — ﬂ@’j)} '
= Je(e)e(Sem™)] + [e(Sim).e(@)] "~ [e(Tim). eS|
~ [efa).e(x)]" — [e(x®).e(@)]" + [e(x®), e(x?9)] ",

ou chaque somme Y, est sur k = 1,...,|J| + 1. Noter aussi que

1

{e(ﬂ'@’j),e(ﬂ'@’j)rzo et [e(ﬂ'@’j),e(a)} =0

car a; = ... = aj_1 = 0. Avec ce résultat, nous avons

L[ TN
— U—[e(a),e(ﬂ'@’])] [ H (1 _0—2)—1 ( H (1 —20,5—}—22 7 )) 2)01‘|,

k=1 Ak
tem?
ou oy est égal a

k

ple—Y " 7)
T ([eter o] + e e)] ' [oe) ey
= Je(e),e(w)] + [e(e). e(w )] — [e(zht V), ()]
~ [em).e(m™)] ~ [elm).o(o L )]

k

Noter que — [e(ﬂ')‘k),e(ﬂ'kk)] = —1 par le lemme 1.5.6 et que

1

o) (x| + [e(e),e(x™)
= 2 [e(e).e(r)] - [e(e).e(m®)] + [elc).e(x07)

1

par le lemme 1.5.5. Ainsi

o = 142 [e(e).e(w)] — [e(e).e(x)] + [e(c). o))’

= ezt ) e(m)] = [ela ) e(SI 7]
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Noter aussi que
1 |J]|+1
l:llj:| (2}_1 _ 7))|J\ H (1 _ 7)_2)_1 _ (_1)\J|(v2a]- _ 1)—1va]-v|J\+1
k=1

et ainsi (3.7) devient

0z =

(v2a]- . 1)—lvaj—[e(a),e(Tl"Z)*j)]1 Z(_1)|J\ Z Qa’ Ik ey pg(v), (3.8)
7 AR, T2 T

J|+1 _ I el Y
avec pa(v) = HL:Hl_ remak (1 — e ) et

[J]+1 . 1
o2 = Z (2 {e(c),e(ﬂ-)‘ )} [e(c),e(ﬂ-@ﬂ”k)} + {e(c),e(ﬂ-@”"’v)} )
k=1
|J|+1 ) ) 1
= 2 ([t et ]+ for et ] )
k=1

Maintenant, nous montrons que quel que soit j et pour tout sous-ensemble J de
I’ensemble des arétes de Supp(a)

| J1+1 1 , 71
> le(e).e(m™)]" = ~[e(e).e(w’)] + [e(c), e(x")]
k=1

|J|+1

+ 3 [e(c) e(x?)] (3.9)
k=1

En effet, il suffit de montrer que pour tout j et pour tout sous-ensemble J de
I’ensemble des arétes de Supp(a)

[J|+1

> () = ()
k=1

ot 7 < rg < ... < 741 tels que c(J) = w4 w2 o g0 e
1
(t) = [e(c), e(m®)] — [e(c), e(x)] .

Nous procédons par récurrence sur |J|. Si [J| = 0 alors ZL‘]:‘J{I P(r) = (ry) et
r1 = j. Supposons |J| > 1. Soit g — yo € J, alors il existe une suite exacte non-
scindée 0 — e, — e, — e, — 0 telle que yg € Supp(all) et zg € Supp(al?).
Nous avons (j) = 9(t1) + ¥(t2). Soit J; = {z — y € J | 2,y € Supp(a'?)}
et Jo={r —yeJ|wxyec Supp(a?)}. Donc J = J; UJyU{zo — yo}, alors
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|J1], |J2] < |J| et nous pouvons appliquer ’hypothese de récurrence a t1,J; et a
to, Jo. Nous obtenons

|J1|+1 |J2|+1

() = (tr) +P(t) = Z P(ry) + Z e(ri)

1 2
ot c(Jy) = w1 4 mlra 4 i et c(Jy) = w0t 4 mwlri Ay
De plus, les arétes de Supp(a?) qui ne sont pas dans J sont exactement les
arétes de Supp(a't) U Supp(a?) qui ne sont pas dans Jy LI Jo et par conséquent

{ri,re . orpa) = {rird. .. T‘|1J1H_1} U {r? r2. ... ’T\2J2|+1}' Ainsi ¢(j) =
Z‘JH ¥(rg) ce qui montre (3.9).

Avec ce résultat nous pouvons récrire (3.8) comme suit (en notant que a; =

le(a), e(m"9)]):

02 = (0?49 — 1)1y Z I Z Q S 7% po(v) (3.10)
J AJEAS =1

avec

1 1

o5 = |e(a),e(m")| - [e(a), e(n)]

— [e(e),e(x®)] + [e(c), e(x")]
7141 k k
on = > <2 le(c),e(m™)] = [e(zii ), e(n)]
k=1
- fetm etz )

[J]4+1

we) = I1 T1 (1-verZa),
k

k=1 A
t€7'l'Jr

Nous allons montrer les deux faits suivants:

o3 =0 (3.11)
et
| J|+1 . |J|+1 . .
> le(miim)e(@™)] = 3 Je(x) ez, )] (3.12)
k=1 k=1

Dans (Auslander et Reiten, 1985, thm.1.4), on montre que la différence
. 91

{e(c),e(ﬂ'@’])} - [e(c),e(ﬂ'@’])} dépend uniquement de la dimension de e(c).

Ainsi, o3 = 0 parce que c et a ont la méme i-homogénéité.
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Preuve de (3.12) :
]+ |7 +1

> el mela)] = Y fetm ), e(si,w)]'
k=1 k=1
= Y [e)el@)] - e, o]
1<l<k<|J|+1

1
Donc il suffit de montrer que {e(ﬂ')‘l),e(ﬂ')‘k)} = [e(ﬂ"\l),e(ﬂ"\k)} pour tout
| < k. En appliquant le lemme 1.5.5 pour le partage A/, nous voyons que ceci
1
est équivalent a {e(ﬂ'@’”),e(ﬂ"\k)} = [e(ﬂ'@’”),e(ﬂ')‘k)} pour tout | < k. Et en

appliquant le méme lemme pour A\*, nous voyons qu’il suffit de montrer que
1
[e(ﬂ'@’”), e(ﬂ'w’r’“)} = [e(ﬂ'@’”), e(ﬂ'@’m)}

pour tout 7, < 7. Mais le membre de gauche est nul puisque Supp(a’) N
Supp(a”™) = () et le membre de droite est nul puisque r; < r; implique que s’il
existe une suite courte exacte non-scindée avec e(7?71), e(w?*) aux extrémités
alors elle est de la forme 0 — e(w?%"t) — e(n?" + 77) — e(w?"r) — 0. Donc
(3.12) est prouvé.

Ainsi (3.10) devient

02 = (0% - 1) (=) 3 Q:’_Z‘MW v75 pa(v) (3.13)
J AJEA k=1

avec
[J]+1

o5 =2 Z ({e(c),e(ﬂ')‘k)} - [e( - ﬁkl),e(ﬂ')‘k)]).
k=1

Le membre de droite de (3.13) est dans Z[v?,v~2]. Posons maintenant
dé ;

T < {J C {arétes dans Supp(a?)} | IA; € Ay tel que ¢’ = ¢ — LﬂTlﬂAk}
Donc pour ¢’ < a’ donné, 'ensemble J contient tous les ensembles J qui
réalisent Q‘é‘/l dans (3.13). Noter que J¢ peut étre vide. Noter aussi qu’il peut y
avoir Ay, Aj € Jor avec Ay # Ay. On dira que ¢’ est réalisable si Jo # 0 . En
regroupant les termes de (3.13) et en substituant u = v? nous obtenons

M=y -1t > oy Y (- S wp(u) (3.14)

c/=za’ JET As :C_C/:Ek TNk

c’réalisable
avec
[J]4+1
o5 = > ([ele).e(x™)] = [e(xii ), e(n™))])
k=1
]+1 e

o) = II TI (1_u—<ct— i >>,

k=1 \k
teTr?)
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Enfin, en utilisant d’une part que [e(c), e(m*")] = Z(t:[eahe(ﬂ.ﬂ)]:l) ¢t et d’autre

part que si ﬂ't)‘k =1 alors [eat,e(ﬂ')‘k)] = 1, nous obtenons la formule suivante:

Théoreme 3.2.2 Soient Q un carquois de type A, et i € T adapté a Q. Soient

a=(0,...,0,a5,aj41,...,a,) € NV;
c=<a;
a'=(0,...,0,a; — L,aj41,...,a,) € N”.

Alors
) [J]4+1
@=wv -1 Y oy [T [«® ] @w*® —1)
c/’(LAJ k=1 teﬂ'f;_k

ot la somme est sur tous les ¢’ < a’ tels que ¢’ est réalisable, sur tous les J € Jo
et tous les Xy = (A, N2, N € A tels que c — ¢ = ;C‘]:‘-{l ™ et

k—1
l
Ct(kﬁ) :Ct—Zﬂ't)\ y O'(k) = Z Ct(l{?).
I=1 tife e (TTAF) =1
7\'t>\k7£1

L’équation du dernier théoreme est une formule récursive: Le polynome Q2 y
est exprimé en termes de polynomes Qg,/ et a’ est “plus petit” que a dans le sens
de |a’| < |a|. Par la proposition 1.3.1, nous savons que 02 est un polynéme en
u,u~!. La formule confirme qu’on peut décrire Q2 en u,u~!, mais il n’est pas
évident que le membre de droite de la formule est un polynéme. En général, on
ne peut pas diviser chaque terme de la somme par (u% — 1).
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CHAPITRE IV

LES SINGULARITES DES VARIETES DE CARQUOIS DE
TYPE A,

Nous avons déja vu (proposition 1.3.1 et théoreme 1.3.2) que les polynomes
02 encodent de l'information sur la cohomologie d’intersection de la variété de
carquois O,. Dans ce chapitre, nous nous servirons de la formule du théoréme
3.2.2 pour analyser la géométrie de la variété. Nous allons montrer que pour
nos variétés les propriétés “lisse” et “rationnellement lisse” sont équivalentes et
nous allons donner une liste compléte des variétés de carquois qui sont lisses et
aussi de celles dont la projectivisation est rationnellement lisse. Soit F' la cloture
algébrique d’un corps fini Fj ayant ¢ = p® éléments, ol p est un nombre premier.
En général, Q est un carquois de type A, dans ce chapitre, sauf aux endroits ou
nous indiquerons que Q est de type A, D, ou E. Nous fixons i € Z adapté a Q
et nous écrivons o au lieu de a(i,t) pour t = 1,2,...,v. D’abord, il nous faut
des résultats sur le comportement de 2% quand c et a sont proches.

4.1 Analyse de (22 pour c proche de a

Soit ¢ € N¥ de i-homogénéité d et d(c) “ dim(O,), d(c) “ codim(O,) =
dim(Eq) — d(c). Nous écrirons ¢ < asic < aetc#a.

Lemme 4.1.1 Soient c,a € N” tels que ¢ < a. Alors d(c) < d(a).
Preuve. Ceci est un résultat classique, voir (Humphreys, 1975, prop.8.3). [

Proposition 4.1.2 Soit O, une variété de carquois de type A, D ou E. Sic < a
alors Q2 est un polynome en u = v? divisible par (u — 1).

Notons Q2 “ 02/(u—1).

Preuve. Nous procédons par récurrence sur dim(Qy). Si dim(O,) =0iln’y a
rien & prouver parce que il n’y a pas de ¢ < a. Supposons dim(Q,) > 0. Nous
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—d(c)

avons Q2 = w2 (@) . Donc par le théoreme 1.3.2.3

@ = Y o pdo-den g

c’:c<c"<a

= 92 vd(c)—d(a) + C_éi + Z Qg” 7)d(c)—d(c”) Fa_

cll
c'’:c<c’"<a
car (& =1 par le théoreme 1.3.2, et Q¢ = 1 par la proposition 1.3.1. Alors
Ca p : c p prop
d e "od _d(e") =
e (o) D D U A A
c:c<c’"<a

Or par le théoreme 1.3.2.4, nous avons

vl®-dle) (2 - C7)
d(a)—d(c) Z dim H?k (O_a) (v2k+d(c)—d(a) o v—2k—d(c)+d(a))
k

(avec 0 < 2k < d(a) — d(c) si a # ¢ car (2 € v~ Z[v~!] si a # ¢). Mais ceci est
égal a

Zdim erk((’)_a) (v% . v—2kz—2d(c)+2d(a))
k

= — Zdim H?ck((’)_a)uk (u_2k_d(c)+d(a) — 1) , (4.1)
k

ou f est un point Fy-rationnel de O.. Alors y~2k—d(e)td(a) _ 1) est divisible
par (u—1) car —2k — d( ) +d(a) > 0. Donc chaque terme de (4.1) est divisible
par (u — 1). Ainsi p4@)—d() (Ca g_g) est divisible par (u — 1). Notons que
(4.1)# 0 car (2 € v—lz[ -1

D’autre part pour tout ¢ < ¢” < a, le lemme 4.1.1 dit que d(c) < d(c”), et nous
pouvons supposer par récurrence que Qg" est un polynéme en u et divisible par
(u—1).

De plus,
Ud(a)—d(c”)T _ Zdim H?ﬁk(()—a) U—2k—2d(c”)+2d(a)
k

C//

— Z dlm H?k’ (O_a) u—k’—d(cn)‘i‘d(a)
k

est un polynoéme en u.

Ainsi Q2 € Z[u] et Q2 = (u — 1)Q2 avec Q2 € Z[u]. O

Proposition 4.1.3 Soit ¢ < a. Si Qa

élémentaire menant de O¢ a Oy, i.e. il exzste T € S, tel que ¢+ op! =a.

;é 0 alors il existe une opemtzon
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Pour la preuve nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1.4 Soient a = (0,...,0,a5,aj41,...,a,), ¢ < a,a’ =a— wli ¢
réalisable, J € Jo et {r1 <ry < ... <7 j41} Uensemble des positions ou c(J)
ne s’annule pas. Soit Ay = (AL, X2, ... AT € A tel quec—c' = L‘]:'TI T
Noter que \F est un ri,-partage. Soit
déf 71+ k=1 5!
M ™ max{h ] (w—1)"divise J[ [ (e Z=™ —1)
k= k
Liemy
1. Sic = a' et M < 2 alors il existe une unique opération élémentaire

menant de O¢ a Oy. Plus précisément, nous obtenons dans ce cas que
[T =1, M =22, = () = (0.2%),

)\1 c A(Tl,C/ —|-7T)\2), )\2 S A(?“Q,C/)
Ty : 0—ey1 —ey —eqgra =0 €8

et soit \2 =0 eta=c+op'’
soit il existe s,t € {1,2,...,v} tels que ©° = {s}, ﬂ'ﬂ‘f = {t} et a =
c+ opT avec

T :0—ey1 —e,Dey ey —0 €8,
et Supp(a?) D Supp(a’).

2. Sic <a' et M =1 et s’il existe une opération élémentaire Y' menant de
Oc a Oy alors il existe une unique opération élémentaire menant de O,
a Oy. Plus précisément, nous obtenons dans ce cas que

|J| =0, Ay = ()‘)7 A€ A(]) C,)

et soit \=0 eta=c+ opT,, soit il existe s,t,y,z € {1,2,...,v} tels que
7 ={s}, op] = 1,7} ={t} eta=c+op" avec

T : 0—ey —eyDew —e:—0 €85,

/
T 1 0—eqs —ew —e:—0 €8y

et Supp(a’) C Supp(at).

Preuve du lemme. 1l faut montrer I’existence des opérations élémentaires, 1'uni-
Iy - J|+1 k k—1 )\

cité est évidente. Nous avons M = ZL:H |73"| (noter que ¢; — >y =
/ [JI+1 A |JI+1 N AEi

G +20 T =+, +1>0 par définition de A ) et pour chaque

partage \ il y a au moins un ¢ tel que 7 =1 (i.e. |7ri‘L| >1).
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Preuve de 1. Comme nous avons supposé que M < 2. il faut que |J| < 1.
Supposons que |J| = 0, donc Ay = (A), A € A(j,c). Alors a = a’ + w07 =
c +nli =c+a% — 7 et a; = 0 pour t < j. Donc 7} > 0 pour tout t < 7,
donc 7 = 0 pour tout ¢t < j (par le lemme 1.5.3) et forcément A = () parce que
X est un of-partage. D’ott 7 = w7 et a = ¢, contradiction.

Ainsi |J] = 1,M = 2,5 = (AL, A2), AL € A(ry, ¢ + 7)) et A2 € A(ry, ). De
plus, &’ 4+ a"? = o par définition de J, donc r; < j < 79 et

Ty : 0—ey — ey —em —0 €8

Montrons maintenant que A\' = (). Supposons le contraire. Alors il existe ¢ <
r1 < j tel que 7rt)‘1 = —1 et alors [earl,eat]l =1, et comme le terme du milieu
dans T est indécomposable, il faut que [e,¢, eq4r2] = 0 (ceci est une conséquence
facile de la proposition 1.4.1). Mais a = ¢ + 7%/ — 72" — 7 et a; = 0, donc

. 2 . . .
forcément 7rt’\ =1 et alors [e,t,e472] = 1, ce qui est impossible.

Si A2 = () nous avons a = ¢ + w7 — 7l — g2 — ¢ 4 opY7. Supposons
alors A\? # (. M = 2 implique |7r§r2\ = 1, disons 7&'3\r2 = {t}. Alors pour chaque
s € m°, nous avons [€qs,€qra] = 0 par la proposition 1.5.7 et [eqra,eqs]’ = 1.
Nous allons montrer que \ﬂi2\ = 1. Supposons le contraire, donc |7r)_‘2| = 2 parla
proposition 1.5.7. Disons o {s,s'} avec s < s'. Les positions de o, o dans
le carquois d’Auslander-Reiten sont données par le corollaire 1.5.8. D’autre part
Ts 00— eqn — €4 — egr2 — 0 implique ([eys,ear2], [€arz,e0i]") = (1,0).
Donc dans le carquois d’Auslander-Reiten I', o/ est sur une méme diagonale que
o2, et il y a un chemin dans I de o jusqu’a o ou de o jusqu’a of, d’oti s < j.
Comme az = 0, ¢; > 0, 7T§‘2 = —leta=c+nl—ghn_ TI')‘Q, il faut que

. . 2 2 . .
s = ry. Ainsi, [earl,eas/}l =0 car 1. =) = —1, et I'exactitude de la suite
Hom-Ext (T ;,e_.) donne
1 1
0=— [eﬂj?easl] + [ear2’6a5/] :
Donc [eaj,eas/}l = 1 et en particulier s’ < j, d’ott ay = 0 et alors s’ = ry,

contradiction.

Alors |*°| = 1, disons m° = {s}. Nous avons a = ¢ — "1 4 70 4 g5 _ 70,
Notons que si s = ry alors j =t et a = ¢, contradiction. Donc s # ry, et s > j
parce que a5 > 1 et s # j parce que [e,s,€,2| = 0; alors s > j.

Nous allons montrer maintenant qu’il y a une suite exacte non-scindée
T :0—>ey1 — e, Degs — eyt — 0
telle que a = ¢ + op”: Nous avons les deux suites exactes non-scindées

TJ : 0—>ea7“1 — €4 — €qgr2 — 0

Ty @ 00— eqs — eyt — g2 — 0.
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Disons que ©O(a'?) = (z,1%) est la position de a"? dans le carquois d’Auslander-
Reiten. Alors ©(a?) (respectivement ©(at)) est sur une des diagonales {(z, k) |
1<k<i}et {(z—k+i,k)|i<k<n} passant par (z,7). Disons sans perte de
généralité que O(a’) = (z, k). Nous montrons d’abord que ©(at) = (z, k') pour
un k' > k. Supposons que O(at) est sur I'autre diagonale, ©(at) = (z—k'+1, k).
Alors O(a®) = (z — k' + i,k — i) et [eys,eqs]! = 1, d’out s < j, contradiction.
Donc O(al) = (2,k') et k' > k parce que j < s < t. De plus, O(a®) =
(z—n+i—1,n—i+14+k)et O(a™) = (z—n+i—1,n—i+1+k), et les sommets
', af, of, of “forment un rectangle” dans I'. Alors Y est une suite exacte
non-scindée et a = ¢ + op’. De plus, Y ; implique que Supp(a’) O Supp(a™),
ce qui montre 1.

Preuve de 2. Notons Y’ la suite exacte non-scindée correspondante a I’'opération
élémentaire menant de Oy & Oy, ie. @ = ¢ +op”. M = 1 implique |J| =
0,A;7 = (A\),A € A(j,c/). SiA=Palorsa—c=a —c eta=c+op’.
Supposons A # (. Comme M = 1, nous avons |7rf‘|r| =1, disons ﬂi = {t},t <j.
Alors a = ¢ + opT/ + 7l + 72 — 70t Soit s € 7w, donc s < j. Alors
0=as =cs+ op;rl + 1 et forcément opsT/ = —1. De plus, pour tout y tel que

opy’ = 1, nous avons aj, = ¢, + 1, donc y > j (sinon a}, = 0).

Nous allons montrer maintenant qu’il n’existe qu’un seul y tel que opg, =1,i.e.
T’ est de la forme

/
T : 00— ey — eqw — ey — 0.

Disons que ©(a’) = (w,q) est la position de o/ dans le carquois d’Auslander-
Reiten. Par la proposition 1.5.7 et par le fait que s € w*, nous avons

([easﬂeaj] ) [eajﬂeas]l) = (07 1)

et alors ©(a’) est sur une des deux diagonales suivantes: {(w —k,k) |1 <k <
n—i}, {(w+i—n—-1,k) | n—i+1 < k < n}. Supposons sans perte de
généralité que O(a®) = (w — k, k). Or s’il existe une suite exacte non-scindée
0 — eqs — e De s — eq: — 0 alors ou O(a¥) ou O(a¥') est égal & (w—K, k')
avec k' < k. Mais ceci implique que y < j ou 3 < j, contradiction. Donc Y’ est
de la forme

Y 00— ey — €y — eq: — 0.
De plus, il faut que 7w = {s}, donc
Ty : 0—eqs —ey —ey; —0

est une suite exacte non-scindée.

Disons encore que ©(a’) = (w,i) et supposons sans perte de généralité que
O(a®) = (w — k,k). Alors O(a!) = (w — k, k +1), O(c®) = (w, k') et O(a¥) =
(w—k,k+k") avec k' > i puisque j < y. Alors il y a une suite exacte non-scindée

T :0—ey —ey Begy — €4z — 0
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et a=c+op'. De plus, Ty implique que Supp(a?) C Supp(at). O

Preuve de la proposition. Par récurrence sur |a| “ Yi_jae. Silal =01l
n’y a rien a prouver. Supposons |a| > 1. Soit M comme dans le lemme et
supposons que Qg]u_l # 0. La formule du théoreme 3.2.2 décrit 22 en termes
des Q‘é‘// Comme |a'| < |a|, 'hypothese de récurrence implique qu’il existe une
At # 0. Par la

s . 41 2 . N . - g’
opération élémentaire menant de Oy & Oy si ¢/ < a’ et si QF

proposition 4.1.2, nous savons que (u — 1) divise Q2. Donc Qﬁ . = 0 implique
u=

que (u —1)? Q2. Donc au moins un terme de la somme dans le théoréme 3.2.2
n’est pas divisible par (u — 1), i.e. il existe un ¢’ réalisable, J € Jo, Ay € Ay

tels que

J 1 ’ _ k—1 Al

I, 03 <u Xim
+

k=1 te
2
(w1 —
Il y a deux cas possibles :
1. ¢ = a’, donc Qﬂ,/ =1, M < 2 et la proposition est vrai par le lemme

4.1.4.1.

2. ¢ <a',donc (u—1)] Q% M <1 Si(u—1)210% alors il existe une
opération élémentaire menant de Oy a Oy, de plus M = 1 et ainsi, la

proposition est vraie par le lemme 4.1.4.2.

Enfin, si (u —1)? | Q‘é‘,l alors M = 0, ce qui contredit le fait que pour chaque A
il existe au moins un ¢ tel que 7 = 1. U

Nous allons maintenant calculer Q2 |,—; dans le cas ou il y a une opération
élémentaire menant de O, a O,.

Lemme 4.1.5 Soit ¢ < a = (0,...,0,a5,aj41,...,a,) et T : 0 — eys1 —
V — egs2 — 0 une suite exacte non scindée telle que ¢ + opY = a. Alors il
existe s,x,y € {1,2,...,v} tels que

Qg |u:1

G qa-mt
_70.5
a; c—Tt"J

‘ | CsiCsy o
1 V(CJ #0) G+ 1 V(V =e,i)

u=

CoiC .
— L2 PV = e, D eqs, Supp(a®l) C Supp(a?))

¢+ 1

Csy Ha—Tr0:d o j
+Cj + 1 i‘i—ﬂ'@’z—ﬂ-@’sl u=1 V(V - eaJ @ eOéy) Supp(QSI) D) Supp(a]))

ou V(A) =1 si A est vrai et V(A) =0 si A est fauz.
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Preuve. Soit M comme dans le lemme 4.1.4. Par la formule du théoreme 3.2.2,

Rlum= > > > )Vhw)

c/=<a’ JeTy AJGAJ

c/ réalisable

1l
[J]+1 ct— k,IWA a’
= temt \ U =t = 1) g

(u® — 1) (u 1)

p(u)

u=1
Supposons que p(u) # 0, i.e. (u— 1)? divise le numérateur de p(u) et (u — 1)3
ne le divise pas. Il y a deux cas possibles :

1. ¢/ =a', M =2.

2. ¢ <a',M=1, (u—1)%4 02 donc Qg,” ) # 0 et par la proposition 4.1.3
u=

c/

il existe une opération élémentaire T’ menant de Og & Oy.
Considérons ces deux cas séparément:

1. Par le lemme 4.1.4.1, nous avons |.J| = 1, Ay = (A}, A2), il existe 71, ro tels
que Ty : 0 — eyr1 — e, — €42 — 0 est une suite exacte non-scindée et
M\ est un a’i-partage, i = 1,2. De plus A\' =0 et ou bien T =T, A2 =0

et alors
p(u) _ (ucrl - 1)(ucr2 — 1) _ CriCry _ Cs1Csy
(w9 —1)(uw—1) |, a; cj+17
ou bien T : 0 — ey1 — e, P ey — ey — 0, = bt s,

Supp(a’) D Supp(a®!) et alors

p(u) =

CrCt o Cs1Csq
a; ¢+ 1

2. Par le lemme 4.1.4.2, nous avons ou bien T =Y’ |J| =0, Ay = (\) = (0),

donc ¢/ = ¢ — 7% et alors
Cj . . .
p(u) _ouz —1 ~a—7\'@’7_ — G Qa—ﬂ'@’J_ .
w% — 1 1 c—7r0.4 u=1 aj c—Tr9.3 u=1 )
ou bien il existe z,y € {1,2,...,v} tels que Y/ : 0 — ey — eq —

€2 = 0, T : 0= eq1 — €y Deqgw — eq2 — 0, [J| =0, Ay = (N),
7 = awlst — 702 Supp(a?) C Supp(at), donc ¢ = ¢ + wl® + 7hst et
alors

ucSl — 1 ~a_ﬂ-0,j

Cs1 ma—m0i
ub —1 |,oq  ctmhr—mhe N

p(u) = u—1 aj c+7r@,cc_ﬂ-@,51

u=1

et a;j =cj + 1.
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Donc Q2 |,=1 s’écrit comme une somme d’au plus 4 termes, a savoir

02 |u:1
_ c_] Aa—Tr 05 . . Cs1Csy _ )
= Q2 e - V(c;j #0) —cj 1 VIV =e.)
Cs, C -
— 285 (1 — e,y ® ear, Supp(a?) O Supp(a®))
j
c - -
2B R ], VIV = e © e, Supp(a?) € Supp(a”)
O
Pour toute opération élémentaire T : 0 — eys1 — V — egsa — 0 € S, et

. dé
c € N¥, soit e(Y, c) 2] CsCsy -

Théoréme 4.1.6 Soient a = (0,...,0,a5,aj41,...,a,) € N, c <aetT €
Sop(c) tels que c +opY =a. Alors
02 = —¢(7T,c).

u=1

Preuve. Par récurrence sur |a|. Si|a] = 0 il n’y a rien & prouver. Supposons
que |a] > 1 et disons que T : 0 — €1 — V — eqs2 — 0. Le lemme 4.1.5
implique que

Qg lu=1
Ci o~ 0 Cg,C
D g v - 25 —a
j = J

_ 68140:21 V(V = e, ® eqs, Supp(a®™) C Supp(a’))
Cj
Csy Aa—Tr0d = i 8 g

+Cj +1 etmlromhei|, V(V = e,; © eqv, Supp(a’) D Supp(a’)).

Notons que j # s9 parce que sinon, pour chaque facteur direct e+ de V, nous au-

. o o .. L. Aa _ ¢ Ha—Thst
rions 0 = a; = ¢; + 1, contradiction. Si j = s7 alors 22 wey = any S|
_ 051 T g xgls1 et A
c—T +op - =a—m7 et par récurrence
~ c c
a _ S1 0,s1 _ S1 —
Qc: - (—e(T, c—7” )) - (651 - 1)652 = —Cs,Csy,
u=1 Qs Qs

(car as;, = (cs; — 1)). Supposons maintenant que j # s;. Dans le cas (V =
e, @ eqa, Supp(a®l) D Supp(a’)), nous avons vu dans la preuve du lemme
4.1.5 qu'il existe T/ @ 0 — €4z — €qv — €452 — 0 € S, et alors a — ali =
(c+ whe — ﬂ@’sl) +0pT/ et ¢, = a, = 0 car x < j. De plus, si ¢,; est un facteur
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direct de V alors ou bien Supp(a*) C Supp(a?) ou bien Supp(a®') D Supp(a?).
Donc par récurrence
¢ Cs,Csy

Qg |u:1 = _i Cs1Csg — e+ 1 V(V:eaj)
j j
_ Gl V(V = e, ® eqs, Supp(a®) C Supp(a?))
cj + 1
_ s csy V(V =€, @ eq, Supp(a®) D Supp(aj))
¢+ 1
¢i  V(cg=a;—1
= — CsCsy <CL_] + %)
j j
= —C4Csy

0

Noter que nous avons déterminé completement 2 Le dernier théoreme

nous en donne une expression d’une simplicité surprenante dans le cas ou il y
a une opération élémentaire menant de O, a O, et par la proposition 4.1.3,

nous savons que 22 = 0 si une telle opération élémentaire n’existe pas. Ces

résultats nous permettront dans les sections suivantes d’analyser la géométrie
des variétés de carquois.

4.2 Lissité rationnelle

Considérons maintenant la situation suivante: Soient c,c¢’ € N et O, O, les
orbites correspondantes telles que ¢’ < ¢ (i.e. O C O;). Par la définition 1.3.3,

A . . . . mny_
Oc est rationnellement lisse en O si et seulement si (5 = pde”)=d(©) pour tout
¢ <" <c. Ici d(c) = dim Oe.
Ces polynomes (5 satisfont les relations
" —
C((;:/” = Z wg/// Cg//.
C//ch”jc//jc
Donc si O, est rationnellement lisse en O alors
7 _ "
Cg/// = Z wg/// v d(c )+d(c).
C”ZC/NjC”jC
Ainsi
O, est rationnellement lisse en O/
1" " "
PN Z wgm v—d(c )+d(c) 7)d(c )—d(c)7 Ve < <" <c
C”ZC/NjC”jC
" "y _ " _ 7 "y _
PN Z ng ,Ud(c )—d(c") v d(c")+d(c) _ ,Ud(c ) d(c)’ ve! < <" <c
C”ZC/NjC”jC
1" "
& Z Q% w1 v/ <" <¢

C// :clll jc// jC
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Ainsi, nous obtenons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une variété
de carquois O, soit rationnellement lisse en O¢ :

Proposition 4.2.1 Soit O, une variété de carquois de type A, D ou E. Alors
O, est rationnellement lisse en Oy, ¢’ < ¢ si et seulement si

Z ng, pde)=d(e") _ pour tout ¢’ < c” < ¢

CN ZC///jC// jC

Considérons maintenant le cas ¢ = ¢’. En dérivant la derniére équation nous

obtenons
d " 17 1! d 17
— Qc d(c)—d(c") c (_ d(c)—d(c ))) =
((du c )u + §2e aa U 0

et en évaluant en u =1

d 1
C,_jzc//jc (E Qg/

Or, Qg; = 1 et de plus, nous savons par la proposition 4.1.2 que Qg;/ 1

c:c’<c’" <c

CN
C/

(d(c) - d<c">>) 0.

e u=1 u=1

0 si ¢’ # ¢” et la dernieére équation devient

+d(c) —d(c’) = 0. (4.2)

d C//
> L

c'’:¢’<c'"<c

u=1

~ 1 dé 7 ~ .
Rappelons que €S, 2] < uil est un polynéme en u si ¢’ # ¢”. Pour ¢’ # ¢”,
nous avons
d " d ~ I
= = —(w-10)
du u=1 du u=1
~ c// d c//
= / + u — ]. -— Q /
O], (-0 e
o ~ c//
o c u=1

et alors, ’équation (4.2) devient

~ Cll
C/

c'":c’<c""<c

= d(c') — d(c). (4.3)

Nous obtenons ainsi une condition nécessaire pour qu’une variété de carquois
O. soit rationnellement lisse en O :
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Proposition 4.2.2 Soit O, une variété de carquois de type A, D ou E. Si O
est rationnellement lisse en Oy, ¢’ < ¢ alors

~ Cll
C/

c'’:c’<c”"=<c

0

Utilisons maintenant les résultats obtenus dans la section précédente pour le cas
A,.

Théoréme 4.2.3 Soit O, une variété de carquois de type A. Si O¢ est ra-
tionnellement lisse en Oy, ¢’ < ¢ alors

Z e(Y,c) = dim(Eq) — d(c) = codimpg, (O,)
T

ot la somme est sur tous les T € Syp(c’) tels que ¢’ +op” £ c.

Preuve. En appliquant la proposition 4.1.3 et le théoreme 4.1.6 a ’équation de
la proposition 4.2.2, nous obtenons

- Z e(Y,c) + Z e(Y,c") =d(c) —d(c) (4.4)
TEeSop(c’) YESop(c’)
c’+opTﬁc

et il ne reste qu’a montrer que

Z e(Y,c') = dim(Eq) — d(c’).
TeSop(c)

Mais ceci n’est que le lemme (3.2.1)

dim(Eq) —d(c') = [e(c),e(c)]' = 3 didleateas] = D e(Y,c)

Pour comprendre la somme dans le théoréeme précédent, il faut déterminer quand
est-ce que nous avons ¢’ + op ¥’ £ c. Il y a d’une part le théoréme 1.2.4 qui
donne des criteres équivalents et nous nous en servirons dans la section suivante.
D’autre part, il y a le lemme suivant qui donne un critére suffisant dont nous
nous servirons tout de suite. Le lemme est vrai dans les cas A, D, E (noter
que dans les cas D et E, R(h,k) ne forme pas un rectangle dans le carquois
d’Auslander-Reiten).
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Lemme 4.2.4 Soit Q = (Q°, Q') un carquois de type A, D ou E et soit ¢ € NV
de i-homogénéité d. Soit h — k € Q' une fleche quelconque et ¢/ € NY défini
par

0 si te R(hk)
=3 c+crpp sioae{op, o}
Ct autrement.

Autrement dit, si O est l'orbite Gq - f, f € Eq, alors Oy = Gq - ' avec

g fo s LdY# (k)
ij 0 si {i,j}={hk}.

Alors

¢ <c.

Preuve. Pour t € F\ {0}, soit g* € Gq défini par

¢ ) tIdgpa, siiest dansla composante de k dans Q\ {h — k}
%7\ 1 d;  sinon.

Or soit f € Oc. 1l suffit de montrer que f’ € O, ou

f{jz{ 0 sif{i,j}={hk}

fij sinon.
Alors

(6" flij = ghofijolg)™"

{ tfue si{i, g} = {h,k}

fij  sinon

car si {i,7} # {h,k} alors i et j sont dans la méme composante de Q\ {h — k}.
Mais g* - f € O pour tout t € F'\ {0} et quand ¢ tend vers 0, alors ¢* - f tend
vers f/, d’ou f' € O,. O

Maintenant, nous considérons le cas spécial ¢/ = c” avec

C; — .
t dl s1at:ai.

0 { 0 si of n’est pas une racine simple

Noter que Oy consiste seulement en 1’élément neutre de Eq et alors ¢ < ¢ pour
tout ¢ de i-homogénéité d et dim(Oq) = 0. Pour chaque fleche i — j € Q1
notons par Y;; l'opération élémentaire 0 — e,;, — €4;40; — €q, — 0 et soit
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c¥ < c? + opTis. Noter bien que ¢ € N” si et seulement si d; et d; sont
non-nuls et que dans ce cas

Ocis = {f € Eq | 7k(fij) =1 et fn. = 0si {i,j} # {h,k}}

Alors S,p(c?) = {Yyj | i — j € Q et d;d; # 0}. Ainsi

dooe(M, ) = D) did; . (4.5)

YTESop(cD) ifj
(:()-‘,-op’r fc ctJ ﬁc

.1 . . dé
Nous utiliserons la notation suivante: c4 < D teACt-

Lemme 4.2.5 Pour chaque aréte i — j € Q' telle que d;,d; # 0, nous avons

Preuve. Supposons sans perte de généralité que i — j. Soit ¢ < c. Par la
proposition 1.4.1, nous avons
o — di — e r i, e(c)] si 1<j
R(i.j) di — e r_m,e(c)] st i>j "

tandis que [e r_j1,e(c¥)] = d; —1sii < j et [e,n_pm,e(c?)] = d; — 1 si
i > j. Mais comme c” < c, le théoreme 1.2.4 implique que [e r._(1,e(cV)] >
le r 1, €(c)] et [e r_[i,e(c?)] > [e r_1i,e(c)], don CR(ij) = 1.

Pour montrer I'autre implication, supposons cp(; jy > 1. Soit ¢’ € N” donné par

dp, sioal=ap, h#1,j
. t . .
C/ o dh - cR(i,j) S1 " = v, h= 1,7
t CR(i.5) si o =aq;+q;
autrement.

En appliquant le lemme 4.2.4 successivement a chaque fleche (h — k) # (i — 7),
nous voyons que ¢’ < c¢. Mais ¢ < ¢/ parce que c¥ + (CRrij) — LopTi = ¢.

Donc c¥ < c'. O
Maintenant, nous pouvons démontrer notre résultat principal:

Théoréeme 4.2.6 Une variété de carquois de type A, est lisse si et seulement
st elle est rationnellement lisse.
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Preuve. Une variété est rationnellement lisse si elle est lisse (c’est une consé-
quence du fait que la cohomologie d’intersection d’une variété lisse est la coho-
mologie singuliere). Il faut alors montrer I'autre implication. Une variété de car-
quois de type A,, est par définition I’adhérence O, d’une orbite O, de I’action du
groupe Gq = [[j=; GLg4,(F) sur espace vectoriel Eq = @ Hom p(F%, F4).
i—jeQ!

Ici d est I'i-homogénéité de c. Supposons que O, est rationnellement lisse. Alors
le théoreme 4.2.3 en combinaison avec le lemme précédent et (4.5) donne

dim(Eq) —d(c) = > did;. (4.6)

CR(i,5)=°

Soient F = {i — j € Q' | Cr(ij) = 0} et Q1,Qs,..., Q741 les composantes
connexes de Q \ F. Soit f € Eq tel que

Oc=Ga- f="{grfug,' |h—ke Q" (g1,....9n) € Ga}-

Alors fp, = 0 pour tout h — k € F (parce que si fg, # 0 alors cgq ) # 0) et
O, est un produit direct

|Fl+1
Oc=| P {orfurg, " | h— ke Q] gi € GLy(F) Vie O} | P ( &b 0) :
=1 h—keF
Soit Eq; = @p_req) Hom p(F Fo&) (1=1,2,...,| F|+1). Alors

|F|+1
Eq = ( P Ed,l) P ( P HomF(Fdh,de))
=1

h—keF

et O¢ et O, sont dans ( E‘lﬂ Ed,l) & 0. Or

|Fl+1
dim Eq — dim( @ Eay) = dim( @ Hom p(F%, F%))
=1 h—keF
= Y dpdi 2 dim(Eq) — d(c),
h—keF
Donc O, = }]::‘IH Eq, et ainsi O, est lisse. ]
Corollaire 4.2.7 Soitd = (dy,...,d,). Parmi les variétés de carquois O telles

que ¢ est de i-homogénéité d, les variétés lisses sont les 21 variétés suivantes:
{(fij) € Ea| fij=0Vi—je€F}

ou F parcourt tous les sous-ensembles de ’ensemble des fleches dans Q.
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4.3 Lissité rationnelle projective

Dans cette section, nous donnons la liste compléete des variétés de carquois de
type A dont la projectivisation est rationnellement lisse. Soient Q = (Q°, Q)
un carquois de type A, et i adapté & Q. Soient ¢ € NY de i-homogénéité
d et c® < c l'unique v-vecteur tel que dim(Oq) = 0 (Op “est” 1'élément
neutre de Eq). Pour chaque fleche i — j € QY soit ¢ = ¢V + op', ou
Tij : 0— eq; — €q;4a; — €a; — 0. On dit que la variété de carquois O, est
projectivement rationnellement lisse si O, est rationnellement lisse en Oy pour
tout ¢’ < ¢, ¢’ # ¢, Par définition, ceci est équivalent & ce que (5 = p(e’)=d(e)
pour tout ¢’ < c,c’ # c". Alors la projectivisation de O est rationnellement
lisse si et seulement si O est projectivement rationnellement lisse.

Le théoreme 4.2.3 nous dit que si O, est projectivement rationnellement lisse
alors -
Z e(T,c") = dim(Eq) — d(c)

T ESop(cti)
ctd +opT ﬁc

pour tout i — j € Q'. Afin de pouvoir calculer le membre de gauche, il nous faut
d’abord les lemmes suivants qui nous donnent des critéres pour que ¢/ +op ¥ £ c.

Lemme 4.3.1
¢ 4opli<c & CR(ij) = 2

Preuve. Supposons d’abord que cg(; ;) > 2. Soit f € O et définissons f’ par

/ fij si(h—k)=(i—j)
T = 0 sinon

Soit ¢/ € N” de la méme i-homogénéité que c tel que f' € Oy. Alors ¢V +
opli + (cRreij) —2) opli =c/, dott ¢/ +op'4 < ¢’ par le théoreme 1.2.4. Mais
par le lemme 4.2.4, nous avons ¢’ < ¢ d’ott ¢ + opY¥ < c.

Soit maintenant ¢ +op Y4 < ¢ et supposons sans perte de généralité que i < j.
Alors par la proposition 1.4.1.6, nous avons [e,r_i,e(c)] = d; — cp(;) tandis
que {eaza& w,e(cd + op i )} = d; — 2. Mais comme c¥ 4+ op'#¥ < c, le théoreme
1.2.4 implique

[eamm,e(cij +op'i )} > le,r_1i,e(c)]
d’olt cp(; j) > 2 O

Lemme 4.3.2 Soient i — j,h — k € Q' tels que {i,j} N{h,k} =0, cV < c et
¢t < ¢. Alors
c’ +opi <c.
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Preuve. Soit f € O, et définissons f’ par

0 sinon.

r _{ foy siz—ye{i—jh—k}
Ty

Soit ¢/ € N¥ de la méme i-homogénéité que c tel que f' € Oy. Alors c¥ +
op 'tk 4 (cp(ij) — 1) op i + (Cp(pk) — 1) op i+ = ¢’ et ainsi ¢ +op™t < ¢’ et
par le lemme 4.2.4 nous avons ¢’ < c. ]

Notons QOSP le sous-ensemble des sources et puits de QO, i.e. QOSP ={ie Qo |
i est une source ou 7 est un puits dans Q}. Pour ¢t € {1,2,...,v}, on dit que
x € Supp(at) est une source (respectivement un puits) dans Supp(at) s’il n’y
a pas de fleche x « y (respectivement z — y) avec y € Supp(a!). Posons
Suppg(at) = {sources dans Supp(at)} et Suppp(at) = {puits dans Supp(at)}.

Lemme 4.3.3 Soient s,t € {1,2,...,v} etz € QV. Si[eys,e,t] =1 alors

Supp(a®) N Suppp(af) # 0 et Suppg(a®) N Supp(a’) # 0.

En particulier, si [eq,,eqt] = 1 alors x € Suppp(al) et si [eqat,eq,] = 1 alors
x € Suppg(at).

Preuve. Notons eqs par (Vi, fij), eq par (V/, f];) et soit g € Hom (eqs, e4t)\{0}.
Soit z € Q" tel que g, # 0, donc = € Supp(a®) N Supp(at). Alors si = ¢
Suppp(at), il existe une fleche © — y € Q! avec y € Supp(al) et gy o foy = fryo
gz # 0. Par conséquent y € Supp(a®). Alors si y ¢ Suppp(at), nous répétons
le méme argument jusqu’a ce que nous trouvons un z € Supp(a®) N Suppp(at).
La preuve de Suppg(a®) N Supp(at) # 0 est similaire. O

Lemme 4.3.4 Soitt € {1,2,...,v}. Alors

[eoﬁae(co)] = Z dy

2€Suppg(at)

[e(CO)’ eat] = Z dy

z€Suppp(at)

[eat7e(cij)] = Z dy + [eat7e(opTij)]

zE€Suppg (at)

[e(c),eqt] = > dut[e(opTV), eq]
z€Suppp(at)

‘ . 0 . . — 4, si
Preuve. Nous avons ¢! = 0 si o n’est pas une racine simple et ¢! = d, si
o = . Alnsi

[eqt,e(c?)] = Z [ent,€q,]ds = Z dy

z€Q0 zE€Suppg(at)
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et

[e(c?),eqt] = Z [€a,,€at] dz = Z dy

zeQo z€Supp p(at)
par le lemme précédent.

Les équations pour e(c) sont des conséquences des équations pour e(c’) et du
fait que ¢ = c® + opTis. O

Pour s,t € {1,2,...,v}, nous définissons x;(s) = [Suppp(a’) N Supp(a®)],
Xt(s) = [Suppg(a’) N Supp(a®)] et

Noter que X¢(s) > 0 et g(s) > 0 par le lemme 4.3.3. Nous avons le lemme
suivant.

Lemme 4.3.5 Soit t € {1,2,...,v} et c € N¥ de i-homogénéité d. Alors

[eqt,e(c)] = Z dy — Z ;(Z(S)Cs
s=1

x€Suppg(at)
et

[e(c)7 eat] = Z dy — Z Xt(8)cs
s=1

s€Suppp(at)

Preuve. Nous ne prouvons que la deuxieme égalité car la premiere se démontre
de fagon analogue. Nous voulons calculer [e(c), e t] = D V_; cs[eqs, eqt]. L'en-
semble des s € {1,2,...,v} pour lesquels [e,s, €,¢] # 0 est inclus dans la réunion
UzeSuppp(at)18 | © € Supp(a®)} et la fonction x;(s) compte le nombre d’éléments
x dans Suppp(at) N Supp(a?®). Ainsi

v

Z Csl€as, eqnt] (4.7
s=1

v

— ( Z Z cs[eas,eat]) - Z(Xt(s) — 1Desleas, eqt]-
)

xE€Suppp (at) s:ixeSupp(as s=1

Or ZS:IESupp(as) ¢s = dg, donc

Z Csl€as, eqt] = dy — Z cs(1 — [eas, €qt]).

s:xeSupp(a®) s:xeSupp(a®)
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De plus,
Z Z cs(1 — [eqs, eqt]) th s)es(1 — [eqs,eqt])
z€Supp p(at) s:zeSupp(a®)
et alors (4.7) devient

v

Z dy _th s)es(1 — [eqs, eqt]) —Z(Xt(s) — 1)es[eas, eqt]

s€Suppp(at) s=1
v
- Z d:c - Z 5(7(3)08
z€Supp p(at) s=1

O
Lemme 4.3.6 Soit j € {2,...,n—1},i =7 —1,k = j+ 1. Supposons que
¢ < c et ¢/ <c. Notons Y’ lopération élémentaire
0 i eak - eai—l—aj—l—ak - eai—l—aj - 0

(respectivement 0 — €a;+a; — €a;j+ajtay — €ay — 0 dépendant de l’orientation
des fléeches i—j—Fk). Alors

1. Sij¢ Q% alors ¥ +oplit <c et

ct —i—opT, =C & CR(ijk =1

2. 8ij€ Qp alors ¢ +op’ <c et

cij+0pYJ”€ =C & Cq <dj—2

Preuve. Supposons sans perte de généralité que ¢ — j. Montrons d’abord 1.
Comme j ¢ Q%p, nous avons i — j — k dans Q. Notons par (w,j) la posi-
tion ©(P(j)) du j-ieme module indécomposable projectif P(j) dans le carquois
d’Auslander-Reiten. Alors ©(a;) = (w,n) et nous pouvons préciser les positions
des racines «;, o, o; +a;j, aj+ay et a; +aj+ap comme dans le tableau suivant
(il y a quatre cas possibles):

cas | O(a;) O(ag) (o + ) (o +ar)  Oa; +aj + ay)
I (w+1,n) (w—1,n) (w+1,n—1) (w,m — 1) (w+1,n—2)
11 (w+1,n) (w—1,7+1) (w+1,n—1) (w, j) (w+1,7-1)

Ol | (w+j-ln—j+2) (w—-1n) (w+j-Ln—j+1) (w,n—-1) (w+j-1n-j)
IV | wtj—-1n-j+2) (w-15+1) (+j-Ln—j+1) (] (w+j—1,1)
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(w-1,n) (w,n) (w+l,n)

(w-1, j+1) (W+j-1, n-j+2)

(W)
(w1, j-1)

(WHj-1, n-j+1)
(wHj-1, n-j)

(wHj-1,1)

Figure 4.1 Deux schémas du carquois d’Auslander-Reiten dans le cas i — j — k.

Le carquois d’Auslander-Reiten est illustré dans la figure 4.1. Nous montrons
d’abord que ¢ + opYit < c. Noter que ¢ + opYit = ¢/ + op ™. Rappelons
que

Tij + 0—eq — €qta; — €y —0

Tk : 0—eq — €aj+a; — €a; — 0
et que par le théoreme 1.2.4, nous avons
¥ 4opli < c e [ey,e(c?F)] +[ent, e(op )] > [eqr,e(c)] Vte {1,2,...,v}.

De plus, [e,:,e(c?¥)] > [eyr, e(c)] (car ¢/* < c) et

[ea“e(oprij)] = _[eat7 eOlj] + [eataeari-aj] - [eataeai]
B —1 sileq,eq] =1 et [eq,€q,4a,] =0
N 0  sinon

parce que la suite Hom-Ext (e, T;;) est exacte.

Ainsi ¢/F + opYi < c si et seulement si pour tout ¢ tel que [ey:,eq,] = 1 et
[€at,€a;+a;] = 0, nous avons [e,:, e(c/*)] > [eyr, e(c)].

Fixons un tel t. Alors d'une part, i € Suppg(al) par le lemme 4.3.3 et d’autre

part, par la proposition 1.4.1, nous avons

O(at)
| 1

o) e {(w+a,n—a+1)

= (w+1,n) dansles cas et II (4.8)
<a<j—1} dansles cas IIT et IV. '



72 CHAPITRE 4. Les singularités des variétés de carquois de type Ay
Ainsi, par la proposition 1.4.1, nous avons
[eat,e(oijk)] = —[eqt, €q,] + [€ats €010y ] — [€at,€0,] =0

et alors par le lemme 4.3.4

[eqt,e(c’?)] = Z dy.

zE€Suppg (at)

Pour montrer que ¢/* + op¥i4 < ¢, il suffit donc de voir que [eyt,e(c)] <
>_zeSuppg(at) dz- Le lemme 4.3.5 implique que

leare(@)l = > de— > Xi(s) e
s=1

2€Suppg(at)

Par (4.8), o' = «; dans les cas I et II. Comme i est une source de Q dans les cas
III et IV, ceci implique que i € Suppg(a!) dans tous les cas I-IV. Par (4.8) et par
la proposition 1.4.1, nous avons [e,t, e4s] = 0 pour tout s € R(i,j). Mais comme
¢/ < ¢, il existe un s € R(i,7) tel que cs # 0 et comme i € Supp(a®)NSuppg(al),
nous avons X;(s) > 1. Ainsi 377 x;(s) ¢s > 1 et [eqr, e(c)] < 3 ycguppg(at) das
ce qu’il fallait démontrer.

Nous montrons maintenant la deuxieme partie de 1, a savoir

c 4 opT/ = C < CRijk) 2 L
Rappelons que Y/ : 0 — e,, — €a;+a;+a, — €a;+a; — 0. Noter que ¢ €
R(i, 7, k) si et seulement si la position de a! dans le carquois d’Auslander-Reiten
est dans le rectangle dont les coins sont (w+ 1,7 — 1), (w +1,n —2), (w +j —
1,1),(w+ 75— 1,n — j), plus précisément

te R(i,j,k) < 0)e{(w+ab—a)|1<a<j—1, j<b<n-—1}.

Supposons d’abord que ¢ + opY’ =< ¢. Soit ¢ tel que Oat) = (w+1,n—1).
Alors par la proposition 1.4.1, [e,:, e(c)] = d; — cg(; j k) €t [eqt,e(c + opTl)] =
d; — ZteR(m’k)(c? +opr"). Mais pour ¢ € R(i, j, k), nous avons ¢/’ = 0, op} =1
sial = a;+ajtay et opf = 0sinon. Donc ey, e(c”? +op” )] = d;—1. Mais par
le théoreme 1.2.4, ¢/ + op¥ =< ¢ implique que [eqt,e(c)] < [eq:,e(c + opT/)],
d’ou cR(i,j,k) 2 1.

Pour montrer l'autre implication, supposons maintenant que cp(; jx) > 1. Par
le théoreme 1.2.4, nous avons

¢ +op™ < c & [e(c), e] + [e(op™), eqr] > le(c) ear] Vi€ {1,2,....11).
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De plus, [e(c¥), e ] > [e(c),eqt] (car ¢¥ < c) et

[e(OPTI)aeoﬁ] = —[ea,eat] + [eai-i-aj-kakaeat] - [eOli‘l‘Oéj?eOét]
_ —1 sileq,,eqt] =1 et [eq,1a,+ay>€at] =0
0  sinon

parce que la suite Hom-Ext (Y’ e,:) est exacte.

Ainsi ¢ + opY’ < ¢ si et seulement si pour tout ¢ tel que [€q, €qt] = 1 et
(€ +aj+ai €at] = 0, nous avons [e(c”),e,] > [e(c), eqt].

Fixons un tel t. Alors d'une part, k € Suppp(al) par le lemme 4.3.3 et d’autre
part, par la proposition 1.4.1, nous avons

{(w-1,n), (w,n—-1)} cas |

. {(w—=1,b), (w,b—1)|j+1<b<n} cas 11
Ola’) € {(w=14an—-a)|0<a<j—1} cas III (4.9)

{(w=14a,b—-a)|0<a<j-1 j+1<b<n} caslV

Ainsi, par la proposition 1.4.1, nous avons
[e(opY”’),eat] = —[ea].,eat] + [eai+a].,eat] — leq;,€qt] =0

et alors par le lemme 4.3.4

[e(cij)aeat] = Z dy.

z€Suppp (at)

Alors afin de montrer que ¢ + op™ < ¢, il suffit de voir que

[e(c)7eat] < Z dg. (4.10)

s€Suppp(at)

Le lemme 4.3.5 implique que

[e(c),eqt] = Z d, — Z Xt(8) cs. (4.11)
s=1

2€Suppp (at)

Par (4.9), o' € {ag, a; + i} dans le cas L. De plus, k est un puits de Q dans
les cas II et IV. Dans le cas I1II, la position de o dans le carquois d’Auslander-
Reiten est sur la diagonale entre oy et a; + a; + ag, par (4.9). Dans ce cas,
les racines sur cette diagonale sont précisément les racines positives « telles que
k € Supp(a) et (k+1) ¢ Supp(a). (En effet, ceci est une conséquence facile de la
proposition 1.4.1 et du fait que ces racines sont caractérisées par [P(k),e,] =1
et [P(k+1),e,] =0.) Ainsi dans tous les cas [-IV, nous avons k € Suppp(at).
Soit sg € R(i, j, k) tel que c5, > 1. Un tel sg existe puisque cg(; ;) > 1. Dans
les cas I et II, nous avons par (4.9) et par la proposition 1.4.1, [e4s0,€,t] = 0.
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Mais comme sy € R(i, j, k) implique que k € Supp(a®®), nous avons x¢(sgp) > 1,
d’ou

[e(c)v eoﬁ] < Z dy — %(50) Csq
z€Suppp(at)
< Y da,
xE€Suppp(at)

ce qu’il fallait démontrer.

Considérons maintenant les cas III et IV. Si [eqs0,€,t] = 0 alors le méme argu-
ment que dans les cas I et II montre que [e(c),eqxt] < X pcsuppp(at) de- Sinon
[€as0,€qt] = 1. Comme sy € R(i,j, k) alors la proposition 1.4.1 en combinaison
avec (4.9) implique que t € R(i,j, k), donc en particulier i € Supp(a!). Noter
que ¢ > 1 (car si ¢ = 1 alors le cas Il est le cas I et le cas IV est le cas II) et que
i est une source dans Q. Ainsi (i — 1) «— i € Q! et il existe 1 < i tel qu’il y a
un chemin dans Q de i jusqu’a z1 et x1 € Suppp(at).

Nous allons montrer que z; € Supp(a®) (ie. [P(x1),eq4s0] = 1). Noter que
O(aflly = (w + 1,21), ot Plz1] € {1,2,...,v} est tel que e pi; = P(21).
Disons que O(a®®) = (w',a’) et que O(af) = (w!,a'). Alors comme sy €

R(i,j, k), nous avons
wH+l<w'<w4+j—1 et wH+j<w+a <w+n-1.

D’autre part, [P(z1), e4¢] = 1 implique que w+1 < w! < w+zy, et [eqs0,eqt] = 1
implique que w" < w!. Ainsi

w+1 < w’ < w! <w+zp et wtxri+1 <w+) < w'+a° < w+n—1 < w+n+l1

et par la proposition 1.4.1, ceci implique que [P(z1),eq%] = 1. Alors k et x1
sont des éléments de Supp(a®®) NSuppp(at) et ainsi x7(sg) > 1. Par conséquent,

[e(c)v eat] < Z d:c - 5(7(30) Csq
z€Suppp(at)
< Y da
xE€Suppp(at)

Ceci termine la preuve de 1.
Maintenant, nous montrons 2.

Comme j € Q%p, nous avons i — j < k, donc e,; = P(j). Notons par (w, j)
la position ©(«;) de o dans le carquois d’Auslander-Reiten. Nous pouvons
préciser les positions des racines o, oy, o; +aj, o +ay et a; + o+ ag comme
dans le tableau suivant (il y a quatre cas possibles):
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cas | O(a;) O(ag) O(a; + aj) O(a; + ay) O(a; + a; + ag)

1 (w+1,n) (w+j4,1) (w+1,7-1) (w,j+1) (w+1,7)

11 (w+1,n) (w+jn—3j) (w+1l,j-1) (w,m) (w+1,n—-1)
I | (w+j—1Ln—j+2)  (w+41)  (w+j—1,1) (w,j+1) (w+j—1,2)
W | (w+ji—1,n—53+2) (w+jn—3 (w+j—11) (w, n) (w+j—1,n—754+1)

Le carquois d’Auslander-Reiten est illustré dans la figure 4.2. Nous montrons
d’abord que c" + opT/ =< c. Rappelons que Y/ : 0 — €aita; — €ajtajta; —
ey, — 0 € S,p. Par le théoreme 1.2.4, nous avons

¢ +opT <ceVie{l1,2,...,v}, [ea,e(c?)] + [eat,e(op™ )] > [ear,e(c)].

De plus [e,:,e(c¥)] > [eqt,e(c)] (car ¢ < c) et

[eatve(OPYl)] = _[eatvear‘r%‘] + [eatvear‘rag‘-i-ak] - [eatveak]
_ —1 sileq,eq,] =1et (€4, €q,10;4a;,] =0
0  sinon

parce que la suite Hom-Ext (e,:, T’) est exacte.

Ainsi ¢ + opY’ < c si et seulement si pour tout ¢ tel que [€nt €a,] = 1 €t
[€at) €a;+aj+a,] = 0, nous avons [eq:, e(c”)] > [e,:, e(c)].

Fixons un tel t. Alors d’une part, k € Suppg(a!) par le lemme 4.3.3 et d’autre
part, par la proposition 1.4.1, nous avons

w+a,j+1—a)|2<a<j} dans le cas I
w+a,b—a)|2<a<j j+1<b<n} danslecasIl
w+j, 1)} dans le cas III
w+7,b)|1<b<n—j} dans le cas IV

(4.12)

{
0(at) € It
{(

(w,n) (w+1,n)

(w, j+1)
(W, ])
(w+1, j-1)

(WH-1, n-j+2)

(W], n-j)

(wtj-1, 1) (wtj, 1)

Figure 4.2 Deux schémas du carquois d’Auslander-Reiten dans le cas i — j < k.
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Maintenant nous appliquons la proposition 1.4.1 et nous obtenons dans chaque

cas I-IV que [e,t, e(0pT#)] = —[eyt, €a,] + [€at, €a,4a,] — [€at: €a,] = 0 et alors
par le lemme 4.3.4,
[eqt,e(c?)] = Z dy.
zE€Suppg (at)

Pour montrer que ¢ + op¥ =< ¢, il suffit donc de voir que [eyt,e(c)] <

ZzGSuppS(at) dy. Mais [eat7e(oijk)] = _[ea% eOlj] + [eat7eaj+ak] - [eat7eak] =
—1 (par (4.12)) et alors le lemme 4.3.4 implique que

[eqt,e(c’?)] = Z dy — 1.

zE€Suppg (at)

Comme c/* < ¢, nous pouvons appliquer le théoréeme 1.2.4 et nous obtenons
[eqt,e(c)] < [eqr,e(c??)] < > zeSupps(at) o, ce qu'il fallait démontrer.

Nous montrons maintenant la deuxieme partie de 2, a savoir
c¥ —i—opﬂfﬂ"c 2CS, < d; — 2.

Rappelons que Tjx : 0 — €4, — €q,+a, — €a;, — 0. Supposons d’abord que
¢ +op¥it £ c,ie. It tel que

[€a;:€at] = 1, [€a;+au)€at] = [€a),€at] = 0 et [e(c), eq] = le(c),eqt] (4.13)
(par le théoreme 1.2.4, par le fait que ¢/ < c et parce que [e(op'i*), e ] = —1
si et seulement si [eq;,€qt] = 1 et [€4; 10y, €at] = [€q,,€qt] = 0). Alors par la

proposition 1.4.1, nous avons

Oa') e {w+a,j—a)|0<a<j—-1} dans les cas T et IIT
{w+a,b—a)|0<a<j—1, j<b<n-1} dansles casIl et IV.

Nous voulons montrer que ¢o; > d;j — 1, i.e. ¢o; =dj—1car c” < c. Iy a deux
cas a distinguer et chacun possede plusieurs sous-cas.

1. k ¢ Supp(at), donc
O)e{(w+a,j—a)|0<a<j—1} (4.14)

11 of = a;. Alors [e(c),eqn] = co; car j est un puits dans Q et
le(c),eq] = d;j — 1. Par (4.13), ceci implique que Ca; =dj — 1.

1.2 of = a; + a;. Alors [e(cV),ey] = >_zeSuppp(at) do Par le lemme
4.3.4. Mais par (4.14) et par la proposition 1.4.1, nous avons
[€as,€qt] = 0 pour tout s € R(j,k) et ainsi, le lemme 4.3.5 im-
plique que [e(c), ey < ZzESuppP(at) dy — CR(j,k)- Mais [e(c"), ext] =
[e(c),eqt] par (4.13), donc cp(jr) = 0, ce qui contredit le fait que
cik <ec.
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1.3 Supp(a!) = {a,a+1,...,i,5}, a <i. Alorssiin’est pas une source
dans Q ou si ¢ = 1 (cas I et II), nous avons O(a; + a;) = (w +
1,5 — 1) et alors [€q,+a;,€qt] = 1 (par (4.14)) et ainsi [e(c), eq] =
> wcSuppp(at) do (Par le lemme 4.3.4), d’olt cg(jr) = 0 comme dans le
cas 1.2. Sinon, ¢ est une source dans Q et il existe x1 < ¢ tel qu’il y a
un chemin dans Q de i jusqu’a x1 et 1 € Suppp(al) (cas IIT et TV).
De plus, O(a; + aj) = (w+j — 1,1) et comme o' # a; + a;, nous

avons [€a;4a;:€at] = 0 et [e(c?),ent] = dj — 1+ Y sesuppp(at) do DAT
a#i
le lemme 4.3.4. D’autre part,

[e(c),en] < > csleas,enl+ > de

SER(j)UR(Il) zESuppP(at)
THFT,]
Ca; + Z Cs[eas7eozt] + Z dy
SER(Il) z€Suppp (at)
THTY,J
car si [eqs,eqt] =1, s € R(j) et s ¢ R(z1), alors a® = o puisque

k ¢ Supp(a). Ainsi (4.13) implique que dj + dpy — 1 < o, +
Y seR(z1) Cs|€as) €qt], d'0U Ca; = dj — 1.

Ceci termine la preuve dans le premier cas.

. k € Supp(at), donc O(at) € {(w+a,b—a) |0<a<j—1, j+1<b<n}
et alors nous sommes dans le cas II ou le cas IV. Ainsi k est une source
dans Q et k < n. Donc il existe xo > k tel qu’il y a un chemin dans Q de
k jusqu’a xo et tel que x5 est un puits dans Supp(at).

2.1 i ¢ Supp(at), donc O(a?) € {(w, b) | j +1<b< n}.
Dans ce cas

(% d)—1 "2 e(c),en] 2 fec), en]

z€Suppp(at)

43:5 Z dy — Z %(S)Cs
s=1

z€Suppp(at)

< Z Cs[eas7eat] + Z Cs[eas7eat]

s€R(j) s€R(z2)

- Z Csleas,eqt] + Z dy.

SER(j,CCQ) zGSu;PP(at)
TF], T

De plus, [eqs,e4t] = 0 pour tout s € R(7) et alors

Z cs[eas7eat] < dj - cR(z',j) < dj —1.
sER(j)
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Donc forcément

Z Cs[eas, eqt] = dj — 1, Z Csleqs, eqt] = da,
sER(J) sER(x2)

et ZSGR(j,Ig) Cs [eas7eat] - O Mais
Cs[ea57eat] — Cs[easaeat] — Ca]-
SER(J) SER(jx2)
car i ¢ Supp(at), d
2.2 i € Supp(at).

Ou Cq; =d; — 1.

2.2.1 i =1 ou i n’est pas une source dans Q.
Alors ©(a;+a;) = (w+1, j—1), donc nous avons [€q, +,, €qt] = 1
et ainsi

Z d, (4.34) [e(cij),eat] (4.13) le(c), eqt]

z€Suppp(at)

= Z dy — Z%(S)CS
s=1

z€Suppp(at)

ou la derniere égalité est vraie par le lemme 4.3.5. Donc X¢(s)cs =
0 pour tout s. Mais pour s € R(j, k), nous avons j € Supp(a®) N
Suppp(at) et si [eqs,e,:] = 1 alors j, 22 € Supp(a®)NSuppp(at),
donc X¢(s) > 1 et ainsi cp(j) = 0. Ceci contredit le fait que
cik <ec.
2.2.2 i est une source dans Q et i #£ 1.

Donc (i — 1) «— ¢ — j «— k — (k4 1) est un sous-carquois de Q
(cas IV) et O(ai+a;) = (w+j—1,1). Sileq, 1a;,€qt] = 1 alors le
méme argument que dans le cas 2.2.1 mene a une contradiction.
Sinon [eq,;+a,,€qt] = 0 et il existe 1 < i tel qu'il y a un chemin
dans Q de i jusqu’a x1 et tel que z1 € Suppp(al). Alors

dyy +dj — 1+ dyy + > dy
xeSupp p(at)\{z1,5,22}

2 fe(c), eqr]
" le(c), eu]
= Ca; + Z Cs [GQS,eat] + Z dz
s€R(z1)UR(z2) z€Suppp(af)\{z1,j,z2}
< Coy tdyy +dyy + Z dz,

z€Suppp(at)\{z1,5,22}

d’ou Ca; = dj — 1.
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Ainsi nous avons montré que ¢ + opYit £c= Ca; = dj — 1. Maintenant,
soit ¢ + opYi* < c. Alors pour tout t € {1,2,...,v}, [e(c? + opTir), ey] >
le(c),eqt]. Pour o = aj, ceci implique d;j — 2 > Ca; Parce que j est un puits
dans Q et alors [eqs,e,t] = 1 si et seulement si a® = «.

Donc ¢ +opTik < c & Ca; < dj — 2, ce qui termine la preuve du deuxicme cas
et du lemme. g

Proposition 4.3.7 Soit ¢ € NV tel que c¢® < ¢ pour tout x — y € Q'. Soit
i — j € Q' et notons par h, h # j Uautre sommet adjacent a i dans Q si un
tel sommet existe (i.e. si 1 < i < n) et notons par k, k # i lautre sommet
adjacent a j dans Q si un tel sommet existe. Donc h — i — j — k est un
sous-carquois de Q. Alors

(di = 1)(dj — 1) V(cra ) =1)
+ dh V(CR(h,i,j) =0et h — Z)

o e(Y, ) =1¢ +dp(di — 1) Vo, =di — 1 et h )
TESop(c') +di, V(crgjr) =0 et j— k)
c'J+op ﬁC + dk(d] _ 1) V(Ca]- — d] — 1 et j — ]{,’)

ot V(A) =1 si A est vrai et V(A) =0 si A est fauz.

Preuve. Soit T € Spp(c¥), T : 0 — €1 — V — €2 — 0. Alors
c?l > 1et 0292 > 1 et les racines correspondantes a®',a®? sont soit simples
tous les deux soit I'une d’entre elles est égales a «; + «; et I'autre est simple.
Supposons ¢ 4+ op T’ £ ¢, alors par le lemme 4.3.2 nous pouvons exclure le cas
ot {a®, *?} = {a, oy} avec {x,y} N{i, j} = 0. Pour les autres cas nous avons

condition équivalente
{1, a2} e(T,c) a ce que ¢’ +opt £ ¢
{ai oy} | (di—1)(dj — 1) CR(ij) =1
{an, a;} dn(d; — 1) i€ Qpetcy >di—1
{oj, ar} di(dj — 1) j e QOSP et co; > dj — 1
{ovi + o, a} dp, i¢ Q%P et Cr(n,ij) =0
{a; + aj, ap} dy, J ¢ Qp et crijm =0

ou la derniere colonne est donnée par les lemmes 4.3.1 et 4.3.6. Or comme nous
avons supposé que ¢ =< c il faut que cg( ;) > 1, co; < di — 1 et co; < dj — 1,
d’ou la proposition. O

Supposons maintenant que O est projectivement rationnellement lisse mais pas
lisse, i.e. O est rationnellement lisse en O pour tout ¢’ < ¢, ¢’ # c et O
n’est pas rationnellement lisse en O.0. Supposons de plus que ¢/ =< ¢ pour tout
i—j el
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Par le théoreme 4.2.3 la codimension de O, est égale a la somme

Z e(T,c)

TESop(ctd)
ctJ -',-op’r ﬁc

et cela quelle que soit la fleche ¢ — j. Nous avons donné une formule pour cette
somme dans la proposition précédente. D’autre part, le lemme (3.2.1) implique

v

codim(O,.) = [e(c),e(c)]' = Z CsCilegt, eqs]t = Z e(Y,c) (4.15)

s,t=1 TESop(c)

Nous allons analyser cette somme maintenant.

Lemme 4.3.8 Soit ¢ € N” tel que O est projectivement rationnellement lisse
mais pas lisse et tel que ¢ =< ¢ pour tout i — j € Q. Alors CRr(ij) = 1 pour
touti — j € ol

Preuve. Supposons le contraire (i.e. il existe i — j € Q' tel que cp(; ;) > 2),
alors co; < d; —1 et ¢o; < dj — 1, donc par la proposition 4.3.7

codim(O¢) = di V(Cr(n,ij) = 0 et h — i) + dp V(cpg k) =0 et j — k)

De plus codim(O,) # 0 car sinon O, est lisse. Supposons sans perte de généralité
que i < j. Dans le cas h — i, j — k, le carquois d’Auslander-Reiten est illustré
dans la figure 4.3. Dans cette situation, nous avons les opérations élémentaires
suivantes:

0— R(k)\ R(i,j, k) — ... — R(i,7) \ R(,j,k) — 0

0— R(i,7) \ R(h,i,j) — ... = R(h) \ R(h,i,7) — 0

ou la notation 0 — A — ... — B — 0 signifie que pour tout s; € A,s5 € B
il existe une suite exacte non-scindée 0 — e,s1 — V — eqs2 — 0. Alors par

(4.15),

codim(Oc) > (di — Crijk))(CRG,j) — CR(jk))

+ (CR(i,j) — CR(h.i))(dn = CR(h,ij))
2dkV(CR(i k) = 0) +2dnV(cpn,i,j) = 0)
= 2codim(O)

v

ce qui est impossible.

Dans le cas h — i — j « k (respectivement h < ¢ — j — k), le méme argu-
ment donne codim(O¢) > 2dpV(cr(n;i ;) = 0) = 2codim(O) (respectivement
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Figure 4.3 Le schéma d’un carquois d’Auslander-Reiten dans le cas h — i — j — k

codim(O¢) > 2 dpV(cp(ij k) = 0) = 2codim(Oc)). Alors tous les cas ménent &
une contradiction. O

Nous allons maintenant classifier les variétés de carquois de type A, qui sont
projectivement rationnellement lisses. La premiere étape est le lemme suivant.

Lemme 4.3.9 Sin >4 alors il n’y a pas de variété de carquois O¢ de type A,
qui est projectivement rationnellement lisse mais non-lisse et telle que ¢ =< ¢
pour tout i — j € QL.

Preuve. Supposons le contraire. Par le lemme 4.3.8, nous avons cp(; jy = 1

pour tout i — j et alors il y a 4 types de candidat c!,c?,c?,c? classés selon

leurs valeurs sur R(1,2,3) et sur R(2,3,4). A savoir (C}%u 2.3)> Cll?@ 3 4)) = (0,0),

(C%a(l,2,3)=c%z(2,3,4)) = (1,0), (C?é(1,2,3)=c?z(2,3,4)) = (0,1), (C§(1,2,3)7C§1~2(2,3,4)) =

(1,1). On obtient le tableau suivant:

c ‘ CR(1,2,3) CR(2,34) Cay Cas Cait+az  Castaz  Cartaztoas
c! 0 0 do—2 d3—2 1 1 0
c? 1 0 dy—1 d3—2 0 0 1
c? 0 1 dy—2 dg—1 1 0 0
ct 1 1 dy—1 d3—1 0 0 0

Noter que ds > 2 dans les cas ¢! et c? et que do > 2 dans les cas ¢! et c3.
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Par symétrie, nous pouvons supposer sans perte de généralité que 1 «— 2 € Q'.
Alors pour les 3 premieres fleches, il y a 4 orientations possibles: Q1 =1« 2 «
3—4..., Q=1«—2«—3—>4..., Q3=1-—2—-3—-4..., Qq=1-—2—
3 «— 4.... Les carquois d’Auslander-Reiten correspondants sont illustrés dans
les figures 4.4-4.7.

/ \ o114

a1 taztas /
/ NN
a1tas az+as
N SN N

Figure 4.4 Le carquois d’Auslander-Reiten I'g,

altaz+tas

NS N

agtas

N N

a3

DU
SN

altag

SN SN

aq a2

Figure 4.5 Le carquois d’Auslander-Reiten I'g,
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as altag

NN SN

altaz+tas [e%]
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Figure 4.6 Le carquois d’Auslander-Reiten I'g,

a1tag

/ N
N SN
alta2+tas

/S

/ N

[e%] az+as

N

Figure 4.7 Le carquois d’Auslander-Reiten I'g,

Dans chaque cas, il y a les opérations élémentaires
0— R(j)\ R(i,j) — ...~ R()\ R(,j) — 0

pour tout ¢ — j, donc la codimension de O, est au moins D “ (dy — 1)(d2 —
1) 4+ (d2 — 1)(d3 — 1) + (d3 — 1)(dg — 1). De plus, pour chaque cas, il y a les
opérations élémentaires suivantes:

0—{a1+as}t—... > R(2,3)\R(1,2,3) -0 si Q1,9
0—{a1+as+az}—...—> R(3,4)\R(1,2,3,4) -0 si O
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0—{ae+as}t— ... = R(3,4)\ R(2,3,4) -0 si O
0—R(2,3,4) — ... > {az} =0 si Qo
0—R(1,2,3) - ... > {a2} = 0 si Q3,94

0 R(3,4)\ R(2,3,4) — ... — R(2,3) \ R(2,3,4) -0 si Qj
0—{as} —... > R(2,3,4) -0 si Q.

o . . . dé
Ainsi, la codimension de O est au moins D(c, Q) 2]

D + caytastas (1 = Cr(1,234)) + Cartas (1 — Cr(1,2,3))

+ cOtz+Ot3(1 - CR(2,3,4)) si O
D + cay+as (1 - CR(1,2,3)) + Ca3CR(2,3,4) si Oy
D+ cascra29) + (1= cresa)(l = cresa) si Q3
D + CasCR(1,2,3) T CazCR(2,3,4) si Oy

avec D comme ci-dessus.

D’autre part, nous pouvons calculer les sommes de la proposition 4.3.7. Nous
écrivons S(i,j) pour la somme

> e(T,cY)
TESop(ctd)

cij +opT fc

pour tout i — j et d(c) pour codim(O¢). Ainsi nous avons d(c) = S(1,2) =
S(2,3) = S(3,4).

Supposons d’abord que n > 5. Si4 ¢ Q% p alors il y a les opérations élémentaires
suivantes:

0 — R(3,4)\ R(3,4,5) — ... — R(4,5) \ R(3,4,5) — 0
(respectivement 0 — R(4,5) \ R(3,4,5) — ... — R(3,4) \ R(3,4,5) — 0),
etsi4de Q% p alors il y a les opérations élémentaires suivantes:
0— R(3,4,5) — ... > {asu} — 0

(respectivement 0 — {4} — ... — R(3,4,5) — 0).

Ainsi )
3 0

5((:) Z D(Ca Q) + (1 - CR(37475)) S} 4 ¢ Q(‘?P

D(C7 Q) + Ca4CR(37475) si4e QSP

De plus
S(3,4) = A(3,4)+dsV(cpizas =0et4¢ Qlp)
+ds(dy — 1)V(crz a5 = 1 et 4 € Qgp),
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avec

A(3,4) = (d3—1)(ds— 1)+ d2V(cpaz4) =0et 3¢ QYp)
+dy(ds — 1)V(cra3.4) = 1 et 53 € Qp).

Ainsi, si A(3,4) = 0 et 4 ¢ QUp alors cpizaz = 0 (car S(3,4) # 0) et si
A(3,4) = 0 et 4 € Q%p alors Cras) = 1 et dy > 1 (car S(3,4) # 0) et
Cay = dg — 1 (car cp34) = Cru4j5) = CrRE345) = 1), dott §(c) > D(c, Q). Donc,
si nous pouvons montrer que 6(c) = D(c,Q), n > 5 et A(3,4) = 0 alors nous
avons une contradiction. Nous nous servirons de ce résultat dans les tableaux
4.1-4.4.

Maintenant, revenons au cas n > 4. Nous pouvons facilement calculer les termes
4(c), S(1,2),5(2,3),5(3,4) et nous obtenons une contradiction dans chacun des
cas. Les résultats sont donnés dans les tableaux 4.1-4.4 (voir pages suivantes).

Ceci prouve que pour n > 4 il n’y a pas de c tel que O, est projectivement
rationnellement lisse , non-lisse et ¢/ < ¢ pour tout i — j € QL. ]
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Tableau 4.1 Résultats de calcul dans le cas 9,

QO : 1—2—3—4--.
é(c) > | S(1,2) 5(2,3) _ S(3,4) contradiction
D+2 | (d—1)(d2—1)+ds da>2 = 8(c) > 5(1,2)
D+1 (di —1)(d2 — 1) 8(c) > S(1,2)
B &vmnfxu D+1=5(1,2)
_ _ _ _ A&w — HX&% — Hv + &muxmmﬁﬂmkrmv =0et 4« mv _
D+1 (di —1)(d2 —1)+ds | (d2—1)(ds —1)+d1 +(ds — D)dsV(crgaas) = 1 et 4 — 5) A A wXIaro QHWWW
D (di —1)(d2 — 1) (d2 —1)(ds — 1) 5(c) =2 S(1,2) + 5(2,3) = 26(c)
Les données dans la premiere colonne sont les bornes inférieures D(c, Q) pou on
La derniére colonne donne la contradiction du fait que §(c) = S(1,2) = 5(2,3) = S(3,4).
Tableau 4.2 Résultats de calcul dans le cas Q9
Qy : 1—2—3—4--.
é(c) > | S(1,2) 5(2,3) _ S(3,4) contradiction
N dy>2 = 6(c) =D +1=5(1,2)
_ _ _ o A&w — HVA&% — C + &WJ\AONGVFS =0et 4 — mv - -~ _
bt (1= 1){dz = 1) +d3 | (2= Dids ~1) +eh + (d4 = 1)d5V(cRr(3,a5) = 1 et 4 = 5) OHN w&mkwﬁ&m Qw Mm
D (d1 — 1)(d2 — 1) 5(c) > 5(1,2)
(d3 —1)(da — 1) +da(d3 — 1)
(d2 —1)(ds — 1) _ d2 > 2= 6(c) =D +ds =5(1,2)
D + d: (di —1)(d2 — 1)+ ds +dsV(cp(3,4,5) =0 et 4 — 5) B -
3 1 +dy +da(dz — 1) +§|:&ﬂmﬁw}snZng et d3=1= A(3,4)=0etn>5
(d2 —1)(d3 — 1) — -
D +dz—1 (di —1)(d2 — 1) (ds — 1)da 6(c) =5(2,3) = 5(1,2) =0
Les données dans la premiere colonne sont les bornes inférieures D(c, QV ou on
La derniere colonne donne la contradiction du fait que d(c) = S(1,2) = S(2,3) = S(3,4).
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(7'e)s = (€2)s = (¢'1)§ = ()¢ onb Jrey np UONDIPRIIUOD €[ SUUOP SUUO[0D ISP €'
(

"(9)¢ mod (B ‘9)(7 SOIMALIPJUL SOUIO( S| JUOS dUUO[0D dIIWIAId B SURD SOQUUOP SorT
GTuRo=(FOV < (¢ =701 = ETOU)A5p(T — Tp) + vp(1 — €p) + ep(1 — op) +
c—p+p+a= )y (¢—pwo=ETOU)%p + Ip(1 — @p) (1 — op)(1 - 1p) ¢ —tp+ep+a
RI1I="2 < (215 = ()¢ (1—¢p)2p+ (1 — ¥p)(1 — €P) (1—#p)(1 - 2p)
— (o o — vp(1 — €p) _ _ .
0=1(eT)s = (t'1s = (@) (1 — ep)(1 — p) (1—-2p)(1— ) 1-%%+a
glump (=710 1= ETEU)Ap(T - Tp) + _ it
0=FeOVv €«1-%+g= ()9 (e—v100= Amrw,mvm&v\ﬁmﬁ + A GM:m VANEVILM | A MNHAHN XN%WI_H: v I—+a
I1=7p <7< (3'T)s = ()¢ (1—=7p)(1 - ®p) L= =ep L=
I1=2 < (g‘1)s = (2)¢ (1—-2p)(1— ) a
HoNoIpeIIoD | (v'¢)s | (€2)s DS 2(0)¢
e —1 0
73 sed o surp [No[ed 9p syeInsey ' nesqer,
(¢ =(¢° =(z° = (2)¢ onb 7Te] NP UVOIIOIPRIIUOD B] SUUOP SUUO]0D IIIUIOP ©
(7e)s =(e2)s =(c'1)s = ()¢ rej 1p UOLOIP I P I TP ]
"(9)¢ mod (B ‘9)(7 SOIMALIPJUL SOUIO( ST JUOS dUUO[0D dIIWIAId B[ SURD SOQUUOP SO
gXu P 0=@FV « (¢ — 710 1= EVOU)Ap(T - 7p) + _ _
0=(1-")(1—tp) 1 (¢ 710 0= VU + 0 m&v:@ﬁ %mﬁém@#@ 1-+q
I-%+ad=00¢ < (‘15 = ()¢ (1—=7"p)(1 - ®p)
(®)9e=(¢T)s+ (TS < (d)¢ (1—#p)(1 - 2p) (1—-2p)(1— ) a
. ep(1 — ep) +
(z‘1)s < (9)9 (1-2p)(1— ) bra
(@‘1)s < (@)¢ (1—2p)(1—p) I+a
UOrIPRIFU0D | ¥e)s | (€2)s (¢1)8 <(2)¢

g —1 D

€5 SeD 9 SURD [NOed 9P SILINSAY €' Ned[qe],
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Supposons maintenant n = 3. Supposons toujours sans perte de généralité que
1 «— 2 e Q' Alors il y a deux carquois possibles Q; : 1 «— 2 «— 3 et
Q2 : 1« 2 — 3 Comme cgi; = 1 pour tout ¢ — j il y n’a que deux
candidats c!, c? classés selon leurs valeurs sur R(1,2,3), & savoir c}%(1,2,3) =0
et C%%(172,3) = 1. Nous pouvons calculer facilement les tableaux 4.5 et 4.6. Or
d(c) = 5(1,2) = (1,3) et dans chaque cas, nous obtenons des conditions:

Tableau 4.5 Résultats de calcul dans le cas @1, n = 3

c 5(c) | s | 523

ol (di — 1)(d2 — 1) (di —1)(d2 — 1) (d2 —1)(ds — 1)
+(d2 —1)(d3 —1)+1 +d3 +d1

c2 456212_—1)1(;@3_—1)1) (dr — 1)(d2 — 1) (do — 1)(d3 — 1)

Tableau 4.6 Résultats de calcul dans le cas (2, n = 3

Qy :1+—2—-3
c 5(c) | s | 523
|| T PNer ) | @ -n@ -y | - D - )
C2 (d1 — l)(dz — 1) (d1 — 1)(d2 — ].) dl(dQ — 1)
+ (dQ — 1)d3 =+ (dQ — l)d3 + (dQ — 1)(d3 — 1)

Pour c! dans le cas Q, il faut que d3 = (dg —1)(dg — 1)+ 1 et dy = (dy —1)(dg —
1) + 1 et alors ou dy = 2 ou dy = d3 = 1. Ainsi nous avons que e(c) est égal a

(dl - 1) €a; Deajtar D e€astaz D (d3 - 1) €ag

ou
€a;+az D (d2 - 2) €a; D €astas-

Pour c¢? dans le cas Q;, de méme que pour c' dans le cas Q,, il faut que
(d2 —1)(ds —1) =0 et (di —1)(d2 — 1) = 0 donc d(c) = 0 ce qui est impossible

car la variété correspondante O, = FEq est lisse.

Pour ¢? dans le cas Q3 nous avons 6(c) = S(1,2) = S(2,3) donc dans ce cas, il
n’y a pas de restriction additionnelle et

e(c) =(d1 —1)eq @ (dz —1)en; D eaytastas D (d2 — 1) eq,.
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Supposons maintenant que n = 2. Alors 6(c) = ¢q,Ca, €t S(1,2) = (d1 —1)(d2 —
1) V(c'? + opT2 £ c). Comme ces deux termes sont égaux et non-nuls, nous

avons cq, =d; —1letcy, =do—1,dott c = cl?.

Nous avons démontré le théoréme suivant qui donne des conditions nécessaires
Sur c:

Théoréme 4.3.10 Soit O, une variété de carquois de type A,. Supposons que
O, est projectivement rationnellement lisse mais pas lisse et que fij # 0 pour
chaque f € O et chaque i — j € Q'. Alors 2 < n < 3 et nous avons un des 4
cas suivants:

1. Qe {l - 2,12}, dy,dy > 1 et e(c) est égal a

(di —1)en, ®enta, ® (d2 — 1)eq,
2. Qe{l —-2—3,1« 2«3} ete(c) est égal a

(di — 1) eq; D e€ny+ar D €aytas @ (d3 — 1) €qy
3. Q€{l—-2—-3,1«2«3} ete(c) est égal a
€a;+a; D (d2 — 2) €, © €aytay
4. Q€e{l—2«—3,1—2—-3},dy>1 ete(c) est égal a
e(c) =(di —1)eq, ®(ds —1)en; D €nytastas @ (d2 —1)eq,.

Nous montrons maintenant que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes,
i.e. les quatre types de variétés du théoreme précédent sont projectivement
rationnellement lisses mais pas lisses. Dans le cas 1, n = 2 et le corollaire 4.2.7
implique que O, n’est pas lisse parce que cio # 0 et O, # FEq. Comme il n’y a
pas de ¢/ € N tel que c® < ¢/ < ¢, O, est projectivement rationnellement lisse.

Dans les trois autres cas, n = 3 et 'ensemble {c’ | ¢’ < ¢} est {c?,c!?,c?3,c} et
c? < c'? <c, c? <c? < cetc'?, ¢ nesont pas comparables. Dans chaque cas,
le corollaire 4.2.7 implique que O, n’est pas lisse et il ne reste qu’a montrer que
O, est rationnellement lisse en Og12 et en Og2s. Par symétrie, il suffit de montrer
ce résultat en Og12. Nous utilisons la formule du théoreme 3.2.2 pour calculer
2%,. Dans le cas 2, supposons sans perte de généralité que Q = 1 « 2 « 3.
Alorsi=(1,2,1,3,2,1), ¢ = (d; — 1,1,0,0,1,d3 — 1), ¢'2 = (d; — 1,1,1,0,0, d3)
et

c _ di-1 _ 1y-1 o(d1—-2,1,0,0,1,ds—1) / dj—1
Qo = (u D7 Q211004 (@ 1)
(0,1.0.0.1,d5-1)
(0,1,1,0,0,d3)

- —1 (0,0,0,0,I,d' —1)
= (=17 Qgor00ay) (1)

_ 0,0,0,0,0,d3—1 :
= —(u-1)" Q§070,070,07dg_1§ (u® — 1) (u — 1)

= —uB41.
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12
Donc wgu = pdc’?)—d(c) qu = —opB 4y~ ot

o —d- 12y _
212 = C§12 + wgu =y B = Ud(c ) d(c)’

d’out O, est rationnellement lisse en Og12.

Dans le cas 3, supposons sans perte de généralité que @ = 1 «— 2 «— 3. Alors
i=(1,2,1,3,2,1), c = (0,1,dy — 2,0,1,0), c'? = (0,1,ds — 1,0,0,1) et
— (0707d _27071’0)
an - Q(O,O,dz—l,o,o,l)

_ da—2 -1 (0,0,d2=3,0,1,0)  dy—1
= (@7 =17 Q2001 @7 1)

(u2=t —1) ((0.0.0.0,1.0)
o1 Lo

(uh 1) —(u— 1)
(u—1) (u—1)
= u% 1l

12
DOHC CUEIQ — Ud(c )—d(C) le? — _/Ud2_1 + U_d2+1 et

—_— _ 12y _
Cglz = C§12 + wgu =V datl — Ud(c )—d(e)

)

d’out O, est rationnellement lisse en Og12.

Danslecas 4,81 @ =1— 2« 3alorsi=(2,1,3,2,1,3), ¢ = (da —1,0,0,1,d35 —
1,d; — 1), c'? = (dy — 1,1,0,0,d3,dy — 1) et
- (0,0,0,1,d3—1,d1 —1)
le2 - Q(07170707d§7d1_1)

—1~(0,0,0,0,d3—1,d;—1 :
= (u—1) 1QE070’0707d§_17d1_1; (—(u—1)(u® — 1))

= —u® 41

SiQ=1<23alorsi=(1,32132), c=(d —1,ds —1,1,0,0,ds — 1),
cl2 — (dl —1,d3,0,1,0,d2 — 1) et
0O° _ (0,ds—1,1,0,0,d2—1)
clz — (0,d3,0,1,0,d2—1)

d,
u™ —1 0,0,1,0,0,d2-1)
u—_1 (01,010d-1)

u® —1 (u—1)2
u—1 u—1
_ ds
= —u®+1.

12
Donc wg, = pd(c’?)—d(c) Q1 = —vds 4y~ et

e —d d(c'?)—d
Cgu = C§12 +wg12 v B =0 () (C),
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d’out O, est rationnellement lisse en Ogi2.

Ce qui termine la preuve de la lissité rationnelle projective des quatre types de
variétés du théoreme 4.3.10.

Considérons maintenant le cas général.

Théoréme 4.3.11 Soit O, une variété de carquois de type A, qui est projective-
ment rationnellement lisse mais pas lisse. Alors O¢ est un produit des variétés
de type Asg, A3 du théoréme précédent et des variétés lisses.

Preuve.  Soit ¢ de i-homogénéité d et f € O.. Donc O, = Gq - f. Nous
procédons par récurrence sur le nombre de fleches i — j € Q! tel que fij = 0.
Si fij # 0 pour tout i — j € Q, alors le théoréme est vrai par le théoreme
précédent. Sinon, soit i — j € Q tel que f;; = 0 et supposons sans perte de
généralité que i < j. Soit Q1 = Q[1,i], Qo = Q[j, n] et définissons f' € Fq par
fle = faxsih — k€ Q}et fl, =0sinon (I = 1,2). Soit ¢! € N tel que
ck = ¢; si Supp(at) C Q; et ¢ = 0 sinon (I = 1,2). Noter que ¢ = c! + c? et que
Ou =2 Gq-f! (1=1,2) (c! est de i-homogénéité d = (dy,ds,...,d;,0,...,0) et
c? est de i-homogénéité dy = (0,...,0,d;,dj11,...,dy)). Comme nous avons vu
dans la preuve du théoreme 4.2.6, 'orbite O, est le produit O = Og1 X O2 et
la variété de carquois Og est le produit de deux variétés de carquois

O = 0w x O,

Comme nous avons supposé que O n’était pas lisse, il faut que Oz ou Oz ne
soit pas lisse. Nous allons montrer que si O, est projectivement rationnellement
lisse alors O.1 et O.2 sont projectivement rationnellement lisses. Par récurrence,
ceci terminera la preuve du théoreme. Nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 4.3.12 Soit Q un carquois de type A,, i — j € Q', i < j et soit
Q1 = Q[1,i], Qo = Q[j,n]. Soit c € N¥ tel que ¢ = ¢! + c? avec ¢ = ¢; si
Supp(at) C Q; et ¢ =0 sinon (1 =1,2). Alors

1. Bf = ESES'

2. Chaque a = ¢ s’écrit de facon unique comme a = a' + a? avec a! =<
cl, a? < c2.

1 2
3. wg = wS wSy pour chaque a = c.

4. C§ = S ;3 pour chaque a < c.
Preuve du lemme. 1. Sic} # 0 et ¢2 # 0 alors ou bien [e,:,€qs] = [€as,€nt] =

[eats€as]t = [€as,eqt]! =0 et Eiﬂ'{z"sEiﬂ'{z"]5 = Efr@’tE?r@’s par la proposition 2.2.3,
ou bien i € Supp(at), j € Supp(a®), [eqt,eqs]! =1 (car i — j) et alors s < t.
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Ainsi
ECES = pA™ i pdT™? | pam pd ™ pa | pantt
= BT peT? e
= E1C7
ce qui prouve 1.
2. Soit a = (ay,as,...,a,) < c. Pour chaque f € Oy, nous avons f € O, donc

fij = 0. Alors ag(; jy =0 et a = al +a? avec a' <!, al = a; si Supp(a?) C 9
et a} = 0 sinon (I = 1,2); ceci montre 2.

3. En utilisant la proposition 1.3.1 et la partie 1, nous avons

S WS Er = Ef=EF EY

a=<c

2 1 2 1
_ } : c c a a
= wag wal Ei Ei
a2<c2
al jcl

et Eia2 Ef‘l = E? par 1. Donc

2 1
c ra __ c c a
> W ER =) wh wh E

a=c 82j02

aljc1
t . . c_  .c? cl . t 3
et ainsi wy = wg, wey, ce qui montre 3.

4. Soit a < c et a = al + a2 avec al < Cl, a? < c¢2. Nous procédons par
récurrence sur |[{b | a < b < c}|. Si ce nombre est 1 alors a = ¢, a! = c!,
a? = c? et I’énoncé A prouver est 1 = 1. Supposons que [{b|a <b < c}| > 1.

Par le théoreme 1.3.2

G= 3 W (1=1,2),

bl:al<b!=<cl

avec Cﬁi € v~ !Z[v~!]. Noter que pour b = b! 4+ b2, nous avons a < b < c et
ws’ll ws’j = wg par 3. Alors

1 2 1.3

c c® __ b ~cl c2

al Sa2 — Z Wa Cb1<b2
bl:al<bl=<cl
b2:a2<b2<c2

et par récurrence
1 2 1 2 b =¢
c c® _ rclrc E c
al Sa2 — Cal CaQ + wa Cb .
b:a<b=c
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Donc (S et CS 52 satisfont la meéme équation et il est montré dans
(Lusztig, 1990a, sect. 9.12) que cette équation détermine (S completement.
Ainsi (§ = S (;; et le lemme est démontré.

Maintenant, nous montrons que dans la situation du théoréeme Og1 et Oz sont
projectivement rationnellement lisses. Supposons sans perte de généralité que
i < jetsoit Q1 = Q[1,i], Qo = Q[j,n]. O est projectivement rationnellement
lisse, i.e. (§ = pd@=d(e) hoyr 0 + a < c. Fixons un tel a et soient a! < ¢!,
a? < c? tels que a = a! 4+ a?. 1l suffit de montrer que g‘;f — pd(a')—d(c') (1=1,2)
si d(a') # 0. Or par le lemme, (;i ;i = (¢ = v¥@~d(°) De plus par le théoréme
1.3.2.4,
S =Y dim(H3F) v @A (1 =1, 9)
k

Donc C;ll = 0D avec z(1) > d(a') —d(c!) (1 =1,2) et z(1) +z(2) = d(a) — d(c).
Alors il suffit de montrer que

d(a) —d(c) = d(a') + d(a?) — d(c!) — d(c?)

mais ceci est vrai parce que 'orbite O, est le produit des orbites O.1 et O.2 et
Iorbite O, est le produit des orbites O,1 et O,2. O
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CONCLUSION

Nous avons étudié dans ce travail les variétés de carquois de type A et leurs singu-
larités. Ces variétés forment une classe tres riche de variétés algébriques affines
et elles sont reliées a l'algebre enveloppante quantique et aux représentations
du carquois. Les algebres enveloppantes quantiques sont en soi un sujet fort
intéressant. Elles sont des exemples importants d’algebres non-commutatives.
De plus, elles ont des applications dans plusieurs branches des sciences, notam-
ment en physique théorique, dans la théorie des noeuds et des représentations
des algebres. Comprendre la cohomologie d’intersection locale des variétés de
carquois peut étre un pas vers 'explicitation de la base canonique de ’algebre
enveloppante quantique, ce qui serait considérable.

Le but de notre recherche était de donner des critéres pour qu’une variété
de carquois de type A soit rationnellement lisse, c’est-a-dire sa cohomologie
d’intersection soit la plus simple. Pour y arriver, il fallait d’abord étudier les
polynomes Q2. Nous avons réussi a donner une formule récursive pour ces
polynomes en introduisant les r-partages, qui servent a décrire la combinatoire
de la multiplication par un vecteur de racine dans ’algeébre enveloppante quan-
tique, voir théoreme 3.1.1. Ce théoreme est le résultat clé de notre travail. Nous
en avons déduit la formule récursive pour les Q2 (théoreme 3.2.2) dont nous nous
sommes servis afin de calculer la cohomologie d’intersection locale des variétés de
carquois, pour enfin classifier completement les variétés rationnellement lisses et
les variétés projectivement rationnellement lisses. De plus, nous avons montré le
résultat intéressant qu’une variété de carquois de type A est lisse si et seulement
si elle est rationnellement lisse.

Notre travail ouvre plusieurs pistes de recherche a venir:

e Utiliser la formule de la multiplication par un vecteur de racine (théoréme
3.1.1) pour mieux comprendre la multiplication dans l’algébre envelop-
pante quantique ainsi que dans ’algebre de Hall.

e Se servir de la formule récursive pour les Q2 (théoreme 3.2.2) pour donner
des criteres pour qu’une variété de carquois de type A soit localement
rationnellement lisse.

e Généraliser les arguments de la thése pour obtenir des résultats dans les
cas D et E. Plus précisément
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trouver une formule explicite pour la multiplication dans ’algebre de
Hall et la transporter dans I’algebre enveloppante quantique.

se servir de cette formule pour obtenir une formule récursive pour les
Q2.

donner une description combinatoire des opérations élémentaires dans
le cas E (cas A, D voir (Brown, 1998)).

Donner une description de 'effet des opérations élémentaires sur les
Q2 et déterminer des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
variété de carquois de type D ou E est rationnellement lisse.

Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour la lissité ra-
tionnelle locale des variétés de carquois dans les cas D et E et en
particulier pour la lissité rationnelle projective de ces variétés.
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VARIETES DE CARQUOIS ET
HOMOLOGIE D’INTERSECTION

Soit U™ la partie positive de 1’algebre enveloppante quantique U de type
A. Le changement de base entre la base canonique et la base de type PBW
peut s’interpréter en termes de cohomologie d’intersection locale de certaines
variétés algébriques, a savoir les clotures de Zariski des orbites des représen-
tations d'un carquois de type A. Nous étudions la lissité rationnelle de ces
variétés ainsi que de leur projectivisations.
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