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RESUME

Les principaux sujets abordés dans cette thése concernent 1’énumération de
tableaux standards de hauteur bornée ainsi que le dénombrement d’espéces de
structures sur des couples d’ensembles de méme cardinalité, les espéces de Bessel.

Le premier chapitre comporte les définitions et identités concernant les séries de
Bessel modifiées de premiére espéce. On y rappelle également des résultats de
la théorie des fonctions différentiellement finies et des suites P-récursives. On
termine ce chapitre en énongant des résultats originaux concernant 1’ordre et le
degré d’équations différentielles dont certains produits de séries de Bessel sont
des solutions.

Le deuxiéme chapitre traite des fonctions symétriques. En particulier, on rap-
pelle les liens entre les fonctions symétriques et les tableaux standards ainsi
que la notion de fonctions symétriques différentiellement finies. On y présente
ensuite des conjectures (voir [6]) sur la forme particuliére des P-récurrences sat-

isfaites par les suites de nombres 7,(n) et T,(f) (n), respectivement le nombre de
tableaux standards de hauteur bornée par h et le nombre de couples de tableaux
standards de hauteur bornée par h. La fin de ce chapitre est consacrée a 1’étude
de certains parametres des séries génératrices associées.

Le sujet du troisieme chapitre est ’énumération des tableaux standards de hau-
teur bornée par h et des couples de tableaux standards de hauteur bornée par
h. On démontre que leur série génératrice associée sont solutions d’équations
différentielles d’ordre h/2 + 1 et de degré 2 (h/2 + 1) et dans le cas des couples
de tableaux, d’ordre h + 1 et de degré 2(h + 1) . Ce qui nous permet d’obtenir
des bornes pour le degré des polynémes ainsi que pour le nombre de termes des
P-récurrences satisfaites par les nombres 7,(n) et T,gz)(n). Ces nouvelles bornes
correspondent, & une constante pres, aux conjectures énoncées au chapitre 2. On
termine ce chapitre en proposant des nouvelles formules explicites pour 7g(n).

Le quatrieme chapitre porte sur les especes de structures sur des couples d’ensem-
" bles de méme cardinalité. On énonce les définitions de base et on définit des
opérations de somme, produit et substitution sur ces especes. On associe &
chacune de ces espéces une série génératrice de type Bessel. On démontre
ensuite plusieurs résultats permettant le dénombrement effectif de couples de
structures isomorphes, en particulier pour les especes des couples isomorphes
d’arborescences, d’arbres, d’endofonctions et de graphes simples connexes. Fi-
nalement, on utilise la décomposition moléculaire d’especes usuelles afin de
dénombrer des especes de couples de structures isomorphes. Cette approche
permet d’associer ces dénombrements & une étape du calcul de la variance du
nombre moyen de structures par type d’isomorphie.



INTRODUCTION

Les fonctions de Bessel apparaissent naturellement comme fonctions propres
d’opérateurs différentiels liés a 1’étude de certaines équations de la physique
mathématique. Elles font partie des principales familles de fonctions spéciales
de la physique. Cependant, il est étonnant de constater que leur développement

en série intervient aussi de fagon importante en combinatoire énumérative.

Dans ce travail, nous allons mettre en lumiere cet autre role important. Dans
un premier temps, nous montrerons comment les fonctions de Bessel permettent
d’obtenir des formules d’énumération pour des problemes difficiles de combina-
toire, en particulier concernant I’énumération de tableaux de Young de hauteur
bornée. Puis, nous allons proposer un contexte combinatoire pour I’étude de
couples de structures combinatoires isomorphes en montrant comment on peut

en déduire I’énumération via des séries formelles généralisant les séries de Bessel.

L’étude des tableaux de Young est liée & de nombreux domaines des mathéma-
tiques et de la physique. En particulier, I’énumération de ces objets (formules
et récurrences) est liée au calcul de caractéres de représentations du groupe
symétrique, a ’étude des fonctions symétriques, au dénombrement de mots,

d’arbres, de graphes, de partages plans etc.

Notre premier sujet d’étude concerne l’énumération des tableaux de Young
(standards) de hauteur bornée. Via la théorie des fonctions symétriques, et une
évaluation pléthystique de celles-ci, on peut obtenir des séries génératrices pour
le nombre de tableaux standards de hauteur bornée. Comme nous le verrons,

ces séries génératrices peuvent s’exprimer en termes de séries de Bessel.

Le second sujet abordé dans cette these est le dénombrement de couples d’especes
de structures isomorphes. A cette fin, on définit la notion d’especes de structures
sur des couples d’ensembles de méme cardinalité. On introduit également les
opérations ainsi que les séries génératrices (de type Bessel) qui leur sont associées.

Cette étude est en partie motivée par le fait que le dénombrement de couples de
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structures isomorphes est associé au calcul de la variance du nombre moyen de

structures par types d’isomorphie.

Le chapitre 1 contient les définitions ainsi que les identités de base sur les séries
de Bessel dites combinatoires, c’est-a-dire a la normalisation suivante des séries

de Bessel :
w2n+k

n>0
ouk=0,1,2,...

Nous montrerons comment exprimer toutes séries de Bessel combinatoire
comme polynémes en Io(z) et I;(z) & coefficient dans Z(z) ('anneau des frac-
tions rationnelles & coefficients dans Z). En guise de préparation pour les
développements de la suite de notre travail, on étudiera l'effet d’opérateurs
différentiels z7 D' = z di/dx’ sur les séries I (z)I7(z). Ces résultats nous
permettront, entre autres, d’obtenir des bornes pour le degré et pour I'ordre des

équations différentielles dont les I§(z)IT(z) sont solutions.

On développera aussi une méme problématique pour les g-analogues des séries

de Bessel combinatoires :
2n+k

Ii(z;9) =) >

n>0 n!q(n + k)!q,
ouk=0,12...

La premiére partie du deuxiéme chapitre est consacrée aux rappels sur les
tableaux et les fonctions symétriques. En particulier, on s’intéresse a un
théoréme de Gordon (voir [21]) permettant d’écrire la somme des fonctions de
Schur indicées par des partages de hauteur bornée en terme de déterminant.
C’est & partir de ce résultat que Gessel (voir [18]) a obtenu des formules explicites
pour les séries génératrices pour les tableaux standards de hauteur bornée ainsi
que pour les couples de tableaux de hauteur bornée. On utilisera ces formules &

plusieurs reprises.

Par la suite, on présente les conjectures énoncées par Bergeron, Favreau et Krob

sur la forme des P-récurrences satisfaites par le nombre de tableaux, et le nombre
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de couples de tableaux standards de hauteur bornée par h : Th(n) et T,E2)(n)

respectivement.

A partir de ces conjectures, on peut obtenir des P-récurrences explicites (voir
[5] et [6]). Dans un premier temps, on démontrera une partie de ces conjectures
en calculant explicitement les équations différentielles associées dans lesquelles
on substitue les séries génératrices de Gessel que 'on aura au préalable sim-
plifiées. On termine ce chapitre en donnant un résultat général concernant les
simplifications des séries génératrices de Gessel pour les tableaux de hauteur

bornée.

Le troisitme chapitre traite de différents problémes d’énumération pour les
tableaux de hauteur bornée et les couples de tableaux de hauteur bornée. Tout
d’abord, on obtient des résultats concernant les P-récurrences satisfaites par les
(2)
Th

nombres 7,(n) et (n) en utilisant certains résultats énoncés dans les deux

premiers chapitres. On donne ensuite de nouvelles formules explicites.

Le quatriéme chapitre est consacré aux espéces de structures sur des couples
d’ensembles de méme cardinalité que ’on nomme les espéces de Bessel. Ces
espéces permettent, entre autres, de formaliser I’étude combinatoire des couples
de structures isomorphes. On associe & une espece P de Bessel une série
génératrice P((z)) qui permet de dénombrer les P-structures. On définit des
opérations de somme, de produit et de substitution pour ces especes. On montre

que ces opérations sont compatibles avec le passage aux séries.

Pour chaque espéce usuelle F' (voir [7]), on introduit des espéces de Bessel
particuliéres : les couples de F-structures isomorphes que I'on note F°. On
étudie par la suite différentes techniques permettant le dénombrement des
couples de structures isomorphes. En particulier, on s’intéressera aux especes de
Bessel des couples isomorphes d’arbres, d’arborescences, d’endofonctions et de

pieuvres.

En utilisant la décomposition moléculaire d’une espece usuelle F', on peut
dénombrer 1’espece des couples de structures isomorphes associée F°. Ceci met

en lumiére le fait que le dénombrement de couples de structures isomorphes
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correspond a une étape du calcul de la variance du nombre'moyen de structures
par type d’isomorphie.



CHAPITRE I

SERIES DE BESSEL

Les fonctions de Bessel sont utilisées dans de nombreux domaines des mathéma-
tiques et de la physique ou elles apparaissent comme solutions d’équations
différentielles (voir [1] et [32]). On s’intéressera ici aux fonctions de Bessel
modifiées de premiére espéce et plus particulierement a leur écriture sous forme
de séries & coefficients positifs. Ce chapitre contient les notations et résultats de
base concernant les séries de Bessel qui seront utilisés tout au long de ce travail.

1.1 Définitions et résultats

La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce, notée Z,,, est définie comme

étant la solution de I’équation différentielle :

29" (2) + 2y (2) — (2 +*) y(2) =0,
ou v est un nombre réel.

La solution de cette équation différentielle admet le développement suivant en
série autour de l'origine :

Y 1/4 2%)F
L (z)‘(‘ 2 Zkvr((xf+ k)+ 1) (1.1)

k>0

Nous utiliserons la version combinatoire de ces séries que ’on obtient en posant
2z = 2z dans (1.1) et en considérant uniquement des valeurs entieres non-

négatives de v. On notera I, (z) les séries de Bessel combinatoires,
2k+n

W@ =Y mHErm (12)

k>0

oun >0.



Cette série satisfait donc 1’équation différentielle :
2y’ (z) + 2y (z) + (—n? — 42?) y(z) = 0.

Les séries de Bessel combinatoires I,(z) possédent de nombreuses propriétés
obtenues directement de celles concernant les séries Z, (2). Pour la suite de ce

travail, on utilisera plus particulierement les identités classiques ci-dessous.
Tout d’abord, on a une série génératrice pour les I,(z) avec v € Z, 3 savoir

e 1/ = N [ (). (1.3)

k=—00
Si on considére seulement les termes avec une puissance de t positive dans (1.3),
on obtient une série génératrice pour les séries de Bessel combinatoires. En
dérivant par rapport a t et en prenant le coefficient de t" de chaque coté de

I'identité (1.3), on obtient la récurrence :
zl,(z) = (1 — n)lh—1(z) + 2L —2(x), (1.4)

avec n > 2.

De la méme fagon, mais en dérivant par rapport & x, on obtient :
zI(z) =2x I,_1(z) — nI,(z), (1.5)

avec n > 1.

En combinant ces récurrences, on trouve
I (z) = In-1(z) + Int1(z), (1.6)

avecn > 1.

Mentionnons également les formules de dérivation classiques ainsi qu’une formule

de multiplication.
Ij(z) = 211 (x) (1.7)



Ii(z) = 2l - = Ii(2) (18)
k
I¥(z) = ;} (f) In—k+25(T) (1.9)
_ 204+i+3 204+i+j p2ltits

On remarque qu’en utilisant récursivement ’identité (1.4), on peut écrire les
séries I,(z) en termes de Io(z) et I1(z). Par exemple :
z2 +4) 1 x4+ 1822 4+24) I
() =—6 ¢ $3 0@ , (e + . ) 1)

(z* + 36 2% + 120) Io(z) 3 (3z* + 3222 + 40) I1 ()
z4 - z8 '

Ie(:L‘) =
En général, on a
Lemme 1.1.1. Soit n > 0 un entier, alors

Pn(z)Io(z) + Qn(z)]1(z)

I"(z) = n—2 n—1 ’

ou P, et Q. sont des polynémes satisfaisant la récurrence

Un=220n_o— (n—1)an_y (1.11)
avec les conditions initiales Py = 272, P, =0, Qo = 0 et Q; = 1. Il en résulte

que P, et Q, sont & coefficients entiers.

Preuve. On procéde par récurrence sur n. On suppose que 1’énoncé est vrai

pour toute valeur plus petite ou égale & n — 1, c’est-a-dire

Pn——l Qn—l

Zn—3 Io+ Zn—2 Iy,

I, =

) =x2Pn-—3_(n_2)Pn—-2
Qn—l = -7;2 Q‘n—S - (n - 2) Qn—2-

On applique & I, I'identité (1.4) et I'hypothese de récurrence donne



P,_ _ -1 _ e
I, = n210+Qn 211_'nx (Pn 1IO+S 111)

IB"‘_4 xn—3 xn—3 n—2
P,_, ('n - 1) P, Qn—2 (n - 1) Qn-1
= (xn—4 - xn—2 IO + xn—3 - xn—l Il'

On obtient alors 1’égalité désirée avec P, et @, des polynémes & coefficients
entiers, en multipliant chacune de identités suivantes par le dénominateur de
son membre de gauche.

Pn _ Pn—2 (n - l)P -1
rn—2 ~ pn—4 - n—2

et
Qn _ Qn—2 _ (n— 1) Qn-1 .

gn—1 "~ n-3 zn—1

Corollaire 1.1.2. Les degrés des polyndomes P, et @, sont donnés par les

formules suivantes.

n—2 sin est pair,
deg(P,) = ]
n—3 sinon
n—2 sin est pair,
deg(@) ={" "
n—1 sinon.
Les coefficients dominants de P, et @, sont donnés par
"7 2)(P,) = 1 si n est pair,
21
" 3(P,) = -—% si n est impair
[z"2(Qn) = —g si n est pair,
[z 1(Qn) = 1 si n est impair.

Les coefficients constants de P, et (), sont donnés par

Pn(0) = —Qn(0) = (-1)*(n — 1)I.
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Preuve. On procede par récurrence sur n, posant le résultat vrai pour toute
valeur < n— 1. Supposons que n soit pair, donc n—1 est impair (le cas n impair
se traite de la méme fagon). Le degré de P, est donné par
deg(P,) = 2+ deg(Pn-2)

= 24+n-4

= n-—2
car P, =22P,_3— (n—1)P,_;.
On vérifie, pour n impair (le cas n pair est semblable), que le coefficient dominant
de P, est

[z*7%)(Pn) = —(n—1)[&"®|(Paz1) + [2"73]|(Pa-2)
_ ((n—2)*-1)
= —(n-1)- 4
_ —4n+4 (n®—4n+4-1)
- 4 4
~(n* - 1)
4

Finalement, le coefficient constant de P, est donné par
Pr(0) =—(n—1) P,_1(0)

=(n-1) (n —2) P,_2(0)

=(-1)"(n - 1)!
De la méme fagon, on vérifie que @), possede les bonnes propriétés. .
Pour la suite de ce travail, il sera utile de connaitre leffet d’opérateurs
différentiels de la forme z* D7 = zd'/dz* sur les séries

Ii(2) Ip(e) _ I5 I}

™ ™

Par exemple,

D (Igzl) o8B _Bh Dol

5 A z6 s

2 3 2 3
z D? (I%?) =—22fr—+42l°l1 +28I°I1 —521°I +SI
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2 3 3
22 D3 <%§l) =216 % I° +56 3 Iy —33st0 L pogloh I° Il + 584 I°le

I()Il Il

+ 160 - 168 —

m]

Pour une étude exhaustive des propriétés des algebres d’opérateurs linéaires, le
lecteur est référé a [9]. En général, on a les résultats suivants.
i

Lemme 1.1.3. Soit D* = s et k, n et m des entiers positifs, on a

Ik In min{i,n}|i/2] Ik+‘7 I n—j min{i,n}|i/2] I k—j In+'7
1. -1 0 1 -0 ‘1
D(%) =% Ldwtatr+ L D du gt
ji=1 I=0 j=0
k+_7 In ']

Z e (L1

3,

ol, dans la derniere égalité, 1 —i < v < 1 et —min{k,i} < j < min{i,n}. Les
coefficients d;; sont des constantes de dérivation qui dépendent également des

parametres i, k et m.

Preuve. On procéde par récurrence sur ¢. Les identités (1.7) et (1.8) permettent

de vérifier que

k 1n
(—I"xil) —2kI ptt oy 2: Bt - 2R

On suppose i < n (le cas i > n se traite de la méme fagon) ; on suppose également

que le résultat est vrai pour ¢ — 1. On a alors

kn k1
xi—l D(z) (IOII ) =xi—1D <D(i—1) (I::Il ))
m m

i1 diD D
=z D Z Z gr+m+i=2 |
j==6-1) v=2—i

ou dgf; 1) est le coefficient obtenu en dérivant i — 1 fois Io I; /z™.
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Ik+.7 In—J
Pour conclure, il suffit de calculer m—- .Ona

2(k+5) It I+ L2 (n=5) LT (vtmtit2—n—)IETI LRI
$u+m+i—2 $u+m+i—2 wu+m+i—-2+1

i—1

En multipliant par z*~*, on obtient :

2(k+j) T 2(n—g) ISP (v mti—24n— NISHLT
gvm-1 + gvim-1 v+m

. . Ik, I
Ces derniers calculs impliquent que z*~! D® (%) est égal a

z Z d(z—l) (2(""*'.7)Io+J IIn—JH 2(" 3) 1 k+j+11n_j_1

v+m—1 v+m-—1
j=—@-1) v=2—i ’ ¥

_(v+m+i-2+4n—j) ] Jasd e
pv+m ‘

On peut alors réécrire cette derniére somme de fagon & obtenir (1.12). ]

Lemme 1.1.4. Lorsqu’on applique l'opérateur z'~! D* 3 la série I§ I?/z™, .
avec k # 0 et i« < n (le cas i > n est semblable), on obtient, en développant le
membre de droite de 1'identité (1.12),

I(’;+J I1 _] Ik In I(,)c'*'l I‘{L—l I(])c_*_l I?_l
Z .77 U+m =d0,1 m+1+ +d1 T+...+di,l_.m+“"

Pour k=0, 0on a

i Ip I I

ou les autres termes de ces développements, pour un numérateur I('f I fixé,

ont une puissance de z au dénominateur plus petite.

Preuve. Afin d’obtenir une puissance maximale au dénominateur des termes

ayant au numérateur IFI7, on doit, lorsqu’'on effectue les dérivées successives
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sur I¥I?/x™, ne garder en mémoire que les termes obtenus en dérivant I; ou

1. ce qui est une

™™, puisque ce sont les seuls pouvant générer un facteur z~
conséquence des identités (1.7) et (1.8). En général, pour obtenir une puissance
maximale de z au dénominateur d'un terme ayant au numérateur I5T*IT~%, on
doit choisir, lorsqu’on effectue les dérivées successives sur I§IT /2™, exactement

i—s fois des termes obtenus en dérivant I; ou z=™. .
Corollaire 1.1.5. Soit ¢ # 0 un entier ; si j = cv, alors on a que d;, = 0. [

Mentionnons également qu’il est possible de trouver des formules explicites pour
les nombres d;, pour certains parametres i, j, k et v fixés. En particulier, les
coefficients d;;_; avec 0 < j < i peuvent étre calculés pour certaines valeurs de
j. En général, on a la récurrence suivante pour les nombres dJ 1—j°

Corollaire 1.1.6. Les nombres d(z)_j, obtenus en dérivant i fois I¥ It /z™

avec 0 < j < 1, satisfont la récurrence :

d)_ =2 —j+1)di)_+@s—n—m—i)dSTh. (1.13)

Preuve. Le lemme (1.2.4) implique que les coefficients d;;_; sont obtenus en

sommant les coefficients de I§ ™7 177 /z™+i=3 dans les termes

JiaEl s ! e+ I{“(“‘l) !
i | S\ T |

En effet, pour j <i<n,ona

i—1 0 1 _ -0-°1 1 1 0 1
w Y (—xz—m— =\ o gt t o F G i

k+j I'{l—j

xm+ 3,1—3 xm-{-z—]

—2-1p (dz 1 IkIl +. +d(’ 1) Iy

i—1
+d;'—1,2—1 rm+i—(G-1)
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Finalement, on calcule

k+j yn—j k+j yn—j
D("’——’.—l.—)=(<j—n) mri-NR A

mt+i—j rmti—j+1
I k+j— lI‘n—J+1 Ik+j Il n—j
D( e | =@ i+ D) g

En multipliant par z*, on trouve le résultat désiré :

dg'i_j—2(n—j+1)d(z .+ (2j—n—m—1) (zlj;. .

1.2 Les séries de g-Bessel

Nous aurons également besoin, dans ce qui suit, d’'un g-analogue des séries de

Bessel combinatoires, a savoir
2k+n

In(z;q) := l;)k,q(k+n), : (1.14)

ot1 n > 0 est un entier et k!l = (1 —q)(1 —¢?)--- (1 —¢F)(1 —q)~%.
Mentionnons également que d’autres g-analogues des séries de Bessel sont liés &
certains problemes d’énumeération concernant, entre autres, les diagrammes de
Ferrer gauches et les polyominos. Pour plus de détails le lecteur est référé a [3],
[13] et [15].

On peut montrer que I, (z; q) posséde des propriétés similaires & celles déja vues
dans le cas des séries I,,. Pour ce faire, on rappelle d’abord les régles de base de
la g-Dérivation.

Soit f(z) une fonction quelconque. On définit la g-dérivée de f de la fagon

suivante :
Dy (f(a)) = LE2LE),
Soit f et h des fonctions, on a les formules classiques suivantes :
Dq(f(z) h(z)) =h(gz)Dq(f(2))+f(z) Dy(h(z)), (1.15)
Dq(f(z) h(z)) =h(z)Dq(f(z))+f(q) Dq(h(z)), (1.16)

Dy(f(z) + h(z)) =Dq(f(2)) + Dq(h())- (1.17)
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En particulier, on a

"\ _ (gz)"—z" _ (¢"—-1)z" _ "}
Da (n!q> ~(gz-z)nly  (g-Dznly  (n-1)

et pour le terme général des g-séries de Bessel combinatoire, Io(z, q) et I;(z,q),

on a
D x2n _ 1 _q2n z2n—1
? n!g T 1—gn (n—1)!4 (n)!q
$2n—1
=(14+q") ————
) oy, o,

( m2n+1 ) 1_q2n+1 m2n

\ DL ) 1= B

z2n 1 n :L‘2 n+1

M2 " z7 mr)lal,

On obtient ainsi des g-analogues des identités (formules de dérivation) (1.7) et

(1.8) de la section(1.2) :

Dy (Io(; 9)) =5 (;9) + ¢* L1 (¢? z;q) (1.18)

1 1 1
D, (I1(z; q)) =Io(x;q) + Io(q? z;q) — o xh(q; z;q). (1.19)

=(1+4")

Il est également possible d’obtenir des g-analogues des équations différentielles

satisfaites par Iy et I;. Pour ce faire, on calcule les ¢g-dérivées d’ordre deux de
Io(z; q) et I1(z;q).

1 _
Do (z;9)=Io(z39) + @+ 1)-’0((1’133;(1)“*‘(110(933;‘1)—; Ql (gz;9)+q~% Il(q’*l‘z;q))

@) . A
- D" (x;9) =Dy | Io(x;q) + Io(q2z;q) — —$—I1(q2x; q)

= (I(;9) + 2¢* Li(a? 230) + ¥ Li(awi9))
1 1 1 1 1
"7z (Io(q2 ;q)+1o(gz; q))+q27 (q2 I1(q? z;9)+ 11 (g z; q))-
On a donc les g-équations différentielles suivantes satisfaites par une famille de

g-analogues de Iy et de I; respectivement :

z DY (Io(a:;q))-l—;Dq (Io(q%x;q))—w (Io(w;q) + (1+q) Io(q%x;q) + qu(qz;‘I)) =0,
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22 DX(I1(z; q))+q~* 22 Dy(I1(va z; @)« (11 (5 9+2/a 11 (va T; 9)+/al1 (5 )

-q*? L(gz;q) + ¢~ Ii(Vaz;0) + 97" Ii(gz;9) = 0.
a

Pour obtenir une fonction génératrice pour les I,(z; q), on utilise le g-analogue
de la série exponentielle :
zk
eq (IU ) = Z k_'
k>0 9
La g-série génératrice des g-séries de Bessel est obtenue en prenant les puissances

positives de la série eq(zt) eq(%). En effet, on a

k .’Z:k —k
a3 = (25 | (S50

I
??.l %
| =
(3N o~

_.I 1

3

ou en regroupant les termes tels que les k > j, et en posant k — j = ¢, on obtient

94 : 2541 )
eq(xt)eq(%) =Z Z [ ij_:;]q (2—:;_7_—1)‘—‘1 -

i>0 \j>0 (1.20)
=) L(zq)t' +---.
i>0

ou les autres termes de cette série correspondent aux puissances négatives de t.

On peut utiliser (1.20) afin d’obtenir des identités concernant les g-séries de

Bessel. Les g-dérivées par rapport a t des fonctions eq(zt) et eq($) sont

Dy () (eq(at)) =z eg(at),

)
Dq(t)(eq() == gz eal )
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Si on calcule les g-dérivées par rapport a t du produit e (z t) eq($) avec la formule
(1.15), on obtient :

Dy(t) (ea(@t)eq(3)) == -z ealet) ol 3) + 2 ea( D) eqle)

= (1- ) (D) (e,

qt?

On a donc l’identité suivante :

ZDq(t) (Ii(z;9) ")+ =1 (1 - ——) zqﬁ? In(q™ 3 g; Qtt+... (1.21)
i>0 qt k>0
En comparant les coefficients de t" de chaque membre de ’égalité (1.21), on

trouve la g-récurrence suivante :

1-—- i+1

q
T-q Iiva(z; 9). (1.22)

i i i _1
a2 zIiy2(q? z39) =292 Ii(q™2 z;q) —
On peut aussi utiliser la formule (1.16) afin d’obtenir une autre g-récurrence.

nfa"-1 T
eh@a) +07 (L5 -1) b - S halmi) =0 (129)

De la méme fagon, mais en g-dérivant par rapport a x, on obtient
T 1 _ -
D,() (eq(:z:t)eq(?)) =2eq(@t) eq@t™) +tey(at ™ g) eglat)

= Y Dy(z) (Ix(z;9)) t*),

k=—00

d’ou la récurrence :

Dy(z) (In(x; @) =Ies1(z39) + 4~ 7 In_1(g? 739). (1.24)

Les identités (1.22) et (1.23) sont des g-analogues de la formule (1.4). On
peut également utiliser (1.22), (1.23) et (1.24) afin d’obtenir des g-analogues
de 'identité (1.6).
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1.3  Séries différentiellement finies et P-récursivité

Le but de cette section est de rappeler les principaux résultats sur la notion de
séries différentiellement finies et leur lien avec les suites P-récursives (voir [9],[39]

et [43] pour une étude plus compléte).

On dit d’une série formelle f(z) qu’elle est différentiellement finie ou D-finie (on
dit aussi holonome) si elle satisfait une équation différentielle homogene avec

coefficients polynomiaux, c’est-a-dire

pu(z)fO(z) + pi—1(z) fE (@) + -+ + po(2) f(2) =0,

ot f@(z) est la dérivée d’ordre i de f, avec pr(z) € Q[z].

De fagon équivalente, la série f est D-finie si f et ses dérivées successives forment
un espace vectoriel de dimension finie sur Q(z) (le corps des fractions rationnelles

en ).

Une équation différentielle linéaire & coefficients dans Q[z], admettant comme
solution f une série formelle, est d’ordre I, si | est la dimension de ’espace
engendré par f, f' f, .... On dit qu’elle est de degré n si n est le maximum des
degrés des coefficients polynomiaux qui y apparaissent. Concernant ’ordre des

équations différentielles, on a le résultat suivant.

Lemme 1.3.7. Soit D; et D3, deux opérateurs différentiels d’ordre n et k

respectivement. Soit y;(z) et y2(z), deux séries formelles telles que

Dy(y1(z)) =0 et  Da(y2(z)) =0,

alors il existe des opérateurs différentiels D et D*, d’'ordre <n+ ket <mn-k
respectivement, qui admettent y;(z)y2(x) et yi1(z) + y2(z) comme solutions

respectives.

Preuve. Puisque 'ordre de I’équation différentielle correspond a la dimension
de ’espace associé, il suffit de montrer que pour y = y; + y2, ’espace vectoriel

engendré par y et ses dérivées de tout ordre, V,, est de dimension inférieure ou
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égale a la somme des dimensions des espaces engendrés par y; et ses dérivées et

par ys et ses dérivées. On a que y, ¥, ", ... € V,,, ® V,,, ce qui implique
n Y2 g

dimV,, < dimV,, + dimV,,.

Pour le produit, soit V,,,, I'espace engendré par

Y192, (yly2),’ ceey (y1y2)(i), ce

et soit
g: Vy, X Vi = C((2)),
ou C((z)) est ’espace vectoriel des séries formelles sur C(z), une transformation

bilinéaire telle que g(v, w) = vw pour tout v € V,, et w € V,,. Il existe alors

une unique transformation linéaire
9:Vy ®Vy, — C(2)),
ou V,, ® V,, est le produit tensoriel de V,, et V,,, telle que

g(v®w) =g(v,w) =vw.
Donc, §(y§i) ® (yz(,j)) = ygi) ygj ), ce qui implique V4, C g(V,, ® V,,), d’ou la |

conclusion :

dimV, < dimV,, ® dimV,, < (dimV,,)(dimV,,). =

Il est a remarquer qu’il existe des procédures effectives pour calculer ces

équations différentielles (voir [37]).

Soit u, une fonction définie sur les entiers positifs : u,, est dite P-récursive s’il

existe des polyndmes g;(n) pour 0 < i < m tels que

m
Z gi(n)unt+i =0.

i=0
Notons que les P-récurrences peuvent étre utilisées afin de calculer efficacement
les nombres u,+4. Elles peuvent également étre utilisées pour déterminer si
deux expressions sont égales (voir [33]). Le théoréme suivant fait le lien entre

les concepts de séries D-finies et la P-récursivité.
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Théoréme 1.3.8. (voir Stanley [39]) Soit f = >, fn 2" une série formelle en
une variable, alors on a que f est différentiellement finie si et seulement si f, est

P-récursive.

Preuve. Supposons que f est D-finie,

p(z)fD (@) + pioa(@) fE V(@) + - + po(@) f(2) =0, (1)
on a
pi(@) FD = a0 fD + ayz fO 4+ apa® fO,
ou _
zk f@ =Zn(n— )eoo(n—i+1) fpz™*HI
n>i
=:j£:0ﬁifnmn—i+j
n>i
= Z(n-&-i—k)i f(n+i—k)z™.
n>0

Donc, si on extrait le coefficient de z” de chaque membre de I’équation (1), on
obtient
Pj(n) fatj + Pj-1(n) fa—j—1+ -+ + Po(n) fn =0,

ol P,(n) sont des polynémes en n. Donc f est P-récursive.
Supposons maintenant que f est P-récursive,
Pi(n) fayi + Pic1(n) fa—i-1 + -+ + Po(n) fa = 0. (2)

Les polynémes P;(n) peuvent s'écrire comme des combinaisons linéaires des

polyndmes (n + %); pour un certain j > 0 :
P(n)=c1(n+1i)j+ca(n+1);+ -+ ce(n+1i); 3)

En multipliant par f,4;z" et en sommant sur n '’équation (3), on obtient

l;
Z P;(n) fayiz"™ = Z frti (Z ck (n+ z)J) z"

n>0 n>0 k=0

l;
=Y e | D f(n+i)(n+i)z" ],

k=0 n>0
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ou

Zf(n+7')(n+7:)_7 " = a;j—i f(.’l')-

n>0
Donc l
ch Z f(n+d)(n+i)z" | =ri(z) FO.
k=0 n>0
ou r;(z) est une fraction rationnelle en z. Pour conclure, il suffit de multiplier
par =" I’équation (2), de sommer ensuite sur n et de multiplier par une puissance

de z suffisante, on obtient ainsi une équation de la forme

p(2) fO(z) + pio1 (@) F4 V(@) + - - + po(2) f(2) + P(z) = 0,
ou P(z) est un polynéme, ce qui implique que f est D-finie. m

On peut étendre les définitions précédentes au cas des séries formelles de
plusieurs variables (voir [9] et [43]). On s’intéresse ici plus particulierement aux
séries différentiellement finies & plusieurs variables; pour les notions de P-ré-
cursivité correspondantes, le lecteur est référé a [29]. Posons x = z1,z2,...,Zn
et F(x) une série formelle dans C(x). La série F(x) est dite différentiellement
finie, en les variables z1,z3,...,Z, si ’ensemble des dérivées partielles de F'
engendre un espace vectoriel de dimension finie sur C(x). Concernant ce type

de séries, on a les faits suivants.

Lemme 1.3.9.
1. L’ensemble des séries F'(x) différentiellement finies forme une sous-algebre

de D[x], ou D est un domaine d’intégrité.

2. Si F(x) est différentiellement finie en les variables 1,2, ..., Zx, alors elle
I’est aussi pour tout sous-ensemble de z1,z2,...,Zn.

3. Si F(x) est différentiellement finie en les variables z;, z2, ..., Z, et si, pour
0 < i < n, g; est un polynéme en les variables y1,¥2,...,Ym (pPouvant
inclure les variables z;), alors F(q1,42,...,qn) est différentiellement finie

si elle est bien définie comme série formelle.
4. Si P(x) est un polynéme en les variables z;,zs,...,Z,, alors eP() est

différentiellement finie.
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5. Soit F'(x) et G(x) des séries différentiellement finies, alors 1’égalité entre

ces séries est décidable. =
Soit
Fx)=> X' e Gx)=) gaX
I I
ou I = iyig---i, et XI = xi‘ x’f zin des séries formelles. Le produit

d’Hadamard F ® G est défini comme suit :

FoG=) fraX!
I

Concernant cette opération, on a le résultat suivant.

Lemme 1.3.10. (Lipshitz, (voir [29])) Soit F'(x) et G(x) des séries formelles
différentiellement finies, alors le produit d’Hadamard F' © G selon les variables

z1,T2,...,Tn est différentiellement fini. .
En adaptant la définition de séries différentiellement finies au fonctions symé-
triques, on pourra utiliser les résultats ci-dessus afin de vérifier si certaines
expressions contenant des fonctions symétriques sont D-finies.

1.4 Ordre et degré de I’équation différentielle satisfaite par I¥ IT

Des récurrences pour les coefficients des séries I¥ IT ont été obtenues expéri-
mentalement par Guttmann (voir [26]). Il est cependant facile d’obtenir, avec
démonstration, des récurrences explicites pour ces séries puisque Ip et I; sont

D-finies. Par exemple, étant donné que
zIo(z)’ + Io(z) — 4z Ip(z) =0

et
2 I(z)" + z I1(z) — (1 +42?) I1(z) =0,

on peut construire une équation différentielle pour I I; d’ordre < 4 :
pa(z) (IoI1)™ + ps(z)(loL1)" + p2(z)(Io11)" + py(z)(ToI1)’ + po(z) IoI; = 0

ol les p;(z) sont des polynémes a déterminer.
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En appliquant la procédure décrite dans la preuve du lemme (1.3.7), on obtient

I’équation différentielle :
zty® +623y" + (—162* + 52?%) ¢ + (—642° —z) ¢ + (3222 + 1)y =0
En général, la borne correspondant au lemme (1.3.7) donne 2**" pour I'ordre.

Mais on peut faire mieux. En effet, on a les résultats suivants.

Lemme 1.4.11. Les séries I¥ It /z™, avec k + n fixé, considérées comme

éléments de Q((z)), sont linéairement indépendantes.

Preuve. Supposons que, pour k + n = h fixé, les vecteurs I} I7/z™ soit

linéairement dépendants. Alors, puisque n — m doit étre constant, on a
Nl

S ol oo,

=0

ou les ¢; ne sont pas tous nuls et M =m + k.

Ce qui est équivalent &
cor "IPIgh 4zt R g =0,

Comme les fonctions de Bessel sont des fonctions continues, il existe donc € # 0

tel que €~ I !(€) I1(€¢) = 7, ce qui donne
o+ 4. 4y =0,

d’ol1 la contradiction. On doit donc conclure que les I¥ I7 /z™ sont linéairement

indépendants. [

Lemme 1.4.12. La série I} I7 satisfait une équation différentielle d’ordre au

plus k+n+1.

Preuve. Soit W 1’espace vectoriel (sur Q(z)) engendré par ’ensemble suivant

{Io(z)™ I (z)**"™ | 0 < m < k +n}.
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Il est clair que I¥XI? € W. Considérons V l'espace engendré par IS I} et
toutes ses dérivées. Puisque le lemme (1.2.3) implique que W est fermé pour
la dérivation, on a que V est contenu dans I’espace engendré par W. Ce qui
implique que dimV < k +n + 1. Mais comme les I} I /z™ sont linéairement

indépendants, on a que dimV =k +n + 1. m

Afin d’obtenir des équation différentielles explicites pour les séries If IT, on peut
utiliser un processus classique de coefficients indéterminés, en supposant que le
degré de l'opérateur cherché est borné par un entier K & déterminer. Si on

suppose donc que
n+k+1

Ox= ) Qfx)D?, (1.25)

1=0

avec les QF(z) des polyndmes avec des coefficients formels g; ;, de la forme

1

K-14...4 Qii-1 L

Q¥@)=axz®+aux1z

Il suffit ensuite de résoudre le systéme d’équations linéaires homogeénes corre-
spondant en les variables g; ;. On obtient alors des équations différentielles ex-
plicites, d’ordre k+n+1 admettant comme solution la série ISI7. Par exemple,

pour IpI; et K =3 on a

.
> Qi(z) DD (Iohy) =

=0

((2q10—2¢21 +64g32)+(2q11 —2g22+6433) T+(2q12 — 2¢23 + 32¢32) 22
+(2q13 +32¢g33) 2°) Ip?
((—q10+2g21 —6g32)z ' + (900 — q11 + 2¢22 — 6g33)
+(go1 — @12 +24q23 + 16921 —48432) T + (do2 — q13 + 16 g22 — 48¢33)
+(go3 + 16 g23) 2°) In I
((2g10—6921+22¢g32)+(2¢11—6922+22¢g33) T+ (2g12 — 6g23 + 32¢32) 2°

H2q13 + 324g33) 2°) 1,2,

puisqu’on suppose que Q;(z) = ¢: 3 z3 + gi2 24+ Qii-1-
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. . . rd K L4 7 .
On construit la matrice des coefficients (notée C’,E n)), associés aux équations
linéaires obtenues ci-dessus, de la fagon suivante : on ordonne les variables g; ;
selon ’ordre croissant de la différence 7 — ¢ des indices et selon I’ordre croissant

du premier indice pour un j — i fixé. Pour K = 3, on a

q03, 902, 913, 901, 912, 923, 900, 911, 922, 433, 910, 921, 432

Les lignes de cette matrice correspondent aux coefficients d’un terme z7 I¢ I? ot
—1 < j <3eta+b= 2. Onles ordonne ensuite selon les puissances décroissantes

de I; et de z. On obtient ainsi

(00 2 0 0 00O O O 32 0 0 0
10 00 O 160 0 0O 0O O O O
00 20 0 00O O O 32 0 0 0
00 0O 2 -60 0 0 O0 0 0 32
01 -1 0 0 0O O 16 —48 0 0 0
00 0O 2 -2 0 0 O 0 0 O0 32
00 00O O OO 2 -6 22 0 0 0
0(3)— 00 01 -1 20 0 0 0 0 16 -—48
1,1
00 00 O OO 2 -2 6 0 0 0
00 00 O OO O O O 2 -6 22
00 00 O 01 -1 2 -6 0 0 0
00 00 O OO O O O 2 -2 6
00 OO O OO O O O O O o
00 0O O OO O O 0 -1

2 —6}

A partir de la [-réduite échelonnée de la matrice ci-dessus, on trouve une équation

-~

différentielle (de degré minimum) qui sera satisfaite par Ip I; :
2y +4z%y" + (-162° + )y + (3222 - 1)y =0.

De la méme fagon, si on note 6; ; 'opérateur différentiel de degré minimum tel
" que 6; ;(I§ I}) = 0, on trouve
02,1 =(-32%+2*) DW + (-182°+82°%) D® + (120243 2%+1322) D®

+ (3602° — 16123 + z) DM 4 (-4322% — 722* — 15922 — 1) D©

89
612 = <—g x5+x3) D® 4 (-9z*+82%) D® + (60 :1:5—? 2349 :z:) D@

4 (180 z4—% z? - 9) DM 4 (-2162°+ 288 2% — 96 ) DO
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02,2 = (-92°+2*) D® + (108 2°+142%) DW 4 (720 £°-353 z*+ 49 2%) DO
+ (5472 2° - 745 23427 ) D@ + (~9216 25+ 8416 2~ 1591 22— 27) DV
+ (~18432z° + 4736 2° — 512z) D
00,3=2*DW +6 2% D4 (—40z* — 322) DD+ (-1202° — 9z) DV
+(1442* + 242% + 9) DO,
03,0 =23 D@ + 622 D® 4+ (—4023 + 72) D?P + (-1202% + 1) DW
+ (144 2° — 482) DO.
o
Reste a trouver une borne pour le degré. Nous allons voir que celle-ci s’obtient de
la borne pour 'ordre (bien qu’a priori le degré dépende des scalaires de I’espace
vectoriel engendré par IFI} et ces dérivées). Pour ce faire, on définit
0 si j#m,

I,, (=7 I¢ I® ={
m (¢ 13 1) BRI} si j=m.

On a le résultat suivant.

Lemme 1.4.13. Les séries If IT avec k # 0 et n # 0 satisfont des équations

différentielles de degré

<2(k+n+1) sik est pair et n est impair,
<2(k+n)+1 sinon.

Preuve. Supposons que k soit pair et n impair (les autres cas se traitent de la
méme fagon). Le lemme (1.4.12) implique qu’il existe une équation différentielle
d’ordre k +n + 1 qui admet comme solution I¥I?. On applique un opérateur de
la forme (1.25) & I¥I?. On obtient le systéme

| K . _
SN e (1) =0,
1=0 j=1

oul=k+n+1.

Pour un K suffisamment grand, la matrice C,(cffl) des coefficients associée au

systéme ci-dessus est de rang maximal, ce qui implique qu'on doit avoir des
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solutions non-triviales. Posons

l K K
Ok (IEI}) =" ;2 DOIIT) = Y O (IEIT) =0,

1=0 j=1 m=0

Om

l
> gima™ DY
=0

et ¢im=0sim<i—1

Le lemme (1.1.3) implique que pour engendrer des termes z™I§ I?, il faut utiliser
des opérateurs z°D® avec m < s < m + I. Donc, les termes zK I$ I? ne sont

engendrés que par les opérateurs K D). 11 s’en suit que

l
Tl (0w (14 1) =TI (z g K DO(IE m)
=0

=0.

De la méme fagon, les termes zX—2I¢ I? avec 0 < s < | peuvent seulement &tre

engendrés par les opérateurs

l l l
ZxK—s D(i)"zxK—s-l-l D(‘i), el Z:BK D(‘l.)
=0 i=0 =0

Ce qui nous donne

K K l
nK_s< 3 0m(I{§I{‘)> =HK_8( > Zq,-,mme“‘)(Ié“Ii‘))

m=K-—s m=K-s i=0
=0
L’opérateur z™ avec 0 < m < K ne fait que décaler 1'effet de 'opérateur D),
ce qui se traduit aussi par le fait que la i-eéme colonne de la matrice Cy , des

coefficients du systéme est la méme que la i + l-ieme décalée de [ lignes.

La matrice C?!, doit admettre au moins une variable libre, car on retrouve
,

alors les méme équations & partir desquelles on sait qu'’il existe une solution
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non-triviale. Ce qui implique qu’il existe une équation différentielle de degré
< 2(k+n+1) dont IFIT est solution. .

Mentionnons également que le lemme (1.1.3) implique que la forme générale de
’équation différentielle satisfaite par IXI? est, pour k pair et n impair,

1/2 1
j=0 =0

et autrement

L !
Z by g1 91 yO .+ Z bo2j—1 2271 | y=0,
j::O j=1

ouL=(-1)/2+1etlesd;; € Q.

Il est & noter que, dans certains cas particuliers, on peut construire une équation
différentielle, dont IX I est solution, de degré plus petit que la borne donnée au
lemme (1.1.13). Par exemple, les lemmes (1.1.3) et (1.1.13) impliquent que la

série I¥ (), pour k pair, est solution d’une équation de la forme :

zk y(k+1) + bk k-1 zh—1y®) 4 (bk—1,k z* + bk—1,k—1 -’Dk_l) y*ED 4.
k k—1
+ ) buaty’ + Y bosa'y =0, (1.26)
i=0 i=1

ou b; j € Z. Pour k impair, on a un résultat semblable.

De la méme fagon, IT(z) est solution d’une équation différentielle semblable a
(1.26) mais de degré n + 1. m

On peut également calculer des récurrences pour les coefficients des séries I I7.

Pour ce faire, on définit les nombres vx(2j +n) :

Z’yk(2j +n) 2P+ .= I (x) I ().
Jj=0
En utilisant des régles de calcul des séries formelles :

n
2i x2z+l

k .
(2§ +n) = [*7F"] ;0 (_fuﬁ ;0 (e +1)4!
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; 2 20
. ] T

= [z%] E E . . -z X
11,22y... 1% [

>0 (ig4-Aix)=i

. 2
1 1 ) T
DD ,z'1+1'°'in+1(il,ig,...z’n)52'

20 (ig -+ otin)=i

. 2
1
Qi = E (. . . ) )
11,224...%%

(f1+--+ix)=1

fin= T 1 1 i 2
wn G141 i 41 \dg,d0,...00 )

(i+-in)=i

Si on pose

On obtient la formule :

J N\ 2
P (zitn) =3 (1) avu By-um

v=0
On peut calculer, a partir des équations différentielles, des récurrences pour les

vx(2j + n). Par exemple :

Lemme 1.4.14. Les coefficients v;(2j + 1) de la série Iy I; satisfont la

P-récurrence suivante :
(=167 —32)11(n) + (n* + 7n® + 150 + 9) y1(n + 2) = 0,

ouv1(0)=0etn=25+1.
- Preuve. De la méme fagon que pour la preuve du théoreme 1.4.8, on calcule

[z27%3] (2® (I [1)") =(2n+3)(2n+2) 2n+ 1) 11 (2n + 3) z2™+°
4 [z2"3] (2® (Io [1)") =4 (2n+3) (2n + 2)m(2n + 3) 2?3
[#2"+3] (z (o 1)) =(2n + 3) 1 (2n + 3) £?"H3
~16 [22"+%] (23 (o [1)') =— 16 (2n+ 1) 71 (2n + 1) 2?2
—32 [22"*3] (2® (o 1)) = — 32nm(2n+ 1) 2®"F3
— [22"+3] (2% (Io 1)) = — 11 (2n + 3) z? 3.
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Le coefficient du membre de gauche de (*) est donc

2n+3)2n+2)(2n+1)11(2n+3)+4(2n+3)(2n+2)11(2n + 3)
+(2n+3)m(2n+3)-16(2n+1)71(2n+1)
-32nv1(2n+1)—m(2n+3)

En regroupant selon les 7; (27 + m), on obtient la récurrence cherchée

(-32n—48)m(2n+1)+ (30n+24+7(2n+1)* + (2n +1)%)
71(2n+3) =0,

ou en posant 2n+1=n
(-16n—32)11(n) + (R +7n® + 150+ 9) y1(n +2) = 0.

n
Il est a remarquer que si on connait I’équation différentielle associée & une série
f, on peut alors obtenir directement la P-récurrence satisfaite par les coefficients
de f avec Maple, Gfun (voir [37]).

En général, le théoréme (1.3.8) implique que si f(z) = Y, fnz™ satisfait une
équation différentielle d’ordre o et de degré d, alors les nombres f,, satisfont une
P-récurrence d’ordre (nombre de termes) < o + d et de degré (maximum des

degrés des polynémes de la récurrence) < o. On a donc le résultat suivant.

Proposition 1.4.15. Les nombres 7x(m) satisfont une P-récurrence de la
forme :

N

Y pi(m)y(m+1) =0,

=0

ou N < 3(k+n+1) et le degré des polynémes p;(m) est au plus k+n+1. .



CHAPITRE II

FONCTIONS SYMETRIQUES ET TABLEAUX

On présente ici les concepts de base de la théorie des fonctions symétriques ainsi
que leurs liens avec la notion de séries différentiellement finies. On y présente
également la méthode utilisée par Gessel (voir [18]) afin d’obtenir des séries
génératrices pour les tableaux de hauteur bornée. Nous verrons également des
P-récurrences conjecturées par Bergeron, Favreau et Krob (voir [6]) concernant
les tableaux de hauteur bornée ainsi qu’une fagon de les démontrer pour plusieurs

cas particuliers.

2.1 Diagrammes et tableaux

Un diagramme d est un ensemble fini compris dans NxN dont les éléments sont
appelés des cases. Une case (%, j) est représentée géométriquement dans le plan -

par un carré 1 x 1 dont le coin inférieur gauche est situé au point de coordonnées
(6,4).

Un partage p est un diagramme tel que si (a,b) € p et (3,5) € NxNaveci<a
et j < b alors (i,j) € p. Les parts p; de u sont les entiers définis comme suit :

wi =| {clcep, c=(z,i—1)}].

Soit k£ le plus grand entier tel que ux > 0, alors les entiers ui,pus,---, Uk

caractérisent le partage u. On écrit alors

m= (ﬂlaui’)"',#k)-

Lorsque n = uq + p2 + -« - + pk, on dit que p est un partage de n et on écrit dans
ce cas u F n. La hauteur l(u) de p est le nombre de parts de p. Le conjugué d’un

partage u, noté y’, est le partage défini de la fagon suivante : la case (i,j) € 4’
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si et seulement si (,7) € p. La part u! est donc le nombres de cases dans la

i-eme colonne de u.

Pour p C A, le partage gauche, A/u, est le diagramme obtenu en retranchant

du partage A les cases du partage . On définit la hauteur d’un partage gauche

comme précédemment. On désigne par 0 le partage vide et il est clair que

A/0 = M.

Pour 4 F n, un tableau t, de forme u, est une fonction & valeur dans [n] =

{1,2,--+,n} :

t:p— [n].

On dit d’un tableau ¢ qu’il est standard si les conditions suivantes sont vérifiées :

t(i,7) <t(i+1,7) et t(3,75) < t(i,j+1).

Un tableau standard de forme p est de hauteur au plus A si (u) < h. Par

exemple, les tableaux standards de hauteur au plus 2, sur 5 cases, sont

[1[2]3]4]5]
5] 3] (4] 2]
112(3[4] [1]2]4]5] [1][2]3]5] [1[3]4[5]
415 215 3|5 2]4 3|4
1/2]3] [1]3]4] [1]2]4] [1]3]5] [1]2]5].

La cocharge c(t) d’un tableau t est définie comme étant la, somme suivante. En

lisant les nombres apparaissant dans ¢t dans I’ordre croissant, on additionne un

0 pour chaque case jusqu’a ce qu’on passe & une ligne supérieure. Ensuite, on

additionne un 1 pour chaque case jusqu’a ce qu’on passe de nouveau & une ligne

supérieure et ainsi de suite. Par exemple, pour

t =

.-ncoxl]

4
2

56|

—_

2

1

=l ol ~

0

19/,

ontrouve c(t) =0+0+1+14+1+1+2=6.
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Concernant le dénombrement des tableaux standards, mentionnons les deux
résultats classiques suivants : pour p un partage fixé, le nombre de tableaux

standards f, est donné par la formule des équerres

n!

f/—b=l—[ ec’

ou le produit est effectué sur toutes les cases ¢ = (4, j) du partage u et ou
ec = (ui —1) + (45 —4) + 1, (2.1)

est I’équerre de la case c.

On a également que le nombre de couples de tableaux standards de méme forme

Zfﬁ =nl.

pkn

est n!, c’est-a-dire :

On peut démontrer cette dernitre identité combinatoirement via la correspon-
dance de Robinson-Schensted, mais c’est aussi une identité classique de la théorie

de la représentation.
Ces formules admettent les g-analogues suivants :

|
Niq

— oty — "'
fu(g) : Xt:q leds

ou la somme est effectuée sur tous les tableaux standards de forme p et ou
[nlg=(1-4¢")/(1-9).

On a aussi

Z fu fu(g) = nlq.
pkn

Un tableau est dit semi-standard si les conditions suivantes sont vérifiées :

t(i,5) < t(i+1,5) et t(i,5) <t(i,j+1).
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Le contenu d’un tel tableau est le partage v dont les parts v; correspondent au
nombre de fois qu’apparait 7 dans le tableau (réordonnées, s’il y a lieu, en ordre

décroissant). Par exemple,

v—loonb-l
DN |

3[3]

est un tableau semi-standard de forme A = (4,2,1) et de contenu v = (3,2,1,1).
O

Concernant le dénombrement des tableaux semi-standards de hauteur bornée,
mentionnons les résultats suivants Le nombre de tableaux semi-standards de

hauteur au plus A est :

htitj—1
wn(n) = H —_ . (2:2)
1<ijen tHIT '

Soit ¢on(n) le nombre de tableaux semi-standards ayant seulement des parts
de longueur paire et de hauteur au plus 2h. Concernant ces nombres, on a le
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