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RESUME

Cette thése est consacrée a I’étude d’équations combinatoires ¢(X,Y) = 0 dans
le contexte des C-espéces, plus riche que le contexte des séries formelles et que celui des
espéces ordinaires (N-espéces) (Bouchard, Chiricota et Labelle, 1995). En particulier,
nous donnons des formes canoniques pour les équations @¢(X,Y) = 0, ou & désigne une
C-espéce quadratique, de maniére analogue a la classification des coniques, nous donnons
des conditions d’existence de racines moléculaires de C-espéces, c’est-a-dire de C-espéces
solutions & des équations de la forme M (@) = ¥, ¥ désignant une C-espéce donnée et M
une espéce moléculaire et, a cette fin, nous développons plusieurs méthodes de calcul de
C-espéces de la forme M (£ + X), ou € € C et ot M désigne une espéce moléculaire. Au
chapitre 1, dans la foulée des travaux de Joyal (1986) et de Yeh (1986a), nous étudions
la loi de composition (@, %) — Po¥ dans le contexte des C-espéces a terme constant non
nécessairement nul. Cette loi de composition nous permet alors, au chapitre 2, de définir
une relation de congruence sur ’ensemble des formes combinatoires quadratiques, deux
telles formes étant congrues lorsque 1’une peut étre obtenue de ’autre par substitution
affine de ses variables. Cette classification nous permet alors de ramener la résolution
de équation F(X,Y) = 0, F désignant une forme combinatoire quadratique, 3 la
résolution d’équations dont 1’espéce F' appartient & un petit nombre de familles d’espéces
a un parameétre complexe. Au chapitre 3, nous donnons des conditions d’existence de
solutions @ & I’équation combinatoire M (®) = ¥, M désignant une espéce moléculaire
et ¥ une C-espéce donnée. La encore, il se trouve que la loi de composition mentionnée
ci-dessus rend trés souvent possible la résolution de cette équation combinatoire dans
des cas ou cette méme équation n’en admettrait pas autrement. Au chapitre 4, nous
présentons des méthodes de calcul générales des C-espéces pseudo-moléculaires, c’est-
a~dire des C-espéces de la forme M (£ + X), M désignant une espéce moléculaire et &
un nombre complexe ; nous poursuivons par des résultats portant sur le développement
de certaines C-espéces pseudo-moléculaires. Finalement, au chapitre 5, nous présentons
un module de calcul du développement des C-espéces cyclo-ensemblistes et, pour faire
suite, la mise en application de la méthode d’itération de Newton appliquée au calcul
de racines symétriques et cycliques.



INTRODUCTION

Soient F 1’espéce des ensembles et g celle des parties. On a alors

p=E*
cette relation bien connue traduisant le fait que toute partie P C U d’un ensemble U
arbitraire correspond, par une bijection naturelle, au couple de parties de U formé de
P et de son complément. On dit alors que I’espéce FE est racine carrée de ’espéce p.
Considérons deuxiémement ’espéce Chg des chaines sur un ensemble & 6 éléments
ainsi que ’espece X3 des ordres linéaires sur 3 éléments. On a alors (fig. 0.1)

Chs = E2(X?3),

ou E'5 désigne ’espéce des ensembles de cardinal 2. On dit alors dans ce cas que ’espéce
X3 est racine carrée symétrique de I’espéce Chs.

(o000 oD @0

Figure 0.1 Chg = E5(X3)

Finalement, soit @ ’espéce des arbres (graphes connexes sans cycles), et soit
A Despéce des arborescences, c’est-a-dire des arbres pointés. P. Leroux a montré la
relation suivante entre ces deux espéces, appelée la formule de dissymétrie pour les
arbres (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998 ; Leroux, 1988; Leroux et Miloudi,
1992)
A+ Ey(A) = A+ A%

Or, il se trouve (Bouchard, Chiricota et Labelle, 1995) que 1’équation ci-dessus
est en fait équivalente a I’équation

Ey(l-A)=1-a. (1)

On dit alors 14 encore que ’espéce virtuelle 1 — A est racine carrée symétrique de
I’espece virtuelle 1 — Q.

En fait, les espéces E, et X? étant moléculaires, on peut remarquer que les
équations précédentes appartiennent toutes & une méme classe d’équations combina-
toires, a savoir I’équation générale de la forme

M(®) = F, (2)

M désignant une espéce moléculaire, @ et F' des espéce de structures, sauf dans le cas
de I’équation (1) ci-dessus, o 1 — A et 1 — @ sont, comme nous ’avons dit, des espéces



virtuelles. Cette derniére équation constitue précisément un exemple remarquable
d’équation combinatoire établissant une relation entre des objets mathématiques qui,
bien que n’étant pas des espéces de structures, sont, dit de fagon informelle, des objets
combinatoires «analogues » aux espéces de structures, a savoir des espéces virtuelles;
de plus, cette méme équation présente le fait remarquable que le premier membre en
est obtenu par substitution d’une espéce virtuelle & terme constant non nul dans une
espece moléculaire; nous aurons l’occasion d’y revenir un peu plus loin. Quoi qu’il en
soit, il se trouve que I’ensemble des classes d’isomorphie d’espéces virtuelles peut étre
muni d’une structure de Z-algébre par rapport aux lois d’addition et de multiplication
définies entre especes virtuelles. Cette Z-algébre est alors isomorphe & la Z-algebre du
monoide commutatif libre engendré par les classes d’isomorphie d’espéces atomiques.
On a alors en fait le plongement canonique N|| X| — Z| X|, le demi-anneau des classes
d’isomorphie d’especes de structures étant lui-méme isomorphe au demi-anneau NJ||.X|.

Il était naturel que ceci, par une démarche analogue, nous conduisit & considérer
Pextension Z|| X || — C|| X||, C||X|| désignant, comme on peut s’y attendre, la C-algébre
large du monoide commutatif libre engendré par I’ensemble des classes d’isomorphie
d’espéces atomiques. Nous définissons alors de plus, dans la foulée des travaux de Joyal
et de Yeh, la substitution d’une C-espéce & terme constant non nécessairement nul dans
une C-espéce, polynomiale lorsque le terme constant de ’espéce qu’on substitue est
non nul. Comme c’est souvent le cas en algebre, cette extension nous permet alors de
trouver des solutions & certaines équations combinatoires qui, si I’on se confinait & Z|| X ||,
n’en admettraient pas. Cette extension présente alors ’avantage, par rapport a d’autres
extensions possibles, que le corps des scalaires est algébriquement clos.

On peut en fait situer le probléme de la résolution des équations de la forme
(2) dans un cadre plus général. Considérons en effet la C-algébre large du monoide
commutatif libre engendrée par les classes d’isomorphie d’espéces atomiques bi-sortes,
notée C||X,Y]|. On définirait, de fagon analogue & la loi de substitution définie entre
C-especes, la substitution de deux C-espéces & termes constants non nécessairement nuls
dans une C-espéce bi-sorte, cette derniére devant par définition étre polynomiale lorsque
’une au moins des deux espéces qu’on substitue est & terme constant non nul. Soit alors
&(X,Y) € C|X,Y|. On peut alors poser le probléme de la résolution de I’équation
&(X,Y) = 0 en convenant que ce probléme consiste a trouver des couples de C-especes
(F(T),G(T)) en la variable T satisfaisant a la relation

&(F(T),G(T)) = 0.

Soit par exemple #(X,Y) = E5(X) — Y. On a ainsi, en vertu de ’équation (1), que le
couple (1 — A,1— @) est solution de ’équation ¢(X,Y) = 0.

Cette these est précisément consacrée a 1’étude de ces équations combinatoires.
En particulier,

— nous donnons des formes canoniques pour les équations $(X,Y) = 0, ou @ désigne
une C-espéce quadratique, de maniére analogue & la classification des coniques,

— nous donnons des conditions d’existence de racines moléculaires de C-espéces, c’est-
a-dire de C-especes solutions a des équations de la forme M (®) = ¥, ¥ désignant une
C-espéce donnée et M une espéce moléculaire,

— nous développons plusieurs méthodes de calcul de C-espéces de la forme M (¢ + X),
ou £ € C et ou M désigne une espéce moléculaire.

Au chapitre 1, suite aux travaux de Joyal (1986) et de Yeh (1986a), nous étudions
la loi de composition (®, ¥) +— @ oW dans le contexte des C-espéces & terme constant non
nécessairement nul. Cette loi de composition nous permet, au chapitre 2, de définir une



relation de congruence sur I’ensemble des formes combinatoires quadratiques, deux telles
formes étant congrues lorsque I’'une peut étre obtenue de ’autre par substitution affine
de ses variables. On obtient alors des formes canoniques qui sont regroupées a ’intérieur
d’un petit nombre de familles de C-espéces & un paramétre. Cette classification nous
permet ainsi de ramener la résolution de 1’équation F'(X,Y) = 0, F désignant une
forme combinatoire quadratique, a la résolution d’équations dont ’espéce F est une
forme canonique. Au chapitre 3, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de solutions @ a 1’équation combinatoires M(®) = F, M désignant une
espéce moléculaire et F' une C-espéce donnée. La encore, il se trouve que la loi de
composition mentionnée ci-dessus rend trés souvent possible la résolution de cette
équation combinatoire dans des cas ou cette méme équation n’en admettrait pas
autrement. Au chapitre 4, nous présentons des méthodes de calcul générales des C-
espéces pseudo-moléculaires, c’est-a-dire des C-espéces de la forme M(¢ + X), M
désignant une espéce moléculaire et £ un nombre complexe ; nous poursuivons par des
résultats portant sur le développement de certaines C-espéces pseudo-moléculaires. En
particulier, nous présentons la décomposition moléculaire de 1’espece P,(£ + X), ou
P, désigne ’espece des polygones de degré n, et donnons des formules de calcul des
coefficients de cette décomposition. Nous introduisons & cette occasion une nouvelle
famille d’espéces moléculaires de la forme Cp,(X7)/Z>. Finalement, au chapitre 5, nous
présentons un module de calcul du développement des C-espéces cyclo-ensemblistes et,
pour faire suite, la mise en application de la méthode d’itération de Newton appliquée
au calcul de racines symétriques et de racines cycliques.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES C-ESPECES

1.1 C-especes

Dans la présente section, nous nous proposons principalement de définir ce qu’est
une C-espéce. Dans cette perspective, nous allons d’abord esquisser un certain nombre
de rappels sur la théorie des espéces de structures.

Tout au long du présent ouvrage, B désignera la catégorie des ensembles finis et
bijections.

Rappelons d’abord qu’une espéce de structures est tout simplement un endofonc-
teur de la catégorie des ensembles finis et bijections. Soit F' une espéce de structures,
et soit U un ensemble fini arbitraire. On note F[U] le transformé de U par le foncteur
F; on dit alors que les éléments de F[U] sont les F-structures sur U, ou encore que ce
sont les F-structures portées par U. Soit alors V un ensemble fini tel que |V| = |U|, et
soit o une bijection de U sur V. On note F|[o] le transformé de o par le foncteur F';
la fonction F[o] est elle-méme une bijection : on dit qu’elle effectue le « transport » des
F-structures sur U vers les F-structures sur V. Rappelons également que deux espéces
F et G sont dites isomorphes s’il existe une bijection naturelle « : F — G. On écrit
alors F ~ G, ou encore, par abus, F = G (égalité combinatoire).

D’autre part, peut-étre est-il bon de rappeler que, parmi les différentes lois de
composition définies entre espéces de structures, deux de ces lois, notées respectivement
+ et -, munissent la classe des espéces de structures d’une structure de demi-anneau. Plus
précisément, la structure multiplicative sous-jacente de ce demi-anneau est un monoide;
plus particuliérement, ceci signifie qu’il existe une espéce qui constitue un élément unité.
On note simplement 1 cette espéce ; elle est définie en posant

[ {U}, siU=0,
”U]—{ 0, SiU£0D.

Il est bien connu que cette espece est la seule qui soit inversible, a isomorphisme pres.
D’autre part, 1’espéce nulle, notée 0, définie par 0[U] = @, pour tout ensemble fini U, en
est 1’élément neutre pour 1’addition.

Soient encore une fois U,V des ensembles finis arbitraires, et soient s € F[U],
t € F[V]; on note s ~ t §’il existe une bijection o de U sur V telle que t = F[5](s),
auquel cas on dit que s est isomorphe a t. On vérifie aisément qu’il s’agit d’une relation
d’équivalence définie sur la classe des F-structures. Les classes d’équivalence pour cette
relation sont appelées les types d’isomorphie de F-structures. On peut déja observer que
deux F-structures ne peuvent étre isomorphes que si elles sont portées par des ensembles
de méme cardinal. Qui plus est, toute F-structure sur un ensemble U arbitraire est



isomorphe & une F-structure sur I’ensemble {1,2,...,n}; il suffit pour s’en convaincre
de noter que, quelle que soit la bijection o de U sur {1,2,...,n}, on a F[s](s) € F|[n],
quel que soit s € F[U], lorsque ’on pose

F[n]= F[{1,2,...,n}].

En fait, on a une bijection canonique entre les classes d’équivalence de la classe des
F-structures pour la relation d’isomorphie et les classes d’équivalence, pour cette méme
relation, de I’ensemble

U F[n].

neN

Ceci nous permet d’en déduire que le nombre de classes d’équivalence de F-structures
pour la relation ~ restreinte & un cardinal donné est fini, c’est-a-dire, par définition, que
le nombre de types d’isomorphie de structures sur un ensemble de ce méme cardinal est
fini. Rappelons incidemment que ’on note F), ’espéce définie par

F[U], si|U|=n,

BalU] = { f, sinon; (1.1)

autrement dit, F,, désigne I’espéce F restreinte au cardinal n. De plus, on note alors

Fen =) Fi (1.2)

k<n

Nous sommes maintenant mieux & méme de rappeler ce qu’est une espéce molé-
culaire.

Définition 1.1.1. Une espéce de structures M est dite moléculaire s’il n’existe qu’un
type d’isomorphie de M-structures.

En d’autres termes, une espéce de structures M est moléculaire si, et seulement
si, deux M-structures arbitraires sont toujours isomorphes, que ces structures soient
portées par des ensembles sous-jacents distincts ou non. La proposition suivante énonce
une propriété remarquable a laquelle satisfont les espéces moléculaires.

Proposition 1.1.2. Une espéce de structures M est moléculaire si, et seulement si,
M # 0 et, quels que soient les espéces P et Q, la relation M = P + Q entraine P = 0
ou @ =0.

On montre en effet aisément que la somme de deux espéces non nulles admet au
moins deux types d’isomorphie.

L’espece X des singletons est un exemple d’espéce moléculaire. Rappelons que X
est ’espéce de structures telle que ’on a, pour U € B,

X[U] — { {U}’ si |U|= 1,

sinon.

Comme on le verra, cette espéce jouera un role fondamental dans la suite du présent ou-
vrage. Intuitivement, cette espéce joue un réle analogue a celui que joue une indéterminée
dans le contexte d’un anneau de séries formelles en cette méme indéterminée.



Soit M une espéce moléculaire arbitraire. Alors, il résulte immédiatement de la
définition ci-dessus que M est nécessairement concentrée sur un cardinal donné, c’est-
a-dire qu’il existe un entier positif n tel que M[U] # 0 seulement lorsque I’on a |U| = n.
On dit alors de n que c’est le degré de M, noté deg M. De plus, il se trouve que,
pour un cardinal donné, le nombre d’espéces moléculaires (&4 isomorphisme d’espéces
prés) de degré égal a ce cardinal est fini et ainsi, I’ensemble des espéces moléculaires
(& isomorphisme d’espéces pres) est infini dénombrable. Désormais, nous noterons
Pensemble des espéces moléculaires, & isomorphisme prés, et My I’ensemble M \ {1}.
De plus, pour n € N, nous noterons M, le sous-ensemble de ’ensemble M formé des
éléments de degré n. Incidemment, nous supposerons ’ensemble 9t muni d’une relation
d’ordre total fixée une fois pour toutes, notée <, cette relation étant compatible avec
les degrés, c’est-a-dire telle que, quelles que soient M, N € 9M, on ait M < N des
que deg M < deg N. Soient E D’espece des ensembles, C celle des cycles, définies
respectivement par

E[U] = {U}

C[U] = {o| o est une permutation circulaire des éléments de U},

U désignant un ensemble fini arbitraire. On a
M=MUITL UM UM3 ...

ol mO = {1}, 9)11 = {X}, gﬁz = {EQ,X2}, 9)13 = {E3,03,XE2,X3}, .oy

On a répertorié (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998; Chiricota, 1993;
Labelle, 1985) les espéces moléculaires jusqu’au degré 7.

Soit F' une espéce de structures arbitraire. On a alors 1’équation

F:ZFn.

neN

De plus, quel que soit n € N, on sait, par un résultat bien connu de la théorie
des actions de groupe affirmant que toute action est canoniquement isomorphe & une
somme (réunion disjointe) d’actions transitives (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998,
app. 1), que le terme d’indice n de cette somme est isomorphe & une somme d’espéces
moléculaires, unique a ’ordre des termes et & isomorphisme prés. Ainsi, en regroupant
les termes de cette derniére somme isomorphes entre eux, on obtient une identité de la
forme

F.= Y. fnN,

NeM,

ol, pour N € M,,, fnv désigne un entier positif ou nul. On a donc finalement 1’isomor-
phisme
F=Y" fvN; (1.3)
Ne
et alors on dit de ’expression (1.1) que c’est la décomposition moléculaire de ’espéce F'.
On note alors [N]F le coefficient de N de la décomposition moléculaire de F', c’est-a-dire

que l’on pose
[N]JF = fn. (1.4)

Nous allons maintenant définir une sous-classe de la classe des espéces moléculaires.



Définition 1.1.3. Une espéce de structures est dite atomique si elle est moléculaire # 1
et si elle est irréductible (pour le produit).

Désormais, nous noterons 2 ’ensemble des classes d’isomorphie d’espéces ato-
miques. On a
A=A U™A UR—A3 UA4 U ...

ou Qll = {X}, ng = {Eg}, ng = {E3,C3},
On note alors N|X| la N-demi-algébre large du monoide commutatif libre en-
gendré par ’ensemble 2.

Comme on le verra, la proposition suivante constitue le dernier maillon permettant
d’établir un isomorphisme canonique entre I’ensemble des classes d’isomorphie d’espéces
de structures et le demi-anneau N|| X|.

Proposition 1.1.4 (Yeh, 1985). Toute espéce moléculaire M admet une et une seule
factorisation, a ’ordre des facteurs et & isomorphisme prés, comme produit d’especes
atomiques.

Ainsi, ’ensemble 21, lorsqu’on le suppose muni de la loi de multiplication
d’espéces, n’est autre que le monoide commutatif libre engendré par 2. En vertu de
la relation (1.3), on voit donc que le demi-anneau des classes d’isomorphie d’especes
de structures est isomorphe & la N-(demi-)algébre large du monoide commutatif libre
engendré par 2, comme nous ’avions annoncé.

Tout au long du présent ouvrage, on notera C||.X|| la C-algébre large du monoide
commutatif libre engendré par I’ensemble 2. Par définition, un élément de C|| X || s’écrit
de maniere unique, a l'ordre des termes prés, sous la forme (1.3), les coefficients fy,
pour N € M, appartenant dans le cas présent a C.

Définition 1.1.5. Une C-espéce est un élément de C|| X|.

On peut observer d’emblée que la classe des espéces de structures, ou, plus
précisément, I’ensemble des classes d’isomorphie d’espéces de structures, qui forme
comme on l’a dit plus haut un demi-anneau, s’identifie canoniquement & une sous-
structure de C||X||; on a en effet le plongement canonique

NJX| <= CllX]|.

Notons de plus que la C-algébre C[X] est une sous-algébre de C|X|, par
plongement canonique, I’algébre C[X]) étant évidemment ’algébre des séries formelles
en une «indéterminée » X.

Un autre sous-ensemble de C||X| retiendra notre attention, 3 savoir le sous-
ensemble des éléments & support fini, sous-ensemble que nous noterons C|X]|.

Définition 1.1.6. On dit d’un élément de C|X| que c’est une C-espece polynomiale.
Les résultats précédents admettent des analogues (Joyal, 1981 ; Bergeron, Labelle
et Leroux, 1994, 1998, sect.2.3) au cas des espéces multi-sortes. Rappelons d’abord ce

qu’est une espéce bi-sorte.

Définition 1.1.7. Une espéce bi-sorte est un foncteur de la catégorie produit B x B
dans B.



Ainsi, une espéce bi-sorte F' fait correspondre & tout couple (U, V) d’ensembles
finis un ensemble fini qui, incidemment, sera noté F[U, V], et & tout couple (o1, 02) de
bijections oy : U — U’, 02 : V —3 V' avec (U’,V') € B x B, une bijection

Floy,02] : F[U, V] = F[U', V.

Les définitions d’espéces moléculaires bi-sortes et d’espéces atomiques bi-sortes s’ob-
tiennent mutatis mutandis. Ajoutons d’autre part que toute espéce de structures G
s’identifie canoniquement a P’espéce bi-sorte F' obtenue en posant, pour U = (U, Us) €
B x B,

[ G, siUs=0,
FlUl= { 0, sinon.

Ainsi, soit X D’espéce bi-sorte des singletons de premiére sorte, c’est-a-dire que X
désigne dans ce qui suit ’espéce bi-sorte correspondant & I’espéce X des singletons par
la bijection canonique décrite ci-dessus. Soit de plus Y ’espéce bi-sorte des singletons de
deuxiéme sorte, c’est-a-dire ’espéce bi-sorte telle que I’on a, pour U = (U3, Us) € Bx B,

yiwj={ U2} sili=0et|la]=1,
- 0  sinon.

On note alors Ux,y 1’ensemble des classes d’isomorphie d’espéces atomiques bi-sortes.
Le monoide commutatif libre engendré par cet ensemble est alors I’ensemble noté M x y
des espéces moléculaires bi-sortes. Soit alors C||X,Y| la C-algébre large du monoide
commutatif libre engendré par I’ensemble 2 x y. Alors, il se trouve qu’on a aussi dans
le cas présent un isomorphisme du demi-anneau des classes d’isomorphie d’espéces bi-
sortes sur la N-(demi-) algébre large du monoide commutatif libre engendré par Ax y .
D’autre part, on a également le plongement canonique

C[X,Y] < C|X, Y.

C[X, Y] désignant la C-algébre des séries formelles en les « indéterminées» X et Y.

On notera C|X,Y| la sous-algebre des éléments de C||X, Y| & support fini.

La définition suivante est, intuitivement, I’analogue du bi-degré d’'un monéme en
deux indéterminées. On notera toutefois que ceci n’est vrai que dans un sens intuitif,
certaines espéces moléculaires bi-sortes ne pouvant se factoriser en un produit de deux
espéces moléculaires uni-sortes.

Définition 1.1.8. Soit M une espéce moléculaire bi-sorte, et soit (n, k) € N2. On dit
de (n, k) que c’est le bi-degré de M si M[U, V] # 0 pour (U, V) € B x B tel que |U| = n,
V| = k.

On a les sous-classes suivantes de la classe des espéces bi-sortes.

Définition 1.1.9. Soit @ € C||X, Y. On dit de & que c’est une C-espéce polynomiale'
par rapport a Y s’il existe n € N tel que l'on ait @[U, V] = B, pour tout bi-ensemble
(U,V) € B x B tel que |[V| > n. On obtient mutatis mutandis la définition d’une
C-espéce polynomiale par rapport a X.

111 est & noter que la définition donnée ici est plus restrictive que celle de I’ouvrage de Bergeron,
Labelle et Leroux.
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En fait, la classe des espéces de structures, de méme que celle des espéces bi-sortes,
peuvent étre vues comme des sous-classes d’une classe beaucoup plus vaste, celle des
espéces multi-sortes, que nous nous apprétons a définir dans ce qui suit. Nous allons
d’abord dans ce but introduire la définition suivante.

Définition 1.1.10. Soit I une famille d’indices. On note alors B la catégorie dont les
objets sont les familles (U;)ie1, avec U; € B, pour i € I, vérifiant la relation ), ; [Ui] <
o0, et dont les morphismes sont les familles (o;);¢s de bijections o; : U; — Vi, lorsqu’on
note (V;)ier un autre objet arbitraire de cette catégorie.

Définition 1.1.11. Soit une famille d’indices arbltralre Une espéce multi-sorte est
un foncteur de la catégorie B dans B.

Exemple 1.1.12. Soit I une famille d’indices, et soit z € I. On note alors T; 1’espéce
multisorte telle que 1’on a, pour (U,),c; € BY)

@, sinon.

T [(U)er] = { {U:}, si|Uj|=1etsiU, =0, pour:el\{i},

On dit alors que T; est 'espéce (multi-sorte) des singletons de sorte 1.

1.2 Lois de composition

Nous nous proposons dans cette section de définir de nouvelles lois de composition
entre C-espéces.

1.2.1 Dérivation

Rappelons d’abord que si F' désigne une espéce de structures quelconque, alors
on pose

d
F'=_—_F,
dXx
le symbole d/dX désignant ’opérateur usuel de dérivation combinatoire. Ainsi, on
obtient une loi de composition externe sur C||X|| en étendant & cet ensemble, par

linéarité, 'opérateur d/dX. Plus précisément, soit & € C|X|, ® = 3 ycgn@~N. On

pose alors
= Z dNN'.
NeI

On dit alors de @' que c’est la dérivée combinatoire de @. De méme, on définit des
lois de composition externes sur C||X,Y|| en étendant & cet ensemble, par linéarité, les
opérateurs de dérivation partielles /90X et 9/0Y, définis pour toute espéce moléculaire
M € Mx y. Plus précisément, soit @(X,Y) = ZMEWIX,V 6pM(X,Y); on pose

o 0
X8 = X fmpgM,
MGMX,Y
) 0
W@ = Z 9M5?M.

MeMx v
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1.2.2 Substitution généralisée

Outre ’addition et la multiplication, il existe une troisiéme loi de composition
usuelle entre éléments de C|X]||, & savoir la loi dite de substitution ou encore de
composition partitionnelle, que I’on note o. Toutefois, contrairement aux deux premieéres,
la loi de substitution n’est habituellement définie que pour les couples (@, @) tels que
@(0) = 0, auquel cas on dit de @ o & (aussi notée O(P)) que c’est la substitution de @
dans @. Peut-étre est-il bon de rappeler comment est définie cette loi. Posons

O = Z Op M.
MeM

On a alors, par définition (cf. déf. 1.2.3),

Qb= Y Oy M(®),
MeM

ou, pour M € M, Mo est défini par un prolongement algébrique aux C-especes basé sur
le comportement de la substitution d’une espéce ordinaire (N-espéce) & terme constant
nul dans une espéce moléculaire ; ceci fait précisément l’objet de la proposition qui suit,
qu’on doit, essentiellement, a Joyal et Yeh (Joyal, 1985; Yeh, 1986a).

Proposition 1.2.1. Soit M € M. Soit (xr)rcom une famille d’indéterminées. Il
existe des polynoémes payr n((zL)reon) tels que Pon ait, quelle que soit ’espéce F =
Yrem JLL € N|X|| avec F(0) =0,

M(F)= Y paw((fi)em) V.
Nedn

Démonstration. On a

M(F) = M ( zﬂ:ﬁ s —
NeMt 4

D’autre part, on a

M( Y fNTn) = M( Y Tn)xE( Y, fnIn)

NedM 4 Nedn 4 NeMt

M( Y Tv)x ] (B@w)™

NeM NeM 4

M( Y Tw)x ][I (Z (fN)(E+(TN))kN)-

k
NeM Nemt, kx>0 VN

Soit N, € M, et soit n = deg(N,). On vérifie aisément que ’on a
[NO]M(F) = [NO]M(FSn)-

Or, on a évidemment

M( 3 fnN) = M(Y TN |,

~N:=N, NeM<, )
NeMc, NeMg, <
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De plus, on a

> InTw)

NeM<,

= M( Y, Tw)xE( Y. fvIn) (1.5)
NeMig, NeMg,

= M( Y T x [ (B@w)™ (1.6)
NedM<, NeMg,

= u( Y mx [T (S (1) @Em) (17)
NeMg, NeMe, kn20 VN

(S w)x ¥ I (P (18)
NeM<, kN)Nefm< NeM<n

= ¥ ( I (g))M( ¥ TN)x I E+@v)~, 9

(kN)NerI(n NEWIS" NE”RS,. Neims,,

le multi-indice (kn)nyemm., décrivant I’ensemble des fonctions de M<, dans N. On
obtient donc I’identité =

Z fNN)

NeM<n
- Z ( H (;:N))M( Z TN)X H Ey(Tn)*~ (1.10)
(kN)Ne?ﬁsn NeMc, N NeMc., NeMc.,

Tn:=N, NEQ)TS,,

Soit alors (kn)neon un multi-indice arbitraire. L’ordre de I’espece

II (B+@v)y~

Nemsn

NEEDISV:

étant d’au moins

on en déduit immédiatement qu’il en de méme du terme de (1.10) correspondant &
ce méme multi-indice. On voit donc que seuls les multi-indices (kn)yeon vérifiant la

relation
Z kNINl S n,

NEMSn

peuvent contribuer au calcul du coefficient de N,. L’ensemble des tels multi-indices étant
évidemment fini, on a donc

[NJM( D fnN)

NeMgn
= ¥ I ( )[No]( ( > TN)x I E+(TN)kN)
(kn)wem, NEMcn NeMy., NeMga Tn:=N, NeMq.,
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le multi-indice (kn)nem., décrivant cet ensemble fini. Ainsi, le coefficient de N, de la
C-espece h

(M( X 1) x T EeTw))
NeMg., NeMg, Tn:=N, NeMg,

étant évidemment constant, quel que soit le multi-indice (kn)nean.,, on a bien que le
coefficient de N, de M (F') s’exprime comme polynoéme en la famille des indéterminées

(fL)Lem- =

Définition 1.2.2. Soit M € M, et soit & = Y, gndrL € C|X|| telle que $(0) = 0.
On définit alors comme suit la substitution de la C-espéce @ dans M :

M(@) =Y pun((¢L)rem) N, (1.11)
Nedn

ou (pm,N((2L)Lem.,))Nem., désigne la famille des polynémes vérifiant la relation

M(F)= Y pun((fL)Lem,,) N,
Nemsn

quelle que soit F =3 ycan  fnN € N|X|.

Désormais, nous désignerons par C||X|o le sous-ensemble de C||X|| formé des
C-espéces a terme constant nul.

Définition 1.2.3. Soit (©,9) € C||X|| x C||X|lo. Posons @ = 3"/ con 0 M. On définit
alors comme suit la substitution de @ dans © :

Qo= Oy M(®). (1.12)
MedM

Il résulte immédiatement de la définition ci-dessus que cette loi de composition
étend aux couples de C-especes (O, D) tels que $(0) = 0 la substitution usuelle d’une
espéce G dans une espéce F, cette opération étant définie dés que G vérifie G(0) = 0. De
plus, cette loi de composition conserve les principales propriétés de la substitution usuelle
d’une espéece dans une autre, a savoir entre autres 1’associativité et la distributivité a
droite (Yeh, 1986a; Joyal, 1985).

Nous nous proposons dans ce qui suit d’étendre & l’ensemble C|X| x C|X||
la substitution définie ci-dessus; plus précisément, nous allons définir une loi de
composition entre C-espéces qui, comme on le verra, coincide avec la substitution ci-
dessus sur l'intersection de leurs domaines respectifs. Pour cette derniére raison, nous
désignerons de nouveau par le symbole o cette loi de composition. Au reste, une fois
définie cette nouvelle loi de composition, il s’agira de «réunir» ces deux lois pour en
former une seule, en réunissant leurs domaines de définition respectifs :

o+ (CIX| x Clx])) U (CIX] x ClX]lo) — ClIX].

Rappelons d’abord la définition suivante (Joyal, 1986; Bergeron, Labelle et
Leroux, 1994, 1998).
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Définition 1.2.4. Soit F = F(T, X) une espéce bi-sorte, polynomiale par rapport a T'.
On note alors
F(T’ X)lT:=1

I’espece dont les structures sur un ensemble V' € B sont les types d’isomorphie par
rapport a T' des F(T, X)-structures sur les bi-ensembles (U, V) € B x B, U désignant
un élément arbitraire de la catégorie B.

Ajoutons que I'espece F(T, X)|p._; est également notée ZF (T, X) par Joyal,
T
1bid.
La définition suivante constitue la premiére étape menant & la définition de cette
nouvelle loi de composition o : C|X| x C|| X| — C||X].

Définition 1.2.5. Soit M une espéce moléculaire, et soit & € N. La substitution de
k 4+ X dans M, notée M(k + X), ou encore, M o (k + X), est définie par

M(k+X) = M(KT+X)|_

Rappelons que ’ensemble 9 des classes d’isomorphie d’espéces moléculaires est
muni d’un ordre total noté <, cet ordre étant compatible avec les degrés.

Proposition 1.2.6. Soit M une espéce moléculaire, et soit k¥ € N. On a la décomposition
moléculaire

M(k+X)= Y emn(k) N(X), (1.13)
N<M
ol, pour N <X M, le coefficient cps n(k) est une fonction polynomiale de la variable k.
De plus, deg(car,n(k)) = deg M — deg N, cpr,n(k) = 0sidegM =degN, M # N, et
CM‘M(k‘) =1.

Démonstration. Notons d’abord que l’on a

M(kT+X) = M(T+X)x ((B(T)*-E(X))) (1.14)
= M(T+X)x ((L+ E+(T)* - E(X)) (1.15)
deg M k
= MT+X)x (> (i)(EJr(T)z E(X))) (1.16)
deg M k =
= > (D@0 @y sx)) o
=0
On a donc, par définition,
deg M k .
M+ x) = 3 (5) (M +3) x (8407 - E(0) .

Posons

M(T + X) x (E4(T)' - E(X))IT_I = Y amnN.
=l N=M
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On a donc finalement

deg M —deg N k
[NIM(k+X) = > (i)CYM,N,i, (1.18)

=0

et ainsi, comme on le vérifie aisément, la somme ci-dessus définit bien une fonction
polynomiale de la variable k, de degré égal a deg M — deg N. ]

Soient encore une fois M une espéce moléculaire, k un entier positif. Résumons
sous forme de définition 1’objet de la démonstration ci-dessus. Autrement dit, définissons
des polynémes en z qui, lorsqu’on substitue & # un entier k, nous permettent d’obtenir
les coeficients de la décomposition moléculaire de M (k + X).

Définition 1.2.7. Soit M une espéce moléculaire, et soit n = deg M. Soit 7 tel que
0 < ¢ < n. Posons

M(T + X) x (B4 (T) -E(X))|T_1 = Y amniN.
=t N<M

On définit alors comme suit le polynome en x noté (?\,{)x
—deg N
M " Zeg z
= o .
N . ' i M,N,i
=0

ou, quel que soit 7 € N, le polynome (f) est défini par

(m) =z(e—1)--(z—i+1)/d

2

Notons qu’il résulte des calculs précédents que ’'on a

Mk+X)= ) (%)kN(X), (1.19)

N<M

c’est-a-dire cpr,n (k) = (51),.-
Nous sommes maintenant en mesure de définir la substitution d’une C-espéce de
degré 1 de la forme £ + X dans une espéce moléculaire.

Définition 1.2.8. Soient M une espéce moléculaire, £ € C. Alors, la substitution de la
C-espéce € + X dans espéce M, notée M (£ + X), est la C-espéce définie par

ME+X)= > (%)61\7()(). (1.20)

N=<M

Remarque.ll résulte de cette définition que ’on a, d’une part, (%) £ = 1 et, d’autre
part, (%)E =0sideg(M) =deg(N)et M #N.

Exemple 1.2.9. Soit m un entier positif et soit M = X™. On a alors

(f{:)g =(Me=n nsm, (121)
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tandis que X™), =0 des que N n’est pas de la forme X™, pour n < m. On a donc en
N J¢

particulier
X™\ _(m
X)), \n)

Ainsi, on voit que les coefficients (1]‘3)1 constituent une généralisation des coefficients

binomiaux. Dans le cas ot M = X™, £ = 1, la formule (1.20) prend en effet la forme de
la formule du binéme habituel

1+x)m=>" (’:)Xn.

n<m

Définition 1.2.10. On dit d’une C-espéce de la forme M (£ + X), avec M une espéce
moléculaire, £ un nombre complexe, que c’est une C-espéce pseudo-moléculaire.

La définition précédente nous conduit & définir comme suit la substitution d’une
C-espece de la forme £ + X dans une C-espéce polynomiale.

Définition 1.2.11. Soit P une C-espéce polynomiale. Posons

P=P(X)= Z pmM(X) (somme finie).
MeMm

On définit alors comme suit la substitution de £ + X dans P, pour £ € C,

PE+X)= Y puM(+X). (1.22)
MeIn

Nous sommes maintenant en mesure de définir la substitution d’une C-espéce a
terme constant quelconque dans une C-espéce polynomiale. Comme nous ’avons déja
précisé, nous verrons que cette loi de composition coincide avec la substitution habituelle
lorsque le terme constant de I’espéce qu’on substitue est nul.

Définition 1.2.12. Soit P une C-espéce polynomiale, et soit & une C-espéce arbitraire.
Posons @ = £+, avec $4(0) = 0, Q(X) = P(£+ X). Alors, la substitution de @ dans
P, notée P(P), ou encore P o P, est définie par

Pod=Qod,. (1.23)

Afin de bien distinguer la substitution usuelle de la loi de composition définie
ci-dessus, nous noterons provisoirement © cette derniére loi de composition. Nous allons
montrer que cette loi est associative en nous ramenant a ’associativité de la substitution
usuelle.

Lemme 1.2.13. Soit P une C-espéce polynomiale, et soit & = ¢ + &, une C-espece
arbitraire. On a

Po®= (Po(¢T+04))|p.o; - (1.24)
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Démonstration. On a en effet, lorsque P et @ sont des N-espeéces,

Pod = (Po (¢T+X))|T:=1,X:=¢+

L’identité & démontrer découle alors de 1’unicité du prolongement algébrique. O

Le lemme suivant établit une relation entre la substitution généralisée définie ici
et celle définie par Joyal (Joyal, 1986).

Lemme 1.2.14. Soit P une C-espéce polynomiale, et soit @ = ¢ + @, une C-espece
arbitraire. On a
Pod= (PoT®)|p._, .

Démonstration. On a, lorsque P et @ sont des N-espéces,

Pod = (Po(¢T+D4))lp.oy
= (PO(T¢+T¢+))|T:=1'

On conclut une fois de plus en faisant appel & l’unicité du prolongement
algébrique. |

Proposition 1.2.15. La loi de composition

o CIX|xCIX] — C|X|
(P,W) = PoV,

définie par (1.23), est associative; plus précisément, quelles que soient les C-espéces
polynomiales P, Q, et quelle que soit la C-espéce ¥, on a

Po(QoW)=(PoQ)oW. (1.25)

Démonstration. On peut, par linéarité, supposer que P est une espéce moléculaire,
que nous noterons M. Soient S et T des espéces de singletons auxiliaires. On a alors

Mo(Qo¥) = Mo((Qeo(T%))lr.—)

= (Mo S( (Qo (TW))IT;=1))'5¢=1
(Mo S(Qo (TW)))|T;=1,5;=1
(Mo ((SoQ(X))o (TW)))|T:=1,S:=1
(M o (SQ)) o (T?))lp.=1,5.=1
= (MeQ)oV,

ce qui achéve la démonstration. m}

1.3 Nouvelle représentation des espéces moléculaires bi-sortes

L’objet central de cette section est un nouveau résultat (prop. 1.3.5) donnant
une représentation de chaque espéce moléculaire bi-sorte comme quotient spécial d’un
produit de deux espéces moléculaires uni-sortes.
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Soient n, k des entiers positifs ou nuls arbitraires, et soit S, . le sous-groupe du
groupe symétrique S, défini par

Snk =10 € Sugx |o({1,...,n}) ={1,...,n},0({n+1,...,n+k}) = {n+1,...,n+k}}.

Soit alors m; : Spx — Sp (vesp. T2 : Spk = Sinyin+2,..n+k} = Sk) Papplication qui
a une permutation o € Sy fait correspondre sa restriction & l’ensemble {1,2,...,n}
(resp. a 'ensemble {n+1,n+2,...,n+k}). On note alors que S,  est en fait isomorphe
au groupe S, X Sy ; on a en effet I’isomorphisme

Suk = Sp xSk
o = (m(0), ¢ oma(o)o9),

oll ¢ désigne la bijection canonique de {1,2,...,k} sur {n+ 1,n+2,...,n+ k}, c’est-
a-dire la bijection telle que ¢(i) = n+1, pour i € {1,2,...,k}.

Dans la suite, nous identifierons, par abus de langage, les groupes S, x et S, x Sk,
par ce dernier isomorphisme. De plus, étant donné un sous-groupe de S, x formé de
permutations laissant fixe chacun des éléments de I’ensemble {n+ 1,n+2,...,n + k},
(resp. {1,2,...,n}), nous identifierons ce sous-groupe et le sous-groupe de S, (resp. de
Si) image par ’isomorphisme ci-dessus de ce sous-groupe. D’autre part, nous noterons
id; et ids les éléments neutres respectifs de S,, et de S.

Soit H un sous-groupe de Sy, x, et soient

HI = 7l'1( ) (126)

H = m((Sp x {id2})NH) (1.27)

H" = m(H) (1.28)

HY = m(({idi} x Sk) N H). (1.29)
Lemme 1.3.1. On a

H{<H' <5,, H{ «H" < S,
c’est-a-dire que H{ (resp. H{') est un sous-groupe distingué de H' (resp. H").
Démonstration. Facile. m]
Soient o' € H', o' € H". Posons
H,, ={h| (K, ") € H}, o =1{h"| (o', k") € H}.

Proposition 1.3.2. Pour tout o/’ € H" (resp. o/ € H'), ’ensemble H/., (resp. H))
est une classe latérale de H] (resp. H}).

Démonstration. Nous nous bornerons & démontrer le premier des deux énoncés ci-
dessus, 'autre énoncé se démontrant par des arguments symétriques. Soit o’ € H',,.
On montre alors la relation o/ H{ = H!, ; par définition, on a (a’,a”) € H. On a alors
évidemment, pour b’ € Hj,

(al’all) ° (h,, 1) = (al ° h',a”),

et ainsi, on a bien o' o b’ € H/ s h' étant arbitraire, on a donc bien o’ H{ C H!,.
On montre finalement ’inclusion inverse. Soit ' € H’.. On a alors, par définition,
(B',a") € H, et ainsi, on a de méme (/" !, a""1) o (f/,a") = (a'~10B',1) € H. On en
déduit immédiatement o'~1of' € Hi ;et a1n81, on en conclut ' = a’o(a'~1of') € &’ Hi,
ce qui acheve la démonstration. ]
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Proposition 1.3.3. L’application
Hl H'I/

0: — > —;
H{ ~ H/

définie par §(a’H{) = H!,, pour o’ € H', est un isomorphisme.

Démonstration. Montrons d’abord que 6 est bien définie. Soit o', 3 € H' tels que
o' = (mod Hj).On a alors évidemment o’o3'~! € Hj, et ainsi, on a Hg,oﬁ,_l = HY.
On en déduit immédiatement Hg{,H[’j’,_1 = H{, et ainsi, on a bien H/, = /’,’,.
Finalement, on montrerait, par symétrie, que la fonction ¥ obtenue en posant, pour

a” € H', (o’ H') = H! ., n’est autre que la fonction réciproque de la fonction §. O

Corollaire. On a
H= || ¢'xc”,
(CI,CII)
le couple (C’, C") décrivant I’ensemble €(H) défini par

C(H)={(C,6(C))|Ce€ H'/H}.

Démonstration. Immédiat. ]
Nous supposerons désormais I’ensemble €(H ), défini au corollaire précédent, muni
de la structure de groupe induite par celle de H ; autrement dit, nous posons

H

) = grcay

Proposition 1.3.4. Soit H < S, x, soit id; (resp. ids) 1’élément neutre de S, (resp.
Sk), et soient

H{:m((Snx{idz})ﬂH), H{l:ﬁg(({idl}xsk)ﬂﬂ).
Soit alors U = (U, Us) € B x B, et soit ’application

X" Yk X" vk
YU : Q:(H)XH_;'H_{’[U] H_{'H_{’[U]

(«’Hi, «"HY) - (AHY, pHY) = ((Aeo/)H], (po”)HY).

Alors, la famille (¢y)ye BxB définit une action naturelle & droite (J. Labelle,
1985) de €(H) sur ’espéce

xn Yk:
Démonstration. Nous allons d’abord montrer que ’application
X" vk

((&'Hi,«"HY), (A p)) = ((Aoa')Hy, (o o”)HY')

est bien définie. Soit (a’,a”) € H, et soit (h',h"”) € H| x HY. Soit U € B,
(A, ) € X"Y*[U]. On a
(Ve (a0 W)HY, (o (o o K)HY) = (Ao o')W HY, (o a”)h" HY
(Mo a')Hi, (no")HY)
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ce qui achéve de montrer que ¥y est bien définie. Il reste donc & montrer que 1’on a
Yo ((C',C"), (A 1) = Yu((C',C"), (N, 1))

chaque fois que 'on a AH] = N H{, pHY = p'HY', pour A\, X' : [n] = Uy, p, p' : [k] =
U2. Supposons donc ces relations vérifiées. Soient de plus k' € Hi, k" € H{ tels que
N=Xok!, p =pok"” Soit (o,a") € H tel que C' = o’H}, C" = o' H'. En vertu du
lemme 1.3.1, il existe alors, par une propriété bien connue des sous-groupes distingués,
ki € Hi, kY € H{ tels que lon ait k' o o’ = o’ ok, k" 0 &’ = o’ o k!/. On en déduit

(Ao koo ) H, ((ne k") o o) HY) = ((Ao (ko)) H], (o (K" o a"))HY)
(Ao (a0 ky))HY, (po (o o kY))HY)

= ((Aoa)kiHy, (noa”)k{HY)
((Aea')Hi, (o a”)HY),

ce qui achéve de montrer que ’on a

wU((C,a C”)’ (’\ ° kl’/'l' ° k2)) = ’(pU((Cl, C”)) ()"/"))v

et, par le fait méme, de montrer que py est bien définie.

Nous allons maintenant montrer que I’application ¢y satisfait aux propriétés des
actions de groupe. Comme on le vérifie immédiatement, le couple (H{, H{) est I’élément
neutre du groupe €(H). Or, on vérifie aisément que ’on a, par définition de I’application

Yu,

quels que soient A : [n] =3 Uy, p: [k] =+ Us; ainsi, ’'une des deux propriétés d’action
de groupe est satisfaite. Montrons que ’autre propriété d’action de groupe a droite est
elle aussi satisfaite. Soient (o', a”), (8, 3"”) € H. On a, d’une part,

((«/Hy, " HY) - (B'Hy, B"HY)) - (\Hy, pHY) = (o'B'H],"B"HY) - (A\H{, pHY)
= (\o'f'H], pa" 5" HY)
et, d’autre part,
(8'H1, B"HY) - (o Hy, " HY) - (AH}, pHY)) (8'H1, B"HY) - (Ao’ H1, po"HY)
(o'’ HY, po"8" HY),

ce qui achéve de montrer que oy est une action du groupe €(H). Finalement, on
montrerait aisément, en remontant aux définitions, que cette action est naturelle. O

Proposition 1.3.5. Soit H < S, , et soient id; (resp. id2) 1’élément neutre du groupe
Sy (resp. Sk). On a I’isomorphisme d’espéces

Xnryk xn vk

ou on a posé

Hi=m((Sa x {id2}) N H), HY = m(({id1} x Sx) N H).
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Démonstration. Soit U € B x B, et soit (A, u) € X™ - Y*[U]. Nous allons montrer que
I’application

e B (2 fam) o
AwH = O(AH{, pHY)

définit un isomorphisme naturel entre ces deux espéces. Montrons d’abord que P’application
oy est bien définie ; autrement dit, montrons que ’application

po Xl — (50 fem) w

Ap) = O(AH1, pHY)
est constante sur chacune des classes de 1’ensemble
Xnyk
T [U]. (1.31)

Soit encore une fois (A, u) € X"Y* [U], et soit (o, ) € H. Par définition, on a
Fu(Ao !, uoa”) = O((Ao o) HY, (o a”)HY),
Or,on a
(Aeo)Hi,(noo”)HY) = (o/Hy,0"HY)  (\H{, pHY),

et ainsi, on voit que les couples (A, p), (Ao a’,po a”) appartiennent bien & la méme
orbite de ’action de €(H) sur ’ensemble X"Y* [U], de sorte que ’application ¢y est
bien définie, étant constante sur chacune des classes de ’ensemble (1.31).

Soit alors I’application
Xn Yk Xnyk
, 21 7
wi ((Gg)/em)m — L)
O(AHY, pHY) = (A pH

On vérifie alors aisément que si ¥y est bien définie, alors ¥y n’est autre que la réciproque
de oy . Il suffit donc comme on le voit, pour montrer que ¢y est une bijection, de montrer
que Yy est bien définie. Soit I’application
- Xxn vk Xny*k
D == [U] — U
(AHy,pHY) = (A p)H.

et soient (\, p) € X"Y*[U], (¢/,"") € H. On a alors évidemment
(A u)H=(Aod',poa”)H.

Ainsi, les couples (), ), (o/,a") étant arbitraires, on voit que %y est constante sur
chacune des orbites de ’action de €(H) sur I’ensemble

Xn vk

=7 g U

Hi HY
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ce qui achéve de montrer que ¥y est bien définie.

Finalement, on montrerait aisément, en remontant aux définitions, que cette
action a droite est naturelle. m|
Remarque.Il est possible de montrer que les sous-groupes H{, H{ sont maximaux au
sens oll, si A < S,, B < S, et si G est un groupe agissant fidelement & droite sur
I’espéce bi-sorte {T" . %, alors A< H{, B< HY.

Exemple 1.3.6. Soit H le sous-groupe du groupe Ss 3 engendré par les permutations
((1,2),(3,4)) et (idy, (3,4,5)), id; désignant la permutation identité du groupe S,. On
vérifie alors que I'on a H' = Sy, H{ = idy, H"” = S5, HY = {((1,2,3)). On en déduit
immédiatement les isomorphismes

HI HII

— = 27,2 C(H

m =y = U,
Zy désignant le groupe abstrait & deux éléments. On a alors

ﬁ ~ 2 Y_3
H] ’ HY
et ainsi, on a, en vertu de la proposition précédente,
X2ys3 ~ X2Cs(Y)
H —  ¢(H)

> Cy(Y).

On retrouve ainsi I’espeéce X2C3(Y)/Z introduite par J. Labelle dans (Labelle,
1985).

1.4 C-especes additives

Définition 1.4.1. Soit & € C|X|. On dit que & est additive si elle vérifie la relation
(X +Y) = B(X) +&(Y).

Remarque.Soit @ une C-espéce additive arbitraire. On peut montrer, en utilisant
I'unicité du prolongement algébrique, que @ est «linéaire », c’est-a-dire telle que 1’on
ait, pour o, 3 € C, #(aX + fY) = a ®(X) + (V).

Soit n € N. On note alors £2,, la C-espéce n C,(X) — X™. Voici une famille infinie
de C-especes additives formée d’éléments appartenant a la famille {£2,},,cN.

Proposition 1.4.2. Soit n un entier positif, et soit Cy, I’espece C restreinte au cardinal
n. Alors, I’espece n C,(X) — X™ est additive si, et seulement si, n est premier.

Avant d’en arriver a la démonstration de cette proposition, donnons d’abord, 3
cette fin, quelques définitions.

Définition 1.4.3. Soient U, V, deux ensembles finis. Posons n = |U|, k = |V|. Soient
alors A: [n] > U, p: [k] = V, P C [n+ k] tel que |P| = n. On appelle mélange de \ et
p selon P la fonction, notée A\ Lp p, définie par

Adpp:[n+k] - UUV

Ao~Y(v)), siveP
oo LU

ol o (resp. T) désigne 1'unique bijection croissante de [n] dans P, (resp. de [k] dans
[n+ k] - P).
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Exemple 1.4.4. Soient U = {a,b,c}, V = {d,e}, A = ( },
P ={1,4,5}. On a alors

sews(13248)

Définition 1.4.5. Soit U = Uy + Us + -+ - + U, (réunion disjginte). Soient k£ € N*,
A : [k] = U. On appelle mot sous-jacent au mot X la fonction A : [k] — [n] telle que,
pour ¢ € [k], A(¢) est I'indice de ’ensemble auquel appartient A(z).

Exemple 1.4.6. Soit U = (U, Us) avec Uy = {a,b,c}, Us = {d,e}, A = (b,e,d,a,¢).
Alors, le mot sous-jacent au mot A est le mot (1,2,2,1,2).
Démonstration de la proposition 1.4.2. Rappelons d’abord que I’on a

X_I_}/ i( )Xkyvn -k

le second membre étant, comme on le vérifie aisément, la décomposition moléculaire de
(X +Y)™. Montrons d’abord que la condition & I’effet que n soit premier est nécessaire.
Soit donc 7 un nombre qu’on suppose ne pas étre premier ; posons n = af3, avec a # 1,
B # 1. On se convainc alors aisément que 1’espéce

Ca(X -YPY)

est isomorphe & une sous-espéce moléculaire de 1’espéce C,,(X + Y). Ainsi, dans le cas
présent, cette derniére espéce apparait nécessairement dans la décomposition moléculaire
de Cp(X +Y). Comme d’autre part cette méme espéce n’apparait pas dans la décompo-
sition moléculaire de (X + Y)™, on en conclut immédiatement, par définition de £2,,
qu’elle apparait dans la décomposition moléculaire de §2,(X + Y). On en déduit, par
unicité de la décomposition moléculaire, que ’on a

2,(X +Y) # 2,(X) + 2.(Y),

ce qui achéve de montrer que §2,, n’est pas additive.
Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons donc n premier.
On veut montrer I’identité

2a(X +Y) = 2a(X) + 2a(Y),
c’est-a-dire
nCL(X+Y)— (X +Y)"=nCh(X)— X"+ nCh(Y)-Y".

Notons (Cpn (X +Y))k n—k ’espéce Cpn(X +7Y) restreinte au bi-cardinal (k,n—k).
On a évidemment

Ca(X +Y) :Z (X +Y)k k.

Soit donc k un entier arbitraire compris entre 1 et n— 1. Il suffit en fait de montrer
I’identité
n k n—k
(k’)X ‘Y :n(Cn(X+Y))k’n_k.
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Soit U = (Uy,Us) un bi-ensemble tel que |U;| = k, |Uz] = n — k. On se donne
d’abord une fois pour toutes une bijection entre I’ensemble noté gl*[n] (Bergeron,
Labelle et Leroux, 1994, 1998) des parties & k éléments de I’ensemble [n] et 1’ensemble
des entiers allant de 1 & (Z) ; pour fixer les idées, on pourra par exemple supposer que
cette bijection est la fonction notée p telle que, pour P € pl¥1[n], p(P) est le rang de P
par rapport & l'ordre lexicographique (Nijenhuis et Wilf, 1978).

Considérons alors la bijection

w (Z) X5 YHU] 5 n(Ca(X + 1))k U]
définie comme suit : soit s = (v, (A, p)) une structure appartenant au premier ensemble,
avec v tel que 1 < v < (7), A € X*[Uy], p € Y™ *[U,]. Alors, n étant un nombre
premier, par hypothése, le mot w = A Lp-1() p est primitif, de méme que le mot sous-
Jjacent de ce dernier, noté wW. On peut donc parler de la position de la premiére lettre
du mot de Lyndon associé au mot W, notée ¢(w). Ainsi, ay/(s) n’est autre que le couple
dont la premiére composante est (W) et dont la deuxiéme composante est le mot de
Lyndon associé & w. On vérifiera sans trop dé peine que la famille (ay) ainsi définie
détermine bien un isomorphisme naturel. O
Soit n € N. Nous noterons dans ce qui suit C, || X| le sous-espace vectoriel de
C||X || formé des C-especes homogenes de degré n, et A, | X| le sous-ensemble de C,, || X |
formé des C-especes additives de ce dernier ensemble. On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.4.7. L’ensemble A, || X|| est un sous-espace vectoriel de C, | X|.

Démonstration. Facile. O

Remarque. Il est possible de montrer que si F € C||X|| est une C-espéce additive,
distincte de 1’espéce X des singletons, alors F/(z) = 0.

Soit £ € N. On peut, par la méthode des coefficients indéterminés, calculer des
bases de ’espace Ak | X||, & partir des décompositions moléculaires des espéces bi-sortes
M(X 4Y), pour les espéces moléculaires M de degré k; ces décompositions étant
connues pour k < 5 (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998, table A.2.14), ceci nous
a permis de calculer des bases des espaces A | X||, pour ces mémes valeurs de k (tabl.
1.1).

1.5 Remarque a propos du théoréme de préparation de
Weierstrass

Soit une fonction f d’un ouvert de C? dans C, analytique au voisinage d’un point
(%o, Yo). Weierstrass a montré que s’il existe n € N tel que I’on ait

8 an—l n
f(zo,%) = %(ﬁm Yo) == 8_!/%(1:0, %) =0, gy_,{('”oayo) #0, (1.32)

alors il existe deux fonctions analytiques a valeurs complexes a(z, y), u(z, y) définies au
voisinage de (2., ¥o) et vérifiant

f(z,y) = a(z,y)u(z,y),

au voisinage de (zo,Yyo), la fonction u(z,y) étant inversible multiplicativement au
voisinage de (zo, ¥o), et la fonction a(z,y) étant polynomiale en y, de la forme

a(z,y) = Ao(z) + Ar(z)y + ...+ ¥*,
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k Une base de Ag || X||

9 {2E5(X) — X?}

3 {X Ey — E3— C3, X% — 3C3}
4 {2E50 Ey — E2 — PP + Cy,

—E¥ +4Ey0Ey—2E} — PP 4+ X - Cs,
Ey+3Es0Ey— X -E3—2E; — PP+ X% . Ey,
4 Eyo0 By — 2 E3 — 2 PPl 4 Fy(X?2),

12 B0 E5 — 6 E2 — 4 PP° + X*}

5 {—Ps/Zy— Cs + X - Cy,
Ef — X -Ef+Ps— (X?-C3)/Zy— Cs+ X?* - C3,
—Es+X -Eq+E; - E3—X? . Es—Cs— X -E} + X3 Es,
—Ps —2Cs5+ X - Eo(X?),

—5C5s +X5}

Tableau 1.1 Des bases des espaces Ag|X]|, pour k =2,...,5

au voisinage de ce méme point, Ag(z), Ai(z),...,An—1(z) désignant des fonctions
analytiques définies au voisinage du point z,.

Supposons alors qu’il existe une fonction ¢ définie au voisinage du point z,, telle
que p(z,) = Yo et telle que ’on ait, au voisinage de ce méme point,

f(z,p(2)) = 0.

Il résulte alors immédiatement de ce que u(z,y) est non nulle au voisinage de (o, Yo)
que l’on a, toujours au voisinage de z,,

Ao(z) + A1(z)p(x) + ...+ @(x)" =0, (1.33)

cette derniére relation étant & vrai dire équivalente & la relation f(x, ¢(z)) = 0. On peut
donc se ramener a résoudre 1’équation ci-dessus, ce qui revient & dire qu’on est ramené
au calcul de fonctions algébriques.

Considérons maintenant = et y en tant qu’indéterminées. Soit C[[z, y] 1’algébre
des séries formelles & coefficients complexes en z et y. On a depuis Weierstrass abstrait
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le probléme ci-dessus ; on sait maintenant que si on se donne une série formelle f(z,y)
satisfaisant aux relations (1.32) avec &, = y, = 0 (lorsqu’on interpréte ces relations
dans le contexte présent), alors il existe une série formelle a(z, y) € C[[z, y]] ainsi qu'une
série formelle inversible u(z, y) € C|| X, Y| telles que I’on ait

f(z,y) = a(z,y)u(z,y)

ou encore une fois a(x,y) est de la forme (1.33), mais ol Ag(z), A1(2),..., An_1(z)
désignent cette fois-ci des séries formelles en z a coefficients complexes.

Supposons qu’il existe une série formelle ¢(z) vérifiant f(z, ¢(z)) = 0. On a alors
une fois de plus

f(z,0(2)) = 0 <= a(z,¢(x)) = 0,

la structure d’anneau sous-jacente & C[[z, y]] étant évidemment celle d’un anneau intégre.
Ainsi, on est une fois de plus ramené au calcul de solutions d’équations de la forme

Ao(z) + A1(z)y+ ...+ " =0,
c’est-a-dire au calcul de séries p(z) vérifiant la relation
Ao(z) + A1(2)p(2) + ...+ (p(2))" = 0.

Ces considérations nous ont naturellement conduit & nous demander s’il était pos-
sible d’étendre a I’algébre C||X, Y| la « version » précédente du théoréme de préparation
de Weierstrass, au sens ol cette « version » du théoréme de préparation de Weierstrass
s’applique a la sous-algebre C[X,Y] de C||X, Y|, cette sous-algebre étant isomorphe &
Palgebre C[z, y] des séries formelles en les indéterminées z et y. On veut a vrai dire
que de telles conditions, lorsque remplies, permettent de conclure & ’existence d’une
C-especes inversible U(X,Y) et d’une C-espéce G(X,Y) polynomiale par rapport a Y,
ces deux C-espéces vérifiant la relation

F(X,Y)=G(X,Y)U(X,Y),

on serait alors ramené de ce fait a résoudre I’équation plus simple G(X,Y) = 0, c’est-
a-dire & trouver une C-espece @ € C||X|| telle que I’on ait G(X,®(X)) = 0.

Soit encore une fois F'(X,Y) € C||X,Y||. Nous allons présenter dans ce qui suit un
premier essai de généralisation du théoréme de préparation de Weierstrass. Nous verrons
tout de suite aprés que I’hypothése ci-dessous ne permet pas d’aboutir & la conclusion
dont nous avons parlé ci-dessus. Supposons donc que F vérifie les hypothéses suivantes :

oF iR o"F
F(0,0)= =—=(0,0) = --- = ——(0,0) =0, ——(0,0) # 0;
(0,0) = 5:-(0,0) sya=1(0,0) oy (0.0 #
la question se pose alors de savoir s’il existe des C-espéces P;(X,Y) telles que, pour j
compris entre 1 et n, P;(X,Y) soit de degré j par rapport 3 Y et telles que 1’on ait

F(X,Y)= (Po(X,Y)+ Pi(X,Y) +...4+ Po(X,Y)) U(X,Y), (1.34)

U(X,Y) désignant une C-espece inversible (c’est-a-dire, telle que U(0,0) # 0). Nous
allons voir que tel n’est pas toujours le cas. Soit en effet

F(X,Y) = E4(Y)
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oW EL(Y)=E(Y)—-1=Y 4+ E5(Y)+ E3(Y)+... est ’espéce des ensembles non vides
de points de sorte Y. On a évidemment dans ce cas
0F
F(0,0)=0, —==(0,0)#0.
0,00=0, 22(0,0)#
Supposons alors qu’il existe 2z, € C, P(X,Y) € C||X, Y| polynomiale de degré 1
en Y ainsi qu'une C-espéce inversible U(X,Y) de C||X, Y| telles que ’on ait

F(X,Y) = (2 + P(X,Y))U(X,Y).

Alors, F(X,Y) appartenant en fait & la sous-algébre C||Y| de C|| X, Y|, il en est
de méme des C-especes P(X,Y) et U(X,Y), comme cela résulte de ce que ’algébre
C|X,Y| est une algébre de monoide. Posons alors P(X,Y) = P(Y), U(X,Y) =U(Y).
Or, P(X,Y) étant par hypothése de degré 1, on a nécessairement la relation P(Y) = cY,
pour ¢ € C. On a donc

cYUY)=c Y guY M.
Mem

Or, on vérifie immédiatement que ’on doit avoir z, = 0. En effet, dans le cas
contraire, on aurait [1]cY -U(Y) # 0, ce qui est absurde. On doit donc avoir en définitive

cY -U(Y) = F(X,Y),

ce qui est absurde, puisque ’on a [E5]Y -U(Y) = 0. Ainsi, comme nous ’avions annoncé,

Phypothése (1.34) ne permet pas d’en conclure ce que nous voulions. En fait, on peut

aussi se demander si, avec les mémes hypothéses, il existe des C-espéces Ag(X), A1(X),
.oy An—1(X) telles que ’on ait

F(X,Y) = (Ao(X) + A1(X) - Y +...+ YM)U(X,Y)

avec U une C-espéce en X et Y inversible. L’exemple ci-dessus montre que ceci est faux
en général. Toutes ces considérations nous ont & vrai dire conduits & ne considérer que
des C-espéce polynomiales par rapport & Y ; autrement dit, nous avons choisi de nous
borner a ne considérer que des équations combinatoires de la forme

F(X,Y)=0

avec F(X,Y) une C-espéce en X et Y, polynomialeen Y.



CHAPITRE I1

FORMES COMBINATOIRES QUADRATIQUES

2.1 Introduction

Le présent chapitre contient une classification en formes canoniques des formes
combinatoires quadratiques analogue a la classification classique des formes quadra-
tiques en géométrie des coniques. Une telle classification permet alors de se ramener,
quitte a effectuer une substitution affine des variables X et Y, & la résolution des
équations canoniques, c’est-a-dire des équations Q(X,Y) = 0, Q(X,Y) désignant une
forme canonique.

Soit &£ Pensemble des éléments de degré < 2 de My y. Rappelons que l’on a

& ={1,X,Y,E2(X), X%, XY, Y2 Es(Y)}.

Soit alors C||.X, Y||<2 ’ensemble des éléments de degré < 2 de C|X,Y; on peut
donc dire d’un élément de cet ensemble que c’est une combinaison linéaire & coefficients
complexes d’éléments de &;.

Définition 2.1.1. On dit d’un élément de C||X, Y ||<2 que c’est une forme combinatoire
quadratique.

2.2 Congruence

Soient @, ¥ des C-especes de degré < 1 et soit F(X,Y) = Y pep, fMM €
C|lX,Y]l<2. On pose

F(@,¥)= > fuM(®,).
Megé,

Désormais, nous noterons V' le vecteur défini par V = (X,Y)T.

Soit J le groupe des transformations affines inversibles de ’espace C?, et soit
Aut((Cz) le groupe des automorphismes linéaires de C2. Rappelons que tout élément
T € 3 s’identifie canoniquement & un couple (4, B) avec A € Aut(C?), B € C2. En fait,
désormais, nous identifierons A et sa représentation matricielle par rapport & la base
canonique ; d’autre part, nous supposerons que B appartient plutét a ’espace C2*! des
vecteurs colonne d’ordre 2 & coefficients complexes. Finalement, nous poserons,

F((®,%)") = F(2,¥)

ol @ et ¥ désignent des C-espéces de degré 1 arbitraires.
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Soit I’application

« ((C j X (C”X Y”(g — C"X’Y"SZ’
((2,7), F) — (2,T)-F =zF(AV + B).
On note alors FT(X,Y) = F(AV + B).
Ainsi, si I'on pose T = (A, B), avec A = (a;;) € C*>*? une matrice carrée d’ordre
2, B = (by,b3)T € C**!, alors on a
FT(X,Y) = F(a11X + a12Y + b1, a21 X + ag2Y + by).

Proposition 2.2.1. L’application o définit une action & droite du groupe C* x J sur
I'ensemble C||X,Y||<o.

Démonstration. Soit F une forme combinatoire quelconque. L’élément neutre du
groupe C* x J étant évidemment (1, (I,02x1)), I désignant la matrice identité d’ordre
2 et 02x1 le vecteur colonne nul d’ordre 2, on vérifie aisément que ’on a

(1,(],02x1)) -F=F;

ainsi, ’'une des deux propriétés des actions de groupes est satisfaite.
Soient alors (z,T), (2/,T') € C* x J. Nous allons montrer que I’on a

(", T") - ((2,T) - F) = (2'2,ToT") - F.

Posons T = (A B), T' = (A, B'), avec A, A’ € Aut(C?), B, B’ deux vecteurs
colonnes d’ordre 2 a coefﬁc1ents complexes. On a
(,T')-(((2,T) - F)(X,Y)) = (<,T')-(2F(AV + B))
= 2/2F(A(A'V + B')+ B)
= Z/2F(AA'V + AB' + B)
= Z2FT°T(X,Y)
ce qui acheve la démonstration. O

On sait que toute action induit une relation d’équivalence, & savoir la relation
dont les classes sont les orbites de ’action considérée.

Définition 2.2.2. Soient F,G € C||X,Y|<2. On dit que F et G sont congrues si elles
appartiennent a la méme orbite de I’action @. On note alors F = G.

2.3 Relation d’ordre

Rappelons d’abord que, par définition, le support d’une C-espéce F € C||X,Y],
que nous noterons supp F', est le sous-ensemble de M x y formé des éléments M tels que
[M]F #0.

Munissons ’ensemble &, de ’ordre total suivant :
1<X <Y <X2<Y?<XY < Ey(X) < Eqo(Y).

Nous allons utiliser cet ordre total sur £ pour définir un préordre sur C||X,Y||<2. Nous
aurons besoin a cette fin de la définition suivante.
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Définition 2.3.1. Soit F € C|X,Y|<2, F # 0, et soit u(F) la liste des éléments
du support de F rangés en ordre décroissant. On dit alors de p(F') que c’est le mot
décroissant associé @ F. Dans le cas ou F' = 0, on convient de poser p(F) = (), le
symbole () désignant la liste vide.

Exemple 2.3.2. Soit F(X,Y) = 1/3 + (3/2)Y + vV2E»(X) + XY. Alors,
w(F) = (E2(X), XY, Y, 1).

Définition 2.3.3. Soit F,G € C|X,Y | <2. On dit que F est inférieur ou égal & G selon
Pordre lexicographique si p(F) <jex p(G), ou <jex désigne l’ordre lexicographique. On
note alors F' < G.

Exemple 2.3.4. Soient
F(X,)Y)=Ey(Y)+V2, G(X,Y)=2Ey(X)—iXY +Y2+Y +7.
On a alors G(X,Y) < F(X,Y).
Nous sommes maintenant en mesure de définir le préordre annoncé plus haut.

Définition 2.3.5. Soient F,G € C||X,Y||<2. On note alors F < G si F et G sont
congrues et si u(F') est inférieur ou égal & p(G) selon ’ordre lexicographique.

Proposition 2.3.6. La relation < définie sur C||X,Y||<2 est un préordre.

Démonstration. On doit montrer que la relation < est a la fois réflexive et transitive.
Or, pour montrer que cette relation est réflexive, il suffit de noter que ’ordre lexicogra-
phique est lui-méme réflexif et que, de plus, toute forme combinatoire quadratique est
évidemment congrue a elle-méme, comme cela résulte immédiatement de la définition
d’une action de groupe. Pour ce qui est de la transitivité, elle résulte de ce que I’ordre
lexicographique ainsi que la relation de congruence définie ci-dessus sont eux-mémes
transitifs, ’ordre lexicographique étant un ordre total et la relation de congruence définie
ci-dessus étant une relation d’équivalence, comme nous ’avons observé plus haut. O

Il est bien connu que tout préordre défini sur un ensemble donné induit une
relation d’équivalence sur cet ensemble, a savoir la relation R telle que, quel que soient
z,y appartenant a I’ensemble considéré, on ait

(2,y) ER <= (z,y) EP et (y,2) €P,

P désignant le préordre donné. De plus, la relation induite par P sur les classes
d’équivalence de la relation R est alors une relation d’ordre. Il est donc loisible de
se proposer de trouver les classes minimales par rapport & cette derniére relation.
C’est précisément ce que nous nous proposons de faire a la section suivante ; en fait,
les théoremes 2.4.2 et 2.4.4 donnent un ensemble de familles & au plus un parameétre
complexe, la réunion de ces familles formant un systéme de représentants des classes
minimales.

La proposition suivante énonce une propriété remarquable qu’ont en commun les
représentants d’un méme classe minimale.

Proposition 2.3.7. Soient F,G € C||X,Y|<2. Si F,G vérifient les relations F < G,
G < F, alors suppF = suppG.
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Démonstration. En effet, les hypothéses F < G, G < F entrainent immédiatement
B(F) <iex p(G), u(G) <iex p(F). Ainsi, Pordre lexicographique étant évidemment
antisymétrique, étant un ordre total, on a pu(F) = pu(G), et ainsi, on a bien supp(F) =
supp(G). (]

2.4 Formes canoniques

Définition 2.4.1. 2.4.1 Soit F(X,Y) une forme combinatoire quadratique. Si les
coefficients respectifs de E5(X) et de E2(Y) de F sont nuls, on dit de F que c’est
une forme combinatoire quadratique classique; dans le cas contraire, on dit que c’est
une forme non classique.

2.4.1 Classification

Considérons d’abord le cas bien connu des formes combinatoires quadratiques
classiques.

Théoréme 2.4.2. 2.4.2 Soit F(X,Y) une forme combinatoire quadratique classique.
Alors, F est congrue 4 une et une seule des formes combinatoires suivantes :

X2,
X241,
X2+,
X?*+Y?,
X24Y241.

Le théoréme suivant fournit un systéme de représentants des classes de congruence
du sous-ensemble de C||X,Yl||<s formé des formes combinatoires quadratiques non
classiques, chacun de ces représentants étant en fait un représentant d’une classe
minimale par rapport & I’ordre induit par le préordre <.

Lemme 2.4.3. L’ensemble des formes combinatoires quadratiques non classiques est
fermé par congruence.

Démonstration. Il est en effet évident que 1’ensemble des formes combinatoires
classiques est lui-méme fermé par congruence. Cet énoncé découle alors immédiatement
de ce que la relation de congruence est une relation d’équivalence. (]

Théoréme 2.4.4. Soit F(X,Y) une forme combinatoire quadratique non classique.
Alors, parmi les C-espéces suivantes, il en existe une et une seule qui soit congrue & F :

@ Ey(X)+t, teC
(I1) EyX)+Y
(II1) Ey(X)+Y2+t, teC

(IV) 2E5(X) - X2 +1tX, teC
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(V) 2E5(X) = X2 - X +1
(VI) 2E5(X) — X2 +Y
(VII) 2E,(X) - X?+Y?2+1X, teC
(VII) 2E5(X) - X2 +Y2-X +1
(IX) Ex(X)+ XY
(X) Ey(X)+ XY + 1.

La suite du présent article est consacrée a la démonstration du théoréme ci-dessus.
Indiquons d’abord les grandes lignes de cette démonstration. Rappelons que ’on a, par
définition, £25(X) = 2E>(X) — X?2. On vérifie alors aisément que 1’ensemble F, défini

par
Fo={1,X,Y, X2 Y2 XY, 2:(X), 2:(Y)}

forme une base de C||X,Y||<2. On se propose dans ce qui suit de présenter un systéme
de représentants des classes de congruence de C|| X, Y||<2, exprimés par rapport & cette
base, en exploitant le fait que la C-espéce {25 satisfait a la relation de pseudo-linéarité

suivante :
22(aX 4+ Y +7) = afa(X) + B2:(Y) +7

ol a, B et v désignent des nombres complexes arbitraires. Munissons ’ensemble F» de

I’ordre total
1<X <Y <X2<Y2<XY < 2:(X) < 2:(Y).

Plus précisément, nous allons trouver un systéme de représentants des classes de
congruence de C||X,Y||<2 qui soient exprimés par rapport a cette nouvelle base et qui
soient des minima par rapport au préordre obtenu en remplacant £ par F, dans la
définition 2.3.3. Une fois un tel systéme de représentants obtenu, il suffira d’exprimer
chacun de ces représentants par rapport a la base canonique, c’est-a-dire par rapport a
la base &; ; on pourra ensuite déduire des formes obtenues un systéme de représentants
qui soient minimaux par rapport a I’ordre induit par le préordre < défini sur C|| X, Y ||<2.
A cette fin, nous allons d’abord montrer que la partie homogeéne de degré 2 de toute
forme combinatoire quadratique non classique soit est congrue a une forme combinatoire

de la forme
2(X)+6X2 4672, (2.1)

ou 4,8 € {0, 1}, soit est congrue a
25(X) + XY, (2.2)

chacune de ces C-espéces étant des représentants de classes minimales, par rapport a la
relation d’ordre induite par le préordre <. Ceci revient a montrer qu’il existe une matrice
carrée inversible & coefficient complexes, d’ordre 2, A = (a;;), ainsi qu’une constante
k € C* telles que la partie homogéne de degré 2 de

k F(a11X + a12Y,a21.X + azY)

soit de la forme de 1’une des C-espéces ci-dessus. Ainsi, une fois ceci posé, on est ramené
a montrer que toute forme combinatoire quadratique est de la forme G(X,Y) +d X +
eY + f, avec G(X,Y) une forme combinatoire qui soit de la forme (2.1) ou qui soit la
forme (2.2) ; c’est précisément ce que nous ferons ensuite.
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Soit F(X,Y) une forme combinatoire quadratique ; posons
F(X,)Y)=a25(X)+aX?4+20XY 4+ cY2 +y2:(Y) +dX +eY + f.
Soit de plus A = (a;;) une matrice carrée d’ordre 2 & coefficients complexes. On a alors
F(anX +a12Y,a01X +asY) =
(@ay +yaz) 22(X) +
+ (aa%1 + 2bayi1as1 + ca%l) X%+
+2(aaiiai2 + b(a11a22 + a12a21) + caznazn) XY +
+ (aa%z + 2baizags + ca§2) Y2+
+ (aa12 + ya22) 22(Y) +
+ (day; +ean) X +
+ (daia + eaxn) Y +
+ 7
Lemme 2.4.5. Soit F(X,Y) = a25(X)+aX?+cY?, avec a,a,c € C, o # 0. Alors,

F(X,Y) est congrue a une forme combinatoire de la forme (2.1), avec § = 0 (resp.
0'=0)sia=0 (resp. c=0) et § =1 (resp. &' = 1) si a # 0 (resp. ¢ # 0).

Démonstration. Soit @’ = a/a, ¥’ = b/a. Il est alors clair que la forme
GX,)Y)=2(X)+d X?+Y?

est congrue & F(X,Y). On peut donc sans perte de généralité démontrer cet énoncé
plutot pour G(X,Y). Notons d’abord que a = 0 (resp. ¢ = 0) si, et seulement si, a’ = 0
(resp. ¢/ = 0). Ainsi, ce résultat est démontré dans le cas ou I’'on a = 0 = ¢, puisqu’alors
on a G(X,Y) = 25(X). Il reste donc & considérer les trois cas suivants, a savoir

i) a=0,c#0;soit k=1/+/c/, V¢’ désignant ’'une quelconque des deux racines de
¢. On a alors

1) a#0,c=0;soit k=1/a’. On a alors dans ce cas

%G(k X,Y) = 2(X) + X2

i) a#0# c;posons k=1/d’,l =1/+/a'¢', ol Va'c' désigne I’'une quelconque des
deux racines de a’¢’. On a alors

d GkX,1Y)=2(X)+X2+Y2,

m]

Notons que toute forme combinatoire quadratique non classique est congrue & une
forme combinatoire quadratique dont le coefficient de £25(X) est non nul. Soit en effet F
une forme combinatoire quadratique non classique dont le coefficient de £25(X) est nul.
On vérifie alors aisément que F(X,Y) est congrue a la forme combinatoire quadratique
F(Y, X) ; comme de plus on a

[22(X)]F (Y, X) = [2:(Y)]F(X,Y),
on en déduit immédiatement, par hypothese, [25(X)]F (Y, X) # 0.
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Proposition 2.4.6. Soit F'(X,Y) une forme combinatoire quadratique homogéne non
classique. Posons

FX,)Y)=a2:(X)+aX?+26 XY +cY? 4 925(Y).

avec a # 0. Alors,
i) si ab = va ou 2avb # y?a+ a’c, F(X,Y) est congrue a une C-espece de la forme

2o(X)+6X240'Y?, (2.3)
avec 6,0’ € {0,1};

i) sinon, F(X,Y) est congrue a

2(X)+ XY (2.4)

Démonstration. Soit G(X,Y) = F(X —vY,aY). Il est alors clair que G est congrue
a F. Nous allons montrer que si les conditions en (i) sont remplies, alors G est congrue
a une forme combinatoire de la forme (2.3). Posons

GX,Y)=a' 2(X)+a X2+ 20 XY + /Y2 4+ 2,(Y).

Notons d’abord qu’il résulte de la définition de G que ’on a en fait 4/ = 0. Or,

on a
[XY)G=ab—va, [Y?G =ay?—2bay+ca’

Ainsi, les conditions
ab = ya ou 2avb # o’a + ya

expriment simplement que le coefficient de XY de G est nul ou que le coefficient de Y2
de cette méme forme est non nul ; autrement dit, ces conditions expriment que I’on a, en
fait, b’ = 0 ou ¢’ # 0. Or, si b’ = 0, on peut déja conclure, en vertu du lemme précédent,
puisque 4’ = 0, que G(X,Y) est congrue & une forme combinatoire de la forme (2.3).
Nous allons donc désormais pouvoir supposer b # 0 et ¢’ # 0. Montrons alors dans ce
cas qu’il existe une matrice inversible A = (a;;) € C**? telle que G(AV) est de la forme
(2.3) ; en vertu du lemme 2.4.5, il suffit donc pour ce faire de montrer qu’il existe une
telle matrice A qui soit telle que les coefficients respectifs de XY et de £25,(Y) de G(AV)
soient nuls.

Or, on a, d’une part, puisque v’ = 0,
[.Qz(Y)] G(AV) = a’alz;

ainsi, on en déduit immédiatement la condition nécessaire a,2 = 0 ; 1l est alors nécessaire,
pour que A soit inversible, que 'on ait as2 # 0. Posons a3 = 0, azz = 1. On a alors

[XY] G(AV) =2 (blall + C/azl).

On en déduit la condition nécessaire az; # 0, puisque dans le cas contraire
on devrait également avoir a;; = 0, et alors la matrice A ne serait évidemment pas
inversible. Supposons donc aj; # 0. On peut alors poser a;; et as; de fagon que ’on ait

a1 CI
a2 4 ’
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et alors, on vérifie aisément que la matrice A obtenue est inversible, le déterminant de
A étant différent de 0. On obtient de la sorte, par construction, une forme dont les
coefficients respectifs de XY et de £25(Y) sont nuls, et ainsi, en vertu du lemme 2.4.5,
cette forme est bien congrue & une forme combinatoire de la forme (2.3).

Montrons maintenant (ii). Les relations
ab#ya, 2avb=~%a+a’c,

expriment en fait que I’on a [XY]G # 0, [Y4] G = 0, autrement dit, que ’on a b’ # 0,
¢’ = 0. Nous allons d’abord montrer qu’avec ces hypotheses, il existe une matrice carrée
inversible d’ordre 2, A = (a;;), telle que les coefficients respectifs de X2 et de Y2 de
G(AV) soient nuls. Notons d’abord que I’on a, dans le cas présent, puisque ¢’ = 0,

[X*]G(AV) = d'a?, +2Vajia0, (2.5)
[YQ] G(AV) = a'a%z + 2b’a12a22. (26)

Or, pour la méme raison qu’en (i), il est nécessaire, afin d’annuler le coefficient de
25(Y) de G(AV'), que ’on ait a;2 = 0; posons donc a2 = 0. De plus, posons ass = 1.
On vérifie alors immédiatement que la relation (2.6) est satisfaite. D’autre part, pour
annuler le coefficient de X2 de G(AV), il suffit, dans le cas a’ = 0, de poser a1 = 1,
ag; = 0, tandis que dans le cas a’ # 0, il suffit d’attribuer des valeurs a aq1 et as; de
facon que ’on ait

a1y _ 2b/
as - —E’—'

Ainsi, la matrice A obtenue est bien dans chaque cas inversible et telle que les

coefficients respectifs de X2 et de Y2 de G(AV)) soient nuls ; autrement dit, on a

G(AV) = o’ 2:(X) + b" XY,

avec o b" € C.
Soient alors k =1/a”,1 = o /b”. On a ainsi

G(kX,1Y) = 2(X) + XY,

ce qui achéve de montrer que F(X,Y) est, dans le cas présent, congrue & la forme
(2.4). o

Les propositions qui suivent vont nous permettre d’obtenir les familles & un
paramétre complexe (I') & (X’) plus loin, dont la réunion, comme on le verra, forme
un systéme de représentants des classes de congruence de l’ensemble des formes
combinatoires quadratiques non classiques.

Soit encore une fois F'(X,Y’) une forme combinatoire quadratique non classique.
Rappelons que 1’on se propose de trouver une forme combinatoire congrue & F' qui soit
minimale lorsqu’exprimée par rapport & la base F,. Comme nous ’avons déja observé,
on peut donc sans perte de généralité supposer F(X,Y) de la forme

G(X,Y)+dX +eY +f,

ot G(X,Y) est de la forme (2.1) ou, sinon, est la forme (2.2). Nous allons donc considérer
successivement chacun de ces cas.

Proposition 2.4.7. Soit F(X,Y) = 25(X) +dX + ¢Y + f. Alors,
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i) sie#0, F(X,Y) est congrue a la forme (III') ;

ii) sinon, F est congrue & une forme combinatoire de la forme (I'), sauf dans le cas
ot d = —1, auquel cas elle est congrue a la forme (II') lorsque f = 0 et & la forme (I')
avec t = —1 lorsque f # 0.

Démonstration. (i) Soit
GX,)Y)=2(X)+dX +Y + f.

La forme G(X,Y) étant congrue a F(X,Y), puisqu’en effet on a G(X,Y) =
F(X,Y/e), on peut donc se ramener a montrer que G(X,Y’) est congrue a la forme
(II'). Or, ceci résulte immédiatement de ce que l’on a

G(X,—dX +Y — f) = 2(X) + Y.

(i) Considérons d’abord le cas ou I’on a d # —1. On pose alors 2, = —f/(d+1); on a

alors
F(X +z,,Y) = 25(X) +dX,

ce qui montre bien que dans ce cas F(X,Y) est congrue & une forme combinatoire de la
forme (I'). D’autre part, si d = —1 et si f # 0, alors on vérifie que, quel que soit z € C,

on a
F(X+2,Y) = 2:(X) - X + f, (2.7)

ce qui montre bien que dans ce cas le support de F' ne peut étre réduit. Finalement, la
relation
1
f
montre bien que F est, dans ce cas, congrue a la forme (II') ; si par contre f = 0, on
conclut immédiatement de 1’identité (2.7) que F est congrue a la forme 25(X) — X, qui
correspond bien au cas particulier ou ’on pose t = —1 dans (I'). O

F(X/f,Y) = 22(X) - X +1

Proposition 2.4.8. Soit F(X,Y) = 25(X) + X2+ dX + €Y + f. Alors,
i) sie =0, F(X,Y) est congrue a une forme combinatoire de la forme (IV’) ;

il) sinon F(X,Y) est congrue a la forme combinatoire (V’).
Démonstration. (i) On a en effet dans ce cas
F(X —d/2,Y)=2:(X)+ X2 —d(d+2)/4+ f.

(ii) Soit G(X,Y) = 22(X) + X2 +dX +Y + f. Alors, G(X,Y) est bien congrue a
F : il suffit en effet pour s’en convaincre de noter que G(X,Y) = F(X,Y/e). On peut
donc se ramener & montrer que G(X,Y) est congrue a la forme (V’). Or, ceci résulte
immédiatement de 1’identité

G(X,—dX+Y — f) = 2(X) + X* + Y.

Proposition 2.4.9. Soit F(X,Y) = 25(X) + Y2 +dX + €Y + f. Alors,
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i) sid= -1, F(X,Y) est congrue & la forme (VIl') si f —e?/4 # 0 et & la forme
(VI') avec t = —1 sinon;

ii) sinon, F(X,Y’) est congrue & une forme combinatoire de la forme (VI').
Démonstration. (ii) Posons z, = (¢*/4 — f)/(1 + d). On a alors
F(X +2,,Y —e/2) = 25(X)+ Y2 +dX.
(1) On a
F(X)Y —¢/2) = 25(X)+Y?> =X —e2/4+ f.

Ainsi, si f —e%/4 = 0, on déduit immédiatement de cette identité que F est congrue
a (VI') avec t = —1. Autrement, on a, lorsque l'on pose k = f —e2/4, G(X,Y) =
F(X,Y —¢/2),

%G(X/k, Y/VE) = 2a(X) + Y2 = X +1,

Vk désignant Pune quelconque des deux racines de k ; ainsi F(X,Y) est bien congrue
dans ce cas a la forme (VITI'). O

Proposition 2.4.10. Soit F(X,Y) = 25(X)+ X2+ Y2+dX +eY + f. Alors, F(X,Y)
est congrue & une forme combinatoire de la forme (VIII').

Démonstration. Il suffit en effet de noter que 1’on a

F(X—=d/2)Y —¢/2) = 2(X)+ X2+ Y24+ f,
ol on a posé f' = —d/2+ (d*® +€2)/4+ f. 0
Proposition 2.4.11. Soit F(X,Y) = 25(X) + XY +dX +eY + f. Alors,

i) si f=(1+d)e, F(X,Y) est congrue & la forme (IX');
ii) sinon, F(X,Y’) est congrue & la forme (X’).

Démonstration. (i). On a en effet dans ce cas
F(X-eY—-d)=2(X)+ XY.

(ii) Posons k = f — (14 d)e. On a alors
% (kX —e,Y —d) = 2(X) + X Y + 1.

0

Comme nous ’avions annoncé, les propositions ci-dessus nous permettent main-
tenant d’affirmer que la réunion des familles (& un parameétre complexe) suivantes forme
un systéme de représentants des classes de congruence de I’ensemble des formes combi-
natoires quadratiques non classiques.

(I 2(X)+tX, teC
(Ir) 2(X)—-X +1
(117 2(X)+Y

(v 2H(X)+X2+t, teC
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(V") DH(X)+X2+Y

(V1) 2(X)+Y2+tX, teC
(VII') 22(X)+Y2 - X +1
(VIIT') 2(X)+ X2 4+Y2+t, teC
(IX) 25(X)+ XY

(X" 2(X)+ XY +1

Nous allons utiliser les formes (I') & (X’) pour en déduire un systéme de repré-
sentants des classes de congruence de ’ensemble des formes combinatoires quadratiques
non classiques, qui soient exprimés par rapport a la base &.

Dans chaque cas, on exprime d’abord la forme combinatoire générique par rapport
a la base &;, puis on trouve une forme combinatoire de C||.X, Y|<2 qui soit congrue 4 la
forme considérée et qui soit minimale lorsqu’exprimée par rapport a cette derniére base ;
il s’agit donc dans chaque cas, essentiellement, de réduire le mot décroissant associé au
support de la forme combinatoire obtenue aprés changement de base. Nous notons —
la transformation obtenue par la substitution £2(X) = 2E»(X) — X2.

Forme (I') : 22(X) +tX — 2E5(X) — X? 4+t X. Cette forme est minimale. En effet,
ona

92(a11X+:c)+t(a11X+:c) all.Qg(X)+x+ta11X+ta:

= 2a11E>(X) — a11X2 +tann X + (1 +1).

Ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser ¢ = 0, a;; = 1 et alors on trouve
la forme (IV), c’est-a-dire
2E>(X) - X2+t X.

Forme (IT') : £25(X) — X + 1 — 2E5(X) — X2 — X + 1. Cette forme est minimale. On
a en effet

(e X +2)— (anX +2)+1

= an(X)+z—anX-z+1
a1 $22(X) —an X +1
= 2a1,Ey(X) —anX?—an X +1.

Ainsi, quel que soit z, on trouve la forme
—2a11 E2(X) + annX? +annX + 1,

et alors il suffit de poser a;; = —1 pour obtenir la forme (V).

Forme (III') : £25(X) +Y — 2E2(X) — X2 +Y. Cette forme est minimale. On a en
effet

29(anX +z) + (anX + az2Y + )
= anf2s(X)+z+anX +apY +y
= 2a11E5(X) — a1 X+ anX + aY +z+y.

Ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser a1; =ass =1,a21 =0,z =y =0.
On obtient alors la présente forme, c’est-a-dire la forme (VI).
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Forme (IV') : 25(X) + X%+t — 2 E2(X) +t. Cette forme est minimale. On a en effet

29(a1 X + ) + (ann X +2)2 + 1t
= an(X)+z+ (an X +z)>+1
= 2a11E2(X) —an X?+a?, X? +22a1, X + (1 + ) +1,

et ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser £ = 0, a;; = 1. On obtient bien de
la sorte la présente forme combinatoire. Il suffit alors de diviser cette forme par 2 pour
obtenir une forme combinatoire de la forme (I).

Forme (V') : 25(X) + X2 +Y — 2E5(X) + Y. 1l est évident que cette forme est
minimale, sachant que ni le terme en E5(X) ni le terme en Y ne peut disparaitre par
suite d’une substitution affine des variables X et Y. De plus, cette forme est congrue a
la forme (II). Soit en effet F(X,Y) = 2E5(X) + Y. On a alors évidemment

Eo(X)+Y = = F(X,2Y).

N =

Forme (VI') : 25(X)+ Y2+t X — 2E5(X) = X24+Y? 4+t X. Cette forme est minimale.
On a en effet

25(a11X +z) + (a22Y +y)* +t (a1 X + z)
= anfB(X) +z+ (anY +y)? +t (a1 X + 2)
= (111(2E2(X) — Xz) +x+ angz + 2022yY —+ y2 + ta;1xz + tx.

Ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser a;; = aso =1, £ = y = 0, et ainsi
on trouve la forme (VII).

Forme (VII') : 25(X)+ Y2 — X +1 — 2E5(X) — X2+ Y? — X 4 1. Cette forme est
minimale. On a en effet

25(a11 X +2) + (a2 +y)? — (a1 X +2) + 1
= auﬂz(X) + 4+ a§2Y2 + 2as2yY + y2 —an X —z+ 1.

Ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser a;; = asg =1, £ = y = 0, et ainsi
on trouve cette fois la forme (VIII).

Forme (VIIT') : 25(X) + X2 +Y2+t — 2 E2(X) + Y2 +1¢. Cette forme est minimale.
On a en effet

29(a11 X +z) + (a1 X + 2)? + (az2Y + y)2 +1

a112(X) + z + (ann X + z)% + (an2Y + )% +1

2011 E5(X) —anX? + x4+ (anX + )2 4 (a2 + )2 +1¢

2011 E2(X) + ann(arn — )X + a2,Y? 4 2a1,2X + 2a009Y + 22+ y° + 2 + 1.

Ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser a;; = azs = 1, * = y = 0 et alors
on trouve une forme équivalente & la forme (III).

Forme (IX’) : £25(X) + XY — 2E5(X) - X2+ XY.On a

Ey(X)+ XY < 2E5(X) — X%+ XY, (2.8)
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On a en effet

29(a11 X + ) + (211X + z) (a2 X + azY +y)
= anf2(X) +z+ (enX + z)(anX +aY +y)
2a11F2(X) — anX?+z+ (a11X + 2)(a21 X + az2Y + v)
2a11E2(X) + ar1(as1 — 1) X2 + a11a22XY + (@119 + a212) X + azzY + zy.

Ainsi, le mieux qu’on puisse faire est de poser ayj; =as; =1, a2 =2, 2 =y =0,
et alors on trouve bien une forme équivalente & la forme (IX).
Forme (X') : £22(X)+XY +1 — 2E5(X)—X24 XY +1. On déduit alors immédiatement
de (2.8)
2E3(X) + XY + 1< 2E5(X) - X2+ XY + 1.

et ainsi on trouve bien la forme (X).

2.4.2 Analyse des équations canoniques

Soit @(X,Y) une forme combinatoire quadratique. Considérons 1’équation com-
binatoire
Q(X,Y)=0. (2.9)
Le probléme de la résolution d’une telle équation consiste alors a trouver des C-espéces
F(T), G(T) telles que 'on ait

Q(F(T),G(T)) = 0. (2.10)

Le probléme étant ainsi posé, soit G (resp. F') une C-espéce donnée arbitraire. On obtient
alors évidemment des solutions & I’équation (2.9) en trouvant les C-espéces F (resp. G)
satisfaisant & ’équation ci-dessus, vue cette fois comme équation & une inconnue F(T)
(resp. G(T')). Ainsi, de la résolution d’une équation a deux inconnues, on est ramené
a la résolution d’une équation & une inconnue, plus simple a résoudre, et pour laquelle
il existe, en fait, des méthodes de calcul. C’est précisément cette démarche que nous
avons adoptée dans la suite. D’autre part, on voit qu’on peut se ramener, quitte a
effectuer une substitution affine des variables X et Y, a chercher des solutions non
pas pour une forme combinatoire quadratique quelconque mais bien pour une forme
canonique. Ainsi, nous allons considérer I’équation ci-dessus dans le cas ou Q(X,Y)
désigne successivement chacune des formes canoniques, en donnant dans la plupart des
cas des conditions d’existence de solutions dans C||T||, cette équation étant vue, comme
nous venons de le dire, comme équation & une inconnue F(T'), G(T) étant donnée.
Notons & ce propos que la lettre X joue le role, dans ce qui suit, de ’inconnue, alors
qu’il est plutot d’usage d’utiliser la lettre Y pour désigner une inconnue ; ceci résulte de
ce que nous avons jugé les formes combinatoires quadratiques dont le terme en F5(X)
apparait plus simples que celles dont c’est plutot le terme en E5(Y) qui apparait.

On consultera, & propos du résultat central du présent article, D’article de
Bouchard, Chiricota et Labelle (1995).

Avant d’en arriver & l’objet central du présent article, rappelons d’abord la
proposition suivante (Bouchard, Chiricota et Labelle, 1995).

Proposition 2.4.12. Soit F =} /oy fmr M une C-espéce. On a
Ey(F)= Y fuBEa(M)+ ) (f’2”>M2+ > frfoP-Q.

MeM MeMm P,QeM
P<Q
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Corollaire. Soit F' =)/ con far M une C-espéce. On a
2Ey(F)-F>=2 Y fuBs(M)- Y fuM.
MeMm MeM
En d’autres termes, on a $25(F) = 3 rcon far 22(M).

Démonstration. On a évidemment

FP= " fuM*+2 Y fefoP-Q.

P<Q
MeMm P,QeM

Ainsi, on en déduit aisément, en vertu de la proposition précédente,

2 E5(F) — F?
= (Y B+ Y (fgf)M2+ > IrfeP-Q) - (D)’ (211)
MeM MedMm P‘-DQ<=QM
= 2) fmEAM)= Y fuM?, (2.12)
MeMm MeM
ce qui achéeve la démonstration. o

Rappelons de plus la proposition suivante (Bouchard, Chiricota et Labelle, 1995,
prop. 3.1), qui constitue un outil important dans ’analyse qui va suivre.

Proposition 2.4.13. Soit F € C||T||. Posons G = Y prcon 9 M. Alors,

i) si le terme constant g; de G est différent de 0 ou de —1/8, il existe dans C||T|
deux solutions G & I’équation F»(F) = G;

ii) si le terme constant g; de G est —1/8, il existe dans C||T'|| une seule solution F &
Péquation E5(F) =G

iii) si le terme constant g, de G est 0, alors
1. il existe dans C||T'|| une seule solution G & ’équation E(F) = G dont le terme
constant f; soit non nul : ce terme constant est alors f; = —1;

2. il existe dans C||T'|| au plus une solution G & I’équation E2(F) = G dont le terme
constant f; soit nul.

Proposition 2.4.14. Soit G une C-espéce en la variable T'. Posons G(T) = ZMefm gu M.
Soit Q(X,Y) une forme quadratique canonique et considérons ’équation combinatoire
Q(X,G(T)) = 0 a résoudre par rapport a I'inconnue X = F(T). On a, selon chacun des
10 cas possibles (I) - (X) pour @ :
I. E3(X) 4+t =0. Cette équation est un cas particulier de I’équation E5(X)+Y = 0.

1. Sit est différent de 1/8, il existe deux solutions.

2. Sit =1/8, il existe une seule solution.

II. E3(X) + G(T) = 0. Cette équation fait I’objet de la proposition 2.4.13.
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III. Eo(X) +(G(T))2+t=0.
1. Si g; n’est ni racine carrée de —t ni racine carrée de 1/8 — ¢, alors il existe deux
solutions.
2. Si gy est racine carrée de 1/8 — ¢, il existe une seule solution.
3. Si g; est racine carrée de —t, alors

- 1] existe exactement une solution a terme constant non nul,
- 1l existe au plus une solution a terme constant nul.

IV. 2E5(X) - X2 +tX =0

1. Sit est différent de —1, la solution banale X = 0 est 'unique solution.
2. Sit = —1, ’ensemble des solutions n’est autre que I’ensemble des C-espéces cons-
tantes.

V. L’équation combinatoire 2 E5(X) — X? — X 4+ 1 = 0 n’admet aucune solution.

VI. L’équation 2E5(X) — X% 4+ G(T) = 0 admet une solution si, et seulement si, quel
que soit M € M,

i) g est nul dés que M n’est ni de la forme E3(N) ni de la forme N2, N désignant
une espéce moléculaire, et
) g, (M) = —29m>.

VIL 2E2(X) - X2+ (G(T))?+tX =0

1. Sit est différent de 0 et de —1, il existe une seule solution.

2. Sit = 0, il n’existe de solution que si G est ’espéce nulle, auquel cas la solution
banale est 1’'unique solution.

3. Sit = —1, cette équation n’admet de solution que si g1 # 0 ; dans ce cas, elle admet
une infinité de solutions, chacune des solutions étant uniquement déterminée une
fois son terme constant donné, le terme constant pouvant étre un nombre complexe
quelconque.

VIII. L’équation 2E5(X) — X2+ (G(T))2 — X + 1 n’admet de solutions que si g; = =i,
auquel cas elle en admet une et une seule.

IX. E2(X)+ X -G(T) = 0. L’espeéce nulle X = 0 est solution de cette équation. De plus

1. Si g1 ¢ {—1/2,—1}, il existe exactement deux solutions, la solution autre que la
solution banale étant & terme constant non nul.
2. Si g1 = —1/2, la solution banale est 1’'unique solution.

3. Si g1 = —1, il existe au plus une solution autre que la solution banale, auquel cas
le terme constant de cette solution est non nul.

X. Es(X)+ X -G(T)+1=0.

1. Sigys = %(—1 + 2\/5), alors cette équation admet une et une seule solution ;

2. si g1 € {—2,1}, cette équation admet au moins une solution et au plus deux
solutions ;
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3. autrement, cette équation admet exactement deux solutions.

Démonstration.
I. Cas particulier ot on a G(T') = ¢ en II.

II. Conséquence immédiate de la proposition 2.4.13.

III. Cette assertion se déduit aisément de 1’assertion II en notant que la C-espéce jouant
le r6le de la C-espéce G a ’assertion II est ici la C-espece G(T')? + t.

IV. Posons Q(X) = 2 E2(X) — X%+t X. On note d’abord que 1’on a, par le corollaire
a la proposition 2.4.12,

QUF(T) =2 > fuBs(M)— > fuM*+t > fu M.

MeIn MeM MeM

On voit donc en particulier que le terme constant de la décomposition moléculaire
de Q(F(T)) est (1+1) f1. Plus généralement, soit M € M. On a trois cas & considérer, 3
savoir le cas o M est de la forme E5(N), le cas ol M est de la forme N2, (N désignant
dans chacun des cas une espéce moléculaire) et finalement le cas ot M n’est d’aucune
des deux formes précédentes. Supposons d’abord ¢ # 0. Dans le premier cas, on déduit
de I’identité ci-dessus la relation

2fN+tfm =0, (2.13)
et ainsi on a fyy = —2fn/t. Dans le deuxiéme cas, on déduit la relation suivante de
cette méme identité :

—IN+tfm =0 (2.14)
de sorte qu’on a fyr = —fy/t. Finalement, dans le dernier cas, on a

tfm =0, (2.15)

et ainsi on voit que, dans ce cas, fas doit étre nul. Or, si t est différent de —1, on voit
que f; doit étre nul, puisqu’on doit avoir (1 +¢)f; = 0. Soit M € M. Supposons donc
par récurrence le coefficient fx déterminé, pour N < M. Alors, les relations précédentes
montrent que, dans tous les cas, fs est déterminée, et ainsi, la solution est donc unique.
Or, comme on le vérifie immédiatement, ’espéce nulle est solution : on a donc bien que
I’espéce nulle X = 0 est I’unique solution de 1’équation @(X) = 0. D’autre part, dans le
cas ol t = 0, vérifions 12 encore que ’espéce nulle est solution. Soit M € 9 une espéce
moléculaire arbitraire. Calculons le coefficient de Eo(M) de Q(F(T)) : ce coefficient
n’est autre que 2fps, comme on le vérifie aisément, ce qui montre bien que fj; est nul;
Pespéce M étant arbitraire, on a bien montré dans ce cas également que 1’espece nulle
est 'unique solution.

D’autre part, dans le cas o ¢ = —1, on vérifie que f; peut prendre a priori
n’importe quelle valeur, c’est-a-dire que, quel que soit z € C, on peut poser f; = z. De
plus, une fois f; fixé, on vérifie, par le méme argument que ci-dessus, que tous les autres
coefficients de F' sont déterminés, ce qui montre I’unicité de la solution pour une valeur
donnée du terme constant ; or, Pespéce fi est elle-méme solution, comme on le vérifie
immédiatement, ce qui montre bien que toute solution doit appartenir & I’ensemble des
C-espéces constantes.
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V. Soit F une C-espéce arbitraire, soit Q(X) la présente forme canonique et soit
R(X) = 2E2(X) — X% — X, c’est-a-dire que R(X) n’est autre que la forme canonique
correspondant au cas ou ’on pose t = —1 dans (IV). On sait déja, par la démonstration
précédente, que le terme constant de R(F) est 0. Ainsi, on en déduit immédiatement
que le terme constant de R(X) + 1 est 1, et ainsi on a nécessairement Q(F) # 0. La
C-espeéce F étant arbitraire, on a bien achevé de montrer que I’équation @Q(X) = 0 ne
peut admettre de solution.

VI. Soit Q(X,Y) = 2E»(X) — X2+ Y. On a alors, par le corollaire & la proposition
2.4.12,

QIF(T),G(T) = 2 fuBa(M)= > fuM*+ Y guM.

MeMm MeM MeMm

Ainsi, on voit que ’équation Q(F(T'), G(T')) = 0 équivaut a ’équation

2 IME(M)= Y fuMP== )" guM.

MeM MeIn MeM

On en déduit immédiatement qu’il ne peut exister de solution F' que si la condition
1) est satisfaite, le membre de gauche de 'identité précédente ne faisant apparaitre que
des termes de la forme E2(N) et N2, N désignant bien entendu une espéce moléculaire.
Soit d’autre part M € 9. Une solution F, si elle existe, doit satisfaire aux relations

i = o (2.16)
fMm = —g9B,0)/2 (2.17)
fm = gme. (2.18)

On voit donc que la solution doit étre unique, M étant arbitraire. En fait, comme
on le vérifie aisément, les identités (2.17) et (2.18) montrent que la propriété (ii), jointe
a la propriété (i), donne une condition d’existence non seulement nécessaire mais méme
suffisante.

VIL. Soit Q(X,Y) = 2E5(X) — X2+ Y2+ tX. 1l est alors évident que la relation
Q(X,Y) =0 équivaut a
2E>(X) = X2 +1X = —Y?

Il s’agit donc de trouver une C-espéce F' telle que I'on ait Q(F(T),G(T)) = 0,
c’est-a-dire
2 E»(F(T)) — (F(T))? +t F(T) = —(G(T))>. (2.19)

Notons ici que le premier terme de cette identité n’est autre que la C-espéce
obtenue en substituant dans la forme canonique générique IV la C-espéce F', C-espece
dont on a déja calculé les coefficients de la décomposition moléculaire. Posons H(T') =
—(G(T))?. On obtient alors, en comparant les coefficients respectifs des membres de la
relation (2.19)

A+8)fi = h (2.20)
2fN+tfm hy, s’il existe N € M tel que M = E5(N) (2.21)
tfmM = hu, s’il existe N € M tel que M = N2, (2.22)
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Considérons d’abord le cas ou t est différent de 0 et de —1. On constate que
dans ce cas le terme constant est déterminé par la relation (2.20). Un argument de
récurrence analogue a celui utilisé dans la démonstration de la proposition IV nous
permet de conclure que la solution existe et est unique.

D’autre part, si ¢t = 0 et si G est ’espéce nulle, on retrouve alors la forme VI ; il
suffit alors d’appliquer ’énoncé VI en substituant & G 1’espéce nulle, puisque de toute
évidence on a G? = 0. La proposition VI nous permet alors de conclure & ’unicité de la
solution, I’espéce nulle satisfaisant manifestement aux conditions énoncées. Supposons
donc maintenant G # 0. On va montrer que dans ce cas la relation Q(X, G) = 0 n’admet
aucune solution en X. Il suffit en fait d’appliquer la encore la proposition VI dans le
cas ou on substitue & G dans I’énoncé de cette proposition le carré d’une C-espece. Il
suffit donc de montrer que dans ce cas, les conditions énoncées a la proposition VI ne
peuvent étre satisfaites. Supposons donc par I’absurde que ’espéce G? satisfait & ces
meémes conditions. Soit

M =min{N | N > 1,[N](G(T))? # 0}.

De deux choses 1'une : M est soit de la forme E5(N) soit de la forme N2. Dans
le premier cas, on en déduit immédiatement, E2(N) étant atomique, que le terme
constant de (G(T'))? est non nul, ce qui entraine du méme coup que Ey(N) apparait
dans la décomposition moléculaire de G. D’autre part, on sait que, par hypothése,
N2 € (G(T))?%. Ceci montre qu’il doit exister une espéce moléculaire P < N telle que
I'on ait P € G(T). On en déduit donc immédiatement que P - Eo(N) € (G(T))?, ce
qui est absurde, puisque P # E3(N). Ceci achéve donc de montrer que, dans ce cas,
(G(T))? ne peut satisfaire aux hypothéses de la proposition VI.

Considérons finalement le cas ol t = —1. On a alors la relation
2E5(X) - X*+(G(T)*-X =0
qui est évidemment équivalente a la relation

2E5(X) — X2 — X = —(G(T))*.

Soit R(X) = 2 F2(X)—X?% — X, c’est-a-dire que R(X) désigne le premier membre
de la relation ci-dessus. Remarquons tout de suite que cette forme combinatoire n’est
autre que la forme obtenue en substituant & ¢ dans la forme générique IV la valeur —1.
Or, on a vu en IV que le terme constant de la forme générique IV est (1 +¢)f,. Ainsi,
on voit que dans le présent cas, 'identité

(1+t)fi=0

est satisfaite quel que soit f; € C, puisque dans ce cas on a 1 +¢ = 0. Soit donc f; un
nombre complexe arbitraire. Or, par ce qu’on a vu en IV, on sait que le coefficient d’une
espéce moléculaire M quelconque de la décomposition moléculaire de R(F) est donné
par
2fn — fm st M est de la forme Ea(N)
[MIR(F(T)) ={ —fn —fu si M est de la forme N?
—fm sinon

Ces relations nous permettent alors de conclure & ’unicité de la solution, encore
une fois par un argument de récurrence analogue & celui employé précédemment.
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VIIL Soit Q(X,Y) = 2F2(X) — X>+Y2— X + 1. On a vu en (V) que, quel que
soit F € C||T|, le terme constant de 2E>(F(T)) — (F(T))2 — X 4+ 1 est 1. On en
déduit immédiatement qu’il est nécessaire que le terme constant de (G(T))? soit —1,
ce qui revient évidemment & dire qu’il est nécessaire que le terme constant de G(T)
soit une racine de —1. Nous allons montrer que cette condition est suffisante. Posons
R(X) = 2E5(X) — X? — X + 1. Soit M une espéce moléculaire. On obtient alors, en
posant ¢t = —1 dans (2.13), (2.14) et (2.15),

2fN - fM si M= EQ(N)
[M]R(F(T)) = { —fN—fum siM=N?
—fm sinon.

Ainsi, en procédant par récurrence sur l’espéce moléculaire M, on montrerait
I’existence d’une solution F'(T') en utilisant un raisonnement identique 3 celui utilisé 3
la démonstration précédente.

IX. Soit Q(X,Y) = E2(X) + X -Y. On a alors, par la proposition (2.4.12),

QF(T),GT) = > fuBa(M)+ > (f§I>M2+ > frfoP-Q+

P-Q=M
MeM Medn v

+ 3> (X srge)M (2.23)

MeM P-Q=M

Soit H(T) = Q(F(T),G(T)); on pose H(T) = ) prcon hmM. On a alors, par
I’identité précédente, que le terme constant h; de la décomposition moléculaire de H
est

hi=fi+ (J;l> + fig1. (2.24)
On obtient alors, aprés calculs,
1 1
hy = fi (54 (5 +91))-
2 2
Ainsi, la relation hy = 0 équivaut a la relation
fi(fi+291+1)=0.
On en déduit donc la condition nécessaire suivante :

Ji=0ou fi=-2g; - L (2.25)

Soit d’autre part M une espéce moléculaire autre que 1’espéce 1. Considérons
d’abord le cas ou M est de la forme E3(N), N désignant une espéce moléculaire. On a
alors, par (2.23),

hy = fn + fifm + figm + fug1.

Dans le cas ou M est de la forme N2, on a, toujours par (2.23),

hy = (f;v>+ > fefe+ > freg.

1<P<Q P-Q=M
P-Q=M
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Finalement, dans tous les autres cas, on a

hu = fifu+ Y, fefo+ Y. froq.

55 Pa=
Ainsi, la relation hpr = 0 s’exprime comme suit dans chacun des trois cas
précédents : dans le premier cas, on a
M (fr+91) = —=fn = figm; (2.26)
dans le deuxiéme cas, on a
fm(fi+91)=— vy _ frfq— fryq; (2.27)
2
1<PLQ P-Q=M
P-Q=M (P,Q)#(M,1)

finalement, dans le troisieéme cas, on a

it g)==( ). fefo+>. fraq)- (2.28)
}><(§=<)\?l (P.PQ')Q#=(IIZ.1)

Montrons que si g1 # —1 et si fi = —2¢; — 1, alors f1 + g1 # 0. On a en effet
dans ce cas

i+ #1+g91 #0.

Ainsi, dans ce cas, les relations (2.26), (2.27) et (2.28) ci-dessus montrent qu’il
existe une solution ayant —2g; — 1 pour terme constant, puisqu’en effet tous les autres
coefficients sont uniquement déterminées par ces relations. Ainsi, si g; # —1/2, la
solution obtenue est non nulle, le terme constant étant dans ce cas non nul. On voit donc
par contre que si g; = —1/2, la solution banale est la seule solution, puisque, comme
nous I’avons observé plus haut, il est nécessaire que ’on ait f; = 0 ou f; = —2g; — 1.

D’autre part, si g1 = —1, les relations ci-dessus ne permettent pas de conclure
a Dexistence et & I'unicité d’une solution. Toutefois, la relation (2.26) montre que s’il
existe une solution F telle que f; = 1, alors cette solution est unique. On déduit en effet
de cette relation que, quel que N € 9, on a la condition nécessaire fy = — f1gg,( N)- On
peut par contre aisément donner des exemples ol cette condition n’est pas suffisante.
Ainsl, dans ce cas, il existe bien au plus une solution non nulle.

X. Soit Q(X,Y) = E3(X) + X - Y + 1. Sachant que le terme constant de Es(F(T)) +
F(T) - G(T) est donné par (2.24), on en déduit immédiatement que le terme constant
de Q(F(T), G(T)) est donné par

i+ (J;l) + fig1 + 1.
Soit
p(z) = 2 + (14 291)2 + 2 € C[z].

On a donc la condition nécessaire p(f;) = 0. Supposons donc que f; soit racine
de p(z). Nous allons montrer que si g; € {—2, 1}, alors on a f; 4+ g1 # 0. Supposons que
I’on ait f; + g; = 0. On a alors

P(fi)=0<= g} —(14+201)01 +2=0<=2 gl + g1 -2=0<= g, € {-2,1}.
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Ainsi, dans ce cas, en vertu des relations (2.26), (2.27) et (2.28) de la démonstration
précédente, on voit, en procédant par récurrence sur 1’espece moléculaire M, que chaque
racine du polynéme p(z) donne lieu & une et une seule solution, puisque, encore une
fois, on a f1 + g1 # 0. Or, p(x) admet une et une seule racine si, et seulement si,
g1 € %(—1 +21/2). Finalement, si g; € {—2, 1}, une et une seule des deux racines vérifie
f1 + 91 = 0, et ainsi on obtient une solution en posant f; égale a ’autre racine. Par
le méme raisonnement qu’a la démonstration précédente, on montrerait qu’il existe au
plus une solution correspondant au cas ou l'on pose f; égale a la racine z, vérifiant
zo+ 91 =0. o

2.4.3 Exemples

1. Soient @ ’espéce des arbres, A, celle des arborescences (fig. 2.1 et 2.2). On a alors
la relation bien connue suivante entre ces deux espéces (Bergeron, Labelle et Leroux,
1994, 1998 ; Leroux, 1988 ; Leroux et Miloudi, 1992) :

A+ Ex(A) = @+ A% (2.29)

Figure 2.1 Un arbre

Soit F(X,Y) = E»(X) — X2+ X — Y. On vérifie alors que le couple (A, @) est
solution de ’équation combinatoire F(X,Y) = 0.

Or, il se trouve que F(X,Y) est congrue a la forme (II). On vérifie en effet que
I'on a

—F(-X,-X+4Y)=Ey)X)+Y.

Posons G(X,Y) = E2(X)+Y . En appliquant la transformation inverse, on trouve

de plus
F(X,Y)=-G(—X,-X+Y).
On en déduit immédiatement, en vertu de la relation (2.29),

—G(-A,~-A+ @) =0,
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- /

Figure 2.2 Une arborescence

C’est-a-dire

Ea(—A) - A+ G =0;
on voit donc que, par définition, la C-espéce —A est racine carrée symétrique de la
C-espéce A — Q.

Ajoutons que cette derniére relation s’exprime également sous la forme remar-
quable (Bouchard, Chiricota et Labelle, 1995)

Ey(1-A)=1-a.

Cette derniére équation nous permet donc de dire que la C-espéce 1 — A est racine
carrée symétrique de la C-espéce 1 — @. On notera que dans cette équation apparait la
substitution d’une C-espéce & terme constant non nul dans une autre.

2. Soit o0 I’espéce des arbres orientés, et soit O = 0°, celle des arborescences orientées.
Rappelons qu’un arbre orienté est un arbre dont chacune des arétes est munie d’une

orientation. On a en fait I’équation (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998, prop.
4.1.6)

D =049

Soit F(X,Y) = X2 — X +Y. On voit donc que le couple (£, 0) est solution de
I’équation F'(X,Y) = 0. Or, il se trouve que F(X,Y) est congrue & la forme canonique
G(X,Y)=X%+4Y ;on aen effet évidemment

F(X,X+Y)=X%4Y.
En appliquant la transformation inverse, on trouve alors
G(X,-X+Y)=F(X,Y);
on déduit alors immédiatement de la remarque ci-dessus
O+ (-D+0)=0;

autrement dit, I’espéce O est racine carrée de I’espéce O — o.
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3. Soit 5 P'espéce des arbres signés, c’est-a-dire des arbres dont chacune des arétes est
munie d’un des deux signes + ou —, et soit S = s* I’espéce des arborescences signées
(Harary et Palmer, 1973 ; Leroux et Miloudi, 1992). On a alors

S+ 2E5(S) = 5. (2.30)

Soit F(X,Y) = 2E2(X) + X — Y. On a alors que le couple (S,s) est solution
de Véquation combinatoire F'(X,Y) = 0. Or, il se trouve que F(X,Y) est congrue a la
forme E2(X) 4+ Y. On a en effet

%F(X, X —2Y) = Ey(X) + Y.

Soit G(X,Y) = F2(X) + Y. On déduit alors aisément de I'identité précédente
F(X,Y)=2G(X,(X -Y)/2).

On en déduit, en vertu de ’équation (2.30),

Ea(S) + %(5 —8) =0;

autrement dit, I’espéce S est racine carrée symétrique de la C-espéce (s — S)/2.

4. Par définition, ’espéce P des parenthésages commutatifs est ’espéce de structures

vérifiant la relation
P =X + E»(P). (2.31)

Soit F(X,Y) = E2(Y) —Y 4+ X. On a alors, par définition, que le couple (X, P)
est solution de 1’équation F(X,Y) = 0. Or, il se trouve que F(X,Y) est congrue a la

forme (II) : on a en effet
E)(X)+Y = F(X +Y,X).

Soit alors G(X,Y) = E2(X)+Y. On déduit aisément de la relation ci-dessus que
ron e F(X,)Y)=GY,X -Y).
On en déduit finalement, par (2.31),
Ey(P)+(X-P)=0,

c’est-a-dire que I’espéce P est racine carrée symétrique de I’espéce virtuelle P — X.



CHAPITRE 111

RACINES MOLECULAIRES D’ESPECES DE STRUCTURES

3.1 Introduction

Nous nous proposons dans le présent chapitre de considérer une équation générale
apparaissant naturellement en combinatoire.

Soit A ’espéce des arborescences, @ celle des arbres. On doit & P. Leroux la
relation suivante entre ces deux especes, appelée la formule de dissymétrie pour les
arbres (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998 ; Leroux, 1988; Leroux et Miloudi,
1992)!

A+ E3(A) = G+ A%

Or, il se trouve (Bouchard, Chiricota et Labelle, 1995) que cette équation est en
fait équivalente a 1’équation
E;x(1-A)=1-aQ. (3.1)

On dit alors que ’espéce virtuelle 1 — A est racine carrée symétrique de ’espéce
virtuelle 1 — Q.

L’espece E5 étant moléculaire, comme on le sait, on peut remarquer que I’équation
précédente est, par le plongement canonique, de la forme

M(®) = F, (3.2)

M désignant une espéce moléculaire, @ et F' des C-espéces.

Le probléme général faisant I’objet du présent chapitre est, en fait, la résolution
de cette équation combinatoire, ’espéce moléculaire M étant donnée, de méme que la C-
espeéce F', la C-espece @ étant inconnue. Nous donnons en fait des conditions nécessaires
et suffisantes d’existence de solutions dans le cas ou F est de la forme t + X, avec t € C.

3.2 Réduction a I’équation générale M(¥) =t + X

Soit M une espéce moléculaire. Soit de plus F' une C-espéce, et soit t = F(0).
Alors, le fait de trouver une C-espece ¥ satisfaisant a 1’équation

MW)=t+X, (3.3)
permet d’en déduire une solution @ a ’équation

M(®) = F. (3.4)

ICette identité est liée & la Dissimilarity Characteristic Formula d’Otter.
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On déduit en effet immédiatement de 1’équation (3.3)
M(LD(F+)) =t + F+ = F

et ainsi, ¥(F, ) est solution de I’équation (3.4).

Notons au passage que si 'on pose ¥ = £ + ¥y, alors ’équation (3.3) s’écrit
également sous la forme, par définition de la substitution,

N;ﬂ (%)EN(L) =1+ X.

Dans la suite de la présente section, nous allons & vrai dire délaisser 1’équation
(3.4) pour nous concentrer plutét sur I’équation (3.3), en gardant toutefois a I’esprit
que la résolution de cette derniére équation est susceptible de s’étendre au cas général.

Lemme 3.2.1. Soit P une C-espéce polynomiale, et soit Zp(z1, z2,...) sa série
indicatrice des cycles. Soit £ un nombre complexe arbitraire. On a alors P(£) =

Zp(§, &)

Démonstration. On peut sans perte de généralité, par linéarité, supposer que P est
une espéce moléculaire; on pose alors P = M. De plus, en vertu de la définition de
la substitution généralisée (art. 1.2.2), on peut aussi supposer sans perte de généralité
que £ est un entier naturel, que nous noterons k. Dans ce cas, M (k) n’est autre que le
nombre de types d’isomorphie de M-structures k-coloriées ; par un résultat bien connu
de la théorie de Pélya, on a alors la relation

M(k) = Zp(k,k,...),
ce qui acheve la démonstration. ]

Lemme 3.2.2. Soient M une espéce moléculaire, M’ sa dérivée combinatoire, ¢,£ € C.
L’équation combinatoire

ME+P)=t+ X, (3.5)

admet une solution ¥, telle que ¥, (0) = 0 si, et seulement si, les relations suivantes
sont satisfaites :

Zm(E & . )=t Zpmi(& € ..) #0. (3.6)
Démonstration. Soit k un entier positif arbitraire. On vérifie aisément que I’on a
M(kT + X)= M(kT)+ M'(kT) X + - -
On en déduit immédiatement
Mk+X)=ME) +M k)X +...
et ainsi, par prolongement algébrique, on trouve, quel que soit £ € C,
ME+X)=ME+MEX+....
On a donc, par le lemme précédent
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ou O(2) désigne une C-espéce d’ordre 2.
Soit ¥ une C-espéce satisfaisant & (3.5). On en déduit donc que la relation

ZM(f, f,) =1

est nécessaire, puisque le terme de degré 0 de M (€ + X)) n’est pas touché aprés substitu-
tion de la C-espéce W, , puisque ¥y (0) = 0. Qui plus est, si on avait Zp(€,€,...) =0,
alors le coefficient de ’espece X de la C-espéce M (€ + ¥4 ) obtenue par substitution
de ¥, dans M (£ + X) serait évidemment nul, ce qui montre bien que les conditions de
(3.6) sont nécessaires. Nous allons voir qu’en fait ces conditions sont suffisantes. Soit
c=2Zpm (&€, ...) #0. Posons

G(X) = % (M(E+X) —1).

On a alors, par définition,
G(X)=X+0(2).

et ainsi, on observe immédiatement que la C-espéce G admet un inverse pour la
substitution (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998, sect. 2.5.19). Soit H cet inverse :
on a donc

1 .
LM+ H(X) ~1) = X.
Finalement, on pose
v, = H((1/6) X),
et alors, ainsi définie, ¥, est solution de ’équation (3.5). O
Notation. Soit p un polynome a coefficients complexes en une indéterminée. On pose

p

p=——r,
p-g.c.d(p, p')

ou p’ désigne le polynome dérivé de p. On a alors que les racines de p et celles de p
coincident, & la différence prés que celles de p sont toutes de multiplicité 1.

Théoréme 3.2.3. Soient t € C, M une espéce moléculaire. Posons

PM,t(é):ZM(Evﬁ"")_ta Pyi(&) = Zm (€, & ...,

& désignant cette fois-ci une indéterminée. Alors, le nombre de C-espéces ¥ telles que
M(¥) =t+ X est donné par deg(Qps,:), ot

Pur e
p-g.c.d(Pm, Pumr)

QM,t =

Démonstration. D’apreés la démonstration du lemme 3.2.2, le nombre de solutions ¥ 3
I’équation M (¥) = t+ X est précisément le nombre de racines distinctes de Pps +(€) qui
ne sont pas racines de Pps/(€). Par définition, le polynoéme Qar,: posséde précisément
ces racines, et elles sont chacune de multiplicité 1. Le nombre cherché est donc bien

deg(Qm,t)- o
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3.3 Exemples

Dans la présente section, nous considérons I’équation M (®) = X, autrement dit
I’équation obtenue en posant ¢ = 0 dans ’équation générale M(®) = t + X, pour
certaines familles d’espéces moléculaires M.

Proposition 3.3.1. Soit F' une espéce de structures et soit Zp(z1,z2,...) sa série
indicatrice des cycles. On a

Zp (215, 298%, 235%,.. ) = Z ZFp, (21, %2,23,...)s".

n>0
Démonstration. On a en effet
z %) = ZF, (x 2
F(z1s,208%,..) = F, (18, 295%,..)
n>0

)

(21, 22,..)8"

puisque Zp, (218, T9s%, .. .) est une combinaison linéaire de monémes de la forme
(218)7 (z95°)7* (235°)7% - -

avec oy + 209+ ...=n. 0

Corollaire. Soit n € N, et soit F,, 1’espéce F restreinte au cardinal n. On a

Zr,(€,€,...) = [s"]Zp(€s,€5%, €53, . ).

Définition 3.3.2. Soit £ une indéterminée, et soit n € N. On note respectivement £(*)
et {(n) les polynomes définis par

€M =gE+1)(E+n=1), Eu=EE-1)---(E—n+1);

on dit alors de £(®) que c’est la n® factorielle montante de & et de &(,) que c’est la n®
factorielle descendante de €.

3.3.1 La famille {E,}.cn

Proposition 3.3.3. Soit n un entier positif et soit E,, I’espece des ensembles de cardinal
n. Alors, 1’équation combinatoire
E,(¥)=X

admet une et une seule solution. De plus, le terme constant de cette solution n’est autre
que —n + 1.
Démonstration. Rappelons que la série indicatrice des cycles de ’espéce des ensembles

est donnée par

1 1
Zg(z1,22,...) = exp(z1 + 5.7:2 + §x3 +...).
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On en déduit aisément

Zp(€s,€s,€5% ) = exp (glog<l_l_s))
1
(1-s)¢

On a donc, par le corollaire a la proposition 3.3.1

(n)
Zp,(6,6,..) = [s”]ﬁ _¢

n!

Ainsi, on vérifie immédiatement que ’ensemble des racines du polynéme Zg_ (¢,€, ..

n’est autre que I’ensemble
{0,-1,...,—n+1}.

Comme de plus on a E}, = F,,_;, on déduit immédiatement de ce qui précéde, ’entier n
étant arbitraire, que parmi les racines de Zg, (&,&,...), —n+1 est la seule qui ne soit pas
racine de Zg: (€,€,...). On a donc bien, par le théoréeme 3.2.3 avec t = 0, que I’équation
E,(¥) = X admet une seule solution et que le terme constant de cette solution n’est
autre que —n + 1 (On trouvera au chapitre 5 les solutions de cette équation, tronquées
& un certain ordre, pour n < 6). m]

3.3.2 La famille {E*}, o

Soit E* I’espéce des ensembles orientés. Il est bien connu (Bergeron, Labelle et
Leroux, 1994, 1998, exerc. 2.6.9) que la série indicatrice des cycles de cette espéce est
donnée par

Zpt = ZE((ltl,xz, .. ) + ZE($1, —Zg,.. ) —1—- 2.

Ainsi, par le corollaire a la proposition 3.3.1, on a

Zps6.6 ) = 1" (o + 0L+ -1 6s).

Par suite, on en déduit, lorsque n > 2,

5(n)

Zes(e6,.)= S 4 4

w T
De plus, comme on a (EX) = E¥_| lorsque n > 4, on déduit immédiatement de
ce qui précéde, ’entier n étant arbitraire,

B gln=1) §(n—1)

Proposition 3.3.4. Soit n € N, n > 4, et soit M = EZ. Alors, aucune des racines non
nulles de Zps(€,€&,...) n’est racine de Zp (€€, .. ).

Démonstration. Soit n € N tel que n > 4, et soit M = E¥. Soit &, une racine non
nulle de Zps(&,€, .. ). Nous allons montrer que &, n’est pas racine de Zp (€,€,...). Par
définition, on a

Eollot+1)--(lo+n—1)+&(E—1) - ((o—n+1)=0.

)
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On en déduit aisément, puisque &, # 0, et &, # n — 1,

(fo_l)(go_.z)"'(fo—n'i’l)

o+ 1D(E+2) - (otn—2)= +n—1

Il en résulte que I’on a

oy Brlorto, )
(n—1)! .
_(Eo— 1)(50_2)"'(50—71'*'1)

- Eot+n—1 + (o= 1) —2) (o —n+2)
Eo—n'i'l

(o= 1)(6=2) (o —n+2) (-m_—l-f-l) #0,

car & € {1,2,...,n—2}et &, —n+1#&+n—1. o
Soit £ € C. Rappelons que () désigne alors la partie réelle de .

Proposition 3.3.5. Soit n € N, et soit M = EZ. Soit £, une racine du polynéme
Zm(&,€,...). On a alors R(&,) = 0.

Démonstration. Soit £, une racine non nulle de £ + &(n)- On a alors

<€o+1> <€o+2).“(£o+n—l> -1
&o—1 & —2 E—n+1 - ’

On en déduit immédiatement

(re) (1) . (1ade) Lragle) _Cypes
l_ﬁo 1_%50 1‘%&0 1‘#50 B ’

Posons

et soit S! = {z € C | |z| = 1}. Posons de plus
U={z€C|lzl<1}, V={zeC|s]>1}.
H = {z € C|Rz < 0}, H' ={z € C| Rz >0}
Alors, il se trouve que 1’on a les inclusions
fUR)C S', f(H)CU, fH')CV. (3.8)
On voit donc que ¢ appartient & la droite imaginaire si, et seulement si, quel que
soit k € N, {/k est lui-méme imaginaire. De méme, £ appartient au demi-plan situé a
gauche de I’axe imaginaire (resp. a droite de ’axe imaginaire) si, et seulement si, quel

que soit k € N, il en est de méme du nombre £/k. Ainsi, £ ne peut satisfaire & la relation
(3.8) que si £ est un nombre imaginaire pur. (]

Proposition 3.3.6. Les racines non nulles de Zg+(€,£,...) sont toutes simples.
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Démonstration. Soit £, = it une racine non nulle de Zpx (£,€,...); on a alors
évidemment
ot Do+2) - (Cotn—1)+((—1)(—2) - (fc—n+1)=0. (3.9)

Notons d’autre part que ’on a

d (€M +En\ ( 1 1
EE<_—E—_ = £+—1+...+£+—n_—1)(€+1)---(£+n—1)+

1 1
+<£—1+"'§—n+1)(5_1)"'(5“"+1)~ (3.10)

Ainsi, il s’agit de montrer que I’identité

1 1
<£o—+—1—++go—+n__1) (Co+1)---(fo+n—-1)+

1 1
+(50_1+~-~£0_n+1)(50—1)~--(£o—n+1) =0 (3.11)

est incompatible avec ’équation (3.9). Or, de (3.9), on tire la relation

-1 —-2)(lo—n+1)=—((+1)(+2) - (E+n-1)
qui entraine, en vertu de I’identité (3.11),

1 1 1 1 1 1
+ +...4+ + + +...4 ——m=0.
1+£o 2+£o n_1+€o 1—60 2‘—50 n'"]-_&o

On a donc, en d’autres termes,

e () v (e ) +
T+6 T 2\1+&2) T Taci\T+&/(n-1)

1 +1( 1 ) " 1 ( 1 - 0
+1“£o 2\1-¢&/2 o n—1 l_fo/(n—1)> o

Mais alors, cette derniére identité est absurde, puisque la fonction z — 1/(1 — 2)
envoie I’axe imaginaire privé de ’origine sur I’arc de circonférence

1 1
weC||lw—-=|=< 0
fweCllw—zl=z, w#0)
et que ce dernier est complétement contenu dans le demi-plan complexe ouvert droit. O

Proposition 3.3.7. Soit n > 3 et soit ET D’espece des ensembles orientés. Alors,
I’équation combinatoire
EXf(Ww)=X

admet exactement n — 2 solutions si n est pair et n — 1 solutions si n est impair. De

plus, ces solutions sont de la forme 5

UV=ia+..., a €R.
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3.3.3 La famille {Ch,},en

Soit Ch I’espéce des chaines, c’est-a-dire des graphes simples connexes dont tous
les sommets sont de degré < 2 et du graphe vide (fig. 0.1). Cette espéce satisfait alors
a I’équation

Ch=(14X) ) Ea(X").
n>0

On a donc
Ch. = Ey(X*)  sin=2k,
"T X -Ea(X*) sin=2k+1.

Dans le cas ol n est pair, on en déduit aisément, lorsque ’on pose n = 2k,
Lok |k
ZCh,, (231,132, .. ) = 5(1‘1 + 132)
De méme, dans le cas oli n est impair, on trouve, lorsque ’on pose n = 2k + 1,
Lok ok
Zch, (21,22,...) = 5:&1(:21 + 25).

On a donc finalement

3 Lek(ek +1), sin=2k
Zen, (6,€,-.) = { %§k+1(§k +1), sin=2k+1.

Soit k¥ = |n/2]. On a donc finalement Zcy,, (&,€,...) = 0 si, et seulement si, £ = 0
ou ¢ € ¥/—1, ¥/—1 désignant I’ensemble des racines k-iémes de —1.

D’autre part, on vérifie aisément que ’on a

Chl _ kXZk-I, Sin:2k
"7 EaXF)+ kX%, sin=2k+1.

Posons M = Ch,,. On déduit immédiatement de ce qui précéde

B kgZk—1, sin =2k
ZM’(f,&-H)—{ EF((2k+ 1)k +1), sin=2k+1.

Ainsi, si n est pair, 0 est ’'unique racine du polynéme Zp/ (€,¢, . . .), alors que dans
le cas contraire, ’ensemble des racines de Zp/(€,¢&, . ..) est formé du nombre 0 ainsi que
des racines k-iemes de —1/(2k + 1). On a donc la proposition suivante, toujours par le
théoréme 3.2.3.

Proposition 3.3.8. Soit n € N. L’équation combinatoire
Chp(®)=X

n’admet de solution que si n est impair, auquel cas cette équation admet k = (n —1)/2
solutions dés que n # 1, les termes constants respectifs de ces solutions étant alors les
racines k-iémes de —1 ; si n = 1, cette équation admet une et une seule solution, 3 savoir
I’espece X. m]
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3.3.4 La famille {C,}nen

Rappelons que le polynéme indicateur de cycles de ’espéce C,, est donné par

ZC,,(fCl,_fcz,---; Z¢ "/d

d|n
On en déduit immédiatement

Zen(6) = 5 ol
dln

Ainsi, il est clair que 0 est une racine de Z¢, (&,€,...) de multiplicité 1. Or, la
relation suivante est bien connue

C,/rl = Ln—l)

L désignant ici ’espéce des ordres linéaires. Posons M = C,. On a donc dans le cas
présent

ZM'(E:&»"') :gn—l

puisque, comme chacun sait, Zr,,_, (1, 2Z2,...,Zn—1) = :c’f'l. On voit donc que, dans ce
cas-ci, 0 est la seule racine du polynéme Zp (€, .. ), et ainsi, il en résulte qu’aucune
racine non nulle de Zys (€, €, . ..) ne peut étre racine de Zps:(€,€, .. .). Ainsi, pour achever
de démontrer la conjecture qui suit, il reste donc, par le théoréme 3.2.3, a montrer que
chacune des racines de Zpr(&,¢&, .. ) est de multiplicité 1. Ceci fait précisément ’objet
de la conjecture énoncée ci-aprés, conjecture que nous avons vérifiée par ordinateur a
l’aide du logiciel Maple pour plus des 23 000 premiéres valeurs de n.

Conjecture 3.3.1. Soit n un entier positif et soit C), I’espéce des cycles de cardinal n.
Alors, ’équation

Co(¥)=X

admet exactement n — 1 solutions. O

3.3.5 La famille {P,}.en

Soit n un entier positif et soit P, 1’espéce des polygones d’ordre n. On obtient alors
la série indicatrice de cycles de cette derniére espéce par calcul du polynome indicateur
de cycles de ’action du groupe diédral D,, sur I’ensemble S des sommets d’un polygone
arbitraire (Bergeron, Labelle et Leroux, 1994, 1998, app. 1, exerc. 6) ; on a ainsi

Zp (1’.1:1"2 ):{ %ZC"(xl’xz"")+4( %

224 2 sin=0 (mod 2),
$Zc,(z1,22,...) + $212;

(n— 1)/2 sin=1 (mod 2).
On a donc

Zp, (€,€,..) = %Zc,.(«f,ﬁ, )+ { 1%1/1(51;721) : Z 2 (1) 2223 g;
Or, on a,

P,ll = Chn_l.

Ainsi, par le théoréme 3.2.3, si on réussit & montrer qu’aucune des racines non
nulles du polynéme Zp,_ (&,&, .. ) n’est racine k-iéme de —1, avec k = |n/2], et si de plus
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on réussit & montrer que chacune des racines de ce méme polynéme est de multiplicité
1, on aura que I’équation combinatoire P, (¥) = X admet exactement n — 1 solutions.
Les recherches se poursuivent dans le but, par exemple, de vérifier cette conjecture par
ordinateur.



CHAPITRE IV

CALCUL DU DEVELOPPEMENT DE c-ESPECES
PSEUDO-MOLECULAIRES ET ITERATION DE NEWTON

4.1 Introduction

Comme on I’a vu au chapitre 1, on obtient la définition de la substitution d’une
C-espece @ & terme constant non nécessairement nul dans une C-espéce moléculaire en
définissant d’abord la substitution de la C-espéce £ + X, lorsque ’'on pose £ = &(0).
Le calcul des C-espéces pseudo-moléculaires permet par conséquent, par linéarité, de
se ramener a la substitution mieux connue d’une C-espéce a terme constant nul dans
une C-espéce arbitraire. On voit donc que le calcul de telles C-espéces représente un
important outil de calcul de racines moléculaires.

Dans cette perspective, nous présentons d’abord des méthodes de calcul générales,
puis des résultats portant sur certaines familles d’espéces moléculaires; nous termi-
nons par une application de la méthode d’itération de Newton au calcul de racines
moléculaires.

4.2 Méthodes générales de calcul des coefficients des C-espéces
pseudo-moléculaires

4.2.1 Méthode matricielle

Soient M, N deux espéces moléculaires arbitraires. Nous allons maintenant
présenter une méthode de calcul des polynomes (%) ¢ définis a la section (1.2). Notons

M\ (M

N) \N)/
Théoréme 4.2.1. Soit k¥ € N. Considérons la matrice infinie P dont les lignes et les
colonnes sont indicées par les espéces moléculaires

2= ()]

ol M correspond aux lignes et N aux colonnes.

d’abord que 1’on pose

On a alors
M
(N)k = (P*) v (4.1)



64

Démonstration. Soit ¢, j € N. On a d’une part,

L . M .
M((i+5)+X)= ) (N) N(X).
N<M it+j
D’autre part, on a, par associativité (prop. 1.2.15),

mi+G+x) = Y () M6+x)

N<M é

% ), (2) 70

P<N<M

On en déduit donc immédiatement

()=, 22 (2).(0),

11 suffit alors de procéder par récurrence sur k¥ € N pour montrer que I’identité
(4.1) est bien satisfaite. O

Il est intéressant de noter que le théoréme précédent fournit une autre démons-
tration de ce que les coefficients (%)  sont des fonctions polynomiales de la variable
k.

Corollaire. Soient M, N des espéces moléculaires. Alors (%) , est une fonction
polynomiale de k.

Démonstration. Sachant que (ﬁ) =1, quel que soit M € M, on en déduit la relation
P = I+ @, avec I la matrice identité et @ une matrice triangulaire inférieure dont tous
les coefficients de la diagonale sont nuls. Par le lemme précédent, il suffit de montrer
que le coefficient d’indice (M, N) de la matrice P* est une fonction polynomiale de la
variable k. Notons tout d’abord que pour tout entier positif v, les v premiéres diagonales
de la matrice @” sont nulles. Soit alors k un entier positif arbitraire. On a évidemment

P = (I+ Q).
On en déduit donc v
(PN =) (V> (Q)m,N, (4.2)
v>0

et ainsi, cette derniére somme étant en fait finie, par la remarque ci-dessus, on voit que
le coefficient d’indice (M, N) de la matrice P* est bien une fonction polynomiale de la
variable k. m]

Remarque.Les coefficients de la matrice @ étant des entiers positifs ou nuls, on

déduit immédiatement de la relation (4.2) ci-dessus que, quelles que soient les especes
moléculaires M, N, le polynome (%) ¢ est une combinaison linéaire & coefficients entiers

positifs ou nuls des polynémes (E), v eN.

Nous donnons au tableau 4.1 la matrice des coefficients (¥) correspondant
aux especes moléculaires M de degré 4 ou moins. Nous avons ordonné ces espéces
moléculaires comme suit : 1, X, E2, X2, E3, C3, X E5, X3, E,, Eff, Ey(FE,), X Es,
EZ, PP C4, X Cs, X2 E,, E»(X?), X*. Ainsi, si I’on note M; I’élément de rang i de
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1 000O0OO0OGOOOOOOOOOOOO OO
11000O0OO0OO0OO0OOOOOOOTOOTO OO
11100O0O0OO0OCOOOCOOOOOTO0T@ 0O
1 20100O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTGO0OTO0OTGO0OTO
111010O0O0OGO0OO0OO0OOTOOOTO0OT®O0OTO0OTO
11010100O0UO0O0CO0O0CO0OO0OOOO0OO0OO
12110010 0O0O0O0OO0OO0O0TO0GO0OTGO0OTO
1303 000O010O0O0O0OO0O0OO0OO0OO0GO0OO
1110100O01O0O0O0O0CO0OO0OTO0OTO0OT OO
1110010O0O0C1O0O0O0OO0OO0OTOO0OOQ 0O
112000100O01O0O0O0O0O0OO0OO0TO
121110100O0O0OT1O0O0O0TO0OTO0TO0OT®O
1 221002¢00O0O0O0CT11O0O0O0O0O0O0
113000O01O0O0O0O0O0ODT1IQO0TGO0TUO0OTG 0O
11110001 0O0O0O0OO0OO0OT1TO0TO0TGO0O
1 202010100O0O0O0O0OO0T1CO0O0O0
1313002 106O0O0O0O0OO0O0O0OT11TO0O0
122 2000200O0O0O0O0CO0OO0O0TI1IO0
| 1406 0004000O0O0O0O0TO0O0CO0 1]

Tableau 4.1 Matrice des coefficients (1113) pour les especes moléculaires de degré 4 ou
moins.

la liste précédente, pour 1 < i < 19, alors I’élément en position (7, j) de cette table est
le coeflicient (ﬁ]’) Nous avons souligné les coefficients de cette matrice rangés sur les

lignes correspondant aux especes 1, X, X2, X3, X4, X5 ; c’est donc dire que ces nombres
ne sont autres que les coefficients du binéme habituels. On trouvera a ’appendice A la
table des coefficients des C-espéces M (£ + X ), pour les espéces moléculaires M de degré
<5.

4.2.2 Méthode complémentaire

Tout au long du présent article, nous noterons ¢, j des entiers positifs ou nuls
arbitraires.

La proposition 4.2.2 plus bas fournit une autre méthode de calcul des polynémes
(1‘13) ¢ cette méthode se distinguant de celle de I’article précédent, entre autres choses,
en ce qu’elle ne fait pas intervenir la matrice P. En guise de préliminaires a cette
proposition, rappelons que toute espéce de structures bi-sorte s’exprime linéairement par
rapport 3 la base des espéces moléculaires bi-sortes, & isomorphisme prés. Ainsi, I’espéce
M(T + X), étant manifestement une espéce bi-sorte, est en fait, & isomorphisme prés,
une combinaison linéaire & coefficients entiers positifs ou nuls d’espéces moléculaires bi-
sortes. Nous pourrons donc dans ce qui suit, par linéarité, nous ramener a considérer une
espéce moléculaire bi-sorte plutot que ’espéce M (T'+X). Posonsn =i+j, M = X" /H,
avec H < S,,. Soit alors S; ; le sous-groupe de S,, formé des permutations o de S, telles
que o([7]) = [¢] et o([n] \ []) = [»] \ [{]. On a alors en fait ’identité (Bergeron, Labelle
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et Leroux, 1994, 1998, exerc. 2.6.16)

Tt X7
MT+X)= Y > B (4.3)
i+j=n1€5i;\S/H '

ou 7€ S;;\Sn/H signifie que 7 parcourt un systéme de représentants des classes
bilatérales de S; ; et H dans S,,. En regroupant les termes correspondant & des sous-
groupes conjugués de S; ;, on obtient alors

M(T+X) = Z Z am([\)‘z%

i+j=n K€Conj(5;,;)

pour certains coefficients entiers positifs a; j(K'), I'indice K parcourant un systéme de
représentants de ’ensemble, noté Conj(S; ;), des classes de conjugaison de sous-groupes
de S; ;. Puisque

5 (%) veo,

N=<M

on voit que le calcul des (%) . Se ramene a analyser

T X7
K

T:=k
Dans ce qui suit, nous noterons ; (resp. m2) la projection canonique de S; ; sur

Si (resp. Sj). De plus, soient ¢ : [{] = N* une fonction arbitraire, K un sous-groupe de
Si j. Nous posons alors

K?={x = (k1,k2) €K | po ki’ =} < Sij.

Proposition 4.2.2. Soit K < S; ;. On a alors

= ZC)‘(]C) Z ‘71_2‘()&%;, (44)

T:=k A7 pe(N*)i/my (K)

T X9
K

o1 A = 1™t 2™2...4™i parcourt I’ensemble des partages de 7, |A| = m; +ma +...+m;,

k(k—1)-- (k= |\ + 1)

mi!'my!. - .my!

C,\(k) =

(4.5)

et ol la notation ¢ € (N*)!/m;(K) signifie que la fonction ¢ : [i{] — N* parcourt un
systéme de représentants des orbites de 1’action naturelle du groupe m;(K) sur (N*)?,
définie par k1 - o = po k]!, O

Avant de démontrer ce résultat, donnons le résultat principal de cet article, qui
en est une conséquence immeédiate, par regroupement des termes semblables.
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Proposition 4.2.3. Soit M = M (X) une espéce moléculaire. Posons M = X" /H,
avec H < S,. On a le développement

M(E+X)= 'Z (jjvvf)gzv,

N<M

ou, pour N = X9/L, L < S; ;, on a,

(1\15)6 =3 a1 i(K)ea(€)m(K),

XK
ot A =1™2m2...4mi k4 K € Conj(S;;), et ou
m(K) = [{g € (N*)/m1(K) | 72(K*) est conjugué a L},

a; j(K) = |{r€ Si j\Sn/H | THT™' N S; ; est conjugué a K}|,

et
o k(k=1)--- (k=[N +1)
ex(k) = — X .
myp:Mmoi---My.
Le reste de cet article est consacré a la démonstration de la proposition 4.2.2
ci-haut.

Soit T une espeéce de singletons auxiliaire. Donnons-nous une famille {¢,} d’indé-
terminées commutatives indicée par 1’ensemble N* des entiers positifs. Pour « € N*,| on
note alors T, I’espéce T' de poids ¢,. On pose alors

=T +Ti, + Ty, +- -+
Soient ¢, j deux entiers positifs et soit K un sous-groupe arbitraire de S; ;. Posons

T XJ
F(T,X) = ——.

Nous nous proposons en fait de substituer ’espéce Ty & T' dans F(T, X). L’espéce
pondérée obtenue est alors notée F'(Ti, X), ou encore

T XI

K per 47+

Soit U = (Ui, Uz), un objet de la catégorie B x B tel que |U;| = i, |Us| = j. Par
définition, une F(Ti, X)-structure sur U est un couple (s,¢), s étant une F(T, X)-
structure sur U et ¢ une fonction de U; dans N*| le poids étant donné par

w(s, ) = to = L1 tp(2) - Lp(i):

Soit V = (V1,Va) € B x B tel que |Vi| =i, |V2| = j, et soit o = (01,02), ol o1 (resp.
02) est une bijection de U; sur Vi, (resp. de Us sur V). Si I’on pose (s, ) = (aK, ¢), a
désignant un couple (a1, as) tel que a (resp. az) est une bijection de [z] sur Uy (resp.
de [j] sur Us), alors le transport de structures est donné par

o-(aK,p)=((cea)K,po07").
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Nous allons maintenant définir une relation d’équivalence sur l’ensemble
Mon(?1,t2,...) des monémes commutatifs en les indéterminées t;, t2, t3, ... Soit
i € Mon(ty,1s, . ..) arbitraire. Posons

;t:i?lltiz-”tik, 1<1<ig<...<1t, o €N I=1, ...k,
ol k désigne un certain entier positif. On note alors deg(u) le degré total de y, c’est-a-
dire
deg(p) = a1 +as+ ...+ ax.

Il est clair que le degré total détermine une partition de ’ensemble Mon(¢y, ¢s, . . .), c’est-
a-dire que si I'on note Mon;(¢,,15, .. .) le sous-ensemble de Mon(ty, 1, . . .) des monémes
de degré total 7, alors on a

Mon(ty,1s,...) = U Mon; (¢1,12, .. .).
ieN

Rappelons d’abord qu’un monéme peut toujours étre vu comme une fonction de N* dans
N a support fini ou, plus simplement, comme une fonction d’un certain sous-ensemble
fini de N* dans N*. Soit en effet y = t;’lltf";-ut;’;“ avec 1) < g < -+ < 1, @1, O3, ...,
ai € N*. 1l correspond alors & ce monome par la bijection canonique la fonction ¢ de
Pensemble {i1,1s,...,1} dans N* telle que e(#j) = aj, pour j = 1,2,..., k. De plus,
cette derniére fonction correspond canoniquement & la fonction % de N* dans N dont
le support n’est autre que I’ensemble {iy,s,...,4x} et dont la restriction & ce dernier
coincide avec ¢. Nous allons donc désormais identifier un monéme donné et la fonction
de N* dans N qui lui est associée par la bijection canonique que nous venons de décrire,
ce qui nous permettra de parler du support d’un monéme, que nous noterons supp(),
p désignant un mondme arbitraire. Ajoutons qu’ainsi défini, le support d’un monéme
donné p est en fait 'ensemble des indices des indéterminées qui sont facteurs de p.

Nous allons définir une relation d’équivalence sur 1’ensemble Mon;(t1, 12, .. .).
Soient p, v € Mon;(ty,ts,...), ¢ (resp. ¥) la fonction associée a p (resp. v). Alors,
on dit que p et v sont équivalents s’il existe une bijection 8 de 1’ensemble supp(y) sur
I’ensemble supp(v) telle que 1o 8 = ¢. On note alors s = v. On vérifiera sans peine qu’il
s’agit bien d’une relation d’équivalence. Qui plus est, il appert que les monémes de la
forme p = 17152 - - -7 avec a3 > ap > ...ax, deg(p) = 4, k € N, forment un systéme
de représentants des classes d’équivalence de cette derniére relation, comme on s’en
convainc sans trop de peine. On a alors la bijection canonique entre ces représentants
et I’ensemble des partages de 7, & savoir la bijection

(o1
p=175 -tlu'l“' — (a1, a2,...,0).

Soit A un partage arbitraire de i. On peut donc parler de la classe du mondéme
correspondant a A par la bijection ci-dessus. Cette classe sera en fait notée M.

Définition 4.2.4. Soient ¢ € N, A = (A;,A2,..., ) un partage de i, u €
Mon; (t1,t2,...), v = t’l\‘ta\2 . ~t,’:“. On dit alors que p est de type Asi p=v. o

La proposition suivante donne la décomposition moléculaire de 1’espece pondérée
F(T, X).



69

Proposition 4.2.5. Soit £ < S;;.On a

Ti .X'J Ti Xj
. = AN (4.6)
Ko lrer, 41,4 ; HGZM,\ &P_G_(Fl‘;rl(l\’)( K¢ )"

to=n

Démonstration. Nous allons d’abord répertorier les types d’isomorphie de F(Tt, X)-
structures. A cette fin, on peut, sans perte de généralité, se ramener & considérer

I’ensemble
F(Tt>X)[z>.7]7

ou on note [z, j] = [[#], [1]]-
Notons d’abord que I’ensemble F(T, X)[z, j] n’est autre que I’ensemble S; ;/K.

De plus, on sait qu’une espéce pondérée ne peut étre moléculaire que si sa fonction de
poids est constante ; on peut donc supposer le poids donné et se borner & considérer
un type d’isomorphie d’espéce non pondérée. Soit donc A un partage arbitraire de i et
soit p un monéme de type A. Soient alors 5,t € S; j/K deux structures de poids p. La
question qui se pose est donc de savoir sous quelles conditions s et t sont isomorphes.
Posons s = (s, ), t = (¢,¥), ot s,t €S, ;/K, ¢, ¢ : [{] > N*. Soit h € S; ;. On a alors,
par définition,

h- (5)90) = (hs"P ° hl_l)
Ainsi,sih € K, on a

h-(s,p) = (s, hl_l)a

et ainsi on peut déja observer que s et t ne peuvent étre isomorphes que si s = ¢. Dans
ce dernier cas, on a alors, par définition, que si s ~ t, alors il existe h € K tel que
Y=o hl'l. On vérifie aisément que cette condition est aussi suffisante. Ainsi, on voit
que 5 ~ t si, et seulement si, s =t et Y = po kl"l, pour un certain k3 € m(K).
Ceci revient a dire que (s,p) ~ (s,¥) si, et seulement si, ¢ = ¢ (mod m1(K)). On
voit donc que les types d’isomorphie sont en bijection avec les classes & droite de
I’ensemble quotient (N*)!/m;(K); il suffit donc de choisir un systéme de représentants
de cet ensemble quotient pour ainsi obtenir tous les types d’isomorphie des structures
de poids p. Finalement, ’espéce moléculaire associée a un représentant donné s= (s, ¢)
est I’espece

T XJ
K¢’
puisque, comme on le vérifie aisément, K% est en fait le stabilisateur de s. O
Lemme 4.2.6. On a . .
T X7 X’

K |p_, m(K)

Démonstration. Posons d’abord

iy i xi
rax) =2 rox =12

K T:=1

Soit U un ensemble de cardinal j arbitraire. On peut alors, par la bijection
canonique, identifier les éléments de ’ensemble F(1, X)[U] et les éléments de ’ensemble
des types d’isomorphie par rapport & T de I’ensemble F(T, X)[[z,],U]. On vérifie alors
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aisément qu’un élément arbitraire de ce dernier ensemble est de la forme S; X as mo(K),
pour une certaine bijection ay : [j] — U, aams(K) désignant, rappelons-le, ’ensemble

{02 o ko | ks € 7l'2(]\’)}
On a alors la bijection naturelle suivante entre les espéces F(1,X) et X7 /my(K) :
T X7 X7

7 LY ™ amm

av []

S; Xagﬂ'z(]{) — azﬂ'g(]{),

ce qui acheve la démonstration. (]
Proposition 4.2.7. Soit K < S; ;. On a

- Z Z Z (Wzi‘];"’))# .7

T:=Tt;+T1,+..., T=1 ARi peEM ve(N‘ )i/ my (K)
e =H

T X7
K

Démonstration. Cette proposition résulte immédiatement de la proposition 4.2.5 et,
par linéarité, du lemme précédent. m]

Dans les exemples suivants, on convient, lorsqu’on a comme indice de sommation
un partage donné A, que le monéme p apparaissant en indice du terme de la sommation
considérée décrit I’ensemble des monémes de type .

Exemple 4.2.8. Soit

T? X?
F(T,X) = m = Ey(T X).
On a alors
X? X?
F(Ti, X) = — + —_— .
(e, X) g(ﬂ'z(lx))tf’ g({ldg})tltg
Sil’on pose t; = --- =t =1, t = 0si k > £ dans I'identité ci-dessus, on trouve
-1
F(Ti, X) = €Eo(X) + %Xz.
Exemple 4.2.9. Soit
T3 X3

X = Gy

On a alors, par (4.6),

T8 X3 T3 X3 T3 X3 T3 X3 T3 X3
K T=T, :;( K )tg + 122;(( K )z§t2 + ( {ids} )t2t2) + g;,’( {ids} )c.tzta'
De plus, danslecasouionat; =ts=...=t =1,t. =0, £ > £, on trouve

F(T;, X) =£,r—j(%+€(€- 1>(,,f((;<) +X°) + (g) *
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Démonstration de la proposition 4.2.2. On peut d’abord noter que si u est un
monéme dont le support contient un nombre supérieur a k, alors, aprés avoir posé
ti =ty =...=1t,t; =0,j > k dans u, on aura évidemment p = 0, de sorte que

I’espeéce o
( ™ X7 )
WQ(IX"‘P) u

sera en fait pondérée par la fonction identiquement nulle. Ainsi, par la proposition
4.2.7, parmi les termes du second membre de (4.7), seuls ceux qui sont pondérés
par un mondéme a support inclus dans I’ensemble [k] subsistent lorsque 1’on pose
tg =ty = ... =1 = 1,t, = 0,j > k. Soit donc A un partage arbitraire de i.
Désignons par M, (%) e sous-ensemble de M » formé des monémes dont le support est
inclus dans [k]. Pour tout p € M(k), on a évidemment u(1,...,1) = 1, p(1,1,...,1)
désignant 1’évaluation en (1,1,...,1) du monéme g. On a donc dans le cas present,
Ti X7 T X7
(ﬂﬂKﬂ)uznﬂK¢y

Ainsi, par ce qui précede, on voit que le terme du second membre de (4.7)
correspondant au partage A, & savoir la somme

DY (E%%WL’ (4.8)

HEM oe(N*)i/m) (K)
to=p

devient en fait une somme finie d’espéces ordinaires. On a alors que la famille

X7
(w(m)kem;
ot p€ (N*)!/m1(K), donne lieu aprés les substitutions que 1’on sait 4 une seule et méme
espéce de structures, comme on s’en convainc immédiatement. Soit ¢y (k) le cardinal

de M ik). La remarque précédente nous permet donc de nous ramener au calcul de
¢ex(k), puisque cette remarque permet d’achever de montrer I’identité (4.4). Nous allons
montrer qu’en fait ¢y (k) vérifie Iidentité (4.5). Posons A = 1™1 2™2 ...{™:_Alors, & un
mondme appartenant a M)(\k) correspond par une bijection canonique un vecteur & i

coordonnées de parties disjointes de [k]. Soit en effet p € M ik). Au mondéme p on peut
faire correspondre le vecteur (Py, Ps, ..., P;) de parties de [k] tel que, pour j entre 1 et
i, P; désigne I’ensemble des indices des indéterminées de p de degré j. On se convaincra
sans trop de peine qu’il s’agit bien 14 d’une bijection. Ainsi, on a

o= () (Fom) (Frmmm),

On en déduit immédiatement
k! (k —my)! k— ‘ﬁmk
mil (k —mi)l mol (k —my — ma)l it (k — S mj)!
k!
(HJ ymjt) (k- ZJ =1M;)!
k(k—1)---(k IM+U

my!lms!---m;!

C,\(k) =

ce qui achéve la démonstration. m]
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4.3 Formules d’addition pour quelques familles d’espéces
moléculaires

4.3.1 La famille {E,},en

Proposition 4.3.1. Soient n € N, E,, ’espéce des ensembles restreinte au cardinal n,
T, X deux espéces de singletons. On a

En(T+X) = zn: En_i(X)E:(T).
=0

Démonstration. Soit en effet U = (U1, Us) € B x B tel que |Ui| + |Uz| = n. Alors,
I’ensemble E, (T + X)[U] n’est autre que le singleton {(U;, Us)}. o

Soient £ une indéterminée, n € N. Rappelons que la notation ((s)) désigne le

((i)) :€(§+1)"1'1(!€+n—1),

cette notation suggérant, par analogie avec les coefficients du binéme, que, lorsque ce

polynéme défini par

polynome est évaluée en des valeurs entiéres positives k, le nombre ((ﬁ)) n’est autre que
le nombre de combinaisons avec répétitions de k objets pris n a n.

Proposition 4.3.2. Soit £ € C. On a

gy gln1)
YRR ey

= () () ks i
- S()m

Démonstration. On peut, par unicité du prolongement algébrique, se ramener 2
montrer cette identité dans le cas ou la variable £ prend des valeurs entiéres positives.
Posons donc £ = k, k € N. Soit de plus 7 tel que 0 < i < n. On se convainc alors
aisément que I’ensemble des types d’isomorphie de structures d’espéce E,(k + X) sur
les ensembles sous-jacents de cardinal i est en bijection avec I’ensemble des combinaisons
avec répétitions de k éléments pris n — ¢ & n — i, ce dernier ensemble étant de cardinal

(.5 0

Proposition 4.3.3 (Yeh, 1985). Soient n,k € N. On a

En(€ + X) X+ ...+ E\(X)

min(n,k) L
En(kX)= Y (If) 3 I Ex(x).
=1 AlE=.n k=1

la notation A =, n signifiant que la variable A décrit I’ensemble des compositions de n
a i parts.

Démonstration. Cette relation exprime que ’on peut classifier les types d’isomorphie
de E,(kX)-structures selon le nombre de couleurs apparaissant ; une fois fixé le nombre
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de couleurs, on a une partition de ’ensemble des types d’isomorphie ayant ce nombre
de couleurs en faisant correspondre & chaque partie de [k] de cardinal égal & ce nombre
I’ensemble des types d’isomorphie ayant cet ensemble de couleurs comme ensemble de
coloration : il suffit alors de parcourir I’ensemble des compositions ayant comme nombre
de parts ce nombre de couleurs pour obtenir de la sorte tous les types d’isomorphie de
la classe correspondante. ]

4.3.2 La famille {Ch,},en-

Soit Ch D’espéce des chaines. Soit n un entier positif ou nul arbitraire. Nous
donnons d’abord la décomposition moléculaire de ’espéce Chy, (T + X).

Proposition 4.3.4. Soit n € N, et soit Ch,, I’espéce des chaines restreinte au cardinal
n. Posons v = |n/2]. Alors, si n est pair, on a

Cha(T + X)
= 3 (armxr 3 3 ((7) - e vmean (g, )i
si 7 est impair, on a
Chn(T + X)
= Z:; (IZ)TEQ(T”“iXi) + 2:; (’:) Ea(T"" X)X + %XZ;(C) - ([il/j21>) Tr=ixi,

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste en fait a classifier les types
d’isomorphie selon que les espéces moléculaires correspondantes sont isomorphes. On
obtient ainsi une partition de I’ensemble des types d’isomorphie de Ch,(T + X)-
structures. Une fois cette partition obtenue, on en dénombre chacune des classes. Notons
d’abord & cette fin que 'on a une bijection canonique évidente entre ’ensemble des
types d’isomorphie de Ch, (T + X)-structures et I’ensemble des classes « miroir » de
mots de longueur n sur l'alphabet {T, X'}, la classe miroir d’un mot étant ’ensemble
formé du mot et de son mot miroir. Ainsi, ou bien une classe miroir est un singleton,
auquel cas 'unique élément de cette classe est un palindrome, ou bien cette classe est
formé de deux mots, chacun d’eux étant le mot miroir de ’autre. Soit alors # un type
d’isomorphie de Ch, (T + X)-structures, soit M (6) la classe miroir correspondant par la
bijection canonique ci-dessus, et soit i = |M(0)|x, c’est-a-dire que ¢ désigne le nombre
d’occurrences de la lettre X d’un mot quelconque de M (). Considérons d’abord le
cas oll n est pair. Posons alors ¥ = n/2. Alors, si M(f) est un palindrome, on se
convainc aisément que ’espéce moléculaire correspondant & 6 est isomorphe a 1’espéce
E,(T" X¥~*), tandis que, dans le cas contraire, on se convainc l3 encore aisément que
’espéce moléculaire correspondante est isomorphe & 1’espece T7"~*X*. On voit donc que

la famille ‘ ‘ o
{E2(T" X" ) Hoo VT ' X Yoo

forme un tel systéme de représentants. Il s’agit, ainsi, de dénombrer, pour chacun de
ces représentants, le cardinal de la classe correspondante. Considérons d’abord le cas ou
un représentant donné appartient a la premiére des deux familles d’especes moléculaires
ci-dessus, c’est-a-dire le cas ou le représentant est 1’espéce moléculaire Eo(T" X" ~),
pour i € N, i < v. On vérifie alors aisément que dans ce cas, le cardinal de la
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classe correspondante n’est autre que le nombre de palindromes sur P’alphabet {T, X}
comptant 2¢ occurrences de la lettre T', et ainsi, ce nombre est bien (‘l’), I’ensemble des
tels palindromes étant en bijection avec I’ensemble des mots de longueur /2 sur le méme
alphabet, comptant ¢ occurrences de la lettre T', cette bijection étant tout simplement
obtenu en faisant correspondre & un palindrome du premier ensemble son préfixe de
longueur n/2. D’autre part, si un représentant donné appartient & la deuxiéme famille
ci-dessus, alors la classe de la famille correspondante est une paire de mots, chacun
d’eux étant le mot miroir de ’autre, comme nous ’avons dit plus haut. Ainsi, soit
t €N, 7 < n. On se convainc alors aisément que le cardinal de la classe correspondant &
lespéce T~ X* n’est autre que le cardinal de I’ensemble des classes miroir qui sont des
paires de mots, chacun de ces mots comptant i occurrences de la lettre X. Montrons
que le cardinal de cet ensemble est le nombre

%(C) - (Lz‘/VzJ))'
On note en effet que la différence
() - (i)

n’est autre que le cardinal du complément de I’ensemble des palindromes. Il suffit alors
de diviser ce nombre par 2 pour obtenir le nombre cherché. D’autre part, si n est impair,
on vérifie sans trop de peine, lorsque ’on pose v = (n — 1)/2, que la famille

{TE2(T" 7 X" ) Yoo U{B(T" ™ X)X Yoo U{T" ™ X}y

forme un systéme de représentants de la partition de I’ensemble des types d’isomorphie
de Chy, (T + X)-structures, définie plus haut. En effet, encore une fois, ou bien la classe
miroir correspondant & # est un palindrome, ou bien la classe miroir est une paire de
mots, chacun d’eux étant le mot miroir de 1’autre. Dans le premier cas, on distingue
alors deux sous-cas, selon que la position centrale de M(6) est la lettre T' ou la lettre
X. Ainsi, si M(0) est un palindrome et si la position centrale de M (6) est occupée par
la lettre X, I’espéce moléculaire correspondant & @ est I’espéce T E2(T*~*X?), alors que
si la position centrale de M (6) est occupée par la lettre X, I’espéce moléculaire qui lui
correspond est I'espéce E3(TY~iX*)X ; si M(6) est une classe formée de deux mots,
chacun d’eux étant le mot miroir de 1’autre, I’espéce moléculaire correspondant 3 6 est
I’espéce T"~1X*. Finalement on montrerait, en utilisant les méme idées que ci-dessus,
que les cardinaux des classes correspondant a chacun de ces représentants sont bien
ceux apparaissant comme coefficient de la décomposition moléculaire correspondant au
présent cas. (m]

Proposition 4.3.5. Soient n € N, Ch, ’espéce Ch restreinte au cardinal n. Posons
v = |n/2]. Soit de plus & € C. Alors, si n est pair, on a

Chn (€ + X)
= 2:; <’;)5”"'E2(X") + %kz; ((Z)E”"‘ — ((k+1) mod 2) ([k';m)é”‘“‘/zl) X*;

sl n est impair, on a

Ch,(¢+X) = : (';)g"-*+1E2(Xi)+zV:(Z)é”“XEz(X")Jr

% i=0
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%Z—; <(Z)€n—k (Lk/2j)€u Lk/2]+((k+1) mod 2)) Xk

Démonstration. Ces équations se déduisent aisément de la proposition précédente, par
unicité du prolongement algébrique, en notant que ’'on a, d’une part, quels que soient
i) j7 k E N’

Ez(TXJ)lT:=k = klEZ(XJ) + <2) X 7

et, d’autre, part

Tsz |T:=k = kzX]

Corollaire. Soit n € N. Posons v = [n/2]. Alors, si n est pair, on a

Ch, Y LA .
(EZ(X,.))E_@g 01

() (Q)em e men(fy)e o). v

si n est impair, on a
Chy, VN piv1
] = vt =0,1,...
(E2(X1))E (1‘) E ) ? ) ) 7V’

Ch, (v i
(XEz(X")Z_(i)g , 1=0,1,...,p,

(50) =5 ()~ (m)er™) #=01m

Démonstration. Resulte immédiatement de la proposition précédente, par définition
des coeflicients ( ) pour N € IM. (m]

4.3.3 La famille {C,},en-

Soit C P’espéce des cycles. Soient ¢, € N. Rappelons d’abord qu’un mot de
Lyndon construit sur un alphabet ordonné est un mot primitif, minimal par rapport
4 Pordre lexicographique. Désignons alors par A; ; le nombre de mots de Lyndon sur
un alphabet ordonné & deux lettres, comptant i occurrences de la premiére lettre et j
occurrences de la deuxiéme lettre. La proposition suivante est un cas particulier d’une
équation générale bien connue (G. Labelle, 1992 ; Pineau, 1996). Nous allons en donner
ici une démonstration combinatoire ; plus précisément, nous donnons une interprétation
combinatoire des coefficients de la décomposition moléculaire faisant 1’objet de cette
proposition.

Proposition 4.3.6. Soit n € N, et soient T" et X des espéces de singletons. Alors, on a

Ca(T+X) =3 > XijCnsa(T'X9).

dln i+j=d
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Démonstration. L’idée de la démonstration consiste en fait & répertorier les types
d’isomorphie de C,, (T + X)-structures. On considére ensuite la partition de I’ensemble
des types d’isomorphie en convenant que deux types d’isomorphie appartiennent & une
méme classe si les espéces moléculaires qui leur correspondent sont isomorphes. Or, on
a une bijection canonique évidente entre les présents types d’isomorphie et les mots
circulaires sur I’alphabet {T, X}, avec T' < X. Ainsi, soit # un type d’isomorphie de
Cn(T + X)-structures et soit X(6) le mot circulaire qui lui correspond. Soit alors d la
longueur de la racine primitive de £(#) (Lothaire, 1983), i = |Z(6)|x, j = |Z(f)]y. On
se convainc alors aisément que 1’espéce moléculaire correspondant a 0 est isomorphe
a l’espece C, /d(T’XJ), ce qui montre bien,  étant arbitraire, que le coefficient de
C, /d(T’XJ) est, par définition, A;;. O

Soit k € N, et soit Ay un alphabet ordonné a k lettres ; posons alors By = A;U{*},
le symbole * désignant une lettre n’appartenant pas & I’alphabet Ay. Soient alors 7, j € N.
On note alors (B; )i ; ’ensemble des mots du langage Bj défini par

(Bg)ij = {w € By | |w|a, =4, |w|s = j}.

On désigne alors par f; j(k) le cardinal de I’ensemble ci-dessus. De plus, nous notons
7i,; (k) le nombre de mots primitifs de (Bj); ;, et A; j(k) le nombre de Lyndon de (B}); ;.
Notons que, pour %, j donnés, les nombres A; ; (k) sont des fonctions polynomiales de la
variable k (cf. prop. 4.3.8). Il est donc loisible, par unicité du prolongement algébrique,
de noter A; ;(£), pour £ € C, la valeur de la fonction en £ du prolongement de A; ; vue
comme fonction polynomiale de la variable entiére positive k.

Proposition 4.3.7. Soit £ € C. On a

€+X Z Z /\,J n/d(X])

d|n i+j=d

Démonstration. On peut, par unicité du prolongement algébrique, démontrer cette
équation dans le cas ou la variable £ prend des valeurs entiéres positives ou nulles. Soit
alors £ = k, avec k € N. L’idée de la démonstration est alors en fait la méme qu’a la
démonstration précédente. Il s’agit 1a encore de répertorier les types d’isomorphie de
Cn(k + X)-structures. Comme de plus on a une bijection canonique entre ce dernier
ensemble et les mots circulaires sur I’alphabet {1,2,...,k} U{X}, on convient alors
que deux types d’isomorphie appartiennent & une classe de la partition considérée si
les especes moléculaires qui leur correspondent sont isomorphes. Ainsi, soit # un type
d’isomorphie, soit X(6) le mot circulaire qui lui correspond par la bijection mentionnée
plus haut. Soit alors d la longueur de la racine primitive de X(6), i = |3(6)|x,
J = |Z(f)|x. On se convainc alors aisément que ’espéce moléculaire qui correspond
a 0 est I’espece C, /d(Xj). Ainsi, on a bien que la classe de # par rapport a la relation
ci-dessus compte A; j(k) éléments, ce qui achéve la démonstration, le type d’isomorphie
T étant arbitraire. o

Proposition 4.3.8. Soit ¢ € C et soient 7,j € N. On a

] (4 3)/5) g1
Xisl6) = +Ja.(,-+,~)”(6)< g

Démonstration. On peut encore une fois se ramener a supposer, par unicité du
prolongement algébrique, que la variable £ prend des valeurs entiéres positives ou nulles.
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Ainsi, soit £ = k, avec k € N. Soit alors L un langage arbitraire, et soit L, ’ensemble
des mots primitifs de L. Alors, ’application

(BR)ij = || ((BR)isajsa)e
d|(i.5)
définie en faisant correspondre a un mot du premier ensemble la racine primitive de ce
mot, est une bijection. Il suffit en effet pour s’en convaincre de noter que si w est un mot
du premier ensemble, si u désigne la racine primitive de w, et si d désigne la longueur
de u, alors on a
dulp) =4, dlu|lx = J,

et ainsi, on a bien d | (, ), ce qui montre que cette application est bien définie ; pour
montrer, d’autre part, que cette application est une bijection, il suffit simplement de
noter que la réciproque de cette application est obtenue en faisant correspondre & un
mot du deuxiéme ensemble ci-dessus la puissance de ce mot de longueur ¢+ j. Soit alors
Bi (k) = [(BR)isls Yisag7a(k) = |((BE)isd,j/a)el, les indices i et j étant arbitraires. On
déduit alors immédiatement de ce qui précede

Bi i (k) = Z Yia,j/a(k);
dl(i,5)
on obtient alors aisément, par la méthode d’inversion de Mobius (Berge, 1968 ; Stanley,
1986),
¥ii(k) = Y w(d)Bisa,jsa(k).
d|(i,5)

L’identité a démontrer résulte alors immédiatement de 1’identité ci-dessus et de
ce que P'on a (24 7)Ai j (k) = vi;(k). m]
Corollaire. Soit n € N, soit d un diviseur de n. On a alors, pour j €N, 0 < j < n,

(Cn/fElXj )2 = Aa-j.i (€)-

Démonstration. Par définition, (C /Cd'ng))s n’est autre que le coefficient de Cj,/4( XJ')

de la décomposition moléculaire de Cy, (€ + X) donnée par la proposition précédente. O

4.3.4 La famille {P,}nen-

Tout au long du présent article, A désignera, sauf mention expresse du contraire,
un ensemble fini arbitraire, que nous appellerons un alphabet, et dont les éléments sont
appelés des lettres. Rappelons que A* désigne alors le monoide libre engendré par A ; on
dit alors d’un élément de A* que c’est un mot construit sur A, ou encore, que c’est un
mot sur A. De plus, on appelle langage tout sous-ensemble de A*. Lorsque nous nous
donnerons un langage arbitraire, nous supposerons implicitement donné le monoide dont
ce langage est un sous-ensemble, ou, plus précisément, ’alphabet par lequel ce monoide
est engendré. De méme, lorsque nous parlerons d’un mot sans plus de précision, nous
supposerons implicitement ce mot élément d’un langage arbitraire.

Soit n € N, et soit P, ’espéce des polygones restreinte au cardinal n. Soit T une
espéce de singletons auxiliaire. Nous allons établir ’équation

PoT+X) =Y > (0:iCnja(T'X3) + 71 jCnya(T'X7) [ Z5), (4.9)
dn i+j=d
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ol o;; (resp. 7 ;) désigne le nombre de classes diédrales non palindromes (resp.
palindromes) de mots sur I’alphabet {T, X} comptant i occurrences de la lettre T
et j occurrences de la lettre X. Intuitivement, une classe diédrale palindrome est la
classe de conjugaison d’un mot circulairement palindrome, un mot circulaire étant dit
circulairement palindrome s’il est identique & la classe de conjugaison du mot miroir
de 'un quelconque de ses représentants ; en termes simples, ceci revient & dire que
si I'on se donne un tel mot circulaire C, alors C est identique au mot circulaire
correspondant a l’orientation opposée de C, ou encore, au sens de parcours opposé
de C. D’autre part, une classe diédrale non palindrome est, en termes simples, une paire
de mots circulaires non palindromes dont chacun des éléments est 1’« opposé » de I’autre,
autrement dit est le mot circulaire obtenu en inversant le sens de parcours de 1’autre
mot circulaire, un mot circulaire étant dit non palindrome lorsque celui-ci est différent
du mot circulaire opposé, autrement dit de la classe de conjugaison du mot miroir
de ’'un quelconque de ses représentants. De plus, pour n € N, une structure d’espece
Cn(T"X7)/Zy sur un ensemble donné de cardinal n est une paire de Cy, (T X#)-structures
dont chacun des éléments est obtenu de ’autre en inversant le sens de parcours de la C,-
structure environnante et, simultanément, en inversant ’ordre des éléments de chacun
des membres de la C),-assemblée, ces membres étant des 7% X7-structures, c’est-a-dire
des listes. On a en fait, d’une part,

o Tij sin=1 (mod 2)
Ti,j = { %(ﬂ'i,j"f‘(si,j), sinon, (4.10)
ol
mi = Y wd)pijaja (4.11)
d|(4,5)
b = E w(d) pija-1,47a+ Z w(d)pijaj/d-1, (4.12)
d|(4,5) d|(4,5)
et, d’autre part, on a 0;; = (A\ij — 7 ;)/2. De plus, on a posé, dans les équations
ci-dessus, pour i, j € N*,
(i +j)/2J)
. . , sigj=0 (mod 2
o= (s ) #1920 tmo (413)
0 sinon.
De plus, nous allons établir ’équation
n(k +X) Z Z (am n/d(XJ)+T1J(L)Cn/d(Xj)/Zg>. (4.14)

dln i+j=d

La encore, 0; (k) et 7; j(k) désignent respectivement le nombre de classes diédrales
non palindromes et palindromes, quoique cette fois-ci le langage est celui des mots sur
lalphabet {1,2,...,k}U{*} comptant i occurrences de lettres appartenant & I’ensemble
{1,2,...,k} et j occurrences du symbole *. De plus, pour n € N, j < n, Iespéce
Cn(X7)/Zs correspond au cas particulier ol on pose i = 0 dans la définition de I’espéce
Cn(T"X7)/Zs. Les entiers positifs ou nuls 7 et j étant arbitraires, posons

(k) = i mod 2 (l.(i[-;/J;J/ﬂ)kl(i+j)/2J—Lj/2J, si(i+4j+1)j=0 (mod?2)

sinon.



79

On a alors en falt d’une part, dans ce cas-ci
b) )

(k) = m; 5 (k), sit+j=1 (mod2)
(k) = $(mi;(k) + 8; ;(k)), sinon.

ou

mii(k) = > u(d)pija/alk)
d|(4,5)

Sij(k) = D w(d)(kpisacrjjalk) + pijaija-1(k)).
di(i3)

et, d’autre part, o; j(k) = (A ;(k) — 7 ;(k))/2.

Tout ce qui suit a essentiellement pour but de démontrer les équations (4.9) et
(4.14) ci-dessus et d’établir les formules de calcul des coefficients o; ;, 7i j, 0i j(k), 73,5 (k).
A cette fin, nous donnons d’abord une interprétation combinatoire de ces coefficients,
autrement dit, nous montrons que ces coefficients sont en fait les cardinaux d’ensembles
précis. Nous établissons ensuite des bijections canoniques entre ces derniers ensembles
et des ensembles pour lesquels nous donnons ensuite des formules de dénombrement.
Concernant ces formules de dénombrement, mentionnons deux résultats fondamentaux
qui y sont utilisés a maintes reprises comme outils de dénombrement, & savoir 1'unicité
de la racine primitive de tout mot (Lothaire, 1983, prop. 1.3.1), ainsi que la méthode
d’inversion de Mobius (Berge, 1968 ; Stanley, 1986). Rappelons qu’un mot est dit racine
d’un autre mot si ce dernier est puissance du premier, et qu’un mot est dit primitifs’il
n’est pas puissance d’un mot strictement plus court.

Définition 4.3.9. Soit w un mot. On note alors @ le mot obtenu en inversant ’ordre des
lettres de w. Plus précisément, si ’'on pose w = ajas---ay, avecn € N, a1,as,...,a, €
A, alors W = anan,—; ...a;. On dit alors de @ que c’est le mot miroir de w.

Définition 4.3.10. On dit qu’un mot w est un palindrome s’il satisfait & w = .

Désormais, nous noterons p I’application de I’ensemble A* dans lui-méme définie
par
plau) = ua, a€A uecA. (4.15)

et par p(€) = ¢, € désignant le mot vide. On vérifie alors aisément que p est une
permutation de A*, sa réciproque n’étant autre que la fonction o définie par

o(ua) = au, a€ A wuegA
on note alors p~! = o. Soit n € N et soit p,, la restriction de p & ’ensemble A™. Alors,
il est évident que p, détermine une permutation de A™ dans son image. Ainsi, il est
bien connu que I’ensemble des itérées de la fonction p, détermine une action de groupe
du groupe cyclique engendré par p, sur I’ensemble A™. Ceci nous permettra donc dans
la suite d’adopter la notation p - w, w € A*, pour désigner le mot p(w). D’autre part,
pour k € N, nous poserons respectivement p* = pt*) et p=% = (p=1){*) le symbole (k)
désignant I’itérée d’ordre k de chacune de ces fonctions.

Définition 4.3.11. Soit n € N. On dit que deux mots w,w’ € A™ sont conjugués s’il
existe k € Z tel que w’ = p* - w. On note alors w ~ w'.
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Soit L un langage. On pose alors
L={&|welL).
Définition 4.3.12. On dit qu’un mot w est circulairement palindrome si w ~ W.

Soit L un langage. Nous allons dans la suite désigner par P(L) et CP(L) les sous-
langages de L formés respectivement des palindromes de L et des mots circulairement
palindromes de L ; autrement dit, nous posons

P(L)y = {weLl|w=w},
CP(L) = {wel|w~u}.

Définition 4.3.13. On dit qu’un langage L est itératif si, quel que soit n € N* et quel
que soit le mot w, alors w € L si, et seulement si, w™ € L.

On doit a J. Berstel et C. Reutenauer (Berstel et Reutenauer, 1990) la notion
suivante de langage cyclique.

Définition 4.3.14. On dit qu’un langage L est cyclique s’il vérifie les propriétés sui-
vantes :

i) quels que soient les mots w, w’ tels que w ~ w’, alors w € L si, et seulement si,
w €L,

ii) quel que soit n € N*, quel que soit le mot w, alors w € L si, et seulement si,
w™ € L.

En d’autres termes, un langage cyclique est un langage itératif ayant la propriété
d’étre fermé par conjugaison.

Désormais, sauf mention expresse du contraire, nous noterons L un langage itératif
arbitraire.

Lemme 4.3.15. Soit w un mot circulairement palindrome et soit w’ tel que w ~ w'.
Alors, @' ~ w. Plus précisément, soit k € N, 0 < k < n, tel que w’ = p* - w. Alors,

pF W =w.

Démonstration. Soit w = uv avec |u| = k. On a alors w' = p* - w = vu, et ainsi, on a
P = pF v == w,
ce qui achéve la démonstration. m]

Proposition 4.3.16. Le langage CP(L) des mots circulairement palindromes de L est
cyclique.

Démonstration. Montrons d’abord la propriété (i) de la définition de langage cyclique.
Soit w € CP(L) et soit w’ tel que w ~ w'. Nous allons montrer que w’ appartient aussi
a CP(L). Soit k € Z tel que w’ = p* - w et soit | € Z tel que w = p' - @. On a alors, par
le lemme 4.3.15,
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On déduit alors de ce qui précede

k41 2k+1 G/,

w=pw=pb (@) = (0T ) =

et ainsi, on a bien w’' € CP(L).

Montrons d’autre part la propriété (ii) de la définition de langage cyclique. Soit w
un mot, et soit n € N*. Supposons d’abord que w appartient & CP(L). Posons v’ = w".
Nous allons montrer que w’ appartient lui aussi & CP(L). Par définition, il existe k£ € N,
0 < k < n, tel que w = p* - . Posons alors w = uv, avec |[u| = n —k, |[v| = k. On a
alors, puisque @' = W™,

W' = (- B)" = (0 ()" = (@) = W)= g (@) =T

ce qui achéve de montrer que w” appartient & CP(L). Réciproquement, soit w un mot
tel que w” appartienne & CP(L). Soit alors k € N, 0 < k < n, tel que w" = p¥ - &'. On
a alors, avec les mémes notations que ci-dessus,

w* = o (B8)" = @) = @) = (o - D),

et ainsi on a bien w = p¥ - @, chacun de ces mots étant préfixe de méme longueur d’un
méme mot. |

Lemme 4.3.17. Soit w un mot. Alors, w est un palindrome si, et seulement si, quels
) )

que soient les mots u,v,u’, v’ tels que w = uv = u'v' et que |u| = |[v'|, on a U = ¢/,

-~ !

v=u.

Démonstration. On a en effet, puisque w = w, par définition, v'v' = w = w = vu, de
sorte qu’on a bien u' = v, v = 4, sachant que |u| = |v/|, |v| = |¢/]. o

Définition 4.3.18. Soit w un mot circulairement palindrome, et soit ¥ € N. On dit
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