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Résumé

Les mots sturmiens forment une classe particuliére de suites infinies
binaires, dont les premiéres traces semblent remonter au XVIII® siécle. Les tra-
vaux fondateurs de J. Bernoulli [7], E. B. Christoffel [31] et A. A. Markov [75]
sont mentionnés dans le livre de B. A. Venkov [107]. Une abondante littérature
est consacrée 4 la famille des suites caractéristiques : on cite chronologiquement
I. G. Connell [34], K. B. Stolarsky [103], A. S. Fraenkel, M. Mushkin et U. Tassa
[50], ainsi que T. C. Brown [27, 28]. De plus, les mots sturmiens interviennent
dans de nombreux domaines scientifiques, que ce soit en biologie moléculaire
[38], en cristallographie [3, 20], en théorie ergodique [90], en infographie [26], en
compression d’images [39] ou en reconnaissance des formes [64].

Un mot infini est sturmien s’il est 4 la fois équilibré et non ultimement
périodique. Du point de vue extrémal, ce sont les mots dont la complezité, non
ultimement bornée, est minimale [36, 82, 83]. Dans le cadre des développements
de la dynamique symbolique [83], apparait une approche de nature arithmétique.
On effectue une synthése de ces différentes formulations, en proposant parfois de
nouvelles démonstrations. Pour de plus amples détails concernant les suites de
Beatty, on peut consulter les articles [5, 24, 25, 29, 48, 49, 51] et la bibliographie
associée.

Un morphisme est dit sturmien s’il préserve globalement I’ensemble
des mots sturmiens. Ces morphismes forment le monoide de Sturm engendré par
une famille a trois éléments. Le chapitre 2 est consacré & décrire cette structure,
en référence aux travaux de J. Berstel, M. Késa, F. Mignosi et P. Séébold [15,
18, 69, 80, 98]. On évoque aussi certaines propriétés des morphismes localement
sturmiens et réguliers.

En généralisant les fonctions indicatrices définies par A. S. Fraenkel,
M. Mushkin et U. Tassa [50], on détermine 1’évolution des pentes et des intercepts
des mots sturmiens sous ’action du monoide de Sturm. Les formules connues
dans le cas homogéne apparaissent en cas particulier. On peut alors facilement
calculer tous les points fixes d’un morphisme sturmien.
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De nouvelles propriétés d’invariance des mots sturmiens sont ensuite
présentées. On caractérise notamment les pentes des mots laissés fixes par une
substitution non triviale. La preuve proposée fait appel aux développements en
fraction continue de G. N. Raney [91], et les valeurs obtenues sont des irrationnels
quadratiques appelés nombres de Sturm. L’une des principales contributions du
chapitre 3 est 'introduction d’une classe de mots sturmiens, dits admissibles,
dont ’intercept est une homographie de la pente. Soit £ un mot admissible dont
la pente est un nombre de Sturm. La construction d’un morphisme f, différent
de l'identité, tel que f(z) = z, est assurée par un algorithme au cott trés faible.
Dans certains cas, on peut expliciter toutes les substitutions qui répondent au
probléme posé. On généralise ainsi les travaux sur les suites caractéristiques, dus
a D. Crisp, W. Moran, A. Pollington et P. Shiue [37], et repris récemment par
T. Komatsu et A. J. van der Poorten [68]. Enfin, 4 travers différents exemples,
il apparait que la propriété obtenue pour les suites admissibles ne peut pas étre
étendue a ’ensemble des mots sturmiens dont I'intercept est une homographie
de la pente.

En paralléle & cette étude, des démonstrations originales de résultats
connus sont présentées. Tout d’abord, a ’aide des automates d’invariance, on
remarque que les substitutions, qui préservent globalement ’ensemble des suites
caractéristiques, se décomposent en fonction du morphisme d’inversion et du
morphisme de Fibonacci [17, 37]. Réciproquement, si une telle substitution en-
gendre un mot sturmien, il s’agit d’une suite caractéristique [99]. On s’apergoit
alors que les mots de Christoffel associés sont aussi morphigues [18]. Des propo-
sitions similaires sont énoncées pour deux autres familles de mots sturmiens.

On s’intéresse ensuite & une famille de transducteurs qui opérent sur
les mots infinis en effectuant des suppressions périodiques des lettres 0 et 1. Ces
transformations préservent globalement ’ensemble des mots sturmiens : 1’évolu-
tion des pentes et des intercepts est analysée en détail au chapitre 4. On précise
ainsi des résultats obtenus récemment par J. Justin et G. Pirillo [61]. En cours
de preuve, les mots sturmiens sont écrits sous forme ezponentielle, grace a la
généralisation des fonctions de répartition définies par J. Rosenblatt dans le cas
homogeéne [95]. En outre, les transducteurs décrits réalisent la multiplication et
la division des nombres irrationnels, lorsqu’ils sont donnés sous forme de mots
de Christoffel. Un procédé efficace permettant de passer d’une représentation a
Pautre est proposé. On peut ainsi facilement calculer I'image d’un développement
en fraction continue infini par une homographie a coefficients entiers. Ce dernier
résultat est la traduction arithmétique d’un travail de J.-P. Borel [21], fondé
sur ’énoncé géométrique des mots de Christoffel. Pour de plus amples détails
concernant les opérations de base sur les fractions continues, on peut consulter
[30, 33, 52] et [77].
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L’étude des antécédents des suites sturmiennes par les morphismes stur-
miens est le sujet principal abordé au chapitre 5. On caractérise les mots pouvant
devenir équilibrés sous 1’action des morphismes sturmiens. Puis, par le biais de
I’approche arithmétique, on détermine I’image réciproque d’un mot sturmien y
par un morphisme appartenant au monoide de Sturm. On remarque alors qu’il
existe une suite de morphismes sturmiens (f,,),eN, de longueur strictement crois-
sante, pour lesquels la solution de I’équation f,(z) = y est un mot sturmien. On
en déduit un algorithme de construction des premiers termes de y, en ayant
pour objectif de limiter le nombre de parties entiéres & calculer. En corollaire, on
s’apergoit que ce procédé peut parfois étre décrit a I’aide de formules récurrentes
aux propriétés remarquables. Ces cas particuliers sont & mettre en relation avec
’article de synthése [12].

Six algorithmes, écrits & I’aide du systéme de calcul formel Maple, sont
détaillés en annexe. Les thémes traités sont les suivants : “Décomposition des
morphismes sturmiens”, “Invariance des suites admissibles”, “Bassin d’attraction”,
“Résolution de 1’équation f(z) = y ou f € St et y € £NP”, “Construction
des mots sturmiens” et “Image d’une fraction continue par une homographie”.
De nombreux exemples et commentaires viennent étayer la présentation de ces

programines.

Un dernier résultat est donné dans ’article “Substitution invariant Stur-
mian bisequences” [87]. On y caractérise les suites sturmiennes définies sur Z, et
non plus sur N, laissées fixes par une substitution non triviale. On compléte ainsi
Particle “Propriétés d’invariance des mots sturmiens” paru au Journal de Théorie
des Nombres de Bordeaux [86].



Chapitre 1

Mots sturmiens

Soient A = {0,1} un alphabet & deux lettres et A* le monoide libre des mots
finis sur A. Pour des commodités d’écriture, on pose 0 = 1 et I = 0. L’élément
neutre de A* est le mot vide € et A* = A*\ {¢}. Soit = € A*. La longueur de z
est définie par |z| = |z|o + |z|1, ou |z, est le nombre d’occurrences de la lettre
a dans z. Soit k € N. Le mot z* est obtenu en itérant k fois le mot z.

Un mot infini est une application de N dans A. Soit A® = A* U A%, ou A%
est ’ensemble des mots infinis. Soit z € .A*. Le mot z* est construit en itérant
une infinité de fois le mot z. Soit (y, z) € (A*°)2. Le mot y est un préfixe de z
s’il existe un mot w; de A% tel que z = yw; avec y € A*, ou bien z = y avec
y € A¥. On dit que y est un suffixe de z §’il existe un mot w, appartenant & A*
tel que z = way.

Les mots sturmiens peuvent étre définis de maniére combinatoire, extrémale ou
arithmétique. L’objectif principal de ce chapitre est d’établir I’équivalence entre
ces différentes formulations, dans un souci de simplification et d’homogénéisation
des preuves habituellement présentées.

1.1 Définition combinatoire

Définition 1.1 Soient x € A et w € A%®. On dit que le mot w est un facteur
de = si l'une des conditions sutvantes est réalisée :

- w est fini et il existe des mots u de A* et u' de A tels que z = uwu/;

- w est infini et il existe un mot u de A* tel que r = uw.
Pour tout entier n € N*, on note Fact(z,n) l’ensemble des facteurs de z de
longueur n; on pose Fact(z) = U Fact(z,n).

neEN*

Définition 1.2 Soit & € A®. Le mot ¢ est équilibré st on a

VneNV(uv)€ (Fact(z,n))? ||uly — |v|:] < 1.

Définition 1.3 Un mot infini x est ultimement périodique s’il existe un couple
de mots finis (u,v) tel que z = wv¥, avec v # €.

1



2 Mots sturmiens

Définition 1.4 Les mots sturmiens sont les mots infinis équilibrés et non ulti-
mement périodiques.

Ezemple. Soit (Fy)nen la suite de mots définie par

Fy = 0, Fi =01et Fn+2 = Fn+1Fn (VTL € N)
Cette suite converge vers le mot sturmien de Fibonacci, étudié notamment par
J. Berstel [10] et A. de Luca [40].

1.2 Caractérisation extrémale

Une abondante littérature est consacrée 4 la complexité des suites infinies. Dans
article 1], J.-P. Allouche présente un survol de ces propriétés.

Définition 1.5 Soit z un mot infini. La complexité de x est la suite, définie sur
N*, dont le terme général P,(z) est le nombre de facteurs de x de longueur n.

Proposition 1.1 (Morse et Hedlund, [83])
Les mots sturmiens sont les mots infinis de complexité minimale parmi les mots
non ultimement périodiques.

Le lemme 1.1 est un cas particulier d’un résultat qui semble dater de 1938,
voir [82]. La preuve, donnée ici, fait intervenir la notion de facteurs spéciaux, et
s’inspire du lemme 2.10 d’un article de E. M. Coven et G. A. Hedlund [36], paru
en 1973.

Définition 1.6 Soient x € A® et w € A*.
Le mot w est un facteur r-spécial de z st on a w0 € Fact(z) et wl € Fact(z). S
Ow € Fact(z) et 1w € Fact(z), on dit que w est un facteur l-spécial de z.

Lemme 1.1 Un mot infini est non ultimement périodique si et seulement si sa
complexité est minorée par n + 1 & tout rang n.

Preuve. Soit x =z, ...2y, ... un mot infini décomposé sur ’alphabet A.

Si z est ultimement périodique, il existe des entiers k et ¢, avec ¢ > k+1 > 1,
tels que 2 = z1...2k(Th41 . . . Zc)¥. On en déduit immédiatement P.(z) < c.
On considére a présent le cas ol le mot z n’est pas ultimement périodique. En
particulier, on a  # 0¥ et 2 # 1¥, d’ott P;(z) > 2. Soit n un entier pour lequel
on a P,(z) > n+ 1. Comme P,41(z) > P,(z), le résultat est acquis au rang
n + 1 sauf si la relation P,41(z) = P,(z) = n + 1 est vérifiée. Il suffit donc
d’étudier cette éventualité. Clairement, il existe un facteur w de z, de longueur
n, qui apparait au moins deux fois dans I’écriture de z. Autrement dit, on peut
définir des entiers k et c tels que

W=2Tk...Thon-1=Tc...Tetn-1 avec 1l <k < c.

Commeon a P41 (z) = P,(), il n’existe aucun facteur r-spécial de z de longueur
n. Les mots wZi4n et wzcqy étant des facteurs de z, on en déduit T4y = Togn.
En itérant ce raisonnement, on obtient zx4; = 2.4, pour tout entier j. Puis, en



Mots sturmiens 3

posant y = z1...Zp_18ik >lety=csik=1,onaz =y (zk...2.—1)%, ce
qui est absurde. %

Définition 1.7 Soit n € N*. Soit N un ensemble de mots de longueur n. On
dit que N est équilibré si, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, le nombre
d’occurrences de la lettre 1, dans les facteurs de longueur ¢ des mots appartenant
a N, ne prend que deuz valeurs.

Lemme 1.2 (Morse et Hedlund, [83], Lemme 3.2) Soit n € N*. Soit N
un ensemble équilibré de mots de longueur n. Le cardinal de N est majoré par
n+ 1.

Preuve. Le résultat est trivial si n vaut un. Soit m > 2 un entier pour lequel
la propriété est acquise jusqu’au rang m — 1. On raisonne par ’absurde, en
supposant qu’il existe un ensemble équilibré V = {Vi,...,V;u42}, constitué de
m+ 2 mots de longueur m. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et m+2, on définit
le mot Z; par V; = Z;b; avec b; € A. Soit Z = {Z,...,Zmn42}. L'ensemble Z
satisfait ’hypothése de récurrence, car il est extrait de V qui est équilibré. Le
cardinal de Z est donc majoré par m.

On commence par remarquer qu’il n’existe pas trois mots identiques dans Z. En
effet, & une renumérotation prés, si on suppose Z; = Z; = Zs, il apparait que
deux des trois mots Vi = Z1by, Vo = Z1by et V3 = Z;1b3 sont égaux, ce qui est
absurde.

Nécessairement, il existe des entiers ¢, j, k et [, deux & deux distincts, tels que
Z; = Z; et Zy = Z. Clairement, on a b; = b; et by = bx. A une permutation
des indices prés, on vérifie aussi b; = by puis Z; # Z. Il existe donc une lettre
b et un mot fini W tels que les mots bW et bW soient respectivement des suf-
fixes de Z; et Zj. Ainsi, les mots bWb;, bWb;, bWb; et bWb; appartiennent a
U Fact(z, |W|+ 2). Mais le nombre d’occurrences de la lettre 1 dans ces quatre

z€eV
mots prend exactement trois valeurs, ce qui améne une contradiction car I’en-

semble V est équilibré. x

Par le lemme suivant, on établit la premiére partie du résultat annoncé en début
de section :

Lemme 1.3
Soit & un mot sturmien. Pour tout entiern > 1, on a P,(z) =n+ 1.

Preuve. Soit n € N*. Le mot z étant non ultimement ;;ériodique, sa complexité
au rang n est minorée par n + 1 d’aprés le lemme 1.1. De plus, comme 2 est
équilibré, I’ensemble Fact(z, n) satisfait les hypothéses du lemme 1.2. On a donc
P, (z) = #Fact(z,n) < n+1 et finalement P,(z) =n + 1.

On s’intéresse maintenant & la réciproque du lemme 1.3. La preuve, présentée
ici, est celle donnée par E. M. Coven et G. A. Hedlund [36]. Elle fait appel a des
propriétés classiques des facteurs spéciaux, énoncées aux lemmes 1.5 et 1.6.



4 Mots sturmiens

Deéfinition 1.8 Le shift est l'opérateur, noté S, qui tronque un mot non vide de
sa premiére lettre.

Lemme 1.4
Soit x un mot infini dont la complexité est donnée par la suite (n + 1)peNs.
Chaque facteur fini de x apparait une infinité de fois dans .

Preuve. Soit n € N*. Soit  un facteur de z de longueur n. On suppose que le
mot u n’apparait qu’un nombre fini de fois dans z. Il existe alors un rang ¢ € N*
tel que u & Fact(S*(z)). On obtient ainsi P,(S*(z)) < P,(z) puis P,(Si(z)) < n.
On en déduit que les mots S¢(z) et donc z sont ultimement périodiques, ce qui
contredit le lemme 1.1. %

Lemme 1.5 Soit z un mot infint dont la complexité est donnée par la suite
(n 4+ 1)nens. Le mot z posséde exactement un facteur r-spécial et un facteur
l-spécial de longueurs données.

Preuve. Soit n un entier non nul. Le nombre r,, de facteurs r-spéciaux de z, de
longueur n, est défini par P,41(2) = (Pn(z) —rs) +2r,. Clairement, on a r, = 1.
Seuls les préfixes de x peuvent poser probléme pour considérer les extensions &
gauche. Le lemme précédent permet de lever cette ambiguité. x

Lemme 1.6 (Coven et Hedlund, [36], Théoréme 2.16)

Soit  un mot infini de complezité donnée par la suite (n+1)pen+. Soit un entier
m > 1. L’unique facteur r-spécial de x de longueur m apparait dans le préfize de
z de longueur 2m.

Preuve. Soient z = z1...2,... et X = z1...2Z9y,. Soit u le facteur r-spécial
de 2 de longueur m. On suppose que le mot u n’appartient pas aux facteurs de
X.Comme il y a m+ 1 éléments dans Fact(z, m), le cardinal de Fact(X, m) est
majoré par m. Il existe donc des entiers p et ¢, avec 1 < p < ¢ < m+ 1, tels que
Tp...Tptm-1 = Lq...Tgtm—1. On cherche & montrer pour tout entier ¢ :

Tpti -« Tptitm—1 = Tgti -+ - Totitm—1

et

VieN, 1<j<qg+14, 2j...2j4m-1 € Fact(X).
On établit ce résultat par récurrence. Comme ¢ < m+ 1, la propriété est triviale
au rang zéro. Si ’hypothése est vraie au rang ¢, on a

Tpti- - Tpgitm—1 = Tgti -+ - Topitm—1 € Fact(X).

Ces mots ne sont donc pas des facteurs r-spéciaux de z. On en déduit successive-
ment Tptitm = Tgtitm €6 Tppit1 .. Tptitm = Tgtitl - - - Tgtitm- Par hypothése,
onal<p+i+1<g+1eton vérifie Tppiqr .. Tptiem € Fact(X). Ainsi, pour
tout entier § > 1, le mot z;...2;4m—1 est un facteur de X. En particulier, on a
u € Fact(X), ce qui est absurde.

La caractérisation suivante des mots déséquilibrés est d’un intérét capital, no-
tamment pour I’étude menée au chapitre 5.
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Lemme 1.7 (Coven et Hedlund, [36], Lemme 3.06) Soit z un mot infini.
On suppose qu’il existe un rang n tel que Fact(z,n + 1) est équilibré alors que
Fact(z,n+2) ne lest pas. Alors il existe un unique bloc B de longueur n tel que
0BO0 et 1B1 sont des facteurs de x. De plus, le mot B est un palindrome.

Preuve. On commence par établir ’existence du mot B. Par définition méme
de D’entier n, il existe deux facteurs A et C de z, de longueur n + 2, tels que
|Al; = |Cli > 2. On note A = ag...an41 €t C = ¢p...cpt1. De plus, on a
[la1...ant1]1 — l€1. .- Cny1l1| £ 1. En particulier, on a

1 > |aol1 = |col1 = (|Al1 = |Cl1) = (Ja1 .. . @nq1|1 = |e1 - Cnga]1) > 1.

On en déduit |agls — |cols = 1 puis ap = 1 et ¢ = 0. Un raisonnement iden-
tique permet d’affirmer a,4; = 1 et ¢ 41 = 0. Si n = 0, le résultat est vé-
rifié pour le mot vide. On suppose désormais n > 1. Si ay...an, # ¢1...¢n
on note k le plus petit entier 7 > 1 tel que a; = ;. Si ay = 1l et ¢x = 0
alors on a |ag...akx|y — |co...ckl1 = |lar...ag—11]1 — |0ay...ax—10]; = 2, ce
qui est absurde car I’ensemble Fact(z,n + 1) est équilibré. On a donc a = 0
et ¢y = 1. Les mots A et C sont de la forme A = la;...ak—10ak41...a,1 et
C=0ay...ak-11¢ck41 ...c,0. Mais on obtient alors

2 S lAll - |C[1 = |ak+1 . .an1|1 - |Ck+1 . .Cn0|1,

ce qui contredit & nouveau ’hypothése selon laquelle Fact(z,n + 1) est équilibré.
En résumé, en posant B =a;...a,,0na B =c¢;...c, et les mots 1B1 et 0B0
appartiennent aux facteurs de z.

A présent, on montre que le mot B est un palindrome en raisonnant par ’absurde.
Soit k le plus petit indice j, compris entre 1 et n, tel que @; = ap_j41.Siar =0
on a

|an_k+1an_k+2 . .anlll - |0a1 . .akll = llak_l . .a11|1 - |0a1 o .ak_10|1 = 2,

ce qui améne une contradiction. Le cas ol a; vaut 1 se traite de fagon similaire,
en utilisant les facteurs 1B et B0 au lieu de Bl et 0B. Le mot B est donc un
palindrome.

Il ne reste plus qu’a prouver I’unicité d’un tel facteur. On suppose qu’il existe
un autre mot D de longueur n tel que 0D0 et 1D1 appartiennent & Fact(z).
On pose D = d;...d, et on note k le plus petit entier j, avec 1 < j < n,
tel que @; = d;. Si ay = 0, comme 0B et 1D sont des facteurs de z, on a
0aj...ax—10 € Fact(z) et 1dy...dg—11 = lay...ax—11 € Fact(z), ce qui est
absurde car ’ensemble Fact(z,n+ 1) est équilibré. Par un procédé identique, on
obtient une contradiction si ay est égal a 1. %

Lemme 1.8 Si 2 est un mot infini dont la complezité est donnée par la suite
(n 4 1)nen+ alors x est équilibré et non ultimement périodique.
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Preuve. D’aprés le lemme 1.1, le mot z est non ultimement périodique. On
suppose que ¢ n’est pas équilibré. Alors, il existe un rang n > 0 tel que I’ensemble
Fact(z,n+1) est équilibré, alors que Fact(z, n+2) ne I’est pas. D’aprés le lemme
1.7, il existe un facteur B de z de longueur n, tel que 0B0 et 1B1 appartiennent
a Fact(z). Le mot B est ’'unique facteur r-spécial de = de longueur 7, mais aussi
’unique facteur /-spécial de z de longueur n.

En posant
Fact(z,n) = {B, By,...,B,}

on peut écrire
Fact(z,n+ 1) = {B0, B1, Byay, ..., Bpan}
avec (ay,...,a,) € A" et
Fact(z,n+ 2) = {0B0,1B1,¢;Byay,...,cyBra,, ¢’ B'a’}

avec B’ € Fact(z,n) et (a/,c,c1,...,cn) € AM2. Sl existe un entier ¢ > 1 tel
que B’ = B; alors ¢;B;a; et ¢'B;a’ sont des facteurs de . Mais B; n’est ni un
facteur r-spécial, ni un facteur /-spécial de z. On a donc a’ = a; et ¢’ = ¢;, d’ou
c'B'a’ = ¢;Bia;, ce qui est contraire & la définition de Fact(z,n + 2). On a donc
B’ = B. En résumé, les mots 0B0, 1B1 et ¢’Ba’ sont trois facteurs distincts de
z. En particulier on a ¢/ = a/. Par unicité du facteur r-spécial de z de longueur
n + 1, on remarque (0B0,0B1,1B0,1B1) ¢ Fact(z)*. Autrement dit, il existe
une lettre a telle que les mots 0B0, 1B1 et aBa sont des éléments de Fact(z),
contrairement & @Ba. Le mot aB est donc le facteur r-spécial de 2 de longueur
n + 1. De plus, en notant © = z122...25, ... et B =b;...b,, il existe un entier
¢ tel que 2; = @ et z;4; = b; pour tout entier j compris entre 1 et n. Comme
@Ba ¢ Fact(z), on a aussi Tijtnt1 = G.

Pour montrer aB ¢ Fact(z; . ..%i4+2n+1), On raisonne par I’absurde en supposant
qu’il existe un entier k, compris entre 0 et n 4 1, tel que aB = i1k ... Titktn-
Comme z; = @ = Z;4n+1, On a en fait 1 < k < n. On vérifie B = z; ...z, et
Tit; = bj = 2,44k pour j variant entre 1 et n. Comme 1 <n—-k+1 < n, on
obtient by_k4+1 = Ziyn41 = @. Mais on remarque a = ;41 = bi d’olt by # bp—k41,
ce qui est absurde car B est un palindrome. Le mot aB n’appartient donc pas a
Fact(z; ... 2iyont+1). Or aB apparait une infinité de fois dans z. En particulier,
le mot aB est le facteur r-spécial de S*~!(z) de longueur n + 1. De plus, on
a P,(S*"!(z)) = n+ 1 pour tout entier n > 1, et le lemme 1.6 s’applique : le
mot aB est un facteur du préfixe de $*~!(z) de longueur 2(n + 1). Mais ce mot
est égal & z;...%;yont+1, Cce qui améne la contradiction cherchée. En résumé, il
apparait que le mot z est équilibré. x

Preuve de la proposition 1.1. 1l suffit d’utiliser les lemmes 1.1, 1.3 et 1.8. %
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1.3 Caractérisation arithmétique

1.3.1 Construction des mots sturmiens

Dans le cadre des développements de la dynamique symbolique, G. A. Hedlund
et M. Morse décrivent un procédé de construction des mots sturmiens [83], a
partir de la définition 1.9 :

Définition 1.9 Soit A ’ensemble des couples formés d’un irrationnel et d’un
réel. Soient s et s’ les fonctions & valeurs dans A%, qui & un couple (o, p) de A,
associent les suites 84, €t Sy, ,, définies sur N, de terme général

Sap(n) = [(r+1)atp|—[na+p]—|a] et s;,(n) = [(n+1)a+p]-[natp]-[a].
On dit que les mots sq,, et s;, , sont de pente a et d’intercept p.

Soit A I’ensemble des couples formés d’un irrationnel de ]0, 1[ et d’un réel de [0, 1[.
Il suffit d’étudier les restrictions de s et s’ & A, car les pentes et les intercepts
sont clairement des notions définies 4 un entier prés.

Proposition 1.2 (Morse et Hedlund, [83])
Soit (a, p) € A. Les mots sqa,, €t s, , sont sturmiens.

Les lemmes 1.9 et 1.11 permettent d’établir cette proposition.
Lemme 1.9 Soit (o, p) € A. Les mots sq,, et s, , sont équilibrés.

Preuve. Soit m € N*. Soit z un facteur de s, , de longueur m. Il existe un entier
n tel que 2 = Sq4,p(n) .. .8q,,(n+ m — 1). Le nombre d’occurrences de la lettre 1
dans z est défini par

n+m—1

o= 3 Sapli) = (n+m)atp| - [na+p.

De plus, on a
(n+m)atp—1< |(n+matp] < (n+matp
et
—na—p< —|na+p| <1l-na-—np.

On en déduit ma — 1 < |z|; < ma+1et [ma] < |z|; < [ma] + 1. Le mot s,
est donc équilibré. On démontre de la méme fagon que s;, , est équilibré. x

Deéfinition 1.10 Soit z = zoz122... un mot infini décomposé sur l’alphabet A.

Soit a € A. St la suite (;z- |2zo.. .mn_1|a> tend vers une limite finie, on dit
neEN*

que la valeur obtenue est la fréquence asymptotique de la lettre a dans le mot z.

Lemme 1.10 Soit (a,p) € A. La fréquence asymptotique de la lettre 1 dans les

mots sa,, €t s, , existe, et est égale a a.
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Preuve. Soit n € N*. 1l suffit de remarquer

|50,0(0) . . . Sa,p(n — Zsa,,( |ne +pJ

n

et
[56,p(0) - - -Sap(n = Vs _ [na+p] — [p]

pour conclure. x

Lemme 1.11 Soit (@, p) € A. Les mots s4,, €t s, , sont non ultimement pério-
diques.

Preuve. On suppose que la suite s, , est ultimement périodique. Il existe donc
un entier ¢ > 1 et un rang m > 0 tels que, pour tout entier n > m, on a
Sa,p(n + q) = Sa,p(n). D’aprés le lemme précédent, on vérifie en particulier

a = cHI-II-loo T m |Sa,p(0) .. .5q,(cg+m —1)|;
|Sa p(m) -Sap(g+m— 1)|1

q

On en déduit que la pente « est rationnelle, ce qui est absurde. La preuve concer-
nant s, , est similaire. x

La réciproque de la proposition 1.2 est énoncée au théoréme 5.3 de ’article [83].
On choisit de présenter une riouvelle approche de ce probléme, en utilisant des
travaux récents de R. Tijdeman [104, 105].

Définition 1.11 Soit Z un ensemble d’entiers. On appelle Z; ; l’ensemble des
éléments de Z compris entre les deux entiers i et j, avec i < j. On dit que Z est
homogeéne s’il vérifie la relation suivante :

Vne NV (ki ks) € N? |#2Zk ktn—1 — #Zky bytn-1] < 1.

Définition 1.12 Sous réserve d’existence, on définit la densité 8 d’un ensemble

Z d’entiers par § = lim l#Zlun.

n—+o00o N

En trois étapes, on décrit un lien entre les ensembles homogénes de densité
irrationnelle et les mots sturmiens.

Lemme 1.12 (Tijdeman, [105], Lemme 1)
Tout ensemble homogéne posséde une densité.

Preuve. Soit Z un ensemble homogeéne. Soit u la suite, définie sur N*, de terme
1

général p, = ;#Zl'_n. Pour établir la propriété, il suffit de montrer que cette

suite est de Cauchy. Soit € € ]0, 1[. Soient ¢, N et M des entiers avec 2¢ > 4¢~!
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N > M > 2t43¢71. On pose M; = |[M27t| et N; = |[N27¢|. Avec ces notations,
ona:

lpar —pn| <

1 1 1 1
M—#Zl..th, - N#Zl..ZtNt +“M#Z2tMt+1..M - N#Zth,H..N .

Par définition de M; et Ny, on remarque M — 2'M; < 2t et N — 2¢N; < 2!, puis
t . ot i ot+1

M N M

L’ensemble Z étant homogeéne, il existe un entier k tel que #7Z, .19:_; est égal &

k ou k+1, pour tout entier c. En notant&; = #2; ;_1)2¢ izt —k, avec 1 <4 < Vg,

onacg; =00u¢g =1, et donc

—#Zth,+1 M= —#Zth,+1 N

1 Mt 1 Nt
’ #2Z1. 2tm, — #Z1..2tN,’ = ’M Z(k +¢&i) - N Z(k + &)
=1

=1

et
%#Zl..th, - %#ZI.J‘N,‘ < k_](\/[/‘fi - % % -]-A\[[—t
Comme M; < M2t < My +1et N; < N27' < N;+ 1, on en déduit
20t 1 k
lunt = pn| < -+ o +a it <&*

Lemme 1.13 (Tijdeman, [104], Lemme 3)
Soient ¢ et & deux réels, avec & > 1. Soit Z = {2, z1, 22, . . . } un ensemble homo-
géne, de densité €71, En supposant que la suite (z;);eN est strictement croissante,

on a
VieN 2z < [+ ¢] oubienVieN z > £+ ¢].

Preuve. On raisonne par ’absurde. Il existe alors des entiers 7 et j tels que

142z < i€+ @) et z; > 7€+ ¢] + 1. On présente la preuve sous I’hypothése

1 < j. On commence par remarquer que le cardinal de Zait1.zj—1 €8t j —i— 1.
De plus, on a

J€+ o] — [+ ¢ = (G- DE+ (6 + ¢)] — [+ 4]
d’ou
€+l — i€+ ¢] 2 [(G—9)E] > (G —9)E-1,
et

zj—zi 2 [JE+ ¢ - i€+ 8] +2> (F— )&+ 1.
Comme Z est de densité €71, le cardinal de Zz‘.+1"zj_1 est minoré par n&~1 — 1,
avec n = z; — z; — 1. On a donc #Zit1.2j-1 2 né€l—1>j5—4i—1, ce qui
est absurde. Pour traiter le cas ol on a ¢ > j, on raisonne de la méme fagon, en
majorant le cardinal d’un ensemble de type Zg. k4m-1, avec k € N et m € N*,
par mE~l + 1. %
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Lemme 1.14 (Tijdeman, [104], Lemme 4)

Soient un irrationnel £ > 1 et un ensemble homogéne Z = {zg, 21,29,...} de
densité égale a €71, On suppose que la suite (2;);eN est strictement croissante. Il
existe alors un réel ¢ tel que

VieN z;= i+ ¢| oubienVieN z = [i{+ .
Preuve. D’aprés le lemme précédent, il existe un réel ¢; défini par
$pr=inf{peR|VieN [i&+¢] >z}

Pour tout réel ¢ < ¢4, il existe un entier ¢ tel que [c{+¢] < z.. Toujours d’aprés
le lemme 1.13, pour tout entier ¢, on peut alors affirmer i€ + ¢| < z;.

Soit ig un entier tel que o€ + ¢1 & Z. On cherche & montrer [i0€ + ¢1] = 2.
On raisonne par ’absurde en supposant 40§ + ¢1 > |t + ¢1] > zi, + 1. Il existe
alors un réel ¢} < ¢; tel que i€+ ¢} € ]zi, +1, i€ + ¢1[ et donc i€+ ¢ | > 2.
Ainsi, pour tout entier ¢, on a £ + ¢]| > z;, ce qui contredit la minimalité de

1.

On suppose existence d’un entier ¢; tel que ©1€ + ¢ € Z. Le réel £ étant
irrationnel, un tel entier est unique. Donc pour tout entier ¢ différent de 7;, on
a [i€ + ¢1 — 1] = i€ + ¢1| = z;. Toujours par minimalité de ¢y, il est évident
que z; ne peut prendre que deux valeurs : 7;€ + ¢1 — 1 ou bien & + ¢1. Si
zi, = 11€ + ¢ alors pour tout entier ¢, on a z; = [1§ + ¢1]. Si z;, =16+ ¢ — 1
alors pour tout entier ¢, on a z; = [ 4+ ¢; — 1], ce qui achéve la preuve. x

Un dernier résultat, do & G. A. Hedlund et M. Morse [83], est requis afin de
démontrer la réciproque de la proposition 1.2. On choisit de présenter une preuve
de nature combinatoire.

Lemme 1.15 Soit  un mot infini équilibré et non ultimement périodique. Il
existe une lettre a de l’alphabet A telle que ax est un mot sturmien.

Preuve. On suppose que les mots 0z et 1z sont simultanément déséquilibrés.
Il existe donc des facteurs u et v de z tels que (0u0,1ul) € Fact(0z)? mais
aussi (0v0,1vl) € Fact(lz)?. Comme z est équilibré, les mots u0 et vl sont
nécessairement des préfixes de z, autrement dit on a x = u0--. = vl... Soient
n et m les longueurs respectives de u et v. Clairement n est différent de m. Par
symétrie, on ne traite que le cas ol » < m. On écrit alors u et v sous la forme
U= Up...Up € U = V1...UnUpn41...Up. On vérifie ainsi uy...u, = v1...0,
et v,41 = 0. Comme Ov € Fact(z) on a 0v;...v,0 € Fact(z). On obtient une
contradiction en remarquant 1v; ...v,1 = lul € Fact(0z). *

Proposition 1.3 Si z est un mot infini équilibré et non ultimement périodique

alors il existe un irrationnel o et un réel p tels que ¢ = sa,, 0U T = 8, ,.

Preuve. Soit & un mot infini équilibré et non ultimement périodique. D’aprés
le lemme précédent, il existe une lettre a telle que le mot y = axz est stur-
mien. On décompose y sous la forme y = yoy1y2 ... Soit Z = {zo, 21, 22,...} ou
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i
z =1+ Zyj avec ¢ € N. Pour tout entier n € N*, on cherche & montrer :
=0

V (61’62) € N2 I#ch..c1+n—1 - #Zcz..02+n—1l S 1.

Les éléments de Z formant une suite strictement croissante d’entiers, le résultat
est trivial au rang un. En le supposant vrai au rang n, on raisonne par I’absurde.
Il existe alors des entiers k; et ky tels que #Zk, ki4n 2> 2+ #Zk,. ky4+n. En

utilisant I’hypothése de récurrence au rang n, il apparait facilement

#Zkl..kl =1l= #Zk1+n..k1+n

et # 2,k = 0= #Zkytn. kytn ainsi que #Zx, ky+n = 2+ #Zky ky4n-

Soient J; = {j € N| ky < z; < ky+n}et Jo={j € N| ks < z; < k2+n}. Soient
J1 et jz les minima respectifs de J; et J, et soient j; et j} leurs maxima. Avec
ces notations, on a z;, = k; et zj = ki +ncar #Zk.ky, =1 = # 2k 4n.ky+n-
De plus, la différence entre deux termes consécutifs de Z est bornée par deux en
valeur absolue. Comme #Z, 4 n. k,+n = 0, on vérifie

k2+n+1$zj£+1 Szj£+2§k'2+n+1

puis zjs 1 = ka+n+1et zj; = ka+n—1. On en déduit I4+yj41 = zj341—2j; = 2
ety = 1. A partir de la relation #Z, s, = 0, on va montrer Zj, = ka4 1
et y;, = 1. Dans un premier temps, on suppose j; > 1. Par définition de j,
onaky+1< 2, <242j,01 <24kydot 2425, =2, =ky+1et
14 y;, = 25, — 25,1 = 2, ce qui permet de conclure dans ce cas. Si j; est nul, il
suffit d’observer 1 > yo = 29 > ko + 1 > 1.

Comme #Zk, ki4n = 2+ #Zky. ky+n, ON @ Ji — J1 = j4 — j2 + 2. Autrement dit,
les longueurs de y;, .. “Yj+1 €6 Yji41 ... y;r sont égales. On remarque ensuite

n=2z —Z; = |Yjp+1-- -yj;ll +j1- 51
et
M= Zjl41 = Zj, = |Ysa41 - - -yj§+1|1 +ia+1=j2=|Yjps1-. 'yj§+1|1 +i1-5-1
La lettre y;, étant égale & 1, on vérifie |y;, .. -yj5+1[1 =n+24j; — j1, ce qui est
absurde car le mot y est équilibré.

L’ensemble Z est donc homogéne. Comme y est non ultimement périodique, la
densité de Z ne peut pas étre rationnelle. D’aprés le lemme 1.14, il existe un réel
¢ et un irrationnel & tels que Z = {|i{ + ¢] | i € N} ou Z = {[i€ + ¢] | € N}.
Considérer le premier cas permet d’affirmer

sep(t) + €] = [((+ )€+ 8] - [+ ¢] =211 —zi =y + 1,

pour tout entier ¢. De plus, comme 0 et 1 sont des facteurs de S(y),ona |£] = 1.
Finalement, on obtient = s¢ 4. L’étude du second cas conduit & identifier z et

/
S€’¢. *
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1.3.2 Propriétés complémentaires

On présente quelques résultats classiques afin de lever toute ambiguité sur les
tests d’égalité entre deux suites sturmiennes. En munissant .A“ de ’ordre lexico-
graphique induit de la relation 0 <z 1,o0n a:

Lemme 1.16 (Berstel et Séébold, [17], Proposition 6.1)
Soit o un trrationnel de )0, 1[. Si p et p’ sont des réels de [0,1[ on a

Sap <L Sap & p<p.
Si p et p' appartiennent 4 ]0,1] on a

Sp <L Sy © p<p.

a,p

Preuve. Parsymétrie, on ne traite que le premier cas. On suppose 0 < p < p’ < 1.
Par densité de la suite ({na}),en+ dans [0, 1], il existe un entier n > 1 tel que
1-p' < {na} <1-p.On en déduit na+ p < |na| + 1 < na + p' puis

lne|+1< [na+p|+1< [na|+1< [na+p'] < |naf+1

et enfin [na+p'| = [na+p|+1. Soit m le plus petit entier pour lequel une telle
égalité est vérifiée. Clairement m est non nul, et pour tout entier j compris entre
Oetm—1,ona|joa+p'| =|jo+p]. Les préfixes de sq,, €t s, de longueur
m — 1, sont donc égaux. De plus, il apparait s, ,(m—1) =1 et s4,,(m —1) = 0,
ce qui permet d’affirmer que le mot s, est lexicographiquement plus grand que
Sa,p- La réciproque est triviale. x

Proposition 1.4 Les restrictions de s et s' & A sont des applications injectives.

Preuve. Soient (o, p) et (o, p’) des couples appartenant a A, tels que s4,, = Sor,
Si a # o, on peut supposer, & une permutation prés, qu’il existe un réel ¢
strictement positif tel que o/ = o + €. Ainsi, pour tout entier &, on a

ko' + p' = (ka+ p) + (k€ + p' — p).
A partir d’un certain rang ko, que I’on choisit minimal, on vérifie
[k + p'] 2 |k + p] + 1.
Comme on a [p’] =0 = |p], il apparait ko > 1 et
L(ko — D)o’ + '] < [(ko — L)+ p].

On en déduit sy (ko —1) = 1 et sq,,(ko— 1) = 0, ce qui est absurde. On a donc
a = d, puis p = p’ d’aprés le lemme 1.16. Un raisonnement identique permet de
démontrer 'injectivité de s’ sur A. %

Pour des raisons techniques, on introduit ’ensemble

U={(B,0)e A|VceN ¢+ ¢N}.
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Lemme 1.17 Soit (a,p) € A. Les mots sq,, et s, , ne coincident que si (a, p)
appartient a U, et différent d’au plus deuz termes dans le cas général.

Preuwve. Si (a,p) €U, on a [ka+ p] = |ka+ p] + 1 pour tout entier k, et donc
sg’ p = Sa,p- Dans le cas contraire, comme « est irrationnel, il existe un unique
entier ¢ tel que ca:+ p € N. On vérifie alors sq4,,(k) = s;, ,(k) pour tout entier &
différent de ¢ — 1 et c. On remarque sq,(c) = 0 et s;, ,(c) = 1. De plus, si ¢ est
non nul, on a aussi s4,,(c — 1) =1et s, ,(c—1) =0. %

Lemme 1.18 Soit o un irrationnel de )0, 1[. Soient p un réel et k un entier. On
a
k k
S%(80,p) = Sa,pt+ka €8S (S;,p) = sfz,p+ka-

Preuve. Soit n un entier. On remarque

Saptka(n) = [(n+ Da+ p+ka] = [na+p 4 ka] = sa,n(n+k) = S¥(s4,) (n)
et

Saprka() = [(n+1)a+p+ka] - [na+p+kal = s ,(n+k) = S*(s}, ,)(n). %
Proposition 1.5 Soient o un irrationnel de |0, 1[ et p un réel de [0, 1[. Il existe

un couple (B,6) de A tel que sq,, = sp 5 i et seulement si (@, p) appartient a U.

Preuve. On suppose qu’il existe un couple (8, 6) de A tel que sq,, = sj 5. D’aprés
le lemme 1.17, les suites 323 s et sp,s différent d’au plus deux termes. Il existe donc

?

un entier ¢ tel que S¢(sq,p) = S¢(8s,5). Autrement dit, on a

Sa,ptca—|ptca| = 5B,6+cB—[6+cB]"

D’aprés la proposition 1.4, on montre § = « et § — p est un entier de I'intervalle
] — 1,1[. On en déduit p = § puis s4,, = 54, et (o, p) € U. La réciproque est
triviale. %

Pour terminer ce chapitre, on évoque quelques travaux sur I’étude des facteurs
sturmiens.

Proposition 1.6 (Morse et Hedlund, [83], Théoréme 3.7)
Soit o un irrationnel de ]0,1[. On a

Vpel0,1[ Vp' €[0,1[ Vn € N* Fact(sa,p, n) = Fact(sa,p,n).

La preuve présentée ici est celle donnée par F. Mignosi [78, 79].

Lemme 1.19 (Mignosi, [79], Proposition 1)
Soit a un irrationnel de ]0,1[. Soient p € R et (i,n) € N2
Si{—ia} > {-(i+1)a} ona

{na+p} € [{-(i+ Do}, {-1a}[ sap(n+1) = 1.
Si{—ta} < {-(¢t+1)a} on a
{na+p} € [{-ia}, {-(i+ D)a}[ & sa,(n+ 1) = 0.
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Preuve. On commence par remarquer que pour tout entier ¢, les parties frac-
tionnaires de —ia et de — (i + 1)« différent, car « est irrationnel. On démontre
seulement la premiére propriété, la preuve de la seconde étant similaire. On
impose donc {—ia} > {—(i + 1)a}, ce qui sous-entend clairement i > 1 et
(i + Do) = |ia.

On suppose {—ia} > {na+p} > {—(i + 1)a}. On a ainsi

na+p— |na+p| < —ia+ i) +1
et (n+i)a+p < |na+p|+ [ia] + 1. De méme, on a
4+ o+ G+ )al+1<na+p— |na+p
et [(i4+Va|+14+|[na+p]<|(n+i+1)a+ p). On en déduit
(n+i)atp] < (n+i)atp < [natp]+lia) +1=|(i+1)a] +1+ [na+p)
et donc [(n+i)a+p] < [(n+i+1)a+p| et sq,(n+1) = 1.

Réciproquement, on suppose s, ,(n + 7) = 1. On obtient facilement 1’assertion
suivante :

{na+p}2{-(+1)o} & (n+i+la+p2 na+p|+[(i+1)a]+1.

Si -{na—l—p} <{-(i+1a},ona(n+i+l)a+p<|na+p|+|[(t+1)a|+1,
puis

na+pl+[(i+Da] +1> (n+i+1)a+p> [na+p]+ i+ 1a.
Autrement dit, on montre
[(r+i4+1)a+p| = |na+p|+[(i+1)a] = [na+p]+ [ial.
Par hypothése,on a [(n+ i+ 1)a+p| =14 |(n+i)a+ p| et donc
(n+da+p<[(n+it+l)a+tp]=|natp]+ [ial
On obtient finalement une contradiction en observant
lna+ p] + [ia] < (na+ p) + ia.

Ainsi, il ne reste plus qu’a démontrer {na + p} < {—ia}. On commence par
vérifier ‘

{na +p} < {-ia} & (n+i)a+p< |[na+p|+ |ia] +1.

En supposant {na+ p} > {—ia},ona (n+i)a+p > [na+p]+ |ia] +1et on
remarque [no+ p| + 1+ [ia] +1 > (n+3)a+ p puis

[(n+ i)a+p| = [nar+ p) + lia) + 1 = [na+ p] + [(i+ Do) + 1.
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Par hypothése,on a [(n+ i+ 1)a+p| =1+ [(n+ )a+ p| d’od
1+ [(n+i)a+tp] < (n+i+atp
et donc
[nat p) + LG+ Da] +2= 1+ [(n+i)a+p] < [na+p)+ 1+ [(i+1)a] +1,
ce qui est absurde. %
Preuve de la proposition 1.6. Soit n € N*. On note (c;(c, n))o<i<n la suite

obtenue en réorganisant, par ordre croissant, la suite ({—ia})o<i<n. En posant
cnt+1(a,m)=1,0n a

0=co(o,n) <c1(a,n) < -+ < cpa,n) < -+ < ep(a,n) < cpyr(a,n) = 1.
Soient j € Net p € [0, 1[. Il existe un unique entier k, avec 0 < k < n, tel que
{sa+ p} € [er(a, n), cqa (e, m)[.

Le réel cx(a, n) est le plus grand élément de la forme {—ia}, pour 7 compris entre
0 et n, tel que {—ia} < {ja + p}. Autrement dit, la relation {ja+ p} > {—ia}
est vérifiée si et seulement si on a cx(e, n) > {—ia}. Pour tout entier 7 compris
entre 0 et n — 1, on montre que la valeur de s, ,(j +¢) ne dépend que de la pente
a. En effet, si {—ia} > {-(¢+1)a} ona

Sap(l+i) =1 & {jotp}e[{-(i+1)a},{-ia}]
e calan) € [{-(+1a}, {-ia}[

et si {—ia} < {-(¢+1)a}ona

Sap(f+1) =0 & {ja+tp}e[{-ia},{-(I+1)a}(
& ck(a,n) € [{-ia}, {-(i+ Da}[.

En résumé, les facteurs de s, , de longueur n ne dépendent pas de p. x

Corollaire 1.1 Soit o un irrationnel de ]0,1[. On a
Vp1 €[0,1[ Vpa €[0,1] Vn € N* Fact(sa,p,,n) = Fact(s), ,,,n).

Preuve. Soient (p1,p2) € [0,1[2 et n € N*. Par une méthode similaire & celle

précédemment développée, on montre Fact(s, ,,,n) = Fact(s, ,,n). Comme
Sa,a = Sa,a, ON obtient finalement Fact(sy, ,,,n) = Fact(sqa,p;, 7). *
Remarques.

Soit T le langage des facteurs finis des mots sturmiens. S. Dulucq et D. Gouyou-
Beauchamps décrivent YT en codant des droites de pente et d’intercept rationnels
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[44]. Dans [42], A. de Luca et F. Mignosi proposent deux autres méthodes de
construction de Y : la premiére est liée aux propriétés des palindromes, et la
seconde est en relation avec le théoréme de Fine et Wilf [45].

S. Dulucq et D. Gouyou-Beauchamps formulent aussi une conjecture, démontrée
par F. Mignosi [79], sur le nombre d’éléments de T de longueur donnée. Une
approche géométrique de ce probléme est présentée par J. Berstel et M. Pocchiola
[14]. On cite enfin un travail de V. Berthé, sur la fréquence des facteurs des suites
sturmiennes et le théoréme des trois longueurs [19].



Chapitre 2

Morphismes sturmiens

Un morphisme est une application f du monoide A* dans lui-méme telle que
f(uv) = f(u)f(v) pour tout couple de mots finis (u,v). La longueur de f est
Pentier || f|| = | f(0)|4]f(1)]. On dit que f est effagant s’il existe une lettre a telle
que f(a) = €. Soit Id ’application identité sur .A. Tout morphisme f s’étend de
maniére naturelle & A%, en posant f(z) = f(zo)f(z1)f(z2)... pour tout mot
infini £ = 202122 ... décomposé sur A.

L’objectif principal de ce chapitre est de décrire la classe des morphismes stur-
miens & partir d’un monoide de rang trois. Ce résultat, en partie conjecturé
par M. Kosa [69], est attribué & F. Mignosi et P. Séébold [80]. On propose ici
I’approche suivie par J. Berstel et P. Séébold [16, 17], fondée sur ’étude des
morphismes dits acycliques et équilibrés.

2.1 Monoide de Sturm

Définition 2.1 Un morphisme est sturmien s’il préserve globalement I’ensemble
des mots sturmiens.

Définition 2.2

Soit E : 0+ 1, 1 — 0 le morphisme d’inversion. Sotent ¢ : 0 — 01, 1 — 0 le
morphisme de Fibonacci et ¢ : 0 — 10, 1 — 0 son image miroir. En munissant
{E, ¢, ¢} de la loi de composition, on forme le monoide de Sturm, noté St. On
pose aussi G = pFE et D = @F.

Par une étude extrémale, en référence aux travaux de M. Késa [69], P. Séébold
démontre que les générateurs de St sont des morphismes sturmiens [98]. Pour
établir cette propriété, énoncée a la proposition 2.1, on préfére privilégier la
définition combinatoire des mots sturmiens. La preuve fait appel & des résultats
classiques, présentés aux lemmes 2.1, 2.2 et 2.3.

Lemme 2.1 Soient z € A* ety € A¥. On a 0¢(z) = ¢(z)0 et 05(y) = p(y).

17
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Preuve. Par définition des morphismes ¢ et @, on remarque ¢(a) = 01'~® et
@(a) = 11790 pour tout a égal & 0 ou 1. Il est alors facile de conclure. x

Lemme 2.2 Les applications E, ¢ et ¢ sont injectives sur A%.

Preuve. Le morphisme E étant idempotent, la propriété le concernant est tri-
viale. Soient w = wy ... Wy ... et w' = w...w,, ... des mots infinis tels que
o(w) = @(w'). On suppose w # w'. Soit n = min{i € N* | w; = w!}. On

vérifie ainsi @(wpWn41...) = @(wpwy,,...). A une permutation prés, on peut
supposer w, = 0 et w), = 1. On a alors

01o(Wny1Wny2 --.) = 0p(wy, Wi o)

et la lettre 1 apparait en préfixe de ¢(w;, w; 5 ...), ce qui est absurde. On en
déduit w = w'. En utilisant le lemme 2.1, I'injectivité de ¢ devient évidente. %

Remargue. On montre de méme que les morphismes E, ¢ et ¢ sont injectifs sur
A*.

Lemme 2.3

Les morphismes du monoide de Sturm préservent les mots infinis non ultimement
périodiques.

Preuve. Soit u € A“. Si ¢(u) est ultimement périodique, on peut construire un
suffixe de u, noté v/, tel que p(u') = v¥ avec v € A*. On en déduit v € 0.4* et
le mot v0 est un préfixe de ¢(u’). Il existe donc un mot fini w tel que p(w) = v.

Par injectivité de ¢ sur .A“, on obtient v’ = w*, et le mot u est ultimement
périodique. On conclut par contraposée. La fin de la preuve est triviale. x

Lemme 2.4 Les morphismes du monoide de Sturm préservent les mots finis
équalibrés.

Preuve. Soit z un mot fini équilibré. Clairement le mot F(z) est équilibré. On
raisonne par I’absurde en supposant que ¢(z) est déséquilibré. D’aprés le lemme
1.7, il existe un mot u tel que 0u0 € Fact(p(z)) et 1ul € Fact(p(z)). Il existe
donc des facteurs de z, notés v et v/, tels que ¢(v) = 01ul avec v = 0v’0. On
remarque [vlo = [p(v)]1 = 2+ |ul1 et |v] = [p(v)|o = 1 + |ulo.

Dans un premier temps, on suppose qu’il existe un facteur w de z tel que 1’on
ait ¢(w) = 0u0. Soit w’ le mot défini par w = w'l. On vérifie alors

[w'lo = |wlo = |¢(w)]1 = |u|; = |v]o — 2

puis |w'| = |w| -1 = |p(w)|o— 1 = |uo+ 1 = |v] et |w’|; — |v]; = 2, ce qui est
absurde car z est équilibré.

Il existe donc des mots z et 2’ parmi les facteurs de z tels que p(z) = 0u01 et
z = 2/0. On en déduit ¢(z') = Ou. En outre, on a 01ul = ¢(v) = 01p(v')01
et Ou = 0p(v)0 = ¢(1v'1). Par injectivité de ¢ sur A*, on obtient 2/ = 1v'1.
Les mots 1v’1 et 00’0 sont donc des facteurs de z, ce qui améne la contradiction
cherchée. En résumé, le mot ¢(z) est équilibré.



Morphismes sturmiens 19

On suppose & présent que @(z) est déséquilibré. Il existe alors un mot fini ¢
tel que 0t0 et 1t1 sont des facteurs de ¢(z). Par définition de ¢, on a méme
1t10 € Fact(@(z)). En remarquant 11 ¢ Fact(@(z)), deux cas se présentent.
Si t = 0 alors 000 € Fact(@(z)) et 1010 € Fact(p(z)), d’ou 11 € Fact(z) et
00 € Fact(z), ce qui contredit I’hypothése selon laquelle z est équilibré. La seule
alternative est I’existence d’un mot t’ tel que ¢t = 0¢'0. On vérifie alors que 10’010
est un facteur de ¢(z) et il existe un mot y tel que 0y0 € Fact(z) et @(y) = /0.
De plus, on a 00¢'00 € Fact(p(z)) et ainsi 1yl € Fact(z), ce qui est absurde. Le
mot @(z) est donc équilibré. x

Proposition 2.1 Tout morphisme appartenant au monoide St est sturmien.

Preuve. La preuve concernant le morphisme FE est triviale. Soit £ un mot stur-
mien. D’aprés le lemme 2.3, le mot ¢(2) est non ultimement périodique. De plus,
si p(z) est déséquilibré, on construit un préfixe fini de z, que I’on note y, tel que
¢(y) est déséquilibré. Le lemme 2.4 apporte alors la contradiction cherchée. Le
morphisme ¢ est donc sturmien. Il est alors facile de vérifier que @ ’est aussi. x

2.2 Morphismes acycliques

Définition 2.3 Un morphisme g est acyclique si g(01) # ¢(10).
Lemme 2.5 Si deux mots finis commutent, ils sont puissances d’un méme mot.

Preuve. On raisonne par ’absurde en considérant le plus petit mot z, non vide,
pour lequel il existe un mot z’ tel que la propriété n’est pas vérifiée. On note y le
mot de longueur minimale parmi les contre-exemples possibles associés & z. On
a clairement y # € et |y| > |z|. Comme on a zy = yz, il existe un mot y’ tel que
y = zy’. On en déduit zzy’ = 2y = yz = 2y'z, puis 2y’ = y'z. Or || < |y|, il
existe donc un mot z ainsi que des entiers m et n tels que z = 2™ et 3y’ = 2™,
On obtient alors une contradiction en remarquant z = 2™ et y = z2™*", %

Remarque. Cette preuve, due & G. Myerson, est présentée dans ’article [68].

Lemme 2.6 Un morphisme g est acyclique si et seulement si g(0) et g(1) ne
sont pas des puissances d’un méme mot.

Preuve. On applique le lemme précédent sur Iidentité g(0)g(1) = g(1)g(0). x

Proposition 2.2 (Berstel et Séébold, [17], Propriété 2.4)
Tout morphisme sturmien est acyclique.

Preuve. Soit f un morphisme sturmien. Si f n’est pas acyclique, d’aprés le
lemme 2.6, les mots f(0) et f(1) sont des puissances d’'un méme mot, que ’on
note u. Soit # un mot sturmien. L’image de z par f est égale & u%, ce qui est
absurde car le mot f(z) est sturmien donc non ultimement périodique. %

Remarque. Comme corollaire immédiat, il apparait que tout morphisme stur-
mien est non effagant.
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2.3 Morphismes équilibrés

Pour tester si un morphisme est sturmien, I'idée de J. Berstel et P. Séébold est de
coder la famille des mots sturmiens par un ensemble de mots finis. La méthode
suivie est intimement liée aux propriétés des morphismes dits équilibrés. En fin de
section, un algorithme de décomposition des morphismes sturmiens, en fonction
des trois générateurs du monoide de Sturm, est proposé.

2.3.1 Codage des mots sturmiens
On détaille certaines preuves des résultats présentés dans les articles [16] et [17].

Définition 2.4 A tout couple d’entiers m et r non nuls, on associe les mots
équalibrés :
wm,r — Om—l1(0m+11)r+10m1(0m+11)r0m1

et
w, . = 0™1(0™1)"t o™+ 1(0™1)" 0™ 1.

On pose aussi ¥ = U {wmr, Wy 1y E(Wm ), E(wy, )}
(m,r)€(N*)?

Proposition 2.3 (Berstel et Séébold, [17], Propriété 3.3)

Tout mot sturmien contient en facteur un et un seul mot de V.

Preuve. Soit  un mot sturmien. Il est utile de rappeler que tout facteur fini de
z posséde un nombre infini d’occurrences dans z. Quitte & remplacer z par E(z),
on se place dans le cas ot 00 appartient & Fact(z). Il existe un entier m non nul tel
que 0™*! € Fact(z) et 0™*2 ¢ Fact(z). Comme z est équilibré et non ultimement
périodique, les seuls facteurs de z de la forme 10*1 sont 10™1 et 10™*+11. 1l
existe donc un entier ¢ non nul tel que 10™1(0™+11)€0™1 est un élément de
Fact(z). Comme on a [10™1(0™*11)°0™1|; — [0™+11(0™+11)e0™+!|; = 2, le mot
(0m*11)e*+2 p’appartient pas & Fact(z). On note ¢’ la valeur minimale possible
pour le choix de ’entier c.

On suppose d’abord ¢’ > 2. Comme on a [0™*110™+|; —|10™10™1|; = 2, le mot
10™10™1 n’est pas élément de Fact(z). Nécessairement (0™+11)'+! ¢ Fact(z),
sans quoi le mot = est ultimement périodique, de queue égale &

10m1((0™+11)¢'0™1) .
Comme (0™+11)¢+2 ¢ Fact(z), on a 0™=11(0™+11)¢+10m] € Fact(z). On en
déduit 0™~11(0™+11)<+10™1(0™+11)¢ € Fact(z) car on a 10™10™1 ¢ Fact(z)
et ¢’ est choisi minimal. Sous peine d’ultime périodicité de z, il apparait

0™=11(0™*11)¢+1o™m1(0™+11)¢'0™1 € Fact(z).

Le mot wy, ~ est donc un facteur de z.
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Il reste & étudier le cas ot ¢/ = 1. Si (0™+11)% € Fact(z), alors 10™10™1 n’est pas
un facteur de z et le raisonnement précédent s’applique. Si (0™*11)? ¢ Fact(z),
il existe un entier d > 1 tel que 0™+11(0™1)40™*!1 est un facteur de 2. Comme

[10™1(0™1)%0™ 1], — |0™FL1(0™1)¢0™ |, = 2,

il apparait clairement 1(0™1)%*2 ¢ Fact(z). On note d’ la valeur minimale pos-
sible pour le choix de ’entier d. Sous peine d’ultime périodicité de z, le mot
1(0™1)#+1! est un facteur de z. On a méme 0™1(0™1)4+10™+11 ¢ Fact(z) car
1(0™1)#+2 ¢ Fact(z). De plus, on a 0™1(0™1)¥*+10™+11(0™1)¢ € Fact(z) car
(0m™+11)2? ¢ Fact(z) et d’ est choisi minimal. Comme z est non ultimement pério-
dique, on a 0™1(0™1)#+10™+11(0™1)¥0™*+'1 € Fact(z). Le mot w;, g est donc
un facteur de z.

Ainsi, tout mot sturmien posséde en facteur un mot de . Il reste & établir
’unicité. Soient m, r, n et p des entiers quelconques non nuls. Différents cas se
présentent.

On commence par supposer wy,, € Fact(z) et w,, € Fact(z). Le mot 10™1
étant un facteur de wp,,, on a 0™*? ¢ Fact(z). Comme 0"t € Fact(z), on
vérifie n+1 < m+ 2 et n < m. En outre, le mot 10”1 étant un facteur de Wn,p,
on a aussi 0"*2 ¢ Fact(z). Comme 0™*+! € Fact(z), on obtient m+1 < n+2, puis
m < n et en fait n = m. De plus, le mot 10™1(0™+!1)"0™1 appartient & Fact(z),
ce qui n’est donc pas le cas de (0™+11)"+2. De la relation (0™+11)P*! ¢ Fact(z),
on déduit p+1 < 742 puis p < r. On vérifie de fagon similaire r < p. En résumeé,
onar =petdonc wn, = Wnp.

Un raisonnement identique permet d’affirmer wy,, = wy, , si wy, . € Fact(z)
et wy,, € Fact(z). Si on suppose Wy, € Fact(z) et w), , € Fact(z), il appa-
rait que les entiers n et m sont égaux. De plus, les mots 10710"1 et 00™10™0
appartiennent respectivement aux facteurs de wy, ,, et Wy, .. On remarque

|10"10™1|; — |00™10™0|; = 2,
ce qui contredit I’hypothése selon laquelle z est équilibré.

L’étude des sept derniers cas a traiter est en tout point similaire. %

Lemme 2.7 (Berstel et Séébold, [17]) Soient m et r des entiers non nuls.
On a
0w, = GMED(01"110170) et 0w), ., = G™ED(10"*'1071).

Preuve. 1l suffit de remarquer

G™ED(017*10170) = G™(1(01)"*'1(01)"1)
— Om1(0m+11)r+10m1(0m+11)r0m1 — me,r

et
GmED(10r+1107‘1) — Ooml(oml)r+10m+ll(oml)r0m+11 — Ow;-n,r' %
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Proposition 2.4 (Berstel et Séébold, [17]) Soit u € V. Il existe un mot
sturmien z tel que u est un facteur de z.

Preuve. Soient m et r des entiers non nuls. Le mot 102101 étant un facteur
du mot de Fibonacci F, on a 01710170 € Fact(ED"!(F)). D’aprés le lemme
précédent, on obtient w,,, € Fact(GMEDED™!(F)). De fagon similaire, on
montre que le mot wj, . est un facteur du mot sturmien G™ED"(F). La fin de
la preuve est triviale. x

2.3.2 Caractérisation des morphismes sturmiens

Proposition 2.5 (Berstel et Séébold, [16]) Soit f un morphisme sturmien.
Soit (m,r) un couple d’entiers non nuls. Le morphisme f est acyclique et les
mots f(wm,) et f(wy,,) sont équilibrés.

Preuve. D’aprés la proposition 2.4, il existe un mot sturmien z tel que wy, , est
un facteur de 2. Le mot f(z) étant sturmien, il est clair que f(wp, ) est équilibré.
On raisonne de fagon similaire pour le mot f(wy, ). La proposition 2.2 permet
de conclure. %

En introduisant la définition suivante, on cherche & établir la réciproque de la
proposition 2.5.

Définition 2.5 Soient m et r des entiers non nuls.

Un morphisme f est dit (m, r)-équilibré si f(wm,) ou f(wy,,) est un mot équi-
libré.

Par les lemmes 2.8 & 2.11, on étudie la structure des mots f(0) et f(1) lorsque
f est un morphisme (m, r)-équilibré.

Lemme 2.8 (Berstel et Séébold, [16], Lemme 9) Soient m et r des entiers
non nuls, et f un morphisme (m,r)-équilibré. Si f(0) = 0 et f(1) € 1LA* N A*1,
ona f(1)=1.

Preuve. Les mots 0™*! et 10™1 sont des facteurs communs & Wy, €6 W), ., ainsi
qu'a f(wm,r) et f(wy, ), carona f(0) = 0et f(1) € 1.4*N.A*1. On raisonne par
’'absurde en supposant f(1) # 1. Il existe donc un entier k et un mot v tels que
f(1) = 10*¥1v. Comme f est (m,r)-équilibré, on a méme k = m ou k = m + 1.

A tout couple d’entiers (p, p’) de N x N*, on associe les mots
up,p’ — 1(0m+1 l)p-l-l(oml)plom-l-l

et
vpp = 1(0™1)P (0™ +11)P0™1,

Les mots u,; et v, ; sont des facteurs de wy, ., alors que %o, et vg , appartiennent
kY /
a Fact(wy, ).
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Dans un premier temps, on suppose f(1) = 10™1v. On définit les mots zﬁ,,lz, et

(2)

z o par
2 = 0™ F(L(0™H1)P (0™ 1) )0 et 212, = F(1(O™ 1) (0™ 1)P)0™ 10" 1.
On remarque |z§3,| = |z£3,| et lzz()iz,h - |zz(,,1£,|1 = 2. De plus, on a

Fppr) = F(1)2Y, et f(uppr) = 2P0,

(1) (2)

En particulier, les mots 2, et 2,7 sont des facteurs de f(wm, ), qui est donc

déséquilibré. On a aussi {zo,,,, z0 r} C Fact(f(wm,,)), ce qui est absurde car le
morphisme f est (m, r)-équilibré.

Il reste & traiter le cas ot I’on a f(1) = 10™*!1v. On pose
2%, = 0™ (0 H1)P) O™ IIO™ L,

On a
flupp) = fLO™H1)P+1(0m1)P om+)

FA)F(O™F11)P) F(O™H+11) £((0™ 1)) F (O™ )

puis f(upy) = lzz(,?z,lvf((Oml)p'Om“). Comme p’ > 1, on a aussi

f(vPJ?’) = f(l((]ml)P:(Om+ll)p0m1)
= f(l(Oml)P —l)f(Om]_)f((Om+11)p)f(0m1)
= f(l(Oml)P'—l)0m10m+11,Uf((0m+l1)p)0m10m+11v.

On pose Zx(v ), = 10m10™+11p £((0™+11)P)0™1. La lettre 1 étant un suffixe de
1(0m1)?' 1 et de f(l), on peut affirmer que zzg 13’ est un facteur de f(v,,). Mais

on a |z( )I = | ,| ainsi que |z (4) 1= |z(3) |1 = 2, ce qui contredit I’hypothése
selon laquelle f est (m,r)- equ1hbre En résumé, on a f(1) = 1. x

Lemme 2.9 (Berstel et Séébold, [16], Lemme 10) Soient m et r des en-
tiers non nuls, et f un morphisme (m, r)-équilibré non effagant. S1 f(0) € 0.4*0
alors on a f(1) € 0.A* U A*0.

Preuve. On raisonne par I’absurde, en supposant f(1) € 1A4* N A*1. Si 00 est
un facteur de f(0) alors il existe deux mots u et v tels que f(0) = u00v. Comme
0™+ et 10™1 sont des facteurs de wp,, et w}, ., les mots 00v f(0™~! )uOO et
1u00v f(0™~1)1 appartiennent simultanément 3 ]-'act(f(wm r)) et Fact(f(wy, ),
ce qui contredit I’hypothése selon laquelle f est (m, r)-équilibré. Le mot 00 n’est
donc pas un facteur de f(0). Comme 00 € Fact(wm,) N Fact(w;,,) et f(0)
appartient 4 0.4*0, on vérifie 11 ¢ Fact(f(0)) U Fact(f(1)). Il existe un entier
n > 0 tel que f(0) = (01)"010. En particulier, le mot f(01) contient 101. Le mot
01 étant un facteur de wp, . et wy, ., on a 0% & Fact(f(1)).
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Dans un premier temps, on suppose 00 € Fact(f(1)). Il existe des mots § et &’
tels que f(1) = 16008’l. Comme on a 008'1f(0™)0 € Fact(f(10™*1)), si f(1)
commence par 101, on a §'1f(0™)101 € Fact(f(10™1)), ce qui est absurde car f
est (m, r)-équilibré. Si le mot 101 est un suffixe de f(1), il apparait

0£(0™)1600 € Fact(f(0™*1)) et 101£(0™)16 € Fact(f(10™1)),

ce qui apporte & nouveau une contradiction. Nécessairement, le mot f(1) com-
mence et finit par 1001. En particulier, il existe un mot v’ tel que f(1) = 1001v'.

A tout entier &, on associe les mots u = 0m+11(0™1)%0™+1, vy, = 01(0™1)*0™10
ainsi que zj = 1(0™*11)k+! et y; = 10m1(0™+11)*0™1. Clairement le mot wy,
contient les facteurs ug, vg, 2 et y,, alors que w;n,r contient u,, v., zg et yo.

Si m = 1 on montre que 001v'f((021)¥02)100 et 1£(0)1001v'f((021)*0)1 sont
respectivement des facteurs de f(zx) et f(yx), ce qui est absurde. On sup-
pose désormais m > 2. Les mots f(0%) et f(021) sont des facteurs communs
a f(wm,) et f(wy,,). De plus, on remarque que le mot 100(10)*1001 est un
facteur de f(0%) car on a f(0%) = (01)"010(01)"010(01)”010. On vérifie aussi
£(0%1) = 0(10)"0100(10)"101001%’. Comme |10(10)™101|; — [00(10)*100]; = 2,
le mot (10)"+21 n’appartient pas aux facteurs de f(1). En outre, on a

|10(10)™1|; —|00(10)™0|, = 2

d’ot1 00(10)™0 & Fact(f(0)). Il existe donc des entiers p et p’ tels que
(100(10)™P(100(10)"™+1)?' 1001

est un préfixe de f(1). Deux cas se présentent.

Sip>m—1alors f(1) commence par (100(10)*)™~1100. Il existe donc un mot
v’ tel que f(1) = 1v' et o’ f((0™*11)%0™) £(0)(100(10)")™~1100 € Fact(f(zk)).
De plus, on a

flye) = FQ) (O™ (10™*)F)10'£(0™) 10",
La lettre 1 étant un suffixe de f(1), le mot 1f(0™(10™*1)*)1v£(0™)1 est un
facteur de f(yk), ce qui est absurde car

[1£(0™(10™ )R 10’ £(0™) 1]y — [ F((0™+11)*0™) £(0)(100(10)™)™1100]|; = 2.

On suppose désormais p < m — 1. On remarque
Flur) = FO™) FLO™1)50™) £(0) = ((01)"010)™* £(1(0™1)*0™) £(0).

Soit 2() = 0(01)™010(01)™010((01)™010)P £(1(0™1)*0™)0. L’entier p + 3 étant
inférieur & m+1, et la lettre 0 étant un préfixe de £(0), le mot z(1) est un facteur
de f(ug). De plus, on a

f(vk) = 0(10)™** £(1(0™1)*0™) (100(10)™)?(100(10)™1)*'1001(01)"010.
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Soit z(3) = (10)"*+! £(1(0™1)*0™)(100(10)™)?100(10)"101. On a
1001(01)™010 = 100(10)™1010

et le mot 100(10)"101 est un préfixe de (100(10)**+1)?'1001(01)"010. On en déduit
2(2) € Fact(f(vk)). Une contradiction apparait en observant |2(2)|; — |z(1)|; = 2.

Cette étude de cas permet d’affirmer que 00 n’est pas un facteur de f(1). Il existe
donc un entier n’ > 0 tel que f(1) = (10)*1.On a

F(ug) = (01)"010£((0™1)*+1)(01)"010£(0™).
La lettre 0 étant un préfixe de f(0™), on conclut
0£((0™1)¥+1)(01)"0100 € Fact(f(uz)).

De plus, on a f(vg) = (01)®010(10)™ 1£((0™1)*+1)(01)"010. Comme 101 est un
suffixe de (01)"010(10)™1, il vient 101f((0™1)**1)(01)"01 € Fact(f(vi)). En
vérifiant

[101£((0™1)F+1)(01)"01]; — |0£((0™1)*+1)(01)"0100]; = 2,

on obtient une contradiction. On a donc f(1) ¢ 1LA*NA*1 et f(1) € 0A*UA*0. %

Lemme 2.10 (Berstel et Séébold, [17], Lemme 4.2) Soient m et r des en-
tiers non nuls et f un morphisme (m,r)-équilibré, non effacant et différent de
lidentité. Si f(0) € 0.4* N .A*0 alors on a f(1) € 0.4* U A*0.

Preuve. Si f(0) = 0 alors, comme f est n’est pas le morphisme identité, on vérifie
f(1) € 1A* N A*1, d’aprés le lemme 2.8. Autrement dit, on a f(1) € 0.4* U .A*0.
Si f(0) € 0.4*0, le lemme 2.9 permet de conclure.

Lemme 2.11 (Berstel et Séébold, [17], Corollaire 4.3) Soient m et r des
entiers non nuls, et f un morphisme (m,r)-équilibré, non effacant, différent de
Uidentité et de E. Les mots f(0) et f(1) commencent ou finissent par la méme
lettre.

Preuve. Quitte & remplacer f par E f, on suppose f(0) € 0.4*. Si f(1) commence
par 0, le résultat est trivial. Si la lettre 1 est un préfixe de f(1), deux cas se
présentent. Si f(0) finit par 0 alors f(0) € 0.4* N.A*0. D’aprés le lemme 2.10, on
a f(1) € 04* U A*0, or f(1) € 1.A*, donc f(1) € A*0. Si f(0) finit par 1 alors
f(0) € 0A* N A*1 et f(1) € 1.A*. En supposant f(1) € A*0, il existe des mots
u et v tels que f(1) = 1u0 et f(0) = Ovl. On remarque alors f(01) = Ov11lu0
et f(10) = 1u00v1l. Comme les mots 01 et 10 appartiennent & Fact(wn, ) et &
Fact(wy, ), les mots 11 et 00 sont des facteurs communs & f(wm,,) et & f(w}, ),
ce qui est absurde car f est (m,r)-équilibré. On en déduit f(1) € A*1, ce qui
achéve la preuve. x

On énonce maintenant une propriété fondamentale qui permet de décomposer
un morphisme (m, r)-équilibré et acyclique sur le monoide de Sturm.
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Lemme 2.12 (Berstel et Séébold, [16], Lemme 11)

Sotent m et r des entiers non nuls. Soit g un morphisme non effacant. Il suffit
qu’un des morphismes g, Eg, @g et ¢g soit (m,r)-équilibré pour qu’ils le soient
tous.

Preuve. 1l est immédiat de montrer que le morphisme g est (m,r)-équilibré
si et seulement si le morphisme Eg l’est aussi. Soit f = ¢g. Si g est (m,r)-
équilibré, alors d’aprés le lemme 2.4, le morphisme f est aussi (m, r)-équilibré.
On cherche & établir la réciproque. Dans un premier temps, on suppose que
f(wm, ) est équilibré. Si g(wm, ) n’est pas équilibré, il existe un rang m’ tel que
Fact(g(Wm,r), m' + 1) est équilibré alors que Fact(g(wm,r), m' + 2) ne l’est pas.
D’aprés le lemme 1.7, il existe un unique bloc ¢ de longueur m' tel que 0t0 et
1t1 appartiennent simultanément & g(wy, ). De plus, le mot ¢t = ¢; ...t est
symétrique. On remarque que les occurrences respectives de 0t0 et de 1¢1 ne se
superposent jamais. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe une lettre a de A,
et un mot ¢ non vide qui est & la fois un préfixe de ata et un suffixe de ata.
Nécessairement, il existe un rang k, avec 1 < k < m/, tel que § = at, ...t, et
un mot v tel que @t@ = véd. Comme le mot ¢ est un palindrome, on obtient une
contradiction concernant la valeur de t;, en remarquant

Gtmitmi1 .. tg .. .0, @ = GG = vaty . ..ty
Plus précisément, il existe des mots z, z’, z et 2’ tels que
(W) = 200z = 2'1¢12.
Ainsi, on a

f(Wim,r) = pg(wm,r) = ¢(2)01p(t)01p(2) = p(z")0p(t)0p(2).

Si 2’ n’est pas vide, alors le mot ¢(2’) commence par la lettre 0. De plus, les
mots 0¢(t)00 et 1¢(¢)01 appartiennent simultanément aux facteurs de f(wm ),
ce qui contredit ’hypothése selon laquelle f(w,,) est équilibré. Le mot 2’ est
donc nécessairement égal & €. En outre, le mot 11 ne posséde qu’une occurrence
dans g(wp, ), et celle-ci apparait en suffixe. Comme 0£0 est aussi un facteur de
g(Wm,r), il existe un mot y tel que g(wp, ) = 20t0y1tl. Deux cas se présentent.

Si [1£1] < [g(0™1(0™*11)70™1)|, comme 0™1(0™+11)70™1 est un suffixe de wi, ,
il existe un mot & tel que ¢g(0™1(0™*+11)"0™1) = §1¢1. Mais on a
Wy, = 0™71100™1(0™*11)"0™ 1 (0™ 1) 0™ 1

donc g(wpr) = g(0m™~110)d1t1g((0™*11)"0™1), et 1t1 posséde au moins deux
occurrences dans g(wn, ), ce qui est absurde.

Si |1¢1] > |g(0™1(0™*+11)"0™1)|, comme les occurrences de 0t0 et 1t1 ne se su-
perposent pas, on vérifie |g(wm, )| > |0¢0] + |1¢1] et

|9(Wm,r)| > |g(0™1(0™*11)"0™10™1(0™*11)"0™1)|
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. |9(Wrm,-)| > 2|1£1] > 2]g(0™1(0™F11)"0™1)].
Soit u le mot 0™1(0™*11)"0™10™1(0™*11)"0™1. On a

lulo = 2(m + r(m + 1) + m) = 4m + 2rm + 2r
ainsi que

|[Wmrlo=m—-14+(m+1)(r+1)+m+r(m+1)+m=|ulo

et |uly =4+ 2r = |wp, |1, d’ot

|9 (wm,r)| > lg(u)l = lg(1F1)[+]g (010)] = g (1temerlt) || g (0mrlo)| = |g(wpn,p)].

Dans les deux cas, on obtient la contradiction cherchée. On a ainsi établi que si
f(wm,r) est équilibré alors g(wm ) I'est aussi. Il reste & traiter le cas ou f(w}, )
est équilibré. On suppose que g(wy, ,) ne ’est pas. Un raisonnement similaire &
celui développé précédemment permet d’affirmer que 1¢1 ne posséde qu’une seule
occurrence dans le mot g(wy, ), et celle-ci apparait en suffixe.

Si |1¢1] < |g(0™1(0™1)"0™*11)|, comme le mot 0™1(0™1)"0™+11 est un suffixe
de wy, ., il existe un mot &’ tel que g(0™1(0™1)"0™+!1) = §'1¢1. Mais on a
wy, . = 0™1(0™1)" o™+ (0™ 1)1

donc g(wy,,) = g(0™1)d'1t1g((0™1)"0™*11) et 1¢1 posséde au moins deux oc-
currences dans g(wy, .), ce qui est absurde.

Si [1t1] > |g(0™1(0™1)"0™*+'1)|, comme on a |g(w, )| > [0£0] + |1¢1], on vérifie
|g(wh, )| > 1g(0™1(0™1)"0™+110™1(0™1)"0™F11)]

car
lg(wm )| > 2[1t1] > 2|g(0™1(0™1)"0™*11)].
Soit w' = 0™1(0™1)"0™+110™1(0™1)"0™*11. Comme on a

[u'lo = 4m + 2+ 2rm = |wy, o

et |u|; = 4+ 2r = |wy, |1, on obtient

lg(whn )| > lg(w)] = [g(1F1)] + |g(0e)]
et donc ) )
|9(wrn )| > g(1Femrlt)] 4 Jg(0Fmrlo)| = |g(wy, )]
ce qui est absurde.

En résumé, si le morphisme ¢g est (m, r)-équilibré, alors g I’est aussi. La preuve
concernant les morphismes g et ¢g est similaire. %
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Proposition 2.6 (Berstel et Séébold, [17], Proposition 4.1)
Un morphisme f est sturmien si et seulement si f est acyclique et il existe des
entiers m et r non nuls tels que f est (m,r)-équilibré.

Preuve. D’apreés la proposition 2.5, si f est sturmien, il est acyclique et (1,1)-
équilibré. Réciproquement, on considére un morphisme f acyclique et (m,r)-
équilibré pour un certain couple d’entiers (m, r) non nuls. Le morphisme f étant

non effagant, on remarque ||f|| > 2. Si ||f|| = 2, parmi les quatre morphismes
binaires envisageables, seuls 'identité et le morphisme F sont acycliques. Le
résultat est ainsi établi si ||f|| = 2. Sinon, on entame une récurrence sur la

longueur de f. On suppose désormais ||f|| > 3. D’aprés le lemme 2.11, les mots
f(0) et f(1) commencent ou finissent par la méme lettre. On suppose que cette
lettre est 0, quitte & remplacer f par E f, cette transformation laissant la longueur
des morphismes inchangée.

Dans un premier temps, on suppose que les mots f(0) et f(1) finissent par la lettre
0. Si on a 11 ¢€ Fact(f(0)) U Fact(f(1)), les mots f(0) et f(1) se décomposent
sur {10,0}*. Par définition méme de @, il existe deux mots z; et y; tels que
f(0) = @(z1) et f(1) = @(y1). Soit g1 le morphisme défini par ¢;(0) = z;
et g1(1) = y1. On a f = @g1 et ||g1]| < ||f]|- On se place désormais sous
Phypothése 11 € Fact(f(0))U Fact(f(1)). Comme 01 € Fact(wm,-) N Fact(wy, ),
le morphisme f étant (m,r)-équilibré, on peut affirmer 00 ¢ Fact(f(01)). Or,
le mot f(0) se termine par 0, donc f(1) ne peut pas commencer par 0. Comme
10 € Fact(wpm )N Fact(w;, ,), on montre que f(0) ne peut pas non plus admettre
0 comme préfixe. En résumé, les mots f(0) et f(1) appartiennent a {10, 1}*. De
plus, comme E¢(0) = 10 et Ep(1) = 1, il existe deux mots z3 et y, tels que
Ep(z2) = f(0) et Ep(yz) = f(1). Soit g, le morphisme qui & 0 associe z; et & 1
associe y,. On obtient ainsi f = Epgs, avec ||gq|| < || f]]-

Il reste & traiter le cas ou f(0) et f(1) commencent par la lettre 0. On suppose
que le mot 11 n’appartient pas & Fact(f(0)) U Fact(f(1)). Les mots f(0) et f(1)
se décomposent alors sur {01,0}* et on construit un morphisme g3, de longueur
llgsll < ||fll, vérifiant f = @gs. Enfin, si f(0) ou f(1) contient le terme 11, il
existe un morphisme g4 tel que ||g4|| < || f|| et f = E@gs.

On achéve ainsi la preuve par récurrence. En effet, tous les morphismes g;, avec
1 < @ < 4, étant acycliques et (m,r)-équilibrés d’aprés le lemme 2.12, on finit
par décomposer f sur le monoide de Sturm. Le morphisme f est donc sturmien
d’aprés la proposition 2.1. %

Corollaire 2.1 (Berstel et Séébold, [17], Théorémes 3.1 et 3.4)
Soit f un morphisme. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est sturmien;

2. f est acyclique, et il existe des entiers non nuls m et r tels que f est
(m, r)-équilibré;

3. f est acyclique et (m, r)-équilibré pour tout couple d’entiers (m,r) non nuls;
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4. f est acyclique, et pour tout couple d’entiers (m,r) non nuls, les mots
f(wnm,r) et f(wy, ) sont équilibrés;
5. f appartient au monoide de Sturm.

Preuve. Par les propositions 2.5 et 2.6, on a ’équivalence entre les quatre pre-
miéres assertions. Soient (m,r) un couple d’entiers non nuls et f un morphisme
acyclique et (m,r)-équilibré. Grace a la preuve de la proposition 2.6, on peut
décomposer f sur le monoide de Sturm. La proposition 2.1 permet alors de
conclure. %

Remarques. En liant ces résultats a ceux de Z.-X. Wen et Z.-Y. Wen [108],
J.-P. Allouche observe qu’un morphisme est sturmien si et seulement s’il est
inversible.

De plus, deux morphismes sturmiens sont égaux si et seulement si leurs écritures
coincident modulo les relations : E? = Id et GEG*ED = DEDFEG pour
tout entier k. Cette propriété, conjecturée par M. Késa [69], est démontrée par
P. Séébold [98], sous le nom de “relations simplificatrices du monoide de Sturm”.
Enfin, les morphismes sturmiens peuvent étre obtenus & partir des conjugués

des morphismes appartenant & {E, ¢}* : cette derniére caractérisation est due &
P. Séébold [99].

2.4 Morphismes localement sturmiens

Définition 2.6
Un morphisme localement sturmien est un morphisme qui préserve au moins un
mot sturmien.

Proposition 2.7 (Berstel et Séébold, [17], Théoréme 3.2)
Tout morphisme localement sturmien est sturmien.

Preuve. Soit f un morphisme localement sturmien. Il existe donc un mot stur-
mien z tel que f(z) est sturmien. Clairement, le morphisme f est acyclique.
Quitte & transformer f en fE, et 2 en E(z), on peut supposer que 00 est un
facteur de z. Il existe donc des entiers m et r non nuls, tels que wy, » ou w:n’,. est
un facteur de z. Le mot f(z) étant équilibré, on peut affirmer que le morphisme
f est (m,r)-équilibré, et finalement sturmien d’aprés le corollaire 2.1. %

2.5 Morphismes réguliers

On munit I’ensemble A“ de la topologie induite de la valuation V, qui & deux
mots u = uyugus... et v’ = ujubuf ... associe

V(u,v') = min{i € N* | 77 = «} }.
Ainsi, tout morphisme f, non effagant, est continu sur .A“. De plus, il existe un
point fixe de f commencant par la lettre a si et seulement si a est un préfixe de
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f(a). En particulier, si f(a) = az avec z # ¢, il existe un unique point fixe de f
appartenant & a.A¥. On dit que ce mot, égal a ET f™(a), est engendré par f.
n (oo}

D’intéressantes propriétés apparaissent lorsque le morphisme f est régulier.

Définition 2.7 Un morphisme [ est régulier si les conditions suivantes sont
réalisées :

Va€e A @€ Fact(f(a)) et 3Fbe A be Fact(f(b)).

Remarque. L’ensemble des morphismes réguliers sur A est stable par composi-
tion. On note Reg(.A) ce monoide.

Lemme 2.13 (Séébold, [98], Propriété 4.6)
On a StN Reg(A) = St\ {E, {G, D}*, E{G, D}*E}.

Preuve. Soit f un morphisme sturmien non régulier. Deux cas se présentent.
On suppose qu’il existe une lettre a telle que @ ¢ Fact(f(a)). On remarque alors
f(a) = a car f appartient au monoide de Sturm, puis on vérifie f € {G, D}* ou
f € E{G, D}*FE selon qu’on ait a = 0 ou a = 1. Il reste & étudier le cas ol on a
f(0) € 1* et f(1) € 0T. Clairement, seul le morphisme d’inversion E convient.
En résumé, on a f € {E, {G, D}*, E{G, D}*FE}. La réciproque est triviale. %

Lemme 2.14 (Séébold, [98]) Les points fizes d’un morphisme régulier sont
nfinis.

Preuve. Soit f un morphisme régulier. Il existe une lettre a telle que |f(a)| > 2.
Si z est un point fixe fini de f alors a n’est pas un facteur de z, sous peine
d’avoir |f(z)| > |z|. On a donc z € @*. Mais on vérifie aussi a € Fact(f(@)) et
a € Fact(f(z)), ce qui est absurde car f(z) = z. *

Lemme 2.15 (Séébold, [98])
Les morphismes réguliers engendrent leurs points fizes.

Preuve. Soient f un morphisme régulier et z un de ses points fixes. D’aprés le
lemme précédent, le mot z est infini. On note z¢ la premiére lettre de z. Comme
f(z) = =z, il existe un mot fini u tel que f(zo) = zou. De plus, le morphisme f
étant régulier, le mot u n’est pas vide. Le mot z est donc ’'unique point fixe de
f commencant par zp et on a z = nll)r-ll-loo f™(zo). *

Proposition 2.8 (Séébold, [98], Propriété 4.7) Soit f un morphisme stur-
mien et régulier. Les points fizes de f sont des mots sturmiens.

Preuve. Soit z un point fixe de f. D’aprés les lemmes 2.14 et 2.15, le mot z est
infini et il existe une lettre a telle que z = 11)141-1 f™(a). Comme f est sturmien et
n (o]

régulier, le mot 2 est non ultimement périodique, voir [54] pour plus de détails.
En outre, on affirme que z est équilibré. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe
un entier n tel que f"(a) est équilibré alors que f"*+!(a) ne I’est pas. Comme f
appartient au monoide de Sturm, le lemme 2.4 améne finalement la contradiction
cherchée. x
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Proposition 2.9 (Séébold, [98]) Soit x un mot sturmien. Le mot z est en-
gendré par un morphisme si et seulement si x est point fizre d’un morphisme non
trivial.

Preuve. On suppose qu’il existe un morphisme f, différent de l’identité, tel
que f(z) = z. Le morphisme f est localement sturmien, donc sturmien d’aprés
la proposition 2.7. Si f n’est pas régulier, & I’aide du lemme 2.13, on affirme
que f appartient & {E,{G, D}*, E{G, D}*E}. Clairement, on a f # E. Pour
démontrer f ¢ {G, D}*, on raisonne par I’absurde. Comme G et D commutent,
il existe des entiers m et n tels que f = G"D™ avec m + n # 0. Des relations
f(0) = 0 et f(1) = 0™10™, on déduit que n est nul sous peine d’avoir z = 0%.
On a donc f(1) = 10™ avec m # 0, et il existe un entier & tel que z = 0¥ ou
0%10v¥, ce qui améne & nouveau une contradiction. Le dernier cas se traite de
facon similaire. Le morphisme f est donc régulier, et par le lemme 2.15, le mot
z est engendré par f. La réciproque est triviale. %
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Chapitre 3

Propriétés d’invariance

L’une des contributions de ce chapitre est I’extension, aux suites sturmiennes
générales, des formules décrivant ’action du monoide de Sturm sur les pentes et
les intercepts.

Dans un premier temps, on cherche a déterminer ’ensemble des points fixes d’un
morphisme sturmien f. Si f n’est pas régulier, la réponse est donnée par le lemme
2.13 et la preuve de la proposition 2.9. En revanche, si f appartient au monoide
Reg(.A), on sait uniquement que les points fixes de f sont des mots sturmiens.
Par la proposition 3.1, on précise ce résultat en calculant f(sq,,) et f(sl, p) pour
tout couple (o, p) de A. Il suffit alors de procéder par identifications sur les
pentes et les intercepts pour conclure.

L’étude des propriétés d’invariance des mots sturmiens est un probléme plus
délicat & traiter. A 1’aide des développements matriciels de G. N. Raney [91], on
commence par énoncer une condition que doivent satisfaire les pentes des mots
laissés fixes par une substitution non triviale. Les valeurs ainsi obtenues sont les
nombres de Sturm. Une condition concernant les intercepts est aussi évoquée.

En introduisant les automates d’invariance, on décrit toutes les substitutions g
qui vérifient la relation g(z) = z, lorsque z est une suite caractéristique, un mot
de Christoffel, ou un mot du type s4,1- ou S4,1-q POUT Un certain irrationnel
o.

On définit ensuite une classe de mots sturmiens, dits admissibles, dont I'intercept
est une homographie de la pente. Ces mots sont laissés fixes par une substitution
non triviale si et seulement si leur pente est un nombre de Sturm. Si tel est le
cas, on dispose d’un algorithme, au cott trés faible, qui construit un morphisme
répondant au probléme posé.

Enfin, on met en évidence plusieurs familles de mots sturmiens laissés fixes uni-
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quement par ’application identité, bien qu’ils soient apparemment candidats &
une propriété d’invariance non triviale.

3.1 Evolution des pentes et des intercepts
On généralise des résultats concernant les fonctions indicatrices, obtenus par
A. S. Fraenkel, M. Mushkin et U. Tassa dans le cas homogéne [50].

Définition 3.1 Soient un irrationnel 3 et un réel §.
Soient Ngs = {|kB+ 6] | k € N*} et N s = {[kB+ 0] | k € N*}. On note gg s
et gb,‘; les fonctions indicatrices de ces ensembles. Pour n € N*, on pose

1sin € Nggs 1sin€ N,
9p.4(n) = { 0 sinon e g};,g(n) = 0 sinon. -

Lemme 3.1
Sotent un irrationnel § > 1 et un réel § < 1. On a

VneN ggs(n) =

Preuve. Soit un entier n > 1. Dans un premier temps, on suppose s’ =5 (n) =1.
"B

bl'—'

On a donc

n_ 9 [ﬁ_q [H_H_él_un_ﬂ_é
B BB B BB BB

puis n < [E—E‘lﬂ+5<n+1 c’est-a-dire H%—%-'ﬂ—l-é“ = n. Comme on

)
a 6 <1< n, on obtient IB- ~ 3 > 1 et finalement ggs(n) = 1.

Réciproquement, on suppose ggs(n) = 1. Il existe donc un entier k£ > 1 tel que
|kB+ 6] =n.Onendéduit n <kS+5<n+1let

n 6 n 4 n4+1 § n+1 ¢
55l 1<p-gsk<p-gs [ -5
1

n+ / _
< [ 3 _E-’ ets%,:ﬁi(n)_l.*

Lemme 3.2
Sotent un irrationnel 3 > 1 et un réel 6 < 1. On a

—s(n).

VY neN* g n)=s
gﬁ,s—l( ) %'TJ

Preuve. Soit un entier n > 1. Si s1 —s(n) = 1 alors on vérifie

=3
[

3-§el3-gf - P-4 enit5

W=
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)
On en déduit Hn; L EJ B+6— 1-’ =netggs_,(n) =1

Réciproquement, on suppose gjs_;(n) = 1. Il existe un entier £ > 1 tel que
[k3+6—-1]=n.Onaainsin <kf+5<n+1et

n 6 n 0 n+1 &6
{ﬁ ﬂJ<3—ﬁ<kS[ 5 ‘EJ

d’ott 83 —s(n) =1. %
5P

On cherche maintenant & expliciter 1’évolution de la pente et de ’intercept d’un
mot sturmien sous l’action des générateurs du monoide de Sturm. La preuve
présentée s’inspire de la méthode suivie par T. C. Brown pour étudier le cas
homogéne [27].

Soit A’ ’ensemble des couples formés d’un irrationnel de ]0,1[ et d’un réel de
10,1].

Proposition 3.1

Si(o,p) €A ona

E(sq,p) = sll—oz,l—p’ G(Sa,p) = S35 et D(5q4,p) = $_a_ atp.

Si (o, p) €N on a

E('s:z,p) = Si-a,1-p) G(sla,p) = SIT Tt et D(Sa,p) =S a_ atp:
Par les lemmes 3.3 & 3.8, on démontre cette proposition.

Lemme 3.3 Soit o un irrationnel de 10, 1[.
Pour tout réel p, on a E(sa,p) = $1_q,1-, € E(s4,,) = S1—a,1-p-

Preuve. Soit un entier » > 0. On commence par observer que tout réel a vérifie
la] = —[—a]. De plus, on a
S1—a1—p() =[(n+1)(1—a) + (1= p)] = [n(l - @) + (1 - p)].
On en déduit
Si-a1-p(n) = 1—=([-na-p]-[-(n+1)a-p])
= 1 - (80,0(n)) = E(Sa,p(n)) = E(sa,p) (n).
La preuve du second point est similaire.

Lemme 3.4 On a ¢(Sqa,5) = 81—a 1-p i (@, p) € A.
2—a’2—a

Preuve. On commence par remarquer ¢(Sq,,)(0) = 0 = s'—a 1-,(0). Soient un
2—a’2—

entier ¢ > 1 et ng4; la position du (¢ + 1)-iéme zéro dans @(sa,p)c: Par définition
de ¢, on a

g1 = <q+z = Sa,p(i +1> —1=2¢-|ga+p|=[q(2-a)-p].
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Soit un entier » > 1. On vérifie :

®(Sa,p)(n) =0 dge N n=[q(2-a)-p]
92-a,—p(n) =1
81 p1(n)=1

/2—01’2—0:

S1-ppa-get () =0

81 a 1-p(n) = 0. %
2—a’'2—a

S R

Lemme 3.5 Ona (s, ,) = S1za 1-p SI (a,p) € A

al2—a
Preuve. On commence par remarquer (s, ,)(0) = 0 = s1-a 1-,(0). Soient un
2—-a’2—a

entier ¢ > 1 et ng41 la position du (g + 1)-iéme zéro dans (s, ,). Par définition
méme de ¢, on obtient

"q+1=<Q+Z )+1)—1=2q—[qa+p]+ =[¢(2-a)+(1-p)].

1=0

Pour tout entier » > 1, on en déduit :

P(8a,)(n) =0 & JgeN" n=[¢2-a)+(1-p)]

A4 g2—a,1—p(n) =1

& 5 u(n) =1
2—a'2—

= 1_2__ 1— %(n) =0

& S1—a 1-p(n) =0.%
2—a’'2—-a

Lemme 3.6 On a G(84,)) =5 2 si (a,p) € A et G(s),,) =8 a_ o si
’ atl'a+l 1 a+l’a+1

(o, p) € A

Preuve. Si (a,p) € A, on remarque G(sq,p) = @E(8qa,,) = 90(3'1—a,1-p)- Comme

1-p€]0,1], d’aprés le lemme 3.5, on a G(84,,) = S_o_ o S 2

Si (a,p) € A, on a G(sy,,) = @(S1-a,1-p). Comme 1 — p € [0, 1], il suffit d’ap-

pliquer le lemme 3.4 pour conclure. %

Lemme 3.7 On a @(sq,,) = sl—a 2sae st (e, p) € A et p(s, ) = Siza 2-a=p 81

2—a’' 2—-a

(a,p) € A"

Preuve. Restreint aux mots infinis, le morphisme ¢ peut s’écrire comme la

composée du shift et du premier morphisme de Fibonacci ¢. On utilise donc les

lemmes 1.18, 3.4 et 3.5. %

Lemme 3.8 On a D(sy,) = S o atp i (0,p) € A et D(s,,) =5" o atp i
a 'a ’ m’a-}-l

(o, p) € A

Preuve. La démonstration est identique a celle du lemme 3.6. %
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3.2 Nombres de Sturm

En référence a Darticle [37], on introduit une classe particuliére de nombres al-
gébriques :
Définition 3.2 Les nombres de Sturm sont les irrationnels A pouvant étre écrits
sous l’une des formes suivantes, ot n est un entier supérieur & deuz :
- A= [0,1 + kn, kn—l, . ..,k‘z,k’l +kn ] ot (kl,k‘n) € N2 \ {(0,0)} et
k; e N* pour2<j<n-1;
- A=[0,1,kn, kn_1,..., k2, k1 +kn] o k; € N* pour 1 <j<n.

Remarque. Les deux représentations proposées sont toujours incompatibles.

Théoréme 3.1 Soit o un irrationnel de |0, 1[. Si une substitution non triviale
laisse fize un mot sturmien de pente a alors o est un nombre de Sturm.

L’étude menée est fondée sur les développements de Raney [91], dont on rap-

pelle la définition. Soit I’alphabet {R, L} constitué des matrices R = ( (1) } )

et L = ( i (1) ) Soient 3; et f; des réels non nuls dont le rapport est un irra-

tionnel. Soit V le vecteur ( Zl ) . L’idée est d’associer & V un mot sur {R, L}.
2

Siﬂ1>520nécritV=R<’Hlﬁgﬂz),etsiﬂl<ﬂzonaV:L<ﬂzﬂ_lﬁl )

En itérant cette démarche, il apparait que le développement de V, sur ’alphabet
{R, L}, est égal au mot infini R L R% L% ... ot (b,)nen est la suite des quo-
P

B2

la matrice d’inversion J = (

. Pour des raisons techniques, G. N. Raney introduit aussi

(1] é > qui satisfait les relations JL* = RFJ et

JRF = L*J, pour tout entier relatif k.

tients partiels de

Preuve du théoréme 3.1. Soit o = [0, a1, ag,...]. Soit f une substitution non
triviale qui laisse fixe un mot de pente a. On sait alors que f se décompose sur
'alphabet {E, G, D}. On note r la fonction qui & un mot sturmien z associe sa
pente dans |0, 1[. D’aprés la proposition 3.1, on a

r(G(z)) = r(D(z)) = r(;g% et r(E(z)) = 1 - r(z).

On remarque( r(;§$—l)-1 ) =1L ( r(lrc) ) et ( 1—1r(:1:) ) =LJL! ( r(lx) )

Autrement dit, on peut associer & f une matrice M qui se décompose sur ’al-
phabet {L, LJL~!}, et qui traduit ’action de f sur les pentes des mots. Plus
précisément, on écrit

M = Lk pjLkm—1=1 [ jLk-!
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aveck; € Nk, e NjetVjeN, 2<j<m-1, k; € N*. On sépare la preuve en
plusieurs cas selon la parité de m. Dans un premier temps, on suppose que m est
impair. Le cas m = 1 est sans intérét. Si m = 3 on a alors M = Lks+1 Rk [l1-1,
Pour que la pente reste fixe, on doit vérifier la relation suivante sur le RL-mot
associé 4 « :

Lrstlpkapki—1taipasyaes .. — pfre1Re2[9s... = [MRI2]as

Par unicité d’une telle décomposition, on procéde par une identification terme
4 terme. Si a1 + k1 — 1 est nul, alors on a a3 = ag + k2, ce qui est faux par
définition méme de k3. Le développement obtenu n’est donc pas formel, et on a
a = [07k3+1) k27k1 +k3 ]
On suppose désormais m > 5. On peut alors effectuer des regroupements comme
indiqués :
M = LkmLjLkm-1-1[jLkm—2=1 [ jLke-1[jLk-1
= LkmFtl1Rkm—1 [ksRk2[ki-1,
On doit montrer
Lo R L% ... = [km+lRkm—1 [ km—2  pkarks pks [kitei-lpazyas

Deux cas se présentent. Si by +a; — 1 =0, alorsa; =1, k; =0, et on a
LFmtlRkm—1[km—2  Rka[ks pkataz a3, B —

LR%2[%  R®m-3[0m-2Rom—-1]0m

On vérifie alors ky, = 0, a2 = k-1, a3 = km—2, ..., Gm—2 = ks, ainsi que
Gm—1 = ko + k-1, @ = as, et par suite on a

o= [0, 1, km-—l, km_g, ey k3, k2 + km_1 ]

Si k1 + a; — 1 # 0, on obtient de méme

a = [O,km-l-]., km—1,---,k2,k1+km ],
la condition ky + a; — 1 # 0 se traduisant par &y + ky, # 0.

Désormais, on suppose que m est pair. Si m = 2 on vérifie alors
M = Lk+1ph-1;
et
LU R¥2L[IRY ... = Lk2+1Rk1—1+a1 L2 R3[4 .

Sik;j—14a; #0,onaa=[0,k;+1, ki + kg ], ’hypothése devenant k; +kq # 0.
Siky+a—1=0o0nal=a =ks+ 1+ as, ce qui est absurde. On suppose
désormais m > 4. On regroupe les termes comme précédemment, en mettant &
part le dernier, c’est-a-dire LJL* ~!, Plus précisément, on écrit :

M = Lkm LjLkm—1=1 | [JLk-1 [JLk-1
= LFmHl1RFm-1Lkm-z  Rha[k2RRi-1],
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On en déduit

LA R%L% ...= Lkm+1ka-1Lkm—2 ... Rk Lszk1+a1—1La2 R ...

Si ki + a3 —1 # 0, on obtient &« = [0,kp, + 1, km—1,...,k2, k1 + km, ], la
condition devenant k3 + k, # 0. Si ky +a; — 1 = 0, on a alors a; = 1,
ki = 0, puis a3 = kp + 1, donc k,, = 0, et a3 = k1, ..., Qo = ka,
am-1 = ko + km—1 et a,, = az. Autrement dit, on vérifie que « est de la forme
o= [0, 1, km—la km_z, ey k3, k’2 + km—l ]

En résumé, on peut affirmer qu’il existe deux développements en fraction continue
possibles pour « :
~a = [0,1+ kn, km—1,...,k2,k1 + kp, ] avec m > 2, k; € N* pour
2<j<m—1et (ki,kn) € N2\ {(0,0)};
- a=[0,1,km-1, km—2,...,k3, k2 + km_1 ] avec m > 4 et k; € N* pour
2<3<m-1.
On obtient le résultat annoncé, & une simple renumérotation prés pour le second
cas. *

Remarque. Dans Darticle [27], T. C. Brown démontre par une étude combina-
toire, liée & des travaux de J. Karhumaki [63], qu’il n’existe pas de substitution
sur l’alphabet A, non triviale, laissant fixe le mot s, avec 7 = [0,5,1 ]. Ce
résultat apparait comme un cas particulier du théoréme 3.1.

3.3 Premiéres équations d’invariance

Définition 3.3 Soit § un irrationnel de )0, 1[. On note Sg ’ensemble des suites
58,8, 58,0, Slﬁ,o’ $3,1-p €t sb’l_ﬁ. Le mot sg g est la suite caractéristique de 8. Les
mots sgo et s,la,o sont les mots de Christoffel, respectivement positif et négatif,

s B
associés G 1=5.

Soient v un irrationnel de ]0, 1[ et  un mot de S,.. L’objectif de cette section est
de résoudre I’équation f(z) = z d’inconnue f.

3.3.1 Solutions non triviales

On cherche & montrer que si v est un nombre de Sturm, toutes les suites ap-
partenant & S, sont laissées fixes par une substitution non triviale. Le résultat
concernant les suites caractéristiques est da & D. Crisp, W. Moran, A. Pollington
et P. Shiue [37]. Une autre démonstration, un peu plus simple, est formulée par
J. Berstel et P. Séébold [17]. Enfin, une solution, qui est en relation avec les
procédés de construction des suites caractéristiques décrits par A. S. Fraenkel,
M. Mushkin et U. Tassa [50], est proposée par T. Komatsu et A. J. van der Poor-
ten [68].
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Définition 3.4 Soient X et Y des substitutions. Soit K = (K1,...,Km) une
suite d’entiers avec m > 1. On définit par récurrence f,gm) (X,Y) en posant :
Wx,y) = x=, f2X,Y) = Y=Ef*(X,Y) pour 1 < i < |2, et
,£2i+1)(X, Y)= X"“2"+1Ef,£2i)(X,Y) pour 1 <i < |25L|. On pose enfin

Fu(X,Y) = fi™(X,Y).

Proposition 3.2 Soit a un nombre de Sturm.

Sta=[0,kn+1, kn-1,...,k2, k1 + kn ], avecn > 2 et (k1, k,) € N2\ {(0,0)}, on
pose k = (k1,...,k,). Le tableau suivant met en relation des suites sturmiennes
avec des morphismes non triviaux les laissant fizes :

Suites Morphismes de St associés

Sa,a F.(G,G)

Sal—a F.(D, D) sin est impair et F2(D, D) sinon

el F.(D, D) si n est impair et F2(D, D) sinon
500 | Fu(G, D) sin est impair et F(D,G)F,(G, D) sinon
5a0 | Fx(D,G) sin est impair et F,(G, D)F,.(D,G) sinon

Sia=[0,1,kny kn—1,...,k2, k1 +kn ], avecn > 2 et ky € N*, on pose alors
k= (k1,...,kys) et on obtient :

Suites Morphismes de St associés
Sem EF.(G,G)E

Sol—ar FEF.(D,D)FE sin est impair et EF2(D, D)E sinon

Sol-o EF.(D,D)E sin est impair et EF2(D, D)E sinon
Sq0 | EF.(D, )E st n est impair et EF, (G, D)F.(D,G)E sinon
540 | EF<(G,D)E sin est impair et EF,(D,G)F4(G, D)E sinon

G G f {5p0l (B,0) €A} 2S00 [(B0)€AT D
G2 | D ] {52-51 (51— B) € A} 2] {5pap | (B 1-B) €AY 1 D
g3 {sﬁ,ﬂ | (ﬂaﬂ) € A} GaE

F1G. 3.1: Premiers graphes d’invariance

Preuve. A ’aide de la proposition 3.1, on construit les graphes présentés page
40. On considére le cas ot o = [0,k + 1, kp—1,...,k2,k1 + k,, ] avec n > 2 et
(ky1,kn) € N2\ {(0,0)}. On pose alors & = (ki, ..., k).
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Dans un premier temps, on suppose que n est impair. On a alors
Fo(X,Y) = X*knEY*kn1 EXFn—2  EYREX,

Par lecture sur le graphe G, on vérifie immédiatement F (G, D)(sq0) = Sg,0
pour un certain irrationnel 8. D’aprés la démonstration du théoréme 3.1, il est
clair que F, (G, D) transforme s, en un mot sturmien de méme pente. En
résumé, le morphisme Fy (G, D) laisse fixe le mot s40. Comme G et D ont la
méme action sur les pentes des mots sturmiens, par un raisonnement identique,
on obtient Fy(D,G)(s40) = Shpo- On a aussi Fe(D,D)(5q,1-a) = Saj1-a €t
Fi(D,D)(8y1-a) = Sq,1—q- Et on affirme F,(G,G)(Sa,a) = Sa,a Par lecture sur

le graphe Gs.

En supposant que n est pair, on commence par remarquer
Fu(X,Y)=YkEXk-1E, YRMEXkEYREXk,
En ce qui concerne les mots de Christoffel, on a
Fi(G, D)(84,0) = sS40 €t Fx(D,G) (8} o) = Say0-

On vérifie aussi Fx (D, D)(Sa,1-a) = 84,14 et Fx(D, D)(sl 1_4) = Sa,1-qa- Enfin,
pour les suites caractéristiques, on a F, (G, G)(Sa,a) = Sa,q, c€ qui achéve 1’étude
du premier cas.

On suppose maintenant que a a pour développement en fraction continue :

a=[0,1,kn, kn_1,...,k2, k1 + kn ] avecn > 2et k; > 1.

Sous I’action du morphisme F, la pente o est transformée en 1 — «, qui est un
irrationnel de la premiére forme étudiée. La fin de la preuve est donc triviale. *

Corollaire 3.1 Soit o un irrationnel de |0, 1. Il suffit qu’un des mots de S, soit
laissé fize par une substitution non triviale, pour qu’ils le soient tous.

Preuve. Soit z € S,. S'il existe une substitution f, non triviale, pour laquelle
on a f(z) = z, alors & est un nombre de Sturm et la proposition 3.2 permet de
conclure. *

3.3.2 Automates d’invariance

Lemme 3.9 Les antécédents sturmiens des suites caractéristiques, par le mo-
noide de Sturm, sont les suites caractéristiques et les mots de Christoffel.

Preuve. Soit B un irrationnel de ]0,1[. On remarque E(s;_g1-5) = sp . En
supposant qu’il existe un mot sturmien z(® tel que G(z) = sg,3, d’aprés la
proposition 3.1, on a g8 € ]0, -%[ et G(s_s_ _s ) = sgp. Par injectivité de G sur
T-'T-P
A, onaz® =5 5 5 .Sl existe un mot sturmien z(1) tel que D(z(1)) = 53,8,
1-8'1-p8
par un raisonnement similaire, on a 3 € 10, 3[ et le mot 2() = s 5 _ o convient,.
-3
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On doit maintenant décrire les antécédents sturmiens des mots de Christoffel
positifs par les morphismes F, G et D. On montre qu’il n’existe pas de mot
sturmien z(®) tel que D(z(¥) = s 0. En effet, si 2(2) = s, , avec (a,p) € A, on

aS_a_ ote = Sg,0 et I'injectivité de s sur A améne une contradiction. De plus, si
a+l’a+l
2@ =, avec (a,p) € A',ona s , a4, = 5po, ce qui est absurde d’aprés la
at+l’a+l
proposition 1.5. Enfin, s’il existe un mot sturmien z(®) tel que G(z(®) = s, on

o 1 3) _
vérifie B € 10, 5[ et 2() = S8 o

En remarquant que 'on a E(s;_g,) = sp,0, on doit étudier les antécédents
sturmiens des mots de Christoffel négatifs, par les générateurs de St. On montre
facilement qu’il n’existe pas de mot sturmien z(%) tel que G(z(4)) = S o- Enfin,
s'il existe un mot sturmien z(®) tel que D(z®) = S,’e,o’ on a nécessairement

B €10,1[ et le mot 2) = s’ ;  convient. Comme il n’apparait pas de nouvelle
-8°
catégorie de mots sturmiens dans ces calculs d’antécédents, on a bien démontré

le résultat annoncé. x

N

G Ef] {551 (5.8) € A} +21 {5501 5:0) € A} NG

D E
Puits ‘—‘ {8501 (8,0) € A} BD
v G

G,E,D

F1G. 3.2: Automate des suites caractéristiques

Les propositions 3.4 et 3.5 complétent le résultat suivant, obtenu indépendam-
ment par D. Crisp, W. Moran, A. Pollington et P. Shiue [37], et par J. Berstel
et P. Séébold [17].

Proposition 3.3 Soit f un morphisme pour lequel il existe deuz irrationnels o
et § de )0, 1] tels que f(Sa,a) = 85,5. Alors f appartient au monoide {E, G}*.

Preuve. On considére I’automate de la figure 3.2. Les trois premiers états corres-
pondent aux ensembles formés par les suites caractéristiques, les mots de Chris-
toffel positifs d’une part et négatifs d’autre part. Dans le puits, apparaissent les
suites sturmiennes n’appartenant a aucune des catégories précédemment citées.
Le lemme 3.9 et la proposition 3.1 permettent d’établir que le graphe est correct.
On définit un automate, en choisissant le premier état comme étant I’état initial
et final. Sur I’alphabet d’entrée {E', G, D}, il apparait que le langage reconnu par
cet automate est {F,G}*. *

Proposition 3.4 Soit f un morphisme pour lequel il existe deur irrationnels
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NS .
G {] {360(8,0) € A} {spol (8,00 €A} [} D
Puit
D —r G
G,E,D

Fi1G. 3.3: Automate des mots de Christoffel

o et § de]0,1[ tels que f(sa0) = S50, respectivement f(sg o) = ssq. Alors f
appartient au langage { ED*EG*}*, respectivement { EG*ED*}*.

N

Di pas | Br1-B) €A} b2 (oo p | B 1-B) €A} 3D

G
Puit
£ G
G,E,D
G {sp,0 | (8,0) € A} - {8501 (8,0) € A} D

FiG. 3.4: Automate des suites sg,1-p et s, 5 avec (8,1— ) € A

Proposition 3.5 Soit f un morphisme pour lequel il existe deuz irrationnels o
et § de0,1[ tels que f(sa,1-a) = s5,1-5 ou f(sh1_o) = 85,_s. Alors f appartient
au langage {ED*E D*}*.

Preuve de la proposition 8.4. On considére 'automate de la figure 3.3, dont le
comportement est égal & (G+ED*E)*. En le traduisant en termes de morphismes
sturmiens, on obtient {ED*EG*}*. Par construction du graphe, on caractérise
ainsi la structure des morphismes qui préservent globalement ’ensemble des mots
de Christoffel positifs. La preuve concernant les mots de Christoffel négatifs est
identique. *

Preuve de la proposition 8.5. Soit B un irrationnel de ]0, 1[. On recherche les
antécédents sturmiens de sg;_g par le monoide de Sturm. On suppose qu’il
existe un mot sturmien z(©) tel que G(¢(®)) = sg,_p. Comme (8,1 — B) U,
d’aprés les propositions 1.5 et 3.1, on obtient z(®) = s, , avec (e, p) € A, d’ot
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or2lr = S6,1-8 et p =1, ce qui est absurde. On considére & présent le cas ol

il existe un mot sturmien z() tel que D(z()) = sp,1_g. On a alors B € ]0,1[ et

lemot () =5 5 ,__s_ convient. Sous I’action du morphisme F, on est amené
-6 " 1-5

a étudier les antécédents sturmiens de 523,1— s bar St. On vérifie

S

DU a51-c25) = T01-0 8 Gl0gy.0) = -5

dés que B appartient 4 ]0, 2[. La preuve du lemme 3.9 permet alors de conclure.

Grace a ces différentes propriétés, on construit I’automate déterministe de la
figure 3.4. Son comportement, traduit en termes de morphismes sturmiens, est
égal au langage { ED*ED*}*. La fin de la preuve est triviale. x

Remarque. L’étude du comportement des trois automates présentés permet de
démontrer le corollaire 3.1, sans avoir recours au théoréme 3.1.

On établit maintenant les réciproques des propositions 3.3, 3.4 et 3.5, en utilisant
les propriétés des morphismes réguliers obtenues 4 la section 2.5. Seul le résultat
énoncé 4 la proposition 3.6 est connu.

Proposition 3.6 (Séébold, [99], Théoréme 5)
Soit f une substitution appartenant au monoide {E,G}*. Si f engendre un mot
sturmien, il s’agit d’une suite caractéristique.

Preuve. Soit  un mot sturmien engendré par f. Soit « la pente de z, prise dans
10,1[. Comme on a f(z) = z, il apparait que le morphisme f transforme tout
mot sturmien de pente o en un autre de méme pente. De plus, le morphisme
f appartient au comportement de I’automate des suites caractéristiques. En ré-
sumé, on a f(Sq,o) = Sa,a- D’aprés la preuve de la proposition 2.9, le morphisme
f est régulier et engendre s, . Par définition des morphismes E et G, on vérifie
que f(0) et f(1) commencent par la méme lettre. Le morphisme f ne peut donc
engendrer qu’un seul mot. On en déduit immédiatement = s4,4. *

Proposition 3.7

Soit f une substitution appartenant a {ED*EG*}*, respectivement { EG* ED*}*.
Si f engendre un mot sturmien, il s’agit d’un mot de Christoffel positif, respec-
tivement négatif.

Preuve. Soit z un mot sturmien, de pente a € ]0, 1[, engendré par un morphisme
f € {ED*EG™}*. La démarche suivie étant similaire & celle développée pour la
proposition précédente, on peut directement affirmer que f est régulier et en-
gendre s,,0. Soient m et n deux entiers. On remarque que ED"EG™ transforme
0en 01" et 1 en (017)™1. Autrement dit, si f(1) admet la lettre 1 comme préfixe,
cela signifie que f appartient & ED*E. Mais alors f n’est pas régulier, ce qui
est absurde. Le seul mot engendré par f est donc s, 0. Le cas ou f appartient &
{EG*ED*}* se traite de fagon similaire. x

Proposition 3.8 Soit f une substitution appartenant au monoide {E, D}*. Si

y /
f engendre un mot sturmien de pente « alors f engendre sq1-o €t Se1—a
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Preuve. Clairement, on peut supposer que le nombre « appartient & ]0,1[. On
montre aussi f € Reg(A) et f2 € Reg(A). De plus, en se référant a I’automate
de la figure 3.4, il apparait f%(sa,1-a) = Sa,1—a €t f2(Shi_o) = Shi—a- On
suppose qu'’il existe une lettre a telle que f(a) € @A*. Comme f engendre au
moins un mot, on vérifie nécessairement f(@) € @.A* puis f%(a) € @A*, ce qui est
absurde car f? engendre 3 la fois s4,1-« et s, ;_,. On obtient ainsi f(0) € 0.A*
et f(1) € 1LAT car f est régulier. On en déduit que f engendre deux mots infinis

distincts. Il est alors facile de conclure. x

A partir de la définition combinatoire des mots sturmiens, J. Berstel et P. Séébold
montrent que si une suite caractéristique z est engendrée par un morphisme, alors
les mots 0z, 1z, 01z et 10z sont aussi morphiques [18]. Un peu plus généralement,
on obtient :

Proposition 3.9 Soit o un irrationnel de )0, 1[. Il suffit qu’un des éléments de
Sy soit engendré par un morphisme, pour qu’ils le soient tous.

Preuve. Soit £ un mot appartenant & S,. D’aprés les propositions 2.9 et 3.2, on
vérifie que z est engendré par un morphisme si et seulement si & est un nombre
de Sturm. %

3.3.3 Résolution compléte

Soient v un irrationnel de ]0, 1[ et z un mot de S,,.. Si v n’est pas un nombre de
Sturm, seule I'identité satisfait la relation f(z) = z. L’alternative est étudiée &
la proposition 3.10.

Définition 3.5
Soit a un nombre de Sturm donné sous la forme

O(=[0,kn+l, kn_l,...,kz,k1+kn]

avec (ky, ky) € N2\ {(0,0)}, ou bien

o= [011’km kn—la*--)k21k1+kn]

avec ky € N*. Lorsque l’entier n > 2 est choisi minimal, on dit que cette repré-
sentation de « est primitive.

Proposition 3.10 Soit & un nombre de Sturm donné sous forme primitive et
soit x un mot de S,. Soit f la substitution associée & = dans l’énoncé de la
proposition 3.2. L’ensemble des substitutions, qui laissent le mot z invariant, est
le monoide engendré par f.

Lemme 3.10 Soit o un nombre de Sturm. Soit § une substitution qui laisse fize
un mot de pente .. Selon que la représentation primitive de o est

a=[01kn+]-, kn—-l7"',k2’kl+kn]
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avecn > 2 et (ky,k,) € N2\ {(0,0)}, ou bien

o= [0117km kn—la"'>k2’k1+kn]

avec n > 2 et ky € N*, le morphisme 0 s’écrit comme composée de morphismes

de la forme
{G,D}*"E.. {G,D}?E{G, D}*

respectivement

E{G,D}*"E.. {G,D}*E{G,D}"E.
Preuve. Clairement, le morphisme 6 est sturmien et comporte au moins une

occurrence du morphisme d’inversion. Il se décompose donc, pour un certain
entier m > 2, sous la forme

0 = BmEHm_l .o E01

avec (01, 0,,) € {G,D}*?* et 8; € {G, D}* pour 2 < j < m—1. A tout morphisme
o appartenant & {G, D}*, on associe I’entier |o| défini par ¢ € {G,D}l. On
commence par supposer que « est de la premiére forme énoncée. Par définition
méme du morphisme 8, les fractions continues

[Oakn+1) kn-—l,~'-,k2’kl+kn]
et

[0, |0m| + 1, Iem—lla ey |02|) |01| + kn) kn—la . ~ak2¢kl + kn]

représentent le méme réel.

Ce développement est formel si on a |6;| = 0 = k,,. On se place temporairement
dans cette hypothése. Si m = 2 alors, par identifications, on a 14 |0;| + k1 = 1,
puis |f2| = 0 et § = F, ce qui est absurde. On a donc m > 3 et les deux fractions
continues suivantes sont égales :

[O’ Ieml + 1) Iem—lla ey |93|) |02I + kn—lvkn—Z) .. ')kly kn—ly' . -akl ]7
[Oa 17 kn—l) . 'akl ]

La période étant primitive, on en déduit |63| +k,—1 = k,_1, ce qui est & nouveau
absurde. On vérifie donc |8;| + k, # 0. Comme n est supposé minimal, il existe
un entier A > 1 tel que m — 1 = A(n — 1). Par identifications, on obtient :

VeeN,1<ce< A\ VieN, 2<i<n—1, |0c1)n-1)+il = ki,

VeeN, 2< e <A, |0c—1)n-1)+1] = k1 + kn,

puis |0,,| = k, et |61] = k;. Ainsi, en utilisant un découpage en blocs adapté,
le premier résultat est acquis. Le second s’en déduit immédiatement. En effet, il
suffit de rappeler que si on a o = [0,1,kyn, kn—1,...,k2, k1 + kn ] avec n > 2 et
k, € N*, lirrationnel 1 — « est de la premiére forme étudiée. *
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Preuve de la proposition 3.10.
On commence par supposer que la représentation primitive de o est égale a
[0,kn+1, kn—1,...,k2,k1 + ks ] avec n > 2 et (k1, k,) € N2\ {(0,0)}.

Soit g une substitution qui laisse fixe le mot sy . Grace a la proposition 3.3, il
apparait que g appartient au monoide {E, G}*. Ainsi, d’aprés le lemme 3.10, il
existe un entier m, tel que g = (G*E...G*EG*M)™s = (Flky k) (G G)) ™.

Soit kA un morphisme tel que h(Se0) = Sa,0. D’aprés la proposition 3.4, on a
h € {ED*EG*}*. De plus, d’aprés le lemme 3.10, le morphisme A s’écrit comme
composée de morphismes de la forme {G, D} E ... {G, D} E{G, D}*'. Si n est
impair, on a h = (F(x,,...k,)(G, D))™" pour un certain entier my. Si n est pair,
afin de satisfaire la relation h € {ED*EG*}*, on remarque que h s’écrit comme
composée de morphismes de la forme

{G,D}*"E...{G,D}*E{G,D}* {G,D}*E.. {G,D}*E{G, D}*.

Et dans ce cas, la substitution A est une puissance de

Fy,en) (D G) Fiiy, . k) (G, D).

La preuve concernant les mots de Christoffel négatifs est similaire. Pour les suites

Sa,1-a €t 54 1_4, ON utilise la proposition 3.5. %

Remarque. Pour terminer cette section, on vérifie la cohérence de la propriété
obtenue, au sujet des suites caractéristiques, avec celle énoncée par Crisp, Moran,
Pollington et Shiue, dans ’article [37]. Ils définissent, pour tout entier £ > 0, les
morphismes Hy : 0 — 1, 1 — 1*0et Gy : 04— 1%0, 1 — 1. Leur principal
résultat est le suivant : “Soit o un irrationnel de ]0, 1[. Le mot s, o est un point fixe
d’une substitution f non triviale si et seulement si on a @ = [0, ay,@3,---, G |
avec @y, + 1 > a3 > 2, ou bien a = [0,1, as,@3,---, am ] avec a,, > ay. De plus,
si I’entier m est minimal alors f est une puissance de
FEH, H,,... H,,,_ Gap+1-0, F

citAm—1
dans le premier cas, et de
Hy,...H,, Gap—a,

dans le second.” _
Il est facile de montrer que ces développements en fraction continue caractérisent
les nombres de Sturm. De plus, si @ = [0, a1, T3,---, G, | avec ap, +1 > a; > 2,
onposen=m, kn =a; — 1, ky = ap, —a; + 1 et k; = amy1—; pour tout entier
j compris entre 2 et n — 1. Comme on a Hy = EG* et Gy = EG*E pour tout
entier k positif, on obtient

EH, 1H,,...H,, Gapp1-0,E = G EG*-1 . EGREGH

cttam—1
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ce qui est conforme au résultat annoncé. Si @ = [0,1,a2, @3,...,Gn | avec
am > az,0on pose n =m—1, k, = as, k1 = ap, — ag, et kj = ap41—; pour tout
entier j pris entre 2 et n — 1. On en déduit

Hyy...H,, Gay—a, = EG* .. . EGEG" E,
ce qui est bien cohérent. Il ne reste plus qu’a étudier le cas ol
a = [0,1’(1'2’ aS?"',am]

avec a,, = ag, c’est-a-dire « = [0,1, @3,-- -, Gm-1)- Onpose n =m -1, k, =0,
ki = am—_1, et k; = ap,—; pour tout entier j pris entre 2 et n — 1. Et on vérifie

H,,...H,, G, o, = EG*-1 .  EGF = G EGk-1 .. EGH,

Remarque. Certains auteurs étudient les propriétés d’invariance des mots stur-
miens, par les automorphismes du groupe libre défini sur ’alphabet {0,1}. En
particulier, T. C. Brown montre que la suite sy est point fixe d’un tel mor-
phisme, différent de I’identité, si et seulement si & est un irrationnel quadratique
[27]. D’aprés S. Ito et S. Yasutomi, si « est un irrationnel quadratique et si y
appartient au corps Q(z) alors la suite s, , est point fixe d’'un automorphisme
non trivial [59]. La réciproque est donnée par Y. Hara-Mimachi et S. Ito [53].

3.4 Suites admissibles

On poursuit ’étude des propriétés d’invariance des mots sturmiens en mettant
’accent sur une classe particuliére de suites dont I'intercept est une homographie
de la pente. Désormais n désigne un entier supérieur ou égal a deux.

Définition 3.6 Sout
C(n) ={(a,b) € Z*|1<a+b<m 0<a<n—1}\{(0,n)}.
On note L(a,b,n) l’ensemble des suites sturmiennes x pour lesquelles il existe

un irrationnel o de |0, 1[ tel que x = s, a b, avec (a,b) € C(n).

Soit L(n) = U L(a,b,n). Les mots de L(n) sont dits n-admaissibles.
(a,b)€C(n)

Remarque. Soit a un irrationnel de ]0, 1[. Pour tout couple d’entiers (a,b) de
C(n),ona (e, &+ o) cU.

L’objet de cette section est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Les suites sturmiennes n-admissibles sont des points fizes de
substitutions non triviales si et seulement si leur pente est un nombre de Sturm.
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E ] £(1,0,2) £(1,1,2) £00,1,2) 1 @

Fi1G. 3.5: Graphe ((2)

G ] £(0,1,3) £(2,0,3) -~ £(1,0,3 £(0,2,3) [1 ¢
N D D . D B
£(2,1,3) £(2,-1,3) £(1,1,3) £(1,2,3) |
G - | G
E E

F1G. 3.6: Graphe ((3)

Afin d’établir la preuve, certains préliminaires sont nécessaires. A ’entier n, on
associe un graphe, noté {(n), dont les états sont les ensembles L(a,b,n) pour
(a,b) appartenant & C(n). Les lemmes 3.11 & 3.14 décrivent le systéme de tran-
sitions, sur I’alphabet {E, G, D}, entre ces n? — 1 différents états. On présente
les graphes ¢(2) et ((3) en exemple.

Lemme 3.11 Soit (a,b) un élément de C(n). Un et un seul des morphismes G
et D transforme L(a,b,n) en un sous-ensemble d’un état de {(n).

Preuve. Soit « un irrationnel de ]0,1[. On considére la suite s, a5 ,. Dans
I’hypothése ou (a,b) € C(n), on remarque 0 < a + bar < n, ce qui permet
d’appliquer les deux formules

Gs a, b =S b—a et D(s_a,b = S_a b—a+n .
( “';+;a) +55 s (S0,8+20) e

3o

o1
Par abus de langage, on dit que G' et D conservent la partie rationnelle de
I'intercept des suites sturmiennes n-admissibles. Il est trés facile de montrer qu’on
a(a,b—a)eC(n)sib>1et(a,b—a+n) € C(n)sib<0.Sion asimultanément
(a,b—a) et (a,b— a+ n) dans C(n), alors pour tout irrationnel 3 de ]0, 1[, on
vérifie a4+ (b—a+n)B < net a+ (b— a)B > 0. En faisant tendre 8 vers 17, on
obtient b = 0 puis (a, —a) € C(n), ce qui est absurde. %

Lemme 3.12 Soit (a,b) € C(n). Il existe un chemin de longueur majorée par
n, écrit sur Ualphabet {G, D}, dans le graphe {(n), dont l’origine et l’extrémité
coincident avec L(a,b,n).

Preuve. On part de ’état L£(a, b, n). D’aprésle lemme 3.11, on peut construire pas

a pas un chemin & travers les états de {(n). De plus, d’aprés la définition de C(n),
il existe au plus n suites sturmiennes n-admissibles dont la partie rationnelle de
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I'intercept est £ : exactement n—1si @ est nul, et n dans le cas contraire. Comme
G et D conservent ce terme, on réalise une boucle dans {(n), au bout d’au plus
n étapes. On montre que le premier état apparaissant & deux reprises dans un tel
chemin est £(a, b, n). En raisonnant par I’absurde, il existe des entiers ¢, ¢ et
c3 tels que les couples (a,c1), (a,c2) et (a,c3) appartiennent & C(n), et vérifient
le schéma suivant :

L(a,c1,n) S, L(a,cz,n) £ L(a,c3,n)

On en déduit (a,c; —a) = (a,c2) = (a,c3—a+n) et ¢; = c3+n. Autrement dit,
les couples (a, c3) et (a,c3 + n) sont des éléments de C(n). En particulier, on a
a+c3>1et a+c3+n <n,cequi améne la contradiction cherchée. On a donc
construit un chemin, de longueur majorée par n, qui boucle sur £(a, b, n). %

Remarque. En utilisant les transitions sur 'alphabet {G, D}, on peut ainsi
regrouper les états de ((n) en différents cycles deux a deux disjoints. En effet,
un état commun serait un état d’oil partiraient deux transitions sur {G, D}, ce
qui est absurde.

Lemme 3.13 Le morphisme d’inversion E laisse L(n) globalement invariant.
Preuve. Soit (a,b) € C(n). Clairement, on a (n — a — b,b) € C(n). On remarque
aussitdt que E transforme I’état L(a,b,n) en L(n — a — b, b, n). *

Lemme 3.14 Entre deuz cycles de ((n), il existe au plus une liaison assurée par
le morphisme E.

Preuve. Soient deux couples d’entiers (a, b) et (a/,b') de C(n), tels que L(a, b, n)
et L(a',b',n) appartiennent & un méme cycle. On a déja remarqué qu’alors a est
égal & a’. Le morphisme E transforme £(a,b,n) en L(n—a—0b,b,n) et L(a,b',n)
en L(n—a—"b',b,n). Pour que ces deux états soient des composantes d’un méme
cycle, il faut que n — a — b’ soit égal & n — a — b, autrement dit b = b', ce qui
achéve la preuve. x

Remarque. En particulier, il existe au plus un état par cycle qui reste fixe sous
I’action du morphisme F.

Définition 3.7 On pose Q(1) = {G, D}*. A l’entier n, on associe l’ensemble de
morphismes Q(n) égal a :

{6,E8u_1...E8; | (61,0,) € {G,D}** etVie N,2<i<n-1,5 € {G,D}*}.

Définition 3.8 Soit k un entier non nul.

Sotent ¥ = 04 Ed;_y ... Ed ety =6, E6,_, ...ES| des morphismes appartenant
a Q(k). On dit que v et v’ sont Q-équivalents si, pour tout entier i compris entre
letk, on a |||l =1]6]

Définition 3.9 On numérote linéairement les différents états de ((n). Soit un
entier i compris entre 1 et n? — 1. On note M(i) l’ensemble des morphismes
appartenant @ U Q(k), pouvant étre lus sur le graphe ((n), & partir du i-iéme

kEN*
sommet.
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Lemme 3.15 Deux morphismes 2-équivalents ont la méme action sur les pentes
des suites sturmiennes.

Preuve. Soient f et f’ des morphismes appartenant & {G, D}*. Comme on a
GD = DG, il existe un quadruplet d’entiers (m, n, m',n’) tel que f = G™D" et
f'=G™D"™.Onen déduit || f]| = m4+n+2 et ||f]|| = m'+n'+2.Si || f]| = || I,

la matrice de Raney associée & f et f’ est L™*™. Il est alors facile de conclure. x

Lemme 3.16 Soit i un entier compris entre 1 et n? — 1. Dans chaque classe de
morphismes Q-équivalents, il existe un et un seul représentant qui appartient a
Preuve. On utilise le lemme 3.11 qui assure l’existence et ’'unicité d’une transi-
tion sur l'alphabet {G, D} & partir d’un sommet donné, et le lemme 3.13.

Preuve du théoréme 8.2. On commence par fixer quelques notations. Soit T la
fonction de transition associée au graphe {(n). On numérote les différents états
de ¢(n) sous la forme &;, pour 7 variant de 1 4 n? —1. Soit un entier m > 2. A tout
élément v de 2(m), on associe son représentant v, dans la catégorie M(c), pour
tout entier ¢ compris entre 1 et n2 — 1. On affirme que pour tout couple d’entiers
(¢,7) choisis entre 1 et n2 — 1, si T'(&;,v;) = &; alors il n’existe pas d’entier d,
avec 1 < d < n?—1etd# i tel que T(€4,vq) = &. On établit ce résultat
par récurrence. Soit ¥ = d; F4; un élément de ©2(2). On note v, = 5§°) Eégc) son
représentant dans la c-iéme classe M(c) avec 1 < ¢ < n? — 1. Soit (j, dy,d3) un
triplet d’entiers pris entre 1 et n? — 1. Si le schéma suivant est réalisé, on montre
que d; et d; sont nécessairement égaux :

(Sgdl)E(Sidl) 6§d2)E5§d2)
— =

Dans chaque cycle I', de longueur [/, on choisit arbitrairement un état de départ
Iy, puis on numérote les autres éléments de I' sous la forme I';, pour ¢ variant
de 2 & [, selon leur ordre d’apparition dans le cycle. Comme pour la preuve du
lemme 3.10, on introduit la notation suivante : & tout morphisme o de {G, D}*,
on associe I’entier |o| défini par o € {G, D}lI.

On commence par supposer que les trois états &g, €4, et &; appartiennent au
méme cycle I' de longueur /. Par la convention choisie, il existe des entiers ¢ et
t’ compris entre 1 et [ tels que &, = I'; et &3, = I'y. On suppose qu’il n’existe
pas d’état de I laissé invariant par le morphisme E. Alors sous ’action de tout
morphisme 2-équivalent & v, on quitte ce cycle, ce qui est contraire a I’hypothése
de base. En se référant au lemme 3.14, il existe un et un seul état de I, noté ',
avec 1 < u < [, qui reste invariant sous 1’action du morphisme F. On a ainsi

T(Ty, 6) =T, = T(Ty, 6*)). Puis, on a
[61] = (u—1¢t) (modl)et|d1]=(u—1t) (mod!).

On conclut t =t/ et d; = ds.
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On suppose maintenant que &y, et &; appartiennent au méme cycle I et &4,
a un cycle différent, noté I'®). Soient (1) et () les longueurs respectives de
ces deux cycles. Il existe donc des entiers ¢ et t' de ’ensemble {1,...,I(1)}, tels

que &g, = Fgl) et {; = FE,I). Il existe de plus un et un seul état de I')), noté
l"gl), qui reste invariant sous ’action de F. On a donc T(Fgl),égd‘)) = Fgl),
T(Pgl),E) =T et |62] = (#' — ) (mod I(M)). En outre, il existe un entier v,
avec 1 < v < 1), tel que T(fdz,E5§d2)) =TM. On a|b] = (¢ - v) (mod 1)y,
puis u = v et T'(&q,, E6§d2)) =1 = T(§d2,5£d2)) € ', ce qui est absurde car
les deux cycles sont disjoints.

Le cas ou seuls &g, et §; appartiennent au méme cycle se traite de fagon similaire.

On suppose & présent qu’il existe deux cycles distincts, de longueurs respectives
1D et 1), notés 'V et T3, tels que &4, et &4, appartiennent & M) et & a
'), 11 existe des entiers ¢ et u de ’ensemble {1, .. .,l(l)} tels que &y, = I‘gl) et
&a, = Fz(tl). D’aprés le lemme 3.14, il existe un entier v, compris entre 1 et (1),
tel que ’on a T(§d1,5§d1)) =T (&q,, 5§d2)) =T, On en deduit

|61 = (v—1t) (mod IM)et|6|=(v—u) (modIW),

dott u =t et di = ds.

Le dernier cas revient & supposer que les trois états &g, , {q, et &; appartiennent
a des cycles différents, respectivement notés '), T'(2) et T'®) de longueurs (1),
1) et 103, Plus précisément, il existe des entiers ¢, u et ' vérifiant 1 < ¢ < (1),
1<u<i@etl1 <t <10 telsqueéy, = Fﬁ”, €q, = 1"1(3) et & = FE?). On établit
I’existence d’entiers v et w, compris entre 1 et {3, tels que T(I"gl) , E6§d‘)) = 1"1(,3)
et T(I'P, B6%)) = (Y. De |6,] = ('—v) (mod I®) et |6,] = (t'~w) (mod 1)),
on déduit v = w, puis T(I’El),5§d‘)) = T(F&Z),ég'b)) e T NT®), ce qui est
absurde.

Dans tous les cas, on a bien démontré le résultat énoncé pour les morphismes
appartenant & Q(2). On suppose I’hypothése de récurrence vérifiée pour les mor-
phismes de (m), ol m est un entier supérieur ou égal & deux. On cherche &
établir la propriété au rang m + 1. Soit  un élément de Q(m + 1), écrit sous la
forme v = dp41 E0 avec 6 € Q(m). On note v, = Jf,:LIEHC le représentant de v
dans la c-iéme classe M(c), avec 1 < ¢ < n? — 1. On considére le schéma suivant,
ol ¢y, ¢cg, dy, dy et j sont des entiers compris entre 1 et n%2 — 1 :

(e1) (c2)
6. s B — s 0.
fcl I —1> €d1 — '("_ |€d2 I (_2 602

Comme le morphisme 55;;-)1E appartient & (2), d’aprés 1’étude précédente, on
a d; = dj. Puis, en utilisant ’hypothése de récurrence au rang m pour 6, et 6,,,
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on conclut ¢; = ¢z, ce qui établit le résultat au rang m+ 1, et achéve cette partie
de la preuve.

Soit a = [0,kp + 1, kpr—1, knia, ..., ko, k1 + Ky ] avec (ky, kyr) € N2\ {(0,0)}
et n' > 2. Soit v = 6y Eby_y...ESy, avec §; € {G,D}* pour 1 < i < 7/,
un élément de Q(n'). En utilisant les matrices de Raney, il apparait que tout
morphisme 2-équivalent & v transforme un mot sturmien de pente « en un autre
de méme pente.

Soit (a, b) un élément de C(n). Clairement, il existe une famille d’entiers compris
entre 1 et n? — 1, que l’on note (d;)ien, définie par &, = L(a,b,n) ainsi que
€441 = T(€a;,7a;) pour @ € N. On affirme qu’il existe un entier j > 1 tel que
d; = do. En effet, un chemin fermé, sur un état quelconque, se construit de
cette fagon en au plus n? — 1 étapes, puisqu’il est impossible d’accéder & un
état donné de ((n) par deux morphismes Q-équivalents partant de deux états
distincts. En résumé, le morphisme vg4;_, .. .74, transformela suite s, o s €nun

'n'n
mot sturmien appartenant encore a I’état £(a, b, n). Mais ce morphisme préserve
aussi la pente de s, o b . Autrement dit, & tout couple (a, b) de C(n), on peut
n n . . .
associer un morphisme sturmien non trivial qui laisse fixe la suite s_ o thg Ce
n

résultat est en particulier vérifié pour les mots de ’état £L(n — a — b, b,n n).

D’aprés le théoréme 3.1, on doit encore étudier le cas ol & est un irrationnel de
la forme :

o= [0, L knty knrev,y ..oy koyky + ke ]

avec n' > 2 et k; € N*,
Le morphisme E' transforme Sqytqbo N S g noazbyb(i_ o). Ce mot appartient
alétat L(n—a—b,b,n).Or 1 —a est de la forme précédemment étudiée. Il existe

donc un morphisme sturmien 6 non trivial tel que EOE(sa’%+%a) = Sq,apbge %

On généralise la propriété énoncée au théoréme 3.2 en introduisant 1’ensemble

C'(n) :
Définition 3.10 On pose

C'(n) ={(a,b) €Z%|0<a+b<n 0<a<n}\{(n0)}

Remarque. Les couples d’entiers relatifs de C’(n) sont exactement les couples
(a,b) de Z2 tels que & + %a appartient & [0, 1[ pour tout irrationnel « de ]0, 1.
De plus, le cardinal de C’(n) est égal & n? + 2n.

Corollaire 3.2 Soient o un irrationnel de ]0,1[ et (a,b) un couple de C'(n).
Les mots s, et s; a, b, SONt des points fizes de substitutions non triviales

b
,%+-';o: "n
st et seulement si leur pente o est un nombre de Sturm.

Preuve. 11 suffit d’établir la démonstration pour les couples d’entiers relatifs (a, b)
de C'(n) n’appartenant pas & C(n). On remarque que ’ensemble C’(n) \ C(n) est
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égal & :
{(0,0),(O,n),(n,—n)}u{(k, _k) | 1<k<n- I}U{(TL, _k) | 1< k <n-— 1}

Dans un premier temps, on ne considére que les suites issues de I’application s.
Les mots associés aux couples (0, 0), (0, ») et (n, —n) sont étudiés a la proposition
3.2. Soit un entier k£ compris entre 1 et n — 1. Les suites, de pente «, associées
aux couples (k,—k) et (n,—k) sont égales a Sqk_ko €6 S, 1 k.. On construit
le graphe présenté page 54, dont la “partie droite” est une comnposante de ¢(n).
En effet, il est facile de vérifier que les couples (k,0), (k,n — k), (0,n — k) et
(k,n — 2k) appartiennent & C(n). Il suffit alors de remarquer la symétrie du

A . ?
graphe pour affirmer que les roles des suites s E_kg et s, kynk, d’une part,
puis s, _k, et s, n—k , d’autre part, s’échangent.

! n ''n
]
s k|

G Yn D
|
1
1

E . E
D [l sa,l—--ﬁ-a sa,%—%a ! sa,%+—";ka Sa,——";ka G

|
)

D sa’_ﬁ_'_n—n’zka‘_G
|

F1G. 3.7: Extension du graphe ((n)

A présent, on considére les mots sturmiens issus de I’application s’. Les seuls
couples (a,b) de C’(n) pour lesquels on a (a, £ + 2a) ¢ U sont (0,0) et (n, —n).
Les suites s, o et s, ,_, sont traitées & la proposition 3.2. Dans tous les autres
cas, le résultat devient trivial. %

Désormais, on cherche & préciser la structure du graphe {(n).

Lemme 3.17 Soit a un entier compris entre 0 et n — 1. Soit b un entier tel

que (a,b) € C(n). Il existe un chemin de longueur " , €crit sur l’alphabet

pgcd(a, n)
{G, D}, dans le graphe ((n), dont lorigine et ’extrémité coincident avec l’état

L(a,b,n). Les états rencontrés sont deur & deuz distincts.

Preuve. Soit 'y 5» le cycle de longueur minimale construit sur I’état £(a, b, n).
Les entiers u et v désignent respectivement le nombre d’occurrences des lettres G
et D dans ce cycle. Soit v = G*D". Ce morphisme transforme I’état £(a, b, n) en
L(a,b— (u+ v)a+ nv,n). Par invariance, on vérifie (v + v)a = nv et clairement
u # 0. Soit d = pgcd(a,n). On note a; et n; les entiers définis par a; = % et
n1 = 5. On remarque alors (u+v)a; = nyv et a; divise v. Soit y; = GM1~%1 D,
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Ce morphisme laisse £(a,b,n) invariant car na; — nja = 0. Comme le rapport

?_%1 est égal & T, il existe un morphisme -équivalent & v;, auquel on peut

associer un cycle sur le graphe ((n). La fraction m étant irréductible, on a
méme v; = 7, d’olt v = a; et u = n; — a;. Finalement la longueur du cycle 'y 5 ,
est égale & ny. Le cycle I'y 5 , étant choisi minimal, les états rencontrés sont bien

deux & deux distincts. %

Proposition 3.11 En notant ® la fonction d’Euler, le graphe {(n) se décompose
en n—1 cycles de longueur 1 et d X ®(%) cycles de longueur %, pour tout diviseur
d de n, non égal a n.

Preuve. Soit (a,b) € C(n). Soit I'gpn le cycle minimal construit sur 1’état
L(a,b,n). D’aprés le lemme précédent, la longueur de Iy, vaut 1 si et seule-
ment si a est nul. Le nombre de cycles de longueur 1 est donc égal au nombre de
couples admissibles dont la premiére composante est nulle, soit n— 1. On suppose
désormais que a est compris entre 1 et n — 1. Il existe exactement n couples de
C(n) dont la premiére composante est a, donc pged(a,n) cycles distincts. Soit

d un diviseur de n, d # n. On compte finalement Z pgcd(i, n)
1<i<n~1, pgcd(i,n)=d
cycles de longueur %, c’est-a-dire d x Z 1, d’ou le résultat énoncé

1<i<n—1, pgcd(i,n)=d
avec la fonction d’Euler. Pour vérifier qu’on obtient bien ainsi les n? — 1 états
qui composent {(n), il suffit de remarquer

Xx2)=n-l+nn-01)=n-1+n(n—-1).

(n—1)+ Z d><<I> X <

d|n,d#n

Définition 3.11 Soit L(a,b,n) un état de {(n). L’indice de L(a,b,n) est le plus
grand commun diviseur des entiers a, b et n.

Lemme 3.18 Il existe une partition de ((n) selon le classement en indices de
ses €tats.

Preuve. Soit L(a,b,n) un élément de £(n). Le résultat énoncé au lemme 3.11
permet d’affirmer que soit (a, b — a) soit (a,b— a+n) appartient a C(n). Comme

pgcd(a,b,n) = pged(a,b— a,n) = pged(a,b— a+n,n),

il est clair que les morphismes D et G ne modifient pas ’indice des états sur
lesquels ils agissent. De plus, comme E transforme £(a,b,n) en L(n—a—b,b,n),
il est facile de conclure. x

Proposition 3.12 Le graphe ((n) est conneze si et seulement si n est premier.

Preuve. On suppose que n est égal & un nombre premier p. Le graphe, présenté
page 56, refléte la structure générale de ((p). Soit k£ un entier compris entre 1
et p— 1. D’aprés le lemme 3.17, & partir de I’état £(k,p — k, p), on construit un
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G
"
QE(O,p - k’p) )
E E
G —
rm L0k, p— k,p) L(k,p~ 2k,) |
E ’ t E
--- k-iéme cycle S
> ? 5 ()
E D Eléments du cycle
@ @ Cycles adjacents

F1G. 3.8: Graphe ((p) avec p premier

cycle C(®), de longueur p, qui passe notamment par I’état £(k, p — 2k, p). Soit T
la fonction de transition de {(p). En particulier, on a

T(L(k,p— k,p), E)= L(0,p— k,p)

ainsi que
T(L(O’p_ k$p)a G) = E(Oap - k,p)

et
T(L(k,p—2k,p),E) = L(k,p— 2k,p).

En faisant varier k entre 1 et p — 1, on retrouve ainsi les p? — 1 états de ¢(p).
Etant donné un cycle Cko) avec 1 < ko < p — 1, il reste & étudier I’action du
morphisme F sur p — 2 de ses états. D’aprés le lemme 3.14, on obtient ainsi des
transitions avec les cycles C(*¥) pour tout entier k vérifiant 1 < k < p — 1 et
k # ko. La connexité de ((p) est alors évidente.

On suppose désormais que n est composé. Soit p un diviseur propre de n. Comme
'indice de £(1,0,n) est égal & un, et 'indice de £L(p,0,n) & p, on peut conclure,
d’aprés le lemme 3.18, que ((n) n’est pas connexe. x

3.5 Résultats complémentaires

Dans un premier temps, on précise la structure des mots sturmiens, candidats &
satisfaire une propriété d’invariance non triviale :

Lemme 3.19 Soit x un mot sturmien de pente 0 < o < 1 et d’intercept p. Si
le mot x est laissé fize par une substitution différente de l’identité alors o est un
nombre de Sturm et p appartient ¢ Q(c).
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Preuve. Soit f une substitution non triviale telle que f(z) = z. Le morphisme
f est sturmien et & est un nombre de Sturm. Comme « est un irrationnel qua-
dratique, 'image de o par une homographie, & coefficients entiers, appartient &
Q(a). En utilisant la proposition 3.1, on calcule I'image de z par f. Soient £ la
pente et § l'intercept obtenus. Clairement on a 8 € Q(a), avec 0 < 8 < 1, et
§ € Q(a) + pQ(c). Comme f(z) = z, on en déduit § = o et § — p € Z puis
pEQa). *

On remarque ensuite que les mots étudiés au corollaire 3.2 ne sont pas les seuls
mots sturmiens laissés fixes par une substitution non triviale. Pour s’en assurer,
il suffit de vérifier par exemple

GCEDC(Sn,l—_;:q) = 877 l—cn

12

et
DCEGC(Sn’i’.’cQ) = 3"71H-2£Z

avec 7 = [0,1+ ¢, 2c ] et ¢ > 2. On pourrait donc penser que la réciproque
du lemme 3.19 est vraie. Les propositions 3.13 & 3.15 infirment, par différents
exemples, cette conjecture.

Les lemmes 3.20 et 3.21 permettent de simplifier les calculs d’images réciproques
que ’on va effectuer.

Lemme 3.20 Soit (3,6) € A. Sl existe un mot sturmien z tel que G(z) = sgs
ou D(z) = sps alors x appartient a s(A).

Preuve. On se place dans 'hypothése ot on a G(z) = sgs. Si z = s}, , avec

(a,p) € A’ alors on a ¢ or,2lr = B8 D’aprés la proposition 1.5, on obtient

(25D 351) € U dou p ;é 1. S’il existe des entiers k et ¢ tels que ka+ p = ¢
alors on a (k + ¢) 357 + 357 = ¢, ce qui est absurde. On en déduit (a,p) € U et
T = Sq, € S(A).

On étudie I'alternative. On suppose qu’il existe un mot sturmien z = s, , avec
(a,p) € N, tel que D(z) = sg;s. On vérifie alors s , .4, = sg,s puis p #1

a+1’a+1
et (a_l_l,zi’l’) € U. Sl existe des entiers k et ¢ tels que ka + p = ¢ alors on a
(k+c- )a+1+21"1’—c,etamS1k+c—1<0douk—0—cetp_0 ce qui

est absurde. On a donc (a,p) €U et = = s4,p. *

Lemme 3.21 Soit (8,6) € A'. S"il existe un mot sturmien z tel que G(z) = s 5,
ou bien D(z) = s} 5 avec 3 # 6, le mot x appartient a s'(A').

Preuve. On n’établit que la seconde pa;rtie du résultat. On suppose qu’il existe

un mot sturmien z tel que D(z) = sp4. Si ¢ = 84, avec (a,p) € A, on 2

S o atp = sﬂ s- Par hypothése on a 8 # 6 donc p # 0. De plus, il apparait
atl'a+1

(z5 %f) € U et on remarque que (a, p) appartient aussi & &. On en déduit

r=s,,€sA) x
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D G
— —
£(2,-1,2) £(0,1,2)
E E E
G G

D D
G D D G
E E
|£(3,-2,2) =~ £(1,-2,2) £(1,2,2) £(-1,2,2)
G D D G
E FE

|£(4,-3,2) F—{L(1,-3,2) £(1,3,2) £(-2,3,2)|

F1G. 3.9: Saturation du graphe ((2)

Proposition 3.13 Soit un entier ¢ > 2. Soit T un nombre de Sturm, dont la
représentation primitive est T = [0, kp + 1, km—1,...,k2, k1 + kr | avec m > 2,
ki=0etk, >c—1. Les mots Sy izer et Sy Lter n€ sont laissés fizes par aucune

substitution non triviale.

Preuve. On commence par établir que le graphe 3.9 est correct. A tout couple
d’entiers relatifs (a, ), on associe I’ensemble

b
£(a,8,2) = {s5,8,55 | (8,5 + 38) € A}.

On recherche tous les antécédents sturmiens, par St, des mots appartenant a
£(1,0,2). On va montrer que ’on obtient ainsi les états £(1, j,2) et £(1 - 7, 7,2)
pour j parcourant Z. Soit ¢ un entier relatif. Soit 8 un irrationnel de ]0, 1[ tel
que 0 < 1—*;@- < 1. On remarque (5, l%g) €U.

On suppose qu’il existe un mot sturmien 2(© tel que G(z(®) = s, 14i5. D’aprés
8,4 P

le lemme 3.20, on a z(® = Sa,p avec (a,p) € A. En utilisant la proposition 3.1

s 3 (i) .
et ’injectivité de s sur A, on en déduit a = i=p et p = —5—=. A condition

d’avoir B € ]0,3[ et (i + 2)8 < 1, on s’apercoit que le mot obtenu convient. On

vérifie alors z(®) ¢ L(1,i+1,2). On montre de méme qu’il existe un mot sturmien

z() tel que D(z()) = Sp,14i8 si et seulement si ona —1 < (i —2)f et 8 €10, 3[.

Lorsque ces hypothéses sont réalisées, on a z(1) = s_p_ 14(i-1) 125 € L(1,i-1,2).
1-8°? 2

Sous 'action du morphisme F, on obtient les états L(1 — j,j,2) avec j € Z.

On doit donc chercher les antécédents sturmiens de cette famille de mots par
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les morphismes G et D. L’étude concernant £(1,0, 2)_ vient d’étre effectuée. Soit
i € Z*. Soit B un irrationnel de ]0, 1] tel que 0 < iﬂfﬂ <1

On suppose qu’il existe un mot sturmien z(2) tel que G(z(z)) = 55, 0=i4is . On
vérifie alors g € ]0, %[ et z(3) = s, , avec (o, p) € A, puis a = —getp= %.
Comme p € [0,1] et ¢ # 0, on a nécessairement : = 1 et w(z) € £(0,1,2).
Ainsi, dés que ¢ est différent de 0 et de 1, il n’y a pas d’antécédent sturmien

par G des mots appartenant & £(1 — ¢,%,2). On suppose & présent qu’il existe
un mot sturmien z(®) tel que D(z®)) = S5, (=i)tis . On montre alors 8 € )0, 3[

et 3 = s, , avec (o, p) € A, puis o = L et p = =2 Comme p € [0, 1]
et i # 0,onai=—1cetz0 ¢ [1(2,—1,2). Ainsi, des que 1 est différent de
0 et de —1, il n’y a pas d’antécédent sturmien par D des mots appartenant a
L(1-1,1,2).

Ces calculs d’images réciproques n’entrainent la création d’aucun nouvel état :
la technique de recherche est donc terminée, et par construction du graphe 3.9,
tous les chemins d’accés possibles & un état donné, sur ’alphabet {F,G, D},
sont représentés. On raisonne désormais par I’absurde. Soit § un morphisme non
trivial qui laisse fixe la suite s_ izer. Par définition méme de 7, on a 152 € [0, 1[.
D’aprés le lemme 3.10, il ex1ste un morphisme v de St tel que § = yGE ou
6 = yDE. Soit z I'image de Sy 1=er par E. Comme on a vG(z) = §7,1=er OU
7D(2) = s, Loer, il est clair que G(z) ou D(z) est un antécédent de s, L=er par le
monoide de Sturm. Mais on a z € L(c+ 1, —¢, 2), et ni G(z) ni D(z) n’apparait
dans le graphe, qui recense pourtant tous les antécédents sturmiens de £(1, —¢, 2)
par St. On obtient ainsi la contradiction cherchée. Le résultat concernant le mot
Sy iter S€ démontre de fagon similaire. x

Proposition 3.14 Soit un entier k > 2. Soient B3 et ' des irrationnels avec
0<pB< % et kk;l < B’ < 1. Il n’eziste aucun morphisme non trivial laissant fize
SB,1—-kB OU S,Iel,k(l—ﬁ')'

Proposition 3.15 Soit un entier k > 2. Soient 8 et ' des irrationnels avec
0<B< % et kk;l < B’ < 1. Il w’existe aucun morphisme non trivial laissant fize

SB.E8 OU S, (1 k)4kpr-

Preuve de la proposition 3.14.
Page 60, on présente un graphe dont la répartition des états est donnée comme
suit. Soit ¢ un entier compris entre 0 et £ — 2. On note

G(2i+ 1) = {s,1-(k—ipp | (1 = (kK —9)v) € A}
et
G(2i+2) = {s}, (k_iy1—v) | (1 (k= 9)(1 —v)) € A'}.

On pose G(2k—1) = {sy,1- | (v, 1-v) € A} et G(2k) = {s},,_, | (v,1-v) € A'}.
De plus, les états G(2k + 1) et G(2k + 2) regroupent les mots de Christoffel selon
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qu’ils soient négatifs ou bien positifs. Enfin, dans le puits apparaissent les suites
sturmiennes n’appartenant & aucune des catégories précédemment citées. Pour

' G
pi 6w} o0 —
G
pf_6® - 6@ -
1e . G,p
| o Puits [} G,E,D
R
D {| G(2k-3) G(2k — 2) |--meeeid
G D
— D
D [] G(2k - 1) E G(2k) G
G
D G@k+1) E Gek+2) Do

F1G. 3.10: Graphe des suites s, 1k, avec k > 2 et (v,1 — kv) € A

établir que ce graphe est correct, on utilise la proposition 3.1, et on recherche tous
les antécédents sturmiens, par St, des suites s, 1k, avec (v,1 — kv) € A. On se
rend compte qu’on est amené & effectuer de tels calculs pour les mots 8u,1—(k—j)v
avec (1,1 — (k- j)v) € A, mais aussi sy’(,c —i)(1=v) BVeC (v,(k-7)(1-v)) e N,
Pentier j étant compris entre 0 et k—2. Soit s € Navec 0 < ¢ < k—2. Clairement,
le morphisme E permute les états G(2¢+1) et G(2i+2). Soit v un irrationnel tel
que (v, (k—1)(1-v)) € A'. Commeonav > &=L > 1/il n’y a pas d’antécédent
sturmien du mot s/, (k=i)(1-v) ni par G ni par D. On considére maintenant un
irrationnel v tel que (v,1 - (k—4)v) € A.Ona (%5,1-(k—i—-1)7%) € Aet
G(Sl_Lu,l—(k—i—l)l—_‘i;) = 8,,1-(k—i)»- De la méme fagon, on montre que s’il existe
un mot sturmien z tel que D(z) = s,,;_(k—i),,Onaz = 81— (k-i) L, et ce mot
convient & condition d’avoir v < ﬁ Enfin, il suffit d’utiliser la preuve de la
proposition 3.5 pour caractériser les antécédents sturmiens des suites appartenant
aG(2k-1).

On définit un automate, en choisissant, comme état initial et final, ’état G(1).
Clairement, le comportement, traduit en termes de morphismes sturmiens, est
égal & D*. Soit m un entier non nul. Le morphisme D™ transforme les lettres
0 en 0 et 1 en 10™. Les points fixes infinis de D™ sont exactement les mots
appartenant a ’ensemble {0%; 0°10% | ¢ € N}. Ces mots n’étant pas sturmiens, la
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premiére partie du résultat énoncé est établi. A présent, on considére un nouvel
automate, toujours construit sur le graphe de la figure 3.10, dont ’état initial
et final coincide avec ’état G(2). Le comportement, traduit en termes de mor-
phismes, est ED*E. Soit m’ € N*. Le morphisme ED™ E envoie la lettre 0 sur
01™' et 1 sur 1. Les points fixes infinis de ED™ E sont exactement les mots de
I’ensemble {1¢;1°01% | ¢ € N}. Il est alors facile de conclure. x

| D
¢ on I 6@ —
D
¢ o6 [ 9@ J-
7
5 o Puits |} G,E,D
tb__ g
G {| G(2k-3) G(2k — 2) |-t o
D
¢ fo@k—1) 2 g@k) E G2k 1) 11D
e — J
E G

F1G. 3.11: Graphe des suites s, 1, avec k > 2 et (v, kv) € A

Preuve de la proposition 3.15.
Page 61, on présente un graphe dont la répartition des états est donnée comme
suit. Soit ¢ un entier compris entre 0 et £ — 2. On note

G(2i+1) = {8y, (k-ip | (, (k= 1)) € A}

et

G(2i+2) = {sf/,(l_k+i)+(k_z-)” | (v, L=k+13)+ (k—1)v) € A'}.
L’état G(2k — 1) regroupe I’ensemble des suites caractéristiques. De plus, les états
G(2k) et G(2k + 1) sont constitués des mots de Christoffel selon qu’ils soient
positifs ou bien négatifs. Enfin, dans le puits apparaissent les suites sturmiennes
n’appartenant & aucune des catégories précédemment citées. La démonstration
est en tout point similaire a celle de la proposition précédente. %

Remarque. Ces derniers résultats mettent en exergue la difficulté pour générali-
ser, de fagon homogéne, les propriétés des suites admissibles. Si on s’intéresse aux
mots sturmiens définis sur Z, et non plus sur N, le probléme devient beaucoup
plus simple. Une solution compléte est donnée dans ’article intitulé “Substitution
invariant Sturmian bisequences” [87).
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Chapitre 4

Transformations périodiques sur
les mots sturmiens

Dans ce chapitre, un transducteur est un mécanisme de réécriture des mots infi-
nis, construit & partir d’un systéme de transitions 7 opérant sur un ensemble fini
d’états {. Les éléments de 7 sont des quadruplets (V,y, V', y') avec (V, V') € {2
et (y,y") € AT X A*. Une base B de A¥ est un ensemble fini de mots appartenant
a A7 tel que tout mot infini posséde comme préfixe un et un seul des éléments
de B. Soit V € ¢. L’ensemble des mots y, pour lesquels il existe V' et y’ tels que
(V,y,V',y') € T, constitue une base de A%, notée By. De plus, étant donné un
mot y de By, il existe un unique couple (V',y’) de $ x A* tel que (V,y, V', v)
appartient & 7.

Le transducteur ainsi défini fonctionne de la facon suivante : on choisit un état
Vo, dit initial, ot on entre un mot infini X . Soit z¢ le préfixe de X appartenant
a By,. On note (Vo, zo, V1, 2p) la transition associée. Soit z; € By, le préfixe
du mot X défini par X = 2¢X;. Le couple (Vy,z;) est transformé en (V2,z}),
et ainsi de suite. L’image du mot X par le transducteur est finalement égale au
mot infini z(z} ...

Les phénoménes de suppression périodique des lettres 0 et 1 sont analysés en
détail. Ces opérations sont réalisées par des transducteurs qui préservent glo-
balement I’ensemble des mots sturmiens. La preuve donnée ici est de nature
arithmétique, et fait intervenir les écritures exponentielles des mots sturmiens,
définies a la section 4.1.

Les mots de Christoffel permettent de manipuler les nombres irrationnels a partir
de leur développement en fraction continue. Des techniques pour passer d’une
représentation a ’autre sont présentées. Plus précisément, étant donné un ir-
rationnel dont on ne connait qu’un nombre fini de quotients partiels, on peut
déterminer le plus grand préfixe commun & toutes les suites caractéristiques as-
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sociées. Un procédé trés simple assure la construction réciproque, sans avoir a
utiliser un autre mot que la suite initiale. On peut ainsi calculer I'image d’un
développement en fraction continue infini par une homographie & coefficients
entiers.

4.1 Formes exponentielles

Dans un premier temps, on étudie les fonctions de répartition définies dans le
cas homogeéne par J. Rosenblatt [95].

Définition 4.1 A un irrationnel o et un réel p, on associe les fonctions de
répartition H, , et H(',,p, définies pour tout entier n par

Hap(n) = #{c € N | |ca+p| = n}

et
H} o(n) = #{c €N | [ca+p] =n}.

Ces fonctions peuvent étre mises en relation avec les mots sturmiens :

Lemme 4.1 Soient o un irrationnel de ]0,1[ et p un réel de [0,1[. On a

Vie N Hy,(i) = % _a,_,(z)+ [ J

et

VieN,i>2, H.,(i)=sL—(i—1)+ EJ ,

Preuve. Soit 7 un entier non nul. On vérifie successivement
Hop(i) =#{ceN|i<catp<i+l)
—#{CENI———<C<~"’— 2}
=#{ceN|0<L¢c -£}- #{c€N|O<c< 2}
=% -2 -~ 1
al-

a E
= 5.1_ (1) + l
a’
Soit 7 un entier supérieur & deux. On a

a

H,,(@) =#{ceN|i-1<ca+p<i}= #{ceN| =L - c
=#{ceN|0<c<i-2}_#{ceN|0<c<E- 2}
TR = A RS FY

Ces résultats préliminaires permettent de représenter les mots sturmiens sous
une forme qui est particuliérement adaptée au type de transformations que I’on
étudie. Etant données une lettre a et une suite (u;);eN d’entiers, on note (a@"*);en
le mot infini a@*°a@"'aa*? ... et (@" a);en le mot @*°a@"! ad*?a. ..
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Lemme 4.2 Soient o un irrationnel de )0, 3[ et p un réel de [0,1[. On a

5, = 11755 (ofrea,l—;%;("’) _ <0Hﬁa'1‘f—a(i)1>

1€N 1€N

Soient o un irrationnel de 3,1 et p un réel de [0,1[. On a

—p s _o 1-p(9) H\_, 1_,0G+1
Sa,p = Ol-la ]_1 (10 'l—a"'l_ae ' ) = (1 l_a"l—&'e )O> .
1EN €N

Preuve. Soient « un irrationnel de 0, %[ et p un réel de [0, 1[. On pose § = 2.

Comme f appartient 4]0, 1[, on a G(sﬁ,l_f_a) = G(Sﬁ’l_L_ll_LJ) = sl=l (Sa,p)-

Par définition de G, on obtient G(sﬁu—f_) = (0131%?’T%(i)> Sip<l-ale
¢ i€N
p

résultat est établi. Dans I’hypothése p > 1—a, comme 0 < a < % ona ﬁJ =1

et on conclut en remarquant s, ,,(0) = [+ p] = 1.

On cherche maintenant a décrire sq,, sous la forme (0/1),.y pour une suite
d’entiers (;)ien & déterminer. En supposant 0 < p<1— ¢, on a

o, = (013%' . (i)) .
ieN

On pose ¢g = Hig_ —e_(0). Clairement, on a ¢y > 1 puis

—a'l—a

@ p . o« P .
— | =1 t = <1<c-—-1.
[col—a+1—aJ e l_zl—oz-l-l—on 0 pour 0<t1<¢—-1

On en déduit

Sa » (cg—1)=1 e s o » (¢)=0 pour 0<i<co— 2.

l—a’l—a l-a'l—a

On vérifie ainsi uo = co et (041);cne = (0131_5?’1_-25(1)) . Par itération, on a
i>co

VieN pu=H o o (7).

l—a’l—a

En supposant désormais 1 — a < p < 1, on écrit 54, = 1 (015733’75_0(1)) .
1€EN
On remarque o =0=H = —2_(0). L’entier p; est défini par

—a'l-a

p1 —1=min{c e N|s_a_ _» (c)=1}.

l—a'l—a

On obtient ainsi Hl%,l_L(l) = p1 car on a

« P .o P .
=2 t = << - 1.
\\'ull——oz_{_l—aJ e |_21-oz+1—aJ 1 pour 0<e< ;-1
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On conclut, comme précédemment, en itérant cette démarche.

On démontre de fagon similaire pour tout irrationnel § de ]0, %[ et tout réel § de
10,1] :

s 7 i+1
Sps = 1[5 (01 e )) (0 oty )
€N

1€N

Soient o un irrationnel de ], 1[ et p un réel de [0, 1[. En appliquant les formules
précédentes au couple (1 — a, 1 — p), on obtient

- e 12000 HY_g (1)
Shaop = 155171 (015%'%‘3 ) = (0 e 15e 1) .
1€ €N

Comme E(s]_, l—p) = Sq,p, ON a finalement

_ ! 3 H! i+1
Sap = 0173711 (1051—3-‘*"—22(1)> = <1 fza 122 (1) g ) %
1EN €N

Proposition 4.1 Soient a un irrationnel de ]0,1[ et p un réel de [0,1[. On a

; a - s 4| =
sup = 1l7fe] (o mmrts L)) i1 (1gge 05 s J) ,
1€N ieN
Soient a un irrationnel de ]0,1[ et p un réel de ]0,1]. On a

o = 1l (01—L<2>+L1_QJ)

a,p
€N

= ol (10““‘* 1O+ _°J>i€N_

Preuve. Soient « un irrationnel de )0, 1[ et p un réel de [0, 1[. Dans un premier

temps, on cherche & montrer s,,, = = 1l%s] (013% TP_(zH-l '°‘J) . D’aprés
ieN

le lemme 4.2, ce résultat est acquis si « appartient a ]0, %[ On se place donc dans

I’hypothése a € ], 1[. On doit alors vérifier

(1H1_Ta'1_;2(1+1)0> — 1l%) (ofrfz-r%(i)ﬂﬁJ) )
€N 1€EN
On sépare la preuve en différents cas. Si a + p > 1, d’aprés le lemme 4.1, on a

U

su, = 1152220 (fre;,g(i)‘rlﬁJo)

/ X o 1€EN*
= 1H’—Zﬁ»‘—22(1)0 (fﬁaﬁ%“”[m]o)

1€N
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Pour conclure, il suffit alors de remarquer

1c,_ﬂ(l) =#{c€N|0<cl“—°‘+1_—”<1}
=#{ceN|0<c< 2l 1}_[—L—J+1_{—J.

j e

On suppose désormais a + p < 1 et donc 1 < =2 < 2. On montre ainsi
pp P =

H’_a _a_ l_a e 1 aro_i ()4 _%;
sap = 1 g2 izgme (g, Fice 1mame (g (131-3‘3'—?&,—‘“ L J0> .
1EN*

Clairement, on a Hi_o 1-a—,(0) = 0 et on vérifie

H_, a_g(l) :#{c€N|O<c1jT°‘+-1_—Z_—”§1}

=#{ceN|0< e 2ty - ato |

l-a

Commep<l-oaetsa o (0)= Hf—pJ - h—gEJ,onabien

o s o

Sap = 117551 (0131—35,1—;%(’)*‘[1—_—00 .
€N

Enfin, si p = 1 — «, le résultat est immédiat car on a s4,1-o = 154,0-

En revenant au cas général, ol « est un irrationnel de 0, 1[ et p un réel de [0, 1],

1- 1—a O+ ==
on doit montrer s4, = ol 5211 (10 3 5= J) . D’aprés le lemme
€N
4.2, ce résultat est acquis si a appartient & ]%, 1[. On suppose donc « € ]0, %[
Par un raisonnement similaire & celui développé précédemment, on obtient

(oHﬁa»r%(i)l) _ol5#)- (103'1%-1-;&“)*[“7“1)
1€N 1€N

~ en utilisant le lemme 4.1. Il ne reste plus qu’a appliquer le morphisme d’inversion
FE pour conclure. %

4.2 Transducteurs de décimation périodique

Au couple d’entiers (k,a), avec a > 2 et a > k > 1, on associe des transducteurs
qui opérent sur les mots binaires :

Définition 4.2 On note My, et Dy, les transformations qui suppriment res-
pectivement les occurrences des lettres 0 et 1, exceptées celles qui sont congrues
a k modulo a.
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Par une approche de nature géométrique, J. Justin et G. Pirillo montrent que
les transformations du type My, oDk, o préservent globalement I’ensemble des
suites sturmiennes. Cependant, ils ne s’intéressent pas a ’action séparée de ces
deux transducteurs et ne présentent aucune formule concernant ’évolution des
intercepts. La proposition suivante permet donc de préciser certains des résultats
de Darticle [61].

Proposition 4.2 Soient a un irrationnel de |0, 1[ et p un réel de [0,1[. On a

Mk,a(sa,p) =S__ aa (k=l)atp €F Dk,a(sa,p) =S8 a (a—k)(1—a)+p+
(a=1)a+1?(a—1)a+1 a(l—a)+a’ a(l—a)+a

Soient a un irrationnel de ]0,1[ et p un réel de ]0,1]. On a

/ / / /
Mio(Sap) =5 oo (emtjatp € Dia(Sap) =8 o (a-m(—a)te-
(a—1)a+1'(a—1)a+1 a(l—a)+a’ a(l—a)ta

On peut ainsi diviser l’intercept d’un mot sturmien par un entier, ajouter ou
retrancher un rationnel & l'intercept d’une suite caractéristique, ou encore le
multiplier par un rationnel positif :

Corollaire 4.1 Soit a un irrationnel de ]0,1[. On a

Mat1-k,0 D0 (8a,0) = 8q,_
ainst que
MpaDat1-ka(Sh0) = S;’E et MkoDg,0(S0,0) = Sakar
Soit p un réel de ]0,1[. On a
M ,4Dq0(Sa,p) = Sq,2 et M ,0Dao(5q,,) = ) 2.

Ct',a

Preuve de la proposition 4.2 (Action de My,). Soient o un irrationnel de ]0, 1]
et p un réel de [0, 1[. On choisit d’écrire s,,, sous la forme

Sap = 1l (OlleiE'Ti“?(i)+[ﬁJ) .
1€N

k-2
| op . a -
En posant v = L — on + ;_0 (s_lg_a‘l__%(z) -+ L — on) on en déduit

(J+1)at+k-2 . -
Mia(sa,) = 1° (012‘21““-1 (sr:‘—a,r;%(%[mj))
JEN

=l (Olsl%%w—i'—aﬂk—l)ﬁz(")*[%J)

JEN
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On pose 8 = r(ifl—)a etd = %g%%. Clairement, les réels § et é sont de partie
entiére nulle. De plus, on a & = % et ﬁ = ﬂlk_;alh. Par la proposition
4.1, on obtient

Mi.o(Sa,p) =

aa pt(k—=la -
1+(a-1)a’l4(a—1)a

ol «a est un irrationnel de ]0,1[ et p un réel

[EJO) on
ieN

On étudie & présent la suite s, ,

< s! 7))+
de ]0, 1]. A partir de la relation s;, , = 1[=1-19 (1 res vtz

vérifie I’égalité entre My o (s, ,) et

714t (4 e, 04525 ) (Olzﬁiti’;‘:_"rz (v o l_f_a(i)+lﬁJ)>
JEN
d’ot

ax

K o] —_ I | 1-a I ] l.rq_q_ -(k=1)a (j) t -
’a(s/ ,p) (0] —-a?’ 1 )

—_— /
= s aa pt(k=1)a* *

1+(a—1)a’14(a—1)a

Preuve de la proposition 4.2 (Action de Dy,). Soient o un irrationnel de ]0, 1]
et p un réel de [0, 1[. Comme on effectue des suppressions périodiques de la lettre
1, on choisit de représenter s, , sous la forme

s! 7 l=a
Sap = 01511 (10 g 12 4L J) ,
ieN

k-2
En posant v = [ﬂ] -1+ Z (s'l;(, 1-p (1) + [l_—a-D on en déduit

(8% 8 o
1=0

Dia(5a,) = 07 (10225‘1’)::',:—2(sl—-‘;",‘—zﬂ(i)ﬂlzaj))
,al\Sa,p) =
jEN

1_‘Eﬂ£—_1)_(1—_°‘l-l_1 Sa(1=a) 1—pt(k=1)(1—c) (J)+|_g'(l—;£lj
10 == a .
JEN

T R

En posa,n? B = m et d§ = ﬂé&;_%(%z, comme 3 et § sont de partie entiére
nulle, on identifie une des écritures de sg 5.

On suppose maintenant que « est un irrationnel de ]0, 1[ et p un réel de ]0, 1].
Pour démontrer Dk q(sy ,) = 8 e etk on procéde de fagon similaire

& partir de I’égalité

- S1—a 1—p (3 l-a
g = 0] (107 )
1€EN
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Preuve du corollaire 4.1. Soient o un irrationnel de ]0, 1[ et p un réel de ]0, 1[.
Soient k; et ko des entiers compris entre 1 et a. D’aprés la proposition 4.2, on
obtient

Mkl,aDkg,a(sa,p) = sa pta—ko+(ky —14+ky—a)a
! a

et

’ o
Mkl ,aDk'z,a(sa,p) = sa pta—ka+ (k) —14+kp—a)a

a

On en déduit
Ml,aDa.,a(so:,p) = 84

2
‘a

ainsi que
! /
M1,0Dq0(8y,,) = Sy 2 et My, aDaa(Sae) =5 K
a

a,Ta'

Enfin, comme on a

M,y ,aDk;a(5a,0) = S, a=kat(k) —1t+kp—a)a
! a

et

M, ’ o
ki ,aEkzya(Sa,o) = sa a—ko+1+(ky —1+ko —a)a
’

a
on vérifie Moy1-ky,0Dky,0(Sa,0) = Sa—t2 et My, oDat1-k,a(S40) =8 4 - %
Remargques.
Pour multiplier I'intercept d’une suite s, par n’importe quel rationnel positif,
on utilise le procédé suivant. Soit ¢ € N. On effectue la division euclidienne de ¢
par a sous la forme ¢ = ag+r avec 0 < r < q, et on remarque s, cq = S9(84,24)-
Si r est nul la propriété est triviale, sinon on a s, ¢ = S"(Mr,aﬁa,a(sa,a)). Plus
généralement, par application des transducteurs produits My, o Dy, o sur les mots
Sa,a, ON retrouve toutes les suites admissibles associées a ’ensemble C(a). La
propriété d’invariance des suites caractéristiques, énoncée au corollaire suivant,
est obtenue par J. Justin et G. Pirillo [61], & partir d’un résultat découvert par
G. Rauzy [93].

Corollaire 4.2 Les suites caractéristiques, les mots de Christoffel positifs d’une
part et négatifs d’autre part, sont les mots sturmiens respectivement laissés fizes
par les transducteurs M, o Do o, My ,0Dgq €t My oD1 . Les mots sturmiens laissés
fizes par My 4Dy ,4 sont les suites Sq,1—o €t S,a,l—a avec (a,1 — o) € A.

Preuve. Soient o un irrationnel de ]0, 1 et (p, p/) un couple de réels appartenant
a [0, 1[x]0, 1]. On vérifie facilement
Sa,p = Ma,eDa,a(Sa,p) € Sap = 8y ptla=l)a & P =0
et le mot s;’ o est laissé fixe par Mg o Dq o si et seuleament siona p’ = a.
En remarquant

Sa,p = M1,6Daa(Sa,p) € Sayp = Sq, & p= 0
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et My,,D, (5, p,) =g o1 1l apparait que les seuls mots sturmiens laissés fixes
’ a,

par My 4D, o sont les mots de Christoffel positifs. Le résultat concernant le trans-
ducteur M, D, et les mots de Christoffel négatifs se démontre de la méme
facon. Enfin, on a

Sa,p = Ml,aDl,a.(Sa,p) & Sap = Sa’e+(a—‘lz)(1—a) Sp=1-«a
et

/ —_ / / . A _
Sa,p’ - Mlya'Dl)a(sa,p') @ sa,p/ =S @ p —_ ]. Q. *

/
p+(a—1)(1—a
[e'H 2

Remarque. Par la suite, on étudie plus précisément les propriétés des trans-
ducteurs M; , et Dyo. Afin de simplifier les notations, on pose M, = M, et
D, = Da,a.-

4.3 Mots de Christoffel

4.3.1 Définition géomeétrique

A tout mot sur 1’alphabet A, on associe un chemin dans le réseau des points
a coordonnées entiéres : & chaque occurrence de la lettre 0 correspond un pas
horizontal dirigé vers la droite, et & chaque occurrence de 1, un pas vertical vers
le haut.

Mots de Christoffel de pente 112

Action du morphisme F

F1G. 4.1: Illustration géométrique des mots de Christoffel

Définition 4.3 Soit (p, q) un couple d’entiers premiers entre euz, avec p > 0 et
g>1. Soitr = P Soit D, la demi-droite de pente r passant par l’origine.

q
Le mot de Christoffel positif de pente r, noté Chrp(r), est le mot de longueur
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p+q, dont le chemin est le plus proche de D,., parmi les mots dont le chemin reste
au-dessous de D,. Le mot de Christoffel négatif de pente r, noté Chrn(r), est le
mot de longueur p+ q, dont le chemin est le plus proche de D,, parmi les mots
dont le chemin reste au-dessus de D,. On pose Chrp(oo) = 1 et Chrn(oo) = 1.

A partir d’une demi-droite Dy de pente égale & un irrationnel 8 positif, on définit
de fagon similaire les mots de Christoffel infinis. Comme Dy ne rencontre aucun
point du réseau & coordonnées entiéres, hormis 1’origine, il n’y a pas d’ambiguité
possible dans la construction de tels mots. La proposition 4.3, démontrée par
J.-P. Borel et F. Laubie a partir des intervalles de Farey [22], permet de justifier
la double terminologie employée jusqu’ici :

Proposition 4.3 Soit 6 un irrationnel positif. Les mots de Christoffel Chrp(6)

et Chrn(6) sont respectivement égaur a s o, et s', o
o+1° ek

Preuve. Par simple traduction de I’énoncé géométrique, on a

Chrp(6) = (01l(’“+1)91—l’°"J)keN.

D’aprés la proposition 4.1, on reconnait une écriture du mot s_o_,. De fagon
6+1°

similaire, on obtient Chrn(8) = (1/(k+1)¢1-[k8]0) keN = s'e%,o. *

Remarque.

Si on reformule la proposition 4.2 dans le cas des mots de Christoffel positifs,
on montre M, (Chrp(0)) = Chrp(ab) et D,(Chrp(8)) = Chrp (%) On retrouve
ainsi, en cas particulier, une propriété établie géométriquement par J.-P. Borel

[21).

4.3.2 Transducteurs et homographies

Soit @ un irrationnel positif dont on connait un début de développement en
fraction continue. On cherche & en déduire celui de f(#) ot f est une homographie
a coefficients entiers, de discriminant non nul. On traite ce probléme, résolu
notamment par G. N. Raney [91], en mettant en évidence certaines propriétés
des mots de Christoffel.

Lemme 4.3 (Borel et Laubie, [22]) Soit § un irrationnel positif.
On a S(Chrp(0)) = S(Chrn(0)) ainsi que

1

E(Chrp(0)) = Chrn(e

) et EDE(Chrp(6)) = Chrp(6 + 1).
Preuve. Par symétrie par rapport a la premiére bissectrice, on démontre le second
résultat. La proposition 4.3 permet de conclure. x

Proposition 4.4 Soit (t,u,v,w) un quadruplet d’entiers positifs dont le discri-
minant est non nul. Soit § un irrationnel positif. Il existe un transducteur qui

transforme le mot de Christoffel Chrp(0) en C’hrp(%;%).
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’/0:0 0:1 0:01 /
1:0 CI:O I:1
Transducteur Inv Transducteur T'ry
1:1 1:1 0:0 0:0
,/0:0 ,/1:5
O0:¢ O0:¢ 1:1 l:¢e
171 0 T 070 f 070
Transducteur M; 4 Transducteur Dy 4

Fi1G. 4.2: Exemples de transducteurs

Preuve. On note Inv la transformation qui & un mot infini z associe 0ES(z).
Pour tout entier e, on pose T'r, = ED®E. Soit 8 un irrationnel positif. D’aprés
le lemme 4.3, la substitution T'r, transforme le mot de Christoffel Chrp(8) en
Chrp(B + ). Et 'image de Chrp(f) par Inv est égale & C’hrp(%). Soit ¢ le

discriminant de (¢, u, v, w) et soit h(0) = —'*'—524_:2.

wy—tw
t+ v0+w

Si § < 0 on a nécessairement v # 0 et h(f) = . On passe donc de

v

Chrp(8) & Chrp(h(8)) par le transducteur D,TriMy,—1o In0Tr,M,. Si § > 0
tw—uvy

on vérifie t # 0 et on a h(lo) = zZi:f = vt tt0+“ . On remarque alors que

I’application InvDTr, Msy—y InvTr,M; convient. x

On cherche maintenant & construire le développement en fraction continue d’un
irrationnel & partir de sa suite caractéristique. Ce probléme est résolu en 1960
par I. G. Connell [35], & ’aide d’un algorithme relativement cotiteux. Une autre
approche, liée aux propriétés des intervalles standard, est formulée par J.-P. Borel
et F. Laubie [22]. On choisit de présenter une nouvelle méthode de calcul, qui
permet de répondre & la question posée, sans avoir & manipuler un autre mot
que la suite initiale.

Définition 4.4
Soit a = [0, a1, as,...]. La suite des réduites de o, notée (;ﬂ) oo’ est définie
n n—

par les régles suivantes :

P-1=1, po=0, pp=anpn-1+Pn_2 (n > 1),
gG-1=0, @=1, ¢ =anqn-1+ qn-2 (n > 1)-
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Proposition 4.5 Soit a = [0,a1,a3,...]. Soit (gn)n>—1 la suite des dénomina-
teurs des réduites de a. On a

Vie N g;=min{c €N, ¢ > 2| s40a(cgi-1+¢i—2—2) =17 (mod 2)} — 1.

Pour établir cette proposition, on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.4 (Fraenkel, Mushkin et Tassa, [50], Lemme 2)
Soit a = [0, a1, az, ...]. Soit (¢z)n>_1 la suite des dénominateurs des réduites de
a. Soit n € N*. St q est un entier compris entre 0 et g, — 3, on a

Sa,a(q+ qn-1) = Sa,a(q)-
Preuve. Soit ¢’ un entier avec 1 < ¢’ < g, — 1. La relation
L(¢' + gn-1)@] = pn—1 + @]

est un résultat classique de la théorie des fractions continues. Ainsi, pour tout
entier ¢ compris entre 0 et ¢, — 3, 0on a

sa,a(q + Qn—l) = I_(q + qn-1+ 2)a’J - I_(q + qn-1+ 1)01J = Sa,a(Q)' *
Preuve de la proposition 4.5. Comme le mot 091711 est un préfixe de s, o, 0N

remarque min{c € N, ¢ > 2| sq,o(c —2) = 1} = a1 + 1. Soit 7 > 2 et soit § un
entier compris entre 1 et a; — 1. On a 0 < jg;—1 + gi—2 — 2 < ¢; — 3. On en déduit

Sa,a(Jgi-1+ ¢i—2 = 2) = Sa,a((§ + 1)gi-1 + ¢i—2 — 2)
ce qui permet d’affirmer
VieN, 1<j5<ai, Saa(fgi-14Gi-2—2) = Sa,a(qi — 2) = [gie] — [(¢: — 1)a].
Si I’entier ¢ est pair, on vérifie facilement |g;a] = p; et | (¢ — 1)a| = p; — 1, d’otx
VieN, 1<j<ai, Soaligi-1+¢-2—2)=1#i (mod2).
Si ’entier 7 est impair, on a [gja] =p; — 1 et (¢ — 1)a| = p; — 1, d’otr
ViEN, 1< < ai, Swaljtio+qi2—2)=0#i (mod2).
Il reste & montrer, pour tout entier ¢ > 2, que ’on a
Sa,a((@i +1)gi-1 +¢i-2 —2) =i (mod 2).
A P’aide d’arguments similaires 3 ceux développés jusqu’ici, on montre

Saa((@i +1)gi—1 + G2 —2) = Saa(gi+ gic1—2)
= |¢gr1a) = [(¢it1 —1)af =i (mod 2).
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En résumé, on obtient

min{c € N, ¢> 2| sqa(cgi-1 +¢-2—2)=1¢ (mod 2)} =a;+1.%

Pour terminer, il reste a décrire un procédé permettant de construire efficacement
une suite caractéristique & partir du développement en fraction continue de sa
pente. On choisit de présenter le lemme 4.5 qui est en étroite relation avec un
résultat conjecturé par E. B. Christoffel [31], démontré par A. A. Markov [75] et
repris récemment par T. C. Brown [28].

Définition 4.5
Soit o = [0,ay,az,...]. On pose ug =0 et u, = G*~'ED...G**"1ED(0) pour
tout entier n non nul.

Lemme 4.5 Soient o = [0, a1,ay,...] et (@;);en la suite dont le terme général
est a; = [0,aj41,a542,...] pour j € N. On a

Saa = UL ... U (GMTYED...G** ' ED(5a,a,)) pourn > 1

et
m—1

U = Up™ ] Upm—oUm—1 POUT T > 2.

Preuve. Soit n € N*. On remarque
ut. .. Up(GUTIED.. .G ED(50p,00)) =

Ug ... U1 (GM7IED.. .G“"-l“lED(San_l,a,,_l))-
Par itération, on a

Uy ... un (G YED...G** 'ED(sapa,)) = wG“ 'ED(Say.q,)
= G 'ED(S4,0) = Sa,a-

La seconde propriété est immédiate par récurrence. x

En pratique, on ne suppose connaitre qu’un nombre fini de quotients partiels :
c’est pourquoi on introduit la proposition 4.6.

Proposition 4.6 Soit a = [0, a4, a2,...]. Soit n € N*. Le mot

an—1 ag-—lual—l)

Uy ..U (UL ug o

est le plus grand préfize de s que l’on peut construire & partir des quotients
partiels (ay,...,a,) de a.

Preuve. Soit (oj)jen la suite de terme général a; = [0,a;41,a;42,-..]. Soit
(Vm)men la suite définie par vo = 1 et v, = G*"'ED...G**"1ED(1) pour
m € N*. Pour tout entier m, on note z,, le plus grand préfixe commun & u,, et
(N

On observe z; = 0%~1 = 431712 et |2| < min(|uy|,|v1]). Soit m € N avec
m > 2. On remarque

Um = G 1ED...G*»-1"1ED(0%™11)
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et
Vm =G IED...G*-1"1ED(0°"101).

. am—1 am—1
Autrement dit, on a Uy = U, " Vn-1 et vy = U,
, . . 1 . .
récurrence, on obtient |z < min(|u;|, |v;]) et z; = w2z, pour tout entier i

non nul. On en déduit immédiatement

U —1Um—1- Ainsi, par

an—1 ag—lual—l.

Zn = UL U 0

D’aprés le lemme précédent, on a
Soe = Uy Un(GHTIED . ..G"  ED (Sap 00))-

Le quotient partiel a,+1 étant supposé inconnu, on ne peut pas décider si sq, a,
appartient & 04¥ ou 1A4¥. Comme on a |z,| < min(|uyl, |vs]), il est facile de
conclure. *

Remarques. L’algorithme détaillé est donné page 119. Les propositions 4.4, 4.5
et 4.6 assurent la validité de la démarche.

Soit n € N*. On affirme que le mot uy ... u,(u2?71 .. w2 1y ~1) est un palin-

drome. La démonstration de ce résultat est présentée page 92.



Chapitre 5

Antécédents des mots sturmiens

La définition arithmétique permet de manipuler les mots sturmiens, sans avoir
recours & leur écriture sur ’alphabet A. Cependant, comme D’illustre le chapitre
précédent, cette représentation purement formelle est parfois insuffisante. C’est
pourquoi il est intéressant de disposer d’un algorithme de construction des mots
sturmiens, en ayant pour objectif de limiter le nombre de parties entiéres a cal-
culer. La méthode suivie est intimement liée & I’étude des antécédents des mots
sturmiens par les morphismes sturmiens.

Dans un premier temps, on caractérise tous les mots dont I’image par un mor-
phisme sturmien est équilibrée. Des procédés de correction des mots déséquilibrés
sont ainsi mis en évidence.

Soit y un mot sturmien donné sous forme arithmétique. En utilisant les résultats
précédents, on résout I’équation f(z) = y d’inconnue z, ot f est un morphisme
décomposé sur le monoide de Sturm. On montre alors qu’il existe une suite
de morphismes sturmiens, de longueur strictement croissante, pour lesquels la
solution trouvée est un mot sturmien. En introduisant ainsi la notion de mots
infiniment sturmiens, on obtient I’algorithme annoncé. Dans certains cas, des
formules récurrentes aux propriétés remarquables sont présentées.

5.1 Correction des mots déséquilibrés

Définition 5.1 Soient £ l’ensemble des mots infinis équilibrés et D son complé-
mentaire parmi les mots infinis.

On commence par décrire les antécédents des mots sturmiens par les générateurs
du monoide de Sturm. Les résultats énoncés aux lemmes 5.1, 5.2 et 5.3 sont
évoqués dans une des preuves de ’article [80].

Lemme 5.1 Soit x un mot infini. On a

Ez)ef & wze€& & o)ekl.

7
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Preuve. Clairement, il suffit d’établir la seconde équivalence. On suppose que
z est un élément de €. Si ¢p(z) appartient & D, il existe un préfixe fini w de 2
tel que ¢(w) est déséquilibré. Grace au lemme 2.4, on obtient une contradiction
en remarquant que w est équilibré. Réciproquement, on suppose que 2 est un
élément de D. Il existe alors un mot fini s et une lettre a tels que 0s0 et 1sla
sont simultanément des facteurs de . On a donc 1¢(s)01 € Fact(y(z)) ainsi que
0¢(s)00 € Fact(p(z)). On en déduit ¢(z) € D. %

Lemme 5.2 Le morphisme @ préserve globalement l’ensemble £.
Preuve. 11 suffit d’utiliser les lemmes 2.1 et 5.1. %

Lemme 5.3 Soit z un élément de D. Le mot ¢(z) est équilibré si et seulement
st le mot z appartient a ’ensemble 1€.

Preuve. Si le mot ¢ commence par 0, il existe un mot fini u et une lettre a
tels que 0u0 € Fact(z) et alul € Fact(x). On a ainsi 10¢(u)1 € Fact(p(z)) et
00¢(u)0 € Fact(p(z)) puis ¢(z) € D. On suppose désormais qu’il existe un mot
¢’ tel que z = 12’. On a alors @(z) = ¢(z') et le lemme 5.1 permet de conclure. %

A I’aide des ensembles suivants, on définit une partition de A% :

Définition 5.2 Un mot fini appartient ¢ X s’il contient 0 et 1 comme facteurs.
On pose Dy, = U a*a€& N a*D pour tout entier k non nul.
a€A

Lemme 5.4
Les ensembles XD, 0t U1HE et U Dy forment une partition de AY.
keN*

Preuve. Clairement, ces trois ensembles sont disjoints. Soit £ un mot infini qui
n’appartient ni & 0¥ U 1€ ni & A'D. En particulier, il apparait que le mot z
est déséquilibré. De plus, on a = € A*E. En effet, si ce n’est pas le cas, aucun
shift de = n’est équilibré, et il est alors facile de vérifier que = appartient 3 XD,
ce qui est contraire aux hypothéses. Il existe donc un mot fini %, une lettre a et
un mot infini y tels que z = uay avec y € £ et ay € D. Comme z ¢ XD, on a
méme u € a* ou bien v € @*. Si u € a* alors 2 € at&, ce qui est absurde. I
existe donc un entier k > 1 tel que z € @a€Na*D. On en déduit z € D, ce qui
permet de conclure. x

L’action de St sur les ensembles XD et 07& U 17 ¢ est illustrée par les lemmes
5.5 et 5.6.

Lemme 5.5 Soient u € X et v € D. Pour tout morphisme sturmien f, le mot
f(uv) est déséquilibreé.

Preuve. D’aprés le lemme 5.1, les mots E(uv) et ¢(uv) appartiennent & XD. On
cherche & montrer g(uv) € X'D. Si la lettre 1 est un suffixe de u, il existe un mot
u’ tel que u = u'l. On vérifie alors ¢(uv) = @(u')0p(v) = @(u')@(1v). Comme
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la lettre 0 est un facteur de u’, le mot ¢(u') est un élément de X'. De plus, on a
&(1v) € D et donc @(uv) € AD.

On suppose 4 présent qu’il existe un mot u' tel que v = v'0. Comme 1 € Fact(v'),
on a 0 € Fact(¢(u')). On remarque alors @(uv) = @(u)10¢(v) = @(u')1@(1v).
Comme @¢(u')1 € X et $(1lv) € D, on a p(uv) € XD.

On montre ainsi par récurrence que la relation f(uv) € XD est satisfaite pour
tout morphisme sturmien f. x

Lemme 5.6 Soient un entier k > 1 et = un mot de £. Les mots (PE)*~1@(1%z)
et (pE)*(0kz) sont équilibreés.

Preuve. On commence par remarquer que le mot ¢(1z) est équilibré.
Soit n € N*. Soit z = (E)" " 1¢(1"z). On a

(PE)"@(1"+z) = (@E)((PE)"1(0)(PE)*'¢(1 )
= (PE)(0(2E)"'3(1"x)).

Si z appartient & £, on en déduit (pE)"@(1"*'z) = (@E)(0z) = ¢(1E(2)) € &,
ce qui permet d’établir le premier résultat par récurrence. Autrement dit, pour
tout entier £ > 1 et tout mot y € £, on a (PE)*~1¢(1%y) € £. En appliquant
cette formule au mot équilibré y = F(z), on obtient finalement

(PE)*(0Fz) = (PE)*'E(0*z) = (3E)*1¢(1FE(z)) € £. %

E,p,¢ XD
vl 1¥ g1 1¥ @1
01£N0D 021£Nn0?D 031EN03D  f-------mm--
Ell¢ vl El® vl Ello
106N 1D 120€ A 12D 1306 A 13D }

F1G. 5.1: Action de St sur U Dy
kEN*
Proposition 5.1 Soit ¢ € AY. On a
dyeSt y(z)ef & Jac AIneNIJyef z=a"y.

Preuve. Dans un premier temps, on suppose que le mot z appartient 4 0t£U1+E.
D’aprés le lemme 5.6, il existe un morphisme sturmien 7 tel que v(z) est équilibré.
En revanche, si ¢ € XD, d’aprés le lemme 5.5, aucun morphisme sturmien ne
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peut corriger z. En utilisant la partition de A“ définie au lemme 5.4, il reste &

étudier ’action des morphismes sturmiens sur les mots appartenant a U Dy.
keEN*

A cet effet, on construit le graphe présenté page 79. Soit k£ un entier non nul. On

commence par remarquer que le morphisme E permute les états 0F1€ N 0*D et

1¥0€ N 1*¥D. On vérifie ensuite la validité des transitions associées a ¢ et .

Soit z € 1*0£ N 1¥D. 11 existe un mot équilibré w tel que z = 1¥0w. On a
e(1F0w) = 0*+1p(w) et p(w) € €. Comme lop(w) = 104(w) = @(0w) et
Ow € D, d’aprés le lemme 5.3, on affirme que lp(w) est déséquilibré. Le mot
() appartient donc & 0¥*11€ N 0¥+1D. De plus, on a G(1¥0w) = 0¥1¢(1w) et
#(lw) € €. Comme 1¢(1lw) = ¢(0w) € D, on montre que G(z) appartient &
0k1£ N 0*D.

Soit z € 0¥1£ N 0*D. Soit w le mot équilibré tel que z = 0F1w. Clairement, on a
©(0F1w) = (01)*p(1w) € XD.

De plus, si k > 2 on vérifie $(0*1w) = (10)*@(1w) = (10)*~11(11w) € XD. Si
k =1 on montre ¢(z) € 106 N1D. En effet, on a ¢(01w) = 10¢(1lw) € 10£ et
04(1w) = p(1w) € D.

Cet ensemble de relations permet d’établir la validité des transitions. Soient vy

un morphisme sturmien et z un mot de U Dy. Par lecture sur le graphe, il
keN*

apparait que le mot y(z) appartient soit & X'D soit a U Dy. Dans les deux cas,

keN*
le mot y(z) est déséquilibré.

En résumé, pour tout mot infini z, on a :
dye St y(z) €€ @z e0tEULTE.
Pour conclure, il suffit de remarquer 0t U 11E = 0*E U 1*€. %

En notant P I’ensemble des mots infinis non ultimement périodiques, on obtient
finalement la caractérisation cherchée :

Corollaire 5.1 Soit z € A¥. On a

dyeSt y(z)e€ENP @ 2ePn ] ac.
a€A, neN

Preuve. 11 suffit d’utiliser la proposition précédente et le lemme 2.3. x

Remarque. A cestade, il est légitime de s’interroger sur les procédés de correction
des mots finis. On note &£ ’ensemble des mots finis équilibrés. Soit = € A*, on
vérifie :

dyeSt y(z)e &y & Jac A z€a*a*.
Les techniques de démonstration sont les mémes que pour les mots infinis.
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5.2 Bassin d’attraction

A présent, on cherche 4 déterminer {z € A“ | v(z) € ENP}, pour un morphisme
sturmien vy donné. Comme ce calcul est utilisé par la suite avec la définition
arithmétique des mots sturmiens, on choisit les morphismes E, G et D comme
générateurs du monoide de Sturm.

En rappelant D~1(124%) = § = G~(1.4%), le lemme 5.7 permet d’assurer que
le graphe 5.2 est correct. L’algorithme associé est présenté page 110.

Lemme 5.7 On a les relations sutvantes :
1. GTYENP)=€ENTP;
2.VjieN GHOENPNO-ID) =0 ENPNOI-1D;
3. DY ENP)=(ENP)U(ENDNP);
4. VjeN* DY OENPNO~ID) =0t ENP NOID;
5. DY 1ENPND)=1ENPND.

Gt 0]3¢nPno%D z BENPN1I2D
|D

G1fl 02nPnop = 126NPN1D
ID

Gl 0enPnp = 1€nPnD [ID
D ENp E,G,D

FIG. 5.2: Antécédents de £ NP par St

Preuve. Soit z un mot infini.

Si G(z) appartient & £ NP, alors d’aprés les lemmes 2.1, 2.3 et 5.1, le mot z est
un élément de £ NP. L’inclusion réciproque est assurée par le lemme 5.1.

Soit j un entier non nul. On suppose G(z) € 0°£ N 0°~1D N P. Par définition
méme du morphisme G, le mot 0°=! est un préfixe de z. On peut méme affirmer
que 07 est un préfixe de z. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe un mot z’ tel
que z = 0°~112’. On montre alors

0’g(0E(z')) = 0710p(E(e") = 0'1p(E(z') = 091G (a’)
G(0'12') = G(z) € 0/E.
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Par suite, on a 12’ € £ et G(z) = 0°"'G(12') € 09"1, ce qui est absurde. Il
existe donc un mot z” tel que z = 07z”. On en déduit que G(z") est équilibré,
et ainsi ¢ appartient & 0°£. Comme 0°~!G(02") = G(z) € 0’"'D, on a 0z" € D
et z € 09-1D. En résumé, on obtient z € 06 N 09~1D N P. Réciproquement, si
z € /£ N07~1D NP on vérifie immédiatement G(z) € 0°£ N 01D NP.

On démontre, & présent, les résultats concernant le morphisme D.

En supposant D(z) € £ NP, d’aprés le lemme 5.3, si z n’est pas équilibré alors
z commence par 0 et son premier shift est équilibré. On en déduit

z€e(ENP)U(ENDNTP).

Soit j un entier non nul. On suppose D(z) € 0°6£ NP N 0°~1D. Clairement, il
existe un mot z’ tel que z = 0z’. Comme D(0z') est déséquilibré, on a 2’ € D
et z € 0°D. De plus, on a D(z') € £ et il existe un mot z” tel que z’ = 0z” avec
2" € €. Finalement, le mot = appartient 3 0°t1£N 0D N7P.

Sion a D(z) € 1ENP ND, le mot z est déséquilibré. De plus, il existe un
mot z’ tel que z = 1z’. On vérifie alors D(02') € £, puis 2’ € £ et finalement
z€elENDNP.

Les lemmes 5.2 et 5.3 permettent d’établir les réciproques des trois derniéres
propriétés. x

5.3 Calculs d’images réciproques

On précise les résultats obtenus a partir de la définition combinatoire, en privi-
légiant & nouveau une approche arithmétique. En deux étapes, on caractérise les
mots appartenant & D(£ NP).

Lemme 5.8 Soit (a,p) € A. On a
J2 e NP D(z) =84, < a€]0,i[ etpe a1

Preuve. On suppose qu’il existe un mot sturmien z tel que D(z) = s,,,. D’aprés

le lemme 3.20, on a = sg 5 avec (8,6) € A. On en déduit s, , = s p4s puis
BT A1

B = 125 et & = =2, par injectivité de I’application s sur A. On vérifie ainsi

o €]0,3[ et p € [o, 1[. Réciproquement, si ces deux hypothéses sont satisfaites,

kM 2 kN
'image de s_o  p—a par D est égale & sq,. *

l—a’l—«a
Lemme 5.9 Soit (o, p) € A’. On a
32€éNP D(z)=4,, & a€l0,3[ et p € [, 1].

Preuve. Par un raisonnement similaire a celui développé précédemment, en utili-
sant le lemme 3.21, on obtient la premiére implication. Pour établir la réciproque,
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on suppose a € ]0,3[. Si p € Jo,1] ona D(s' o p-a) = 84, Si p = a Clest le
mot s§2_0 qui convient. %

Comme les antécédents des mots sturmiens par le morphisme D sont les mots
non ultimement périodiques de ’ensemble £ U 0&, il reste & étudier 'image par
D de 06 NP.

Lemme 5.10 Soit (a,p) € A. On a
32€0ENP D(a) =54, & a€)0,2[ etpe[0,1-af

Preuve. On suppose qu’il existe un mot sturmien y tel que D(0y) = s4,,. En
particulier, on a s4,,(0) = 0 et D(y) = Sq,p+a- On en déduit 0 < p < 1 - «
et 0 < a < % Réciproquement, si ces deux hypothéses sont vérifiées, on a
D(0s_a_ _p_) = Sq,p, ce qui permet de conclure. %

—a'l—

Lemme 5.11 Soit (a,p) € A'. On a

32€0ENP D(z)=s,, ¢ a€l0,z[etpel0,1-a]

Preuve. Soit y un mot sturmien tel que D(0y) = s, ,. On a donc s/, ,(0) = 0
et D(y) = spprardoi0<p<l-aetl0<a< % Réciproquement, on pose
=05 _, etonvérifie D(z)=s, sionaac]0,j[etpel0,l-al %

l—a'l—a

A P’aide de ces différents lemmes, les calculs d’images réciproques des mots stur-
miens par le morphisme D sont désormais possibles :

Proposition 5.2 Soit (o, p) un élément de A. On a

{sr‘fz’ﬁ} sia€]0,z[etl>p>aq,
{sa}) = {0s o o} sia€]0, Het0<p<a,
0 sinon.

Soit (o, p) un élément de A'. On a

{50 pea} sia€]0,fet12p>a,

'Ta’l—a
{s.eo} sia€l0,j[etp=aq,
{Os _L} sia€l0,i[et0<p<a,

({56, =

@ sinon.
Preuve. Dans I’hypothése a € ]0, %[ on remarque Os g2 = S_a_p-a si
—a T—a'l—a
onaalp<l-oaetldss , =35, E__a51a<p< 1 — a, et enfin
T—a'T-a T—a'T=a
0s'a o = =5_a_po. Les lemmes 5.8 4 5.11 permettent de conclure. *

l—a’l—a

Gréce a la définition combinatoire, on sait que 'image d’un mot par le morphisme
G est sturmienne si et seulement si ce mot est lui-méme sturmien. La proposition
5.3 permet de préciser ce résultat.
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Proposition 5.3 Soit (a, p) un élément de A. On a

o _p } siaG]O,%[etOSp<l—a,

- R
G 1({80,P}) - { 0

sinon.

Soit (o, p) un élément de A'. On a

{{sl_q___L} siaG]O,%[et0<p§1—a,

l—a’l—a

0 sinon.

G ({sh,0}) =

Preuve. Soit (a, p) € A. On commence par montrer :
Jz €AY G&)=5sa, & a€]0,ietpe[0,1-al

Soit un mot z tel que G(z) = s4,,. Nécessairement, le mot z est sturmien, et plus
précisément on a & = sg s avec (§,8) € A. On en déduit o = % et p=94(1-0a),
d’ou « € ]0, %[ et 0 < p < 1 — a. Réciproquement, si ces deux hypothéses sont

vérifiées, on a G(s o, _2_) = Sa,p.

—a’'l—a

Soit (a, p) € A’, on affirme :

Jze A Gz)=s,, © a€]0,ifetpe]0,1-a]

En effet, soit un mot = tel que G(z) = s, ,. On sait qu’alors & est un élément
de £ENP. D’aprés le lemme 3.21, il existe un couple (8, 8) de A’ tel que z = s}, 5
On en déduit @ = % €10,1[ et p=6(1 - o) €]0,1 - a]. La réciproque est
triviale. %

Afin d’itérer les calculs présentés aux propositions 5.2 et 5.3, on introduit le
lemme 5.12da & G. A. Hedlund et M. Morse [83]. Il s’agit en fait de la traduction
arithmétique du lemme 1.15.

Lemme 5.12 Soit (a, p) un élément de A. On a

050 EENP & 1>p>a et 1s, €ENP & a>p>0.
Soit (o, p) un élément de A'. On a

0s,,€ENP & 12p>a et 1s, ,€ENP & a>p>0.

Preuve. Soit (a,p) € A. On suppose que le mot z = 0s,, est sturmien. On a
alors £ = $4,p—q OU bien z = sfx,p_a. On vérifie facilement 0sy,, = Sq,p—q si et
seulement si p > a. On a aussi

00,0 = Shpa & (@,0) €U et [p] = [p— ] & (a,p) €U et a < p,

ce qui permet d’établir la premiére propriété.
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De la méme fagon, on montre
18a,p = Sap-a & p<

et
1Sq,p = SIO,,p_o, = (01, P) ceUet pLa,

d'oli 184, €EENP & a>p>0.
Pour conclure, il suffit d’appliquer le morphisme F aux deux relations obtenues.

Remargues. Parle lemme 5.12 et la proposition 5.2, il apparait que D(0€NDNP)
constitue le complémentaire de D(£ N P), parmi les mots sturmiens de pente
appartenant a |0, %[ De plus, a tout mot sturmien z, il est possible d’associer
une lettre a telle que le mot az reste sturmien, il y a méme unicité si 2 n’est
pas une suite caractéristique. On peut ainsi préciser la structure des états qui

composent le graphe 5.2, donné page 81. Soit ¥ € N*, on a :
0FENPNO*F 1D = 0F {54, | (a,p) EA et p < a}u0r{sl, , | (e, p) € A et p < a},

1*6NPN1F1D = 1%{s,, | (,p) €A et p > a}ul*{sl, , | (e, p) € A' et p > a}.

Page 111, on présente un algorithme qui permet de résoudre ’équation f(z) =y
avec f € St et y € £NP. On est donc amené & calculer les antécédents, par G
et D, des suites que I’on vient de décrire.

Proposition 5.4 Soit k un entier non nul.
Soit (a, p) un couple de A tel que 0Fs, , appartient & 0% N 051D, On a

{Oksla 1_£_a} st < %

G_l({oksa,p}) = { 1-a

0 sinon

et
{0F1s o » }sia<i
l—a’l—a

0 sinon.

D7 ({05, }) = {

Soit (a, p) un couple de A’ tel que OFs!, | appartient & 05E N 0F~1D. On a

a,p

{0%s o e }sia< %

G ({054 ) = {

0 sinon

{0Fls's  , }sia<}

D71({0%sh, ,}) = { =

0 sinon.
Soit (o, p) un couple de A tel que 1s,,, appartient-a 1END. On a

{13%’1_%} sip<l-—a
0 sinon.

D™ ({1sa,0}) = {
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Soit (a, p) un couple de A’ tel que 1s, , appartient ¢ 1END. On a

DL {15, }) = { {18e o }sip<l-o
o,p

B sinon.

Preuve. Par symétrie des démonstrations, on ne traite que le premier et le
troisiéme cas. Soit (@, p) un élément de A.

On suppose 0Fs,, € 0¥ N 0*~1D. D’aprés la remarque précédente, on peut
affirmer 0 < p < a. Si « est inférieur & %, onap<1—apuis

G(Oks_l_a__’l_g_) = Oksa,p et D(Ok—Hsl%,l_;L) = Oksa,p.
Si @ > I I'ensemble G™1({0%s,,,}) est vide. En effet, s’il existe un mot z tel
que G(2) = 0Fs,,,, on peut construire un suffixe z' de z tel que G(2') est un
mot sturmien de pente ¢, ce qui est absurde car « appartient & ]%, 1[. La preuve
concernant le morphisme D est similaire.
Dans I’hypothese 1s4,, € 1€END,0onap > a. Sip > 1— « alors s4, € LAY
et ’ensemble D~1({1s4,,}) est vide. En revanche, si p < 1 —a ona a < 3 et

D(IS%,_L) = lsa,p. *

l—a

5.4 Mots infiniment sturmiens
Définition 5.3 Un mot sturmien y est infiniment sturmien si on a
VneN3IfeSt ||fll>n FJze€nP f(z)=y.

Proposition 5.5 Tout mot sturmien est infiniment sturmien.

Preuve effective.  Soient fy ’application identité et z¢g un mot sturmien. On
construit par récurrence une suite de morphismes sturmiens, notée (fm)men, &
laquelle on associe une suite de mots sturmiens (2m)men tels que fi(zm) = zo
pour tout entier m. Soit m € N. Quitte & transformer @, en F(z,,), on suppose
que sa pente an, prise dans ]0, 1[, appartient 3 ]0, 3[.

S’il existe un réel p,, de [0, 1] tel que zp, = Sq,,p,, ON définit f,41 €t T, 41 par
fm41 = fmG et G(Tmy1) = Tm, ou bien fr41 = fnD et D(zpmy1) = T, selon
qu’on ait 1 — oy > P OU Py > 1 — .

S’il existe un réel p, de ]0,1] tel que x, = s, , , on définit frmyy et Tmyqy par

fm41 = fmG et G(Zm41) = T, ou bien fry1 = fmD et D(Zm41) = T, selon
qu'on ait 1 — oy > P OU Py > 1 — Q.

Les propositions 5.2 et 5.3 assurent que cette démarche est correcte. x

Définition 5.4 Soit oo un irrationnel de ]0,1[. La suite directrice de o, notée
(d;)iens, est définie par o = [0,1+ dy,da,d3,dy,...].
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Le corollaire suivant décrit sommairement un procédé de construction des mots
sturmiens. On le présente en détail, page 117, sous la forme d’un programme
Maple.

Corollaire 5.2 Soit o un irrationnel de )0, 1{. Soient (d;);>1 la suite directrice
et (gi)i>—1 la suite des dénominateurs des réduites de a.. Soit y un mot sturmien
de pente a. Soit k un entier non nul. Il eriste un morphisme f appartenant
a {E,QG, D}dﬁzfﬂ(l"‘d‘) et une lettre a tels que f(a) est un préfize de y de
longueur qx—1 ou q.

Preuve. Soit vy = GUE...G%-1EG%. D’aprés la proposition 5.5, il existe un
morphisme sturmien f, Q-équivalent & -y, pour lequel on peut définir un mot
sturmien z tel que f(z) = y. Soit ¢t un entier non nul et soit Ay = G*"!EG. On
pose & = [0, ay, ag, as, . . .]. Par récurrence sur ’entier m, on montre facilement
que la longueur de hAg, ...h,,,(0) est égale & g,,. On conclut en remarquant :

LTy

I£(0)] = |GHE...G%-1EG%*(0)]
= |GHE...G%1EG(0)|
= lhax .. .hak_l (O)I = Qk-1

et
If(1)] = |GHE...G*-1EG%(1)|
= |GHE...G*EG(0)]|
= |ha, .. b, (0)] = qk. *

Dans certains cas, on peut présenter des formules récurrentes aux propriétés
remarquables. Le corollaire 5.3 et la proposition 5.7 sont & mettre en paralléle
avec des résultats décrits dans ’article de synthése [12].

Lemme 5.13 Soit o un irrationnel de |0, 1[. Soit (d;)s>1 la suite directrice de
a. Soit (a;)j>2 la suite de terme général o; = [0,d;,dj41,dj42,...]. Pour tout
entier k non nul, on a

Sa,a = GdlE .. .GdkEG (sak+110’k+1) ’

500 = GUED%E .. .GU+1 ED%2 (s o2k+3 0) ,

azk43+l?

s,o(,0 — Ddl EGdzE . .Dd2k+lEGd2k+2E (s' ki3 0) y

agk43tl’
= D% dok42
Sa,l—a = F...D Fls a2k+3 1
agk43+1l’azpya+l
et
Sh1ca = DUE...D%+2E (¢ o,
oz,l—a —_ oo S a2k 3 1 .

agk43+l’agpygtl
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Preuve. Soit £k € N*. On a a—;f—_'_’igi—l = [O,d2k+3 + 1,d2k+4,d2k+5, . ] Grace
aux matrices de Raney, les calculs concernant I’évolution des pentes s’effectuent

facilement. Les propositions 3.3, 3.4 et 3.5 permettent de terminer la preuve. x

Remarque. Avec des définitions évidentes, il apparait que toute suite caractéris-
tique est “infiniment caractéristique”, et tout mot de Christoffel est “infiniment

de Christoffel”.

Proposition 5.6 Soit o un irrationnel de ]0,1[. Soit (d;);>1 la suite directrice

de a. On a
Saw = lim GUE...G%*E(0)

k—+o0
et
Sa0 = lim GUED®E.. .G%1 ED%+2E(0)
! k—+00
ainsi que
sho= lim DUEG®E.. D% EG¥%r+2E(1),
! k—+o00
Sat-a = lim DU E...D%+2E(1)
et
st 1_o= lim D% E.. D%+2E(0).
’ k=400

Preuve. Pour tout entier & non nul, le lemme 5.13 permet d’affirmer que le mot
GHUE...G*E(0) est un préfixe de sqq. Il suffit de remarquer que la suite de
terme général |GU E ...G%* E(0)| est strictement croissante pour conclure dans ce
cas. Comme pour tout irrationnel 3, on a s5,0(0) = 0, 55 4(0) = 1, 55,1-5(0) = 1
et sj,_5(0) =0, la fin de la preuve est triviale. x

Définition 5.5 Soit a un irrationnel de 0, 1[. Soit (d;)i>1 la suite directrice de

a. On construit les suites de mots (bn)neN, (Cn)neN; (€n)neN, (fn)neN, (9n)neN,
(hn)neN; (Jn)neN €t (kn)nen @ l’aide des relations

bo=¢e=go=Jo=0etco= fo=ho=ko=1,
puis par récurrence, pour tout entier n :
d d
bn+1 = (bn 2nt1 cn) 2n+2 bn et Cnt1 = bnd2n+lcna
_ don41 dan42 ¢ — o dong1
€nt1 = en(en fn) € fn+l =é€n fna

Ont1 = (hngnd2n+1)d2n+2gn et gy = hngnd2n+1
ainst que

jn+1 = jn(knjg2n+l)d2n+2 et kn+l = ]{:77,.7.'1111'2“-"1 .
Corollaire 5.3 Soit o un irrationnel de )0, 1[. Pour tout entier n non nul, les
mots by, en, hyn, kn et j, sont respectivement des préfizes de sS4, Sa0, 3310,

! 3 — H — 3 / _ .
Sa1—a €t Sg 1o On a méme Sq o = ngrfoo bn, Sa0 = nll)liloo €n, Sq0 = n-l_l)r_il_loo hn,
. / . .
Sql-a= lim k,ets ,__ = lim .
ol-a noytoo ol-a n—+00 In
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Preuve. Soit (d;);>1 la suite directrice de a. Soit n € N*. On cherche 4 établir :
b, = GHEG®E...G%1EG“ E(0) et ¢, = GYUEG®E ...G% -1 EG¥" E(1).
Pour n = 1, il suffit de remarquer
GH"EG®E(0) = (0%1)%0 = b et GREGZE(1) = 041 = ¢;.
Si I’hypothése est vraie au rang n, on pose
Yo = GHEG*E...G%-1EG*"E

et on a

brp1 = (bnd2n+lc")d2n+2 b = (')’n(O)dan7n(1))d2n+27n(0)
= —yn((0d2n+1 1)d2n+20) = ’YnGd2"+1EGd2n+2E(0)

ainsi que cpq1 = bp®ntic, = 7, (0%r+11) = 4, G+ EG%n+2 E(1), ce qui achéve
par récurrence la preuve de ce premier résultat. Pour montrer

en = GUED®E .. .G%"~1 ED%" E(0)

et
fan=GUED®2E .. .G% -1 ED%nE(1)

on commence par vérifier
GHED®E(0) = 0(041)% = ¢; et GYED%E(1) = 0“1 = f;.
Puis, si ’hypothése est établie au rang n, on pose
Yo = GUED®E...G*"-1 ED*"E

et ainsi on a
€ntl1 = en(end2"+lfn)d2"+2 = 7n(0) ('Yn(o)d2"+l7n(1))d2"+2
= (0(0d2n+1 1)d2n+2) — ‘)’nGd2"+1 E D%n+2 E(O)
fog1 = end2n+1fn = 7n(0d2n+1 1) = 7nGd2"+1EDd2"+2 E(1).
On considére & présent les relations

gn = DYEG%®E ... D%n-1 EG%n E(0)

et

hn = DVEG®E... D%~ EG%E(1).
Pour n = 1, on a DY EG%2E(0) = (104)%0 = g, et D" EG2E(1) = 10% = h4.
Si le résultat est vrai au rang n, on pose v, = DU EG®2E ... D%n-1 EGd%nE. On
remarque alors

gnt1 = (haga®ntr)Bnt2g, = (v, (1) 7, (0)d2n+1)dant2+, (0)
7n((10d2n+1)d2n+2 O) — ’YnDd2"+1 EGd2n+2 E(O)
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et
hnt1 = hngn® 4 = 7,(10%041) = 9, D4t G2 B(1).

Pour terminer, on cherche & montrer

jn=DUED%®E... D% -1ED%E(0)
et

k, = DYED®E .. D% -1 ED%"E(1).
Au rang un, on a DU ED% E(0) = 0(10%)% = j; et D*" ED%E(1) = 104 = k;.
Puis, si ’hypothése est vraie au rang n, on pose

Yo = DU"ED®E ... D%\ ED%"E.

On en déduit

Jnt1 = jn(knjnd2"+l)d2"+2 = 7n(0)(7n(1)7n(0)d2n+1)d2n+2
= (0(10d2n+1)d2n+2) = ’)’nDd2"+1 EDd2n+2E(0)
kn-l—l — knj’nd2n+l — 7n(10d2n+]) — ’)’nDd2”+1EDd2"+2E(1)-

En utilisant la proposition 5.6, il est facile de conclure. %

De nombreux liens existent entre les suites définies en 5.5. On remarque no-
tamment qu’elles peuvent étre construites & partir d’'une méme famille de palin-
dromes.

Définition 5.6 Soient n € N* et ¢ = 2;...2,-12, un mot fini.

L’tmage miroir de z est le mot & = tpTp—1...21. Le mot = est un palindrome
st % ==zx.

Proposition 5.7 Soit & un irrationnel de )0, 1{. Soient (d;)i>1 la suite directrice

et (¢;)i>—1 la suite des dénominateurs des réduites de . Pour tout entier n, on
a

~

bn = Jn, Cn = kn, é;;:gn et fn = hn.
Pour n € N*, on a

ba] = |7l = |gnl = len| = g2n €t |cn] = [knl = |hn| = | fal = g2n-1,
ainst que

en = Chrp([0,dy,...,d2,)) et fo=Chrp([0,dy,...,don-1]),
gn = Chrn([0,dy,...,d2p]) et h, = Chrn([0,dy,...,d2n-1]).

Pour n > 2, il existe des palindromes notés Py, _1 et Py, tels que
€n = 0P2n]-a fn = 0P2n—11a gn = ]-P2n0a h'n = ]-P2n—10,

et
bn = Pznlo, Jn = Olpzn, kn = 10P2n__1 et Cp = Pzn_lol.



Calculs d’antécédents 91

Preuve. On commence par s’intéresser aux propriétés des images miroirs et des
longueurs. Soit » un entier. Pour obtenir b, = j,, et ¢, = ky, il suffit de remarquer
bo = jo et ¢ = ko, puis par récurrence :

——

~ ~ 7~ dontig . .d d .
bn+l = bn(cnbn ) nt2 = ]n(kn]n2"+l) nt? = Jn+1

et 4
—_— ~ 7 Q2n41 .d
Cntl1 = Cnbn = kn]n2n+l = kn+1-

Soit n un entier non nul. Pour démontrer les relations |b,| = gan, €t |cn| = g2n—1,
on part de |by| = da(di + 1) + 1 = ¢z et |¢e1] = d1 + 1 = ¢1, et on vérifie par
récurrence :

[bnt1] = dant2(dont1G2n + Gan—1) + G2n = Gan2

et
len+1] = dant1G2n + G2n—1 = Gont1-

Les résultats concernant les autres suites s’établissent de fagon similaire.

Pour tout entier n, on passe de (en, fn) & (€nt1, fn+1) en appliquant dq,y; fois
la transformation qui & un couple de mots finis (u, v) associe (u, uv), puis dop2
fois celle qui & (u,v) associe (uv,v). Comme on a (e, fo) = (0,1), on retrouve
le procédé de construction des mots de Christoffel finis, voir [22] pour plus de
détails. Ainsi, pour tout entier » non nul, on a

en = Chrp([0,dy,...,d)) et fr, = Chrp([0,dy, . .., d2n-1]),
gn = €y = Chrn([0,dy, . . ., d2s)) et by = fr = Chra([0, dy, . . ., dan_1]).

A présent, on met en évidence le ré6le des palindromes. Soient p et ¢ des entiers
non nuls, premiers entre eux. Par traduction de I’énoncé géométrique, on montre
qu’il existe un mot X tel que Chrp(£) = 0X1 et Chrn(E) = 1X0. Comme le

mot Chrn(E) est 'image miroir de Chrp(2), on a X=X.

Soit un entier n > 2. D’aprés le point précédent, les mots e, et f,, se décomposent
sous la forme e, = 0Pl et f, = 0P;n-11, ol Pp,—1 et Py, sont des palindromes.
On en déduit g, = €, = 1P,,0 et h, = f, = 1P,,—10. Comme e, et by sont des
préfixes respectifs de s,,0 et sq,o, On obtient b, = P2,10 et j, = b, = 01P,, en
remarquant |b,| = |en| et sq,a(g2n — 1) = 0.

En outre, le mot 0P,_11 = f, est un suffixe de e, = 0P;,1. On vérifie ainsi
que Pp,_; est un suffixe de P, de longueur ¢3,-; — 2. Ces deux mots étant des
palindromes, le mot Ps,_; est un préfixe de P,,, donc de b,. Comme le mot
S2(ky) est un préfixe de S%(sa,1-a), 0N @ ky = 10Ps,_1 €t ¢y = kyp, = Pap_101
car ky, = 105%(k,).
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Remarques. De plus amples détails concernant les rapports entre les palin-
dromes et les mots sturmiens apparaissent dans un article de X. Droubay [43].
Les propriétés des suites caractéristiques, énoncées a partir du lemme 5.13, sont
a mettre en paralléle avec le théoréme de H. J. S. Smith [102] et les régles de
G. Rauzy [93]. Ces suites peuvent aussi &tre définies en utilisant les nombres de
Zeckendorff [47, 109] ou les mots de Lyndon [22], voir & ce sujet les travaux de
T. C. Brown [28] et G. Melangon [76]. On cite enfin les références [65, 66] et
[67], ou T. Komatsu étudie un procédé de construction des suites sturmiennes
générales. Le dernier papier est une version corrigée d’un article de K. Nishioka,
I. Shiokawa et J. I. Tamura [84].

Pour étre tout a fait complet, il reste & prouver la propriété suivante, conjecturée
page 76 :

Proposition 5.8 Soit a = [0, a4,az,...].

Pour tout entier n non nul, le mot uy ... un (w27t .. u$2 1431 est un palin-
drome.

: * : — an—1 az—1,_ a1-1
Preuve. Soit n € N*. Soit Z,, = uy ... un(up®7 .. uf? ugt ™).

D’aprés la proposition 4.6, le mot Z,, est le préfixe de s, de longueur égale &
2¢n + Gn-1 — 2. On doit donc montrer

VieN 0<1<2¢,+ quq1 — 3, Sa,a(i) = Sa,a(z‘In +gn-1—-3~— "‘)

D’aprés la proposition 5.7 et la preuve du corollaire 5.3, le préfixe de s, de
longueur g, 4+2 — 2 est un palindrome : il suffit de rappeler que I’on a b,, = P,,,10
et ¢, = Py —101 pour tout entier m > 2. On en déduit

VJ eN,0L .7 < qn42 — 3, sa,a(j) = Sa,a(qn+2 -3 _])
Soit 7 un entier compris entre 0 et 2¢, + ¢,—1 — 3. A fortiori, on a
0<:< gnt1+9n —3 < g2 — 3,

d’oll 84,4(%) = Sa,a(gnt+2 —3 —1). Comme @12 = Gnt2qnt1 + Gn, quitte & utiliser
ant2 — 1 fois le lemme 4.4 si a,42 > 2, on obtient

Sa,a (’L) = Sa,a (Qn+1 +qn—3— 2) = Sa,a((an+1 + 1)qn +qn-1—-3 - Z)

Si any1 = 1, le résultat est acquis. Sinon, toujours d’aprés le lemme 4.4, on vérifie

Sa,a(i) = Sa,a(an+1qn +qn-1—3 - 2) == Sa,a(QQn +gn—1 -3 — i),

ce qui permet de conclure. %



Conclusion

A ce stade, on s’interroge sur d’éventuelles extensions des résultats dé-
crits aux chapitres précédents. Tout d’abord, il serait intéressant de connaitre
Pensemble des substitutions qui laissent fixe une suite admissible. En remar-
quant que les mots sturmiens sont rigides, au sens défini dans [80, 99], il semble
raisonnable de penser que le morphisme, obtenu par la preuve effective du théo-
réme 3.2, engendre le monoide des solutions. D’autres propriétés d’invariance
apparaissent grace & la technique de saturation des graphes évoquée & la section
3.5. Mais ces résultats sont beaucoup trop disparates pour étre mentionnés ici.
La caractérisation compléte des mots sturmiens, laissés fixes par une substitu-
tion non triviale, demeure donc une question ouverte. Cependant, en utilisant
la description des morphismes sturmiens & partir des conjugués des morphismes
standard [99], une solution est peut-étre envisageable.

Un autre théme abordé est le calcul d’images réciproques des mots
sturmiens par les morphismes sturmiens. Pour résoudre entiérement le probléme
du bassin d’attraction, il reste & déterminer les antécédents d’un mot sturmien
donné, par I’ensemble des morphismes sturmiens. Il pourrait aussi s’avérer judi-
cieux de décrire précisément ces procédés de correction dans le cas des mots finis,
en espérant voir apparaitre des mots de Christoffel, de Lyndon ou de Robinson.
De plus, le monoide de Sturm est unitaire & gauche et & droite, mais il semble
que son radical n’ait pas encore été identifié. Un peu plus généralement, on peut
se demander s’il existe une substitution, n’appartenant pas a St, dont une puis-
sance est un morphisme sturmien. En outre, existe-t-il un mot infini déséquilibré
z et une substitution f, non sturmienne, tels que f(z) est un mot sturmien ?

La majeure partie du travail proposé est liée & 1’étude de tranformations
qui préservent globalement ’ensemble des mots sturmiens. Il est donc naturel de
vouloir caractériser tous les transducteurs qui vérifient cette propriété. Dans cette
perspective, on est amené & considérer différents phénomeénes de suppression et
d’insertion périodique. Quelques résultats trés partiels existent & ce sujet.

Soit “A“ I’ensemble des mots infinis & gauche et & droite. On montre
u’une suite sturmienne, définie sur “A%, est laissée fixe par une substitution non
b b
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triviale si et seulement si sa pente a est un nombre de Sturm et son intercept
appartient au corps de rupture Q(a). Ce résultat fait ’objet d’un article, accepté
au Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux [87]. Bien évidemment, les
autres thémes abordés dans cette thése peuvent aussi étre adaptés aux suites
sturmiennes définies sur Z. Ce travail est en cours de réalisation.

Enfin, le probléme de la généralisation des mots sturmiens semble au
cceur de toutes les préoccupations : I'intérét se porte notamment sur la complexité
de suites doubles, les alphabets & trois lettres, les pavages du plan & l’aide de
polygones plus ou moins réguliers, ou I’utilisation de tores. On remarque aussi
un intérét grandissant vis-a-vis des mots de Lyndon [13], qui interviennent dans
’étude des fonctions de Riemann ou encore dans les calculs de bases de Groebner
[81]. Et ce ne sont la que quelques exemples du vaste champ d’application des
mots sturmiens ...
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A.1 Décomposition des morphismes sturmiens

L’algorithme proposé permet de tester si un morphisme f est sturmien, et donne,
le cas échéant, une décomposition de f sur le monoide de Sturm. La démarche
suivie est fondée sur la preuve de la proposition 2.6. Les chaines de caractéres
f(0) et f(1) constituent I’entrée de la procédure principale Decomposition. Les
morphismes ¢, ¢ et F sont représentés par les mots réservés phi, phit et E.
Les calculs d’antécédents sont effectués par les procédures AntePhi, AntePhit,
Antelnv et AnteMorph.

AntePhi := proc(Mot)
local Long,i,Antecedent,Aux,Test;

Long := length(Mot); Antecedent := ‘¢;
i :=1; Test := true;
while Test and (i < Long) do
Aux := substring(Mot,i .. i+1);
if Aux = ‘01‘ then
Antecedent := cat(Antecedent,‘0¢); i := i+2
else
if Aux = ‘00¢ then
Antecedent := cat(Antecedent,‘1¢); i := i+l
else Test := false
fi
fi
od;

if i = Long then
if substring(Mot,Long .. Long) = ‘O then

Antecedent := cat(Antecedent,‘1¢)
else Test := false
fi
fi;
if Test then RETURN(Antecedent) else RETURN() fi
end;

AntePhit := proc(Mot)
local Long,i,Antecedent,Aux,Test;

Long := length(Mot); Antecedent := ‘°;
i :=1; Test := true; '
while Test and (i < Long) do
Aux := substring(Mot,i .. i+1);
if Aux = ‘10¢ then
Antecedent := cat(Antecedent,‘0¢); i := i+2
else

if Aux = ‘01¢ then
Antecedent := cat(Antecedent,‘1¢); i := i+1
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else
if Aux = ‘00¢ then
Antecedent := cat(Antecedent, ‘11¢); i := i+2
else Test := false
fi
fi
fi
od;
if i = Long then
if substring(Mot,Long .. Long) = ‘O‘ then
Antecedent := cat(Antecedent,‘1¢)

else Test := false
fi
fi;
if Test then RETURN(Antecedent) fi;
RETURN()
end;

AnteInv := proc(Mot)
local i,Long,Permute;
Permute := proc(Lettre)
if Lettre = ‘O‘ then RETURN(‘1¢) else RETURN(‘0¢) fi
end;
Long := length(Mot);
RETURN(cat (seq(Permute(substring(Mot,i..i)),i=1..Long)))
end;

AnteMorph := proc(Mots,Morph)
local Nb,i,NewMots,Test;
NewMots := Mots; Nb := nops(Morph);
Test := true; i := {;
while (i <= Nb) and Test do
if Morph[i] = E then
NewMots := map(Antelnv,NewMots)
fi;
if Morph[i] = phi then
NewMots := map(AntePhi,NewMots)
fi;
if Morph[i] = phit then
NewMots := map(AntePhit,NewMots)
fi;
Test := nops(NewMots) = 2; i := i+1
od;
if Test then RETURN(NewMots) else RETURN([]) fi
end;
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Decomposition := proc(f0,f1)

local Long,TestLong,TestSturm,Decomp,L0,L1,LetFin0,LetFini,
LetDeb0,LetDebl,Antecedents,Candidat,Im0,Imi,i;
if cat(f0,f1) = cat(f1,f0) then RETURN() fi;
Im0 := £0; Imil := f1; LO := length(Im0);
L1 := length(Iml); Long := LO+L1; TestLong := 3 <= Long;
TestSturm := true; Decomp := []; Candidat := [];
while TestLong and TestSturm do

LetFin0 := substring(Im0,LO0 .. LO);
LetFinl := substring(Imi,L1 .. L1);
LetDeb0 := substring(Im0,1 .. 1);
LetDebl := substring(Imi,1 .. 1);

if LetFin0 = LetFinl then
if LetFin0 = ‘0°¢ then
if member(‘11°¢,
[seq(substring(Im0,i..i+1),i=1..L0-1)])
or member(‘11°¢,
[seq(substring(Imi,i..i+1),i=1..L1-1)])
then
Candidat := [E,phi]
else Candidat := [phit]
fi
fi;
if LetFin0O = ‘1¢ then
if member(‘00°,
[seq(substring(Im0,i..i+1),i=1..L0-1)])
or member(‘00°¢,
[seq(substring(Imi,i..i+1),i=1..L1-1)])
then
Candidat := [phi]
else Candidat := [E,phit]
fi
fi
else
if LetDeb0 = LetDebl then
if LetDeb0 = ‘0 then
if member(‘11°¢,
[seq(substring(Im0,i..i+1),i=1..L0-1)])
or member(‘11°¢,
[seq(substring(Imi,i..i+1),i=1..L1-1)])
then
Candidat := [E,phit]
else Candidat := [phil
fi
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fi;
if LetDeb0 = ‘1¢ then
if member(‘00°¢,
[seq(substring(Im0,i..i+1),i=1..L0-1)])
or member(‘00°¢,
[seq(substring(Imi,i..i+1),i=1..L1-1)])
then
Candidat := [phit]
else Candidat := [E,phil
fi
fi
else TestSturm := false
fi
fi;
Antecedents := AnteMorph([Im0,Imi],Candidat);
if TestSturm then
TestSturm := evalb(Antecedents <> [])
fi;
if TestSturm then
Im0 := Antecedents[1]; Iml := Antecedents[2];
Decomp := [op(Decomp),op(Candidat)];
LO := length(Im0); L1 := length(Imi);
Long := LO+L1; TestLong := 3 <= Long
fi
od;
if TestSturm then
if (Im0 = ‘0¢) and (Imi
RETURN (Decomp)
fi;
if (Im0 = “1¢) and (Iml = ‘0°) then
RETURN ( [op(Decomp) ,E])
fi

‘1¢) then

fi;
RETURN ()
end;

Exemples.
On teste trois morphismes respectivement cyclique, acyclique et déséquilibré, et
sturmien.

Decomposition(‘0101¢,010101¢)
Decomposition(‘010¢,0101°)
Decomposition(‘0010010¢,‘00100100010¢)

b
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[phit,E,phi,phit,phi,phi,E].
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A.2 Invariance des suites admissibles

Soit z une des suites étudiées au corollaire 3.2. Comme on cherche & construire

un morphisme non trivial qui laisse fixe cette suite, on suppose que sa pente «

est un nombre de Sturm. En reprenant les notations de la définition 3.2, deux

cas se présentent :

- sia=[0,1+kn, kn—1,-.., ko, k1 + Ky, ] avec (k1, k) € N2\ {(0,0)}, on pose
Forme=1et Dfc=1[0,14 kpn,kn—1,...,k2, k1 + kp);

-sia=[0,1,ky kpn—1,...,k2,k1 +ky | avec k; € N* on pose Forme = 2 et
DfC = [0, l,kn, kn—l; . .,kz,k‘l +kn]

De plus, on introduit le paramétre T'ypeSeq, égal a zéro ou un, selon que z est

issu de l’application s ou s’. Enfin, il existe un triplet d’entiers, que I’on note

(a,b,n), tel que I'intercept de = est égal & & + 2a.

Pour commencer, on traduit ’action des morphismes E, G et D sur les triplets
(u, v, n) lorsque (u,v) parcourt ’ensemble C’(n).
e := proc(u,v,n)
if (u = 0) and (v = 0) then
RETURN(0,0,n)

else
RETURN(n-u-v,v,n)
fi
end;
g := proc(u,v,n) RETURN(u, v - u, n) end;
d := proc(u,v,n) RETURN(u, v - u + n, n) end;

On teste ensuite si un couple d’entiers donné appartient & C(n), ou a ’ensemble
dérivé, défini a partir du graphe de la page 54.

Admissiblel := proc(u,v,n)
local Test;
Test := (((v=0) and (i1<=u) and (u<=n-1)) or
((1<=v) and (v<=n-1) and (0<=u) and (u<=n-v)) or
((v<=-1) and (1-n<=v) and (1-v<=u) and (u<=n-1)));
RETURN(Test)
end;

Admissible2 := proc(u,v,n)
local Test;
Test := (((v=0) and (i<=u) and (u<=n-1)) or
((1<=v) and (v<=n-1) and (0<u) and (u<n-v)) or
((v<=-1) and (1-n<=v) and (-v<=u) and (u<=n)));
RETURN(Test)
end;
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On présente enfin la procédure qui construit un morphisme répondant au pro-
bléme posé.

ConsMorphFixe := proc(Typeseq,Dfc,Forme,a,b,n)
local i,t,NewDfc,NewTriple,NewTypes,Morph,ConsMorphFixeFormel;
ConsMorphFixeFormel := proc(Dfc,a,b,n,Typeseq)
local Liste,Aux,t,TripleDeb,TripleArr,Test,Morph,aa,bb,nn,
gg,i,j,Res,X,Y,Fonction, Types;
gg := igcd(a,b,n); aa := a/gg;
bb := b/gg; nn := n/gg;
Aux := Dfc; t := nops(Aux);
Liste := [Aux[t]-Aux[2]+1,
seq(Aux[t-i+1],i = 2 .. t-2),Aux[2]-1];
t := nops(Liste);
if (aa = 0) and (bb = nn) then
RETURN(cat (op([seq(G,i = 1 .. Liste[t]),
seq(op([E,seq(G,i = 1 .. Liste[t-j1)1),
j=1..t-1)1)))

fi;
if (aa=0) and (bb=0) or (nn=1) and (aa=1) and (bb=-1) then
if type(t,odd) then
Res := [seq(X,j =1 .. Liste[t]),seq(op([E,
seq(Y,j =1 .. Liste[t-2*i+1]),E,
seq(X,j = 1 .. Liste[t-2%il)]),
i=1 .. 1/2%t-1/2)]
fi;
if type(t,even) then
Res := [seq(X,j = 1 .. Liste[t]),E,
seq(Y,j =1 .. Liste[t-1]),seq(op([E,
seq(X,j =1 .. Liste[t-2#i]),E,
seq(Y,j = 1 .. Liste[t-2#i-1])]),
i=1 .. 1/2%-1),
“I1¢,seq(Y,j = 1 .. Liste[t]),E,
seq(X,j =1 .. Liste[t-1]),seq(op([E,
seq(Y,j = 1 .. Liste[t-2*i]),E,
seq(X,j = 1 .. Liste[t-2*i-1])]),
i=1..1/2%-1)]
fi;
if (aa = 0) and (bb = 0) then
if Typeseq = 0 then Res := subs(X = G,Y = D,Res)
else Res := subs(X = D,Y = G,Res)
fi
fi;
if (aa = 1) and (bb = -1) and (nn = 1) then
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Res := subs(X = D,Y = D,Res)
fi;
RETURN(cat (op(Res)))
fi;
if Admissiblel(aa,bb,nn) then Fonction := Admissiblel
else
if Admissible2(aa,bb,nn) then Fonction := Admissible2
else RETURN([])
fi
fi;
TripleDeb := aa,bb,nn; TripleArr := aa,bb,nn;
Test := false; Morph := [];
while not Test do
for i to t do
for j to Liste[i] do
if Fonction(g(TripleArr)) then
TripleArr := g(TripleArr);
Morph := [G,op(Morph)]
else
TripleArr := d(TripleArr);
Morph := [D,op(Morph)]
fi
od;
if i <> t then
TripleArr := e(TripleArr);
Morph := [E,op(Morph)]
fi
od;
Test := evalb(TripleDeb
if not Test then Morph :
od;
RETURN (cat (op (Morph)))
end;
t := nops(Dfc);
if Forme = 2 then
NewDfc := [0,1+4Dfc[3],seq(Dfc[il,i = 4 .. t)];
NewTypes := 1-Typeseq;
NewTriple := e(a,b,n);
Morph := ConsMorphFixeFormel(NewDfc,NewTriple,NewTypes);
Morph := cat(E,Morph,E)
else Morph := ConsMorphFixeFormel(Dfc,a,b,n,Typeseq)
fi;
RETURN (Morph)
end;

TripleArr);
C11¢,0p(Morph)] fi
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Exemples.
On considére 'irrationnel 3%@ de fraction continue [0, 5,4 ]. La session Maple
obtenue est la suivante :

ConsMorphFixe(0,[0,5,4],1,0,0,1)
ConsMorphFixe(1,[0,5,4],1,0,0,1)
)

( GGGGE||DDDDE;

(
ConsMorphFixe(0,[0,5,4],1,0,1,1

(

(

DDDDE||GGGGE;
GGGGE;
DDDDE||DDDDE;
DDDDE||DDDDE;

ConsMorphFixe(0,[0,5,4],1,1,-1,1)
ConsMorphFixe(1,[0,5,4],1,1,-1,1)

L1111l

ConsMorphFixe(0,[0,5,4],1,1,2,3) —
DGGDE||DGDDE||GDDGE||GGGGE||DDGDE||GGDGE||GDGGE||GGGGE;
ConsMorphFixe(0,[0,5,4],1,1,-1,3) —

GGDGE||DDGDE||DGDDE||DDDDE||GDDGE||GDGGE||DGGDE||DDDDE.

On présente une nouvelle série d’exemples avec @ = [0,1,2,4,3] = 9%@.

ConsMorphFixe(0,[0,1,2,4,3],2,0,0,1) — EDDEGGGGEDE;
ConsMorphFixe(1,[0,1,2,4,3],2,0,0,1) — EGGEDDDDEGE;
ConsMorphFixe(0,[0,1,2,4,3],2,0,1,1) — EGGEGGGGEGE;
ConsMorphFixe(0,0,1,2,4,3],2,1,-1,1) — EDDEDDDDEDE;
ConsMorphFixe(1,[0,1,2,4,3],2,1,-1,1) — EDDEDDDDEDE;

ConsMorphFixe(0,[0,1,2,4,3],2,1,2,3) —
EGGEDGGDED||GDEGGDGEG||DGEGDGGEGE;

ConsMorphFixe(0,[0,1,2,4,3],2,1,-1,3) —
EDDEGGDGED||DGEGDGGED||GGEDGGDEDE.

Remarques.  L’algorithme proposé est particuliérement efficace puisqu’aucun
calcul sur les pentes et les intercepts n’est effectué. En effet, seules interviennent
des opérations élémentaires sur des triplets d’entiers. De plus, il est inutile de
mémoriser les différentes étapes dans la construction des morphismes, car le
procédé suivi est en tout point déterministe.
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A.3 Bassin d’attraction

On rappelle que les antécédents des mots sturmiens par les morphismes sturmiens
sont les mots appartenant 3 'un des ensembles a*£ NP avec a € A et k € N.
En référence au graphe de la page 81, pour j € N*, I’état 0°6 N P N 0-1D
est symbolisé par [0,j] et 16 N P N 197D par [1, 5]. L’ensemble des mots
sturmiens est représenté indifféremment par [0, 0] ou [1,0]. De plus, la donnée
d’un morphisme sturmien f, décomposé sur ’alphabet {F, G, D}, constitue I’en-
trée de la procédure principale AttractMorph. En sortie, on obtient le langage
des mots dont I'image par f est sturmienne. La procédure AttractGen permet
d’effectuer de tels calculs pour les générateurs du monoide de Sturm.

AttractGen := proc(Gen,Etat)
if Gen = E then RETURN([[1-Etat[1],Etat[2]]]) fi;
if Gen = G then
if Etat[2] = O then RETURN([Etat])
else
if Etat[1] = 1 then RETURN([]) else RETURN([Etat]) fi
fi
fi;
if Gen = D then
if Etat[2] = O then RETURN([Etat,[0,1]])

else
if Etat[1] = 0 then RETURN([[Etat[1],Etat[2]+1]]) fi;
if Etat[1] = 1 then
if Etat[2] = 1 then RETURN([Etat]) else RETURN([]) fi
fi
fi
fi

end;

AttractMorph := proc(Morph)
local Long,i,L,Etat;
L := [[0,0]]; Long := length(Morph);
for i to Long do
L := [seq(op(AttractGen(substring(Morph,i..i),Etat)),Etat=L)]
od;
RETURN (L)
end;

Exemple.

AttractMorph(‘DGEGDDDE) — [[0, 0], [1, 1], [1, 2], [1, 3]].
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A.4 Résolution de I’équation f(z) =y
ou feStetyeéNP

Soit y € £ENP. Soit f € St. Pour résoudre ’équation f(z) = y sur A%, on est
amené 4 manipuler des mots appartenant a U a*€ NP. Soit w I'un d’eux. Soit

z le plus grand suffixe sturmien de w, calculéag?’aide de la procédure MazSturm.
On écrit z = sq, avec (o, p) € A ou bien z = s, , avec (¢, p') € A’. De plus, il
existe une lettre a et un entier & tels que w = a*2. Le mot w est donc représenté
par le quintuplet [a, k,0, o, p] ou [a, k, 1, &/, p'] selon que z est égal & s, , ou bien
St i+ Lia procédure RecipMorph permet de calculer 'image réciproque de w par
une substitution f, décomposée sur le monoide de Sturm. La démarche suivie
est en relation avec les propositions 5.2, 5.3, 5.4 et le lemme 5.12. Les calculs
d’antécédents par les morphismes E, G et D sont respectivement effectués par
les fonctions RecipE, RecipG et RecipD. Enfin, ImageMorph permet de réaliser
le travail inverse, & ’aide notamment des fonctions ImageG et ImageD.

MaxSturm := proc(Mot)
local Test,Testl,Test2,MaxMot,Res,ResEval;
MaxMot := Mot; Test := true;
while Test and (0 < MaxMot[2]) do
Res := simplify(MaxMot[5]-MaxMot[4]);
ResEval := evalf(Res);
if MaxMot[3] = O then
if MaxMot[1] = O then
Test := evalb(0 <= ResEval);
if Test then
MaxMot := subsop(2 = MaxMot[2]-1,5 = Res,MaxMot)
fi
else
Testl := evalb(ResEval < 0);
Test2 := evalb(Res = 0);
Test := Testl or Test2;
if Test then
MaxMot := subsop(2
fi;
if Testl then
MaxMot := subsop(5 = simplify(Res+1),MaxMot)
fi;
if Test2 then
MaxMot := subsop(3
fi
fi
else

MaxMot [2]-1,MaxMot)

1,56 = 1,MaxMot)
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Test2 := evalb(Res = 0);
if MaxMot[1] = O then
Testl := evalb(0 < ResEval);
Test := evalb(Testl or Test2);
if Test then
MaxMot := subsop(2
fi;
if Testl then
MaxMot := subsop(5
fi;
if Test2 then
MaxMot := subsop(3
fi
else
Testl := evalb(ResEval < 0);
Test := evalb(Testl or Test2);
if Test then
MaxMot := subsop(2
fi;
if Testl then
MaxMot := subsop(5
fi;
if Test2 then MaxMot := subsop(5 = 1,MaxMot) fi
fi
fi
od;
RETURN (MaxMot)
end;

MaxMot [2]-1,MaxMot)

Res,MaxMot)

0,5 = 0,MaxMot)

MaxMot[2]-1,MaxMot)

simplify(Res+1),MaxMot)

RecipE := proc(Mot)
RETURN (subsop(1 = 1-Mot[1],3 = 1-Mot[3],
4 = simplify(1-Mot[4]), 5 = simplify(1-Mot[5]),Mot))
end;

RecipG := proc(Mot)
local Res,ResEval;
if (Mot[1] = 1) and (0 < Mot[2]) then RETURN([]) f£fi;
if evalb(1/2 < evalf(Mot[4])) then RETURN([]) fi;
Res := simplify(Mot[4]+Mot[5]); ResEval := evalf(Res);
if Mot[3] = O then
if evalb(ResEval < 1) then
RETURN([0,Mot[2],0,normal (Mot [4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal (Mot [56]/(1-Mot [4]),expanded)])
else RETURN([])
fi
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else
if evalb(Res = 1) then
RETURN([0,Mot[2],1,normal(Mot[4]/(1-Mot[4]) ,expanded),1])
fi;
if evalb(ResEval < 1) then
RETURN([0,Mot[2],1,normal (Mot [4]/(1-Mot[4]) ,expanded),
normal (Mot [5]/(1-Mot[4]),expanded)])
else RETURN([])
fi
fi
end;

RecipD := proc(Mot)
local Res,ResEval;
if evalb(1/2 < evalf(Mot[4])) then RETURN([]) fi;
if (Mot[1] = 1) and (1 < Mot[2]) then RETURN([]) fi;
if (Mot[1] = 1) and (Mot[2] = 1) then
if evalb((Mot[3] = 1) and (Mot[5] = 1)) then
RETURN([])
fi;
Res := simplify(Mot[4]+Mot[5]);
ResEval := evalf(Res);
if Mot[3] = 0 then
if evalb(ResEval < 1) then
RETURN([1,1,0,normal(Mot [4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal (Mot [5]/(1-Mot[4]),expanded)])
else
RETURN([1)
fi
else
if evalb(Res = 1) then
RETURN([1,1,1,normal(Mot[4]/(1-Mot[4]),expanded),1])
fi;
if evalb(ResEval < 1) then
RETURN([1,1,1,normal(Mot[4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal (Mot [5]/(1-Mot[4]),expanded)])
fi;
RETURN([])
fi
fi;
Res := simplify(Mot[5]-Mot[4]);
ResEval := evalf(Res);
if Mot[3] = O then
if evalb(ResEval < 0) then



114 Programmes Maple

RETURN([0,Mot[2]+1,0,normal (Mot [4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal (Mot [5]/(1-Mot [4]),expanded)])
fi;
if evalb(0 <= ResEval) then
RETURN([0,0,0,normal(Mot[4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal ( (Mot [6]-Mot [4])/(1-Mot[4]),expanded)])
fi;
RETURN([])
else
if evalb(Mot[5] = 1) then
RETURN([0,0,1,normal (Mot [4]/(1-Mot[4]) ,expanded),1])
fi;
if evalb(Res = 0) then
RETURN([0,0,0,normal (Mot [4]/(1-Mot[4]),expanded),0])
fi;
if evalb(ResEval < 0) then
RETURN([0,Mot [2]+1,1,normal(Mot[4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal (Mot [5]/(1-Mot[4]),expanded)])
fi;
if evalb(0 < ResEval) then
RETURN([0,0,1,normal (Mot [4]/(1-Mot[4]),expanded),
normal ( (Mot [5]-Mot [4])/(1-Mot[4]),expanded)])
fi;
RETURN([])
fi
end;

RecipMorph := proc(Mot,Morph)
local Long,Liste,i,j,TestVide,x;
x := Mot;
i:=1;
Long := length(Morph);
TestVide := false;
Liste := [seq(substring(Morph,j .. j),j =1 .. Long)];
while (i <= Long) and not TestVide do

if Liste[i] = ’D’ then x := RecipD(x) fi;
if Liste[i] = ’G’ then x := RecipG(x) fi;
if Liste[i] = ’E’ then x := RecipE(x) fi;
TestVide := x = []; i := i+l
od;
RETURN (x)
end;

ImageG := proc(Mot)
if (Mot[1] = 1) and (0 < Mot[2]) then RETURN([]) fi;
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RETURN([0,Mot[2] ,Mot [3] ,normal (Mot [4]/ (Mot [4]+1),expanded),
normal (Mot [5]/(Mot[4]+1),expanded)])
end;

ImageD := proc(Mot)
if (Mot[1] = 1) and (1 < Mot[2]) then RETURN([]) fi;
if (Mot[1] = 1) and (Mot[2] = 1) then
RETURN([1,1,Mot[3],normal (Mot[4]/(Mot[4]+1),expanded),
normal (Mot [5]/(Mot[4]+1) ,expanded)])
fi;
if Mot[2] = O then
RETURN([0,0,Mot [3] ,normal (Mot [4]/(Mot[4]+1),expanded),
normal ( (Mot [4]+Mot[5])/(Mot[4]+1),expanded)])
else
RETURN([0,Mot [2]-1,Mot [3] ,normal (Mot [4]/ (Mot [4]+1) ,expanded),
normal (Mot [5]/(Mot[4]+1) ,expanded)])
fi
end;
ImageMorph := proc(Mot,Morph)
local Long,Liste,i,j,TestVide,x;
x := Mot; Long := length(Morph);
i := Long; TestVide := false;
Liste := [seq(substring(Morph,j .. j),j =1 .. Long)];
while (1 <= i) and not TestVide do
if Liste[i] = ’D’ then x := ImageD(x) fi;

if Liste[i] = ’G’ then x := ImageG(x) fi;
if Liste[i] = ’E’ then x := RecipE(x) fi;
TestVide := x = []; i := i-1
od;
RETURN (x)
end;

Exemples (avec une précision contrélée par : Digits:=15).

En utilisant la procédure RecipM orph, on cherche & retrouver les propriétés d’in-

variance des suites S;_z , 42328 et Sg_4y3 1 19-4y3 €VOquées précédemment.
4 3T3I 4 3 '373° 3

Pour

f=DGGDEDGDDEGDDGEGGGGEDDGDEGGDGEGDGGEGGGGE
on a

Recipf:=RecipMorph([0, 0, 0, 3%@, I+ %3%5], f) =

1,00 1-271443 4+ 1213935 1-375125 + 167761\/3]
"4 51841+ 231844/5 '6 —51841 + 231845
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Pour conclure, il suffit de remarquer

simplify(Recipf[4]-§l4@) - 0;
simplify (Recipf[5]-(3 + %3%@)) - 0;
. 3 1 5 1
ImageMorph(Recipf,f) — [0,0,0, 1 Z\/g, 5 6\/5]

Pour le second exemple, on pose

f=(EDDEGGDGEDDGEGDGGEDGGEDGGDEDE)2

On vérifie :

Recipf:=RecipMorph([0, 0, 0, 9“;‘/5, 1- %9_§\/§]’ f) =

1 —58144329 4 33569644+/3 2 —23596563 + 136234821/3
[]-a 07 01 a PR ];
3 —3650401 + 210756043 ' 9 —3650401+ 2107560+/3

simplify(Recipf[4]-9—‘%‘@) - 0
simplify (Recipf[5]- (3 — $2=5¥3)) — 0;

et enfin

2
ImageMorph(Recipf,f) — [1,0,0,3— %\/5, -3 + %\/?:]

Remarques. On constate une nette augmentation de la taille des coefficients
intervenant dans les calculs d’images réciproques. Ce probléme peut étre résolu
dans certains cas. Soit un irrationnel quadratique a de polynéme minimal P. Soit
z un mot sturmien dont la pente et I’intercept appartiennent au corps de rupture
Q(a). En utilisant I'isomorphisme canonique entre Q[X]/P(X)Q[X] et Q(a),
on peut déterminer plus simplement les antécédents de z par les morphismes
sturmiens.
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A.5 Construction des mots sturmiens

Soit y un mot sturmien. Selon qu’on a y = sg¢ avec (8,6) € A ou bien y = sp
avec (8,6) € A', on pose TypeSeq = 0 ou T'ypeSeq = 1. Pour tout entier IV, on
construit un morphisme f, décomposé non trivialement sur {E, G, D}V, tel que
la solution de I’équation f(z) = y est un mot sturmien. D’aprés la proposition
5.5, on obtient un préfixe de y en sortie de ConsM orph.

ConsMorphAux := proc(TypeSeq,Beta,Delta)

local TestG,TestGl,TestG2;
if evalb(1/2 < evalf(Beta)) then RETURN(’E’) fi;
TestGl := (TypeSeq=0) and (evalf(simplify(Beta+Delta))<1);
TestG2 := (TypeSeq=1) and (evalf(simplify(BetatDelta))<=1);
TestG := evalb(TestGl or TestG2);
if TestG then RETURN(’G’) fi;
RETURN(’D?)

end;

ConsMorph := proc(TypeSeq,Beta,Delta,N)
local i,f,Gamma,y,a,Long,Res,ResEval,Image;
Image := proc(Mot,ImO,Imil)
local j,Choix;
Choix := proc(Lettre,Im0,Imi)
if Lettre = 0 then
RETURN(op(Im0)) else RETURN(op(Imi))
fi
end;
RETURN([seq(Choix(Mot[j],Im0,Im1),j = 1 .. nops(Mot))])
end;
f := [0; y := [0,0,TypeSeq,Beta,Delta];
for i to N do
Gamma := [ConsMorphAux(y[3],y[4],y[5])];
f := [op(f),op(Gamma)];
if op(Gamma) = ’E’ then y :
if op(Gamma) ’G’ then y :
if op(Gamma) ’D’ then y :

RecipE(y,cat(op(Gamma))) fi;
RecipG(y,cat (op(Gamma))) fi;
RecipD(y,cat (op(Gamma))) fi

od;
Res := simplify(y[4]+y[5]);
if Res = 1 then if y[3] = O then a := [1] else a := [0] fi
else
ResEval := evalf(Res);
if ResEval < 1 then a-:= [0] else a := [1] fi
fi;
Long := nops(f);
for i from Long by -1 to 1 do
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if f[i] = ’E’ then a := Image(a,[1],[0]) fi;
if f[i] = ’G’ then a := Image(a,[0],[0,1]) fi;
if f£[i] = ’D’ then a := Image(a,[0],[1,0]) fi
od;
RETURN(a)

end;

Exemples (avec une précision contrélée par : Digits:=15).

On considére une famille de sept mots sturmiens de pente égale a

Le tableau suivant récapitule les longueurs des préfixes obtenus, en fonction du
nombre d’étapes indiqué. Conformément au résultat du corollaire 5.2, on retrouve

les dénominateurs des réduites de 5@

S3E n3) | S\ 5 _3E 3355,0 SvB 1B | SxE A5 | i ep(2) | S\E 5

5 1" 2 ) 3 5 1—-% 5 110 5 ' 14 5 17
6 2 9 9 2 9 9 9
11 38 38 9 38 38 38 9
16 161 38 161 38 161 38 161
21 682 682 161 682 682 682 682
26 | 2889 682 2889 682 2889 682 2889

31| 12238 12238 2889 12238 | 12238 12238 2889
36 | 51841 12238 | 51841 | 51841 | 51841 51841 51841

Remarque. Soit y un mot sturmien de pente o égale a [0,1 + dy, d2,ds, .. .].

Soit (¢i)i>—1 la suite des dénominateurs des réduites de a. Par construction
k+1

méme de la procédure ConsMorph, si on réalise 2 (lc + Z d,-) calculs de parties
1=1

entiéres, on obtient un préfixe de y de longueur supérieure ou égale & gx. Le

rendement de I’algorithme est donc la fonction qui, & tout entier £ non nul,

———qk—H—_I—. Les réels équivalents au nombre d’or sont les valeurs

2(k + Ei:l d’)

pour lesquelles la convergence vers le mot de départ est la plus lente.

associe
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A.6 Image d’une fraction continue par une homogra-
phie

Soit f une homographie, de discriminant non nul, associée au quadruplet d’entiers
positifs (a, b, ¢, d). Soit Dupt un début de développement en fraction continue
d’un irrationnel « positif. On cherche & calculer I’image de Dupt par f. A cet
effet, on détermine le plus grand préfixe de Chrp(a) pouvant étre construit a
partir de Dupt.

ConstructChristoffel := proc(Dvpt)
local i,j,Nb,Dfc,X,Y,Z,Liste,Aux,Suff,L_Dfc;
L_Dfc := proc(Dvpt)
local k,N;
N := nops(Dvpt);
if Dvpt[1] = O then
RETURN([0,Dvpt[2]+1,seq(Dvpt[k]l,k = 3 .. N)])
else RETURN([0,1,op(Dvpt)])
fi
end;
Dfc := L_Dfc(Dvpt);
Nb := nops(Dfc);
if Nb <= 1 then RETURN([0]) fi;
X := [0]; Aux := seq(0,i =1 .. Dfc[2]-1);
Y := [Aux,1];
Liste := [Y];
Suff := [Aux];
for i from 3 to Nb do
Aux := seq(op(Y),j =1 .. Dfc[il-1);
Suff := [Aux,op(Suff)];
Z =Y,
Y := [Aux,op(X),op(Y)];
Liste := [op(Liste),Y];
X :=12
od;
RETURN([0,seq(op(Liste[i]),i = 1 .. nops(Liste)),op(Suff)])
end;

Les opérations modulaires sont réalisées par la procédure suivante :
MyMod := proc(x,y)

local Res;

Res := x mod y;

if Res = 0 then RETURN(y) else RETURN(Res) fi
end;

On construit successivement les transducteurs de multiplication, de division,
d’addition et d’inversion, associés aux mots de Christoffel positifs infinis.
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MultChristo := proc(Christo,p)
local i,Aux,Taille,k,Mot;
Taille := nops(Christo); Mot := Christo;
Aux := []; k := 0;
for i to Taille do
if Mot[i] = 1 then Aux := [op(Aux),1]
else
k := kt+1;
if MyMod(k,p) = 1 then Aux := [op(Aux),0] fi
fi
od;
RETURN (Aux)
end;

DivChristo := proc(Christo,p)
local i,Aux,Taille,k,Mot;
Taille := nops(Christo); Mot := Christo;
Aux := [J; k := 0;
for i to Taille do
if Mot[i] = O then Aux := [op(Aux),0]
else
k := k+1;
if MyMod(k,p) = p then Aux := [op(Aux),1] fi
fi
od;
RETURN (Aux)
end;

Trn := proc(Mot,n)
local i,Image;
Image := proc(Mot,ImO,Imi)
local j,Choix;
Choix := proc(Lettre,ImO,Imi)
if Lettre = O then RETURN(op(Im0))
else RETURN(op(Imi))
fi
end;
RETURN([seq(Choix(Mot[j],Im0,Imi),j = 1 .. nops(Mot))])
end;
RETURN (Image (Mot ,[0,seq(1,i =1 .. n)],[1]))
end;
Inv := proc(Christo)
local i;

RETURN([0,seq(1-Christo[i]l,i = 2 .. nops(Christo))])
end;
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TransducteurHomographie := proc(Dvpt,a,b,c,d)
local Delta,Aux;
Aux := ConstructChristoffel(Dvpt); Delta :
if Delta < O then
if d = 0 then .
RETURN(DivChristo(Trn(MultChristo(Inv(Aux),b),a),c))
fi;
if a = 0 then
RETURN (MultChristo(Inv(Trn(MultChristo(Aux,c),d)),b))
fi;
RETURN(DivChristo(Trn(MultChristo(Inv(
Trn(MultChristo(Aux,c),d)),-Delta),a),c))

a*d-bx*c;

fi;
if 0 < Delta then
if evalb((b = 0) and (¢ = 0)) then
if d = 1 then RETURN(MultChristo(Aux,a)) fi;
if a = 1 then RETURN(DivChristo(Aux,d)) fi;
RETURN (MultChristo(DivChristo(Aux,d),a))
fi;
if b = 0 then
RETURN(Inv(DivChristo(
Trn(MultChristo(Inv(Aux),d),c),a)))
fi;
if ¢ = 0 then
RETURN (Inv(MultChristo(Inv(
Trn(MultChristo(Aux,a),b)),d)))
fi;
RETURN(Inv(DivChristo(Trn(MultChristo(Inv(
Trn(MultChristo(Aux,a),b)),Delta),c),a)))
fi
end;

La procédure HomographieDfc a pour paramétres les coefficients de I’homogra-
phie f, ainsi que le début de développement en fraction continue de «. En sortie,
on obtient celui de f(a).

HomographieDfc := proc(Dvpt,a,b,c,d)
local Sturm,u,v,i,j,Test,Dfc,Pos,Aux,Position;
Position := proc(x,y,Val,Mot)
local cc,Tests;
Tests := true;
cc := 2;
while Tests and (cc*y+x-1 <= nops(Mot)) do
Tests := Mot[cc*y+x-1] <> Val;
if Tests then cc := cc+l fi
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od;
if Tests then RETURN(O) else RETURN(cc-1) fi
end;
Sturm := subsop(l = NULL,
TransducteurHomographie(Dvpt,a,b,c,d));
Dfc := []1;
u :=0; v :=1;
Test := true;
i:=1;
while Test do
Pos := Position(u,v,i mod 2,Sturm);
if Pos = O then Test := false
else
Dfc := [op(Dfc),Pos];
Aux := Pos*v+u; u := v;
v := Aux;
i = i+l

fi
od;
if nops(Dfc) = O then RETURN([]) fi;
if Dfc[1] = 1 then
RETURN([seq(Dfc[jl,j = 2 .. nops(Dfc))])
fi;
RETURN([0,Dfc[1]-1,seq(Dfc[j],j = 2 .. nops(Dfc))])
end;

Exemples.

On compare la procédure HomographieDfc et I’algorithme de G. N. Raney [91]
sur les exemples donnés ci-dessous :

[Tl Fraction continue | Homographie |
L. 0,2,3,4,2,3,1,2,3 Yy 2y
2. 0,1,6,2,4,1,1,5,1 y— ¥
3.1 10,2,3,2,4,3,2,1,1,3,2,1,2] y— 3y
4. [1,3,4,2,3,3,1,11] y— I
5. 0,2,1,2,1,1,1,3,2,1,2,1,1,1] y— 2
6. [0,2,3,4,2,3,2,2] y— 2
7. [0,2,2,1,1,2,3,1,2,1] y—= L
8. (2,1,4,2,3,5,4,5,2] Yy~ g
9. 2,2,3,1,2,1,2,1,1] y— L
10. [0,1,1,2,1,1,1,1] y — by
11. [0,2,1,2,3,1,1,1,2,4] y— 9y
12. 4,1,2,3,1,2,1,2,1] y— 1y
13. 4,2,3,1,2,1,5,1,2] y — 6y

14. [6,2,1,4,2,1,5, 5] y— 9y
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Les résultats obtenus sont récapitulés dans le tableau suivant :

HomographieDfc Raney
1. [0,1,6,2,4,1,1,5,1] [0,1,6,2,4,1,1,5,1]
2. 10,2,3,4,2,3,1,2] 0,2,3,4,2,3,1,2]
3. [1,3,4,2,3,3,1,11] [1,3,4,2,3,3,1,11]
4.[0,2,3,2,4,3,2,1,1,3] | [0,2,3,2,4,3,2,1,1,3]
5.1 [0,1,1,1,1,2,1,5,1] |[0,1,1,1,1,2,1,5,1,17]
6. [0,1,2,1,1,2,3,1] [0,1,2,1,1,2,3,1,4]
7. [0,3,1] [0,3,1,42]
8. [0,1,58,1] [0,1,58,1,33,1,1]
9. [3,1,1,10] (3,1,1,10,2,1]
10. (2,1,9] (2,1]
11. (3,2,1,16,2,1] (3,2,1,16]
12. [61,1,1,1,2,1,2] [51,1,1,1,2,1]
13. [ [26,1,1,1,4,1,3,2] [26,1,1,1,4,1,3]
14. [57, 5, 52] (57, 5]

Remarques.

123

On constate que le nombre de quotients partiels obtenus varie

sensiblement d’une méthode & ’autre. De plus, on note une perte d’informations
lorsque I’on compose des applications réciproques. Parmi les améliorations, on
peut envisager une construction dynamique des mots de Christoffel, en utilisant
un découpage par blocs adapté. On peut aussi essayer de réduire le nombre
d’états des transducteurs produits.



Résumé
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algorithme de construction des mots sturmiens, en proposant, dans certains cas, des
formules récurrentes aux propriétés remarquables.

Abstract
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