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RESUME

Nous présentons dans cette these, des résultats reliés au dénombrement
de cartes planaires et de cactus m-aires. Nous utilisons, comme principal outil
de calcul, la théorie combinatoire des especes de structures. Le premier cha-
pitre consiste a donner un bref exposé des diverses notions relatives a la théorie
des especes qui seront utilisées dans les chapitres ultérieurs. Nous rappelons
le concept d’espece de structures, ainsi que les séries formelles associées. Nous
présentons certaines opérations sur les especes notamment, ’addition, la multi-
plication, la composition partitionnelle, la dérivation ainsi que le pointage. Nous
généralisons ensuite aux concepts d’especes pondérées et multisortes.

Le deuxieme chapitre porte sur les especes quotients. On fait d’abord
quelques rappels sur les actions de groupes. On passe ensuite a la notion d’espece
quotient et on détermine les trois principales séries formelles associées. Bien que
le concept d’espece quotient soit abordé ailleurs, nos résultats sur les séries
associées sont inédits.

Le troisieme chapitre est consacré au dénombrement de cartes planaires.
On traite d’abord des cartes planes a deux faces, c’est-a-dire, des cartes a deux
faces plongées dans le plan. On y dénombre les cartes planes a deux faces,
étiquetées aux sommets ou non, selon le nombre de sommets, selon la distribution
des degrés des sommets, selon la distribution des degrés des faces, et finalement,
selon les distributions conjointes. Nous passons ensuite a I’étude de ces mémes
statistiques, dans le cas des cartes planaires (ou sphériques) a deux faces, c’est-
a-dire, plongées sur la sphere.

Le quatrieme chapitre est consacré au dénombrement de cactus m-aires.
On détermine d’abord le nombre de cactus m-aires enracinés selon le nombre
de polygones. On établit ensuite une bijection avec les arborescences m-aires.
On passe ensuite a I’énumération des cactus m-aires (étiquetés aux polygones
ou non) selon la distribution des sommets de chaque couleur, puis selon la dis-
tribution des degrés des sommets.
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INTRODUCTION

L’un des principaux sujets abordés dans cette these est le dénombrement
de cartes. Une carte peut étre définie topologiquement comme une décomposition
cellullaire d’une surface orientée de genre g en sommets (0-cellules), arétes (1-
cellules) et faces (2-cellules). Une carte C peut également étre combinatoirement
définie comme étant la donnée d’un couple (o,a) ol ¢ est une permutation
o € Sy, et « est une involution sans point fixe dans Sy, tel que I'action du sous-
groupe < g, > engendré par o et « sur I’ensemble des “brins” soit transitive.

Un troisieme point de vue considere une carte comme un graphe discret
plongé sur une surface et ayant un ensemble de sommets, un ensemble d’arcs
ou d’arétes et un ensemble de faces. En considérant les réétiquetages possibles
de ces ensembles le long de bijections, on ouvre la possibilité de parler d’especes
de structures constituées de classes de cartes fermées sous les réétiquetages.
L’étude des cartes est un sujet tres riche et est étroitement liée a d’autres sujets,
notamment a la théorie de Galois, a la théorie des nombres algébriques et a la
théorie des surfaces de Riemann. Voir ([1]) et ([28]).

Notre travail sur les cartes a été principalement motivé par la classifi-
cation topologique des fonctions de Belyi, qui sont en correspondance avec les
(hyper)-cartes planaires. Voir ([22]), ([25]) et ([28]). Nous allons ici étudier le
cas particulier des cartes planaires a deux faces, qui correspondent a une classe
particuliere de fonctions de Belyi. Nous dénombrons ces cartes dans les situa-
tions suivantes: étiquetées (aux sommets) ou non, selon le nombre de sommets,
puis selon la distribution des degrés des sommets, des faces et, finalement, se-
lon les distributions conjointes. Dans notre approche, nous allons considérer les
cartes comme regroupées en classes formant des espece de structures.

L’autre sujet principal abordé dans cette these est le dénombrement des
cactus m-aires. En particulier, nous prolongeons un travail de G. Labelle et P.
Leroux sur le dénombrement des arbres plans bicolorés ([17]) qui sont en fait
des cactus binaires, i.e. avec m = 2. L’étude des cactus m-aires est motivée,
quant & elle, par la classification topologique des polynémes complexes ayant
au plus m valeurs critiques ([9]). Les cactus sont également appelés “arbres
de Husimi” et leur définition a été donnée dans ([34]) ([26]) d’apres un article
de Husimi ([13]) concernant certains problemes d’intégration dans la théorie de
la condensation en mécanique statistique, pouvant se modéliser au moyen de
graphes connexes et de cactus.



Le chapitre 1 présente un bref exposé de la théorie des especes de struc-
tures. Son but est de familiariser le lecteur avec les concepts et méthodes de
calcul relatifs & cette théorie, ce qui permettra une lecture plus aisée des cha-
pitres subséquents. Cette présentation ne prétend pas étre exhaustive mais elle
sera néanmoins suffisante pour la matiere qui sera traitée dans cette these. Le
lecteur intéressé a en connaitre d’avantage sur cette théorie peut se référer a

([4])-

On rappelle d’abord ce qu’est une espece de structures F. A chaque
espece F, sont associées principalement trois séries formelles, a savoir la série
génératrice F'(x), qui permet le dénombrement des F-structures étiquetées, la
série génératrice ﬁ(x) des types d’isomorphie, qui donne le dénombrement des
F-structures non étiquetées, et la série Zp, indicatrice des cycles, qu’on utilise
comme outil général d’énumération.

On aborde ensuite la notion d’isomorphisme d’espéeces, qui nous sert d’égali-
té combinatoire. Cette notion nous permet d’écrire des expressions comme
A, = XL(Ar), qui exprime le fait qu’une arborescence ordonnée (une Ap-
structure) peut étre considérée comme un singleton (une X-structure), auquel
est attachée une liste (une L-structure) d’arborescences ordonnées. Ce type
d’identité combinatoire donne lieu, au niveau des séries formelles, a des équations
fonctionnelles pouvant étre résolues au moyen de diverses techniques, notamment
Iinversion de Lagrange.

On note que I'expression A7, = X L(Ar) comporte des opérations algébri-
ques, a savoir la multiplication et la composition. Il sera donc utile de bien rap-
peler les définitions de telles opérations au niveau des especes. Nous étudierons
I’addition, la multiplication, la composition partitionnelle, la dérivation et le
pointage d’especes. On verra comment se comportent les séries formelles as-
sociées, relativement a ces opérations.

On présentera finalement la généralisation aux concepts d’especes pondé-
rées ainsi qu’aux especes multisortes. La notion d’espece pondérée est utile
pour obtenir un dénombrement plus fin des structures. Elle nous permettra, par
exemple, de dénombrer les cartes a deux faces en fonction de la distribution des
degrés des sommets. La notion d’espece multisorte nous servira a établir des
équations fonctionnelles faisant intervenir plusieurs variables, notamment pour
I’étude des cactus m-aires. Ces équations pourront étre résolues au moyen de
techniques relatives a I'inversion de Lagrange multidimensionnelle.

Le chapitre 2 traite des especes quotients. La motivation de cette étude
provient ici du fait que ’espece M des cartes sphériques a deux faces se présente
naturellement comme étant le quotient de I'espece M des cartes planes a deux
faces par un certain groupe G, isomorphe a Zs.



On fait d’abord quelques rappels sur les actions de groupes. On montre
ensuite, étant donnée une action d’un groupe fini G sur une espece pondérée
F = F,,, comment la série génératrice (I'/G),, (), la série génératrice des types
d’isomorphie F/G(x), ainsi que Z(p/q), (21,72, 73,...), la série indicatrice de
cycles de I'espece quotient F'/G peuvent étre exprimées en fonction des séries
correspondantes de 'espece F'. 1l s’agit 1a d’un résultat inédit bien que le concept
d’espece quotient se retrouve dans ([18]), ([15]), et ([4]).

Le chapitre 3 est consacré au dénombrement des cartes planaires a deux
faces. On étudie d’abord I'espece M des cartes planes a deux faces, c’est-a-
dire des cartes planaires a deux faces munies d’une face distinguée. Dans notre
cas, par convention, la face distinguée sera celle qui contient le pole nord. Par
une projection stéréographique, on obtient un plongement d’une carte planaire
sur le plan, la face distinguée devenant alors la face (infinie) extérieure. Le
dénombrement de ces cartes (étiquetées aux sommets ou non) se fera d’abord
en fonction du nombre de sommets, ensuite en fonction de la distribution des
degrés des sommets, puis en fonction de la distribution des degrés des faces et,
finalement, en fonction des distributions conjointes des degrés des sommets et
des faces.

On passe ensuite a I’étude de 'espece M des cartes planaires (ou sphé-
riques) a deux faces. Nous verrons que I’espece M peut étre vue comme étant
Pespece M quotientée par le groupe Zo={Id, 7}, c’est-a-dire M = M/Zs, ou T,
désigné sous le nom d’involution antipodale, représente une rotation d’angle 7
autour d’un axe passant par le centre de la sphere et ’équateur.

On étudie d’abord le cas étiqueté, en fonction du nombre de sommets,
et des distributions des degrés des sommets et/ou des faces. Ceci s’averera
particulierement aisé puisqu’il n’y a que deux cartes planaires étiquetées, a savoir
I'unicycle (1) et le 2-cycle (12), qui comportent une symétrie sous 'action de
I'involution antipodale 7.

Le plus difficile sera d’étudier ces mémes statistiques dans le cas non
étiqueté. La principale difficulté sera de dénombrer les cartes non étiquetées
possédant une symétrie antipodale. Pour le dénombrement de telles cartes en
fonction du nombre de sommets, nous utiliserons d’abord une premiere approche,
faisant appel a la notion de carte quotient, telle que décrite dans ([20]), puis, &
une seconde approche, faisant appel a la notion d’espece quotient. Par la suite,
le dénombrement des cartes planaires non étiquetées a deux faces selon la distri-
bution des degrés des sommets et /ou des faces se fera principalement en utilisant
la méthode de Liskovets qui, dans ce cas précis, s’avere particulierement efficace.

Enfin, le chapitre 4 est consacré a 1’étude des cactus m-aires. Nous
dénombrons d’abord les cactus m-aires non étiquetés, enracinés en un m-gone.
Par une bijection simple avec ’espece des arbres plans bicolorés dont tous les
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sommets noirs sont de degré m, et munis d’une aréte distinguée, on montrera

que le nombre |5, | de cactus m-aires non étiquetés, enracinés et comportant
k2

p polygones est donné par

I’éo 1 mp

Komsl = (m—Tp+1\ p

Il est bien connu que cette derniere formule coincide avec le nombre d’arborescen-
ces ordonnées m-aires comportant p sommets ([4]), exercice 3.2.1.10. Ceci nous
motive a établir, dans la deuxieme section, une bijection entre ces types de cac-
tus et d’arborescences. Viendra ensuite le dénombrement des cactus m-aires non
étiquetés et non enracinés en fonction du nombre de polygones. Pour y parvenir,
nous utiliserons une adaptation de la méthode de Liskovets au dénombrement
de cactus m-aires. On dénombre ensuite les cactus m-aires en fonction du
nombre de sommets de chaque couleur. Pour le cas enraciné, on fera appel
a une généralisation de la formule de Chottin, qui nous permettra de résoudre
une famille d’équations fonctionnelles de la forme

A; = 2,®0;(A),

ou, pour chaque 7, 1 <14 < m, la série A; = Ai(x1,22,...,2,) est une série a
m variables formelles et ou A; = Ay---A;_1A4;41--- A, Ceci nous permettra
d’extraire le coefficient approprié dans une expression de la forme

K®=A1Ay--- Ay,

Le dénombrement des cactus m-aires non enracinés selon le nombre de
sommets de chaque couleur pourra alors s’exprimer en fonction des cactus en-
racinés correspondants, en utilisant la méme adaptation de la méthode de Lis-
kovets. Pour terminer, nous étudierons les cactus m-aires en fonction de la
distribution des degrés des sommets de chaque couleur. Le cas enraciné a été
résolu dans ([11]) tandis que le cas non enraciné sera résolu toujours suivant la
méthode de Liskovets.



CHAPITRE 1

ESPECES DE STRUCTURES

Dans ce chapitre, nous présentons les notions de théorie des especes qui
nous seront utiles pour le dénombrement de cartes planaires a deux faces ainsi
que pour le dénombrement de cactus m-aires. On y définit les concepts d’espece
et de séries formelles associées. On se donne ensuite des opérations sur les
especes qui permettent de définir des especes plus complexes a partir d’especes
plus simples. On passe ensuite a une généralisation aux concepts d’especes
pondérées et multisortes. Notons qu’a moins d’avis contraire, tous les résultats
énoncés dans ce chapitre proviennent de ([4]).

1.1 Especes

Définition 1.1.1 Une espéce de structures F' est un foncteur
F:B—E

allant de la catégorie B des ensembles finis et bijections, vers la catégorie E des
ensembles finis et fonctions.

Si U est un ensemble fini et o : U — V est une bijection, ’ensemble F[U]
est appelé 'ensemble des F-structures sur I’ensemble sous-jacent U et la fonction
Flo] : F[U] — F[V] est appelée fonction de transport de F — structures le long
de la bijection o. Cette application doit satisfaire les conditions de fonctorialité
suivantes:

a) Pour toute bijection, 0 : U —Vetr : V—W, ona

F[rooc] = F[r]o F[o]. (1.1)

b) Pour I’application identité, Id;y : U — U, on a

Flldy] = W py. (1.2)



Exemple 1.1.2 Voici quelques exemples d’especes de structures. Pour les qua-
tre premiers, le transport de structures et la fonctorialité sont évidents.

a) L'espece F des ensembles, définie comme suit: pour tout ensemble fini U,

E[U] = {U}. (1.3)

b) L’espece vide 0, définie comme suit: pour tout ensemble fini U

o[U] =90, (1.4)

c) L’espece 1, caractéristique de I’ensemble vide, définie par

1[U]:{ (U}, siU =0, (1.5)

0, sinon.

d) L’espece X des singletons (de sorte X'), définie par

_ ) AU, siul =1,
X[U]_{ 0, si|U] # 1.

e) L’espece L des listes ou ordres totauz, définie comme suit: pour tout ensemble
fini U tel que |U| = n,

LIU] = {r :[n] — U | 7 est une bijection}, (1.6)

ou [n] est donné par

sin=0.

[n]:{é}ﬂ,...,n}, sin>1, (1.7)

Sio:U — V est une bijection, on pose
Liol(r)=0om. (1.8)

Par exemple, si U = {1, 2,3}, alors on écrit 7 sous forme de liste: =(1)7(2)7(3).
Ainsi, on a
L[U] = {123,132,213, 231,312, 321}.

Pour U = {1,2,3}, V. = {a,b,c}, et la bijection o : U — V, définie par
o(1) =a, 0(2) =b, 0(3) = ¢, la Figure 1.1 donne une illustration de la fonction
de transport L[o] : L[U] — L[V] le long de la bijection o.

f) L’espece S des permutations, définie par

S[U]={¢ :U =5 U : ¢ est une bijection}. (1.9)



U=1{1,2,3} L [U]={123,1§2,2}3,2§1,3:12,3:21}
o — ol

i YVY Yy vyvvvy

v={a,b,c} L [V ]={abc,acb bac bca,cab,cba}

Figure 1.1: Transport d’une L-structure le long de o.

6 O 2 | (1234)(56) 5 O 3

—_—

Figure 1.2: Réétiquetage d’une S-structure sur [6].

Le transport de structures le long d’une bijection ¢ : U — V est donné par

S[o](¢) =copoa™. (1.10)

La Figure 1.2 donne un exemple du transport de la S-structure ¢ =
(143)(26)(5) vers la structure S[o](y¢) = (142)(35)(6) via o = (1234)(56). On a
S[o](p) = opa™! = (1234)(56)(143)(26)(4321)(56) = (142)(35)(6). On constate
que le transport de la structure ¢ vers la structure S[o](¢) via la bijection o
revient a réétiqueter la structure ¢ suivant la bijection o.

g) Lespece C' des cycles orientés, (qui sont en fait des permutations n’admettant
qu’un seul cycle), dont la Figure 1.3 donne un exemple sur I'ensemble U = [6].

Le transport d’une C-structure le long d’une bijection est le méme que
pour l'espece §. La Figure 1.4 donne le transport de structures le long de o
dans le cas particulier ot U =V = {1,2,3,4} et 0 = (1234). O

Dans le cas ol le transport de structures s’effectue le long d’une bijection
o :U — U, on peut considérer ¢ comme un élément du groupe symétrique S.
On a alors une action du groupe symétrique Sgy sur 'ensemble F[U] comme le
démontre la proposition suivante.

Proposition 1.1.8 Soit F' une espéce de structures et U un ensemble fini.



r/ ‘l \
J
Figure 1.3: C-structure sur I'ensemble [6].

WY

-

(&
(g @3@
N

(¢

- /

Figure 1.4: Transport de C-structures le long de o = (1234).

Lespece F induit une action
Sy x F[U] — F[U]

du groupe symétrique Sy sur l'ensemble F[U].

Preuve Pour chaque s € F[U] et chaque ¢ € Sg7, posons
o5 Flo](s).

Par la condition de fonctorialité (1.1), on obtient, pour 7,0 € S,

T-(0-5) = 7 (Flo](s))

= (r0)-s.
La condition de fonctorialité (1.2) nous donne

1-s=1Idy-s= F[ldy](s) = ldgpn(s) = s,



et on a bien une action de Sg7 sur F[U]. 0

Définition 1.1.4 Soit F' une espeéce de structures. Deux F-structures s € F[U]
et t € F[V] sont dites isomorphes g'il existe une bijection o : U — V telle que
t = Flo](s). Un automorphisme d’une F-structure s € F[U] est une bijection
o:U — U telle que Flo](s) = s.

1.2 Séries formelles associées

Il y a trois séries principales associées & une espece F.
1. La série génératrice (exponentielle) de F, notée par F(z), qu’on utilise
pour I’énumération de structures étiquetées.

2. La série génératrice des types de F, notée par ﬁ($>, utilisée pour I’énumé-
ration de structures non-étiquetées.

3. La série indicatrice de cycles de F, notée par Zp(z1,x2,...), qu’on utilise
comme outil général d’énumération.

Pour une espece de structures donnée F', I’ensemble des F-structures sur
[n] sera noté par F[n] au lieu de F[[n]].

1.2.1 Série génératrice

Définition 1.2.1 Soit F' une espece de structures. La série génératrice F(z)
associée a I est la série formelle

Fie) = 3 IO, (111)

ot |F[n]| est le nombre de F-structures (étiquetées) sur I’ensemble [n]. Cette
série est également appelée la série génératrice exponentielle de F'.

Exemple 1.2.2 Pour les especes 0, 1, X, I/, [, § et C définies a ’Exemple
1.1.2,0on a 0(z) = 0, 1(z) = 1, X(2) = z, et sachant que |F[n]| = 1, |L[n]| =
STnll = nt et |Clu]| = (n — 1),

B =Y L= (1.12)

L(z)=8(z) = Z nl— = T (1.13)
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et

Cle)= Y (n- 1)1% — log (i) , (1.14)

n>1

oll log = log, désigne le logarithme naturel, qu’on définit formellement par

1 x”
log<1_$) _;;. (1.15)

1.2.2 Série génératrice des types

Définition 1.2.3 Soit F une espece de structures. La série génératrice de types
F(z), associée & F, est la série formelle

F(z)=Y"|F[n]/ ~ | 2", (1.16)

n>0

ou F[n]/ ~ désigne I’ensemble des classes d’équivalence de I'ensemble F[n]
sous la relation d’isomorphie, notée par ~. Ainsi, pour toutes F-structures
s,t € Fln], on a s ~ t 8l existe une bijection o : [n] — [n] telle que s = F[o](t).
Chaque classe d’équivalence sous la relation sera appelée une F-structure non
étiquetée. Cette terminologie est justifiée par le fait que dans la plupart des
exemples concrets, le transport se fait par réétiquetage des structures. La série
F(z) donne donc le dénombrement des F-structures non étiquetées. Pour sim-
plifier I’écriture, on écrira simplement F, au lieu de F[n]/ ~.

Exemple 1.2.4 Pour les especes 0, 1, X, I/, L, § et ' décrites a I'Exemple
1.1.2,0on a 0(z) =0, 1(z) = 1, X(2) = = et, sachant qu’il n’y a qu’une seule F/,
L ou C-structure non étiquetée sur n sommets,

fe)=Ba)= Y a" = 1; (1.17)
et _ -
Clz)=) a" = — (1.18)

Pour I'espece S des permutations, on remarque que la classe d’équivalence d’une
permutation s € S[n] est compleétement déterminée par son type cyclique, qui
correspond a un partage de I'entier n. Ainsi, on a

S) =Y pmem = [ ﬁ (1.19)

n>0 >1

ot p(n) désigne le nombre de partages de 'entier n. On remarque que L(z) =

S(x) mais que L(z) # S(z).
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1.2.3 Série indicatrice des cycles

Définition 1.2.5 Soit F une espece de structures. La série indicatrice de cycles
de F, notée par Zp(z1,22,...), est définie par

1 H a a
ZF($17$27...):ZH Z |Fix Flo]| 2] 23?---, (1.20)
n>0 cESy
ou |Fix F[o]| désigne le nombre de F-structures sur [n] laissées fixes sous I'action
de la bijection ¢ :[n] — [n], et ou o; désigne le nombre de cycles de longueur
v dans o.

Remarque 1.2.6 On se convainc facilement que le nombre |Fix F[o]| ne dépend
que du type cyclique de . Puisque le nombre de permutations ayant un type
cyclique donné (nq,ng,...) est

n!
17 n1!2”2 n2!3”3 n3! .

oll ny+2ny + 3ns+ -+ = n, n; désignant le nombre de cycles de longueur . On
peut alors écrire Zp, la série indicatrice de cycles de I'espece F' sous la forme
suivante:

R eI
1™ n1! 212 n2! 373 n3! cat
(1.21)

ou |Fix F[ny, ng, ns,...]| désigne le nombre de F-structures sur [n] laissées fixes

Zr(xy, 22, 23,...) = Z |Fix F[ny, ng, ng, .. .|
n1+2ng+3nz+--<co

sous l'action du réétiquetage induit par une permutation o donnée de type
(nl, Ny, N3, .. )

Exemple 1.2.7 Pour les especes 0, 1 et X, ona Zg =0, 71 =1, Zx = z;.
Pour I’espece F des ensembles, en utilisant (1.21) et que |Fix E[ny, n2, na, .. ]| =
1, quel que soit le type cyclique (ny, ng,ns,...), on obtient

Zp(x1,29,--7) = Z

n1+2n2+3nz+--<0o

R (122

ny _no N3
wl wz $3

1™ n1!2”2 n2!3”3 n3! s

= e
= exp(m+B+24+-1).

Exemple 1.2.8 Pour I'espece L des listes, on utilise plutot la forme (1.20). On
note que seulement ¢ = Idg, est susceptible de laisser une liste fixe. Or, toutes
les n! listes sont laissées fixes sous ’action de cet élément. On obtient alors

1
ZL($17$27...):Z$?: .
n>0 1—$1

(1.23)
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Exemple 1.2.9 Pour 'espece & des permutations, on utilise la forme (1.21).
On note que

|Fix S[ny, na, ng, .. .J| = 1" ny1272 ny! 3" ngt- - . (1.24)

En effet, considérons une permutation ¢ € §,, de type cyclique (nq,nq,...).
L’expression |Fix §[ny, na, ng3,.. ]| compte le nombre de permutations laissées
fixes sous la conjuguaison par o, de sorte que

[Fix Sni, o, ms, .. ]| = {p € S[n] | 0-990-_1 = ¢} (125)

Par une manipulation algébrique simple, et en intervertissant les roles respectifs
de S, et 8[n], on constate que

{p € Sn] [ opo™

Le membre de droite de cette derniere égalité donne le nombre de permutations
¢ € S, laissant fixe une permutation donnée o € S, de type (ny, ng, ns,...). Or,

"= ¢} = He eS| pop™! = o}

pour une telle structure, il y a n;! facons de permuter les cycles de longueur ¢
entre eux et chaque cycle de longueur 2 peut étre permuté circulairement de
facons. En multipliant ces facteurs, on retrouve le membre de droite de I’équation
(1.24). 11 s’ensuit que

—_ ni ,n2 ,ns
Zs(x1,22,...) = Z etey?ag® .-
n1+2ny+3ng+--<oo

- 10

(1.26)

11—z

Exemple 1.2.10 Pour l’espéce C' des cycles, on a

Zo(xy,29,...) = Z Z|F1XC | (' a2 ad® -

n>1 ! UES

= Z Y > «x(C =) 2] eP el

n>1 ! 0E€Sn peln]

ol Y est la fonction de vérité qui vaut 1 si son argument est vrai et 0 sinon.
Comme on ’a déja mentionné, le transport d’une structure ¢ € C[n] le long
d’une bijection o € §, s’effectue par conjuguaison de ¢ par o. Ainsi, pour
@ € Cln] et 0 €8,, donnés, on a

Chlol(p) = ¢ <= opo™" = .

-1

On se convainc facilement que oo™ = ¢ si et seulement si ¢ est une puissance

de ¢, d’on

ZC($17$27$37--- Z Z le gpk)?’...? (127)

n>1 apeC n] k=0
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ot (¢*); désigne le nombre de cycles de longueur i dans ¢*. On remarque que
la somme

n—1
Z x(lwk)lx(zwkb xgwk)s .
k=0

ne dépend pas d’un choix particulier d’une permutation cyclique ¢ € Cln].
Comme il y a (n — 1)! permutations cycliques de longueur n, on obtient alors

n

1 n—1
Zo(@1,22,23,...) = Z - Z 955%)195(2%)295&%)3 T (1.28)
n>1 k=0

ol v est la permutation cyclique v = (123---n). Il suffit alors d’étudier le type
cyclique de chaque puissance k de v, pour £ = 0,...,n — 1. On note que si
pgcd(n, k) = d, alors le type cyclique de ¢* est xi/d. De plus, pour chaque d,
diviseur de n, il y a ¢(d) puissances de ¢ admettant le type cyclique xi/d, ou ¢
est la fonction indicatrice d’Euler, c’est-a-dire

o(d)={i]1<i<d, ietdsont relativement premiers}|. (1.29)

Il en résulte que

n—1 k k k n
Z w(lw )196(; )296? Ja . _ Z¢(n/d)xi/d = Z(b(d)xd/d.
k=0

d|n d|n

On obtient alors

Zo(x1, 22, 25,...) = Z%ZCb(d)xS/d

n>1 " d|n
|yl e
k>1 k m>1 m
k 1
= Z (b; ) log .
1 1— 2

La série indicatrice de cycles de I'espece C' des cycles est donc donnée par

1
1—ap

Zo(xy,29,...) = Z@log (1.30)

k>1

a

Notons que les séries F(z) et F(z) peuvent étre déterminées  partir de
la série indicatrice de cycles Zp, comme 'indique la proposition suivante.
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Proposition 1.2.11 Soit F' une espéce de structures. La série génératrice F(x)
et la série génératrice des types F(x) satisfont

(1.31)

Preuve: Pour établir a), on substitue z a x; et 2; = 0 pour tout i > 2 dans
’équation (1.20). On trouve

1
Zr(2,0,0,...) = Z - (Z |Fix F[o] 27107207 - - ) )

n>0 " \o€S,

Or, pour chaque valeur de n > 0 fixée, 271072072 ... = 0, saufsioy =net o; =0
pour ¢ > 2. En d’autres termes, seule la permutation identité Idg, contribue &
la somme. Ainsi

1
Zp(2,0,0,...) = —=[FixF[ld,]] 2"
nzon‘
1 e
= > —|Fnlle
nZOn'
= F(2).

[’égalité b) découle simplement de la Proposition 1.1.3 qui affirme en
particulier que la donnée d’une espece F' induit une action du groupe S, sur
’ensemble F[n], et du lemme de Burnside (voir Théoreme 2.1.3). En effet, on a

1
Zp(e,2®a® ) = 30— 3 [Fix Flolla” 2?72 -
n>0 " 0€Sy
1 . .
= Zﬁ Z |Fix Flo]| «
n>0 " o€Sn
= > |F[n]/ ~ |a"
n>0
= Fl(z).

1.3 Isomorphisme d’especes

Définition 1.3.1 Soient F et G deux especes de structures. Un isomorphisme
de F vers (G est une famille de bijections arr : F[U] — G[U] satisfaisant la
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condition de naturalité suivante: pour toute bijection ¢ : U — V, entre deux
ensembles finis, le diagramme suivant commute

Oy
F[U] —> G[U]

Flo] Glo]

F[V] ——> G[V]
Ay (1.32)

Autrement dit, pour toute F-structure s € F[U], on doit avoir
Glol(av(s)) = av(Flo](s)).

Les especes I et (G sont alors dites isomorphes et on écrit F' = (G. La proposi-
tion suivante affirme que deux especes isomorphes admettent les mémes séries
associées.

Proposition 1.3.2 Soient I' et G deux espéces de structures. On a alors
Fe) = G(z),
FG = F(z)=G(), (1.33)

ZF($17$27 .. ) = ZG($17$27 .. )

Deux especes isomorphes possedent essentiellement les mémes propriétés
combinatoires, on écrira alors simplement F = G au lieu de FF =2 (. Notons
que puisque E(ac) + g(x), alors L # §. On verra plus tard des exemples
d’isomorphismes d’especes.

1.4 Opérations sur les especes

Les opérations sur les especes permettent de construire des especes plus
complexes a partir d’especes simples. Nous allons considérer ’addition, la mul-
tiplication, la composition (partitionnelle), la dérivation et le pointage.

1.4.1 Addition

Définition 1.4.1 Soient F et GG deux especes. [’espece F' + G, appelée somme
de F et (& est définie comme suit: une (I + G)-structure sur U est soit une F-
structure sur U, soit une G-structure sur U. Autrement dit, pour tout ensemble
fini U, on a

(F+G)[U]= FU]+ G[U] (union disjointe). (1.34)



16

Le transport de structures le long d’une bijection ¢ : U — V g’effectue comme
suit: pour toute F' + G-structure s sur U,

e = { G T e 159

On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.4.2 Etant données deux especes, I et G, les séries formelles
associées satisfont

a) (F+G)(x) = F(z)+ G(z),
b) (F+G)~(2) = F(z) + G (), (1.36)
C) Zreq = 2F+ Za.

Exemple 1.4.3 Toute espece de structures F' peut étre décomposée comme la
somme

F=FK+FHh+FKR+F+-- (1.37)

ou F,, l'espece F restreinte a la cardinalité n est définie comme suit: pour tout
ensemble fini U,

R ={ g G (0%

Par exemple, si I/ = (', 'espece des cycles, on obtient, en vertu de ’Exemple
1.2.10,

1 n
Zey, (21,22, 23,..) = EZ¢(d)xd/d. (1.39)
d|n

1.4.2 Multiplication

Définition 1.4.4 Soient F et GG deux especes de structures. IL’espece F -G,
aussi notée par F'G, appelée le produit de F et GG, est définie comme suit: une
(F - G)-structure sur U est un couple s = (f, g), ou

a) f est une F-structure sur un sous-ensemble Uy C U;

b) ¢ est une G-structure sur un sous-ensemble Uy C U;
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¢) (U, Us) est une décomposition de U, i.e., Uy UUy =U et UyNU; = (. On
écrit U = U1 + UQ.

En d’autres termes,

(Foo= Y FIx Gl (1.40)
U +U,=U

la somme disjointe étant prise sur tous les couples (Uy, Usy) formant une décompo-
sition de U. Le transport de structures le long d’une bijection ¢ : U — V
s’effectue comme suit: pour chaque (F' - G)-structure s = (f, g) sur U,

(F"-G)o](s) = (Flo1](f), Glo2](9)), (1.41)
ol 0; = oy, est la restriction de o a Uy, 1 = 1, 2.

Proposition 1.4.5 Soient I' et G deux espéces de structures. Les séries géné-
ratrices associées a lespéce I - G satisfont les égalités

a) (F-G)(z) = F(2)G(z),
b) (F-G)~(z) = F(2)G(), (1.42)

¢) Zra(rr,za,...) = Zr(r1, 22, .. ) Za(21, 2a, . . ).

Exemple 1.4.6 Considérons 'espece Der des dérangements, c’est-a-dire des
permutations sans points fixes. On a l'identité

S = F - Der, (1.43)

tel que décrit a la Figure 1.5. La Proposition 1.4.5 nous permet de déduire la
série génératrice Der(z) de I'espece des dérangements. En effet, on a

S(z) = = F(z) - Der(z) = €” - Der(z), (1.44)

d’ol
—

Der(z) = 16 (1.45)

j— x '
En multipliant les deux séries, on en déduit que le nombre |Der[n]| de dérange-
ments sur I'ensemble [n], est donné par

IDer[n]| = n! (1_%4_&_...4_ (_1)n) (1.46)

Remarquons que (1.46) peut également étre obtenue en utilisant la méthode
d’inclusion-exclusion.
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GO

- J

DC}

Figure 1.5: S = F - Der

1.4.3 Composition partitionelle

Définition 1.4.7 Soient F et G deux espeéces de structures telles que G[()] =0
(i.e. I'espece G n’admet pas de structure sur I'ensemble vide). I’espece F o GG,
également notée par F(G) et appelée la composée (partitionnelle) de G dans F,
est définie comme suit: une F o G-structure sur U est un triplet (7, ¢, ), ou

a) 7 est une partition de U;

b) ¢ est une F-structure sur les classes de 7;

¢) ¥ = (¥p)per, o pour chaque classe p de la partition 7, v, est une G-

structure sur p.

Autrement dit, pour chaque ensemble fini U,

(FoG)[U] = > Flx] x [[ Glpl. (1.47)

7 partition de U peET

la somme (disjointe) étant prise sur I’ensemble de partitions = de U. Le transport
de structures le long d’une bijection ¢ : U — V s’effectue comme suit: pour
toute (I o )-structure s = (7, ¢, (p)per) sur U, on pose

(FoG)o](s) = (7, @, (Vo)per)s (1.48)

ol

i) 7 est la partition de V obtenue par le transport de 7 le long de o,

ii) pour chaque p = o(p) € 7, la structure 7; est obtenue de la structure 7,
par le transport de G-structures le long de o|,,
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iii) la structure @ est obtenue de la structure ¢ par le transport de F-structures
le long de la bijection ¢ : # — 7 induite par o.

Le passage de 'espece F' oG aux séries génératrices et indicatrice est plus
délicat que dans le cas de ’addition ou la multiplication. En effet, bien que la
formule

(FoG)(x) = F(G(z))

soit valide, I'identité correspondante dans le cas non étiqueté, n’est pas valide
en général:

(FoG)™(x) # F(G(x)), (1.49)

Voila pourquoi la série Zp a été introduite; elle permet entre autres d’obtenir
une expression pour (FoG)™~(x), comme l'indique le théoreme suivant.

Théoréme 1.4.8 Soit F et G deux espéces de structures telles que G[0] = (.
Les séries associ€es a 'espéce F o (G satisfont les égalités

a) (FoG)(z)=F(G(x)),
b) (FoG)~(z) = Zp(G(z),G(x?),G(2%),.. ), (1.50)

¢) Zroc(x1,22,...) = Zr(Za(x1, 22, ...), Za(®2, 24y .. ),y .. ).

La série indicatrice donnée dans la derniere équation du Théoreme 1.4.8
est appelée substitution pléthystique de Zg dans Zg, et est notée par Zp o Zg

(ou Zr(Za))).

Définition 1.4.9 Soit f = f(z1,x2,23,...) et g = g(21, 22, ¥3,...) deux séries
formelles. La substitution pléthystique f o g est définie par

(fog)(x1,22,23,...) = f(91,92,93,-- ), (1.51)
ol
gk = g(Tk, ok, T3k, .. .), k=1,2,3,---. (1.52)
Exemple 1.4.10 L’espece S satisfait 1’égalité
S=Fo(C. (1.53)

Autrement dit, une permutation est un ensemble de cycles. Le Théoreme 1.4.8 ¢)
nous permet d’écrire
Zs = ZgoZo,
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ce qui, d’apres les équations (1.22) et (1.26), se traduit par

1 1
I - :exp(z EZc(wk,ka,xgk,...). (1.54)
> T k>1

En prenant le logarithme de chaque membre de I’équation précédente, on obtient

Zlog = Z ZC (Ths Tok, T3k, - - ). (1.55)

i>1 Li k>1

On utilise alors le fait suivant: Etant données deux séries a = a(xy, x9,23,...)
et b = b(x1,x2,23,...), et en utilisant la convention d’écriture (1.52), on peut
montrer que

b_z —ay <:>a_2'u bis (1.56)

k>1 k>1

oll u est la fonction d’inversion de Moebius. On obtient alors une seconde
démonstration de la formule (1.30).

1
Zo(x1,22,23,...) = Z'u Zl g7
m>1 k>1 — Tk
1 n 1
= > =Y du(-)log 1.57
a1 d 1-x, ( )
S 1—x,

ot on a utilisé le fait que ¢, la fonction d’Euler, définie par I’équation (1.29),

satisfait
= > du(;
d|n

Exemple 1.4.11 L’espece Ay des arborescences ordonnées, c’est-a-dire des ar-
bres munis d’un sommet distingué (la racine) et dont les fils de chaque sommet,
(en orientant les arétes a partir de la racine), sont enrichis d’une structure de
liste (ordre total). L’espéce Ay, peut étre aussi appelée I’espece des arborescences
L-enrichies. La Figure 1.6 illustre une structure d’arborescence ordonnée sur
I’ensemble [10]. En examinant cette figure, on voit que 'espece Ay, satisfait
I’égalité

A = XL(Ar). (1.58)

En effet, chaque fils de la racine devient lui-méme la racine d’une sous-
arborescence qui elle-méme, est une arborescence ordonnée. Pour déterminer le
nombre d’arborescences ordonnées (étiquetées) sur I'ensemble [n], on peut avoir
recours a deux techniques.



21

@

Figure 1.6: Aj-structure sur I'ensemble [10].

° Equation fonctionnelle

En utilisant la Proposition 1.4.5 et le Théoreme 1.4.8, on obtient

x
A =zL(A = — 1.59
o) = 2142 (0)) = T (159
d’ot

Aj(2) — Ap(z) +2 =0, (1.60)

qui est de la forme ay? 4 by + ¢ = 0. La solution est donc donnée par

1++v1-4

Ap(e) = LEVIZAT (1.61)

2
Pour développer I'expression /1 — 4z, on utilise la formule générale du binéme:

u+@“=§:Ma_Dm_2{«a_"+Dﬂ. (1.62)

n>0

En appliquant cette formule a I’expression /1 — 4z, on trouve
1{2n—2
V1—4x:1—2§:—(7l )x% (1.63)

Pour que les choses soient cohérentes, a savoir, que le terme constant soit nul
et que les autres coeflicients soient positifs, on doit utiliser le signe “—” dans
I’expression (1.61). Apres simplification, on obtient

2 n>1

1 (Qn)
Cp =
n+1\n

Ap(z) = (1.64)

ol
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est le pieme

ordonnées étiquetées sur I'ensemble [n] est donné par

nombre de Catalan. Finalement, le nombre |Az[n]| d’arborescences

|Ar[n]| = nl[2"]AL(2) = nle,—q, (1.65)
ou [#"] AL (x) désigne le coefficient de 2™ dans A, ().

e Inversion de Lagrange

Soit une série Y = Y (2) satisfaisant I’équation fonctionnelle Y = 2 R(Y),
ol R est une série donnée et F’, une série quelconque, alors on a

1
T n

En appliquant la formule (1.66) avec Y = Ay, R(z) = L(z) = 1/(1 — z) et
F(z) = z, on trouve

W F(Y () =~ F (R (1), (1.66)

1
[x™ AL (2) = E[t”_l](l —1)7". (1.67)
Apres calculs, on obtient de nouveau
["]AL(%) = ch1. (1.68)

En multipliant chaque membre de I’équation précédente par n!, on trouve I’équa-
tion (1.65) Plus généralement, on trouve

[x”]A%(x):%(Qn_a_l)— o (Qn—oe)‘ (1.69)

n— o 2n — « n

a

1.4.4 Dérivation

Définition 1.4.12 Soit F une espece de structures. L’espece F’, aussi notée
%F(X)7 appelée la dérivée de F, est définie comme suit: Une F’-structure sur
U est une F-structure sur Ut = U U {x}, o x = %y est un élément choisi
en-dehors de U. Autrement dit, pour chaque ensemble fini U, on pose

F'[U] = F[UT], ou Ut =U+ {x}. (1.70)

Le transport le long d’une bijection ¢ : U — V est défini comme suit: pour
toute F'-structure s sur U,

Flo)(s) = Flo*](s), (1.71)
ot ot : U+ {*} — V + {*} est ’extension canonique de ¢ obtenue en posant

ot (u) =ca(u), siuclU, et ot(x) == (1.72)
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Proposition 1.4.13 Soit F' une espéce de structure. Les séries associées a
Uespéce F' satisfont

b) F'(a) = (52:7r) (2,222, (1.73)

C) ZF/($17 T2, T3y .. ) = %1ZF($17 T2, T3y .. )

Exemple 1.4.14 [’espece C' des cycles orientés satisfait 1’égalité
C'=1, (1.74)

illustrée a la Figure 1.7. En effet, ’endroit ol se trouve le sommet externe x,
nous indique ol couper le cycle, de facon a obtenir une liste. Ceci est cohérent
avec ce qui se passe au niveau des séries:

d d 1 1
"(2) = — =—1 = = L(z). 1.
C'(2) = T-Cla) = —log—— = —— = L(z) (1.75)
( 7 ( 7
C a c a
€ d € d
b
- b J - J

Figure 1.7: C' = L.

1.4.5 Pointage

Définition 1.4.15 Soit F une espece de structures. L’espece F*, appelée F
point, est définie comme suit: Une F*-structure sur U est une paire s = (f, u),
ol

i) f est une F-structure sur U,

Pe

ii) u € U (un élément distingué)

La paire (f,u) est appelée une F-structure pointée (pointée a I’élément distingué
u). En d’autres termes, pour tout ensemble fini U,

F*[U] = F[U] x U  (produit cartésien d’ensembles). (1.76)
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Le transport le long d’une bijection ¢ : U — V est défini comme suit: pour
toute F*-structure s = (f, u) sur U,

F*lal(s) = (Flo](f), 0 (u)), (1.77)

Proposition 1.4.16 Soit F' une espéce de structures. Alors F* = XF', de
sorte que les séries associées a l'espéce F'* satisfont

a) F*(z) =adF(a),
b) Fe(z) =2 (5% 7F) (2,2%0%,..), (1.78)

c) Zpe(xy,29,235,...) = $1%Zp(x1,x2,x3, Sl

1.5 Espeéces asymétriques

Définition 1.5.1 Soit F' une espeéce de structures et s € F[U], une F-structure
sur I’ensemble fini U. La structure s est dite asymétrique si

Vo € Sy, Flo](s) =s = o =Idy. (1.79)

Autrement dit, une structure asymétrique s € F[U] n’admet aucun automor-
phisme non trivial. Mentionnons que la notion de structure asymétrique a été
étudiée dans ([16]).

Définition 1.5.2 Soit F' une espece de structures. La partie plate de F' est la
sous-espece F' de I’ définie comme suit: pour tout ensemble fini U,

F[U] = {s € F[U] | s est asymétrique}. (1.80)

On dit qu’une espece F est asymétrique si F = F.

Exemple 1.5.3 Les especes X, L et Ap sont asymétriques. En effet, c’est
trivial pour 'espece X. Pour l'espece L, il est clair qu’un réétiquetage non
trivial d’une liste revient a changer 'ordre de ses éléments, ce qui donne une
liste différente. Quant & l’espece Ay, on peut raisonner récursivement: tout
automorphisme d’arborescence ordonnée doit préserver la racine. Or, les fils de
la racine, étant enrichis d’une structure de liste, doivent donc eux-mémes rester
fixes, car 'espece L est asymétrique. On applique alors le méme raisonnement
a chaque sous-arborescence issue de chacun des fils de la racine.
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Le fait qu’une espece I soit asymétrique revient a dire que chaque classe
d’isomorphie de F-structures sur [n] contient exactement n! structures. Autre-
ment dit,

(P[]l = Y| F[n)/ ~ | = n!| 5, (1.81)
de sorte que

Fa)=Y |F[n]|$n—7: -y nz|ﬁn|2—f — Fla). (1.82)
n>0 ’ n>0 ’

La réciproque est également vraie, et on a le résultat suivant:

Proposition 1.5.4 Soit F' une espéce de structures. Alors F est asymétrique
si et seulement si

F(z) = F(z). (1.83)

a

1.6 Especes pondérées

Définition 1.6.1 Soit K C C, un domaine d’intégrité et A un anneau de séries
formelles en un nombre arbitraire de variables a coefficients dans K. Un ensemble
A-pondéré est un couple (A, w), o A est un ensemble (fini ou infini) et

w: A— A

est une fonction qui, & chaque élément a € A, associe un poids w(a) € A. Sila

somme
AL, 3™ w(a)
a€EA

existe, alors on dit que I'ensemble pondéré (A, w) est sommable et |A|, est
appelée "inventaire (ou le poids total) de I'ensemble pondéré (A, w).

Définition 1.6.2 Soient (A, w) et (B, v) deux ensembles A-pondérés. Un mor-
phisme d’ensembles A-pondérés

[ (A w) — (B,v)

est une fonction f : A — B qui préserve les poids, autrement dit, telle que
w=wvo f. De plus, si f est une bijection, alors f est appelée un isomorphisme
d’ensembles A-pondérés et on écrit alors (A, w) ~ (B, v). Observons que

(A, w) > (B,v) = |Al = |Bl,.
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Définition 1.6.3 Une espece pondérée F' = F), est un foncteur
F, :B—>Ey

allant de la catégorie B des ensembles finis et bijections vers la catégorie E 4
des ensembles A-pondérés sommables et morphismes d’ensembles A-pondérés.
Autrement dit, pour chaque ensemble fini U, on a une fonction de poids

wy: F[U — A
5 = w(s)

faisant de (F[U], wr) un ensemble A-pondéré sommable. De plus, pour toute
bijection o : U — V, le transport de structures

Flo] = (F[U], wy) — (F[V], wy)

le long de ¢ est un morphisme d’ensembles A-pondérés.

Définition 1.6.4 Soit F = F,, une espece de structure A-pondérée. La série
génératrice de Fy,, notée F,,(x) est la série formelle exponentielle a coefficients

dans A, définie par
xn
Fy(e) = |Flnllw =, (1.84)
o n!

ou |F[n]|,, désigne le poids total des F-structures sur [n]. La série génértatrice
des types de F,, est définie par

Fy(z) =3 |Fn]/ ~ |wa”, (1.85)

n>0

ol ~ est la relation d’isomorphie donnée a la définition 1.2.3. L’expression
|F[n]/ ~ | nous donne donc le poids total des F-structures non étiquetées sur
n éléments. La série indicatrice de cycles de F,, est définie par

1 . a a a
Zr, (1,22, 23,...) = Z p} Z |Fix Flo]| 2] 252 25" -« -, (1.86)
n>0 " oc€eSy

ou Fix F[co]|,, est le poids total des F-structures laissées fixes sous le transport
de structures F[o].

Exemple 1.6.5

a) Considérons ’espece S, des permutations pondérées par un compteur de
cycle. C’est-a-dire que, pour tout ensemble fini U, on a une fonction

wy  S[U] — Cla],



27

défini par w(s) = o) of pour s € S[U], cyc(s) désigne le nombre de cycles
de la permutation s. La Figure 1.8 nous donne un exemple d’une permutation
s sur [10] de poids a?, i.e. w(s) = a*. La série génératrice associée, S,, (), est
donnée par
e
Swlz)=1+ Z Z c(n, k) 2", (1.87)
n>1 k=1

ot ¢(n, k) est le nombre de permutations de [n] ayant k cycles. On a en fait
c(n, k) =|s(n, k)|, ou s(n, k) désigne le nombre de Stirling de premiere espece.

Remarquons que si s = (f, g) est une F,, - G,-structure, alors son poids
w(s), est donné par

w(s) =w(f)v(g), (1.88)

tandis que si s = (7, f, (vp)per) st une I, o GG,-structure, alors son poids w(s),
est donné par

w(s) = w(f) H v (7). (1.89)

peT™

Une autre facon de voir les choses consiste a considérer 'espece C, c’est-a-dire
des cycles orientés de poids a. On a alors

Sy =FEoC,, (1.90)

de sorte qu’au niveau des séries, on obtient une forme alternative pour I’expression

de Sy ().

Sw(z) = exp (alog ) =(1-2)" " (1.91)

1—=2

Figure 1.8: Permutation s sur [10] de poids a?.

L’espece S, admet la série génératrice de types suivante:

Sulz) =1+ Zn:p(n, k)ak 2, (1.92)

n>1 k=1
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ou p(n, k) désigne le nombre de partages de n en k parts.

b) Soit (ry,rg,rs,...) une suite de variables formelles. I.’espece pondérée L,
associe le poids rg41 & une liste de longueur k. Cette espece intervient dans le
dénombrement des arbres plans selon la distribution des degrés des sommets et
nous sera également utile ultérieurement pour le dénombrement des cartes. La
Figure 1.9 donne un exemple d’une liste de longueur 5 et de poids rg. L’espece
L, peut étre décomposée comme la somme

Lyp=1, 4+ X, + X2+, (1.93)

ol X;?nH dénote 'espece des listes de longueur n, de poids r,y1. L’espeéce L,
est asymétrique, de sorte que

Lo(2) = Lo(2) = ry 4 rox 4 raa® + rya® 4+ - - -. (1.94)

3 4 5 1 2
o0 o 0 °
r

6

Figure 1.9: Liste de longueur 5 et de poids rg.

On note que dans le cas d’especes pondérées, les Propositions 1.4.2 et 1.4.5
sont encore valides: il suffit d’y remplacer les especes I et G respectivement par
F,, par G,. Le cas de la substitution d’especes pondérées est plus délicat. On
introduit d’abord la notion de substitution pléthystique dans le cas d’especes
pondérées.

Définition 1.6.6 Soient F,, et (G, deux especes pondérées telles que G, [0] =
0. La substitution pléthystique de Zg, dans Zp,, dénotée par Zp, o Zg, (ou
75, (Za,)) est définie par

Zr, 0 Za, = Zr,(Za,)1, (Za,)2, (Za,)s, - - ) (1.95)

N déf
otl, pour k = 1,2,3,..., (Zg,)r(z1,29,23,...) = 76, (Tk, T2p, T3k, - - ), la fone-

tion de poids v* étant définie par v*(s) = (v(s))¥, pour une G-structure pondérée

s € G[U].

On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 1.6.7 Soient F,, et G, deux espéces pondérées telles que G, [0] = 0.
Alors
a)  (FyoGy)(z) = Fu(Gy(2)),

b) (FuoG) (@) = Zr, (Gule), G (22),Ge (a%), .. ), (1.96)
C) ZFwon = ZFw o ZGv-

a

1.7 Espeéces multisortes

Définition 1.7.1 Soit k& > 1 un entier. Un multiensemble (avec k sortes)
d’éléments est un k-uplet d’ensembles

U= (U,....U.

On dit aussi que U est un k-ensemble. Un élément v € U; est appelé un élément
de U de sorte i. La multicardinalité est le k-uplet de cardinaux

|U| = (|U1|7 |U2|7 ey |Uk|)
Le cardinal total de U est la somme

WUl = [0 + U] + -+ | Ukl

Définition 1.7.2 Une multifonction f de (Uy,...,Uy) dans (Vi,..., V), déno-
tée par

f:(Uh...,Uk) — (Vl,---7Vk)7

est un k-uplet de fonctions f = (fi, fo,..., fr) tel que f; : Uy — V}, pour
t=1,...,k. La composition de deux multifonctions se fait composante a com-
posante. La multifonction f est dite bijective si chaque fonction f; est bijective.

Définition 1.7.3 Soit & > 1 un entier. Une espéce a k sortes est un foncteur
F allant de la catégorie des multiensembles finis et bijections vers la catégorie
des ensembles finis et fonctions, c’est-a-dire, une regle F' qui

i) produit, pour chaque multiensemble fini U = (Uy, Uy, ..., Ug), un ensemble
fini
FlUy, ..., U,

ii) produit, pour chaque multifonction bijective
o= (01,02,...,0%) : (U1,Usy...., Ux) — (V1, Vo, ..., Vi),
une fonction

Flo]l = Floy,09,...,0%] : FlUy,..., U] — F[Vi,..., Vi].
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De plus, les fonctions F[o] doivent satisfaire les conditions de fonctorialité, c’est-
a-dire que, pour toute bijection ¢ : U — V et 7 : V. — W, et pour la
multifonction identité Idy : U — U, on a
a) F[roo]= F[r]o Flo],
(1.97)
b)  Flldy] = Idgpn-

Un élément s € F[Uy,...,Ug] est appelé une F-structure sur (Uy,...,U). La

fonction Floy, ..., ox] est appelée transport de F-structures le long de (o4, ..., 0k).
Sit= Floy,...,0(](s), alors s et t sont dites isomorphes. Les classes d’équivalence
sous cette relation sont appelées F-structures non étiquetées. a

La prochaine définition concerne les especes a deux sortes, la généralisation
a des especes a k sortes étant immédiate.

Définition 1.7.4 Soit F' = F(X,Y) une espece a deux sortes. La série génératri-
ce F(z,y), la série génératrice des types F(x,y) et la série indicatrice de cycles
7 sont définies par

k
= > |Fn, k]| —k— (1.98)
n,k>0
ou |F[n, k]| est le nombre de F-structures sur [n, k] := ([n], [k]),
y)= > [Flnk]/ ~ "y, (1.99)
n,k>0

ou |F[n,k]/ ~ | est le nombre de structures non étiquetées sur [n, k], et

S ZF($17$27$37-- SY1 Y25 Y35 - )
= Z Z |Fix Flo, t]|a{" 25 - -y ys? - - - (1.100)
nk>0 ! oESn
TES

ou |Fix F[o, T]| est le nombre de F-structures sur [n, k] laissées fixes par le trans-
port le long de (o, 7).

On peut additionner, multiplier, substituer et dériver les especes multisor-
tes comme dans le cas des fonctions & plusieurs variables ([4]). Nous définissons
ici le cas général de la composition partitionnelle pour les especes multisortes.

Définition 1.7.5 Soit F' = F(Y3,Y5,...,Y,,) une espece a m sortes, (G;);=1,..m

une famille d’especes a k sortes. La composition partitionnelle F(Gy,Ga, ..., Gpm)
est une espece a k sortes définie en posant, pour U = (Uy, ..., Uy),
F(Gh,. o Galll= Y P x T1 G, (1.101)
mTEPar[U] Jj€[m]

x:m—[m] cex—1(y)
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oi1, pour chaque fonction y : # — [m], y~! désigne le m-ensemble

), (T (m))

associé a x. En termes plus descriptifs, une F(G1, ..., Gy,)-structure est une F-
structure dans laquelle chaque élément de sorte Y; a bourgeonné en une cellule
contenant une G;-structure. La substitution d’espéeces a deux sortes se comporte
comme suit devant le passage aux séries. La généralisation a plus de deux sortes
est immeédiate.

Proposition 1.7.6 Soient I' = F(X,Y), G = G(X,Y) et H = H(X,Y) des
espéces 4 deux sortes satisfaisant G(0,0) = 0= H(0,0). On a alors

a) F(G, H)(z,y) = F(G(z,y), H(z,y)),

b) (F(G,H))~(x,y) = Zp(G(z,y),G(2*y?),...; H(z,y), H(2?,y%),..)
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CHAPITRE 11

ESPECES QUOTIENTS

Le but de ce chapitre est de présenter le concept d’espece quotient et de
déterminer les séries formelles associées. Bien que le concept d’espece quotient
soit abordé ailleurs ([15]), ([18]) et ([4]), nos résultats sur les séries associées
sont inédits.

2.1 Actions de groupes

Définition 2.1.1 Soit Y un ensemble fini pondéré, c’est-a-dire muni d’une fonc-
tion de poids
w:Y — A,

ot A est un anneau de séries formelles (cf. définition 1.6.1) et G' un groupe fini.
Une action de G sur Y est une fonction

oag: GXY — Y

(9:9) = g-y (2.1)

satisfaisant les deux axiomes suivants: quels que soient ¢,¢1,92 € Get y €Y,

L ogi-(92-y) = (0192) - v,

(2.2)
2. lg-y=y, oulg,est’élément neutre de G.

De plus, ’action est dite pondérée si le troisieme axiome suivant est satisfait.

3. w(g-y) = w(y). (2.3)

a

Pour un élément y € Y, I'orbite de y sous 'action de G, qu’on notera G-y,
ou encore 7, est définie par

G-y={g-ylged}. (2.4)
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En vertu de 'axiome (2.3), tous les éléments d’une orbite ont le méme poids.
On peut donc définir le poids d’une orbite comme étant le poids d’un élément
quelconque de cette orbite:

déf
w(G-y) = w(y). (2.5)
L’ensemble des orbites de ’action de G sur Y, dénoté par Y /G, est défini par
Y/G={G y|lyeY} (2.6)
Le poids total |Y /G|, ou I'inventaire, de 'ensemble des orbites, est donc

YV/Glo= ) w(@. (2.7)

yeY/G

Si la fonction de poids est triviale, i.e. associe le poids 1 a tout élément de
Y, alors I'expression (2.7) est simplement le nombre d’orbites de I’action de G
sur Y. Pour un élément y € Y, le stabilisateur de y, dénoté par Stabgs(y) ou
simplement par &, est défini par

Gy={9€G|g-y=y}. (2.8)

On vérifie aisément que le stabilisateur de y € Y est un sous-groupe de G et on
a le résultat classique suivant.

Proposition 2.1.2 Soit G un groupe agissant sur un ensemble Y, alors la taille
de Uorbite de y € Y est donnée par
|G

G-yl =—, 2.9
63l = 5 (2.9

ot |G| désigne Uordre du groupe G. O

Le Théoreme de Cauchy-Frobenius, aussi appelé Lemme de Burnside, nous
donne un moyen de déterminer |Y/G|,, le poids total des orbites de ’action
de GG sur Y. On peut trouver une démonstration, par exemple, dans ([4]), p.

397).

Théoréeme 2.1.3 Le poids total des orbites de l’action pondérée d’un groupe
fini G sur un ensemble A-pondéré'Y est donné par

1

Y/G, =
/Gl =

> Fixy (g) |, (2.10)

geG

ot Fixy (g) désigne l’ensemble des éléments de Y qui sont laissés fizes sous
Paction de g € G. a
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Le concept de polynome indicateur de cycles nous sera également utile.
Nous en donnons ici une définition formelle.

Définition 2.1.4 Le polynome indicateur de cycles d’une action d’un groupe
fini G sur un ensemble fini Y est le polynéme Pg.y (y1, Y2, ¥s, - - .) en les variables
formelles y1, 42, ys, ..., défini par

1
PG:Y(yh Y2, Y3y -+ ) = @ Z yf(g)ly;b(gby?;(g)s B (211)
9eG

ot ¢(g); désigne le nombre de cycles de longueur i dans la permutation de YV
induite par 'action de ¢ € G.

L’étude des especes quotients nous amenera a considérer ’action simul-
tanée de deux groupes finis G et H sur un ensemble fini (A-pondéré) Y. On
exigera que les actions de G' et H commutent, au sens de la définition suivante.

Définition 2.1.5 Soient GG et H deux groupes finis agissant sur un ensemble Y.

On dit que les actions de GG et H commutent si, quels que soient ¢ € G,h € H
etyey,

g-(h-y)=h-(g-y). (2.12)

O

Lemme 2.1.6 ([4]) Soient G et H deux groupes finis. La donnée d’une action
a:(GxH)xY —Y

du produit cartésien G x H sur un ensemble fini Y est équivalente & la donnée
de deux actions ag : G XY — Y et ag : HXY — Y qui commutent. Le
lien entre 'action « et les deux actions ag et ap est donnée par

(9.h)-y=g-(h-y). (2.13)

Preuve: Partant de 'action o: (G x H) x Y — Y, on définit

ag:GXY — Y,
(9:9) = g-v,

par g -y et (g9,1m) - y. Montrons que a¢ définit bien une action de G sur Y.
Soient g1,92 € Y. On a

g1+ (92 y)
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de sorte que g1 - (92 - y) = (g192) - y. De plus, pour y € Y quelconque, on a
lo y= (e 1) y=laxn -y =y,

de sorte que 14 -y = ¥y, et on a bien une action de G sur Y. De méme, on peut
montrer que la fonction ag, donnée par

ag:HxY — Y,
(hvy) = h'y7

ou h - y = (1(;7 h) -y définit bien une action de H sur Y. Par ailleurs, on a

(9,h) -y (9 1m) (1, h)) -y
= (¢:1u) - ((0a, ) - y)
= (9,1m) - (h-y)
= g-(h-y)

On aurait pu également écrire

(9;h) -y = ((g;1m)(1a,h)) -y
= ((la:h)(g;1m)) -y
= (g h)-(g-y)
= h-(g-y),

et les actions de G et de H commutent, c’est-a-dire que g - (h-y) =h-(g-y).

Réciproquement, considérons deux actions ag : G XY — Y et ap :
H xY — Y qui commutent. On définit alors

a:(GxH)xY — Y,
((9:h),y) = (g:h)-y,

par (g,h)-y=g-(h-y). Prenons (g1, h1), (g2,h2) € G x H. On a alors
(91, 1) - (92, h2) - y) = (917h1) (92 (h2-y))

= g1~ (hi-(g2-(h2-y)))
= g1 (g2 (hn - (h2-y)))
= g1 (92 ((lh2) -y))

(9192) : ((h1h2) : )
(91927h1h2) Y
= ((917 hl)(!hv h2)) Yy

De plus,

laxm -y =g, lg)-y=1lc-(lg-y)=lc-y=y,
ce qui montre que « définit bien une action du produit cartésien G x H sur Y,
ce qui acheve la démonstration puisque (2.13) est vérifiée par définition. a
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Lemme 2.1.7 Soient G et H deux groupes finis agissant sur un ensemble fini
Y et dont les actions commutent. Alors Uaction de H sur'Y induit une action
de H surY/G, l'ensemble des orbites de l'action de G sur'Y . De méme, laction
de G sur'Y induit une action de G sur Y/H.

Preuve: On démontre la premiere assertion; la seconde s’en déduit par symétrie.
Soit y € Y et 7, I'orbite de y sous 'action de G. On définit

eg: HxY/G — Y/G,
(hvy) = h?,

par h -7 = h-y. Montrons d’abord que ¢y est bien définie, c’est-a-dire que si
U1 = Ua, alors h-y; = h - y3. Notons que si Yy = ¥z, c’est qu'’il existe go € G tel
que Y3 = ¢go - y1- On a alors

h-y = h'(QO'yl)
go- (h-y1)
= h'yh

de sorte que @ est bien définie. Reste & voir que gy est une action de groupe.
Soient hy,ho € H. On a

hi-(hy-y) = hy-(ha-y)

= hy-(hy-y)
= (h1h2) Yy
= (hihg) - 7.
De plus,
lg-y = lg-y
= Y
ce qui termine la démonstration. O

Lemme 2.1.8 ([10]) et ([4]), exercice A1.9.) Soient (i et H deux groupes dont
les actions pondérées sur un ensemble A-pondéré Y commutent. Alors, pour un
élément h € H, le poids total des éléments de Y/G laissés fizes sous action de
h est donné par

. 1 .
P, = g1 2 IFiv (0, (2.14)
geG

ot Fixy (g, h) désigne l'ensemble des éléments de Y qui sont laissés fizes sous
Uaction du couple (g, h), donnée par (2.13).
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Preuve: On va montrer que

Gl [Fisxyja(h)] =

Z |Fixy (g, h)

geG

Notons d’abord que pour y € Y et h € H fixés, ¢’il existe go € G tel que

h-y=go-y, alors

geGy g5

= g-(h-y) =y, (2.15)

ou (4, désigne le stabilisateur de y sous I'action de GG. En effet,

gEG, 95" = gg €G,

= (990)-y=y
= g9-(90-y) =y
— g-(h-y) =y.

Notons aussi qu’évidemment, |G| = |G, - g5 '|- Par définition, on a

G [Fixyya(h)|

Gl Y. w(®

yEFixy ¢ (h)

G D w(®

yeY/G: hy=y

Gl mw(@/)

yeY : h-y€y

—_

Gl > &y |w(y) (Proposition 2.1.2)
yeY :hyey ]

Z |Gylw(y)

yeY :h-yey

> w|Gg|

y€Y :3go:h-y=go-y

. wy) Y Xy

yey :h~y€y gEG

o> wyx(g-(h-y) =y)

gEG yEY < h-y€y

S w( (h-y)=y)

geEG yeY

SN w(y)x((g,h)-y) = v)

geEG yeY

Z |Fixy (g, h)],, -

geG

(h-y)=y) (.15
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Corollaire 2.1.9 Soient G et H deux groupes finis dont les actions pondérées
sur un ensemble A-pondéré Y commutent. Alors le poids total des orbites de
Uaction de H sur Y/G (cf. Lemme 2.1.7) est le méme que celui des orbites de
Uaction de G sur Y/H, ¢’est-a-dire que

Y/G Y/H
= 2.16
Preuve: Par le Lemme de Burnside, et le Lemme 2.1.8, on a
Y/G 1 1
—| = 2 IFixyya(h)]w = > > [Fixy(g,h)l,.
"ol 1 IHIIG et get
En inversant les roles de GG et H, on trouve également
Y/H 1
= Z Z |F1XY(g7h)|w
‘ G w |G||H| geG heH
O

2.2 Espéces quotients

Définition 2.2.1 ([15]), ([18]). Soit I' = F,, une espece de structure pondérée
et GG, un groupe fini. Supposons que les deux conditions suivantes soient satis-
faites.

1. Pour tout ensemble fini U, on a une action pondérée

G x F[lU] — FI[U],

(9,9) — g-s. (2.17)

2. Pour toute bijection ¢ : U — V, le transport de structures le long de o,
Flo] : F[U] — F[V], commute avec 'action de G, c’est-a-dire que, quels
que soient g € G et s € F[U], on a

g - (Flol(s)) = Flol(g - s). (2.18)
On dit alors que G agit de fagon naturelle sur F. Pour un élément s € F[U], on

dénotera par G- s (ou 3) son orbite sous 'action de G: s=G-s={g-s| g € G}.
On définit alors

(P[0 Y FlU)/G ={G-s|se FlU)} (2.19)
et
(F/G)o]: (F/G)UT— (F/G)[V], (2.20)
par
(F/G)[0)(G - s) ¥ G - Flo](s). (2.21)

Autrement dit, (F/G)[o](3) = Flo](s). O
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Remarquons que (F/G)[U] est ’ensemble des orbites de ’action de G sur
F[U] et que (F/G)[o] est bien défini. En effet, si s1,s2 € F[U] sont dans la
méme orbite sous 'action de G, i.e 57 = 53, c’est qu’il existe go € G tel que
89 = go - S1. On a alors

(F/G)lo](52) = G- Flo](s2)
= {g-Flo](s2) | g € G}
= {g-Flol(go-s1) | g € G}
= {g-(g0- Flol(s1)) | g € G}
= {(990) - Flol(s1) | g € G}
= G- Flo](s1)
= (F/G)[o](s1),

car {ggo | ¢ € G} = G. Ainsi, le résultat ne dépend pas du choix d’un
représentant d’une orbite. On a alors le résultat suivant:

Lemme 2.2.2 F/G ainsi définie est une espéce de structures.

Preuve: Il suffit de vérifier que F/G satisfait les conditions de fonctorialité
(1.1) et (1.2). Soit 0 : U — V et 7: V — W. Fixons s € F[U]. On a alors

(F/G)[reol(G-s) = G-Flroal(s)

Flr](Flo ]( )
F/G)[T]( Flo](s))
F/G)[T]((F/G)[ J(G- 5))
(F/G)[r]e (F/G)a])(G - s).
Ainsi, (F/G)[roo] = (F/G)[r]o (F/G)[o].

D
(F/G)d)(G -s) = G- F[ldy](s)
= (G-s
= /(G- s).

Ainsi, (F/G)[ldy] = 1d(z/q)m)- .

(
(
(

‘autre part,

On appelle F'/G l'espéce quotient de F' par G. Maintenant qu’on a établi
que F'/G est une espece, on peut déterminer les séries associées.

2.2.1 Série génératrice

Considérons G un groupe fini ayant une action pondérée et naturelle sur
une espece pondérée I = F,,. Par définition, la série génératrice de 'espece
quotient (I'/() est donnée par

(F/G)(z) =Y |(F/G)[n : (2.22)

n>0
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On se souvient que |(F'/G)[n]|,, désigne le poids total des orbites de ’action de G
sur F[n]. Pour le déterminer, il suffit d’utiliser le Théoréme de Cauchy-Frobenius
(Théoreme 2.1.3). On obtient

[(F/G)[1]|w =1 g%;JFIXF (2.23)

La proposition suivante découle de la combinaison des équations (2.22) et (2.23).

Proposition 2.2.3 Soit F' = F,, une espéce pondérée et G un groupe fini ayant
une action pondérée sur F. La série génératrice de 'espéce quotient F/G est

donnée par
n

(F/G) (= Z > [Fixpy, — (2.24)

gEG n>0
O

2.2.2 Série génératrice des types d’isomorphie

Soit F' = F,, une espece pondérée. Fixons U = [n]. On a déja remarqué a
la Proposition 1.1.3, qu’une espece F' induit une action du groupe symétrique S,
sur I'ensemble F[n]. Considérons maintenant un groupe fini G agissant de facon
naturelle sur I'espece I, c’est-a dire satisfaisant la relation (2.18). Les actions
des groupes (G et S,, commutent alors entre elles, et on peut appliquer la théorie
développée a la section 1 du présent chapitre.

Par définition, la série génératrice de 'espece quotient F'/G est donnée

par
(F/G)(x) = > (F/G)[n]/ ~ |wa", (2.25)

n>0

ou (F/G)[n]/ ~ désigne I'ensemble des classes d’équivalences de (F/G)[n]-struc-
tures sous la relation d’isomorphie. Rappelons que par définition, (F/G)[n] =
F[n]/G, autrement dit, une F//G-structure sur [n] est une orbite de I'action de
G sur F[n]. De plus, puisque S, agit également sur F[n], et que cette action
commute avec celle de GG, en vertu du Lemme 2.1.7, 'action de S,, sur F[n]
induit une action de S,, sur (F//G)[n] = F[n]/G, de sorte que (F/G)[n]/ ~ peut

étre vu comme ’ensemble des orbites de Iaction de S,, sur F[n]/G. On peut

alors écrire
Fn]/G

5| " (2.26)

(F/G)™(x) =)

n>0

w

Mais en vertu du Corollaire 2.1.9, avec H = §,,, on obtient

Flnl/S,

—a| e (2.27)

(F/G)~(x) =

n>0

w
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[’ensemble F[n]/S, correspond précisément aux F-structures non étiquetées
telles que décrites a la Définition 1.2.3, également dénoté par F,,. En vertu du
Lemme de Burnside, on a

|ﬁn/G|w: Z|F1x ) ws (2.28)
QEG

ol Fixz (g) désigne I'ensemble des F-structures non étiquetées sur [n] laissées
fixes sous I’action de g € G. 1l en découle la proposition suivante.

Proposition 2.2.4 La série génératrice des types d’isomorphie de [’espéce quo-
tient F'/G est donnée par

(F/G)~ Z Z |F1X 9)|w "™, (2.29)
gEG n>0

ou Fixp (g) désigne l'ensemble des F-structures non étiquetées sur [n] laissées
fizes sous lUaction de g € G. a

2.2.3 Série indicatrice des cycles

Considérons une espece pondérée ' = F,, sur laquelle agit de facon natu-
relle et pondérée un groupe fini G. Par définition, on a

Zria = Z Z |Fix (F/G)[o]],, =] x3?x5® . (2.30)
n>0 'UES

Or,
Fix (F/G)[o] = {5 € (F/G)[n] | (F/G)[o](5) =5},

ce qui, en termes d’action de groupe, se traduit par
Fix (F/G)[o] = Fixpp,) (o) = {5 € F[n]/G |0 -5 =5}.
En vertu du Lemme 2.1.8, on a
IFix gy /a(0) |G| > Fixppa)(9: 0) s
geG
de sorte qu’on peut écrire

AR |G| > Z > Fixpp (g, 0)|w 2] 23225 - -

g€l n>0 ! UES

- ZZ Z Z (o- 8)_3)xclr1xg2xg3...

gEGn>O ! 0E€Sn seF[n]



43

Notons que

Yoowls)= Y, [Sa-tlu(t),

s€F[n] teF[n]/Sn

ou la notation t€ F[n]/S,, signifie que ¢ parcourt un ensemble de représentants
des orbites de 'action de S,, sur F[n]. Or, F[n]/S, correspond précisément a

I’ensemble des F-structures non étiquetées sur n éléments, qu’on a dénoté par
F, On a alors

S, -t
ZF/G = ZZ Z | | Z (o-t)=1t) a2z -

gEGn>0teF ! ocESy
= |G| Z Z Z |Stab Z x(g =t) a{ 23?23’ -,
gEGn>O Sn oc€Sn

car on se souvient que le stabilisateur Stabg (¢) satisfait la relation

IS, n!

tabg (1) = - ,

Posons T(F) = U, F,, c’est-a-dire I’ensemble de toutes les F-structures non
étiquetées. Pour un élément g € GG et une F-structure s € F[n], posons

g-Stabg, (t) ={c €S, |g-(c-t) =t},

qu’on appellera le g-stabilisateur de s. On obtient alors la proposition suivante.

Proposition 2.2.5 Soit F' = F,, une espéce de structure pondérée et G un
groupe fini agissant de facon naturelle sur F. La série indicatrice de cycles de
lespéece quotient F/G est donnée par

Zria(@1, 2, 23,...) = Z Z |Stabg 0 )|w(t) Z AT LU
gEG teT(F oceg-Stabs, (1)

(2.31)

ol t parcourt toutes les F-structures non étiquetées et ou o parcourt le g-

stabilisateur de t. a
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CHAPITRE I11

DENOMBREMENT DE CARTES PLANAIRES

L’objet de ce chapitre est de dénombrer les cartes planes et sphériques a
deux faces, étiquetées aux sommets ou non, selon le nombre de sommets, selon
la distribution des degrés des sommets, selon la distribution des degrés des faces
et finalement, selon les distributions conjointes des degrés des sommets et des
faces. Il s’agit la de résultats entierement nouveaux, motivés par la classification
des fonctions de Belyi. Voir ([9]).

3.1 Cartes planes

Soit ¥ une surface compacte, sans bord, connexe et orientable dans R?.
Une carte m peut étre topologiquement définie comme étant une partition de 3
en trois classes finies (voir ([7]) et Tutte ([31])).

1. Un ensemble § de points: les sommets.

2. Un ensemble A de courbes de Jordan (courbes simples ouvertes homéomor-
phes a ]0, 1[) dont les extrémités sont des sommets: les arétes.

3. Un ensemble F de domaines simplement connexes: les faces.

Le genre g d’une carte m est le genre de la surface 3. 1l est donné par la formule
d’Fuler
S| = Al + [F]=2-2g.

Une carte de genre 0 est dite planaire. Ceci correspond au cas ol 35 est homéomor-
phe & une sphere orientée. Deux cartes sont dites équivalentes s’il existe un
homéomorphisme de 3 préservant ’orientation et envoyant I’'une sur ’autre. Un
automorphisme d’une carte est un homéomorphisme de ¥, préservant ’orientation,
qui envoie la carte sur elleméme. Du point de vue combinatoire, l'intérét
réside plutéot au niveau des classes d’équivalence de cartes qu’au niveau des
cartes elles-mémes, de sorte que lorsque ’on parle de carte, cela signifiera classe
d’équivalence de cartes & homéomorphisme (préservant 'orientation) pres.
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Une carte étiquetée aux sommets est un couple (m,§), ot m est une carte
et £ : §(m) — U est une bijection de I’ensemble de sommets de m vers un
ensemble fini U = {uy,us,...,u,}. Graphiquement, un étiquetage d’une carte
revient a attribuer les étiquettes uy a w, aux sommets de la carte. On peut
également considérer des cartes étiquetées aux arétes ou encore aux faces.

On définit une carte plane comme étant une carte planaire munie d’une
face distinguée, la face extérieure ou infinie. On peut voir une carte plane
comme étant une carte planaire avec un plongement spécifique dans le plan
orienté (sphere épointée). Pour bien faire la distinction, les cartes planaires
usuelles seront appelées sphériques.

3.1.1 Cartes planes a deux faces

Soit U un ensemble fini. Désignons par M[U] I’ensemble des cartes planes
a deux faces étiquetées aux sommets par les éléments de U. Considérons alors
une bijection ¢ : U — V. On définit alors la fonction

M[e]: M[U] — M[V]

(m,7) — (moom),

(3.1)

et on vérifie aisément que les conditions de fonctorialité (1.1) et (1.2) sont satis-
faites, de sorte qu’on peut considérer les cartes planes a deux faces comme une
espece de structures. On a alors le résultat suivant.

Proposition 3.1.1 L’espéce des cartes planes a deux faces, qu’on note par M,
satisfait Uidentité combinatoire

M = C(XL3(A7)). (3.2)

Preuve: Rappelons qu’une carte plane est une carte planaire munie d’une face
distinguée. La face interne sera considérée comme étant la premiere face et la
face infinie externe comme la deuxieme.

En observant la Figure 3.1, qui représente une carte plane a deux faces,
on voit qu’il s’agit d’un cycle orienté de structures que I'on peut facilement
identifier. Ces structures se décomposent elles-mémes, tel qu’illustré a la Figure
3.2. Puisque la structure est plongée dans le plan, cela induit un ordre total
(une L-structure) sur les arétes internes ainsi que sur les arétes externes de
chacun des sommets se trouvant sur le cycle. A Pautre extrémité de chacune de
ces arétes, se trouve un arbre plan planté, c’est-a-dire un arbre plan muni d’un
sommet distingué auquel est attaché une demi-aréte supplémentaire. La figure
3.3 donne un exemple d’arbre plan planté.

Or, un arbre plan planté n’est rien d’autre qu’une Ar-structure, telle que
décrite a I’exemple 1.4.11. En effet, la demi-aréte attachée au sommet distingué
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e

Figure 3.1: Carte plane a deux faces.

impose une structure de liste aux fils de ce sommet. Récursivement, la fibre
de chaque sommet dans cette structure est enrichie d’une structure de liste. Il
s’agit donc d’une Ap-structure.

Ainsi, une carte plane a deux faces peut étre vue comme un cycle orienté
de X L*(Ar)-structures, c’est-a-dire M= C'(X L*(Apr)). ]

Figure 3.2: Une X L2(Ay)-structure.

Le lemme suivant nous sera utile pour établir le lien entre un automor-
phisme d’une carte au sens topologique et un automorphisme d’une carte au
sens de M-structure. Le lecteur peut se référer a ([2]).

Lemme 3.1.2 A équivalence topologique pres, tout automorphisme périodique
non trivial, préservant lorientation de la sphére peut étre représenté par une
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Figure 3.3: Un arbre plan planté: une Ar-structure.

- /

Figure 3.4: Carte plane a deux faces, m, présentant un automorphisme d’ordre
2.

rotation autour d’un axe uniquement défini. a

Ceci implique, qu’a équivalence pres, tout automorphisme d’une carte
(plongée sur la sphere) peut étre décrit par une rotation d’angle commensurable
avec 7 autour d’un axe, laissant fixe une paire d’élements de la carte, chacun de
ces éléments pouvant étre, soit une face, soit une aréte, soit un sommet. Dans le
cas des cartes planes a deux faces, cela revient a dire que tout automorphisme
d’une telle carte peut étre décrit comme une rotation d’angle commensurable
avec 7 autour du centre de la face interne.

Le groupe d’automorphismes d’une carte plane a deux faces doit donc
nécessairement étre cyclique, et son ordre est un diviseur du nombre de sommets
se trouvant sur le cycle. Par exemple, le groupe d’automorphismes Aut(m) de
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la carte présentée a la Figure 3.4 est constitué de l'identité et d’une rotation
d’angle 7, d’ordre 2, i.e. Aut(m) = Z,.

Fixons U = [n]. Un automorphisme (au sens décrit a la Définition 1.1.4)
d’une M[n]-structure m, est une bijection o : [n] — [n] telle que M[o](m) = m.
Par exemple la carte illustrée a la Figure 3.4 admet

o= (1,4)(2,3)(5,13)(6,12) - - - (28, 40)

comme automorphisme (au sens de M-structure). On voit qu’une rotation
d’angle © autour du centre de la structure a le méme effet que le réétiquetage
induit par 0. On peut vérifier que tout automorphisme (au sens de M-structure)
sera toujours exprimé par une permutation réguliére, c’est-a dire, ayant tous ses
cycles de méme longueur. L’effet du réétiquetage induit par une telle permu-
tation sera le méme qu’une rotation rigide du plan autour du centre, de sorte
qu’on peut identifier automorphisme au sens topologique et automorphisme au
sens de M-structure.

Définition 3.1.3 Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes qui lui sont
incidentes. Notons qu’une boucle contribue de deux unités au sommet auquel
elle est attachée. Par exemple, le degré du sommet étiqueté 9 dans la carte m
illustrée a la Figure 3.4 est 4. Le degré d’une face est le nombre d’arétes que
I’on rencontre lorsque 'on effectue un parcours complet de la frontiere de cette
face. Par exemple, le degré de la face interne de la carte m de la Figure 3.4 est
16. O

3.1.2 Cartes planes étiquetées a deux faces

Partant de I’équation (3.2), et en utilisant la Proposition 1.4.5a et le
Théoreme 1.4.8 a, on obtient ’expression suivante pour la série génératrice M(z)
de I'espece des cartes planes a deux faces:

M(2) = ClaL*(Ar(2)) = Ce*LX(Ar(2)). (3.3)

Comme l'espece Ay, satisfait A, = XL(Ar) (cf. équation 1.58), de sorte que
Ar(xz) =xL(ArL(x)), on peut alors écrire

). (3.4)
_ -1 _ .
Sachant que C'(z) =log(1 —2)~" = szl x7/~, on obtient

M(z) =" M. (3.5)

v21 v
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Par inversion de Lagrange, on trouve

A?nw=:§:—41—(””‘27)fﬂ (3.6

m>Wm_7

et on en déduit que
- 2n
M[n]| = (n — 1)! . 3.7
mo = -3 () 1)

On peut montrer aisément que

- 2 1 2
o\ + v 2 n
d’ou la proposition suivante.

Proposition 3.1.4 Le nombre |M[n]| de cartes planes étiquetées a deux faces
sur l'ensemble [n] est donné par

|Mmu:<";1“(f”—(2ﬁ)7 (3.9)

Comme corollaire, on a

Af(x)\ 1 (., 2k
[*]log (LT) =5 ( - (k)) . (3.10)

3.1.3 Cartes planes non étiquetées a deux faces

Soit M,, I’ensemble des cartes planes non étiquetées sur » sommets. En
utilisant I’équation (3.2), et le Théoreme 1.4.8 ¢), et en adoptant la convention
d’écriture Zg(x1, 29, 23,...) = Zo(Zm)m>1, on obtient

M(z) = Zo (X3 (Ap)~ (™)) (3.11)

m>1 )

On vérifie aisément que I'espece X L%(Af) est asymétrique. Ainsi, en vertu de
la Proposition 1.5.4, on a

(XL*(AL)™(2) = (XL*(AL)) (w). (3.12)
En utilisant (1.30), qui donne la série Z¢, et (3.5), on trouve

M(z) =" @log (M) (3.13)

m
m>1 r
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Le nombre |M,| de cartes planes non étiquetées a deux faces admettant n som-
mets est alors donné par

En vertu de (3.10), on trouve

= s s (o ()

m>1 k>1
pme () e
n 9 d
- ke ()

d’ou la proposition suivante.

Proposition 3.1.5 Le nombre ||\~/|n| de cartes planes non étiquetées a deuz faces
sur n sommets est donné par

M| = %%ﬁ(%) (2” - (Qj)) . (3.15)

a

3.1.4 Cartes planes étiquetées a deux faces pondérés selon les
degrés des sommets

Soit (ry,rg2,7s,...), une suite infinie de variables formelles et m une carte
plane a deux faces. On considere la fonction de poids suivante wy, définie sur
I’espece M:

ws : M — C[rq,re,rs,...] (3.16)
m — rillr;l2r§3---, '
ol dj est le nombre de sommets de degré k& dans m. Par exemple, la carte
représentée & la Figure 3.4 a le poids w(m) = r{*rirSrir?. La distribution des
degrés des sommets est donc caractérisée par un vecteur d = (dy, dz,ds,...). On
pose

|d| = " dy et ||d]| = kdy; (3.17)
k k

ainsi, |d| et ||d|| représentent respectivement le nombre de sommets et le degré
total d’une carte. Notre but est de déterminer le nombre de cartes planes a deux
faces ayant une distribution des degrés des sommets donnée. Il est naturel de se
demander si, étant donnée une distribution d, il existe au moins une carte plane
a deux faces admettant une telle distribution. Il est bien connu (c.f. ([23]))
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qu’il existe un arbre ayant d comme distribution des degrés des sommets si
et seulement si ||d|| = 2|d| — 2. Comme tout arbre et tout graphe unicyclique
peuvent étre plongés dans le plan, on en déduit le résultat suivant pour les arbres
plans plantés et les cartes planes a deux faces.

Lemme 3.1.6 Soit d = (dy,ds,ds,...) # 0, avec d; entier > 0.

a) Il existe un arbre plan planté (voir Figure 3.3 ) admettant d comme distri-
bution des degrés des sommets si et seulement si

]| = 2|d| - 1 (3.18)

b) Il existe une carte plane a deux faces admettant d comme distribution des
degrés des sommets si et seulement si

]| = 2]d]. (3.19)

Preuve de a): Considérons un arbre plan planté et soit d, la distribution des
degrés des sommets correspondante. A Tlautre extrémité de la demi-aréte, on
ajoute un sommet, de sorte que la structure obtenue est un arbre plan ayant d’ =
d + & comme distribution des degrés des sommets, ou en général §;, désigne le
vecteur dont la k'*™¢ composante est 1 et dont les autres composantes sont nulles.
Par le résultat mentionné dans le paragraphe précédent, on a ||d’|| = 2|d’| — 2.
Autrement dit, ||d||+ 1 = 2(|d| + 1) — 2, et il en résulte que ||d|| = 2|d| — 1, ce
qui établit la nécessité.

Pour la suffisance, considérons un vecteur d satisfaisant ||d|| = 2|d| — 1.
Considérons alors le vecteur d’ = d + 8. On a alors ||d'|| = ||d|]| + 1 = (2|d] —
1)+ 1 =2(]d| = 1), et le vecteur d’ satisfait la condition ||d’|| = 2|d'| — 2. 1l
existe donc un arbre plan admettant cette distribution des degrés des sommets.
Il suffit alors d’y enlever une feuille et de conserver la demi-aréte correspondante.
La structure obtenue est un arbre plan planté ayant d comme distribution des
degrés des sommets, ce qui établit la suffisance.

Preuve de b): Par une démonstration tout a fait semblable & celle faite en
a), on montre qu’il existe un arbre plan biplanté, c’est-a-dire, planté en deux
sommets (pouvant coincider), si et seulement si la distribution des degrés des
sommets d, satisfait ||d|| = 2|d|. 11 suffit alors de relier les deux demi-arétes pour
obtenir une carte a deux faces. O

Lemme 3.1.7 Soitd = (dh dg, d37 . .), ] = (j17j27j37 . ) et h = (hh hg, h37 .. .),
trois vecteurs d’entiers > 0, avec d # 0, satisfaisant ||d|| = 2|d| et j+h =4d. 1
existe une carte plane a deux faces admettant d comme distribution des degrés
des sommets et telle que j corresponde a la distribution des degrés des sommets
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se trouvant sur le cycle et h corresponde a la distribution des degrés des autres
sommels si et seulement si

1L #0,
2. j1=0,
3. il =2l = h =0.

Preuve: La nécessité découle directement de la définition de carte a deux faces.
Pour la suffisance, supposons que les conditions 1, 2 et 3 soient satisfaites. Si
[I7]] = 27|, alors on a j; = j3+2j4+ 375+ --. Puisque j; = 0, alors |j| = jo > 0.
Par hypothese, h = 0, de sorte que j = d et |d| = ds et la carte correspondante
est un cycle de longueur |d|. Supposons maintenant que ||j|| # 2|j|. Alors h # 0.
Sinon, h = 0 = d = j et ||j|| = 2|j|. La premiére étape consiste a construire
une carte dont les sommets sur le cycle comprendront j; sommets de degré 2,
j3 sommets de degré 3, et ainsi de suite, les autres extrémités d’arétes étant
temporairement occupées par un sommet ouvert (voir Figure 3.5).

Il nous reste & combler les sommets ouverts suivant une distribution des
degrés correspondant a h. On a

hi = dy=ds+2dy4+ 3ds+--- (car d satisfait (3.19))
> J3+2js+3js+ -+ (carj+h =d) (320)
= sl = 2[5 >0
et ||7]] = 2|7| est le nombre de somets ouverts.

-

Figure 3.5: Construction d’une carte plane a deux faces.

Considérons le vecteur k = (hy — ||7|| 4+ 2|7+ 1, ha, hs, .. .). 1] est facile de vfifier
que |[8]] = I1dl] — 2113 + 2171 + 1 et [k = [d] — [ljll + 1+ 1. Done |kl = 20| - 1
et par le Lemme 3.1.6 (a), il existe un arbre plan planté dont la distribution des
degrés des sommets est k. Nous comblons un des ||j|| — 2|j| sommets ouverts
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par la racine de ’arbre plan planté avec k comme distribution des degrés des
sommets (la demi-aréte devient une aréte reliant la racine de I’arbre plan planté
a un sommet sur le cycle) et les sommets ouverts restants par des sommets de
degré 1. Dans ce cas, la distribution des degrés de sommets n’étant pas sur
le cycle sera h et nous obtenons ainsi une carte plane a deux faces ayant les
distributions désirées des degrés des sommets se trouvant sur le cycle et des
autre sommets, achevant ainsi la démonstration. a

La prochaine étape consiste a déterminer ’espece pondérée M,,, corres-
pondant a la fonction de poids wy donnée en (3.16). En fait, M,  peut étre
exprimée comme la composition suivante d’especes pondérées:

My, =C( > X, AnTH), (3.21)
m,k>0

ot X,, dénote I'espece des singletons de poids r; et A, est une version pondérée
de I'espece Ay, des arborescences ordonnées. Elle est maintenant définie par

A= X Lu(Ay), (3.22)
ol
Lp=1,+X,, + X2 + X} +-- (3.23)

est 'espece des listes pondérées par r; 1 pour une liste de longueur 7, ou encore
par

Ap = Xpy + Xy Apr + X A2+ X AS e (3.24)

En d’autres termes, A, est précisément ’espece des arbres plans plantés, pondé-

rée par les degrés. Par exemple, le poids de I’arbre plan planté de la Figure 3.3

7,3
est riry.

Soit My ’ensemble des cartes planes étiquetées a deux faces sur I’ensemble
n], ou n = |d|, et ayant d comme distribution des degrés des sommets. On a
b b y g

IMy| = n![rdxn]l\/lws (2), (3.25)

ol
d _ .di, do ds
r¢=ritry?rgt ... (3.26)

En développant (3.21), on trouve

My, (2)=C(X,, +2X,, A+ 3X,, A% + 4X,, A% 4 -+ ) ()

7 5 5 ~
= Z — (r2 + 2r3Au(x) + 3rq Az (z) + 4rs AL (2) + - - )
S (3.27)
v . . . . .
I (R ¢ L CHUPEREIEE
1 Y \J2yJ35 -

|7]=~
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Les nombres jo, js, . . . correspondent précisément aux nombres de sommets
sur le cycle, de degrés 2, 3, . .. respectivement. On voit que j; n’apparait pas dans
cette expression. Il est toujours nul, conformément a la condition 2 du Lemme
3.1.7. De plus, |j| = jo+Js+ - =7 > 0, ainsi j # 0, tel que stipulé par la
condition 1 du Lemme 3.1.7. On a aussi js+2754+3755+- - - = ||7]|=2l7] = ||7]|—27.
On peut alors écrire (3.27) sous la forme

Z . Z > ( ) (272374 ..yl A% (), (3.28)
y>1 a>0 |j] 0
[

Ty = 2l
(j) N (jl,jz,jg,...)' (3.29)

Dans cette somme, « représente le nombre d’arborescences ordonnées se
trouvant sur les pourtours interne et externe du cycle. Si o = 0, tous les sommets
sont alors sur le cycle. Dans ce cas, il y a (|d| — 1)! cartes planes étiquetées a
deux faces. On considere le cas ou a > 1. Par inversion de Lagrange basée sur
(3.22), on trouve

Z > () (3.30)

ﬁ>1 |h|=p
[|h]|=28—a

Ainsi, on a

ﬁ . "y
M., (z) = ﬁ(7)( )(2]33]4---)7‘]"' A (3.31)
%%M RCAVIANL

la somme étant prise sur o, 3,y > 1, |7 = v, ||jl| = o + 27, |h| = 5 and ||h|| =
23 — a. On peut écrire o, 3 et v en fonction de j et h, c’est-a-dire

a = ||jll = 2[5], 8 = |h| et v = [j], (3.32)

et on en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.1.8 Le nombre |My| de cartes planes étiquetées a deux faces sur
lensemble [|d|] et ayant d comme distribution des degrés des sommets est donné
par

0, si [|d[| # 2[d],
(ld] = 1!, st |d] = d,

|d|! Z ||‘]| ||h2||]| (|J|) (|Z|) 273374 ... autrement,
J J

7

IMg| = (3.33)

la somme étant prise sur tous les couples (j,h) tels que j+h = d,j # 0 et
=0 m
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3.1.5 Cartes planes non étiquetées a deux faces pondérées selon
les degrés des sommets

La fonction de poids ws donnée en (3.16) est encore valable dans le cas
non étiqueté. Soit My ’ensemble des cartes planes non étiquetées a deux faces
ayant d comme distribution des degrés des sommets. On a

IMg| = [r2l"M,,, (2). (3.34)
Il est évident que
oo ) 0, si|d]] # 2|d],
M| = { 1, si |d] = ds. (3.35)

On trouve alors

A>1

|\~/|ws($) = ZC (Z/\Xr;n+l($m)z42\r_,)lm($m))
m>1

(b( ) mA B 7
m)x m — m
= Z — Z /\rAHA(Ar,)m(x )
myy>1 my A>1
(3.36)
my . .
= Z % Z (7) (272374 .. -)rm]Az,/)m(xm)
m7%021 P)/ [21=~ ]
ll7ll=c+2v
_ Z Cb(m)oe Z (7) (ﬂ) (2j33j4 . .)rm(j—l—h)xm(w-l-ﬁ)’
m,w,a,ﬁZlmPyﬁ 7 J h
oll
rm(j-l—h) _ T(]1+h1)r£n(]2+h2) .
la somme étant prise sur tous les couples (j,h) tels que |j| = ~,||7|]| = « +

29, |h| = B et ||h]] = 28 — a. On veut extraire le coefficient de r?zll dans cette
expression. Soit d = m(j+h). On voit que m doit diviser toutes les composantes
de d, ce que I'on note par m € Div(d). On déduit également que |d| = m(y+f),
et le résultat suivant s’ensuit.

Proposition 3.1.9 Si ||d|| = 2|d| et |d| # dy, alors le nombre [My| de cartes
planes non étiquetées a deux faces ayant d comme distribution des degrés des
sommets est donné par

= 3 ¢(m)(||j||—2|j|)(|j|)(|2|)2j33j44j5...7 (3.37)

AT mllE

la somme étant prise sur tous les m € Div(d) et tous les couples (j, h) tels que

j+h=d/m,j#0etj =0. O
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3.1.6 Cartes planes étiquetées a deux faces selon la distribution
des degrés des faces

On considere la fonction de poids wy définie sur 'espece M des cartes
planes & deux faces. Soit m une telle carte. On définit

wy : M — C[s,t,u]
m — sk,

ol v, m et k dénotent le nombre de sommets se trouvant respectivement sur, a
Uextérieur et a l'intérieur du cycle. Par exemple, la carte m apparaissant a la
Figure 3.4 admet le poids s*#°0u®. La distribution des sommets sur, & I'extérieur
et a l'intérieur du cycle est caractérisée par un triplet (v, m, k).

Soit « le degré de la face externe et 3, le degré de la face interne. La
donnée du triplet (v, m, k) est suffisante pour déterminer le degré de chacune
des deux faces. En effet, chaque sommet a 'extérieur du cycle est incident a
exactement une aréte menant vers le cycle. Cette aréte apporte une contribution
de deux unités au degré de la face externe puisqu’elle est rencontrée deux fois
dans un parcours de la frontiere externe. Le méme raisonnement s’applique aux
sommets internes. Par ailleurs, il y a autant de sommets que d’arétes sur le
cycle. Chaque aréte se trouvant sur le cycle apporte une contribution d’une
unité au degré de chaque face. On a donc

a=v+2met §=7+2k. (3.38)

Ainsi, o+ 3 =2(y+ k + m) = 2n, ot n est le nombre de sommets de la carte.
On en déduit que « et § doivent avoir la méme parité. On vérifie aisément que
cette condition est également suffisante.

Lemme 3.1.10 Soit o« > 0 et § > 0 deux entiers. Il existe une carte plane
a deux faces dont les degrés externe et interne sont donnés par («,f3) si et
seulement si « et 8 ont la méme parité. a

L’espece My, correspondant a la fonction de poids wy est donnée par
M., = C (X, - L(AL(X4)) - L(AL(X4))) (3.39)

ol X est 'espece des singletons de poids s, et similairement pour X; et X,,.
Soit & > 0 et § > 0, deux entiers de méme parité. Posons n = (a+ 3)/2. Soit
M(,,5) I'ensemble des cartes planes étiquetées a deux faces sur ’ensemble [n]
ayant («, 3) comme distribution des degrés des faces. On a

M. 5] = (0‘ t ﬂ) LY [k M, (2), (3.40)

¥ym,k




58

la somme étant prise sur tous les triplets (v, m,k) tels que v+ 2m = « et
~ + 2k = 3. Notons que

AL(Xy) = XeL(AL(XY)), (3.41)
de telle sorte que
DAL ) = 222D, (3.42)

et similairement pour Ar(X,). On a alors, en utilisant (1.69),

M., (z) = ;%Azmmz(m)

A el I Y e R
)2 =\ J

S V2=

(3.43)

la somme étant prise sur tous les v > 1,4 > v et j > v. Posons m = ¢ — v et
k=j—~. Ceci donne

v 2m+y\ (2k + 7y k, y+m+k
M., = S YR, 3.44
) %ﬂ?mﬂ)(%ﬂ)(mﬂ)(lﬂﬂ I (344)

Fixons («a, 8). Sachant que aw = 2m + v et 3 = 2k + 7, on obtient

N a p (B=)/2,, (a=)/2.,(a+5) /2
M, . (z)= — R AU TR ,  (3.45
/=2 55 (%mw) (%mv)) (349

la somme étant prise sur tous les «, 3,7 entiers tels que v > 1, o > v, 8 > 7,
a, 3 et v de méme parité. Le résultat suivant s’ensuit.

Proposition 3.1.11 Soit « et § deux entiers strictement positifs ayant méme
parité. Le nombre M, g)| de cartes planes étiquetées a deux faces avec («, 3)
comme distribution des degrés des faces est donné par

_Glat e o g
M)l === 57 27 Xpmir(@+7) (%(a+7)) (%(ﬂ+7))7 (3.46)

=1

ot la fonction Xpair €st donnée par

1, si n est pair,
0, sinon.

Xpair(n) = { (347)
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3.1.7 Cartes planes non étiquetées a deux faces selon la distri-
bution des degrés des faces

A partir de ’équation (3.39) et du Théoreme 1.6.7, on trouve

Mo, (2)

=7 (X zL(AL(ﬂﬁétg))L(AL(wéuZ)))zy

= f,y m T AT (X0 () AT (X0 () (3.48)
£y>1

-y P(0)y 2m+ v\ [ 2k + v v ptm U (k)
M) k) \ mEy S\ k+y

m,k_ZO

Soit |\~/|(a75) ’ensemble des cartes non étiquetées a deux faces ayant (o, 3)
comme distribution des degrés des faces. On a

Ml = S [swmu’fwmwmw (2), (3.49)
~y,mk

la somme étant prise sur tous les triplets (v, m, k) satisfaisant 2m 4+ v = « et
2k +~ = (3. A partir de ’équation (3.48), on peut exprimer le tout en fonction
de o, 3,0 et v, d’oli la résultat suivant.

Proposition 3.1.12 Soit « et § deux entiers strictement positifs ayant la méme
parité. Le nombre ||\/|(a75)| de cartes planes non étiquetées a deux faces ayant
(ev, B) comme distribution des degrés des faces est donné par

v W0y a/t B/
Mol =275 (217(04 + 7)) (%(ﬁ + 7))’ (3.50)

v,¢

la somme étant prise sur tous les £, satisfaisant les trois conditions suivantes:

1. 1<v < min(e,f);
2. [ divise v, a, 3;
3. 20 divise a4+, 8+ 7.

a

3.1.8 Cartes planes étiquetées a deux faces selon les distribu-
tions conjointes des degrés des sommets et des faces

Considérons la carte représentée a la Figure 3.4. Les distributions des
degrés des sommets et des faces sont données respectivement par

d=(24,4,6,4,0,0,2,...) et (o, 3) = (64,16). (3.51)
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Le vecteur d se décompose comme la somme de trois vecteurs
d=j7+h+k,

ol j,h et k représentent les distributions des degrés des sommets se trouvant
respectivement sur, a 'extérieur et a 'intérieur du cycle. Dans notre exemple,
on a

j=1(0,0,0,2,0,0,2,0,...), h = (20,2,6,2,0,...) et k= (4,2,0,...).

On note que 2|h| —||h|| = 10 et 2|k| — ||k|| = 4. Ces deux nombres correspondent
respectivement au nombre d’arborescences ordonnées externes et internes. En
effet, supposons qu’il y ait £ arborescences ordonnées externes, leurs distributions
respectives des degrés des sommets étant RO R R Pour 1 <4< (, on
a

2|hD| = ||| = 1. (3.52)

1l s’ensuit que 2|A] — [|A]] = 0L, (212D = |[RO]]) = 24, 1 = £. La méme chose
s’applique aux arborescences ordonnées internes. Posons

res(h) < 2|h| — ||h|]. (3.53)

Le terme res(h) est appelé degré résiduel de h. Il correspond au nombre d’arbo-
rescences ordonnées externes. Il s’ensuit que h # 0 = res(h) > 1. On a alors le
résultat suivant:

Lemme 3.1.13 a) Soient
J=UJ2, 3 --)y h="(h1,ha hs,...) et k= (ki ko ks, ...)

trois vecteurs d’entiers > 0 tels que

1. res(f) + res(h) + res(k) = 0;
2. j1=0et j#0;

3. res(h) > 0 et res(h) = 0< h = 0;
4. res(k) > O et res(k) =0 k=

Alors il existe une carte plane a deux faces ayant respectivement j, h et k comme
distributions des degrés des sommets sur, a I’extérieur et a I'intérieur du cycle
et ayant («, ) comme distribution des degrés des faces avec o = 2|h| + |j| et

8 = 2[k|+ [5]-

b) Soit d = (dy,d3,ds,...) #0et @ > 0,8 > 0. Alors il existe une carte
plane & deux faces ayant d et (o, ) comme distributions conjointes des degrés
des sommets et des faces si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites.
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L |[dl] = 2]d];

2. il existe trois vecteurs j = (j1,72,73,---)s b = (h1,ha,hs,...) et k =
(k1, k2, k3, ...) d’entiers > 0 tels que d = 7+ h + k, o = 2|h| + |j],
B = 2|k| + |j| et satisfaisant les conditions 2-4 de a).

a

Soit s = (s1,82,83,...), t = (t1,ta,ts,...) et w = (uy,uz,us,...) trois
suites infinies de variables formelles et m, une carte plane a deux faces. On
considere la fonction de poids

wer : M — C[s,t,u]
m —  sthuF,

ol

Jo_ 1 g2 ds .. ph o phighoghs k_ kv ko ks
s’ = 51 8y 83 , U=t %t , et u” = uytug’ug

décrivent respectivement les distributions des degrés des sommets sur, a ’extérieur
et a l'intérieur du cycle. Par exemple, la carte représentée a la Figure 3.4
a le poids s3s2t2%2t5t2utu3. Notons que ce poids est suffisant pour décrire
completement les distributions conjointes des degrés des sommets et des faces
puisque

d=j+h+k, a=2hl+]j], et §=2[k[+]j].

I’espece correspondant a ce poids est donnée par

Mu,, = C( Y Xopyn AGAT). (3.54)
£,m>0

Pour simplifier la notation, on pose

l
Fo= > Xepn AuATL
£,m>0

Notons que F, est asymétrique, ce qui sera utile pour I’étude du cas non étiqueté.
Fixons d et (o, 3) satisfaisant les conditions 1 et 2 du Lemme 3.1.13. Soit My (a,5)
’ensemble des cartes planes étiquetées sur I'ensemble [n], ot n = |d| = (a+05)/2,
et ayant d et (o, ) comme distributions conjointes des degrés des sommets et
des faces. Soit M;j x) l'ensemble des cartes planes étiquetées a deux faces
ayant (j, h, k) comme distributions des degrés des sommets sur, a 'extérieur et
a 'intérieur du cycle. On a

IMa o] = D M npyls (3.55)
7.h,k

la somme étant prise sur tous les triplets (j, h, k) satisfaisant les conditions 3,4,5
et 6 du Lemme 3.1.13. Le nombre [M; j, 1y| est donné par

IM( | = ld] [t "2l M, ().
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Fixons maintenant j, h et k. Puisqu’il y a |j| sommets sur le cycle, on a

Mgl = [dl st ut e Cy (F) ()
_ |d|![sfthukxldl]ﬁ(pgl)(x)‘ (3.56)
J

1l suffit alors de déterminer |d|![sjthukx|d|](FJU]|)(x). Notons qu’une (FJU”)—
structure est une version pondérée d'une (X L2(Ar))ll-structure telle que repré-
sentée a la Figure 3.6, ou les sommets blancs représentent des arborescences
ordonnées, i.e. des Ar-structures. Le terme |d|![sjthukw|d|](FJU]|)(x) représente
précisément le nombre de (X L2(Ap))Vl-structures étiquetées ayant j comme
distribution des degrés des sommets sur la ligne centrale, h, k& comme distribu-
tions des degrés des sommets respectivement au-dessus et en-dessous de la ligne.
Pour trouver ce nombre, on pourrait utiliser une approche algébrique, mais ceci
conduirait a des calculs tres fastidieux. Nous allons plutét adopter une approche
plus constructive.

Figure 3.6: Une (X L?(Ar))Vlstructure.

Pour cela, soit &4 un ensemble de cardinalité |d|. Dans cet ensemble, on
sélectionne |j| éléments qui seront distribués sur la ligne centrale. Ceci donne le

facteur
||
. 3.57
(m (3:57)

Il faut ensuite placer ces éléments cote a cote de facon a former une liste, d’ou
le facteur

i (3.58)

Parmi les éléments restants, on sélectionne deux ensembles H et K ayant les
cardinalités respectives |h| et |k| sur lesquels seront construites les arborescences
ordonnées au-dessus et en-dessous de la ligne. Ceci donne le facteur

|d] — 1]
( B ] ) (3.59)

En allant de gauche a droite, on associe un degré a chaque sommet sur la ligne.
Ceci revient & compter le nombre de mots de longueur |j| ayant jo occurrences
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de la lettre 2, j3 occurences de la lettre 3, et ainsi de suite, d’ou le facteur

multinomial
7]
. 3.60
( ; (3.60)

Pour chaque sommet sur la ligne, il suffit de déterminer le nombre d’arborescences
ordonnées qui lui seront attachées au-dessus de la ligne car le degré de chacun
de ces sommets a été établi. Comme on I’a déja mentionné, ce nombre doit étre
égal a res(h). Le nombre de possibilités est donné par le facteur

U142y (14 24 22 (14 24224 225
qui est fonction de h et j. On notera ce nombre
O(j,h). (3.61)

Il n’y a pas de facon simple de calculer ce nombre. On peut toutefois utiliser un
logiciel de calcul symbolique comme Maple qui effectue ce genre de calcul en un
temps raisonnablement court. Notons que lorsqu’il n’y a pas de restriction sur
les distributions extérieures et intérieures des sommets, on obtient simplement
le nombre 2723/ ... comme dans I’équation (3.33). Il nous reste & construire les
res(h) arborescences ordonnées supérieures avec h comme distribution globale
des degrés des sommets. Il y a

res(h
||t P AT ) ()
possibilités. D’apres (3.30), on a

[thxw]ArfS(h)(x) _ %P('Z'), sires(h) > 1,
! 1, sires(h) = 0.

On représente cette expression sous la forme

11D (h) ('Z') , (3.62)

ol
res(h)/|h|, sires(h) > 1,
O(h)=1< 1,sih=0,

0, autrement.

De fagon similaire, le nombre de res(k)-listes d’arborescences ordonnées
inférieures est donné par

|1 () (";') . (3.63)
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En multipliant les facteurs (3.57) a (3.63), et en divisant par |d|!, on obtient
[s/thuF 2l Pl (2) = & (h)®(k)O (5, h) (U")('h')('k')' (3.64)
J

Ainsi, par ’équation (3.56),

_ |d[\@(r)@ ()O3, h) (171N A\ k]
M@ | = ] (j )( b )( k ) (3.65)

Finalement, par I’équation (3.55), on a

Proposition 3.1.14 Soit d # 0, o > 0 et 3 > 0 satisfaisant les conditions 1
et 2 du Lemme 3.1.13. Le nombre |Md,(a,/3)| de cartes planes étiquetées a deux
faces ayant d et (o, 5) comme distributions conjointes des degrés des sommets
et des faces est donné par

M o] = [0 S O (h)P(K)O(, h) (Ijl)(lZl)(lZl) (3.66)

la somme étant prise sur tous les j, h et k satisfaisant les conditions 3, 4 et 5
du Lemme 3.1.13. a

3.1.9 Cartes planes non étiquetées a deux faces selon les distri-
butions conjointes des degrés des sommets et des faces

Soit |\~/|d7(a75) I’ensemble des cartes planes non étiquetées a deux faces ayant
d et (o, 3) comme distributions conjointes des degrés des sommets et des faces.
En supposant que toutes les conditions du Lemme 3.1.13 soient satisfaites, on a

Ma oyl = D IMjin il (3.67)
7.h,k

ou, pour un triplet fixé (4, h, k),
IM(; iy | = [Tt M, (o).
Puisque le vecteur j détermine le nombre de sommets sur le cycle, on a
v d| j4h, k ~
M k] = [t aF)(Cy (F)) (). (3.68)

En appliquant le Théoreme 1.6.7, et le fait que I'espece F), soit asymétrique, on
trouve

(C(F))™ (@) = Zoy, (Ful@), Fur(22), Fua(2%), ). (3.69)
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En vertu de I’équation (1.39), on trouve

1

= ST (m) ™ @m). (3.70)

m| 5]

(C1(Fw))™ ()

On a

[x|d|sjthuk]FijLl/m(xm) = [x'degj/mth/muk/m]FJUj'/m(x),
ou j/m = (j1/m, ja/m, ja/m,...), et similairement pour h/m et k/m. Il s’ensuit
que m doit diviser simultanément chaque composante de j, h et k, ce qu’on note

par m € Div(j, h, k). On sait calculer cette derniére expression: elle correspond
précisément a I’équation (3.64), et est donnée par

[ldl/m gifmhim g klm] plil/m g

— (0 /m) (/) /m, /) ('j / m) ('Z'/ﬁ ) ('M )

j/m
En vertu des équations (3.67) et (3.70), on obtient

Proposition 3.1.15 Soit d, o > 0 et § > 0 satisfaisant les conditions 1 et 2
du Lemme 3.1.13. Le nombre |I\7Id,(oz,ﬁ)| de cartes planes non étiquetées a deux
faces ayant d et (o, 5) comme distributions conjointes des degrés des sommets
et des faces est donné par

i = 3 SmIPEIBHIOG ) (m) (|Z:|) (|Z:|)7 -

m7j7h7k |]| j/

ot j = j/m,h = h/m et k' = k/m, la somme étant prise sur tous les triplets
(4, h, k) satisfaisant les conditions correspondantes du Lemme 3.1.13 et tous les
m € Div(j, h, k). O

3.2 Cartes sphériques

Considérons les deux cartes illustrées a la Figure 3.7. Plongées dans le
plan, ces deux cartes sont distinctes. Aucun homéomorphisme du plan préservant
I'orientation ne peut envoyer 'une sur 'autre. Toutefois, lorsque que nous les
considérons plongées sur la sphere orientée, ces deux cartes représentent la méme
carte. Imaginons que le cycle coincide avec I’équateur de la sphere. La structure
de gauche représente une vue de la carte a partir du pole nord tandis que la
structure de droite représente une vue de cette méme carte a partir du pole sud.
On observe que le passage de ['une vers l'autre revient essentiellement a inter-
changer le choix de la face distinguée. De facon équivalente, le passage de I'une
a lautre s’obtient en effectuant une rotation de 180° autour d’un axe passant
par ’équateur. Cette transformation est clairement involutive; elle est appelée
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Figure 3.7: Involution antipodale d’une carte plane.

involution antipodale et est notée par 7. On dit qu’une carte plane a deux faces
m, (étiquetée ou non) admet une symétrie antipodale si 7(m) = m (voir Figure
3.8). Voir également la Figure 3.9 pour une représentation de cette carte sur la
sphere.

- /

Figure 3.8: Carte plane admettant une symétrie antipodale.

Considérons le groupe <> = {1,7}, ot 72 = 1. L’involution antipodale
définit une action de ce groupe sur ’espece M des cartes planes a deux faces.
Plus précisément, on a une famille d’actions: pour chaque ensemble fini U, la
fonction

<> x M[U] — M[U]

(g, m) — g-m (3.72)

est une action du groupe <7> sur I’ensemble M[U] des cartes planes & deux faces
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étiquetées sur 'ensemble U. Cette action commute avec tout réétiquetage le long
d’une bijection o : U — V. Notons que cette action préserve la distribution des
degrés des sommets et inverse la distribution des degrés des deux faces.

Les cartes sphériques a deux faces peuvent donc étre considérées comme
des orbites de 'action de <7> sur I’ensemble M[U]. Ainsi, 'espéce des cartes
sphériques a deux faces, notée par M, est I'espece quotient de I'espece M des
cartes planes a deux faces par le groupe <7>, c’est-a-dire

M=M/<r> . (3.73)

Le dénombrement de divers types de cartes sphériques, étiquetées ou non,
selon la distribution des degrés des sommets, etc. est donné par le Lemme de
Burnside (Théoreme 2.1.3): pour toute classe finie C de cartes planes (étiquetées
ou non), fermée sous I'action 7, le cardinal de la classe correspondante C = C/<
7> de cartes sphériques, est donné par

IC| = |C/<m> | = = (|C] + |Fixc 7|) , (3.74)

1
2
ol Fixc 7 est 'ensemble des cartes dans C ayant une symétrie antipodale. Men-
tionnons que c’est essentiellement ce qu’expriment les équations (2.24) et (2.29),

respectivement dans le cas étiqueté et non étiqueté, pour G = {1, 7}.

3.2.1 Cartes sphériques étiquetées a deux faces

Soit M([n] I’ensemble des cartes sphériques étiquetées a deux faces sur [n].
En appliquant 1’équation (3.74) avec C = M[n] et C = M|[n], et en notant que les
seules cartes planes étiquetées a deux faces admettant une symétrie antipodale
sont le 1-cycle (1) et le 2-cycle (12), on trouve:

Proposition 3.2.1 Le nombre |[M[n]| de cartes sphériques étiquetées a deux
faces sur l’ensemble [n] est donné par

1, sin=1,
3, sin =2,
IMIll= 9 =1y o (3.75)
1 22n _ , autrement.
n

a

Soit M, I’ensemble des cartes sphériques étiquetées a deux faces sur [|d|]
ayant d comme distribution des degrés des sommets. Supposons que le vecteur
d satisfasse la condition d’existence ||d|| = 2|d|. 1’ensemble My est fermé sous
laction de 7, de sorte qu’on peut appliquer ’équation (3.74), d’ou le résultat
suivant.
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Proposition 3.2.2 Le nombre | M| de cartes sphériques étiquetées a deux faces
sur [|d]] ayant d comme distribution des degrés de sommets, est donné par

My = { 1, sid=(0,1) ou (0,2), (3.76)

1IMy|, autrement,

ou |[My| est donné par l’équation (3.33). ]

Soit My, g1 ’ensemble des cartes sphériques étiquetées a deux faces ayant
a et f comme degrés des faces. On utilise la paire {«, 5}, avec répétition permise,
pour refléter le fait que dans le cas sphérique, I'ordre parmi les deux faces n’est
plus significatif. Comme on I’a mentionné plus tét, 'involution antipodale 7
a pour effet d’interchanger les deux faces, et ainsi, les degrés correspondants.
Donc, si a # 3, alors
7+ Meas) = Mg

établit une bijection entre ces deux ensembles. Ceci induit une bijection entre
'ensemble M, 3y et I'ensemble de paires

(m,T(m)) € M(a,ﬁ) X M(ﬁ,a)'

On note que ces paires correspondent précisément aux cartes sphériques.

Si o = f3, alors I'ensemble M est fermé sous ’action de 7, et on peut

utiliser ’équation (3.74).

a,o)

Proposition 3.2.3 Etant donnés a > 0 et 5 > 0 ayant méme parité, alors
le nombre | My, gy| de cartes sphériques étiquetées a deux faces ayant {o, 3}
comme distribution des degrés des faces est donné par

|M(a,ﬁ)|7 S%O‘#ﬁv
(Ml =4 1 sia=f=louz (3.77)
§||\/|(O[7O[)|7 Sia:ﬁ>2,

le terme | M, g)| étant donné par Uéquation (3.46). 0

Considérons d = (dy,ds, ds, ...) et (o, 3) dénotant respectivement les dis-
tributions des degrés des sommets et des faces. On suppose que d et (a,f3)
satisfont les conditions 1 et 2 du Lemme 3.1.13, de sorte qu’il existe au moins
une carte plane ayant les distributions de degrés corespondants. Soit My 1, 5}
I’ensemble des cartes sphériques étiquetées associées a ces distributions. Si
o # f3, alors il y a une bijection entre les ensembles M ¢, 33 et Mg, 5) car
I"argument donné pour M, g est encore applicable si on se restreint a I’ensemble
My (a,5)- Si a = (3, alors I'ensemble My (, ) est clos sous l'action de 7, et on
peut appliquer (3.74). La prochaine proposition s’ensuit.
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Proposition 3.2.4 Le nombre M 1, g)| de cartes sphériques étiquetées ayant
d et {o, B} comme distributions conjointes des degrés des sommets et des faces
est donné par

|Md,(a,ﬁ)|7 si 7£ ﬁv
Mifoml =14 1 sia=4=1ou?, (3.78)
5IMg (a.0)l, autrement.

ot My (o8| est donné par I’équation (3.66). O

3.2.2 Cartes sphériques non étiquetées a deux faces selon le
nombre de sommets: premiére méthode

Soit M, I’ensemble des cartes sphériques non étiquetées a deux faces ayant
n sommets. En appliquant ’équation (3.74), on trouve

. 1/~ )
Ml = 5 (M, + [Fi 7]) - (3.79)

Il reste a calculer |Fixl\~/|n 7|, le nombre de cartes planes non étiquetées a deux
faces ayant n sommets et admettant une symétrie antipodale. Contrairement au
cas étiqueté, beaucoup de cartes planes non étiquetées admettent une symétrie
antipodale. De plus, elles peuvent étre identifiées aux cartes sphériques ayant
une symétrie antipodale. Ainsi, on a

|Fixl\~/|n | = |Fixjfwvn 7. (3.80)
On se souvient que l'involution antipodale 7 peut étre vue comme une rotation
de 180° autour d’un axe passant par le centre de la sphere et intersectant deux
points de I’équateur. Par exemple, la carte sphérique représentée a la Figure
3.9 admet une symétrie antipodale: si on effectue une rotation de 180° autour
de I’axe indiqué, la carte sera envoyée sur elle-méme. Remarquons que la Figure
3.8 donne une représentation plane de la carte illustrée a la Figure 3.9. La
premiere admet une symétrie antipodale en tant que carte plane, la seconde, en
tant que carte sphérique. 1l y a essentiellement trois types d’axes de symétrie
possibles, a savoir

e axes passant par un sommet et une aréte: type SA;
e axes passant par deux sommets: type SS9
e axes passant par deux arétes: type AA.

Désignons par Fix (T SA), Fixgr (7,59) et Fixgr (T AA), ensemble
des cartes sphériques non ethuetees a deux faces sur » sommets admettant au
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Figure 3.9: Carte sphérique a deux faces admettant une symétrie antipodale.

moins un axe de symétrie antipodale de type SA, S5, et AA, respectivement.
On a alors évidemment
Fix o 7= Fixg (r,SA)U Fix (r,SS)uU Fix (r, AA)

Notons qu’une symétrie antipodale de type S A laisse fixe I'unique sommet inter-
sectant ’axe, et échange deux a deux tous les autres sommets, de sorte que dans
ce cas, n, le nombre de sommets, doit nécessairement étre impair. Une symétrie
antipodale de type S5 laisse deux sommets fixes et échange deux a deux tous les
autres, tandis qu'une symétrie de type AA échange deux a deux tous les som-
mets. Ceci implique que dans le cas S5 ou AA, n doit nécessairement étre pair.
Une carte ne peut donc pas admettre simultanément une symétrie antipodale
de type S A et une symétrie de type S5 ou AA, de sorte qu’on peut écrire

] |Fix~ (1,S5A4)], si n est impair,
|Fix~ 7| = , Mo . . (3.81)
M, |lejf\/lvn(7'7 SSUAA)|, sin est pair,

ol

Fixjfwvn(r, SSUAA) = Fixjfwvn(r, SS)u Fixjfwvn(r, AA).
Notons qu’une carte peut admettre simultanément une symétrie de type S5 et
AA tel qu’indiqué a la Figure 3.10.

Pour calculer les divers types de cartes sphériques non étiquetées ayant
une symétrie antipodale, on s’inspire d’'une méthode de Liskovets, qui utilise le
concept de carte quotient (voir ([21])). Pour définir la structure quotient, on
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Axe de type

N
*/% A

Axe de type
AA

Figure 3.10: Carte ayant les deux symétries, de type S.S and AA.

se donne une carte munie d’un axe de symétrie orienté. Dans le cas S A, cette
orientation est canoniquement déterminée en prenant la convention que 'axe
entre par le sommet intersectant ’axe et sort par 'aréte se trouvant a 'autre
extrémité. Liskovets définit le quotient m/7, d’une carte sphérique m ayant un
automorphisme de rotation 7, comme étant ’espace quotient de la sphere sous
I’action de 7 et sa décomposition cellulaire induite.

Pour visualiser la carte quotient, on peut choisir une région fondamentale
de la sphere sous 7. Par exemple, pour obtenir la région fondamentale pour
la carte représentée a la Figure 3.11, on découpe la sphere le long du cercle
oblique pointillé en ne conservant que la moitié du haut. La structure se trou-
vant & droite dans la Figure 3.11 représente la carte quotient m/7 ainsi obtenue
pour le cas S A. Elle consiste en un arbre plan contenant un sommet distingué et
un sommet singulier, de degré 1, représenté par une étoile. Ces deux sommets
distingués indiquent quels éléments de la carte intersectent 'axe de symétrie.
Ainsi, selon les principes généraux, le relevement de la carte quotient est uni-
quement déterminé.

On considere d’abord le cas de symétrie antipodale de type S A (voir Figure
3.11). Supposons que la carte originale admette n sommets et que la carte
quotient en admette n’ (en ne comptant pas le sommet-étoile). Comme on I’a
vu, n doit nécessairement étre un entier positif impair, et on aura

n=2n—1. (3.82)
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Figure 3.11: Carte avec une symétrie antipodale et sa carte quotient.

On peut considérer la carte quotient comme étant un arbre plan non
étiqueté, planté au sommet voisin du sommet-étoile, et muni d’un sommet
distingué. Autrement dit, une Af%-structure non étiquetée. Il faut alors se
convaincre que si une carte admet plusieurs axes de symétrie de type S A, alors
la structure quotient obtenue en appliquant 'opération de quotientage sera la
méme quel que soit I'axe de symétrie choisi. On suppose qu’il y a m sommets
sur le cycles, tous équidistants. Supposons qu’une carte admette une symétrie
antipodale autour d’un axe, que nous noterons 7g, et autour d’un autre axe, que
nous noterons 7x, 'indice & reflétant le fait que ’axe 73 fait un angle de 27w (k/m)
avec 'axe 1g, ol m désigne le nombre de sommets sur le cycle. La Figure 3.12
donne une représentation schématisée de la situation.

Si on identifie les axes 7y et 7, avec les symétries antipodales correspon-

dantes, on obtient
Tk © To = P2k,
ce qui signifie que "application de g, suivie de 7, donne une rotation équatoriale
d’angle 2r(2k/m). 1l s’ensuit que la carte admet également une symétrie rota-
tionnelle d’angle 27(2k/m). 1l suffit alors de montrer qu’une puissance appro-
priée de pgp enverra ’axe 19 sur 'axe 7y, autrement dit, il suffit de vérifier qu’il
existe un entier £ > 0 tel que
ng = Pk-

Cette relation sera satisfaite si et seulement si la congruence
2kl = k (mod m) (3.83)

admet une solution entiere pour £. Or, pour que la congruence (3.83) admette
une solution entiere pour £, il suffit que la relation de divisibilité

m | k(20— 1) (3.84)
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2m(2k/m)
Tk
Y 2x(k/im)

Figure 3.12: 790 7 = pop.

soit satisfaite pour une valeur entiere de £. Or m, qui représente le nombre de
sommets sur le cycle, admet la méme parité que n, le nombre total de sommets,
qui, en l'occurence, est impair. 1l suffit de poser £ = (m + 1)/2 dans la relation
(3.84). Cette valeur de ¢ sera entiére puisque m est impair. Il s’ensuit que la

(m+1)/2

rotation p; envoie ’axe 9 sur 'axe 71, tel que désiré.

On en conclut qu’il y a bijection entre ’ensemble FiXH (1, SA) et ’ensem-

ble A% , des A%-structures non étiquetées sur n’ sommets, ol n’ = (n + 1)/2.
Sachant que

)= X (0 D) (3.5

/ /
n n
n'>1

tel que stipulé a I'exemple 1.4.11, et en considérant le fait que I'espece A} soit
asymétrique, on obtient

A(x) = Al(2)
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1l s’ensuit, en posant n’ = (n+ 1)/2, que
- 2 (ntl _q n—1
Fixg; (r,SA)| = A} ] = ( (n 2 )) = ( L ) (3.86)

Le cas des cartes sphériques non étiquetées a deux faces admettant une
symétrie de type S5 ou AA, c’est-a-dire, appartenant a ’ensemble Fin\/Tn (r,SSuU
AA) est passablement plus corsé. En effet, comme on I’a déja mentionné, une
carte peut admettre simultanément une symétrie de type SS et de type AA.
De plus, la structure quotient peut dépendre ou bien de 'orientation d’un axe
de symétrie donné, ou bien du choix de I'axe de symétrie lui méme. Nous
allons d’abord étudier les deux types de structures quotients associées aux cartes
admettant une symétrie antipodale de type SS ou AA.

Considérons d’abord les cartes ayant (au moins) une symétrie antipodale
de type SS5. La Figure 3.13 donne un exemple d’une telle carte, munie d’un
axe de symétrie orienté fixé, et de la structure quotient associée. Dans ce cas, la
structure quotient est un arbre plan non étiqueté muni d’un couple (ordonné)
de sommets pointés distincts. Dénotons l'espece correspondante par P(**) et

I’ensemble des P(**)-structures non étiquetées sur n’ sommets par 757(17”).

Figure 3.13: Carte admettant une symétrie antipodale de type SS.

Pour déterminer |757(J’°)|7 on choisit un arbre plan étiqueté sur I’ensemble
[n']. Ty a (20 —3)!/(n' — 1)! possibilités (voir ([4]), exemple 3.1.17). On y
distingue un couple de sommets distincts. 1l y a n’(n’ — 1) possibilités. Comme
la structure ainsi obtenue est asymétrique, on peut diviser le tout par n’!. En
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supposant que n’ > 2, on trouve

~ s r_ayt -
Blas) (n' — D20’ = 3)! _ %(27@ 2)‘ (3.87)

n'l(n' — 1)! n -1

Figure 3.14: Carte ayant une symétrie antipodale de type AA.

Considérons maintenant les cartes admettant au moins une symétrie anti-
podale de type AA. La Figure 3.14 donne un exemple d’une telle carte munie,
d’un axe de symétrie orienté fixé, et de la structure quotient associée. Dans
ce cas, la structure quotient est un arbre plan non étiqueté, muni d’un couple
(ordonné) de sommets plantés. Soit PE*) Pespece correspondante et 757(;,’*)
’ensemble des P**)-structures non étiquetées sur n” sommets. Une simple

observation montre que Pespace PU*) satisfait Iidentité combinatoire
(PU*) 4 1) A = A3, (3.88)

(voir la Figure 3.15), ot 1 dénote I'espece correspondant au cas dégénéré x —
*, ne comportant que deux sommets étoilés.

4 N 4 N

E S

E S
1

E S

- / - /

Figure 3.15: (PU%) £ 1) A = AS.
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Comme lespece PU*) est asymétrique, on en déduit que

-~ Ay () 1 1
(*7*) 1= L = — (7 1) . 3.89
Pra) + M) 2 \Vicaz | (3:89)
Apres calculs, on obtient
~ 1{2n"
P =5 ( s ) . (3.90)

Le point le plus délicat de cette section consiste a démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.2.5 Une carte sphérique non étiquetée a deux faces admettant une
symétrie antipodale de type SS ou AA admet exactement deux axes de symétrie
antipodale orientés essentiellement distincts.

Preuve. La Figure 3.16 donne une représentation sphérique d’une carte plane
C (la face distinguée est celle contenant le pole nord), non étiquetée a deux faces
ayant m sommets sur le cycle, oi m est pair. Les symboles «; et o représentent
des L(Ar)-structures non étiquetées.

4 N

- /

Figure 3.16: Représentation sphérique d’une carte plane C a deux faces.

Cette carte, prise telle quelle, sans axe, sera exprimée de maniéere plus
compacte, sous forme de mot circulaire

C— 1 2 - m/2 m/2+1 m/24+2 -+ m
Y2 e (m/2) (m/241) (m/242) .- m' )

otl, pour alléger la notation, on écrit simplemant 7 et 7' pour représenter «; et
o) respectivement. Une carte munie d’un axe orienté fixé sera notée sous forme
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d’un couple (C,1). Si ’axe entre par un sommet et sort par le sommet qui lui
est diamétralement opposé, la carte sera représentée sous la forme

12 e m/2 m/2+1 m/24+2 -+ m
(C’T)—lr Y o (mf2) (mf241) (mf2+2) - m]

oll les caractéres gras 1 et 1’ indiquent que I’axe entre par le sommet situé entre
les structures oy et o). Si ’axe entre par un aréte et sort par I’aréte opposée,
on utilisera plutot la notation

12 e m)/2 m/2+1 m/24+2 -+ m
“7“‘[1/ Y (mf2) (mj2+1) (mf2+2) m]

ol I’absence de caracteres gras indique que ’axe entre par le milieu de ’aréte
séparant les sommets incidents aux structures a,, et oy (voir Figure 3.16).

Supposons que la carte C admette une symétrie antipodale de type SS
autour d’un axe intersectant le sommet situé entre oy et of. En vertu d’une
remarque faite au début de la présente section, on peut alors considérer C comme
étant sphérique. L’autre extrémité de 'axe devra donc intersecter le sommet

m /241" Ceci implique les égalités suivantes:

situé entre a,, /511 et «
_ o
Q1 =0, Qpfog1 = Qpot1s
et, pour i =2,...,m/2,

— I .
Q= am—i+27 O = Oy 4.2,

ainsi, C s’écrit alors sous la forme

C_(1 2 oo m/2 m/24+1 (m/2) - 2’)
VL2 e (m/2)Y m/24+41 mj2 - 2 )7

Selon l'orientation qu’on donne & cet axe de symétrie, on obtient deux couples
(C,11) et (C,12). SiI’axe entre par le sommet situé entre oy et o, on obtient

can=|1 2 m/2  m/2+1 (m/2) - 2]
T 2 s (my2) m/241 m/2 e 2
tandis que s’il en sort, on obtiendra
(C.1) = m/2+1 (m/2) --- 21 2 -+ m/2
T m/241 m/2 o 201 2 e (m)2)

Supposons maintenant que la carte C admette une symétrie antipodale de type
AA passant par aréte située entre les structure o, et ay. Pour i =1,...,m/2,
cela implique les égalités

_ r_ .
Q= O,y b O = Qg
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de sorte que la carte C s’écrit sous la forme

C_(1 e omf2 (mj2) - 2 1’)
Vo m2Y m/2 e 201

Si ’orientation qu’on donne a ’axe est telle qu’il entre par I’aréte située entre
oy et af, on aura

e m/2 (m)2)t e 2
(C7T1)—[1/ e (m)2) mJ2 e 2 1]’

tandis que s’il en sort, on aura

[ my2y 21 my2
(C,Tz)—[ m/2 - 2 1 1 .. (m/?)’]’

Nous allons décrire un algorithme qu’on désigne sous le nom de AlgoA A qui,
a une carte (C,T1), munie d’un axe de symétrie orienté de type AA, associe la
méme carte (C,1T2), munie d’un axe de symétrie orienté de type AA ou S5, et
telle que (C,1T1) # (C,T2). Auparavant, nous allons d’abord nous doter d’un
opérateur Wy, agissant sur (C, 1) de la facon suivante:

_ 1o kb k41 e om/2 (m/2) ... 20 U
\I/k(cyTl) - q’k([ 1 .. K (k—l—l)/ (m/?)’ m/2 . 9 1])

_ E+1 - m/2 (m/2) -~ 20 1" 1 - k

| k41 o (m/2) mj2 - 2 1 U - K|

qui consiste a placer le facteur gauche de longueur £ a la fin du mot. D’une facon
plus géométrique, cette opération consiste a déplacer ’axe de symétrie orienté
d’un angle 27 (k/m). Le pseudocode de I’algorithme AlgoA A s’énonce comme

suit:
AlgoAA
Entrée: Une carte
[ w2 my2y e
(Cle)— 1 ... (m/2)’ m/2 .9 ’

munie d’un axe de symétrie antipodale orienté de type AA.

Sortie: La méme carte (C,T2), munie d’un axe de symétrie antipodale

orienté de type AA ou 59, et telle que (C,12) # (C, T1).

Début
p := puissance de 2 dans la factorisation de m: m = 2Pq, ou ¢ est un entier
impair;
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5:=10;

fini:=faux;

Tant que s < p et fini=faux Faire
(C, Tg) = \Ilm/25+1 (C, Tl);
Si (CvTQ) 7£ (Cle)

fini:=vrai;
Sinon
s:=s41;
Fin Si;
Fin Tant que;
Sis<p
Retourner (C, 13);
Sinon

(C,12) :== Wi 2r—1y/2(C, T1) avec la premiere colonne en caractéres gras;
Retourner (C, 13);

Fin Si;

Fin AlgoAA.

Nous illustrons maintenant cet algorithme au moyen d’un exemple, ot il
y a m = 12 sommets sur le cycle. Notre point de départ est

€. 1) = 1 2 3 4 5 6 6 5 4 3 2 1
T 9t 3 4 5 6 6 5 4 03 2 1

On pose alors p := 2 (car 12 = 22 . 3), s := 0 et fini:=faux. A notre premiere
entrée dans la boucle Tant que, on pose

(CvTQ) = qjm/25+1(C7T1) = \IIG(C7T1)
B 6 5 4 3 221 1 2 3 4 5 6
o 6 5 4 3 2 1 1 20 3 4 5 ¢

Si (C,12) # (C,11), alors on a terminé et (C,T3) est la carte C munie d’un axe
d’orientation opposée a celle de I’axe de (C,T1). Si (C,12) = (C,7T1), on pose
s:s4+1=1et, en prenant compte des égalités que cela implique, on en conclut
que (C,T1) était en fait de la forme

€. 1) = 1 2 3 3 201 1 2 3 3 2 1
T 9 3 3 02 1 1 2 3 3 2 1

Du point de vue géométrique, le fait que (C,T2) = (C, 1) implique qu’il y a une
symétrie rotationnelle d’angle 7. En composant cette symétrie avec la symétrie
antipodale de départ, on en conclut I’existence d’une seconde symétrie antipo-
dale faisant un angle de 7/2 avec la premiere.

A notre seconde entrée dans la boucle Tant que, on pose

(C7T2) = qjm/25+1(C7T1) = \IIS(C7T1)
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_3’2/1/1233’2/1/123
13 2 1123 3 2 11 23
Si (C,12) # (C,11), alors on a terminé et (C,T3) est la carte C munie d’un axe
orienté faisant un angle de 7/2 avec celui de (C,1y). Si (C,T2) = (C,11), on
pose s := s+ 1 = 2 et, en prenant compte des égalités que cela implique, on en
conclut que (C,1y) était en fait de la forme

121121121121
(C’Tl)_[121121121121]‘
Du point de vue géométrique, le fait que (C,12) = (C,T1) implique qu’il y a
une symétrie rotationnelle d’angle 7/2. En composant cette symétrie avec la
symétrie antipodale de départ, on en conclut 'existence d’une autre symétrie an-
tipodale, cette fois-ci, faisant un angle de /4 avec la premiere. On remarque que

I’axe de cette derniere symétrie doit nécessairement étre de type SS puisqu’on
a épuisé toutes les puissances de 2 dans m.

A ce stade-ci, il n’est plus possible de retourner dans la boucle Tant que
car s = 2 = p. On pose alors

(Cit2) == W(nyar—1)/2(C;T1) = Vi(C, 1) (avec premiére colonne en gras)
B 211211211211
N 2112112 11211]|

On a nécessairement (C,12) # (C,11) car 'axe de symétrie de (C,1T4) est de type
AA, tandis que celui de (C,13) est de type S9.

Si notre point de départ est une carte munie d’un axe orienté de symétrie
antipodale de type S5, on utilisera ’agorithme suivant, appelé AlgoSS:

AlgoSS
Entrée: Une carte

1t 2 - m/2 m/241 (m/2) .- 2
€M)= 1 2 - (m/2) m/241 (m/2) - 2

munie d’un axe de symétrie antipodale orienté de type SS.

Sortie: La méme carte (C, 1), munie d’un axe de symétrie antipodale

orienté de type AA ou S telle que (C,T2) #C,T1).

Début

p := puissance de 2 dans la factorisation de m: m = 2Pg, ou ¢ est un entier
impair;

5:=10;

fini:=faux;
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Tant que s < p et fini=faux Faire
(C7 T?) = \IIm/ZS‘"1 (C7 Tl)v
Si (CvTQ) 7£ (Cle)

fini:=vrai;
Sinon
s:=s41;
Fin Si;
Fin Tant que;
Sis<p
Retourner (C, 13);
Sinon

(C,12) :== Wi 2r41)/2(C, T1) avec la premiere colonne sans caractére gras;
Retourner (C, 13);

Fin Si;

Fin AlgoSS.

Notons que si on donne en entrée la carte

211211211211
(C’Tl)—[211211211211]
a algorithme AlgoSS, celui-ci nous donnera en sortie la carte

121121121121
(C’TQ)_[121121121121]’

de sorte que dans ce cas, les deux algorithmes nous fournissent la méme paire
de cartes. Plus généralement, on vérifie aisément que si 'algorithme AlgoA A
prend une carte (C,Ty) avec symétrie orientée de type AA et sort une carte
(C,12) avec symétrie orientée de type SS, alors si on fournit en entrée la carte
(C,12) avec axe de type SS a lalgorithme AlgoSS, la carte retournée sera la
carte (C,T1).

Il faut maintenant vérifier qu’une carte ayant un symétrie antipodale
n’admet pas d’autre axe de symétrie orienté que ceux fourni par AlgoA A ou
AlgoSS. Nous allons démontrer ceci en observant les cartes (C,11) et (C,T2)
obtenues a partir de l'algorithme AlgoA A, le raisonnement étant parfaitement
similaire en étudiant AlgoSS. Observons que la valeur de s obtenue & la sor-
tie de AlgoA A indique que le groupe d’automorphismes de la carte admet un
sous-groupe de rotation, engendré par une rotation d’angle 27 /2. On considere
alors la carte quotient

C
I _
¢'= 5
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Dans notre exemple, si apres application de AlgoAA, on a s = 1, la carte
quotient associée a

1) = 1 2 3 3 21 1 2 3 3 2 1
T 9t 3 3 02 1 17 2 3 3 2 1

o1 233 2
W12 33 o2 1))

possédant les deux axes de symétrie orientés distincts de type AA suivants:

sera donnée par

Lo 12 3 3 2w Lo 31 o203
(C 7T1) - [ 1/ 2/ 3/ 3 9 1 et (C 7T2) - 3 9 1 1/ 2/ 3/

Si, apres application de AlgoA A, on a s = 2, la carte quotient associée a

121121121121
(C’Tl)_[121121121121]’

, (1 21
C‘(1 2 1)‘

On remarque ici, que le nombre de sommets sur le cycle est impair. Le seul axe
de symétrie antipodale étant celui intersectant le sommet situé entre les deux ay
et l'aréte opposée. Le probleme se ramena alors a étudier les axes de symétrie
antipodale orientés dans les cartes quotients. 1l y a deux cas a considérer selon
que s = pou s < p. Si s = p, la carte quotient admettra un nombre impair de
sommets. Dans ce cas, on sait déja qu’une telle carte n’admet a rotation pres,
essentiellement qu’un axe de symétrie.

sera donnée par

Si s < p, alors la carte quotient admettra un nombre pair de sommets. On
peut alors se ramener au cas ol les deux axes de symétrie antipodale orientés

can [ m2 (my2y e 2 1]

€'\ M) = _ Ve (m)2) mj2 e 21 ]

et - 7
Sy [y 2 v g2

(C'12) = _ m/2 .- 2 1 1 ... (m/2)’_

sont distincts. Ceci implique que la carte n’admet pas d’automorphisme rota-
tionnel d’angle 7. Supposons que la carte admette un axe de symétrie antipodale
orienté 1, faisant un angle de 27 (k/m) avec I'axe orienté de (C’,1y). En com-
posant ces deux symétries antipodales, on obtient une symétrie rotationnelle
d’angle 27 (2k/m). Désignons par pgi cette rotation. On note que w, 'ordre de
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P2k, Ne peut pas étre pair car sinon ,0%2 constituerait un automorphisme rota-
tionnel d’angle 7, ce qui est contraire a notre hypothese. Supposons que m, le
nombre de sommets sur le cycle se factorise sous la forme m = 2P¢. Remarquons
que l'ordre w de pyp est donné par

_ m
7 pged(2k,m)’

Le fait que ce nombre soit impair implique que k se factorise sous la forme
k=2"¢,otr>p—1etq estimpair. Il faut vérifier qu’alors la carte admet un
automorphisme rotationnel envoyant, ou bien ’axe orienté de (C’,11) sur I'axe
Tk, ou bien I’axe orienté de (C’,13) sur 7.

Considérons le cas ou r = p — 1. 1l y aura une symétrie rotationnelle
envoyant 'axe de (C’,12) sur 7 s’il existe une solution entiere pour ¢ dans la
congruence suivante:

m/2+ 2kl =k (mod m),

ou, de facon équivalente, dans la congruence
m/2+ k(20— 1) =0 (mod m).

Ceci sera réalisé si et seulement si il existe un entier ¢ tel que m divise m/2 4
k(20 — 1). En tenant compte des hypotheses faites sur la factorisation de m et
k, il faut trouver £ entier tel que

2Pq| 2 g + 2P g (20— 1). (3.91)
Il suffit de prendre £ = (¢+ 1)/2. Dans ce cas, on aura 2 — 1 = ¢, et la relation

(3.91) deviendra
2q| 277 (q" + 1)a,

cette derniére étant manifestement satisfaite puisque ¢’ + 1 est pair.

Sir > p—1, alors dans ce cas, il y aura un automorphisme rotationnel
envoyant ’axe de (C’,11) sur 7. Il suffit de montrer cette fois que la congruence

2kl =k (mod m)

admet une solution entiere pour £. Par des calculs similaires, ceci revient a
montrer qu’il existe £ entier tel que

2q |27 (20 - 1). (3.92)

Cette derniere relation sera satisfaite si on prend ¢ = (¢+1)/2 car on aua 27| 2"
car r > p— 1 et manifestement ¢|¢'q. remarquons que ( est entier puisque ¢ est
supposé impair. On en conclut donc que toute carte non étiquetée a deux faces
admettant une symétrie antipodale de type AA ou S5 admet exactement deux
axes de symétrie antipodale orientés essentiellement distincts, ce qui acheve la
démonstration du lemme 3.2.5. a
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Corollaire 3.2.6 Le nombre |Fixjfwv (1,85 U AA)| de cartes sphériques non
étiquetées a deux faces sur n sommets et ayant au moins une symétrie anti-
podale de type AA ou SS est donné par

[Fix o (1,85 U AA)| = % (n%) . (3.93)

Preuve. Nous avons vu qu’il y a bijection entre ’ensemble des cartes sphériques
non étiquetées a deux faces sur n sommets et munies d’un axe de symétrie orienté
fixé de type SS et I'ensemble 757(17”), ou n' = (n+2)/2. En exprimant n’ en
fonction de n dans I’équation (3.87), on obtient également

~(e,9) 1 n
|P(n+2)/2| 9 (n/Q) : (3.94)

Par ailleurs, il y a également bijection entre les cartes sphériques non
étiquetées a deux faces sur n sommets et munies d’un axe de symétrie orienté

fixé de type AA et ’ensemble 757(;,’*) ou n” = n/2. En exprimant n” en fonction
de n dans I’équation (3.90), on obtient

=S(xx) l n
P2l = 3 (n/z)‘ (3.95)

En vertu du Lemme 3.2.5, chaque carte admet exactement deux axes de symétrie
antipodale orientés. Il s’ensuit que

. 1, = o0 T (K% 1 n
[Fixgp (1, 55U AA) = (P ol + P53 = 5 (n/Q). (3.96)
d

La prochaine proposition est obtenue en appliquant les équations (3.79),

(3.80), (3.81), (3.86), (3.93) et (3.15).

Proposition 3.2.7 Le nombre |./f\/lvn| de cartes sphériques non étiquetés a deux
faces ayant n sommets est donnée par

n—1)/2

_ n 2
M| = ﬁ%w (22d - (Qdd)) N
Z(n 2)7

1( n—1 ) . . .
( , sl mestimpair,

sinon.

/
(3.97)
O
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Figure 3.17: Carte a deux faces générique.

3.2.3 Cartes sphériques non étiquetées a deux faces selon le
nombre de sommets: deuxieme méthode

Nous allons d’abord considérer des structures du type indiqué par la Figure
3.17. 1l faut imaginer cette structure comme étant une carte sphérique. Une
telle structure est construite sur deux sortes de sommets: les sommets de sorte
X, qui sont disposés sur le cycle, et les sommets de sorte Y, qui sont disposés de
part et d’autre du cycle. Pour préciser de quelle espece de structures il s’agit,
la premiere étape consiste a déterminer son groupe d’automorphismes. Pour ce
faire, trouvons ses générateurs. Tout d’abord, il y a la rotation p, décrite par la

)

1/ 2/ 3/ 4/ 5/ 6/ 1// 2// 3// 4// 5// 6//
pY = 2/ 3/ 4/ 5/ 6/ 1/ 2// 3// 4// 5// 6// 1//

Figure 8.18, qui induit le réétiquetage

(1
PX—2

des éléments de sorte X et le réétiquetage

W N
ST
U
S Ot
—

des éléments de sorte Y.

Le deuxieme générateur est I'involution antipodale 7. Les parties de
gauche et de droite de la Figure 3.19 nous donnent une vue de cette struc-
ture avant et apres ’application de I'involution antipodale qui consiste en une
rotation équatoriale d’ordre 2. Cette transformation induit le réétiquetage

o 23 4 5 6
X = 6 5 4 3 2

—_ =
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Figure 3.19: Action de I'involution antipodale 7.

des sommets de sorte X et le réétiquetage
1/ 2/ 3/ 4/ 5/ 6/ 1// 2// 3// 4// 5// 6//
TY = 1// 6// 5// 4// 3// 2// 1/ 6/ 5/ 4/ 3/ 2/
des sommets de sorte Y. On vérifie aisément que

(px)°® = Idx, 7% = Idx, px7x = TxpX'
et

(py)® = Idy, m3 = Idy,pyty = 1y py'
Ceci montre que le groupe d’automorphismes de la structure décrite par la Figure
3.17 est isomorphe au groupe dihédral Dg, défini par

1

Dg=<p,mip=1,1"=1,pr=1p"'>.
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La prochaine étape consiste a déterminer le polynome indicateur de cycles
de l'action simultanée de D,,, en général, sur les deux ensembles de sommets de
sorte X et Y comportant respectivement n et 2n éléments, pour un n > 1 fixé.
Ce polyndéme est noté par PDn:[n]X;[Qn]Y(X, y) et est défini par

(7rx) Lo )2 .. y§7rY)1y£7rY)2 . (398)

PDn:[n]X;[Qn] (
7rED

ol x et y sont les deux jeux de variables formelles

x = (21,22, 23,...) ety = (y1, Y2, Y3, - - .),

les expressions (7x); et (7y); désignant le nombre de cycles de longueur 7 de
I’action de 7 sur les sommets de sorte X et Y respectivement. L’exemple courant
(n = 6) nous donne

1
Ppg e xihaly (X5¥) = 15 aSyi? + 25y5 + 223y5 + 2a6yg + 3y5 (e iad + 23)

partie cyclique partie antipodale

Pour obtenir le résultat général, on considere d’abord la partie cyclique de
'action de D,: celle correspondant aux rotations Id,p,p? ...,p""'. Le po-
lynéme indicateur de cycles de 'action de ces éléments sur les sommets de sorte
X n’est autre que celui de I’action usuelle du groupe cyclique ', sur le polygone

a n sommets, qui est donné par

1 - 2"

Chaque sommet de sorte X est attaché a deux sommets de sorte Y. 1l s’ensuit
que chaque cycle de longueur d de I’action d’une certaine rotation sur les som-
mets de sorte X sera accompagné de deux cycles de longueur d de I'action de
cette méme rotation sur les sommets de sorte Y. Ceci correspond a la substitu-
tion 955 = xsy?lk dans Pg,,.[,)(x). La partie cyclique du polynéme indicateur de
cycles de I’action de D, est ainsi donnée par

1 n/d 2n/d
§P0n:[n] (X) vi=wiy? Z(b
d|n
La partie antipodale de D, correspond aux éléments 7, pr,...,p" " 'r.

Ceux-ci agissent par rotation équatoriale d’ordre 2. Examinons leur action sur
les sommets de sorte X.

Si n est impair, les n rotations équatoriales comportent chacune un point
fixe et (n — 1)/2 cycles de longueur 2. Si n est pair, il y a deux types pos-
sibles d’axes de symétrie, comme l'indique la Figure 3.20. TLes n/2 rotations
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n impair n pair

Figure 3.20: Axes de symétrie selon la parité du nombre de sommets sur le
cycle.

équatoriales associées aux axes du premier type comportent chacune deux point
fixes et (n —2)/2 cycles de longueur 2, tandis que les n/2 rotations équatoriales
associées aux axes du deuxieme type comportent chacunes n/2 cycles de lon-
gueur 2.

Pour les sommets de sorte Y, on remarque que, peu importe la parité
de n, il n’y aura jamais de point fixe, car 'action d’une rotation équatoriale
quelconque a pour effet d’échanger deux a deux les sommets internes et externes
de sorte Y. Comme ces rotations sont involutives, on aura toujours n cycles de
longueur deux. Pour n impair, la partie antipodale du polynome indicateur de
cycles de I’action de D,, est donc donnée par
! (=1)/2yny

%(nxlxz v5

1 n=1)/2
= §x1xg )/ Yo

Si n est pair, elle est donnée par

1 n=2)/2 n n/2 n 1 n—2)/2 n/2\ n
=((n/2)afay ™y + (n/2)a3y5) = 2 (adal" ™ 4 23 s,
Le polynome indicateur de cycles de I'action de D,, sur les deux ensembles de

sommets est obtenu en additionnant les parties cyclique et antipodale:

1 nj/d 2n/d
PDn:[n]X;[Qn]y(X;Y) = %Z¢(d)$d/ Yq /
d|n
1, xlxgn_l)m, si, n est impair,
592

%(w%xgn_z)/z + x;/z), si n est pair.

On peut voir les structures ci-haut décrites comme faisant partie de ’espece
(XY?)" quotientée par la relation d’équivalence suivante: deux structures s et ¢
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sont identifiées s’il existe un élement 7 de D, tel que 'action de 7 sur s donne t.
Autrement dit, si s et ¢ sont dans la méme orbite sous 'action de D,,. Désignons
par F,(X,Y) I'espece correspondante. On écrit alors

(Xy?)"
On peut également voir une F,(X,Y)-structure comme une classe de ’espece
Cn(XY?) quotientée par la relation d’équivalence suivante: deux C,(XY?)-
structures sont identifiées s’il existe une involution antipodale qui envoie 'une
sur "autre. On peut alors écrire F,,(X,Y) comme étant ’espece quotient

2
E*&Y):gﬂ%;l.

Pour un n fixé, F,,(X,Y) est moléculaire, c’est-a-dire qu’elle n’admet qu’un seul
type d’isomorphie. Dans ce cas spécial, le calcul de la série indicatrice des cycles
de I'espece
F(X,Y) =) F,(X.,Y)
n>1

est particulierement simple. 1l suffit de sommer les polynémes indicateurs de
cycles. Apres calculs, on obtient alors

1 ¢(k) 1 2212 + 213 + 213
Z = - E 1 .
%) 2k °8 (1 - wkyz) + 4(1 = z2y3)

On utilise alors la Proposition 1.7.6, avec G(X,Y) = X et H(X,Y) = L(Ar(X)),
de sorte qu’apres cette substitution, I’espece F' deviendra & une sorte et la série
génératrice des types d’isomorphie de cartes sphériques a deux faces est alors
obtenue en substituant @* & z;, et 1+ LT (AL(2%)) = L(AL(z*)) & yi dans la
série Zp(x,v)(%,y). Apreés calculs, on obtient

Vi = Ly o) ! L An(a?)/a
M) = 2;;2 P g(1-ka2@h4xk») T T ALY e 599
1~ 1 Ap(2h)/= '
= §M“ﬂ+§1—ZL@aﬁa

Sachant que
1
Ar(z) = 5(1—\/1—4$>, (3.100)

on obtient

1 Ap(e®)/z 1/ 1+ 22
5@—Aﬂﬁﬂ@_4<1+ )' (3101
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Le développement en série de cette derniere expression est aisé. En vertu de
’équation (3.99), on obtient, pour n > 1,

1 n—1 . . .
— S1 1est 1Impailr
2\ (n-1)/2) paity

1{ n )
- , sinon,
4\n/2

ce qui correspond précisément a I’énoncé de la Proposition 3.2.7.

— 1 ~
(M| = 5 IMy| + (3.102)

3.2.4 Cartes sphériques non étiquetées a deux faces selon la dis-
tribution des degrés des sommets.

Soit My l'ensemble des cartes sphériques non étiquetées a deux faces ayant

d = (dy,ds,...,) comme distribution des degrés des sommets. Supposons que

d satisfasse ||d|| = 2|d|. Comme on I’a mentionné plus tot, les cartes planes

a deux faces ayant une symétrie antipodale peuvent étre identifiées aux cartes

sphériques correspondantes. Ainsi, en vertu de I’équation (3.74), on a

— 1/ ~ )

(Ml = 3 (IMal + [Fix g, 71) - (3.103)

La tache principale est de déterminer |Finde 7], le nombre de cartes sphériques

non étiquetées a deux faces ayant d comme distribution des degrés des sommets

et ayant une symétrie antipodale. On se donne d’abord une condition nécessaire
et suffisante pour 'existence d’une telle carte.

Lemme 3.2.8 Supposons que d = (dy,ds,---) satisfasse ||d|| = 2|d|, alors il
existe une carte sphérique non étiquetée a deux faces ayant d comme distribution
des degrés des sommets et ayant une symétrie antipodale si et seulement si

1. le vecteur d admet au plus deur composantes impaires;

2. les composantes impaires de d sont d’indice pair.

Preuve: La nécessité est évidente puisqu’une involution antipodale fixe 0, 1
ou 2 sommets. Pour la suffisance, on traite le cas ou d admet exactement une
composante impaire d’indice pair, disons dag, ou k& > 1, les deux autres cas
pouvant étre traités de facon similaire. On va construire une structure telle
qu’illustrée & la Figure 3.21. On place d’abord un sommet de degré 2k a la
gauche en laissant I’extrémité gauche libre pour une connexion ultérieure. On y
attache ensuite 2k — 2 sommets de degré 1, c’est-a dire k — 1 sommets au-dessus
et k — 1 sommets en-dessous. Comme 2|d| = ||d||, on a dy > 2k — 2, de telle sorte
qu’il y a au moins 2k — 2 sommets de degré 1 disponibles dans d.
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et

Segment 1 Segment 2

Figure 3.21: Construction d’une carte ayant une symétrie antipodale.

Il reste a construire le restant de la chaine avec les sommets non utilisés,
dont la distribution des degrés est donnée par

d'= (dy — (2k — 2),dy, ds, ..., dop — 1,...). (3.104)

On note que toutes les composantes de d’ sont paires. Le restant de la chaine sera
constitué de deux segments, chacun ayant une distribution des degrés donnée
par d’'/2. On vérifie aisément que 2|d’/2| = ||d’/2]|, ainsi, selon le Lemme 3.1.6,
on peut construire une carte plane non étiquetée a deux faces ayant d’/2 comme
distribution des degrés des sommets. Il suffit alors de couper n’importe quelle
aréte se trouvant sur le cycle de cette carte et de placer la structure ainsi obtenue
sur le premier segment. On considere une copie exacte de cette structure, qu’on
tourne de 180°, et qu’on vient placer sur le second segment, en laissant libre
I’extrémité droite. En collant les deux extrémités libres, on obtient un carte
ayant une symétrie antipodale de type S A dont I’axe intersecte le sommet de
degré 2k qu’on a placé en premier. a

Pour calculer |Finde 7|, on utlise essentiellement les mémes idées que
dans la section précédente, sauf que maintenant, les cartes quotients auront une
distribution des degrés des sommets prédéterminée et que les sommets distingués
dans ces derniéres auront un degré donné. Soit Ay (resp. g?l) I’ensemble des
(resp. couples d’) arbres plans plantés non étiquetées ayant d comme distribution
des degrés des sommets.

On considere d’abord le cas ol d admet exactement une composante im-
paire, d’indice pair, disons dyr. Ceci correspond au cas de cartes ayant une
symétrie de type SA (voir Figure 3.11). Etant donnée une telle carte, la
carte quotient correspondante est alors un arbre plan planté non étiqueté ayant
d' = (dy,d,,...) comme distribution des degrés des sommets, ou

(di —1)/2, sii=2k,
di=14 dij2+1, sii=k, (3.105)

d;/2, autrement,
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et dont le sommet (non singulier) distingué est de degré k. On a alors

|Fix 7 7] = dy| A, (3.106)

Pour déterminer |Ag|, on utilise Péquation (3.30). On trouve

e 7= A (101} _ /2 (1d +1)/2
Ma VTN @ ) T (d - D/2\dy/2,do)2, . di)2 1 (o — 1)/2)

et le résultat suivant s’ensuit.

Proposition 3.2.9 Sid admet exactement une composante impaire dyy, ||d|| =
2|d| et |d| # dy, alors [Fix 5 7|, le nombre de cartes sphériques non étiquetées
a deuz faces ayant d commeddzstmbutwn des degrés des sommets et ayant une
symétrie antipodale est donné par

|Fix 57 7| = ((d __5%)/2)7 (3.107)

otl 8y, est le vecteur ayant un 1 a sa (2k)'*™¢ composante et 0 ailleurs. O

On considere maintenant le cas ou d admet exactement deux composantes
impaires, disons dyy et doy, avec 1 < k < £. Ceci correspond a des cartes ayant
une symétrie antipodale de type SS (voir Figure 3.13). Dans ce cas, la carte
quotient est un arbre plan non étiqueté ayant d’ comme distribution des degrés
des sommets et dont un sommet de degré k et un sommet de degré ¢ sont
distingués. 1l y a deux cas a considérer. Si £ # 2k, alors d’ est donné par

(d; — )/2 si i = 2k ou 2/,
di=24 (d;/2)+1, sii=koul, (3.108)

d; /2, autrement.

Si £ = 2k, alors

(d; —1)/2, sii=2L,
) i+ 1)/2, sii=4,
G=N (i) 41, sii=k (3.109)
d;/2, autrement.

On considere d’abord le cas oli £ # 2k. Pour compter le nombre de cartes
quotients, on considere 'espece P des arbres plans. Soit |Py|, le nombre de
P-structures étiquetées ayant d’ comme distribution des degrés des sommets.
Ce nombre a été calculé dans ([17]) et aussi dans ([32]). Il est donné par

|d'|
[ Par| = (n—2)!(d,) (3.110)
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Il y a djd, facons de sélectionner un sommet de degré k et un sommet de degré
¢ dans une telle structure. Un fois ce double pointage fait, la structure devient
asymétrique, de sorte que pour obtenir le nombre de structures non étiquetées,
il suffit de diviser par |d’|!. On obtient

. dpdy |
Fixgr, 7l = T - (1= 217, (3.111)

Si on exprime d’ en fonction de d, on obtient

(F+D(F+1) (1d jdl/2+1
7 - 1) de 4 1 de y o dop=l doe—l
77—|- 77—|- P T R S
(3.112)
Apres calculs, on trouve que le résultat suivant est valable pour les deux cas

0+ 2%k et £ = 2k.

|Fix— 7| =

Ma (4 41y

Proposition 3.2.10 Sid admet exactement deux composantes impaires d’indi-
ces 2k et 20, avec k < (, et ||d|| = 2|d|, alors le nombre |Fixl\~/|d7'| de cartes
sphériques non étiquetées a deux faces ayant d comme distribution des degrés
des sommets et ayant une symétrie antipodale est donné par

: _ jdl/2 =1
|F1XHdT| = ((d— Syp — 520/2). (3.113)

a

Considérons maintenant le cas ou d n’admet aucune composante impaire.
On se trouve ici en présence de cartes ayant ou bien une symétrie de type S5
dont ’axe intersecte deux sommets de méme degré pair, disons 2k, ou bien une
symétrie de type AA dont 'axe intersecte deux arétes. Dans le premier cas, la
structure quotient est un arbre plan non étiqueté ayant d’ comme distribution des
degrés des sommets, et munie d’une paire (non ordonnée) de sommets distingués
étant tous deux de degré k, le vecteur d’ étant donné par

(do; — 2)/2, sii=2k,
di={ dij2+2, sii=k, (3.114)

d;/2, autrement.

Comme on I’a fait dans la section précédente, on introduit un ordre parmi les
deux sommets distingués. Fixons 2k et dénotons par Fy o I'ensemble des struc-
tures correspondantes. Par un raisonnement similaire a celui qu’on vient de

| Fopar| = M(Idﬂ —~ 2)!("”). (3.115)

faire, on a

/]! d
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En exprimant le tout en fonction de d, on trouve
d d d
(3 +2(%+1) (1), B
(4 1y 2 R T

Apres simplifications, on trouve

dak (1d]/2
1 = T . .11
| Fogar| Id] ( /2 (3.117)

| Fog,ar| =

). (3.116)

Pour le cas de symétries de type AA, la carte quotient est un arbre plan non
étiqueté et bi-planté (voir Figure 3.14), ayant d’ comme distribution des degrés
des sommets, olt d’ est donné par

d' = d)2. (3.118)

Pour dénombrer les cartes quotients, on considere les deux sommets distingués
(sommets-étoile) comme étant des sommets réguliers, de degré 1, de telle sorte
que la structure correspondante sera un arbre plan non étiqueté ayant

d" = g + 264, (3.119)

comme distribution des degrés des sommets et munis d’une paire (non ordonnée)
de sommets distingués de degré 1. Ici, encore, on introduit un ordre parmi ces
deux sommets distingués et on considere Ggn, 'ensemble des structures corres-
pondantes. Une fois exprimé en fonction de d, on obtient

|G | = (g??) (3.120)

L’expression |Fyy o] doit étre additionnée pour toutes les valeurs de k, de sorte
que

) 1
|F1X/’Mvd7'| = 5 |Gd//| + Z |F2k,d’| , (3121)
E>1
ol le facteur 1/2 provient du fait que expression |Gygr| + Y sy |Fog,ar| compte
le nombre de cartes munies d’une symétrie antipodale orienté de type SS ou
AA. 1l faut donc diviser ce nombre par 2. On obtient alors le résultat suivant.

Proposition 3.2.11 Si ||d|| = 2|d| et d n’a aucune composante impaire, alors
le nombre |Fixjfwv 7| de cartes sphériques non étiquetées a deux faces ayant d
comme distribution des degrés des sommets et ayant une symétrie antipodale est
donné par

_ 1(1d)2] |
Fix— 7| = = 1+ —3 do ] . 122
IFix g, 7! 2(d/2) * |d|§1 2 (3.122)
- a
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L d | Mg [My]
(4,2,0,2) | 225 | 117
(2,00,1) | 3 2
2,1,0,1) | 9 5
212) | 16 | 9
2272) | 42 | 23
(2,2,0,1) | 18 | 10
(333,1)| 70 | 35
(4,2,2,1) | 1652 | 832

Tableau 3.1: Quelques valeurs de My et M.

3.2.5 Cartes sphériques non étiquetées a deux faces selon la dis-
tribution des degrés des faces.

Soit M{a7ﬁ} I’ensemble des cartes sphériques non étiquetées a deux faces
ayant {a, 3} comme distribution des degrés des faces. Si a # (3, il ne peut y
avoir de symétrie antipodale, et on a alors

Mol = M), (3.123)

puisque dans ce cas, on a une bijection entre les cartes sphériques dans M{a7ﬁ}

et les paires de cartes planes distinctes (m, 7(m)) dans |\~/|(a75) X M(g,a)-

Si o = [, alors ’ensemble |\~/|(a7a) est clos sous I’action de l'involution
antipodale 7 et on peut appliquer (3.74). En se souvenant que les cartes planes
ayant une symétrie antipodale peuvent étre identifiées aux cartes sphériques
correspondantes, on a

~ 1/ ~ ‘
|M{a,a}| = 5 <|M(oz,oz)| + |F1XH{QVQ}T|) . (3124)

Puisque @ = 3, on a simplement n = «, ou n est le nombre de sommets dans la
carte, et ainsi

|Fivatv{a7a}7—| = |FinanT|' (3.125)

Le terme |Fixﬂ 7| est déja connu, et le résultat suivant s’ensuit.
n

Proposition 3.2.12 Si o > 0 et § > 0 ont méme parité, alors le nombre
|Fixjfvlv 7| de cartes sphériques non étiquetées a deux faces ayant {c, 3} comme
{a,8}
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distribution des degrés des faces est donné par

|M(a,ﬁ)|7 Si&#ﬂ7
~ 1 oa—1
l I\/I - . — ‘t . .
: . 1{ a . .
o+ (a /2)7 i = est pair,
ol ||\~/|(a75)| est donné par l’équation (3.50). ]

3.2.6 Cartes sphériques non étiquetées a deux faces selon les dis-
tributions conjointes des degrés des sommets et des faces.

Soit Md,{oz,ﬁ} I’ensemble des cartes sphériques non étiquetées a deux faces
ayant d et {«, f} comme distributions conjointes des degrés des sommets et des
faces. Supposons que d, « et [ satisfont les conditions 1 et 2 du Lemme 3.1.13.

Siaw# 3, 0na

|Md,{a,ﬁ}| = ||\~/Id,(oz,ﬁ)|7 (3.127)
et si a =, 0n a
M f0.03] = %|I\~/Id,(a,a)| + %|Fix% 7. (3.128)
s(a,a)
Le seul terme inconnu est |Fivalvd7(a7a)7—|' En vertu de la condition 1 du Lemme

3.1.13, on a |d| = «, ainsi, dans ce cas, « est completement déterminé par d, et
on a

|FiX-;\—/Td,(a,a) T| = |Fin\,TdT|v (3.129)

et le résultat suivant s’ensuit.

Proposition 3.2.13 En supposant que d, o et (3 satisfassent les conditions
1 et 2 du Lemme 3.1.13, alors le nombre |Md7{a7ﬁ}| de cartes sphériques non
étiquetées a deux faces ayant les distributions conjointes d et {c, 5} des degrés
des sommets et des faces est donné par

—~— ||\~/|d(a5)|, Si&#ﬁ7
Tl = Maga, ‘ , 3.130
| dv{ 7ﬁ}| { %|Md,(a,a)| —I— %|F1X.//{/Td T| Sl v = ﬁ7 ( )

ot ||\~/|d (a,3)| €st donné par 'équation (3.71), et |Fixjfvlv 7| peut étre nul, ou donné
b b d

par (3.107), (3.113) ou (3.122), selon la fagon dont les composantes impaires de

d sont distribuées. a
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Lo | 8 [ Mygos [ Magos
8|8 13 11
719 9 9
610 12 12
511 11 11
A2 12 12
313 16 16
2 (14| 16 16
T 15] 30 30

Tableau 3.2: Valeurs de |\~/|d7(a75) et ./{/lvd{aﬁ} pour d = (4,2,0,2) et
(o, B) tels que v < et o+ 3 = 16.
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CHAPITRE IV

DENOMBREMENT DE CACTUS

Dans ce chapitre nous dénombrons d’abord les cactus m-aires enracinés
selon le nombre de polygones. Nous établissons ensuite une bijection avec les
arborescences ordonnées m-aires. Puis, par une adaptation d’une méthode de
Liskovets ([20]), nous dénombrons ces mémes cactus dans le cas non enraciné.
Nous terminons avec le dénombrement de ces cactus, selon la distribution des
sommets de chaque couleur et finalement, selon la distribution des degrés des
sommets de chaque couleur. Ce travail étend un résultat de Goulden et Jack-
son ([11]) sur les cactus m-aires enracinés et est motivé par la classification
topologique des polynémes complexes (voir ([9]).

4.1 Cactus m-aires enracinés et non étiquetés

Définition 4.1.1 Un cactus est un graphe simple connexe dans lequel chaque
aréte appartient a exactement un cycle élémentaire. De facon équivalente,
chaque bloc (composante 2-connexe) d’un cactus est un cycle élémentaire, c’est-
a-dire, un polygone. Pour un entier m > 2, un m-cactus est un cactus dans
lequel tous les polygones sont des m-gones, autrement dit, des polygones a m
cOtés.

Un m-cactus plan est un plongement d’un m-cactus dans le plan de telle
sorte que chaque aréte soit incidente a la région infinie. Un cactus m-aire est
un m-cactus plan tel que les sommets autour d’un m-gone sont coloriés suivants
les couleurs 1,2,..., m dans le sens antihoraire. Pour des raisons techniques, un
cactus ne comportant qu’un unique sommet de n’importe laquelle des m couleurs
est considéré comme un cactus m-aire. Un cactus m-aire est dit enracinési un de
ses polygones est distingué. La Figure 4.1 donne un exemple de cactus ternaire
enraciné. a

Le but de cette section est de dénombrer les cactus m-aires enracinés
comportant p m-gones. Pour y arriver, nous introduisons d’abord la notion de
m-étoile.
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Figure 4.1: Cactus ternaire enraciné C comportant 8 triangles.

Définition 4.1.2 Une m-étoile est un graphe plan (m+1)-coloré constitué d’un
sommet noir autour duquel sont attachés m sommets de couleur 1 jusqu’a m
dans le sens antihoraire. Les couleurs 1 a m peuvent étre considérées comme m
différentes teintes de blanc. La Figure 4.2 illustre une m-étoile. O

Figure 4.2: Une m-étoile.

Considérons un cactus m-aire enraciné dans lequel on remplace chaque
m-gone par une m-étoile en prenant soin de bien faire correspondre les sommets
de couleurs 1 & m. La Figure 4.8 illustre la structure obtenue en faisant cette
substitution a partir du cactus enraciné de la Figure 4.1. On note que le poly-
gone distingué est devenu une étoile distinguée. On convient alors de distinguer
I’aréte joignant le centre de ’étoile distinguée au sommet de couleur 1. On ob-
tient alors un arbre plan bicoloré dont tous les sommets noirs sont de degré m
et muni d’une aréte distinguée, tel qu’illustré a la Figure 4.4.

Ce procédé est clairement réversible. FEn effet, partant d’un arbre plan
bicoloré muni d’une aréte distinguée, il suffira de convenir que le sommet blanc
incident a cette aréte portera la couleur 1. Ceci déterminera automatiquement
la couleur de tous les autres sommets blancs. L’autre extrémité de ’aréte dis-
tinguée correspondra au centre de I’étoile distinguée, et par conséquent, au po-
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lygone distingué du cactus m-aire correspondant.

Figure 4.3: Représentation d’un cactus sous forme d’arbre plan bicoloré.

Figure 4.4: Arbre plan bicoloré muni d’une aréte distinguée.

Dénotons par ac,, ¢ = ac,,,c(X,Y) l'espece des arbres plans bicolorés
dont tous les sommets noirs sont de degré m. Cette notation est justifiée par le
fait que dans une telle structure, ’ensemble des voisins d’un sommet noir (de
sorte X) est enrichi d’une C),-structure (cycle de longueur m), et ’ensemble
des voisins d’un sommet blanc (de sorte V) est enrichi d’une C-structure. Un
sommet blanc isolé est également accepté comme ac,, c-structure. On dénote
alors par azj;f,c I’espece des ac,, c-structures pointées en une aréte. On a alors
I’identité combinatoire suivante:

e—O0 . 'Y o
acmyc - ALm—hL ’ ALm_hL? (41)
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ol Az/m—17L désigne ’espece des arborescences bicolorées a racine noire, dont la
fibre de chaque sommet noir est enrichie d’une L,,_;-structure (liste de longueur
m — 1), et dont la fibre de chaque sommet blanc est enrichie d’une L-structure.
L’espece A%m_l,L est définie de maniere analogue, en demandant que la racine
soit blanche. La Figure 4.5 donne une illustration de I'identité (4.1) pour m = 3.

®—O

M . _ ] o
Figure 4.5: a;; ° = ALm_l,L . ALm_l,L-

Par ailleurs, on a

Azm_l,L = XLm_l(A%m_l,L) (42)

et
A%m—lyL = YL(AE/m_l,L)' (43)

La Figure 4.6 illustre I’équation (4.2) dans le cas ot m = 3.

®

Figure 4.6: A} ;= XLm—l(A%m_l,L)
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On remarque qu’une ac,, ¢-structure comportant p sommets noirs possede
alors (m — 1)p+ 1 sommets blancs. En effet, le nombre total d’arétes est mp car
les p sommets noirs sont tous de degré m. Il y a donc en tout mp + 1 sommets
(un de plus que le nombre d’arétes), donc (m — 1)p 4+ 1 sommets blancs.

Désignons par Ky, , I'ensemble des cactus m-aires enracinés (non étiquetés)
k]
comportant p m-gones. On a alors

[2Py (=P @80 ) (@, y). (4.4)

7p| ms

Ko
L’espece aé:noc est clairement asymétrique, de sorte que

(@e,.c)" (@ y) = ag, o(z, y). (4.5)
En vertu de (4.1), on obtient alors
K5 pl = [Py DPHAL (e ) AT (e y). (4.6)
En vertu des équations (4.2) et (4.3), on a

Ab (e y) =a(Ag (e, y) (4.7)
et

1

ALy 2(2:y) =y (%) : (4.8)
" 1 o ALm—le

Pour déterminer le coefficient de zPy(™=1P+1 dans (4.6), on utilise la formule

d’inversion de Lagrange bidimensionnelle alternée (Formule de Chottin), donnée

par la proposition suivante.

Proposition 4.1.3 FORMULE DE CHOTTIN([6]) Si deux séries formelles A(z,y)
et B(x,y) satisfont

Az, y) = 2p(B(z,y)) et B(z,y) = y(A(z,y)),

alors

A’ = (1= CEEE D et it (1)

a

Ce résultat est un cas particulier d’un résultat qui sera démontré a la section
4.4 (voir Théoreme 4.4.3). Dans notre cas, on a A = Aim_l 1, B= A%m_l .
ety =tm"1 et ¢(t) = (1 —t)~1. On obtient alors

[Py IPHAS, L (e 9)AG, ()

(= Dlm = Up+ =1\ iy = (= Dpt 1) fpm—1)p7(m—1)p
1 P e )0 -9) (1m0}t
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Cm e (= Dp D((m = Dp42) o (m = Dt )
RCEI e ;i
Cm (m D Dim = Dp42)o(m - Dpp -1
(= pr 1) (=1
m (mp)!

((m = 1p+1) mp((m —1)p)l(p—1)!
B 1 (mp)
S ((m=1p+1)\ p

Proposition 4.1.4 Le nombre |Ky, | de cactus m-aires enracinés, non étiquetés,
k2
comportant p m-gones, est donné par

S 1 mp
Kl = m( » ) (4.10)

a

Il est bien connu que cette derniere expression compte également le nombre
d’arborescences ordonnées m-aires comportant p sommets. La prochaine section
sera consacrée a relier bijectivement plusieurs objets combinatoires énumérés par
cette formule.

4.2 Une bijection avec les arborescences ordonnées m-aires

Le but de cette section est de donner une bijection entre les cactus m-
aires enracinés (non étiquetés) ayant p m-gones et les arborescences m-aires (non
étiquetées) ayant p sommets. Ces deux ensembles sont également en bijection
avec I'ensemble des factorisations m-aires du p-cycle 4, = (12 --- p). On donne
d’abord une définition plus précise de ces deux nouveaux ensembles d’objets.

Définition 4.2.1 [’espece T, des arborescence m-airesest définie récursivement
par I’équation fonctionnelle

T = X(14+Tn)™ (4.11)
On en déduit qu’a chaque sommet interne, est attaché un m-uplet constitué de

feuilles ou de sommets internes. Voir Figure 4.12.

Définition 4.2.2 Une factorisation m-aire du p-cycle v, = (12 --- p) est un
m-uplet (g1, 92, ..., 9mn) de permutations de S, tel que

Yp = H gi (4.12)
=1

a
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Goulden et Jackson ont donné une bijection entre ’ensemble des cactus
m-aires enracinés comportant p m-gones et I’ensemble des factorisations m-aires
du p-cycle v,. La connexion entre ces deux ensembles est obtenue en donnant un
étiquetage canonique aux m-gones d’un cactus m-aire enraciné. Partant d’un
tel cactus, on donne d’abord l’étiquette 1 au polygone distingué. Partant de
I’aréte incidente a ce polygone dont les deux extrémités sont des sommets de
couleurs m et 1, on effectue un parcours des arétes en gardant toujours la face
infinie & sa droite. Ce faisant, on rencontre successivement des arétes dont les
extrémités sont de couleurs 1 et 2, 2 et 3, 3 et 4, et ainsi de suite jusqu’a ce
qu’on tombe a nouveau sur une aréte dont les extrémités sont de couleurs m et
1. On convient de donner I’étiquette 2 au polygone incident a cette aréte. On
poursuit le processus jusqu’a ce que tous les polygones aient été étiquetés. La
Figure 4.7 donne I’étiquetage canonique obtenu a partir du cactus illustré a la
Figure 4.1. Pour plus de détails, voir ([11]).

Figure 4.7: Etiquetage canonique d’un cactus m-aire.

Pour ¢« = 1,...m, considérons I’ensemble des sommets de couleur 7. On
considere 'ordre cyclique antihoraire des étiquettes des polygones autour de cha-
cun de ces sommets. En placant ces cycles cote a cote, on obtient la permutation
gi- Par exemple, le triplet de permutations de (g1, g2, g3) de Sg correspondant
au cactus illustré a la Figure 4.7 est donné par

g1 = (15)(34),
g2 = (167)(35), (4.13)
g3 = (23)(18).

On vérifie aisément que g19295 = (12345678), le produit étant effectué de gauche
a droite.

Etablissons maintenant une bijection entre les cactus m-aires enracinés
ayant p m-gones et les arborescences m-aires ayant p sommets. Nous illustrons
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la bijection avec m = 3, la généralisation & un m quelconque devrait étre claire.
Partant du cactus enraciné donné a la Figure 4.1, on considere alors ’étiquetage
canonique de ce cactus tel que donné a la Figure 4.7. Comme on I’a vu a la
section précédente, on peut remplacer les m-gones par des m-étoiles. On obtient
I’arbre plan bicoloré canoniquement étiqueté correspondant, tel qu’illustrée a la
Figure 4.8.

Figure 4.8: Arbre plan bicoloré canoniquement étiqueté.

La bijection s’effectue de fagon récursive. On distingue d’abord le sommet
d’étiquette 1, correspondant & I’étoile (ou le polygone) distingué initial. Ce
sommet sera la racine de ’arborescence. 1l est adjacent & trois sommets, de
couleur 1, 2 et 3 respectivement. Le fils gauche sera la structure attachée au
sommet de couleur 1, le fils central sera la structure attachée au sommet de
couleur 2 et le fils droit sera la structure attachée au sommet de couleur 3. On
obtient alors la structure illustrée a la Figure 4.9.

Pour pouvoir procéder récursivement, chaque sous-structure doit elle-
méme contenir une étoile distinguée ou encore, ce qui revient au méme, un
sommet noir distingué. Lorsqu’on arrive dans une sous-structure, par conven-
tion, on distinguera le sommet situé le plus a droite. Les sommets noirs dis-
tingués sont indiqués par des fleches dans la Figure 4.9. Par exemple, entre le
sommet noir d’étiquette 7 et le sommet noir d’étiquette 6, on choisit le sommet
noir d’étiquette 6, qui se trouve le plus & droite lorsqu’on arrive par la demi
aréte pointillée. Ces nouveaux sommets distingués deviendront les sommets-
peres pour I’étape suivante de décomposition. Dans notre exemple, il s’agit des
sommets noirs d’étiquette 5, 6 et 8 respectivement. La décomposition d’une
sous-structure s’arréte lorsque celle-ci n’est plus constituée que d’un sommet
blanc isolé. Les Figures 4.10, 4.11 et 4.12 nous donnent respectivement les
étapes 2, 3 et 4 de la décomposition. On peut montrer aisément que chaque
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Figure 4.9: Premiere étape de la décomposition.

étape de cette décomposition est réversible, de sorte que, partant ’arborescence
donnée a la Figure 4.13, on peut, en procédant a partir des feuilles vers la racine,
retrouver le cactus donné a la Figure 4.8.

Notons que les sommets blancs dans la Figure 4.12 constituent les feuilles
d’une arborescence ternaire complete et qu’elles admettent les couleurs 1, 2,
ou 3 suivant qu’elles sont fils gauche, fils central ou fils droit. On peut donc
les omettre sans perte d’information. On obtient alors I’arborescence ternaire
illustrée a la Figure 4.13.

Dans une arborescence ternaire, on définit une chaine gauche comme étant
une suite de pas sud-ouest de longueur maximale. Les chaines centrales et droites
sont définies similairement, en termes de pas sud et sud-est respectivement. La
longueur d’une chaine est le nombre de sommets qu’elle contient. Par exemple,
dans la Figure 4.13, la chaine centrale (1,6,7) est de longueur 3. Les chaines
de longueur 1 sont admises. Par exemple, le sommet d’étiquette 7 constitue en
lui-méme a la fois une chaine gauche ou une chaine droite de longueur 1, mais
pas une chaine centrale puisqu’il est strictement contenu dans la chaine (1,6,7).

On observe alors que I’ensemble des chaines gauches de I'arborescence ter-
naire de la Figure 4.13 correspond précisément aux cycles de la permutation ¢y
dans (4.13). 1l en va de méme pour les chaines centrales et droites qui cor-
respondent respectivement aux cycles de gs et g3. Rappelons que le point de
départ de notre bijection était un cactus canoniquement étiqueté. Nous avons
transporté cet étiquetage afin de mieux visualiser les étapes de la bijection.
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Figure 4.10: Deuxieme étape de la décomposition.

Ainsi, arborescence ternaire de la Figure 4.18 est également canoniquement
étiquetée. Ainsi, on peut enlever les étiquettes sans perte d’information. Le pro-
chain paragraphe montre comment on peut récupérer cet étiquetage au moyen
d’un parcours de ’arborescence.

On donne d’abord I’étiquette 1 a la racine; c’est notre position de départ.
On note que chaque sommet repose dans exactement trois chaines: une gauche,
une centrale et une droite, certaines chaines pouvant étre de longueur 1. Ap-
pliquer ¢y a la position actuelle revient & effectuer un pas sud-ouest dans la
chaine gauche si son extrémité inférieure n’est pas encore atteinte. Si elle est
atteinte, appliquer gy nous revoie a I’extrémité nord-est de la chaine. Si la chaine
gauche dans laquelle on se trouve est de longueur 1, alors appliquer gy revient a
n’effectuer aucun déplacement.

Les application de g9 et g3 sont similairement définies relativement a des
chaines respectivement centrales et droites. A chaque fois qu’on a terminé
d’appliquer g1, g2, puis g3, on pose une nouvelle étiquette. La Figure 4.14 nous
indique comment les étiquettes 2 et 3 ont été obtenues.

4.3 Cactus m-aires non enracinés non étiquetés

Dans cette section, nous adaptons a ’énumeération de cactus une méthode
décrite par Liskovets dans un article ou ’on utilise le concept de carte quotient
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Figure 4.11: Troisieme étape de la décomposition.

Figure 4.12: Quatrieme étape de la décomposition.

Figure 4.13: Arborescence ternaire canoniquement étiquetée.

pour obtenir le nombre de cartes planaires non enracinées et non étiquetées
L. o 15 S )

([20]). Désignons par K, , et K7, ., I'ensemble des cactus m-aires étiquetés aux

polygones et ayant p m-gones, respectivement non enracinés et enracinés. On a



110

Figure 4.14: Premieres étapes dans ’étiquetage canonique.

alors
1
|Kinpl = EIICZWI-

Etant donné qu’un cactus m-aire enraciné est asymétrique, il y a p! cactus m-
aires enracinés et étiquetés pour chaque cactus m-aire enraciné et non étiqueté,
c’est-a-dire
o _ Mo
|1Cm,p| - p'|ICm,p|7

ol |i€g%p| est donné par I’équation (4.10). En en conclut que

_ (p=1! [mp
Ko | = Tt ( ) ) (4.14)

Désignons par IEmp I’ensemble des cactus m-aires non étiquetés ayant p
m-gones. On considere alors I'action du groupe S, sur ’ensemble des cactus
m-aires étiquetés aux polygones, I'action d’un élément o € S, étant définie par
réétiquetage des polygones suivant la permutation o. L.e nombre |I€m7p| de cactus
m-aires non étiquetés coincide alors avec le nombre d’orbites de I’action de §,
sur I’ensemble Iy, ,. En vertu du Théoreme de Cauchy-Frobenius, on peut alors
écrire

Kol = = 3 [Fisce,, o,
Dp: c€Sp

ot |Fixk,, 0| désigne le nombre de cactus m-aires étiquetés laissés fixes sous le
réétiquetage induit par o. En extrayant le terme correspondant a o = Idg, de
cette somme, on peut écrire, en vertu de (4.14),

~ 1 — 1! m .
|1Cm,p| = (p )_( p) + Z |F1X}Cm7p o
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On peut, sans changer la nature du probleme, considérer un cactus comme étant
plongé sur la sphere orientée. On déduit du Lemme 3.1.2 que tout automor-
phisme (au sens topologique) périodique et non trivial d’un cactus se ramene
essentiellement & un rotation autour d’un axe intersectant deux éléments (som-
met, face ou aréte) du cactus. Puisque tout automorphisme d’un cactus doit
préserver les couleurs des sommets, on en déduit que seuls les axes intersectant
un sommet et la face correspondant a la face infinie dans le cas plan, sont auto-
risés. Un tel automorphisme induit une permutation sur les étiquettes des poly-
gones. Par exemple, le cactus donné a la Figure 4.15 admet un automorphisme
correspondant & une rotation d’angle 27 /3. Cette rotation induit la permuta-
tion (1,15,2)(3,4,9)(5,13,12)(6,10,11)(7,14,8) sur les polygones. Dans le cas
général, tout automorphisme non trivial d’un cactus induira une permutation
réguliére o € S,, c’est-a-dire dont le type cyclique, dénoté par A(o), est de la
forme

Ao) = d?/e,

Ceci implique que si o n’est pas une permutation réguliere, alors on aura néces-
sairement |Fixg, o] = 0. Dans notre cas, d correspond a I'ordre de l'auto-
morphisme. 1l est clair que d doit diviser p, le nombre de m-gones. On peut
donc écrire

¢! (p—1! [mp .
|1Cm,p| - (m — 1)p_|_ 1 + Z Z |F1X}Cm7p g

!
p: p dlp \(o)=dr/d
d>1

On se convainc facilement que le nombre de cactus m-aires laissés fixes
sous |’action d’une permutation ¢ € S, ne dépend que du type cyclique de o.
On sait que le nombre de permutations dans S, ayant le type cyclique dr/? est
donné par

{o €S, | Mo) = d?/?| = W;/d)!' (4.15)

On considere alors un cactus m-aire étiqueté ayant un automorphisme
correspondant & une permutation o de type cyclique d?/¢. Appliquer un au-
tomorphisme a un cactus revient essentiellement a effectuer une rotation rigide
d’angle 27 /d du plan autour du sommet intersectant I’axe de symétrie. On
découpe alors le plan en d régions fondamentales, c’est-a-dire un “morceau de
tarte” d’angle 27 /d dont la pointe coincide avec le sommet intersectant 1’axe
de symétrie. Pour le cactus donné a la Figure 4.15, la région fondamentale
sélectionnée est le secteur d’angle 27 /3 compris entre les deux demi-droites in-
diquées par des tirets. Le cactus quotient est alors obtenu en identifiant les deux
demi droites qui sont frontieres de la région fondamentale. 1.’étiquetage des po-
lygones dans la structure quotient est donné par ordre croissant des éléments
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Figure 4.15: Cactus ternaire étiqueté admettant un automorphisme d’ordre 3.

minimums dans les cycles de o, comme l'indique le schéma suivant.

o=(1,15,2) (3,4,9) (5,13,12) (6,10,11) (7,14,8) (4.16)
——— N——— —_———
1 2 3 4 5

La Figure 4.16 illustre le cactus quotient obtenu & partir de celui donné a
la Figure 4.15 ainsi que son étiquetage induit. On note qu’un sommet y a
également été distingué; c’est le sommet correspondant a celui intersectant ’axe
de symétrie.

Soit K p/d I’ensemble des cactus m-aires étiquetés et pointés en un som-
met et ayant p/d m-gones. On considere I’application

W Sy xFixg,,,0 — NxKL
(0,C) = (d,C*)

qui, & un couple (0,C) ou sigma est un automorphisme de C, associe le couple
(d,C*), ot d est 'ordre de o et C* le cactus quotient tel que ci-haut décrit. On
note que cette application est, en général, loin d’étre injective. Il g’agit alors,
étant donné un cactus quotient C®, de calculer le nombre de relévements de
C*, c’est-a-~dire le nombre de cactus m-aires ayant un automorphisme donné o,
d’ordre d, partageant le méme cactus quotient.

Nous illustrons ce calcul au moyen de I'exemple (o,C®), ot o est donné
par (4.16) et C®, par la Figure 4.16. On considere I’étiquette 1 dans le cactus
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- /

Figure 4.16: Cactus quotient et son étiquetage induit.

quotient. Il n’y a, a rotation pres, qu’une seule facon de placer I’étiquette 1 dans
la structure-mere (c’est-a-dire que les trois positions possibles sont équivalentes).
On considere ensuite I'image de 1 par ¢. Dans notre cas, il s’agit de I’élément
15. 1l y a deux endroits possibles ot I’on peut placer ’étiquette 15, a savoir (voir
Figure 4.15), la ot se trouve le 15 ou le 2. De facon générale, si I'automorphisme
est d’ordre d, il y aura ¢(d) facons de placer I'image de 1 par o dans la structure-
mere. Ceci découle du fait que le nombre de cycles de longueur d laissés fixes
sous 'action d’une permutation cyclique donnée p de longueur d est ¢(d): ce
sont les puissances p¥, ofl k est relativement premier & d et 1 <k < d. Il n’y a
ensuite qu’une seule maniere de placer les étiquettes correspondant aux autres
éléments du cycle contenant le 1 dans o.

On considere ensuite I’élément 2 dans le cactus quotient. Cet élément
correspond au cycle (349). Dans notre cas, il y a trois choix de position pour
I’élément 3. Une fois ce choix fait, les positions des éléments 4 et 9 seront alors
automatiquement déterminées. Dans le cas général, il y a d possibilités. Le méme
raisonement s’applique aux éléments 3,4,...,p/d de la structure quotient. Il y
a donc en tout

(d)dr/*! (4.17)

relevements possibles. Il ne reste plus qu’a déterminer le nombre de structures
quotients possibles. Ce nombre est donné par

((m _ 1)2 + 1) (m((_p{?()];dl))jr 1 (n;%d) = ((p/d) —1)! (”;%d) (4.18)

qui correspond au nombre de cactus m-aires étiquetés, pointés en un sommet et
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comportant p/d polygones. En multipliant les facteurs (4.15), (4.17) et (4.18),
on obtient

- _ L (p=1! fmp
Komsl = p!((m—l)p+1(p)
mp/d)

Y o (o) - 1>!( ot

dlp

d>1
La proposition suivante s’obtient apres simplification de cette derniere expression
et échange des roles de d et p/d.

Proposition 4.3.1 Le nombre |I€m7p| de cactus m-aires non étiquetés ayant p
m-gones est donné par

~ 1 1
|1Cm,p|:§ m( )+Z¢ /d( ) . (4.19)

dlp
d<p

4.4 Cactus m-aires enracinés non étiquetés selon la distribution
des sommets de chaque couleur

Désignons par K = K (X1, X3, ..., X,) 'espece des cactus m-aires étiquetés
aux sommets. Il s’agit d’une espece & m sortes Xy, Xo,..., X, la sorte X;
représentant les sommets de couleur ¢. Désignons également par K¢ 'espece des
cactus m-aires enracinés et par A; I'espece des cactus m-aires plantés en un som-
met de couleur ¢, ¢’est-a-dire, munis d’un sommet distingué de couleur 7 auquel
est attachée une paire de demi arétes. Les Figures 4.17 et 4.18 représentent
respectivement un cactus ternaire enraciné et un cactus ternaire planté.

Le résultat suivant est essentiellement di a Goulden et Jackson ([11]).
Proposition 4.4.1 Les espéces K¢ et A;, pour i = 1,...,m, satisfont les iden-
tités combinatoires suivantes
Ai = XiL(A;), (4.20)
K®= A1 Ay - Ay, (4.21)

ot X; désigne lespéce des singletons de sorte (ou de couleur) i, fTZ = [l A
désigne le produit de tous les A; sauf A; et L, Uespéce des listes.
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couleurs:

1 : @
2. @
3 :0

Figure 4.17: Cactus ternaire enraciné.

Preuve: On remarque que le fait de planter un cactus m-aire en un sommet a
pour effet de briser la symétrie circulaire autour de ce sommet, ce qui détemine
un ordre linéaire sur les polygones voisins du sommet pointé. Si ce sommet,
disons de couleur 1, est retiré, chacun de ces polygones adjacents peut étre
décomposé comme le produit de m—1 cactus plantés ayant des racines de couleur
2,3,...,m, d’ou I"équation (4.20) (voir la Figure 4.18). L’équation (4.21) est
immédiate. Voir Figure 4.17. O

Afin de calculer la série génératrice associée a 'espece K°, nous ferons
appel a un résultat qui constitue a la fois un cas particulier de la formule de
Good-Lagrange et une généralisation de la formule de Chottin (voir Proposition
4.1.3).

Théoréme 4.4.2 FORMULE D'INVERSION DE GOOD-LAGRANGE. Etant donnée
Ay, Ag, -+, Ay, une suite de séries formelles en les variables xq, x4, - -+, &, satis-
faisant les relations A; = x;R;(A1, Ay, -+, Ap) pour i = 1,---,m. Alors, pour
toute série formelle F(ty,---,tm), on a:

[FTIF (AL, -, A () = [TF@E)| K (O|RT (F) - Ry (D), (4.22)
ot = (ty,la, -+ tm) et K(I) est la matrice mxm dont Uentrée (i, j) est donnée
par

- ti  OR:(t)
K(t)ij=08ij — == - = 4.23

a
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Couleurs:
1 .
I
H 2 O
v 3 :0

Figure 4.18: Cactus ternaire planté.

Théoréme 4.4.3 FORMULE DE CHOTTIN GENERALISEE. Soient Ay, Ag,..., A,
une suite de séries formelles en les variables x1,xo, ..., x,, telles que pour tout
1=1,...,m, les relations

sont satisfaites. Soit (ay,ag,...,0) €t (n1,ng,...,ny) deux suites d’entiers

> 0 telles que les deux conditions de cohérence suivantes sont satisfaites:

1. m—1divise Y72 (ni —a;) (on pose alors p= (32 (n; —ay))/(m— 1)),

2. Pouri=1,...,m, o, <n; < ;4 p.
Alors on a
[fﬁ} ATTAS? L AD = (H(1+ ﬂ—f) - Z%H(pr @)) {gﬁ} H(I);?i(si)7

o

Preuve. On utilise le théoreme de Good-Lagrange (Théoreme 4.4.2), avec

Fty o, ... ty) = 171452 - gom
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et
Ri(A17A27 .. 7Am) = q)z(gz)v

ce qui donne

[FT]ASTAS2 .. ASm = [fﬁ]f&|1((f)|1‘[q>;%(a) (4.26)
=1

= [T K@®)| ] " &) (4.27)
=1

La principale difficulté, qui consiste & calculer le déterminant |K (£)], a été résolue

dans ([11]). Ici, la matrice K () est donnée par
t; 0

O (t;) Ot

[K(8)]i; = 6i — (®i(t:)).

Puisque @Z(a) est indépendant de ¢;, on a

- t; 0 oy
[K(t)])ii = dii — ®.(70) : 8—@,(@2’( ) =1
et, si 1 # j,
S L H ey __<I>§(@) 0 - __@‘I’Q(@)
[K(t)]i; = 5.0 o1 (®i(t:)) = @i(@)t] o (t:) = 5.0

et on voit que cette derniere expression ne dépend pas de j. Posons \IIZ(tAZ) =
t;®4(t;). Pour simplifier, on écrira ®; et ¥, respectivement au lieu de ®;(#;) et
U;(t;). On a alors

K3

S

A

(K@) = 0= (1= 8) 5
Sij (®i + W) = W,

o,

_ it (5,4 W )
B P; Yo 4,

[T (®i + W5)
T2, @

Ainsi,
U

K@) = i =

Posons
. \I/Z' qji

_|:— :| etM:[(S”—— :| 9
S+ Uil m O+ V1, wm

alors M est de la forme

M=I+A
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ot le rang de la matrice A est 1. Par la formule de Sherman-Morrison, ([29]),
on a

|M|:1—|—trace(A):1—Z

Ainsi,

Sy e (P + ) N 7
'f‘“)'—W'(l‘Zm%)-

Il s’ensuit, d’apres (4.27), que

m

AV I am _’ nl—l = \IIZ

=1

Définissons maintenant des coefficients ¢; g, par

@nz Z Cz,ﬁltﬁl
Bi>0

En dérivant chaque membre de cette égalité par rapport & #; et en multipliant
par t;/n;, on obtient

@ﬂ,—l Z _Cz,ﬁ,tﬁl
ﬁz>0
Posons =57, B; et t =ttty -t,. On a alors

- ni—1/&. . S v
H(I)i ((I)Z—I_\IIZ) (1_;q)i_|_q;.)

K3

=1
= TII (cpg.“ + <1>;?i—1x112») -> (@?ﬂ‘lxpj 11 (cpg?i + cp?i—lxpi))
i=1 j=1 i#j
— H ( (1 + &) Czﬁltf’)
i=1 \3;>0 K
= Bi 28 A
- Yo Festy | II D2 (14— ) cipd]
i=1 \g,20 " i#5 \#i0 T
=Y (To+ D - I e+ 2 e
BiraBm>0 \i=1 i ST 4y i ]
m m g m 7 Bi
-y (IMo+5 - 200+ 59 Tents
Brr B >0 \iz=1 R Ry XA e} i
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Or, dans cette derniere expression, on cherche le coefficient de 77!« . 7im=m,
On en conclut que pour chaque 7 = 1, ..., m, on doit avoir

n; —o; = B — 5. (4.29)
En sommant pour ¢ = 1,..., m, on obtient

n—a=(m-1)g. (4.30)

Or, g =5, B; doit étre entier, de sorte que m — 1 doit diviser n — a.. De plus,
chaque (; doit étre positif ou nul, de sorte que
n—«

Bi=p0—ni+a = —n;i +a; > 0.
m—1

Autrement dit,

n—o
mSOéi—l-m_l-

Finalement, puisque

o~

A = 2:9;(A)),

on doit nécessairement avoir a; < n; pour tout ¢2. On obtient alors la conclusion
a partir de (4.28), (4.29) et (4.30) et du fait que

m m

-

l:[ cig =[] [ @ (si).

=1
O

Nous allons maintenant établir une condition nécessaire et suffisante pour
I’existence d’un cactus m-aire ayant une distribution donnée des couleurs de ses
sommets. Soit @ = (ny, ng,..., Ny, ) un vecteur d’entiers > 0 et posonsn =3, n;.

Lemme 4.4.4 Soit @ = (ny,n2,...,0y,) un vecteur d’entiers > 0 et posons
n=>_;n;. Alorsil existe un cactus m-aire (enraciné ou non), ayant n; sommets
de couleur i si et seulement si

1. p=(n—=1)/(m—1) est un entier;

(4.31)
2. p>2l=n<pVi=1,...,m.

Preuve. Les conditions sont clairement nécessaires puisque pour tout cactus
m-aire, on an = (m—1)p+ 1, ol p est le nombre de polygones. La suffisance se
démontre par récurrence sur p. Si p =0, alors = 1 et on a un cactus dégénéré
en un sommet. Si p > 1, alors toutes les composantes de 7 sont strictement
positives puisque sinon, en supposant par exemple, que ny = 0, on obtient

n=3"m<(m-1p=n-—1,
=2
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une contradiction. Ainsi, on a n; > 1, pour tout ¢. Si p =1, alors n; = 1 pour
tout 7, et on a un cactus constitué d’un seul polygone. Si p > 1, on doit avoir
n; < p pour un certain ¢ car sinon, n = mp et n = (m — 1)p+ 1 conduit & une
contradiction. Supposons, par exemple, que n,, < p. On définit un nouveau
vecteur 7' par nl, = n, et n. = n; — 1 pour i = 1,...,m — 1. Le vecteur 7’
satisfait les conditions 1 et 2 avec (n' —1)/(m —1) = p— 1 et on peut appliquer
I’hypothése de récurrence pour construire un cactus ayant 77’ comme distribution
des sommets de chaque couleur. 1l suffit alors d’ajouter un nouveau polygone en
I’attachant & n’importe quel sommet de couleur m pour obtenir un cactus ayant
7 comme distribution des sommets de chaque couleur. a

Soit K¢ - I’ensemble des cactus m-aires enracinés non étiquetés dont la
b
distribution des sommets de chaque couleur est donnée par

= (n17n27"'7nm)7

ol n; désigne le nombre de sommets de couleur 7. On a vu que 'espece K°
satisfait

ICO == A1A2 . 'Am7

ou chaque A; satisfait

o~

A= X, L(A).
[’espece K° est clairement asymétrique, de sorte que
IEO($17 Toyeooym) = KO(21, 22,y 20m).
On a donc
m

|i€;>n,ﬁ| = [x?l x§2 .. .xnm]lco — [$717‘1$727‘2 .. 'xnmm]AlAz . 'Am-

I suffit d’appliquer le Théoreme 4.4.3 avec

o] =g ==, =1
et
(1) = Lt)=(1-1)7"
pour tout ¢ = 1,...,m. On remarque que les conditions de cohérence du

Théoreme 4.4.3, dans ce cas particulier, coincident précisément celles du lemme
4.4.4. En vertu du Théoreme 4.4.3, on a

KA = [F7AAy - Ay (4.32)
- Z:r[l <1 - 7%) iy 21;[] (1 + nz) [5 ]221_11 L™ (s;). (4.33)
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On calcule d’abord ’expression [sf’]L”’(sz) On a

(57127 (s:)

[s77(1 — s;)™™ .
[s77] % (=ni)(=ni — 1);!- (=ni—j+1) (—s;)d
[Szﬁl] Z nz(nl + 1) : '(m +J— 1) (Si)j
i#0 J:
ni(ni +1) - (ni+ 6 — 1)
f3;!

Or, 8; = p— n;, de sorte que

[P () =

donc

D’autre part,

ni(n; +1)---(n;+p—n; — 1)

(p = ni)!
oo p!
T p onlp—ny)!
N[ p
- 5(0)

i=1 i K
- pimlf[ln (fz) (4.34)
(1 3) -2 ()

T (pm mp™ + np™ 1)
i=1 T
1
=1 "
m—1
A (4.35)
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car (1—m)p+n=n—-(m—1)p=mn—-n+1=1. En multipliant (4.34) et

(4.35), on obtient
K¢ ;

En simplifiant cette derniere expression7 on trouve

Proposition 4.4.5 Soit @ = (n1,ny,...,M,) un vecteur satisfaisant les condi-
tions du Lemme 4.4.4. Le nombre |K;7ﬁ| de cactus m-aires enracinés, non
étiquetés, et ayant @ comme distribution des sommets de chaque couleur est
donné par

— 1=
Kl = 5 II (p,), (4.36)

. n
=1 ¢

ot p=(>,;ni—1)/(m—1) désigne le nombre de polygones dans un tel cactus.

Remarquons que ’ensemble f(;;ﬁ est en bijection avec I’ensemble des
factorisations du p-cycle v, = (12...p) en un produit de m permutations
g1, G2, - - -, §m OU, pour chaque 2, le nombre de cycles de g; est donné par n;.

4.5 Cactus m-aires non enracinés non étiquetés selon la distri-
bution des sommets de chaque couleur

Soit K, # ’ensemble des cactus m-aires non enracinés, étiquetés aux po-
lygones, ayant @ = (ny,ng,...,ny) comme distribution des sommets de chaque
couleur, oli n; désigne le nombre de sommets de couleur ¢. Par un raisonnement
similaire a celui qu’on a fait au début de la section précédente, on conclut que

Kzl = (p = DK, 2l

ol |i€fn,ﬁ| est donné par I’équation(4.36). D’ou

Ko il = = 1) ﬁ (p). (4.37)

p =1 U

Soit I%mﬁ ’ensemble des cactus m-aires non enracinés, non étiquetés (ni
aux sommets, ni aux polygones), ayant @ comme distribution des sommets de
chaque couleur. Pour déterminer le cardinal de cet ensemble, on utilise essentiel-
lement la méme technique qu’a la section 4.3. On remarque d’abord que le fait
de réétiqueter les polygones n’affecte pas la distribution des sommets de chaque
couleur, de sorte qu’on peut appliquer le lemme de Burnside:

K
|1Cm il = ‘—‘ , Z |F1X}Cmn
p UES
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On isole le terme correspondant & ¢ = Id qui est donné par I’équation (4.37). On
note qu’ici encore, si un cactus admet un automorphisme, celui-ci sera exprimé
par une permutation réguliere, de sorte qu’on peut écrire

- 1 . .
Kl = = Mn(n)—l-z Z |F1X)cm7ﬁa|

p! p =1 dlp c€Sp
d>1 ) (g)=ap/d
Etant donné qu’on tient compte de la distribution des sommets de chaque cou-
leur, il faut compter séparément, pour chaque i, 1 < i < m, les cactus laissés
fixes sous o et tels que 'axe de symétrie intersecte un sommet de couleur i.
Désignons cet ensemble par Fixc, . (0,4). On a alors

Iiﬁm,ﬁlzl Mﬁ( )+ZZ S |Fixg,, , (0,9)]

p! p i=1 =1 dlp o€Sp
d>1 )\( ) dp/d
Nous devons imposer une contrainte supplémentaire sur d. En effet, si un cactus
admet un automorphisme non trivial qui consiste en une rotation autour d’un
sommet de couleur ¢, alors d doit diviser simultanément tous les n;, j # ¢ et
; — 1, ce qu’on dénotera par d|(7 — €;), ou & désigne le vecteur de longueur
m admettant un 1 ala ¢
nant le cactus illustré a la Figure 4.15, qui admet un automorphisme d’ordre

e composante et 0 ailleurs. Par exemple, en exami-

3 autour d’un sommet de couleur 1, on a bien d|(7 — &) car pour ce cactus,
i = (7,15,9). Puisque |Fixg, . (o, 2)| ne dépend que du type cyclique de o, et
quiil y a p!/(d?/4(p/d)!) permutatlons de type dP/?, alors on peut écrire

= _1{-DH p!
|Km’ﬁ|_17! 71_[( )‘FZ > WWIX/C 5 (00,7)[ |

p i=1 Zldlpne

(4.38)

oil 0 est une permutation particuliere de type d?/.

On s’intéresse maintenant a la distribution des sommets de chaque cou-
leur dans le cactus quotient. Supposons qu’un cactus C admette un automor-
phisme d’ordre d autour d’un sommet de couleur 7 et une distribution des som-
mets de chaque couleur donnée par @ = (ny,na,...,ny), alors la distribution

=/

1’ = (ninh,...,nl,) des sommets de chaque couleur dans le cactus quotient sera
donnée par

n;/d, si j#1,

(n;—1)/d+1, sij=1.

Dans notre exemple, on a 7 = (7,15,9) et @’ = (3,5,3). 1l ne reste plus qu’a
calculer [Fixg , . (00,7)[. On a

Fixk, (00,1 = (K] ("; ! +1) (o(yatrrn-1) (4.39)

I
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ou le produit des deux premiers facteurs indique le nombre de cactus m-aires
étiquetés, ayant 7’ comme distribution des sommets de chaque couleur et pointés
en un sommet de couleur 7, tandis que le dernier facteur indique le nombre de
relevements de ces structures quotients. En combinant les équations (4.38) et
(4.39) et apres simplification, on obtient la proposition suivante.

Proposition 4.5.1 Soit @ = (n1,ny,...,n,) un vecteur satisfaisant les condi-
tions du Lemme 4.4.4. Le nombre | K, z| de cactus m-aires non enracinés, non
étiquetés, et ayant @ comme distribution des sommets de chaque couleur est
donné par

o 15 = o p/d p/d
|1Cm’n|_P2 g(”i)+;d|(ﬁz—:a) A Z—I_l)(("i_l)/d)jnii(nj/d)

(4.40)
o p=(>;ni—1)/(m—1) désigne le nombre de polygones dans un tel cactus.

| i | K| K || i | Kos | Ko |
(1,3,3) 1 1 (7,7) | 226512 | 17424
(2,2,3) 3 1 (5,6) 5292 | 536
(1,4,4) 1 1 (6,6,7) | 28224 | 3138
(2,3,4) 6 2 (4,4,5) 225 39
(3,3,3) 16 4 (5,6,8) 10584 1176
(3,3,5) 20 4 (5,5,5) 1323 189
(1,3,3,3) | 1 1 (4,6,7) 1960 248
(2,2,3,3)| 3 1 (5,6,6) 5488 692
(2,3,4,4)| 6 2 (3,4,4,5) 50 10
(4,4,4,4) | 125 | 25 (6,6,6,7) | 21952 | 2752

Tableau 4.1: Cactus non étiquetés, enracinés ou non,
selon la distribution des sommets de chaque couleur.

4.6 Cactus m-aires enracinés non étiquetés selon la distribution
des degrés des sommets

On g’intéresse maintenant a dénombrer les cactus m-aires ayant une dis-
tribution des degrés des sommets donnée. On définit le degré d’un sommet dans
un cactus m-aire comme étant le nombre de polygones qui lui sont incidents.
Sim > 2, c’est en fait la moitié du degré usuel de la théorie des graphes. Par
exemple le sommet de couleur 1 situé au centre du cactus donné a Figure 4.15
est de degré 6. Considérons un cactus m-aire C. Pour ¢ = 1,..., m, on pose

ki = (ki kig, ks, - . .)
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ou k;; désigne le nombre de sommets de couleur 7 et de degré j dans le cac-
tus C. Pour simplifier la notation, on introduit la matrice K, dont les lignes
correspondent aux vecteurs k;. Posons également

ij

et supposons que C admette p polygones. Puisque chaque polygone contient
exactement un sommet de couleur 7, alors on a

ijzj =p, pour tout 1. (4.41)
J

Comme conséquence du Lemme 4.4.4, on a également
n=(m-1)p+1, (4.42)

et évidemment

p>1=ky=0 pour tout i. (4.43)

On peut montrer que ces trois conditions sont également suffisantes pour conclure
a l’existence d’un cactus m-aire ayant la matrice K comme distribution des
degrés des sommets. Soit I%me I’ensemble des cactus m-aires enracinés non
étiquetés ayant k;; sommets de couleur 7 et de degré j. Le cardinal de cet en-
semble est donné dans ([11]). La démonstration est semblable a celle de la
Proposition 4.4.5.

Théoréme 4.6.1 GOULDEN-JACKSON. Soit une matrice K de format m X oo,
ou [K);; = kij désigne le nombre de sommets de couleurs i et de degré j, n =
Yoijkij et p=(n—1)/(m—1). Supposons que K,n et p satisfont les conditions
de cohérence (4.41), (4.42) et (4.43). Alors le nombre |I€fn x| de cactus m-aires
enracinés non €étiquetés ayant k;; sommets de couleur i et de degré j est donné
par
m—1 m .
() w

=1 =1

ou EZ désigne la i®™° ligne de la matrice K et n; = Z]« ki;. o

Remarquons que ’ensemble Ke

est en bijection avec I’ensemble des

m, K
factorisations du p-cycle v, = (12...p) en un produit de m permutations
G1, G2y - - -+ g O11, pour chaque i, le type cyclique de g; est donné par 1%i12ki23kia ..

signifiant que la permutation g; admet k;; cycles de longueur j.
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4.7 Cactus m-aires non enracinés non étiquetés selon la distri-
bution des degrés

Désignons par K,, i I'ensemble des cactus m-aires étiquetés aux poly-
gones, dont la distribution des degrés des sommets est donnée par la matrice K.
On a alors

Ko ic] = (p = DK, &,

m, K

ol |i€;>n,f(| est donné a I’équation (4.44). On a alors

=l — 1) 2 n;
K] = 2ol DL I1 (~ ) (4.45)
i=1 T i=1 kl

Soit I%mJ( = K,k /S, 'ensemble des cactus m-aires non enracinés non étiquetés
(ni aux sommets, ni aux polygones) dont la distribution des degrés des sommets
est donnée par la matrice K. Pour calculer le cardinal de cet ensemble, on
adopte une approche tres similaire a celle qu’on a utilisé a la section 4.5. On
obtient alors

~ 1 m
K k| = ]7 |Km | + Z Z Z Z |FiX/Cm,K (o4, )|

=1 su E d|p o€Sp
jesupp(ki) g5 A(o)=aP/d

oll supp(lgi) désigne le support de k;, défini par

—

supp(ki) = {j [ kij # 0}

et |Fixg . (0,1, )| désigne le nombre de cactus m-aires étiquetés aux polygones
ayant la matrice K comme distribution des degrés de chaque couleur, laissés fixes
sous o, et tels que 'axe de rotation intersecte un sommet de couleur 7 et de degré
J. Dans ce cas-ci, d doit diviser tous les k; ;s avec (¢, j') # (i,]) et doit aussi
diviser k;; — 1, ce qu’on notera d € Div(K — Ej;), ou E;; désigne la matrice
admettant un 1 en position ij et 0 ailleurs. Puisque le terme [Fixgc, . (7,7, )|
ne dépend que du type cyclique de o, et qu'il y a p!/(d?/%(p/d)!) permutations
cycliques de type d?/%, on a alors

K 1 P! . o
Ko, K| = = |Kom 1| 4 Z Z Wmlxgmﬂ (00,3, ) |,
p (4,5)Esupp(K) dEDiv(p,K—Fy;) p/d)!
d>1
(4.46)

ot supp(K') est donné par

supp(K) = {(27]) |kij # 0}7
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et ou g9 désigne une permutation particuliere de type cyclique d?/?. La pro-
chaine étape consiste a déterminer la matrice K’ correspondant a la distribution
des degrés des sommets dans la structure quotient. On constate que

. K —=F;
K' = TJ + E; j/a- (4.47)

Par exemple, les distributions des degrés des sommets dans les cactus donnés a
la Figure 4.15 et 4.16 satisfont la relation (4.47). On obtient alors

i, (0,1 = (Kgcr) (S22 1) (9(@)a7/1), a9

ol le premier facteur donne le nombre de cactus m-aires étiquetés aux polygones
ayant la matrice K’ comme distribution des degrés des sommets, le deuxieme
facteur indique le nombre de sommets de couleur i et de degré j/d dans le cactus
quotient et le troisieme facteur indique le nombre de relevements. Dans notre
cas, on a

dym=t(pfd—1)! [ “T+1 d
K | = (f,/_l) p/d=1) (k_d ) ) I1 (gf/d). (4.49)
( Tt 1) Tloi ne/d \ZF~ + €7a) iz \Ke/

En combinant les équations (4.45), (4.46), (4.48) et (4.49) et apres simplifica-
tions, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 4.7.1 Soit la matrice K de format mxoo, ou [K];; = k;; représente
le nombre de sommets de couleurs i et de degré j, n = 37, k;; et p = (n—1)/(m—
1) Supposons que K,n et p satisfont les conditions de cohérence (4.41), (4.42)
et (4.43). Alors le nombre |I€m7K| de cactus m-aires non étiquetés ayant k;;
sommets de couleur 1 et de degré j est donné par

n;—1
~ o= 1 [y o(dyf =7 ne/d
B ] = =2 H_’(f)+ D> )H( |
=i Ak (i.j)€supp(K) | S ez % (i ke/d
ig

ot k; désigne la i*™° ligne de la matrice K et supp(K) désigne le support de K,
c’est-a-dire supp(K) = {(7,j) | ki; # 0}. o
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Lm | K | Ko | Komaic |
(1°32,27) 14 1
(122241 122%) 150 16
(1323,1°23,1%3%) | 900 | 102
(12211221 1221) 16 4
(12221222 1121) 81 15

(172141 1323 1721 | 1080 | 120
(1722, 1°22,172%) | 392 56
(1232, 1422,1%21) | 240 32

(24,1922, 1%21) 40 6
(1%41,1%221%2%) | 400 52
(1223, 1422, 112%) | 800 | 104

wWlwlw|lw|w|w|w|w|lw| || 3

Tableau 4.2: Quelques valeurs de Ko . et I%mJ(

m, K
pour des distributions des degrés des sommets données.



CONCLUSION

La plupart des résultats exposés dans cette these ont été obtenus en uti-
lisant les divers concepts et méthodes de la théorie des especes de structures.
Cette théorie contient tous les outils théoriques pour obtenir le dénombrement de
structures non étiquetées. Cependant, nous avons pu constater que la méthode
de Liskovets est particulierement efficace dans le cas des cartes planaires et des
cactus m-aires non enracinés. Ceci laisse présager, plus généralement, que la
méthode de Liskovets puisse étre utilisée pour le dénombrement de structures
non étiquetées plongées sur la sphere ou dans le plan.

I’harmonisation de ces deux approches nous a permis d’obtenir plusieurs
résultats nouveaux, notamment tous les résultats concernant les cartes a deux
faces, et aussi, le dénombrement de cactus non enracinés, selon la distribution
des sommets de chaque couleur et selon la distribution des degrés des sommets
de chaque couleur.

Mentionnons également la bijection entre les cactus m-aires et les arbo-
rescences ordonnées m-aires.

Les sujets abordés dans cette these ouvrent la voie vers plusieurs champs
de recherche possibles. On pourrait par exemple, étudier les cartes planaires
ayant un nombre prédéterminé de faces. Nous avons obtenu certains résultats
dans le cas de trois faces. Une autre avenue possible serait d’étudier les cartes
de genre g > 0. Certains travaux ont été réalisés a ce sujet, notamment ([12]).

Les constellations m-aires constituent une généralisation des cactus m-
aires. Une constellation m-aire est définie de maniére analogue aux cactus, sauf
qu’une constellation peut admettre des cycles. La Figure 4.19 donne un exemple
de constellation ternaire enracinée. Dans un article récent ([5]), les auteurs ont
démontré entre autres, que le nombre |Cy, | de constellations enracinées sur p
polygones (ou étoiles) est donné par

PO ST
e ((m=1p+2)((m=Dp+ 1\ p )

Finalement, comme, on I’a mentionné dans l'introduction, les cactus m-
aires sont reliés a des polynémes complexes ayant au plus m valeurs critiques,
une valeur critique étant définie comme étant la valeur du polynéme en un point
critique. Pour obtenir une bijection entre les cactus m-aires et de tels polynémes,
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Figure 4.19: Une constellation enracinée.

il faut étudier ’action d’un certain groupe de tresses sur les cactus. Citons a cet
effet ([9]). Le principal probleme ouvert ici est le dénombrement des orbites de
cactus m-aires sous ’action du groupe des tresses.
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