Publications du Laboratoire de
Combinatoire et d’
Informatique
Mathématique

22

Stéphane Poirier

Fonctions symétriques, ensembles de
descentes et classes de conjugaison
dans les produits en couronne

Départements de mathématiques et d’informatique

"' Université du Québec a Montréal




Ce numéro constitue la publication d'une th&se soutenue devant jury, le 26 juin 1995, pour I'obtention du Ph.D.

Composition du Jury

Christophe Reutenauer UQAM, directeur de recherche
Robert Bédard UQAM

André Joyal UQAM

Frangois Bergeron UQAM

Dominique Foata Université de Strasbourg

Luc Vinet CRM, Université de Montréal

Dépbt 1égal-Bibliothéque nationale du Québec, 1996.

ISBN 2-89276-150-6 LACIM Montréal

© LACIM, Montréal, Mai 1996.

Laboratoire de combinatoire et d'informatique mathématique A C
Département de mathématiques et d'informatique L I
Université du Québec 2 Montréal /\/\ M
C.P. 8888, Succ. Centre-Ville N

Montréal, Qc. 7
Canada H3C 3P8 L Q



UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

FONCTIONS SYMETRIQUES, ENSEMBLES DE DESCENTES ET
CLASSES DE CONJUGAISON DANS LES PRODUITS EN
COURONNE

THESE
PRESENTEE
COMME EXIGENCE PARTIELLE

DU DOCTORAT EN MATHEMATIQUES

PAR

STEPHANE POIRIER

MAI 1995



REMERCIEMENTS

Je remercie tout d’abord Christophe Reutenauer qui m’a toujours soutenu et
aidé dans la préparation de ce travail et qui restera pour moi beaucoup plus
qu’un directeur de these.

Je tiens & remercier Dominique Foata qui m’a fait I’honneur d’étre le rap-
porteur principal de cette thése, ainsi que Robert Bédard, Frangois Bergeron,
André Joyal et Luc Vinet qui ont accepté de faire partie du Jury.

Je voudrais aussi remercier 'ENS de Paris, 'ISM, et le LaCIM pour leur
support financier.

Je tiens aussi a remercier mes amis, et plus particulierement Fares pour sa
gentillesse et sa patience.

Je remercie enfin ma famille qui, en dépit de I’éloignement, est restée un
soutien tres efficace.



TABLE DES MATIERES

LISTE DES SYMBOLES . ...ttt ittt cii e iv

CHAPITRE 1 .

UNE GENERALISATION DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE

DE FROBENIUS . .ottt e e i et e i eaaenns 4
1.1 Introduction .......c..eeenieenenii it 4
1.2 L’anneau de caractéres des produits en couronne ................. 5

1.3 Construction des représentations irréductibles des

produits en couronne et fonction caractéristique .................. 6
1.4 CasouGestabélien...........coooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn... 10
1.5 Séries génératrices d’espaces et fonction caractéristique........... 19

CHAPITRE 1I

ENSEMBLES DE DESCENTES. ...ttt eieeanes 33
2.1 Introduction ........cvuinuiiienrii i e 33
2.2 Fonctions quasi-sSymeétriques.......cvieeevitieiiieriieenneeennnns 33

2.3 Séries génératrices quasi-symétriques et fonctions
SYMEETIQUES ..« v ettt ettt e e e e e 40

2.4 Dénombrement des éléments de G, ayant un ensemble de de-
scentes signé donné et dont l'inverse a un ensemble de descentes

SIgNE dONNEé . ... et e e 47
CHAPITRE 1III
TYPE CYCLIQUE . . ettt et ettt e aiae e 53
3.1 Introduction ... ......eiueiiiiiiiiii i e i e 53
3.2 Eléments de Lie et type cyclique «.vvvevii i i e 53
CHAPITRE IV
APPLICATIONS . ot e e et e 58

4.1 Introduction ..ottt i i e i e e i e 58



iii

4.2 Fonctions symétriques d’Euler généralisées.................cou.n. 58

4.3 Généralisation des polynoémes eulériens

EPASHIGABE 5 s 5§ 5 craass 50 v 258 o 0y 8 e & B i 0w 0 o o 1 1 i i IR 66
CHAPITRE V )

CAS DES GROUPES HYPEROCTAHEDRAUX ... oo 69

5.1 INETOAUCHION « v v e e e et et e e e e e ettt ettt e s 69

5.2 Représentations de Solomon pour les groupes hyperoctahédraux .. 69

CHAPITRE VI

ATLGEBRES DE HOPT DE TABLBATIR . o 505w oo n 8565 5.8 565 0505 0 108 5o 78
Dol DR ESTRIG o5 s om0 5 0 50 305 0 s w10 o 0 5 5 20 O FS S 5 2 Y 5 00 R AR 78
6.2 Delpt il oo o v 5550 s o 5 o 50 B o o s o o i 6 R 78
6.3 Algebre de Hopf sur les permutations......cccoivininvirinininenes 79
6.4 Algebres de Hopf sur les tableaux de Young ...................... 80
6.5 HomomorphiSmes ...... ...ttt 83
6.6 Description par jeu de taquin des produits et coproduits.......... 85
67 ADPHCATIONS - e e o5 061556508 00 8 508 051608 0 85058 508 B0 8 505 88 e s 88



LISTE DES SYMBOLES

A Alphabet, union des X p. 19

bh(C,v) Bande horizontale associée a la composition signée (C,v), p. 42

Bs; Groupe hyperoctahédral a n générateurs, p. 69

ch Fonction caractéristique, p. 8

comp Bijection de I’ensemble des sous-ensembles signés vers les compo-
sitions signées, p. 34

ests(w) costandardisé de w, p. 37

¢ Base canonique de F,, p. 24

C Corps des complexes, p. 5

C<A> Algebre des combinaisons linéaires de mots a coefficients dans C,
p. 19

Ch(t) p. 66

COSx(t) Cosinus symétrique sur "alphabet X, p. 59

CS(o) Composition de descentes signée associée a o, p. 36

C(?) p. 66

deg(c,b) Nombre d’ocurrences ded b dans ¢, p. 26

ds(o) Ensemble de descentes signé associé a o, p. 36

Des(o) Ensemble de descentes de Solomon de o, p. 70

ens Bijection de I’ensemble des compositions signée vers les ensembles
de descentes signés, p. 34

ev(w) Evaluation du mot w, p. 38

Ea p. 20

E, p- 20

gve) Groupe des isomorphismes de V laissant stable chacun des V7,
p. 26

E, p. 20

fxg Produit tensoriel externe des caracteres f et ¢, p. 5

iv



f-9 Produit dans R des caractéres f et g, p. 5

Irég Représentation réguliere de Gy, p. 19

i Valeur du caractére f sur les éléments de type cyclique A, p. 15

F Représentation irréductible du groupe G|, p. 7

F* Représentation irréductible du groupe G™, p. 7

Fow) Fonction quasi-symétrique définie a partir de Fis ., via comp,
p. 36

Fism] p. 36

G Groupe fini, p. 5

g Sous-ensemble de C' x A™, p. 26

Gn Produit en couronne de G par Sy, p. 5

G™ Puissance directe né™¢ du groupe G, p. 5

G Dual de G quand G est abélien, p. 10

GV H Produit en couronne de G par H, p. 5

Gm X Gy Produit direct des groupes G, et Gy, p. 5

h(c,v) Fonction homogene associée a (C,v), p. 42

AT m) Fonction homogene associée a [T, m] (définie & partir de h(c,y),
p. 42

h Fonction homogeéne, p. 13

H Sous-espace assez stable de C < A >, p. 22

H Noyau de ¢, p. 23

H(Fi1,t) Série génératrice des fonctions homogenes, p. 16

H, Partie multi-linéaire de H, p. 22

Hx(t) Série génératrice des fonctions homogenes sur X, p. 58

ind% Opérateur d’induction de H vers G, p. 5

I, Ensemble {0,...,n — 1}, p. 70

1(2) Longueur d’un cycle z, p. 12

L(A) Q-Algebre de Lie libre sur A, p. 53

Ly Fonction génératrice quasi-symétrique des permutations signées

de type cyclique A, p. 55

m(T) Mot associé & un p-tableau semi-standard T, p. 43
my Fonction monomiale, p. 13

M’ p. 26

Mc,v) Fonction quasi-symétrique associée a (C,v), p. 35

Ng Dimension de ’espace H () Ey, p. 22



vi

P Nombre de représentations irréductibles de G, p. 8
p,(X7) réme fonction de puissance, p. 14
P Ensemble des partages d’entiers, p. 12
PI Ensemble des partages signés, p. 12
PNy Série génératrice de multi-ensembles de mots circulaires, p. 55
BF(X,1) p. 14
P (X,1) p. 14
Py (X,1) Série de puissance, p. 14
Py (X) p. 14
q p. 23
Q<A> Q-algébre associative libre engendrée par A, p. 53
r(C,v) ruban associé a la composition signée (C, v), p. 42
res‘} Opérateur de restriction du groupe K au groupe J, p. 9
R Anneau des caracteres des produits en couronne, p. 5
R Corps de nombres réels.
R" Z-module engendré par les caractéres irréductibles de G, p. 5
sign(t, ) Signe de (4,7), p. 11
sign(a, ) Signe de la lettre (a,1), p. 19
sts(w) Standardisé de w, p. 37
Sc Fonction de Schur gauche associée a la composition C, p. 44
Sign(z) Signe du cycle z, p. 12
SINx(t) Sinus symétrique sur ’alphabet X, p. 59
Sn Groupe symétrique, p. 5
S(n) Sous-groupe de Young de Sy, p. 7
fn) Sous-groupe de Young de .S, plongé dans G, p. 7
S(s,m] Fonction symétrique associée a l’ensemble de descentes signé
(S, m], p. 41
te(a) Type cyclique de a, p. 12
trivy Représentation triviale du groupe J.
T Série génératrice de U);, p. 55
Uy p. 53
Us p- 54
|4 Somme directe de V¢, p. 21

Vi Espace vectoriel engendré par les lettres de X?, p. 21



A(C,v)
A(C,v)
(A k)

S @

X(Cv)
XHnp
X[S,m]
XA
XA

Mot de E,, associé a «, p. 20
Sous-groupe de B, p. 70

Alphabet, p. 8
Alphabet, p. 8 ‘
Union des alphabets X* (¢ >, r), p. 51

p. 15
Anneau des entiers relatifs.
Anneau des séries formelles a variables dans A, p. 20

p. 24
Action de B sur z € E, @ V®™ p. 22

p. 61
p. 61

p. 70
Idempotent de Q[B,], p. 70
p. 18

Partage signé, p. 12

p. 13

Partage d’entier associé a (C,v), p. 45
Partage signé associé a (C,v), p. 41
Type cyclique d’un élément de B, p. 71

Idempotent de Q[B,], p- 70

p- 49
Isomorphisme de £(VY) associé & 7, p. 20
Caractere de B, p. 70

Représentation de G, dont I'image par ch est S(c ), p- 49
Représentation de G,, sur H,, p. 22

Représentation de G, dont I'image par ch est Sig ], P- 49
Caractere de G, sur la partie multilinéaire de Uy, p. 57
Caractére irréductible de G, p. 15

p- 14
Caractere de B, p. 70

Algebre des fonctions symétriques & variables dans X ‘p.8

vil



IA A IA

Produit tensoriel des A(X?), p. 8
Ensemble des caracteres irréductibles de G, p. 7

Produit scalaire sur R, p. 8

Produit scalaire sur R, p. 6

Produit hermitien sur A%, p. 8

Valeur absolue ¢ de (¢, 7), p. 11

Valeur absolue de la permutation signée o, p. 11
Valeur absolue a de (a, j), p. 19

Nombre d’ocurrences de b dans w, p. 19
Ordre total sur Z/pZ, p. 33

Ensemble signé, p. 34

p.- 49

Composition signée, p. 34

Ordre partiel sur les ensembles signés, p. 35
Ordre lexicographique sur A, p. 37

Ordre lexicographique inverse sur A, p. 37



RESUME

Nous étendons au cas des produits en couronne des S, par un groupe G la
fonction caractéristique de Frobenius (théoreme 1.4). Dans le cas o G est
abélien, nous pouvons donner une expression directe de cette fonction et nous
généralisons la dualité de Schur-Weyl (théoreme 1.16).

Nous introduisons ensuite des fonctions quasi-symétriques sur plusieurs al-
phabets ; elles généralisent les fonctions quasi-symétriques classiques. En les
liant & des fonctions symétriques, nous pouvons étendre un théoreme de Gessel
(1984) (voir théoreme 2.9). Comme application, nous énumérons les permuta-
tions signées ayant un ensemble de descentes signé donné, et dont I'inverse a un
ensemble de descentes signé fixé, en terme de produit scalaire de caracteres de
G, (théoreme 2.11).

En étudiant certaines algebres de Lie libres, et en raffinant le théoreme de
Poincaré-Birkhofl-Witt, nous associons a chaque classe de conjugaison A de G,
un espace vectoriel Uy (proposition 3.1). Le nombre d’éléments de G, dans la
classe de conjugaison A ayant un ensemble de descentes signé donné s’exprime
alors comme un produit scalaire de deux caracteres de G, dont 'un est na-
turellement associé a Uy.

Nous étendons ensuite les fonctions symétriques d’Euler au cas des produits
en couronne, et nous pouvons ecrire les séries obtenues en termes de cosinus et de
sinus symétriques (théoreme 4.2). Nous donnons aussi une expression de la série
symétrique des permutations signées, comptées selon leur nombre de descentes,
a partir de fonctions génératrices homogenes (théoreme 4.5).

Dans le cas des groupes hyperoctahédraux, nous revenons a la définition
classique de descentes (donnée par Solomon), et nous donnons des versions de
résultats des chapitres II et III adaptées a cette notion (corollaires 5.6 et 5.7).

Enfin, et indépendemment du reste, nous trouvons, a partir de structures
duales d’algebres de Hopf sur les permutations, deux structures d’algebres de
Hopf sur les tableaux de Young standards, qui sont duales ['une de I’autre. Nous
étudions quelques homomorphismes de ces algebres vers des algebres classiques
(théorémes 6.8 et 6.9). Nous décrivons les produits et coproduits obtenus en
terme de jeu de taquin, et nous donnons quelques applications.



INTRODUCTION

L’utilisation de fonctions symétriques dans la résolution de questions d’énumé-
ration remonte 3 MacMahon et & sa solution du probléme de Newcomb (voir
(MacMahon, 1915-1916)). Plus récemment, ’étude des fonctions symétriques
s’est considérablement développée, notamment sous I'impulsion de Littlewood
et Foulkes (voir (Foulkes, 1976 ; Littlewood, 1950, 1961)) ; et elles apparaissent
de plus en plus dans les problémes d’énumeération, soit directement (Désarménien
et Wachs, 1988 ; Knuth, 1970 ; Macdonald, 1979 ; Strehl, 1981) soit & travers la
théorie des représentations (Joyal, 1981 ; Kerber et Thiirlings, 1983). Il a ainsi
été possible de dénombrer des permutations soumises & certaines contraintes,
3 partir de produits scalaires (voir (Foulkes, 1976 ; Gessel, 1984 ; Gessel et
Reutenauer, 1993)), ou de séries génératrices de fonctions symétriques (voir
(Désarménien, 1983)).

D’autre part, 'intérét s’est porté vers certaines généralisations des groupes
symétriques, comme les groupes de Coxeter et les produits en couronne. On
songera notamment & la notion de descentes, étudiée du point de vue algébrique,
que ce soit dans les groupes de Coxeter (voir (Solomon, 1976)) ou dans les
produits en couronne (voir (Mantaci et Reutenauer, 1992)), du dénombrement
par ensemble de descentes (voir (Solomon, 1968)) ou par nombre de descentes
(voir (Foata et Zeilberger, 1991 ; Bergeron et Favreau, 1992 ; Reiner, 1993)). On
notera aussi les extensions de la série génératrice exponentielle des permutations
alternantes (voir (Springer, 1970 ; Arnold, 1992 ; Ehrenborg et Readdy, 1994)).

Dans ce travail nous nous intéressons, a partir de fonctions symétriques,
aux ensembles de descentes et aux classes de conjugaisons dans les produits en
couronne des S, par des groupes cycliques ; on notera ces groupes G,, et leurs
éléments seront appelés permutations signées.

Pour cela, nous développons dans le premier chapitre une généralisation de
la fonction caractéristique de Frobenius (voir théoréme 1.4 et proposition 1.9).
Cette fonction, ch, est un isomorphisme isométrique entre une algébre définie
sur les caractéres des G, (proposition 1.1) et I’algébre A® = A®...® A, |G|
fois, ol A est ’algebre des fonctions symétriques.

Cette notion nous permet de généraliser la dualité de Schur-Weyl et d’exprimer
ainsi les images caractéristiques de certaines représentations des G, en termes
de séries génératrices d’espaces vectoriels (voir théoréme 1.16).

Dans le second chapitre, nous introduisons les sous-ensembles signés [T', m]



de {1,...,n — 1} (équation (2.2.1)) et les compositions signées (C,v) de n qui,
comme dans le cas classique, sont en bijection (lemme 2.1). Nous généralisons en-
suite les fonctions quasi-symétriques Fiz de (Gessel, 1984) en des fonctions Fic,y)
qui sont elles aussi linéairement indépendantes (proposition 2.3). Le lemme 2.4
nous permet d’exprimer les Fi¢,,) comme la somme d’évaluations de mots. Ce
lemme étend un résultat trés utilisé en théorie des P — w—partitions de Stanley.

‘Nous définissons aussi des fonctions symétriques S(c ) (équation (2.3.11))
dont 1’équivalent pour le groupe symétrique, qui remonte a MacMahon, a été
abondamment étudié. On introduit aussi la série génératrice quasi-symétrique
gdell C UnZO Gn, qui est la somme des Fi ), ot la somme se fait sur les
ensembles de descentes signés des permutations signés dans II. On peut alors
énoncer le résultat principal du chapitre (théoréme 2.9) : si g est dans A% le
nombre de o dans I ayant pour composition de descentes signée (C,v) est le
produit scalaire < g, S(¢,y) >. Ceci étend un résultat de (Gessel, 1984) pour Sy.

En application, nous généralisons un autre résultat de (Gessel, 1984) : on
montre que le nombre de permutations signées o telles que ¢ ait pour ensemble
de descentes signé [T, m], et o~ ! ait [U, f] pour ensemble de descentes signé, est
le produit scalaire < Siz_ 71, S,z >, ol [T}, 7] est obtenu & partir de [T, m]
par un automorphisme naturel (théoréme 2.11).

On considére, dans le troisieme chapitre, I’algébre de Lie libre sur un al-
phabet A. Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt donne une décomposition de
son algébre enveloppante (I’algébre associative libre sur A) ; en raffinant cette
décomposition, on trouve des sous-espaces Uy indexés par les partages signés
(i.e. les fonctions de G vers I’ensemble des partages d’entiers), (proposition 3.1).
En appliquant le théoréme 1.16, on obtient des caractéres x des G, indexés
par les partages signés. Comme application des théoréemes 2.9 et 3.2, on montre
alors que le nombre de permutations signées de type cyclique A et d’ensemble
de descentes signé [T, m] est le produit scalaire des caracteres < xa, X[T,m] >
oll X[T,m] est la pré-image de Sir ) par ch.

Dans le quatriéme chapitre, nous introduisons des fonctions symétriques qui
généralisent les séries d’énumération des permutations alternantes. Ces séries
s’expriment au moyen du sinus et du cosinus symétrique qui ont été considérés
par Désarménien, (théoreme 4.2). Ce théoréme étend un résultat de (Désar-
ménien, 1983) et un résultat énumératif de (Ehrenborg et Readdy, 1994) ; il est
basé essentiellement sur le lemme 4.4.



Ce méme lemme ressert dans la section suivante, ou ’on introduit des ana-
logues symétriques des séries génératrices des permutations signées par nom-
bre de descentes. Ces séries s’expriment simplement en fonction d’analogues
symétriques de I’exponentielle (théoréme 4.5). Ce théoréme étend des résul-
tats de (Désarménien, 1983 ; Bergeron et Favreau, 1992) ; il est aussi lié & des
relations données dans (Foata et Zeilberger, 1991).

Le cinquiéme chapitre est consacré plus particulierement a 1’étude des groupes
hyperoctahédraux B,. Pour ces groupes, il existe une autre notion d’ensemble
de descentes (appelée ici de Solomon) provenant de leur structure de groupes de
Coxeter. A chaque ensemble K C{0,...,n — 1}, Solomon associe une représen-
tation de B,, de caractére, ¥ dont la dimension est le nombre d’éléments de
B, ayant pour ensemble de descentes de Solomon K (voir proposition 5.1 et
(Solomon, 1968)). Cette notion est une spécialisation de celle de sous-ensemble
de descentes signé, et nous pouvons dire (corollaire 5.6) que le nombre d’éléments
de B, ayant pour ensemble de descentes de Solomon K et pour type cyclique
(A, 1) est égal & < P, wi(X(a,)) > Oll Wi est une isométrie naturelle de I’algebre
des caracteéres des B,. De méme, on montre (corollaire 5.7) que le nombre de
o de B, ayant pour ensemble de descentes de Solomon K et tels que o1 ait J
comme ensemble de descentes de Solomon est < ¥,y >.

La seconde partie, totalement indépendante des premiers chapitres, est con-
stituée du sixieéme chapitre.

Sur ZS = @n>0ZSy, on peut définir deux structures d’algebres de Hopf,
duales 'une de ’autre, et conjuguées sous ’automorphisme o — o~ (voir
(Malvenuto et Reutenauer, 1995)). Les deux produits font de ZS une algebre
associative libre.

Par restriction aux classes plaxiques, on obtient deux structures duales d’alge-
bres de Hopf sur ZT', qui est le Z-module libre sur les tableaux de Young stan-
dards. L’un des produits reléve d’un résultat de Schiitzenberger : le mélange de
deux classes plaxiques sur des alphabets disjoints est une réunion de classes plax-
iques. L’algebre (ZT), %) est associative et librement engendrée par les tableaux
connexes (i.e. les tableaux qui correspondent aux classes plaxiques qui ne con-
tiennent aucun élément appartenant & un sous groupe de Young propre).

Les opérateurs d’évacuation et de transposition sont, selon les cas, des au-
tomorphismes ou des anti-automorphismes pour ces deux structures (théoréeme
6.8). Nous donnons aussi un certain nombre de morphismes naturels concernant
ces deux algebres de Hopf (théoreme 6.9).

Nous décrivons ensuite les différents produits et coproduits a ’aide du jeu
de taquin.



CHAPITRE 1

UNE GENERALISATION DE
LA FONCTION
CARACTERISTIQUE DE
FROBENIUS |

1.1 Introduction

La fonction caractéristique est un outil essentiel de 1’étude des représentations
des groupes symétriques, voir (Macdonald, 1979 ; Sagan, 1991 ; Zelevinski,
1981). Nous en donnons ici une généralisation aux produits en couronne liée
a la construction des caractéres irréductibles de ces groupes donnée dans (Ker-
ber, 1971). On en trouve aussi une version provenant de I’étude des foncteurs
polynomiaux dans (Macdonald, 1980) et une utilisant les algebres de Hopf dans
(Zelevinski, 1981).

La quatriéme section est consacrée au cas ou GG est abélien. Dans ce cas nous
pouvons donner une construction combinatoire de notre fonction caractéristique
directement & partir des valeurs des caracteres. La premiere construction, pour
les groupes hyperoctahédraux, a été publiée dans (Geissinger, 1977), voir aussi
(Geissinger et Kinch, 1978). Stembridge en a aussi donné une version différente
dans (Stembridge 1992a).

Enfin, nous démontrons un résultat apparenté a une extension de la dualité
de Schur-Weyl au cas des produits en couronne par des groupes abéliens finis ;
ceci nous permet de lier certaines séries caractéristiques a des séries génératrices
d’espaces vectoriels. Nous ne donnons ici que la partie de la dualité de Schur-
Weyl qui nous intéresse directemeent pour la suite du travail.
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1.2 L’anneau de caractéres des produits en couronne

Soit G un groupe fini. Le produit en couronne Gl H de G avec H, ou H est
un sous-groupe de Sy, est le produit semi-direct a droite de G™ par H avec
Popération :

(121) (g 058N (g1 s Gnr 8) = (Gh0)901 - - o+ Ty Ir 8'5)-

En particulier, on vérifie aisément que (lg,...,1g, 1g) est ’élément unité de
G H et que 'inverse de (g1,...,9gn, ) est

(g;—-ll(ly .. ',gs_—ll(n)’ 3_1)'

On notera G, le produit en couronne de G avec le groupe symétrique S,.
Remarque La régle de multiplication que ’on donne ici n’est pas la méme
que celle donnée dans (Kerber, 1971), mais un anti-isomorphisme permet de
passer de I'une & I’autre. En particulier, cela nous permettra d’appliquer sans
probleme les résultats que Kerber donne sur la construction des représentations
irréductibles des groupes G,.

Pour tous les couples d’entiers (m,n), on peut plonger le produit direct
G X G, dans G4y, de la fagon suivante

((gla-"agm’a),(hl,-"yhn’ﬂ))'_) (gl,"'agmahla”'vhn’axﬂ)

. ~ ) a(d) sil<i<m
ou (aXﬂ)(z)—{ m+BGi-m+1) sim+1<i<m+n.

On note R™ le Z-module engendré par les caracteres irréductibles de G, et
R la somme directe des R™ pour n > 0 ; on pose, par convention, R® = Z. Les
caracteres considérés sont ceux définis sur le corps C des complexes.

Si f et g sont des éléments de R™ et R™ respectivement, alors f X g, le
produit tensoriel externe de f par g, est une combinaison Z-linéaire de caractéres
irréductibles de G, x Gy, ((f X g9)(0,8) = f(0)g(B)). On définit f.g, le produit
de f par g dans R, a ’aide de la relation suivante :

. Gnim
f9= 'LndGn;Gm(f X 9),

otl ind%(f) est la représentation induite de f de H a G.

L’opération d’induction est Z-linéaire, donc f.g est un élément de R™™, Le
Z-module R = @,,5o R" est ainsi muni d’une structure d’anneau gradué, comme
énoncé dans la proposition suivante, voir (Zelevinski, 1981, p. 94).

Proposition 1.1 L’anneau R = @,>o R" est gradué, commutatif et unitaire.

Preuve (analogue & celle pour Sy, voir (Macdonald, 1979) chap. I)
i) Commutativité.



Les groupes G, X Gy, €t G, X G, sont des sous-groupes conjugués de Gt €t
on peut trouver un isomorphisme entre f X g et ¢ X f. On a donc

. Gn+m n+m
indgrts (f x g) = indgtre (9% f),
ce qui montre que R est commutatif.
i) Associativité.

On a
f(g-h) = de";"cl;“,r,(f X mdamta, (9 x b))
= indgl 5, (indg 3Gy, (f X g X 1))

= indgr et v, (f X g X B),

par transitivité de 'induction. De la méme fagon, on obtient :
N Gn m
(f.g).h = 1ndGn:-<G-:XGl(f X g X h).
ii) L’élément unité de R est I'unité de R°. m]

On munit R d’un produit scalaire < —, — > de la fagon suivante : si f =
S >0 fn €6 g =Y 50 9ns Ol fr et g, sont dans R™, on définit

< f’g >= Z < fn,gn >Gns
n>0

01\1 < fnagn >Gn
chG’

Le groupe G, est fini. Donc, pour tout ¢ € G, on a gn(0) = gn(o7?) si
gn € R™ (voir (Serre, 1978, p. 23)). On obtient donc la formule suivante pour
le produit scalaire de deux éléments f et g de R™ :

(1.2.2) < f,9>=<f,9>c= 5 3 flo
|G |a€G

La proposition suivante énonce un résultat classique de théorie des représen-
tations. On pourra en trouver une preuve dans les ouvrages de Serre (Serre,
1978) ou de Sagan (Sagan, 1991).

Proposition 1.2 Les caractéres irréductibles de G, forment une base orthonor-
male de R™.

1.3 Construction des représentations irréductibles des
produits en couronne et fonction caractéristique

Dans cette section on reprend, en le résumant, le chapitre 5 de (Kerber, 1971).
On construit les C-représentations irréductibles de G,, de la fagon suivante.



Les C-représentations irréductibles de G™ sont les produits tensoriels ex-
ternes F* = Fi#...#F,, ou les F; sont des C-représentations irréductibles de
G.

Soit F1,...,FP un arrangement des représentations irréductibles de G a
équivalence prés. On dit que F* = F1# ... #F, est de type (n) = (n1,...,7;p)
si m; est le nombre de facteurs F; équivalents a F*. On supposera dans la
suite, sans perte de généralité, que ces F; sont tous égaux a F*. Soit F) =
FY4 . #FY4#F?% .. #FP la représentation de G™ telle que F* apparai t n;
fois pour tout 7 élément de {1,...,p}. On note Q, I’ensemble de tous les F)
quand ny +ny+ -+ np, =n.

Soit Sy, le groupe des éléments de S, qui permutent les n; indices des fac-
teurs de F* égaux & F'. On pose alors S(n) = Sp; X ... X Sy, et S(n) =
{(lg,..., 1g,m)|7 € S(n)}.

La matrice représentant F*(gy,...,gn) est le produit tensoriel des matrices
Fi(g;), ses coefficients sont donc les

(faupr (90) - - S (9)) 1 < s < a;
136 <d;

ol (fi’_ﬁ‘, (9i)) 1 < o; < 4; est la matrice qui représente g; par F; et d; sa dimension.
1< Bi < d;
On étend alors F™* a une représentation F** de G1S(y) par la méthode suivante

ﬁ*(gla X ')gn,ﬂ-) = (folzlﬁﬂ,_l(l) (gl) . 'fgnﬁﬂ__l(n) (gn))

Ceci revient a échanger certaines colonnes dans la matrice Fx (915 -y 9ns 15(,,))-
On peut montrer que F* est une représentation de G S(n)- On plonge G™ dans
G, en identifiant (g1,...,9,) €t (91,---,9ns 1s,) ; la restriction de F* 3 G™ est
alors F™.

Soit F” une C-représentation irréductible de S(,). On définit la représenta-
tion F' de G1S(y) par

F,(glv .. 'vgnaﬂ-) = F”(W)‘

Le produit tensoriel interne F* @ F' est alors une représentation de G0 S(n).'
On peut montrer, & I’aide de la théorie de Clifford que F* @ F' est irréductible

(voir (Boerner, 1963 ; Kerber, 1971)).
De plus, le théoréme 5.20 de (Kerber, 1971) nous donne le théoréme suivant,
voir aussi (Specht, 1932 ; Kerber, 1968, 1969).

Théoréme 1.3 Les C-représentations F' = indgg:‘n) (F* @ F') forment un en-
semble complet de C-représentations irréductibles de G1.S,, a équivalence prés si
F* parcourt Q,, et, une fois F* fizé de type (n), F" parcourt un ensemble com-
prenant toutes les représentations irréductibles de Sy a isomorphisme pres.



D’aprés la définition de S(,), ses représentations irréductibles sont les pro-
duits ¢; X -+ X ¢ ol ¢; est une représentation irréductible de Sy,;. Les car-
actéres irréductibles de G, sont donc indexés par les produits ¢; X - -+ X ¢, ou
chaque ¢; est un caractere irréductible de S,; et ou les n; varient de sorte que
ny+---+np =10

De plus, la fonction caractéristique de Frobénius F fournit une isométrie
entre les caracteres des groupes symétriques et les fonctions symétriques sur un
alphabet infini ; elle envoie les caracteres irréductibles sur les fonctions de Schur
(voir (Macdonald, 1979, p. 62 ou F est noté ch)).

Soit X un alphabet infini, on note X* = X x {4} pour tout i €{1,...,p};
on rappelle que {1,...,p} indexe les représentations irréductibles de G.

Soit A(X?) I’algebre des fonctions symétriques & variables dans X* engendrée
par les combinaisons Z-linéaires des fonctions de Schur. On note AC le produit
tensoriel A(X!) ® ... ® A(XP). Pour tout i €{1,...,p}, A(X?) est un anneau
gradué, commutatif, associatif et unitaire. L’anneau AC a donc les mémes pro-
priétés (la multiplication dans A% est (21®...® 2,) (11 ® ... @ yp) = (z1%1 ®

c Q@ Tpyp))-
Remarque Si pour un anneau K, on note Ax (X) = A(X) ®7 K, on écrit alors

A =Ar(XN)®...0 Ak(XP) =A% @7 K.

Cette notation nous servira principalement quand K = C.
La relation suivante définit un produit scalaire sur A :

(1.3.3) <fig>=<fr,01> ... < fp,9p >

sif=f® ...®.fp, g=01Q...04¢p et si < fi,g; > est le produit scalaire
habituel sur A(X*) (voir (Macdonald, 1979) p. 34).
On étend ce produit scalaire a un produit hermitien sur A% par la formule

(1.3.4) <f®z9g®7 >c=27 < f,g>.

On définit la fonction caractéristique Z-linéaire ch de R vers A9 qui envoie
le caractére irréductible de G, associé & ¢; X -+ X ¢, sur F(¢)(X) ®...®
F(¢p)(XP). Le théoréme suivant est une extension d’un résultat classique de
théorie de la représentation du groupe symétrique. Il reformule des résultats de
(Zelevinski, 1981) et (Macdonald, 1980), voir aussi (Geissinger, 1977).

Théoréme 1.4 La fonction caractéristique ch est un isomorphisme isométrique
d’anneauz gradués de R vers AC.

Preuve La fonction ch est un isomorphisme isométrique de Z-modules, car
elle envoie la base orthonormale des caractéres irréductibles des G, sur la base
orthonormale des produits tensoriels de fonctions de Schur.

11 suffit maintenant de montrer que ch est un morphisme d’anneaux. Comme
ch est linéaire il reste & montrer que pour f et h, deux éléments quelconques de



R, on a ch(f.h) = ch(f)ch(h). Par bilinéarité des produits de R et de A%, il
suffit de le prouver quand f et g sont des €léments d’une base de R.

Soient f = de;S( (F(m) R F)eth= dezS( (H(“) ® H') deux représen-
tations irréductibles de Gm et G, respectivement. Le produit f.h est alors égal
a

indgmis (indSp  (FO @ F) x ind§s, (H™ @ H')).

On écrit F! = ¢y X -+ X ¢p et H' = 1Py X -+ X 1p, et en remarquant que
GUS(m) 2 GU1Smy X +++ X G1Sm,, on voit que

Fm) @ F' :(1:'};1 @ ¢1) X -+ X (Fﬁz,, ® #p), et
H®W @ H' = (FL ®@1) X -+ x (F2 @),

ot F! = Figt---#F*, m fois.
On a alors, grace a la transitivité de 'induction des représentations et a la
commutativité du produit tensoriel,

indSmn (FL, ® ¢1 X ﬁ%l ® 1) X

Gmy XGny X...XGmp XGnp
X (Ef, ® ép X F ® 1)
. Gmin . Gmi+n ~ ~
= indg™* ((indgm' 3, (Fm, ® é1 X Fy, ® 1)) X

Gmyt+ny X XGmptnp

. Gmp4n 7 "
X (indg G, (Fh, ® ¢p X F7 ® 1y))).

f.h

Ici on a séparé les différentes composantes de notre produit. Comme le pro-
duit dans AC s’effectue composante par composante, on peut travailler indépen-
damment sur chacune d’entre elles. Il suffit donc de montrer que pour tout

ie{l,...,p}ona
(1.3.8)indGr % (Fh, @ ¢ x B, © ) = By, @ indgnitid (66 % ¥0).

Mais le groupe Gm; X Gy, est isomorphe au groupe G1(Sm; X Sp;) et les représen-
tations Fz  ®¢i X Fz ® Y; et (Fz X F’l) (¢: x ;) sont équivalentes. De plus
ona Fi. x F = resgm ”;’E;n Fi . 4n,- On sait aussi (voir (Serre, 1978, p. 73))
que si J est un sous groupe de K et si (resp. [3) est une représentation de K

(resp. J) ; alors on a
indX (resf (o) ® B) = o ® ind% (B),

ot resk (@) est la restriction de o de K a J.
Ceci appliqué a a = :n,+n. et B = ¢; x 1; montre la relation (1.3.5). O
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1.4 Cas ou G est abélien

On supposera, dans toute la suite, que G est abélien et on le notera additivement.
On identifiera ’ensemble sous-jacent de G et celui qui indexe les représentations
irréductibles F* de G ; par abus de notation, on écrira G' pour cet ensemble. En
outre, il est bien connu que les caracteres irréductibles de G forment un groupe
G isomorphe & G que l’on appelle le dual de G. On utilisera un tel isomorphisme
(non canonique) de G vers G pour indexer les caracteres irréductibles de G. De
plus, G est un groupe de morphismes de G vers le cercle unité de C. On note
Fi 1élément de G associé & i € G.

La discussion suivante montre que l’on peut toujours trouver un isomor-
phisme entre G et son dual qui vérifie, pour tout ¢ et tout / dans G :

(1.4.6) F'(1) = F'(d),

on utilisera dans toute la suite des isomorphismes vérifiant cette propriété.

On suppose d’abord que G est cyclique d’ordre p, on l'identifie alors au
groupe additif Z/pZ. Soit ¢ une racine primitive pé™me de 1'unité, on utilise
'isomorphisme de Z/pZ vers son dual qui a ¢ associe la fonction Fi:l
(comme la fonction de Z dans C* k ¢k est périodique de période p, F* est
bien définie sur les entiers modulo p). On remarquera qu’en identifiant G a
Z/pZ, on a ainsi, avec tous les choix de ¢ racine primitive pé™me de 'unité, tous
les isomorphismes de G vers son dual. On a bien dans ce cas F*(I) = F'(4).

Si G n’est pas cyclique, on utilise le théoréme de structure des groupes
abéliens finis. On pose alors G = C; X --- X C} ou chaque C; est un groupe
cyclique. Pour tout j €{1,...,%k} on choisit une racine {; de 1 dont ’ordre est
le cardinal de C;. L’isomorphisme utilisé est alors le produit des isomorphismes
des C; vers les C'j, c’est-a-dire :

i= (i, in) e (0= (I li) = FH(O) = (- x ) (L - - -, IE))-

On a donc

k.
Fiy = JI¢Y = (¢ x - x )i, ik)
j=1
= F'(3).

Remarque Dans le cas ou G n’est pas abélien on ne dispose plus d’une structure
naturelle de groupe sur ’ensemble des caracteres irréductibles de G. De ce fait,
la construction combinatoire de la fonction caractéristique que ’on donne ici ne
peut se faire.

Les liens entre G et son dual et le fait que G soit un groupe de morphismes de
G vers le cercle unité de C permettent d’énoncer les deux propriétés suivantes.
Celles-ci nous servirons par la suite.
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Proposition 1.5 Soient i et | deuz éléments de G. On a alors
i) Fi(=l) = F~(l)

= 0sil#0.

Preuve
i) Les fonctions F* et F~* sont inverses I'une de ’autre, donc, pour tout

1€ G, onaF()F(l) = 1. Mais F'(-I) = Ffl(T)’ car F* est une représentation
de G ; et alors F~i(l) = F'(=1).

i13) Ceci est la relation classique d’orthogonalité des caracteres des groupes
abéliens finis, le lecteur pourra en trouver une preuve dans (Serre, 1988, p.
105). O

Soit (4, ) un élément de {1,...,n}xG. On définit sign(i, j) le signe et |(4, j)|
la. valeur absolue de (i, 7) par les relations
(1.4.7) sign(i,j) = j
(1.4.8) 1G5 = .

Soit p ’application de G, vers le groupe des permutations de {1,...,n}xG
tel que :

p((g1y- -1 9n,8)) = (0 : (2,7) ¥ (5(2), 5 + 94))-
Cette application est un morphisme de groupes, en effet d’aprés (1.2.1) on a

p((91s- -9 8) (915190, 8)) = P((goqa) + 91s-- -5 Go(n) T Gn» 8'5))
(4,5) = (8'(s(4)), 7 + G50 + 94)-

D’autre part,

p(91s---9nr$)P(91 - -1 Gny 8) =

(0" : (4,5) = (8'(2), 5+ g7)) o (0 : (4,5) = (s(2),7 + g3))
((6r5) = (5 (5(0)), 7+ gl + 90)

= p((91,---95,8)(g1y-- -1 9n, ).

Le groupe G, peut alors étre identifié au sous-groupe des permutations o de
{1,...,n}xG qui vérifient :

(1.4.9) o(i,j) = (|o(3,0)|, 5 + sign(a (i, 0))).

Ceci montre que o est déterminé par les o(7,0) pour 7 € {1,...,n}. Pour tout
o = (g1,---,9n,S) élément de G, on appelle valeur absolue de o et on note
|o| la fonction de {1,...,n}XG dans lui méme qui envoie (¢, j) sur (s(¢),0) =
(lo(¢,4)|,0). On remarquera que |o| n’est pas un élément de G.

Nous utiliserons dans la suite des liens entre les signes des o(z,j) et des
o0~1(4,7) qui sont établis dans la proposition suivante.

—_
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Proposition 1.6 Sio est un élément de G, et (3, j) un élément de {1, ...,n}XG,
on a
signo™(|o|(i, 5)) = —signo (i, j) + j = —signa(i,0).

Si j =0 on obtient signo~1(|o|(3,0)) = —signo(z,0).
Preuve On sait que o7 (co (¢, 7)) = (¢, ) et que
o~ (0(i,5)) = (o™ (o (i, )|, signo™(|o (3, 5)], 0) + signa (i, 5));

on a donc signo~1(|o (4, 7)|,0) + signo (i, ) = j. De plus, I’équation (1.4.9) nous

donne

signo(i,j) = signo(i,0) + j. Ce qui acheve la preuve de la proposition. a
Soit o = (z1,...,&n, s) un élément de G. Si ¢ = (41,...,1x) est un cycle de

setsig=uwa; +- -+ ; alors ’ensemble des

((ilaj)a (i2a T, +])a vy (ik,(l)il + "'+x’ik_1 +.7)7 (zlag+.7))a (ik,—.’lf,‘k +.7))1

ol j varie dans G est un ensemble de cycles de o, ol o est considéré comme une
permutation de {1,...,n}xG. En fait, il suffit de connai tre ’'un d’eux pour les
connaj tre tous. De plus, la donnée des suites (1, ...,1%) et (z4,,..., ;) deter-
mine complétement cet ensemble. Dans toute la suite on notera cet ensemble
( oo el ) et on ’appelera un cycle de o.
Tiy oo Ty Ty

Remarque En général cet ensemble ne contient pas p éléments distincts, en
fait le seul cas ol tous les cycles sont distincts est celui ol ¢ = 0 ; auquel cas on
obtient ’ensemble des cycles :

((il,j)a (i2, T4, + ])a (i3a T, + Ty +.7), ey (ik) Ty +---+ Ty +]))'
On notera I(z) (resp. Sign(z)) la longueur k (resp. le signe g = z;, +- -+, )

de
1 ... Tp—1 g
z= .
Ty e T, Ty,

Soit P I’ensemble de tous les partages d’entiers. On note alors P I’ensemble
des fonctions de G dans P, ces fonctions seront appelées partages signés et seront
notées par une lettre grecque minuscule en gras. A chaque élément o de G, on
associe un élément de P, appelé le type cyclique de a et noté tc(a). Les parts
de tc(a)(g), g € G, sont les longueurs des cycles de a dont le signe est égal a g.
Exemple Si G est le groupe cyclique d’ordre 4 engendré par 7 et si n = 8 alors on
considere o = (32,40, 1%,43, 41,41, 42,43,45317826) et tc(o) est la fonction définie

ci dessous :

{io,il,i2,i3} - P
0 - 2
o= (2,1)
2 = 0
i — 3.
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En effet, les cycles de (:2,1°,14,43,1,¢1,42,43 45317826) sont

1 4 2 3et68
i2 43 )\ 0 gt 42 )t b3 )

La proposition suivante énonce un résultat classique sur les produits en
couronne d’un groupe fini avec S, (voir (Kerber, 1971) p.47 ou (Macdonald,
1980)), la preuve en est laissée au lecteur.

o~

Proposition 1.7 Deuz éléments de G, sont dans la méme classe de conjugai-
son si et seulement s’ils ont le méme type cyclique. a

La proposition suivante établit un lien entre le type cyclique de o et celui de
son inverse.

Proposition 1.8 Si\ = tc(o) alors A\~ =tc(o™!) ot A™(j) = A(—7) pour tout
JEQG.

Preuve Soit

1 .. tk—1 0
z = k
Tip oov Tiy Ty

/ 1k S 12 11
z = .
=g, ... T4, —T4

est un cycle de o~1. Donc & tout cycle de longueur k et de signe g de o on associe
un cycle de longueur k et de signe —g de o~!. Ce qui montre la proposition. O

Rappelons la notation A% = ®;cq A(X?). L’ordre n’a pas de véritable im-
portance ici, dans la mesure ol ’on précise toujours sur quel alphabet on tra-
vaille, on identifie f(X?) a f(X?) [I;2 1. En fait on plongera canoniquement
’anneau A(X?) dans AC.

On définit les fonctions homogénes (resp. fonctions monomiales ) hy(X)
(resp. my (X)), ot A € PY, par

un cycle de o ; alors

(1.4.10) ha(X) = J] ha@ (XY
1€G

(1.4.11) ma(X) =[] mae(X9).
1€G

On sait que les familles (hy(X?))rep et (mx(X?))rep sont des bases duales
du Z-module A(X?). Les familles (hx(X))xepo et (ma(X))repe sont donc
des bases duales de A%, voir (Macdonald, 1979, p. 34). De méme, la famille
(hn(Xi))iEG,neN est une base algébrique de A°.
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Pour tout entier r et tout élément / de G on note :

(1.4.12) PF (X, )= ZF’ pr(X3), ot p (X9 = Y 2"

Exemple Si G =Z/2Z on a :

PP (X,0) = p(X°) +pr(XY)
PP (X,1) = p.(X")+p(XO)
PP (X,0) = pr(X°) - po(X?)
PP (X,1) = p.(X") - p(XO).

Remarque L’introduction du décalage de ! correspond a une simple rotation
des X* dans le cas ot G est un groupe cyclique ; elle nous sera surtout utile dans
la preuve de la proposition 1.9.

Si A est un partage a k parts on note

(1.4.13) PF(X,0)= Pf (X,1)...PE (X,1).
Pour tout élément X de PY, on définit la série de puissance Py (X,[) par

(1.4.14) px,)=][P m(x, ).
i€G
Si I =0 on écrit Py (X).
On définit la fonction % de la fagon suivante:

(1.4.15) $:Gn = AG=QAc(X)
JjEG
(X (9)
v = [I TI 3 FU)pae,(X?)
1€G k=1 j€EG
(X (4))
= H H Py )k
1€EG k=1
= Py(X)

ot A est le type cyclique de la permutatlon signée o, A(i)k la k-éme part de A(2)
et p,(XJ) = pr(X? )H#J 1 (comme il n’y a pas d’ambigui té dans la notation
pr(X 7), on omet les autres composantes du produit tensoriel). La fonction % est
évidemment une fonction centrale sur G, elle dépend de I'isomorphisme entre
G et son dual.

On peut alors montrer la proposition suivante qui permet de donner une
construction combinatoire de la fonction ch. Ce résultat est une extension d’un
théoreme de (Geissinger, 1977) et se rapproche de certains résultats de (Zelevin-
ski, 1981) écrits en termes d’algebres de Hopf.
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Proposition 1.9 Pour tout caractére f de Gy, on a

< f) ¢ >=c
UEG
On va prouver ce résultat en construisant des représentations irréductibles
x* de Gy, telles que < x*,% >=[[;cq 3,\(,')(Xi), et en montrant que ch(x*) =
[Ticg 5x()(X"). La proposition se déduit alors par linéarité.
Pour ce faire, nous avons besoin de quelques définitions et résultats prélimi-

naires.
On définit tout d’abord z) pour tout partage signé X par

H Hln'(] H ZX(5)

JEGi>1 JEG

ot pour tout j € G on a A(j) = 1MW270G) | La longueur I(\) de A sera
alors la somme Zjeg 2i>1ni(j). On note de plus fx la valeur du caractere f
aux permutations signées de type cyclique A. On peut ainsi exprimer le produit
scalaire < f,1 > en fonction des z), fa et Py.

Lemme 1.10 57 f est un élément de R™, alors le produit scalaire de f et 1 est
donné par la formule suivante

<fp>=> " M Py -(X).

Preuve Remarquons tout d’abord que, pour tout ¢ et j dans G on a

Fi(j) = Fi(j)~' = F{(-j) = F*(j) (voir la proposition 1.5).

On a alors :

I(A()

=11 II X FWra@.(X)

i€G k=1 j€G
I(A (1)) ,
= H H ZF'(g)p,\( i) (X7?) on change i en —i.
1€EG k=1 jeG
La définition de A~ nous donne alors :

A~ ()

o) = [ TI 3 FU)pa-),(X°

1€G k=1 jeG
= P)‘—(X)

D’aprés un résultat de (Specht, 1932) (voir aussi (Kerber, 1971)), le nombre
d’éléments de G, de type cyclique X avec A(¢) = 1M(D97m2() | est égal &
G _ 1G]
ica([Tj>1 7 (1)!(Gp)~0) — 2xpH)
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Comme f et 1 sont des fonctions centrales on a

<fip> = |G|Zf

0€Gn
|Gl
- IGIZ 0 Pa- ().

Ce qui achéve la démonstration du lemme. a

Lemme 1.11 L’application linéaire qui ¢ f associe < f,1 > est un homomor-
phisme d’algébres.

Preuve Si f € R" et si g € R™, on a par définition de la multiplication dans
R:

. Gntm
< f'g?¢ > =< anG .;Gm(f X g) ’l,b >Gn+m

=< fxg, resg’”"" 1 > par réciprocité de Frobenius

=< fi><g,v> car P(a x B) = Pp(a)y(6).0

Lemme 1.12 Pour toutl € G on a
Z p~' NPy (X, Nt = H(l - xé-t)'l
AePG 321

> (Xt

r>0

Preuve Cette preuve est une extension de celle de (Macdonald, 1979).
On appelle série génératrice des fonctions homogénes la série définie par la
relation suivante :

(1.4.16) H(F',l,t)= H exp log Zh (X*Hir)).
keG r>0

La formule suivante démontre la deuxieme égalité du lemme 1.12

Z ho (X" = H(l - :z:ét)'1 (Macdonald, 1979, p. 14).
n>0 721

De plus, on en déduit que
(1.4.17) H(F1,t) =[] ex (k) log(JJ(1- — zktlt))
o IR ] p ) g 7 .
keG Jj>1
En prenant le logarithme des deux cotés de cette relation, on trouve :

1
log(H (F*,1,1)) ZZ =l
J

keG 521
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On dérive le second membre par rapport a ¢, et on utilise le résultat classique
suivant sur les fonctions symétriques, voir (Macdonald, 1979, p. 16),

dtz g Zerktrl

r>1

les deux relations précédentes entral nent alors

d 7 r—
Elog(H(F,l,t)) = ZZ pr(XEHH 1
r>1keG p
= Z_P}"(X,l)t’—l.
r>1

On intégre et on prend I’exponentielle de cette derniere formule pour obtenir :

H(F LY = ep Y~ BF (X))
r>1

= Hexp PF'(Xl) )
r>1 p

= I 3 (BF (X, ) —

r>1 mr>0 pmrrmrmr!

Dont on déduit . ‘
(1.4.18) H(F Lt =S 2577 P (X, e,
AeP

Si on multiplie les H(F%,1,t) en faisant varier ¢ dans G, on trouve :

H H(F',1,t) H H H exp(— ) log(1 m;?“t)) d’apres (1.4.17)

1€G 1EGKEG 321
= H Hexp ——ZF’ ) log(1 ’?Ht))
keG 321 2€G
1.4.19 = 1 — z%¢)~! d’aprés la proposition 1.5.
J
i>1

On remplace maintenant H(F*,[,t) dans (1.4.19) par le second membre de
(1.4.18), ce qui donne

[Ta- i)™t = 11> z;lp_l(’\)Pfi (x, P

i>1 ieGAeP

= 3 TPy (x, )t
AEPC

Ceci démontre la premiére égalité du lemme 1.12. a
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Preuve de la proposition 1.9 On sait que ch est un isomorphisme d’algebres.
Donc, si cet isomorphisme coi ncide avec un homomorphisme sur un ensemble
qui est envoyé sur une base algébrique de A%, alors ces deux homomorphismes
d’algebres sont égaux.

On définit 7}, ot I € G et n € N par

(91, 9nr8) = Fl(gr 4+ gn) = [] F'(9)-

On a donc ch(7}) = hn(X") car 74 est construit en prenant F* = Fl'gt ... #F"

(n fois) et F' la représentation triviale de S, = S(,). En effet, la fonction

caractéristique de Frobénius envoie la représentation triviale de .S,, sur la fonction

symétrique h,, et d’aprés la définition de ch (voir p.8) on conclut immédiatement.
Il reste & montrer que

< b >= ha(XY).

Soit @ = (g1,...,9n,S) une permutation signée qui a pour type cyclique A,
alors chaque cycle ;1 o g]k de a de signe ¢, donne g;, + - -+ g;, = 1.
o ik

La somme g; + - - - + gn est donc égale & la somme Y ;cq [(A(7))7 olt I(A(7)) est
le nombre de parts de A(7), ce qui représente aussi le nombre de cycles de o de
signe 1.

On en déduit que 7/, est le caractére de G,, qui envoie chaque permutation
signée de type A sur F'(Ticq l(A(0))i) = [liea F (LA®))1) = [Tiea(F' ()" A,
car F! est un morphisme d’un groupe additif vers un groupe multiplicatif.

On calcule maintenant le produit scalaire < 'r]iL, 1 > a1’aide du lemme 1.10 :

<nh,>= Y AP IPA-(X)F(3IA®))

|A|=n 1€G
= > AT IT PR, 0 TT FU (G
| X|=n JjEG 1€G
= Z zylp~HA) H FH( P,\( )( ) on pose i = —j,
e WA®)
= > 5T II Fa A(i)k (X)  par (1.4.6).
|A|=n 1€G k=1

On travaille maintenant sur chacun des Fi(l)Pf(;;k (X) ; ’équation (1.4.12)
nous donne
FO)PF(X) = Y F (=) F 7 (5)p-(X7)
JEG

= Z F7' (5 = Dpe( XJ) par la proposition 1.5
JEG
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= Z Fi(k)p.(XFH) en posant k= j — 1
keG

= PF7(X,1).
On en déduit que

<nhp>= Y T NPy (X1)
|A|=n

et, en vertu du lemme 1.12, on a < 7}, % >= h,(X).
Comme les h,, (X") forment une base algébrique de A%, les homomorphismes
ch et f =< f,1 > sont égaux. o
La proposition suivante énonce un cas particulier de la proposition 1.9 dont
nous nous resservirons par la suite.

Proposition 1.13 Pour tout n € N, l’image de la représentation réguliere fr,,

de G, par ch est _
ch(freg) = ha(X)™ = (3 ha(X)"™
1€G
Preuve On rappelle que le caractére de la représentation réguliere de G, associe
|G| = p"n! & 1 et 0 aux autres permutations signés (voir (Serre, 1978)). On a
alors

1 -
Ch(f::’ég) = —G— Z Xfrrég(d)'l,b(a' 1)
| 'nl UEGn
¥(1a,)
= Qo h(X))"
1€G
car le type cyclique de 1¢, est X ol A(Og) = 1™ et A(¢) = 0 si ¢ # Og. a

1.5 Séries génératrices d’espaces et fonction carac-
téristique

Dans cette section, nous donnons une généralisation d’un résultat apparenté a
la dualité de Schur-Weyl (voir (Reutenauer, 1993)) ; nous I’établissons a l’aide
de techniques de multilinéarisation.

Soit X un alphabet infini ; soit A = [J;eq X*. Les éléments de A sont les
couples (a,7) ol a € X et i € G. La valeur absolue de (a, 1) est |(a,i)|=a et le
signe de (a,?) est sign(a,?) = 1.

On note C < A > l’algebre des mots sur A a coefficients dans C. Un élément
P de C < A > est appelé un polynéme homogéne s’il est combinaison linéaire
de mots de méme longueur.

Le degré partiel |w,| d’un mot w € A* en une lettre a € A est le nombre
d’occurrences de @ dans w. Un polynéme de C < A > est dit finement homogéne
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s’il est combinaison linéaire de mots ayant, pour chaque lettre de A, tous les
mémes degrés partiels.

Le signe d’un polynéme finement homogéne P est la somme des signes des

lettres apparaissant dans chacun des mots qui composent P. Ce signe est bien
défini car G est un groupe abélien.
Exemple On prend X = {a,b,c,d,...} et G = Z/3Z ; alors le polynéme
P = (a,1)(d,2)(b,0) — (¢, 1)(a,2)(d,1) + 2(a, 0)(d, 2)(b,2) est homogene et Q =
(a,1)(d,2)(b,0) — (b,0)(a,1)(d,2) + 9(b,0)(d, 2)(a, 1) est finement homogene de
degré partiel 1 en (a,1) et de signe 14+240=0.

Soit & = (@4 )aec4 une famille d’entiers naturels presque tous nuls ; || désigne
alors la somme des «, quand a parcourt A (|a| =) ,c4 @,). L’ensemble de ces
familles est noté £4. On note E, le sous-espace vectoriel de C < A > engendré
par les mots de A* de degré partiel o, en chaque a € A.

Soit H un sous-espace de C < A > ; on appelle série génératrice de H la
série

> dim(HN Eq) [] o € Z[[A]],

a€€y a€A

oll Z[[A]] est ’algébre des séries a variables commutatives dans A.

On suppose maintenant que X contient {1,...,n}. On peut donc associer
a tout élément o de G, le mot w, = 0(1,0)...0(n,0) € A*. Dans la suite,
pour simplifier les notations, on écrira ¢ a la place de (7,0). On note E, ’espace
engendré par les w, quand o varie dans G,.

A chaque élément 7 de G, on associe I"automorphisme d’algebre T de C <
A > défini par

(k,j) = Foier®) () (|7 (k)|,5) sike{l,...,n}

(1.5.20) (a,7) = (a,5) sia g {1,...,n}.

[

L’espace E, est stable sous ’action de chaque isomorphisme 7 ; en effet, si 7 et
o sont éléments de G, on a

r(wy) = Fee®IO sign(o(1))(Ir(o(1)], signo(1)) ..
Feionr(iolO) (sign(o (n))) (|7 (o (n))], signo(n))

= (ﬁ Foionte@10) (sign(o()))) (I (0 (1))], signa(1) ...

=1

(Ir(a(n))], stgno(n)),

et (|7(a(1))|,signo(1))...(|7(c(n))|, signo(n)) est un élément de E,.

On a ainsi une action de G,, sur E, appelée action & gauche. Cette action
est I’action naturelle par valeurs de G, aprés changement de variables. Nous
verrons plus tard que c’est ’action qui se comporte bien vis- a-vis des questions
de stabilité des espaces que nous étudierons.
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Soit V le C-espace vectoriel engendré par les éléments de A ; alors V =
DiccV*' ot V' est le sous-espace de V' engendré par les lettres de X*. On définit
Paction par positions de 3 € G, sur V®™ par

ol u; = ); GFsgn([i ")) )i Iﬁ o) Siovk = Zjegxk (:vk € V7). En fait
B échange ici les positions des v; de la méme maniére que dans l’action par
positions classique des permutations, mais on multiplie chacune des composantes
de v =3 jeq 7, par un coefficient qui dépend du signe de B7L(3).

On peut alors démontrer le résultat suivant.

Lemme 1.14 L’action par positions de G, sur VO™ est une action de groupe a
gauche.

Preuve On note tout d’abord que
(aﬂ)(v1®...®vn) =01 Q®...01,,

out; =Y, LG HeT @) ()
D’autre part, on a:

Iﬁ Yot @)l

a(f(v1®...Qv)) =a(u1 ® ...Q Upn),

olt ug = Ljeq P O (G)al, 4y = Tiec vi-
On trouve ainsi

a(ﬂ(v1®...®vn))=7°1®---®7“n,

ol i = e Fsign(a“(i))( )y| 1)) Soit i €{1,...,n} ; on pose k = |a~1(7)|

et on remplace y|a—1( = = y] par son expression en fonction de xlﬁ 1(k)| Pour
trouver

r; = Zpszgn(a 1(1))( ) Feian(B” 1(k))( !

Iﬁ (k)|
JEG
_ sign(a=1(5))+sign(B8~ (k))
= ) F ! (7)1t
JEG

car pour tout j € G, la fonction i — F*(j) est un morphisme de groupes. De
plus, on a |31 (k)| = |87 (a~1(3))| et ’équation (1.4.9) nous donne

sign(a™!(1)) + sign(87 (k) = sign(8~ (a7 (1))
On trouve ainsi

_ N pion(8~Ha1(0) .
ri= ) B ()2l = b -
JjEG
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On déduit de ces deux actions, une représentation de G, sur E, ® V®" qui
est le produit tensoriel des deux actions précédemment définies. Si z = w, ®
M ®...0v, et si § € G, on notera

(1.5.22) B.x=Pw,) @B(11Q...0 vy).

Supposons que H soit un sous-espace de C < A > stable sous ’action de tout
endomorphisme d’algébre qui envoie chaque lettre sur une combinaison linéaire
de lettres du méme signe, H sera dit assez stable. On peut montrer le lemme
suivant, dont la démonstration est basée sur la technique de multilinéarisation
; cette preuve n’utilise que partiellement le fait que H soit assez stable, cette
hypothése nous sera par contre nécessaire dans le théoréme qui le suit.

Lemme 1.15 Si H est un sous-espace assez stable de C < A >, alors H admet
une base formée d’éléments finement homogénes.

Preuve Soit P un élément de H et a une lettre de A. On décompose P en
somme d’éléments de C < A > suivant le nombre d’occurrences de a qu’ils
contiennent ; c’est-a-dire P = Y vy P ol P; est une combinaison linéaire de
mots contenant ¢ fois la lettre a.

Soit M, I’endomorphisme d’algebre de C < A > engendré par l’endo-
morphisme de V qui change a en aa et ne modifie pas les autres lettres. On a
alors

n
My(P)=) oa'P, € H.
1=0

Soient oy, ..., @, n scalaires non nuls, distincts deux a deux. La matrice qui
permet de passer des P; aux My, (P) est une matrice de Vandermonde, elle est
donc inversible. On peut donc exprimer les P; comme des combinaisons linéaires
des M,,(P) qui sont tous éléments de H. Chaque P; est donc élément de H.

On refait le méme raisonnement pour chacune des lettres qui apparaissent
dans P. On voit ainsi que chaque composante finement homogene de P est dans
H et que H admet une base finement homogene. o

L’espace H, = HNE,, appelé la partie multilinéaire de H, est alors invariant
sous l’action & gauche de G,,. On note xp, le caractere de cette représentation
et n, désigne la dimension de H N E, pour tout o € &4.

Le théoréme suivant établit une correspondance entre x g, et la série généra-
trice de ’espace H ; il généralise une partie de la dualité de Schur-Weyl (voir
(Boerner, 1963 ; Weyl, 1946)).

Théoréme 1.16 Si H est un espace assez stable, on a
ch(xm,) = Z No H a®e.
|a|=n a€A

Remarque On peut voir assez facilement que, par rapport a la dualité de Schur-
Weyl classique, on a remplacé S, par G, d’une part, et GL(V) par GL(V?) X
... X GL(VP) d’autre part.
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On remarque aussi que dans ce cas, ch(xg,) ne dépend pas du choix de
l'isomorphisme entre G et G' mais uniquement de ’espace H. Ce théoréme est
une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1.17 Soit q lapplication linéaire définie par

¢:E,@V® - C<A>
We RN Q...Q0U, — t1...1,
ol by = wrzg(“)a‘(k) SiV; =) jeq ad‘ et o € Gy.
On a alors, avec les hypotheses du théoréme précédent,

a) le noyau de g est H =< {z — Balz € E,@V®", € Gn} > ;
b) l’image de H, @ V®" est H.

Preuve
a) Pour montrer que H C ker(g) il suffit de montrer que, pour tous 8 et o dans

G, et pour tous v; = > z! (1 <7< n)dans V,onaq(B.(w,@v1®...Qv,)) =
(W @1 ®...®vy). On pose ¢(wWe Q1 ®...Quy) =1] ..., ol t] = wls;%:‘)(la(’)).
Pour raccourcir les formules, on notera z = 3.(w, @ V1 ® ... Q vy).

On sait que

9(z) = ¢(B(ws) ® U1 @ ... ® un)
et d’aprés la définition de §(w,) (voir éq.1.5.20), on trouve

B(ws) = [LF"o¥Ol(signo(i))([6(o(9)], signo (i)

=1

- (ﬁ F“g"ﬁ"’“')'(signa(z’))) (1B (1), signa (1)) ...

i=1

(18(a(n))], stgno(n)).

Par linéarité de ¢ on obtient pour g(z)

{H FoignBlo(signe (i }q (18(e(1))], signo(1)) ...
(18(a(n))l, signo(n ))®u1®...®un).

On travaille maintenant sur la seconde partie de cette formule.
Soit ¢ €{1,...,n} ;si|o(:)| est égal & k et si |B(k)| = |B(a(¢))| est égal a [, alors
on a |8~1(l)] = k = |o(¢)|. On pose alors

q((18(a(1))], signa(1)) ...(|8(a(n))], signo(n)) @ u1 @ ... @ un) =11 .. .tn.

D’apres la définition de ¢, ¢; est la composante de signe sign(o (i) de uig(,(i)))-
Mais on a

EFszgnﬁ 'O G)a? 5-10) d’apres (1.5.21)
jea
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= Y Pt O ()] car k= [871(1)],
JjEG

donc
ti — Fsignﬁ"l(l) (SlgnO'(Z))IZ'zzgna(z)

= Pt Osigna eyt car k= o (9.

Rappelons que [ = |3(c(7))| ; on a donc

t1...tp = {HFSignﬁ_l(ﬁ|a(i)|)(3ig"‘7(i))}xr;??)(r(l))°"x|s;g(::)(r(n))

=1

= {H Fs"gn’g_l(ﬁl"(i)l)(signa(i))}t’1 ot
=1

On a alors, en multipliant ¢; ...t, et la premiére partie de ¢(z) :
q(z) = {ﬁ F(sign(ﬂlv(i)l)+sign(ﬁ“(Iﬁ(a(i))l)))(signa(i))}t'l Lt
=1
Mais la proposition 1.6 affirme que

sign(6718(a(0))]) + sign(Blo(i)]) = 0,

on a donc F(sign(Ble()+sign(B=(16(2()N))(signo (i) = 1. La formule précédente
devient alors

¢B.(0RV®...QV,))=q(c R ®...QL,).

Ceci montre que H C ker(q).

Il reste & montrer que le noyau de ¢ est inclus dans # pour finir la preuve
de a). Cette démonstration s’effectue en trois étapes.

i) Si C est égal & {w,|o € G} alors C' x A™ est une base de E, ® V®". On
va montrer que ker(q) ()(C X A™) est inclus dans H (C x A™).

Soit, pour tout k €{1,...,n} et tout I € G, BF 1’élément de G,, défini par

wgr = (1,0) ... (k = 1,0)(k, ) (k+ 1,0) ....(n, 0).

Remarquons que les ﬂ,k commutent tous entre eux, que (,8{‘)_1 = ,Bfl et que

pour tout o € G, et tous v; € V on a, en posant j = —signo~!(k),
(1.5.23) BF(w, ®v1 ®...Qvy)
= ffwo)®u®...0 Y F(i)2}®...0 v,
1€G

= Fljlu,@un®...0 Y F(-)zi®...Q v,
1€G



25

= WRU®...0 Y F(j-i)z,®...0v,.
1€G
On a alors, a I’aide de la proposition 1.5 :
1

1 :
SN B (we®UI®... @) = —w, @1 ®...0 Y, F(j-i)zi®...Quv,
I€G p 1€Gi€G

= WQV®..0Q...Q v,

En posant f = HLI(% e BF), on trouve

f-(wa'®vl®...®’l)n) = wa®x1—8‘ign0'_1(1)®..'®w;si‘gna_1(n)‘

En particulier, si w, ® v1 ® ... ® v, est un élément de C' X A™ on a
soit f(w, @1 Q...0U,) =W, QU1 Q...Q v,

—sign(o~! (4))

si les z, sont tous non nuls ;
soit f(w, QU1 ®...Qv,) =0
si I’'un des m;Sign(a_l(i)) est nul.
D’autre part, on a q(w, @ V1 @ ... Q vy) = wls;%‘;’l(l) .. :vlsf('z;l(") Donc, si
T=0QU®...Qv, est dans C' X A", alors ¢(z) = 0 implique qu’il existe ¢ tel
que xm?ﬁ(z) = 0. Si on pose k = |o(i)| on obtient, d’aprés la proposition 1.6,

x,ZSignU_l(k) =0, ce qui donne f(z) =0.
Ceci montre que ker(g) (C x A™) est inclus dans ker(f) N(C x A™).
La définition de f donne f = pl—nnzzl e BF. On déduit de cela que

1 . ,
f:F(lamLZ’r’) olt ' € Gn et [I| =p" - 1.
1€l

Si z est dans le noyau de f, on a z 4+ Y v'.z = 0, donc

ptr = (p"-1)z— Z'yi.m
i€l

= Z(a: —7iz).

i€l

Les v* sont dans G, et on travaille avec un corps de caractéristique nulle donc x
doit étre dans H. Il en résulte que ker(f) est inclus dans # donc que ker(f) N(C X
A™) est inclus dans H ((C x A™). Ce qui montre que ker(q) ((C x A™) est inclus
dans HN(C x A").

Avant d’entamer la seconde étape, on va faire quelques remarques qui per-
mettront de circonscrire le probleme.
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Soit M un endomorphisme de V qui laisse stable chacun des V*. On fait agir
M diagonalement sur E, ® V®" de la fagon suivante

Mw, @ ®...QUp) =we @M(v1)®...0 M(vy).

On note M’ I’endomorphisme d’algébre de C < A > induit par ’action diagonale
de M: M'(wy...w,) = M(w;)...M(wy). On a alors,

(1.5.24) qMo@0®...0v))=Mgoeu ®...Qv,).

Soit £(VF), le groupe des isomorphismes de V qui laissent stables chacun
de V. On fait agir £(VY) diagonalement sur E, ® V®" et sur C < A > pour
obtenir deux actions de groupes.

La relation 1.5.24 montre que le noyau de ¢ est stable sous I’action de £(VY).
De plus, les actions de £(V?) et de G, sur E, ® V®" commutent. En effet les
éléments de £(VY) ne changent pas les signes des lettres qu’ils modifient, les
coefficients qui interviennent dans ’action a gauche et dans I’action par position
de G, restent donc les mémes. Tout ceci montre que H est stable sous ’action
de £(VC) car M(z — B.z) = M(z) — B.M(z).

En outre, si ¢(3X coxan @c€) = Ycecxan @cq(c) est nul, alors chaque com-
posante finement homogeéne de ) .coyan @cq(c) est nulle (on rappelle que C' =

{wy|o € Grn}).
Le degré partiel de ¢ = w, Q1 ® ...® v, € C X A" en b est le nombre
deg(c,b) d’occurrences de la lettre b dans (vy,...,v,). Un élément P = 3 acc

de E, @ VO est dit finement homogeéne si, pour tous les o, et ay non nuls et
toutes les lettres b € A, on a deg(c,b) = deg(c’, b).

Soit G = (C' x A")\H C (C' x A™)\ kerg , ’ensemble des éléments de C' x A™
qui ne sont pas dans . On remarque a ’aide de la premiere étape que, pour
tout ¢ dans G et toute lettre A de A, le degré partiel de g(c) en A est le méme
que celui de ¢ en A. Pour montrer que ker(g) est inclus dans #, il suffit donc
de montrer que, pour tout élément P de E, ® V®" finement homogene, si P est
dans ker(q) alors P est dans #.

Mais si un polynéme P est finement homogene, il peut s’écrire sous la forme

k
P= Z QjWo; @ Vs,(1) @ + - - @ Vs, (n)s
=1
ol o € C, 0; € Gp, 6; € S, et les v; sont des éléments de A.

ii) Dans cette étape on étudie le cas oli tous les §; sont égaux. On va montrer
que, pour tous v; dans A, si ¢ = (}; @ici) @ v1 ® ... Q v, € ker(g) avec les ¢;
dans C, alors z est aussi dans H.

Supposons maintenant que P = (3, ¢cq, ®iWs;) ® V1 ® ... ® v, est dans le
noyau de q et que chaque lettre de A apparai t au plus une fois dans (vi, ..., vn).
Le ) nous permet de supposer que si o; # 0 alors w,; @ v1 ®...Q® vy, est dans G.
Pour tout k €{1,...,n} on pose v = (ak, jk) : le signe de o;(k) est alors égal &
Joi(k) sinon on aurait we, @ V1 ® ... @ vn € ker q.
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On définit I'isomorphisme M de V qui échange (7,j) et (as,j), pour tout
i €{1,...,n} et tout j € G, et qui laisse les autres lettres de A fixes. Alors,
chaque V7 est invariant sous ’action de M et on a

q(M(P)) = M'(¢(P)) d’apres I’équation (1.5.24).
=0 car P € ker(q).

D’autre part, on a

g(M(P)) =q(( Y @iws)®(1,71)®...® (n,jn))

;€Gn
= Z aiq(wg,- ® (le) Q...0 (n’]n))
:€Gn
= Y ai(0i(1), Joiq)) - - - (0i(n), Jksigd (0i (k) = Joir))
7:€Gn

=D _aiwg,

Ce qui donne 3, ¢, Wy = 0 et

P=( Z QWs ) QU1 ®...Qu, =0
a'iGGn

est élément de .
On suppose maintenant qu’il existe k lettres (k > 1) dans A qui apparaissent

s fois (s > 1) dans (vy,...,v,) et qu’aucune lettre de A n’y apparai t plus de s
fois. On fait une récurrence sur k et s.
Soit b une lettre apparaissant s fois dans (vi,...,v,). Il existe alors une

lettre b’ de méme signe que b qui n’y apparai t pas. On note P(v) I’élément
de E, ® VO™ obtenu en remplagant b par v dans P, ol v est une combinaison
linéaire de lettres de méme signe que b. On définit :

Q(b,b) = P(b+b) - P(b) - P(¥).

La lettre b’ n’apparai t pas dans (vy,...,v,) et P est dans le noyau de ¢, donc
P(b+b') et P(b') sont eux aussi dans le noyau de g. En effet, P(b+b') = M (P(b))
(resp. P(b') = M?(P(b))) si M! change b en b+ b’ (resp. échange b et ') et
laisse les autres lettres inchangées ; de plus £(V7) laisse stable le noyau de g.

La composante finement homogene Q’(b, b’) de Q(b, b’) de degré s—1 en b et
1 en b’ est donc dans le noyau de ¢ ; par récurrence sur k et s elle est dans H.

Soit M ’endomorphisme de V qui change b’ en b et laisse fixes les autres
lettres de A, alors

M.Q'(b,b) = Q'(b,b) = sP(b) € H.

On en déduit que P est dans H.
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iii) Ici, on montre que tout élément finement homogéne du noyau de g est
dans H. Soit P un tel élément. On écrit P sous la forme

k
P=3 ci®vs0)® " ® Vs,(n),
=1
ol les ¢; sont éléments de F, et ol les §; sont des éléments de .S, tous distincts.
On peut en outre supposer que §; = 1g,. On utilisera le plongement naturel de
S, dans G, pour dire que les §; sont dans G,,. Comme P est dans le noyau de
g, on a

k
q(P) = q(Q_ci® v5,1) ® - ® Vs,(n)) = 0.
=1
Le noyau de ¢ contient #, d’ou
0 = q(ék__ll.(ck@vl@...@vn) — QU ®...Quy)
= ¢((61y(ck)) ® Vs (1) ® -+ @ Vs, _1(n) —CkQUI®...Q ).

Ce qui donne, en ajoutant ¢(P),

k-2
a(>" i @ vs,(1) @+ @ Vsy(my + (eho1 + 551 (¢k)) ® V5, (1) ® -+ - ® Vg, _,(n) = O

i=fia,r récurrence sur k, on trouve
Ii::jci ® Vs (1) ® * +* @ Vs, (m) + (Ch-1 +@(0k)) ®Vs_,(1)® - -BVs,_ (n) € H.
M_a,is onack®@U®...0 v, — 5,:_11.(ck®v1®...®vn) € H, donc
P = kz‘fq ® Vs;(1) @+ @ Vsy(n) + (k-1 +5_;_1_1_(Ck)) ®Vs_1(1) D -+ - O Vs, (n)

=1
+ek@UI®...Qun— 8L (h QU1 ®...Q )

est un élément de H. Ceci termine la démonstration de ker(q) C H et celle du
a) du lemme 1.17.

b)Pour tout ¢ €{1,...,n}, y; désigne la somme };-(%,7). Soit 0 € G, ; on
a, d’aprés la définition de ¢ (voir lemme 1.17)

(W, @Y ®...QyYn) = xlsgs(nlw)(la(l)) - 'zm;t;la(n)),

oll yi = Y ;eq #7. Mais y; = ¥;cc(4,7), donc o] = (¢,j) et on a

(W @Y ®...0Ya) = (lo(1)],sign(o(1)))...(lo(n)], sign(c(n)))
= Wg.

Soit 5~ ayc; € H, ; on a alors
(1.5.25) (O aic) @y ®...®@un) =Y ic;i € Hy.
Ce qui montre que H, est inclus dans ¢(H, ® V®").
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Soit M un endomorphisme de V laissant stable chacun des V¢, on rappelle
que M’ est ’endomorphisme d’algebre de C < A > correspondant ; on a alors :

M'.Zaici = q(M-((ZOHCz')@Z/l@---@yn))
= (X i) @ M{p) ® .. ® M(yn).

De plus, les y; sont construits de telle facon que M (y1) ® ...® M (y,) parcourt
V®n quand M varie dans £(V). 1l découle de cela que I'image de H, @ V®"
par g est incluse dans H. En effet, on a M'(H) C H car H est assez stable.

Pour montrer I’autre inclusion, on choisit un élément P de H finement ho-
mogene. Cette condition n’est pas restrictive car le lemme 1.15 montre que H
admet une base formée d’éléments finement homogenes.

Si pour tout a € A, le degré partiel de P en a est au plus 1, on peut échanger
les lettres de P avec des lettres signées dont la valeur absolue varie de 1 a n ;
on rappelle que £(VC) agit indépendemment sur les différents alphabets. On
obtient ainsi, par 'action d’un isomorphisme M de £(VY), un élément Q de
H,,. L’espace H, étant inclus dans ¢(H, ® V®"), il existe un R dans H, ® V®"
tel que ¢(R) = Q = M'.P. Le polynéme M'.P est dans ¢(H, @ V®"), M’ est
inversible et son inverse est dans £(V?), donc P est dans ¢(H, ® V®).

On suppose maintenant qu’il y a k (k > 1) lettres (dont b) qui apparaissent
s fois (s > 1) dans P, et qu’il n’y a aucune lettre de A qui apparai t plus de s
fois dans P. Si b’ est une lettre de méme signe que b qui n’apparal t pas dans
P, on note P'(b,b') le polynéme obtenu en remplacant b par b+ b’ dans P et en
ne gardant que la composante finement homogene de degré s — 1 en b et 1 en
b'. Alors P'(b,b') est un élément de H, par récurrence, c’est aussi un élément
de 'image de H, ® V®" par ¢q. Si M est ’endomorphisme de V' qui change la
lettre b en b’ et ne modifie pas les autres éléments de A et si P'(b,b’) est 'image
de R par ¢, alors

P =sM'".P'(b,b)=sM .q(R) = q((sM).R).

On conclut que P est élément de q(H, ® V®"), et que I’espace H est inclus dans
q(H, ®@ VO®™). a

Soient deux groupes H et J (J est fini) agissant sur I’espace vectoriel W
de sorte que h(j(z)) = j(h(z)) pour tous h € H, j € J et € W. On définit
’action de H x J sur W par (h,j)(z) = h(j(z)). Le lemme suivant est un résultat
découlant directement de la théorie des représentations ; il précise l’exercice 2.3.1
de (Serre, 1978). On en donne ici une preuve élémentaire vue dans un cours
donné par A. Joyal.

Lemme 1.18 Si W/J désigne Uespace quotient de W par le sous-espace J =<
{z —j(z)|lz € W,5 € J} >, alors H agit sur W/J et, pour tout h € H on a

1 :
Tryw,7(h) = i > Trw(h,j).
J€J



30

Preuve Comme h(j(z)) = j(h(z)) J est stable sous I’action de H, donc H
agit sur W/J.
On note

FiW oo W
N ﬁZj(x).

jeJ
Il est bien connu que J est le noyau de f.
Si 7 est la classe de z dans W/J on définit
t:wW - W/J
T — I
eti: W/ T - W
z — f(z),

la fonction 7 est bien définie car J est le noyau de f.
On a alors pour tout j € J et pour tout h € H,

to(hyj)oi(@) = to (h,1)f(2)
=toh(f(z)) carjof=f

= f(h(2)) car ho f(z) = foh(z)
(z) car h(z) = f(h(z)) mod J

On a donc
TT‘W/j(h) = TT‘(t o (h,j) o ’L)

=Tr((h,j)otot).

Or iot est égal & f, on peut donc calculer (k,j)oiot(z) :

(hi)oiotE) = (i) 3 o)

Le lemme 1.18 découle immédiatement de cette derniere relation. a
Preuve du Théoréme 1.16 Les groupes £(V®) et G, agissent sur W = H, ®
V@~ de plus on a 0.M (z) = M.o(z) car les actions commutent. On note (M, o)
I’action de I’élément (M, o) de £(VE) x G, sur 'espace H, @ V&".
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On a donc, d’apres le lemme 1.18,
1
(1.5.26) Trggven/g,(M)=—=—= > Tr(M,o).
|Gn| c€Gn
L’isomorphisme (M, o) appliqué a 2 = c®v; @ - - - ® v, donne
(M, 0)(z) =a(c) @ M(u1) ® -~ @ M(un),

ol u; = ZjeG Fsigna_l(i) (j)m{g—l(i)l-

L’action de (M, o) sur la premiere composante du produit tensoriel est donc
indépendante de M et I’on a

(1.5.27) Tr(M, o) = Try, (0).Tr(M®),

ot M®7 (11 ®...Qvn) = M(u1) ®...Q@ M(uy).
On se place maintenant dans le cas particulier ot

M:C<A> — C<A>
b —  [pb.

Pour calculer la trace de M®7, on étudie son action sur la base A™ de V&",
Si (v1,...,vn) € A", on pose v; = (&, g;), alors M® (v, ® ... ® vy) est égal &

ﬂulul ®... ® ﬂunun,

ol u; = stgn(”_l(i))(gi)(x|0_1(i)|,g|a_1(i)|) car chacun des v; n’a qu’une com-
posante non nulle dans sa décomposition en somme d’éléments des Vi (j €G).
Cela donne

M® (01®...®v,) = {H Bu Foiome™ () (Signvla—‘(i)l)} Vo=t (1), ®- - -BVYo=1 )

=1
Pour obtenir un terme non nul dans la trace, il faut que pour tout ¢ € {1,...,n},
on ait vj,-1(;5 = vi. On pose 0 = (h1,...hn,s) et alors, pour chaque cycle
(41, ..,1k) de s, on doit avoir v;; = ... = v;,. Si cette condition est vérifiée on
obtient
s —-1(,. .
MO0 e.u) = § [ 65 FE Osigns) { (0000 v.)

c cyclede s
c=(21,00rik)

= {H(ﬂvil )kF'Si"”(c) (signv,-l)} NQ...Q0 vy.

Les choix des v; sont totalement indépendants d’un cycle de o a l’autre ; la trace
de M®? est donc donnée par la formule

Tr(M®) = [ 3 BOF9E (sign(b))
¢ cycle de o bEA
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—sign(c)
= II AL X)),

¢ cyclede o

si X' = {B]b € X'} et o PZI(‘SM”(C) (X) est défini par I’équation (1.4.12). Cette
derniére relation, associée & (1.5.26) et (1.5.27), nous permet de déduire que

Tan®V®”/Gn |G I Z XHn ct(cr (X)’
oc€Gn

ol Pys)-(X) est défini par ’équation (1.4.14). L’équation (1.4.15), la proposi-
tion 1.8 et le lemme 1.10 nous donnent alors

(1.5.28) Try,gven/a, (M) =< XH,, ¥ > .

D’autre part, ¢ induit un isomorphisme ¢’ de (H, ® V®™) /G, sur H, on a donc

Tr.even)c.(M) = Tru((¢) " oMog)
= Tryg(M).

Soit P un élément de la base finement homogene de H qui est aussi dans E,

(@ = (on)bea). Alors laction de M’ sur P a pour effet de le multiplier par

[Tyea Bt On trouve donc pour la trace de M sur (H, ® V®")/G,
Try,gven/c,(M) = Trua(M')

= Y, dim(Es(H) [] 8;®

aEEy bEA
= 2 n JIA™
a€Es  beA

En vertu de 1’équation (1.5.28), on a

Z na]___[ﬂgb =< XHn71/)> .

a€Es  beEA

Ce qui démontre le théoréme 1.16, d’apres la proposition 1.9. a



CHAPITRE 2

ENSEMBLES DE
DESCENTES

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude des ensembles de descentes dans les produits
en couronne d’un groupe cyclique par S,.

Nous y développons d’abord une généralisation des fonctions quasi-symé-
triques (voir (Stanley, 1972 ; Gessel, 1984 ; Malvenuto et Reutenauer, 1995))
qui nous permet d’étendre certains résultats de (Reutenauer, 1993).

Ensuite nous analysons les liens qu’ont ces fonctions quasi-symétriques avec
les fonctions symétriques apparues dans le premier chapitre. Nous pouvons
ainsi généraliser dans le théoréme 2.9 le théoréme 3 de (Gessel, 1984) (voir aussi
(Reutenauer, 1993 ; Gessel et Reutenauer, 1993)).

Nous donnons enfin une application du théoréme 2.9 au probleme de I’énumé-
ration des permutations signées ayant un ensemble de descentes donné et dont
I’inverse a un ensemble de descentes fixé, voir théoréme 2.11. Ce résultat étend
ceux de (Foulkes, 1976) et (Gessel, 1984).

Une étude algébrique de ces ensembles de descentes a été effectuée dans
(Mantaci et Reutenauer, 1992) ; nous n’étudions ici que certaine propriétés
combinatoires des ensembles de descentes.

2.2 Fonctions quasi-symétriques

On identifie le groupe cyclique G a p éléments et le groupe Z/pZ des entiers mod-
ulo p. On considérera le plus souvent que I’ensemble sous-jacent est {1,...,p} ;
0g est alors égal & p. Soit <, l'ordre linéaire sur Z/pZ défini par

1<p2<p...<pp.
Soit <, 1’ordre lexicographique inverse sur {1,...,n}XZ/pZ, c’est-a-dire :
g

(1,1) < (2,1) <p ... <p (0,1) <5 (1,2) <5 oo <5 (7, D).

33



34

Un sous-ensemble signé [S,m]de {1,...,n—1} est la donnée d’un sous-ensemble
S de {1,...,n — 1} et d’une fonction m : {1,...n} — Z/pZ telle que

(2.2.1) i€ S=>m(t) <, m(e+1).

Nous verrons dés le lemme 2.1 ’utilité de cette condition.
Une composition signée de n est un couple (C,v) ol

e C est une composition (cj,...,c;) de n ;

e v est une matrice d’entiers naturels & k lignes et p colonnes telle que

Py — o
ijl v j = Ci.

On remarquera que cette notation est redondante : si on connai t v on connai
t C. On garde C dans cette notation parce qu’il est pratique d’y conserver la
donnée de la composition, comme on va le voir dans la preuve du lemme suivant.

Lemme 2.1 Il existe une bijection naturelle comp entre ’ensemble des sous-
ensembles signés de {1,...,n — 1} et l’ensemble des compositions signées de
n.

Preuve Il existe une bijection classique entre les compositions de n et les sous-

ensembles de {1,...,n—1}, quia C = (cy,.. ., ¢k) fait correspondre S = {c1,c1+
€2,...,¢1 + -+ ck—1}. On notera alors C(S) =C.

Si on se donne un sous-ensemble signé [S, m]de {1,...,n—1}ou S = {e1,c1+
€2y...,€1+ -+ ck—1}, on note C = (cy,...,¢x) la composition de n associée.

Pour tout 7 €{1,...,k} et tout j € Z/pZ, on note v; ; le nombre d’éléments de
{e1+--+ci-1+1,...,e1+ -+ ¢;} qui sont envoyés sur j par m (si ¢ = 1,
on convient que ¢; + - - -+ ¢;—; = 0). Soit v la matrice ainsi construite et comp
la fonction qui & [S, m] associe (C,v) par ce procédé. On voit facilement que
comp est une surjection sur I’ensemble des compositions signées de n. De plus,
la condition (2.2.1) nous donne, pour tout 7 €{1,...,k} :

me+-+e1+1)<pmer+---+eci1+2) <p .. Spmer + -+ 6

1l suffit donc de savoir, pour tout j € Z/pZ, le nombre d’éléments v; ; de {c; +
coodci—1+1,...,c04 -+ ¢} qui sont envoyés sur j par m, pour connai tre m
sur cet intervalle. Ceci montre que comp est une bijection. O

On note ens l'inverse de comp. Dans la suite on définira des objets indexés
par des ensembles signés, on considérera que ces ensembles sont indexés par des
compositions signées via les bijections comp et ens.
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Exemple Si p=3 et (C,v) = | (4,2,1,3),

,on a

S = O =
N O = W
- o = O

1 234567389 10
122223122 3

ens(C,v) = |{4,6,7},

On définit pour toute composition signée (C, v), la fonction quasi-symétrique
monomiale

Mc) =
(2.2.2) >0 (b, 1)V (E1,2)2 (b1, P) V0 (B2, 1)V L (t, p) R € Z[[A]],

1 < ... < tg
t; € X

ol X est totalement ordonné par < et A est la réunion des X x {7}, (j € G).
On définit, sur ’ensemble des sous-ensembles signés de {1,...,n—1}, ’ordre
< par:
ScCs
[S,m] <[\ m]e ~ ~

m=m'.
On définit un ordre correspondant sur les compositions signées de n par:
(C,u) < (D,v) < ens(C,u) < ens(D,v).

On peut décrire cet ordre directement sur les compositions signées ; en effet
pour passer d’une composition signée (C,v) a une plus grande on transforme
une part ¢; de C en deux parts non nulles ¢} et ¢/. La fonction de signe ne doit
pas changer, la i°™ ligne de v est donc séparée en deux lignes. La premiére est
composée des premiers v; ; jusqu’a ce qu’on atteigne c;, puis de 0 ; la seconde
est composée de droite & gauche, des v; ; jusqu’a atteindre ¢/, puis de 0 (on peut
éventuellement séparer I’un des v; ; en deux). On itére ce procédé pour obtenir
toutes les compositions signées plus grandes que (C,v).

Exemple Si on prend p = 3 et n = 10, alors

/1 00 /1 10 )

030 0 20

(D,w) = |(1,3,2,,3),] 0 1 1 et (D', u) =1(2,2,2,1,3),] 0 1 1
1 00 100

0 21 \0 2 1
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sont des compositions signées plus grandes que

(C’ v) = (4’ 2’ 173)‘)

(== =
= o = O

3
1
0
2
Pour tout ensemble signé [S, m], définissons Fig ) par

(2.23) Figm = Y (a1,m(1)) ... (an, m(n)),

ol la somme est sur les (a1, ...,a,) € X" tels que a; < i1y et a; < a;418i4 €S
: on rappelle que X est totalement ordonné par <.
On a alors le lemme suivant, qui étend un résultat de (Gessel, 1984).

Lemme 2.2 Pour tout ensemble signé [S,m], on a Fig ) = Z Mgt m1-
[S;m]<[S! m/]

Preuve Pour chaque monéme (a1, m(1))...(an, m(n)) apparaissant dans Fig,
on associe S’ I’ensemble qui vérifie

1€ Sl'{:?ai < Giq1.

Alors, d’apres (2.2.3), S’ contient S. De plus, pour tout ensemble S’ contenant
S on peut associer un monéme apparaissant dans Fig ), car 'alphabet X est
infini. De plus, la somme de tous les monomes apparaissant dans Fis,,, associés
a5’ est M[Sl’m]. O

En outre, la définition des fonctions quasi-symétriques mondmiales et le
fait que v détermine la composition signée (C,v) montrent que les M(¢,,) sont
linéairement indépendantes. On en déduit alors la proposition suivante par tri-
angularité.

Proposition 2.3 Les fonctions Fc,) sont linéairement indépendantes. a

On peut définir, pour toute permutation signée o, un ensemble de descentes
signé ds(o) = [S(o), m(0)] de la fagon suivante :

i€S(0) & o(i)> 0(i+1)
m(o)(i) = sign(o(7)).

Le couple [S(c), m(o)] est bien un ensemble signé ; en effet comme les o(%) sont
deux 3 deux distincts, ¢ &€ S(o) est équivalent & o(3) <, o(i+ 1) ce qui implique
sign(a (1)) <p sign(o (i + 1)), soit m(o)(i) <, m(o)(¢ + 1). Par I'intermédiaire
de la bijection comp, on définit la composition de descentes signée C'S(o) de o
comme C'S (o) = comp(ds(o)).
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Un ensemble signé S, m] (resp. une composition signée (C,v)) sera appelé
un ensemble de descentes signé (resp. une composition de descentes signée) s’il
existe une permutation signée o telle que ds(o) =[S, m] (resp. CS(o) = (C,v)).
Exemple Si on prend p =4 et si n = 8§, alors

3 45 6 7 8
4131123

ds((2,4,1,3,1,1,2,3,45317826)) = [{2,4,},

et
01 01
C’S((2,4, 1,3,1,1,2,3,45317826)) = (2,2,4), 1 010
21 10

Soit <; I'ordre lexicographique sur A = U,.7,,7 X X {i}. SiX={a<b<
...} on a donc:

A={(a,1) < (a,2) <1 ... <1 (a,p) <1 (b,1) <1 (5,2) <; ...}

On notera aussi <, 'ordre lexicographique inverse sur A. Cette notation est
g

la méme que celle de 'ordre que l'on a donné sur {1,...,n}XxZ/pZ mais il ne
devrait pas en résulter d’ambigui té, de plus on peut supposer que X contient

{1,...,n} et convenir que <, sur {1,...,n}xZ/pZ est la restriction de I’ordre
sur A.

Siw=2;...z, est un mot de A*, alors son standardisé sts(w) est ’unique
élément o de G, tel que

lo(3)] < |e(4)| & (z; <1 z; ou (z; = z; et i < j))
(2.2.4) et

sign(o(i)) = sign(z;).
On définit aussi le costandardisé de w csts(w) par

lo(3)| < |o(4)| < (z; <1z ou (z; = z; et i < j))
(2.2.5) et

sign(o (1)) = —sign(z;).

3

On remarque que ’on a pour tout mot w € A .
ests(w) ((1,0)) = (7, =k} st sts(w)(i, 0)portout i € {1,...,n}.

Exemple‘Si p=3etw=(d,3)(c,1)(a,2)(b,3)(b,1)(a,3)(d,1)(a,3) on a alors

sts(w) = (8,3)(6,1)(1,2)(5,3)(4,1)(2, 3)(7,1)(3,3)
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ests(w) = (8,3)(6,2)(1,1)(5,3)(4,2)(2,3)(7,2)(3,3).

On appelle évaluation, et on note ev(w),de w = & ...z, le mondéme z; ...z,
de Z[A] ou les variables z; commutent. Le lemme suivant établit une correspon-
dance entre les F(c,,) et des évaluations de mots qui sera essentielle dans la
preuve du théoréme 2.11.

Lemme 2.4 Pour tout o € G, on a

Fso-1y = Z ev(w).

csts(w)=c

Preuve Dans le but de simplifier les notations, nous utiliserons [S, m] pour
ds(oc~!) et, pour toute permutation signée 7, nous écrirons (k) a la place de

7((k,0)).

On remarquera d’abord que, par définition de <,,

k¢S o oY k)<, o7 k+1)

lo=1(k)| < |o~(k + 1)| et signo=t(k) <, signo~t(k + 1)
(2.26) < ou
signo~1(k) <, signo~}(k+ 1)

(k apparai t & gauche de k£ + 1 dans |o(1)|...|o(n)| et

227 o signo~1(k) <, signo~1(k + 1))
ou

signo~1(k) <, signo~(k + 1).
Maintenant, d’aprés I’équation (2.2.3) on a

F[S,m] = Ztl R

ol la sommation s’effectue sur les t;,...,t, dans X tels que |t;| < |tiy1], |t <
|tip1] si i € S, et sign(t;) = m(i) = sign(c~1(¢)). Si on pose a(z) = [o71(:)] et
i = ti,(;)), On obtient t; = Tp-1(s)] = Ta(i) €t Fism) = 2 ev(z1...T,) avec les
conditions suivantes sur les z; :

|Za@y| < |Za@rn)l 5
(2.2.8) |Za@)| < [Zasr)] st o7 i+ 1) < 07H(1) 5
sign(zq(;) = sign(o~1(i)).

Pour montrer le lemme 2.4, il suffit de montrer que les équations (2.2.8)
et (2.2.5) sont équivalentes. Tout d’abord la derniére condition de (2.2.8) est
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équivalente & la derniére condition de (2.2.5) ; en effet la proposition 1.6 donne

sign(za()) = sign(o™ (1)) = —sign(o(lo~* (3)]))
= —sign(o(a(z))).

Supposons que 1’équation (2.2.8) soit vérifiée ; pour prouver que (2.2.5) l’est
aussi, il nous faut montrer que |o(¢)| < |o(j)| implique (z; <; z; ou (z; = z; et
i < j) (o)), ceci suffit car ces deux conditions ordonnent totalement I’ensemble

{1,...,n}.

Si |o(2)| < |o ()], alors la premiere condition de (2.2.8) nous donne

(2.2.9) |z:] = [Zajo()] < [Zago@+1)] £ -+ L Zalo@yl = [25]-

Si on a |z;| < |z;], alors z; <; x; et (o) est vérifiée.

Si |#;| = |z;| = a, alors pour tout k €{|o ()], ...,|o(4)|}, on a |z4(k)| = a. On
obtient donc, pour tout k €{|o ()|, .. .,|0(5)|-1}, [Ta(k)| = |Za(k+1)|- La seconde
équation de (2.2.8) montre alors que SN {|o(?)|,|o(?)| + 1,...,|0(5)| — 1} =@.

On utilise la remarque (2.2.6) pour k €{|o(3)|,...,|o(5)| — 1}, qui donne
(2.2.10) sign(o~1(k)) <, sign(o™(k + 1)).
On a alors les trois sous-cas suivants quand |z;| = |z;] :

o Si sign(z;) <, sign(z;), alors z; <; z; et (o) est vérifiée.

o Si sign(z;) >, sign(z;) alors, grice & la troisieme condition de (2.2.8), on
-1

a sign(o71(3)) >, sign(c~1(4)), et il existe k£ €{|o(3)|,...,|o(j)| -1} pour
lequel on a sign(c~1(k)) >, sign(c~1(k + 1)), ce qui d’aprés (2.2.10), est
impossible.

e Si sign(z;) = sign(z;) = s, alors quel que soit k£ dans {|o(3)|,...,|o(5)| -
1}, on a sign(o~1(k)) = s = sign(o~'(k + 1)). Sinon il existerai, de la
méme facon que dans le sous-cas précédent, un k pour lequel (2.2.10) serai
contredite. Mais, dans ce cas, en vertu de (2.2.7), k apparai t a gauche de
k +1 dans |o(1)|...|o(n)|, donc |o(7)| y apparai t & gauche de |o(5)|. On
a donc 7 < j et (o) est vérifiée.

Ce qui montre que (2.2.8) implique (2.2.5).
Réciproquement (2.2.5) implique :

lo())| < |lo(F)| & (z; <1 zj ou (z; =z; et i < j)).
Puisque ’on a |o|o~1(3)|| =i < i+ 1=|o|lo~ (i + 1)|| et () = |c~1(7)|, on a

Ta(i) <I Ta(i+1) OU (Ta(s) = Ta(i+1) €t (i) < a(i+1)) ().
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D’apres la définition de <; la premiére partie de (x) est équivalente &

frao] < Fraep] ou § 201 = atienl
SIGNT o (3) <p SLYNTy(i41)-
La deuxiéme partie de (*) est équivalente &

[2a(i)l = |Zagi+1)] €t signTi) = signeq(iyr) et a(i) < a(i+1).
L’équivalence des derniéres conditions dans (2.2.5) et (2.2.8) nous donne
SIgNTo(5) = signo~1(i), Péquation (*) est donc équivalente 3

1Za@) < |Tagi+1)

ou (|24 = [Tat)l et signo~1(i) <, signo~ (i + 1))

ou  ((|za@m)] = |Za@it1)] €t signza) = signzq(irr) et a(i) < a(i+1))),
qui est équivalente a :
|Za(i)] = [l
et
signo~1(1) <, signo(1 + 1)
|| < |Za@4nl ou ou
signo~1(i) = signo~(i + 1)
et
a(l) < alt+1)

\

Ce qui, d’aprés la définition de I'ordre <, et le fait que a(i) = |o~1(3)[, est
équivalent a
[Za(i)| = |Zagitn)]
[a@)] < |Za@+n)] ou < et
o71(?) <, o712 4+ 1)

dont on déduit (2.2.8). a

2.3 Séries génératrices quasi-symétriques et fonctions
symétriques

A partir des premiers résultats de la section précédente nous étudions les con-
nexions entre les fonctions quasi-symétriques, les fonctions symétriques et les
différents ordres définis sur A. Le lemme suivant énonce une propriété du stan-
dardisé d’un mot.
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Lemme 2.5 Si o est le standardisé de w = z;y...%,, alors, pour tout couple
(,7) €{1,...,n}? ona

o(i) <r o(j) & z; <, zj ou (z; =z; et i < j).

Remarque Le standardisé o de w est défini (voir éq. 2.2.4) & partir de I'ordre
<; sur A. Ce lemme, qui n’est pas une caractérisation, permet une fois que I’on

connait o de passer a ’ordre <, sur A.
Exemple Sip=3etw=(d,3)(c,1)(a,2)(b,3)(b,1)(a,3)(d,1)(a,3) on a

sts(w) = (8,3)(6,1)(1,2)(5,3)(4,1)(2,3)(7,1)(3,3)

et les deux ordres totaux sur {1,...,8} induits par z; <, z; ou (z; = z; et ¢ < j)
sur w et par o(z) <, 0(j) sur o(1)...0(8) donnent tous les deux :

82471536.
Preuve On a, par définition de <,
z; <, zj & sign(z;) <p sign(z;) ou (sign(z;) = sign(z;) et |z;| < |z;]).

Si sign(z;) <p sign(z;), par définition de o, on a sign(a(i)) <, sign(o(j)) et
o(z) <r o(j)-

Si sign(z;) = sign(z;) et |z;| < |z;| alors z; est inférieur & z; dans I’ordre lex-
icographique <; et, d’apres 1’équation (2.2.4), |o(3)| < |o(j)|. Comme sign(o(z))
et sign(o(j)) sont égaux, on a bien o (i) <, o(j).

Si z; =z; et i< j,on asign(o(i)) = szgn( ;) = sign(z;) = sign(o(j)) et
d’apres (2.2.4) on a aussi |o(z)| < |o(7)], ce qui donne o (%) <, o(j). ceci montre
<.

Réciproquement, si o(¢) <, ¢(j), on a

sign(o(i)) <p sign(o(j)) ou (sign(o(i)) = sign(a (7)) et |o(3)| < |o(5)])-

Dans ce cas, si sign(o(i)) <, sign(o(j)) alors sign(z;) <p sign(z;) et z; <,
z;.

Si sign(o(i)) = sign(a(j)) et |o(i)] < |o(j)| alors, d’aprés (2.2.4), on a
z; <y z; ou (z; = z; et i < j) ; mais sign(z;) = sign(z;) donc z; <; z; implique
|z;| < |z;|. Ceci montre que z; <, z;. O

On définit, pour chaque composition signée (C,v), la série

(2.3.11) Sicw) = > ev(w).
CS(sts(w))=(Cw)

On dit qu’une composition signée est compatible avec un partage signé A, et
on note A = A(C,v), si pour tout ¢ € Z/pZ, (i) est un réarrangement de
V14, V24, - - -y Uk, (on oublie les zéros).
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On utilisera alors la notation h(c,,) pour la fonction symétrique homogene
ha(c,v) (on utilisera de méme la notation A[sm) = h(c,) si [S, m] = ens((C, v))).

Une p-forme gauche est une forme gauche ou chaque ligne est composée de
p blocs qui peuvent étre nuls.

Soit p une p-forme gauche. Un p-tableau semi-standard de forme p est un
tableau obtenu en remplissant les cases de p avec des lettres de A, de sorte que

e les lignes croissent largement de gauche a droite relativement a <,
e les colonnes croissent strictement de bas en haut relativement & <,.,

e dans chaque ligne le i™¢ bloc est rempli par des lettres de signe i.

Exemple (a,2) (d,3) est un 3-tableau semi-standard de forme
(¢,1) (¢,3) (4,3)
6,1) (a,2) (a,2)

o | o
o|loa o Dans chaque ligne de la p-forme gauche on place p — 1 traits
o | oo|.

verticaux qui délimitent les différents blocs.

Remarque Pour certaines p-formes gauches p, il n’existe pas de p-tableau semi-
. o|o
standard de forme p. Par exemple, on ne peut pas remplir la p-forme | o I o
de sorte que la lettre en bas a gauche soit strictement plus petite que celle en
haut a gauche.

A toute composition signée (C,v), on associe deux p-formes gauches : un

p-ruban r(C,v) et une p-bande horizontale bh(C,v), de sorte que
e la i°™¢ ligne de r(C,v) et bh(C,v) a c; cases,
e le k™ bloc de la i¢™¢ ligne de r(C,v) et bh(C,v) a v; j cases,

e la dernitre case de la i°™ ligne de r(C,v) (resp. bh(C,v)) est au dessus
(resp. au dessus et & gauche) de la premiére case de la i + 1™ ligne.

Ici on énumeére les lignes de haut en bas.

2 011
Exemple Si (C,v)=](4,5,3),] 1 2 0 2
03 00
alors on a
oo|jo| o
r(C,v) = O |ogjja o

jo oog||
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et
oo|jojo
bh(C,v) = ojoo||joo

|oog)|.

A chaque p-tableau T, on associe un mot de A*, m(T') en lisant de gauche a
droite la premiere ligne, puis la seconde et ainsi de suite.

Exemple Si T est égal & (q,2) (d,3)

6,1 (4,2) (a2)
alors m(T) = (a,2)(d, 3)(c,1)(c,3)(d, 3)(b,1)(a,2)(a,2).
Le lemme 2.5 nous permet alors de démontrer le résultat suivant qui donne
des liens entre les p-rubans et p-bandes horizontales et les standardisés de cer-
tains mots.

Lemme 2.6 Pour tout mot w de A*, on a CS(sts(w)) = (C,v)
( resp. CS(sts(w)) < (C,v)) si et seulement s’il existe un p-tableau T de forme
r(C,v) ( resp. bh(C,v)) tel que w = m(T).

Preuve

On écrit w = wy ... wy. Si CS(sts(w)) = (C,v) alors, d’apres le lemme 2.5,
on a w41 <, w; si et seulement si sts(w)(i+1) <, sts(w)(7) car i+1 est supérieur
A ¢ ; ceci est équivalent, d’aprés la définition du standardisé, a 7 € {c1,¢1 +
€2y...,¢1+ -+ ck—1}. Donc, en remplissant r(C,v) avec les lettres wy ... w,,
de gauche a droite dans la premiére ligne, puis les lettres we, 41 ... w¢, 4, dans la
seconde et ainsi de suite. On crée ainsi un p-tableau semi-standard vérifiant les
conditions de croissance sur les lignes et les colonnes. La condition de signe pour
sts(w) nous donne sign(sts(w)(i)) = sign(w;) ; de plus le fait que CS(sts(w)) =
(C,v) nous assure que la i®™¢ ligne sera remplie, de gauche & droite, par v;;
lettres de signe 1 puis par v;o lettres de signe 2 et ainsi de suite. On obtient
donc un p-tableau T de forme r(C,v) tel que w = m(T).

Réciproquement, soit w = m(T), ot T est un p-tableau de forme r(C,v). Si
o est le standardisé de w, alors, en vertu du lemme 2.5, o(¢) <, o(i+ 1) si et
seulement si w; <, w;+;. On en déduit que o(i) <, o(i+ 1) est équivalent a
i & {ci,c1+coy...,01+ -+ ck—1}, donc que CS(sts(w)) = (C,v).

De la méme fagon, si C'S(sts(w)) < (C,v) alors, d’apres le lemme 2.5, w; >,
w;41 implique ¢ € {e1,¢1 4+ ¢2,...,¢1+ -+ ck—1}. En remplissant, de la méme
maniere bh(C,v), on trouve un tableau T' de forme bh(C,v) tel que w = m(T).

Réciproquement, si w = m(T) ol T est de forme bh(C,v) alors, le lemme
2.5 dit que o(¢) <, o(i + 1) est équivalent au fait que w; <, w;y1. Donc, si ¢
n’est pas dans {c1,...,¢1 + -+ + ck—1}, alors o(i) <, o(i + 1) ce qui implique
que CS(sts(w)) < (C,v). O
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On déduit immédiatement de ce résultat que la série

Sow) = Z ev(w)

CS(sts(w))=(Cyv)

est aussi égale a
Siewy = Y ev(m(T))

ot la somme est sur tous les p-tableaux T" de forme r(C, v).
Remarque Dans le cas ou p = 1, la composition signée (C, v) est déterminée par
la composition C et dans ce cas on pose S(¢,) = Sc(X). La fonction symétrique
Sc(X) est alors la fonction de Schur gauche associée au ruban r(C, v). On définit
de la méme fagon Sk (X) = Six,m) pour tout K C {1,...,n—1}.

Si on note BH(C,v) la somme des évaluations des mots associés a tous les
p-tableaux semi-standards de forme bh(C,v) on a

k
H(C, ’U) = H BH(Ci, ('U'i,l, ceey ’U«i,p)),

i=1

car le remplissage des k lignes se fait indépendamment.

En outre, si z est dans le i¢™¢ bloc et y dans le i + 1¢™ d’une ligne donnée,
alors z <, y est toujours vérifié et les choix pour z et y sont indépendants. On
a donc

k p
BH(C,v) = HHBH iy (0,0, 05 5,...,0)
i=13=1
p k
= H]._.[h”w
j=1:=1

>

- (Cvu)'
Le résultat suivant est alors une conséquence immédiate du lemme 2.6.

Lemme 2.7 Si (C,v) est une composition signée de n, alors

hewy = D, Sow =
(D,u)<(Cw)

On a aussi le lemme suivant, qui étend un résultat de (Gessel, 1984).

Lemme 2.8 Pour tout partage signé X, on a

my = Z M(C,u) .
A(Cw)=A

Preuve Dans la théorie classique des fonctions quasi-symétriques, on a pour
tout partage p : m, =Y Mo =Yy <. <1, 11" ...t;*, ol la somme est sur toutes



les compositions C = (ey, . . ., ck) telles que p est un réarrangement de ¢y, .. ., cg,
voir (Gessel, 1984). Nous écrirons alors p = A(C).
On a donc, si v? = (v] j,-- -,V ;)

p p
my = [[map@) =11 > Mas(X?)
3=1 J=1 A(v9)=A(j)
P . I . I
= II > > (#1,9)" . (Eh5)0 5) 0
j=1 )‘(v;,j""’v;c(j)’j)=’\(j) t <. <t;.( )
- ) > II (t],5)" .. .(ti(j),j)”ku),j,
A ic.<td, . (jeG) JEG
AWy ’“k(neg) AG) Gea) 15 UE9)

D’autre part, on a :

. Moy = X X @D ()

A(C,‘U):A A(Cw)=2 11 <<
k=1(C)

S R VI | (UF) RO e

A(Cw)=2A t1<...<Pg 3=1

=1(C)

Or, dans chacun des k-uplets (vyj,..., vk ) peuvent apparai tre des 0. Soit
(V10 v;c( i), j) le vecteur d’entiers obtenu en supprimant les 0 et en conservant
I’ordre des coefficients non-nuls de (vi 5, . - -, vk,j). On aalors A(vy ;, .. .,U;c(j),j) =
A(j). Pour toute composition signée (C,v) on note v(C,v) le p-uplet v’ des
(I .,v}c(j),j), ce qui donne

. Mew= ) S 0 i)™

A(Cw)=X )‘(”i,j""”;:(j),,')'_"\(j) ’Y(kcl;))c—,)v, t1 <. <t j=1

Pour tout v’ on note L, = Z’Y(C,U)=v' Dot <<ty ]_[’;:1 (t1,7)¥09 ... (t,J)¥ ; on
k=1(C)

Ly=3% > X Hh]””- (ks 7)™

k2181 <...<tk 5(C)=0' 1=1
I(C)=k

a alors

Pour chaque j € G on choisit les positions des v; ; non-nuls avec comme condition
que ’union de ces positions doit couvrir {t1,...,¢x}, par conséquent on a

i Y ! . !
Z Z Z H(t{,])’ﬁu e (ti(j),])vk(z)a
kZl 61 <..<tL {r{<"'<t{c(j)}g{tl<“'<tk} j:l

Ujea{t] sty t={ttmte}
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p !
= 2 HM”” GIICEER

] —
< <‘k(a)
jEG

D’ou l’on tire

P ) ,
Z M(C,v) = Z o Z H t{, vl] .(ti(j),])vk(z),y
A(Cw)=A M ooV (y,)=A () tgl<m<ti()1=
JEG
=m). O

Exemple Sip=2, A(1) =(1) et A(0) =(2,1) alorson a

my = m(AYmea(4%) = QoD 2’y +y’e)

t <y
= Y (Bly+izy’) + ) (@y +zey’) + ) (Pty + 2fy?)
t<zr<y <y <ty
+Y @Pgy+agy®) + Y (aPyt+ 2y’D)
<y r<y<t )
= M10 +M10 +M12 +M11 +M02 +Mo1
02 01 01 02 10 10
01 02 01 02

—FA402 +-A401 +-A402 +-A401

11 12 01 02
10 10

Pour tout II inclus dans I’union disjointe des G,, on définit g la série généra-
trice quasi-symétrique de I par

(2.3.12) 9= Fos()
o€ell

Le lemme 2.7 nous montre par trla,ngularlte que la série S¢,,) est une fonction
symétrique en chacun des alphabets X', et on peut énoncer le résultat suivant,
qui étend le théoreme 3 de (Gessel, 1984)

Théoréme 2.9 Sill C U,>o G et si la série génératrice quasi-symétrique g de
I1 est symétrique en chaque alphabet X*, alors le nombre d’éléments de I1 ayant
pour composition de descentes signée (C’, v) est < g,5(cw) >-

Preuve On va d’abord montrer que si g est symétrique sur chaque alphabet X,
on a

g= Z < 9,5cw > Fow-
(C,'U)
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Puisque les bases (h,),epc et (m,),ecpc sont duales, on a :
g= Z < g,hp>m,

p
=Y <gh,> Y, Mp, dapreslelemme 2.8
4 A(Du)=p

= > < g hou > Mpu,
(D,u)

car h(pu) = ha(pw)- On écrit maintenant h(p 4 en fonction des S(c,) 2 l'aide
du lemme 2.7, et on trouve :

9= <9, >, Scn>Mpu
(Dv“) (C’”)S(Dvu)

= Z <y, S(C,v) > M(D,u)
(Cw)<(Dyu)

= <9, S(C,v) > Z M(D,u)
(Cw) (Cw)<(Dyu)

Q

= < 9,5cw) > Flow par le lemme 2.2.

Si le nombre d’éléments de IT ayant pour composition de descentes signée est
@(c,v), lors par définition g est égale & Z(C,’u) @(c,v) F(o)- De plus la proposition
2.3 nous assure que les Fi¢ ,) sont linéairement indépendants ; donc le fait que
g soit aussi égale & 3 ¢,y < 9, S(c.v) > Fc,v) impose que

(o) =< 9,5(Cw) > - a

2.4 Dénombrement des éléments de G, ayant un en-
semble de descentes signé donné et dont I’inverse
a un ensemble de descentes signé donné

On exprime ici les Sig,,) comme des séries génératrices quasi-symétriques. Ceci
nous permet, & partir du théoréme 2.9, de résoudre un probleme d’énumération
en termes de produits scalaires.

On dit que deux p-formes gauches v et § sont équivalentes si la somme des
évaluations de tous les p-tableaux de forme v est égale a la somme des évaluations
de tous les p-tableaux de forme §.

lo| o o] a
Exemple La p-formegauche o | o o est équivalentea o || oo
o|oao| ojoo|

En effet, les deux derniéres cases de la seconde ligne sont dans le troisieme bloc
; les lettres que ’on peut y placer sont donc toujours strictement plus grandes
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que celles des deux premieres cases de la ligne du bas qui sont dans les deux
premiers blocs.

On dit que deux cases d’une p-forme p sont dans la méme composante con-
nexe de p si on peut aller de 'une a ’autre en faisant des pas vers le haut, le
bas, la droite ou la gauche.

| a | ¢
Exemple Les casesaetbde o || b o sont dans la méme composante
o|dal
connexe alors que c¢ et d ne le sont pas.

Dans la section précédente, on a vu que pour toute composition signée (C, v),

S(c,v) est la somme des évaluations des tableaux de forme r(C, v).

. aao .
Les 7(C,v) ne contiennent pas de sous-formes . Donc, si deux cases
oo

d’une méme colonne sont dans des blocs différents on voit que les remplissages
des lignes correspondantes sont indépendants. En effet les lettres que I'on peut
mettre dans la ligne du bas ont toutes un signe plus petit que celles que I’'on
peut mettre dans la ligne du haut, elles sont donc strictement plus petites pour
l’ordre <,. Le ruban r(C,v) = o E G est alors équivalent a 88 0o
(ici on ne dessine pas le reste du ruban ni les barres qui peuvent éventuellement
séparer deux blocs).

De méme, quand on passe d’un bloc a [’autre dans une ligne, mettons entre
les cases 7 et < + 1, on ne peut avoir de case de r(C,v) au dessous de % ni au
dessus de ¢ + 1. Les remplissages des cases ¢ et ¢ + 1 sont indépendants grace
au changement de bloc ; de méme, le remplissage de la partie de la forme au
dessus et & gauche de la case ¢ est indépendant de celui de la partie qui est au
dessous et a droite de la case ¢+ 1. Ceci montre que ...z | i+1...est équivalent
N
a . .
1+1...

aolll
oogllg| o

Exemple Ls p-formes o |ogjo o et
|o og||

[loja
o |ogjlo o sont
@ oo

équivalentes, car dans la premiere ligne on peut séparer les parties correspondant
aux premier et troisieme blocs. On peut aussi séparer les premiere et deuxieme
lignes car les éléments de ces lignes qui sont dans la méme colonne ne sont pas
dans des blocs de méme signe.

Bien sur, quand on effectue I’'une des deux opérations précédentes, on ne

’ D D . ’ .
crée pas de sous-formes de type , on peut donc refaire ces opérations sur
(|

les p-formes obtenues jusqu’a obtenir une p-forme p équivalente a r(C,v) telle
que dans chaque composante connexe les blocs non vides soient tous de méme
signe. La somme des évaluations des p-tableaux de forme p est alors un produit
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de fonctions de Schur gauches.

La série S(c,y) est donc une combinaison linéaire a coeflicients entiers positifs
de produits de fonctions de Schur, voir (Macdonald, 1979). C’est donc 'image
par la fonction caractéristique ch d’un caractere de Gi. Soit x(c,) ce caractere,
on utilisera aussi la notation x[sm si [, m] = ens(C,v).

Pour tout ¢ € G, on définit la permutation signée & par

5(5) = (jo (i), —sign(o(i))) Vi € {L,...,n}.
Soit [.5~'m, m] le couple défini a partir de [S, m] de la fagon suivante :

(i) = —m(i) Vi€{l,...,n)

S = {ili€ S et (m(i) =m(i+1) ou m(i) = p)}
U{ilm (i) < m(i+ 1) et m(i + 1) # p}.

Le lemme suivant montre en particulier que si [S,m] est un ensemble de
descentes signé alors le couple [Sy,, ] est bien un ensemble de descentes signé.

Lemme 2.10 Soit o un élément de G,,. On a
ds(o) =[S, m] & ds(&) = [Sm, M)

Remarque Ce lemme n’est pas vrai dans le cas ou G n’est pas cyclique. Par
exemple, si G = Z/2Z x Z/2Z les éléments (0,1) et (1,0) sont tous les deux
différents de (0,0) et égaux & leurs opposés. Ce qui fait que si (0,1) <, (1,0),
on a —(0,1) <, —(1,0) au lieu de ce que l'on veut dans ce cas, c’est-a-dire
—(1,0) <, —(0, 1).

Preuve On remarque d’abord que si m(t) = sign(o(¢)), alors

m(i) = -m(q)
= —sign(o(q))
= sign(a(7)).
De plus,
j=jetk <k
(k,—3) <- (K',=j") & { ou
—j <p—J'
Mais

~j <p=3' & (1 <pi'et —j'=j'=p)ou(j>j etj#p)

L’ensemble de descentes de & est I’ensemble des ¢ qui vérifient

(lo(i+1)|, —sign(o(i+ 1)) < (lo(9)], —sign(a(2))).
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Mais, pour tout

(lo(@)], —sign(a () = (| ()], —m(2))-

Lénsemble de descentes de & est donc ’ensemble des éléments ¢ de {1,...,n}
qui satisfont

([ m(i+1) = m(i) et |o(i+1)| < |0(3)|
m(i+1) <, m(3i) et m(i) =p

m(i) <p m(i + 1) et m(z 4 1) # p.

Les deux premiers cas donnent ¢ € S et (m(i + 1) = m(¢) ou m(:) = p). En
effet, i € S et m(i + 1) = m(7) est la premieére condition et i € S et m(i) = p
correspond & la seconde plus le cas ou m(i+1) = p dans la premiére. L’ensemble
de descentes de G est donc

S, = {ilieS et (m(i)=m(+1) oum(i)=p)}
U{ilm(é) <, m(i+ 1) et m(i+ 1) # p}.0

On peut maintenant énoncer le résultat principal de la section.

Théoreme 2.11 Le nombre d’éléments o de G, ayant pour ensemble de de-
scentes signé [S, m] tels que o~ ait pour ensemble de descentes signé [T, f] est
égal a

< X[s,m]s X(Ty,f} >
On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.12 La série génératrice quasi-symétrique des permutations signées o
de G, telles que (5)~! ait pour ensemble de descentes signé [T, f] est égale a

SiT,f)-

Preuve On remarque d’abord que d’apres les définitions (2.2.4) et (2.2.5), on a
pour tout w € A*
(2.4.13) sts(w) = 0 & csts(w) = 4.

De plus, les opérations o — & et o — o~! sont des involutions qui commutent,
la notation 6~ est donc consistante et I’opération o — &1 est une involution.



51

D’apres la définition de Sir, 4 (voir (2.3.11)) on a

S, = Z ev(w)
ds(sts(w))=[T,f]

= Z Z ev(w)
ds(o)=[T,f] sts(w)=0c

= Z z ev(w) par (2.4.13)
ds(o)=[T,f] csts(w)=&

= Z Fys5-1) par le lemme 2.4
ds(o)=[T,f]
= Y Fu)
ds(a—1)=[T,f]
Ce qui démontre le lemme. a
Preuve du théoréme 2.11 Le lemme 2.12 nous donne
S[T,,f] = Z Fis(o)-

ds(6-1)=[Ty,f]
On utilise maintenant le lemme 2.10 pour passer de 5~ et [Ty, f] 4 o~ et [T, f].

Ce qui donne
S[T',, A= Z Fas(o)-
ds(o=1)=[T\f]

La série S[Tf, 7 est donc la série génératrice quasi-symmétrique des permu-
tations signées dont l'inverse a pour ensemble de descentes signé [T, f]. Les
théoremes 2.9 et 1.4 nous permettent de finir la preuve du théoreme 2.11. O

On déduit le résultat suivant des théoremes 2.9 et 2.11.

Corollaire 2.13 Le nombre d’éléments de G, ayant pour ensemble de descentes
signé S, m] est la dimension de la représentation X(s,m]-

Pour démontrer ce corollaire nous avons besoin d’un lemme technique dont nous
nous resservirons par la suite. Pour tout r €{1,...,p} on définit Y" = U;5 . X"
; en particulier Y = U;eaX".

Lemme 2.14 Pour tout S C{1,...,n—1} etr €{l,...,p} on a
k
> hism) = he, (Y7) [T hei (Y1)

1=2

ot la somme se fait sur les fonctions de signes qui vérifient m(1) >, r et ou
S ={c,e1+eca...,c1+  ch—1} eter+ -+ =mn.
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Preuve Pour un m donné hg,,(X) est la somme des évaluations des tableaux
de la forme
a

0...d

C2

Ck
0o...0.

Si on fait la somme sur toutes les fonctions de signes qui vérifient m(1) >, r, on
remarque que dans la premiére ligne on trouve h., (Y"), puisqu’il n’y apparai t
que des lettres de Y. Dans les autres lignes on trouve les A, (Y1). O
Preuve du corollaire 2.13 Il suffit de montrer que la série quasi-symétrique de
toutes les permutations signées de G, est égale & hq(X)™. En effet, le théoréme
2.9 affirme dans ce cas que le nombre d’éléments de G,, ayant pour ensemble de
descentes signé [S, m] est < Sig m], h1(X)"™ > ; mais en vertu de la proposition
1.13, h1(X)™ est Pimage par ch de la représentation réguliere de Gy,. Le produit
scalaire < S[gm], h1(X)"™ > est donc égal au produit scalaire de X[s,m] par celui
de la représentation réguliere ; c’est donc la dimension de x[s,m]-
Il reste a calculer 3, cq, Fus(o) :

Yo Fus@ =, > Fuo

c€Gnp [Sym] ds(6—1)=[S,m]

= Z S[5,m] par le lemme 2.12
[S,m]

=>. > Sism

m Sc{1,..,n—1}

= Z hig1,...n=1},m] par le lemme 2.7
= hy(X)" par le lemme 2.14.0



CHAPITRE 3

TYPE CYCLIQUE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous faisons une étude succinte de I’algebre de Lie libre sur A
et de certains sous-espaces de Q < A > associés. Nous y raffinons un résultat
de (Gessel et Reutenauer, 1993) et nous y exprimons le nombre d’éléments de
G, dans une classe de conjugaison donnée ayant un ensemble de descentes signé
fixé sous la forme d’un produit scalaire de deux caracteres de G,,.

La preuve que nous donnos ici est essentiellement une précision de la preuve
de Gessel et Reutenauer.

3.2 Eléments de Lie et type cyclique

On note Q < A > la Q-algebre associative libre engendrée par les éléments de
A. Les éléments de Q < A > seront appelés polynémes. L’ensemble A* des
mots sur A est une base de I’espace vectoriel Q < A >. Si P et @) sont deux
polynémes, leur crochet de Lie est

[P,Q] = PQ - QP.

L’algebre de Lie libre sur A, L(A), est le plus petit sous-espace vectoriel de
Q < A > contenant A et stable sous le crochet de Lie. Les éléments de L(A)
sont appelés polynomes de Lie.

On rappelle que le signe d’un mot de A* est la somme dans G des signes des
lettres qui le constituent. On se souviendra aussi que le signe d’un polynéme
finement homogene est le signe de chacun des mots qui y apparaissent.

Le produit symétrique (Py,..., P;) de k polynémes Py,..., P est défini par

1
(Pl,...,Pk) = E E Ps(l)---Ps(n)-
' SESK

On définit Uy, le sous-espace de Q < A > engendré par les produits symé-
triques (P,..., Px) ol les P, sont des polynomes de Lie.
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Pour tout partage signé A on définit U) le sous-espace de Q < A > linéaire-
ment engendré par les produits symétriques des P/ (j € G, 1 < <I(A(5))) ol
P! est un polynéme de Lie finement homogéne de signe j et de degré X(j);.

Deux mots u et v de A* sont conjugués s’il existe deux mots z et y tels
que v = zy et v = yz. Une classe de conjugaison, ou circuit, est une classe
d’équivalence pour cette relation. Soit n» un entier naturel strictement positif
; un circuit primitif de longueur n est une classe de conjugaison de mots de
longueur n ayant exactement n éléments. Un mot de Lyndon est un élément d’un
circuit primitif qui est plus petit (dans l’ordre alphabétique) que tous les autres
mots de sa classe de conjugaison. Le signe d’un circuit est le signe commun de
chacun des mots qui le constituent. Géométriquement, les circuits peuvent étre
vus comme des cycles dont les sommets sont les lettres.

Exemple La classe de conjugaison {abab,baba} est un circuit qui n’est pas
primitif. Par contre la classe {aabb, abba,bbaa,baab} est un circuit primitif et
aabb est un mot de Lyndon.

b = a b — a
Les cycles 4 l et ¢ | représentent ces deux circuits.
a < b b « a

La proposition suivante, qui étend le lemme 8.22 de (Reutenauer, 1993), est
une conséquence du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Proposition 3.1 i) L’algébre Q < A > est somme directe des espaces Uy,
k> 0.

i) L’espace Uy, est somme directe des espaces Uy ot X varie dans l’ensemble
des partages signés de longueur k.

Preuve i) Ce résultat classique découle du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
; le lecteur pourra en consulter une preuve dans (Reutenauer, 1993, p.58).

i1) Il est bien connu (voir (Reutenauer, 1993)) que I’on peut munir I’ensemble
des mots de Lyndon d’un ordre total < de sorte que les conditions suivantes
soient vérifiées :

e tout mot w de A* peut s’écrire de facon unique sous la forme w =15 ...l
ot les /; sont des mots de Lyndon tels que Iy = lo > ... > I ;

e il existe une base (P;) de L(A) indexée par les mots de Lyndon ol F; est
finement homogene de mémes degrés partiels que [ en toutes les lettres de

A.
On définit alors pour tout w =1y ... 0k, L1 = la > ... = i :
Qu = (Py, ..., Py).

Par la premiére partie de 3.1 et par multilinéarité du produit symétrique, on
déduit que les @, engendrent Q < A >.
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Le polynéme @, est finement homogeéne de mémes degrés partiels que w,
donc pour tout @ € &4 les @, tels que w € F, engendrent F,. Mais E, est
de dimension finie et la famille des @, est une famille génératrice en bijection
avec une base de E,, c’est donc une base de E,. Les @, sont donc linéairement
indépendants, ils forment une base de Q < A >.

De la méme fagon on montre que les Qy = (P, ..., F,) ot ni(j) est le
nombre de P; de degré i et de signe j (A(j) = 1™()272() | ) forment une base
de Uy. O

L’évaluation d’un circuit est ’évaluation d’un mot de la classe de conjugaison
correspondante. De méme [’évaluation d’un multi-ensemble de circuits est le
produit (avec multiplicité) des évaluations des circuits de ce multi-ensemble. La
série génératrice d’un ensemble de multi-ensembles de circuits est la somme des
évaluations des multi-ensembles qui y apparaissent.

c — a
Exemple L’évaluation de ¢ | est abbe, celle de {a s b,a Z b, c <_—)c}
b « b
b — a
est a2b?c? et la série génératrice de {{a & b}, { 1 | h{a b0 c}} est
a « b

ab + a?b% + aZbe.
On peut maintenant énoncer le résultat suivant qui relie différentes séries
associées a un partage signé.

Théoréme 3.2 Si \ est le partage signé tel que pour tout j € G on ait A(j) =
1mD9n20) || alors les quatre séries suivantes sont égales :

i) la série génératrice Ty de Uy ;
ii) la série génératrice PNy des multi-ensembles de mots circulaires prim-
itifs tels que, pour tout i € Nt et tout j € G, on ait n;(j) circuits de

longueur ¢ et de signe j ;

i1i) la fonction génératrice quasi-symétrique L) des permutations signées
de type cyclique X ;

) la série caractéristique de la représentation de Gy, sur la partie multi-
linéaire de Uy,

On a besoin, pour démontrer ce résultat, du lemme technique suivant.

Lemme 3.3 Si X est le type cyclique de o, alors A~ est celui de .
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. ... ik )
Preuve Soit z = un cycle de o de signe g = z;, +-- -+ 2;,,
Ty ... T

on a alors 0(i;,0) = (ij41,2i;) et G(i;,0) = (441, —2;;). On voit ainsi que

(S 72

2= est un cycle de & de signe —g. A chaque cycle de o
—Ziy ... =T,

de longueur k et de signe g on peut associer un cycle de ¢ de longueur £ et de

signe —g. Le type cyclique de ¢ est donc égal a A™. ]

Preuve du théoréme 3.2

L’égalité de ¢) et iv) dépend du théoréme 1.16 pourvu que I’on montre que
U, est assez stable.

Soit (Py,. .., Px) un élément de Uy ol chaque P; est finement homogene, si
on applique
’endomorphisme d’algébre qui change la lettre b en une combinaison linéaire de
lettres de méme signe, alors les P; qui contiennent la lettre b vont étre changés
soit en le polynéme nul (et alors (P, ..., Py) est transformé en 0) soit en com-
binaisons linéaires de polynomes de Lie finement homogénes de méme signe et
de méme degré. Par multi-linéarité du produit symétrique on déduit la stabilité
de U, sous l’action de cet endomorphisme. L’espace Uy est donc assez stable.

Pour montrer ’égalité de T’y et de PN on remarque d’abord que ’ensemble
des Qu, ot w=1y...0g, Iy = la > ... =l et ol il y a n;(j) mots de longueur ¢
et de signe j parmi les [, forme une base finement homogene de U} .

La série Ty, est donc
(3.2.1) T =Y ev(ly...l)
ot la sommation s’effectue sur les [, qui vérifient Iy > Iy > ... >l etouil y a
n;(j) mots de longueur 7 et de signe j parmi les [,.

Pour exprimer la série PN il suffit de classer, dans chaque multi-ensemble,
les mots de Lyndon selon <, on trouve ainsi :

(3.2.2) PNy = > ev(ly)...ev(ly)
= Zev(ll...lk)

ol les sommes s’effectuent sur les I, qui vérifient les mémes conditions que dans
les deux paragraphes précédents.
Les équations (3.2.1) et (3.2.2) montrent I’égalité

Ty = PN,.

Pour démontrer 1’égalité des séries i) et 7¢2) on utilise la fonction U définie
initialement dans (Gessel et Reutenauer, 1993) (voir aussi (Dress et Siebeneicher,
1988)). Soit w = @1 ...z, un mot de A* et o = (g1,...,9n,s) son standardisé

T

; s sera alors appelé la permutation standard de w. Soit ¢ =

Givs ooy Giy
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un cycle de 0. On note alors v.(w) le circuit qui est la classe de conjugaison
de z;, ...z;,. En particulier v.(w) a méme longueur et méme signe que c. Soit
U(w) le multi-ensemble des circuits

U(w) = {v.(w)|c est un cycle de o}.

On définit la structure cycliqgue d’un multi-ensemble V' de circuits comme le
partage qui pour tout 7 a autant de parts de longueur ¢ que le multi-ensemble a
de circuits de longueur .

Le lemme 3.4 de (Gessel et Reutenauer, 1993) établit que U est une bijec-
tion, qui préserve I’évaluation, de I’ensemble des mots vers I’ensemble des multi-
ensembles de circuits primitifs, telle que la structure cyclique de la permutation
standard de w est la méme que celle de U(w).

Le fait que v.(w) ait le méme signe que ¢ montre que U(w) a autant de cycles
de signe j et de longueur k que le standardisé o de w. Ceci montre que I’on
peut exprimer la série génératrice des multi-ensembles de circuits primitifs, tels
que pour tout k € N7 et tout j € G on ait ng(j) circuits de longueur k et de
signe j, comme la somme des évaluations des mots dont le standardisé a pour
type cyclique A. On a donc :

PNy = Z Z ev(w).
ct(o)=X sts(w)=c
D’autre part, la définition de L) donne :
La= Y. Fyom
ct(c—1)=A
E Z ev(w)  d’apres le lemme 2.4.

ct(o—1)=A csts(w)=0o

L’équation (2.4.13) et la proposition 1.8 nous permettent alors d’écrire :

Ly= Z Z ev(w)

ct(o)=A— sts(w)=&

= Y > ev(w par le lemme 3.3
ct(6)=2 sts(w)=6
= PN,. a

On note x ) le caractere de la représentation de G, sur la partie multi-linéaire
de Uy. Le résultat suivant est alors une conséquence immédiate de théoreme 2.9
et de I’égalité des séries i71) et iv) du théoreme 3.2 ; il étend au cas des produits
en couronne le théoréme 2.1 de (Gessel et Reutenauer, 1993).

Corollaire 3.4 Le nombre d’éléments de G, ayant pour ensemble de descentes
signé [S, m] et pour type cyclique X est égal a

< X[Sm]s XA > - U



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude de certaines séries génératrices symétriques
qui, dans le cas du groupe symétrique, a déja été développée par Désarménien,
voir (Désarménien, 1983). Ces séries donnent des analogues symétriques de
séries classiques.

Dans la seconde section, nous obtenons des séries qui généralisent les séries
génératrices exponentielles des éléments alternants des groupes symétriques et
hyperoctahédraux, voir (André, 1881 ; Arnold, 1992 ; Springer, 1970) et (Ehren-
borg et Readdy, 1994) pour le cas des produits en couronne.

Dans la derniére section, nous démontrons une formule qui se spécialise &
quelques unes des séries génératrices connues sur les nombres eulériens et leurs
généralisations, voir (Bergeron et Favreau, 1992 ; Désarménien, 1983 ; Foata et
Schiitzenberger, 1970 ; Stembridge, 1992b). Cette série semble aussi liée a des
formules obtenues pour les permutations colorées dans (Désarménien et Foata,
1991) et (Foata et Zeilberger, 1991).

4.2 Fonctions symétriques d’Euler généralisées

Dans cette section, on étudie des analogues symétriques des fonctions trigonomé-
triques usuelles et leurs liens avec certaines classes de permutations signées.
Il est bien connu que pour tout ensemble de variables X, la fonction

Hx(t) =) ha(X)t"
n>0

est un analogue symétrique de ’exponentielle. En effet, Hx(t) est égale a
exp(X,>1 Mgf—)t—n) et si on spécialise p;(X) a 1 et p,(X) 2 0 pour n» > 1 on

trouve exp(t).
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On définit maintenant, en suivant (Désarménien, 1983), le cosinus et le sinus
symétriques sur X par

Hx (it) + Hx(—it)

(4.2.1) COSx(t) = 5 =) (=1)"han(X)£*"
n>0

(4.2.2) SINx(t) = Hx (i) ;z.HX(_"t)=Z(—1)"h2n+1(X)t2“+‘.
n>0

On peut alors énoncer le résultat suivant qui donne des équivalents symétriques
des relations classiques sur les cosinus et sinus.

Lemme 4.1 Soient X et Y deux alphabets disjoints. On a alors les relations
sutvantes :

i) COSx(t)>+ SINx(t)? = Hx (it) Hx (—it)

ii) COSxuy(t) = COSx(t)COSy (t) — SINx(t)SINy (t)

iti) SINxyy(t) = COSx(t)SINy(t) + SINx(t)COSy (t)

) COSx(t)Hy (it)Hy (—it) = COSxuy (t)COSy (t)+SINxuy (t)SINy(t)
v) SIN(t)Hy (it)Hy (—it) = SINxuy (£)COSy (t) —COSxuy (t)SINy (t).

Preuve i) En utilisant les définitions de STNx(t) et COSx(t) on trouve :

COSx(t)* + SINx(t)?* = (Hx(it) +2H‘>c(—it)>2 +(Hx(it) —2in(—it)>2
1

= : (Hx (i) + Hx (it)? + 2Hx (it) Hx (~it)

—Hx (it)* — Hx(=it)? + 2Hx (it) Hx (—it) )
= Hx(it)Hx(—1t).

i1) Par la définition de COSx (t), on trouve que COSx (t)COSy (t) est égal

%(Hx(it)Hy(it) + Hy (it) Hy (—it) + Hx (—it) Hy (it) + Hx (—it) Hy (—it)),

d’autre part on a que SINx(t)SINy(t) est égal a
T(Hx(zt)Hy(zt) — Hx (it)Hy (—it) — Hx (—it)Hy (it) + Hx (—it) Hy (—1t)),
dont on déduit

COSx (t)COSy (t)—SINx (t)SINy(t) = %(2Hx(it)Hy(it)—|—2HX(—z't)Hy(—z't)).



60

Mais la définition de Hx (t) donne :

Hx(t)Hy(t) = Z t" Z hi(X

n>0 k=0
= > ha(XUY)"

n>0
= Hxyuy (t)

On obtient donc
COSx(t)COSy (t) — SINx (t)SINy(t) = COSxyy (t).
i11) La produit de COSx (t) par SINy(t) est égal a :

; (HX (Zt)Hy (it) — Hx(it)Hy(—it) + Hx(—it)Hy (tt) - Hx(—it)Hy(—it)),

41
d’ou
1 . .
COSx (t)SINy(t) + COSy(t)SINx(t) = E(QHXUy(zt) — 2H xyy (—1t))
= SINXUy(t).

iv) On remplace COSxyuy(t) et SINxyy(t) par leurs expressions données
dans 1) et dans #¢%) et I'on trouve :

COSXUy(t)COSY (t) + SINXUy(t)SINY (t) =
COSy (t)(COSx(t)COSy (t) — SINx (t)SINy(t))
+STNy (£)(COSx () SINy (£) + COSy (£)SINx (t))
= COSx(t)(COSy(t)? + SINy(t)?)
= COSx(t)Hy (it) Hy (~it).

v) On remplace de la méme facon COSxyy (t) et SINxyy(t) pour trouver :

SINxyy (t)COSy (t) — COSxuy (t)SINy(t) =
= COSy( J(COSx(t )SINy(t )-I-COSy( )SINx( ))
—SINy (t)(COSx(t)COSy (t) — SINx(t)SINy(t))
= SINx(t)(COSy(t)> + SINy(t)?)
= SINx(t)Hy(’Lt)Hy ) a

On considére toujours que G est cyclique et qu’il est indexé par {1,...,p}
muni de ordre total <.

Une permutation signée alternante est un élément de G, dont I’ensemble
de descentes est K, = {1,3,...,2[5] — 1} (auquel cas on I'appelera alternante
descendante) ou K = {2,4,...,2[%1]} (auquel cas on P’appelera alternante
montante).
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Soit r €{1,...,p} ; on note I, (t) et A,(t) les séries

Fr(t) = Z ¢" Z S[Kn,m]v

n>2l  m(1)>pr

AO=X" Y Sum
n2l  m(1)2pr

Ces deux séries sont des analogues symétriques des séries exponentielles du nom-
bre de permutations signées alternantes o, descendantes et telles que
sign(o(1)) >, r pour I'.(t), montantes et telles que
sign(o(1)) >, r pour A,(t). En effet, d’apres le corollaire 2.13, la dimension de
la représentation associée a Sk, m (resp. Sik:,m)) est le nombre de permuta-
tions o alternantes descendantes (resp. montantes) telles que sign(o) >, r.

On rappelle que pour tout » €{1,...,p}, Y" = U;>,, X' ; on notera désor-
mais Y = Y?! = U;eg X*. On définit de fagon analogue Z" = Ui, X

Le théoréme suivant exprime les séries I', (¢) et A, (t) en fonction de cosinus
et de sinus symétrique, il donne un analogue symétrique de la proposition 7.1
de (Ehrenborg et Readdy, 1994). La proposition 4.2 de (Désarménien, 1983)
énonce ce résultat dans le cas des groupes symétriques, c’est-a-dire quand p = 1.

Théoréme 4.2 Pour tout r €{1,...,p} on a
_ SINyr(t) + COSgzr(t)Hyr (it) Hyr (—1t)

i) 14+ T,(t) = o5 ,
i) A(t) = SINy(t) — SINgr (t)Hér O(ig/[g;r(—it) +1-COSy-(t)

La démonstration de ce résultat est basée sur deux lemmes.

Lemme 4.3 Pour tout ensemble signé [S,m] on a

Sism) = 9 (~1)\ bz .
TCS

Preuve D’apres le lemme 2.7 on a

hism) = Zg Sirm)-
C

Si on note u([S, m], [T, m]) la fonction de Mdbius de I’ensemble partiellement
ordonné des ensembles signés, on trouve

S[S,m] = Z ,U,([S, m]a [Ta m])h[T,m]-
TCS

Si [T, m] est un ensemble signé il vérifie
i€ T =m() <pm(i+1) voir équation (2.2.1).

Dans ce cas, si [S, m] est un ensemble signé tel que T' C S alors [T, m] est un
ensemble signé. En effet, si ¢ ¢ S, alors ¢ ¢ T et on a m(3) <, m(i+ 1).
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Donc, pour tous T et S tels que [T, m] et [S, m] soient des ensembles signés
avec T C S, l'intervalle ([T, m],[S, m]) de I’ensemble partiellement ordonné des
ensembles signés est isomorphe a lintervalle (T, S) de I’ensemble partiellement
ordonné des ensembles avec l'inclusion. Les fonctions de Mébius sont donc
équivalentes sur ces intervalles et I’on a

M([Sa m]’ [Tv m]) = (_1)|S\TI- a

Soit r €{1,...,p} fixé, et k un sous-ensemble de N*. Pour tout n > 1,
on note k, l’ensemble xN{1,...,n — 1} ; en particulier k; = §. On note
Cn = Zm(1)>pr Slrn,m] OU [kn, m] est considéré comme un sous-ensemble signé
de {1,...,m — 1} ; la somme 3,5, Cyt" est alors une généralisation de I',(t) et
de A, (t) En vertu du corollaire 2.13, la dimension du caractére ch™ (C,,) est le
nombre de permutations signées o de G,, ayant pour ensemble de descentes &,
et telles que sign(o(1)) >, r.

Le lemme suivant donne une récurrence générale sur les C),.

Lemme 4.4 Pour toutn>1 on a

C, = (_1)|ﬂnlh "y + Z Inn\ﬂk+1|h 5 (Y)Cr.
k€Ekn

Preuve On a pour tout n > 1

Co= 3 Spnml

m(1)>pr
= > > (- |"”\J|h[J m] par le lemme 4.3,
m(1)2pr JCrn
= > (=) ST Ay
JChn m(1)2pr

Le lemme 2.14 nous permet alors de dire que

(4'2'3) CTL = Z (_1)|nn\J|hCI (Yr)h(cz,...,c;)(y)1
JCkn
ou (ey,...,c) est la composition associée a J.

On décompose C,, suivant le plus grand élément de J pour obtenir :

Co=(-D)Ilh, (Y + 3 D (DI Vlhe (Y, (V),
kern maig(331=k

ol le premier terme correspond & J = (.
Pour tout J d’élément maximal k on considére J' = J\{k}. L’ensemble
J' est alors inclus dans ki et on remarque que C(J') = (c1,...,c1-1) si J’
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est considéré comme sous-ensemble de {1,...,k — 1}. De plus, on a |k,\J| =
|kk+1\J| + |5 \Kk+1| €t ¢ = n — k. On trouve donc :

Cn = (=1)Fln, (v
+ Z (_1)|Kn\ﬁk+llhn_k(y) E (__1)Imc\J/|hC1 (Y’")h(cz,...,c,_l)(Y)-
kEkn J'Cri

Mais, en vertu de I’équation (4.2.3), la derniere partie du membre de droite est
égale & C). Ce qui donne :

Co = (1)l (¥7) + 37 (1)l \ttlh, i (¥V)Cr 0
k€kn

Preuve du théoréme 4.2

i) Dans ce cas k est égal a K = {1,3,5,...}. Sin=2joun=2j+1ona
K, =1{1,3,...,2j — 1} et on trouve

7-1
Cp = (=1)Erl (Y1) + 3 (~1) K \Kakizlp,, o o (V) Coar.
k=0

Mais Kagyo = {1,3,...2k + 1} on a donc |[K,\Kop42| =7 —k — 1 et |Ky| =j.
L’équation précédente devient alors :

. =1 ‘
(4.2.4) Cn=(=1)ha(Y") + 3 (1) *  hpok-1(Y)Caks1,
k=0

avec n =235+ 1 oun=2j.
Sin =25+ 1on trouve :

7-1

Cojpr = (1) hgjpa (Y7) = 3 (=1)Fho(j_iy (V) Cor,
k=0
soit .
] . .
D (=1 ooy (V) Cokpr = (=1 hoja (Y).
k=0

On multiplie cette relation par t%%! et on fait la somme sur tous les j > 0. Le
membre de gauche devient alors le produit

(Z (—1)kh2k (Y)t%) (Z C2k+1t2k+1)
k>0 k>0

et le membre de droite devient

Z(—l)jh2j+1(Yr)t2j=l = SINy-(t).
i>0
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On obtient alors

SINy-(t)
4.2. ) g2kt _ 21 Vym ()
(42.5) e Con COSy (t)

Si n = 25 ’equation (4.2.4) devient

7-1

Caj = (=1 haj(Y") + D (=1) 7 ha(i_py -1 (Y) Coksr.
k=0

On multiplie cette relation par t% et on fait la somme sur les j > 1. On trouve
alors

202]t2‘7 = Z ]h Yr t2‘7 + Z Z h?(J 1— k)+1( )Czk+1t2j.

i>1 i>1 721 k=0

On remplace j par j—1 dansle second terme du membre de droite et on remarque
que 3,51 (—1)7he; (Y7)t% est égal & COSyr(t) — 1. Cette relation devient donc

1+ Cot* = COSy-(t) + Z “Fhy(_pypr (V)R Oy 204

721 7>0k=0

= COSy-(t) + (Z(—’l)kh2k+l(y)t2k+l) (Z Czk+1t2k+1)

k>0 k>0
= COSy+(t) + SINy(t) Y Copqrt? !
k>0
= COSy+(t) + SINy(t)%%j\;—];%
_ COSy+(t)COSy (t) + SINy (£)SINy- ()
- COSy ()
. COSzr (t)Hyr (it)Hyr (—it)
- COSy (1)

par (4.2.5)

par le lemme 4.1:v).

On fait la somme de cette derniére relation et de (4.2.5) pour trouver

SINy+(t) + COSzr (t) Hy (it) Hyr (—it)
COSy () ’

14+ T,(t) =14 ) Cpt" =
n>1

ce qui achéve la preuve de la premiere assertion du théoreme 4.2.
i1) Dans ce cas x est égal & K' = {2,4,...}. Sin=2j+1oun=2j+2on
a K, ={2,4,...,25} et le lemme 4.4 nous donne

J
C, = (=1)E="lp, (v7) +Z 1)En\Kakaalp, o0 (V) Co.

=1
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Mais on a Karyy = {2,4,...2k} donc |K,\Kok41| = 7 — k et |[K,| = 5. On
trouve ainsi
J
(4.2.6) Crn= (1) ha(Y") + Y (=1)*hp_2k (Y) Crt.
k=1
Si n =27+ 2 on obtient

J
Cojz = (=1 hajaa(Y") + Y (1) Fho(j_ki1) (V) Ca,
k=1
soit _
J+1 . »
> (1) by k1) (V) Cak = (=1) hajga(Y7),
k=1

carsik=j+1lonaj—k+1=0ethy;_y1)(Y) =1 On multiplie cette
relation par t%12 et on effectue la somme sur j > 0 :

Jj+1

S (1) TR Ry gy (V)T ot ®F = 3 (— 1) by (YT

>0 k=1 7>0
J

>0 D (—1) R hayy (VPO POt = —(COSyr (1) - 1)

721 k=1
> (—1)Fhok(Y)12* (2 czkt‘”c) =1-COSy-(t).
k>0 E>1
Le premier facteur du membre de gauche est COSy (t), on trouve ainsi :
1-COSy-(t)
2. = 21
(4.2.7) ];C% TS @)

Si n = 25 + 1 ’équation (4.2.6) devient
. J . k
Cajrr = (1) hojr1 (Y7) + Y (=1) " hoj—ky41 (Y) Cok-
k=1

On multiplie par t2*! et on somme sur les j > 1 :

3 Cojpat T =3 (— 1) hgja (Y71 H

i>1 i>1

+>° Z( 1) R ho(j_py1 (V)12 RHLCypa2k

j>1k=1

= SINyr(t) — hy(Y")t + (Z(—l)khzk.” Y2kt ZC’Zkt%)
k>0 k>1
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1-COSyr (t)

= SINy+(t) = i (Y")t + SINy (1) —z55-0s

par (4.2.7).

Mais on sait que C est égal & h;(Y"), on a donc

1 — COSy-(t)
COSy (%)
SINy-(t)COSy (t) + SINy (t)(1 — COSy~(t))
COSy (1)
SINy(t) — SINz+(t) Hy~ (it) Hyr(—it)
COSy () '

> Cojq1t¥tt = SINyr(t) + SINy(t)
720

Si on additionne cette derniére équation et (4.2.7) on trouve :

n _ SINy(t) — SINz(t) Hy- (it) Hy- (=it) + 1 — COSy- (t)
D Cut™ = A(t) = COSy 1) .

n>1

O

4.3 Généralisation des polynémes eulériens
symétriques

Cette section est consacrée & I’étude d’une généralisation des polyndmes eulériens
et des fonctions symétriques associées. Nous y donnons la série génératrice (éten-
dant un résultat de (Désarménien, 1983)) des Sir,,) selon le nombre d’éléments
de T'.

De la méme facon que dans la section précédente on fixe r € {1,...,p}. On
note, pour tout n > 1,

Cp(u) = > S[T,m]um.
TC{1,..,n-1}
m(1)2pr

On remarquera que r n’apparai t pas dans la notation Cy,(u) pour ne pas trop
I’alourdir.

Le théoréme suivant étend alors la proposition 10.1 de (Désarménien, 1983)
aux cas des produits en couronne (on pourra aussi consulter (Stembridge, 1992b)).

Théoréme 4.5 Soit r un élément de {1,...,p} fixé, on a alors :
_ _ Hyr(]. - U) -1
Clw) = n;c“(“) T1-uwHy(1-u)

A partir de ce théoréme, on peut retrouver des résultats classiques sur les
nombres eulériens, notamment la proposition 10.1 de (Désarménien, 1983) qui
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donne une série génératrice symétrique analogue & la notre dans le cas des
groupes symétriques. On retrouve aussi la série génératrice des éléments des
groupes hyperoctahédraux comptés avec leur nombre de descentes, voir (Berg-
eron et Favreau, 1992). On notera aussi la similitude de cette relation dans le
cas ol 7 = 1 et de celles obtenues dans (Désarménien et Foata, 1991) et (Foata

et Zeilberger, 1991).
Preuve La démonstration de ce résultat est essentiellement basée sur le lemme

4.4.
Soit n > 1et T C {1,...,n—1}. Appliquons le lemme 4.4 au cas Kk =T et
multiplions par uT!, on a alors :

Z S[T,m]u|T|: (—u )|T|h Y") _|_Z |T\Tk+1|h (Y)CkulTk+1|
m(1)>pr keT

= (=) Tlh, (Y +“Z W) T\Tetilpy, (V) CrulTH,
k€T

car |Tg41| = |Tx| + 1.
On effectue maintenant la somme sur tous les T C {1, ...,n—1} pour obtenir

Cn(’U,) = Z S[T’m]ulTl

TC{1,...,n—1}
m(1)2pr
= Z (=) T, (Y7) + Z Z w) T\ et (V) Crul Tl
TC{1,..n—1} TC{l,.,n—1} k€T

=(1-u)n-lhn(yf)Jrunij1 Yoo () M\ Tenlp,, (V) CrulTH

k=1TC{1,...,n—1}
keT

+ud Y S )Tk (V) CrulTl
k=1T1C{1,..,k—1} T2C{k+1,...,n—1}

n—1

= (1= w)"  h(Y") +u ) bk (V) (1 = u)" R C(w).
k=1

On somme maintenant sur tous les n > 1 et I’on obtient :

= Cn(v)

=> (1-w" " hy Y"+uZZhnk — )" 17k (u)
n>1 n>1 k=1
= ﬁu(H((l—“)Y’)— Dtu Y h(Y)(1—uf ™ Cr(w)

k>1
j=nk>1
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(Hyr(1 —u)—1) u
= +
1—-u 1—u

(Hy (1 - v) - 1)C(u).

On multiplie les deux cotés de cette relation par 1 — u et I'on remarque qu’il
apparal t —uC'(u) & droite comme & gauche, on trouve ainsi

C(u) = Hyr(1 — u) = 1+ uC(u)Hy (1 — u),

d’ou 'on tire :

C) =T ma—a




CHAPITRE 5

CAS DES GROUPES
HYPEROCTAHEDRAUX

5.1 Introduction

Les groupes hyperoctahédraux sont les exemples de produits en couronne les
plus étudiés ; en effet leur structure de groupes de Coxeter en fait des objets
privilégiés de théorie des groupes. On notera ces groupes B, = (Z/2Z)1S, pour
tout n.

Il existe dans le cas de ces groupes une notion d’ensemble de descentes qui
n’est pas tout-a-fait celle que nous avons étudié dans ce travail. Cette notion
a été définie dans (Solomon, 1968) et a ensuite été intensivement étudiée, no-
tamment par les fréres Bergeron ; le lecteur pourra consulter les notices bibli-
ographiques les concernant.

Ce chapitre fait le lien entre ces deux notions et donne des résultats équiv-
alents au théoreme 2.11 et corollaire 3.4 pour les ensembles de descentes de
Solomon et les représentations des groupes hyperoctahédraux associées, voir
(Solomon, 1968).

5.2 Représentations de Solomon pour les groupes hy-
peroctahédraux

Soit n fixé ; on se donne l'ordre < sur {1,...,n}x{0,1}(J{(0,0)} de la facon
suivante :

(1)< (n—1,1)<...< (1,1) < (0,0) < (1,0) < ... < (n,0).

On plonge B, dans S{i,.. n}x{0,1}u{(0,0)} conformément & la définition de p (voir
p. 11) ; c’est-a-dire qu’a (g, .. .gn, s) On associe :

69
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(n,1), ceey (1,1), (0,0), (1,0), ey (n,0)
(s(n),gn—l—l), ERR) (3(1)a91+1)v (010)7 (5(1))91)1 SRR (S(H),gn)

L’ensemble de descentes de Solomon de o est Des(o) = {i|i € {0,...n —
1} et o((:+1,0)) < o((7,0))} ol o est considéré comme un élément de
S{l,...,n}x{O,l}U{(O,O)}' On remarquera que 1 € Des(o) si et seulement si
sign(o((1,0)) = 1.

Comme groupe de Coxeter, B, est engendré par le sous-ensemble
{ro,r1,.--,rn—1} de S{l,...,n}x{O,l}U{(O,O)}’ ou rg = ((1,0),(1,1)) et ou r; =
((4,0), ( + 1,0))((¢,1), (¢ 4+ 1,1)) pour tout ¢ €{1,...,n — 1}. On note I,
I’ensemble {0,...,n — 1} ; si K C I, on note Wk le sous-groupe de B, en-
gendré par les rg, k € K.

Remarque Dans (Solomon, 1968) les ensembles de descentes sont définis par

rapport 3 un ensemble de générateursde B, : lorsque ’on prend {rg,71,...,7n—1}
on retrouve sa définition.
Soit € le caractere multiplicatif de B,, tel que €(r;) = —1 pour tout ¢ € I,,.

Soit K C I, ; on définit les deux idempotents de Q[B,] I’algébre du groupe B,

1

(5.2.1) ¢k = T Y, w,
|WK|w€WK
1

(5.2.2) K = Z e(w)w.
IWK'wEWK

Soit g (resp. ¢K) le caractére de la représentation de B, sur I'idéal a
gauche Q[B,]¢; \xnK (resp. Q[Bn)é1,\x)- On remarquera que nos notations
correspondent aux %y et aux ¢z de (Solomon, 1968). On notera aussi que
oK = indﬁ,’;nmtrivw]n\ - On peut alors établir la proposition suivante dont on
pourra trouver la démonstration dans (Solomon, 1968).

Proposition 5.1 Si K est un sous-ensemble de I, on a :

i) pour tout g € By, ¥ (9) = €(9)¥r,\x(9) ;

ii) le nombre d’éléments de By, dont l’ensemble de descentes de Solomon est
K est égal a la dimension de la représentation de B, sur Q[Bn]¢r,\knkK,
c’est-a-dire a Yi(1p,).

Dans toute la suite on notera X pour X x {0} et X pour X x {1} et Y
désignera X (JX. La fonction ch est alors un isomorphisme de I’anneau des
caractéres des B, vers A(X) ® A(X), voir théoréme 1.4.

On va maintenant démontrer le résultat suivant qui exprime les ¢ et les

YK en fonction des X[z m]-
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Proposition 5.2 Soient K et J deux sous ensembles de I, ; on a

> > Xipm si0€K;

LCK\{0} m:[n]—{0,1}

¢ =

Z Z X[L,m] st 0 g K.

LeK . [n] — {0,1}

m(1) =0
Z X[J,m] si 0 g J;
m: [n] = {0,1}
m(l) =0

Yy =

D Xinopm Si0EJ
m: [n] = {0,1}
m(l)=1

\

La démonstration de ce résultat nécessite le lemme suivant.
Lemme 5.3 Pour toutn > 1 on a
ch(indgrtrivs,) = ha(Y).

Preuve On notera, dans la suite, le type cyclique d’un élément o de B,, al’aide
d’un couple (A, 1) de partages tels que A = tc(0)(0) et p = te(o)(1).

Pour tout g € B,, indg:trivsn (g) est égal au nombre de fagons de conjuguer
g dans B, pour obtenir un élément de S, divisé par n!.

On remarque d’abord que les éléments de S, plongés dans B,, n’ont que des
cycles de signe 0. Donc, si g a au moins un cycle de signe 1, on a ind?:trivsn (9) =
0

Si g n’a que des cycles de signe 0, il est alors conjugué & un élément h de
Sp plongé dans B, et ind?:trivsn (9) = indg:trivgn(h). Calculons le nombre
de facons de conjuguer h € S, dans B,, pour retrouver un élément de S,. On
suppose que ct(h) = (A, 0).

Soit ¢ = (%1,...,%) un cycle de h vu comme élément de .S, ; on peut con-
. . L ij — —i; pouri; €c
juguer h (dans B,) par la permutation signée d :

ara pour a ¢ c.

On a alors §.h8; 1 = h, et pour chaque cycle de h on peut décider ou non
de conjuguer par .. Bien entendu, les §. commutent : cela donne 2/()) facons
de conjuguer h avec des éléments de B,, de la forme (g1,...,9n,1s,). On va
montrer que ce sont les seules possibilités qui amenent a des éléments de S,
quand s = 1g,.
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Soit 8 = (91, .-,9n, Ls,) ; supposons que pour un cycle ¢ = (¢1,...,4) de h
il existe j tel que g;; = 0 et g;;,, =1 (ceci est équivalent au fait qu’il existe j
tel que g;; = 1 et g;;,, = 0). Si on conjugue h par 3 on trouve alors, en vertu
de (1.2.1),

ﬂhﬂ_l = (gl, «+ 3y 0n, 1571)(0, .. -,07 3) (glv cees39n, 1Sn)
= (.ql)"',gn,lsn)(gl,---ygnas)
= (95(1)91> - - -Gs(n)In> S)-

On trouve donc en position %j, gs(;,)9i; = 9i;4,9i; = 1, ce qui montre que Bhp~1
n’est pas dans S,.

Maintenant, comme les (g1, ..., gn, ls,) forment un sytéme de représentants
3 droite de S,, dans B,, on voit qu’il y a 2!(*)n! possibilités pour conjuguer h
dans B,, et obtenir un élément de S,,. On a donc :

0 si te(g) # (A, 0)

indg:trivsn (9) =
2/ si te(g) = (A, 0).

On trouve ainsi, d’apres la proposition 1.9 et le lemme 1.10

1)
1 _
SIOPN 2 il;[l(PA.- (X) + pxi (X))

ch (indg:trivsn) = Z
AFn

Mais on a py,; (X) + px;(X) = pa,(Y), d’ot

ch(indg:trivsn) = Z oY)
Abn
= hy(Yoir (Macdonald, 1979, p. 17). O

Preuve de la proposition 5.2 Si 0 € K on a Wy \g = S¢; X S¢, X ... X S
otci+-+cg=netou K={0,c1,e1+¢o,...,c1+ -+ cr—1}
Alors

. B .
¢k = ndy | trivw, |

Wik
= indBr triv
= Sey X Scg X XS, Wik
__ + iBn . BeyX..xBe;, .
= ZndBcl XBey X...X Be; zndsc1 X...X Se; trovwy,\ -

Donc, d’apres les régles de multiplication dans ’anneau des caractéres des groupes
hyperoctahédraux, on trouve :

. Bey, . . Bey, .
oK = mdSc, trivs,, . ... .zndSCk trivs,,
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dont on déduit, grace au lemme 5.3 :
ch(¢r) = he, (Y) ... he, (V).

On a donc

ch(or) = > hx\(o}m]

m(1)>1

d’aprés le lemme 2.14 ot ’on prend r = 1 et ol Y'! est remplacé par Y. De plus,
le lemme 2.7 nous donne :

chior)= > D Sim

m(1)>1 LCK\{0}
Si0¢ K onaWp\g =B, XS, X...X5;0uci+-+c¢ =netou
K ={ci,e1+¢2,...,c1+ -+ ck—1}. De la méme fagon on trouve
. Bey, . . Bey, . . Bep, .

oK = zndBci trivp, .zndSC:trwscz. .mdsc:trws%,

ce qui donne, grace aux lemmes 1.12, 5.3 et a la proposition 1.9 :
ch(Pr) = he, (X)he,(Y) .. he, ().

Les lemmes 2.7 et 2.14 nous permettent alors de dire :

h(éx) = Z hixc,m)

1)>0

Z Y Sizm)y

m(1)>0 LCK

d’ou ’on tire

oK = Z D Xizml

1)>0LCK

On utilise maintenant la relation ¢; = > gy ¥Kx donnée dans (Solomon,
1968, lemme 5). Par inversion de M6bius on obtient

pr= Y (-1)"\Flgg.

KCJ
Sio¢g Jona:
=2 DMELS S X Xiwm
KCJ LCK m(1)>0
= )PV ST N pm)
LCKCJ m(1)>0

- Z X{Jm]
1)>0
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Sio0eJona:
pr= 3 OIS S xpm+ 2 COPVEITESTOST xinm)
KCI\{0} LCK m(1)>0 KCJ\{0} LCK m(1)>1
= > VYOS xum)
KCI\{0} LCK m(1)=1
Y XA}l 0
m(1)=1

On définit, pour tout alphabet A ’automorphisme isométrique w de A(A)
par
w(sr(A4)) = sx(A),
ol X' désigne le partage conjugué de A, voir (Macdonald, 1979, p.2). Soient wo
et w; les automorphismes isométriques de A(X) ® A(X) définis par

(5.2.3) wo(s3(X) 8 5,(X)) = w(sa(X))® 5,(X)
(5.2.4) wi(sa(X) 8 5,(X)) = s3(X) B w(s,(X)):

On notera w} et wj les automorphismes correspondants sur ’algébre des carac-
teres des groupes B,,.
Le résultat suivant se déduit alors du théoreme 2.9.

Théoréme 5.4 Sill est un sous-ensemble de By, dont la série génératrice quasi-
symétrique g est symétrique en chacun des alphabets X et X, alors le nombre
d’éléments de T1 ayant pour ensemble de descentes de Solomon K est égal a

< g,wi1(ch(¥K)) >

Avant de démontrer ce résultat, on va faire quelques remarques et prouver
un lemme intermédiaire.

Soit o un élément de B, ayant pour ensemble de descente de Solomon K et
pour ensemble de descentes signé [S,m]. On a alors le lien suivant entre K et

[S,m] :

eic K& (t€Setm(i)=0o0um(i+1)=0)ou
(5.2.5) (i¢Setm(i)=1et m(i+1)=1)
e K& m(l)=1

En effet,on a (n,1) < (n—1,1) < ... < (1,1) < (1,0) < ... < (n,0), alors que
'ordre utilisé pour définir ’ensemble de descentes signé est (1,1) <, (2,1) <,

oo < (ny1) < (1,0) <y ... <y (n,0). 1I faut donc renverser ’ordre sur les
éléments négatifs.

De plus, I’équivalence dans (5.2.5) montre que si o a pour ensemble de de-
scentes signé [S, m], alors ¢ a pour ensemble de descentes de Solomon K. On
note Sig(K) l’ensemble des ensembles de descentes signés [S,m] qui vérifient
(5.2.5) pour K. On a alors le résultat suivant.
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Lemme 5.5 Pour tout K C I, on a

wi(ch(Pr)) = Y, Sism-
[S,m]€Sig(K)
Preuve On va d’abord montrer que pour tout K C I, et toute fonction de signe
mon a:
S[K,m] =w (S[S,m])

ol [S,m] et K vérifient (5.2.5). On note #(m) la composition de n (cy,...,cx)
ol
m(l) = .. =m(er)
me;+1) = oo =mlert+e) =m(l)+1
m(er+ca+1)= ... =m(c1+c2+C3)=m(1).

Pour tout ¢ €{1,...,k} on note S; = SN{e1+---+cic1+1,...,a14+---+¢;—1}
et S!={z—c1+ -+ ci—1|z € S;} C{1,...,¢ — 1}. On ne considére pas les
valeurs des ¢;+- - -+¢; car a chaque changement de signe on force ’appartenance
ounondecy+---+¢ als.

Dans la discussion suivant le théoréeme 2.9 on a vu que les remplissages des
blocs de différents signes d’une p-forme sont indépendants, ainsi que ceux de
composantes connexes différentes. La série S[s ] est donc égale & un produit de
Sc(X) et de Sg(X) (voir la remarque suivant la preuve du lemme 2.7 p. 44).

On suppose 0 € K, on a m(1) =1 et alors

[k/2]+1 .
Stsmy = II Ss,_ (X)Ss1 (X).
i=1
Si S} n’est pas défini on convient que .S s = 1.

Mals on sait que pour tout alphabet A, si I'on applique w a Sk ou K C
{1,...,n — 1} on obtient Sg; . 1}\k, voir (Solomon, 1968, lemme 7). On a

donc :
[/]

wi(Sismp) = I S 1 (X)Ss (X).

C2
=1 -
D’autre part on a

[k/2]+1 .
Sy = I Ski_ (X)Sk:, (X),

=1
et ’équation (5.2.5) nous donne :
i€ Kgi—1 <4 ¢ Soi-1 done Ky, =10 \S5_;

i€ Koy 1€ 85 donc Kj; = S;,
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ce qui montre que
Si,m) = @1(Sis;m))-
De la méme fagon, si 0 ¢ K on a m(1) =0 et

[k/2]+1 i
S[S,m]: ]___[ SS;,-_I(X)SSQ‘-( )')

=1

ce qui donne
[k/2]+1

w1 (Sgsm)) = H Ssy,_, (X) S, \s5, (X)-

On a de méme :

/241 B
Six,m) = H Sky._ (X) Sk (X)),

et I’équation (5.2.5) nous donne cette fois ci :

1€ 1{22 =3 g SZ'i donc I{éz = Iéz,’\séi

7: € I(2i_1 -~ 'L S S2i_] donC I(éi—l = Séi—l’

d’ou
Stre,m) = w1(S[s;m))- o
Preuve du théoréme 5.4 Le théoréme 2.9 et 1’équivalence dans (5.2.5) mon-

trent que le nombre d’éléments de II ayant pour ensemble de descentes de
Solomon K est égal a

<g, Z S[S,m] > .
[S,m]€Sig(K)

Mais le lemme 5.5 nous dit que

wi(ch(¥r) = D,  Sisml

[S;m]€eSig(K)

le nombre d’éléments de II ayant pour ensemble de descentes de Solomon K est
donc
< g,wi(ch(vr)) > . ]

On peut alors prouver les deux corollaires suivants qui étendent au cas
des groupes hyperoctahédraux respectivement le théoreme 2.1 de (Gessel et
Reutenauer, 1993) et le théoréme 5 de (Gessel, 1984).

Corollaire 5.6 Le nombre d’éléments de B,, de type cyclique (A, p) et d’ensemble
de descentes de Solomon K est égal a

< ")bf\"’wi (X(A,u)) > .
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Preuve C’est une conséquence immédiate du fait que wj est une isométrie
involutive de R et des théoremes 3.2 et 5.4. a

Corollaire 5.7 Le nombre d’éléments de B, ayant pour ensemble de descentes
de Solomon K et dont l’inverse a pour ensemble de descentes de Solomon J est
égal a

< ¢K?¢J >

Preuve Le lemme 2.12 assure que la série génératrice quasi-symétrique des
éléments o de B, tels que (&)1 ait pour ensemble de descentes signé [T, f] est
St,7)- Mais dans le cas particulier qui nous intéresse on a G = Z/2Z et 5 = 0.
La fonction Sz, ) est donc la série génératrice quasi-symétrique des éléments de
B,, dont Iinverse a pour ensemble de descentes signé [T, f]. D’apres ’équation
(5.2.5) la série génératrice quasi-symétrique des éléments de By, dont l'inverse a
pour ensemble de descentes de Solomon K est donc :

Z S[S,m] :

[S,m]€Sig(K)

Le théoréme 5.4 et le lemme 5.5 achévent la preuve du corollaire. a



CHAPITRE 6

ALGEBRES DE HOPF DE
TABLEAUX

6.1 Résumé

Nous montrons que les deux structures duales d’algebre de Hopf introduites dans
(Malvenuto et Reutenauer, 1995) sur le Z -module ZS de base ’ensemble S de
toutes les permutations, sont libres, comme algebres associatives. Par restric-
tion aux classes plaxiques, nous obtenons deux structures duales d’algebre de
Hopf sur ZT, le Z-module de base ’ensemble T de tous les tableaux standards.
L’une d’elles est libre, comme algebre associative. Nous étudions plusieurs
homomorphismes entre ces structures et les algebres des descentes, des fonc-
tions symétriques et quasi-symétriques; en particulier, I’évacuation est un anti-
automorphisme pour ces structures, la fonction qui envoie une permutation sur
son tableau gauche (dans l’algorithme de Robinson-Schensted) est un homo-
morphisme, et I’algeébre des fonctions symétriques est plongée dans ZT. Nous
décrivons tous ces produits et coproduits avec le jeu de taquin.

6.2 Introduction

La théorie des caractéres du groupe symétrique, i.e des fonctions symétriques,
s’est depuis longtemps nourrie de la combinatoire des tableaux de Young, comme
’algorithme de Robinson-Schensted, le jeu de taquin et I’évacuation. Dans cet
article, nous définissons des structures algébriques sur les tableaux, autres que
celle du monoide plaxique, ol ces constructions combinatoires induisent des
produits, coproduits et homomorphismes.

Nous partons de deux structures d’algebre de Hopf sur le Z -module de base
les permutations, & la fois duales et conjuguées I’'une de I'autre, introduites na-
turellement dans (Malvenuto et Reutenauer, 1995) a partir de la dualité entre
algébre des descentes et fonctions quasi-symétriques (voir aussi (Gelfand et al.));
par restriction aux classes plaxiques (classes de Knuth), on obtient deux struc-

78
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tures d’algébre de Hopf sur le Z -module ZT de base les tableaux de Young
standards.

Nous montrons que ZS avec ces deux produits, et ZT avec 'un d’eux, est
une algébre associative libre. On obtient donc un exemple de bigebre trés forte-
ment non commutative et non co-commutative. Nous étudions divers homomor-
phismes de ces structures : en particulier, I’évacuation est un anti-automorphisme,
et la fonction qui & une permutation associe son tableau gauche (dans I’algorithme
de Robinson-Schensted) est un homomorphisme. Finalement, nous décrivons
tous ces produits et coproduits par jeu de taquin.

L’auteur remercie Alain Lascoux pour une discussion téléphonique éclairante
qu’il a eu avec Christophe Reutenauer sur le mélange des classes plaxiques.

6.3 Algebre de Hopf sur les permutations

Nous notons ZS le Z -module libre engendré par S = |J,,5oSn, la réunion
disjointe des groupes symétriques; en particulier, So = {¢}, et les éléments de
S, sont notés comme des mots sur l’alphabet {1,2,...,n}.

En (Malvenuto et Reutenauer, 1995) ont été introduites deux structures
d’algebre de Hopf sur ZS. Nous rappelons comment. Pour o € Sy, 8 € Sp, nous
notons B le mot obtenu en rajoutant 7 & chaque lettre de 8. Alors axf = @ w 3,
le mélange (shuffle) des mots « et 3. Pour un mot u sur {1, 2, ...}, sans répétition
de lettres, st(u) désigne la permutation standardisée de u, c’est-a-dire la permu-
tation de longueur égale & la longueur de u obtenue en appliquant & u I'unique

fonction injective croissante de I’ensemble des lettres de w sur {1,2,...,|u|}.
Alors
§(a) = Z st(u) ® st(v)

(uv désigne dans ce chapitre le concaténé des mots u et v).

Le produit *’ et le coproduit ¢’ sont définis de la maniére suivante : a*'§ =
S uv, oll la somme est sur tous les mots u et v tels que st(u) = o, st(v) = B
et que le mot concaténé uv est une permutation dans Sp4p. On note oy le mot
obtenu en effacant dans o les lettres en dehors de I C {1,...,n}. Alors

8 () = Z aq,..i} ® ig1,..n) € ZS Q@ ZS.
1=0
Par exemple, §'(3124) = e ® 31244+ 1®213+12® 124+ 312® 1+ 3124 Q.

Le produit * et le coproduit & (resp. *’ et §') font de ZS une algébre de Hopf
graduée. Ces deux algébres de Hopf sont duales I’une de ’autre, pour le produit
scalaire <, > sur ZS pour lequel S est une base orthonormale. On a donc, pour
tous z, y, z dans ZS

(6.3.1) <z*y,z> = <z®y,0(2)>,
<z+yz> = <zQy,d0(z)>.
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Par ailleurs, soit 8 I'involution linéaire de ZS qui envoie la permutation o
sur son inverse. Alors les deux algébres de Hopf sont conjuguées sous 6, i.e

(6.3.2) Oz xy) = 6(z)«0(y),
0®6)od(z) = §ob(z).

Pour ces résultats, voir (Malvenuto et Reutenauer, 1995) (ol les symboles *,
¥’ et §, &' sont échangés).

Nous appellerons permutation conneze une permutation o € S,, n # 0, qui
ne préserve aucun sous-intervalle de la forme {1,...,4}, ¢ < n; autrement dit,
o n’est dans aucun sous-groupe de Young propre de S,. Plus généralement,
le type de connezité T(a) est le k-uplet (¢1,...,%) tel que le sous-groupe de
Young minimum de S, contenant « soit S;, ...S5;,. Les types de connexités
sont ordonnés par ’ordre d’inclusion des sous-groupes de Young. Par analogie,
le type de connexité d’un mot sera celui de son standardisé. Définissons un
produit associatif O sur S par: a € Sy, 8 € Sp, @ O B = af € Spyp. 1l est clair
que S avec O est un monoide librement engendré par les permutations connexes.

Théoréme 6.1 L’algébre associative ZS est librement engendré par les permu-
tations connezes, pour chacun des produits x et *’.

Nous avons besoin du

Lemme 6.2 Soient o1,...01 des permutations connezes et & = o010...00%.
Alors o1 % ... % 0 = o+ des permutations de type de connexité plus grand que
celui de a.

Preuve Par définition du mélange, chaque permutation # a apparaissant dans
le produit

01%...%0 s’obtient & partir de a par une chai ne de transformations élémentaires
du type uijv — wujiv, ¢ < j, ou de plus la premiére transformation satisfait
a: (x) uijv = B0, |B| = ui et |y| = [jv|. 1l suffit donc de montrer que
T(utjv) < 7(ujiv), avec inégalité stricte si () est satisfaite.

Or ceci découle des deux remarques suivantes :

(i) si zijv est connexe et i < j, alors zjiv I’est aussi.

(i) si @7 et jv sont connexes, alors xjiv est connexe. O
Preuve du théoréme 6.1 En vertu du lemme 6.2, il suffit de démontrer ce
résultat pour #, car l'inverse d’une permutation connexe est connexe. Or toute
permutation « s’écrit de maniére unique @ = 0;0...00y, ol les o; sont con-
nexes. Alors o1 *...#* 0 = a+ des permutations de types plus grand que c.
On en déduit, par triangularité, que les oy . ..* o forment une base de ZS, i.e
que les permutations connexes engendrent librement ZS. a

6.4 Algebres de Hopf sur les tableaux de Young

Soit T I’ensemble des tableaux de Young standards (nous dirons tableau), et ZT
le Z -module de base T'. Nous allons munir ZT de deux structures d’algebre de
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Hopf, duales entre elles, pour le produit scalaire < , > qui fait de 7" une base
orthonormale.

Soit <. (tg(e), td (a)) la transformation de Robinson-Schensted, qui
associe & chaque permutation une paire de tableaux de méme forme. Rappelons
que, si A est un alphabet totalement ordonné, la congruence plazique (Lascoux
et Schiitzenberger, 1981) sur le monoide libre A* est engendrée par les relations

bac ~ bca, acb ~ cab, baa ~ aba, bba ~ bab, ot a < b < ¢, a, b, c € A. D’apres
le théoréme de (Knuth, 1970), on a tg(a) = tg(B) si et seulement si o ~ 3. A
chaque tableau t, nous pouvons associer sa classe plaxique c(t), i.e I’ensemble
des permutations « telles que tg(a) = t; nous identifions ¢(t) avec la somme de
ses éléments dans Z.S; notons C I’ensemble des éléments de ZS ainsi obtenus et
ZC le sous-module de ZS de base C.

Théoréeme 6.3 Le sous-module ZC de ZS est une sous-algébre de Hopf pour
le produit x et le coproduit 6.

En vertu de isomorphisme linéaire évident ZC ~ ZT (a chaque tableau est

associé sa classe plaxique), nous obtenons ainsi une premiere structure d’algebre
de Hopf sur ZT, notée *et 4.
Preuve D’aprés un théoréme de Lascoux et Schiitzenberger voir (Lascoux et
Schiitzenberger, 1981), le mélange de deux classes plaxiques sur des alphabets A
et B satisfaisant & : Va € A, Vb € B, a < b, est une somme de classes plaxiques.
Ceci implique immédiatement, vu la définition du produit *, que ZC est une
sous-algebre de ZS.

Soit ¢ une classe plaxique de permutations; si uv € ¢, u ~ u’ et v ~ v’, alors
uv ~ u'v’ et par suite u’'v’ € ¢. Comme la somme ), .. u @ v est sans multi-
plicité, elle est une somme de ¢;® ¢z, ou ¢1, ¢ sont des classes plaxiques. Enfin,
comme u — st(u) consiste & renommer les lettres de v de maniére croissante,
(X acc®) = Duvee St(u) @ st(v) est dans ZC' Q@ ZC' . a

Nous dirons qu’un tableau est conneze si dans sa classe plaxique toutes
les permutations sont connexes. Plus généralement, le type de connexité d’un
tableau t est I’'unique k-uplet (iy,...,%) tel que ¢ soit la classe plaxique d’une
permutation de ce type, et que (71, .. ., i) soit la composition la plus fine possible
(i.e le sous-groupe de Young S, ...S;, est le plus petit possible). Le fait que ce
type soit bien défini découle de I’observation suivante : si «, 3 (resp. a’, 5’) sont
des mots multilinéaires sur les alphabets {1,...,p}, {p+1,...,p+q+r}, (resp.
{1,...,p+q}, {p+q+1,...,p+q+r}) etsi aff ~ o/, alors ces deux derniers
mots sont encore plaxiquement équivalents a ayB’, ou v est multilinéaire sur
’alphabet {p+1,...,p+q}; d’apres (Lascoux et Schiitzenberger, 1980 ; Lascoux
et Schiitzenberger, 1981), la congruence plaxique est en effet compatible aux
restrictions d’intervalles, donc par projection sur 'intervalle {1,...,p+ ¢}, nous
obtenons o’ ~ a7y, ol v est la projection de 3. Par conséquent, si & ~ (3 et
sia € H, 8 € G (G, H sous-groupes de Young), il existe v € H NG tel que

an~y~ L.
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Théoréme 6.4 L’algébre ZT est librement engendrée par les tableaux connezes.

Soient t = tg(a), t' = tg(c’). Définissons tO0t’ = le tableau gauche de aOa’.
D’aprés le théoréeme de Knuth, ceci définit un produit sur 7', qui devient un
monoide librement engendré par les tableaux connexes. Le théoréme est alors
conséquence du lemme suivant.

Lemme 6.5 Soient ty,...,t; des tableaur connexes et t = t10...0t;. Alors
t1 % ...%ty =t plus des tableauz de type de connexité plus grand que celui de t.

Preuve Nous notons c; ..., ck, ¢ les classes plaxiques correspondantes. Alors ¢;
ne contient que des permutations connexes. Donc dans ZS,

CiL*...%Cp = Zal*...*ak
ai€cq
= Z a10... 0o + 2,
ai€cq

ou z est d’aprés le lemme 2.2 une somme de permutations dont le type de con-
nexité est plus grand (i.e la composition est moins fixe) que celui de ;O ... Oay.
Ces derniers ont tous méme type de connexité 7, et sont plaxiquement équiv-
alents, dans la classe ¢. Donc ¢; *...x ¢ = c+ des classes dont toutes les
permutations ont un type plus grand que 7, ce qui démontre le lemme. a

Nous décrivons maintenant I’autre structure d’algebre de Hopf sur ZT'. Nous
la. construisons comme quotient de (ZS, *’, §”).

Théoréme 6.6 Le sous-module I de ZS engendré par les éléments a — 3, a,
B €S, an~ B, estun idéal et un co-idéal de (ZS, *’, §°). L’algébre de Hopf
quotient ZS /Iest canoniquement en dualité avec ZC, dont la base des classes
(c)ccc admet la base duale (o, mod. I)..c, pour tout choiz des o, dans c.

Preuve Visiblement, I est I’orthogonal dans ZS pour < , > de ZC. C’est un
fait général que l'orthogonal d’une sous-algebre de Hopf est un idéal et un co-
idéal de ’algebre de Hopf duale. Du reste, on vérifiera sans peine ce fait ici, car
o ~ 3 implique que :

(i) ax’ v — p*’ v et y%’ @ — v+’ B sont chacun somme de v — v, u ~ v, et :

(ii) 6’(av — B) est une somme de (v — v) Qw et de w® (u— v), avec u ~ v.

La premiére condition exprime que I est un idéal, et la seconde que &°(1 )
CIQRZS+ZS®I,iel est un co-idéal.

Le reste du théoréme en découle. a

Comme on a l'isomorphisme de Z-modules ZT ~ ZS/I (a chaque tableau t
est associé @ mod. I, ol « est choisi quelconque dans la classe plaxique de t),
on obtient une structure d’algébre de Hopf sur ZT', notée +’ et §’.

Remarque ZT avec le produit *’ n’est ni commutative, ni une algebre
associative libre. On a en effet dans ZS : 312+’ 1 = 3124 + 4123 + 4132 + 4231
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et 1+'312 = 4312+ 3412+ 2413 4 1423 et ces deux éléments ne sont pas égaux
mod. I . De plus, on a 1" 21 = 132+ 231 + 321 = 312 + 213 + 321(mod.
I) = 21 %' 1. Si ZS/I était une algebre associative libre, il faudrait d’apres le
théoréme de Bergman (Cohn, 1985) que 1 et 21 mod. I soient dans une sous-
algébre monogeéne de ZS/I. Mais ceci n’est pas possible, parce que ZS/I est
gradué, que 1+’ 1 =12+ 21 et que 12 # 21 mod. I.

6.5 Homomorphismes

Soit « dans S,,. Désignons par wy ’élément n...21 de S,. Nous notons oo
le produit dans le groupe symétrique S,.

Théoréme 6.7 L’application linéaire o — oo wy, (resp. a — wpoa), o € Sy,
est un automorphisme pour x et §’ (resp. *’ et §) et un anti-automorphisme pour
x’ et 8 (resp. x et §’). En particulier, o — wpo00wy, est un anti-automorphisme
pour les deuz structures d’algébre de Hopf sur ZS.

On notera que « o w, est (en mot) I'image miroir de ¢, alors que wy, o « est

obtenu en remplagant dans le mot a chaque ¢ par n 4+ 1 —¢.
Preuve D’aprés (6.3.1) et (6.3.2), comme 6 échange les deux applications et
que chacune d’elles est sa propre adjointe pour < , >, il suffit de montrer que la
premiére (soit ¢) est un automorphisme pour * et un anti-automorphisme pour
d.

On a p(axf) = ¢(aw B) = p(a) w p(B) (puisque 'image miroir est un auto-
morphisme pour le mélange) = ¢(a) L cp(—ﬂ) = ¢(a) * p(B). Soit T ’application
qui échange les facteurs dans ZS ® ZS. Alors 76p(a) = 31—y St(u) ® st(v) =
Cazay SH(PT) ® St(pY) = Lomgy Pt(z) ® @st(y) = (¢ @ ¢)d(a), ce qui prouve
que ¢ est un anti-automorphisme pour 4. ]

Nous allons voir que I’évacuation des tableaux, définie dans (Schiitzenberger,
1963), est un anti-automorphisme pour les structures d’algébre de Hopf de ZT.
Rappelons par un exemple comment est définie la promotion d’un tableau sur
{1,...,n} : on définit la trai née, et I’on fait glisser vers le bas les éléments dans
la trai née, en remplagant le dernier par n + 1 ; on obtient alors un tableau sur
{2,...,n+ 1}, qu’on standardise : voir Figure 4.1.

8 8 7
W@ —— 479 —So3638

3 56 2356 1 2 45

figure 4.1

La k—promotion d’un tableau ¢ sur {1,...,n}, k < n, est "opération qui con-
siste & appliquer la promotion a son sous-tableau sur {1,...,k}. L’évacuation de
t est ’opération qui consiste & appliquer successivement la n-promotion, puis la
(n— 1)-prometion etc. . ., jusqu’a la 1-promotion. Notons ed(t) le tableau évacué

de t, et tr(t) le tableau transposé de t. Les deux opérations sont involutives.
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Théoréme 6.8 L’automorphisme linéaire t — tr(t) de ZT est un automor-
phisme pour x et §’ et un anti-automorphisme pour %’ et 6. L’automorphisme
linéaire t — ed(t) de ZT est un anti-automorphisme pour ces deuz structures
d’algébre de Hopf.

Preuve Comme ZC' est une sous-algébre de Hopf de ZS, stable sous a — a0
w, (puisque Iimage miroir d’une classe plaxique est une classe plaxique), le
théoreme 4.1 montre que cette application induit un automorphisme pour * et
un anti-automorphisme pour §. De plus, d’aprés un théoréme de (Schensted,
1961), tg(a o wy,) = tr(tg(a)). On déduit P’assertion pour * et §. Celle pour *’
et § en découle par dualité.

Démontrons la seconde pour (ZT, %, §) : le reste découlera par dualité. Il est
facile de voir que o — w, 0 a o w, transforme une classe plaxique en une classe
plaxique (voir la remarque qui suit le Th. 4.1). Donc la restriction de cette
application & ZC est un anti-automorphisme de cette algebre de Hopf, d’apres
le Th. 4.1. Mais un théoréme de Schiitzenberger (Schiitzenberger, 1963) affirme

que
tg(wno @ o wy,) est le tableau obtenu par évacuation du tableau tg(c). Le
théoreme en découle. a

Notons p(a) la composition de descentes de a et Fj(4) la fonction quasi-
symétrique associée, avec les notations de (Gessel, 1984); Q.Sym désigne I’algebre
de Hopf des fonctions quasi-symétriques, A ’algebre de Hopf des fonctions
symétriques, et ¥ 1’algebre de Hopf des descentes.

L’application o+ Fp(4) est un homomorphisme surjectif d’algebres de Hopf
de (ZS, *, 6) dans QSym; I’application adjointe est I'injection canonique de &
dans ZS : c’est un homomorphisme injectif d’algébre de Hopf de X dans (ZS,
', 8”). Pour ces résultats voir (Malvenuto et Reutenauer, 1995).

Théoréme 6.9 (i) L’application linéaire (ZT, %, 6) — A qui envoie un tableau t
de forme X\ sur la fonction de Schur sy est un homomorphisme surjectif d’algébres
de Hopf.

(12) L’application linéaire A — (ZT', %’, §°) qui envoie la fonction de Schur s)
sur la somme des tableauz de forme )\ est un homomorphisme injectif d’algébres
de Hopf.

(132) L’application linéaire (ZT, %, §) — (ZS, *, 0) qui envoie un tableau t
sur Ztg(a)zt o est un homomorphisme injectif d’algébres de Hopf.

(iv) L’application linéaire (ZS, x’, §°) = (ZT, +’, §°) qui envoie une per-
mutation o sur tg(a) est un homomorphisme surjectif d’algebres de Hopf.

Ces applications et quelques autres sont schématisées dans la figure suivante.
Pour d’autres propriétés de la fonction X —*A, voir (Solomon, 1976 ; Gessel, 1984
; Garsia et Reutenauer, 1989).
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(ZS,+,6) —» QSym  (ZS,+,§) « T

J J v ‘.

(ZT,*,8) = A (ZT,+',8) « A

Preuve (i) Cette application est la restriction & ZC' (isomorphe & ZT avec *
et &) de I’application ZS —Q Sym décrite avant le théoreme. Le fait que ¢ est
envoyé sur sy, i.e que sy = Ztg(a)zt Fl(o) est démontré dans (Thomas, 1976).
(ii) Cette application est 1’adjointe de la précédente.
(iii) et (iv) sont des reformulations de la définition des structures d’algebres
de Hopf de ZT. O

6.6 Description par jeu de taquin des produits et co-
produits

Pour le jeu de taquin, voir (Sagan, 1991).

a. Le produit '

Soient t;, to deux tableaux sur {1,...,n} et {1,...,p}. Alors ¢; *'t; est la somme

de tous les tableaux ¢t obtenus de la maniére suivante : pour toute partition

{1,...,n+p} = TUJ, |I| = n, |J| = p, on note t] (resp. t5) le tableau &

entrées dans I (resp. J ) qu’on obtient en appliquant a t; (resp. t3) l'unique

application injective croissante {1,...,n} — I (resp. {1,...,p} = J ). On place

¢ au-dessus et & gauche de t}, de maniére a obtenir un tableau gauche. Puis on

applique le jeu de taquin a ce tableau gauche, et le tableau normal obtenu est t.
On sait en effet, d’aprés Schiitzenberger, que I’'unique tableau normal ainsi

obtenu est tg(uv), si tg(u) = t}, et tg(v) = t. Ceci montre que la régle précé-

dente ne fait que traduire le produit dans ZS/I. Voir Figure 5.1.

b. Le coproduit ¢

Soit ¢ un tableau sur {1,...,n}. Alors §’(¢) est la somme de tous les t; ® t5
obtenus de la maniére suivante : pour tout ¢ = 0,...,n, t; est le sous-tableau
de t des entrées dans {1,...,%} et t2 s’obtient en redressant par jeu de taquin le
tableau gauche sur {4+ 1,...,n} et en standardisant le tableau normal obtenu.

On sait en effet que la congruence plaxique est compatible aux restrictions
d’intervalles. De plus, il en est ainsi du jeu de taquin : par suite, le redressé
du sous-tableau de tg(a) correspondant & un sous-intervalle I de {1,...,n} est
tg(a’), ot @’ = ay. La régle ci-dessus ne fait donc que traduire la définition de
8’ dans ZT' /1. Voir Figure 5.2.
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12 13 14 23 24 34
+ + + + +
34 24 23 14 13 12
1 13 14 23 24 34
= + + + + -
234 24 23 14 13 12
3 4 2 o ou 34
= 1234 + + + + +
124 123 134 13 12

le produit 12 %' 12
Figure 5.1

34 34 3 4 34 34 34
Q€ + ®5 + ® + 12§ + 1® +e®
125 12 12 5 5 25 125

34 34 3 2 34
= ®c + Q1 + ® 12 + 12®@ 123 4+ 1® + e®
125 12 12 134 125

le coproduit &’
Figure 5.2

c. Le produit

Le produit t; xt; est égal a la somme de tous les tableaux ¢ obtenus de la maniere
suivante : si |t;| = n, on augmente chaque entrée de ¢, de n, et on note i, le
tableau obtenu; soit A la forme de ¢t;. On déforme t; par jeu de taquin, de toutes
les maniéres possibles, jusqu’a obtenir un tableau gauche t}, de forme extérieure
A; on recolle alors tf, sur t;, pour obtenir £.

La validité de cette régle se déduit par dualité de celle pour é’. Elle est aussi
implicite dans (Lascoux et Schiitzenberger, 1980) et nous a été expliquée par A.
Lascoux. Voir Figure 5.3.

d. Le coproduit §

On déforme t de toutes les maniéres possibles par jeu de taquin, de fagon a
obtenir un tableau gauche formé de deux sous-tableaux t; et t;,avec tjen-haut
et & gauche de to; §(t) est alors la somme de tous les st(t1) ®st(t2).

On obtient cette régle par dualité a partir de celle pour %’. Voir Figure 5.4.

4 4
3 34
* 123 = + + 35 + 3
12 12456 1256
126 1256

Le produit *
Figure 5.3
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34 34 34 2 2 2 2
= Qe+ ®1+ Q1+ ®12+ ® +123® 12+
125 125 12 134 13 13 1
2 2 3 34 3 34
® +12Q® +12Q0 1234+ 1Q® +1Q® +e®
1 13 12 12 124 125
34
Le coproduit ¢
125
Figure 5.4

e. Le produit O

Le tableau ¢t O ¢’ s’obtient en remplagant d’abord chaque 7 dans ¢’ par i+ |¢],
puis en faisant glisser horizontalement vers la gauche les lignes du tableau ¢’
obtenu, de maniére a obtenir un tableau.

On vérifie en effet, que si on place ¢ en haut et & gauche de ¢/, on peut simuler
I’opération
ci-dessus par jeu de taquin. Donc, si ¢, ¢’ correspondent a a, o’, le tableau
obtenu correspond a aOa’. Voir Figure 5.5.

7 7
3 5 — 35
12 46 1246
3
3
12 37 7
127
7T —r 125 — 35
5
5 46 1246
46
46
4
3
Le produit a9
12
13

Figure 5.5
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6.7 Applications

Théoréme 6.10 Soit t un tableau de forme )\ sur {1,...,k}. Le nombre de
permutations dans S, ayant t comme sous-tableau de leur tableau gauche est

nl/klf\ sin > k.

Ici, f) désigne le nombre de tableaux de forme A.

Preuve Nous travaillons dans algébre complétée de (ZS, %), par rapport a sa
graduation. Elle contient le complété de ZC' ~ ZT. Soit T la somme de tous
les tableaux, 7" la somme de tous les tableaux ayant ¢ comme sous-tableau. La
description du produit * en 5.c montre qu’on a

T' = t+T; il faut remarquer que ce produit est sans multiplicités, car si t” apparai
t dans t*t/, on retrouve ¢” par projection de ¢’ sur un intervalle et jeu de taquin.
Si nous écrivons 1’équation précédente dans ZS, nous obtenons S’ = ¢ * S, ol
S est la somme de toutes les permutations, ¢ la somme des permutations dont
le tableau gauche est ¢ et S’ la somme des permutations dont le tableau gauche
contient ¢.

Appliquons & cette derniére équation ’homomorphisme qui envoie une per-
mutation de poids n sur z”/n!. Nous obtenons ¥, a,z™/n! = (Hrz*/k")1/(1-z),
ol a, est le nombre cherché. Par suite, a, = fyn!/k!,si n > k. a

Le fait que S et T soient des monoides libres implique que leurs séries généra-

trices
Saso 2™ et g = 3,50 bpa™(bn, = nombre de tableaux, ou involutions) sont de

-1
la forme (1 — anaT™ ol les a,, sont des entiers naturels. Dans le deux-
n>1 ’
ieme cas, a,, est le nombre de tableaux connexes, ou d’involutions connexes. Par
. . PP o

ailleurs, si les nombres ay, et ¢, sont définis par [],5;(1/(1 —a™))*" = g et
S >0 CnZ™ = 2g'/g, alors ces nombres sont aussi des entiers naturels, pour la
méme raison. Le calcul expérimental montre que ¢, = an42, ce qui se traduit
par I’équation différentielle satisfaite par la série génératrice ordinaire g des in-
volutions

g(l—x—m2) = 1+:L'3g'.

Celle-ci se démontre en utilisant la formule de récurrence bien connue b, =
bn_1 + (n — 1)b,—2, donnant le nombre d’involutions. Nous donnons en Figure
6.1 la table des nombres a,, b,, ¢,, @, dans le cas des tableaux.
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n 234 5 6 7 8 9 10

by (tableaux) 2 4 10 26 76 232 764 2620 9496
a, (tableaux connexes) | 1 1 1 3 7 23 71 255 911 3535
Cn 1 3 7 23 71 255 911 3535 13903 57663
lo'™ 1125 14 41 130 439 1544 5759
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INDEX

Action

a gauche, 20

par positions, 21
Algebre de Lie libre, 53

Circuit, 54
primitif, 54
Classe de conjugaison
de mots, 54
Composition de descentes d’une per-
mutation, 84
Composition de descentes signée, 37
d’une permutation signée, 36
Composition signée, 34
Cosinus symétrique, 59
Costandardisé
d’un mot, 37
Crochet de Lie, 53
Cycle d’une permutation signée, 12

Degré partiel
d’un mot en une lettre, 19
d’un élément de E, ® VO, 26
Dual, 10

Ensemble de descentes de Solomon,
70 '
Ensemble de descentes signé, 37
d’une permutation signée, 36
Espace
partie multilinéaire, 22
Espace assez stable, 22
Evacuation d’un
Evaluation
d’un circuit, 55
d’un mot, 38
d’un multi-ensemble de circuits,

55

Finement homogene
élément de E, @ V®", 26
Fonction
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caractéristique, 8
homogene, 13
monomiale, 13
Fonction quasi-symétrique monomi-
ale, 35

Longueur
d’un cycle, 12
d’un partage signé, 15

Mot de Lyndon, 54
Mots conjugués, 54

p-bande horizontale, 42
p-forme gauche, 42
p-formes gauches équivalentes, 47
p-ruban, 42
p-tableau semi-standard, 42
partages signés, 12
Partie multilinéaire d’un espace, 22
Permutation connexe, 80
Permutation signée alternante
descendante, 60
montante, 60
Permutation standard, 56
Polynoéme
de Lie, 53
finement homogene, 19
homogene, 19
Produit
en couronne, 5
symétrique, 53
Promotion d’un tableau, 83

Signe

d’un élément de {1,...,n}xG,
11

d’un circuit, 54

d’un cycle, 12

d’un polynéme finement homogene,
20

d’un élément de A, 19
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Sinus symétrique, 59
Sous-ensemble signé, 34
Standardisé, 37
Structure cyclique, 57
Série génératrice, 20
d’un ensemble de multi-ensembles
de circuits, 55
des fonctions homogenes, 16
Série génératrice quasi-symétrique, 46

Tableau connexe, 81
Trai née, 83
Type cyclique d’une permutation signée,
12
Type de connexité, 80
d’un mot, 80

Valeur absolue
d’un élément de {1,...,n}XG,
11 '
d’un élément de A, 19
de o, 11



