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Notations

N {0,1,2,3,---}

N* {1,2,3,---}

[n] {1,2,3,--- ,n}

|W| le cardinal de I’ensemble W

UCW U est un sous-ensemble de W

(1] « le coefficient de p dans la série «

Cryna, 1] @ le coefficient de Cnl”:m” dans la série «

seW/R s parcourt un systeme de représentants de la relation

d’équivalence R sur W

la réunion disjointe

o &

3

le groupe symétrique

Ay, le groupe alterné

Dn le groupe diédral

Loy le groupe cyclique

" la classe de conjugaison de H dans le groupe G

H la classe de conjugaison de H dans le groupe symétrique
H° cHo™!

H=cK H est conjugué a K dans G

H=K H est conjugué & K dans le groupe symétrique

H~K H est conjugué a un groupe isomorphe a K

H<LG H est un sous-groupe de G

sg(H) I’ensemble des sous-groupes de H

cc(Gy,) I’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de &,
conj(H) I’ensemble des classes de conjugaison d’éléments de H
Crlh] le commutateur de h dans H

<a> le groupe engendré par a

stab(s) I’ensemble des automorphismes de s

aut(o) 19151129209! - -+

sgn(o) le signe de o
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Résumé

Le but de ce travail est de présenter un contexte de la combinatoire algébrique
généralisant les notions de série indicatrice des cycles, Zp = Zp(x1, 2, ), au sens
de A. Joyal [18] et de série indicatrice d’asymétrie, I'r = I'p(z1,22,---), au sens de
G. Labelle [24, 25, 26], d’une espéce de structures F'.

Dans le cadre de la théorie des especes de structures, nous définissons & partir d’'un
ensemble ® de groupes, non conjugués deux a deux, choisis parmi les sous-groupes des
groupes symétriques G, n > 0, la série indicatrice des ®-symétries (ou P-série) d’une
espece de structures quelconque F. Il s’agit d’une série formelle, ®p = ®p (1,22, ),
qui traite de I’énumération des types de structures (pondérées) dont le stabilisateur
d’un représentant est conjugué a un groupe appartenant a ®.

Nous nous intéressons particulierement au comportement de la ®-série face aux
opérations combinatoires usuelles. Plus précisément, nous dégageons des conditions
qui, imposées a ’ensemble @, font en sorte que la transformation F' +— ®p préserve
les opérations combinatoires de somme, de produit, de dérivation, de pointage et
de substitution. Notons que ces conditions sont systématiquement satisfaites par les
ensembles représentés par Z et par I, uniformisant ainsi les démonstrations des
propriétés des séries Zp(x1, 29, ) et I'p(x1, z2,- - ). Nous présentons, en plus de Z et
de I', des exemples d’ensembles ® tels que la ®-série possede des propriétés analogues
a celles des séries indicatrices des cycles et d’asymétrie.

La version pondérée du lemme de Burnside due a Stockmeyer [51], qui utilise
I'inversion de Mobius dans des treillis de sous-groupes, est interprétée dans le contexte
des P-séries et ceci permet d’obtenir certaines identités faisant intervenir les valeurs de
la fonction de Mobius dans des treillis de sous-groupes.

Enfin, la théorie générale est appliquée au calcul de formules explicites nouvelles
pour les ®-séries, Pp(x1, x9,- -+ ), d’especes F particulieres. Ces P-séries généralisent les
résultats correspondants pour les séries Zr et I'p dispersés dans la littérature récente
[10, 12, 18], [22] & [28], [30] et [33].



Introduction

Le cadre catégorique pour ’étude des structures est dit & Ehresmann [14]. Ce sont
par contre les especes de structures telles que présentées par Joyal dans [18], qui ont
permis d’établir leur réle fondamental pour la combinatoire énumérative. Il en résulte
une algeébre combinatoire constituant un relevement au niveau structurel des opérations
usuelles sur les séries génératrices exponentielles, génératrices des types et indicatrices
des cycles.

La série indicatrice des cycles est une généralisation, & des familles d’actions, des
polyndmes indicateurs de cycles de la théorie de Pdlya-Redfield. Rappelons que les
probléemes en combinatoire qui concernent ’énumération des types de structures sont,
en général, résolus a l'aide de cette théorie [17, 41, 42]. La démonstration du théoreme
fondamental de Pdlya-Redfield repose sur celui de Cauchy-Frobenius, plutét connu sous
le nom de Burnside, ou1 'inventaire des orbites de ’action d’un groupe, sur un ensemble
donné, est obtenu en ne considérant que les éléments fixés par ’action.

En revanche, la notion d’énumération selon les types de symétries est attribuable a
Burnside [7]. Basé sur la marque (mark, voir [7, 21]) d’un groupe sur un ensemble, le
lemme de Burnside est un raffinement du théoréme de Cauchy-Frobenius qui permet
d’énumérer les orbites de 'action d’un groupe sur un ensemble donné selon les classes
de conjugaison de ses sous-groupes. Notons que, basé sur la théorie de Pdélya-Redfield
et a la lumiere de l'inversion de Mobius dans des treillis de sous-groupes (telle que
présentée par Rota dans [44, 45]), Stockmeyer [51] a obtenu un équivalent pondéré du
résultat de Burnside. Ainsi, le probleme du dénombrement des structures selon leurs
types de symétries est maintenant résolu dans le cadre de la théorie des actions de
groupes en utilisant 'inversion de Mobius et la théorie des fonctions symétriques.

Dans le but d’effectuer le dénombrement des structures asymétriques, c.-a-d. : ne
possédant que la symétrie triviale, G. Labelle a introduit [26] la série indicatrice d’asy-

métrie d'une espece de structures. De la méme facon qu’on considére la série indicatrice



des cycles d’une espece comme une généralisation des polyndémes indicateurs de cycles
utilisés par Pdlya, la série indicatrice d’asymétrie de G. Labelle peut étre interprétée
comme une généralisation, & des familles d’actions, d’un cas particulier des résultats de
Burnside ou les structures considérées n’ont aucune symétrie. En basant sa définition
de la série indicatrice d’asymétrie d'une espece F sur la notion de partie plate F de
F, G. Labelle a montré que la série indicatrice d’asymétrie I'p(z1,x2, -+ ) possede des
propriétés analogues A la série indicatrice des cycles Zp (1, xa,--- ). A la lumiere de ces
propriétés, il a obtenu des résultats qui auraient été beaucoup plus difficiles a obtenir
par les méthodes classiques.

Le but de ce travail est de présenter, dans le cadre de la théorie des especes de
structures, une généralisation & des familles d’actions de la notion d’énumération selon
les types de symétries. A partir d’un ensemble ® de groupes, non conjugués deux a deux,
choisis parmi les sous-groupes des groupes symétriques &,, n > 0, nous définissons la
série indicatrice des ®-symétries (ou P-série) d’une espece pondérée F' = F,,. Il s’agit
d’une série formelle, ®p = ®p(z1, 22, -+ ), qui généralise simultanément les notions de
série indicatrice des cycles, Zp = Zp(x1,22,--), au sens de A. Joyal [18] et de série
indicatrice d’asymétrie, I'p = I'p(x1, 22, --), au sens de G. Labelle [24, 25, 26]. Nous
nous intéressons particulierement au comportement de la ®-série face aux opérations
combinatoires usuelles.

Le premier chapitre est consacré a la définition de la ®-série d’une espéce pondérée.
Dans le contexte des espeéces pondérées sommables, nous présentons les notions de
base de la théorie des actions de groupes pour définir I'espece ﬁq’, d-associée a une
espece pondérée F' = F,. Celle-ci généralise la notion d’espece associée F de Joyal et,
par un choix judicieux de I’ensemble ®, elle s’identifie & la partie plate F' de F. On
démontre que I’énumération des types de ®-symétries des F-structures peut se faire
par le biais de la série génératrice exponentielle de 'espece F®. Basé sur la notion
d’espece ®-associée nous définissons la série indicatrice des ®-symétries (ou P-série),
Op(xy,xo,---), d'une espece pondérée ' = F,. La transformation F' — ®p préserve

I'opération combinatoire de somme et la série génératrice des types de P-symétries est



obtenue par la spécialisation des variables dans la ®-série.

Puisque la transformation F' — ®p préserve la somme, les propriétés de la ®-
série d’une espece pondérée se déduisent, par linéarité, des propriétés de la P-série
d’une espéce moléculaire non pondérée générique. Nous nous concentrons donc, au
deuxieme chapitre, sur les ®-polynoémes des especes moléculaires. Nous dégageons des
conditions, qui imposées & @, font en sorte que la série génératrice d’une espece pondérée
est obtenue par la spécialisation des variables dans sa ®-série. Les ®-polynémes que
nous obtenons sont décrits & 'aide de classes bilatérales et ceci permet de donner
explicitement les ®-polynémes des espéces moléculaires concentrées sur un cardinal
inférieur ou égal & 4. De plus, nous donnons a ’appendice A les polynomes indicateurs
d’asymétrie des especes, respectivement moléculaires et atomiques, concentrées sur 5 et
6 points ; contribuant ainsi aux tables existantes [5].

Dans le contexte des structures asymétriques, la série I'p(x1,x2, ) possede des
propriétés analogues & celles de la série indicatrice des cycles Zp (1, z2,- -+ ) mais est,
en général, beaucoup plus difficile a calculer explicitement ; trés peu de formes closes
pour I'r sont connues. Notre approche nous permet, entre autre, d’obtenir une forme
close pour la série indicatrice d’asymétrie I'y+ de Iespece ET, des ensembles orientés.
Nous avons aussi obtenu la g-série associée & I'p+ (au sens de Décoste [12, 13]).

A la fin du chapitre 2, nous établissons le rapport entre Papproche classique et la
théorie des especes. En fait, la version du lemme de Burnside due & Stockmeyer [51]
qui utilise I'inversion de Mobius dans des treillis de sous-groupes, fournit une méthode
alternative au calcul des ®-polynémes des especes moléculaires. Nous obtenons, par le
biais des deux approches, des identités faisant intervenir les valeurs de la fonction de
Mbobius dans des treillis de sous-groupes. En particulier, grace a nos résultats concernant
I’espece des ensembles orientés, nous obtenons des identités entre la valeur de la fonction
de Mobius dans le treillis des sous-groupes du groupe alterné, analogues aux identités

classiques concernant le groupe symétrique. De plus, nous examinons, dans le contexte

_\k
des ®-séries, le résultat des substitutions simultanées A : xj := (LZ?“ zF k> 1,

introduites par Décoste [12] pour le g-dénombrement des structures.



Nous nous intéressons, au troisitme chapitre, au comportement de la P-série
face & certaines opérations combinatoires. En employant les techniques d’inversion
de Mobius, il est difficile de déterminer efficacement les propriétes de nos ®P-séries
en rapport aux opérations combinatoires usuelles. Nous préférons 1’approche par
les classes bilatérales et dégageons des conditions qui, imposées & ®, font en sorte
que la transformation F +— ®p préserve les opérations de produit, de dérivation,
de pointage et de substitution. Notons que ces conditions sont systématiquement
satisfaites par les ensembles de groupes représentés par Z et par I', uniformisant ainsi
les démonstrations des propriétés des séries Zp(zy1,x2, ) et I'p(z1,z2,---). Nous
présentons ensuite des exemples d’ensembles @, en plus de Z et de T, tels que les séries
O p(xy1, e, -+ ) possedent des propriétés analogues a celles des séries Zp(x1,xa, -+ ) et
I'p(x1,x2,---). Nous proposons, en fait, une fagcon de les générer en considérant les
especes dites primitives généralisées, analogues aux especes primitives [6] de Bouchard
et de Ouellette.

Au dernier chapitre, la théorie générale est appliquée au calcul de formules explicites
pour les ®-séries P (1,29, ) d’especes F particulieres : E (les ensembles), C (les
cycles orientés), S (les permutations), ALT (les permutations paires), NALT (les
permutations impaires), A (les arborescences), End (les endofonctions), Ar (les arbres)
et A (I’espece pondératrice des composantes connexes). Ces ®-séries généralisent les
résultats correspondants pour les séries Zr et I'p dispersés dans la littérature récente
[10, 12, 18], [22] & [28], [30] et [33].

Nous recourons & la numérotation pseudo-décimale pour les subdivisions des
chapitres. Ainsi, les définitions, les lemmes, les propositions, les remarques, etc, d’une
méme section sont numérotés les uns & la suite des autres. Par exemple, & la section 2
du chapitre 3 on trouve les items :

Lemme 3.2.3 Soit & C {Ke€ce(&,) |n >0} ---
Définition 3.2.4 Pour deux ensembles finis U et V tels que
Remarque 3.2.5 Si M = X"/H, H<&,,n >0, et

Par contre, la numérotation d’une formule indique d’abord le chapitre dans lequel elle se



situe et ensuite son ordre par rapport aux autres formules de ce chapitre. Par exemple,
la formule (2.5) est la 5éme formule du 2éme chapitre. Il en est de méme pour la
numérotation des tableaux et des figures.

Nous utilisons un carré noir l pour indiquer la fin d'une démonstration, un carré
blanc O pour la fin d’'une remarque, un losange ¢ pour la fin d’'un exemple et un
triangle /A pour indiquer qu'un résultat est donné sans démonstration.

Notons que, comme cas particuliers de la série indicatrice des ®-symétries des
especes ALT et NALT, nous obtenons Zayr, I'arr, ZnarT et I'vaLT que nous avons
présentés dans [30] mais que nous avons depuis, généralisés. Une partie du contenu
des deux dernieres sections du chapitre 2 est le fruit d’une collaboration avec Gilbert
et Jacques Labelle et est parue dans [27]. La section concernant la série indicatrice
d’asymétrie de ’espéce des ensembles orientés et la g-série qui lui est associée a été
écrite en collaboration avec Gilbert Labelle et est parue dans [30]. Les résultats des
chapitres 3 et 4 ont été présentés [31] au 7eme Colloque international des Séries
Formelles et Combinatoire Algébrique, Marne-la-Vallée, et feront ’objet de publications

futures.



Chapitre 1

La série indicatrice des
d-symétries d’une espece

pondérée

Never underestimate a theorem that counts something

— John B. Fraleigh, [16]

A partir d’un ensemble ® de groupes, non conjugués deux & deux, choisis parmi
les sous-groupes des groupes symétriques G,, n > 0, on définit la série indicatrice des
d-symétries d’'une espece de structures quelconque F'. Il s’agit d’une série formelle,
Op = Op(z1, 22, -+ ), qui généralise simultanément les notions de série indicatrice des
cycles, Zp = Zp(x1,x2,---), au sens de A. Joyal [18, 41, 42] et de série indicatrice
d’asymétrie, 'y = I'p(x1,x2,- - - ), au sens de G. Labelle [24, 25, 26].

Nous nous plongeons d’abord dans I'univers des espéces pondérées sommables ol
les opérations de base (de somme, de produit, de produit cartésien, de dérivation, de
pointage, de substitution, etc.) se font comme dans celui des especes pondérées. A toute

espece pondérée F' = F, correspond une famille d’actions. Nous présentons donc, & la



section 1.2, les notions usuelles de la théorie des actions de groupes et leur utilisation
dans le contexte de la théorie des especes. Nous nous intéressons, en particulier, a la
correspondance [33, 34] entre ’ensemble des espéces moléculaires concentrées sur le
cardinal n, n > 0, et I’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de &,,.

Dans [18], Joyal introduit I’espece F, dite associée & une espece I, qui sert a I’énumé-
ration des types de F-structures. Dans le méme ordre d’idées, nous présentons a la
section 1.3, I’espece F ® ®-associée & une espece pondérée F = F,,. Celle-ci généralise la
notion d’espece associée Fdel oyal et, par un choix judicieux de ’ensemble @, s’identifie
A la sous-espece F' de F, définie par G. Labelle [25] dans le but de donner une définition
uniforme pour les séries indicatrices Zp et I'p. Il est bien connu [5, 12, 18] que, pour
deux especes pondérées F, et G, (Fy+Gy)™~ = F\;—i—a:, et que (Fi,-Gy)™~ = FZ,EJZ mais
que (F,0G,)~ # F,,0G,. De méme 25], (Fy + Gy) = Fut+G, et Fy, - G, = Fy-G, mais,
F,0G, # F,0G,. En général (F,,+G,)~® = qu)—i—évv(b mais, (F-G,)~® # I:":U(D-a,q’.
Nous nous interrogeons alors sur les conditions & imposer a ® afin que, quelles que soient
les especes Fy, et Gy, on ait (Fy, - G,,)~® = E/f . E;Vf.

Joyal [18] a montré que la série génératrice des types de F-structures est égale &
la série génératrice exponentielle de I’espéce associée F. De méme, a la section 1.4, on
constate que ’énumération des types de ®-symétries des F-structures peut se faire par
le biais de la série génératrice exponentielle de ’espece F?.

Basé sur la notion d’espece ®-associée, nous terminons le chapitre par la définition
de la série indicatrice des ®-symétries, ®p(z1,z2, - ), d'une espéce pondérée F = F,.
La transformation F' +— ®p préserve l'opération combinatoire de somme et la série
génératrice des types de P-symétries est obtenue par la spécialisation des variables

dans la ®-série ®p(zy,za, - ).

1.1 Les espéces pondérées sommables

Soient K un corps contenant QQ et t1, ¢, - - - une famille dénombrable d’indéterminées
distinctes. Nous considérons ’anneau des séries formelles A = K[[t1, t2, - - - ]]. Pour une

série formelle o € A, désignons par [u]«a le coefficient de o dans la série « ; en particulier,



[t71t5% -+ -] est le coefficient de ¢]'¢52 --- dans « et en général, ¢y, p,... [t77t52 |
est le coefficient de % dans «.

Un ensemble A-pondéré est un couple (W,w) tel que W est un ensemble et
w: W — A est une fonction qui associe & chaque élément s € W un poids dans

I’anneau A.

Définition 1.1.1. Un ensemble A-pondéré (W,w) est sommable lorsque pour tout
monodme p on a [plw(s) = 0 sauf pour un ensemble fini W,, C W. On appelle Uinventaire
(ou poids total) d’un ensemble pondéré sommable (W, w) la série formelle, notée

(Wo =Y w(s) €A,

seW
dont le coefficient d’un mondme quelconque p = t7't5%t5* - - - est donné par
Wl = [ulw(s) = D [nw(s).
seW sEW,

Définition 1.1.2. Une espéce A-pondérée sommable est un foncteur F, : B — Ep de
la catégorie des ensembles finis et bijections vers la catégorie des ensembles A-pondérés

sommables.

Pour ne pas alourdir la terminologie, nous désignerons simplement par espeéces
pondérées les especes A-pondérées sommables. Une espece pondérée (F,w), notée Fy,

est donc une régle qui associe a tout ensemble fini U :

1. Un ensemble A-pondéré sommable (F[U],wy) dont les éléments de F[U] sont
appelés des structures d’espece F' (ou encore, des F-structures) sur U et wy :
F[U] — A est une fonction de poids (ou wvaluation) qui attribue un poids a

chacune des F'-structures.

2. Pour tout couple (U, V') d’ensembles finis et toute bijection f : U = V, la régle F,
associe & f une fonction F[f]: F[U] = F[V], appelée le morphisme de transport
ou simplement le transport, le long de f qui :

(a) préserve les poids, c.-a-d. : si s € F[U] et t = F[f](s) € F[V] alors w(s) =

w(t),



(b) effectue un transport fonctoriel, c.-a-d. : pour tout triplet (U, V, W) d’ensem-
bles finis et tout couple de bijections, f : U = Vet g : V 5 W, on a
Flglo F[f] = Flg e f],
(c) préserve les identités, c.-a-d. : pour tout ensemble fini U on a pour I'identité
1y : U = U que Flly] = 1pp).
Notons qu’une espece pondérée F = F,, peut étre vue comme une classe de

structures, munies de poids, qui est fermée sous les isomorphismes préservant les poids.

Exemples 1.1.3.

— Soit W un ensemble quelconque. Si Vs € W, w(s) = 1 alors (W, w) est sommable
si et seulement si W est un ensemble fini. Lorsque la valuation de chacun des
éléments d’un ensemble W est 1, [W|; = |W| correspond & la notion usuelle de
cardinal d’un ensemble.

- Si W ={1,2,3,---} = N* et w(i) = t; alors (W, w) est sommable et |W|, =
D iene ti-

— Soit Xy, I'espece des singletons de poids ¢;, 7 > 1. L’espece pondérée X;, + X;, +
X, + -+ est définie par

{(i,u) |1 e N ue U} si|U|=1
0 si|U|#1
ott w((i,u)) =t;. On a |(X¢, + Xy + Xy + - )[Ul|w = D_en- ti lorsque |U| = 1.

\V/UEB, (th +Xt2 +Xt3+)[U]:

— Si W est l'ensemble des arbres construits un ensemble fini U donné et w(s) =
trfl(s)t;m(s) -+ ou ni(s), i > 1, désigne le nombre de sommets de degré i dans

I’arbre s, alors

(Wl = Z Any,ng,-- t?lt? T

ny,mg, >0
nitng+---<oo

Ol @p, p,,... est le nombre d’arbres de W ayant n; sommets de degré ¢, i > 1.

En faisant varier ’ensemble U, on obtient ainsi I’espece Ar,, des arbres pondérés

selon la distribution des degrés des sommets. O

Pour plus de détails concernant les propriétés des ensembles pondérés sommables,

voir [39]. Notons que les opérations de base (de somme, de produit, de produit cartésien,
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de dérivation, de pointage, de substitution, etc.) dans le contexte des espeéces pondérées
sommables se font comme dans celui des especes pondérées et qu’on en trouve un exposé
complet dans Bergeron, Labelle et Leroux [5].

Deux especes A-pondérées F,, et GG, sont isomorphes et on note F,, ~ G,, s'i
existe un isomorphisme naturel v entre les foncteurs Fy, et G,. Plus précisément, un
isomorphisme naturel v est la donnée d’une famille de bijections vy : F[U] — G[U]
préservant les poids, c.-a-d. : v(yy(s)) = w(s), qui satisfait la condition de naturalité
suivante : pour toute bijection o : U = V entre ensembles finis, le diagramme suivant

comiute.

Flo] | Gl

Fivl % GV
Deux espeéces pondérées isomorphes possédent essentiellement les mémes propriétés
combinatoires. Nous considérons donc les isomorphismes d’especes comme des égalités

combinatoires et écrivons Fy, = G, plutdt que F,, ~ G,.

1.2 Les actions de groupes et les espéeces de structures

Considérons une espece pondérée F' = F,, quelconque. Pour tout ensemble fini U, le
groupe des permutations de U, noté &y, agit par transport de structures sur ’ensemble

F[U] des F-structures sur U :

&y x FlU] — F[U] (1)

(0,s) — 0.5 = Flo](s).
En général, la structure o.s est obtenue de la structure s en remplagant chaque élément
u de son ensemble sous-jacent U, par 1’élément correspondant o(u) (ce transport est
dit usuel). La préservation des poids et la fonctorialité du transport nous assurent que

(1.1) est bien une action de groupe sur un ensemble pondéré au sens de la théorie des

groupes.

Remarque 1.2.1. A toute espece pondérée F = F,, correspond une famille d’actions :

pour toute bijection 3 : U = V entre ensembles finis, les actions 71 : &y x F[U] — F[U]
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et 72 : 6y x F[V] — F[V] induites par le transport de structures sont équivalentes et

le diagramme suivant commute :

ey x FlU] %  F[U]

(¢, FB]) 4 1 Fl8]

ey x F[V] 2  F[V]
oil ¢ : 6y — Sy est Iisomorphisme défini par ¢(c) = BoB~ !, Vo € &y. Lorsque U
parcourt la classe des ensembles finis, la famille d’actions (1.1) peut étre représentée de

fagon canonique par la famille d’actions particulieres ('VFn)nzo

VE, G X F[n]] — F{[n]]
(0,s) — 0.5 = Flo](s),
ot [n] ={1,2,--- ,n} et &, := &,, n > 0. O

Associées a 'action (1.1) sont les notions usuelles de la théorie des groupes :

— d’orbite d'un élément s € F[U], O(s) := {0.s = Flo](s) | o € &y} et I'ensemble

des orbites de 'action O(F[U]) :=={0(s) | s € F|U|};

— de stabilisateur d’'un élément s € F[U], stab(s) = Hs := {0 € &y | 0.5 = s};

— d’ensemble d’éléments fixés par o € Sy, FixFo]| .= {s | 0.5 = s}.

Les types de F-structures sur un ensemble fini U correspondent aux orbites de
l'action (1.1) et deux structures si, s2 € F[U] sont de méme type (s1 ~p s2 ou §1 ~g,,
s9) si elles ont la méme orbite. Puisque le transport préserve les poids, toutes les
structures d’'un méme type ont le méme poids et on peut définir sans ambiguité le
poids d’un type comme le poids d'un de ses représentants, c.-a-d. : w(O(s)) = w(s).
L’ensemble O(F[U]) des types de F-structures sur U forme donc, lui aussi, un ensemble
pondéré et est souvent noté O(F[U]) = F[U]/Sy. Lorsque s parcourt un systeme de
représentants des orbites, nous conviendrons d’écrire seO(F[U]) et

Flul= | 0O
s€O(F[U])
Le stabilisateur d’'un élément o.s € F[U] est obtenu du stabilisateur de s par

conjugaison, Hys = ocHso ! = H?. La classe de conjugaison d’un sous-groupe H
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de &y est désignée par H = {ocHo ' = H° | 0 € &y} et H = K signifie que H et K
sont des sous-groupes conjugués dans Sy .
Notons simplement par H < &y le stabilisateur d’'une F-structure s fixée vivant sur

U. 1l est bien connu que 'application

O(s) — 6y/H (1.2)
o.s +— oH .

est une bijection entre l'orbite O(s) de s et l'ensemble &y /H des classes latérales
gauches de H dans &y ; d’ou I'égalité |O(s)| = |&y/H|. L’inventaire des types de F-
structures, par le lemme de Cauchy-Frobenius, surtout connu sous le nom de Burnside,
est donnée par

OFWD, = 3 [FixFloll, = - 3 3 w(s).

T 0EG, | 0ESy sEFU]
Définition 1.2.2. Une espece M # 0 est dite moléculaire lorsqu’elle est indécomposable
sous la somme d’espéces, c.-a-d. : M = P+ Q = P = 0ou @ = 0. Une espéce

moléculaire A # 1 est dite atomique lorsqu’elle est indécomposable sous le produit

d’espéces, c.-a-d. : A=P-Q=P=1o0u@=1.

Désignons par M (respectivement par A) I’ensemble de toutes les especes molécu-

laires (resp. atomiques), non pondérées et & isomorphisme naturel pres,

M {17X7X27E27X3aX'E27E37037"'}

A = {X7E27E37C37E47E2:7E2oEQv"'}?

et par M,, C M (respectivement par A, C A) l'ensemble des especes moléculaires
(resp. atomiques) concentrées sur le cardinal n, c.-a-d. : le sous-ensemble de M (resp.
de A) formé des especes dont les structures n’existent que sur des ensembles ayant n
éléments.

Dire qu’'une espeéce M est moléculaire signifie que M est concentrée sur un seul

cardinal et que, pour tout ensemble fini U, I'action (1.1) est transitive, c.-a-d. : I'action

Gy X M[U] — M[U]
(0,8)  — Mlo](s)



13

n’a qu'une seule orbite et M ne possede qu’un seul type de structures. Puisqu’il n’y a
qu’une seule orbite, toutes les structures d’une espéce moléculaire sont de méme poids.
Nous désignons donc par M, une espéce moléculaire dont les structures sont de poids
a € A.

La décomposition moléculaire d’une espece pondérée F = F,, correspond a la
décomposition de I’action (1.1) en une réunion disjointe d’actions transitives (toujours
a isomorphisme d’actions pres). De plus, toute espece pondérée F' = F, [54, 55] possede
une décomposition moléculaire et une décomposition atomique uniques, & isomorphisme
et & 'ordre des facteurs pres,

o 5 pustem 5 ([ )
haen a

MeM AeA
achA

ot far,,na(M) € Net Y, ,na(M) < oo. Cette derniere est la décomposition la plus
raffinée que 'on puisse associer & une espece F relativement aux opérations de somme
et de produit. Le demi-anneau Esp formé des especes sous les opérations de somme et
de produit est isomorphe a N[[A]] et les monodmes de N|[[A]] correspondent aux especes
moléculaires. Pour tout ensemble fini U de cardinal n, Fy,[U] est sommable et son poids

total est
FUllw=Y_ fu, a|M[U]|.

MeMn
a€h

Remarque 1.2.3. Lorsque l'espeéce F' considérée est moléculaire et s € F[U] est
fixée, I'application (1.2) est une bijection entre l’ensemble des F-structures sur U et
I'ensemble des classes latérales gauches de H = stab(s) dans &y. Toute F-structure sur
U s’identifie donc & 7H ou 7 € &y et H = stab(s); ceci quelle que soit la structure

s € F[U] donnée a priori. O

Remarque 1.2.4. Il existe une bijection [33, 34] entre ’ensemble M,, des especes molé-
culaires concentrées sur le cardinal n et l'ensemble cc(S,,) des classes de conjugaison
de sous-groupes de &,. Celle-ci permet d’écrire toute espéce moléculaire M € M,
comme le quotient X" /H ou H est un représentant de la classe de conjugaison dans

Sy, du stabilisateur d’'une M-structure sur [n]. Plus précisément, 'espece X™/H est
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définie, pour tout ensemble fini U de cardinal n, comme (X"/H) [U] = X"[U]/H avec
le transport de structures usuel. Une X" /H-structure sur U est simplement une orbite

de l'action de H sur 'ensemble X"[U],

H x X"[U] — X"U]
(0, (ur,ug, -+ yup)) (u0*1(1)7u0*1(2)7'” 7u0*1(n))
qui permute les éléments des ordres totaux. ]

Exemples 1.2.5. Tout sous-groupe de &, agit de facon naturelle sur ’ensemble
X"[[n]] en permutant les facteurs. On peut donc représenter les especes moléculaires
concentrées sur le cardinal n des ensembles E,, des ensembles orientés EF, des

mn

polygones P,, des cycles orientés C),, et des ordres linéaires L, par les quotients

suivants :
especes groupes quotients
FE,, : ensembles S, : symétrique | X"/&,
E,jf : ensembles orientés | 2, : alterné X"/,
P, : polygones D, : diédral X" /D,
C,, : cycles orientés Dy, = cyclique X",
L,, : ordres linéaires {id,} : trivial X"

ou le groupe indiqué est conjugué au stabilisateur d’une structure sur [n] de 'espece

moléculaire considérée. O

Selon le contexte, nous utiliserons 'une ou l'autre des expressions

Fw:z Z I, Ma:z Z JH, (Xn/H)a

n>0 MeMy n>0 Hece(en)
ac€A achA

pour désigner la décomposition moléculaire d’une espece A-pondérée F,,. Conformé-
ment aux notations introduites plus haut, H€cc(&,,) signifie que H parcourt un systeme

de représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de &,,.
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1.3 Les sous-espéces et les espéces associées

Définition 1.3.1. Soient F = F,, et G = G, deux espéces pondérées. On dit que G est
une sous-espéce de F si YU € B, G[U] C F[U], la pondération sur G[U] est induite de

celle de F[U] et linjection canonique iy : G[U] < F[U] est naturelle.

La définition 1.3.1 permet de construire de nouvelles especes en recueillant les F-
structures ayant des propriétés particulieres. Les morphismes de transport sont définis
par restriction et le poids d’une structure de la sous-espéce G est simplement son poids

comme F-structure. L’action de &y sur G[U] est alors une sous-action de &y sur F[U].

N

Remarque 1.3.2. Lorsqu’on s’intéresse aux especes a isomorphisme pres, on peut
définir [23] une sous-espece G de F en précisant seulement que pour tout U € B, il existe
une injection naturelle jiy : G[U] < F[U]. L’ensemble G[U] ne sera pas nécessairement
un sous-ensemble de F'[U] mais G sera plutdt isomorphe & une sous-espece de F'. Ceci se
traduit sur les décompositions moléculaires F' = Z%Ex v, Mg et G = Z]\ig[j{l gm, M,
par le fait que gp, < far,, VM € M et a € A. O

Soient F' = F,, une espece pondérée et n € N. Dans l'optique de la définition

1.3.1, nous pouvons toujours extraire de F' une sous-espéce F,, C F' en recueillant les

F-structures dont I’ensemble sous-jacent est de cardinal n.

Définition 1.3.3. Soit F' = F,, une espéce pondérée. La sous-espéce F, de F est

définie par

F[U] si|Ul=n
YU € B, F,[U]=
0 sinon.
Si F, = F, F est dite concentrée sur le cardinal n, ou encore, on dit qu’elle vit sur le

cardinal n.

Puisque toute F-structure est une F,-structure pour un unique n € N, I possede

la décomposition canonique

F:F0+F1+F2+F3+...:ZF,L. (1.3)
n>0
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L’ensemble des symétries d'une F-structure s donnée est codé par son groupe
d’automorphismes. Gilbert Labelle introduit dans [25], la notion de partie plate d’une
espece qui sert lors de I'énumération des structures n’ayant aucune symétrie non

triviale.

Définition 1.3.4. Soit U un ensemble fini. Une F-structure s sur U est dite asymé-
trique lorsque son stabilisateur (c.-a-d. : son groupe d’automorphismes) sous l'action

(1.1) est trivial, c’est-a-dire, stab(s) = {0 € 6y| o.s = s} = {idy}.

Définition 1.3.5. La partie plate d’une espéce pondérée F = F,, est la sous-espeéce
F C F donnée par, YU € B, F[U] = {s € F[U]| s asymétrique}. Une espéce est dite

plate lorsqu’elle coincide avec sa partie plate, c.-a-d. : lorsque F = F.

Parallélement & (1.3), la décomposition canonique de F est donnée par
F=Fo+F1+Fy+Fs+---=Y Fy
n>0
Exemples 1.3.6. L’espece L des ordres linéaires est plate. Par contre, les especes F,
E*, P et C ne le sont pas. En effet, pour tout n > 0, I'espéce L,, est isomorphe & I'espece
X" et X? = X" = X" n > 0, car tout ordre linéaire sur n points est asymétrique.
Puisque X" pour n > 0 sont les seules espéces moléculaires plates, l'espece F est
obtenue de l'espece F en prenant les termes de sa décomposition moléculaire qui sont

de la forme £X™ ot k,n € N. On a donc

E =3 nz0En =200 X"/6n, E=1+X,

E* =3 0By =50 X" /%,  Ef=1+X,
P=3%s1P0=25 X"/, P=X,
C:anlanZ@lX”/Zn, C=X,

L= = Tz X L0 Lo = Sog b~ L

La décomposition canonique et la décomposition moléculaire de chacune des especes F,
E*, P, C et L sont identiques. Ceci n’est pas toujours le cas. L’espece des arborescences
A (voir [25]) a la décomposition canonique A = Ag+ Ay + Ay + Az + Ay + -+ ou, par
exemple, Ay = 2X* + X?Fy 4+ X Es. O
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Dans [18], Joyal présente ’espece F dite associée & I’espece F' qui sert lors de

I’énumération des types de F-structures.

Définition 1.3.7. Soit F,, une espéce pondérée. On définit l’espéce pondérée F\;,
dite associée & Fy, par YU € B, Fu[U] = {(s,0) | s € Fu[U],0 € &y,0.s = s},
Y(s,0) € Fu[U,w((s,0)) = w(s) et VB : U SV, F,[B](s,0) = (8.5, o).

Dans le méme ordre d’idée, nous allons d’abord définir, pour tout sous-groupe K
de &,, une espece Z?';K, dite K-associée a F,,, en ne considérant que les structures
dont le stabilisateur est conjugué, & isomorphisme pres, & K. Par la suite, nous allons
étendre cette définition & tout ensemble ® de groupes non conjugués deux & deux. Pour

I’instant, nous avons besoin des notations suivantes.
Notations 1.3.8. Pour K < &, et 3: [n] = U une bijection arbitraire, on pose
KP=pBKp ' ={Bof | 0oceK}<6&yp.

Pour H < &y, on écrit H ~ K lorsque H est conjugué dans Sy o KB, pour une

bijection B : [n] = U.

~K
Définition 1.3.9. Soient K < &,, et Fy, une espéece pondérée. On définit l'espéce F,

dite K-associée a Fy,, par

WU € B. ELK[U] _ {(s,0) | s € Fy[U],0 € stab(s) = K} si|U|l=n
0 Sinon.

~K
Le transport est défini par restriction et le poids de toute F,, -structure (s,o) est son

poids w(s) comme Fy,-structure.

Remarque 1.3.10. Considérons deux bijections arbitraires
Br:n] 5 Uet fo:[n] = U
et la permutation § de U formée par § = 6261_1. On a, V /81061_1 e K,
§P1oB 6 = (BB ) Bro B (BB ) T = Bao By

Ainsi, KA =g, K2 et ﬁK[U] ne dépend pas du choix de la bijection S. O
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Remarque 1.3.11. Dans le cas oit U = [n], on a, pour toute espece pondérée F,, et
tout K < G,
~K
Fy [[n]] ={(s,0) | s € F[[n]],o € stab(s) = K}.
~K
Le stabilisateur des Fy-structures considérées dans l’ensemble F,, [[n]] est donc

conjugué au sous-groupe K. O

Remarque 1.3.12. Soit F' = F, = Y, ~¢ > #Hece(sn) fH, (X"/H), la décomposition
- a€cA
moléculaire d’une espece pondérée. Pour un groupe K < &, fixé,

~K

Fo =Y Y fu (X"/H)E =) fr, (XE/K)Y.
n>0 H§CC(A$’TL) acA
ac

Plus particulierement, pour M = X"/H, H < &,, une espece moléculaire et pour

K < &, un groupe fixé, on a :

K M siH=K
0  sinon.

|

Proposition 1.3.13. Soit H < &,,. La décomposition moléculaire de I’espéce associée
(X™/H)™ est donnée par
(X"/H)" = X"/Culh]
h€conj(H)
ot conj(H) désigne 'ensemble des classes de conjugaison d’éléments de H et C[h], le

commutateur de h dans H.

Démonstration. Nous devons partager 'action

Sy x (X"/H)™[[n]] — (X"/H)™[[n]]
(8, (TH, 7)) — B.(rH,0) = (BTH, B0}
en orbites disjointes. Examinons d’abord l'action 8.(tH,o) d’un élément § € &,, sur
une (X"/H)~-structure (TH,o) ot 7 € 6, et o € stab(tH) = TH7 1. Toute structure

1

(TH,o) est transportable, par f = 77, sur un élément de la forme (H,h) ot h € H.

En effet, on a T_l.(TH,O') = (T_ITH,T_IO'T) ou 7 lor € T_I(THT_I)T =H.
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Il faut maintenant déterminer sous quelles conditions deux éléments (H,h) et

(H,h'), h,h' € H, sont dans une méme orbite. On a
(H,h) ~(X™/H)™~ (H, h/)

si et seulement s'il existe 7 € &,, tel que TH = H et Tht—! = h/. Ceci signifie que h est
conjugué a h’' dans H. L’orbite d’un élément (H,h) est donc {(H,h’') | ' =y h} et on
peut paramétrer les orbites par un systeme de représentants des classes de conjugaison
d’éléments de H que nous désignons par heconj(H).

Pour un représentant h€conj(H), cherchons le stabilisateur de la structure (H,h).
On a 7 € stab((H,h)) < 7.(H,h) = (tH,7h7™ ') = (H,h) & TH=H et Thr ' =h &
Te€Hetth=hr < 17eCylh)={l|h =hhN € H}. [

Définition 1.3.14. Soient F' = F,, une espéce pondérée et & C {Kecc(S,,) | n > 0},
~®

un ensemble de groupes non conjugués deux & deux. On définit l’espece F,, , ®-associée

a Fy, par

WeB, F, U= R [V
Ked

~®
Le transport est défini par restriction et le poids d’une F,, -structure est son poids

comme Fy,-structure.

Il est bien connu [5, 12, 18] que, pour deux espéces pondérées Fy, et G, (Fiy+Gy)~ =
EU —I—(Tv et que (Fy-Gy)~ = 1/72, é’vv mais que (F,0Gy)~ # I/TZ, oévv. De méme [25, 26],
(Fp +Gy) =F, +Gy et Fy -G, = F, -G, mais, F, 0 G, # Fy, 0G,. Quen est-il pour

~ &
les especes Fy, 7

Proposition 1.3.15. Pour toutes espéces pondérées F = F,, et G = G,
N ~¢ ~
(Fy+G,)"*=F, +G, .

Démonstration. 11 suffit de se rappeler que les structures d’une somme d’espeéces sont
obtenues par la réunion disjointe des structures de chacune des espéces de la somme et

le résultat suit. [ |
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Remarque 1.3.16. Soit F' = F,, une espece pondérée. Lorsque K est le sous-groupe

trivial de &, c.-a-d. : K = {id,}, l'espece F,, = w{l } s’identifie canoniquement &

la partie plate de F,,. En effet, YU € B tel que |U| = n,

EU"NU) = {(s,0) | s € Fu[U], 0 € stab(s) ~ {idn)}}
= {(s,idy) | s € F,[U]} ~ {s | s € F,[U]}.

Ainsi, si ® = {{id,} | n > 0} alors

~ —~{id, —
=SB - F =T
n>0 n>0
De plus, si ® = {Kecc(6,) | n > 0} alors F® = F. O

En général, (F, - GU)N‘I) # f‘;é . CTUCD. Ceci nous amene & nous interroger sur les
conditions & imposer & ® afin que, quelles que soient les especes F, et G, on ait
(Fu-G)*=F," -G,

Remarque 1.3.17. Rappelons que le produit de deux especes moléculaires est aussi
moléculaire [54, 55]. Pour deux groupes H; < &, et Hy < G,

xXnoxm xntm

H, Hy, H+H

ol le produit externe H; x Hs est le sous-groupe de &4, isomorphe au produit direct

H, x Hy, défini par
Hix Hy = {hl*hg | hi € Hi,hy € HQ},

ol les éléments hi x ho de Hy x Hy sont définis par

, ha (3) sil<i<n
(h1x he)(i) =
n+hao(i—n) sin+1<i<n+m.

Plus généralement, pour Hy < &y, et Hy < &y, tels que Uy NUz = ), le groupe Hq* Ho

est le sous-groupe de Sy, w,, isomorphe a Hy x Hg, défini par

Hl*HQZ{hl*hg ‘ hi € Hy, ho EHQ},
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ou les éléments hi x ho de Hy x Hy sont définis par

hi(u) siuelU
hg(u) siu € Us.

(h1 * hg)(u) =
O

Critere de réductibilité de Yeh [54] Soit M = X"/H, H < &,, n > 2, une espece

moléculaire. S'il existe un ensemble U C [n], 0 # U # [n], tel que les conditions
~oceH=YueU,ou eUetVue[n]—-U,ou)en]-U
— o€ H= o|yxidp)—y € H.

sont satisfaites, alors M est réductible sous le produit, c.-a-d. : M n’est pas atomique.
Afin de simplifier la description des propriétés de ’espece ®-associée, F:Uq), introdui-

sons la terminologie suivante.

Définition 1.3.18. Soit ® C {Kece(S,)|n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux & deuz. Le saturé de ® sous la conjugaison, noté D, est défini par
WD
Ked

ot K désigne la classe de conjugaison du sous-groupe K dans le groupe symétrique.
De plus, on dit que P est fortement stable sous le produit externe de groupes, %, si

{ido} € ® et si
VK1,VKy: KixKy€d <= K, €® et Ky € .

Proposition 1.3.19. Soit ® C {Kecce(&,)|n > 0}, un ensemble de groupes nmon

conjugués deuzr a deuz. Pour toutes espéces pondérées F' = F,, et G = G,,
(F-G)*=F®.G°
si et seulement si ® est fortement stable sous le produit externe de groupes.

Démonstration. 11 suffit de se restreindre aux cas oun F = X"/Hy, H < G,, et
G = X"™/Hy, Hy < G,,,, sont des espeéces moléculaires non pondérées ; le résultat suivra

par linéarité.
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Désignons par x(P) la valeur de vérité d'un énoncé P. A la suite des remarques

1.3.12 et 1.3.17, on a :
xXn Xxm ~P Xn+m ~®
(1{1 . fIQ) - <H1 * HQ)

R Xn+m ~

A X"\~ XM\~
= y(HixHyed) (=) - (==
X(Hyx Hy € )<Hl) <H2>

et

() () - wmeonamen () (5

On a donc I’égalité pour tout Hy < &, et pour tout Hy < &,y
X’rz Xm ~® Xn ~® Xm ~®

X(H1 *x Hy € (i)) = X(Hl € (i))X(HQ S (i))

si et seulement si

et le résultat suit. [ ]
Les classes de conjugaison de sous-groupes de &, s’identifient naturellement aux

espéces moléculaires concentrées sur le cardinal n.

Définition 1.3.20. Soit ® C {Kece(Sy,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuz & deux. On définit ’ensemble mol(®) par
mol(®) = |H {M = X"/H | H € ®Nsg(6n)} C M
n>0

ot s9(S,,) désigne l'ensemble des sous-groupes de S,,.

Proposition 1.3.21. Soit ® C {Kcce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deur & deuz. L’ensemble mol(®) est un monoide commutatif libre, sous le
produit d’espéces, engendré par un ensemble d’espéces atomiques si et seulement si P

est fortement stable sous le produit externe de groupes.
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Démonstration. Clairement, VH; < &,, et VHy < &,
X(Hy * Hy € ®) = x(H; € ®)x(H; € )

si et seulement si

Xn+m
——— e mol(®) <= X"/H; € mol(®) et X™/Hy € mol(®P). (1.4)
H1 * H2

Supposons que mol(®) soit engendré par un ensemble Aj, Ag, As,--- d’especes ato-

miques alors (1.4) est satisfaite puisque les éléments de mol(®) sont de la forme
ATVASPASE -+ o € Nji > 1. Ainsi X" /Hy x Hy = AT AS?AS -+ € mol(®P) si
et seulement si 33; € N et 3y; € N tels que 5; +v; = a;; et X"/H; = Af1A§2A§3 e €
mol(®) et X™/Hy = AT AP AP --- € mol(D).

Inversement, si (1.4) est satisfaite alors mol(®) est certainement un monoide
commutatif sous 'opération, -, produit d’especes. Soit ANmol(®), 'ensemble des especes
atomiques de mol(®). I1 est facile de voir, par I'absurde, que mol(®) doit étre librement

engendré par A N mol(®P). |

Exemples 1.3.22. La proposition 1.3.21 permet de construire des ensembles de
groupes fortement stables sous le produit externe en utilisant des especes atomiques.
1. Si AN mol(®) = {X} alors mol(®) = {1, X, X2 X3 ... }. Ainsi, ® correspond 2
I’ensemble des sous-groupes triviaux et pour toutes especes pondérées Fy, et Gy,
Fy-Gy=Fy- G
2. Si AN mol(®) = A alors mol(®) = M et & correspond & I'ensemble de tous les
groupes. Pour toutes especes pondérées Fy, et Gy, (Fy - Gy)~ = I?; . CTU
3. Si ANmol(®) = {C; | ¢ > 1} alors mol(®) = {C}"CF*C5*--- | a; € N}. Ainsi
o correspond & tous les produits externes de groupes cycliques et, pour toutes

N " o =@ 0
especes pondérées Fy, et Gy, (Fy - Gy)~® =F, -G, . O

Remarque 1.3.23. Une composition v de lentier n, n > 0, est une suite v =

ni,no,---) de nombres naturels n; € N tels que > .., n; = n. Une v-décomposition de
i>1

I'ensemble [n] est une suite (U, Us, - - - ) de sous-ensembles disjoints de [n] telle que

’Uz‘ =n;,1 € N* et [n]] = H‘J Us;.

i>1
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Le produit externe des groupes symétriques, appellé sous-groupe de Young,
6U17U27... = 6U1 *GUl koo i= {71' €6, ‘ Vi : W(Uz) = UZ}

est isomorphe au produit direct &,, x &y, X -+ out &g := {idp}. On peut toujours

associer a une composition v de n, la décomposition canonique obtenue en posant

i—1 %
Uitz an—l-l,-",an ,iZl.
j=1 i=1

Le sous-groupe &y, vy, = S|, [n14+n2][n1],- ainsi obtenu permute les ny premiers
éléments de [n] entre eux, les ny suivants entre eux et ainsi de suite. Il s’identifie donc

canoniquement au groupe
Sning,e 1= Gny * Gy k0 = Gy X Gy K-
ol les éléments de &, ] * Sp,p * - -+ sont définis par

h(7) sil<i<mng

ni + ha(? — ng sini+1<i1<n;+ns
(hl*hg*hg*'--)(i) = ( )
ni+mng+h3(i —n1 —ng) sing+na+1<i<ng+ny+ng

I’analogue de ce qui est fait & la remarque 1.3.17 pour le produit externe de deux
groupes.

Notons que tous les sous-groupes de Young &, n,.. < &, provenant d’une
composition (ni,ng,---) de n dont le partage sous-jacent est A sont conjugués dans

Gy O

Exemple 1.3.24. Parallelement aux exemples 1.3.22; si AN mol(®) = {E; | i > 1}
alors mol(®) = {EMES? - -+ | a; € N}. Ainsi, & correspond aux sous-groupes de Young

~d ~d
et, pour toutes especes pondérées Fy, et Gy, (Fy -G,)~* =F, -G, . O

1.4 Les séries génératrices

A toute espece pondérée F,, = F,(X) = F(X) a une sorte de point X, on associe

généralement [5] les trois séries Fy(z), ﬁ;(x) et F,(z) suivantes.
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Définition 1.4.1. La série génératrice (exponentielle), la série génératrice des types et

la série génératrice des types d’asymétrie d’une espéce pondérée F,, sont les séries, en

une indéterminée x, définies respectivement par

:L,TL
Fw(x) = an,w F ol fn,w = Z w(s)
n>0 ' s€EF([n]]
Fu@) =Y fowa™ 00 fow= . w(s)
n>0 s€O(F[[n]])
Fa@) = Towa" ot Fow= 3 wls),
n>0 s€O(F[[n]))

stab(s)={idn}
ot S€EO(F|[n]]) signifie que s parcourt un systéme de représentants des types de F,,-

structures.

La série génératrice F,(x) est de type exponentiel, c.-a-d. : elle contient des
factorielles en dénominateur, tandis que F,(z) et Fy(z) sont des séries génératrices
ordinaires. En général, ﬁ’\;(x) et Fy,(r) sont plus difficiles & calculer que F,(x). Joyal
[18] (Décoste [12] dans le cas pondéré) montre que F () est égale A la série génératrice

exponentielle de I'espece associée Fy,. Ceci fournit une interprétation alternative pour

les coefficients f, ,,. Nous généralisons ce phénomene comme suit.

Définition 1.4.2. Soient K < &, et Fy, une espéce pondérée. La série génératrice
ordinaire des types de K-symétries de l’espéce F,, est le mondme, en une indéterminée
x, défini par

~K
Fw (.T) :fn,w x"

— — K
ot fpw = Z w(s).
s€O(F[[n]])
stab(s)=K

— K ~K
Proposition 1.4.3. Le coefficient f,. du monome F,, (x) est donné par

—— 1
fow' = — 1B [l

Démonstration. La démonstration est basée sur le fait que, pour s € F[[n]] et stab(s) =
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K < &,,|0(s)| =n!/|K| d’ou

__ w(s K
f = X w)= ¥ |08|: 2 w()|n!|

s€O(F[[n]]) seF([n]] seF[[n]]
stab(s)=K stab(s)=K stab(s)=K
1 1
= o 2 Elwe =53 ) w
seF([n])] seF([n]] oestab(s)
stab(s)=K stab(s)=K
1

= Y wls) = FN

(s,0)€FK [[n]]
|
La proposition 1.4.3 nous assure que la définition 1.4.2 est cohérente avec celle de la

série génératrice exponentielle de 'espece FX.

Définition 1.4.4. Soit & C {Ke€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux o deux. La série génératrice ordinaire des types de ®-symétries d’une
espéce pondérée F' = F,,, en une indéterminée x, est définie par
— n N
:an,w x ou fnw anw
n>0 Ked
Proposition 1.4.5. Soient ® C {Ke€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuz & deux, et Iy, une espéce pondérée. On a :
i
=Y IF[n]llw =
n>0
Démonstration. De la proposition 1.4.3, on a :
~ —~—K ~K "
BS@) = Y fow” =33 fan’ 2" =30 Y0 IF¥ ([l T
n>0 n>0 Ked n>0 Ked
L’ensemble F®[[n]] est formé par la réunion disjointe des structures de FX[[n]] pour

K € ®, ainsi
= =K
IE®([n]]fw = D 1FX[[n]]]w
Ked
et le résultat suit. [
La série génératrice ordinaire des types de ®-symétries d’'une espece pondérée F' =
F,, est donc obtenue par le calcul de la série génératrice exponentielle de ’espece ®-

~&
associée F,
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Proposition 1.4.6. Soient F,, une espéce pondérée, Z = {Kéccc(Sy) | n > 0} et
— 7 —~ ~7T _
I'={{idn} <G, | n>0}. Ona Fy, (x)=Fy(x) et [y () = Fy(x).

2 . ) =57 — 7 n N
Démonstration. D’une part, Fiy (2) =)_,5¢ fow 2" ol

—~Z
fn,w =
KeZz

>

s€O(F[[n]])
stab(s)<&n

—~T —T
D’autre part, Fy, () =)0 fow 2" Ol

KeTl

Corollaire 1.4.7. On a :

Fu@) =Y faw o = Y |Fllolll

et

w(s) =

Sk = Y hwo= Y Y wl)

Kece(6n)

D

Kece(&y) s€O(FIInI)

stab(s)=K
w(s) = frw-

s€O(F([n]])

n>0

w(s) = frow-

s€O(F([n]])
stab(s)={idn}

n>0

Fo@) = Fow " = 3 [Fllnllle -

n>0

n>0

A

Ainsi, lorsqu’il n’y a pas de restriction sur le stabilisateur des représentants

de structures dénombrées, on obtient naturellement la série ordinaire des types de

structures. De plus, en ne considérant que les structures dont le stabilisateur est le

sous-groupe trivial, on obtient la série ordinaire des types d’asymétrie.

Lemme 1.4.8. Soit M, = (X"/H),, H < &,, une espéce moléculaire concentrée sur

le cardinal n dont chaque structure est de poids a € A. On a My(z) = a z"/|H| et,

pour & C {Kece(&,,) | n > 0}, un ensemble de groupes non conjugués deuzr a deuz,

]\/Zaq)(x) — x(H € ®) a 2",
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Démonstration. Puisque M est moléculaire, il n’y a qu’un seul type de M-structures
sur [n]. De plus, chaque structure et chaque type de structures sont de poids a € A.
Le nombre de M-structures sur [n] est égal au nombre de classes latérales gauches de
H dans 6, c.-a-d. : |[M[[n]]| = n!/|H|. Ainsi,
n! nl " x™
fo= Seﬂ%ﬂﬂ]a =a |M[[n]]| = a T et My(z)=a TH] ol =a T
Toutes les M-structures sur [n] ont un stabilisateur conjugué & H dans &,,, ainsi,
A —~ P A

}::I): Z a=ax(He®) et M, (z)=x(H € P)az"

s€O(M[[n]])
stab(s)e®

|

Pour toutes especes pondérées F' = Fy, et G = Gy, (F 4+ G)(z) = F(z) + G(x) et

(F-G)(x) = F(x)-G(z). En particulier, pour ¢ un ensemble de groupes non conjugués

deux & deux, (F + G)~®(z) = (F® + G®)(z) = F®(z) + G®(z) et (F*-G®)(x) =
F®(z)-G®(z). On a cependant (F - G)~®(x) # F®(x) - G®(x), en général.

Proposition 1.4.9. Soit ® un ensemble de groupes non conjugués deuz o deux. Pour

toutes espéces pondérées F = Fy et G = Gy, (F-G)™%(z) = F®(z) - G®(x) si et

seulement si & est fortement stable sous le produit externe de groupes.

Démonstration. La condition sur ® est clairement suffisante par la proposition 1.3.19.
Soit M = X"/Hy, H < &,, et N =X"/Hy, Hy < &,,, deux espeéces moléculaires, du

lemme 1.4.8, on a :

1% () — a" si Hy € ®
0 sinon
d’ou
(M-N)Nq)(ac): "™ s Hy« Hy € ®
0 sinon
et
Mi’(x)]v@(x) _ 2" si Hy e et Hyed

0 sinon.

Ce qui entraine la nécessité de la condition sur ® et, par linéarité, le résultat suit. Wl
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Exemple 1.4.10. On considere S 'espece des permutations et D celle des déran-
gements, c.-a-d. : 'espeéce des permutations sans point fixe. Celles-ci sont reliées par

I’égalité combinatoire S = E - D ol E désigne 'espéce des ensembles. On a les égalités

S=EoC=]][> EnC)

i>1 \n>0

Lorsque d est un ensemble de groupes tel que la transformation F' > F® préserve

I'opération de produit, nous pouvons écrire

5%() = [1 | ZEa(C) (@)

i>1 \n>0
Rappelons que Eyg =1, E1(C;) = Cy, i > 1, et By = Cy. Ainsi, voir les exemples 1.3.22,
st mol(®) = {CT*C5? -+ | oy € N} alors
~ ~®
E*(z) = ZE" () =14z + 2>
n>0
De plus, puisque pour n > 3, (E,(C;))~®(x) = 0 et pour i > 2, (FE2(C;))~®(z) =0,
~ —® .
$%(@) =TT (14 G" (@) + (Ba(C) ™ (@)) = (1 + @ + 2 [[(1 + ).
i>1 i>2

On en conclut

D?®(x) = 57 (@) =[]+

E®(z) s

Si mol(®) = {E'E3? - -+ | a; € N}, voir exemple 1.3.24 , alors

E(x) = goﬁf’(x) I —.
Puisque, pour n > 1 et i > 3, (E,(C;))~®(z) =0, on a
=B | [T e) = — (1+?)
et _ _~
D%(z) = ;Z((”;)) =1+22
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1.5 La série indicatrice des ®-symétries

La notion de série indicatrice d’asymétrie I'p(z1, 22, - - ) d’une espece de structures
F & été introduite dans [25] comme outil de dénombrement des F-structures asymé-
triques. La série I'p(x1, 22, -+ ) posséde des propriétés analogues a celles de la série
indicatrice des cycles Zp(z1, 22, ). Une définition uniforme pour ces deux séries est
présentée dans [26].

On introduit d’abord l’espece pondérée X; = Xy, + Xy, +- - dont les structures sont
des singletons de sorte X et de poids ¢;, ¢ > 1. On considere ensuite ’espece auxiliaire
Fyi = Fu(Xt) = Fyp(Xy, + X4, + -+ ) olt une F, s-structure est une F,-structure dont
chaque élément de l’ensemble sous-jacent est muni d’'un poids choisi arbitrairement
dans l'ensemble {t; | i > 1} ; en fait, Fiy = Fiy x E(X}) = Fyy x E(Xy, + Xy, +--+) ot
E désigne 'espece des ensembles et x, le produit cartésien d’especes (superposition).
Le poids d'une Fy, -structure est le poids de la F-structure multiplié par le produit des
poids des éléments de ’ensemble sous-jacent.

Ceci permet de définir simultanément les séries indicatrices des cycles Zp (]26], voir
aussi [12] p. 29) et d’asymétrie I'r d’une espeéce quelconque F' comme les expressions
des fonctions symétriques en variables t;, ¢ > 1, de F/;;(:Eﬂx;:l et de Fy t(x)|z:—1 dans
la base algébrique des sommes de puissances z; := p;(t1,t2, ) =t} +th+---, i > 1.

Plus précisément, les types de Fy, ¢-structures sur un ensemble fini U sont les orbites

de Paction
GLIX,F@JKH — F@¢Kﬂ

(1.5)
(0,s) — 0.5 = Fyt[o](s)

du groupe des permutations de U, &y, sur 'ensemble F,;[U] des F, ;-structures sur

U, voir la section 1.2. Les types d’asymétrie sont les orbites de l'action (1.5) dont les

éléments sont asymétriques. Les séries génératrices des types et des types d’asymétrie

des F,, ;-structures prennent alors les formes

F/’;v:f(l‘) = Zm(h,tz,“-) " et Fyi(z) = Zm(h,t%...) "

n>0 n>0

ol les coefficients m(tl,tg, --) et fow(ti,ta,---) sont des fonctions symétriques en
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variables t;, i > 1, de degré n, n € N. Posant x = 1, les séries indicatrices des cycles

Zp,(x1,x9,- ) et d’asymétrie I'p, (z1, z2,- - ) sont caractérisées par

Zry (1,00, Mo, it =Fui(1)= > w(s) gre)gna(s) (1.6)
) sE€Fut

FFw(mlal"z,--')|xi1:2k21t}€ = Fuu(1) = Z w(s) t?l(s)tgz(S),.. (1.7)
s€Fu,1

ol SEF/‘;; et s€Fy, signifient que s parcourt respectivement un systéme de représen-
tants des types et des types d’asymétrie de F,, ;-structures et, n;(s), désigne le nombre

d’occurrences du poids t; dans le représentant s, pour tout 7 > 1.

Exemples 1.5.1. Soit zp = ZiZI t?, k > 1. Considérons E l'espece des ensembles
(ici chaque ensemble est de poids 1). Deux Ej-structures s; et s sont de méme type
lorsqu’elles vivent sur des ensembles de méme cardinal et qu’elles ont le méme nombre
d’occurrences du poids t; pour chaque ¢ > 1. Les types de F;-structures se classent donc

selon le cardinal de ’ensemble sous-jacent et ensuite par la distribution des poids. Par

conséquent,
ZE(«Tl,J?Q, ne ) = Z t?l(S)t;L?(S) = Z Z tnl Tty
SEE n>0 SE(Et)
- T 3 wpesTl
n>0ni+ng+---=n i>1
t th
- Tew{X 5 —en{y 3"
i>1 a1 i>1n>1 "
= oo LS =ew
n <" n
n>1 i>1 n>1
SIS
n>0 ! 0EG,
ou (01,09, -+ ,0y) désigne le type cyclique de la permutation o € &,,.

Toute E-structure sur un ensemble de cardinal supérieur ou égal & 2 posséde au

moins un automorphisme non trivial. Une E;-structure ayant plus d’une occurrence du
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poids t;, quel que soit ¢ > 1, n’est pas asymétrique et

FE(.%'l,.Z'Q,”-) = Zt s)t

SgEt
= S =T+t
0<n1,n2, <1 i>1
—1)" 1 —1)" ey
= Moo S5 pmen DX S0
i>1 n>1 n i1 n>1 "

n>1 i>1

= g g sgn(o) z{'xg? - - xpr

n>0 n! 0EG,

(_1)77,—1 n n—1Tn
= e anti}exp >yt

ou sgn(o) = (—1)”_2‘” = (—1)2"2". O

Comme la série des types d’asymétrie fait appel aux structures dont le stabilisateur
est trivial et que la série des types n’impose aucune restriction au stabilisateur d’une
structure, il est naturel de chercher & définir une série indicatrice pour tout ensemble

de groupes d’automorphismes donné.

Définition 1.5.2. Soient ® C {Ke&ce(G,)|ln > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux & deux et F,, une espéce pondérée. La série indicatrice des ®-symétries,
ou ®-série indicatrice (ou simplement ®-série), de l’espéce F,, est caractérisée par les

équations

- ni(s), na(s
Pp, (T1,22,++) = Fyp (2)|z=1 = Z w(s) )t 2(5) .

—
Sng,t

ot ni(s), i > 1, désigne le nombre d’occurrences du poids t; dans s et S€EFy
signifie que s parcourt un systeme de représentants des types de F,, ;-structure dont

\

le stabilisateur est conjugué & un groupe de ®. La série ®p, est l’expression de la
—
fonction symétrique Fy; (x)|q.=1 en variables t; dans la base algébrique des sommes de

puissances, x; .= p;(t1,ta, ts, -+ ) =t' +th+t5+---, i > 1.
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La définition 1.5.2 est inspirée des expressions pour les séries indicatrices (1.6) et

(1.7) en terme de F,; ol les restrictions sont imposées selon le contexte, c’est-a-dire :

N D DI OL S A

— 7z
s€EFw,t

et

Lr, (1,22, )‘x¢::Zkz1 t Z w(s) t?l(s)tgm(S) e

ng;ftr
ou Z = {Ke€ce(&,) | n > 0} et T' = {{id,} | n > 0}. La série indicatrice des Z-
symétries de 'espece F,, correspond & sa série indicatrice des cycles [18] et la série
indicatrice des I'-symétries correspond & sa série indicatrice d’asymétrie [25, 26].
I est bien connu [5] que les trois séries génératrices Fy(z), Fy(x) et Fy(z) s'ob-
tiennent des séries indicatrices Zp, (z1,x2, - ) et I'p, (21,22, - ) par les spécialisations

des variables x1,x9, - - -,
Fy(z) = Zp, (20,0, ), Fy(z) = Tp,(2,0,0,---),
Fu(r) = Zp, (zv,2%,23,--+), Fy(r) = Tp,(v,2% 23 ),
et que les transformations F,, — Zp, et F, — I'p, préservent les opérations

combinatoires usuelles de somme, de produit, de substitution et de dérivation :

Zpy+G, = Zr,+ Za,, I'r,+¢, = T'r, +1la,,

ZpyG, = 2B, 2G, I'r,c, = Tr,-Ta,

ZFyoG, = Z4F, 072G, I'r,oc, = Tgp,olq,,
Zp, = %ZFUJ , e = a%ler ;

ol o désigne la substitution pléthystique.
La transformation Fy, — @, préserve I'opération de somme. De plus, tout comme
pour les séries des types et des types d’asymétrie, la série des types de ®-symétries

d’une espéce pondérée F' = F), est obtenue de sa ®-série.

Proposition 1.5.3. Soit & C {Ke&ce(S,)|n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deur & deux. Pour toutes espéces pondérées F' = Iy, et G = G,,

Prig(ri,z2, ) = Pp(z1, 22, ) + Pa(z1, 22, +).
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Démonstration. De la proposition 1.3.15 on a :

(F+)( Xy +Xpy+-)% = (F(Xy+ Xy 4+ )+ G Xy, + Xy +---))°

= (F(Xy + Xy +--)" "+ (G(Xyy + Xy +--2))™,
Le résultat est obtenu en posant z = 1 dans leur série génératrice. [
Corollaire 1.5.4. Pour toutes espéces pondérées F' = F,, et G = G,
Zpra(r1,29,+) = Zp(z1,22, ) + Za(21, 22, -+ ),
Tpig(z1,29,--+) = Tp(r1,20,- )+ Lalxr, 29, -+).
AN

Proposition 1.5.5. Soit & C {Kecce(S,)|ln > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux & deuzr. Pour toute espéce pondérée F = F,,,

~ — &
Op(x, 22,2, ) = F®(z) = an,w x"

n>0

ot fn\; désigne le poids total des types de F,-structures sur [n] dont le stabilisateur

est conjugué o un groupe de P.

Démonstration. 1l suffit de considérer le cas ot F' est une espece moléculaire non
pondérée et le résultat suivra par linéarité. Soit M = X"/H, H < &,, une espece

moléculaire. Par définition,
O (wrw, woa®, -+ ) = (M(Xy, + Xoy + )" () (1.8)
ol z; := 2@1 t};- Posant t; = 1 et t; = 0 Vi # 1 dans (1.8), on obtient

@M(tlx,t%xz,ti’x?’, .. )‘tl::l = Op(x, a? 2, °)

= M(X,)""@)|,._, = M*()

et le résultat suit. [ |
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Corollaire 1.5.6. Pour toute espéce pondérée F' = F,,,
Zp(x, 2%, 2%, ) = F(z) et Tp(z,2?,4°, ) =F(x).
A

En ce qui concerne la série génératrice exponentielle F'(x) pour les F-structures
étiquetées, on a cependant

en général, bien que Zp(x,0,0---) = F(z) = I'p(x,0,0,---). En effet, prenant ® =
{&,, | n >0} et F = E on obtient, apres calculs,

(I)E(‘Tlax%l‘&"'):1+.’E1+3§‘2+5L‘3+... .

Dot ®p(x,0,0,---) = 14+ 2 # e* = E(x). Nous dégageons, & la section 2.2, une
condition sur ® qui fait en sorte que (1.9) devienne une égalité pour toute espece

pondérée F' = F,.



Chapitre 2

Les ®-polynémes indicateurs des

especes moléculaires

Puisque la transformation F' — ®p préserve la somme, les propriétés de la ®-série

d’une espéce pondérée

Fw:Z Z fMaMa

n>0 MeMp
- ach

se déduisent, par linéarité, des propriétés de la ®-série d’une espeéce moléculaire non
pondérée générique. En effet,

Op, (w1, 22,-) = > > fu, Pog, (21,72, +)

n>0 MeMny

= Z Z fav, a Oar(zy, za,-- ).

n>0 MeMn
- a€A

Les ®-séries d’especes moléculaires sont en fait, par la relation xz; = 2221 tf, des
polynémes en variables xy, k > 1, et des séries en variables ¢;, ¢ > 1.

Nous nous concentrons, pour commencer, sur la décomposition moléculaire de
Iespece M (X;, + Xi, +--+) ot M est elle-méme moléculaire. Cette décomposition est
décrite & I’aide de classes bilatérales et nous permet de donner explicitement les ®-séries
des especes moléculaires concentrées sur un cardinal inférieur ou égal & 4 pour tout

ensemble générique ® de groupes non conjugués deux a deux. De plus, nous obtenons
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a 'aide du langage de calcul symbolique Maple [8], les séries indicatrices d’asymétrie
des especes moléculaires et des especes atomiques concentrées respectivement sur 5 et 6
points (voir 'appendice A). Celles-ci sont nouvelles et prolongent les tables existantes.

A la section suivante, nous dégageons des conditions nécessaires et suffisantes &
imposer & I’ensemble ®, pour que la série génératrice F'(x) de l'espece pondérée F' = F),
soit obtenue par la spécialisation des variables, (x1,x2,x3, -+ ) := (2,0,0,---), dans sa
P-série.

Tres peu de formes closes pour I'x sont connues. A la section 2.3, nous obtenons
une forme close pour la série indicatrice d’asymétrie T'g+ de Pespece E+ des ensembles
orientés; illustrant ainsi I'utilité de la décomposition moléculaire présentée a la
section 2.1 lorsque les classes bilatérales sont simples & traiter. Nous donnons aussi
la g-série, au sens de Décoste [12, 13], correspondant a I'g+ (21,22, ).

Aux sections subséquentes, nous nous intéressons & une version pondérée du lemme
de Burnside due & Stockmeyer [51]. Celle-ci utilise I'inversion de Mobius dans des
treillis de sous-groupes telle que présentée par Rota dans [44]. Elle fournit une méthode
alternative pour I’énumération des K-symétries d’une espece pondérée M (X, + X3, +

-+) ot M est moléculaire et K < &,. Nous obtenons finalement quelques identités
reliant la série des types de K-symétries de lespece M (Xy, + Xy, + -+ ), aux valeurs
de la fonction de Mobius sur des treillis de sous-groupes et nous examinons, dans le
cadre des ®-séries, le résultat des substitutions simultanées A : xp := %xk, k>1,

introduites par Décoste [12] pour le g-dénombrement des structures d’une espece.

2.1 Les classes bilatérales dans la décomposition molé-

culaire d’une espeéce

De fagon générale, le calcul de la série indicatrice des ®-symétries est difficile si on ne
se sert que de la définition 1.5.2. Nous utiliserons un outil important de calcul, présenté
et démontré dans [25], faisant appel aux espéces multisortes. Ce dernier nous permet

d’obtenir la décomposition moléculaire de 'espece & une sorte M (X, + Xy, +--+) o
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M est elle-méme moléculaire.

Rappelons qu’une espéce multisorte pondérée F' = F,, = F(T1,T5,---) est définie
sur des ensembles formés d’un nombre fini ou infini de sortes de points 13,75, - .
Plus précisément, les F-structures vivent sur des multiensembles finis de la forme U =
(U1,Usa,---) ot les éléments de U; sont dits de sorte T;, i > 1. Il est souvent utile de
représenter le multiensemble U = (U, U, ---) par la réunion disjointe U = W;>1U;.
Les especes multisortes pondérées se distinguent des especes pondérées a une sorte par
le fait que les transports s’effectuent le long de bijections qui préservent la sorte des
points, c.-a-d. : les morphismes de transport F[o] : F[U] — F[V] sont effectués le long
de bijections ¢ : U — V de la forme ¢ = 01 + 09+ --- ou o; : U; SV, io> 1,
U = 4;j>1U; et V = W;>1V;. Le transport des structures dans le contexte des especes
multisortes pondérées doit donc non seulement préserver le poids global des structures

mais aussi en préserver les sortes.
Proposition 2.1.1 (G. Labelle [25]). Soit M = M(X) = X"/H, H < &,,, une espéce

moléculaire et soient T1,Ts, -+ une infinité de sortes de singletons. La décomposition

moléculaire de espéce multisorte M (T +T> + ---) est donnée par

G CI
M+ To+) = Z Z (THT™ 1) N Gy
nitnet =N T€Gn, ny,. \Gn/H 112,

0l Sy pg =Gy xGpy * -+ < &y, K\G/H = {KgH|g € G} désigne l’ensemble des
classes bilatérales de G selon (K, H) et TeK\G/H signifie que T parcourt un systéme
de représentants de K\G/H.

Démonstration. Considérons la composition n = ny +no + - - - et ’ensemble formé par

la réunion disjointe :
Soit M(Th + T2 + -+ )|ny no,.- 'espece de toutes les M (17 + 1o + - - - )-structures vivant
sur 'ensemble U ci-dessus. Nous voulons partager 1'action

Snynag, X MU} — MIU] (2.1)

(0,5) — 0.5 = MJo](s)
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en orbites disjointes. Puisque M = X™/H est moléculaire et que toute M-structure
s s’identifie & une classe latérale gauche de H dans G, c.-a-d. : s = 7TH € M[U] ou

T € 6, le stabilisateur de s dans &y, y,,... est donné par

stabgnlmym(TH) = stabg, (TH) N &y, n,...

= (THT?I) N 6”1,7127""

Ainsi, s = 7H vue comme une M (T} +T5 + - -+ )|, ng,.-Structure appartient & I’espece
moléculaire multisorte

mni1rng mnin2
Tl T2 TI T2

Stabgnlyn%m(TH) C (tHTYH)n Sning,

et l'orbite de s = 7H sous l'action (2.1) est donnée par la classe bilatérale
6n1’n27..‘ . (TH) — 6n17n27“‘7-H‘

La conclusion est obtenue du fait que les classes bilatérales forment toujours une

partition du groupe ambiant. [ |
Proposition 2.1.2. Soit M = M(X) = X"/H, H < &,,, une espéce moléculaire. La
décomposition moléculaire de lespéce & une sorte M (X, + Xp, +-++), ot Xy, désigne
l’espéce des singletons de poids t;, i > 1, est donnée par

xn
M X X . e = :
( t1 + t2 + ) Z Z ((THT_l) N 6”17”27"')t?1t;2-"

ni1+no+--=n TEG”IL”Q»“'\G”/H

Démonstration. Puisque la substitution d’espéces & une sorte dans une espece

multisorte donne lieu & une espece & une seule sorte, voir [5, 54],

M(Xt, + Xiy +--) = M(M+To+ - )lp_x, i1
1 uy)
_ Z Ty ...
—1
e (THT71) N Gy - Ty=Xy,,i>1
TEGN],ng, - \Sn/H
nl n2 ..
- X S
—1 *
T (THT1) N &y o,
TEGSN],ng, - \Sn/H
. . ) XX 2
Il suffit maintenant de constater que le poids total d’une G HT—11)062 -structure est
gy

1152 - -+ et le résultat suit. [ |
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Proposition 2.1.3. Soit M = M(X) = X"/H, H < &,,, une espéce moléculaire, on a
XTZ
MY, + X+ =Y % 3 (M> o
AEn (ni,ng,)t=X 7€6\\6n/H Aty

ot (n1,ng,- -+ )T désigne le partage formé des entiers non nuls de la suite (ny,ng, ).

Démonstration. Rappelons que tous les sous-groupes de Young &, n,.. < &,
provenant d’une composition n; + no + --- = n dont le partage sous-jacent est A sont

conjugués dans &,, c.-a-d. : Jw € &, tel que anl’nle..w_l = G). De plus,
T € Gpymg0H E Gy ny . \Gp/H <= wr € S\wo H € 6,\6,,/H.

En effet, 7 € 6, n,,... 0 H si et seulement si 38 € &y, p,,... et h € H tels que 7 = Boh.
Or, wr = whoh = whw twoh = O(wo)h ot § = wBw™! € &) si et seulement si

wT € &) wo H. De plus, puisque

w((THT )N 6Gp iy ) w™t = (wrHT ') N (w6 g, h)

= ((wT)H(wT)_l) NSy,

(THT™Y) N Gpy oy, est conjugué a (wr)H(wr)™t N &) et, par le regroupement des
termes du résultat énoncé a la proposition 2.1.2 selon les partages sous-jacents des

compositions de n, le résultat suit. [

Définition 2.1.4. Soient H et K, deux sous-groupes de &,, et A un partage de n. On
définit les nombres T\(H, K) par

T\(H,K) = |{r€6,\6,/H | (tHT~ Hne, = K}|.

De plus, pour ® C {K€cc(&y,) | n > 0}, un ensemble de groupes non conjugués deux a

deuz, on définit les nombres Ty (H) par

=Y T\(H,K) = |{7€6,\6,/H | (rtHT )N 6, € &}
Ked

N

ot ® désigne le saturé de ® sous la conjugaison.
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Pour M = X"/H, H < &, une espéce moléculaire et \ un partage de n, T\(H, K)
(respectivement T\ (H)) désigne le nombre de types de M (X, + Xy, + - - - )-structures
dont la distribution sous-jacente des poids est A, c.-a-d. : (ny,ng,---)T = A, et dont le

stabilisateur est conjugué & K < &,, (resp. & un groupe appartenant a ®).

Remarque 2.1.5. Soit M = X"/H, H < &,, une espece moléculaire. Toute M-
structure sur [n] a un stabilisateur conjugué & H dans &,. Lorsqu’on colore les M-
structures, c.-a-d. : chaque élément de I’ensemble sous-jacent est muni d’un poids dans
I’ensemble {¢; | i > 1}, et qu’on ne consideére que celles dont le stabilisateur est conjugué
a un groupe K donné, nous aurons T)(H, K) # 0 seulement si K est conjugué a un

sous-groupe de H, c.-a-d. : seulement si K N sg(H) # 0. O

Proposition 2.1.6. Soient M = M (X) = X"/H, H < &, une espéce moléculaire et
K un sous-groupe de G,. On a :
X"\~
M(Xy, + Xy, + =y ) IN(HK) <K) .
£reh2 .
AFn (ng,ng, ) T=A 1 b2
Démonstration. De la proposition 2.1.3, on a :

M(Xpy + Xy +--)7 = Y Y > ((r}h%@)

e Y N2
n (ni,ng, ) F=A7€6\\6n/H 1 lg

X\~

N Z Z Z ( K >t mgna,

AFn (nyng, - )t=X T7ES\\Gn/H 1 -
(‘rHT*l)ﬂb/\_K

“x x mmn ()L

AFn (ng,ng, ) T=A

La fonction symétrique monomiale associée & un partage A de n est définie par

mony(ty, tg,-) = > R

(n1,ng,)t=X
En particulier, voir [40],
mon(n) (tl, tQ, cee ) = Z t?,
i>1

mon(ln)(tl, to, - ) = Z t’iltig s tin
1 <ig<-<ip



42

et

1
Zmon(n)(tl,tg,-”):Hl_t = ZE(mlame”)‘xk:zzizlt?a

n>0 i>1
Y mongny(ty,te, ) = [[(+8) = Tel@nes,- )5
n>0 i>1 B

Proposition 2.1.7. Soit M = X"/H, H < &,,, une espéce moléculaire. La série
indicatrice des ®-symétries de l’espece M est donnée par

Opp(w1,m9,--) = 3Ty (H) mony(ty, ta, ) (2.2)
AFn

otz = sy th k> 1.
Démonstration. De la proposition 2.1.6, on a successivement

Car(zr,a2,) = (M(Xe + Xoy +---))" (1)

= 3 (MK + X ) ()
Ke®

- ZZ Z Th(H, K) <)§L>;1t;z,,(1)

Ked \Fn (nl,ng,"’ )+:)\

= Z(Z TA(H,K)> >

AFn Ked (nl,n27---)+:)\

= ZT;\I)(H) mony (t1,t2, - - ).
AbFn

Exemple 2.1.8. Afin d’illustrer I’emploi de I'expression (2.2), nous calculons la ®-série
de I'espéce des polygones sur 4 points, Py. Notons que ce calcul a été effectué en partie
a ’aide de la librairie SF [49] disponible sur Maple [8]. Puisque le stabilisateur de toute

Py-structure sur [4] est conjugué au groupe diédral Dy,

(I)P4(:E1,$2, N ) = ZT)?(@;O mOIl)\(tl,tQ, N ) (2.3)
A4

o, voir [40, 49|, pour z = 2121 th k>1,
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A4 mony (t1,ta, )
(4) 4
(3,1) | 123 — 24
(2,2) % (x% — x4)
(2,1,1) | 3aizy — w123 — 523 + 24
(1,1,1,1) | 5ot — jates + §oi23 + 525 — 24,

Pour chacun des partages de 4, nous décomposons le nombre de représentants 7 des
classes bilatérales G)\&4/D4 (voir le tableau 2.1) selon les classes de conjugaison des
groupes (79477 1)N&,. Nous en déduisons les nombres T} (D4) de 'expression (2.3) en

terme de ® et obtenons

Dp, = x(D4€ D)mony + x(62,1,1 € )mons

+ (X(GQ 1611 € (i)) + X(GQ’Q S (i))> mons o

+ <X(C‘51 111 € (i?) + X(627171 S (ﬁ)) mong 11 + 3X(61 111 € @)monl 11.1

It Rkl syt syt

= x(®D4€ @)mom; + X((‘5272 S (iD)mOHZQ + X(627171 € (i)) (mon371 + m0n2,171)

+ x (622 611 € <i>)m0n272 +x(61111 € ‘i)) (mon2,171 + 3m0n171,171)

byt

2 2 2
N A X X 2 7T X
— X(©4 S <I>)x4 + X(6272 S <I>) (22 — 24> + X(GQ’Ll c (I)) <122 _ 22>

2 4 2 2
~ [z T -~ (x Tix T T
+X(6226171 € d) <22 — 24> +X(61,1,1,1 € d) (1 _ itz 42 +4).

Dans cette expression, H { K désigne le produit en couronne de deux groupes H et K

(voir la définition 3.2.4). O

Par des calculs analogues a celui effectué a ’exemple 2.1.8, nous avons obtenu la
®-série de chacune des especes moléculaires concentrées sur un cardinal inférieur ou

égal a 4, voir le tableau 2.2. Les notations pour ces especes moléculaires sont tirées de

[33].
Corollaire 2.1.9. Pour toute espéce moléculaire M = X"/H, H < &,, on a :

Zy(x1,m9,++) = Y |63\&n/H| mony(ty, ta, - )
AFn
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Tableau 2.1 — La décomposition de Py(X;, + X, + - +)

A 16A\64/D4| | (TD4771) NS, T (D) TZ(D4) | TY (D4)
(4) 1 Dy X(D4 € D) 1 0
(3,1) 1 So11 X(6911 € D) 1 0
(2,2) 1 G916, X(62161,1 € &)+ 2 0
1 Ga 2 X(6G22 € D)
(2,1,1) 1 G111 X(61111 € D)+ 2 1
1 S92.1,1 X(621,1 € A)
(1,1,1,1) 3 G111 3x(61111 € D) 3 3

et

Tar(ar,wo,--) = > Ta(H,{id,}) mony(ty, ta,---).
AFn

Démonstration. 11 suffit de constater que
TE(H) = [{ree\&u/H | (tHr ™) N6, € Z}| = |&:3\&0/H]|

et que

Ty (H) = ‘{T§6A\6n/H | (tHT™')ney e f}‘ = Tx(H, {idn})

et le résultat suit. [
A T’aide de Maple [8] et de la librairie SF [49], nous avons calculé la série indicatrice
d’asymétrie de chacune des especes moléculaires concentrées sur le cardinal 5 et pour

chacune des especes atomiques concentrées sur le cardinal 6 (voir 'appendice A).



Tableau 2.2 — Les ®-polynémes de M € M,,, n <4

Ey X
X2 %

= 2
&2 ‘D)xz +x(61,1 € D) (71 _ %)
S11 € &)a?

>

A 3
(w122 — 23) + X(6111 € D) (% — I 4 25
<;1 oz
3 3

)
Zs )333—1—)((611166}6)
A 3
G2, )5511‘2 +Xx(&11,1 € D) (71 _ x12a32)

Cs | x
XE, |x

(So
(61
(
(
Es X(G )3 + X(S2,1 €
(
(
(

2
E4 x(64 < <I>)x4 + X(G31 € D) (123 — m4) + X (S22 € D) (72 _ %>
+x 6211€® (z _x1$3_7+m4>
X (@100 € D) (5 — T g ops 4 72 %>
2
Ef | x(Ug € Oy + X(Zz x &1 € ) (w123 — 24) + (621611 € D) (72 %4)
2
+ (61111€¢)<——%_%+%>
P F z3 22xs 22
4 X(’D4€¢‘)x4+x( 2€ D) (7 >+x(6211€<1>)( _7)
2
2

—
SR
|

2 2
+x(62161,1 € <I> (% 74> +x(S1,1,11 € <I>) (7 _¥ _ %+%)
XBs | X(®31 € P)rrzs+ (62 11 € ®) (a3wy — w123)
2
+x(S1100 € D) (B — T2 4 %)

E22 X(GQ 9 € (I)).Z'Q + X(GQ 1,1 € (i)) (x%xg — x%)
4

+X(61,171,1 € (I)) Tl ) + z)

PPe | (DY € @)y + (621611 € D) (3“”32 - 3%)
a

+(61111€(I))< 3362_’_@)

It it ]

2 4
Cy X(Zy € <I>):1:4 +x(621671; € CI>) (72 — %4) +x(6111 € q)) (Il T)

4
XC3 XZ3*616(I))$1$3+X(61111€(I)) %_%)

(
4 2
X2E2 X(GQ 1,1 € q)).%l:EQ + X(Gl,l,Ll c (13) (ﬁ xlmz)
(

x* X61111€<I>)

IRt ]
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2.2 Les séries génératrices obtenues par la spécialisation

des variables dans les ®-séries indicatrices

En général, pour toute espece pondérée F' = F,, et tout ensemble ® de groupes
non conjugués deux a deux, ®p(z,0,0,---) # F(x) comme nous 'avons vu & la fin du
chapitre 1. Afin de trouver les conditions & imposer & l’ensemble ® pour que, quelle
que soit lespece pondérée F' = F,, on ait ®p(x,0,0,---) = F(x), nous abordons
rapidement la notion de changement de base dans ’espace des fonctions symétriques.
L’idée est d’obtenir une expression explicite pour la ®-série en terme des sommes de
puissances x; := pi(t1,t2, ) = > > tt, i > 1, pour ensuite poser (z1,zg, 23, ) =
(2,0,0,---).

Soient {ux}a-n et {vr}an, deux bases totalement ordonnées de l’espace des
fonctions symétriques de degré n. La matrice de passage de la base {uy} - & la base

{va}arn, notée M (u,v), est la matrice (M),) des coefficients de la famille d’équations

Uy = ZM/\,UUW AbEn.
pukn

On s’intéresse particulierement & la matrice de passage de la base des fonctions symétri-
ques monomiales {mony } -, & celle des sommes de puissances {pj } r-n-

Notons qu’il existe plusieurs interprétations combinatoires pour les matrices de
passage d’une base a l'autre. Stembridge [50] nous a communiqué linterprétation
combinatoire suivante pour la matrice de passage de la base des sommes de puissances
{Pr}r-n & la base des fonctions symétriques homogenes {hy} -, :

Soit A un partage de n, X\ = (A1, A2, -+, Ag(n)), et Ly (respectivement Gy ) un graphe
sur n sommets formé de £(\) chemins (respectivement cycles) disjoints de longueurs
AL, A2, Ay Ona

pr= 30 (1) Ay, (2.4)
pukn

ot Ay, désigne le nombre de sous-graphes de Gy isomorphes a L,,.
Nous nous intéressons donc & une dualisation de (2.4) qui permet de passer des

fonctions symétriques monomiales aux sommes de puissances. Il est bien connu [40] que
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si {u)\ }arn et {v)}rn sont des bases duales de {uy}arr et de {vx}ary respectivement,
la matrice de passage M (u',v’) entre les bases duales est obtenue de M (u,v) par la

transposition M (u',v") = M (v, u)T. Puisque
< mony, h, >=dy, et que < p,, _Pu >= O,
aut(p)

oll 8y, = x(A = p), on a M(mon, ) = M(L/,p’) = M(p,h)” et ainsi,

’ aut
momy = 37 (—1)fVHE) 4, au?zu)' (2.5)
pkEn

Par linéarité, (2.5) donne lieu & l'expression explicite suivante pour la ®-série d’une

espece moléculaire en terme des sommes de puissances.

Proposition 2.2.1. Soient ® C {Kece(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deuzr & deuz et M = X" /H, H < &,,, une espéce moléculaire. On a

Drr(xy, 20, ) = Z <Z(_1)K()\)+Z(N) A TS(H)) Pu (2.6)

puEn \AkFn aut(,u)
Oapu:pmp;m"':xulxlu"" A

Proposition 2.2.2. Soit & C {K€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux & deuzr. Pour une espéce pondérée Fy,, on a

"
@FM(LIZ‘,O,O?"'):Fw(.’E) ::an,w F
n>0 '

0l fnu désigne le poids total des F,-structures sur [n], si et seulement si
{{idn} | n>0,F, #0} C ®.
Démonstration. Soit M = X™/H, H < &,,, une espece moléculaire. On a :
®u(2,0,0,--) = Por(2n, 22,23, )| mv=e

ou @) est donnée par (2.6). En posant (x1,x2,x3,---) := (x,0,0,---), on obtient

Puler== =" x(u=(1"))

zy=xg="-:=0
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et on vérifie facilement que Agnyy = x(A = (1")). Ainsi A(jnyin) fournit le seul
coefficient non nul de ®p;(z,0,0,---) et

x?’L

@MMﬁﬁ,~):Z%ﬂHym

ol

Tho(H) = [{7€6um\&u/H | (THT )N &(1n) € D}
n!

= |{T§6n/H ’ {Zdn} € (I)}| = |H|

x({idn} € ®).

Par conséquent,

et, par linéarité, le résultat suit. [ |

Corollaire 2.2.3. Soit ® C {K¢c€ce(6,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux & deuzr. Pour toute espéce pondérée F = F,,,

&p(x,0,0,---) = F(x)
st et seulement si I' C . AN
Corollaire 2.2.4. Pour toute espéce pondérée F' = F,,

ZF(:L'7070>):F(x):FF(x7O7Ov)

2.3 La série indicatrice et la ¢-série d’asymétrie de ’espece

des ensembles orientés

Tres peu de formes closes pour I'p sont connues, voir par exemple [5, 24, 25, 26].
Dans cette section, nous obtenons une forme close pour la série indicatrice d’asymétrie
[ g+ (21,22, -+ ) de espece ET, des ensembles orientés; illustrant ainsi 1'utilité de la

décomposition moléculaire présentée a la proposition 2.1.2 lorsque les classes bilatérales
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Snyng, \Sn/H sont simples & traiter. Nous terminons la section par le calcul de la

g-série d’asymétrie de ET (au sens de Décoste [12, 13]) obtenue par les substitutions
simultanées o := =92k & > 1, dans la série T ( o)
k= 14k y v Z 4, E+(T1, 72, .

Un ensemble orienté est un ordre total & une permutation paire pres. Une structure

d’ensemble orienté peut aussi étre interprétée comme une base orientée d’un espace

vectoriel de dimension finie ou comme une disposition des éléments d’un ensemble aux

sommets d’un simplexe orienté, ou encore, comme un ensemble de positions réalisables

au jeu de taquin [56]. Plus précisément, nous donnons la définition suivante.

Définition 2.3.1. Soit U, un ensemble fini de cardinal n. Une structure d’ensemble
orienté sur U est une orbite de 'action naturelle Ay, x X" [U] — X"[U] du groupe alterné

A, < &, sur l'ensemble X" [U] des n! facons d’ordonner totalement les éléments de U.

L’espece des ensembles orientés concentrée sur le cardinal n s’écrit comme le
quotient Ef = X"/, et, sommant sur n, I'espéce des ensembles orientés s’écrit
comme la somme E* = Ym0 X"/ 11 0’y a qu'une structure d’ensemble orienté
sur un ensemble de cardinal 0 ou 1 et exactement deux structures sur tout ensemble de

cardinal supérieur & 1. La décomposition moléculaire de 'espece EF est

E*f = Ef+Ef+Ey+ - +Ef4.-
= 1+ X+X*+Cs+E;+--+Ef+--
ou 1 désigne l'espece de I'ensemble vide, X ’espece des singletons et C3 l'espece des

cycles de longueur 3.

Proposition 2.3.2. Soit Eni, l’espéce des ensembles orientés concentrée sur le cardinal
n > 2. La décomposition moléculaire de l'espéce B (Xy, + Xy, +--+) est donnée par

XTL
+ — n —_—
EF (X + Xpy +---) =2 Z (X )t?lntgz...-i- Z (Q{nmgm - “.>tn1tn2 '
b b 1 2 A

ni4ngt---=n ni+ngt--=n
Viin; <1 Jitn; >2

Démonstration. De la proposition 2.1.2, on a :

XTL
n ( T Aty T ) Z <(7'an7_1> N 6n17n27"'>t?1t22---

ny+ng+---=n
rgsnl,n%.‘.\en/mn
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Pour n > 2, I’ensemble des classes bilatérales
6n1,n27"-\6n/91n = {6n1,n27---7mn|7 € Gn} = {Gnl,nz,-"mnv 6n17n2,---(12)91n}

contient au plus deux éléments. Distinguons deux situations selon que Vi : n; < 1 ou
que 3 :n; > 2:
1. SiVi:n; <1, alors Gy py.... = {idn} et Spyny...\Gn/Ap = {Ay, (12)2A,}. Ainsi,

quel que soit le représentant 7€S,,, p,....\Gpn /Ay, o0 a :
(T 7 ) N Gy g, = {idn }-

2. 81 3 ny > 2, alors Gy iy, \Gn /A = {6,}. Quel que soit le représentant

TESH, o, \Gn/Ap,0n a : U, 71 =92, et
(T ) N Gy g = A N Sy g e -

Puisqu'’il y a deux éléments dans I'ensemble &y, n, ...\S;, /2, dans la premiere situation
et un seul dans la seconde, on a pour n > 2,

Xn
+ o n
ErXo+Xo+)=2 > (XMgge.+ > <Q[annn)tt '
) ) 1 2

ny+no+-=n ni+ng+--=n
Viin; <1 Jitn; >2

[

Le prochain résultat décrit explicitement la série Zg+ et est bien connu en théorie
des especes de structures [5, 12] et en théorie de Pélya [41, 42]. Nous en donnons une
démonstration, basée sur la décomposition moléculaire de la proposition 2.3.2, qui a

I’avantage de préparer au calcul, plus complexe, de la série I'p+.

Proposition 2.3.3. La série indicatrice des cycles de l’espéce des ensembles orientés

est donnée par les formules équivalentes

Zp+(x1,22,--+) = exp Zﬁb + exp Z:(—l)”_1ﬁ —1—x
nZln n>1 n

e ZE(xl,",UQ?)+ZE($1,—ZE27£L‘37—$4’)_1_$1
1
= 1+$1+Zﬁ Z(l—ksgn(o’))gf{l...x%n
n>2 " oEG,

ot 0y, 1 > 1, désigne le nombre de cycles de longueur i dans la permutation o.
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Démonstration. Rappelons que Zp(x1,29,--+) = Fy(2)|n.=1 exprimée dans la base
des sommes de puissances zj := .o, tF. En sommant sur n le résultat énoncé a la

proposition 2.3.2, on obtient successivement

Zpe = EX(Xy, +Xp+--)~(1)

= 14+ (ti+ta+---)+2 Z A Z {rnz .

ny+ng+---=n>2 nytngt--=n>2
Viin; <1 Jin; >2

= —1—(ti+to+--)+ Z -+ Z e

mitnete 2n20 ni+ng+--=n>0
1

= _1_(t1+t2+)+H(1+tl)+Hﬁ

i>1 i>1 ( - Z)

T T
- _1— _pnlzn on
x1 + exp g (—1) —( Texp g .

n>1 n>1

= —1—a1+ Zg(x1, —x2, 23, —T4, -+ ) + Zp(x1,22, )

1
= 1+x1+zﬁ Z (sgn(o) +1) a7t ---az)n.

n>2  0€G,
[
La série Zg+(x1,29, ) correspond & la somme sur n,n > 0, des polynomes
indicateurs des cycles du groupe alterné 2, agissant naturellement sur [n], voir [40].
Notons, de plus, que cette derniere expression découle de la définition, voir [5], de la
série Zp en terme du nombre de F-structures fixées par une permutation o. En effet,
pour n > 2, si une permutation o est paire, elle laisse les deux E®-structures sur [n]

fixes et, si elle est impaire, elle n’en laisse aucune fixe.

Proposition 2.3.4. La série indicatrice d’asymétrie de 'espéce des ensembles orientés

est donnée par les formules équivalentes

x
Ipt(z1,22,---) = (2+az2—23+24—25+---)exp Z(—l)"*lf —1—x
n>1

= (2+$2—$3+$4—$5+“')FE((L'l,{ZIQ,"')—].—IZIl
1 g
= 1+x1+zm Z(2+01—n) sgn(o) xft---zpr
n>2 oceS,

ot 0y, 1 > 1, désigne le nombre de cycles de longueur i dans la permutation o.
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Démonstration. Pour simplifier ’écriture de la démonstration qui suit, nous utilisons

la notation multiplicative pour les partages, c.-a-d. : w = (1¥12%2...n%") | n signifie

que w a w; parts de longueur 4, i € [n]. Notons d’abord que pour ny,ng,--- € N tels
que ny +ng + - =n > 2,
Vi: n; <1
Ay, N Spymg, ={idn} <= < ou (2.7)

Iljin;=2etVizj:n <1

Rappelons que T'p(z1,22, ) = Fi(x)|s:=1 exprimée dans la base des sommes de
puissances. On s’intéresse uniquement aux termes de la décomposition moléculaire ol

(72,771 NSy iy, = {idy}. En tenant compte de (2.7), on obtient successivement

I'p+ = Ei(th +Xt2+)(1)

= 14 (tt+ta+--)+2 > R+ > g

nytngt--=n>2 nitngt--=n>2
Viin; <1 H!j:nj:2
Vizgjin; <1
= —l—(ttta+-)+2 > R > R
ni+ng+--=n>0 j>1
Viin; <1 Vigjn; <1
= 1 (tittat)+2]Ja )+ > 2+t
i>1 g>1 i
i>1
+2
= -1 — e . J
= —1—(ti+ta+ )+H(1+tz) 2+Zl+tj
i>1 §>1

= —1- —n-tin 1)k
1 + exp Z( ) - +Z( )

n>1 k>2
= —1—x1+Tg(x,29,--+) 2+Z(*1)kﬂfk
k>2
P

_ _1_x1+zzsgn<a>w 243 (1) |

n>0 okn k>2
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Or,
I‘TI o e xzk+1 . x%"
> D (~1) sen(o
aut(o)
k>2 obn
o1, .. .0kt on
= N ()F (- Bl T T
k>2 ok 1910 k% oyl - - nono,!
>2o0kn
P o
= 2= Tk
e aut(7)
TEp>1
Tl ... Tn
= Z Z —sgn(7) kg 0%
k;>2 THn+k aUt( )
T >1
01 .. pOn
= ZZ kak sgn tixn
k>2 obn at ( )
Ainsi,
01 e :L’U’ﬂ
FEi(x17$27"') = _1_x1+zz 2+Z kO’k Sgn )T()n
n>0 otbn k>2
01 .« e xUn
= —l-21+» > (2401 —n)sgn(o) T()"
n>0okn

- 1+a:1+2 > (2401 —n)sgn(o) 2] af.

n>2 n! oEG,

A Taide du langage de calcul symbolique Maple [8], nous avons calculé les premiers
polynémes indicateurs d’asymétrie de E, voir le tableau 2.3.

L’analyse (2.7) permet de déduire que pour n > 2 et A non a:

1 sid=(1""22)
Th(An, {idn}) = 2 si A= (17)

0 sinon.

On a donc, en particulier, les égalités

[y (z1,m2,--+) = mong .. 1y(t1,te, ) +2mong g .. 1)(t1, 2, )

1
- E Z (2 + 01— n) Sgn(O’) x({lng e :BZ’IL

’ UEGn



Tableau 2.3 — Les polynoémes indicateurs d’asymétrie de EX, n < 8

n Lyt (@1, 22, )

0 1

1 T

2 23

3 CAGEED

4 % (21 — dzy23 — 323 + 624)

5 % (x? — 1033%303 — 15x1:v% + 30x124 + 302273 — 36x5)

6 % (ﬂf — 201‘:{’333 — 45:E%CC% + 90x%x4 + 180z 12023 — 2162125 + 3056%

—180z2x4 — 8023 + 240x6)

7 2 (2] — 3521xws — 1052323 + 210232y + 63023z023 — 756235

+2107123 — 1260712274 — 5602123 + 168021 76
—525z3x3 + 12602225 + 10502324 — 180027)
8 2 (2% — 562fxs — 210x{23 4 4202wy + 168023 z223 — 20162325

+8402223 — 504023 w01y — 22402323 + 67202276 — 420021 7373
+10080z1 2225 + 840021 7374 — 144002127 — 31525 + 37802374
433602223 — 10080x226 — 8064x3w5 — 378027 + 15120a38)

54
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oll, pour k > 1,z = > ;o th.

Dans [12] Décoste présente les substitutions simultanées A : xp := % zk,
k > 1, dans la série indicatrice des cycles d’une espece F', qui donnent un g-analogue
naturel de la série génératrice de cette espece. En effectuant ces substitutions dans les
séries indicatrices des cycles et d’asymétrie de ’espece des ensembles elle retrouve les
deux g-analogues classiques de la fonction exponentielle [12, 13],

n

x
n>0 q
n ,1‘"
Pp(zy, @2, - )|[p = E<wzq>= ZQ(Q) , (2.9)
>0 [n]-q
olt [n]ly = (1_Q)(1(132q))';'(1_qn). Décoste a aussi démontré que
+ TN
Zp (1,29, )|a = B (w59) = Y en(q)
>0 [n]-q
oll
. 1 sin=0,1
en(q) = (2.10)

1—|—q(g) sin > 2.

L’analogue de ce dernier résultat s’énonce comme suit dans le contexte asymétrique.

Proposition 2.3.5. La g-série d’asymétrie de l'espéce E+ des ensembles orientés est

donnée par
n

x
I‘Ei(arl,a:Q,---)|A::Ei<x;q>:Zef<q> '
n>0 ]y
o,
n 1 stn=0,1 (2.11)
€n < q > = n— n— n n :
" q( 21)—}—q( 21)+1—{—-~~—|—q<2)_1—(n—3)q(2) sin > 2.
Démonstration. Effectuant les substitutions A : 1z := (l_qlk zF, k> 1, dans la

1—q
premiere expression de I'g+ (21,22, -+ ) de la proposition 2.3.4 et se servant de I’égalité
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(2.9) on obtient

L+ (z1,22, - )|A

S RN EED Do) Dy

At
= 1—gq = [j

n—1 .
= l+az+ Z (2q(’§) + Z(—l)kfl(l — g [n][n —1]---[n — k]q(n§1)> [g;

n>2 k=1 [k + 1]

ou [n] = %. Il suffit maintenant de démontrer I’égalité

n—1
n _ n][n — 1] [n—k] (n-k—1
2¢(3) + ];:1(—1)’“ L1 —q)F T (")

— () 4 U+ B (= 3)g(3),

pour n > 2. En fait, nous démontrons 1’égalité équivalente, obtenue par de simples

manipulations algébriques,

ng2) = 3" (~1)F(1 — g)" njin = 12 [n = K] (o) (2.12)

—k—1
:1+q’“+1["i] 0<k<n-1 (2.13)

Par ailleurs, I’égalité

n—1
n

&) =3 (D)1= -2 [ — kg2 ), (2.14)

k=0
se démontre facilement par induction sur n, n > 2.

En employant 'astuce (2.13), 1’égalité (2.14) et ensuite un argument d’induction sur
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n, on obtient successivement

S gt = e = e

0 [k + 1]

n—1
= (D1 — ) -1 -2 [n— kg2 )

k=0

n—2
+ k:()(_l)k(l —q)F [n —1][n _[13]+1}[n —k—1] q("7§71)+k+1
n—2

_ () e _ ~owkln—Un =2 n—k—1] nor2
= T 1] g2

|

Notons que c’est en utilisant le langage de calcul symbolique Maple [8] que nous

avons d’abord conjecturé la forme explicite des e < ¢ > que nous venons d’établir. On
trouvera au tableau 2.4 les polynomes e < ¢ > pour n < 10.

L’égalité

n—1
5 _ o= 1) [ K] o

peut aussi étre obtenue [57] de 'identité bien connue, voir [1] p. 225,

n—1 — n—k—1
[[@—2d) Z[ ]H y—z2¢) [] (@—yd"),
=0 k=0 7=0 h=0

o [{] = it On pose 2 =0ty =1,

n

=Y [ @-Da-a- @@=,

k=0

On dérive des deux cotés par rapport a x et on pose x = 1,

3
—

[ } 1—q)(1—¢?---(1—gv* 0.
k=0

Ensuite, par les changements de variables k :==n —k — 1 et g :=q~!,

—_

n—

(=g =¢" - (1=¢"") by,
1 —ght! 1 i ’
k=0



et une multiplication par q(g), on obtient finalement

n _ N _ =1y, .. _ . n—k b1
) = S ST e
n—1
_ _ ~ ln=1]-- - [n— K] —
D Y R e

Tableau 2.4 — Les g-coefficients d’asymétrie de Eﬂf, n <10

n e <q>

0 1

1 1

2 1+¢

3 q+q

4 q3 + q4 + q5 _ q6

5 q6+q7+q8+q9_2q10

6 qlo + qll + q12 + q13 + q14 _ 3q15

7 q15 + q16 + q17 + q18 + q19 4 q20 _ 4q21

8 q21 + q22 + q23 + q24 + q25 + q26 + q27 _ 5q28

9 q28 4 q29 + q30 + q31 + q32 + q33 + q34 4 q35 _ 6(]36
10 q36 + q37 + q38 + q39 4 q40 + q41 + q42 + q43 + q44 _ 7q45

58
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2.4 L’utilisation de l'inversion de Mobius dans le calcul

des d-séries

Nous adaptons, aux contexte des especes de structures, ce que Kerber [20] appelle
le lemme fondamental di & Stockmeyer [51]. Etant donnée une espece moléculaire
M = X"/H, H < &,, et un sous-groupe K de &, ceci permet d’obtenir une expression
pour la série

(M(Xt1 + Xt2 + Xt3 +- ))NK (1)

en terme de la fonction de Mobius du treillis des sous-groupes de H.
Rappelons qu’une structure de l’espece pondérée My := M (X;) = M (X, + X, +--+)
sur [n] est un couple (m, f) oum € M[[n]] et f : [n] — N* est une fonction qui permet

d’associer & chacun des sommets ¢ de m un poids t;;),
My[[n]] = {(m, f) [ m € M[[n]}, f : [n] — N}
Fixons m € M[[n]] telle que stab(m) = H et formons I’ensemble
Q=Qm={(m, f)| f:[n] = N}
Considérons 'action de H sur €2,

HxQ — Q
(h,s) +—— h.s,

(2.15)

ou h.s est obtenue de s = (m, f) en remplagant chaque sommet ¢ de m par 1’élément
correspondant h(i). Puisque H = stab(m) < &,,, on vérifie facilement que I’action du

groupe H sur €2 se résume a
H xQ —
(h,(m,f)=8) > h.s=h.(m,f)=(m,foh™}),
et que cette action préserve les poids. Puisque les types de M;-structures s’identifient
aux orbites de l’action (2.15), on oublie simplement la nature des sommets de I’ensemble
sous-jacent, on peut écrire

Z t;n(s)t;bz(s) L Z trln(s)tgﬂs) ... (2.16)

seM[[n]] s€Q
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ol sgﬁ signifie que s parcourt un systéme de représentants des orbites de I'action (2.15)
et, pour i > 1, n;(s) désigne le nombre d’occurrences du poids ¢; dans s.
Dans [20], Kerber donne une démonstration simple du résultat de Stockmeyer [51].

Ce qui suit est une adaptation de cette derniére au contexte des espéces de structures.

Lemme 2.4.1. Soient M = X"/H, H < &,,, une espéce moléculaire et p la fonction
de Mébius sur le treillis des sous-groupes de H. Pour un sous-groupe Q@ de H, soit @H
sa classe de conjugaison dans H. On a

—H
ni(s) , nals QQ ni(s), nals
S oo Q9T s gy Y e @i

— ‘ ’ <V<H sEQ
ngwt[[[i]]}{ QsVs< V <stab(s)
stab(s)€Q

ot Q@ = {(m, f) | f:[n] = N}, m € M[[n]] étant une M-structure fizée telle que
stab(m) = H, et, pour i > 1, n;(s) désigne le nombre d’occurrences du poids t; dans la

structure s.

(S)tg2(8) --- et considérons la somme des poids de

Démonstration. Posons w(s) = t}"
toutes les M;-structures contenues dans ) dont le stabilisateur contient le groupe Q.
En regroupant les termes de la somme selon le stabilisateur des structures, on a :

Z w(s) = Z Z w(s). (2.18)

seEQ Q<V<H sEQ
Q<stab(s) — T stab(s)=V

Rappelons que pour deux groupes V7 et V5 conjugués dans H, il existe h € H tel que
Vi = h™'V,h. De plus, si stab(s) = Vj alors stab(h.s) = hVih™! = V4. Puisque les

éléments d’un méme type (d’'une méme orbite) ont le méme poids,

Z w(s) = Z w(h.s) = Z w(h.s)

seQ seQ sEQ
stab(s)=V7 stab(s)=V7 stab(s)=h~1Vh
= g w(h.s) = E w(s),
seQ sEN
stab(h.s)=Vo stab(s)=Vyp

on peut regrouper les termes de I'expression (2.18) selon les classes de conjugaison de
sous-groupes de H pour obtenir

)DIED DITCEED D= T SENTO)

—H
Q<V<H sco o<cv<u V'l &
stab(s)=V stab(s)evH
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Puisque le poids d’un type est le poids d’un de ses représentants, on peut effectuer
un regroupement supplémentaire selon les types de M;-structures contenues dans ().

Rappelant que le nombre de types (d’orbites) est donné par |H|/|stab(s)| on obtient

finalement
_ _H]
2wl = D, —p— ) ()
<0 ev=n VIVl &
Q<stab(s) stab(s)evH
et, par I’égalité (2.16) et I'inversion de Mébius, le résultat suit. |

Proposition 2.4.2. Soient M = X"/H, H < &,,, une espéce moléculaire et K < &,
un groupe fizé. On a

~K 1 ni(s),na2(s), n3(s
Mt (SL’) Z ‘Q| Z M(Q,V) Z tll( )t22( )t33()"'

==l |H] Rnso(H)  Q<V<H €0
Qe Sg( ) - = V <stab(s)

ol K est la classe de conjugaison de K dans &, sg(H) est I’ensemble des sous-groupes
de H, u(Q,V) est la valeur de la fonction de Mébius de lintervalle [Q,V] dans le
treillis des sous-groupes de H et Q@ = {(m, f) | f : [n] = N*}, m € M[[n]] étant une
M -structure fizée telle que stab(m) = H.

Démonstration. On s’intéresse & la somme des poids de tous les types de M;-structures
dont le stabilisateur est conjugué a K dans &,, c.-a-d. :

~K ni(s),na2(s), n3(s
Mt (CC) — Z tll( )t22( )t33( ) .

sEMy[[n]]
stab(s)€EK

=1

Notons que celle-ci sera non nulle seulement si K N sg(H) # (. De plus, 'ensemble

K N sg(H) se partitionne en k classes de conjugaison dans H :

Knsg(H) = |+ Q..

Ainsi,

DRl R S U S

seMy[[n]] QeKnsg(H) Q| sEMy[[n]]
stab(s)EK stab(s)é@H

Par (2.17), le résultat suit. |
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Proposition 2.4.3. Soient M = X"/H, H < &,,, une espéce moléculaire et K < &,

un groupe fixé. On a

— K
M (z) et JH] Z Q] Z w(@Q, V) 2\ w2 (2.19)
. QeKnsg(H)  Q<V<H

o, pour i > 1, x; = tfC et V; désigne le nombre d’orbites a i éléments de 'action

naturelle de V' sur [n].

Démonstration. En vertu de la proposition précédente, il suffit de démontrer que

Vi, Vo, Vs _ n1(s) na(s) na(s)
s€N
V <stab(s)

Puisque V' < stab(s) = {h € H | h.s = s}, chaque orbite de I’action de V sur [n] ne
contient que des sommets de méme poids d’oti,

Z t;u(S)tQ 2(s) tn3 . Ztk |4t Ztk Vo Ztk L $¥1$¥2x¥3 ..

s€EN k>1 k>1 k>1
V <stab(s)

Remarque 2.4.4. Lorsque M = X"/H, H < &,, est une espéce moléculaire et
~ K
K < &, est un groupe fixé, la série M; (x) . exprimée dans la base des sommes
=

de puissances est en fait la ®-série indicatrice de I'espece M ou ® est 'ensemble ne

contenant que les groupes conjugués, dans &,,, au groupe K. O

Il est bien connu que la série indicatrice des cycles d’une espece moléculaire M =

X"/H, H < &, est donnée par
1 g (o} g,
Zn (21, 22,23, ) = H E ry gt (2.20)

ou (01,09,03,--) désigne le type cyclique de la permutation o. L’analogue s’énonce

comme suit dans le contexte asymétrique.

Proposition 2.4.5. La série indicatrice d’asymétrie d’une espéce moléculaire M =

X"/H, H <&, est donnée par

Cpr(xy, 20,23, ) = 1 Z u({id,}, V) z1ay 3:‘3/3 (2.21)
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ou 1 désigne la valeur de la fonction de Mdbius dans le treillis des sous-groupes de H
et, pour i > 1, V; est le nombre d’orbites a i éléments de l'action naturelle de V' sur
[n].

—~ dn .
Démonstration. Puisque I'ps(z1, 22, ) = ]\/[t{Z }(3:)’ exprimée dans la base des

sommes de puissances, en posant K = {id,,} dans (2.19)x,:zlé résultat suit. |

Rappelons que le polynéme (2.20) est en fait le polynome indicateur de cycles de
l'action du groupe H sur l'ensemble [n] bien connu de la théorie de Pélya-Redfield.
De méme, (2.21) correspond & un cas particulier du résultat da & Stockmeyer [51]
concernant ’énumération d’orbites suivant les classes de conjugaison des stabilisateurs.
De plus, l'expression (2.21) permet de démontrer facilement 1’égalité I'p(x,0,0,---) =
F(z) quelle que soit l'espece pondérée F' = F,,. En effet, pour M = X"/H, H < G,,

une espéce moléculaire, on a

1
FM(x70707 o ) - @ Z ,U:({Zdn},V) $V10V20V3 s
V<H
d’ou
1
Cpr(2,0,0,---) = @ " = M(x)

et, par linéarité, I'p(x,0,0,---) = F(x). En fait, 'expression (2.19) permet de
démontrer la proposition 2.2.2 donnant les conditions & imposer a ® pour que

Or(2,0,0,---) = F(x), quelle que soit I'espece pondérée F' = F,,.

Exemple 2.4.6. Afin d’illustrer 'emploi de I'expression (2.21) nous calculons la série
indicatrice d’asymétrie de ’espece moléculaire Ef Celle-ci correspond au quotient
Ef = X*/24 olt Ay est le sous-groupe des permutations paires de &,. Le treillis des
sous-groupes de 24 est donné & la figure 2.1 ou la valeur de la fonction de Mébius, pour
chacun des éléments du treillis, est indiquée entre parentheses. La notation utilisée a
travers le texte pour les éléments de &4 est celle de [3] : sous forme de mots, idy =
1234, 01 = 2341, 09 = 3412, 03 = 4123, 05 = 4321, 05 = 2143, 71 = 1342, 79 = 1423, 13 =
3241, 14 = 4213, 75 = 2431, 7¢ = 4132, 77 = 2314, 13 = 3124, 5 = 3214 et a5 = 1432.
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Les éléments de calcul sont fournis au tableau 2.5, et

1 .
FE}(%,@,?CS"“) -~ 12 u({zd4},V)xY1x¥2x¥3---
<Ay
1
= 5 (ol =303 — dwazg + 204 + daa}

1
= ﬁ{x%—4x1x3—3x%+6x4} .

Tableau 2.5 — Les éléments de calculs pour FEf (x1,m9,- )

4 p({ids}, V) | aftag?ay’ -
{ids} 1 r}
{idy,0;} -1 3
1=2,5,8
{ida, 7, Tiy1} -1 123
1=1,3,5,7
{ids, 02, 05,08} 2 T4
Ay 4 T4

Rappelons qu’on s’intéresse a I’énumération des structures selon la classe de conju-
gaison de leur stabilisateur dans le groupe symétrique. La notation qui suit fournit
une alternative élégante au codage des classes de conjugaison. Notons que nous ’avons

utilisée dans [27].

Notations 2.4.7. Soient M = X"/H, H < &,,, et N = X" /K, K < &, deux espéces
~K
moléculaires. On désigne par Nyr(z1,22,---) la série My (x) ) exprimée dans la
=

. R /L
base des sommes de puissances T; =) ;1 ty..

Exemple 2.4.8. Nous illustrons le type de calcul & effectuer pour obtenir le polynéme

Np(x1, 29, -+ ) lorsque N et M sont des especes moléculaires en calculant

(Ey0 X?)p, (w1, 29, )



ol Py est l’espece des polygones sur 4 points et Ey o X2 celle des paires de couples

{idy4, 09, 05,08}

(2)

{idy, 1, m0Yidy, 73, T4} {idy, 00} {idy,o5} {idy,os} {idy, s, 76fids, 7,78}
(-1) (-1) (-1) (-1) (-1) (-1) (-1)

——

{ids}
(1)

FIGURE 2.1 — Le treillis des sous-groupes de 24.

ordonnés.

Soit m la Pj-structure sur ’ensemble [4] illustrée a la figure 2.2. Le stabilisateur
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de m est stab(m) = {idy, 01,09,03,05,08, a2, a5} = Dy, le groupe diédral sur 4 points,

dont le treillis des sous-groupes est illustré a la figure 2.3. Le stabilisateur de la Es o

X2-structure (voir la figure 2.4) est K = {idy,05} et sa classe de conjugaison dans

Gy est K = {{idy,0;} | i = 2,5,8}. Les sous-groupes {idy, 02}, {idy, 05}, {idy, 08}

sont conjugués dans &4 mais ne le sont pas dans D4 : {z’d4,02}©4 = {{id4,02}} et

{idy, o5} " = {{idy, 05}, {ids, 08} }. On a :

(Ey0 X?)p, (w1, 29, )

1
LS o % ek
Qe{{idy,0;}|i=2,5,8} Q<V<Dy
2 . Vi, Vo 2-2 A Vi
g Z ,u({zd4,02},V)x1 1'2 s 4 ? /.L({Zd4,o’5},v>$1 X
{idg,00}<V <Dy {idg,05}<V<Dy
1

§(204 43— 2)) = (e~ )

V2...

2
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FIGURE 2.2 — Une Pj-structure sur [4].

Dy
{ids,01,09,03} {id4,09,05,08} {id4, 09, 2, a5}

&

=

{idg, o5}  {ids,08}  {ids, 00}  {ids, 0}  {ids, a5}

n

{id4}

\

FI1GURE 2.3 — Le treillis des sous-groupes de Dy4.

Pour obtenir la série indicatrice des cycles d’une espéce moléculaire M, on doit faire
la somme des poids de tous les types de M;-structures. En prenant la notation décrite
ci-dessus, cela signifie que

Zy(xy, @9, ++) = Z Ny(z1, 29, ).
NeM,
Cette expression est beaucoup plus laborieuse & évaluer que l'expression (2.20) mais on

s’y intéresse tout de méme par souci d’uniformité.

Exemple 2.4.9. La série indicatrice des cycles de I'espece Ef est

ZEI($1,$2’$3’---): Z NEit(l‘l,I‘Q,ﬂj‘g,"') (222)
NeMy
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O—OG

FIGURE 2.4 — Une Ej o X2-structure sur [4].

ot My = {Ey, E, Py, X - B3, F3, P, Cy, X - C3, X% - B9, B3 0 X2, X*}. Le tableau 2.6
contient les polynomes N B (21,22, -+ ) non nuls. En effectuant la somme (2.22), on

obtient

1
ZEff (1’1,1’2,1’3, . ) = E(lel + 81)1.%3 + 3.73%)

Tableau 2.6 — Les ¢éléments de calculs pour ZEit (x1,22, )

N NEit(asl,azg,xg,--')
Ef T4

X -C5 T1T3 — T4

Eyo0 X2 %(m%—m)
X4 1—12(1"11 — 4z 23 — 31:% + 6x4)

Remarque 2.4.10. Kerber nous a signalé que les calculs effectués aux exemples 2.4.6,
2.4.8 et 2.4.9 sont largement simplifiés par 'utilisation de la matrice de Burnside, voir
[21], puisque celles-ci sont connues explicitement pour les groupes D4 et 4. Notons que
les résultats de Burnside [7] étaient plutot en terme de la matrice des marques (table
of marks), inverse de la matrice de Burnside. Soient H et K deux sous-groupes de G,,.

Rappelons que K N sg(H) se partitionne en k classes de conjugaison dans H :

Ea

(2

Fﬁsg(H) = |+ @H
1



68

et que la somme

Y Q. V) atay -

Q<V<H

ne dépend que de la classe de conjugaison de @) dans H. L’égalité (2.19) se présente
donc, pour M = X"/H, H < &,,et N=X"/K, K < &, sous la forme

NM($17332,"')=Z|621HF§T| Z wQi, V) wytwy? -

ol pour ¢ > 1, V; est le nombre d’orbites & ¢ éléments de ’action naturelle de V' sur
[n]. Pour i > 1 fixé, ’expression
—~H
G S w@u) st (2.23)
Qi<V<H
s’obtient & l’aide de la matrice de Burnside, B(H), du groupe H.

On suppose d’abord que les groupes Q;, ¢ = 1,2, --- , k, représentant les classes de
conjugaison des sous-groupes de H sont numérotés de fagon & ce que 'ordre partiel
d’inclusion dans le treillis des sous-groupes de H soit préservé c.-a-d. : si Gy € @H et
Gy € @H sont tels que G < Gg alors ¢ < j. La matrice de Burnside du groupe H est

formée des entrées

1Qil1Q:"|
bij = T Z—H Qi V).
VEQ]'

Tous les groupes V € @H agissent de la méme fagon sur l'ensemble [n]. Le monome

3:‘1/11‘;/2 --- ne dépend donc que de la classe de conjugaison de V dans H.
Soit X le vecteur colonne formé des mondémes xle;/ -+, ou, pour k > 1, Vi désigne

le nombre d’orbites & k éléments de 'action naturelle du groupe Q; sur [n]. Pour Q;

fixé, 'expression

—H
1QillQ:" | Z w(Qi, V) arad? -

|H| Q:<V<H
est obtenue en effectuant le produit de la i-eme ligne de B(H) par le vecteur X. Pour

de plus amples détails, voir [21]. O

Exemple 2.4.11. Nous reprenons 'exemple 2.4.8 mais cette fois-ci, nous calculons

(BEy o X%)p,(21,72,-++) & laide de la matrice de Burnside, B(®4), pour le groupe
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diédral. Nous utilisons la méme numérotation que Kerber [21] pour le systéme de

représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de Dy4.

i V=0Q; a:le;/Q--- i V=0Q; xle;/z---
1 {idy} i 2 {ids, 00} 3
3 {idy, 05} x3 4 {idy, a2} 379
5 | {idy, 09,05,08} T4 6 | {idy, 00, 2,05} a:%
7 | {idy,01,09,03} T4 8 Dy Ty
Puisque B(D4) est
1/8 —-1/8 —-1/4 —-1/4 1/4 1/4 0 0
0 1/4 0 0 -1/4 —-1/4 —-1/4 1/2
0 0 1/2 0 —1/2 0 0 0
0 0 0 1/2 0 —1/2 0 0
0 0 0 0 1/2 0 0 -1/2
0 0 0 0 0 1/2 0 -1/2
0 0 0 0 0 0 /2 —-1/2
0 0 0 0 0 0 0 1
on trouve le vecteur suivant.
gsc‘ll — ix%xz - %x% + %x4
0
272~ 24
Bo)X = srive — 503
0
273 — 3%
0
T4

Les groupes ()2 et Q3 sont conjugués dans G4 et correspondent tous les deux a ’espece
Es o0 X2, c-a-d. : X4/Q2 = X4/Q3 = F5 0 X2. On doit donc faire la somme de la

deuxiéme et de la troisitme composante de B(D4)X pour obtenir

(E2 e} X2)p4(.%'1, T, - ) = (B(@4)X)21 + (B(’D4)X)31 = % (1‘% — 1'4) .
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En fait, le vecteur B(D4)X contient toute 'information nécessaire au calcul des poly-

nomes Np,(x1,x9,-+) pour N € My. O

Les différents polyndémes Nys(x1, x2, x3,x4) obtenus & partir des espéces moléculaires
sur 4 points sont donnés a I’appendice B. On remarque que ces polynémes coincident
avec ceux qui ont été présentés au tableau 2.2, ol les classes des conjugaison de sous-
groupes de &4 sont maintenant codées par les especes moléculaires. En effectuant
la somme des éléments d’une colonne on retrouve la série indicatrice des cycles
et a la derniere ligne, la série indicatrice d’asymétrie. De plus, les éléments de la
diagonale (Ny(x1,z2,---)) refletent le critere de réductibilité de Yeh [54] concernant
les especes moléculaires qui ne sont pas atomiques. Pour une espéce moléculaire N,
Ny (x1, 29,23, ) # @y si et seulement sl existe un ensemble non vide W C [n] qui
satisfait la premiere condition du critere de Yeh. Une espeéce atomique peut satisfaire
la premiere condition du criteére sans toutefois en satisfaire la deuxiéme, par exemple :
prendre I'ensemble W € {{1,4},{2,3}} pour la Ey o X2-structure de la figure 2.4.

Nous terminons cette section en donnant une généralisation des notations 2.4.7 telle
que nous Pavons utilisée dans [27]. Lorsque 'espece M = X"/H, H < &,, est A-
pondérée, c.-a-d. : M = M, ou chaque M-structure est de poids a € A, on a, pour
K < &, un groupe fixé,

Moy (2) = a M, (x)

et, pour N = X"/K, Ny, (1,29, ) = a Ny(z1, 29, ).

La correspondance entre les classes de conjugaison de sous-groupes, dans &,, et
les especes moléculaires permet de coder tout ensemble ® C {Kece(&,,) | n > 0}, de
groupes non conjugués deux & deux, par une espece G :

6= Y N= Y
Nemol(P) NeM
ol gy = X(N € mol(®)). Puisque toute espece A-pondérée F = F,, posseéde une
décomposition moléculaire unique, & isomorphisme naturel pres,
F= Z fMa Ma

MeM
a€A
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et que la transformation F' — ®p préserve la somme, on peut facilement étendre la
notation précédente pour écrire ®p(z1,z2, ) = Gp(x1, 2, ) OU

Gp(r1,m2, ) = Z gN [y, N, (21,22, 0).

N,MeM
a€A

En particulier, on a
Lp(x1,22,--+) = Lp(21, 22, )

ol L désigne I’espece des ordres linéaires et

ZF({L‘l,{L‘Q,"') = (Z N) (wl,.%'g,"-).
F

NeM

De plus, on vérifie facilement que pour trois especes ordinaires G, Gy, G codant des

ensembles de groupes et trois especes pondérées I, Fo, F', on a, pour o € N,

= GlF(Q:l,ﬂ:Q,ﬂfg,"')+G2F(x17$2,$3,"‘)

x1,T2,23, ) = Gp(x1,22,23, )+ G, (21, 22,23, )
) = aGp(z1,T9,T3 )

— O[GF(l'l,CL'Q,SU:g,"‘) .

2.5 Quelques identités ol intervient la fonction de Mobius

Les deux approches présentées dans ce chapitre pour le calcul des séries MK(ZE) -
lorsque M = X"/H, H < &,, est une espéce moléculaire et K est un sous—groﬁpe
de &, permettent d’obtenir des identités qui font intervenir la valeur de la fonction
de Mobius dans des treillis de sous-groupes. En particulier, comme conséquence des

propositions 2.1.6, 2.4.2 et 2.4.3 on obtient les égalités

xm\~K
<H> (v) = ZTA(H7K)mODA(t17t2,---) (2.24)
t r:=1 AFn
1 ni(s), nals
= g e QY w@v) 3 A
QeKnsg(H) QRLSV<H Vgssfa%(s)
1
= = > el Y wQV) ety (2.25)
|H|

QeKnsg(H) Q<V<H
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ot Th(H, K) = {re®a\&u/H | (tHT=) &y = K}, @ = {(m, f) | f : [n] — N},
pour m € -[[n]] fixée telle que stab(m) = H, n;(s) est le nombre d’occurrences du
poids t; dans s, pour k > 1, x = 2221 tf et, pour ¢ > 1, V; est le nombre d’orbites & ¢
éléments de l'action naturelle de V' sur [n].

En utilisant la notation multiplicative pour les partages, c.-a~d. : o = (192272 ...) |
n signifie que o a o; parts de longueur i, i > 1, et Iexpression (2.6) ou = K, des
égalités précédentes on obtient, par passage aux sommes de puissances,

V(o) ai'wy® -
Z <Z( 1) Ao‘)\ T/\(Ha K)) aut(o)

okFn \AFn

1
= TH SRl YD @) atayk--

QeKnsg(H) Q<V<H
olt aut(o) = 1710112%205!--- et l(o) =, 0;.
Nous dirons qu'un groupe V < &, est de type o - n si I'action naturelle de V' sur
[n] a, pour i > 1, o; orbites de longueur i. Ainsi, en regroupant les termes du coté droit
de la derniere égalité selon le type des groupes on obtient

>, (Z(—D“W(‘”AM T\(H, K)) %

okFn \AFn

Yl X 0 X sy

ofn QEKOSQ(H) VQdE‘;ygpjz o

et on en tire la famille d’identités suivantes.

Proposition 2.5.1. Pour tout partage o Fn et tous groupes H < &, K < &, on a

1 I 1
—1)f VDA TV(H, K) = = 1%
aut(a) Z( ) A >\( ) ) |H| 72 |Q’ Z N(Qv )
Arm QEKﬂsg(H) V%E‘iygplz o
ou l'interprétation des coefficients de la matrice A est donnée a la section 2.2. A

En particulier, lorsque K = {id,}, on a

o1 o _ 1 () +£(0) ~
(27 25 -] Dxnym (21,22, ++) = (o) é(—l) Aox Tr(H,{id,})
1 .
= — > p({id.}, V).
Hl &,

V de type o
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Il est donc possible d’obtenir des familles d’identités entre les valeurs de la fonction
de Mobius lorsque 'on possede une expression explicite pour les coefficients d’une
série indicatrice (calculée indépendamment de l'inversion de Mobius). Illustrons ce fait
en faisant appel & lespece FE,, = X"/&,, des ensembles de cardinal n, et lespece

EF = X"/, des ensembles orientés de cardinal n.

Corollaire 2.5.2. Pour tout c = n > 0, on a l'identité

Sgn(O') — i Z H({Zdn})v)

aut(o)  n!
V<en
V de type o

Démonstration. On sait d’'une part que la série indicatrice d’asymétrie de ’espece E,

des ensembles & n éléments est

01,0203

FEn (1"17 L2, X3y ) = ngn(a % (226)

obn
oll o parcourt les partages de 'entier n, sgn(c) = (—1)""2% = (—1)22 et aut(o) =
1915112%209! - - -,
D’autre part, en posant M = E,, = X" /&,, dans (2.21), on obtient une deuxiéme
expression pour cette série,

1
g, (z1,22,23,--+) = ) Z ({idn}, V) ] x¥2$¥3---
v<e

1 . g (o
= E ] E p({idn}, V) | 27" 25? -+
okn ’

V<en
V de type o

Par identification des coefficients de z{'z5? - - -, le résultat suit. [
En particulier, pour ¢ = (n), on obtient un résultat bien connu [48] concernant les
valeurs de la fonction de Mobius dans le treillis des sous-groupes de &,

S a{ida}, V) = (1) 0 - 1) (2.27)

V<en
V transitif

Corollaire 2.5.3. Pour tout c = n > 2, on a l'identité

sgn(o) 2 .
2401 —n = — u({id,}, V).
( ) w X i)
V de type o
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Démonstration. Nous avons trouvé a la section 2.3, que la série indicatrice d’asymétrie
de I'espece EX des ensembles orientés & n éléments est donnée par

01,02 ,03
Ly Ty Lg™ -~

FEi(xl,xQ,fL'?,,"‘) = 2(2—1—01 _n) SgH(O') N . n > 2
n aut(o)
okn
De plus, en posant M = Ef = X"/, dans (2.21), n > 2, on a
FE%(:Z"17:E27$37"') = ' Z {Zd } V $1 1'2 1:2‘3/3
V<A,
2 . o1 .02
-2 S v | e
obn ) V<ap
V de type o
Par identification des coefficients de z{'x5? - - -, le résultat suit. [ |

En particulier, pour o = (n), on obtient

S alfiday, V) = (~1)n (1 - g) (n—1), n>2, (2.28)

V<an
V transitif

qui est un résultat analogue & (2.27) pour le groupe 2L,,.
Un résultat intéressant apparait lorsqu’on soustrait (2.28) de (2.27) :

S ulidd V) - Y wlidd V)= (0 e (229)

V<en V<an
V transitif V transitif

Ce coefficient est conjecturé (dans [48], p. 166 exercice 53c) comme la valeur de la
fonction de Mobius du groupe symétrique.

Rappelons que dans [12], Décoste présente les substitutions simultanées

1— k
A xk::%xk,kzl
l—q

dans les séries indicatrices d’une espece pondérée F' = F,

=_IFln]

n>0 ‘1

= Zp(x1,22,-)|p

et

F<zyqg>:= Tp(ri,22,-)|A
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— ) (1—g2)e(1—g™ . .
ol [n]ly = (a Q)(l(lzq))n(l a"). L’analogue, dans le contexte des ®-séries, est désigné par

F(r;q)e = ®p(z1,29,-+)|A -
Considérons le cas on F'= M = X"/H, H < &,, n > 0, est une espéce moléculaire
non pondérée et rappelons que

Opr(w1,m9,--) = > _ TN (H) mony(t1,ta,- ) (2.30)
AFn

ol T =D ;5 tk. Puisque

(1—gF
1—qgk Ztk ’

= ti=(1-g)gi-1e

en effectuant les substitutions simultanées t; :== (1 — q)¢* 'z, i > 1, et a, := % zk,
k > 1, dans (2.30), on obtient I’égalité
M(z;q)e = TV (H) mony((1—q), (1 —q)g, (1 — q)g*,---) =™
AFn
Or, Décoste a montré que
G |
mony((1 - ¢), (1 = ¢)g, (1 — q)¢*,---) = . cn(A0) ¢ (2.31)
4 =0

ou les coefficients ¢y, (A, 1) sont des entiers pour lesquels elle donne 'interprétation sui-

vante :

Cn(A/L) = Z (_1)6(1/)_((”)7

u,uean,uqu
<p>t=xuv+i

ou an = {(p1,p2,--+) | m > p1 > pg > ---} est Pensemble de tous les partages en
parts distinctes de taille strictement inférieure & n, ¢(u) est le nombre de parts du
partage p, £(0) := 1, p<v si et seulement si les parts de p sont des parts de v et < p >
est la composition de n formée des marches de pu, < g >=<1n— 1, 41 — 42, , fhs—2 —
Hs—1, fs—1 >

Ainsi,

M(ziq)e = Y Ty (H Z W(N 1) ¢ [:f]!q

AFn =0
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et o
[[S;J M(z;q)a =Y | (ZTA en(A z)) q.

i=0 \AFn

Le contexte des ®-séries permet de répondre en partie aux questions posées par
Décoste [12] concernant 'interprétation des substitutions simultanées A dans la série

indicatrice d’asymétrie d’une espéce. En fait, dans I'expression

)
Fallalll, =3 (z e m) ;
1=0

AFn
obtenue par Décoste, 'interprétation de ses t) est, dans le cadre des ®-séries, le nombre
(la somme des poids) de représentants des types de F, (X, + X, + - -+ )-structures ol
la distribution sous-jacente des poids est A et dont le stabilisateur est conjugué a un
groupe de .
Décoste [12] a introduit les polynomes P, (A;q) lors du ¢g-comptage des permuta-

tions :

S(x;q) =

n
[o-er>

M lg

TL

\\/M \\/M

S
L e

Elle a montré que les P,()\;q) sont des polynomes en ¢ de degré (;”) a coeflicients

]y

entiers.
Nous terminons cette section en donnant, dans le contexte des ®-séries et en terme

de la fonction de Mobius, une expression analogue a

Rl = X PR B

ol pr(Ai, A2, -+ ) = {s € F[[n]] | 0.5 = s}|, 0 € &, étant une permutation de type
A. En fait, nous nous limitons au cas ou F' = M = X"/H, H < G, est une espece
moléculaire et ot & = {K}, K < &,,. Le cas plus général, o F' est une espéce pondérée
quelconque et ® est un ensemble de groupes non conjugués deux & deux, s’obtient

facilement par linéarité.
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Proposition 2.5.4. Soient H et K deux sous-groupes de &y, n > 0. Pour & = {K},

on a .

= Ylm X @ X wev| o)

o\ aekosoan 9512,

(—a)gi-is’ en effectuant les substitu-
tii=(1—q)q* 'z

. k
tions simultanées t; := (1 — q)¢* 'z, i > 1, dans (2.24) et z, := q:gi zF k> 1, dans

Nk
Démonstration. Puisque U_iq)kmk: = 2221 tf

(2.25), on obtient 1'égalité

> Ta(H, K) mony((1 —q), (1~ q)g, (1 — q)g?,---) 2"

AFn
= S el Y wew) Jla-ay e S
‘H‘ kel [n}q

QeKnsg(H) Q<v<H
Utilisant (2.31) et regroupant les termes de la derniére expression selon les partages

induits des actions naturelles de groupes V' sur [n], on obtient

(5) n
ZT)\(HvK) ch()\,l) qi [

|
AFn i=0 nllq
1 z"
A QE?HSQ(H) V((igegfygpf A “
Par identification des coefficients de ﬁ, le résultat suit. [ |

Corollaire 2.5.5. On a :

[ z" ] %” <mq> = (ZTA(Hv {idn}) Cn()vi)) ¢

|
[n] q i=0 \AFn

=S IIifl S u{ida}, V) | Pa(r )
AFn

V<H
Vde type A



Chapitre 3

Les conditions préservant les

opérations

Quelles que soient les especes pondérées F' = Iy, et G = G, on a vu au chapitre 1
que

q)F($7$2ax3a"') = ﬁ¢($)

et que

Pric(i,z2, -+ ) = Pp(z1, 22, ) + Pa(z1, 22, +).

Par contre, on a vu au chapitre 2 que, pour toute espece pondérée F' = F,,
&p(2,0,0,--) = F(x)

si et seulement si I' C ®, c.-a-d. : pour que la ®-série contienne les informations
relatives aux structures étiquetées, ® doit contenir tous les groupes triviaux. L’objet
de ce chapitre est donc de poursuivre I'étude, amorcée aux chapitres précédents, des
propriétés de la série indicatrice des ®-symétries.

Puisque les séries indicatrices Zr et I'rp sont des cas particuliers de ®-séries, nous
dégageons, aux sections 3.1 et 3.2, des conditions qui, imposées & ®, plus précisément
imposées & son saturé sous la conjugaison, font en sorte que la transformation F' +— ®p

préserve les opérations de produit, de dérivation, de pointage et de substitution. Le
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calcul des ®-séries est alors largement simplifié par I'utilisation d’égalités combinatoires
caractérisant, explicitement ou implicitement, les especes ou interviennent ces opéra-
tions.

Finalement, nous proposons & la derniére section de ce chapitre, une fagon de générer
des ensembles explicites ® tels que les séries ®p(x1, x9, ) posseédent des propriétés
analogues & celles des séries indicatrices des cycles et d’asymétrie.

Notons qu’afin d’uniformiser la notation pour les produits en couronne avec celle

des espéces, nous avons inversé 'ordre des groupes de la notation classique.

3.1 Les opérations de produit, de dérivée et de pointage

On a vu, au chapitre 1, que l'espece ®-associée & un produit est égale (isomorphe)
au produit des especes P-associées a chacune des especes du produit si et seulement
si le saturé de ® sous la conjugaison est fortement stable sous le produit externe de

groupes. Ceci donne lieu au résultat suivant.

Proposition 3.1.1. Soit & C {Kcce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deuzr a deuz. Pour toutes espéces pondérées F' = F,, et G = G,,
(I)F~G(1'1>1'27 .. ) = (I)F(l‘la To, - ) . ‘I)G($17$2a .. )

si et seulement si l’ensemble & est fortement stable sous le produit externe de groupes.

Démonstration. D’une part, si pour toutes espéces pondérées F' = F, et G = G, on a

Cp.g(xr, 20, ) = Pp(x1,22,- ) - g1, 22, ),

o ~ ~ .
de la proposition 1.5.5, Fl G (z) = F®(z) - G®(x) et de la proposition 1.4.9, & est
nécessairement fortement stable sous le produit externe de groupes.
D’autre part, lorsque d est fortement stable sous le produit externe de groupes, on

a, par la proposition 1.4.9,
((F ' G)(Xt1 + Xt2 +e ))Nq’(x)
= (F(Xe, + Xip + ) - G(Xoy + Xgp +---)) " (@)

= (F(X, +Xep + )" (@) - (G(Xey + Xey +--2)) " (2).
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Il suffit de poser z = 1 dans ces séries génératrices et le résultat suit. H

Corollaire 3.1.2. Pour toutes espéces pondérées F' = F,, et G = G,,
Zp.g(z1,2, ) = Zp(21, 22, ) - Zg (21,22, ),

Irg(zi,z2,---) =Tp(zi, 22, -+ ) - Ta(z1,22,--+).

A

Désignons par F’ la dérivée d’une espece quelconque F. En utilisant les tables
de J. Labelle [33] et de Yeh [55] concernant les dérivées des especes moléculaires, nous
avons calculé @y (x1,xe, -+ ) (voir le tableau 3.1) et %@M(xl, xa,- -+ ) (voir le tableau
3.2) pour M € M,, 1 <n < 4. Une comparaison de ces deux tableaux nous a menés

au résultat suivant.

Proposition 3.1.3. Soit & C {Kcce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuz & deuz. Si {idy} € b et si D est fermé sous le produit externe par {id;},
c.-a-d. : que 1 € mol(®) et que mol(P) est fermé sous la multiplication par X, alors

pour toute espéce pondérée F' = Fy,,

Qpi(x1,29,-+) = %@F(xl,xm o).

Démonstration. Ajoutons une nouvelle variable ¢y & la famille de variables (¢;);>1. La

définition de la dérivée d’une espece entraine que
F(Xt0+Xt1 +Xt2+' : ) = F(th +Xt2+' o )+Xto'F/(Xt1 +Xt2+' o )—i—O(t%)(X) (31)

ott O(t2)(X) désigne une espece dont le poids de chaque structure est un multiple de

t2. Puisque mol(®) est fermé sous la multiplication par X, on a :
/ ~® - @ / ~
(Xto CF (X, + Xy, - )) =Xy - (F (X + Xgp + - )) . (3.2)

Les égalités (3.1) et (3.2) entrainent, par passage aux P-séries et en utilisant le fait que

X € mol(P),
Dp(to+ty+tot - B8+t +t24 o) =
Pp(ty+ty+ - B2 Ft5 4, )+ (3.3)

to Ppi(ty +to+ - B2+t +--- ) +O(td)
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ott O(t3) désigne une série dont chaque terme est un multiple de #2.

Notons que, pour z; ::t6+t’i+t§+-~,i21, on a :

(;Z)(I)F(to—i-tl—i-w—f—'“ A+ ) -
0 0z;
= %if(t1+t2+-~- AT+, )
puisque 0z;/dtoly,—y = 0 si i > 1. Ainsi, on a le développement taylorien d’ordre 1 en
to suivant :
Bp(to+ty +to+ - 2+t 4t34.-0 )=
Bp(ty+to+ - 2 +t54- )+ (3.4)
to(z{;:(t1+tz+--- )+ O(8]).
Le résultat annoncé découle donc par comparaison de (3.3) et de (3.4). |

Proposition 3.1.4. Soit ® C {Keccc(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes mnon
conjugués deuz & deux. Si d satisfait toutes les conditions de la proposition 3.1.8 alors,

pour toute espéce pondérée F' = Fy,

0
DPpe(x1,29,- ) =21 =—Pp(z1,29, -
Fe(r1,22,-++) =71 . F(T1,22, )
ot @ désigne ’opération de pointage.

Démonstration. 1l suffit de se rappeler que I'espece F'®, F point, satisfait 1’égalité

combinatoire F* = X - I/ et le résultat suit. [ |

Corollaire 3.1.5. Soit ® C {K¢€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deur & deuz. Si {id1} € d et si & est fortement stable sous le produit

externe de groupes alors, pour toute espéce pondérée F' = F,,

0
Cpi(x1, 20, ) = aTCl(I)F(ﬂfl,m, ),

P e I Y
pe(x1, 22, ) =21 s rlxr,z2,--)



Corollaire 3.1.6. Pour toute espéce pondérée F' = F,,,

0 0
Zpi(x1, 20, ) = %ZF(M,H?Q? o) et Zpe(x1,22,+) =21 %ZF(HH,&?Q,“'
0
Fpi(z1,29,--+) = %PF(«TIJDW”) et Tpe(z1,22,--) =21 aTClFF(ml,m,”' .
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Tableau 3.1 — Les ®-polynéomes de M’ pour M € M,,, n < 4

M M’ O (1,20, -+)

X 1 X(& € )

Es X x(6, € ®)xy

X? 2X x(&1 € ®)2,

Es By X(6g € B2y + x(611 € B) (%f - %2)

C3 X2 X(61,1 € ®)a?
XE, | Ey+X? | x(6y€d)as+ x(®1, € D) (3% _ %2>

X3 3X2 X(61,1 € ®)3a2

E,4 Es X(63 € ®)x3 + X(S91 € ) (122 — 23)

xS0 € @) (F - 22+ %)

Ef By =Cy (Z3€®)$3+X(61116@)( i %f)

Py XE, X(62,1 € <I>)x1$2 +x(6111 € <1>) (7 — 55129‘72)
XE; Es+ XE; | x(63 € CID)xg + x(62,1 € q)) (2z129 — x3)

+x(&111 € @) <—3 —z129 + % )

E3 2XE, X(62,1 € <I> )2z122 + X (6111 € CI)) ( — .1‘11’2)
ppic X3 X(6111 € &)}

Cy X3 X(6111 € ®)a?
XCs Cs+ X3 | x(Zs € ®)x3 + x(S111 € D) (45”1 _ %)
X2By | 2XEo+ X? | x(62,1 € ®)22120 + (61,11 € D) (223 — 2122)

FEyo0 X? 2X3 X(611,1 € ®)223
X4 4X3 X(G11,1 € @)437:1”
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Tableau 3.2 — %@M pour M € M,,, n <4

M 89[:1(I>M(x17x27"‘)

X Xx(6; € <i>)

) X(611 € ®)xy

X% | x(611 € 0)2a

B3 | x(621 € ®)zy + X(61,11 € ) (% - %2)

Cs X(61,1,1 € @)
XEy | X(621 € D)+ x(611,1 € ) ( - %)

X° X(&1,11 € ®)327

Ei | X(831 € ®)ay + X(S2,1,1 € D) (w122 — 3)

+x(61111 € D) (?1 —mo oy L‘S)

Bf | X(Zs* &1 € D)us + x(®1011 € D) (5 — %)

Py X(69.11 € ®)z172 4 (61111 € P) (ﬁ — mm )
XE3 | x(&31 € ®)x3+ x(S211 € D) (20129 — 23)

+x(611,11 € D) <73 —rizg+ 2 )

E3 | X(6211 € )22170 + X (611,11 € @) (2F — 2122)
Py | (6111, € ®)a?

Ci | x(61111 € ®)a}

XCs | X(Z3* &, € D)az 4 x(S1111 € D) (4;51 _ %>
X2Ey | x(&21,1 € )2x122 + X(G1,1,11 € ) (227 — m122)

Eyo X% | x(&11,11 € $)227
Xt (61,11, € D)dad

sLyty

84
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3.2 L’opération de substitution

Le but de cette section est de dégager des conditions & imposer au saturé d’un
ensemble ® pour que, quelles que soient les espéces pondérées F' = F, et G = G, on
ait

Opog(z1,22, ) = Pp o Pg(x1, 29, ).
Remarque 3.2.1. Soit & C {Ke€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux a deux. Pour toute espece pondérée F' = F,,, on aimerait d’abord

s’assurer que

Cprox(z1,22, ) =Ppolx(xy,22, ) (3.5)

et que

Dxop(z1,22, ) =Px 0 Pp(xy, 20, -+). (3.6)

Notons que les égalités (3.5) et (3.6) sont satisfaites si et seulement si
q)F(iL'l,iL‘Q, . ) = (I)F (e] CI)X(:L'l,xg, . ) = CIDX o <I>F(:c1, Loy ) (37)

Distinguons les deux situations suivantes.
— Si {id;} € ® alors ®x(x1, 29, -+ ) = 1 et les égalités (3.7) sont vérifiées.

— Si {id1} ¢ @ alors x (21, 22,--+) =0 et
Ppodx(r1,22,--) =Prpo0 =g (x1,22, ).
De plus,
‘I)qu)p(xl,xg,"'):OO(I)F(mlyx%"'):O'

Mais en général,

0# ®p(xy, 22, ) # PRy (21,22, +).

Seuls le cas ® = () donne lieu & légalité ®p(z1, 22, ) = ®Pp (21, 22,--+) =0
quelle que soit 'espece F'.

Pour éviter ce cas dégénéré, nous introduisons le lemme suivant. O
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Lemme 3.2.2. Soit & C {Kecce(&y,) | n > 0}, un ensemble non vide de groupes
non conjugués deuzr & deux. Si la transformation F — ®p préserve lopération de

substitution alors {id,} € ®.

Démonstration. La démonstration est immédiate & la suite de la remarque 3.2.1. W
Il est intéressant de remarquer que si la transformation F +— ®p préserve la
substitution alors elle préserve "presque" le produit. Plus précisément nous avons le

lemme suivant.

Lemme 3.2.3. Soit & C {K€ce(S,,) | n > 0}, un ensemble de groupes non conjugués
deuz & deuzx. Si {idy} € ® et si Ppog(w1,22, ) = ®Pp o Pg(x1,x9,-+) pour toutes

especes F et G, G[0] =0, alors, pour toutes espéces pondérées A = Ay, et B = By,
Qap(x1,m2,-+) = Pa(z1, 72, ) - Pp(T1, 72, )
si et seulement si {ida} € P.

Démonstration. Puisque {idy} € @, il suffit de se restreindre au cas ou (A + B)[(] = 0.
Considérons le cas ot F = X2 et G=A+ B.On a:

Dxa(rr, e )= X2 (1) = x({ids} € @) o2,

z:=1
D’une part, par hypothese,
Qagpp(1,22,-++) = Px20Paip(z1,22, 1)
= x({idz} € ®) (Payp(z1,22,--))?
= x({id2} € @)
)

= x({idz} € ®) [(®a)* +204- D5+ (Pp)°].

(Pa(w1, 22, ) + (w1, 72, ))°

D’autre part,

‘I’(A+B)2($1a$2a"') = Qu2i04p1p2(71,22, )
= Opo(z1,20, ) +2Pa.p(x1, 22, ) + P2 (21,22, )
= (I)XQOA(xlvx% e ) + Q(I)A‘B(x17x27 te ) + q)XQoB(xlava T )

= x({id2} € ®)(®4)? + 2P 4.5 + x({id2} € D) (D).
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En comparant les deux expressions obtenues pour @4 g)2 on a, apres simplification,

D yp(x1, 22, ) = x({id2} € @) Pa(z1, 22, ) - (1,22, )
et le résultat suit. [ ]

Définition 3.2.4. Pour deux ensembles finis U et V tels que |[U| =n et |V| =k et
deux groupes H < &y et K < &y, le produit en couronne H ! K est le groupe des

permutations o sur l’ensemble U X V' de la forme suivante :
pour (u,v) € U x Vi o((u,v)) = (h(u),a(u)(v))

ou h € H et a : U — K est une fonction. Le produit de deux permutations, o =
(h,a) € HIK et o' = (W,d/) € HI K, est défini par oo’ = (hh,act}) ot Yu € U,
aah (u) = a(u)d! (K1 (u)), c.-a-d. : V(u,v) €U x V,

00’ ((u,v)) = (hh'(u), a(w)e! (B~ (u)) (v)).

L’élément identité I de HVK est Ik = (Ig,t) ot : U — K(uw— Ig), Uinverse
deo = (h,a) € HIK esto™! = (h_l,a;_ll) et lordre du groupe HV K est |[HV K| =
K|V H].

Remarque 3.2.5. Si M = X"/H, H< &,,n>0,et N=X/K K < &, k> 1,
sont deux espeéces moléculaires, le résultat de la substitution de N dans M est aussi
moléculaire [5, 54] et M o N = X"¥/H 1 K.

On considere le groupe H! K comme le sous-groupe de &,,;, obtenu en considérant les
couples (u,v) € [n] x [k] comme les coordonnées des éléments v € [nk]. Tout élément
o= (h,a) € HK scrit 0 = (h,t) o (idp,a) ot h € H et a : [n] — K. On considere

le rectangle suivant.

kol ko 2k 3k nk

3 |3 k+3 2+3 -+ (n—-1k+3

2 |2 k+2 2k+2 - (n—1)k-+2

1 |1 k41 2k+1 - (n—1k+1
E gl 2 3 ... n
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D’abord, une fonction o : [n] — K associe & u € [n] une permutation a(u) € K
qui permute les éléments de la u-ieme colonne. Ensuite, h € H permute ’ensemble
des colonnes sans en changer les composantes. Ainsi, pour v € [nk] et (u,v) ses
coordonnées, I'image de v par o0 = (h,«) € H1K est I’élément o(v) dont les coordonnées

sont
(h, o) (u,v) = (h(u), a(u)(v)).

|

Définition 3.2.6. Soit & C {K€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux a deux. On dit que P est fortement stable sous le produit en couronne

si {id,} € ® et si
VH < G,,n>0VK <G;,k>1: HIKedeHed et Keco.

Proposition 3.2.7. Soit & C {Kcce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux a deuzx. Pour toutes espéces moléculaires M et N,
(M o N)™®(2) = Dar(N®(2), N®(a?),- )
si et seulement si ® est fortement stable sous le produit en couronne.

Démonstration. Soient M = X"/H, H < &,,n>0,et N=XF/K, K <&, k> 1.

D’une part,

nk \ ~® R
(MON)N@(QU):(I;(ZK) (x) = x(H1 K € &) 2™

et

N®(z) = (f:)m (z) = (K € @) zF.

D’autre part, par la proposition 1.5.5,

Oy (N®(), N¥(2?), ) = p(x(K € ®)aF, x(K € &)z, )

= Q)] eyt
_ ]T/f‘b(t)‘ A
t::x(KE@)J}k
= y(Hed)t"
X( ) ti=x(Ked)zk

= x(H € ®) x(K € ) 2™,
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Par conséquent,
(Mo N)™®(z) = 2 (N®(2), N*(2?), )

si et seulement si

A A

Y(H1K € ®) = x(H € d) x(K € &)

et le résultat suit. [

On ne peut malheureusement pas utiliser ce résultat pour trouver une condition
nécessaire et suffisante & ce que ®pon (21,22, ) = Ppy 0o Py (x1, T2, -+ ) puisque l'es-
pece N (X, + Xi, +- -+ ) n’est pas moléculaire. Nous allons utiliser le concept de produit
en couronne généralisé classique et s’inspirer de I'utilisation qu’en fait Yeh [54, 55] dans
le contexte des espéces multisortes pour obtenir un théoréeme pour la substitution,
c.-a-d. : pour établir des conditions sur ’ensemble P pour que, quelles que soient les
especes pondérées F' = F,, et G = G, G[0] = 0, & une sorte, on ait ®pog (1,22, ) =

CI)F(.%'l,xg, o ) o @G(ml,xg, . )

Définition 3.2.8. Soient Uy,Us,--- , Uy, Vi, Vo, -+, Vy des ensembles finis tels que

\Uil = n; et |Vi| = ki, 1 < i < et soit Sy, v, v, le groupe des permutations h de
wt_ U, telles que h(U;) = U;, 1 < i < £. Soient H < &y, v, v, et Ki <&y, 1 <i <L
Le produit en couronne H ! (Ky, Ko, -, Ky) est le groupe formé des permutations
o= (01,09, -+ ,00) de ’ensemble Uy x V1 WUy x Vo --- Uy x Vy de la forme suivante,

pour 1 <i <4,
o((ui,vi)) = oi((ui, vi)) = (h(w;), i) (vi)) € Uiy x Vi

ot (uj,v;) € Uy xV;, h € H et o : Uy — K;. Le neutre de H (K1, Ko, , Ky) est
Ik Koy i) = Tmst) ot 2 Up — Ki(u = Ig;), 1 < i < L. Le produit de deux
permutations 0,0’ € HU(K1, Ky, -+, Ky) se définit de facon analogue a celui du produit
en couronne simple ot 00’ = (010}, 0905, ,040}) de méme pour Uinverse o' de o,

ol = (01_1,02_1,--~ ,0[1). L’ordre du groupe H (K1, Ka,--- , Ky) est

|H (K, Ky, -, Ky)| = ’K1’|U1I|K2|IU2I --~]K5UU@| |H|.
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Remarque 3.2.9. Soient 1 < ¢ < oo et ni,no,---,ny € N. De fagon analogue au
produit en couronne, lorsque H < &y, ny.... n, €t K; < S, k; € N* pour i € [{], on
considere le groupe H ! (K1, K»,- -+ , K;) comme un sous-groupe de Sy k-

Tout élément o € H (K1, Ko, -, Ky) s’écrit 0 = (h,a1,a9, -+ ,ap) o h € H <

Sning, e €6 ;1 [ni] = K, @ € [£]. On considere la suite de rectangles suivante :

Ry Ry |- Ry

ol le i-eme rectangle R;, i € [¢], est formé des n; colonnes suivantes.

R;

n1k1+"'+ni_1k‘i_1+ki n1k1+‘-'+ni_1ki_1+nik‘i

niky 4+ F ki 42 niky + -+ ni—1kion + (ng — 1)k; +2

niky + -+ nio1kio1 + 1 niky + -+ ni—1kior + (ng — ki + 1
1 n

D’abord, une fonction «; : [n;] — K; associe a u; € [n;] une permutation «;(u;) € K;

qui permute les éléments de la u;-ieme colonne de R;. Ensuite, h € H < &y, pny vy

permute les colonnes a l'intérieur de chacun des rectangles sans en modifier le contenu.

Ainsi, pour v € [[Zle n;k;], un élément du i-éme rectangle, et (u;,v;) ses

coordonnées dans le rectangle R;, 'image de v par o = (h,aq, g, -+, ap) est I’élément
o(v) du méme rectangle, dont les coordonnées sont (h(u;), v (u;)(v;)). O
Définition 3.2.10. Soient H < &,, ni,no,--- € N tels que ny +no+--- =n < 00

et K; < Gy,, i € N*, kj € N*. On définit le produit en couronne généralisé indicé

H lnana, (K17K27 .. ) < 6n1k1+n2k2+.-- par

H 277,1,%27--. (K17K27 .. ) = (H ﬁ 67117”2’...) 2 (K17K27 . )
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Définition 3.2.11. Soit & C {K€ce(G,) | n > 0}, un ensemble de groupes mon
conjugués deux a deux. On dit que P est fortement stable sous le produit en couronne
généralisé si {id,} € d et siVni,ng, - €N tels queny +na+---=n < 0o, VH < &,

et VK; < &, i € N*, kj e N* -

HN Sy py €D
H by (K1, Ky ) €D =< ¢t

Vi, tel que n; # 0, K; € d.

Théoréme 3.2.12 (Yeh). Soient Th,Ts,--- , Ty, d sortes de points, d > 1, H < &,, et

K, <&y, i€[d], ki e N*. On a Vny,ng, - ,ng € N tels queny + no+---+ng=n

Tlnl 2712 .. 'T;d X 2o ik

HN Sning,o g T;=XFki /K;,i=1,2,- ,d H tning, - ng (K1>K2a T 7Kd)'
Démonstration. Voir le théoreme I11.2.3 de [54]. |
Remarque 3.2.13. Quels que soient ni,no, -+ € N tels que ny +ng + -+ = n < oo,

H < G,, et K; < &, 1 € N*, k; € N*, on peut toujours ramener expression du
groupe H iy, ny ... (K1, K2, ---) & une expression de la forme H Uy, m,.... (H1, Ha,---) ol
my,ma, -~ € N* et (Hy, Ha,---) est simplement la suite obtenue de (Ki, Ka,---) en
omettant les groupes K; lorsque n; = 0, ¢ > 1, et en décalant le tout vers la gauche.

Par exemple, pour H < &1,

H0,0304,1,0,1,020,- (K1,K2,--+) = H20304,101,0,2 (K1, Ko, -, Kio)

= Ha112 (K3, Ks, Kg, Kz, Kip)

Ceci nous permet de dire que d est fortement stable sous le produit en couronne
généralisé lorsque {id1} € ® et Vni,ng,--- € N* tels que ny +ng + -+ = n < oo,

VH < &, et VK; < &, i € N* k; € N*

~

H O Gy iy € D
H g, (K1, Ko,--) €& <= et

Ki,Ko,--- € ®.
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De plus, Vny,ng, -+ ,ny € N* tels que (n1,n9, -+ ,ng)" = A+ n, on sait qu’il existe

w € 6, tel que anl’nQ,...,new_l =G, et que VH < &,
HnN Gnino, g = HYNG,.

Soit f une bijection qui associe au vecteur (n1,ng, -+ ,ng) le vecteur (ny,ng, - ,ng)+t =

A, cma=d. 1 my = Appy, onac

H 4y ng ey (Hi,Ha, -+, Hg) = H* 1 (Hffl(l)’Hffl(Q)’ T ’Hffl(é))'

)

Reprenons 'exemple ci-dessus. Soit w € &,, telle que w63,471,172w_1 = 6432,1,1,0n a:

Hzan,2 (Hi,Ho, H3, Hy, Hs) = HY 3211 (Ho, Hi, Hs, Hs, Hy)

= HYWus321.1 (Ks, K3, K0, K¢, K3).

Nous pouvons donc dire que d est fortement stable sous le produit en couronne
généralisé lorsque {id;} € ® et YA F n < oo, en £ > 1 parts, VH < &,, et VK; < &,
i€, kie N*:
HNGyed
Hy (K, Koy Kp) €D <=4 ot
K1, Ko, K, € ®.

Exemples 3.2.14. Examinons quelques cas de produits en couronne généralisé.

1. Soient H < &, n1,n9,--- € N* tels que ny +no +--- = n < oco. Si Vi € N*,
K; = {id;}, alors

Tlan;w .. Xn
H N &p iy, T;=X,i>1 - H ny g, ({idi}, {ida},---)
X’I’L
H NGy oy,

et H by oy, {idr}, {idi}, ) = HN Gy oy,
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2. Soient H < &, et K; < &y,, i € N*, k; € N* des groupes fixés, si A = (1") alors

X 2o Aiki

A1z
T2 - -

H oy g, (K1, Ko, -+ )

et Humq 0o (K1, Koo Ky,

HNG,y

Ti=X" /K;,i>1
TTy---T,
{idn}

T;=Xki/K;,i>1

XM Xk Xhn
K K Ky,
XXk

Kl*KQ*"'Kn

) = K1 xKyx--- K,. Par conséquent, lorsque

{ido} € @, {ido} € ® et ® est fortement stable sous le produit en couronne

généralisé, ® Dest aussi sous le produit externe de groupes, voir le lemme 3.2.3.

3. Soient H < &), et K; < &y,, i € N*, k; € N* des groupes fixés, si A = (n) alors

X2 Aiki

Hy, (K1, Ko, --+)

et H2n707... (Kl,KQ,"-) = H K;.

_mmee
HN6G, Ty=X%i |K;i>1
_ 17
H T1:Xk1/K1
xn Xk1 Xnk1
T H K, HIK

Ainsi, lorsque d est fortement stable sous le

produit en couronne généralisé, il I’est aussi sous le produit en couronne. O

Lemme 3.2.15. Soient &,V et (), trois ensembles formés de groupes non conjugués

deux & deux. Pour une espéce moléculaire M = X" /H, H < &, et pour une espéce

A-pondérée G, = Zle <Xkl> ot K; <6, ki e N*, aq; € A, 1 <i </l < oo, et ou
a

K;

i

a; # a; lorsque 1 # j on a :

—~Q

Q

Drrog, (T, 2%, ) = Uy (Gy (2), G2 (22),--)

st et seulement st,
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Vni,ng, - ,ng € N tels que ny +ng + -+ +ny =n,
Z X(HT g ng e (KviQ"" 7KZ) € @)
TEGnl,ng,---,ng\Gn/H
A E ~
— > XH™ NGy gy € ) [ 1" (K € Q).
TEGN, ng, g \Sn/H i=1

Démonstration. D’une part, employant la proposition 1.5.5, la décomposition molé-
culaire de la proposition 2.1.1, la commutation sous ’addition et le théoreme 3.2.12, on

obtient successivement

Drroc, (2, z2, .- )=(Mo GU)N(I)(LU)
~®

mn
_ Z T{LITQTLQ'--TKZ
H™ NGy ngee ny

nitng+--+np=n
TEGN] ng, e np\En/H Ty =(X%i /K})a,
1<i<e

mn1 mn My
— E Tl T2 TZ
H™N6 Tyi=(X¥i / K} )a,
nj+no+-+np=n ny1,Mnz, - ,Ny 1Z<7;<<é / ’L>‘7‘7,
‘rgenl,n}mm[\ﬁn/[{ 1S

XX niki ~e
— A
Z H7 an,nQ,---,ng (K17K2>"' 7K£) ( )

nitng+-+nyg=n a?la;z--azé
TEGN], Ny, ,ng\Gn/H

4
2 n: iy
= > XHT 4y g g (K1, Ko, -+ Ky) € @) [ afiam*
ny+ngt--+ny=n =1

TESN],ng, - ,n[\Gn/H

D’autre part, on a

Par définition,

Upr(ty+ g+t ti 44 t2, ) = M(Xy, + Xpp +--+ X3,)~Y (1)



et ainsi,

—~Q Q

\I}M(GU (.CU), Gv2 (xz)v o

= M(Xy, + Xy, +---

>

nit+ng+t--+np=n
g \&n/H

P>

nitng+--+ny=n
TEGN] Ny, ,ny\En/H

- T

nitng+t-+np=n
;np\&n/H

Tgenlynzym

‘rgenl’n%m

Par comparaison de l’expression obtenue pour ¥ (G,,

obtenue pour (M o G,)~?®

X?’L

X(HT N 6”1,”2:“'

X(H™ N Spy g,
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)

+ X, (1)

titzx(KiGQ)aizki
1<i<t

~U
) 1)
g ) (2
the

ne € W) (71857 - 1

ti::)((KiEQ)aizki
1<i<t

tizzx(KiGQ)aiz,’f
1<i<e

V4
e € \i’) Hx”’(KZ € Q)a?lxmkl
=1

—~Q —

(37)7 G2 (1:2), o

-) avec celle

(x), le résultat suit. |

Remarque 3.2.16. Dans le cas particulier ot

G =

on a:

>

<Xk1 /Kl) + (X’” /KQ)

al az

ZX H tny ny (KLKQ) € CI)) a?la"2xn1k‘1+n2k2

ni+no=n
TESN ng\&n/H

et

—~Q —~Q

Uy(Gy (2),Gy (27),---)

>

n1+n2:n
TESN],ng \Sn/H

X(HT N 6,117”2 c \ij)an (Kl c Q) n2 (K2 c Q)a?langxmlirnng

Lorsque a1 = ao, les conditions du lemme 3.2.15 sur les ensembles ®, ¥ et 2 sont

suffisantes pour que

QMOGU (xa

sans toutefois étre nécessaires. Par contre, lorsque a; # ag méme lorsque K; =

x2’...):

—~Q

\IIM(GU :

(x)v G2 (xQ)v T )

Ko, les

conditions sur ®, ¥ et {2 demeurent nécessaires et suffisantes. O
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En pratique, on s’intéresse aux conditions qui, imposées & ®, sont suffisantes pour

ue, quelles que soient ’espece moléculaire M et I'espeéce pondérée G, on ait
q q q p p p

—~ @ —®
@Mogv(a},xz, ) =Dy <Gv (), G2 (x2), . )

Remarque 3.2.17. Soient M et G, deux especes telles que définies au lemme 3.2.15.
Lorsque d="U= Q, on a

~ & —
Daroc, (@,0% ) = 0y (G (@), Ge” (2, )

si et seulement si

Z X(HT g, g (K17K27"' 7K€) € (i))
TEGn] g, ,ny \&n/H
)4
- > XH™ NGy gy € ) [ ™ (Ki € D).
TEGn g, g \&n/H =1
Clairement,
2 0 AT 9

Daroc, (@,0% ) = 0y (G (@), Ge” (2, ) (3.8)

si Vny,ng, -+ ,ng € N tels que nqy +ng+ - +ng =n et si V7€6,, ny... n, \Gn/H,
¢
X(H' tnyng, g (K1, Kg,-++ , K¢) € @) = x(H™ N Sny g, ng € ) Hxnl(Kl € ).
=1

Or, lorsque ® est fortement stable sous le produit en couronne généralisé, on a : V¢ € N*,
Vni,na, - ,ng € N tels que ny +ng +---+np =n, VK < &,, et VK; < &,, i € N*,
k; € N*,

l
X(K tnyng, g (K1, K2, Ky) € (i)) = x(K N Snyng,eeng € ) HXnZ(KZ €9®).
i=1
En particulier, V7€6,, ny - n,\Gn/H,
E ~
X(HT 27’11,77,2,"',7’12 (K17 K27 T 7K€) S q)) = X(HT N 6711,%27"',714 € (b) HXnZ(K’L € Q)
=1

Ainsi, le fait que d soit fortement stable sous le produit en couronne généralisé est

suffisant pour qu’on ait I’égalité (3.8). |
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Proposition 3.2.18. Soit ® C {Kcce(6,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deur & deux. Si P est fortement stable sous le produit en couronne généralisé

alors, pour toute espéce moléculaire M et pour toute espéce A-pondérée G,, G[0] = 0,

~3 3
(I)MOGU(J’":E27 : ) = oy (Gv (x)’G’UQ (:L‘2)’ o )

Démonstration. Puisqu’une M o G,-structure est toujours formée d’une M-assemblée

finie de G,-structures on peut supposer que G, est de la forme

Gy = fj (fj) (3.9)

i=1

ou K; < &y, ki € N*, a; € A, 1 <i < /¢ < 0. Les conditions étant imposées a ® et non
aux especes M et G, on peut considérer distincts les poids a; € A, i > 1, intervenant
dans la décomposition (3.9). En tenant compte du lemme 3.2.15 et de la remarque

3.2.17, le résultat suit. [ |

Proposition 3.2.19. Soit ® C {Kcce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux o deux. Si O est fortement stable sous le produit en couronne généralisé

alors, pour toutes espéces pondérées Fy, et Gy, G,[0] =0,

Orpoc, (T1,22,- ) = ®p, 0 P, (1,22, ).

Démonstration. Notons d’abord qu’on peut se restreindre au cas ot F, est une espece
moléculaire non pondérée et le résultat suivra par linéarité. Soit F,, = M = X"/H,
H < &,,. D’une part, on a, par définition,
(MoGuy)~®(x) = ((MoGy)oX,)™(x)
= Dpoq, (12, 2022, -).

D’autre part, par la proposition 3.2.18, si d est fortement stable sous le produit en

couronne généralisé alors

(MoGy)~®(x) = (Mo(GyoXy))™®(z)

= u((Go o Xi) (@), (G2 0 Xp2) ™~ (a?), ),
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et, par conséquent,

Dproc, (w12, 222%,-) = @p((Gy o Xy) (), (G2 0 Xp2)~*(2?),-++)
= @M(®Gv(x1x,:c2x2,-~),®Gi)2(:c2x2,x4x4,‘--),-")

== @MO@GU($1$,$2$2,"’),
le résultat suit. [ |

Corollaire 3.2.20. Pour toutes espéces pondérées F = Fy, et G = G, G[0] = 0, on
a:

ZroG (21,22, ) = Zp o Zg(x1, 22, )
et

FFog(frl,mg, .. ) = FF OFG((L‘l,l‘Q, s )

3.3 Les especes primitives et g-primitives

Dans le but de construire divers exemples d’ensembles ® de groupes tels que les
transformations F' — ®p possedent des propriétés particulieres, nous introduisons
maintenant les concepts de groupe g-primitif et d’espece g-primitive. Essentiellement
(voir les définitions 3.3.1 et 3.3.5), les groupes g-primitifs sont irréductibles sous le
produit en couronne généralisé, tandis que les groupes primitifs sont irréductibles
sous le produit en couronne simple. Commencons par quelques rappels concernant

la primitivité simple au sens de Bouchard et de Ouellette [6].

Définition 3.3.1. Une espéce atomique P # X est dite primitive si elle est indécom-
posable sous la substitution d’espéces, c.-a-d. : P=MoN = M =X ou N =X. On

dit qu’un groupe H < &,, est primitif lorsque 'espéce X™/H est primitive.

Désignons par P, I'ensemble de toutes les espéces primitives non pondérées et a

isomorphisme naturel prés,

P = {E23E37C37E4aE4ianiCaC4""}'
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En particulier, pour k > 2, toutes les especes Ej et C} sont primitives.

Remarque 3.3.2. Une notion "plus exigeante" d’action primitive existe déja dans
la littérature, voir par exemple Rose [43]. Essentiellement, pour H < &y, on dit que
B C U est un bloc de l'action de H sur U si 0 # |B| # 1 et si Vo € H, 0(B) = B
ou o(B) N B = (). L’action du groupe H sur ’ensemble U est dite primitive si elle est

transitive et si elle n’admet aucun bloc. O

Dans notre contexte, un groupe atomique H # {id;}, c.-a~d. : espece X" /H est
atomique, est primitif s’il est indécomposable (sauf trivialement) sous le produit en

couronne, c.-a~d. : H = H1V Hy = Hy = {idy} ou Hy = {id; }.

Proposition 3.3.3 (Bouchard et Ouellette [6]). Pour toute espéce atomique A # X
il existe une espéce primitive P et une espéce moléculaire M, uniques & isomorphisme

naturel pres, telles que A = Po M. De plus, si B, C' et D sont des espéces moléculaires

alors ( BoC=BoD=C=D)et(BoC=DoC= B=D,). A

Remarque 3.3.4. Puisque tout ensemble & fortement stable sous le produit en
couronne généralisé 1’est nécessairement sous le produit en couronne, on a : Po M €
mol(®) N A <= P € mol(®) NP et M € mol(®), ot A désigne '’ensemble de toutes les

espéces atomiques non pondérées et a isomorphisme naturel pres. O

En ce qui concerne le produit en couronne généralisé, nous introduisons la définition

suivante.

Définition 3.3.5. Le produit en couronne généralisé,
H=K znl,nz,m,ng (K17 K27 T 7Kf)7

oul<l<ooetng,ng, - ,ng €N, est trivial si

KN Gny g,y
H=1¢ ou

K;, pour un i€ [{].
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Un groupe H # {id1} est g-primitif, ou primitif généralisé, s’il est indécomposable, sauf
trivialement, sous le produit en couronne généralisé. De plus, on dit que ’espéce X"/ H

est g-primitive lorsque le groupe H est g-primitif.
Proposition 3.3.6. Toute espéce g-primitive différente de 1 et de X? est primitive.

Démonstration. 11 est évident que toute espéce atomique g-primitive est primitive.
Nous allons démontrer qu'une espéce moléculaire non atomique n’est pas g-primitive
A moins que celle-ci ne soit I'espece 1 ou l'espece X2. Nous considérons M = X"/H,
H < &, une espece moléculaire non atomique. Soit M = A1 As - -- Ay la décomposition
de M en produit d’especes atomiques A;, i € [¢], £ > 2. Posons A; = X™ /H; pour
i €[{]. On a

xn Xn X" X
M= . — A Ao A
H  H, H, H, 12t
d’ol
H=H{xHy*x---xHy= {ng} U,1,-,1 (Hl,Hg, s ,Hg). (3.10)

On vérifie facilement que le produit en couronne (3.10) est trivial si et seulement si
Hy = Hy = --- = Hy = {idy} et ce, si et seulement si H = {id,}, c-a-d. : M = X,
¢ > 2. Or, pour tout £ > 3, on peut toujours écrire le groupe {id;} comme le produit

en couronne généralisé non trivial

{ide} = {id2} 41 ({idi}, {ide—1}).
Par conséquent, une espece moléculaire non atomique n’est pas g-primitive & moins que

celle-ci ne soit I'espece 1 ou l'espece X 2. Par contraposée, le résultat suit. [
Corollaire 3.3.7. Toute espéce g-primitive différente de 1 et de X? est atomique. /\
Remarque 3.3.8. Une espece peut étre primitive sans étre g-primitive. Par exemple,
considérons 'espece primitive X2C3/Zy = X°/Q o, voir [9, 33],

Q = {ids, (23)(45), (12)(45), (13)(45), (123), (132)} < &30

Le groupe Q 32 ({id1},{id2}) < &7 est primitif sans étre g-primitif. En effet, d’une

part, l'espece quotient, voir [9],
X7 ( X2)203 X7

Q32 ({id1}, {ida}) Ly < (123),(12)(45)(67) >
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est atomique ; 'action de Zso sur une (X?2)2Cs-structure consiste & changer I'orientation

des deux ordres linéaires et du cycle simultanément. D’autre part, si ’espece

X7/Qs2 ({idi}, {id2})

n’est pas primitive, alors il existe M = X™/H # X et N = X¥/K # X telles que
MoN =X"/Q ({idi},{ids}).

Puisque M o N est concentrée sur le cardinal mk = 7 et que 7 est un nombre premier,
M = X ou N = X et il y a une contradiction. L’espece X7/Q 132 ({id1},{id2}) est

donc primitive. |

Définition 3.3.9. On dit qu’un ensemble P de groupes est engendré sous le produit
externe par un ensemble G de groupes si

~{idy} € ® et G C D,

~VH, € et VHy € &, Hy x Hy € 9,

~ & est le plus petit ensemble saturé de groupes satisfaisant les deuxr premiéres

conditions.

De méme, on dit qu’un ensemble o de groupes est engendré sous le produit en couronne
(simple) par un ensemble G de groupes si

~{idi} e ® et G C D,

~VH, € et VHy € ®, H 1 Hy € 9,

~ & est le plus petit ensemble saturé de groupes satisfaisant les deux premiéres

conditions.

Proposition 3.3.10. Un ensemble o engendré sous le produit en couronne (simple) et
sous le produit externe par un ensemble de groupes primitifs est fortement stable sous

ces deur opérations.

Démonstration. Le résultat est obtenu, par contradiction, comme conséquence des lois
de simplification données & la proposition 3.3.3 et de la proposition 1.3.21. [
Par contre, I’exemple suivant montre, qu’en général, il ne suffit pas qu’un ensemble

® soit fortement stable sous le produit en couronne (simple) et sous le produit
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externe pour que, quelles que soient les espeéces F' et G, on ait ®pog(r1,z2, ) =

(I)F (e] q)G(ﬂS‘l,.Tg, . )

Exemple 3.3.11. Considérons Q, le plus petit ensemble saturé de groupes qui contient
I' et qui est engendré sous le produit en couronne et sous le produit externe par
I’ensemble ne contenant que le groupe @) décrit a la remarque 3.3.8.

Rappelons que si I' C ® et que la transformation F' — ®p préserve 'opération de

substitution alors

X204
Ly

~®
o(X+X2)> () = ® x20, (z+ 22 22+ 2423 +25,-.). (3.11)

2
Dans le cas de Q, laffirmation (3.11) est fausse. Il suffit de comparer les coefficients
de 27 dans les expressions

X2Cs
Loy

~Q
o(X—|—X2)> (x) et szc3(:v+x2,x2—1—334,176‘3-1-536»"')-
Ly

D’une part, posant Y = X? dans la décomposition moléculaire de %203 o(X+Y)

fournie & I’appendice 2.14 de [5], on trouve
X2C e
@ (gt e (X +XY) (@)=

X <(X2)2€3 € mol(Q)> +x (X7 € mol(Q)) + x (X Ea(X?) € mol(Q)).

2\2
Clairement, 1’espeéce primitive % et 'espece moléculaire X Eo(X?) n’appartiennent

pas & mol(Q) et, puisque X” € mol(f), on a :

X2Cy ~
Ed ( 7 o(X+X2)> (x) = 1.

D’autre part, en utilisant Maple [8] et le principe décrit & 'exemple 2.1.8; voir le tableau

3.3, on obtient

Qx2c, (v1, 22,23, ++) = ZTQ(Q) mon, (t1,t2,t3, )
= AR5
= mons + 2mong 2 + 3mongy 11 + 4monsg 2 1

+10m0n2,171’1 + 20m0n1,171’171

Ls 1o 1 2,
= -] — Zx{T3 — ZT1x5 + ~T2w
61613 212 223



et

[567] QX203 (z +ﬂ§2,ﬂ$2 —1—1:4,333 —|-x67 L) =2

Ly

Tableau 3.3 — La décomposition de XZZC?* (X, + X, +--+)
A {re)\65/Q} | TQRT ) N6 | roirmss
(5) 1 Q %53
(4,1) 1 < (123) > X204
1 S@ED > | XE(X?)
(3,2) 1 9) %203
1 < (12)(34) > | XE(X?)
1 {ids} €
(3,1,1) 1 < (123) > X204
3 {ids} €
(2.2.1) 2 <(12)(34) > | XEx(X?)
4 {ids} €
(2,1,1,1) 10 {ids) X5
(1,1,1,1,1) 20 {ids} 5
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Définition 3.3.12. On dit que D est engendré sous le produit en couronne généralisé
par un ensemble G de groupes si

~{idi} €D et GC D,

— pour ni,ng, - € N*, si KNGy py.. € d et Ki,Ky,--- € ® alors

K Znhn%... (Kl,KQ, . ) € CI),

~ d est le plus petit ensemble saturé de groupes satisfaisant les deuxr premiéres

conditions.

Si le saturé ® d’un ensemble de groupes est fortement stable sous le produit en
couronne généralisé alors il est engendré par ’ensemble des groupes g-primitifs qu’il
contient. En particulier, si G1 = {Hecc(S,,) | n > 0, H est g-primitif} alors I'ensemble
Z de tous les groupes est engendré par (G sous le produit en couronne généralisé.
De méme, si Go = {{ido}, {id2}} alors ensemble T', de tous les groupes triviaux, est

engendré par Go sous le produit en couronne généralisé.

Exemples 3.3.13. Un sous-ensemble G de {H€ce(S,) | n > 0, H est g-primitif}, ne
contenant pas {idp} ou {id2}, peut tres bien engendrer, sous le produit en couronne
généralisé, un ensemble P qui n’est pas fortement stable sous le produit externe de
groupes. En particulier,
~si G =0 alors ® = {{id}} et le seul élément de mol(®) est I'espece X des
singletons ;
— si G = {{idy}} alors & = r*=1-— {{idp}} et les éléments de mol(P) sont de la
forme X", n > 1;

— si G ={6n}, ot N est fixé et N > 2, alors
{{id1}, 6N, 6N 16N, BN 16N 16y, -} C P

et les especes X, En, En o Eny, En o Ey o En,--- sont éléments de mol(®);

— 81 G ={Zn}, ou N est fixé et N > 3, alors
{{id1}, Zn, ZN VLN, ZNVIN Ly, - Y C @

et les especes X,Cn,Cn o Cn,Cn o CyoCy,--- sont éléments de mol(P). O
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On s’intéresse particulierement aux ensembles o qui sont fortement stables sous
le produit en couronne généralisé et sous le produit externe de groupes. Ainsi, le
calcul de la ®-série d'une espéce pondérée F' = F,, peut étre largement simplifié
par l'utilisation d’égalités combinatoires faisant intervenir la somme, le produit, la

dérivation, le pointage et la substitution d’especes.

Exemples 3.3.14. Rappelons qu’un ensemble d fortement stable sous le produit
en couronne généralisé qui contient I' est fortement stable sous le produit externe
de groupes. Ainsi, n’importe lequel des ensembles générateurs (d’ensembles fortement
stables sous le produit en couronne généralisé) présentés aux exemples 3.3.13, par la
réunion avec ’ensemble {{idy}, {id2}}, donne lieu & un ensemble qui est fortement
stable sous le produit en couronne généralisé et sous le produit externe de groupes.

Notons que chacun de ces ensembles contient {id; }.

ensemble générateurs : G
{{ido},{id2}, 6 |2 <k < N < 00}
{{ido}, {id2},6, | 2 <n < oo}

{{ido}, {ida},Z | 2 < k < N < o0}
{{ido}, {ida}, Zp | 2 < n < o0}
{{ido},{id2}, 60,2 |2 <n < 00,3 <k < o0}

O

Remarque 3.3.15. Nous désignons par £ l'ensemble engendré sous le produit en
couronne et sous le produit externe par G = {&,, | n > 2}. Evidemment, il contient
I et tous les sous-groupes de Young. Plus précisément, les espéces de mol(E) sont de

I'une des formes suivantes
1. Tou X
2. ATTAS2 - A7 on, pour 1 < i <0< oo, 4; € mol(E) N A

3. E,(M)oun>2et M e mol€)
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ou les seules especes atomiques de mol(€) sont X et E,(M), n > 2, ou M € mol(E).
De plus, nous désignons par C l'ensemble engendré sous le produit en couronne et sous
le produit externe par G = {Z, | n > 2}. Il contient I' ainsi que tous les produits
de groupes cycliques. Plus précisément, les especes de mol(C) sont de I'une des formes

suivantes
1. Tou X
2. ATTASE .- A7 on, pour 1 < i <0< o0, 4; €mol(C)NA
3. Cp(M)oun>2et M e molC)

ol les seules especes atomiques de mol(C) sont X et Cy, (M), n > 2, ou M € mol(C).
Notons que, par la proposition 3.3.10, les ensembles € et C sont fortement stables

sous le produit en couronne (simple) et sous le produit externe. O

En général, les ensembles engendrés sous le produit en couronne (simple) et sous
le produit externe par un ensemble de groupes primitifs, méme s’ils contiennent I'; ne
sont pas pour autant, engendré sous le produit en couronne généralisé par un ensemble
de groupes g-primitifs, voir ’exemple 3.3.11 & cet effet. Par contre, nous allons voir & la
proposition 3.3.19 que ’ensemble £ est engendré sous le produit en couronne généralisé
par

Gg = {{ido}, {idQ},Gn ‘ 2 <n< OO}
et que C est engendré sous le produit en couronne généralisé par
Ge = {{ido}, {id2}, Zn | 2 < n < o0}

Nous montrons, par ces exemples, que certains ensembles engendrés sous le produit en
couronne (simple) et sous le produit externe de groupes par un ensemble de groupes
primitifs, sont aussi engendré sous le produit en couronne généralisé par un ensemble

de groupes g-primitifs.
Définition 3.3.16. Le saturé ® d’un ensemble de groupes est dit Young-fermé si

Vn>1,YH < &,,YA\tn, si HE ® alors HN &), € d.
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Proposition 3.3.17. Soit ® C {Kcce(6,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deur d deuz. Si P est Young-fermé alors
VM € mol(®), ®ps(x1, 22, ) = Zy (w1, 22, ).
Démonstration. Pour M = X"/H € mol(®), H < &,, on a

Par(w, w2, )p=ys o b = ZT;\I)(H) mony (t1,t2," )
B AFn

ot TY(H) = |{7€6\\6,/H | H" N &) € &}|. Puisque VH € ®, ¥7€6,\6,/H, on a
HT™ € &, le fait que ® soit Young-fermé implique que TR (H) = |6)\6,/H]| et que

p = _|6\\&n/H| mony(ty,ta, -+ ) = Zyr(x1, 72, -).

i>1 %
AFn

Pas(@1, w2, )| m5

Lemme 3.3.18. Soient K < &, et vi,v9,--- € N tels que vy +vo+---=v > 2. 5§
KN&y, u,,. est réductible sous le produit externe de groupes alors pour tous groupes

Ky, Ky, tels que K; < &,, i € N*, k; € N* le groupe
K 21/1,1/2,--- (Kla K2> e )
est réductible sous le produit externe de groupes.

Démonstration. Par le critere de réductibilité de Yeh, si K N &, 4, ... est réductible
sous le produit externe de groupes alors il existe W C [v], 0 # W # [v], tel que
Vo e KNGy, ...,

—YweW,ow)eWetVwe[v]—W=W* ow) eW*

— ol *idwr € KNGSy ...
Représentons les éléments de W et ceux des colonnes correspondantes par -, de méme,

représentons les éléments de W* et ceux des colonnes correspondantes par .



O 0 0 6

O 0 0 6

© 0 0 6 o ©

© 0 0 66 o ©

©

©

©

©

O 6 6 66 6 O

1 colonnes

V9 colonnes
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A la suite de la remarque 3.2.9, on constate que le groupe K U, ... (K1, K2,-)

s’identifie & un produit

(H1 2wy g (K1, Koy -+ ) % (Ho Gt s (K1, Ko, -

ou, pour ¢ > 1, w; + w; = v,

Hi NGy o, = {O”W *xidy+| o € KN Gt v,-

et

Ho N 6w1‘,w§,-~~ = {idw * U|W* |oce KN 6,,1’,,2’...}.

Proposition 3.3.19. Les ensembles E et C sont respectivement engendré, sous le

produit en couronne généralisé, par Gg et Ge.

Démonstration. On doit montrer que pour d=Eetd=C,Vni,ng, - €N tels que

ny+ng+---=n, VK < &, tel que KNGy ... € ® et VKi,Ko,--- € D,

Kty g, (K1, K, - ) € .

A

Puisque dans les deux cas, P est engendré sous le produit externe de groupes par un

ensemble de groupes g-primitifs, par le lemme 3.3.18, il suffit de considérer le groupe

K N Gy ny,... comme irréductible sous le produit. Autrement dit, 1’espece ﬁ
g

est atomique.
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De plus, puisque dans les deux cas, ® est engendré sous le produit en couronne
par un ensemble de groupes g-primitifs, comme conséquence de la proposition 3.3.3, on
peut se restreindre au cas ot

m

X" XP X

KNGy o,
Examinons la décomposition moléculaire de
PoM(Ty+To+ - )lp—ny=xti/K, -

Par ’associativité de la substitution, on a :

PoM(Ty+To+--- )|Ti:Ni:=in/Ki

- X > (QUA) ta g (K1y Kz, o)

N1+N2+=MP TEGR gy, \Smp/(QUH)

X 2o miks

= Po Z Z Heo Uy mg - (Kl,KQ,...)

mit+me+-=m c€&my mqg, \Em/H

p XH X H2
= O<H1+H2+>

XZPMZ‘

= Z Z QP Yy o, (H1, Hoyo o)

P1H+P2+=p pESp, py,--\Sp/Q

Ces égalités signifient que Vni,no,--- € N tels que n; +no +--- = mp et

VTEG, no, \Gmp/(QULH),

N

(QUH) ty s, (K1, Ko, ---) €D

si et seulement si Vpi,p2,--- € N tels que p1 +pa+ -+ =p et VpeS,, p,....\Gp/Q

~

Q7 1 po, (Hi, Ha,y o) € .

Le fait que les ensembles Gg et G soient Young-fermé (ce qui est facile a vérifier)
nous assure que VQ € C/v’E NP, respectivement V(@) € C/J\c NP, et Vp € Sp, py.... \Gp/Q, 01

a QP € Gg, respectivement Q° € Ge.



110

Ainsi, pour tout groupe primitif @ de é), que d soit € ou é, Q <6, n>1,
Vp1,p2, - -+ € N tels que p1 +pa + -+ = p et VpES,, p, . \6p/Q

A

Q° Wy po, (H1,Hay-++) € P

lorsque Hy, Ho, - € P.

11 suffit de procéder par induction sur I’ordre des produits en couronne généralisé et
le résultat suit. [

Notons qu’un ensemble de groupes peut trés bien étre engendré sous le produit en
couronne généralisé sans toutefois étre Young-fermé. Il suffit de considérer ’ensemble
engendré sous le produit en couronne généralisé par {{idp}, {id2}, S3}. Celui-ci n’est
pas Young-fermé puisque &3 N Sz 1 = S21 & P.

Comme nous l'avons vu, il n’est pas difficile, en utilisant la notion de groupes
g-primitifs, de construire des exemples d’ensembles saturés de groupes o, qui sont
fortement stables sous le produit en couronne généralisé et sous le produit externe.
La difficulté est plutdét de démontrer que ces ensembles sont différents de 7 , soit en
trouvant la forme explicite des éléments de mol(®) C M, soit en montrant que tout
produit en couronne généralisé de P =+ Z ne s’écrit qu’a 'aide des groupes engendrés

par ’ensemble des groupes g-primitifs de P.

Proposition 3.3.20. Les ensembles € et C sont fortement stables sous le produit en

couronne généralisé.! A

1. Au dépot initial de cette these, cette proposition était, en fait, une conjecture. Etant donné les
propriétés des groupes symétriques et celles des groupes cycliques, nous étions convaincus de la véracité
de celle-ci, il nous manquait, par contre, ’argument mathématique appuyant notre intuition. G. Labelle
I’a démontrée au cours de ’été 1995. En fait, il a démontré le résultat suivant : si un ensemble saturé
d de groupes est engendré, sous le produit en couronne généralisé, par un ensemble saturé de groupes

g-primitifs alors & est fortement stable sous le produit en couronne généralisé.



Chapitre 4

Une exploration des ¢-séries

indicatrices : formules explicites

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie générale développée aux chapitres
précédents au calcul de formules explicites pour les séries indicatrices des ®-symétries,
O p(xy, o, -+ ), d’especes F particulieres : E (les ensembles), C' (les cycles orientés), S
(les permutations), ALT (les permutations paires), NALT (les permutations impaires),
A (les arborescences), End (les endofonctions), Ar (les arbres) et A (Iespece pondéra-
trice des composantes connexes). Ces ®-séries généralisent les résultats correspondants
pour les séries Zp et I'p dispersés dans la littérature récente [10, 12, 18], [22] & [28],

[30] et [33].

4.1 Les ensembles

Plusieurs familles de structures combinatoires sont obtenues en considérant des
assemblées de structures connexes. Nous commengons donc par étudier la série

indicatrice des ®-symétries de 'espece E des ensembles.

Proposition 4.1.1. Soit & C {Kece(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
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conjugués deuxr o deux. La ®-série de l'espéce E, des ensembles, est donnée par

(I)E<371,$2, .- ) 2= ks b ZZX 6)\ S ‘I’ mon)\(tl,tg, ) (4.1)
n>0 A\Fn

Si ® est fortement stable sous le produit externe de groupes alors
Ty,
Sp(r1,22, ) =exp ka % (4.2)
k>1
ot les coefficients & sont donnés par
x* .
G =m(> "], J={n|6&,cd}. (4.3)
k
k>1 neJ

Si, de plus, {id,} € ® alors & = 1.

Démonstration. Puisque E =3 _ E, =5 +,X"/&,, pour démontrer (4.1), il suffit
de poser H = &,, dans l'expression (2.2) et de constater que T(6&,,) = x(&, € ®).

Si & est fortement stable sous le produit externe de groupes alors {idy} € P et

Pp(r1,a2, gy = (BXy + Xy +---)™ (1) = [J (B (1)
i>1

= [T @& o) =TT X Et )

i>1 \n>0 i>1 \n>0
= JI{D x(encd)t; :H<Ztn>
i>1 \n>0 i>1 \neJ

ou J = {n| &, € d}. Puisque {idy} € ®, on peut écrire

dp(z1, 20, - ")‘wkzzpltf = H (Z tf) = exp Zln <Z t?)

i>1 \neJ i>1 neJ
et poser
k
x
In "l =In[1 nl = il
(o) on(ie & o) oway
neJ neJ—{0} E>1

Ainsi, pour z =} ;5 th,

k
R R DD DR ESTE § P PSS S Pk

i>1 k>1 k>1 i>1 k>1
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et (4.2) suit. Finalement, en comparant les coefficients de ! dans les expressions

k
doat=ep{ > & 0 =1+ G+ 0,

neJ k>1

si {idi} e P alors1eJet & =1. |

Corollaire 4.1.2. 5i & est fortement stable sous le produit externe de groupes alors la

série des types de ®-symétries de l’espece E, des ensembles, est donnée par

E®(z) = Zx" o J={n| @&, cd}.
neJ

Démonstration. Puisque ®p(z,22,23,---) = E*(z), de (4.2) on a :

@E(:C,SL’Q,JI?’,"') = exp ng 1: = exp {ln (an>} = an

k>1 neJ neJ

Notons que si ® = Z = {K€ce(&,) | n> 0} alors J = {n | &, € Z} =Net

In Zx :ln<1_x>zza;€.

neN k>1

Ainsi, Vk > 1, & = 1 et on retrouve bien la série indicatrice des cycles

T

Zp(w1, w9, ) =exp Y i

k>1

De plus, puisque {n | &, € <i>} =N lorsque ® =€ et =7, 0n a:
Ep(w1, 22, ) = Zp(w1, 72, ).

Si®=T={{id,}|n>0}alors J={n|&, cl'}={0,1} et
xk
In Zx” :ln(l—i—a:):Z(—l)k_l?.
neJ k>1

Ainsi, Vk > 1, & = (—1)*~! et on retrouve bien la série indicatrice d’asymétrie

T
Ip(z1,2z2,--+) =exp Z(—l)k 1?’“
k>1

On a aussi le résultat plus général suivant.
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Proposition 4.1.3. Soit & C {K€ce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuxr a deuz. Si P est fortement stable sous le produit externe de groupes et

est tel que {n | &, € ®} ={0,1,--- ,N —1} o0 1 < N < 0o alors

T
Pp(z1, @2, ) = exp kaf
k>1

ol
1—-N sik=0modN

& =
1 autrement.

De plus, on a la relation

Zp(x1, T2, )
P o) — _
(w1, 29, ) Zo(an tan )

Démonstration. Si N =1 alors J = {n | &, € d} = {0} et
Pp(z1, 29, +) = Ppy (21,22, ++) =1

et le résultat suit. Si N > 2 alors J = {n | &, € &} = {0,1,--- ,N —1} et

A N-1 ‘ 1— N
Zx]:;az]: 1—xac'

jET

Nous allons extraire les coefficients &, k > 1, pour la série

X
Op (w1, 2, ++) =exp > & f

k>1

de la relation
N k

JjeJ k>1
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) 5 . 1—xN . .
En développant I'expression -, on obtient successivement
11—V
= exp{ln(1-2")-In(1-2)}
1—2
k Nk
x x
= expy D o)
E>1 E>1
k Nk
x x
= ey N Ty
k>1 k>1
k k
x x
= expl > (1=N)— + > -
k>1 k>1
k=0 mod N k#0 mod N
k
x
= exp ka?

E>1
Par comparaison des deux derniéres expressions,

1-N sik=0mod N
1 si k # 0 mod N.

& =

Remplacant &, k > 1, dans la ®-série de I'espéce des ensembles, on obtient

x x
Qp(ry1,22,--+) = exp Z (1_N>?’f+ Z ?k

E>1 k>1
k=0 mod N k#0 mod N
= exp Z L Z TNk
k k
k>1 k>1
et, en passant au quotient des exponentielles, le résultat suit. [
En posant N = 2 & la proposition 4.1.3, on retrouve la relation entre la série

indicatrice d’asymétrie et la série indicatrice des cycles de 1’espece des ensembles :

ZE(l'l,xQ,.’L'g, o )
ZE($27$435L‘67 o )

Lg(r1, 22, ) =
De plus, puisque {n | &, € é} =4{0,1,2},on a

—2 sik=0mod3
1 sik#0mod3

& =
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et la relation
_ Zp(r1, 22,3, -)
Zg (3,6, g, )

Cr(z1, 22, )

Plus généralement nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.1.4. Soit ® C {Kecce(&,,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuxr & deuz. Si P est fortement stable sous le produit externe de groupes et
est tel que

{n| 6, ed}={0,N1 2N ... (N-1)N1},
oul>1 et N> 2 sont firés, alors

xT
Op(ar, w2, ) =exp > & f
K>1

N1 - N) sik=0modN*
e =14 N1 si k =0mod N1 et k # 0 mod N*
0 autrement.

De plus, on a la relation

ZE‘(Q?Néfl,l’QNZ—I,.'E?)NZ—l, c )
P L) = .
p(r1,z2, ) Z (Tt Tants Tants )

Démonstration. Le cas ou £ = 1 a été traité a la proposition 4.1.3. Fixons les entiers

N > 2 et £ > 2. Posons

J= {0, N1 oNEL L (N - 1)NH}
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et suivons le méme cheminement qu’a la démonstration de la proposition 4.1.3. On a :

>

jedJ

D’ou

Par conséquent,

@E(I‘l,ﬂf?,' ) = €xp

Jf iN271 ]._.',UNZ
x =
P 1 _xNE—l
exp {ln (1 - mN[) —1In (1 N 1)}

k>1 k>1
k=0 mod N{—1 k=0 mod N¥

T,
D -

k>1

N1 - N) sik=0mod N*
N1 si k = 0mod N“ ! et k # 0 mod N*

autrement.

D’une part, posant k = Nt Im,

>

k=0 mod N¢—1
k0 mod N¥

X T
> N ?’“ + Y N1-nN) ?’“ (4.4)
kz;)é(l)nodé\ljfrzl k=0 mod N*
NG L. N ENEIm NE-1ENCTIm
k Z>:1 Nt=1m 7; Nt=1m
m= m=0 mod N
T NL—14p TN,
— _ ZaTm 4.5
> T (4:5)
m>1 m>1

D’autre part, posant k = N‘m,

_ T _ TNt 1 TN,

k=0 mod N*

m2>1 m>1

o LNt LNl
= ZNm—Z o, (4.6)

m>1 m>1
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Lorsqu’on remplace le résultat de ’addition de (4.5) et de (4.6) dans (4.4) on obtient

T Ne—1yp, TN,
Qp(r1, 22,7 ) = exp E 7—5 —
m m

m>1 m>1

et le résultat suit. [ |

Dans le cas particulier ot N est un nombre premier et £ > 1, ’expression

Yo —ewYa

jeJ E>1
de la proposition précédente est intimement liée aux polynémes cyclotomiques définis

par

Cp(x) = H (1 — x"/d> He (4.7)

din
ot 11 désigne la fonction de Mdabius classique. Lorsque n = pf, p est premier et £ > 1,

on trouve que (4.7) se rameéne a

o\ 1) 1— o7 Tk
Cpe(SC): H <17xp ) = ———— =exp ka*

0<j< Lot =
ol
pt
& = — Z i M(j) (48)

il (k,p*)
p!~1(1—p) sik=0modp’

= ! si k=0 mod p*~! et k # 0 mod p
0 autrement.

L’expression (4.8) est obtenue en développant le logarithme de (4.7) et (n,m) désigne
le plus grand commun diviseur des entiers n et m.

Plusieurs familles de structures combinatoires sont obtenues en considérant des
assemblées de structures connexes ol chacune des composantes est de poids a € A,

ol A est un anneau pondérateur.

Proposition 4.1.5. Soit & C {Kcce(S,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deuz & deuzx. Si{id,} € D et sid est fortement stable sous le produit externe
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de groupes alors

T
Dpxy (w1, w2, ) =expq ¥ & o =
E>1
ot X, désigne l'espéce des singletons de poids o € A et les &, k > 1, sont donnés par

(4-3).

Démonstration. Puisque {id;} € ®, & la suite de la remarque 3.2.1, on a
Ppx.)(r1,22, ) = Ppox, (21,22, )

ou ®x, (z1,x9,--) = a x1. De la proposition 4.1.1, le résultat suit. [ |

4.2 Les cycles orientés

Dans [25] G. Labelle a montré que, pour Tj,75,--- une infinité de sortes de

singletons,

C(Tl + Ty + ) = ZZ Z Ai17i27“. Cn/d(lengz ) (49)

n>1 djn i1+iz+--=d
ou C désigne I'espece des cycles orientés et A; ;, ... est le nombre de mots de Lyndon
sur alphabet totalement ordonné {t; < t3 < ---} dans lesquels il y a exactement i
occurrences de la lettre i, k > 1. Il a aussi montré que la forme explicite des coefficients

Ai17i27... est

1 i1 iget
D R —— e ) 4.10
= e 2 o, ) (1.10)

i1 d2
d[(i1,52,) 6747
ott (#1142, - ) signifie que dliq, d|ig, - .
Proposition 4.2.1. Soit ® C {Kecce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux & deur. La ®-série de l'espéce C, des cycles orientés, est donnée par

Doy, me, )= %ZM(d/(S) s
(®)

(n,d)el(®)  6|d

ot I(®) = {(n,d) | 1 < d|n,C,/q(X?) € mol(®)}.
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Démonstration. La décomposition moléculaire de C'(Xy, + X, + -+ ) est obtenue de

(4.9) en posant, pour i > 1, T; := X;.. Ainsi

CXpy + X +-) = DD > Nipin Copal XX )

n>1 d|n i1+iz+--=d

SS9 g

n>1 djn i1+is+-=d

et

<I>C(t1+t2+-~-,t%+t%+---,~--)
~P

_ ZZ Z it jin,-- (Cn/d(Xd)>t?n/dt?”/d...(:E)

n2>1 djn i1+i2+--=d

SD D SRR S

(n,d)eI(®) i1+iz+--=d

xTri=

ou I(®) = {(n,d) | C’n/d(Xd) € mol(®)}. Or, pour (n,d) € I(®) fixé on a, par (4.10),

Z’T'L w®n ]- d mnn zn
I I 1)) u@(h ; )tl/“/d"

i1 t+igte=d i1tizt=d - S|(i1d2,)
Posant, pour k > 1, iy =djpona:i;+is+---=d< j1 + jo + =d/4. Ainsi,
Z i - 75lln/d an/d -
11,22,
i14ig+-=d
1 d §j1n/d,8jan/d
- g Z“(‘;) Z (j f ) tljm/ t2j2n/
3ld Jitat=dfs I
. 6n/d 6n/d d/d
= Z ( I )
sld
1 /s 1
- 4 > u(d) Tsnja = g > uld/d)
sld sld
et le résultat suit. [ |

Proposition 4.2.2. Soit & C {Kecce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deur a deux. Si P est fortement stable sous le produit en couronne et sous le
produit externe de groupes alors

Do (a1, 2,++) = Y co(n) In <1 —1xn>

n>1
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ol
n)= > “Eid), I={i>1]|C;cmol(d)}. (4.11)
n/der
Démonstration. Si ® est fortement stable sous le produit en couronne alors X € mol(®)
et, puisque d est fortement stable sous le produit externe, Vd > 1, X4 € mol(®P). Ainsi,
Chya(X?) € mol(®) < C,/q € mol(®). Soit I = {i | C; € mol(®)}, de la proposition

4.2.1 on a successivement

Oo(ry,220,--+) = ZZ > u(d/s) z Tid)s = ZZZ*N

iel d>1 5|d iel j>16>1
_ N 13 M
SDHILDIE TR I IAE _%)

i€l j>1 6>1 i€l j>1
- Yy ““)m( =)

= O d 1—x,

n/del
et le résultat suit. [ |

Corollaire 4.2.3. La série indicatrice des cycles, la série indicatrice d’asymétrie et la

E-série de lespéce C, des cycles orientés, sont données par

Zo(m1,m9,0) = Y ¢§ln) In (1 —1xn> ’

n>1
_ p(n) 1
Fetrsrs) = LA ().
n>1
Eo(zr,29,--+) = Teo(x,xe, ) +To(xe, 24,26, )

ot ¢ désigne la fonction d’Euler.

Démonstration. Dans les deux premiers cas, il suffit de calculer les coefficients cg(n)

pour @ correspondant & Z et & I'. Pour la série indicatrice des cycles, on a I = N* et
) = Z p(d) _ ¢(n)
d n
din

Pour la série indicatrice d’asymétrie, on a I = {1} et

d n

din
n/d=1
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Pour la &-série indicatrice on a : C,,/4(X?) € mol(€) & n/d =1 ou n/d = 2. Ainsi,

Z p(d) @ si n est impair
dln d ”Tn) + “5?/22) si n est pair
n/d=1,2

et on obtient successivement

ot a2,) = Y ce(n)ln (1 —1:cn>

_ @12 “i”)1n<11xn>+ > [@*ME%Z)}IHQZJ
- giﬁn) 111( > Zn 1:2/2 (1—1 a:n>
_ gﬂ(nn)]n<1_xn> Zu <1—1x2n>

- FC(ﬂfl,x%’")+FC(33273747"')'

|

Lorsque d satisfait les conditions de la proposition 4.2.2; les coefficients cq(n) ne

dépendent que de 'ensemble {i > 1 | C; € mol(®)}. Ainsi c¢(n) = cz(n) pour tout
n>1et

Co(zy,29,++) = Zo(x1, 29, ). (4.12)

Notons que I’égalité (4.12) est aussi obtenue du fait que C contient tous les groupes
cycliques. En fait, compte tenu de 'expression (4.9), ce sont les deux prochains résultats

qui, initialement, ont donné lieu & la proposition 3.3.19.

Proposition 4.2.4. Soient T une sorte de singleton et u € N*. On a

=> ) ba(w)Chya(T)

n>1 dn

ot les coefficients 04(u) sont donnés par

ed(u) = Z 117127 iy T d ZM

i14io+Fi,=d d|ld



Démonstration. Par (4.9), on obtient successivement

Cwl) = C(T+To+ - +Tu)lp.—71<icu

S 0 DD S N S

n>1 djn i1+ie++iy=d

=33 Y Niseeda Coga(Th

n>1 dn i1+iz+-+in=d

= ZZ% Cruya(T?)

n>1 dn

ol

Hd(u) = Z Ai17i27"',iu'

i1+igttiy=d

En appliquant I'opérateur T 7 des deux cotés de I'égalité

=33 0a(w) Cpppa(T?),

n>1 dn
sachant que C’;L Ja = X"/d=1 on obtient
OUCEED S WNORED
n>1 n>1 dn
Par identification des coefficients de T", n > 1,
= fa(u)d
dn

et, par 'inversion de Mobius, le résultat suit.

123

Proposition 4.2.5. Soient 11,15, -- une infinité de sortes de singletons et uy,ua, - - -

une suite de nombres naturels non tous nuls. On a :

C(u1T1 +UQT2+) = ZZ Z Ail’iz,...(ul,u%---) Cn/d(Tf1T2l2)
n>1 d|n i1+iz+--=d

Ny oo (un, iz, -+ = - S (o) ,i1+%§+*"' yir/5yi2ls
11,22, ) i Zl_’_22+,,,5|( - ) “ e 1 2
11,22,



Démonstration. De (4.9), on obtient successivement

C(U1T1+UQT2+"'> =

Posons

C+To+ - )lp—uris1
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11t
Z Z ‘ Z Nigig, - Cnya(T{ T2 -+ +) o
n>1 djn i1+iz+-=d
Z Z Z iy iz, Cn/d(uifué2 S TRTER )

n>1 dln i1 +iz+--=d

2.0 2

n>1 d|n i1+iz+--=d

2.

0<i1+1i2+--<00

>

0<i1+ig+--<oo

2

0<i1+12+4--<o0

Yo Nasiinin

0<iy+ig+---<oo
Jl(i1yig, )

>‘i1,i2,---

)\Z‘hi%...

iy g, -

)‘i1,i2,~~~ Cn/d(uT)

gt 02

_ptlpt2
T:=T, T,

C(uT) o
u::ull u22

2
T:=Ty1 T

> 0;(u) C(17)

1,02

]21 u:ul u2
T:=T|1 T2 .
- 21 z2 ) il ,[/2 )
E :‘93 (uy'us ) C((T1' Ty
j=1

Nivsia (11,02, ) = D0 Ny T ).

Pour trouver la forme explicite des coefficients A, 4, ...(u1, ug, - -

dans [25], c.-a-d. :

combinatoire

CluiTh +uTo+---) =

j|(i11i27"')

2

0<i141i24---<oco

Ay iz, (U1, U2, ) C(TflT§2 ).

0y ) O T

-), procédons comme

appliquons 1'opérateur Zk21 Tk% des deux cotés de 1'égalité

(4.13)
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Puisque C' = L =37 -, X", le coté gauche de (4.13) devient successivement

0
ZTk—C(ulTl—i—ung—k---) = ZTk L(U1T1+UQT2+”') U
E>1 0T}, E>1

= LluTh+uTo+--+) Zuka
k>1
= (uTh+uTo+ ) LluiTh + uxTo + -+ -)

= ) (T +ugTp+ )
E>1

. ny+mng +--- N2 L. e
= Uy Uy 1 42
ny,ng,: -

n17n2"“

De méme, le coté droit de (4.13) devient successivement

a . .
ZTkaiTk ‘ Z Ailvi?v"‘(ulﬂu%"')C(TflTQZQ )
kZl 0<t1+ig+--<00

9 i1 1t
= ZTk Z )\z’l,iQ,.,.(ul,U%...)7C(T11T22 )

- 0Ty,
k>1 0<i1+1i2+--<oco
_ 91 e . U—1 i —Lntk+1
= ZTk g )\i11i27...(u1,u27"') L(T11T22-..) i T Tkk Tk+1
k>1 0<i1+1i2+--<oco
= E i ; A% al>) i1 rio
N Z Aig i, (ur, ug, -+ ) g Ty To? -+ L(TYT? )
k>1 0<ij+ig+---<oo
= Do A (urug, o) (i) Y (T3 -)
0<t1+ig+-<00 k>1

n1+n2+... N1
- Z )\nl/kvnQ/kv"'(u17u27.”) A Tl T2
0<ny+ng+---<oco
kl(ny,mg,)

Par identification des coefficients de 77" T3 - - -, on obtient
nitng - ny, n ny+mng+---
( ni,ng, - - > U11u22...: Z )\nl/k7n2/k7“'(u17u27'")T.

kl(ni,n2,-)

Il suffit maintenant d’appliquer 'inversion de Mobius et le résultat suit. [
Ainsi, quelle que soit l'espéce G, les espéces moléculaires de la décomposition de

C(G) ne font intervenir que des produits en couronne d’un groupe cyclique par un

produit externe de stabilisateurs des G-structures.
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4.3 Les permutations, les permutations paires et les per-

mutations impaires

Une permutation est naturellement formée d’une assemblée de cycles. Nous sommes
donc en mesure, a la suite des deux sections précédentes, d’obtenir les P-séries des
especes S, des permutations, ALT, des permutations paires, et NALT, des permutations
impaires. De plus, la ®-série de l'espece des ensembles, voir (4.2), permet d’obtenir
facilement les séries correspondantes aux espéces S, ALT, et NALT pondérées par le
nombre de cycles, c.-a-d. : le poids d’une permutation o est a(?) ot a € A et ¢(o) est
le nombre de cycles de o.

Rappelons qu’un ensemble ® contenant I' = {{id,,} | n > 0} qui est fortement stable
sous le produit en couronne généralisé 1’est aussi sous le produit externe de groupes.
La transformation F' — ®p préserve alors les opérations de somme, de produit, de

dérivation, de pointage et de substitution.

Proposition 4.3.1. Soit & C {Kece(&y,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuxr & deux. Si I' C O et si la transformation F — &g préserve l'opération

de substitution alors la ®-série de l'espéce S, des permutations, est donnée par

1 sa(n)
Og(wr,za,--) =[] <1_x )

n>1

sa(n) = - 3" €ua d cald),

d|n

les cg(n), n > 1, sont donnés par (4.11) et les &, k > 1, par (4.3).

Démonstration. Les restrictions imposées & ® nous permettent d’utiliser 1'égalité

combinatoire S = F o C' pour calculer ®g(x1,x9,---). De 'expression (4.2) et de la
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proposition 4.2.2, on obtient successivement

Ppo@c(zr,22,--1) = exp Z%(‘I’C)k

E>1
B Sk 1
= exp Z " Z%(n) In T——
E>1 0 n>1
= exp Zln ! 125 /a d co(d)
1—z,/) n "
n>1 djn
= exp Z sg(n)In !
l1—=x,
n>1
En passant au produit des exponentielles, le résultat suit. [

Corollaire 4.3.2. On a les séries indicatrices suivantes :

1
ZS(CCl,.’EQ,"‘) - H

b
nle—CL‘n
1—%2
stlxz... =
(or0) = T

1
(1—z1)(1—xg)’
Cs(x1,x9,-++) = H 1

e (1—xz,)
n#0 mod 3

Es(z1,20,--+) =

Démonstration. Dans les trois premiers cas, il suffit de calculer les exposants s¢(n)
lorsque ® = Z, & =T et & = &£ et de les remplacer dans l'expression ®g(z1, 2, ) de
la proposition précédente. Les valeurs que prennent les coefficients &, k£ > 1, ont été
trouvés dans la section portant sur les ensembles et les coefficients cg(n), n > 1, dans
celle portant sur les cycles orientés.

Pour la série indicatrice des cycles, on a Vk € N*, & =1 et Vn € N*| ¢z (n) = @
Ainsi,

sz(n) = %an/d d cz(d) = idz:qﬁ(d) =1, Vn>1,
n

din

et le résultat suit. Pour la série indicatrice d’asymétrie, on a Vk € N*, & = (—1)F "1 et
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Vn € N*, ¢p(n) = “51”). Ainsi,

1 sin=1
se(n) = -3 dep(d) =+ 301 () = 3 1 sin=2

n
dn din .
0 sin >3,

et le résultat suit. Pour la £-série, on a Vk € N*, & = 1 et Vn € N*,

ce(n) = % si n est impair
”Tn) + “(:/22) si n est pair.

Ainsi,

se(n) = %an/d d ce(d) = %Zd ce(d)

dln dln

—_

= | D md)+ D (u(d) +2u(d/2))

d|n din
d impair d pair

= S a2 Y )
din

dln
d pair

1 sin=1ousin=2

0 sin >3,

et le résultat suit.

La série Cg(x1, 22, - ) est facilement obtenue en utilisant le fait que

Zp(x1, 22,23, )
Zp(x3, 6, Tg, )

Cp(z1,29,--+) =

et que Co(x1, 10, ) = Zo(w1, 2, ). [ |

nombre de cycles | ytilisant

Soit S(,) l'espéce des permutations pondérées par o
I'égalité combinatoire S,) = E()(C) o Ey) = E(X,), il est maintenant facile

d’obtenir la ®-série de I'espece S(q).

Proposition 4.3.3. Soit ® C {Kecce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux & deux. Si I' C @ et si la transformation F +— ®p préserve l'opération
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de substitution alors la ®-série de l’espece S, est donnée par

()
1 sg (n)
Dg,, (21,22, +) = H (1 — )

ol sgba)(n) = %de &nyd a™e d ce(d), les co(n), n > 1, sont donnés par (4.11) et les

&k, k=1, par (4.3). A

Nous nous intéressons maintenant aux éléments du groupe alterné comme tels.
Afin d’adapter le concept de permutation paire & la théorie classique des especes de
structures, nous en donnons une définition qui ne fait pas appel a la notion d’inversion

relativement & un ordre total donné a priori.

Définition 4.3.4. Soit U un ensemble fini de cardinal n. Une structure de permutation
paire sur U est une endofonction bijective (c.-a-d. : permutation) o : U — U dont la

décompostion en cycles disjoints posséde un nombre pair de cycles de longueur paire.

Cette définition est basée sur le fait que le signe sgn(c) d’une permutation de
U ayant o; cycles de longueur i, i € [n], est donné par sgn(oc) = (—1)""2% =
(—1)292i, Désignons par ALT l'espece de toutes les permutations paires. On a 'égalité

combinatoire

ALT = E(Ci1+C3+4+Cs5+-) Epair(Co+Cy+Cs+ -+ +)

= E(Clmp) : Epair(cpair) (414)

o E, Epair, Ck, Cimp et Cpair désignent respectivement l'espece des ensembles, des
ensembles de cardinal pair, des cycles de longueur k, &k > 1, des cycles de longueur
impaire et des cycles de longueur paire. Notons que contrairement & l’espece E¥,
la décomposition moléculaire de ’espece ALT ne correspond pas & sa décomposition
canonique.

L’équation (4.14) découle simplement du fait qu'une permutation paire o s’identifie

canoniquement & un couple («, ) de permutations disjointes ot v est formée d’un

nombre quelconque de cycles de longueur impaire et 3 est formée d’un nombre pair de
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cycles de longueur paire. Notons que lorsque U = [n] on a
ALT[U] = ALT[[n]] = Ay,

conformément & la notation précédente pour le groupe alterné.
Désignons par NALT D’espéce des permutations impaires. Une permutation, qu’elle
soit paire ou impaire, est naturellement formée d’un ensemble de cycles de longueur

impaire suivi d’'un ensemble de cycles de longueur paire, d’out les égalités,
S = E(Cimp) - E(Cpair) = ALT + NALT (4.15)
ol S désigne 'espece des permutations.

Lemme 4.3.5. Soit ® C {Kece(S,,) | n > 0}, un ensemble de groupes non conjugués
deuz o deux. Si ® est fortement stable sous le produit en couronne et sous le produit

externe de groupes alors

1

¢Epair(x17x27”') = §[Q)E($17x27.")+(I)E(_x17x2’_x37'..)]’
1 co(n) 1

(I)Cpair(xhl?"”) = Z C(I’(n)ln<1—xn>+ Z 2 ln<1—$%>’

n>1 n>1

n pair n impair

cap(n) 1+z,
1% ) = | .
Clmp(x17x27 ) ; 2 n(l—xn>

n impair
Démonstration. 11 suffit, dans un premier temps, de remarquer que pour toute série

indicatrice formelle

f($17m2,---):ZlZfU 2l 2P

n>0 okn
on a
f(_xlax% —Is3, " ) = f((_l)l‘rlv (_1)2$27 (—1)31'3, T )
1
= Y2t (1) atag
n>0  oFn
Ainsi,
1
Cp . (w1, 22, ) = 5 [@p(w1, 22, ) + Pr(—21, 72, —73, - - )]

2
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et, puisque d satisfait les conditions de la propositon 4.2.2,

1
(bcpair(xth’”') = 5[(I)C("L'l,l'gf")+@C(—[1}1,(L'2,—Q}37“')]
1 1 1
~ IS ) o —l—ln<>]
e i (25 o (=,

= §n21ccb(n) In <(1 — )1 1_ (—1)"33n))
- Reon()s ¥ ()

n>1 n>1
n pair n impair

Pour ®¢, (x1,22,--+), on utilise I'égalité combinatoire C' = Cpair + Cimp pour

obtenir
(I)Cimp(xlvx%"') = q)C(mlaan"')_(I)Cpair(xhx??"')
1
= 5[@C(I1,l‘2,"')—@C(—.’El,IQ,—ﬂfg,"')]

_ ;n216¢(n) [m (1 _1%) —In (1—(—11)%”)]

=1 1—xz,
_ Z cap(n) In 14z,
1—x,

Proposition 4.3.6. Soit ® C {Kecce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuz o deux. Si I’ C ® et si la transformation F +— ®p préserve opération
de substitution alors les ®-séries des espéces ALT, des permutations paires, et NALT,

des permutations impaires, sont données respectivement par

1 1 sq(n) 1 sgp(2n) (2n—1)
(I)ALT(xl’$2’): 5 H < > —|—H < ) (1—'—,],‘2”71)54) n ,
n>1

1—=2 1—=2
n>1 n 2n

1 1 sa(n) 1 55 (2n) (2n—1)
@NALT($1,$2,”')=§ H (1—95 ) —H ( ) (1 +w2n1)"""

1—2x
n>1 2n
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ol
sa(n) = 5§ (m) = 3" €uya d cald)
dln
et
sto(n) = s§570() = 31" 0 d cald).
din

A

Démonstration. Les restrictions imposées & ® nous permettent d’utiliser 1'égalité

combinatoire ALT = E(Cimp) - Epair(Cpair) pour calculer
Parr(r1, 22, ) = Ppodgy, (21,22, ) - PR, © P, (21,2, ).

Pour simplifier 'écriture de ce qui suit, nous utilisons les variables intermédiaires :

1 1

vi(n) = o Z €nja d ca(d)  vi(n) = o Z (=)™ &,/ d co(d)

d i:"LZair d i;ﬂ;air

1 1

va(n) =~ > &uadea(d)  vhm)=— > (=1)"" &yq d co(d).
ddplsir ddp‘gir
D’une part, puisque (I)E(Cimp)(xla T2,-+) = ®po &g, (r1,72,---), on obtient
successivement
k

¢E(Cimp) (wlﬂ :E27 e ) = eXp E (éCimp)k

14+2x,\ 1
In (1 _xn> o > &uad cald)

d|n
d impair

. fk Ccp(n) 1 + Tnk
= exp{ i’ Z 5 ln<1—l’nk>
E>1 n>1

D’autre part, puisque (DEpair(Cpair)(xl’ T2, ) = ®g,,, . oPc,.. (21,22, ), on obtient

1
P G712 ) = 5 |03 3G (@), | e SN (0],
k>1 k>1
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ou

eXp Z % (q)cpair)k

k>1
€k 1 cp(n) 1
= exp Z Z (n)In —— + Z 5 In =2,
k>1 n>1 n>1 n
n pair n impair
1
= exp Zyg( )In 1_:% Vl(n)ln =22
n>1 n>1
AR
w51 1—=x, 51 1+,

et, par un calcul semblable,

k Ek st Vi(n)
exp Z(—l) T (‘I)Cpair)k H (1 _ 3:”) H (1 —|—:Un> )
n>1

k>1 n>1

La série  ®app(zy,ze,---), du produit de @E(Cimp)(xl,x2,~-) par

PB i (Cpair) (x1,22,--), est alors

1 1 va(n)+2v1(n) vi(n)+vy(n)+vh(n) 1 vi(n)—vi(n)
2 H<1—xn> +H< —xn> <1—|—xn>

n>1 n>1

Examinons les différents exposants intervenant dans l’expression ci-dessus. On

vérifie facilement que v2(n) + 2v1(n) = so(n) et, par un regroupement stratégique,

on obtient

1
= o > <1+( )”/d) Enja d ca(d)+= D (=)™ &4 d co(d)
d ifr‘LZair di‘:ir
1 1
= - (=)™ &,/ d ca(d) + - > &uadca(d).
ddp‘ziv‘ d impair
n/d pair

On constate que dans ces deux expressions, n doit nécessairement étre pair. Or, lorsque

n est pair et d est impair, n/d doit étre pair et (—1)™% = 1. On a donc

, , 0 si n est impair
vi(n) +11(n) + vy(n) =
sp(n) sin est pair.
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Finalement,

A =) = o 3 (1) 1) €y d eald)

2n
dn

d impair
0 si n est pair

—s¢(n) sin est impair

et, replagant le tout dans ® oy (x1,xe,- - ), on obtient

Qarr(z, 20, ) =

1 1 sa(n) 1 sp(n) i
2 H(l—wn> + H (1—xn> H (1+x”)¢()

n>1 n>1 n>1
- n pair n impair

En utilisant ’égalité combinatoire S = ALT + NALT,

Onarr(zr, 22, -+ ) = Py(xr, 22, - ) — Parr (i, 22, +),
le résultat suit. [ |

Remarque 4.3.7. L’espece Sggn des permutations pondérées par leur signe, c.-a-d. :
le poids d’une permutation o est sgn(o) = (—1)""2% = (—=1)"t2% nous permet de
donner une démonstration alternative de la proposition 4.3.6. D’une part, de I'égalité

combinatoire Sggn = S(—1)(X-1), on a

5(71>(n)
1 P
(I)Ssgn(xlax%"') = (I)S(*l)o(bel(xh:U??"'): || (1_( 1)nx )

n

n>1
H < 1 )S((I;l)(n) H < 1 )s((i)_l)(n)
s 1—=x, ey 1+,
n pair n impair
(=1)
1 sg (n) s

_ a(n)
- O (%) I avw

n>2 n>1

n pair n impair

ol la derniere égalité est obtenue du fait que, pour n impair, s(_l)(n) = —sa(n).

D’autre part, on a aussi 1'égalité combinatoire Sgen = ALT + NALT_; ou NALT_;
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désigne ’espece des permutations impaires dont chaque structure est de poids —1.
Ainsi,
g, (v1, 22, -+ ) = Parr(21, 72, -+ ) — PNALT (71, 22, - - )

et, puisque ®g (1,22, ) = Parr(21, 22, ) + PnarT(®1, 22, -+ ), on trouve

Pg(x1, w2, ) + Ps,,, (21,72, ) = 2 Papr(T1, 22, ) (4.16)

1
Darr(xy,xe,-++) = 3 (@5(9017332, )+ (I)Ssgn(xl,x27 .. )) )

La connaissance de ®g et de ®g_,, est donc équivalente a celle de ®apr et de PnarT-
Notons, par contre, que 1'égalité (4.16) entre ®-séries indicatrices ne se reléve pas,

comme telle, au niveau combinatoire, c’est-a-dire que
S + Ssgn # 2 ALT,
d’ou 'intérét de Iégalité combinatoire ALT = E(Cimp) - Epair(Cpair)- O

Il est tout & fait remarquable que la série indicatrice d’asymétrie de ’espéce S des
permutations ne dépende que des variables z1 et xo [25, 26],

_1—.7}2

Lg(@1,22,-++) = g

Ce phénomene persiste dans le cas des séries indicatrices d’asymétrie des especes ALT

et NALT.

Corollaire 4.3.8. On a les séries indicatrices suivantes :

2 nzll_x”

1 1
Zaur(zi,xa,--) = 5[] + [ +22m1)]
>1
2 — a2 — 29
2(1—1‘1)7

1— 1 1+l‘1:|
+ ;

Cavr(zr,29,--+) =

Earr(w1,2a,--) = 2 |(1—z)(Q—x2)  1—mz4

H (1_1:[;”)—'— H (1+£L‘n)

n;ﬁO mod 3 n#0 mod 3

n impair

| =

Carr(zi,22,--+) =
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Démonstration. Puisque, Vn > 1, sz(n) =1 et que

1 1 —1 sin est impair

sy(n) = = S (~)td ez(d) = = D7 (=1)"o(d) =

dn djn 0 sin est pair,

on a

2 nzll—wn

1 1
Zavr(z,20,-++) = = H + H(l + z2p-1)
n>1

Rappelons que

1 sin=1

sp(n) =4 —1 sin=2
0 sin>3.
De plus,
/ 1 n/d n/d—1 1 -1 sin=1
sp(n) =— ) (=)™ (-1) der(d)=—=» pu(d)=
n dzh; n dz,; 0 sin>2.
D’ou
1|1—2x
Carr(zi,z2,--+) = 5 [1 —fEi +(1 +x1)] '
On a vu que sg(n) = x(n =1 ou n = 2). De plus,
1 n
se(n) = S (-1 d es(d)
din
1 n 1 n
= S )+ 3 (1) () + 20(d/2)
d ifrﬂ;air d(ﬂzir
1 n 2 n
= SN 2 3T (1))
d‘n dcﬂ”alir
1 n 2 . n
= D (=1"u(d) + Sx(n pair) Y (=1)"*p(d)
dln din/2
-1 sin=1
= 1 sin=4
0 autrement.
D’ou
1 1 14z
Earr(xr,@2,--+) = + !

_5 (1—1‘1)(1—%2) 1—:64
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De la C-série de 'espece S, on a s¢(n) = x(n # 0 mod 3). Distinguons les deux
situations suivantes pour le calcul de s;(n) :
— sin # 0mod 3 il est facile de voir que sp(n) = —x(n impair) ;

—sin=0mod 3, on a

/ -2 n 1 n
se(n) = o Z (1) ¢(d)+ﬁ Z (—=1)™? ¢(d)
d:Odrlr’,llod 3 d;éOdr‘I:LOd 3
- =2 lZ (—1)"% §(d) — x(n impair)
et
1 3" —1

SO ()M () = —x(n impair)
din

3’!"

ol r est la multiplicité de 3 dans la décomposition de n en produit de nombres
premiers.
On constate alors que sp(n) est nul pour tout n pair. En remplagant les différents
exposants intervenant dans ®apr(x1,xe,---) de la proposition précédente, le résultat

suit. [ |

Corollaire 4.3.9. On a les séries indicatrices suivantes :

1 1
Znavr(x1,29,-++) = = H —H(1+$2n—1) )

2 n211_x" n>1

2

r{ — T2
FNALT(CL'lal'Qa"') = m,

17 1 1+ 2
& ) = = _
NALT(Z1, 22, ) AN D) 1—x4}

_

Cnavr(zt,22,00) = 5 11 L I 4z

n#0 mod 3 (1 - ) n#0 mod 3

n impair

Démonstration. On utilise ’égalité

Pnarr(z1, 22, -+ ) = Pg(x1, 22, - ) — Parr(T1, 22, )

et le résultat suit. [ |
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Notons que pour obtenir les ®-séries des especes ALT(,) et NALT(,) des permu-
tations, respectivement paires et impaires, pondérées par le nombre de cycles, il suffit
d’effectuer les changements de variables &, := &, o, k > 1, dans les ®-séries données &
la proposition 4.3.6.

C’est en se servant de Darwin [4] que nous avons d’abord conjecturé la forme
explicite de la série indicatrice d’asymétrie de ’espéce NALT. Sa démonstration a été
publiée dans [30]. Nous terminons cette section par une preuve combinatoire directe de
la formule explicite pour Zyarr(x1,x2,- - ), indépendante du corollaire 4.3.9.

La série indicatrice des cycles de Znarr(21,22,---) prend la forme

Znavr(xr, x2, -+ ) = Z% Z pnarr(o) ot afr
n>0  0EGn

ol pNaLT(0) est le nombre de permutations impaires de [n] fixées par o,

pNnaLT(o) = }{ﬁ € G, oBc =38 impaire}’

= |{B €&, o =08 impaire}|

ou bien le nombre de permutations impaires fixant ¢. Distinguons les deux situations
suivantes :
— si stab(o) = {8 € &,,| 37103 = o} contient une permutation impaire alors

_ |stab(o)| B aut(a)_

2 2

pNaLT(0)

— si stab(o) < 2, alors pxapr(o) = 0.

Ainsi,

1 aut(o
n>0 "

ocEGn
stab(o)LAn

Examinons le type cyclique d’une permutation o dont stab(c) < 2,,.

1. Si o contient deux cycles de méme longueur impaire o = (g -+ - agi—1) et § =
(0102 - - - 02;—1) alors la permutation 5 = (a101)(ad2) - (agi—102i—1) € stab(o).
Or 3 est une permutation impaire et ne peut appartenir & un sous-groupe de 2l,,.

2. Si o contient un cycle de longueur paire o = (g - - - ai;) alors a € stab(o). Or

« est une permutation impaire et ne peut appartenir & un sous-groupe de 2L,.
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Une permutation o dont stab(o) < 2, correspond donc & un partage de n en parts

distinctes de longueur impaire (PPDI,,) d’ou

aut
ZNALT($17$27) — Zn' Z ( ) x‘;l,..xgn

2
oEGH
stab(o)LAn
SP O IETERTE o o P
n>0okn n>0 otn
o€PPDI,
1 1 1
= 5l gl e,
n>1 n>1

4.4 Les arbres, les arborescences et les endofonctions

Dans [22] et [24], G. Labelle présente un relevement de l'inversion multidimen-
sionnelle de Good au niveau des séries indicatrices. Ce relevement, généralisé au
contexte des ®-séries, nous permet d’obtenir les ®-séries des especes A, des arbores-

cences, End, des endofonctions et Ar, des arbres.

Proposition 4.4.1. Soient ® C {Kecc(S&,,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux o deux et Ap = X - R(AR), lespéce des arborescences R-enrichies. Si
I' C ® et sila transformation F — ®p préserve l'opération de substitution, alors pour

tout partage o = (01,09, --) et toute espéce F,

BCIDR
(27t 25? [ Pap (21, 22, +) = [27' 2% -] le( 8%) (Pr)7"  (4.17)
k
et

9op
T
[T 25?  ] Ppay) (@1, 20, -+ ) = [T 23 -] O H ( 8331 ) (Pr)PF. (4.18)
k>1 k

Démonstration. 11 suffit de démontrer (4.18), puisque (4.17) en est un cas particulier.

Simplifions d’abord la notation en posant

r:T(xl,x27...) = @R(ajl’xQ,..)
a=a(ry,xe,--) = Pagp(xr, 22, )
f:f(x17x27...) = ¢F(x17x27”')‘
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Les restrictions imposées a ® nous permettent d’écrire, pour Agp = X - R(AR),

Pag(w1,22,-+) = Px.pag (1,72, )
— (I)X(x1>$27‘ . ) -®Ppro (I)AR(xlafo")
= x1 r(ap,az, ).
Calculons ®p(a ) (71,22, ) = Pro®a, (21,2, -) en utilisant la relation a = 17 (a).
Notons que ce qui suit est calqué sur les démonstrations données par Labelle dans [22]
et dans [24] pour les cas ot ® = Z et & =T.
Posant gr, = g(zk, Tok, T3k, - -+ ), Pégalité a = x17r(a) donne lieu au systéme infini

d’équations ay = zyri(ar,as, -+ ), k > 1. Pour un systéme fini d’équations
ar = rxri(ar,ag, -+ am), 1<k<m,

la formule classique d’inversion multidimensionnelle de Lagrange-Good s’écrit

81% m
(o] Flan, o sam) = [0 -af] S, >det( ax])Hr

La matrice impliquée dans le déterminant est triangulaire supérieure et

Or; m ory m or

T Tk T1557
det <5ij— :@) - 11 (1—2”0’9) - 11 (1—3’“) .
! k=1 k=1 k

Puisque la transformation F' +— ®p préserve l'opération de dérivation, en passant & la

limite m — oo, le résultat suit. H

Proposition 4.4.2. Soit & C {Kece(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deuz & deux. Si ' C @ et si la transformation F — ®p préserve l'opération

de substitution alors la ®-série de l’espece A, des arborescences, est donnée par

ni ,.n2

1 T
J— ... 1 2
Op(z1,20,++) = E ag(n1, na, )1"1n1!2”2n2!~--
ni+ng+---<oo

0 sing =0

ap(ni,ne, ) =
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Démonstration. L’espece des arborescences satisfait 1’égalité combinatoire A =
X - E(A). Calculons ®(z1,o,---) en nous servant de (4.17). Puisque {id;} € @,

& x (1,22, ) = 1. De plus,

.
r=®p(r1,x2,--) =exp{ Y & TZ
i>1

et, puisque les restrictions imposées a P impliquent que la transformation £ +— ®p
préserve I'opération de dérivation et que {id;} € ®,

0
leaix'l(pE(xlaan"')zgl r=r.

Par (4.17) on a :

ag(ni,mg, -+ ) = Mn12%nyl - 2722 -] @y [ (1 — ) exp nkz&%
k>1 i>1
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En développant le coté droit de 1’égalité ci-dessus, on obtient successivement

x1 H(l—wk) exp nkz& %

k>1 i>1
Tk
e | e 2 T
k>1i>1 k>1
x
=z expd Y| D dng &y — [T =)
m>1 \ djm k>1
— Tm -
= I exp Zem - H(l )
m>1 k>1
0 a:k
= xlﬂ 1 —ay) exp{@k }—:C1H 1— ) Z T
k>1

9 19]2 o l,z1+j1wi2+j2 .

_ +ig94-- 2 1 2
= x E E )i —
! 1]1]1!2J2J2!...

0<in,i2,<1 j1,j2," 20

90’1 —i1 90’2—i2 .

01,.02 . 11+i2+-- 1 2
= E Ty Xg™ e E ( 1) ; . ~ .
19174 (g —41)129272 (09 — dg)! - - -
01,02,20 0<in iz, (o1 =) (72 = 42)
-1
_ § ’ o1+1 02 ( JUJ )
= i
O'JO- |
01,02,+2>0 §>1
o1+1 02
X . 1
— 1 o1 _ o1—1 H 0% _ i~ )
Z 1010-1!2020-2 (91 010 ) <J 19395

01,02,-20 Jj=2

Ainsi, siny =01+ 1> 1 alors

ag(ni,na, ) =ng (91”_1 —(n1 — 1)«9?1_2> H (9;” —jnjH;Zj_l> :
Puisque 6, = &1np =n1,on a

m (0771 = (1 = )87 2) =y (271 = (g — )0 ?) = !

et le résultat suit. [
En particulier, on retrouve les formules de G. Labelle [25, 22, 24, 26] pour Za et T's
puisque, pour & = 7, 4, = Ed‘kd ng et pour & =T, 0, = Zd|k(—1)k/d_1d ng. Voir

[10], pour une démonstration bijective du résultat pour Z5. Notons que nous aurions
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pu démontrer la proposition précédente en précisant seulement que
ag(ni,ne, ) =1"ng12Mngl - 2 ad? -] x H(l — 1) exp {Gk%}
E>1
est I'analogue de (3.1.5) de G. Labelle [24], ol seule I’expression pour les exposants 6y
est différente. En fait, puisque la ®-série ne dépend essentiellement que des valeurs de
O, k > 1, et que ceux-ci ne dépendent que des valeurs de &;, ¢ > 1, il est facile d’obtenir
la ®-série de 'espece des arborescences lorsqu’on connait la ®-série de 'espece des

ensembles.

Proposition 4.4.3. Soit ® C {Kecce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux & deux. Si I' C @ et si la transformation F +— ®p préserve l'opération

de substitution alors la ®-série de l’espece End, des endofonctions, est donnée par

Cpna(w1,22,---) = »_ endg(ni,ng,---)

17112720, - -
ni+ng—+---<oo

endg(ny,n2, ) = H Z (2’“)(1 — sq,(k))(i) (—k)i HZk—’L"

k>1 0<i<ny
n*) =nn—-1)---(n—k+1), 6, = >_djk Sk/a d na et ot Uon prend comme convention

que 00 = 1.

Démonstration. L’espece des endofonctions satisfait 1'égalité combinatoire End = S(A)
ou S désigne l'espece des permutations et A, celle des arborescences. De (4.18), on a
n n ni,.ne 1"1T, ng
endg(ni,ng, -+ ) = 1"ng12"nyl - - - [z 25? - ] Dg(x1, 22, +) H 1—— )
r
E>1 k

N

our = Pg(xy,x9, ). De ce qu'on a vu & la démonstration de la proposition 4.4.2,
endg(ni,ng, ) =

1n1n1!2n2n2!--~[g;71“q:7212...] (I)S(l'l,afg,-“) exp Zam% H(l—a:k)
m>1 E>1
ou 6, = Zd|m Emya d ng. Puisque

1 sq (k)
WEP | (A

k>1
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x _
endg(ny,ng, -+ ) = 1"ny12"nyl - [z 25? -+ -] exp Zﬁmﬁm H(l—fﬁk)l so(b),

m>1 k>1

Développant le co6té droit de ’expression ci-dessus, on obtient successivement

exp Zﬁm%ﬂ H(l—xk)l_s‘?(k)

m>1 k>1
= JIa =)' exp {Hk%}
k>1
- (X () e
. —
k>1 \i>0 ! =0 K
—
- = (et
i1,92,-20 \ k>1 Uk fedk ]k!
1.4, =0 -
_ Z (1 = g (k) ) (k)07 (i + ji)! gtightiz
B Ligs0 \ kST ix!Jr! 101 (49 + j1)1272H92 (49 + jo)! - - -
jl’jQWAZO -
ni_.no
= "k (ik) ik gk —ik Ly L™
a Z H <ik>(1_3®(k)) SR O 1nin12n2n,! . .-
ny,mg, >0 kzl

0§21,22,§7L1,7L2,

ni,.n2

- Z H Z <n;k> (1 - Sq’(k))(l)(_k)zezkil 1n1:f111!';227;/2'!'. L

ni,ng, 20 k>1 \0<i<ng

Corollaire 4.4.4. On a les coefficients suivants :

endz(ny,ng, -+ ) = H 0% ou Oy = Zd ng
k>1 dlk

et

endr(ny,ng, -+ ) = ni" (932 — 47”@93271 + 4na(ng — 1)93272> H (921“ — knkezk_l)

k>3

ot O = Zd‘k(—l)k/dfld ng. De plus,

endc(nl, Nng, - - ) — H ezk H (91’;% _ knkezk—l)

k#0 mod 3 k=0 mod 3
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ol O = Zd‘k&g/d d ng, pour j = 0mod 3, § = —2, et pour j # 0mod 3, & = 1.

Démonstration. L’expression pour endz(ni,ng,---) s’obtient facilement en constatant

que (1 —sz(k))® = x(i = 0). Lorsque ® =T", on a :

1 sik=1
sr(k) =< —1 sik=2
0 si k> 3.

Distinguons les trois situations suivantes :

~sik=1, (1 —-sp(1))® =00 = x(i = 0), alors

> (V) a se)Oeaye o = a

0<i<ny
—si k=2,
1 sii=0
(1—sr(2)P =20 =2 9 si=10oui=2
0 sii>3,
alors

> <7";2> (1— sp(2))® (—2)i02 7 = 72 — 4o + dng(ny — 1)002 2

0<i<na
~sik >3, (1 -sp(3)® =10 = x(i =0 oui=1), alors
n ] L AT — 1T N nE—
> ( Z’“) (1 — sp(k) D (=k)O7e ™" = 7% — kngos "
0<i<nyg
En effectuant le produit de ce qui précede, le résultat pour endr(ni, ng,---) suit.
Lorsque ® = C, s¢(k) = x(k # 0 mod 3). Distinguons les deux situations suivantes :
— sik#0mod3, (1 —sc(k)® =00 = x(i =0), alors
n ] i Nk —1 n
S () - sy o =
OS’LS'IL}C !
— sik=0mod 3, (1 —s¢(k))® =10 = x(i =0 oui = 1), alors
n ] i ANk —1 n ng—
> ( i’“) (1 — sc(k)D(—k) 6% = 0% — k ng 0,5

0<i<ng
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En effectuant le produit de ce qui précede, rappelant que

—2 sij=0mod3
Ok = &ja dna, ot & =
dlk 1 sij# 0mod 3,

le résultat suit. [ ]

Proposition 4.4.5. Soit ® C {Kece(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux & deux. Si I' C O et si la transformation F — &g préserve l'opération

de substitution alors la ®-série de l'espéce Ar, des arbres, est donnée par

ni,.no
xl 1‘2 ...

171pq11n2ng! - -

Dpc(wr, wg,---) = Y arg(ni,ng,--)

ni+nz+---<oo

ou
n%aq»(nl,nz,'“) sing #0
_1)x(e2€®) .
arq)(n17n2’...): — (1)% 2n2+n4+"~ a¢(n2’n47) St N :n3::0
0 autrement
et ot ag(ny,ng, ) =1"n 11" ng! - [ a? - | P (21,22, +).

Démonstration. Nous utilisons le théoreme de dissymétrie pour les arbres [37, 38, 5]

qui lie ’espece des arborescences a celle des arbres,
A+ Ey(A) = Ar + A2,
pour obtenir 1’égalité
A 1 9
Dpp(z1, 29, ) = [ 21+ (&2 € P)xy — 5(3:1 + x9) | 0o Pp(21, 22, ), (4.19)

par passage aux ®-séries. Puisque la transformation F' +— & préserve 'opération de

dérivation et que A = X - Ar’, on a :

Qpr(z1, 20, -+ ) =21 Ppp(z1,20,--+) =271 871‘1(1)“@1’@’“')'

On en déduit que

11
(I)Ar(xlax% v ) _/ g (I)A(y,l'Q,fIJS, t ) dy + q)Ar(xlaaf'?v T )’11:0 .
0
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De (4.19),
|
Pap(z1, 70, )|x1:0 — _(_1)x(bze<b) §‘I>A(132,l'4,5567 o)

1
5 @A($2,$4, Ty ) -

1% 1%
_ Z ag(vi,ve, )  mlwy’ -
2 11122151 - .
V1+vg+---<oo
na N4 _Ng
_ Z agp(ng2,n4,ne, -+ - ) gnatnatne+-- Lo Ty Lg - -
gL rag g <00 2 2"2712!4”4712!6”6716! oo
2 4
La derniere égalité étant obtenue du fait que
n2AN4GnG . .
1n22nagne ... = ZRATET
QN29INaING . ..
Puisque
x ni ,.n2
1£<I>(ygn T3, ) dy = Z ag(ny,ng, -+)  T7'T" -
y AV LS ny 1ming!2n2py! ...
0 n1+ng+---<o0
on obtient

Qpr(z1,20,-++) =
ni_.no

Z aq)(nl’nQ’...) a’;l 732

nq 1min 12n2n,] . ..

n1+nz+---<oo

N n2 ,.n4
_ (_1)X(62€¢>) Z 8@(’02, N4, ) gna+tnatne+-- Lo Ty
2 2n2ngl4nap,l. ..

na+ng+---<oo

et le résultat suit.

4.5 L’espéce pondératrice des composantes connexes

Soit BT = E — 1 l'espece des ensembles non-vides. Dans [19], Joyal a montré que
E* posséde un inverse sous la substitution, (E*)<~!> donné par

(BT = X-AX+A’X -A’X +--
= X —Fy+XFEy—E3— X?FEy+ XFEs—E4+---
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ol A est 'opérateur de différence combinatoire défini par AG = Go ET — G, pour toute
espece virtuelle G.
G. Labelle et P. Leroux présentent dans [28] une espéce virtuelle pondérée A dite

pondératrice des composantes connexes, définie par
A® = FEoX,o0(ET)<1> (4.20)

ou X, désigne I'espece des singletons de poids a.

Pour toute espece pondérée Fy,, F,,[0] = 1, de la forme F,, = E(Ff), ot FY, désigne
I’espece des F,-structures connexes, et pour toute variable formelle «, le résultat de la
substitution de Fif = F,, — 1 dans A(®) est une espece F @ = A o FF obtenue en

posant, pour toute Fy,-structure s,

ou ¢(s) est le nombre de composantes connexes de s. Par exemple, pour F' = E,
'espece des ensembles, on a A(® o B+ = E(X,) et pour l'espece S des permutations,

on a Al® o St = S(a)> I'espece des permutations pondérées par qnombre de cycles,

Lemme 4.5.1. Soit ® C {K€cc(S,,) | n > 0}, un ensemble de groupes non conjugués
deux & deux. Si I' C ® et si la transformation F — ®p préserve l'opération de

<—1>

substitution alors la ®-série de l'espece (ET) est donnée par

(I)(E+)<—1>($1,$2, .- ) = Z 'UQJ(J) hl(l + l'j)
i>1

ot pe(l) =1 et pa(j), pour j > 2, est donné par les formules équivalentes

pa(j) = Z(—l)n Z Eay&dy Ea,

n>1 (d1,d2, ,dn)
di>1,H di=j
n
n a a,
= > (=1 > ( ) €765 .
az,as, -
n>1 (0‘270'37'”)

[I;>21%1=5,3";50ai=n

Démonstration. Rappelons que

x
<I>E(IL‘1,ZL‘2,"-) = exp ka ?k . (4.21)
k>1
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Puisque

E o (E+)<_1> =1 _|_E+ o (E+)<_1> -1 +X,

et que la transformation F' +— ®p préserve I'opération de substitution, on a :

@EO(E+)<—1>($1,352, cor) = ®go (I)(E+)<—1> (x1,29, )

= ®poBO =1+

ot, pour simplifier I'écriture, © = ®(p+y<-1> (21,22, - -). Substituant © dans (4.21) et

prenant le logarithme de part et d’autre, on trouve
G}
> gk?’“ = In(1+ 1),
E>1
ol O = (py<—1>(Tf, T2k, -+ ), et
Onr 1
— = —1In(1 . 4.22
6% = in(l 4 ,) (422
E>1
Soit Z = (E;;) la matrice triangulaire supérieure inversible définie par
§jji st divise j
0 autrement.

Considérons la décomposition = = I 4+ U ou I est la matrice identité infinie et

§jyi siidivise jet i #j
Uij =

0 autrement

pour écrire

n>0

L’égalité (4.22) donne lieu au systéme d’équations

[<H In(1+x1)
1 1
SN In(142z2)
= 2 | _ 2
- O3 In(1+z3)
3 3
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et on en déduit que
. 1
0= Z (= 1)1j - In(1+ ;).
izl J

D’ou

n>0
= > (=" > Er ko fky " & hnr-
n>0 1k lkol-kp—1l7

Ly #hg# ey 17
La dernieére sommation s’effectue donc sur les chemins de longueur n allant de 1 & j
dans le treillis des diviseurs de j. Posant d; = ki, dy = ko/k1, -+ et dy = j/kn—1, on
obtient

——1 _ n _ .
(‘—‘ )lj - § ,(_1) Z §d1£d2"'§dn _:u(b(])
n>0 (dy,do, -+ ,dn)
d;>1,[Td;=j
tel que nous I’avons annoncé. La deuxiéme expression pour les coefficients pug(j) est
obtenue en considérant a; comme le nombre d’occurrences de ¢ > 2 dans le vecteur

(dy,da, -+ ,dy) et le résultat suit. [ |

Proposition 4.5.2. Soit & C {Kece(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux & deux. Si I' C @ et si la transformation F +— ®p préserve l'opération

de substitution alors la ®-série de Uespece A est donnée par

()
g (@1,9,-++) = [[ (1 +wn)e ™
n>1

A ) =~ 3 € pa(n/d) o
din

Démonstration. Les restrictions imposées & ® permettent d’utiliser ’égalité combina-

toire (4.20) pour obtenir

Pp@ (T1,22,-) = Ppo®x, o ®pry<—1> (71,72, ")

= dpo (Ole) o ‘P(E+)<—1> (3517 Z2,-- )



ol, du lemme 4.5.1,

Par conséquent,

D p (o) (1, 72, -

)
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QT © @(E+)<—1> (l’l,xg, N ) = Oéq)(E+)< 1> (331,1’2, B )
Z Mq) n(l+ ;).
j>1

exp % o 'uq),(]) In(1 + x; )
k>1 7>1 J
Epa

exp

exp

exp

Lorsque les & sont complétement multiplicatifs, on a

pa(j) = & n(d)

ot u(j) désigne la fonction de Mébius classique. Voir [48] pour des détails concernant

I'inversion de Mobius dans le treillis des diviseurs d’un entier positif. Ainsi, dans le cas

particulier ot ® = Z,

et on retrouve exactement la série Z () (xl, T,

(a) Zﬂn/d

-) de [28].

Proposition 4.5.3. Sous les hypothéses de la proposition 4.5.2, les exposants /\Epa)(n)

satisfont la récurrence

(03 1 n «
g ()= = | 6o = Y Gnja d NS (D)

dln
d#n
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Démonstration. D’une part, A o B+ = E(X,) et

Ppopt(T1,22, ) = Ppx,) (21,22, )

= Ppodx (x1,29, )

= expl Y & a"‘%" . (4.23)

n>1

D’autre part, puisque E* = F — 1, on a :

P p(opt (@1, 22, )

@),
Oy © Pyt (1,22, ) = [[ @+ (@ps),) ™ e

n>1
() (a)
[Ja+ @ -1, =] (@g)+ @
n>1 n>1
(@) Tkn
Hexp Ap (”)ka 5
n>1 E>1
(0% X n
exp ¢ Y n A (n) & 2
n>1k>1
o Tn
exp YN d A (@) € ot (4.24)
n>1 d|n

Par comparaison des expressions (4.23) et (4.24), on obtient

S 0" =D &uja d 257 (d) (4.25)
din
et, isolant )\Sba) (n) de (4.25), le résultat suit. |

Dans [28], Labelle et Leroux ont obtenu un certain nombre d’identités concernant les

séries associées & une espece F) (o) = A o E lorsque F[f)] = 1. Celles-ci se généralisent

facilement au contexte des ®-symétries. Soit ® C {K€ce(S,,) | n > 0}, un ensemble de

groupes non conjugués deux a deux. Si I' C ® et si la transformation F' +— ®p préserve
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I’opération de substitution alors

/V@ o
n>1
(o)
@Fw(a) (xlv L2, T3, " ) = H (@Fwn (1‘n, Ton, T3n, ))>‘<1> (n) ,
n>1
2 — 5, N\
Fyo () = ]] (Fwn (z )) :
n>1
et, posant
F(SU, q)q) = (PF(x17$27 T )|A
ou A xy = (}:Zlk ot k> 1,
(o)
1—q)" AYY (n)
F(T;9)e = H <Fwn <(1_C]1)1 xn;qn) q)) ‘

n>1
De plus, pour deux variables formelles « et 3, on a 'identité suivante
8 Yo A (B)
AP )= 3" A0 AP ().
ij=n
Lespece A permet d’obtenir une expression équivalente pour les exposants

s9(n , n > 1, de la proposition 4.3.3 en terme des A9y ,n>1.
o ®

Proposition 4.5.4. Soit ® C {K¢cce(&,) | n > 0}, un ensemble de groupes non
conjugués deux & deux. Si I' C @ et si la transformation F +— ®p préserve l'opération

de substitution alors

s$l(n) =" sa(n/d) A5 (d).

dn

Démonstration. Pour obtenir I'espece S, on substitue dans A Pespece ST = S5—1 =
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E o C — 1 des permutations ne vivant pas sur le vide. Ainsi, on obtient successivement

Ps,, (21,22, 23, +)

P p) 0 Pgr (21, 72,23, - -)

(e)
H (]- + (q)S(xnvana T3n, " ) - 1)))\(1) (n)

n>1
1o\ 0
1\ se® A
n,lkll (1 — aznk>

1 55;)(”)
H (1 — :Un> ’
n>1

ol ssba)(n) = 4 so(n/d) )\Sba) (d), et le résultat suit. |



Conclusion

La définition générale et I’étude des propriétés de la série indicatrice des ®-symétries
d’une espece, pour un ensemble ® de groupes non conjugués deux a deux, donne
lieu non seulement & une uniformisation des définitions des séries indicatrices des
cycles et d’asymétrie, mais également & des démonstrations uniformes de propriétés
de commutation (entre opérations sur les especes et opérations sur les séries) et a des
calculs uniformes de séries pour des espéces données. Plusieurs voies de recherche sont
encore & explorer et nous en indiquons quelques-unes dans ce qui suit.

Le calcul de la série génératrice

n
Fe) =3 S o
n>0
ol fg’} » désigne le poids total des Fy,-structures sur [n] dont le stabilisateur est conjugué
a un groupe appartenant a ®, n’est pas abordé. Le développement d’outils appropriés
a son calcul est encore & faire.

Nous ne nous sommes pas préoccupés d’optimiser la programmation en Maple
[8] afin d’obtenir les polynomes indicateurs d’asymétrie des espéces moléculaires
concentrées sur de petits cardinaux. Une programmation plus efficace est nécessaire
a l'obtention de ces polyndémes pour les especes moléculaires concentrées sur des
cardinaux plus élevés.

Telle que nous ’avons vu au chapitre 2, I'utilisation des résultats de Stockmeyer [51]
dans le cadre des ®-séries fournit une méthode de calcul alternative pour, entre autre,
la série indicatrice d’asymétrie d’une espece. En particulier, ses résultats concernant les
valeurs de la fonction de Mobius dans les treillis des sous-groupes des groupes diédraux
permettent d’obtenir la série indicatrice d’asymétrie des especes P,, des polygones a n,
n > 1, sommets : si n est impair,

1 n/d 1 (n—d)/2d
Ip, = o %:M(d) Ty T %:M(d) TdToy
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et, si n est pair,

1 n/d_ 1 n—dy/2d 1 n—2d)/2d | n/2d
I'p, = o g wu(d) :ch/ D) E wu(d) xdxgd )/ ~1 g w(d) (Z'Z:Bgd )/ +:1:2é )
djn dln d|(n/2)
df(n/2)

Nous pouvons aussi en déduire la série indicatrice d’asymétrie de l'espece PPi¢ des

polygones bicolorés :

1 1 1 Tok
I'pbic = = kY[ =1 — .
pb 22/‘( )<kn(1—$z> 1_«T2k>

k>1

Il est donc important de ne pas perdre de vue le travail accompli dans le cadre classique.

_,\k
L’étude des substitutions simultanées A : x, = (LZ?“ z¥, k> 1, de Décoste [12] dans

les ®-séries d’especes pondérées que nous n’avons ici qu’amorcée, doit maintenant étre
effectuée de fagon systématique. Notons que plusieurs résultats de Décoste [12] sont

faciles & relever au niveau des ®-séries. Par exemple, puisque

1—q)* 1 — )k 1 sik=1
lim 7( ql)q =1 et lim 7( qi =
q—0 1—q q—1 1—q 0 Sik>1,

on obtient facilement, pour toute espece pondérée F' = I,
lim ® ). =F2
lim @p (1,22, )l (x)

et,si' C P,

lim ® )| = F(2).
ql—>Hi F($17$2> )‘A (.1‘)

Une étude exhaustive des substitutions A dans le cadre des ®-séries ne peut qu’enrichir
le répertoire des identités qu’elle a su trouver.

Aux chapitres 2 et 3, nous avons dégagé des conditions qui, imposées & ®, font en
sorte que la transformation I’ — ®p préserve les opérations combinatoires de somme, de
produit, de dérivation, de pointage et de substitution. Par contre, le comportement de
la ®-série face aux opérations x, de produit cartésien, et o, de composition fonctorielle,
n’a pas été traité. Pour deux especes pondérées ' = Fy, et G = (G, il est bien connu
[5] que

Zrxa(r1, 22, ) = Zp(z1, 22, -+ ) X Zg(z1, 22, )
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ou 'opération x de droite est interprété comme le produit terme & terme des coefficients

91,92 ..
de % Par contre, G. Labelle [25] a montré qu’en général

1

Fpxg(xi,z2, ) # ez, 22, ) x Tg(z1, 22, )

et que I'pyg(z1,22,--+) n'est pas fonction de I'r et de I'g. Dans le contexte des ®-

séries, on doit s’interroger sur les conditions & imposer & ® pour que

Pria(i,z2,- ) = Pp(z1, 22, ) X Pa(z1, 22, ).

Du moins, on aimerait savoir pour quels ®, ®py est fonction de ®p et de $g. De
plus, ®pog(x1,x2,---), méme lorsque ® = T', est encore entourée de mystere. Une
étude du comportement de la ®-série face aux opérations x et O permettrait d’obtenir
des ®-séries associées a ’espece des graphes, des multigraphes et de certaines de leurs
sous-especes. Notons que la forme explicite pour la série indicatrice d’asymétrie des
graphes est encore inconnue.

Au chapitre 2, nous avons utilisé les ®-séries d’espéces pour obtenir certaines familles
d’identités concernant les valeurs de la fonction de Mobius sur des treillis de sous-
groupes. Pouvons-nous trouver, & la lumiere des propriétés de nos ®-séries, de nouveaux
résultats concernant ces valeurs ?

Si @ et U sont deux ensembles de groupes non conjugués deux a deux, peut-on
donner une "signification combinatoire" & ®p o W pour F et G deux especes? Le
lemme 3.2.15 semble étre un pas dans cette direction. Les cas Zp o' et I'p 0o Z sont
intéressants. Notons que dans [5], au lemme 4.4.6, Bergeron, Labelle et Leroux donnent
une interprétation combinatoire de la substitution I'p, (a;(x), 5;(:52), a;(x?’), -++) en
terme des types d’assemblées F-injectives de G-structures.

A la suite de la proposition 3.3.20, il faut maintenant construire d’autres exemples
élégants d’ensembles ®, pour lesquels la série @ préserve 'opération de substitution.
Aussi, un ensemble de groupes qui risque d’étre intéressant mais qui n’a pas été traité
est celui formé des groupes diédraux.

A la section 4.4, nous avons obtenu les ®-séries des especes A, Ar et End. Celles-

ci ne sont que des cas particuliers des espeéces R-enrichies Ag, Arp et Endgr ou
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I’enrichissement R = E est 'espéce des ensembles. Quelles sont les ®-séries de ces
especes pour les enrichissements R=1+C, R=S, R=X+C4, R= X + Ey + Fj3,
etc?

Puisque 'expression (4.5.2) pour @) est plutot rébarbative, une étude parallele
a celle de G. Labelle et P. Leroux dans [28] pour la série indicatrice d’asymétrie I (o)
est de mise. En considérant un ensemble & contenant I' qui est fortement stable sous
le produit en couronne généralisé et qui est tel que {n | &, € Ci>} ={0,1,--- ,p—1}
oll p est un nombre premier, le calcul de la série ® () peut étre effectué a partir des
relations

A(a) = E ¢} X(a) (@] (E+)<_1>

et
Zipy<—1> (21,22, 73, - ) = Q(pry<—1> (21, T2, 23, -+ ) — Pgry<—1> (Tp, Tap, T3p, -+ ).

Ceci généraliserait les calculs effectués par Labelle et Leroux [28] pour obtenir I')(a)
qui correspond au cas p = 2 et permettrait d’obtenir facilement C,(a).

Finalement, il est naturel de s’intéresser aux ®-séries des modeles combinatoires
pour les familles classiques de polynémes orthogonaux'. En fait, la généralisation au
contexte des ®-séries de certains résultats de H. Décoste [12], qui concernent leurs
séries indicatrices des cycles, sont, & la lumiére des résultats du chapitre 4, assez facile &
obtenir. Illustrons ce fait en considérant un des modeles pour les polynémes de Charlier
[12, 35]. Soit Char I'espece pondérée définie par I'isomorphisme Char = S(_.y(Xy/,) -
E(X), ou S(—z) désigne l'espece des permutations dont chacun des cycles est de poids
—2.0na:

1 s 7 (n)
Dcpar (1, 2, -+ ) = H exp(&nxn/n) <1—a”:rn>
n>1
ol

—z 1
sp () = 3 d &uja (=) ca(d).
din

1. Voir D. Foata [15] pour un exposé de synthese sur P'utilisation de techniques combinatoires dans

I’étude des familles classiques de polynémes orthogonaux.
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Notons en terminant que pour d’autres suites que {S,},>0, telle que la suite
{Bn}n>0 formée des groupes hyperoctaédraux, on pourrait aussi faire une théorie des

d-séries pour une classe ® de leurs sous-groupes.



Annexe A

Polynémes indicateurs

d’asymétrie

Les polynémes indicateurs d’asymétrie des especes moléculaires et atomiques,
respectivement sur 5 et 6 points, présentés dans cet appendice ont été calculés a I’aide
de Maple [8] en nous servant de ’expression

FXn/H(ajl,g;Q, )= ZT}:(H) mony (t1,t2, )
AFn

o Ty (H) = |{r€6,\6,/H | H" N &\ = {id,}}| et olt les fonctions symétriques
mony (t1,t2, ) ont été traduites en terme des sommes de puissances x = ) ;5 th A
laide de la librairie SF [49]. La notation pour les especes moléculaires et atomiques est

tirée de Chiricota [9].



Tableau A.1 — Les polynomes indicateurs d’asymétrie pour M € Msj

M FM(HJL.%‘Q,-'-)
Es ﬁx‘i’ - 1—12:5{’3:2 + %x%zg + %mlaz% - %xlu - %ZEQZL':), + %935
Eg[ %x? — %:1:%:53 — ixw% + %I1$4 + %562.753 — %335
X - Ey Hat — 1alzy + Salzg + foiad — Twiay
P5/Z2 %l“;’ — %ZEL’L‘% + %1'5
X - Ef %x? — %x%x — ixlxg + %$1$4
Esy - Es Lat — tadws + taleg + togad — Lagag
P; Tl — Jwiad + 2as
X - P4 %x? — i:p3x2 — %xw% + %$1x4
X2 . FE3 %x? — sxdzy + %x%xg
Ey-Cs %33‘;’ — éx?xz - %m%x;; + %332.7}3
(X2 . Cg)/ZQ %x? - %:E%xg — %1‘1$% + %.TQZE;;
Cs %xi’ — %3:5
X - E% ix‘;’ %:U:fxg + %xw%
X - Pfic %x‘;’ — %xl:p% + %xlzm
X Yo — Jaa3
X205 %xi’ — %:r%:v;;
X3 . By %x? — %m:{’@
X - (Ego X2) %x‘;’ — %J;lx%
X5 x?
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Les polynomes indicateurs d’asymétrie pour A € Ag (1)

Tableau A.2 —
A FA(xl,xg,---)
FEs ﬁx? 48x1x2 + 18331:103 + 16:13%95% éx%u 6:61332:E3
+imias — a3 + dwomy + 1523 — tx6
Eét ﬁx? — TIS.CI}:%:E?) — %x%x% + lx%m + 1:1311'2363 - %x1$5
+%x§’ %1}2564 — 7333 + 936
X6/S5b 585 + atre — satad — totwy — Exywons + Swyas
—%x% + %:chzm + %x% — 2x¢
X6/As5b %ﬂf + ix‘fzz - %x%x% - %x%m - %{L‘ll‘gl‘g
+Izias + a3 + swowy + 223 — Hag
Es(E3) 71210:r? 458x1x2 + 5:):*;’:63 + Ex%x% - %x%u - %[Ell‘gl‘g
+E1Es — 525 + Swamy + §a3 — J26
C2/74 228 + srwiry — 2adws — falxd 4 jalny + frizows
—%m% + §$2x4 — 1—18:133 - %xg;
(E5)/Z 218 + ywirs — 2adas — falad 4 12tz + frixows
—%x% + xoxy — 1—181’§ — %xe
E>(Cs) Lol + Latey — Sadas + Totwy — faizows — S + 223
Es(E») 218 — ales + tadas — Hatad — 3awy — Jaim0ns
+xi125 + 48332 é$2$4 + x3 2566
X6/8,d 528 + tades — 32223 + Lotz — leiwoxs + a3
+*l‘§ - g.ﬁ()@
X6/8,c 528 + tadws — 2afxd + Joyzows — w5 — g
ix2$4 — %1'3 + 163x6
C3(E2) 328 — talws + Fadws + Lafwd — Jatws + Jwiaows

+3523 — wowy — 233 + g
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1,6, 1.3
321 T §21T3 — 1

X6/A4b

13:11:2 + :clxgxg — x5 + x2 x% + %.TG




Tableau A.3 — Les polynomes indicateurs d’asymétrie pour A € Ag (2)

A FA(IL'l,xQ,-“)
Py 1—123;(13 1x%x§ + 11:13;4 + x1T9x3 — 2215 — %x%
§x2x4 — %1‘3 + 1(3ng
P6biC %x? + %IE?CE;; + %$1I‘2.’E3 — %:L‘% — %x% + %mﬁ
Ce 228 + @5 + Jwoxy + 1% — 26
(ES)?/Zs ol + Late, — 1583:‘;’163 satad + falzy + Jrywaxs
mz + x2x4 158x§ — %mG
F3(X?) %:c? + % z{’xg - %x%x% 1x1x2$3 + %x%
Cg(XQ) %x? + %xi’l‘:’) + %J}l.%'g.%‘g — l’%
(EXEL)/Z9 528 — tadws — 3222l + tadny + toywoms + 123 — Jaony
X8/Dyd 128 — 22222 4 Talxy + 1ad
E5(X Es) %xl - im‘llxg + %x%aﬁ — %m% + ixgm
X204/ 7y faf — 32222 + taoxy
X6/Ke 128 — 1adad — 1ad 4+ Laowy
X6/Cyb 128 — 12?23 + $a3 — a6
XS/Kd 128 — 32222 + Tad 4+ 123 — L

Eyo X3
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Annexe B

Burnside et I’énumération des

K-symétries

Cet appendice contient les polyndémes ]\ZK(l), exprimés dans la base des sommes
de puissances, pour chacune des espéces M € M, et chacun des groupes K < &4.
Ceux-ci ont été calculé a l'aide des matrices de Burnside appropriées, voir ’exemple
2.4.11 de la section 2.4 et [21]. Nous utilisons les notations 2.4.7 en terme d’especes,

~K
c.-a~d. : NM(x1,$2,x3,$4) = Mt (1) ou N = X4/K,K < &4.



Tableau B.1 — Ny (1, z2,z3,24) pour N € My (1)
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Ny Ey Ezit
Ey T4 0
Ef 0 T4
Py 0 0
X - Es T123 — T4 0
53 (@3- 0
Phic 0 0
Cy 0 0
X -Cs 0 T1T3 — T4
X2.FE, % (x%xg — 2r113 — TL’% + 2x4) 0
FEyo X2 0 5 (23 — z4)
X4 i (:13‘11 — 623wy + 8113 + 313 — 6x4) (.7711l — 4x1w3 — 323 + 6334)
Zn i (:U‘l1 + 623wy + 81173 + 3722 + 6554) ﬁ (fll + 8z + 335%)




Tableau B.2 — Ny (1, z2, z3,24) pour N € My (2)

Ny Py X - E3
E, 0 0
Ef 0 0
Py T4 0
X - Es 0 r1T3
E3 % (:132 — x4) 0
phic 0 0
Cy 0 0
X -Cs 0 0
X2. E, % (:c%xg — x%) iy — 1173
Eyo0 X? 3 (23 — 24) 0
x4 (2 — 22320 — 23 4 224) | § (2] — 32fws + 22123)
A L (xf + 223z + 323 + 224) | & (21 + 32%xs + 221 73)
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Tableau B.3 — Ny (x1, z2, 23, 4) pour N € My (3)

Nu 53 Py Ci
Ey 0 0 0
Ef 0 0 0
Py 0 0 0
X - E3 0 0 0
E3 3 0 0
ppic 0 T4 0
Cy 0 0 T4
X -Cy 0 0 0
X?. By 23wy — 23 0 0
Eyo X2 0 3 (23 — 24) 3 (¥3 —24)
X4 1 (z} — 22320 + 23) | 1 (a2} — 323 + 224) 1 (21 —a3)
Zu |Gl +2etenrad) | d(ate3ad) | ] (of+ a3+ 200)




Tableau B.4 — Ny (1, z2, z3,24) pour N € My (4)

X - Cs

S
5

"

bic
P 4

Cy

o |l oo || o |o | o

X - Cs

r1T3

OO | o | o || o |Oo | o | O

X2. E,

0

8
=N

=
[\o}

S|

[N}
oc|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|o|o

o

Eyo0 X2

0

(el el N el el el el =l ekl B e B e}

L (of — o)

8
—

Zym

é (x‘ll + 21’1:703)

8
—
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