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RESUME

On dit qu’une double suite H (c’est-a-dire une fonction H : N x N — K, ou
K est un corps) est triangulaire si H(n,k) = 0 pour tout & > n. On écrit
H = HB(p(n,k);q(n,k)) pour I'unique double suite H satisfaisant 1’équation
linéaire aux différences partielles

H(n,k) =p(n,k)H(n —1,k) +q(n,k)H(n — 1,k — 1)

avec valeurs initiales H(0,k) = x(k = 0), ici x désigne la valeur de vérité, ou
les coefficients p(n, k) et g(n, k) sont des doubles suites données. On dit dans ce
cas que H est une hyperbinomiale.

On montre dans ce travail que les hyperbinomiales sont des doubles suites
triangulaires. Par exemple, si H = HB(1;1), alors H(n,k) = (}). Les nombres
de Stirling de premiere et seconde espece et leurs g-analogues, les nombres de
Lah, les nombres eulériens et les polynomes gaussiens donnent d’autres exemples
de doubles suites hyperbinomiales.

Dans le premier chapitre on examine des formules de sommation dans lesquelles
interviennent des hyperbinomiales. Tout d’abord, on donne des conditions suff-
isantes sur les coefficients de deux hyperbinomiales F' et G pour que le produit
matriciel (F' x G)(n,k) =3, F'(n,j)G(j, k) soit encore une double suite hyper-
binomiale.

On considere aussi le produit de la matrice des valeurs d’une hyperbinomi-
ale par une matrice colonne dont la k-ieme entrée est de la forme H§:1 9(J)
pour {g(j)};j>1 une suite donnée. On déduit alors des formules de la forme
Y F(n, k) H§:1 9(j) = ITj=1 h(j). Ce type de formule permet en outre de trou-
ver les formules de conversion entre diverses bases de I’espace des polynomes.

On considere aussi les hyperbinomiales dont l'inverse matriciel F~! sat-
isfait une récurrence hyperbinomiale. On trouve pour F' = HB(a(n)v(k) +
u(n);a(n)b(k)) telle que pour tout n, k on a a(n)b(k) # 0, que F est inversible
et alors

F_l:%B(—a(k‘+1)v(n—1)—u(k‘+1). 1 )

a(k + 1)b(n) "a(k)b(n)
Pour I’hyperbinomiale inversible B = HB(b(k); b’ (k)) on démontre que

> B Na,5)B(n+ j,a+k) = B_g(n, k)
=0

out B(_q) = HB(b(k 4 a); b/ (k + a)).
On donne également, pour toute hyperbinomiale H une formule de récurren-
ce verticale du type

H(n+1L,k+1) =Y H(j,k)w;(n, k),
j=k
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et une formule de récurrence diagonale

Hn+k+1,n)=

M-

H(k+ j, j)w)(n, k).
0

J

Dans le deuxieme chapitre on appelle hypergéométrique une double suite
G pour laquelle il existe des fonctions rationnelles A(n, k) et B(n, k) telles que
G(n,k) = An,k)G(n — 1,k) = B(n,k)G(n — 1,k — 1), on écrit alors G €
HG(A(n, k); B(n, k)).

On montre que les doubles suites hypergéométriques G telles que G(0,k) =
x(k=0)et G(n,k) =0, si k <0ouk > n, sont aussi des doubles suites hyperbi-

nomiales. Explicitement, si G € HG (ﬁA(n,k); zB(n, k‘)) , avec G(0,0) =1,
alors pour toute double suite X (n, k) on a

G=HB{1+kX(n,k)}A(n,k);{1 + (k—n)X(n,k)}B(n,k)).

On cherche également les récurrences hyperbinomiales dont la solution est hyper-
géométrique. Les résultats trouvés peuvent alors étre utilisés dans deux direc-
tions. Tout d’abord lorsque qu’une double suite est définie par une récurren-
ce hyperbinomiale et que 'on en trouve une solution hypergéométrique (donc
holonome au sens de Zeilberger), on peut démontrer effectivement une multi-
tude d’identités la reliant a d’autres hypergéométriques. Réciproquement, étant
donnée une double suite hypergéométrique, on obtient des récurrences hyperbi-
nomiales et on peut donc appliquer tous les résultats de notre étude.

On considere ensuite les récurrences hyperbinomiales dont les coefficients
sont des polynémes du premier degré. On les appelle spéciales. On appelle
réguliére une hyperbinomiale H telle que H(1,0) # 0 et H(1,1) # 0 et on
dit qu’elle est multiple si elle satisfait au moins deux récurrences hyperbinomi-
ales spéciales. On caractérise les hyperbinomiales spéciales qui sont a la fois
régulieres et multiples. Pour une telle double suite on donne le terme général et
I’ensemble de toutes les récurrences hyperbinomiales spéciales qu’elle satisfait.
Ce type d’hyperbinomiales est en fait un cas particulier de double suite a la fois
hyperbinomiale et hypergéométrique.

On présente ensuite une méthode permettant d’obtenir des récurrences pour
une fonction qui est la somme de deux doubles suites pour lesquelles on dispose
de récurrences. Cette méthode est particuliement intéressante lorsque I'une des
deux doubles suites est hyperbinomiale et 'autre hypergéométrique. Finale-
ment on considere le produit matriciel de deux doubles suites dont 1'une est
hyperbinomiale et I'autre hypergéométrique.

Dans le troisiéme chapitre on considere les hyperbinomiales spéciales (& coef-
ficients polynomiaux du premier degré). Pour ces hyperbinomiales on développe
une algebre d’opérateurs définis, ou partiellement définis, sur celles-ci. Sans
nécessairement permettre d’obtenir les termes généraux d’hyperbinomiales sous
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forme close, ces opérateurs permettent de les exprimer les uns en fonction des
autres. Si les termes généraux de deux hyperbinomiales sont reliés par une re-
lation simple, alors il n’y a qu’a résoudre une des deux équations de récurrence.
Par ailleurs, étant données deux récurrences hyperbinomiales, il se peut qu’il
existe un rapport assez simple entre les termes généraux de leurs solutions sans
que cela ne provienne d’une seule transformation. Ceci permet d’introduire une
notion de récurrence canonique.

Dans le quatrieme chapitre on présente, sous forme close, des fonctions géné-
ratrices associées aux doubles suites hyperbinomiales. Pour H = HB(p(n); q(n))
on a une formule pour les polynémes hyperbinomiaux HE(t) := 3, H(n, k)t*
et pour les hyperbinomiales & coefficients polynomiaux du premier degré G =
HB(an + Bk +~; 8k +4"). On donne dans ce cas une formule explicite pour les
fonctions génératrices G (z) := 3=, G(n, k)z" /nlet G(z,t) := 3, , G(n, k)tkz™ /).
On utilise ensuite ces fonctions génératrices pour exprimer sous forme close le
terme général d’une hyperbinomiale et on montre que pour B = HB(an + Sk +
7;7) avec v # 0 la suite des polynomes hyperbinomiaux {B%(t)}n>0 est une
suite de Sheffer.
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Une double suite dans un corps K est une fonction D : N x N — K. Autrement
dit, D est un élément de 'anneau K NxN_"On identifie aussi les doubles suites
avec les matrices infinies dont les entrées sont indicées par les couples d’entiers,
on écrit D(n, k) pour le terme général de la matrice aussi bien que pour celui de la
double suite D avec n et k dans N. Pour deux doubles suites Dy et D5, le produit
de Hadamard (D;D3) est la double suite de terme général Dj(n, k)Da(n, k).

On dit qu’une double suite D est triangulaire lorsque D(n, k) = 0 pour tout
k > n. Dans ce cas la matrice des valeurs de D prend la forme

D(0,0) 0 0 0
D(1,0) D(1,1) 0 0
D(2,0) D(2,1) D(2,2) 0
D(3,0) D D

On écrit T1 x T pour le produit matriciel de deux doubles suites triangulaires,
c’est-a-dire
(T1 X Tg)(n, k‘) = ZTl(’I’L,])TQ(], k‘)
J

On écrit HB(p(n, k); q(n, k)) pour I'équation aux différences partielles linéaire
(0.1) H(n, k) =p(n,k)H(n — 1,k) + q(n,k)H(n — 1,k — 1)

avec coeflicients p et ¢ dans 'anneau K NxN' qes doubles suites a valeurs dans un
corps K. On écrit aussi H = HB(p(n, k);q(n, k)) pour dire que H est 'unique
double suite H satisfaisant 1’équation (0.1) avec valeurs initiales H (0, k) = x(k=
0). On dit alors que H est une hyperbinomiale, par analogie avec le cas par-
ticulier de la double suite des coefficients binomiaux B(n,k) = (Z) puisque

B =HB(1;1) :

n\ (n-—1 n—1 0y J 1,sik=0,
)0k )T o) k)T o sik2o0.

On montrera que les hyperbinomiales sont toujours des doubles suites triangu-
laires.
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Table 1. Exemples d’Hyperbinomiales

p(n, k) P (n, k) Références/ Terme Général
1 1 Coefficients binomiaux, (7)
k 1 Stirling de seconde espece, S(n, k)
n—1 1 Stirling de premiere espece, c¢(n, k)
1-n 1 Stirling de premiere espece, s(n, k)
k n—k+1 | Nombres Eulériens, A(n, k)
E+1 n—k+1 | Nombres Eulériens, E(n, k)
n+k—1 1 Nombres de Lah
1 I FA )
n 1 cn+1,k+1)
1 n sin+1,k—n+1)
kE+1 1 Sn+1,k+1)
k k kIS (n, k)
—k 1 (—=1)"*S(n, k)
1 k nk
n+k+a 1 [CHR 77]
k+a | [KOU 82],[CAR 80a]
o —k—1 1 [ROM]
n+a—1 | [KOU 82],[CAR 80a]
a(l—n)+k 1 [CAR 78b]
n—ak+a—2 1 [CHR 79]
n—ak—1 1 [CS 88],[CHR 77,79],[CAR 78b]
n—ak—p—1 1 [CK],[CHK]
n—ak+pf—-—a—1 1 [HOW], [CAR 79,80b]
k+1 n—k+1 |[CHR 82|
k on —k | [GS],[CAR 65,68,71,78a]
Mm—k—1 on — k —1 | [CAR 68,71],[JOR]
2n—k—1 n—k [CAR 68,71],[JOR],[WAR]
2n —k—1 k+1 [CAR 78a]

Le probleme consistant a étudier les récurrences hyperbinomiales et leurs
solutions est proposée dans Concrete Mathematics ([GKP,p.305], probléeme de
recherche 6.89) :

Develop a general theory of the solutions to the two-parameter re-

currence
—1
Z = (an—i—ﬂk—i—’y)\nk ’
’ / n|n—1
+an+Bk+7) k‘—l‘

assuming that || = 0 when n < 0 or k& < 0. (...) What special
values (a, 8,7,a/,',") yield ”fundamental solutions” in terms of
which the general solution can be expressed?
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Le troisieme chapitre de cette these est celui qui répond le plus directement

a cette question.

Table 2. Autres Exemples d’Hyperbinomiales

p(n, k) P (n, k) Références/ Terme Général
7" 1 Polynoémes Gaussiens, [} ] .
q”:l; 1 sq[n, K]
E‘l_q -~ 1 cqln, K]
4 117:2 ) 1 Spqln, k]
b p:?i 1 Cp.gln, K]
= 1 Sy[n, k]
qi —kl 1 (g — 1)"*S,[n, K]
= 1 Sp.qln; K]
2n—k—1| n—k—a |[CAR 80b]
k+ o 2n —k —a | [CAR 80b]
k+ o n—2k+1 |[CS]
k4 o n—2k+2 |[CS]
k+ta |n—k+1—a|[DWY]KOU 94
k+a n—k—a | [DWY],[KOU 94]

Le premier chapitre est consacré aux formules de sommation dans lesquelles

interviennent des hyperbinomiales. Tout d’abord, on donne des conditions suff-
isantes sur les coefficients de deux hyperbinomiales F' et G pour que le produit
matriciel (F' x G)(n, k) = 32; F'(n, j)G(j, k) soit encore une double suite hyper-
binomiale. On montre que si

F = HB(a(n)v(k) + u(n);a(n)b(k)),
-~ y(k) —v(n —1) d(k)
G = HB ( b(n) ’ b(n)) ’
alors
(0.2) (F x G) =HB(a(n)y(k) +u(n);a(n)d(k)).

On considere le produit de la matrice d'une hyperbinomiale avec une matrice
colonne dont la k-ieme entrée est de la forme H;?:l g(j) pour {g(j)};>1 une suite
donnée. On montre que pour F' = HB(p(n, k);q(n,k)), si

h(n) := p(n, k —1) + g(k)q(n, k)

est une fonction indépendante de k, alors on peut déduire que

k n

> F(nk) [ 90) = [ ().
k

J=1 J=1
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Cette formule permet d’obtenir de fagon uniforme les formules de conversion
entre diverses bases de ’espace des polynomes.

On considére aussi les hyperbinomiales F' et G telles que (F' x G)(n, k) =
x(n, k), ce qui revient & dire que les matrices de F' et G sont I'inverse 1'une de
I'autre. On dit alors que F' (et donc G) est inversible et on écrit G = F~1. Si

F = HB(a(n)v(k) + u(n);a(n)b(k))
avec a(n)b(k) # 0 pour tout n, k, alors F' est inversible et

—a(k+1v(n —1) —u(k+1) 1 )
a(k +1)b(n) “a(k)b(n) )’

Pour B = HB(b(k); ' (k)) on démontre que

F1 :HB(

> B Na,j)B(n+ j,a+k) = B_y(n, k)
=0

ol B(_q) = HB(b(k + a); V' (k + a)).
Pour H = HB(p(n,k);q(n,k)), on a des récurrences de la forme

WE

j=k
Hn+k+1,n) = > H(k+j,j)uwj(n,k),

0

<.
Il

les poids w; et wz- étant donnés par

wi(n, k) = q(j+1,k+1) H p(m+1,k+1)
m=j+1

win,k) = pk+i+1,5) [[ am+k+1,m).
m=j5+1

Dans le deuxiéme chapitre on appelle hypergéométrique une double suite G
pour laquelle il existe des fonctions rationnelles A(n, k) et B(n, k) telles que

G(n,k) = A(n,k)G(n—1,k)
= B(n,k)G(n—1,k—1).
On écrit alors G € HG(A(n, k); B(n, k)).
On montre que les doubles suites hypergéométriques G telles que G(0,k) =

x(k =0) et G(n,k) =0, si k < 0ouk > n, sont aussi des doubles suites
hyperbinomiales. Explicitement, si

G e HG (ﬁA(n,k); =B, k)) (G(0,0) = 1),
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alors quelque soit la double suite X (n, k) on a
G=HB{1+kX(n,k)}A(n,k);{1 + (k—n)X(n,k)}B(n,k)).

On cherche également les récurrences hyperbinomiales dont la solution est
hypergéométrique. Les résultats trouvés peuvent alors étre utilisés dans deux
directions. Tout d’abord lorsque qu’une double suite est définie par une ré-
currence hyperbinomiale et que I'on en trouve une solution hypergéométrique
(donc holonome au sens de Zeilberger), on peut démontrer effectivement une
multitude d’identités la reliant a d’autres hypergéométriques. Réciproquement,
étant donnée une double suite hypergéométrique on en trouve les récurrences
hyperbinomiales et on peut appliquer les résultats de notre étude.

On considere ensuite les récurrences hyperbinomiales dites spéciales, c’est-
a-dire dont les coefficients sont des polynomes du premier degré . On appelle
aussi réguliére une hyperbinomiale H telle que H(1,0) # 0 et H(1,1) # 0
et on dit de plus qu’elle est multiple si elle satisfait au moins deux récurrences
hyperbinomiales spéciales. On caractérise alors les hyperbinomiales spéciales qui
sont a la fois réguliere et multiple. Pour une telle double suite on donne le terme
général et I’ensemble de toutes les récurrences hyperbinomiales spéciales qu’elle
satisfait. Ce type d’hyperbinomiale est en fait un cas particulier de double suite
a la fois hyperbinomiale et hypergéométrique. Explicitement, on montre pour
une hyperbinomiale M réguliere et multiple, que pour toute constante x et pour
certains parametres mj et mg donnés, on a

M = HB(min + xk + ms;rmin — ran + krz + rmg)

ce qui entrane que
n
M(n, k) = <>Hmlj+m3

avec 7 = M (1,1)/M(1,0).

On présente ensuite une méthode permettant d’obtenir des récurrences pour
la somme de deux doubles suites pour lesquelles on dispose de récurrences. Cette
méthode est particuliement intéressante lorsque 'une des deux doubles suites est
hyperbinomiale et ’autre hypergéométrique. Finalement on considére le produit
matriciel de deux doubles suites I'une étant hyperbinomiale et 'autre hypergéo-
métrique.

Dans le troisieme chapitre, on considere les hyperbinomiales spéciales. Pour
ces hyperbinomiales on développe une algebre d’opérateurs (définis, ou partielle-
ment définis) sur les hyperbinomiales. Sans nécessairement permettre d’obtenir
les termes généraux d’hyperbinomiales sous forme close, ces opérateurs permet-
tent de les exprimer les unes en fonction des autres. Si les termes généraux de
deux hyperbinomiales sont reliés par une relation simple, on n’a qu’a résoudre
une de ces équations de récurrence pour en déduire 'autre. Par ailleurs, étant
données deux récurrences hyperbinomiales, il se peut qu’il existe un rapport



assez simple entre les termes généraux de leurs solutions sans que cela ne provi-
enne d’'une transformation unique. Ceci permet en fait d’introduire une notion
de récurrence canonique.

Dans le quatrieme chapitre on trouve, sous forme close, des fonctions géné-
ratrices associées aux doubles suites hyperbinomiales. Pour H = HB(p(n); q(n))
on donne une formule pour les polynomes hyperbinomiaux HE(t) := 3=, H(n, k)t*.
Pour les hyperbinomiales a coefficients polynomiaux de degré 1, G = HB(an +
Bk +7; ¢k + 1), on calcule les fonctions génératrices Gf.(x) :== >, G(n, k)z" /n!
et G(z,t) =3, G(n, k)tFz" /n!. Par exemple, si o # 0,¢ # 0 et 8 # 0, alors
on a la fonction génératrice Gf,(x)

Gk, )(1 — az)~ " L {1—(1—aa;)—%}k,

BFE!
et la fonction génératrice G(x,t)
ot
a t I
(1- aa:)_% (1 + %(1 — ax)g) .

On utilise ensuite ces fonctions génératrices pour exprimer sous forme close le
terme général d’une hyperbinomiale. Enfin, on montre que pour B = HB(an +
Bk + ;') avec 4 # 0, la suite des polynémes hyperbinomiaux {B%(t)},>0 est
une suite de Sheffer.



Chapitre 1

FORMULES DE
SOMMATION

Résumé

Ce premier chapitre est consacré aux formules de sommation dans lesquelles
interviennent des hyperbinomiales.

Tout d’abord, on donne des conditions suffisantes sur les coefficients de
deux hyperbinomiales F' et G pour que leur produit matriciel (F' x G)(n, k) =
> F(n,j)G(j, k) soit aussi une double suite hyperbinomiale . Dans ce cas on
dit que F' x G est un produit hyperbinomial.

Dans la premiére section on montre que si

F = HB(a(n)v(k) + u(n);a(n)b(k)),

_ y(k) —v(n —1) d(k)
G = HB ( b(n) ’ b(n)) ’
alors
(1.1) (F x G) = HB(a(n)y(k) + u(n);a(n)d(k)).

Comme application on en déduit la formule de Carlitz

> (j) @- vl =[] |

i q

ou Sy(n, k) = %Sq(n —1,k) + Sy(n — 1,k — 1) sont des g-analogues pour les
nombres de Stirling de seconde espece et [Z}q les polynoémes gaussiens sont des
g-analogues des coefficients binomiaux.

Dans la deuxieme section on considere le produit de la matrice correspondant
a une hyperbinomiale avec une matrice colonne dont la k-ieme entrée est de la

7



8

forme H;?:l g(j) pour {g(j)};>1 une suite donnée. Si F' = HB(p(n,k);q(n,k))
et
h(n) = p(n, k —1) + g(k)q(n, k)

est une fonction indépendante de k, on montre que

k n
S F(nk) [ 90G) = [] ().
k 7j=1 7j=1

Cette formule permet de déduire de fagon uniforme les formules de conver-
sion entre diverses bases de l'espace des polynoémes en ¢, comme par exemple
S S(n,k)tE = " ou S désigne la double suite des nombres de Stirling de
seconde espece et tE = t(t —1)---(t — k 4+ 1) est le polynéme définissant les
factorielles descendantes. Dans le cas ou F' = HB(p(n); ¢(n)), la formule permet
aussi de donner sous forme close la fonction génératrice FL(t) := 3, F(n, k)t*.

A la section suivante, sans aucune contrainte sur les parametres, on trouve
pour une hyperbinomiale H = HB(p(n, k); q(n,k)) des récurrences de la forme

Hin+1Lk+1) = > H(jkw;(n, k),
Hn+k+1,n) = > H(k+j,j)wj(nk),
J

les poids w; et w;- étant donnés par

wi(n,k) = q@G+1L,k+1) T[] pm+1,k+1)
m=j+1

win,k) = pk+i+1,5) [[ am+k+1,m).
m=j+1

On montre que les deux récurrences précédentes s’obtiennent 1'une de 'autre
a l'aide de l'opérateur p de réflexion défini par (pH)(n,k) = H(n,n — k) et tel
que
(pH) = HB(q(n,n — k);p(n,n — k)).

Ainsi, pour S(n,k) = kS(n—1,k)+ S(n — 1,k — 1) on obtient

Sh+1Lk+1) = > SG.k)(k+1)"7,
j=k

Stn+k+1,n) = > j-S(k+j,j).
j=0

A la quatrieme section on considere aussi les hyperbinomiales F' et G telles
que (F x G)(n,k) = x(n, k), ce qui revient a dire que G est 'unique inverse de
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F. Si F =HB(a(n)v(k) +u(n);a(n)b(k)) avec a(n)b(k) # 0 pour tout n,k € N,
alors F' est inversible et

_:HB<—a(k+1)(n—1)—u(k‘+1). 1 >

a(k + 1)b(n) "a(k)b(n)

Pour B = HB(b(k); b (k)) on démontre, dans la cinquieme section, que si B
est inversible, alors

> B Na,j)B(n+ j,a+k) = B_y(n, k)
=0
olt B(_q) = HB(b(k + a); V' (k + a)).

Finalement, le chapitre se termine par une formule de sommation, indicée par
des partitions ensemblistes , donnant le terme général de toute hyperbinomiale.
Par exemple,

ZH

ou la somme est faite sur les ensembles {ﬂl,...,ﬂk} avec 1 < B; < Bjt1 < n
pour 1 < 5 < k—1. Pour les coefficients binomiaux la formule exprime le fait que
(}) dénombre les sous-ensembles de [n] ayant k éléments ou encore les chemins

de (0,0) a (n, k).

1.1 Produits Hyperbinomiaux

Définition 1. Etant données deux doubles suites triangulaires F' et G on note
F x G la double suite H telle que

(1.2) H(n,k) =Y F(n,j)G(j,k
J

Définition 2. On appelle hyperbinomiale une double suite B pour laquelle il
existe des fonctions b et & : N x N — K (ou K est un corps) telles que

(1.3) B(n,k) = b(n,k)B(n — 1,k) + b’ (n,k)B(n — 1,k — 1)
et ayant les valeurs initiales

c’est-a-dire que B(0,0) =1 et B(0,k) =0si k # 0.
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On écrit alors

B = HB(b(n, k); b (n, k))

comme abréviation du fait que B est I'unique double suite définie par la récur-
rence (1.3) avec conditions initiales (1.4). On dit aussi que Iéquation (1.3) est
une récurrence hyperbinomiale et on la désigne aussi HB(b(n, k); V' (n, k)). Deux
récurrences hyperbinomiales sont dites équivalentes si elles admettent la méme
solution.

Afin d’introduire le produit matriciel d’hyperbinomiales on doit d’abord
s’assurer que ce sont des doubles suites triangulaires sinon la matrice produit
pourrait ne pas étre définie. C’est I'objet de la proposition suivante qui donne
aussi explicitement les valeurs B(n,0) et B(n,n).

Proposition 1.1.1 Soit B = HB(b(n, k); V' (n,k)), alors pour n >0

0, si k<O,

_ Hg}:l b(]70)7 st k = 07

B(n, k) B ;L:l b/(juj)7 stk = n,
0, si k> n.

Preuve. Pour k < 0, B(0,k) = 0 par définition et alors, par induction sur n,
B(n,k) =0 pour tout k < 0 et n > 0.
Pour k=0etn>1ona

B(n,0) = b(n,0)B(n —1,0) + b'(n,0)B(n — 1,—1) = b(n,0)B(n — 1,0),

qui est une récurrence ordinaire en n avec la valeur initiale B(0,0) = 1. Si l'on
suppose que pour n — 1 on a B(n — 1,k — 1) = 0, pour tout k —1 > n — 1,
alors B(n,k) = 0 pour k > n car B(n — 1,k) et B(n — 1,k — 1) sont nuls par
hypothese de récurrence et ainsi B est triangulaire.

Pour le troisieme point on résoud I’équation aux différences ordinaires

B(n,n) =¥ (n,n)B(n —1,n—1) + x(n = 0).
O

Dans la proposition suivante on donne des conditions suffisantes pour que le
produit de deux hyperbinomiales soit aussi hyperbinomiale. Dans I’exemple et
le corollaire qui suivent on traduit ces conditions suffisantes de facon & pouvoir
produire effectivement une multitude d’identités particulieres.

Proposition 1.1.2 Soient F' et G les hyperbinomiales

(1.5) F o= HB(f(n.k): f'(n,k).
G = HB(g(n,k);g (n.k)),
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et soient h, I/ les fonctions

(17) h(n>k>]) = f(nvj_l)"i'f/(nvj)g(j’k)a
(18) h/(n>k>j) = f/(nvj)g/(jvk)‘

Si les fonctions h et h' sont indépendantes de j, c’est-a-dire que h(n,k,j) =
h(n,k,0) et h'(n,k,j) = h'(n, k,0) pour tout j, alors

H := F x G = HB(h(n, k,0); ' (n, k,0)).
Preuve. 11 suffit de développer les termes F(n, j) et G(j, k) dans le produit :
H(n.k) = Y F(n,j)G(j.k)
= i (f(n, J)F(n = 1,) + f'(n, j)F(n = 1,j = 1)) G5, k)
= zj:{f(n,j =D+ f(n. )90 I (n = 1,5 = 1)G(j = 1,k)

J
+2_AF (0 )g G R}IF(n = 1,j = DG = Lk = 1).

Exemple 1. Pour F =HB(f(n); f'(n)) et G = HB(g(k); ¢ (k)),
Fx G =HB(f(n)+ f'(n)g(k); f'(n)g (k).

En particulier pour S(n,k) les nombres de Stirling de seconde espece, s(n, k)

les nombres de Stirling de premiere espece et ¢(n, k) les nombres de Stirling de

premiére espeéce sans signe ainsi que pour leurs ¢ et p, g-analogues' on a

L o) [F[  Fk) ek [dR®] Gk ]
1 1 (&) 1 1 ®
n—1 1 c(n, k) q~ 1 [z}q
—n + 1 1 s(n, /;;) . k 1 S(n, k)
-1 1 (=" () k+1| 1 | S+1,k+1)
n 1 c(n+1,k+1) k k k!S(n, k)
Lill n s(n+1,k—n+1) K 1 (—1)"_k5(n, k)
o IR R K
T | ! cqln, k] e S,[n, k]
T 1 Spqln, k] -1 1 |(¢g—1)""*Sn k|
n— n— k___k
5 ;:g : 1 Cp,qln, K] pp—g 1 Sp.aln, K]

"Woir [dML].



12

onnk =nn—1)---(n—k+1) et [Z]q dénote les polynomes gaussiens qui
sont des g-analogues des coefficients binomiaux. On dit que H(n,k,q) est un
g-analogue de H(n, k) si lim,_,; H(n,k,q) = H(n, k).

On en déduit donc de facon uniforme les formules de sommation classiques?
(1.9) > C) S, k) = Sh+1,k+1),
J
(1.10) zjjc(n,j)@) = cn+1,k+1),

(1.11) > (=1 <?>S(j+1,k:+1) = S(n,k),

J

(1.12) > en+1,5+1)(-1)7*F <"7f> = ¢(n,k),

J

(1.13) ZS(n+1,j+1)s(j,k) = <Z>,

J
(1.14) e+ 1,5+ 1)(-1)77* S, k) = nE
J
La proposition 1.1.2 fournit aussi des formules pour le produit d’hyperbi-
nomiales, lorsque le coefficient f dépend de k et le coefficient g dépend de n.
Ainsi,
Y (=1)"L(n, j)s(G, k) = (=1)Fs(n, k) = (=1)"c(n, k),
J
oun L=HB(n+k—1;1).
Enfin, la méme approche donne les identités suivantes entre g-analogues

(1.15) <7?>( —1RS K = |
zjj i) j {k]q

wo g

J J

(117) S| - alin = (Z)

J

3

((] - 1)n—k5q [’I’L, k]v

Donnons maintenant d’autres conditions suffisantes pour que le produit ma-
triciel de deux hyperbinomiales soit une hyperbinomiale.

2Voir [GKP,p.251].
3Voir [dML,p.26-27] et [CAR. 33].
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Corollaire 1.1.3 Soient F = HB(f(n,k); f'(n, k)) et G = HB(g(n, k); ¢’ (n, k)).
S’il existe des suites a, b, d, u, v et y telles que

(1.18) f(n,k) = a(n)v(k)+u(n),
(1.19) f'(n,k) = a(n)b(k),

_ oyl —v(n—1)
(1.20) g(n, k) = bn) ,
(1.21) Jnk) = %

c’est-a-dire que F' et G sont définies par

(1.22) F = HB(a(n)v(k) + u(n);a(n)b(k)),
(1.23) G = HB (y(k) _b&()" — L. Z((:;) :
alors

(1.24) F x G =HB(a(n)y(k) + u(n); a(n)d(k)).

Preuve. 11 suffit d’utiliser la proposition 1.1.2 en calculant les fonctions h(n, k, j)
et h'(n, k, 7). O

Remarque 1. Les conditions du corollaire précédent sont les plus générales
pour lesquelles le produit est non trivial*. En effet, si &' (n, k,7) := f'(n,5)d' (4, k)
est une fonction indépendante de j, alors h'(n,k,n) = h/(n, k,0) et on en déduit
que

/ _f’(n,O) / — aln
0,8 = FED 10,5 = )b,
et de méme h'(n, k, k) = h'(n, k,0) d’ou
: o 90k
fink)=f (nao)m = c(n)d(k)

et alors h'(n,k, j) = a(n)b(j)c(j)d(k) ce qui nous permet de poser b(j)c(j) = 1.
Par ailleurs, si

est aussi une fonction indépendante de j, alors h(n,k,k + 1) = h(n, k,0) d’ou

fn,k) = fn,=1) +a(n){b(0)g(0, k) — b(k + 1)g(k + 1, k)}
= u(n)+a(n)v(k)

1En ce sens que les fonctions f, f’, g et ¢’ ne sont pas identiquement nulles.
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et de méme h(n,k,n) = h(n,k,0) et alors

f(n, =1) + a(n)b(0)g(0, k) — f(n,n — 1)

g(n, k) = a(m)b(n
_ u(=1) +0b(0)g(0, k) —v(n —1)
b(n)
y(k) —v(n —1)

Toutefois les conditions suffisantes de la proposition 1.1.2 ne sont pas nécessai-
res. A la section 2.6 on verra d’autres types de produits hyperbinomiaux.

1.2 Conversions

Soient les hyperbinomiales F = HB(f(n,k); f'(n,k)), G = HB(g(n,k); ¢’ (n,k))
et H = HB(h(n,k);h'(n,k)) et supposons que F x G = H. En examinant le
produit de F' avec la premiere colonne de G, a savoir

>_ F(n,j)G(j,0) = H(n,0),

on obtient une formule ou les termes H(n,0) et G(i,0) sont déterminés par la
proposition 1.1.1. Explicitement

H(n,0) = [ h(m,0),
m=1
J

G(j,0) = [ g(m,0)

3
Il

Lorsque les termes G(7,0) et H(n,0) admettent une forme close, on obtient
par ce biais d’autres récurrences pour les hyperbinomiales F'. Pour ce faire, le
produit F' x G doit étre hyperbinomial. La proposition qui suit permet d’éviter
cette derniere contrainte.

Proposition 1.2.1 Soit F = HB(f(n,k); f'(n,k)) et {g(n)}n>1 une suite donnée.
Si la fonction

h(n, k) = f(n,k = 1) + g(k) f'(n, k)

est indépendante de k, c’est-a-dire que h(n,k) := h(n,0) pour tout k, alors

k n
(1.25) > F(n.k) [T9() =] 10,0
k =1

j= j=1
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Preuve. La démonstration se fait comme pour la proposition 1.1.2.
Soient H(n) i= ¥y F(n, k) [T'_, g(j) et G(k) == [T, 9(5), alors

H(n) = > fn,k)F(n—1,k)G(k)+>_ f'(n,k)F(n—1,k—1)g(k)G(k — 1)
k k

= > {f(nk=1)+ f'(n.k)g(k)}F(n — 1,k — 1)G(k — 1)
k

= h(n,0)H(n — 1).

Exemple 2. En choisissant convenablement la suite {g(n)},>1 et 'hyperbino-
miale F'(n, k) et en posant G(k) := ?:1 9(j), la proposition précédente permet
de déduire de nombreuses formules intéressantes.

Dénotons encore S(n, k), s(n,k) et ¢(n,k) pour les nombres de Stirling et
observons que L = HB(n + k — 1;1) est 'hyperbinomiale correspondant aux
nombres de Lah®. De plus notons S, pour® la solution de HB(—n + ak + 1;a),
c'est-a-dire que Sy(n, k) = (—n +ak +1)S,(n — 1, k) + aSa(n — 1,k — 1).

Si on considere pour G(k) les suites

o= tt =1 (t—k+1) = (t—k+ 1)L
th = ¢l
o= A1)tk —1) = (t+k— 1)F T

on en déduit comme cas particuliers de (1.25) :

(1.26) > e(n,k)th = 17,
(1.27) Zk:s(n,k)t’“ =
(1.28) ijS(n,k)tE = "
(1.29) zkjL(n,k)tﬁ = ",
(1.30) Z(—lk)kL(n,k)tE = (=),
(1.31) k zkjsa(n,k)tﬁ = (at)™.

5Voir [COM,p.135,156]. Parfois on appelle aussi nombres de Lah les nombres (—1)"L(n, k).
5Voir [JOR).
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Les exemples (1.26) et (1.27), & savoir

Z c(n, k)tF = 7,

k

Zs(n,k)tk =t

k

seront reconsidérés plus loin du point de vue des fonctions génératrices.

Exemple 3. Les nombres de Stirling non-centrés” sont définis par les identités

(1.32) > Sy k)tE = (t—a)",
k
(1.33) ZS(G)(n,k‘)(t—a)k = {2,
k
(1.34) cay(n k) = (=1)"Fs()(n,k).

La proposition précédente permet de trouver une récurrence hyperbinomiale
pour ces nombres.

En effet, il suffit de trouver des fonctions a variables entieres a1, ag, by et by
telles que

(1.35) ar(n,k — 1)+ (t —a)as(n,k) = t—n+1,
(136) bl(n,k:—l) —|—(t—k+1)b2(n, k’) = t—a,

pour obtenir

(1.37) Sy = HMB(ai(n,k);az(n,k)),
(1.38) cay = HB(—ai(n,k);az(n,k)),
(1.39) S = HB(bi(n, k);b2(n,k)).

Or, pour satisfaire (1.35) et (1.36) il suffit de prendre
ar(n,k) =—-n+a+1, az(nk)=1,
bi(n,k) =k—a, ba(n,k)=1.
Ainsi, pour n > 0, s(4)(n, k) = (—n+a+1)sy(n — 1,k) + 50)(n — 1,k — 1) et

S(a)(n, k) = (k— a)S(a) (n—1,k)+ S(a)(n - 1,k-1).
En utilisant le corollaire 1.1.3 on peut alors démontrer que

(1.40) Ca)(n k) = Zc(n,j)(—a)j"“@),
J
(1.41) S (n k) = Z(—a)”_j<?>5(j,k:).

"Voir [KOU 82].



1.2. CONVERSIONS 17

Définition 3. Pour une hyperbinomiale B = HB(b(n, k); b’ (n, k)) on appelle
somme de ligne la suite { By, },>0 définie par

B, = ZB(n, k).
k

On considere aussi les fonctions génératrices

Bi(t) = zk:B(n,k)tk
Biw) = ¥ Bk
B(z,t) := z_I;B(n,k)i—Ttk
- ;Bﬂt)i—’;:;Bg(aa)tk,

respectivement appelées fonctions génératrices de ligne, de colonne et fonction
génératrice double. Remarquons qu’on a évidemment B,, = B%(1).

La proposition 1.2.1 permet, dans certains cas, de déterminer les fonctions
génératrices de ligne et, dans un plus grand nombre de cas, de déterminer la suite
somme de ligne. Remarquons que ces mémes informations peuvent toujours étre
obtenues dans le cas ot B est une fonction holonome.?

Corollaire 1.2.2 Si B = HB(b(n, k); b (n,k)) est une hyperbinomiale telle que
h(n) :=b(n,k —1) +b'(n, k)

soit une fonction indépendante de k, alors

n

By =Y B(nk)=]]nr
- :

En particulier, si B = HB(b(n);b'(n)), alors on a de plus
ZB n, k)t H{b’ )t +b(j)}-

Preuve. Par application de la proposition 1.2.1. O

8Voir [ZEI 90a] et [ZEI 90b).
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Exemple 4. Pour les hyperbinomiales les mieux connues on retrouve comme
fonctions génératrices de ligne les identités classiques

Z(Z)tk = 1+t

k
Zc(n, k)t = 7,
k
Zs(n, Ktk =
k
n—1
k
Zcp,q[”vk]t = H (t + [mpq)
k m=0
ou [mlp g = pmpigm, et les sommes de lignes

ou on écrit A(n,k) pour les nombres eulériens avec A = HB(k + 1;n — k) ou
A = HB(k;n—k+1) selon que 'on dénombre les permutations selon® le nombre
de montées ou de descentes et ol on note As pour les nombres eulériens de
seconde espece!? avec Ay = HB(k +1;2n — k — 1).

On trouve un rapport tres général entre les fonctions génératrices de doubles
suites triangulaires F', G et H reliées par F' x G = H.

Proposition 1.2.3 Si F x G = H, alors
H(z,t) = ZFf(a:)Gﬁ(t)
J

Preuve. 1l suffit de bien permuter les sommes

Hat) = S Fn )G k) Z—Tt’f
n k j :

?0Ou encore selon le nombre d’excédances ou d’anti-excédances, voir par exemple [FS].
107]s dénombrent les permutations d’un multi-ensemble selon le nombre de montées. Voir
[GS] et [GKP,p.256].
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- p{Erest)(ren)
ZF;x

Exemple 5. Soit F' = HB(1;k) et G = HB(1;1) les doubles suites de terme
général F(n,k) = k!(}), G(n,k) = (}). Sion pose H := F x G, c’est-a-dire que
H(n, k) =37 '(?) (i), alors & partir des fonctions génératrices Ff(z) = e"z" et
G!(t) = (1 + 1) on en déduit que

Ze a:J 1+t

(E

1—x—a:t

1.3 Récurrences Verticales et Diagonales

Pour les nombres binomiaux, les formules
n+1 _ " (i
() - £0)
7=0
k+1 " (k4
(1.43) mEREL oo (M),
n =\ I

appelées respectivement sommation de 'indice supérieur et sommation parallele,
peuvent s’obtenir 'une de I'autre par réflexion.!’ Ces formules se généralisent
trés bien a une hyperbinomiale quelconque pour donner ce que ’on appelle des
récurrences verticales'? et diagonales.

Proposition 1.3.1 Pour une hyperbinomiale B = HB(b(n, k); b (n,k)) on a la
récurrence verticale

(1.44) B(n+ 1,k +1) = Z WG+ 1L,Ek+1) J[ b(m+1,k+1),
i=k m=j+1

Preuve. Pour un k donné on fait la preuve par induction sur n. Si n < k, alors
les deux membres de (1.44) sont nuls. Supposons que la formule (1.44) soit vraie
pour n — 1, c’est donc dire que

n—1 n—1
(145) B(n,k+1)=> BG.RV(G+1Lk+1) J[ bm+1,k+1),
ji=k m=j+1

"En remplacant k par n — k.
12¥oir [COM,p.207,209] ou [GKP,p.159].
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alors, de la récurrence de B, on déduit que

Bn+1,k+1) = bn+1,k+1)B(n,k+1)+V(n+1,k+1)B(n,k)
= bV(n+1,k+1)B(n,k)
n—1 n—1
+ bn+Lk+1)Y BUKY(G+1L,k+1) J] bm+1,k+1)
j=k m=j-+1
= V(n+1,k+1)B(n,k)
n—1 n
+ DY BGRWG+LE+L) J[ bm+1,k+1)
j=k m=j+1

= Y BGRVG+1L,Ek+1) J[ bm+1,k+1).
j=k m=j+1

et la formule est vraie pour n. O

Exemple 6. Pour toute hyperbinomiale on a une récurrence verticale. Par
exemple pour les nombres de Stirling S(n, k), s(n, k), ¢(n, k), pour les nombres
eulériens A(n, k), Aa(n, k) et pour les nombres de Lah, la formule (1.44) devient

Sn+1,k+1) = iS(j7k)(k+1)"—j7
s(n+1L,k+1) = zn:s(j,k:)(—l)"_jn";j,
cn+1,k+1) = zn:c(j,k)n";j,
An+1,k+1) = zn:A(j,k)(j—k)(k+2)"_j,
Ay(n+1,k+1) = zn:Ag(j,k)(Qj—k:)(kJrZ)”‘j,

Lin+1,k+1) = Y L(j,k)(n+k+1)"=,

ou on note 2% = z(z — 1)---(x — n + 1) pour la factorielle descendante. De
méme pour les g et p, g-analogues

SIS

H } D),
j=0 .
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NE

Spaln +1,k+1] = 3 Syl kllk + 1577,

0

<.
Il

n

Cp,qlds K] H [m]p,q:

0 m=j+1

M=

pgln+1L,k+1] =

<.
Il

p—=q™
p—q

ol [m]p,q =

On obtient les récurrences diagonales par réflexion de la formule (1.44), au
sens suivant.

Définition 4. On dit que (pT') est la réflezion de la double suite triangulaire
T si

Evidemment p2T" = T.

Proposition 1.3.2 Si B = HB(b(n,k); V' (n,k)), alors
pB = HB(pb' (n, k); pb(n, k)).
Preuve. Avec la récurrence de B
(pB)(n, k) = B(n,n—k)
= (pb)(n,k)B(n —1,n—k)+ (pt')(n,k)B(n —1,n — k — 1),

mais B(n—1,n—k) = (pB)(n—1,k—1) et B(n—1,n—k—1) = (pB)(n—1,k).
O

Corollaire 1.3.3 Pour l’hyperbinomiale B = HB(b(n,k);V (n,k)) on a la ré-
currence diagonale

k n
(1.46B(n + k + 1, k) :Z (n+4.)b(n+j+1.5) [] V(m+n+1,m).
j=0 m=j+1

Preuve. 1l suffit d’utiliser la proposition précédente et appliquer la formule (1.44)
a(pB)(n+k+1,n+1):

ntk n+k
(pB)(n+k+1,n+1)=> (pB)(u,k)(pb)(u+1,n+1) ] (o) (v+1,n+1),

u=n v=u+1

avec le changement d’indices j =u— ket m =v — k. a
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Exemple 7. On déduit de (1.46) les récurrences diagonales suivantes :

M=

Sn+k+1,k) = S(n+ 3,53,
§=0
k
sn+k+1,k) = Y s(n+j,j)(—n—j),
§=0
k
cln+k+1k) = > cln+45)n+7),
§=0
k .
An+k+1,k) = Y An+57)0 + 1)k +1)",

<.
Il
o

As(n+4,5)(G + D)k + 2n + 1)L,

M=

A2(n+k+17k) =

=0
k
Lin+k+1k) = > Lin+jj)(n+2j),
=0
{n+k+1} _ z’f:[nﬂ] j
k q P B PR

M=

Spqln+k+1,k] = Sp.aln + 4, 317 p.q

<
Il
o

M=

Cpgn +k+ 1,k = Cpgl + 7, 410 + lpg-

<
Il
o

La proposition suivante exprime 'effet de la réflexion sur les fonctions génératri-
ces de ligne et sur la fonction génératrice double.

Proposition 1.3.4 Pour B = HB(b(n, k); V' (n,k)) et
pB = HB(b (n,n — k);b(n,n — k))

(1.47) Bl = B (;).
(1.48) B(z,t) = (pB) (m%)

Preuve. Par la proposition 1.3.2 on a (pB)(n,k) = B(n,n — k), ainsi pour les
fonctions génératrices de ligne

Bi(t) = Y Bn k)
k
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1 k
= ZB(n,n — k)tvh = ¢n Z(pB)(n, k) (-) ;
t
k k
et pour la fonction génératrice double

"
Bt = Y B
n>0 :

= S ont (7)< m (7).

n>0

1.4 Inversions

Définition 5. L’inverse d’une double suite F' est la double suite G := F~1 telle
que

S F(n, /)G, K) = x(n = b)
=k

Lorsqu’une double suite est triangulaire, alors son inverse, s’il existe, est aussi
triangulaire.

Pour identifier les hyperbinomiales ayant un inverse hyperbinomial on doit
d’abord identifier les récurrences hyperbinomiales satisfaites par ’identité.

Lemme 1.4.1 Soit I la double suite identité de terme général
(1.49) I(n,k) =x(n=k).

On a I =HB(u(n,k);u' (n,k)) si, et seulement siu(n,n—1) =0 et u'(n,n) = 1.

Proposition 1.4.2 (Inverses hyperbinomiales) Soit
(1.50) F =HB(a(n)v(k) + u(n); a(n)b(k))

une hyperbinomiale telle que que pour tout n, k on a a(n)b(k) # 0. L’hyperbinomiale
F admet Uinverse hyperbinomial :

F_l:HB(—a(k‘—i-l)v(n—1)—u(/<:+1). 1 >

a(k + 1)b(n) " a(k)b(n)
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Preuve. Selon le corollaire 1.1.3, pour que le produit F' x G soit hyperbinomial
avec F' donné par (1.50) il suffit qu'il existe des suites d et y telles que

B y(k) —v(n —1) d(k)
G="HE ( b(n) ’ b(n)) ’

et alors
(1.51) H:=F x G =HB(a(n)y(k) + u(n); a(n)d(k)).

Or pour que H soit I'identité il est nécessaire et suffisant que

(1.52) a(n)d(n) = 1,
(1.53) a(n)y(n—1) +u(n) = 0,

de sorte que

(1.54) dk) = ﬁ

(1.55) Wy = —me

et alors 1

(1.56) H=FxG=HB <—%+u(n);%> =1.

Remarque 2. Si M = {M, j}o<k<n est une matrice triangulaire infinie et
inversible et si « et 8 sont des matrices colonnes d’entrées respectives a; et b;,
alors on a Mo = (3 si, et seulement si M '3 = a. Ce qui se traduit par

(1.57) b =Y Mygay, < an =y M, by
k k

Ainsi pour chaque hyperbinomiale inversible on obtient une formule d’inversion.

Exemple 8. Pour les hyperbinomiales classiques' inversibles, on a :
(1.58) F=HB(1;1) , F(nk) = (Z)

(1.59) Fl=HuB(-1;1) , Flnk)=(-1)"Fk (Z)
(1.60) F=HB(k;1) , F(n,k)=S(n,k),

13Voir par exemple [RIO).
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(1.61) F'=HB(—n+1;1) , FY(n,k)=s(n,k);

(1.62) F=HB(-n—-k+1;-1) , F(n,k)=(-1)"L(n,k),
(1.63) F'=HB(-n—-k+1;,-1) , F'(n,k)=(-1)"L(n, k),
et les p, g-analogues

kE_  k

(164) F=HB <pp : Z ;1> ’ F(TL, k) = SP,Q[nv k]7

n—1_ ,n—1
(1.65)  F'=%HB (ﬁ

i1 . FYn,k)=s,.n, k.
p— ) (n, k) = spq[n, k]

Pour les coefficients gaussiens, F'(n,k) = [Z}q = HB(¢";1), on a

(1.66) Fl(n,k) = (—1)" ("3 7) m —HB( 1)

un g-analogue de (—1)"7*(7) différent de (—1)"~F [Z}q.

Remarque 3. La proposition 1.4.2 se retrouve comme cas particulier du
théoreme 2 de [MIL 81] en posant ng = g = Sy = 1. Dans cet article auteur
considere des doubles suites triangulaires inversibles satisfaisant a des récurren-
ces plus générales que les hyperbinomiales.

Dans un autre article, [MIL 77], S. Milne énonce de plus un résultat intéres-
sant concernant les hyperbinomiales inversibles qui est démontré et généralisé
dans la section suivante par la proposition 1.5.2 et le théoreme 1.5.4.

1.5 Développements Généralisés

Lorsque I'on développe les termes B(n —1,k) et B(n— 1,k —1) de la récurrence
hyperbinomiale B = HB(b(n,k); V' (n,k)) on obtient la récurrence du deuxiéme
ordre :

B(n, k)

b(n,k)b(n —1,k)B(n — 2,k)

b(n,k)b'(n — 1,k —1) +b(n— 1,k — 1)t/ (n,k))B(n — 2,k — 1)
V(n,k)o'(n—1,k—1)B(n — 2,k —2)
B(n,k){x(n=1,k=0)+x(n=k=1)+x(n=k=0)}

+ o+ o+

ou la derniere ligne, nulle pour n > 1, donne les valeurs initiales pour n < 1.

Par la proposition qui suit on généralise ce type de développement.
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Proposition 1.5.1 Soit B = HB(b(n,k);V (n,k)) et
BI = HB(b(r —n+ 1,5 — k)b (r —n+1s—k+1)).

Pour n > m on a la récurrence d’ordre m

(1.67) B(n,k) =Y B(n—m,k—j)BS (m,j).
j=0
Preuve. On développe les termes B(n —m, k — j) dans (1.67)

(1.68) B(n,k) = Z B(n—m,k— i)Bg’k(m, i)
=0

(1.69) = Y b(n—m,k—i)B(n— (m+1),k—i)BY (m,i)
=0

(1.70) - i b'(n—m,k—i)B(n— (m+1),k—i)BJ (m,i).
=0

Puisque Bg i est triangulaire
BY (m,m+1) = BY , (m,—1) =0,
on peut alors changer la borne supérieure m par m + 1 dans la somme (1.69) et

procéder au changement de variable j := 4, ce qui donne

m—+1
(1.71) > B(n—(m+1),k—j)BS  (m,j)b(n —m,k — j).
Jj=0

De méme on fait commencer la somme (1.70) & —1 et on procede au changement
J =1+ 1 pour obtenir

m—+1
(1.72) > B(n—(m+1),k— 5B, (m,j— ' (n—m,k—j+1).
7=0

Enfin en combinant (1.71) et (1.72) on obtient
Bf;k(m,j) = b(n—m-+1, k—j)Bik(m—l,j)—i—b/(n—m—i-l, k—j+1)Bg’k(m—1,j—1).

d

Exemple 9. Les hyperbinomiales BY, correspondant aux nombres binomiaux
b
satisfont & la méme récurrence que ceux -ci. Ainsi, pour n > m, on a

o R
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Proposition 1.5.2 Soit F = HB(f(k); f'(k)) avec f'(k) # 0 pour tout k > 0.
L’hyperbinomiale F' est alors inversible et

(1.74) Z F~ Yk, i) F(m +i,k) = f(k)™.

Preuve. En général, pour les doubles suites inversibles, on a toujours

(1.75) ZF F(i,k) = x(n = k),

or, en utilisant la proposition 1.5.1, il vient
(1.76) F(m+i,k) ZF ik — erZk(m,r),

mais, dans ce cas, le terme Fm +i, w(m,r) ne dépend pas de m +i. Ainsi, quelque
soit [, on a

(1.77) Ffj(m,0) Hf

Ainsi, il suffit de remplacer (1.76) dans la partie gauche de (1.74) et on
obtient

DF Mk F(m +ik) = ZZF F(i.k =)y (m.r)
(1.78) = Z <ZF F(i,k — 7‘)) Fl?k(m,r)
(1.79) = ZX (k=k-r) Lk(m,r)

(1.80) = Ff(m,0) = f(k)™.

Exemple 10. Avec les nombres binomiaux et les nombres de Stirling la for-
mule (1.74) devient

(1.81) Z(—l)k_’(l;) (m;2> = 1,

(2

e O [, -
(1.83) > s(k,i)S(m+ik) = k™,

i

(1.84) anq[k,i]spg[m—i—i,k] = [k
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On peut généraliser la proposition précédente. Pour ce faire on a besoin de
la notion de partage d’une hyperbinomiale.

Proposition 1.5.3 Les hyperbinomiales

(1.85) B = HB(b(n, k);V (n,k)),
(1.86) B, = HB(b(n+1,k);0 (n+1,k)),
(1.87) By = HBObn+1,k+1);0 (n+ 1,k +1)),

sont mutuellement récursives avec l’équation
(1.88) B(n,k) = B(1,0)By(n — 1,k) + B(1,1)Bg(n — 1,k — 1) + x(n = k = 0).

Preuve. On démontre la proposition par induction sur n.

L’équation (1.88) est trivialement vérifiée pour n = 0 et si elle 'est pour n—1,
alors en développant B(n, k) avec sa récurrence puis B(n—1,k) et B(n—1,k—1)
en utilisant ’hypothese d’induction on obtient
B(n,k) = b(n,k)B(n—1,k) +b(n,k)B(n —1,k—1) + x(n =k =0)

= b(n,k)B(1,0)By(n — 2,k) + V' (n,k)B(1,0)B,(n — 2,k — 1)
b(n,k)B(1,1)By(n — 2,k — 1) + b'(n,k)B(1,1)By(n — 2,k — 2)
x(n=k=0)+bn,k)x(n=1,k=0)+b(nk)x(n=k=1)
= B(1,0)B4(n—1,k)+ B(1,1)Bg(n— 1,k —1) + x(n =k =0)

+ (b(1,0) —B(1,0))x(n =1,k =0) + (b(1,1) — B(1,1))x(n =k = 1),

+
+

et, puisque b(1,0) = B(1,0) et b(1,1) = B(1,1), alors I’équation (1.88) est aussi
vérifiée pour n. a

Définition 6. Pour B = HB(b(n, k); ¥ (n, k)), on appelle partage en deux parts
I’équation (1.88) de la proposition précédente.

Exemple 11. Pour F = HB(k + 1;n — k + 1) le partage en deux parts
E(n,k)=E4n—1,k)+ E4n—1,k—1)+ x(n=k=0)

avec By = HB(k+1;n —k+2) et B =HB(k+2;n—k+1) se traduit, pour les
premieres lignes, par la somme de matrices

1 0 0 O 0 0 0O 0000 1 0 00

11 0 O _ 1000 n 0100 " 0000

1 4 1 0 N 1 2 00 0210 0000

1 11 11 1 1 7 40 0 4 7 1 0000
{E(’I’L, k)}OSk,nﬁél {Eg(n, k)}0§k7n§4 {Ed(’l’L, k)}0§k7n§4 {X(n =k= 0)}
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La théoreme qui suit généralise la proposition 1.5.2.

Théoréme 1.5.4 Soit B = HB(b(k); V' (k)) une hyperbinomiale inversible et
B(_q) = HB(b(k + a); V' (k + a)).

Alors pour tout a,n,k € N on a

(1.89) > B Ya,j)B(n + j,a+ k) = B_q)(n,k).

J
Preuve. On utilise la récurrence d’ordre n appliquée & B(n + j,a + k) et on
remplace dans le membre droit de (1.89)

(1.90)  H(a,n, k) := Zaj B~ Ya,§)B(n +j,a + k)
(1.91) = ZB zn:B G k+a—1BY,, . (n1)
7=0 =0
(1.92) = zn: BY a0 Y B~ Ya,j)B(j,k +a—1)
=0 ]:0
(1.93) = Bim(n,nx(z = k).

Dans (1.91) on désigne par Bxg k4q POUT BnJr kg Guirest, dans ce cas, indépendant

de n + j ce qui permet d’exclure ce terme de la somme sur 7.
Ainsi il reste a montrer que

(1.94) BY 1 o(nDx(1 = k) = B(_q)(n, k).

ott B(_q) = HB(b(k+a); V' (k+a)). Ce résultat fait I'objet du lemme qui suit. O

Lemme 1.5.5 Soit BY = HB(b(u — k); ¥ (u — k)) et
By = HB(b(k — u); V' (k — u)).

Alors pour tout a,n,k € Z on a

(1.95) B .(n,)x(l =k) = B_a(n, k).

Preuve. Le partage de Bk 1o S’€xprime par

Blg-i-a(n?l) Blg—i-a( 7O)Bg

k+a g( 1 - 1) + Bk-l—a(l? 1)Blg+a,d(n - 17l - 1)
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avec
Bf,,(1,0) =b(k+a), B ,(1,1)=b(k+a),

et, par la proposition 1.5.3, B,irag = B,ira et B,irad = Bg—i-a—l'
Ainsi en multipliant I’équation de partage par x (I = k), avec les informations
précédentes et en posant H(n, k) := B,nga(n, 1)x(l = k) on obtient I’équation de

récurrence
H(n,k)=bla+k)H(n—1,k)+b(a+k)H(n—1,k—1),

d’ott H(n, k) = B(_q)(n, k). O

Exemple 12. Le dernier lemme exprime aussi le fait que pour toute colonne
{B—a)(n, k) }n>0 de B(_g) il existe une autre hyperbinomiale ayant la méme
colonne & la méme position. Par exemple, la colonne m de Sy = S = HB(k; 1)
concide avec la colonne m de SY, = HB(m — k; 1).

Pour S on a les valeurs

10 0 0 00
01 0 0 0O
01 1 0 00O
0601 3 1 00O
01 7 6 10
0 1 15 25 10 1

{S(’I’L, k)}OSk,nSS

et pour S5, SY, SY et SY

1 0 0 0 00 100 0 00
0 1 0 0 0 0 1 10 0 0 0
0 -1 1 0 00 111 0 00
o 1 -3 1 00}/ 110 1 001
0 -1 7 -6 10 111 -2 10
0 1 —15 25 —10 1 110 5 -5 1
{S§ (n, k) Yo<kn<s {57 (n, k) Yo<n<s
1 0 0 0 0O 1 0O 0 0 00
2 1 0000 3 1 0 00 0
4 3 1 0 0 O 9 5 1 0 00
8 7 3100/ 27 19 6 1 0 0
16 15 7 2 1 0 8 65 25 6 1 O
32 31 15 5 0 1 243 241 90 25 5 1

{S5 (n, k) Yo<kn<s {S§ (n, k) Yo<kn<s
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Exemple 13. Avec les mémes exemples qu’en 1.5 le théoréme s’exprime

- a—j a Tl+] _ n
v s (i) - )

(1.97) g(—l)“‘jq(agl) BL[ZHL =g [ZL

a

(1.98) Z s(a,j)S(n+j,a+k) = Scan, k),
=0

ol S(_,) désigne les nombres binomiaux de seconde espece non-centrés.

En partageant chacune des parts d’'un partage en deux parts et en itérant
cette procédure on obtient un partage généralisé d’une hyperbinomiale.

Proposition 1.5.6 En général pour B = HB(b(n,k);b' (n,k)) on a le partage
en m+ 1 parts

(1.99) B(n,k) = > B(m,i)Bim(n—m,k—1)
=0
m—1 i
(1.100) +B(n,k) Y x(n=3)Y x(k=1i)
j=0 i=0

ot pour 0 <1< m
(1.101) Bim = HB(b(n +m, k +i);b'(n+m, k +1))
la double somme (1.100) donnant les valeurs initiales pour n < m.

Preuve. La preuve se fait par induction sur le nombre de parts. Pour m =1
cela revient au partage en deux parts de la proposition précédente. Pour induire
de m & m + 1, on partage en deux parts chacune des parts B; ,,, de (1.99) en
utilisant la proposition 1.5.3 puis on regroupe les termes.

En effet, si on suppose que le corollaire est vrai pour 1,...,m, alors
(1.102) B(n,k) = > B(m,i)Bim(n—m,k— i)
i=0
m—1 J
(1.103) FB k) Y xn =) S xlk = i)
§=0 i=0
(1.104) = > B(m,i)Bim(1,0)Byim(n —m — 1,k — )
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m

(1.105) +Y " B(m,i)Bim(1,1)Baim(n —m — 1,k —i—1)
=0
(1.106) +B(n,k)f:x(n:j)z:x(k::i).
=0 i=0

Or B;,(1,0) = b(m + 1,i), Bim(1,1) = V/(m + 1,i 4+ 1) et par la proposition
précédente

(1.107) Bgim = HBONM+m+1,k+1i);b' (n+m+ 1,k +1)),
(1.108) Baim = HBOn+m+ L k+i+1);0(n+m+1,k+i+1)).

Par ailleurs, en posant ¢ = —1 dans (1.104) ou ¢ = m+1 dans (1.105) on obtient
0 , ainsi, en changeant 'indice de sommation dans (1.104) et en additionnant
a (1.105), on a

m—+1
> {b(m +1,4)B(m,i) + V' (m + 1,i)B(m,i — 1)} B i1 (n — m, k — i)
i=0
et le résultat désiré pour m + 1 est obtenu en utilisant la récurrence de B. O

Une application intéressante du partage généralisé pour les nombres binomi-
aux découle des deux lemmes suivants.

Lemme 1.5.7 Soit B = HB(b(n,k);b'(n,k)) et u, v’ deuz nombres réels. Alors

pour
By = HB(u-b(n,k);u' -0 (n,k))

on a le terme général
(1.109) By (n, k) = u"F (W B(n, k).

Preuve. 11 suffit de développer le terme B(n,k) intervenant dans (1.109) et
remarquer que

u R EB(n —1,k) =
uFWEBn -1,k -1) =

Lemme 1.5.8 Soit F(n,k) = (}). Alors pour toute fonction x(n, k) a variables
entiéres on a

F =HB(1 + kx(n,k); 1 + kx(n, k) — nx(n, k)).
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Preuve. A partir de la formule

on déduit que

n—1 n—1
(1.110) k‘( I )—I—(k:—n)(k_l) =0,

ainsi en multipliant ’équation (1.110) par z(n, k) et en additionnant a I’équation
de récurrence de F' on obtient

n n—1 n—1
(k:) :{1+kw(n,k)}< i >+{1+(k—n)x(n,k)}<k_1> +x(n=k=0).

d

Remarque 4. Les deux lemmes précédents sont généralisés dans un chapitre
ultérieur.

Proposition 1.5.9 Soit F,, v = HB(k + u;k —n +u') avec v/ —u = m un
entier positif. Alors on peut écrire F,, ,v(n, k) comme une combinaison linéaire
de m + 1 coefficients binomiauzx. Fzxplicitement

“ Fu,u’ m7j n—m
Fuu’(m’f):Z%(k—j)'

i (wt)

Preuve. Lorsque n > m = ¢’ — ¢ le partage de F,,,» en m + 1 parts s’écrit
m
(1.111) Fuuw(nk)=>Y_F, ) Fuur jm(n —m, k — j)
7=0
et avec la proposition 1.5.6
Fowjm = HBk+j+wk—n+j+u —m)
= HB(k+j+wk—n+j+u)=Furjuij,

or, en prenant x(n,k) = UL dans le lemme 1.5.8, et © = v/ = u + j dans le

+J
lemme 1.5.7 on trouve

1 n
Foipi = ——— )

Exemple 14. La proposition précédente donne une facon d’exprimer F,, . (n, k)
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en fonction de coefficients binomiaux d’autant plus simple que m est petit. Par
exemple

1
F231] n—1
sl k) = Z @2+ < —3)

n—1 n—1
— 21—n 31—n
ou Fo3 =HB(k+ 2;k —n+3).

Dans la proposition qui suit on donne le rapport entre les fonctions généra-
trices de B et By, By les deux parts du partage de I’hyperbinomiale B.

Proposition 1.5.10 Pour les hyperbinomiales

B = HB(b(n,k);V (n,k)),
By = HB(b(n+1,k);b (n+1,k)),
By = HBObn+1,k+1);0(n+ 1,k +1)),

intervenant dans le partage
B(n,k) = B(1,0)By(n — 1,k) + B(1,1)Bg(n — 1,k — 1) + x(n = k = 0)

on a les rapports entre fonctions génératrices

(1112) B = a(By)ha(t) + BB, (1) + x(n=0)
113 LBw) = (B +ABI @)
(1.114) %B(m t) = aBy(z,t)+ BBy(x,t),

ot o :=b(1,0) et f:=b(1,1).
Preuve. Pour les fonctions génératrices de ligne
BL(t) = Y B(n k)t
k
= b(1,0)>_ By(n
k
b(1,1)tY Bag(n— Lk —1)t" +> x(n =k =0)

k k
= b(L,0)(By)p1(t) + b(1,1)(Ba),_1(t) + x(n = 0).

Pour les fonctions génératrices de colonne

@Bk(x) = —7;)3 n, k;
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:—blOZB n!

n>0
d z"
+=b(1,1) nz>:oBd (n—1,k— D~
d z"
- —k=0)"
+da;nz>:0X(n )n!

— B(L0)(By )i () + (L, 1)(Ba)§ s ().

Finalement pour la fonction génératrice double on se sert du calcul précédent

> 5. Bl )t = b(1,0) Y (By)i(x)t" +b(1,1)t Y _(Ba)i(x)t"

k k k

ce qui donne I’équation désirée apres avoir vérifié que la dérivée commute avec
la somme dans le membre gauche de I’équation précédente. a

Proposition 1.5.11 Pour B = HB(b(n, k); V' (n,k)) et u, v’ deuz nombres réels
avec u-u' # 0 et
By = HB(u-b(n,k);u' - b'(n, k)

(1.115) Bualitt) = w'BL (%),
I\ Kk

(1116 (Buwlito) = (%) Bituwo),

(1.117) By (z,t) = B(uaz,%t).

Preuve. Par le lemme 1.5.7
Buuw(n,k) =" %) B(n, k),
ainsi pour les fonctions génératrices de lignes

(Bu,u’)fl(t) = Zu” k kB (n k:)

A u
= u"%B(n,k) (f) = u"B’ (—t) )

u

pour les fonctions génératrices de colonne

(Buw)i(z) = Zu” F(u (n, k‘)
_ (%) ;B(n,k)% - <%)k3g(ux),

TL
nl
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et finalement pour la fonction génératrice double

!/ n
Bu u’ t - nt it) l’_

n>0
/ n /
= Z Bfl (£t> —(wj') =B (uw, u—t) .
n>0 u n: u

1.6 Formule Explicite pour les Hyperbinomiales

Définition 7. Pour H = HB(p(n, k); q¢(n, k)) on appelle normalisation 'opérateur
n tel que

(1.118) (nH)(n,k) = Hn+kk),
(1.119) (n *H)(n,k) = H(n—kk).
Les doubles suites (nH) et (n~'H) sont solutions des récurrences

(UH)("ak) = p("+kak)(nH)("—17k)

(1.120) +q(n+k,k)(nH)(n,k —1) + x(n =k = 0),
(n 'H)(n, k) = p(n—k,k)(n  H)(n—1,k)
(1.121) +q(n —k,E) (" H)Y(n — 2,k — 1) + x(n = k = 0).

Exemple 15. Pour les nombres binomiaux,

() n—1\ (n+k-1
Pk )70
dénombre les k-combinaisons de [n] avec répétitions'*.

Par ailleurs, si on note Der pour I'hyperbinomiale HB(n +k — 1;n+k — 1),
alors (n~!'Der)(n, k) dénombre les dérangements'® de [n] ayant k cycles. Ainsi
le nombre total de dérangements est donné par
(1.122) Z(n_lDer)(n, k) = Z Der(n — k, k).

k=0 k=0

Remarque 5. Certaines formules sont plus élégantes et plus faciles & démontrer
lorsque l'on considere 1’équivalent normalisé. Par exemple, par la proposition
qui suit, on trouve une formule pour le terme général des normalisées et on en
déduit une formule générale pour les hyperbinomiales.

Myoir [COM], p.15.
15Un dérangement est une permutation sans points fixes. Voir [COM], p.256.
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Proposition 1.6.1 (Formule générale pour normalisées) Le terme général

(nH)(n, k)
de la normalisée de H = HB(p(n,k);q(n,k)) est donné par la formule

n k
(1.123) > I w(eisai =) IT a(85, 85 +4)
i=1 j=1

ot la somme est faite sur toutes les partitions de [n + k] = {1,2,...,n+k} en
deux parties {1, ..., an}, {B1,..., Bk} avec oy < i1 et B < Bjya.

Preuve. Si h est une double suite dont le terme général est donné par la for-
mule (1.123), alors h est triangulaire et h(0,0) = 1. Par la suite il suffit de
montrer que h satisfait & la méme récurrence que (nH) en considérant deux cas
selon que (n+ k) € {a1,...,a,} ou non. 0

Pour les hyperbinomiales on en déduit une formule analogue.

Corollaire 1.6.2 Soit H = HB(p(n,k);q(n, k)).
Le terme général H(n,k) est donné par la formule

n—k k
(1.124) > I plei,ai —i) [T a(85.9)
i=1 j=1

ot la somme est faite sur toutes les partitions de [n] en deuz parties {aq, ...,k }
et {B1,..., Bk} avec encore a; < aiqy et B < Bjt1.
Preuve. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente & (nH)(n — k, k). O

Remarque 6. Les formules (1.123) et (1.124) ont été construites en faisant une
somme pondérée de tout les chemins de (0,0) a (n,k) en utilisant des pas sud
et est pour (1.123), sud et sud-est pour (1.124).

Exemple 16. Pour les nombres binomiaux la formule (1.124) exprime le fait que
(1) dénombre les sous-ensembles de [n] ayant k éléments ou encore les chemins
de (0,0) a (n, k).

Pour les nombres de Stirling de premieére et seconde espéce on obtient re-
spectivement

k
(1.125) ctn,n—k) = > T -1,
j=1

k
(1.126) Snon—k) = > [ -9,
j=1

ou les sommes sont faites sur les ensembles {51,...,8;} avec 1 < B; < Bj11 < n
pour 1 <j<k—1.
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Chapitre 2

HYPERBINOMIALES ET
HYPERGEOMETRIQUES

Résumé

Dans ce chapitre on appelle hypergéométrique une double suite G pour laquelle
il existe des fonctions rationnelles A(n, k) et B(n, k) telles que

G(n,k) = A(n,k)G(n—1,k)
= B(n,k)G(n—1,k—1).

On écrit alors G € HG(A(n,k); B(n,k)) et, en général, G est complétement
déterminée par la donnée d’une valeur initiale.

Le produit de Hadamard de deux matrices My, My est la matrice M telle
que M(n, k) = My(n,k)My(n,k). On écrit M = M; ® M, (a ne pas confondre
avec le produit matriciel de matrices triangulaires 77 x T%).

Les doubles suite hypergéométriques ayant la valeur initiale G(0,0) = 1 sont
telles que le produit de Hadamard avec une hyperbinomiale est encore une double
suite hyperbinomiale. Explicitement, si G € HG(A(n,k); B(n,k)), G(0,0) = 1
et si H = HB(P(n,k); Q(n,k)), alors

(GO H)=HB(A(n,k)P(n,k); B(n,k)Q(n, k))

ou (G® H)(n,k) = G(n,k)H(n, k).

Ce dernier résultat permet de simplifier beaucoup la résolution des récur-
rences hyperbinomiales. En effet, on connait toujours le terme général d’une
hypergéométrique et, si on connait celui de H, alors on obtient immédiatement
celui de G ® H. Toutefois il y a une limite quant aux réductions que ’on peut
faire de cette maniére car, pour que I’ensemble HG(A(n, k); B(n, k)) ne soit pas
vide, il est nécessaire que la paire de fonctions rationnelles (A(n, k), B(n,k))
satisfasse la condition de compatibilité

A(n,k)B(n —1,k) = A(n— 1,k — 1)B(n, k).

39
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Dans la deuxiéme section on caractérise les paires (a(n, k), b(n, k)) de polyno-
mes du premier degré satisfaisant la condition de compatibilité. En fait les
doubles suites hypergéométriques HG(a(n, k); b(n, k)) sont celles qui sont le plus
fréquemment utilisées. Ainsi

Uy (n,k) =" (), Uy € HG(137),
n—k
Vary(n, k) = H(aj—i—’y), Vo € HG(an — ak + 7; 1),
j=1

k
Wan(n k) = [1(85 +7),  Ws,y € HG(L; Bk + ),
j=1

en particulier Vi g(n,k) = (n — k)! et Wy o(n, k) = k.

Dans la troisieme section on montre que les doubles suite hypergéométriques
G telles que G(0,k) = x(k =0) et G(n,k) =0si k <0 ou k > n sont aussi des
doubles suites hyperbinomiales. Explicitement, si

G e HG <ka(n B 2 B(n, k;)> (G(0,0) = 1),

alors quelque soit la double suite X (n, k) on a
G=HB{1+kX(n,k)}A(n,k);{1 + (k—n)X(n,k)}B(n,k)).

Par exemple, si F/(n, k) = (), alors F € HG (n = k), F(0,0) = 1 et pour toute
double suite X (n, k), FF = HB(1+ kX (n,k);1+ (k—n)X(n,k)) .

On cherche également dans cette troisieme section les récurrences hyper-
binomiales dont la solution est une hypergéométrique. Les résultats trouvés
peuvent alors étre utilisés dans deux directions. Tout d’abord lorsqu’une double
suite est définie par une récurrence hyperbinomiale et que 'on en trouve une
solution hypergéométrique (donc holonome dans le sens de Zeilberger) on peut
alors démontrer mécaniquement une multitude d’identités la reliant a d’autres
hypergéométriques. Réciproquement, étant donnée une double suite hypergéo-
métrique on en trouve les récurrences hyperbinomiales et on peut appliquer tous
les résultats de notre étude. Par exemple, si on dénote par Bes(n, k) le coefficient
de t* du n-ieme polynéme de Bessel, alors on montre que Bes = HB(1;n+k—1)
et de méme, pour les polynomes de Laguerre d’ordre a on trouve que Lag® =
HB(n+k +a;1).

On considere, a la quatrieme section, les récurrences hyperbinomiales dont
les coefficients sont des polynémes du premier degré. On dit de celles-ci qu’elles
sont spéciales. On appelle réguliére une hyperbinomiale H telle que H(1,0) # 0
et H(1,1) # 0 et on dit qu’elle est multiple si elle satisfait au moins deux récur-
rences hyperbinomiales spéciales.



41

Dans cette section on caractérise les hyperbinomiales qui sont a la fois
réguliere et multiple. Pour une telle double suite on donne le terme général
et I’ensemble de toutes les récurrences hyperbinomiales spéciales qu’elle satis-
fait. Ce type d’hyperbinomiale est en fait un cas particulier de double suite & la
fois hyperbinomiale et hypergéométrique.

Explicitement, on montre que si M est une hyperbinomiale & la fois réguliére
et multiple, alors pour toute constante x et pour certains parametres m; et mg
donnés on a

M = HB(min + xk + ms;rmin — ran + krz + rms)

ce qui entrane

M(n, k) =rk <Z> ﬁ(mlj +ms3)

j=1
ou r est la constante (non nulle) M(1,1)/M(1,0).

On présente, a la cinquiéme section, une méthode permettant d’obtenir
des récurrences pour une fonction qui est la somme de deux doubles suites
pour lesquelles on dispose de récurrences. Cette méthode est particuliement
intéressante lorsque I'une des deux doubles suites est hyperbinomiale et I'autre
hypergéométrique.

Cette partie de notre étude est motivée par un exemple particulier qui se
retrouve dans [Man 91]. Si on désigne par P la double suite dénombrant les
permutations paires selon le nombre d’anti-excédance, alors on peut montrer
que

Pln, k) = %{A(n, k) + B(n, k)}

ou A = HB(k;n—k+1) désigne les nombres eulériens tandis que pour la double
suite B on a B(n,k) = (—1)"* (Zj) Or le fait que B soit hypergéométrique
permet de trouver une infinité de récurrences satisfaites par P. Ainsi, pour tout
n > 1 la double suite P satisfait

P(n,k) = (k—1)P(n—1,k)+(n—k+2)P(n—1,k—1)
+ kP(n—2,k)+(n—2k+1)P(n—2,k—1)
+ (k—n—1)P(n—2,k—2).

Finalement, dans la derniere section on considére le produit matriciel de
deux doubles suites dont 'une est hyperbinomiale et ’autre hypergéométrique.
On obtient ainsi des formules de sommation généralisant

(n—Fk)\S(n,n—k) = ZA(n,j) <i¢>
j
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2.1 Introduction et Définitions

Définition 1. On définit les opérateurs de décalage partiels N et K pour les
doubles suites par

NF(n,k)=F(n+1,k), KF(n,k)=F(n,k+1),

et on considere les polynomes de C[n, k] comme opérateurs sur les fonctions
F : 7% — C en définissant leurs actions par multiplication.

Définition 2. On dénote
C:=C(N,K,n,k)

I’algebre des opérateurs linéaires a coefficients complexes engendrée par les opéra-
teurs N, K, n et k. C’est une algébre non-commutative ne possédant pas d’idéal
bilatere non-triviaux et I’ensemble de regles de commutation

(NK = KN, Kn = nK, kN = Nk, Kk = kK + K, Nn = nN + N}.

Définition 3. Etant donné une fonction F : Z2 — C on dit que P(N,K,n,k) €
C annihile F' si

(2.1) P(N,K,n,k)F(n, k) = 0.

On appelle annihilateur de F' 'ensemble Zr des opérateurs de C annihilant
F:
Ir :={P(N,K,n,k) € C| P(IN,K,n,k)F(n,k) =0.}.

C’est un idéal a gauche de C.

Définition 4. Une fonction F : Z? — C est dite hypergéométrique si il existe
des polynomes ay, ag, b1, by € C[n, k] tels que

(2.2) {a1(n, k)N —az(n, k), bi(n,k)NK — ba(n,k)} C ZIp.

On écrit alors

az(n, k) ba(n, k)
Feny <a1(n,k)’ bl(n,k)> ’

az(n,k). bz("’k)) est ensemble des fonctions F : Z2 — C

c’est-a-dire que HG (—al(n7k)7 b (n k)
satisfaisant la condition (2.2).
Pour completement déterminer une fonction hypergéométrique il suffit en

général de donner de plus une valeur initiale F'(ng, ko) € C.
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Définition 5. Un opérateur P € C admet une forme normale :

di do

P(N,K,n,k) =YY prs(n, k)N'K®
s=0r=0

avec prs(n, k) € C[n, k] des polynémes & deux variables.
On appelle alors degré et ordre de P les nombres

deg(P) := max{deg(p,s|0<s<d;,0<r <ds},
ord(P) = max{r+s/0<s<d;,0<r <dyprs #0},

et ainsi on dit que I’équation (2.1) est une équation linéaire aux différences
partielles de dimension 2, a coefficients polynomiaux, de degré deg(P) et d’ordre

ord(P).
Exemple 1. Rappelons que 'on écrit H = HB(P(n,k); Q(n,k)) si H satisfait
I’équation
H(n,k) = P(n,k)H(n —1,k) + Q(n,k)H(n — 1,k —1)
avec les valeurs initiales H(0,k) = x(n = k = 0). Cela revient a dire que
{1—P(n, k)N —Q(n,k)N"'K 1Y H(n,k) =0

ou encore, lorsque P(n, k) et Q(n, k) sont des polynomes, on a sous sous forme
normale

NK - P(n+1,k+ 1)K —Q(n+1,k+1) € Iy.

Ainsi les équations de récurrence hyperbinomiales sont des équations linéaires
aux différences partielles de dimension 2 et d’ordre 2 avec certaines conditions
initiales.

Remarque 1. La définition 1 revient aussi & dire quune fonction F' : Z? — C
est hypergéométrique! si il existe des polynomes a}, ab, by, by € C[n, k] tels que

(23) {a/l (’I’L, k)N - al2(n7 k)7 bll(nv k)K - bl2(n7 k)} - IF
11 suffit en effet de poser

a/l(nvk) :al(n+17k)v aé(nvk) :CLQ(’I’L—Fl,k’),
bi(n, k) = aa(n+1,k+1)bi(n+1,k+1),  by(n,k) = ar(n+1,k+1)ba(n+1,k+1).

Définition 6. Soient A et B les fonctions rationnelles

as(n, k) _ ba(n, k)
ai(n, k)’ B(n k) = bi(n, k)

'Cest la définition habituelle. Voir [HOR] et[EXT].

A(n, k) =
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Pour que I’ensemble

az(n, k) ba(n, k)
HY (al(n, k) bi(n, k‘))

soit non-vide il est évidemment nécessaire et suffisant que les conditions de
compatibilité
(2.4) A(n,k)B(n —1,k) = A(n — 1,k — 1)B(n, k)

soient satisfaites. On dit alors que (A, B) est une paire de fonctions rationnelles
compatible. Par exemple,

(2.5) HG(A(n,k); 1) # 0
(2.6) HG(1; B(n, k) £ 0

A(n, k) = A(n — k,0),
B(n, k) = B(0, k).

2.2 Facteurs

Dans cette section on considere des fonctions hypergéométriques d’un type par-
ticulier que 'on appelle facteur.

Définition 7. On appelle facteur une double suite triangulaire F' telle que

(2.7) F(0,0) = 1,
(2.8) F(n,k) = fn,k)F(n—1,k), (n—1>k>0),
(2.9) = gn,k)Fin—1,k—-1), (n>k>1),

avec f(n,k) = fin+ fok + f3 et g(n, k) = g1in + g2k + g3, fi,9i €R.

Proposition 2.2.1 (Conditions du parallélogramme) Pour que la définition
précédente soit consistante on doit avoir

f(’I’L, k)g(n - 1’]{7) = f(’I’L - 1k- 1)9(”) k)

ce qui équivaut a ’ensemble des conditions

(2.10) {fag1 =0, (f1+ f2)92 = 0, (f1 + f2)g3 = fag1}.

On a alors
n—k

(211)  F(n,k) = [[{fhi+ (A +f) k+f3}H{ g1+ 92)j + g3}
i=1 1
n—k k .

(2.12) = JI[(fi+ fs) H g1 +92)j +91(n— k) + g3}
=1 i

Ces expressions donnant le terme général de F sont équivalentes.
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Preuve. Lorsque 0 < k < m on peut remplacer le terme F(n — 1,k) dans la
partie droite de I’équation (2.8) en utilisant (2.9) et faire de méme pour le terme
F(n—1,k—1) de (2.9) en utilisant (2.8). On obtient ainsi deux fagons d’exprimer
F(n,k) en fonction de F(n — 2,k — 1) a savoir
(2.13) = f(n—1,k—1)g(n,k)F(n—2k—1).

Quelque soit la fagon dont F'(n, k) soit exprimé en fonction de F'(n—i—j, k—
j),avec 0 <i<ket0<j<n—k, on obtient nécessairement des expressions
équivalentes. En particulier, si on exprime F'(n,k) en fonction de F(k,k) et

F(k,k) en fonction de F(0,0) on obtient la formule (2.11) et la formule (2.12)
est obtenue en exprimant d’abord F(n, k) en fonction de F(n — k,0). O

Corollaire 2.2.2 (Type de facteurs) On écrit
Hg(f17f27f3;gl7927g3)

pour l'ensemble des doubles suites triangulaires satisfaisant (2.8) et (2.9). Les
conditions (2.10) limitent les facteurs a étre l'un des types suivant :

Ty = HG(a,—a,7;0,8,7),
T, = HG(a,0,7;70,0,77),
T35 = HG(0,0,0;,8,7),
Ty = HG(a,B,7;0,0,0).

Les doubles suites F; telles que F; € T; avec F;(0,0) = 1,4 = 1,...,4, ont
respectivement les termes généraux

n—k k

(2.18) F(nk) = [[(i+y)][B5+)
i=1 j=1

(2.19) Fy(n, k) = ﬁ (i + ),

(2.20) F5(n,k) = F4(n k) =x(n=k=0).

Preuve. On vérifie que les conditions du parallélogramme sont respectées et pour
les termes généraux il suffit d’utiliser 'une des formules (2.11) ou (2.12). O

Définition 8. On dit qu'une double suite D est admissible pour une hyperbi-
nomiale H lorsque le produit de Hadamard

(D® H)(n,k) = D(n,k)H(n, k)

est hyperbinomial.
La proposition suivante fait le lien entre les facteurs et les hyperbinomiales.
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Proposition 2.2.3 Soit F € HG(f1, f2, f3;91,92,93) et H = HB(p(n,k); q(n, k)).
La double suite (F ® H) satisfait la récurrence

(FOH)(n k) = pn,k)(fin+ fok+ f3)(FH)(n —1,k)
+ q(n,k)(gin + g2k + g3)(F © H)(n — 1,k — 1)
+ x(n=k=0).

Ainsi les facteurs sont admissibles pour les hyperbinomiales.

Preuve. En utilisant la récurrence hyperbinomiale de H on obtient

(FoH)(n,k) = pnk)F(n,k)H(n—1,k)
+ q(n,k)F(n,k)H(n — 1,k —1)
+ (n7 )X(n =k= 0)7

or, par la définition de F' il vient

F(n,k)H(n—1,k) = (fin+ fok+ f3)(FH)(n - 1,k),
F(n,k)H(n —1,k—1) = (gin+gek +g3)(FH)(n —1,k—1),
Fn,k)x(n=k=0) = F(0,0)x(n=k=0)=x(n=~k=0).

d

L’importance de cette proposition tient surtout au corollaire suivant qui per-
met, entre autres, de trouver directement le terme général de certaines familles
d’hyperbinomiales.

Corollaire 2.2.4 Soient les facteurs

(221) F € Hg(f17f27f3;f{7févff/i)7
(222) G ¢ Hg(917927g3;g/17gévgé)7

et les hyperbinomiales

(2.23) Hp = HB(fin+ fok + f3; fin+ fok + f3),
(2.24) Hg = HB(gin+ gak + g3; gin + gok + g5),

alors on a ’égalité
(2.25) G(n,k)Hp(n,k) = F(n,k)Hg(n, k).

En particulier, si Ho = HB(1;1), alors G(n,k) =1 et

(2.26) Hp(n,k) = F(n, k) <Z>
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Preuve. 11 suffit d’utiliser la proposition précédente et remarquer que (GHp)
et (FHg) satisfont a la méme équation aux différences avec les mémes valeurs
initiales. Comme la solution de ces équations est unique, il s’en suit que ces
doubles suites sont égales. a

Exemple 2. Les hyperbinomiales Dy = HB(an+ c¢;ran+rc) et Dy = HB(an —
ak + ¢;b'k + ') ont respectivement les termes généraux

(2.27) Dy(n, k) = rk <Z> ﬁ(ai + ),

n—k k
(2.28) Di(n,k) = <Z> ' (ai +c) [TW5+ ).

Exemple 3. Les facteurs
(2.29) Uy € HG(0,0,7;0,0,7")

sont tels que pour toutes hyperbinomiales H = HB(p(n, k);q(n,k)) on a la ré-
currence

(2.30) (Uy~ © H) = HB(yp(n, k); v q(n, k))
avec terme général
(2.31) Uy @ H)(n, k) =" *(y ) H (n, k).

On appelle U, ,» un facteur admissible universel.
La multiplication de facteurs admissibles universels est une loi de composition
interne avec U, /Uy, o = Uyay/ar-

Exemple 4. Les termes généraux des nombres de Stirling de premiere espece
sans signe ¢ = HB(n —1;1) et des nombres de Stirling de premiere espece signés
s =HB(1 —n;1) sont reliés par

(2.32) s(n, k) = (U-11 @) (n, k) = (=1)"Fe(n, k),
Comme c est positive, alors c(n, k) = [s(n, k)|.
Exemple 5. Les facteurs U, g et Uy ont respectivement les termes généraux

(2.33) U,o(n, k) = 4" F0F =~"Fx(k =0),
(2.34) Upry(n,k) = 0"F() = ()"x(n = k).

Il s’en suit que V = U, oH est verticale et D = Uy _,H diagonale en ce sens que
V(n,k) =0sik #0et D(n, k) =0sin#k.

Remarque 2. Lorsque Hy = (F ® Hj) on dit que Hy s’obtient de H; par
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multiplication de facteur admissible et H; de Hy par simplification. Si~y-v' # 0,
alors

(235) Hy = U%,Y/Hl < Hy = Ul/'y,l/'y’H2

de sorte que I'ensemble U = {U, /|y -~ # 0} forme un groupe, isomorphe au

groupe multiplicatif R* x R*, avec Uy,; pour élément neutre.

Définition 9. Certains facteurs méritent une notation particuliere. Les facteurs
(2.36) Vary € HG(a,—a,7;0,0,1),
(237) WB’;y’ S Hg(07071;075,77/)7

ont respectivement les termes généraux

(2.38) Vanry(n, k) = 1:[ (aj +1),
n
(2.39) Wy (nk) = J[(B7+7).

[y

]:

Exemple 6. Les nombres de Stirling de seconde espece S(n, k) dénombrent les
partitions de [n] en k classes d’équivalences. On en déduit que le nombre de
surjections de [n] sur k est donné par

(2.40) Sur(n, k) = klS(n, k).
Puisque S = HB(k;1) et k! = W o(n, k), alors Sur = HB(k; k).

Exemple 7. La double suite L telle que

= Z L(n, k)x
k=0

est solution de HB(n + k — 1;1), les nombres
(2.41) (U 1@ L) k) = (—1)"Lin, k)

(2.42) = (—1)"(n—1)2=k <k>

sont les nombres de Lah?. Ainsi (U_1_1 ® L) = HB(—n —k+1;-1)

Exemple 8. Pour les doubles suites C; et Cy telles que?

2.43 —1*s(n,n—k) = Cy(k,i < )

(2.43) (—1) s(n,n— k) % (ki)

2.44 S(n,n—k) = Co(k,i "

(241 (.~ z% (5"
#Voir [COM]

3Voir [JOR).
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on a respectivement C; = HB(—2n+k+1;—n+k+1) et Co = HB(n —k;2n —
kE—1).

Comme les doubles suites (pCs) et (W0 ® L) satisfont la méme récurrence
hyperbinomiale, & savoir HB(n + k — 1; k), on déduit que

(2.45) Cy(n, k) = (n — E)\L(n,n — k) = n®=~(n — 1)k,

2.3 Solutions Hypergéométriques
Dans cette section on cherche les équations de récurrences hyperbinomiales
HB(P(n, k); Q(n, k)),
c’est-a-dire les équations de la forme
H(n,k)=P(n,k)H(n —1,k) +Q(n,k)H(n — 1,k — 1) + x(n = k = 0),
dont la solution H est une fonction hypergéométrique a deux variables.

Lemme 2.3.1 Le produit de Hadamard de deux hypergéométriques est hyper-
géométrique.

Preuve. Soient (A, B) et (A’, B') deux paires de fonctions rationnelles compati-
bles, c’est-a dire telles que

A(n,k)B(n—1,k) = A(n—1,k—1)B(n,k),
A'(n,k)B'(n—1,k) = A(n—1,k—1)B'(n,k),

et solent F' € HG(A(n,k); B(n,k)), F' € HG(A'(n,k); B'(n,k)) deux fonctions
hypergéométriques :

F(n,k) = A(n,k)F(n—1,k)=B(n,k)F(n—1,k—1),
F'(n,k) = An,k)F'(n—1,k)=Bn,k)F(n—1k—1).

Le produit de Hadamard de F et F’ est encore hypergéométrique :

(FO F)(n,k) = F(n,k)F'(n,k)
= (Ao A)(n,k)(F o F)(n—1,k)
= (BoB)nk)(FoF)n—-1,k-1),

et on aura montré que (F ©® F') € HG((A ® A")(n,k);(B ® B')(n,k)) apres
avoir vérifié que (A ® A’, B ® B’) est encore une paire compatible de fonctions

rationnelles. O
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Exemple 9. Si H(n,k) = (}) et F € HG (Zigzg, Zigzg), alors

H@FGHQ< n ag(n,k:).nbg(n,k:)>

n—kay(n,k) kbi(n, k)
et en plus si F(0,0) = 1, alors HF est triangulaire dans N x N et
(H® F)(0,k) =x(k=0).

Lemme 2.3.2 Le produit de Hadamard d’une hyperbinomiale et d’une hyper-
géométrique F avec F(0,0) =1 est une hyperbinomiale.

Preuve. On vérifie que si H=HB(P(n,k);Q(n,k)) et F € HG(A(n,k); B(n,k))
avec la valeur initiale F'(0,0) = 1, alors

(HOF)=HB(Po A)(n,k); (Q® B)(n,k)).

Théoreme 2.3.3 Soit G une fonction hypergéométrique. La double suite G est
hyperbinomiale dans N X Z si, et seulement si il existe une fonction hypergéo-
métrique F telle que F(0,0) =1 et

(2.46) G(n, k) = <Z> F(n, k).

En outre, si F € HG(A(n,k); B(n,k)), alors pour toute double suite X (n, k)
(2.47)= HB(A(n,k) + k- A(n, k)X (n,k); B(n,k) + (k —n) - B(n, k)X (n,k)).

Preuve. On montre d’abord que la condition (2.46) est nécessaire.

Supposons que G € HG (Z;EZ’Z;, Zi%zzg

) , C'est-a-dire que

(2.48) g2(n, k)
(2.49) gh(n, k)

) = gl(n7 k’)G(’I’L -1 k)7
) = gi(n,k)G(n—1,k—1)

~

G(n,k
G(n,k

avec g1, g2, g; et gh des polynomes & deux variables n et k et supposons aussi
que G soit hyperbinomiale.
Pour s’assurer que G(0,k) = x(k = 0) il est nécessaire que

9 (0’ k) = gi(O, k) = 92(07 0) = gé(ov 0) =0.

Pour que G soit triangulaire et non identiquement nulle il est aussi nécessaire
que
gé(n, 0) = 92(n7 n) = 0.
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En résumé pour que G soit hyperbinomiale il est nécessaire que, pour certains
polynomes aq, by, as et bg, 'on ait

g1(n, k) =n-ai(n, k), g2(n, k) = (n — k) - as(n, k),
gi(n, k) =n-bi(n, k), gh(n, k) =k - ba(n, k),

ainsi, par le premier lemme,

G(n, k) = (k:) F(n,k)

avec

F e (al(n,k). bl(n,k)> '

as(n, k)’ ba(n, k)

Montrons maintenant que

(2.50) GGHQ( n-a(n, k) 'n'bl(n’k)),

(n—k)-as(n, k)’ k-ba(n, k)

avec G(0,0) = 1, est hyperbinomiale.
Tout d’abord G = HB(A(n, k); B(n, k)), ot A(n, k) := 208 ot B(n k) :=

az(n,k)
%. En effet, (2.50) résume les deux équations

(2.51) (n—k)-as(n,k)G(n,k) = n-ai(n,k)G(n—1,k),
(2.52) k-ba(n,k)G(n,k) = n-bi(n,k)G(n—1,k—1),
(2.53) (n—k)-Gn,k) = n-Ank)Gn—1,k),

(2.54) k-G(n,k) = n-B(n,k)Gn—1,k—-1),

ainsi, en additionnant les équations (2.53) et (2.54) et en multipliant le résultat
par %, on obtient 1’équation

(2.55) G(n,k) = A(n,k)G(n — 1,k) + B(n,k)G(n — 1,k — 1).

Donc en additionnant I’équation (2.53) multipliée par k£ & ’équation (2.54)
multipliée par k — n, on obtient

(2.56) O0=k-An,k)G(n—1,k)+ (k—n)-B(n,k)G(n—1,k—1)

et en additionnant cette derniere multipliée par X (n, k) a I’équation (2.55) on
obtient finalement I’équation de récurrence

G(n,k) = {1+k-X(nk)}An,k)G(n —1,k)
(2.57) +{1+(k—n) - X(n,k)}B(n,k)G(n — 1,k —1),

avec X (n, k) une double suite quelconque. 0
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Corollaire 2.3.4 Soit H = HB(P(n,k); Q(n, k)).
Si
alors H € HG (ﬁP(n, k); 2Q(n, k;))
Par ailleurs, si il existe une paire de fonctions rationnelles (A(n, k), B(n, k))

telle que
A(n,k)B(n —1,k) = A(n — 1,k — 1)B(n, k),

et
(2.59) (k—n)P(n,k)B(n,k)+nB(n,k)A(n, k) — kA(n,k)Q(n, k) = 0,

alors H € HG(A(n, k); B(n,k)).
Preuve. Par le théoreme, si

H =HB(P(n,k);Q(n,k)) € HG(A(n, k); B(n, k)),
alors il existe une double suite X (n, k) telle que

P(n,k) = {14+kX(n,k)}A(n, k),
et P(n,k) — A(n, k) ~ Qn, k) — B(n, k)

Xk ===~ (=) Bk)

ce qui donne (en prenant la deuxieéme égalité)

apres simplification ceci donne ’équation (2.59).
Lorsque 1'équation (2.58) est satisfaite on résoud aussi 1’équation (2.59) en
posant A(n,k) = P(n,k) et B(n,k) = Q(n, k). 0

On peut ramener I'équation (2.59) & une équation ou une seule fonction
rationnelle est inconnue.

Corollaire 2.3.5 Soit H = HB(P(n,k);Q(n,k)). Si il existe une fonction ra-
tionnelle A(n, k) telle que

(2.60) A(n — 1,k)Q(n — 1,k){(k — n)P(n, k) + nA(n, k)}
(261)=An—1,k—1)Q(n,k){(k —n+1)P(n—1,k) + (n—1)A(n — 1,k)},

alors

HeHG (A(n, s — kA k)Q((n, k) ) .

(k—n)P(n,k) +nA(n, k)
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De maniére équivalente, si il existe une fonction rationnelle B(n, k) telle que

(2.62) B(n—1,k)P(n,k) - {(k—1)Q(n—-1,k—1)—(n—1)B(n—1,k—1)}
(2.63) =B(n—1,k—1)P(n—1,k — 1){kQ(n,k) —nB(n,k)},

alors

(k—n)B(n,k)P(n, k) .

kQ(n,k) —nB(n,k) B ’k)> ’

He?—lg(

Preuve. L’équation (2.59) permet d’exprimer A(n, k) en fonction de B(n, k), a
savoir
(k—n)B(n,k)P(n,k)
kQ(n,k) —nB(n,k) ’
EA(n, k)Q((n, k)
(k —n)P(n,k) + nA(n, k)’

A(n, k) =

B(n, k)

ensuite on résoud via ’équation de compatibilité

A(n,k)B(n —1,k) = A(n— 1,k — 1)B(n, k).

Exemple 10. On donne ici des exemples de doubles suites H avec

H = HB(P(n,k); Q(n, k) € HG (ﬁfl(n, k); %B(n, k))

pour lesquelles on obtient la double suite X (n, k) telle que
P(n,k) = {14+kX(n,k)}A(n, k),
Qn,k) = {1+ (k—n)X(n,k)}B(n, k),
et le terme général

n

k
H(n, k)= T[] AG.k) [[B(D.

j=k+1 =1
1. Les polynoémes de Bessel sont donnés par
n
(n+k)!
Yn(t) = Z ] | kt .
= kl(n — k)12
On considere la double suite Bes dont le terme général est le coefficient

de t* dans le n-itme polynome de Bessel, soit

n+k)!
Bes(n, k) := W
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En calculant les quotients Bes(n, k)/Bes(n — 1,k) et Bes(n,k)/Bes(n —
1,k — 1) on trouve les doubles suites

k -1
A k) = "EE g gy = iERO TR
n 2n
Si on prend X (n, k) = n‘—Jrlk, alors on trouve pour Bes la récurrence hyper-

binomiale
Bes = HB(1;n+k —1).

. Soit L@ (t) le nieme polynéme de Laguerre d’ordre o donné par

L=y (Z) (n+ @)2=E(— 1),

k=0

et soit Lag(® la double suite définie par
Lag® (n, k) = [tk]L(a) (t) = (Z) (n+ a)ﬂ‘

Alors, pour Lag'® on a les doubles suites

n—+ o
k+ «

)

A(n,k) =n+a, B(n,k)=

et en prenant X (n, k) = Wla on a

Lag® = HB(n + k + a; 1).

3. Soit H(n,k) = (}). Alors pour toute double suite X (n, k)

H=HB(1+kX(n,k);1+ (k—n)X(n,k)).

2.4 Hyperbinomiale Réguliere et Multiple

Dans ce qui suit on appelle réguliere une double suite triangulaire h telle que
h(1,0) # 0 et h(1,1) # 0. Etant donnée une telle double suite pour laquelle on
connait les premieres valeurs on aimerait déterminer s’il se peut qu’elle satisfasse
une récurrence hyperbinomiale HB(p(n, k);q(n,k)) avec p et g des polyndmes
du premier degré a coefficients réels. La procédure consiste a trouver un systeme
de six équations qui soient linéairement indépendantes, ou chaque équation est
de la forme

(2.64) f(n,k) = (p1n + p2k +p3) f(n — L, k) + (aan + gok + g3) f(n — 1,k — 1)
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avec p;, ¢; € R les inconnues et n, k des nombres naturels donnés. Toute-
fois le probleme consiste a trouver six de ces équations qui soient linéaire-
ment indépendantes. Toutefois ce probleme peut se ramener a la recherche
d’un systéme de seulement deux équations. Par exemple, si f est une double
suite réguliere dont on connait les valeurs f(1,0), f(1,1), f(2,0), et f(2,2) et si
f=HB(p(n, k); q(n, k)) avec p(n, k) = pin+p2k+p3 et ¢(n, k) = qin+qk +gs,
alors en résolvant le systeme

p1+p3= f(1’0)7
(2.65) '{2p1—%1% — £(2,0)//(1,0),

on détermine p; et p3

Pt = f(2,0)/f(1,0) - f(170)7
ps = 2f(170) - f(270)/f(170)7

et avec

(2.66) { o+ a+q = f(1,1),

QQ1 + 2q2 + g3 = f(27 2)/f(17 1)7
on trouve (g1 + ¢2) et gs:

g1 +q = f(2’2)/f(1’1)_f(171)7
q3 = 2f(171)_f(272)/f(171)7

et il ne reste plus qu’a trouver deux équations linéairement indépendantes pour
déterminer ps et q1.

Si on considére les équations associées a f(2,1) et f(3,1) on obtient, apres
remplacements, les deux équations

6 FOL Vs + f(1,00q1 = £(2,1) — f(1,1) 52 — L0,
F21)p2 +2f(2,00q1 = £(3,1) — £(2,1) 425 — 20,

Or, si le systeme (2.67) est incompatible, alors on peut dire que la double suite
réguliere f n’est pas hyperbinomiale. Par contre, lorsque les deux équations
du systeme (2.67) sont linéairement dépendantes on doit chercher une autre
équation.

11 se peut qu'une double suite satisfasse plus d’une récurrence hyperbinomiale
a coefficients polynomiaux du premier degré.

Définition 10. On appelle multiple une hyperbinomiale M satisfaisant & au
moins deux récurrences hyperbinomiales distinctes a coefficients polynomiaux
du premier degré.
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Exemple 11. Dans 'exemple 2.2 on a trouvé, pour D = HB(an+ c;ran+rc),
le terme général

(2.68) D(n, k) = r* (Z) ﬁ(aj +o).
j=1

Combiné avec le théoreme 2.3.3, on a aussi D = HB(an + zk + ¢;ran + (n —
k)rx 4+ rc) quelque soit x.

Dans ce qui suit on montre que D ne satisfait a aucune autre récurrence
hyperbinomiale & coefficients polynomiaux du premier degré et que c’est la seule
forme d’hyperbinomiale a la fois réguliere et multiple.

Remarque 3. Par définition, une hyperbinomiale multiple satisfait a au moins
deux récurrences hyperbinomiales distinctes. Par ce qui préce, lorsque M est
réguliere, ces récurrences ne peuvent étre trop différentes. En effet, si hyperbi-
nomiale M = HB(min + maok + ms;min + mbk + mf) est réguliere et multiple,
alors elle ne peut satisfaire qu’a des récurrences de la forme HB(min + pk +
ms; (my +mhy — q)n + gk +mj).

Dans ce qui suit on suppose que M est une hyperbinomiale réguliere satis-
faisant aux deux récurrences

(2.

69
(2.70

HB(min + mak + ms; min +mbhk +mj),
HB(min + pk + ms; (my + mh — q@)n + gk + m})

)
)

avec (p,q) # (mga,mf). On dénote aussi
)

(2.71 r = M(1,1)/M(1,0)

une constante non nulle.

Théoréeme 2.4.1 Si on suppose que M est une hyperbinomiale réguliére satis-
faisant aux récurrences distinctes (2.69) et (2.70), alors elle admet le terme
général
n

(2.72) M(n, k) = r* <Z> H(mlj +ms3)

j=1
ou r est la constante non nulle donnée en (2.71). Elle satisfait aussi a toutes
les récurrences hyperbinomiales spéciales (a coefficients polynomiauz du premier
degré)
(2.73) HB(min + xk + ms;rmin — ren + kre + rms)

et 4 aucune autre.

Preuve. Si on calcule M (2,1) alternativement avec (2.69) et (2.70), alors on
obtient

M(2,1) = (2my +ma+mg)M(1,1) + (2m} + mf +mf)M(1,0)
= (2m1+p+m3)M(1,1) + (2m} + 2mb + m3 — q)M(1,0),
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et en simplifiant
comme M est réguliere, alors p # ma, ¢ # mb, et donc

o= M(lvl) _ (]—mlg
o M(l,O) _p_m2.

(2.75)

En faisant de méme pour M (n + 1, k) on obtient apres simplification

r(n—k+1)
k

qui est une équation aux différences admettant la solution

(2.76) M(n, k) = M(n,k —1),(k > 1),

k

e M) = 100 [T [P < arn, ot @

i=1 ¢

En développant M (n,0) on voit que les formules (2.72) et (2.68) sont identiques
de sorte que 'on a aussi

M = HB(min + ms;rmin + rms)

on en déduit par (2.74) que mf = rmg,m} + mh = rmq, et prenant p = ¢ = 0
dans l’équation (2.75) on obtient mf = rmsg. On conclut en remarquant que la
formule (2.72) ne dépend pas de p. O

2.5 Somme avec Hypergéométrique

Dans cette section on trouve des récurrences pour la double suite P, introduite
dans [MAN 91}, telle que P(n, k) dénombre les permutations paires du groupe
alterné A,, présentant k anti-excédances. A partir de 'expression de 2 - P(n, k)
sous la forme de d’'une somme d’une hyperbinomiale et d’une hypergéométrique,
on montre comment trouver une infinité de récurrences pour P.

Rappelons d’abord que 'on dénote C := C(N, K, n, k) 'algebre des opérateurs
linéaires a coefficients complexes engendrée par les opérateurs N, K, n et k. C’est
une algebre non-commutative ne possédant pas d’idéal bilatere non-triviaux,
avec l’ensemble de regles de commutation

{NK = KN, Kn = nK, kN = Nk, Kk = kK + K, Nn = nN + N}

Rappelons aussi qu’étant donnée une fonction F : Z? — C on dit que P(N, K, n, k)
annihile F si
(2.78) P(N,K,n,k)F(n,k) = 0.

On appelle annihilateur de F' 'ensemble Zr des opérateurs de C annihilant F':

Ir == {P(N,K,n, k) € C| P(N,K,n,k)F(n, k) = 0}.
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Cet ensemble est un idéal a gauche de C.

Définition 11. Soit ¢ € [n] := {1,...,n} et o une permutation du groupe
symétrique S,,. On dit que o présente une anti-excédance en i si o(i) < i et on
désigne par AX (o) pour le nombre total d’anti-excédances de o.

On considere aussi les doubles suites P et D

(2.79) P(n,k) = card{o € A,| AX(0) =k},
(2.80) D(n,k) := card{c € S, — A,| AX(0) = k}.

Il est bien connu* que le nombre total de permutations de S,, ayant k anti-
excédances, soit P(n, k)+ D(n, k), est donné par A(n, k) ou A = HB(k;n+k—1)
est la double suite des nombres eulériens.

Dans [MAN 91] il est montré que les doubles suites P et D sont mutuellement
récursives avec

(2.8B(n,k) = kD(n—1,k) + (n— k)D(n — 1,k — 1) + P(n — 1,k — 1),
(2.8 (n, k) = kP(n—1,k) + (n —k)P(n — 1,k — 1) + D(n — 1,k — 1),

et on peut calculer récursivement les termes de ces suites avec P(0,0) =1 :

Ak]0O 1T 2 3 45 wEk|01 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 O O (OO O O 0 O
1 01 0 0 0 O 1 00 0 O 0 O
210 01 0 0 O 2 /01 0 O 0 O
3 01 1 1 0 O 3 00 3 0 0 O
4 (00 7 4 1 O 4 101 4 7 0 O
5 0 1 11 36 11 1 5 0 0 15 30 15 O
{P(n, k) o<k n<s {D(n, k) }o<kn<s

Dans la proposition suivante on montre que la double suite B := P — D est
une hyperbinomiale et on en donne le terme général.

Proposition 2.5.1 La double suite B := P — D est hyperbinomiale
(2.83) B =HB(—k;—n+k+1),
et elle a le terme général

n—1

(2.84) B(n, k) = (—1)"7* <k .

“Voir [FS] ou [LOT).
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Preuve. On trouve d’abord la récurrence hyperbinomiale de B en soustrayant
I'équation (2.82) de 'équation (2.81).
En utilisant la proposition 1.5.3 on a

B(n,k) = Bg(n—1,k—1)4+ x(n =k =0)

ou By =HB(—k—1;—n+k+1). Or, les lemmes 1.5.7 et 1.5.8 impliquent que

By(n, k) = (—1)" <k>

d

Cette derniere proposition est aussi démontrée récursivement dans [MAN 91|
et combinatoirement dans [MAN 93].

Les équations (2.81) et (2.82) permettent d’obtenir P comme la moyenne de
deux hyperbinomiales :

}Kn,k)::%{AQ%k)+aBO%kﬂ}

Or le fait que B soit aussi hypergéométrique permet de trouver une infinité de
récurrences pour P a l'aide de la proposition générale qui suit.

Proposition 2.5.2 Soit S(n, k) := G(n,k)+G'(n, k) la somme de deuzx doubles
suites et

Ie+Ie ={Q+QQeIgQ €Iu}.

SileIg+TIg, cest-a-dire qu’il existe des opérateurs Q € I et Q' € Ly tels
que Q+Q =1 et QG = Q'G" = 0, alors pour tout R € I, R' € I et pour
tout X,Y € C on a

XR'Q+YRQ €Is.

Preuve. On montre que RQ' € Zg :

(RQ")S = (RQ"G+ (RQ"G
= (RQG=R(Q+QG
— RG =0,

et de méme R'Q € Zgs. O

Corollaire 2.5.3 Pour tout n > 1 la double suite P satisfait la récurrence
Pn,k) = (k—1)Pn—1,k)+(n—k+2)P(n—1,k—1)

+kP(n—2,k)+ (n—2k+1)P(n—2,k—1)
+(k—n—1)P(n—2k—2).
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Preuve. On considere les opérateurs

a = 1—kEN"'4(k—n—-1)N'K ! ey,
B == 1+kN 4 (n—k-1)NT'K€Zp,
By = 14+N'-N'K'eZp

Par un calcul simple on voit que
1 1
SN(26; — 1) + 5N(—a) = 1,

ainsi, pour retrouver la récurrence du corollaire, on applique la proposition en
posant Y =0, X = 2N} R' =By et Q = %N(—a). O

Dans [MAN 91], par résolution d’équation différentielle, il est trouvé la ré-
currence

Pop = 3P 11+ k*Pyop+ (2nk — 2k —n)P,_o 1
+ (kK*=2nk+n®—3)Py_sj2— (k—1)(k —2)Py_s )1
+ (2k* —2nk +4n — 3k — 2)Py 352 + (2nk — k> —n* + 1)Py_3 53

pour n > 3.

2.6 Produit par Hypergéométrique

Dans le chapitre précédent on a donné des conditions suffisantes pour que le
produit matriciel de deux hyperbinomiales soit encore une hyperbinomiale.

On a aussi vu que si F' = HB(f(n,k); f'(n,k)), G =HB(g(n,k); ¢ (n, k)) et

si les fonctions
h(’l’L,k?) = f(n7]_1)+f/(n7])g(]7k)v
W(n.k) = f(n.5)g (5.k)

sont indépendantes de j, alors F' x G = HB(h(n, k); h'(n, k)).

Dans cette section on montre que 'on peut avoir des conditions suffisantes
moins restrictives lorsque I'une des deux hyperbinomiales F' ou G est aussi hy-
pergéométrique.

Proposition 2.6.1 . Soit F = HB(f(n,k); f'(n,k)), et Uhypergéométrique
G € HG (ﬁg(n,k‘); 79 (n, k:)) avec G(0,0) = 1. Si il existe une double suite
{z(n, k) Yo<k<n telle que les fonctions hy(n,k,j) = h(n,k) et bl (n,k,j) =
B (n, k) soient indépendantes de j, ot
ho(nik,§) = f(n,j—1)+ f'(n,5)g(j, k) + kz(j,k)g(j, k),
ho(n,k,j) = f(n,5)g' (43, k) + (k = ))=(4, k)g (4, k),
alors F x G = HB(h(n,k); 1 (n,k)).
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Preuve. Par le théoreme 2.3.3 on a G = HB(g(n,k); ¢’ (n,k)) et pour toute
double suite z(n, k) on a aussi

(2.85) kx(n,k)G(n —1,k) + (k —n)z(n,k)G(n — 1,k — 1) = 0.
Or, si on développe les termes F'(n, k) et G(n, k) dans le produit on obtient

J

(2.86) +2_AF () G R}F( = 1,5 = )G = Lk = 1)

et avec 'équation (2.85) on a aussi

(2.@F(n — 1,7 — D{kx(j,k)G(j — 1,k) + (k — ))z(j,k)G(j — 1,k — 1)} = 0.

J

Ainsi en additionnant (2.86) a (2.87) on a le résultat désiré. 0

Corollaire 2.6.2 . Soit q une constante, {a(n)}o<n et {b(n)}o<n des suites
simples et soit F = HB(a(n) — kq — ¢;b(n) + kq). Si on définit la double suite

H par
H(n.k) = Y F(n.j) (,{,) ,
alors H = HB(a(n) + b(n) + kq; b(n) + kq).

Preuve. Si dans la proposition précédente on prend z(n, k) = g et G = HB(1;1),
alors

he(n,k,j) = a(n)—jqg+0bn)+jq+kq=a(n)+b(n)+ kq,
W, (n,k,j) = b(n)+jq+kq—jg=>bn)+kq.

Exemple 12. Soit A = HB(k+1;n—k) la double suite des nombres eulériens.

Pour
H(’I’L, k) = Z A(”v]) (}1) >

on a, par application du corollaire, H = HB(n — k;n — k).
Or, par réflexion, la double suite (pH)(n, k) := H(n,n — k) satisfait (pH) =
HB(k; k) et avec les résultats de la section sur les facteurs on a aussi

(pH)(n, k) = KLS(n, k),

ou S = HB(k; 1) est la double suite des nombres de Stirling de seconde espece.
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Ainsi on retrouve® I'identité de Frobenius

(n = KIS — k) = Y Aln, j) @) .

5Voir [GKP], p.251.



Chapitre 3

REDUCTIONS
CANONIQUES

Résumé

Dans ce chapitre on considere les hyperbinomiales a coefficients polynomiaux
du premier degré pour lesquelles on écrit HB(p1,p2, ps; ¢1,92,q3) plutét que
HB(pin + p2k + ps;an + gok + g3). On appelle ces dernieres hyperbinomia-
les spéciales.

On développe une algebre d’opérateurs définis, ou partiellement définis, sur
les hyperbinomiales spéciales. Sans nécessairement permettre d’obtenir les ter-
mes généraux d’hyperbinomiales sous forme close, ces opérateurs permettent de
les exprimer les uns en fonction des autres.

Si les termes généraux de deux hyperbinomiales sont reliés par une relation
simple, alors il n’y a qu’a résoudre une des deux équations de récurrence. Par
ailleurs, étant données deux récurrences hyperbinomiales, il se peut qu’il existe
un rapport assez simple entre les termes généraux de leurs solutions sans que
cela ne provienne d’une seule transformation. C’est pourquoi on fixe des critéres
tels que 'on n’aura plus qu’a réduire canoniquement chacune des récurrences
pour ensuite les comparer entre elles. Par exemple, on pourra voir que le terme
général de ’hyperbinomiale X = HB(2,—2,3;2,—2,2) s’exprime en fonction de
nombres de Stirling de seconde espece S = HB(0,1,0;0,0,1).

Essentiellement on considere trois types d’opérateurs : soit la réflexion p; la
multiplication par I'un des trois facteurs U, g, Vo ou W, g; I'application de
I'un des quatre opérateurs de translation 7,4, 73, 74 ou 7.

Pour chacun de ces opérateurs on donne le domaine de définition, le rapport
entre les termes généraux et les récurrences d’une hyperbinomiale du domaine
et de son image par transformation et on déduit des critéres de canonicité.
Finalement on considere la composition de ces opérateurs qu’ils soient ou non
du méme type.

63
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Dans la premieére section on donne la définition et le domaine d’application
de chacuns de ces opérateurs et on rappelle quelques résultats qui ont déja été
démontrés dans les chapitres précédents.

A la deuxieme section on examine l'opérateur p de réflexion qui est défini
pour toutes les hyperbinomiales.

Pour H = HB(p1,p2, ps3;q1,q2,q3), Uopérateur de réflexion a les propriétés
suivantes.

Rapport entre termes généraux
(pH)(n,k) = H(n,n— k), H(n,k) = (pH)(n,n — k).
Rapport entre récurrences
(pH) = HB(q1 + g2, —q2,93: p1 + P2, —P2,P3)-

Composition

pop=1Id ou p~'=np.

Criteres de canonicité On dit que
C =HB(a,b,c;d’ b, )

est canonique pour la réflexion si, et seulement si on a la satisfaction de
I'un des trois ensembles de relations

{a+c < d+V+};
{a+c = d+0+d,a<d +b};
{a = d+0V,c=d,b< -V}
de sorte qu’exactement une de H ou (pH) est canonique pour la réflexion.

Dans la troisiéme section on considere la multiplication par I'un des trois
facteurs U, g, Vio,g ou Wy g.

Tout d’abord toute hyperbinomiale H = HB(p1, p2, ps; q1,92,93) peut étre
multipliée par le facteur U, g. La multiplication par les facteurs U, a les
propriétés suivantes.

Rapport entre termes généraux

(UagH)(n, k) = " * B H(n, k).

Rapport entre récurrences

(Ua,pH) = HB(ap1, apa, aps; Bar, Ba2, Bg3).
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Composition

Ual,ﬁl OVay,8, = Ua1a2751ﬁ27
panvﬁ = Uﬁ’aop-

Critéres de canonicité On dit que C' = HB(c1, ca,c3; ¢}, ch, ch) est canonique
pour les facteurs admissibles universels si

c1+co >0, 6/120.

En outre, si les parametres de C' sont des nombres rationnels, alors on doit
aussi avoir

/ / /
c1,c9,C3 € Z, ¢y, Cy,C3 € Z,

p.g.c.d.(c1,c2,¢3) =1, P'g-C-d-(Clpclbcg) = 1.

Seules les hyperbinomiales H, = HB(0,0,p;q1,q2,q3) peuvent étre multi-
pliées par V, 5 et seules H,, = HB(p1,p2,p3;0,0,q) peuvent étre multipliées par
Wa. 5. En plus on a les propriétés suivantes.

Rapport entre termes généraux

i
B

(Va,sHy)(n, k) = Hy(n, k) (aj + B),

<
Il
i

(WogHy)(n, k) = Hy(nk) || (aj+B).

-

<
Il
—

Rapport entre récurrences

(VagHy) = HB(po, —pe, pB;qi1, g2, q3),
(WasHw) = HB(p1,p2,p3;0,q0,¢p).

Composition Les facteurs V et W commutent avec les facteurs U et

poVas=Wapgop.

Critéres de canonicité On dit que C' = HB(c1, ca, ¢35 ¢}, ¢h, ¢h) est canonique
pour les facteurs V' et W si, et seulement si

c14+c#0 ou ¢ =c=0,
AA#0 ou g =cy=0
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Dans la quatrieme section on considére les opérateurs de translation. On
définit quatre opérateurs de translation 7,4, 75, 74 et 7, qui sont partiellement
définis sur ’ensemble des hyperbinomiales. On présente ici les données essen-
tielles les concernant et on s’y réferera tout au long de ce chapitre.

Voici chacun de ces opérateurs et pour H = HB(p1,p2,P3;q1,492,q3), les
conditions sur les parametres de H pour appartenir au domaine de 'opérateur,
la récurrence hyperbinomiale et le terme général de 7H.

1. Pour 7 =7,

ps = —p1 = H € Dom(7),

(TH) = HB(p1,p2,p2; 41,02, @1 + g2 + 3),
(1 +q+q3)(TH)(n, k) = H(n+ 1,k +1).

2. Pour r =1,

g3 = —q2—q1 = H e DOHl(T),

(TH) = HB(p17p27p1 + P33 q1,q2, _q2)7
(p1+p3)(TH)(n, k) = H(n + 1, k).

3. Pour 7 =14

p2 = p3 = H € Dom(7),

(TH) = HB(p1,p2, —p15 91,92, 93 — 42 — q1),
(tH)(n,k) =qsH(n— 1,k —1).

4. Pour r =1

g3 = —q2 = H € Dom(7),

(TH) = HB(p1,p2,p3 — P15 q1, 92, —q1 — G2),
Q1(TH)(n7k) = H(TL - 17k)

L’opérateur de réflexion se compose bien avec les opérateurs de translation.
En fait
pPOT4=TpO P, POThH=TgOPp.
Finalement, on dit qu’une hyperbinomiale C' = HB(c1, ca, c3; ¢}, ¢, ¢4) est canon-
ique pour la translation si, et seulement si

c1+ce3#0, ) +cy+cy#0.

Le domaine de définition de la composition de ces opérateurs fait ’objet de la
quatrieme section ou I'on donne & une classification des hyperbinomiales. Ceci
permet d’exprimer le terme général d’une hyperbinomiale donnée en fonction
d’une hyperbinomiale canonique pour la translation.
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3.1 Rappels et Définitions

On rappelle ici certaines définitions et résultats des chapitres précédents que I'on
adapte pour les hyperbinomiales & coeflicients polynomiaux du premier degré.

Définition 1. On dit que (pT') est la réflexion de la double suite triangulaire
T si

Evidemment p*T =T. On dit aussi que T est symétrique si T = pT.

Proposition 3.1.1 Soit H = HB(hy, he, hs; b, kS, hYy) et pH sa réflexion. La
double suite triangulaire pH est hyperbinomiale avec

(3.1) (pH) = HB(Rh| + hly, —hb, hl; hy + ha, —ha, h3).

Ainsi pour que H soit symétrique, en ce sens que H = pH, il suffit que les
parametres de H satisfasse l’ensemble de conditions

(3.2) {h1+ hy = by, hy = —hY, hg = hs}.

Preuve. D’abord montrons que pH est nulle si n ou k < 0. Si n < 0, alors
(pH)(n,k) = H(n,n—k) = 0 par définition de H et si k < 0, alors (pH)(n, k) =
H(n,n—k) =0 par ce qu’alors n —k > n et que H est triangulaire. Ensuite pH
est triangulaire car 0 < k < n si, et seulement si 0 < n — k < n. Finalement,
on trouve la récurrence satisfaite par pH en développant H(n,n — k) avec sa
récurrence et en remarquant que

(3.3) Hn—-1n—-k—-1) = (pH)(n—1,k),

H(TL?n_k_l) = (pH)(n_17k_1)7
(3.5) X(n=k=0) = x(n=n-k-0).

O

Proposition 3.1.2 Les hyperbinomiales
(3.6) B = HB(p1,p2,P3;q1,92,93),
(3.7) By = HB(p1,p2,p1 +p3;qi, a2, q1 + g3),
(3.8) By = HB(p1,p2,p1+p2+ 031,92, q1 + 42 + ¢3),

sont mutuellement récursives avec l’équation

B(n,k) = (p1+p3)Bg(n—1,k)
(3.9) +(q1 + g2+ @3)Ba(n — 1,k — 1) + x(n =k = 0).
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Preuve. Cette proposition est un corollaire direct de la proposition 1.5.3 du
premier chapitre. O

Définition 2. Pour B = HB(p1,p2,ps; q1,92,43), on appelle partage en deux
parts I’équation (3.9) de la proposition précédente.

On peut montrer que si une hyperbinomiale H est symétrique, alors les deux
parts H, et Hy s’obtiennent I'une de I'autre par réflexion.

Proposition 3.1.3 Soit H = HB(hq, ha, hs; h1 + ha, —ha, hs) une hyperbino-
miale symétrique. On a alors le partage!

(3.10) H(n,k) = (h1 + h3){Hg(n — 1,k) + Hy(n — 1,n — k)} + x(n = k =0),

ot
(3.11) Hg = HB(hl, ho,h1 + hs; h1 4+ ho, —ho, hq + ho + hg).

Preuve. L’hyperbinomiale H est symétrique par application de la proposi-
tion 3.1.1 et ainsi H(1,0) = H(1,1) = hy + h3. Par la suite, selon la méme
proposition et la proposition 3.1.2 on voit que les deux parts H, et Hy sont
telles que pH, = H, et ainsi le partage de H revient a la formule (3.10). O

Définition 3. On appelle translation le partage d’une hyperbinomiale

H = HB(p1,p2,13;q1,92,93)

dont I'une des deux valeurs H(1,0) = p; +ps ou H(1,1) = g1 + g2 + g3 est nulle.
Par exemple, pour H = HB(a,b, —a;a’, b, ) on a la translation

H(n,k)=H(1,1)- Hy(n — 1,k —1) + x(n =k =0)

avec Hy = HB(a,b,b;a’,b',a’ + b + ). On dit que les doubles suites H et Hy
s’obtiennent 1'une de I'autre par translation et on écrit H = 7,H, et Hy = 7,H.

On appelle 73 'opérateur de translation vers la droite et on dit que 'hyper-
binomiale H = HB(p1,p2,P3;¢1, 42, q3) est dans son domaine de définition si, et
seulement si p1 + p3 = 0. On appelle aussi 7, l'opérateur de translation vers
la gauche et on dit que H = HB(p1,p2,P3;q1,92,q3) est dans son domaine de
définition si, et seulement si po = p3.

Par ailleurs, pour H = HB(a,b,c;a’, b/, —a’ — ') on a la translation

H(n, k) = H(1,0) - Hy(n — 1,k) + x(n = k = 0)

Voir la proposition 3.1.2.
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avec Hy = HB(a,b,a + ¢;a’,b',—=b'). On dit aussi que les doubles suites H et
H, s’obtiennent I'une de I'autre par translation, on écrit H = 7,H, et Hy =
TR,H. On appelle 7, 'opérateur de translation vers le bas et on dit que H =
HB(p1,p2,P3;q1,492,q3) est dans son domaine de définition si, et seulement si
q2 + g3 = 0. On appelle aussi 75, 'opérateur de translation vers la haut et on
dit que H = HB(p1,p2,P3;q1,92,q3) est dans son domaine de définition si, et
seulement si ¢1 + g2 + g3 = 0.

Exemple 1. Les nombres eulériens A = HB(0,1,1;1,—1,0) ne sont pas symé-
triques mais, apres translation, on obtient 7, A = HB(0,1,1;1,—1,1) qui est
symétrique. Ainsi on en déduit que

(3.12) A(n, k) =An,n —k+1).

Définition 4. On appelle facteur une double suite triangulaire F telle que

F(n,k) = f(n,k)F(n—1,k), (n>0),
= g(n,k)F(n—1,k—1), (n,k > 0),

avec f(n, k) = fin+ fok + f3,9(n, k) = gin+ g2k + g3 et fi, g; € R.
Pour que la définition précédente soit consistante il suffit que
F(n,K)g(n — 1,k) = f(n— 1,k — 1)g(n, k)
ce qui est, apres simplification, équivalent & I’ensemble de conditions

{f201 =0, (f1 + f2)g2 = 0, (f1 + f2)g3 = f3g1},

et lorsqu’elles sont satisfaites on a

n—k k

Fnk) = [ fi+ i+ f)k+ f3 [[ (91 +92)i + 93
i=1 j=1
n—k k

= [ i+ fs) H91+gzj+91(n—k)+g3,
i1 =1

deux expressions équivalentes pour le terme général de F'. On note

F e Hg(f17f27f3;917927g3)

pour le facteur ainsi définit.
On porte une attention particuliere aux facteurs

Ua,ﬁ € Hg(0707a;07075)7
Vaﬁ S %g(aa —0475;0,0, 1)7

)

Wap € MG(0,0,1;0,a,8),
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qui ont respectivement les termes généraux

Uap(n, k) = a" kﬁk

Vap(n, k) =

Wap(n, k) =

Définition 5. On dit qu’'un facteur F est admissible pour une hyperbinomiale
H lorsque la double suite FH donnée par (FH)(n,k) = F(n,k)H(n,k) est
encore hyperbinomiale a coefficients polynomiaux du premier degré.

En général si H = HB(p1,p2,p3; 1,92, 93) et F € HG(f1, fa, f3; 91, 92, 93) on
a toujours
(FH)(n,k) = (fin+ fok+ f3)(p1in+ p2k +p3)(FH)(n —1,k)
+ (an+ g2k + g3)(an + @2k + ¢3)(FH)(n — 1,k — 1)
+ x(n=k=0),

de sorte que tous les facteurs sont admissibles pour les nombres binomiaux
B =185(0,0,1;0,0,1)

et que les facteurs U, g sont admissibles pour toutes les hyperbinomiales.
En outre, les facteurs V, g sont admissibles pour les hyperbinomiales de la
forme H = HB(0,0,1;q1,¢2,q3) et Wy g pour H = HB(p1,p2,ps3;0,0,1).

3.2 Canonicité pour la Réflexion

Si on connat, sous forme close, le terme général d’une hyperbinomiale H, alors
en remplagant k par n — k on obtient le terme général de pH. Ainsi, lorsque
I'on s’intéresse a étabir des critéres de canonicité on n’a qu’a considérer comme
canonique qu'une seule des deux hyperbinomiales H ou pH. Pour faire ce choix
on introduit une relation d’ordre sur les triplets.

Définition 6. Soit (a,b,c) et (d,e, f) des triplets de nombres. On écrit
(a,b,c) < (d,e, f) si, et seulement si I'une des trois situations suivante est
vérifiée:

(3.13) at+c < d+f;

(3.14) a+c = d+ f,a<d;

(3.15) a = dyc=f,b<e.
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Proposition 3.2.1 La relation < est une relation d’ordre total sur les triplets
de nombres réels.

Preuve. Pour tout (a,b,c) on a a = a, ¢ = c et b < b de sorte que (3.15) est
vérifiée et < est réflexive.
Si on suppose que

(3.16) (a,b,¢) < (d,e, f) < (a,b,0),
alors on a nécessairement a + ¢ = d+ f, a = d et b = e, il s’en suit que
(a,b,c) = (d,e, f) et < est antisymétrique.

Si on suppose que
(3.17) (a,b,¢) < (d,e, f) < (g, h i),
alorsa+c<d+ f < g+i. Ainsi, lorsquea+c=g+ionaa<d<getsi
a =g, alors b < e < h. Il s’en suit que (a,b,c) < (g,h,i) et < est transitive et

c’est donc une relation d’ordre.
Finalement, si aucune des relations

(3.18) (a,b,c) < (d,e, f), (d,e, f) < (a,b,c)

n’est satisfaite, alorsa+c>d+ f > a+cdou a > d > a ce qui implique la
contradiction b > e > b, donc < est une relation d’ordre total. O

Définition 7. On note (a,b,c), pour le triplet (a + b, —b, c) et on dit que
H =HB(a,b,c;d’ V', )

est canonique pour la réflexion si, et seulement si

(3.19) (a,b,c) < (a',b',c’)p

ce qui est équivalent a la satisfaction de I'un des trois ensemble de relations

(3.20) {a+c < d+b+}
(3.21) {a+c = d+b+d,a<d+V}
(3.22) {a = d+V,e=d,0< -V}

En particulier, pour une hyperbinomiale symétrique, la relation (3.22) est vérifiée.

Proposition 3.2.2 Si H n’est pas symétrique, alors une et une seule des hy-
perbinomiales H ou pH est canonique pour la réflexion.
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Preuve. Si H est solution de HB(h1, he, hs; b, hy, hy), alors, puisque
(h17h27h3) 75( ,17 /27hg)/’
et que < est une relation d’ordre total, exactement une des deux relations

(3.23) (h1,ha,h3) < (Y, hy, hy),,
(324) (/17 /27h/3)p = (h17h27h3)7

est vérifiée. Si la relation (3.23) est vérifiée, alors H est canonique par réflexion,
sinon

(pH) = ((h1, ha, 13); (P1, ha, b))
et (hi,ha, h3) = (R, hy, h) 2, alors (pH) est canonique par réflexion. 0

3.3 Canonicité pour Facteurs Admissibles

Proposition 3.3.1 Le terme général de toute hyperbinomiale peut s’exprimer,
par simplification de facteur admissible, en fonction d’une hyperbinomiale

/ / /
C = HB(c1,c2,c3;¢1, ¢, ¢3)

telle que
(3.25) c1+c > 0,
(3.26) aq >0

En outre, si les paramétres de H sont des mombres rationnels, alors on peut
ausst avoir par réductions canoniques

c1,C2,C3 € 7,
cl,Ch, Cy € 7,
p.g.c.d.(c1,co,c3) =1,
p.g.c.d.(c},ch,ch) = 1.

Preuve. Dans chacun des cas on choisit les facteurs admissibles universels
adéquats. a

La proposition suivante donne les criteres de canonicité que I'on obtient en
considérant les facteurs V et W.

Proposition 3.3.2 Les facteurs V, , sont admissibles pour les hyperbinomiales
HU = HB(07 07 1) q1,492, Q3) et Wﬁ’,'\/’ pour Hw = HB(p17p27p3; 07 07 1) On a alors
les récurrences

(331) (Va,fva) - HB(Oé,—aa’Y; q17QQ7Q3)7
(332) (WB/ﬁle) = HB(phpZup?);O?B/?’Y/)u
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de sorte que les critéres (3.25) et (3.26) peuvent étre améliorés de fagon a avoir

(3.33) c1+c >0 ou c

1 07
(3.34) &A>0 ou ¢ 0.

C
C

I
NN

3.4 Canonicité pour la Translation

Les opérateurs de translation définis & la premiere section n’ont pour domaine
de définition qu’'un sous-ensemble de toutes les hyperbinomiales spéciales.

On rappelle que les opérateurs de translation ont les domaines et images
suivants:

(335) HEDong:Ide < hi+ hy =0,
(3.36) H eDomt, =Im7, & k| +hh+hs=0,
(3.37) H e Domtg=Im7, & hy = hs,

(3.38) H e€Domm,=Im7, < h)+h;=0.

ou H = HB(hl,hQ,hg; ,1, ,2, hg)

Dans cette section on étudie la composition de ces opérateurs et leurs do-
maines de définition. On en déduit une classification des hyperbinomiales dont
les classes sont déterminées par ’appartenace a ces domaines.

Exemple 2. Pour les hyperbinomiales classiques on a s, .S € Dom(1,) pour les
nombres de Stirling et A € Dom(7,) pour les nombres eulériens. Par exemple,

(3.39) A= HB(O, 1,1;1,-1,0),
et
(3.40) A = HB(O, 1,0;1,—-1,1).

Définition 8. On appelle encore opérateur de translation un opérateur composé
de 74, T, T4 €t 7. On écrit £(7) pour le nombre d’opérateurs entrant dans la
composition de 7 et plus spécifiquement ¢ (7) pour le nombre de 7, dans cette
composition.

Définition 9. On écrit 72 pour 7 o 7, 7F pour sa k-ieme itération et Dom”(7)
pour son domaine de définition. On convient que H € Dom(7z o 1) si, et seule-
ment si H € Dom(7;) et 7y H € Dom(7y), ainsi Dom*(7) € Dom*~1(7) pour k >
1. Finalement on définit les domaines infinis par Dom®(7) := ;> Dom* (7).
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On donne ici, pour H = HB(p1,p2,P3;q1, 92, q2) et pour chacun

des opérateurs de translation de longueur deux et trois composés de 74 et 7,
les conditions sur ses parametres pour que H appartienne & son domaine et la
récurrence hyperbinomiale de 7H.

1.

Pour 7 = Tg2

p3s = —p1 = p2 = H € Dom(7),
(TH) = HB(plv —P1,—P1:491,492,43 + 2<J2 + 2<J1)

q3 = —q2, ¢ = 0= H € Dom(7),
(TH) = HB(p1,p2,2p1 + p3;0, 92, —q2).

Pour 7 =107y

(3.45)
(3.46)

p3 = —p1, @3 = —2q2 — 2q1 = H € Dom(7),
(TH) = HB(p1,p2,p1 + p2; 01,92, —q2)-

Pour 7 = 14071,

3.47)
(3.48)
Pour 7 = Tg’
3.49)
3.50)

2

p3 = —2p1, g3 = —q2 — q1 = H € Dom(7),
(TH) = HB(p1,p2,p2: 41,62, q1)-

p3 =p2 = —p1 = H € Dom(7),
(TH) = HB(p1, —p1, —p15q1, G2, 93 + 392 + 3q1)-

q3 = —q2, ¢q1 = 0= H € Dom(7),
(TH) = HB(p1,p2,3p1 + p3;0, 92, —q2).

Pour 7 =150,

53)
(3.54)

p3 =2p2 = —2p1, g3 = —q2 — 1 = H € Dom(7),
(TH) = HB(p1, —p1, —P15q1, 42, 2q1 + q2)-

_ .2
Pour 7 =13 o7y

(3.55)
(3.56)

p3 = —p1, 3 = —2q2, 1 = 0= H € Dom(7),
(TH) = HB(p1,p2,2p1 + p2; 0, g2, —q2).
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9. Pour 7 =17, OT}%

(3.57) q1 =0, g3 = —q2, p3 = —3p1 = H € Dom(7),
(3.58) (TH) = HB(p1,p2, —3p1; 0,92, —q2).

10. Pour 7 =15, 0 Tg2

(3.59) ps = p2 = —p1, g3 = —3q2 — 3¢1 = H € Dom(1),
(360) (TH) = HB(pb_plvO; q17Q27_q2)-

11. Pour 7 = 140707,

(3.61) p3 = —p1, P2 = —2p1, @3 = —2q2 — 2q1 = H € Dom(7),
(3.62) (TH) = HB(p1,p2,p2; 91,92, q1)-

12. Pour 7 = 1,0 1401

(3.63) p3 = —2p1, g2 = —2q1 = —2q3 = H € Dom(7),
(3.64) (TH) = HB(p1,p2,p1 + P25 q1, G2, —q2)-

Exemple 4. Lorsque H € {Dom(7;,) N Dom(7y)}, alors elle satisfait une récur-
rence de la forme HB(z,y, —x;u,v, —u—wv) et H(1,0) = H(1,1) = 0 de sorte que
H(n,k) = x(n =k =0). Par la suite on appelle nulle de telles hyperbinomiales
et on désigne cette double suite par N et A/ pour I'’ensemble des récurrences
dont la solution est ’hyperbinomiale nulle.

Remarque 1. On a vu que si H € Dom(73), alors (7 H) € Dom(7). Ainsi,
lorsque H € Dom(7,077) il s’en suit que 77 H € {Dom(7,) NDom(7,)} est nulle.
De méme, si H € Dom(7, o 7'3), alors (TgH) est nulle.

3.4.1 Classes Principales

Essentiellement il y a quatre classes principales que 'on définit et caractérise
dans cette section. On les appelle réguliere, verticale, diagonale et alternée.

Définition 10. Les hyperbinomiales H telles que H ¢ Dom(7y) et H ¢
Dom(7,) sont appelées hyperbinomiales régulieres. Cela revient a dire que
H(1,0) - H(1,1) # 0. On écrit R pour la classe de toutes les hyperbinomia-
les régulieres.
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Exemple 5. Les nombres de Stirling de seconde espece S = HB(0,1,0;0,0,1)
ne forment pas une hyperbinomiale réguliére. Par contre,

(145) = HB(0,1,1;0,0,1) € R.

Définition 11. Si D € Dom™(7,) alors elle est appelée hyperbinomiale diago-
nale et son symétrique V = (pD) € Dom®(73,) une hyperbinomiale verticale.

Dans la proposition qui suit on caractérise les hyperbinomiales verticales et
diagonales par cinq caractéristiques équivalentes pour chacune de ces classes.

Proposition 3.4.1 Soit D = HB(d1,da,ds; d}, dy, ds) une hyperbinomiale.
Les cing énoncés qui suivent sont équivalents et chacun caractérise les hy-
perbinomiales diagonales :

Di. D &€ Dom™(1y);

Dy. D€ Dom(r);

Ds. di +do =dy +ds =0;
Dy. D(n,n—1) =0;

(3.69) Ds.  D(n,k) H {(d} + db)j + dy}.

De méme pour V. = HB(v1,vq,v3; 0], v5,05), les cing énoncés qui suivent
sont équivalents et chacun caractérise les hyperbinomiales verticales :

Vi. V€ Dom™();
Vo. V€ Dom(7d);
V. ) = v +vf = 0;
Vie  V(n,1)=0;

(3.74) Vs.  Vin,k) H v1j + v3).

Preuve. On montre que Dy <= Dy <= D3 <= Dy <= Dy et Dy < Ds. Pour la
seconde partie il suffit d’utiliser la symétrie.

(D1 <= Dy) Puisque Domoo( 9) = Ng>o Dom(7y k) par définition, alors pour
tout k£, Dom>(7,4) 2 Dom(7, k) et en particulier pour k = 2.

(D9 <= Ds3) Se référer a (3 66).

(D3 < Dy) Tout d’abord D(1,0) = dy +ds = 0 et si D(n,n — 1) = 0 pour
un n, alors , puisque d3 = dy = —d;, on a

(3.75) D(n+ 1,n) = [di(n+ 1) — dyn — d1]D(n,n) + [ --]D(n,n — 1) = 0.
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(D4 < Dq) Puisque D(1,0) = 0, alors D € Dom(r,) et (1,D)(1,0) =
D(2,1) = 0 d’ou (14D) € Dom(r,) ou encore D € Dom(Tg2). Pour conclure
voir la remarque 3.4.

(D5 <= Dy) Puisque x(n = k) =0 si k < n il s’en suit que D(n,n — 1) = 0.

(Dy <= Ds) Si D(n,n — 1) = 0 pour tout n, alors D(n,k) = 0 pour tout
k<n. O

Exemple 6. On a vu que la double suite identité I de terme général I(n,k) =
x(n = k)x(n > 0) est solution de toutes les récurrences hyperbinomiales
HB(x,—x, —x;y,—y,1). On aurait pu déduire le méme résultat de la proposition
précédente en remarquant que dans (3.69) on doit avoir d} +dy =0 et dy = 1.

Définition 12. On appelle alternée une hyperbinomiale appartenant a I'un des
domaines Dom® (73, o 74) ou Dom®™ (74 o 73,)

Il n’est pas évident qu’il existe des hyperbinomiales alternées non triviales?.
Dans ce qui suit on en donne deux exemples.

Exemple 7. Considérons 'hyperbinomiale Alt = HB(—1,2,1;1—2,2) ainsi que
son symétrique (pAlt) = HB(—1,2,2;1—2,1). On voit que I'on a 7,Alt = pAlt,
or puisque 7,p = pT, ON a aussi

(3.76) h(Ty Alt) = T (pAlt) = p(1,Alt) = p* Alt = Alt,

de sorte que Alt € Dom™ (1), o 75) et pAlt € Dom™ (7, o 75,). Pour trouver le
terme général de Alt on remarque que Alt(1,1) =1, Alt(1,0) = 0 et on a pour
n, k>0

(3.77) Alt(n + 2,k + 1) = Alt(n, k)

de sorte que

1, sin=2koun=2k+1,
0, autrement.

(3.78)  Alt(n,k) = x(lk =n/2]) = {
On caractérise les hyperbinomiales alternées tout comme on ’a fait pour les
hyperbinomiales verticales et diagonales.

Proposition 3.4.2 Pour A = HB(ay,as,as;al, ab,ay) les quatre énoncés sui-
vants® sont équivalents et chacun caractérise une hyperbinomiale alternée:

(3.79) Ai. A€ Dom™ (1, 01y);

2(’est-a-dire non nulle.
30u leurs équivalents par réflexion.
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(3.80) Ay, A€ Dom(ty, 07,)%
(3.81) Ag. a1 +az =2a1 +as = 2(1/1 + CLIQ = CLIQ + ag = 0;
(3.82) As. A(n, k) = (a3)" *(a))*x(|k = n/2)).

Preuve. Nous montrons que A; < Ay < Az < Ay < Ay
(A1 <= As) Comme dans la proposition 3.4.1, Dom™ (75, 07,) € Dom(7,07,)2.
(Ay < A3) Puisque A € Dom(7, o 75, 0 74), alors, par (3.61), a3 = —ax,
ag = —2ay, ay = —2ah — 2a} et

(14 0h 0 TyH) = HB(a1, az, az; a}, ah, a}) € Dom(,)

d’ou 2a} + ab, = 0.

(As < Ay) Par les identités (3.81), A = HB(—as, 2as3, as; ay, —2ak, 2as) et le
terme général de A s’exprime en fonction de celui de Alt par simplification de
facteur admissible universel.

(A4 < A;) 1l suffit de remarquer que les facteurs admissibles universels
commutent avec les opérateurs de translation et utiliser ’exemple 3.4.1. O

3.4.2 Classes Eventuelles et Prolongées

Les classes principales A, A, D,V et R ne sont pas suffisantes pour recouvrir
I’ensemble de toutes les hyperbinomiales possibles. La définition suivante donne
une facon naturelle de prolonger ces classes principales.

Définition 13. Soit C € {A,N,D,V, R} l'une des classes principales définies
dans la section précédente et soit H € HB une hyperbinomiale. On dit que H
est éventuellement dans C et on écrit H € &¢ si, et seulement s’il existe des

opérateurs de translation 7,,..., 71, avec 7; € {1, 74,74, 7} pour 1 < i < m,
tels que
(3.83) (Tmo---om)H €C.

On appelle classe éventuelle I'une des classes E: et on dénote O¢(H) pour le
nombre minimal d’opérateurs nécessaires a avoir (3.83) que l'on appelle [’ordre
de H dans C. On convient que O¢(H) = 0 pour H € Cet Oc(H) = oo si H & &c.

Lorsque 7 est un opérateur composé tel que ¢(7) = O¢(H) et que 7H € C,
alors on dit que 7 est un opérateur minimal de réduction de H a C.

Remarque 2. On rappelle que N =V ND et RN(VUD) = (), ainsi on a aussi
En=E NEp, ErN(Ey UED) =0 de méme que Eg N EN = 0.

Pour la démonstration de la proposition suivante il est aussi utile de rappeler
qu’en écrivant 7H = C on sous-entend que H € Dom(7) et alors on peut déduire
que C € Dom(771).

Proposition 3.4.3 Soit H € &:. 1l n'existe qu’un seul et unique opérateur
minimal de réduction T de H a C et il est uniquement composé de 7,4 et Tp,.
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Preuve. On démontre d’abord la proposition dans le cas o O¢ = ¢(1) = 1 en
examinant ce qui arrive pour chacune des classes.

e Par définition d’hyperbinomiale réguliere, si TH = R € R, alors puisque
R ¢ (Dom(r,) et R ¢ (Dom(7y,)) on a aussi, par la remarque 3.4.2, 7 &
{ry '} = {ra ).

e Dans le cas ot C = N € N alors, puisque 7,N = 7, N = N, on doit
nécessairement avoir 7 € {1, 7,} car autrement on aurait H € N ce qui
contredit ’hypothese que Opr(H) = 1.

e SiTyH = D € D, alors, par définition, D € Dom(ry) et 7,D = (14074)H =
H € D ce qui contredit I'hypothése que Op(H) = 1. D’autre part, si
TwH = D € D, alors D € Dom(7,) d’ot D = N et on se ramene au point
précédent. Le cas ou C =V se traite de la méme fagon.

e Pour le dernier cas il suffit de considérer TH = A € Dom™ (1, 0 73,). Si on
suppose que T € {74,7r}, alors A = N et on revient au deuxiéme point.
Par contre, si on suppose que 7 € {14, 7,}, alors H = T1A =pAc Ace
qui est contraire a ’hypothese que O4(H) = 1. En résumé pour ce point

Heéye He A

Lorsque O¢ = r > 2, il existe des opérateurs de translation 7,,..., 7, tous
de longueur 1, tels que (7. 0---o7m)H = C € C et, pour ne pas contredire la
minimalité de r
(384) vlﬁjﬁr—l(Tj ©---0 Tl)H Q C.

Soit G = (1,—10---o7;)H. En prenant j =r — 1 dans (3.84) on a G € C et
7,G € C avec {(7,) = 1 de sorte que O¢(G) = 1 ce qui implique que 7. € {74, 74 }.

En poursuivant, on ne peut pas avoir 7,_1 = 7, I pour ne pas contredire la
minimalité de r. Par exemple, si 7, = 7, alors 7,1 # 7, ' = 7;. Si dans cet
exemple on suppose que 7,1 = T, alors on a G € DOIH(Tb_l) = Dom(7y) de
sorte que G = N et que 'on a la contradiction Onr(H) <1 < r—1. Pour 7, = 73,
on obtient les mémes déductions et on poursuit de méme pour 7_s.

Pour montrer I'unicité de ’opérateur minimal de réduction on utilise le méme
type de raisonnements. Soient 7 = 7,0---07y et 7/ = 7/0---07] deux opérateurs
minimaux de réduction de H & C. Si 7 # 7/, alors il existe un plus petit indice
m < r tel que 7, # T, et T; = T],- pour tout 7 < m. Or, puisque les opérateurs
minimaux de réduction sont uniquement composés de 74 et 7, il s’en suit que

{Tms T} = {7017}

et alors
(Tm—10-rom)H =N

et on a la contradiction H € Enr avec Oy <m —1 < r. a
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La proposition précédente justifie la définition suivante.

Définition 14. Soit 7 l'opérateur minimal de réduction de H a C. On dénote
Ic(H), la multiplicité de 7, dans 7, et on appelle ce nombre indice de réduction
de H. On écrit également E:(R, I) pour la classe des hyperbinomiales telles que
R=Rc(H) et I =1Ic(H) et on dit que E¢(R, I) est une classe prolongée.

On verra, par le théoreme 3.4.5 qu’il existe tres peu de classes prolongées
non vides.

Exemple 8. Comme on I’a vu au quatrieme point de la démonstration de la
proposition 3.4.3, £4(0,0) est la seule classe alternée non vide. En outre, pour
reprendre la remarque 3.4.2 on a aussi

En(R,I) = Ey(R,I) N Ep(R, ).

Proposition 3.4.4 Soit H € E¢(R,I) et T = Tro---0oT1 son opérateur minimal
de réduction tel que TH = C € E¢. Pourmn > R on a

(3.85) H(n,k) = HR,I)C(n— R,k —I),

et pour n < R, H(n, k) est nul sauf pour une valeur k = k,, donnée par
n

(3.86) kn =Y x(1j = 14) = #{j < nlrj = 7}.

j=1
Preuve. On rappelle que si H € Dom(7,), alors H(1,0) =0 et
H(n,k)=H(1,1)(1yH)(n— 1,k — 1)
et si H € Dom(7y,), alors H(1,1) =0 et
H(n,k) = H(1,0)(m,H)(n — 1, k).

I1 ne reste plus qu’a montrer que H (n, ky,) # 0. Or, si on suppose que H(n, k) =
0, alors H € Ey avec Ryr < n < R ce qui contredit la minimalité de R. a

Remarque 3. Méme lorsque n > R on a H(n, k) = 0 pour plusieurs valeurs de
k. Tout d’abord, comme C' est triangulaire, on a pour H € & (R, I)

(3.87) H(n,k)=0,sik<louk>n—R+1,

et en particulier H(n,k) = 0 sin > Ry, si k # Iy ou si k # n — Ip lorsque
respectivement C = N, V ou D.

On fait aussi des observations intéressantes en considérant le symétrique pH .
En outre
(3.88) He&y(R,I) < (pH) € Ep(R,R— 1),
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et avec C = R ou N on a aussl
(3.89) He & (RI) = (pH) € E(R, R — 1)

Théoréme 3.4.5 (Théoréme de classification) Soit HB l’ensemble de toutes
les hyperbinomiales spéciales. On a

(3.90) HB=AUEPUEUER
et si H € & avec C € {D,V, R}, alors
(3.91) Oc(H) < 3.

Preuve. Supposons que H soit une hyperbinomiale qui ne soit dans aucune des
classes Er, Ep, &y et A.

Le fait que H ¢ Er implique qu’il existe des opérateurs de translation 7, com-
posé de 7, et 7, de longueur quelconque tels que H € Dom(7) et en particulier
avec /(1) = 4. Or, par la proposition 3.4.1, ni 7',%, ni 7'92 ne peuvent entrer dans
la composition de 7 sinon H serait éventuellement verticale ou éventuellement
diagonale. L’opérateur 7 doit donc étre composé alternativement de 7,4 et 7, au
quel cas H est alternée par la proposition 3.4.2.

Par la suite, pour bien énumérer les classes prolongées possiblement non
vides et procéder a leur caractérisation, on introduit les notions de domaines
éventuels et prolongés. On écrit H € Dome(7) si, et seulement si H ¢ Dom(7’)
pour tout opérateur 7/ composé de 7, et 73, distinct et de méme longueur que 7.
Par ailleurs, on écrit H € Doms(7) pour signifier que 7H est réguliere.

Avec ces notations, le théoreme revient a dire que les seules classes pro-
longées, possiblement non vides, sont les suivantes :

(3.92) Doms(Id) = Er(0,0) = R;
(3.93) Doms(m,) = &r(1,0);
(3.94) Doms(ry) = &r(1,1);
(3.95) Doms(7y4 o 7,) UDoms(r, 075) = Er(2,1);
(3.96) Doms(m, otgo1,) = Er(3,1);
(3.97) Doms(Tg otpoTy) = Er(3,2);
(3.98) Dome(T, %) =&p(0,0) = D
(3.99) DOIHG(T o Th) Ep(1,0);
(3.100) Dome(T o Th 0 Ty) Ep(2,1);
(3.101) Dome(77) = Ey(0,0) = V;
(3.102) Dome(rio7,) = &Ep(1,1);
(3.103) Dome(r7 oTy0m) = &Ep(2,1);
(3.104) Doms?(7, o 7,) UDoms?*(r, 07) = A
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Par exemple pour (3.102), si H € Dom(77 o7,), alors 7,H € Dom(77) et, par
la proposition 3.4.1, on a 7,H € &y et la définition de domaine éventuel assure
que H € &y (1,1). 0

Remarque 4. Bien que l'on puisse énumérer toutes les classes prolongées
non vides, on ne dispose pas de caractérisations analogues a celles de la sec-
tion 3.4.1. Dans ce qui suit, on donne, pour chacune des classes prolongées
données dans dans le théoreme 3.4.5, des conditions sur les parametres de
H = HB(hy, ha, hs; By, hby, hs) pour que H € E¢(r,i), 'hyperbinomiale C' € C
telle que 7H = C et, tout comme le permet la proposition 3.4.4, I’expression du
terme de H en fonction de celui de C.

Toutes les informations désirées peuvent étre obtenue a 'aide des résultats
précédents. D’autre part, on peut toujours simplifier et automatiser cette procé-
dure. A cette fin, on introduit la notation pour les polynomes

(3.105) HTg (n, k‘) = hin+ hok + hg,

(3.106) H, (n,k) = hin+ hbk+ hj,
et on rappelle les définitions

(3.107) H € Dome(r) & H € Dom(r) et V ., H ¢ Dom(7)

e(x!)=t(r)

(3.108) H € Doms(7) < H € Dom(r) et Voerr 1 (TH) ¢ Dom(7')

olt 7 et 7’/ sont des opérateurs de translations composés de 7, et 75,. Les conditions
d’appartenance a ces domaines peuvent alors s’écrire

(3.109) H € Dome(,) <« H; (1,0)#0et H,(1,1) =0;

(3.110) H € Dome(r,) < H;/(1,0)=0et H,(1,1) # 0;

(3.111) H € Doms(7,) = (7nH)r,(1,0) # 0 et (74H)5, (1,1) # 0;

(3.112) H € Doms(ry) = (74H)7,(1,0) #0 et (1,H)5,(1,1) #0;
)

puis pour simplifier les conditions (3.111) et (3.112) et permettre l'itération

(3.113)rH),, (1,0) = Hy (U(1) + 1,44(7)) = hil(T) + haly(T) + h1 + h3,
(TH)7,(1,1) = Hp (£(1) +1,4g(T) + 1)

(3.114) = RYO(T) + holy(T) + hy + hhy + R,

ou on rappelle que [(7) est la longueur de 7 et £4(7) la multiplicité de 7.

Ainsi (3.109) a (3.112) donne Iensemble des conditions & satisfaire en con-
sidérant aussi que

(3.115) H € Dome(T) < Vi<jcyr)(j 0 om)H € Dome(j1)
lorsque 7 = 77y 0 -+ -T2 0 7y et, par la suite, TH satisfait la récurrence

(3.116)  (TH) = HB(h1, ha, Hr,(£(7), Ly(T)); Iy, Iy, Hy, (£(7), £4(T)))
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et pour n > [(7) :

(3.117) H(n, k) =H{(T),Ly4(T)); (TH)(n —4£(1),k —L4(T)).

Exemple 9. Effectuons la procédure pour £z (3,2). En (3.97) on a vu que
H € Er(3,2) & H € Doms(1y 0 1j, 0 7).

Si on suppose que H = HB(hy,ho, hs;hl, ks, k), alors on doit résoudre le
systeme

WIL040 | iy =0
-
3.118 g ’ i ’
( ) (TthH)Tg(]‘?O) =0 ’ (Tth ) ( ’ ) # 0,
(TgTth )Tg(170) #0 ( TgThTg ) h( 71) 0,
ou encore avec (3.113) et (3.114)
HTg(l,O) =0 , H,(1,1) #0,
H.(2,1)#0 , H,(2,2)=0
g bl b h ) )
(3.119) H,(3,1)=0 , H,(3,2)#0,
H; (4,2)#0 , H;(4,3) #0,
et avec les définitions 3.105 et 3.106 cela revient a
hi+h3=0 , hi+hy+h5 #0,

2hy +ha+hs #0 , 2k} + 2R, + h5 =0,
3hi+ha+hs=0 , 3h}+2hs+ ki #0,
4hy + 2hy + hs #0 | 4h/1+3h/2+hg750,

(3.120)

et ainsi on trouve les conditions d’appartenance a la classe Eg(3,2)

(3.121) hi # 0,hy = —2h1, hg = —hq,
(3.122) b= —2(h} + h),
(3.123) 1. h, by # 0,207 + hy # 0,

et (tgo1p07y)H = R € R avec

(3124) R= HB(hl,—2h1,—2h1; ,1, /2,h/1),
et pourn >3

(3.125) H(n,k)=H(3,2)R(n — 3,k —2)
ou

(3.126)  H(3,2) = H,

h

(1,1) - Hyy(2.1) - Hy, (3,2) = bl (B, + ).
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En résumé, pour 7 = (1gom07y), H = HB(h1, he, ha; b}, hb, hy) € Doms(1) =
Er(3,2) si, et seulement si

H= HB(hl, —2h1, —hl; /1, ,2, —2]1’1 - 2]1,2),

TH = HB(h1, —2hy, —2hy; b, by, b)),

H(n, k) = byl (B + ) (tH)(n — 3,k —2), (n > 3),
hahihy (R + hy) (2R + hy) # 0.

(3.127)

De plus, par les remarques 3.4.2 et 3.127, on a, avec 7 = (1,0 15071,), H €
Doms(7) = Er(3,1) si, et seulement si

H = HB(h17h2,_2h1; ,17_2h,17h/1)7

TH = HB(h1, ha, h1 + ho; /1, —2h/1,2h/1),

H(n,k) = —hihi(h1 + ho)(TH)(n — 3,k — 1), (n>3),
hlh/lhé(hl + h2)(2hy + ha) # 0.

(3.128)

Exemple 10. Par (3.95), {Doms(7,07)UDoms(r,075)} = Er(2,1). Or, pour
T = Tp 0 T4, H € Doms(7) si, et seulement si

H = MB(hi, hy, —h: h By, —2h) — 2h),

TH = HB(hy, ha, b1 + ho; by, hly, —hy),

H(n,k) = —(h1 + ho)(hy + ho)(TH)(n — 2,k — 1), (n>2),
Ry (ha + h2)(2hy + ho)hy (R + hy) # 0.

(3.129)

et pour 7 = 7407, H € Doms(7) si, et seulement si

H= HB(h17h27_2h1; /17 ,27_h/1 - h,2)7
TH:HB(h17h27h2; /17 /27h/1)7

H(’I’L,kf) :_hlhll(TH)(n_Zk_l)’ (7”L22),
hl(hl + hg)h/l(Qh/l + hé) £ 0.

(3.130)

Pour en finir avec les hyperbinomiales éventuellement régulieres, H € Doms(7,) =
Er(1,1) si, et seulement si

H:HB(hl,hQ,—hl; /17 évhg)v

ToH = HB(hi, ha, ha; Wy, hy, by + h + hy),

H(nvk):( /1+h/2+hg)(TgH)(n_17k7_1)7 (’I’LZl),
(h1 + ha) (R} + hb + h5) (2R} + 2R + h%) # 0.

(3.131)

et H € Doms(7,) = Egr(1,0) si, et seulement si

H = HB(hi, ha, ha; Y, hy, —h| — hy),

H = HB(h1,h2,h1 + hg;hll, /2, —hé),

H(’I’L, k) = (hl + h3)(ThH)(n - 17 k)7 (’I’L > 1)7
(h1 + hg)(2h1 + h3)h/1 = 0.

(3.132)
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Exemple 11. Il reste a caractériser les hyperbinomiales éventuellement verti-
cales et diagonales. Or, on voit que les systemes d’équations associés aux classes
Ev(2,1) et Ep(2,1) n'ont pas de solutions, de sorte que ces classes sont vides.

Pour 7 = 7'5 o1, H € Dome(7) = Ep(1,0) si, et seulement si

H= HB(hh —hl, _2h1; /17 /27 _h’/l - h/2)7
ThH = HB(hl, —hl, —hl; hll, /2, —hé),
(3.133) H(n,k) = —hy(mpH)(n — 1, k), (n>1),
(TnH)(n, k) = x(n = k) [Ti1 [(h] + ha)i — h),
hahy (2R} + h%) # 0.

et pour &y (1,1) on a, par symétrie un résultat équivalent.

3.5 Résumé des Criteres de Canonicité

Pour une hyperbinomiale spéciale H on a, ou bien H(n,k) = 0 sauf pour au
plus une valeur de k et on peut déterminer a priori son terme général, ou bien H
est éventuellement réguliere et on peut exprimer son terme général en fonction
d’une hyperbinomiale

/ / /
C = %B(Cl, €2, C3; 61702703)

telle que
(3.134) c1+c3 # 0,
(3.135) qtcy+dy # 0,

et, avec les facteurs admissibles, on peut aussi avoir
c1+c3 >0,
¢ +ch+c5 >0,
c1+ ¢ #0ou (c1,¢9,c3) = (0,0,1),
¢} # 0 ou (c, ¢, ¢5) = (0,0,1),
et dans le cas ou H a des parametres rationnels on peut avoir en plus les
parametres ¢;, c;- entiers et
(3136) ngd(Cla C2, C3) = 17
(3.137) pged(cy, ¢y, ¢5) = 1,
Finalement, avec les criteres de canonicité pour la symétrie, on peut exiger de
satisfaire I'une des trois relation
(3.138) c1teg < g +dch+d,
(3.139) cites = d+d+diete <) +d,
(3.140) c1 = di+dyc3=0chetcg<—d
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Ainsi on appelle canonique une hyperbinomiale spéciale satisfaisant & tous ces
criteres de canonicité.

Exemple 12. Considérons I’échantillon d’hyperbinomiales donné par
HBy = {H = HB(hl, ho, h1; ,1, g,hg)| h1 + ho, /1 + hIQ,hi, h; € {O,il,iQ}} .

On compte que |HB2| = 9025 hyperbinomiales. Or parmi celles-ci trés peu
sont canoniques. En fait on en dénombre 325 qui suffisent pour exprimer les
termes généraux de toutes les hyperbinomiales de HBs.

Exemple 13.  Considérons 'hyperbinomiale X = HB(2,-2,3;2,—-2,2) qui
n’est pas canonique pour la symétrie et pour les facteurs.

Pour trouver I'’hyperbinomiale canonique en fonction de laquelle le terme
général X (n, k) peut s’exprimer il suffit de canoniser 1’hyperbinomiale X pour
chacun des opérateurs. On peut faire ces réductions dans n’importe quel ordre
conformément aux regles de composition données au début de chapitre.

On simplifie d’abord X par les facteurs Uy 2 et Vo3 :

o X
ERUTAZE!

= 1B(0,0,1;1,—1,1)

t (pY) = HB(0,1,1;0,0,1) est canonique. Par ailleurs,
(148) = HB(0,1,1;0,0,1)

pour S ’hyperbinomiale des nombres de Stirling de seconde espece, ainsi

n—k
X(n,k)=2"S(n+1,n—k+1) [] (25 +3).
j=1



Chapitre 4

FONCTIONS
GENERATRICES

Résumé

Dans ce chapitre on trouve, sous forme close, des fonctions génératrices as-
sociées aux doubles suites hyperbinomiales. Pour H = HB(p(n);q(n)) on a
une formule pour les polynémes hyperbinomiaux HZ(t) := >, H(n, k)t* et
pour les hyperbinomiales a coefficients polynomiaux du premier degré G =
HB(an + Bk + v; 'k + ') on a une formule pour les fonctions génératrices
Gi(z) == 32, G(n,k)z" /nl et H(z,t) =3, 1, G(n, E)tF2™ /n!. On utilise ensuite
ces fonctions génératrices pour exprimer sous forme close le terme général d’une
hyperbinomiale et on montre que pour B = HB(an + Sk + v;7') avec v/ £ 0 la
suite des polynomes hyperbinomiaux {BY(t)},>0 est une suite de Sheffer.

Pour I'hyperbinomiale H = HB(pin + p2k + p3;q1n + g2k + g3), la fonc-
tion génératrice semi-exponentielle H (x, t) satisfait a ’équation différentielle aux
dérivées partielles

0 0
(a+ pt)H(x,t) = (1 — p1x — qlxt)aH(aj, t) — (p2 + qgt)t%H(m, t),
ona=H(1,0) =p1+pset B =H(1,1) = q¢1 +q2+¢q3. Cependant cette équation
n’est pas toujours facile a résoudre.

4.1 Introduction

Lorsqu’une double suite triangulaire (ou une suite de polynémes) est donnée
par une équation aux différences, la méthode des fonctions génératrices est sou-
vent tres efficace lors de la recherche du terme général. Nous n’apportons pas
d’éléments nouveaux a cette théorie en plein essor mais nous nous contentons
d’utiliser ici ses méthodes' afin d’obtenir des informations sur les hyperbinomi-

Voir par exemple [COM], [GKP], [JOR], [NIV] et [WIL].
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ales.
La procédure de résolution d’une équation aux différences par les fonctions
génératrices comporte généralement les étapes suivantes.

1. On doit d’abord choisir une fonction génératrice bien adaptée a la suite qui
est 'objet d’étude. En général, pour une suite simple {a(n)},>0 on choisit
la fonction génératrice ordinaire Y, a(n)t™ ou la fonction génératrice ex-
ponentielle >, a(n)t" /n!; ce choix étant souvent fait en considération du
taux de croissance de la suite. Pour une double suite triangulaire, et en par-
ticulier pour une hyperbinomiale H, on considere la fonction génératrice
exponentielle

H(z,t):= Z H(n, k)t*z" /n),
n,k>0

pour la famille des polyndémes hyperbinomiauz

Hi(t) ==Y H(n,k)t*,

k>0
et on considere aussi la suite des fonctions génératrices de colonne
Hi(x) := Z H(n,k)x" /n!.
n>0
Ces trois fonctions génératrices sont évidemment reliées par
H(z,1) = Y2 H(0a" /nl = Y Hi(a)t"
n>0 E>0

De sorte que H(x,t) € KJt][z] est une série formelle a coefficients dans
I’anneau des polynomes en t a coefficients dans un corps K.

On considere aussi les fonctions génératrices ordinaires

hi(x) = Z H(n,k)x",

n>0
h(z,t) = Z H'(t)z" = Z R (z)tk,
n>0 k>0

et la suite Hy, := Y }_o H(n, k).

2. Ensuite on doit trouver une équation fonctionnelle (ou différentielle) sat-
isfaite par une fonction génératrice que l'on résoud pour en obtenir une
expression sous forme d’un assemblage de fonctions élémentaires. Dans la
troisiéme section on montre comment y parvenir pour les fonctions géné-
ratrices Hf(x) et H(z,t).

3. Finalement, lorsque ’on dispose d’une forme close pour la fonction généra-
trice, on peut souvent en trouver le terme général. D’autre part, plusieurs
identités combinatoires donnent lieu & des équations liant les fonctions
génératrices et réciproquement.
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4.2 Formules de Passage

Dans cette section on rappelle les divers types de fonctions génératrices que ’'on
a définies pour les hyperbinomiale ou encore pour des transformées d’hyperbi-
nomiales. On donne aussi certaines équations fonctionnelles.

a) Rapports élémentaires

Evidemment

(4.1) Hﬁ(t) = [2"]h(x,t) = [z"/n!|H (x,t),
: E(ZE) = [tk]h($7t)7

(4.3) Hi(z) = [t"H(=,1),

ce qui est équivalent &

(4.4) hz,t) = S HL2" = 3 hi(a)t,

n>0 k>0
(4.5) H(z,t) = Y Hita"/n!=>" Hi(z)t"
n>0 k>0

b) Rapports par évaluation

Les fonctions génératrices h(x,t) et H(x,t) sont aussi des séries formelles & coef-
ficients dans Panneau K|[t| des polynomes en ¢. Ainsi I’évaluation du parametre
t ne pose aucun probleme de convergence. Ainsi, pour tg une constante donnée,
on écrit H(x,tg) pour la série formelle

ZH(n, )tk zn
n,k

et on trouve les rapports

(4.6) h(z,0) = ZH(n, k)z"0k = ZH(n,O)a:” = hg(z),
n,k n

(4.7) H(z,0) = ZH(n,O)x”/n! = Hj(z),
n,k

(4.8) HL(1) = > H(nk)=H,,
k

Pour chacune des fonctions génératrices nous indiquons, lorsque cela est pos-
sible, des formules de passage de chacune de ces fonctions génératrices pour une
hyperbinomiale H vers la fonction génératrice correspondante de pH la réflexion
de H, de Hy et H, les deux parts de son partage, de F'® H ol F' est un facteur
admissible pour H et finalement pour le produit matriciel F' X G de deux doubles
suites triangulaires.
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c) Réflexion

Rappelons que pour H = HB(p(n,k);q(n,k)) son image par réflexion pH a le
terme général (pH)(n,k) = H(n,n — k) et est telle que (pH) = HB(q(n,n —
k);p(n,n — k)).

e Pour la suite des polyndémes hyperbinomiaux on trouve, en remplagant k

par n — k,
Hy(t) = Y H(n, k)t
k
(4.9) = Z H(n,n— k‘)t"‘k = t”(JH)fL(l/t).
k
e On obtient aussi
(4.10) h(z,t) = (ph)(zt,1/t),
(4.11) H(z,t) = (pH)(xt,1/t).

d) Partage et translation

Tel que vu & la section 1.5, quel que soit H = HB(p(n, k); q(n, k)) une hyperbi-
nomiale, on a le partage en deux parts

H(n,k) =aHy(n—1,k)+BHy(n—1,k—1)+x(n=k=0)
ou Hy et Hy sont les hyperbinomiales

H; = HB(pn+1,k+1);9(n+1,k+1)),

avec aussi a := H(1,0) = p(1,0) et 5:= H(1,1) = ¢q(1,1).
e Pour les polynémes hyperbinomiaux on trouve

(4.12) H(t) = a(Hy)p_1 () + Bt(Ha)p_1(t) + x(n = 0).

e Pour les fonctions génératrices doubles on a aussi

(4.13) hx,t) = ax(hg)(z,t) + Bot(ha)(z,t) + 1,
(@1)  SLH@EH) = ()@t + Ai(H )
e Pour la fonction génératrice h{(z) on extrait le coefficient de t* de (4.13)
et ainsi
(4.15)  hg(z) = [t*]h(x,t)
(4.16) = az[tF](hy)(z,t) + Bz[tF ] (hg)(x,t) + [t*]1

(4.17) = ax(hy)i(z) + Bz(ha)i—1(x) + x(k = 0)
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et puisque [tk]% = %[tk] on peut faire de méme avec I'équation (4.14)
pour obtenir

(4.18) 55 1k(@) = alHg)i(x) + B(Ha)j— (2).

e) Facteurs admissibles

Rappelons que les facteurs admissibles universels

(4.19) Uap(n, k) = oz"_kﬁk = a”(ﬁ/a)k, (a #0)

sont des suites telles que, pour toute hyperbinomiale H = HB(p(n, k); q(n, k)),
la double suite (U, gH) de terme général

(Ua,BH) (’I’L, k) = Ua,ﬁ(na k‘)H(TL, k)
est telle que (UygH) = HB(c - p(n, k); 5 - q(n, k)).

Rappelons aussi que les facteurs Wp , sont des doubles suites de terme général

k
(4.20) W (n, k) H Bi +7)-
Ils sont tels que, pour toute hyperbinomiale H = HB(p(n, k); q¢(n, k)), la double
suite (WgH) de terme général
(W H)(n, k) = Wg(n,k)H(n, k)
est solution de HB(p(n, k); (Bk +v)q(n, k)).

e Le fait que U, g(n, k) soit le produit de deux puissances rend aisé I’établisse-
ment des rapports. Si on écrit U pour U, g avec a et 3 # 0, alors

(4.21) (U®h)(x,t) = hlaz,pt/a),
(4.22) (U H)(z,t) = H(az,pt/a),
(4.23) Uomi(t) = a"Hi(Bt/a)
(4.24) W) = (8/a)Hi(ax),
(4.25) W) = (5/a)H(az).

e Pour la suite H,, qui est une somme sur k, on a un rapport simple lorsque
a = 3. Dans ce cas, si on écrit U pour le facteur admissible U, , alors on
a(UH), = a"H,.

e Si on dénote W = Wp,, alors, puisque les fonctions génératrices de
colonnes sont des sommes sur k, on a pour H = HB(p1n + p2k + p3; q3)
(4.26) (Wh)i(z) = W(n,k)hi(z),

(4.27) (WH)i(z) = W(n,k)H ().
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f) Produit

Si H := F x (G est un produit de doubles suites triangulaires, c’est-a-dire que
H(n,k) =Y, F(n,i)G(i, k), alors

(4.28) ha,t) = Y fo(z)GS(t),
;

(4.29) H(z,t) = Y Fix)Gi(1).

g) Equations fonctionnelles ou différentielles

Lorsque les coefficients d’une hyperbinomiale sont d’une certaine forme on peut
établir une équation fonctionnelle ou différentielle satisfaite par chacune des
fonctions génératrices. On énumere ici certaines de ces équations ou 1, désigne
lopérateur différentiel xdix.

e Soient b et b’ des constantes et {a(n)},>1 et {a’(n)},>1 des suites données.
Pour H = HB(a(n)+b-k;a’(n) +b - k) la suite des polynémes hyperbino-
miaux H(t) satisfait, pour n > 0, & la récurrence différentielle

Ln(t) = {a(n) + (a'(n) + 0')t + (b4 0't)0;: } L —1(2)

avec la valeur initiale Lo(t) = 1.

e Soient a et a’ des constantes, {b(k)}r>o et {b'(k)}r>0 des suites données
et H =HB(a-n+b(k);a’ -n+V(k)) une hyperbinomiale. La suite des
fonctions génératrices exponentielles de colonne

C xn
Hi(z) =Y H(n,k)m
n>0 '

satisfait la récurrence différentielle
d
aCk(x) = {a + b(k) + a9, }Cy(x) + {d’ + V' (k) + a'9,}Cr_1(x)

avec la valeur initiale

e’ sia=0,
Hg(x) =
_aty .
(1—azx)” @, sia#0,
ou v := b(0).
e Soit H = HB(pin + p2k + ps;an + qok + gq3). La fonction génératrice

semi-exponentielle H(x,t) satisfait a I’équation aux dérivées partielles

(a+ pt)D(z,t) = (1 — pro — qlxt)%D(az, t) — (p2 + qgt)t%D(x, t),

ona=H(1,0)=p+p3et B=H(1,1) =q1 + g2+ ¢3.
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e Soit H = HB(p1n+p2k+ps; in+aqek+q3) et hi(z) :== 30,50 H(n, k)z". La
fonction génératrice de colonne hf,(x) satisfait, pour k > 0, & la récurrence
différentielle

(1 = (p1 + p2k + p3)x — przdy)ep(z) = (1 + 2k + g3)x + qrzdg)cp—1(z).

4.3 Solutions par Prolongement

Dans cette section on obtient les fonctions génératrices Hf(x) et H(x,t) en
trouvant d’abord la solution de leurs équations fonctionnelles dans les cas les
plus simples et ensuite en prolongeant ces solutions. Notons que plusieurs de ces
solutions ont d’abord été trouvées par les méthodes de calcul formel développées
dans [BP] et [SZ].

Lemme 4.3.1 (Valeurs initiales) Soit H = HB(an + p(k);q(n,k)) et soit
B=p(1) = p(0), v =p(0) et ¥ = q(1,1).

e Pour la suite de fonctions génératrices {Hy(x)}r>0 définie par
xTL
C
Hi(z):= Z H(n, k)ﬁ
n>0
on a la valeur initiale

e sia=0,

(4.30) Hi(x) = { (1—az)" %, sia 0.

o Sia+v=0 ety #0, alors évidemment Hi(x) =1 et de plus

x, sia=0cet =0,
1 Br : _
1 e 1), sta=0 et 0,
(4.31) —HS(z) = ’il( ) . o7
P —log(l —ax), sia#0et3=0,
%{(1—aw)_5/a—1}, sta#0 et f#0.
Preuve.

e La série formelle H§(x) satisfait I’équation différentielle ordinaire a vari-
ables séparées

(4.32) d(/?;g) = 1a—+0733d z,

HS = .
§(z) = exp </0 T audu)

(C(0) = 1),

ainsi
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Lorsque o + v = 0, alors puisque H(1,0) = «a + 7, on a évidemment
H§(z) =1 et Hf(z) satisfait I'’équation différentielle non-homogene

(4.33) difo(x) _ (5 4 aa;%> Hi(z) + H(1,1).

Or, plutot que de résoudre directement cette équation, il est plus simple
d’utiliser la proposition 1.5.10 qui donne le rapport entre les fonctions gé-
nératrices de H et de Hy et H, les deux parts de son partage. Rappelons
que pour une hyperbinomiale B = HB(p(n,k);q(n,k)) , on a le partage
en deux parts

B(n,k) = B(1,0)By(n — 1,k) + B(1,1)Byg(n — 1,k — 1) + x(n = k = 0)
ou B, et By sont les hyperbinomiales

B, = HB(p(n+1,k);q(n+1,k)),
By = HB({pn+1,k+1);q(n+1,k+ 1)),

et, par la proposition 1.5.10, on a

(@39 - Bi() = BOLO)(B() + B (B (x).
Ainsi on a .
(4.35) H(z) = H(1,1) /0 (H)§(u)d u,

Hg=HB(an+p(k+1) +a;q(n+ 1,k + 1))

et on calcule (Hg)G(u) avec la premiere partie du lemme.

Lemme 4.3.2 Pour l’hyperbinomiale H = HB(an+Bk—a; 1) on a les fonctions

génératrices

He(x k
(4:36) i) = T
(4.37) H(x,t) = i@

Preuve. Lorsque k = 0 les deux membres de (4.36) valent 1 car H(n,0) = x(n =
0). Pour k > 1, Hi(x) satisfait a la récurrence différentielle

(4.38)

(1 — o) - Hi(2) = B Hi(x) + HEy (2),
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et en particulier, en posant k = 1, H{(x) satisfait

(4.39) (1-— a:p)%Hf(aj) =B Hi(z) + 1.

Pour vérifier (4.36) on doit montrer que son membre droit satisfait '’équation (4.38).

Or,

Sl k oy k—1
(4.40) (1— ax)%Hlk(;! S - ax)%%Hf(m)
Hi(x)"'
He(x k He(x k—1
(4.42) Bk 1}{(:! ) + (2(_)1)! .

La démonstration de ’équation (4.37) est alors assez directe :

H(xz,t) = Z HE ()t

k>0
-y {t- Hf(z)}"
k>0 k!
(4.43) = @),

Lemme 4.3.3 Soit H = HB(p(n,k);1) et B = HB(p(n,k);q(k)). Pour B on
a les fonctions génératrices de colonnes

k
(4.44) Bi(z) = Hi(z) [T a(4).
j=1

Preuve. Soit Q(k) = H§:1 q(k), avec Q(0) = 1. Si on fait le produit de
Hadamard de H et @ on obtient? B, c’est-a-dire que B(n,k) = Q(k)H (n, k).
Ainsi,

Bi(z) = > B(n, k)%

= QB Hk
= QL)

2Voir le lemme 2.3.2.
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Lemme 4.3.4 Soient H = HB(an + p(k) — a —v;q(k)), ot v = p(0), et B =
HB(an+p(k);q(k)). Pour H et B on a les relations entre fonctions génératrices

(4.45) Bi(z) = Bg(x)Hi(z),
(4.46) Bla,t) = BS(z)H(z,t).

Preuve. On remarque d’abord que la formule (4.46) se déduit directement
de (4.45)

B(z,t) = Y (HB)j(x)t"

k
(4.47) = Bi(x)> Hi(x)t"
k

= B§(x)H(z,t).

Pour démontrer la proposition on montre que les deux membres de ’équation (4.45)
satisfont a la méme équation différentielle avec les mémes conditions initiales.
Pour les valeurs initiales, on a B} (0) = x(k = 0) pour le membre gauche de (4.45)
et

Bi(0)Hj(0) = x(k = 0)x(k = 0) = x(k = 0)

pour le membre droit.
Ensuite Bf(x) satisfait I’équation fonctionnelle

(148)  (1—aw) " Bi(e) = (o + p(k) By(x) + a(k) B (x),

tandis que Hf(x) et Bf(x) satisfont respectivement

(4.49) (1- aw)iHﬁ(iﬂ) = (p(k) =M Hj(x) + q(k)Hj_y (2),

dx
450 (1- am)%Bﬁ(:p) — (o +7)B(a).
Or,

d C C C d C

(1 — az)—— (By(x)Hk(2)) = Biz)(1 — az)——Hi(z)
(4.51) +HE)(1 — am)%BS(m)
= (a+p(k))Bj(z)Hi(z)

(4.52) +q(k)B§(2)Hi—1 (),

ainsi B(z)Hf (x) satisfait aussi '’équation (4.48). O
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Théoréme 4.3.5 Soient H = HB(an+Bk—a;1), B = HB(an+ Sk+y; pk+1)
et G = HB(¢n + ;1). Pour B on a la fonction génératrice de colonne

C

k
(4.53) Bi(x) = H (67 +¥)
7j=1

et la fonction génératrice semi-exponentielle
(4.54) Bla,t) = Bj(x) - G (t- Hi(x)).

Explicitement, si Q(k) = Hle(qﬁj + ), alors la fonction génératrice exponen-
tielle de colonne Bf(x) est égale a

(4.55) Q(k‘)a:k%ew, sia=0cetf=0,

(4.56) Q(k )#ew{eﬁx—l}k, sia=0etf 0,

(4.57) Q(k)(1 — a:n)_&w logh(1 —az), sia#0etf=0,

(4.58)Q(k)(1 — aw)_%ﬂﬁ fi-a- aa;)—“T”}k, sia#0 et B#0.

De plus, les fonctions génératrices B(x,t) sont données par

(4.59) eV sia=0,p=0et =0,

(4.60) ew(l - qﬁath#, sia=0,0#0 et =0,

(4.61) e exp — ( ) sia=0,¢=0et[#0,
_otv

(4.62) evm(1+%( ﬁm)) T sia=0,04£0etf£0,

(4.63) 1-az) % (1—ar)s, sia#0,6=0cetB=0,

ﬂ

(464{)1—a$)__<1——10g1—0zx> ’ sia#£0,¢#0et =0,

(4.65)(1—az) = ezp (Qét (1-(1—az)™ )) sia#0,¢=0etf 0,
_ot+y

(4.66)(1 — az)~ & <1+ (Zt(l—aa:)§> T sia£0,040et 84O,

Preuve. Pour démontrer (4.53) on applique les lemmes 4.3.2, 4.3.3 et 4.3.4.
Pour (4.54), par le lemme précédent on a

B(z,t) = B§(z)H'(z,1t),
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ou H' = HB(an + Bk + v; ¢k + ). Or, puisque

k
= [ (05 +v) = G(k,0),

Jj=1

on a

H'(z,t) = Z(H/)z(:n)tk

k>0
(par le lemme 4.3.3) = Z Q(k)HE (x)t*
k>0
c k
(par le lemme 4.3.2) = Z Hl]ff) tk
k>0
_ ZGkO{t Hi(z)}*
k>0 k!
S G )
n>0 7 n!

= G (tH{(z)).

Les autres énoncés sont faciles a obtenir en utilisant les lemmes précédents. 0O

Exemple 1. Pour ’hyperbinomiale des nombres de Stirling de seconde espece
S =HB(k;1) on a

T _q k
(4.67) sy =
(4.68) S(z,t) = €1,
et en plus
(4.69) S(x,1) =¥ 71

donne la fonction génératrice exponentielle des nombres de Bell.

Pour les nombres de Stirling de premiere espece sans signe ¢ = HB(n —1; 1),
signés s = HB(1 — n;1) et pour les nombres de Lah L = HB(n + k — 1;1) on
obtient respectivement

O k — X
(4.70) o () = 1g(}+) @) = (1 — 2)~":
— 10 k X
(4.71) si(x) = %, s(z,t) = (14 )"
k

xt

L(z,t) =el-=.

(4.72) (2) = m
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4.4 Autres Fonctions Génératrices

Pour certaines hyperbinomiales particulieres on peut encore trouver la fonction
génératrice double H(z,t). Dans ce qui suit on énumeére les cas pour lesquels
nous avons des résultats explicites et on termine avec des résultats sur deux
autres types de fonctions génératrices.

1. Pour les nombres eulériens A = HB(k + 1;n — k), il est bien connu que

1-t¢

et pour Max = HB(2k + 2;n — 2k + 1) on trouve® dans [ENT] et [HAC]

t—1
(4.74) Max(x,t) = cos 2 (a:\/t — 1 + arctan

1
Vit — 1) '
On généralise ces deux derniers exemples dans un article a paratre.

2. On peut avoir sous forme close la fonction génératrice Alt(x,t) pour toute
les hyperbinomiales alternées*. Par exemple, pour Alt = HB(—an + 2ak +
a; bn — 2bk + 2b) on peut montrer que

1— bat

3. Avec le rapport par réflexion
H(z,t) = (pH)(t,1/1)

et les résultats de la section précédente on peut déduire la fonction génératri-
ce double des hyperbinomiales de la forme

H = HB(¢pn — ¢k + ;an + Bk + 7).

Par exemple, pour les coefficients des polynomes de Bessel, Bes = HB(1; n+
k—1)on a (pBes) = HB(2n — k+ 1;1) et

(pBes)(z,t) = (1 — 2x)_1/2exp (—t (1 — 233)—1/2)

de sorte que

o172 _
Bes(z, £) = (1 — 2zt)~/%exp <(1 2urt) 1) |

3Max(n7 k) est le nombre de permutations de S, présentant £ maximum , un maximum
étant un m tel que o(m — 1) < o(m) > o(m + 1).
4Voir la définition 3.4.1.
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4. Dans la section 1.2 on a montré que pour ’hyperbinomiale H = HB(an +

¢;bn + d) on a les polynoémes hyperbinomiaux

n

H(t) = [[{®j + d)t + (aj + )},
j=1

or
H(x,t) = Z HE (t)z"™ /n!
et pour G = HB(an + ¢+ (bn + d)t;1) on a G(n,0) = H'(t) de sorte que

H(z,t) = Gg(),

et par les résultats de la section précédente on obtient

_ (a+bt)+(c+dt)

H(z,t) = (1 — ax — bxt) atbt

Par exemple on a vu que ’hyperbinomiale multiple M = HB(an + bk +
c;ran — rbn + rbk + rc) a son terme général qui ne dépend pas de b de
sorte qu’elle satisfait aussi a la récurrence HB(a, 0, c;ra,0,rc), on a alors
la fonction génératrice

M(z,t) = (1 —ax — razt) "L

. Soit G, (t)(H) := Y H(n — k, k)tF et

(4.76) gn(H) =Y _H(n —k,k).
k

Pour H = HB(pin + p2k + p3; an + q2k + ¢3), la fonction génératrice
Gy (t)(H) satisfait a la récurrence différentielle

Gn(t) = {(pin+p3)+ (2 — q1)0}Gn_1(t)
(4.77) +t{q1(n — 1) + g2 + g3 + (g2 — q1)9:}Gn—2(t) + x(n = 0),

et elle est une récurrence ordinaire lorsque p; = ps et g1 = go.

Ainsi, pour B = HB(pin + p1k + ps; an + g1k + q3), G (t)(B) satisfait la
récurrence

Gn(t) = (pin + p3)Gn-1(t) + (@11 + g3)tGr—2(t) + x(n = 0),
et, par (4.76), on a aussi

(4.78) gn(B) = (p1n + p3)gn-1(B) + (11 + ¢5)gn—2(B) + x(n = 0).
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Mentionnons ici que ’on ne dispose pas de méthode générale pour résoudre
ce dernier type de récurrences. Toutefois, on peut trouver® la solution si
elle est hypergéométrique.

Par exemple, pour les binomiaux B = H(1; 1) la récurrence (4.78) devient
(4'79) gn(B) = gn—l(B) + gn—2(B) + X(n = O)

qui est aussi satisfaite pour les nombres de Fibonacci {F}, },>0 de sorte que
I’on retrouve

(4.80) 3 (” B k) = F,,

et de méme ]

T 1ot
6. Soit H = HB(p1n+p2k+p3; qin+qek+qs) et hi(v) := 32, >0 H(n, k)2". La

fonction génératrice de colonne hf (x) satisfait, pour k > 0, & la récurrence
différentielle

Gn(t)(B)

(1 = (p1 + p2k + p3)x — prady) by (v) = ((q1 + g2k + g3)x + Q) by (7).

Cette récurrence différentielle revient a une récurrence ordinaire si p; =
¢1 = 0. Ainsi, pour B = HB(d2k + ds; d5k + df), b (x) satisfait

(4.81) (1 — dokz — d32)bf.(z) = (dok + ds)xbf_1 (z) + x(k = 0).

En posant k£ = 0 dans (4.81) on trouve la valeur initiale

1
4.82 ¢r) =
(1.82) b(e) =
et pour k > 0
U !
(4.83) ba) = —BETT e

T 1 — (dok + d3)z
et de la il vient la solution
k

k
(4.84) bj,(x) = 2" [ [ (dyi + d5) [T [1 = (daj + da)z] "
i=1 j=0

Par exemple, pour les binomiaux B et les Stirling de seconde espece H on
a respectivement

k a;k
(4.85) bi(z) = xkjl;[(](l —a) = (1 — z)F+1’
k b . oN—1 a:k
(4.86) hj(x) = = jl;[o(l—jx) :(1_33)(1_2%)'”(1_@;).

SVoir [PET 90] et [PET 92].
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4.5 Détermination de Termes Généraux

Si on connat au moins une fonction génératrice pour une hyperbinomiale H
donnée il est souvent possible de déterminer son terme général H(n,k). On
donne ici les étapes pour trouver le terme général de la solution de HB(Sk +
v; ¢k + 1) a l'aide de la fonction génératrice Hf(x). Pour les autres fonctions
génératrices trouvées pour d’autres hyperbinomiales il suffit de procéder de la
méme maniere.

Rappelons que pour H = HB(Bk + ; gbk‘ + 1) on a

Zan

n>0
Q(k)wk—’jew, siB=0,
Qu)er {_eﬁ;—l }k sif#0
ot Q(k) = [Tj—1(45 +¢).

Pour trouver H(n, k) il suffit d’identifier le coefficient de =" /n! dans Hf(x).
Ainsi, lorsque =0 on a

Hw k) = Q) [D] e
k

n! | k!
— n'i'( )[xn—k]eﬁm
k
= 4 <Z> [1(65+v)
j=1
Lorsque 5 # 0 on trouve que
i k 1 -1
= [[(¢5+v)- Z ,5k(5j+7)”-
i=1 =0

On aurait aussi pu utiliser la fonction génératrice ordinaire de colonne h{ (z)
qui a, dans ce cas, une forme close qui s’exprime sous forme d’une fonction
rationnelle en z. A partir de 1a il aurait suffit de développer cette fonction
rationnelle en fraction partielle tout comme dans ’exemple donné par [WIL]
pour les nombres de Stirling de seconde espece.

Exemple 2. Soit H = HB(k+2;1). Dans cet exemple on donne quatre fagons
de trouver et d’exprimer le terme général H(n, k).
Tout d’abord, par la formule générale donnée a la section 1.6, on a

H(n,k):Zﬁ (oj +7+2),

A j=1
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la somme étant faite sur tout les ensembles A = {aq,...,anp_r} C {1,...,n}
avee o < Q1.
En faisant le partage® de H en deux parts on trouve que pour n,k > 0

H(n,k) =S +2,k+2)— Sn+1,k+2),

ou S désigne les nombres de Stirling de seconde espece.
Par ailleurs, par un produit” convenablement choisi on obtient

Hin k) =27 (7)5(.7‘, ).
J J
Finalement avec les fonctions génératrices on a

k k—j YO
o (EDF(ERA+))
Hn k) = 2 =iy

4.6 Suites de Sheffer

Bien souvent, lorsque ’on recherche des exemples d’hyperbinomiales, il vaudra
mieux regarder du coté des suites de polynémes {p,(t) }n>0 avec deg p, = n que
I’on comparera avec les suites de polynomes hyperbinomiaux via leurs fonctions
génératrices exponentielles.

Dans cette section on considére la famille des suites de polynémes de Sheffer®
qui fournit, comme cas particuliers, plusieurs cas de polynémes hyperbinomiaux.

Définition 1. On dit qu’une suite de polynomes {sy,(t) }n>0 est suite de Sheffer
si, et seulement si sa fonction génératrice est de la forme

xTL
sn(t) = = A(x)e'P®),
1%‘; n!

ot A(x) est une série formelle possedant un inverse pour la multiplication et B(z)
une série formelle possedant un inverse pour la composition que 'on désigne
respectivement par 1/A(x) et B(x), c’est-a-dire que

Alz) = Ao+ Aw+ Aga® + -+, (A #0),
B(z) = Bix+ Boa?+---,(B1 #0).

5Voir la section 1.5.
"Voir la section 1.1.
8Voir [MR], [ROM], [RR], [SHE 39] ou [SHE 45].
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Proposition 4.6.1 Soit H = HB(pin+ p2k + ps; gin+ g2k + q3) une hyperbino-
miale a coefficients polynomiauzx du premier degré avec H(1,1) # 0. La suite des
polynémes hyperbinomiauz {H.(t)}n>0 est une suite de Sheffer si, et seulement
St

(4.87) q=q2=0.

Preuve. Par les résultats de la section 4.2 on a vu que pour H = HB(pin +
pok + ps3;q3) on a la fonction génératrice

H(z,t) = Hg(x)exp(tGi(r))

ou G = HB(pin + p2k — p1; q3) de sorte que la condition (4.87) est suffisante.
Si on suppose que

H(z,t) == A(z)exp(tB(z)) = Y A(z)t" B (z)/k!,
k>0
alors A\ B
Hi(@) o= (1) e, 1) = ZOTE),

de sorte qu’il est nécessaire que A(z) = Hi(z) et B(z) = gi—gg ou encore

H1($)>

(4.88) H(x,t) = Hi(z)exp < He(z)

Par ailleurs, pour H = HB(pin+ p2k + ps; 1n+ g2k + ¢3) la fonction génératrice
H(z,t) doit satisfaire a I’équation différentielle

0 0
(H(1,0) + H(1,1)t)D(x,t) = (1 — p1z — qlxt)%D(x, t)— (p2+ qgt)tmD(x, t).
Ainsi, en remplacant le membre droit de (4.88) dans 1’équation différentielle pré-
cédente on obtient, apres simplification et identification du coefficient de 2, la
condition nécessaire

i (H () - F () — H () - H ()} = o H§ () H (),

et en identifiant le coefficient de x dans cette équation on obtient ¢go H(1,1) =0
d’olt la condition ¢a = 0 puis en prenant celui de 22 on doit aussi avoir ¢; = 0.
O
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