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RESUME

Ce travail se divise en quatre parties.

Dans le premier chapitre, nous proposons une approche combinatoire uni-
fiée des nombres de Stirling de premiére et de deuxiéme espéces, en termes
de tableauz 0-1. Un tableau 0-1 consiste essentiellement en un remplissage des
cases d’un diagramme de Ferrers avec des “0” et des “1”, en exigeant qu’il y ait
exactement un “1” dans chaque colonne. Les parametres nombre d’inversions
et nombre de non-inversions, égaux au nombre de “0” apparaissant en dessous
(respectivement au-dessus) des “1” dans les tableaux 0-1, permettent d’obtenir
des modeles combinatoires des g-nombres de Stirling ainsi qu’un p, g-analogue
de ces nombres, en considérant la distribution conjointe des inversions et des
non-inversions.

L’objet du premier chapitre est de montrer que les tableaux 0-1 constituent
un outil combinatoire & la fois naturel et précieux pour 1’étude des nombres
de Stirling des deux espéces, ainsi que de leurs g et p,g-analogues. Pour ce
faire, nous exhibons plusieurs identités sur ces polynémes (certaines nouvelles,
d’autres déja connues) et nous les démontrons combinatoirement & l'aide de
cette interprétation. Il se trouve que dans la plupart des cas, les démonstrations
sont remarquablement simples et élégantes, et mettent bien en valeur la dualité
qui existe entre les nombres de Stirling de premiere et de deuxiéme especes.

Le chapitre 2 est consacré & des généralisations des nombres de Stirling,
suggérées par le modele combinatoire des tableaux 0-1.

La premiere généralisation consiste & restreindre les longueurs de colonnes
admises dans les diagrammes de Ferrers, et & remplacer le p, g-comptage du
remplissage de colonnes par une pondération sur les colonnes. Les familles
obtenues sont appelées 2A-nombres de Stirling, et sont aussi générales que les
fonctions symétriques élémentaires et homogenes. Le cas particulier des nom-
bres de Stirling a, d-progressifs, ol les longueurs des colonnes sont restreintes &
une progression arithmétique {a + id};>0, permet d’obtenir plusieurs familles
de nombres et de polynémes connues, et vaut la peine d’étre étudié plus en
détails. Nous lui consacrons une section du chapitre 2.

La seconde généralisation consiste & remplacer les tableaux 0-1 par des
tableauz 0-1 faibles, remplissages de diagrammes de Ferrers avec des “0” et
des “1”, de telle sorte qu’il y ait au plus un “1” par colonne. Les familles
de polyndmes obtenues, appelées nombres de Stirling partiels, apparaissent na-
turellement dans le p, g-analogue de formules de convolution de W. Chen [Ch]
et L. Verde-Star [VS], présentées dans le chapitre 1. De plus, le modele combi-
natoire de tableaux 0-1 faibles, enrichi de colorations, apparait comme modele
combinatoire alternatif pour les nombres de Stirling a, d-progressifs, et s’avere
gtile dans les démonstrations combinatoires de certaines identités sur ces nom-

res.
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Dans le chapitre 2 donc, nous relevons les identités du chapitre 1 au niveau
des différentes généralisations considérées. Un modele combinatoire des nom-
bres de Stirling partiels (respectivement a, d-progressifs) en termes de permu-
tations (colorées) & cycles marqués et de partitions partielles (colorées) est
introduit, généralisant les modéles combinatoires classiques en termes de per-
mutations et de partitions ensemblistes des nombres de Stirling usuels et de
leurs ¢ et p,g-analogues. Nous considérons également les propriétés de p, g-
concavité logarithmique des différentes familles de polynémes obtenues.

Le chapitre 3 traite de certains aspects combinatoires des polynémes or-
thogonaux de Charlier et de leurs g-analogues, dont les moments sont respec-
tivement les nombres et les g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce, soient

v =3 8(nk)ak, et v =" Soln, klak.
k=0 k=0

Nous démontrons principalement de maniere totalement combinatoire, en uti-
lisant des involutions préservant les pondérations mais inversant les signes,
I’orthogonalité des polynémes de Charlier et de leurs g-analogues. Nous établis-
sons plus généralement la série génératrice des coefficients de linéarisation des
polynémes de Charlier, ainsi que quelques résultats partiels et conjectures sur
les coefficients de linéarisation des g-polyndmes de Charlier. Nous utilisons pour
ce faire des interprétations combinatoires des classes de polynémes considérées
en termes de permutations partielles pondérées, et des interprétations de leurs
moments en termes de partitions ensemblistes, g-comptées selon les parametres
nombre d’inversions (inv(w)) ou nombre de non-fermetures (rs(r)).

Finalement, le chapitre 4 fournit une démonstration bijective, utilisant les
chemins de Motzkin valués (cf Francon et Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], et

Viennot [Vil]), du fait que les g-polynémes de Laguerre, notés Ln‘fg (z), dont
les moments sont

p) =(a+1)(a+1+qg)...(a+1+g+...4+¢"7Y),
satisfont la récurrence linéaire & trois termes
Lff-?hq(m) = (z—¢"([nlg+ a+ [n+ 1]g)) L) (z) — " nlg(a+ [n]q)Lff‘_)l,q(z),

(@)
lq

Selon la théorie combinatoire des polyndmes orthogonaux généraux déve-
loppée par X.G. Viennot [Vil], ce résultat repose sur le fait qu’'une certaine
statistique “lag” sur les histoires de Laguerre est Mahonienne, c’est-a-dire
qu’elle a méme distribution que les inversions ou que l'indice majeur sur les
permutations.

Pour montrer ceci, nous utilisons une bijection de D. Foata et D. Zeilberger
[FoZ3] entre les permutations de ’ensemble {1,2,...,n} et les histoires de La-
guerre de longueur n. Nous rappelons d’abord la trés ingénieuse construction

avec conditions initiales Lg”‘q) (z)=1let L) (z)=z—a—1.
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bijective, définie directement par D. Foata et D. Zeilberger, en la décomposant
en quatre étapes. Nous montrons ensuite comment la statistique “lag” sur les
histoires de Laguerre, correspondant aux coefficients de la récurrence linéaire
3 trois termes ci-dessus est transportée, via cette bijection, sur une statistique
dont il n’est pas évident & priori que ce soit exactement le nombre d’inversions
des permutations. Nous obtenons également de nouvelles statistiques sur les
permutations et les partitions ensemblistes, ayant méme distribution que le
parameétre “nombre d’inversions” sur ces objets, via une seconde bijection clas-
sique entre permutations et histoires de Laguerre, due & J. Francon et X.G.
Viennot [FrVi].

Nous terminons en esquissant une théorie combinatoire générale des g-
analogues des cinq classes de polynémes orthogonaux de Sheffer, soient les
g-polynémes d’Hermite, de Charlier, de Laguerre, de Meixner et de Meixner-
Pollaczek.
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NOTATIONS DES ENSEMBLES

N={0,1,2,...},

N* ={1,2,3,...},

GF(q) = le corps & ¢ éléments,

N[g] = les polynémes en ¢ & coefficients dans N,

N[p, q] = les polynémes en p et en g & coefficients dans N,

“1{1,2,...,n} sineN,

Fiz(p; E) = Fiz(p)= lensemble des points fixes d’une application
p: E— FE,

S, = les permutations de [n],

6&(n, k) = les permutations de [n] en k cycles disjoints,

&(n,l, k)= les permutations sur [n] en k cycles dont I sont marqués,
Supp(o)= le support de la permutation o,

CYCLE(oc)= ensemble formé des cycles de la permutation o,
CYCLE(g) = Ui.°=1 CYCLE(o;), ou 01,09,...,0k sont des permutations.

C(A,)= les permutations partielles (E, o) sur I’ensemble A,
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C(A,, k)= les permutations partielles (E, o) sur ’ensemble A,, telles que
o se décompose en k cycles disjoints,
INV[n]= ensemble des involutions sans points fixes sur [n],

P(An)= les partitions de ’ensemble A,

L(m(w)) = {i | m; est la premitre occurence de l’entier j, 1 < j < k, en

lisant le mot m(n) de gauche & droite }

R(m(m)) = {i | m; est la premiere occurence de l'entier j, 1 < j < k, en

lisant le mot m(w) de droite & gauche }

Supp(m;) = Ucen, Supp(c), olt m; désigne un bloc d’une partition 7 sur
I’ensemble CYCLE(g),

PP(n,l, k)= les partitions partielles (E;7) de [n] en k blocs telles que
Bl =1,
EC’(Q) =£C(n1, nz,... nk)

={(B.2)im) = (B1,0), (Br,02) -, (B, 03) ;) |

(E;,0;) € C ({i} x [n:]), et 7 est une partition

k
de l'ensemble CYCLE(g) = | C’YC’LE(U,-)}.
=1
P(h,7) = {A | A = (\1,-..,k) est un partage dont le diagramme de
Ferrers est inscrit dans un rectangle de base h et de hauteur 7},

Pd(h,r) = {\| A € P(h,r) et toutes les colonnes du diagramme de Ferrers

de forme )\ sont de longueurs distinctes },
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T(h,r) = {¢ = (A, f) | ¢ est un tableau 0-1, A = (Ay,...,Ax) possede au

plus h parts (non nulles) et A\; = r},

Td(h,7) = {¢ = (A, f) | ¢ € T(h,r) et le diagramme de Ferrers de A

contient des colonnes de longueurs deux & deux distinctes},

C(n) = {p=(\f) | p est un tableau 0-1 et le diagramme de Ferrers de A

a la forme d’une colonne de longueur n },

T2™(h,r) = {¢ = (A, f) | ¢ € T(h+ m,r) et les colonnes de ¢ sont de

longueurs supérieures ou égales & m},

Tdz™(h,r) = {o = (\, f) | ¢ € Td(h+ m,r) et les colonnes de ¢ sont de

longueurs supérieures ou égales & m},

T%%(h,r) = {¢ = (\, f) | ¢ € T(a+hd,r) et dont les longueurs des colonnes
font partie de I’ensemble {a,a + d,a + 2d,...,a + hd}},

Td*4(h,r) = {@o = (\, f) | ¢ € T*%(h,r) et le diagramme de Ferrers de A

contient des colonnes de longueurs deux & deux distinctes},
Fy(h,r) ={p= (A, f) | ¥ est un g-tableau et A € P(h,r)},
Fdy(h,7) = {p= (A, f) | ¥ est un g-tableau et A € Pd(h,r)},

Fy(h,r) = {p = (A, f) | ¥ € Fy(h,r) et aucune colonne du diagramme de

Ferrers de forme A n’est remplie exclusivement de “0”},

Fdi(h,r) = {p = (\,f) | ¥ € Fdg(h,r) et aucune colonne du diagramme

de Ferrers de forme A n’est remplie exclusivement de “0”},
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T'A(h, r) = {¢ | ¢ est un A-tableau, contenant r colonnes dont les longueurs

sont prises dans le multi-ensemble {ag,a1,...,ar}},

TdA(h, r)={¢| e TA(h, 1) et ¢ posséde des colonnes de longueurs deux

& deux distinctes},

Ty(h,m) = {¢ = (A1, f) | ¢ est un tableau 0-1 faible, A possede au plus h
parts (non nulles) et [ =r},

Tdg¢(h,r) = {¢p = N1, f) | ¥ € Ty(h,r) et 9 possede des colonnes de

longueurs deux 3 deux distinctes},

Ty(h,r,8) ={v =\, f) | ¥ € Ts(h,r) et ¢ contient s colonnes remplies
de “0”}’

Tdg¢(h,r,s) = { = (ML f) | v € Tdg(h,r) et ¢ contient s colonnes

remplies de “0”},

Tfc(h,7) = {(¥,7) | (¥,7) est un tableau 0-1 faible coloré tel que 9 est
dans ensemble T¢(h,r)},

Tdsc(h,7) = {(¥,7) | (¥,7) est un tableau 0-1 faible coloré tel que ¢ est
dans ensemble T'dy(h,7)},



INTRODUCTION

L’étude des g-analogues de suites de nombres ou de polynémes classiques
est un domaine de recherche en pleine évolution. De nombreux articles parais-
sent chaque année dans la littérature & ce sujet, dont le premier fut écrit par

F.W. Jackson [Ja] en 1910.

La propriété des g-analogues la plus intéressante du point de vue combina-
toire est la suivante: si une suite {ax(g)}x>0 de polyndmes & coefficients entiers
positifs en la variable ¢ est un ¢g-analogue d’une suite combinatoire d’entiers

positifs {ak}k>0, alors ax(1l) = ak, pour tout k € N.

Ainsi, on définit habituellement le g-analogue des entiers naturels par

—_nn

1 _ n—1 :
[n]q={—-—q—1_q—1+q+...+q , sin>1, 0.1)

0, sin=0.
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L’approche qu’utilisent les combinatoriciens aux g¢-analogues consiste &
trouver un parametre par(a) sur des objets a € A,, ol |A,| = an, de telle

sorte que
[Anlg = )" ¢7*"@ = a.(g). (0.2)
a€A,
Par exemple, en choisissant par(k) = k—1 comme statistique sur les entiers
k € [n] ={1,2,...,n}, on obtient une interprétation combinatoire de la suite

de g-analogues des entiers naturels {[n]q}n>0-

Dans ce travail, nous nous intéresserons plus particulierement aux g-analo-
gues des nombres de Stirling de premiere espéce (sans signes), notés cq[n, k), et
de deuxitme espéce, notés Sg[n, k], introduits par H-W. Gould [Gou] en 1961.

Ces suites de polyndémes satisfont les récurrences suivantes:

cqln+ 1,k + 1] = cq[n, k] + [nlgcq[n, k + 1], (0.3)
Sgln+ 1,k + 1] = Sg[n, k] + [k + 1]4Sq[n, k + 1], (0.4)

avec conditions initiales ¢;[n,0] = 6,0 = Sq[n, 0], et ¢4[0, k] = do,x = S4[0, k].

Dans le premier chapitre, nous proposons une approche combinatoire uni-
fiée des nombres de Stirling de premitre et de deuxiéme espéces, en termes de
tableauz 0-1. Un tableau 0-1 consiste en un couple ¢ = (A, f), ot A = (A1 >
A2 > ... > Ag) est un partage d’un entier m = ||, et f = (fij)1<j<x; est un
“remplissage” des cellules du diagramme de Ferrers de forme A correspondant
avec des “0” et des “1”, de telle sorte qu’il y ait exactement un “1” dans chaque

colonne.

Par exemple, la figure 0.1 illustre le tableau 0-1 ¢ = (A, f), ol A =
(8,7,6,2) et fis = fir = fis = for = fos = fao = faa = fase = 1, fi; =0
ailleurs (1 <7< As).



FIGURE 0.1: tableau 0-1 ¢

Les parametres nombre d’inversions, inv(p), et nombre de non-inversions,
nin(y), égaux respectivement au nombre de “0” apparaissant en dessous (res-
pectivement au-dessus) des “1” dans @, permettent d’obtenir des modeles com-
binatoires des g-nombres de Stirling, de méme qu’un p, g-analogue de ces nom-
bres, en considérant la distribution conjointe des inversions (variable ¢) et des

non-inversions (variable p).

Plus exactement, si T'(h,r) désigne ’ensemble de tous les tableaux 0-1
(A, f) tels que le nombre de parts non nulles de A est au plus égal & h, et
que la premiére part de A est exactement égale & r, pour h > 0, r > 0 (au
point de vue graphique, un tableau 0-1 dans ’ensemble T'(h, ) posséde exacte-
ment r colonnes de longueurs (non nulles) plus petites ou égales & h), et si
Td(k,r) désigne le sous-ensemble de T'(k, r) contenant les tableaux 0-1 dont les

longueurs des colonnes sont deux & deux distinctes, alors

Cq [n’ k] = Z qu(‘p)a (05)
p€Td(n—1,n—k)
Sqln k= Y ™) (0.6)
p€T(k,n—k)
cp’q [n, k‘] E Z pnin(‘P) qinv(‘l"), (0-7)
p€Td(n—1,n—k)
et Spln, k] = Z prin(e) ginvie), (0.8)

p€T(k,n—k)
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Les tableaux 0-1 ont été introduits par P. Leroux dans [Le3], pour établir
un résultat de g-log concavité conjecturé par L. Butler [But2] pour les nombres
de Stirling de deuxi¢me espece. M. Wachs and D. White [WaWh] ont été les
premiers & introduire les p, g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce comme
polyndme générateur de la distribution conjointe des statistiques d’inversions
et de non-inversions des fonctions & croissance restreinte. D’autres statistiques
et d’autres modeles combinatoires existent pour les g-nombres de Stirling des
deux espéces, notamment pour les g-nombres de Stirling de premiere espece,
le modele classique en termes d’inversions sur les permutations, et pour les g-
nombres de Stirling de deuxiéme espéce, des modeles en termes d’inversions, de
non-inversions ou d’une statistique “rs” sur les partitions ensemblistes ou sur
les fonctions & croissance restreinte (cf Milne [Mil] et Wachs et White [WaWh]),
de méme qu’un traitement combinatoire utilisant des espaces vectoriels de di-
mension finie sur le corps GF(q) de cardinalité ¢ (cf Milne [Mi2]). Mentionnons
également les modeles combinatoires en termes de placements de tours sur des
diagrammes de Ferrers, qui ont été considérés par Garsia et Remmel [GaR2],

Remmel et Wachs [ReWa), Sagan [Sad], et Wachs et White [WaWh)].

L’objet du premier chapitre est de montrer que les tableaux 0-1 cons-
tituent un outil combinatoire & la fois naturel et précieux pour ’étude des
nombres de Stirling des deux espeéces, ainsi que de leurs ¢ et p, g-analogues.
Pour ce faire, nous exhibons plusieurs identités sur ces polynémes (certaines
nouvelles, d’autres déja connues) et nous les démontrons combinatoirement &
laide de cette interprétation. Il se trouve que dans la plupart des cas, les
démonstrations sont remarquablement simples et élégantes, et mettent bien
en valeur la dualité qui existe entre les nombres de Stirling de premiere et de

deuxiéme espéces. Notre contribution en terme de nouvelles identités consiste
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en les formules (1.2.11), (1.2.14) & (1.2.17), (1.2.26), (1.2.28) & (1.2.30), (1.3.9),
(1.3.11), (1.4.6), (1.4.8) & (1.4.10), (1.4.17), (1.4.18) et (1.5.3).

Revenons briévement sur le modele combinatoire classique des g-nombres
de Stirling de premieére espece. Soit ¢ € &, une permutation de ’ensemble
[n] ={1,2,...,n}, on dira que o est ébm’te sous forme standard de produit de

cycles disjoints si o est écrite sous forme de produit de cycles disjoints, chaque
| cycle débutant par son minimum et les cycles étant ordonnés selon 'ordre
croissant des minima de cycles. La notation m(o) désignera le mot obtenu en
effacant les parenthéses dans I’écriture de o sous forme standard de produit de
cycles disjoints, et cyc(o) désignera le nombre de cycles disjoints que posséde
o. Alors,
n
ch[n, klz* = Z q™v(@) geve(e) (0.9)
k=0 e,
ou inv(c) = inv(m(o)) désigne le nombre d’inversions dans le mot m(o) =

M1My2 ... My, i.e. le nombres de couples (3, 5), 1 < i < j < n, tels que m; > m;.

Or toute permutation o € &, s’exprime également sous forme de mot,
o = 0(1)a(2)...0(n), et il est naturel de considérer la statistique “nombre
d’inversions du mot ¢”, notée inv(c), sur le groupe symétrique. La distribution

de ce parametre est bien connue (cf Foata [Fo]), c’est

[l = ) ¢, (0.10)
GGGn '
\ 1 in=0,
ot [nfg! = { o[ - - [ in> 1 (0.11)

On appelle ce genre de statistique, statistique Mahonienne, en ’honneur du

Major P.A. MacMahon [MM], qui a montré que les statistiques “indice majeur”
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et “nombre d’inversions” ont méme distribution sur le groupe symétrique et sur

toute classe de réarrangements d’un mot.

Les deux types de nombres d’inversions sur les permutations, inv(c) et
inv(o), sont utilisés dans ce travail. Nous indiquerons toujours clairement
de quel type d’inversions il s’agit, mais disons qu’en gros, les statistiques
d’inversions qui apparaissent dans les trois premiers chapitres sont celles rela-
tives aux nombres de Stirling de premiére espéce, alors que dans le chapitre 4,

il est plut6ét question de la statistique inv(o) Mahonienne.

Le chapitre 2 est consacré & des généralisations des nombres de Stirling,

suggérées par le modele combinatoire des tableaux 0-1.

La premiere généralisation consiste & restreindre les longueurs de colonnes
admises dans les tableaux 0-1 et & remplacer le p, g-comptage du remplissage de
colonnes par une pondération sur les colonnes. Plus exactement, si 2 = (A4, w),
ol A = (a;);>o désigne une suite croissante d’entiers non-négatifs (les longueurs
de colonnes admises), et w : N — K désigne une fonction de N 4 valeurs dans un
anneau K (le poids des colonnes selon leur longueur), on définit un A-tableau
comme une liste ¢ des colonnes ¢ du diagramme de Ferrers d’un partage d’entier
A (par ordre décroissant de longueur) dont les longueurs |c| apparaissent dans
la suite .4, et on pose

wy(¢) = [ ] w(lel)- (0.12)

c€P

Pour simplifier I’écriture, nous noterons w; := w(a;). Nous définissons alors les

A-nombres de Stirling

Amk) = Y w9, (0.13)

peTdA(n—1,n—k)
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et P k)= > wy(e), (0.14)
oeTA(k,n—k)

ou TA(h, r) désigne I’ensemble des .A-tableaux possédant exactement r colon-
nes dont les longueurs sont prises dans le multi-ensemble {ao, a1,...,ar}, €t
TdA (h,r) désigne le sous-ensemble de TA(h, r) contenant les A-tableaux pos-

sédant des colonnes de longueurs a; deux a deux distinctes.

Les 2-nombres de Stirling sont aussi généraux que les fonctions symétri-
ques élémentaires et homogenes. Plusieurs familles de nombres ou de polynémes
classiques apparaissent comme cas particulier, notamment les p, g-nombres de
Stirling des deux espéces, des formules de dénombrement des partages d’entiers
dont le diagramme de Ferrers est contenu dans un rectangle (cf Andrews [An]),
et le nombre de sous-espaces vectoriels (respectivement affines) de dimension k

d’un espace vectoriel (respectivement affine) de dimension n.

Le cas particulier des nombres de Stirling a, d-progressifs, ol les longueurs
des colonnes sont restreintes & une progression arithmétique A = {a + id}i>o,
permet aussi d’obtenir plusieurs familles de nombres et de polynémes connues,
et nous les étudions plus & fond. Parmi ces familles, mentionnons les coefficients
binomiaux, le nombre de sous-treillis booléens P(k) du treillis booléen P(n) (cf
Voigt [Vo]), le nombre de partitions partielles (colorées) sur n éléments, le nom-
bre de permutations (colorées) sur n éléments avec k cycles non marqués, les
nombres de Stirling non-centrés (cf Koutras [Kou)), et les nombres de Whitney

des treillis de Dowling (cf Dowling [Dow] et Leroux [Lel]).

La seconde généralisation consiste & remplacer les tableaux 0-1 par des
tableauz 0-1 faibles, remplissages de diagrammes de Ferrers avec des “0” et

des “1”, de telle sorte qu’il y ait au plus un “1” par colonne. Les familles
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de polynémes obtenues, appelées nombres de Stirling partiels, apparaissent na-
turellement dans le p, g-analogue de formules de convolution de W. Chen [Ch]
et L. Verde-Star [VS)], présentées dans le chapitre 1. De plus, le modele de
tableaux 0-1 faibles, enrichi de colorations, apparait comme modele combina-
toire alternatif aux A-tableaux pour les nombres de Stirling a, d-progressifs, et
s’avere utile dans les démonstrations combinatoires de certaines identités sur

ces familles.

Dans le chapitre 2 donc, nous étudions les généralisations présentées ci-
dessus en relevant les identités du chapitre 1 & ces différents niveaux de généra-
lités. Un modele combinatoire des nombres de Stirling partiels (respectivement
a, d-progressifs) en termes de permutations (colorées) & cycles marqués, et de
partitions partielles (colorées) est introduit, généralisant les modéles combina-
toires classiques en termes de permutations et de partitions ensemblistes des
nombres de Stirling usuels et de leurs ¢ et p,g-analogues. Nous considérons
également les propriétés de p, g-concavité logarithmique des différentes familles

de polynoémes obtenues.

Un des intéréts de ces généralisations est de mettre en valeur les différents
aspects combinatoires de ’approche des tableaux 0-1. Cela permet aussi de
voir jusqu’a quel point les propriétés des (q et p, ¢g-)nombres de Stirling peuvent

s’étendre ou non & un contexte plus général.

L’un des problémes auxquels on se heurte lorsqu’on s’intéresse aux
g-analogues est qu’en général, il n’existe pas qu’un seul bon g-analogue possi-
ble d’un objet donné. Certaines propriétés de ce dernier se généralisent & un
g-analogue mais pas & un autre. Dans ce sens, on ne peut pas dire qu’il existe

nécessairement de g-analogues “naturels”.
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Une illustration de ceci est fournie par les polynémes orthogonaux de Char-
lier. Les polynémes de Charlier {C,(,“) () }n>0 forment la classe de polynémes

orthogonaux par rapport & la suite de moments {z/r(f)}nzo, donnée par
n
vl = Z S(n, k)a®, (0.15)
k=0

ol S(n, k) désigne les nombres de Stirling de deuxiéme espeéce. Dans le chapitre
3, nous considérons la classe de polynémes {C’,(fz (z)}n>0 orthogonaux par rap-

port & la suite de moments {u,(;,‘z}nzo, donnée par
V,g?()] = ZSq[n, k]a®, (0.16)
k=0

ou Sy[n, k] désigne les g-nombres de Stirling de deuxitme espéce définis par

(0.6).

Notons que ce g-analogue des polynémes de Charlier n’est pas le g-analogue
classique que l'on retrouve dans la littérature (cf Hahn [Ha], Milne [Mi2], et
Andrews et Askey [AA]), mais plutét une version normalisée des polyndmes
d’Al Salam-Carlitz (cf Al Salam et Carlitz [AC], et Chihara [Chi]). Néanmoins,
ce g-analogue est “naturel”, puisque nous utilisons un g-analogue naturel des
moments pour ’obtenir. Cependant, comme on le verra dans le chapitre 3,
les coefficients de linéarisation de ces g-polynémes ne sont pas des polynémes
a coefficients positifs, comme le sont les coefficients de linéarisation des poly-
némes de Charlier ou de leur g-analogue classique. On a donc perdu cette

propriété des polynémes en passant au g-analogue C’T(f) (z).

Depuis les vingt-cinqg derniéres années, plusieurs mathématiciens se sont
intéressés au probléme de trouver des interprétations combinatoires pour les

coefficients de linéarisation des classes de polynémes orthogonaux classiques, et
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notamment pour les cing classes de polynémes orthogonaux de Sheffer. Citons
3 ce sujet les travaux de Even et Gillis [EG], Askey et Ismail [AI], Jackson [Jac],
Carlitz [Ca3], et de Sainte-Catherine et Viennot [dSCV] pour les coefficients de
linéarisation des polynémes de Laguerre A (z), Foata et Zeilberger [FoZ1] et
Gessel [Ge2] pour les polynémes de Laguerre généraux L (z), Godsil [God],
Azor, Gillis et Victor [AGV] pour les polynémes d’Hermite, et plus récemment,
Ismail et Stanton (non publié) et Zeng [Zen2] pour les polynémes de Charlier,

et Zeng [Zen2, Zen3] pour les polynémes de Meixner et Meixner-Polla¢zek.

Le chapitre 3 traite de certains aspects combinatoires des polynémes de
Charlier et de leurs g-analogues. Nous démontrons principalement de maniere
totalement combinatoire, en utilisant des involutions préservant les poids mais
inversant les signes, ’orthogonalité des polynémes de Charlier et de leurs g-
analogues. Nous établissons plus généralement la série génératrice des coefhi-
cients de linéarisation des polynémes de Charlier, ainsi que quelques résultats
partiels et conjectures sur les coefficients de linéarisation des ¢g-polynémes de
Charlier. Nous utilisons pour ce faire des interprétations combinatoires de
ces classes de polynémes en termes de permutations partielles pondérées, et
des interprétations de leurs moments en termes de partitions ensemblistes, g¢-
comptées selon le parametre nombre d’inversions (inv(r)) ou nombre de non-

fermetures (rs(w)).

Finalement, le chapitre 4 fournit une démonstration bijective, utilisant les
chemins de Motzkin valués (cf Frangon et Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], et
Viennot [Vil]), du fait que les g-polyndmes de Laguerre, notés L,({fg (z), dont

les moments sont

pE) = (a+D(a+1+9)...(a+1+g+...+¢"), (0.17)
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satisfont la récurrence linéaire & trois termes

L), (@) = (@ —g"([n]y + a+ [n+ 1)) L) (2) — @ n)g(a+ [nlg) L ,(2),
(0.18)

avec conditions initiales L((f‘; (z)=1let Lg?'q) (z)=z—a-1

Selon la théorie combinatoire des polynémes orthogonaux généraux déve-
loppée par X.G. Viennot [Vil], ce résultat repose sur le fait qu’une certaine

statistique “lag” sur les histoires de Laguerre est Mahonienne.

Pour montrer ceci, nous utilisons une bijection de D. Foata et D. Zeilberger
[FoZ3] entre les permutations de ’ensemble {1,2,...,n} et les histoires de La-
guerre de longueur n. Nous rappelons d’abord la trés ingénieuse construction
bijective définie directement par D. Foata et D. Zeilberger, en la décomposant
en quatre étapes. Un premier avantage de ce découpage est d’ordre pédagogi-
que pour ce que nous voulons démontrer. Un second avantage est de souligner
que les deuxieéme et quatrieme étapes de la construction reposent en fait sur des
bijections ou constructions déja connues, intervenant dans d’autres théories rel-
atives aux polyndémes orthogonaux, ce qui permet d’inscrire la bijection Foata-
Zeilberger comme le chainon manquant d’une véritable théorie combinatoire

unifiée des polynémes orthogonaux.

Nous montrons ensuite comment la statistique “lag” sur les histoires de
Laguerre, correspondant aux coefficients de la récurrence linéaire & trois termes
(0.18) est transportée, via cette bijection, sur une statistique dont il n’est pas
évident & priori que ce soit exactement le nombre d’inversions (Mahoniennes)
des permutations. Nous obtenons également de nouvelles statistiques sur les
permutations et les partitions ensemblistes, ayant méme distribution que le

parameétre “nombre d’inversions” sur ces objets, en transportant le parametre
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“lag” le long d’une seconde bijection classique entre permutations et histoires

de Laguerre, due & J. Francon et X.G. Viennot [FrVi].

Remarquons que la classe de polynémes {LS{?J(:C)}.,,ZO, n’est pas le ¢-
analogue des polynémes de Laguerre que les analystes considérent habituelle-
ment. Ils apparaissent cependant dans la littérature comme cas particulier des

polynémes “little q-Jacobi’ p,(z,a,b; q) (cf Gasper et Rahman [GR]).

Nous terminons en esquissant une théorie combinatoire générale des
g-analogues des cing classes de polyndémes orthogonaux de Sheffer, soient les
g-polynémes d’Hermite, de Charlier, de Laguerre, de Meixner et de Meixner-

Pollaczek.

Les chapitre 1 et 2 ont été écrits en collaboration avec P. Leroux et sont
parus en partie dans [dML1] et [dML2], le chapitre 4 a été écrit en collaboration
avec X.G. Viennot, et le chapitre 3 fait 'objet de travaux communs avec

D. Stanton et D. White pour publication future.



CHAPITRE 1

UNE APPROCHE COMBINATOIRE DES
¢-(ET p,¢-)NOMBRES DE STIRLING

1.1 INTRODUCTION

Un tableau 0-1 consiste en un couple ¢ = (A, f),ou A= (A1 > A >... 2>
Ak) est un partage d’un entier m = |A| et f = (fij)1<;j<); est un “remplissage”
des cellules du diagramme de Ferrers de forme A correspondant avec des “0” et

des “1”, de telle sorte qu’il y ait exactement un “1” dans chaque colonne.

Par exemple, la figure 1.1 illustre le tableau 0-1 ¢ = (A, f), ol A =
(8,7,6,2) et fis = fir = fis =for=foa=fao =faa=fae =1, fij =0
ailleurs (1 <7 < Ay).

Nous définissons deux statistiques sur ces objets: d’abord, le nombre

d’inversions de ¢, noté inv(p), qui est égal au nombre de “0” en dessous d’un
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FIGURE 1.1: tableau 0-1 ¢

“1” dans ¢ (les étoiles dans la figure 1.2); et le nombre de non-inversions de
¢, noté nin(y), qui est égal au nombre de “0” au-dessus d’un “1” dans ¢ (les

signes plus dans la figure 1.2).

++l++| 1+ L]

L]+ |+ x| +| *

* 11 ] x]1]*x]1

* *

FIGURE 1.2: inversions et non-inversions
d’un tableau 0-1

Nous définissons ensuite les g et p,g-nombres de Stirling de deuxiéme

espéce comme étant respectivement les polynomes

Sqln, k= > g™, (1.1.1)
YET (kn—k)
et
Spaln k= ) pinlPlgnvie), (1.1.2)
€T (k,n—k)

ou T'(h,r) désigne ’ensemble de tous les tableaux 0-1 (A, f) tels que le nombre

de parts non nulles de A est au plus égal & h, et que la premiere part de A est



15

exactement égale & r, pour h > 0, » > 0. Par convention, il y a un tableau
0-1, noté ¢ = 0, dans l’ensemble T'(h, 0), avec nin(@) = inv(f) = 0, le tableau
0-1 vide, pour h > 0, mais 'ensemble T(0,7) = @, pour » > 0. Au point de
vue graphique, un tableau 0-1 dans ’ensemble T'(h,r) posséde exactement r

colonnes de longueurs (non nulles) plus petites ou égales & h.

De méme, nous définissons les q et p, g-nombres de Stirling de premiére
espéce (sans signe) comme étant respectivement les polynémes

cqln, k] := Z g™, (1.1.3)
pETd(n—1,n-k)

et

ot k= 3 g, (1.1.4)
p€Td(n—1,n—k)

ou T'd(k,r) désigne le sous-ensemble de T'(k,r) contenant les tableaux 0-1 dont
les longueurs des colonnes sont deux & deux distinctes, avec les mémes conven-
tions. Plus formellement, T'd(h, r) est le sous-ensemble de T'(h,r) contenant les
tableaux 0-1 (), f) pour lesquels le partage conjugué A’ de A possede des parts

toutes distinctes.

Nous dirons que Sy[n, k] (resp. Sp.q[n,k]) est un g-comptage (resp. p,g-
comptage) de l’ensemble T'(k,n — k) et nous écrirons Sy[n, k] = |T(k,n —
k)|l (resp. Spgq[n,k] = |T(k,n—k)|pq). De méme, pour les nombres de
Stirling de premiére espéce, ¢4(n, k] = |Td(n — 1,n — k)|q et cpq[n, k] =
|Td(n —1,n — k)|p,q-

REMARQUE 1.1.1: Il découle de la définition et d’une involution simple
sur les colonnes des tableaux 0-1 que les polyndémes cp q[n, k] et Sp q[n, k] sont

symétriques dans les variables p et g, i.e.

cP»q [’I’L, k] = cq,P[na k]7 (115)
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S, o[, k] = Sy p[n, K. (1.1.6)

De plus, en posant p = 1 dans les p, g-nombres de Stirling, nous obtenons les

g-nombres de Stirling, i.e.

Cl,q[na k] = cq,l[n: k] = Cq[na k], (1.1.7)
S1,4[n, k] = Sg,1[n, k] = Sq[n, k). (1.1.8)

Par conséquent, toute démonstration ou formule utilisant les p, g-nombres de
Stirling des deux espéces se spécialise aux ¢g-nombres de Stirling en omettant,

au choix, la statistique d’inversions ou la statistique de non-inversions.

Mentionnons que les tableaux 0-1 ont été introduits par P. Leroux dans
[Le3], pour établir un résultat de g-log concavité conjecturé par L. Butler [But2]
pour les nombres de Stirling de deuxiéme espéce. Ils sont inspirés de certaines
matrices réduites, représentations de fonctions a croissance restreinte, enco-
dant des partitions d’ensembles. Plus précisément, nous disons qu’une matrice
de format k x n sur un corps K est réduite si elle est ligne-réduite échelonnée,
de rang k. Nous définissons une matrice 0-1 comme étant une matrice réduite
telle que tous ses éléments sont des “0” ou des “1”, avec exactement un “1”
dans chaque colonne. Il existe une correspondance naturelle entre les matrices
0-1 et les tableaux 0-1: un tableau 0-1 dans T'(k,n — k) (dans le troisiéme
quadrant!) est obtenu & partir d’'une matrice 0-1 de format k x n en enlevant
toutes les colonnes pivot ainsi que les “0” qui se trouvent & gauche des “1” des
colonnes pivot (voir la figure 1.3). De plus, les statistiques spéciales d’inversions
et de non-inversions, définies sur les fonctions & croissance restreinte par
S.C. Milne dans [Mil], correspondent exactement aux nombres d’inversions
et de non-inversions des tableaux 0-1, donnés plus haut. Remarquons que

cette correspondance induit une correspondance entre les tableaux 0-1 et le
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modele classique de partitions d’ensembles pour les nombres de Stirling de
deuxiéme espece. On peut, de la méme manieére, construire une bijection entre
les tableaux 0-1 dont les longueurs des colonnes sont distinctes, et les permu-
tations ayant un nombre fixé de cycles, le modeéle combinatoire classique des
nombres de Stirling de premiére espece. On obtient, par transport le long de la
bijection, de nouvelles statistiques d’inversions et de non-inversions sur les per-
mutations. Notons que la statistique d’inversions ainsi obtenue est différente

de la statistique classique d’inversions sur les permutations.

110100100 O0O0O0
0 01 00O0O0OO0OT1O0TGO01
0 00011010010
0 0000OOOOOT1ITTGO0ODO

FIGURE 1.3: correspondance entre matrices 0-1
et tableaux 0-1

M. Wachs and D. White [WaWh]| ont été les premiers & introduire les
p, g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce comme polyndéme générateur de
la distribution conjointe des statistiques d’inversions et de non-inversions des
fonctions & croissance restreinte. D’autres statistiques et d’autres modeles com-
binatoires ont également été considérés, notamment les placements de tours sur
des diagrammes de Ferrers (voir Garsia et Remmel [GaR2], Remmel et Wachs

[ReWa), Sagan [Sad], Wachs et White [WaWh]). Un traitement combinatoire
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des g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce, utilisant des espaces vectoriels
de dimension finie sur le corps GF(q) de cardinalité g, se trouve dans Milne
[Mi2].

Puisque les définitions et les notations varient pour les p, g-nombres de Stir-
ling, on peut utiliser comme définitions alternatives les relations de récurrence
qu’ils satisfont (voir (1.2.3) et (1.2.4) ci-dessous) ou leur expression en termes
de fonctions symétriques ((1.2.5) et (1.2.6)), comme I’a d’ailleurs fait H. Gould

originellement pour p = 1 dans [Gou].

L’objet de ce chapitre est de montrer que les tableaux 0-1 constituent
un outil combinatoire & la fois naturel et précieux pour I’étude des nombres
de Stirling des deux espéces, ainsi que de leurs g et p, g-analogues. Pour ce
faire, nous exhibons plusieurs identités sur ces polynémes (certaines nouvelles,
d’autres déja connues) et nous les démontrons combinatoirement & ’aide de
cette interprétation. Il se trouve que dans la plupart des cas, les démonstrations

sont remarquablement simples et élégantes.

Nous avons divisé les résultats en trois groupes: §2, récurrences et iden-
tités de base; §3, orthogonalité et preuves involutives apparentées; §4, iden-
tités faisant intervenir des coefficients g-binomiaux et quelques identités reliées.
Nous terminerons avec quelques problémes ouverts. Notre contribution en
terme de nouvelles identités consiste en les formules (1.2.11), (1.2.14) & (1.2.17),
(1.2.26), (1.2.28) & (1.2.30), (1.3.9), (1.3.11), (1.4.6), (1.4.8) & (1.4.10), (1.4.17),
(1.4.18) et (1.5.3). Nous pensons, de plus, que les modeles combinatoires et les
constructions que nous introduisons enrichiront la littérature et donneront lieu

& d’autres développements dans le domaine.
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1.2 RECURRENCES ET FORMULES DE BASE

Le p, g-analogue usuel des nombres naturels est donné par

[O]p,q = 0’
et

" —q"
pP—q

[n]p,q = =p" 4" 24 ... +¢"Y, pouwrn>1.  (1.2.1)

Il sera utile de les considérer comme fonctions génératrices de tableaux 0-1

possédant seulement une colonne:

LEMME 1.2.1: Soit C(n) l’ensemble de tous les tableauz 0-1 ¢ = (A, f) tels
que le partage X\ est égal a A = (1™) = (1,1,...,1) (n fois). Alors

1C(n)|p,q = [nlp,q- (1.2.2)

DEMONSTRATION:

11 suffit de constater que si ¢ € C(n) et sile “1” est dans la i-ieme position

de la colonne (1 < ¢ < n), alors inv(¢) = n—1i et nin(y) = i—1. Par conséquent,

IC(M)lpg = Y p"Pgn®
peC(n)

=> " = [nlpe. a!
=1

Puisque les p, g-nombres de Stirling de premitre et de deuxiéme especes

ont tous les deux été définis en termes de tableaux 0-1, il n’est pas étonnant que



20

leurs propriétés apparaissent par paires, et aient des démonstrations similaires.

Un premier exemple de ceci est leur récurrence de base.

PROPOSITION 1.2.2:
Cpqln, k] = cpgln — 1,k — 1]+ [n — 1]p,gCpq[n — 1, 4], (1.2.3)

sin > 1, avec conditions initiales cp,q(0, k] = bo,k-

Sp,q[n, k] = Spqln — 1,k — 1] + [k]p,¢Sp,q[n — 1, &, (1.2.4)

sin > 1, avec conditions initiales Spq[0, k] = 0o, k.

DEMONSTRATION:

Désignons par T'(h,r) (respectivement Td(h,r)) le sous-ensemble de
T(h,r) (resp. Td(h,r)) contenant tous les tableaux 0-1 dont la colonne la

plus longue est de longueur exactement égale & h. Alors
Td(n—1,n—k) =Td(n—2,n—k)UTd(n—1,n—k).
De plus,
|Td(n—1,n = k)|pq = |C(n—1)|pg|Td(n—2,n—k—1)|pgq

(Séparer la plus longue colonne du reste du tableau 0-1 et passer au p,g-

comptage).
On obtient alors la récurrence (1.2.3), puisque
CP’Q[na k] = |Td(’l’b - 17 n— k)lp:fh
= |Td(n —2,n —k)|p,q + ITd(n —1L,n—k)|p,qs
=|Td(n—2,n = k)|p,q +1C(n— 1)|pq|Td(n — 2,n — k — 1)|p,q,

= cp,q[n — 1L,k = 1]+ [n = 1]p,eCpq[n — 1, k].
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De méme, on a
T(k,n—k)=T(k—1,n—k)UT(k,n— k),

et
|T(k’ n— k)lp,q = IC(k) X T(kan — k- l)lp,qa

ce qui donne (1.2.4). a

Les identités suivantes deviennent évidentes lorsqu’elles sont interprétées

en termes de tableaux 0-1.

PROPOSITION 1.2.3: Les p,qg-nombres de Stirling satisfont les relations

suivantes:
a) (fonctions symétriques)

cp,g[ns k] = en—k([Up,g) [2lpigs - - -5 [ — 1p,g),

= > [i1]paliolpg - - - [in—tlpas  (1.2.5)
1<41<12<... <in—<n-—1

SP,Q[na k] = hn—k([]-]p,q, [2]p,q, ey [k]p,q),
= > litlpgliclpg - - - lintlpg;  (1.2.6)

1< <ieL...Sin-k <k

b) (fonctions génératrices) Pour n > 0,

Z Cp,a[ Ty 2" = z(z + [Up,gy) (z + [2p,qy) - - - (z + [0 = 1]p,q¥),

r>0
(1.2.7)
pour k >0,
1 1 1
5.k K" = . (128
Z pal ] 1-[lpgzl—[2pqz 11— [klpqz ( :

r>0
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de plus,

g% = Spqln, klz(z — [Upg) .- (& — [k — pa); (1.2.9)
k=0

c) (autres récurrences)

cp,q[n +1L,k+1]= i[nlp,q[n - 1]p,q it l]p,qcp,q[ja K], (1.2.10)
—~
Spaln+1,k+1] = zn:[k + 1377 Sp g4, K. (1.2.11)
i

DEMONSTRATION:

a) Construire tous les tableaux 0-1 dans T'd(n — 1,n — k) pour (1.2.5) ou dans
T(k,n — k) pour (1.2.6) en choisissant leurs colonnes (les “i;” représentent les
longueurs des colonnes).
b) Découle facilement de (a). L’identité (1.2.9) se démontre par induction sur
n, en utilisant la récurrence (1.2.4).
c) (1.2.11). Tout tableau 0-1 dans T'(k + 1,n — k) posseéde exactement n — j
colonnes de longueur (k + 1) pour un entier j uniquement déterminé (k < j <
n). Les j — k autres colonnes sont de longueurs plus petites ou égales & k. C’est
ce que 'identité (1.2.11) exprime.

(1.2.10). Dans ce cas-ci, les n — j premiéres colonnes des tableaux 0-1 dans

Td(n,n — k) forment un “escalier” maximal, partant de la longueur n jusqu’a

la longueur j + 1. Voir la figure 1.4. O

Voici des g-analogues d’autres récurrences de base pour les nombres de

Stirling (Comtet [Co2], chap.5, [6f] and [3c]).
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<—n—j—>__<-j-—k->
A oflofo]1 } 0|1 1
110{0]0 1 j—1
oflo]1 oj+_1__ 0
" lolo]o]o
oj1]ofofYy
olo]o
of o
Y]o

FIGURE 1.4: décomposition des tableaux 0-1 pour
I'identité (1.2.10)

PROPOSITION 1.2.4:

cgln+1,k+1] = Z (‘i) q" I eqln, 51, (1.2.12)
Jj=
n n .
Syln+1,k+1] = mz=o (m)q kS.m,k]  [Mel, Sun]. (1.2.13)
DEMONSTRATION:

Pour (1.2.12), soient n > k et ¢ un tableau 0-1 dans I’ensemble T'd(n, n—k).
Considérons toutes les colonnes de ¢ qui ne contribuent pas au nombre de non-
inversions de ¢, c’est-a-dire toutes les colonnes dans lesquelles le “1” est dans
la premicre ligne. Il y a exactement j — k telles colonnes, pour un certain j

dépendant de ¢ (k < j < n).
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[ I el ]
[y

{1,4,5}, ¢°

o J]OojJo |©o

(=2 Nl Nl ol No)

(=N Nell Noll Roll Nl L

FIGURE 1.5: décomposition des tableaux 0-1 pour
I'identité (1.2.12)

On peut extraire ces colonnes, en prenant note de leurs longueurs, sans
perte d’information. Si ¢’ désigne le tableau 0-1 restant apres cette opération,
alors ¢ fait partie de I’ensemble T'd(n,n — j), c’est-a-dire que ¢’ contient n — j
colonnes (de longueurs distinctes) et les j — k longueurs des colonnes enlevées
constituent un sous-ensemble des j longueurs de colonnes n’apparaissant pas
dans ¢’ (voir figure 1.5). C’est ce qui donne le coefficient binomial (i) De plus,
toutes les colonnes de ¢’ commencent avec un “0”. Si nous enlevons la premiere
ligne de “0”, nous obtenons un tableau 0-1 général dans T'd(n — 1,n — j) et un

facteur de ¢"~7 peut étre utilisé pour compabiliser les non-inversions perdues.

Il est clair que cette transformation est inversible et ainsi,

c‘][n+ 11 k+ 1] = le(n’ n-— k)lQ:l,
> (§)eiTdn - 1,0 s

J
j n—17 .
<k>q Teqln, 5]

Eod

n

J=

E
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La démonstration de (1.2.13) est similaire, sauf que ’encodage des colonnes
enlevées est plus délicat, & cause des répétitions de longueurs possibles. En
fait, il est plus facile dans ce cas de travailler avec les matrices 0-1. En effet, le
coefficient binomial (:1) apparaissant dans (1.2.13) représente alors le choix des
n —m colonnes de la matice 0-1 de format (k+ 1) x (n+ 1), & part la premiere,
qui auront un “l1” comme premiére coordonnée. Les détails sont laissés au

lecteur. 0

THEOREME 1.2.5: Les g-nombres de Stirling satisfont les formules de

convolution suivantes:

cqlm + n, k) = Z {<m+:_—z )qn(z+y k)[n] —Jj

i+j2k

cq[nyileg[m,m+k —i— j]}, (1.2.14)

Sglm+mn, k) = > (’;’)q“*’“"’“)[i];"‘jsq[n,z‘]SqLi,k—i]; (1.2.15)

i+j2k

n n—l—i
G+ Lk+1+1=3" 3 {<l+3> (D13 4 1)

=0 45=0

cqlt, k]c,,[n—i,l—f—j]}, (1.2.16)

n n—l—i
et Sgn+1,k+1+1]= Z Z {( ) gD =l=i=d) [k 4 1

i=0 j5=0

Sqliy k)Sqln — i — 4, l]}. (1.2.17)
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Remarquons que lorsqu’on considére le cas particulier n = 1 dans les iden-
tités (1.2.14) et (1.2.15), ou k = 0 dans les identités (1.2.16) et (1.2.17), on
obtient les identités (1.2.12) et (1.2.13) de la proposition 1.2.4.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 1.2.6: Notons T2™(h,r) (respectivement Td=™(h,r)), le sous-
ensemble de T'(h + m,r) (resp. Td(h + m,r)) contenant les tableauz 0-1 dont

les longueurs des colonnes sont au moins égales a m, alors

n—k

TdZ™(n—1L,n - K=Y (’“ N ‘) e E N mlcn k+4),  (1.2.18)
1=0
n—k
T2 (= K)g = 3 (’Z) O S —i K. (1.219)
=0

DEMONSTRATION:

Nous utiliserons ici la statistique de non-inversions des tableaux 0-1. Soit
@ € Td2™(n—1,n—k). Il y a exactement 4 colonnes de ¢ pour lesquelles le “1”
se trouve dans les m premieres lignes (facteur [m]f, dans le membre de droite
de (1.2.18)), pour un certain 7 dépendant de . Soit {a1,az,...,a:}, 'ensemble
des longueurs de ces % colonnes. On peut éliminer les m premieéres lignes des
n — k — i colonnes restantes, obtenant ainsi un tableau 0-1 ¢’ dans I’ensemble
Td(n — 1,n — k — i) (facteur cq[n, k + 4] dans (1.2.18)). Remarquons qu’on a
perdu ce faisant m(n — k — i) non-inversions (facteur g™(™~*-%). Connaissant
I’ensemble {a1,...,a;} et le tableau 0-1 ¢/, il est clair qu’on peut reconstituer la
forme de ¢. Pour ce faire, 'ensemble {a1—m,a2—m...,a;—m} doit néanmoins

constituer un sous-ensemble des k + % longueurs de colonne n’apparaissant pas
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dans ¢’, incluant la longueur 0 et étant plus petites ou égales & n — 1 (ce qui

explique le facteur (¥%) du membre de droite de (1.2.18)).

L’identité (1.2.19) se démontre de fagon similaire. a

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.5:

Les identités (1.2.14) & (1.2.17) sont des conséquences du lemme 1.2.6 et

des égalités ensemblistes respectives:

Tdim+n—-1,m+n—k) =

UTdn—1,n-i) x Td=*"(m - L,m—k+i),  (1.2.20)

=0

T(k,m+n—k)=|JT@n—1i)x Tk —i,m—k+1i), (1.2.21)
=0

Td(n,n—k—1) =

UTdG-1,i-k) x Td@* (n—i-1,n—1-14), (12.22)

=0

T(k+1+1,n—k—1)=JT(k,i-k)x T2 (l,n—1—-1). (1.2.23)
1=0

Les identités (1.2.20) et (1.2.23) sont évidentes: si ¢ € Td(m+n—1,m+
n—k) (resp. ¢ € T(k+1+1,n—k—1)), on considére d’un c6té le tableau 0-1
formé par les colonnes de longueurs inférieures ou égales & n — 1 pour (1.2.20)
(respectivement & k pour (1.2.23)), et de l'autre, le tableau 0-1 formé par les

colonnes dont les longueurs sont strictement supérieures & n — 1 (resp. k).
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Par contre, les identités (1.2.21) et (1.2.22) nécessitent quelques clarifica-
tions. Pour (1.2.21), si ¢ € T(k,m + n — k), on trouve 'unique entier 7 qui

satisfait les inégalités suivantes:

=1+ plitlple +... + |pli-1 < n
<i+ el +lele + -+ [elis (1.2.24)

ol |¢|; désigne le nombre de colonnes de longueur j dans . On décompose
alors ¢ en deux tableaux 0-1 (¢1,¥2), comme suit: ¢; est formé des n — 4
colonnes de droite de ¢, qui sont de longueurs plus petites ou égales a 4, et @2
est formé des m + ¢ — k colonnes restantes, qui sont de longueurs supérieures

ou égales a 1.

De méme, pour (1.2.22), Si ¢ € T'd(n,n — k — 1), on trouve I'unique entier

1 qui satisfait

i—lelhi—lele — ... —leli-1 =k
<@E+1)— ol —lelz — ... — el (1.2.25)

¢ est alors décomposé selon le méme principe que (1.2.21). Remarquons cepen-

dant que pour que (1.2.25) soit vérifiée, on doit nécessairement avoir |¢|; = 0.

Le g-comptage des ensembles (1.2.20) & (1.2.23) donne les identités (1.2.14)

3 (1.2.17). Les détails sont laissés au lecteur. m|

COROLLAIRE 1.2.7: FEn posant ¢ = 1 dans les identités du théoréme

1.2.5, on obtient les formules suivantes:

c(m+n, k) = Z

<m+k—i—j
i+j2k

kg )nm_jc(n, i)e(m,m+k —1i—j), (1.2.26)
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Sm4nk) =3 (?)im‘jS(n,i)S(J’,k—i); [Ch, VS]  (1.2.27)

i+j2k
n n—l—i .
cln+Lk+l+1)=>" > <l“;”>(i+1)J'c(7;,k)c(n—z',l+j), (1.2.28)
i=0 j=0
n n—l—1i .
et Sn+Lk+1+1)=> Y <n;Z)(k+l)jS(i,k)S(n—i—j,l). [VS]
=0 5=0

(1.2.29)

REMARQUE 1.2.8: Les identités (1.2.27) (formule de convolution de

W. Chen [Ch]) et (1.2.29) se démontrent aisément & ’aide du modele combina-
toire en termes de partitions ensemblistes des nombres de Stirling de deuxieme
espece. En effet, il est bien connu que S(n, k) compte le nombre de partitions m
en k blocs de ’ensemble [n] = {1,2,...,n}. Nous dirons qu’une telle partition
est écrite sous forme standard si, dans ’écriture de , les éléments de chacun
de ses blocs apparaissent par ordre croissant, et les blocs apparaissent par ordre

croissant de leurs minima.

Dans le premier cas, il suffit de décomposer les partitions en k blocs de
I’ensemble [m + n], écrites sous forme standard, en prenant d’un c6té les
i blocs contenant les éléments de d’ensemble [n] (correspondant au facteur
(';)im‘j S(n, 1) dans la sommation (1.2.27)), et de ’autre, les k—1 blocs restant
(correspondant au facteur S(4,k — %) dans (1.2.27)). De méme, pour 1'égalité
(1.2.29), les partitions en k + | + 1 blocs de ’ensemble [n + 1], écrites sous
forme standard, sont séparées en deux parties: les k + 1 premiers blocs, le
minimum du (k + 1)-iéme bloc étant égal & 7 + 1 (cette partie correspond au

facteur (";i) (k+1)7S5(i, k) dans la sommation (1.2.29)), et les [ derniers blocs
(correspondant au facteur S(n — i — 7,1) dans (1.2.29)).
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C’est cependant la démonstration combinatoire en termes de tableaux
0-1 de ces identités qui nous a permis d’en trouver un g-analogue ainsi qu’une
formule correspondante pour les (g-)nombres de Stirling de premiére espéce,
formules qui étaient jusqu’alors inédites. Le lecteur trouvera des p, g-analogues
de ces identités dans le prochain chapitre (proposition 2.3.10), ceux-ci faisant
intervenir une généralisation des nombres de Stirling, les nombres de Stirling
partiels. La version la plus générale de ces identités, en termes de 2-nombres
de Stirling, se trouve & la proposition 2.2.10 du chapitre suivant. On verra
en particulier que la formule de convolution de Chen avait déja été donnée
par L. Verde-Star [VS], dans le contexte plus général des nombres de Stirling

a, d-progressifs de deuxiéme espece (voir chapitre 2).

PROPOSITION 1.2.9:

n—k—1
(n—k)Spqln,kl = D Spoln—1—4k(EE + ... + [KIZED.  (1.2.30)
3=0
DEMONSTRATION:

Nous comptons les tableaux 0-1 dans T'(k,n — k) qui ont une colonne
pointée. Pour obtenir le membre de droite de lidentité (1.2.30), il suffit
d’extraire la colonne pointée ainsi que toutes les colonnes de méme longueur
qui se trouvent 3 sa gauche; il y en a exactement 7, 0 < j<n—k—1,etle
tableau 0-1 restant posséde n — k — (j + 1) colonnes de longueurs plus petites

ou égales & k. a

Finalement, nous exhibons deux séries génératrices doubles pour les
g-nombres de Stirling. La premicre, due & I. Gessel [Gel], peut étre facilement

déduite de la relation de récurrence (1.2.3) ou du théoréme g¢-binomial. La
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seconde est due & A. Garsia et J.B. Remmel [GaR3]. Nous donnons également
le développement en fractions continues de type Jacobi et de type Stieljes des
g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce. Ces résultats découlent aisément
d’un théoréme sur les polynémes orthogonaux appliqué aux g-analogues des
polyndmes de Charlier (cf Viennot [Vil]), dont les moments sont les g-nombres

de Stirling,.

PROPOSITION 1.2.10:

[o o]

> eqln, Klu ]q. H — (1i(—1q m)u)qu, [Ge1](1.2.31)

n>0k>0
0t [n]y! = { [lllq[2]q .. [nlg sin2 (1)
Z Zq(z)s [n, (Z( l)mq( ) u™ ) <Ze[m]qz )
n,k>0 k=0 n! m>0 m>0

[GaRS]  (1.2.32)

Z i Sq(n, k]akt" = = s

n>0 k=0 1—at—
klk 4 1],t2
1— (ag® + [klg)t aq’| lq
(1.2.33)
= ‘kun 1

> Sqln, kot = — . (1.2.34)

n>0 k=0 1-— 7

]_ —_
agc1t
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1.3 ORTHOGONALITE ET PREUVES INVOLUTIVES APPA-
RENTEES

Les nombres de Stirling ordinaires de premiére espece (avec signes)
s(n, k) = (=1)"*e(n, k),

sont orthogonaux aux nombres de Stirling de deuxiéme espeéce, en ce sens que

les matrices (s(n, k), , et (S(n,k)),, , sont Vinverse I'une de l'autre.

La méme chose est vraie pour les ¢ et p, g-analogues, c’est-a-dire que si

P’on définit

sqln, k] := (=1)""*cq[n, K], (1.3.1)
SP:Q[n’ k] = (_1)n_ch,Q[n’ k]a (132)
alors .
> sqln, k1S, [k, 1] = bn,, (1.3.3)
k=l
et .
> Sqln, klsglk, 1] = 6n,, (1.3.4)
k=l

et de méme pour les p, g-analogues. Cette propriété est algébriquement triv-
iale si I’on consideére les fonctions génératrices des p, g-nombres de Stirling des
deux especes (prendre l’identité (1.2.7) avec la substitution z = let y = —x
et la comparer & (1.2.8), ou encore prendre l'identité (1.2.7) avec la substitu-
tion y = —1 et la comparer & (1.2.9)). G.X. Viennot [Vil] a donné une jolie
démonstration combinatoire de 'orthogonalité pour les polynémes orthogo-
naux généraux. Dans le méme esprit, nous avons recherché une démonstration
combinatoire de ces formules. Celle-ci s’avére trés simple dans le contexte des

tableaux 0-1.
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PROPOSITION 1.3.1: Les relations d’orthogonalité suivantes peuvent étre
déduites d’involutions préservant les poids mais inversant les signes, sur des

paires de tableauz 0-1 appropriées:

> (=1)"*cpg[n, k]Sp,qlk, m] = bp,m, (1.3.5)
k=m
Z Sp,q[n, k](_l)k_mcp,q[k,m] = On,m. (1.3.6)
k=m

DEMONSTRATION:

(1.3.6). Si n = m, la somme se réduit & un seul terme,
Sp.qln, n](—l)ocp,q[m, m] = 1.
Supposons maintenant que n > m. Alors le membre de gauche de (1.3.6)
est égal au poids total de I’ensemble
E= kng(k,n — k) x Td(k — 1,k — m),
ol le poids de (1, p2) € E est défini par

w(‘Pl, 802) = (“1)k—m|901|p,q|§02|p,¢

Nous allons montrer que w(E) = 3 (., o.)eg W(®1,92) = 0, en constru-
isant une involution ¥ sur F, sans points fixes, conservant les poids (en valeur

absolue) mais inversant leurs signes, c’est-d-dire une involution telle que si

\II((pli ()02) = (‘plla (pl2)) alors

w(p1, p2) = —w(pl, Py).
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Pour ce faire, une maniére naturelle de procéder est de choisir une colonne
dans un des tableaux 0-1 et de la transférer dans 'autre tableau 0-1. Ainsi, le
nombre total d’inversions et de non-inversions est préservé, mais le signe global
est changé puisque le nombre de colonnes du second tableau 0-1 est modifié

d’une unité.

Soit donc (1, p2) € E et considérons les longueurs {; et I3 des plus longues

colonnes de 1 (notée c1) et de g2 (notée co) respectivement.

Si ly > 11, nous définissons U (1, w2) = (], ps) ol ¢ est obtenu de 2 en
enlevant la colonne c; et ¢} est obtenu en adjoignant la colonne co & la gauche

de ©Y1.

Si ls < Iy, nous définissons U(p1, p2) = (¢}, ¥h) ol ¢} est obtenu de ¢; en
enlevant la colonne c; et 5 est obtenu en adjoignant la colonne c¢; & la gauche

de po. Puisque l; > ls, 5 posseéde encore des colonnes de longueurs distinctes.

Les détails de la démonstration que ¥ est une involution bien définie sont

laissés au lecteur.

La démonstration de (1.3.5) est similaire & celle de (1.3.6), sauf qu’on doit
considérer les colonnes les plus courtes des tableaux 0-1 plutét que les colonnes

les plus longues. |

Donc le principe général de ces involutions est le suivant: étant donnée
une paire de tableaux 0-1 dans laquelle le second tableau 0-1 doit posséder
des colonnes de longueurs distinctes, on détermine un critére de longueur pour
choisir une colonne, et on I’échange d’un tableau 0-1 & l'autre, avec la regle

supplémentaire que si cette longueur de colonne apparait dans les deux tableaux
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0-1 & la fois, la colonne sera enlevée du tableau dont les colonnes sont obliga-

toirement de longueurs distinctes.

Un principe semblable est souvent utilisé pour donner des démonstrations
involutives d’identités sur les partages d’entiers (voir par exemple le livre de
D. Stanton et D. White [StWh], chapitre 4, exercices 11-14). Nous appliquons
maintenant cette méthode pour obtenir un certain nombre d’autres résultats.
Les deux formules suivantes sont des p, g-analogues des identités [5.6g] et [5.3€]

de Comtet [Co2].

PROPOSITION 1.3.2:

n

Cpqln k] =D (1) *[n)i ke, gln+ 1,5 + 1, (1.3.7)
=k
n—k -
Sp,qln, k] = Z("l)J [k +1)pqlk +2]pg--- [k + JlpgSpeln+ 1,k + 5 +1].
=0
(1.3.8)
DEMONSTRATION:

Pour (1.3.7), nous travaillons sur des couples (1, ¢2) de tableaux 0-1 tels
que la forme de ¢; est un rectangle de dimensions n x (j — k), et o2 est un
tableau 0-1 & colonnes de longueurs distinctes contenant n — j colonnes de

longueurs plus petites ou égales & n. Le poids w de ces couples est w(yp1, p2) =

(—1)j_k|‘P1 Ip,q|902 Ip,tr

Naturellement, nous construisons une involution préservant les poids et
inversant les signes qui échange des colonnes de longueur n. L’ensemble des
points fixes consistera en les couples pour lesquels cette opération de peut pas

étre effectuée, & savoir les couples dans lesquels aucune colonne de longueur n



36

n’apparait. Cela arrive exactement lorsque j = k, ¢;1 = 0 et y contient n — k
colonnes de longueurs distinctes, plus petites ou égales & n— 1. Par conséquent,
le poids total des points fixes est

Z (_1)0|0|p,q|99|p,q = Cp,q[n, k.

p€Td(n—1,n—k)

D’autre part, pour (1.3.8), ¢; doit avoir la forme de “I’escalier” de poids
[k + 1]pqlk + 2]pq... [k + jlp,q- L'involution élimine la derniére “marche” de
longueur k+j de l’escalier, ou ajoute une nouvelle “marche” de longueur k+j+1
4 l'escalier. Les points fixes correspondent & un escalier vide (j = 0) et un

tableau 0-1 contenant n — k colonnes de longueurs plus petites ou égales & k.00

REMARQUE 1.3.3: Notons que (1.3.8) est algébriquement équivalent &
(1.2.10), par le biais d’une double inversion matricielle. De plus, une simple

inversion matricielle permet d’obtenir la jolie formule suivante:

[k + 1pqlk+ 2pq- - [nlpe = Zn:(—l)j_kcp,q[n"‘ 1,7+ 1]Spqls, k). (1.3.9)
=k

PROPOSITION 1.3.4: Soitn > 2. Alors on a

Zn:(—l)qu_2 [k —2),!8,[n,kl=n—1,  [Meg] (1.3.10)
k=2

Z(l —[2pg)(1 = Blp,g) - - - (1 = [k — 1]p,q) Sp,q[n, kK] =n — 1. (1.3.11)
k=2

DEMONSTRATION:

(1.3.11): Méme genre d’involution. Les points fixes sont les couples (1, p2)
ou (3 est le tableau 0-1 vide et @2 contient n — k colonnes de longueur 1,

2<k<n.
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(1.3.10): Observons que (1.3.10) est un cas particulier de (1.3.11) pour p = 1.
Cependant, une démonstration combinatoire directe peut étre construite par le

lecteur qui le désire. m|

1.4 IDENTITES FAISANT INTERVENIR DES COEFFICIENTS
¢-BINOMIAUX ET QUELQUES IDENTITES RELIEES

Les coefficients g-binomiaux sont les polynémes en g définis par

n]q! .
["’] ={mrt[m“——km si0<k=mn, (14.1)
q

k 0 sik<0Oouk>n.

Ils possédent trois interprétations combinatoires principales. Premiére-
ment, [’,:]q compte le nombre de sous-espaces de dimension k d’un espace vecto-
riel de dimension n sur le corps GF'(g) de cardinalité g. Ces sous-espaces sont en
bijection avec les matrices réduites de format k x n sur GF(g). Deuxi¢mement,
[Z]q g-compte les mots formés de n — k lettres “0” et de k lettres “1”, selon
leur nombre d’inversions. Et troisitmement, [}] , compte le nombre de partages
A=(A1>2 X >... > A > 0) dont le diagramme de Ferrers est inscrit dans un
rectangle de dimensions k x (n — k), selon leur poids [A| = A1 + A2 + ...+ Ag,
c’est-a-dire

n
[k] = > (1.4.2)
9  A\eP(kn—k)

ou P(k,n — k) désigne ’ensemble des tels partages. Nous noterons Pd(h,r)
I’ensemble des partages A € P(h, ) tels que toutes les colonnes du diagramme
de Ferrers de forme A soient de longueurs distinctes. On pourrait aussi con-
sidérer que [Z]q compte le nombre de g-tableauz p = (A, f) € Fy(k,n — k),

c’est-a-dire les paires (A, f) ou A est un partage dans ’ensemble P(k,n — k) et
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f est un remplissage des cellules du diagramme de Ferrers correspondant avec

les éléments de ’ensemble {0,1,2,...,q— 1}, ¢ € N, ie.

[Z] = |Fy(k,n— k). (1.4.3)

Observons que les g-tableaux dans Fy(k,n — k) sont obtenus des matrices
réduites de format k xn sur GF(q) en enlevant les colonnes pivot et les “0” inu-
tiles, selon la méthode décrite dans la section 1.1 pour les tableaux 0-1 (figure
1.3) (cf Nijenhuis, Solow et Wilf [NSW], Polya [Po]). Un partage A € P(k,n—k)
posséde au plus n — &k colonnes de longueurs plus petites ou égales & k. Nous
considérerons plutét que A contient exactement n — k colonnes de longueurs
plus petites ou égales & k et possiblement égales & zéro, avec la convention
qu’une colonne de longueur zéro est “remplie” de “0”. Fdg4(k,r) désignera le
sous-ensemble de Fy(k,r) contenant seulement les g-tableaux avec des colonnes

de longueurs distinctes. Il est clair que

¢("z") m = |Fdy(n—1,n— k)|. (1.4.4)

q

Dans les identités faisant intervenir les coefficients g-binomiaux et les
g-nombres de Stirling, des produits de la forme (g — 1)"7*S,[n, k] et
(g — 1) *c,[n, k| apparaissent fréquemment. On peut donner une interpréta-
tion combinatoire de ces expressions, en termes de matrices réduites spéciales
ou de g-tableaux. En effet, (¢ — 1)""°Sq[n, k] compte le nombre de matri-
ces réduites de format k x n sur le corps GF(q), telles qu’aucune colonne ne
soit entitrement nulle. Alternativement, (¢ — 1)"*S,[n, k] (respectivement
(g — 1) *¢4[n, k]) compte le nombre de g-tableaux de forme A € P(k,n — k)
(respectivement Pd(n — 1,n — k)) tels qu’aucune colonne ne soit uniquement

remplie de “0”. Ceci peut étre vu en multipliant chacune des n — k colonnes,
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de longueur m disons, d’un tableau 0-1 par le facteur “q — 1”, obtenant ainsi
[m]q(g—1) = ¢™—1, qui est interprété comme un “g-remplissage” de la colonne,
en excluant le cas ol la colonne est remplie exclusivement de “0”. Nous no-
tons I'ensemble de tels g-tableaux Fyy(k,n — k)(resp. Fd;(k,n —k)). Les deux

interprétations nous seront utiles.

La toute premiere définition des g-nombres de Stirling de deuxieéme espece
a été donnée en 1933 par L. Carlitz [Cal], par le biais de la formule suivante,

spécifiant leurs liens avec les coefficients g-binomiaux:

THEOREME 1.4.1:

En appliquant diverses inversions de Mobius & (1.4.5), nous obtenons cing

identités équivalentes.

PROPOSITION 1.4.2:

ey [ZL - Zi: (i) (= 1™ cln, jl, (1.4.6)

j=s

(g—1)""*S,[n,s Z( 1) -J( )Hq [Cal] (1.4.7)

(@= )" eyl s = 3 (- 1),_3( ) ’)[ L, (1.4.8)

j_s

(Z) = Zn:(—l)""(q — 1)77%¢,[4, 5] m , (1.4.9)

j=s q

( ) Z ¢ )H (=)™ (g = 1) Sq[n, 5. (1.4.10)
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DEMONSTRATION:
Nous donnons un bref apercu des démonstrations de ces identités.

Tout d’abord, les démonstrations combinatoires de (1.4.5) et (1.4.6) sont
trés semblables & celles des identités (1.2.13) et (1.2.12), sauf qu’au lieu de
tableaux 0-1 et de matrices 0-1, il faut utiliser des g-tableaux et des matrices
réduites, au lieu de faire un g-comptage, on doit calculer les cardinalités, et
plutdt que de considérer les colonnes avec un “1” dans la premieére ligne, on
doit considérer les colonnes remplies de “0”. Ainsi, une démonstration de
(1.4.5) se ferait comme suit: pour construire une matrice réduite de format
k x n sur GF(q), il suffit de choisir les j positions des colonnes non nulles,
et d’y insérer une matrice réduite de format k x j, dont toutes les colonnes
sont non nulles. Une démonstration similaire de (1.4.5), en termes d’espaces

vectoriels particuliers, a été donnée par S.C. Milne [Mi2].

Maintenant, pour (1.4.7), on doit considérer des matrices réduites de for-
mat s X n sur GF(q), telles que n — j colonnes non pivot ne sont pas encore
remplies d’éléments de GF(q), avec pondération (—1)"~7 (cela correspond au
membre de droite de (1.4.7)). Nous construisons ensuite une involution sur ces
objets, inversant les signes des pondérations, en cherchant la colonne la plus &
gauche qui est soit nulle, soit “vide”, et en la changeant en une colonne respec-
tivement vide ou nulle. Les points fixes consistent alors en matrices réduites de
format s x n, sans colonnes vides et sans colonnes nulles, correspondant donc

au terme (g — 1)~*S,[n, s|.

by

La démonstration combinatoire de l’identité (1.4.8) est semblable & la
précédente, sauf que nous considérons les g-tableaux p presque dans Fdg(n —

1,n— s), avec la différence que j — s colonnes de p ne sont pas remplies, et avec
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une pondération (—1)7~%, s < j < n. En appliquant la méme involution que
ci-dessus, nous obtiendrons des points fixes de la forme p € Fd;(n—1,n — s),

correspondant au membre de gauche de (1.4.8).

Des démonstrations involutives de l'identité (1.4.7) (avec ou sans prédivi-
sion par le facteur (¢ — 1)"7*)), utilisant des fonctions & croissance restreintes,

ont été trouvées par D. White [Wh].

Les démonstrations combinatoires de (1.4.9) et (1.4.10) ressemblent beau-
coup aux démonstrations involutives de la section 1.3. Dans les deux cas, nous
avons des paires de g-tableaux, I'un d’eux ayant des colonnes de longueurs dis-
tinctes, et aussi I'un d’eux possédant seulement des colonnes non nulles, avec

la pondération (—1) exposant le nombre de colonnes de ce g-tableau.

Essentiellement, ’involution inversant le signe de la pondération, déplacant

la colonne non nulle la plus longue, la plus & gauche, d’un ¢-tableau & ’autre

fera l’affaire, avec la modification mineure suivante. Soit p le g-tableau pou-
vant contenir des colonnes nulles. p contient un certain nombre de colonnes
remplies de “0” & gauche de la premiére colonne non nulle, y compris peut-étre
des colonnes de mémes longueurs que celle-ci. Pour tenir compte de la position
a laquelle il faut réinsérer la colonne non nulle dans p, pour (1.4.9) (respec-
tivement pour (1.4.10)), on ajoute (resp. enléve) une cellule contenant un “0”
4 chacune des colonnes nulles & 'extréme-gauche de p si, lorsqu’on applique
I’involution, une colonne non nulle de longueur maximum doit étre extraite de
p et, dans le cas contraire, on enléve (resp. ajoute) une cellule & chacune des

colonnes remplies de “0” dont la longueur est strictement plus grande (resp.

plus grande ou égale) que celle de la colonne ajoutée.
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ojo|*|o] = * | *
0jof=]0 *
0J]O0|=]0

0

FIGURE 1.6: involution sur des couples de
g-tableaux pour l'identité (1.4.9)

Comme on considere ici des cardinalités d’ensembles et non des g-comp-
tages, on peut ajouter des cases de “0” aux g¢-tableaux, sans probleme de
pondération. Les points fixes consistent en les couples de g-tableaux pour
lesquels 'un des g-tableaux est vide, et ’autre ne contient que des “0” dans
son remplissage. Ces manipulations sont illustrées dans la figure 1.6, pour
I'identité (1.4.9). Les colonnes remplies d’étoiles représentent les colonnes non

nulles des g-tableaux. Les détails sont laissés au lecteur. O

Considérons maintenant une autre formule trouvée par L. Carlitz [Ca2] en

1948, qui donne lieu & plusieurs généralisations.
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THEOREME 1.4.3:

mlr =S g" T m [Kl,!S,n, K. [CaZ] (1.4.11)
k=0 q

DEMONSTRATION:

Puisque
@- 04" [}] W = @ -0 -0 @m - ),

en multipliant les deux membres de (1.4.11) par (g — 1)™, on obtient

(@=D"mlg = (@™ -1D"=9)-.- (@™ =) (g— )" S[n, k. (1.4.12)
k=0

La démonstration que nous donnons de cette identité est la premiere
jusqu’a présent dans ce chapitre qui utilise les propriétés vectorielles des matri-
ces sur GF(q), méthodologie couramment utilisée dans ’étude des g-analogues

(cf Goldman et Rota [GoRo], Milne [Mi4)).

Selon nos remarques antérieures, (¢ — 1)"[m]y compte le nombre de ma-
trices A = (a;,;) de format m x n sur GF(g), et dont les colonnes sont non
nulles. A peut étre écrite uniquement comme un produit de deux matrices
B - C telles que B est une matrice de format m X k, contenant les colonnes
linéairement indépendantes de gauche & droite de la matrice A, et C est une ma-
trice de format k x n, contenant les scalaires uniquement déterminés, extraits de
l’expression de chaque colonne de A comme combinaison linéaire des colonnes
de B. Etant donné le choix de B, la matrice C est clairement réduite et puisque
A ne possede pas de colonnes nulles, la matrice C non plus. Par conséquent,

pour compter le nombre total de matrices de format m xn dont les colonnes sont
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toutes non nulles, nous comptons le nombre de décompositions B - C possibles.
Nous dénombrons, pour chaque k, 0 < k< n, (¢™ —1)(¢™ —q)...(¢™ —g* 1)
matrices B différentes, et (g—1)" %S, [n, k] matrices C différentes, ce qui donne

le membre de droite de (1.4.12). O

On pourrait se demander que deviendrait I’identité (1.4.12) si ’'on omettait
la condition des colonnes non nulles. Il n’est pas difficile de voir que cette
identité devient alors I'identité bien connue

n

@)= m q(q’” -1)(@"-q)...(¢" - ¢*), (1.4.13)

k=0

dont on peut donner une démonstration similaire.

De plus, l'identité (1.4.11) peut étre écrite sous la forme

[m]”—zq“z‘ Jalm — ... [m — k+ 145, &, (14.14)
k=0

et la démonstration combinatoire de A. Garsia et J.B. Remmel, utilisant des
configurations de tours sur des diagrammes de Ferrers ayant une forme d’esca-
lier, peut étre transcrite dans le langage des tableaux 0-1. Pour plus de
détails, le lecteur est référé & Garsia et Remmel [GaR2]. La méme observa-

tion s’applique au g-analogue de 'identité de Frobenius:

PROPOSITION 1.4.4:

Z[m]gxm Z < (1 - Q(Q)S [n, K[klya® : [GaR2] (1.4.15)

6 z)(1 - zq)... (1 - z¢¥)

1l existe au moins deux p, g-analogues de l'identité (1.4.14):
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PROPOSITION 1.4.5:

[m];,q = Z[m]p,q([m]p,q - [1]p,q) v ([m]p,q — [k - 1]p,q)Sp,q[n, k], [ReWa/

k=0
(1.4.16)
mizg = > pBgm=DC=Rml, o [m— k+ 1]pqSz,1n, k. (1.4.17)
k=0 :
DEMONSTRATION:

L’identité (1.4.16) est en fait équivalente & l'orthogonalité. L’identité
(1.4.17) de son c6té, peut étre obtenue & partir de (1.4.14), en remplagant

q par p/q. O

Une fois de plus, la dualité entre les g-nombres de Stirling de premiere et
deuxieme especes, appliquée & I'identité (1.4.17), donne une formule équivalente

que voici:
PROPOSITION 1.4.6: Pourm>0,n2>0, ona

[mlpglm + Upg... [m+ 1= g = Y [mlfs o™ PgE) = H)ep 1 n, k).
k=0

(1.4.18)
DEMONSTRATION:

Nous donnons une démonstration de (1.4.18) qui montre la saveur de la
méthodologie des configurations de tours. En fait, pour les nombres de Stirling

de premiére espéce, les placements de tours sont équivalents aux tableaux 0-1.

Le membre de gauche de (1.4.18) compte les tableaux 0-1 dont les longueurs

des colonnes vont en diminuant de m 4+ n — 1 & m. Un tel tableau peut étre
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+l++|+ ]+ ++ ]|+ +
+l+|+ ]|+ |+ ++ ]| +] +
++|+] +]|+ ++ ]| +] +
+1+l 1]+ ]+ +l1 |+ +
1]+ «|+]+ ~—p L]« | +] +
« |+ +| 1] 1 TZ:? «|+]1]1
* | + 1 * * k=4

* 11 * +

* * 1

* *

FIGURE 1.7: décomposition des tableaux 0-1 pour
'identité (1.4.18)

découpé en deux parties, un rectangle de format m X n et un escalier de longueur
n — 1. Soit k le nombre de “1” dans le rectangle. En extrayant les colonnes
contenant des “1” dans les deux parties, nous obtenons une paire de tableaux
0-1 (p1,92) € C(m)* x Td(n — 1,n — k) (la notation C(m) a été introduite
dans la proposition 1.2.1). Voir la figure 1.7.

Ce faisant, le nombre de non-inversions perdues dans le rectangle est m(n—

k), et le nombre d’inversions qui étaient contenues dans I’escalier est égal &

taille de I’escalier — # “1” dans l'escalier — # signes “+” dans l’escalier

_ (;") — (n— k) — nin(y).

En remettant tout en place, on obtient (1.4.18). m|
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1.5 PROBLEMES OUVERTS

Nous mentionnons briévement quelques problémes ouverts.

Certaines formules de base semblent résister farouchement aux g ou aux
p, g-analogues. Un exemple de ceci est:
n! 1
c(n,k) = 7 > —, (1.5.1)
k! b e >0 T2 -+ T

et
n! 1
EICN ) P @ S—— (15.2)
! 170 !
k! rt o arenimg >0 M1 M2E !
Cependant, il n’existe pas de facons systématiques de trouver de tels
g-analogues. Un autre exemple est donné par des formules qui ne semblent pas

avoir de p, g-analogues (par exemple (1.2.12), (1.2.13), (1.4.5)—(1.4.10)).

Un autre type de probléme est de trouver des démonstrations combina-
toires & des g-analogues. Par exemple, en prenant la dérivée logarithmique par

rapport & u de (1.2.31), on obtient le g-analogue

“ N [n i1 fn—k—-1 .
mcq[n,m1=ZZ[k] = k=111 - )™ 1( B} ._l)cq[k,J],
k=0 j=0 q m-—7

(1.5.3)
de l'identité

n

me(n,m) =Y (Z) (n—k—Dle(k,m—1),  [Co2,[5.6d]] (1.5.4)
k=0

mais la question subsiste d’en trouver une démonstration combinatoire. Il est
3 noter que la démonstration combinatoire connue de (1.5.4) se fait dans le

contexte des permutations, et s’exprime mal en termes de tableaux 0-1.



CHAPITRE 2

GENERALISATIONS DES NOMBRES DE
STIRLING ET p,¢-ANALOGUES

2.1 INTRODUCTION

L’étude combinatoire des tableaux 0-1 a permis des développements inté-
ressants dans la théorie des g-analogues des nombres de Stirling classiques. Ces
tableaux ont notamment servi & établir une conjecture de L. Butler sur la g-
concavité logarithmique des g-nombres de Stirling (voir Butler [But2] et Leroux
[Le3]). De plus, nous avons présenté dans le chapitre précédent une étude
systématique des q et p, g-analogues d’identités faisant intervenir les nombres
de Stirling des deux espéces, & 1’aide de calculs algébriques et/ou combinatoires.
Nous avons ainsi obtenu de maniére bijective un certain nombre d’identités

remarquables.
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Dans le présent chapitre, nous considérons deux généralisations des nom-

bres de Stirling, suggérées par 'approche combinatoire des tableaux 0-1.

La premiere généralisation consiste & restreindre les longueurs de colonnes
admises et & remplacer le p, g-comptage du remplissage de colonnes par une
pondération sur les colonnes. Plus exactement, si 2 = (A, w), ol A = (ai);>9
désigne une suite croissante d’entiers non-négatifs (les longueurs de colonnes
admises), et w: N — K désigne une fonction de N & valeurs dans un anneau K
(le poids des colonnes selon leur longueur), on définit un .A-tableau comme une
liste ¢ des colonnes ¢ du diagramme de Ferrers d’un partage d’entier A (par
ordre décroissant de longueur) dont les longueurs |c| apparaissent dans la suite

A, et on pose

wgy(#) = [ wle). (2.1.1)

cEP
Par convention, ¢ peut contenir un nombre fini de colonnes de longueur nulle
si zéro fait partie de la suite \A. De plus, si dans la suite .4, il existe un indice
i pour lequel a; = a;4+1, nous convenons qu’une colonne de longueur a; peut
étre différenciée d’une colonne de longueur a;+1. Les colonnes de longueur a;41

apparaissent avant les colonnes de longueur a; dans la liste ¢.

Pour simplifier ’écriture, nous noterons w; := w(a;). Nous définissons
b

alors les ™A-nombres de Stirling

Amk) = Y uy@), (2.1.2)
¢€TdA(n—1,n—k)

et SHmk) = > wy(9), (2.1.3)
e Ak,n—k)

ol TA(h, r) désigne 'ensemble des .A-tableaux possédant exactement r colon-

nes dont les longueurs sont prises dans le multi-ensemble {ao,a1,...,an}, et
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Td‘A(h, ) désigne le sous-ensemble de A (h,r) contenant les A-tableaux pos-

sédant des colonnes de longueurs a; deux a deux distinctes.

Tout comme pour les p, g-nombres de Stirling, en considérant la longueur
maximum possible des colonnes des A-tableaux ainsi que leur format, on obtient

les récurrences suivantes:

A, k) =B -1,k — 1) + wa_1cB(n — 1, k), (2.1.4)
et S4(n, k) = S%(n -1,k — 1) + weSA(n - 1, k), (2.1.5)

avec conditions initiales cm(O, k) = 6ok = SQ‘(O, k), cm(n, 0) = wowy ... Wn—1

et Sm(n, 0) = wg.

Plusieurs familles de nombres ou de polyndémes classiques apparaissent
comme cas particulier des 2-nombres de Stirling. En voici un apergu en

spécifiant les valeurs de a; et de w(i) correspondantes.

Tout d’abord, on retombe naturellement sur les p, g-nombres de Stirling

des deux especes en considérant a; =i et w(i) = [ip,q.

Remarquons que si 'on choisit a; = i, les A-tableaux ¢ € T'A(h, r) con-
sidérés (ou ¢’ € TdA(h,r) respectivement) se raménent & des partages en
r parts possiblement nulles (distinctes pour ¢’) de longueurs plus petites ou
égales & h. Ainsi, si ’on pondeére chaque colonne de longueur ¢ par le monéme
q* (choix w(i) = ¢*), nous obtenons les formules de dénombrement classiques
des partages d’entier dont le diagramme de Ferrers est contenu dans un rec-
tangle (cf Andrews [An]): cQ[(n, k) = q(n;k) [Z]q et Sm(n, k) = [’,:]q, oll [’,:]q
désigne les coefficients g-binomiaux. De plus, si g est égal & une puissance d’un
nombre premier p, I’ensemble TA(k,n — k) est en bijection avec I’ensembles

des matrices de dimension k x n sur le corps & ¢ éléments GF(q), ligne-réduites
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échelonnées et de plein rang (cf Leroux [Le2]). Sm(n, k) dénombre donc les
sous-espaces vectoriels de dimension k£ d’un espace vectoriel de dimension n
sur le corps GF(q). Si q est égal & un entier, les mémes familles de polynémes

sont obtenues en prenant a; = ¢* et w(i) = 1.

Si une pondération w* est obtenue d’une autre pondération w par multipli-
cation par une constante a, i.e. w*(¢) = a-w(?) Vi € N, alors (voir proposition

2.2.8)

A, k) = an kAW (n k), et SV (n, k) = av RS AV (n, k).
(2.1.6)

En particulier, les choix a; = i et w(i) = ¢**! donnent les familles de
polynomes c(n, k) = ¢" 23] et §%(n, k) = ¢"*[f] . Si g est égal & une
puissance de nombre premier, S A (n, k) dénombre alors les sous-espaces affines

de dimension k d’un espace affine de dimension n sur GF(q) (cf Voigt [Vo)]).

De méme, puisque les choix a; = i et w(i) = [i], = (¢¢ —1)/(g — 1)
produisent les g-nombres de Stirling des deux espeéces, en considérant la pon-
dération w* (i) = (¢* — 1), nous obtenons c(A"”‘)(n, k) = (g — 1) *cy[n, k] et
S(A’“")(n, k) = (g — 1)"*S,[n, k]. Ces familles de polyndmes s’interprétent
combinatoirement en termes de g-tableaux particuliers lorsque g est un entier.
Les g-tableaux sont des paires (A, f) ol A est un partage d’entier et f est
un remplissage du diagramme de Ferrers correspondant avec des éléments de
I’ensemble {0,1,2,...,q — 1}. Pour plus de détails, se référer & la section 4 du

chapitre 1.

Le cas ou a; = a + id, a,d € N, est une progression arithmétique donne
lieu & plusieurs cas particuliers remarquables et nous y dédions la section

2.4. Dans cette section, nous considérons le cas particulier des tableaux 0-1
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dont les longueurs des colonnes sont restreintes & une progression arithmétique
{a + id}i>0, pour des entiers a et d fixés. Nous obtenons ainsi deux familles
de polyndémes (cg;g[n, k])n,kZO et (S’g;g[n, k])n,kZO’ que nous appellerons les
p, g-nombres de Stirling a,d-progressifs. Ces familles s’expriment également
combinatoirement en termes de tableauz 0-1 faibles colorés, remplissages de
diagrammes de Ferrers avec des “0” et des “1”, en exigeant qu’il y ait au plus
un “1” dans chaque colonne et en attribuant une “couleur” a chaque colonne.
Nous obtenons un certain nombre d’identités dérivées de ces deux modeles
combinatoires, poursuivant des travaux entamés par J.B. Remmel et M. Wachs
[ReWa]. Cette généralisation des nombres de Stirling, pour p = ¢ = 1, a
été également étudiée par A. Ruciniski et B. Voigt [RV] qui ont montré que si

a+ d > 0, les nombres S‘f,’f (n, k) satisfont un théoréme de limite locale, ainsi

que par L. Verde-Star [VS] (voir proposition 2.3).

Le tableau I présente quelques familles de nombres ou de polynémes obte-
nues en considérant des progressions arithmétiques particulieres. Dans ce
tableau, P(n) désigne le treillis booléen des sous-ensembles d’un ensemble & n
éléments, o désigne la cardinalité d’un groupe fini pour les nombres de Whit-
ney des treillis de Dowling (cf Dowling [Dow] et Leroux [Lel]), et c(,)(n, k) et
S(a)(n, k) désignent les nombres de Stirling non-centrés de premiére et deuxi¢me

espeéces (cf Koutras [Kou]), introduits dans le prochain paragraphe.

Les nombres de Stirling de premiere espéce avec signe, notés s(n, k), étant
égaux & (—1)""*¢(n, k), et les nombres de Stirling de seconde espece S(n, k)

peuvent étre définis comme les familles de nombres telles que

tt—-1...(t—n+1) = z": s(n, k)t* (2.1.7)

k=0



TABLEAU I : 2-nombres de Stirling pour a; progression arithmétique

a; w(3) cm(n, k) Sm(n, k)
a+1id [i]p,q c2é[n, k| S2:d[n, k]
0+1-1 [i]p.q Cp.qln, K] Sp,q[n, K]
14+1:-0 [1]p.q (71:) (Z)
1+3-1 i Yok (%) c(n, m) S(n+1,k+1)
permutations partitions
sur n éléments partielles sur
avec k cycles non n éléments.
marqués.
2+13-1 i nombre de sous-
treillis P(k)
dans P(n), [Vo].
ati-l | i | Sa(DeFemm) | S (R)a mS(m,k)
permutations partitions
sur n éléments avec partielles sur n
m — k cycles marqués éléments, a comptant
pondérés par a, le nombre d’éléments
k<m<n. non dans la partition.
1+ia 1 nombres de Whitney nombres de Whitney
de premiére sorte des de deuxiéme sorte des
treillis de Dowling. treillis de Dowling.
O+:-1 —a+1 C(a)(n, k), [Kou]. S(a)(n, k), [Koul.
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et " =i5(n,k)t(t— 1)...(t—k+1). (2.1.8)
k=0

Par analogie, si a désigne un nombre réel, M. Koutras [Kou] définit les nom-
bres de Stirling non-centrés de premiére espéce avec signe, notés sy (n, k) =
(=1 kc(oy(n, k), et les nombres de Stirling non-centrés de seconde espéce,

notés S(,)(n, k), comme étant les familles de nombres satisfaisant

n

tt—1)...(t—n+1) =) s(n,k)(t—a) (2.1.9)
k=0

et (t—a)" = zn: Skt —1)...(¢—k+1).  (21.10)
k=0

Nous reparlerons des polynémes de Stirling non-centrés dans la section
2.2. De plus, nous traiterons des interprétations combinatoires de certains
cas particuliers de progressions arithmétiques pour les nombres de Stirling a, d-
progressifs, en termes de permutations & cycles marqués, de partitions partielles

et de sous-treillis booléens, dans la section 2.4.

Le cas le plus général des ™A-nombres de Stirling, dans lequel on considére

a; et w(i) quelconques, donne les familles cm(n, k) = en—k(wo,w1,...,Wn-1)
et Sm(n, k) = hp—k(wo,ws,...,wk), ol w; = w(a;) et en(r1,Z2,...,Tk) €t
hn(:cl,:cz_, ...,Zk) désignent respectivement les fonctions symétriques élémen-

taires et homogenes de degré n en k variables. Des cas particuliers intéressants
de ces familles de nombres sont donnés par les nombres de Whitney des treillis
supersolubles (cf Stanley [Stal, Sta2], Damiani, D’Antona et Regonati [DDR]).
Ainsi les familles (cm(n, k)) . et (Sm(n, k)) sont aussi générales que

n, n,
les fonctions symétriques élémentaires et homogenes. Elles possedent donc

toutes sortes de propriétés combinatoires héritées des fonctions symétriques,
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telles par exemple certaines propriétés de concavité logarithmique (cf Habsieger
[Hab], Sagan [Sal, Sa2, Sa3]). Dans la section suivante, nous allons exhiber
les relévements des identités du chapitre précédent & ce niveau de générali-
sation. Nous prolongeons ainsi les travaux de L. Comtet [Col], E. Damiani,
O. D’Antona et F. Regonati [DDR], M. Koutras [Kou], A. Rucinski et B. Voigt
[RV], L. Verde-Star [VS] , et B. Voigt [Vo].

Dans un deuxie¢me temps, nous étudions une généralisation des nombres
de Stirling utilisant des tableaux 0-1 faibles. Nous définissons combinatoire-
ment des familles de polyndmes, les p,q-nombres de Stirling partiels, notés
(Pep,q[n, m, k]) et (PSp,q[n,m,k]), & l'aide de ces tableaux ayant un nombre
fixé n—m de colonnes remplies de “0”. Lorsque le nombre de colonnes remplies
de “0” n’est pas fixé, les familles de polyndmes correspondantes, Pcp,q[n, k] =
S i Pcp,qln,m, k] et PSp qn, k] = > i PSp,qln, m, k], forment un cas par-

ticulier des 2-nombres de Stirling, pour a; = i et w(i) = p* + [i]p,q-

Les p, g-nombres de Stirling partiels correspondent, en terme des modeles
combinatoires classiques des nombres de Stirling, & un p, g-comptage de per-
mutations & cycles marqués pour les nombres de premiére espece, et & un p, g-
comptage de partitions partielles pour les nombres de deuxieéme espece. C’est
d’ailleurs de 13 que provient leur nom. Dans la section 2.3, nous généralisons
aux tableaux 0-1 faibles des bijections classiques entre certains tableaux
0-1 et les permutations ou les partitions. Nous présentons ensuite une étude

systématique des identités faisant intervenir ces familles de polynémes.

Ces polyndmes apparaissent en particulier dans le p, g-analogue des for-

mules de convolution du corollaire 1.2.7 du chapitre 1. Remarquons également
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que le modele combinatoire des p, g-nombres de Stirling partiels resurgit na-
turellement, enrichi de colorations, comme modele combinatoire alternatif des
P, g-nombres de Stirling a, d-progressifs. A notre sens, ceci constitue une moti-

vation supplémentaire & 1’étude des p, g-nombres de Stirling partiels.

Nous terminons ce chapitre avec une discussion des propriétés de concavité

logarithmique des nouvelles suites de polyndmes introduites.

2.2 RELEVEMENT D’IDENTITES AU NIVEAU DES
A-TABLEAUX

Dans cette section, nous donnons les propriétés fondamentales des
2A-nombres de Stirling qui, avec les formules de récurrences (2.1.4) et (2.1.5),
relévent les identités du chapitre 1. Comme les démonstrations combinatoires

sont assez similaires, les démonstrations de cette section seront abrégées.

PROPOSITION 2.2.1: Les familles (cm(n, k)) . et (Sm(n, k)) . défi-

n,
nies par les identités (2.1.2) et (2.1.8) vérifient les identités qui suivent:

a) fonctions symétriques

cm(n, k) = en—k(wo, w1, ws,. .., Wn-1)

= > WigWiy + + - Wiy _y» (2.2.1)
0<ip <1 < ooLin—k<n—1
Sgl('n, k) = hn_k(wo, w1, W2,... ,wk)

= Z Wia Wiy v s Wiy g5 (2.2.2)
0<ip<i1 <. . Sin-k<k
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b) fonctions génératrices: pour n > 0,

Z cm(n, ry" Tx" = (a: + woy) (a: + wly) e (:r + wn_1y>, (2.2.3)

>0
pour k > 0,
S 5%k + 7, k)z” = — 1 1 29
>0 (1 — wom) (1 — wlx) (1 — wkm)
" = Z Sm(n, k)(z —wo)(z —w1) ... (x — wk—1); (2.2.5)
k=0
c) récurrences
A+ 1L,k+1) = Waao1... w1 (G, K), (2.2.6)
—
A+ 1,k+1) = Y wirls? (k). (2.2.7)
i=k

DEMONSTRATION:

(a) Construire tous les .A-tableaux dans TdA (n—1,n—k) pour (2.2.1), ou dans
TA(k, n—k) pour (2.2.2), en choisissant leurs colonnes (les w;; représentent

les pondérations des colonnes selon leurs longueurs a;;).

(b) Les identités (2.2.3) et (2.2.4) découlent immédiatement de (a). L’identité

(2.2.5) se démontre par induction sur n, en utilisant la récurrence (2.1.5).

(c) Démonstration combinatoire analogue & celle de (1.2.10) et (1.2.11) dans

le chapitre précédent: trouver l’escalier ou le rectangle maximum. O
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PROPOSITION 2.2.2: Soit A = (a;)i>0. Nous noterons §;A la suite obte-
nue en éliminant le terme a; dans la suite A, et §;2 = (6; A, w). Alors pour n

et k fizés, les A-nombres de Stirling vérifient les identités:

n—1
(n—K)F(n, k) = Y wic(n— 1,k), (2.2.8)

=0

n—k—1
(n—k)S%m, k)= Y Sm(n——1—j,k)(w6+1+w{+1+...+wf;+1). (2.2.9)
=0

DEMONSTRATION:

Pour (2.2.8), nous comptons avec pondération les .A-tableaux dans
TdA(n— 1,n—k) dont une colonne est pointée. Le membre de droite de (2.2.8)
est obtenu en isolant la colonne pointée de longueur a;, et en considérant le

A-tableau restant qui appartient & ’ensemble T'd% A(n -2,n—k-1).

De méme, pour (2.2.9), nous comptons avec pondération les A-tableaux
dans T‘A(k,n — k) dont une colonne est pointée. Pour obtenir le membre
de droite de (2.2.9), il suffit d’isoler la colonne pointée ainsi que toutes les
colonnes de méme longueur se trouvant & sa gauche; il y en a exactement j,
0<j<n—k-1,etle A-tableau restant possede n— k — (j + 1) colonnes dont

les longueurs sont dans le multi-ensemble {ag,a1,...,ax} O

PROPOSITION 2.2.3: (Orthogonalité)
Si sm(n, k) = (—1)"”’°cm(n, k), alors les deux matrices (Sm(n, k)) . et

(sm(n, k)) . sont l’inverse l'une de ’autre. En particulier,
n)

Zn: (=1 % (n, k) S (k,m) = Sn,m, (2.2.10)

k=m
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zn: 5% (n, k) (=1)* ™R (k,m) = bp m. (2.2.11)

k=m

DEMONSTRATION:

C’est algébriquement trivial si 'on considére les fonctions génératrices
(comparer I'identité (2.2.3) avec les substitutions z := 1 et y := —z et I'identité
(2.2.4), ou encore comparer l'identité (2.2.3) avec la substitution y := —1 et

l'identité (2.2.5)).

Il existe aussi une jolie preuve combinatoire involutive des identités (2.2.10)
et (2.2.11) consistant & déplacer une colonne de longueur minimum (resp. de
longueur maximum pour (2.2.11)) & intérieur de paires de .A-tableaux dans
les ensembles Td'A(n - 1,n—k) x T'A(m,k — m) (resp. TA(k,n — k) x
TdA(k —1,k—m)), m < k < n. Voir la démonstration de la proposition
1.3.1 du chapitre 1 pour plus de détails. O

PROPOSITION 2.2.4: On a:

An, k) = 3 (1) Fwi*H (n + 1,5 + 1), (2.2.12)
i=k

n—k
S%(n, k) = 3 (=1 wes1wira . weai ST+ 1,k + 5 + 1), (22.13)
=0

n

Y= w)(1=ws)... (1 - wee)SH(n k) = L+ wo +... + w2 (22.14)
k=2

DEMONSTRATION:

Méme genre de preuves involutives que la proposition précédente et que

les propositions 1.3.2 et 1.3.4 du chapitre 1. |
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Le relevement de certaines identités dépend parfois de la pondération w
choisie. C’est le cas des identités (1.2.12), (1.2.13), et (1.4.5) & (1.4.10) dans le
chapitre précédent. Il arrive souvent que la pondération w ait la forme d’une
somme canonique finie d’éléments de K. Pour faciliter les démonstrations com-
binatoires, on peut dans ce cas distribuer les différents termes de la pondération
sur les A-tableaux ¢, en attribuant & chaque colonne un seul terme de la somme
correspondant & sa longueur plutét que la somme entiere. On dira alors que
¢ est un A-tableau w-distribué. On retrouve d’ailleurs ainsi ’interprétation
combinatoire en termes de tableaux 0-1 des p, g-nombres de Stirling des deux
espéces, obtenus en considérant a; = i et w(i) = [i]pq. En effet, plutét
que d’attribuer & une colonne de longueur ¢ un poids unique de la forme
[]pg = P +p"2¢+ ...+ ¢"L, on lui attribue un seul monéme p’q*~7~1
dans [i]p,q4, ce qui correspond au nombre d’inversions (et de non-inversions)

pour le compteur ¢ (resp. p) d’une colonne de longueur 7 ayant un “1” en

(4 + 1)-ieme position.

PROPOSITION 2.2.5: (relévement des formules (1.2.12) et (1.2.18))
Si la pondération de A = (A, w) est de la forme

w(a;) = wo + woz + woz? + ... + woz' ™! = woli], € N{w, 2],

alors
An+1,k+1) =3 (7; ) Wi, 5), (2.2.15)
j:
A+ 1,k+1) =Y (:%) wi—m ks (m k). (2.2.16)

m=k
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DEMONSTRATION:
On peut supposer sans perte de généralité que a; = .

Alors pour (2.2.15), soit n > k et ¢ un A-tableau w-distribué dans
TdA(n,n — k). Considérons toutes les colonnes de ¢ qui ont poids “wg”. 1l
y en a exactement j — k, pour un certain j dépendant de ¢ (k < j < n).
On peut enlever ces colonnes, en prenant note de leurs longueurs, sans perte
d’information, obtenant un facteur “wg_k”. Si ¢’ désigne le A-tableau obtenu
apres cette opération, alors ¢’ est dans TdA(n,n — j), c’est-a-dire ¢’ con-
tient n — j colonnes (de longueurs distinctes plus petites ou égales & n) et
les longueurs des j — k colonnes extraites constituent un sous-ensemble des j
longueurs de colonnes n’apparaissant pas dans ¢’. De plus, chaque colonne
de ¢’ de longueur i posséde une pondération “wpz!”, 1 <1 < i—1. Silon
remplace chaque colonne de longueur ¢ par une colonne de longueur 7 —1 et
qu’on enléve un facteur z & sa pondération, on obtient un A-tableau w-pondéré

’n, J”

général dans Td'A(n —1,n — j) et un facteur “

Il est facile de voir que cette transformation est réversible; on obtient ainsi

I'identité (2.2.15). L’identité (2.2.16) s’obtient d’une maniere similaire. o

A Dorigine, les g-nombres de Stirling de deuxiéme espece ont été introduits
par L. Carlitz [Cal] comme étant la famille de polyndmes Sy[n, k] vérifiant

I’identité suivante:

[ ] i( >(q—11 £Sqli k). (2.2.17)

j=k
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THEOREME 2.2.6: (relévement des formules de Carlitz)

Soit A une suite croissante d’entiers non-négatifs, etw: N — K etw* : N—- K
deuz fonctions dans un anneau K telles que w(i) = wo + w*(3), Vi € N. Si
A= (Aw), A" = (A, w*) et Ao = (A, wp), 0t wy désigne la fonction constante

€gale a wo, alors

Sn k) =" (;‘) wi IS (5, k). (2.2.18)

i=k

De plus, les identités suivantes, obtenues en appliquant diverses inversions,

sont équivalentes da (2.2.18).

H(n,s) =3 (ﬁ) Wi (n, 5); (2:2.19)
j=s
5% (n,9) = > (-uo)~? () 5% o) (22.20)
j= J
& (n,5) = > w0y~ (7) R m, 3 (22.21)
i=s s
$%(n,s) = > (~1)77*¢* (4, 5)5% (n, 4); (2.2.22)
Ho(n,5) = 3 (-1, 5% (n, ) (22.23)
DEMONSTRATION:

Nous nous trouvons dans un cas oll w (dans le couple % = (A, w)) est une
somme canonique de deux termes, nous pouvons donc parler de A-tableaux w-
distribués. Ainsi, pour ces A-tableaux, une colonne de longueur a; aura comme

possibilité de pondération soit “wp” soit “w*(a;)”.
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Pour démontrer les identités (2.2.18) et (2.2.19), il suffit essentiellement
de choisir les colonnes des A-tableaux w-distribués dont la pondération est

différente de wo.

Pour (2.2.20) et (2.2.21), le membre de droite compte des .A-tableaux w-
distribués dont certaines colonnes de poids wg sont distinguées et contribuent
3 la pondération par un facteur de (—1). On peut construire sur ces tableaux
une involution conservant les poids mais inversant les signes et ayant comme
points fixes les A-tableaux w-distribués dont aucune colonne n’est de poids wp.
1l suffit, pour ce faire, de “changer le statut” de la colonne de poids wp la plus
a gauche du A-tableau w-distribué. On obtient ainsi le membre de gauche de

ces identités.

Pour les identités (2.2.22) et (2.2.23), des involutions conservant les poids
mais inversant le signe du méme genre que celles pour l'orthogonalité font

Paffaire. a

Le cas particulier ol a; = i, wo = 1 et w*(i) = ¢* — 1 redonne l'identité de

Carlitz ainsi que ses proches parents (cf chapitre 1, (1.4.5) & (1.4.10)).

REMARQUE 2.2.7: En effectuant le changement de variable z = ¢ —a dans
les identités (2.1.9) et (2.1.10) de la section 2.1, définissant les nombres de
Stirling non-centrés (cf Koutras [Koul), on obtient les formules

(z+a)(z+a-1)...(z+a-n+1)= zn:(—l)”—kc(a) (n, k)z*(2.2.24)
=0

et "= Sk (z+a)(z+a—1)...(z+a—k+1). (2.2.25)

k=0
En les comparant aux identités (2.2.3) et (2.2.5) de la proposition 2.2.1, on en
déduit que c(q)(n, k) = ch(n, k) et Say(n, k) =S Ql(n, k), pour & = (A, w), ol
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A = (i)i>0, et w(i) = —a+1i. Les identités (2.2.18) et (2.2.19) nous permettent
alors d’exprimer les nombres de Stirling non-centrés en termes des nombres de

Stirling usuels, & savoir

e (ms) = 3 (7) (-ap~ctm,), (22.26
S k) =3 () (-0 3G (2.2.27)

J=

Le théoréme 2.2.6 traite essentiellement des interactions entre A-nombres
de Stirling dont les pondérations different par une constante additive. La propo-
sition suivante montre ce qui se passe lorsque les pondérations different par une

constante multiplicative.

PROPOSITION 2.2.8: Soit A = (A,w) ot w: N — K et soit a € K.
Notons aw l’application de N dans l’anneau K obtenue par multiplication de w

par la constante a. Alors,

C(A,aw) (n, k) — a,n_kC(A’w) (n, k), (2228)
S(A,aw) (n’ k) = an_kS(A’w) (n, k) (2.2.29)
DEMONSTRATION:

1l suffit de remarquer que pour tout A-tableau ¢ possédant k colonnes, la
pondération (aw)( A,aw)(®) de ¢ est liée & la pondération wy((4) = WA w) (¢)

par la relation suivante:

(W) A oy (@) = @ - 04 1y (). o
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REMARQUE 2.2.9: Remarquons que le résultat précédent peut prendre
une forme plus générale: soient A = (A, w) et B = (B, v) tels que A = (a;)i>0
et B = (b;)i>0 sont des suites croissantes d’entiers non-négatifs et w et v sont

des applications de N dans K. Si pour tout ¢ > 0,
v(bi) = a- w(as),
alors

¢B(n, k) = a»*cH(n, k), (2.2.30)
SB(n, k) = a"*S%(n, k). (2.2.31)

THEOREME 2.2.10: (formules de convolution)

Soit A = (A,w) ou A = (ap,a1,az,...). Désignons par 6 A la suite (a1,az,...)
et, plus généralement, par 6" A = §(6" 1 A) la suite (an,An+1,An+2,-..). De
plus, notons 6"A = (6" A,w). Alors

Am+jn) =3 Hm, kG, n - k), (2.2.32)
k=0

S*m+jn) =3 SH(m, H)S*(G,n— k). ((5.18) de [VS])(2.2.33)

k=0
De méme,
Am+1,m+j+1) =3 Fk,m)c A (n - k,9), (2.2.34)
k=0
S+ 1,m+i+1) =3 S%km)S Hn—k,35). ((5.19) de [VS])
k=0

(2.2.35)
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DEMONSTRATION:

Pour démontrer combinatoirement ces formules, il suffit de sectionner

stratégiquement les A-tableaux en deux parties.

Ainsi, pour l'identité (2.2.32) (resp. (2.2.35)) par exemple, on sépare les
colonnes des A-tableaux de ensemble T'd* (m+j—1,m+j—n) (resp. TA (m+
j+1,n—m — 7)) pour former un A-tableau dont les longueurs de colonnes
font partie du multi-ensemble {ao, a1,...,am—-1} (resp. {ao,a1,...,am}), €t un

autre A-tableau dont les longueurs des colonnes font partie du multi-ensemble

{@m)@mt1s- -y @m4j—1} (T€SP. {@m+1,Am+42, .-+, Am+j+1} pour (2.2.35)), ou,

comme toujours, A = (a;)i>0.

Pour les identités (2.2.33) et (2.2.34),si¢p € T A(n, m+ j —n) (respective-
ment ¢’ € TdA(n,n —m — j)), on doit d’abord déterminer I'unique entier ko,

0 < ko <n (resp. k1, m < k1 < n), pour lequel

(ko= 1) +[Blo+ [dl1 + ...+ [plko—1 <m
< ko+|¢lo+ |8l + ...+ |dlk (2.2.36)

(respectivement

ki—1¢'lo— 19l —... — ¢ lki-1 =m
<1+ + o+ 1+...+ k), (2.2.37)
ol |¢|; désigne le nombre de colonnes de longueur a; dans ¢. Remarquons que

pour que (2.2.37) soit satisfaite, puisque ¢’ posseéde des colonnes de longueurs

deux & deux distinctes, on doit nécessairement avoir |¢’|x, = 0.

Le A-tableau ¢ (respectivement ¢’) est alors divisé en un A-tableau con-

tenant les m — ko derniéres colonnes de ¢ (resp. ki1 — m derniéres colonnes
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de ¢'), prenant leurs longueurs dans le multi-ensemble {ag,a1,...,ak,} (resp.
{ao,ai1,...,ak,—1}), et le A-tableau restant, dont les colonnes ont des longueurs
dans le multi-ensemble {aky, Gko+1,---,an} (teSp. {ak;+1,0k+2,-.-,an}). O

Ces identités sont des relévements des formules de convolution (1.2.14) &
(1.2.17) du chapitre précédent, lorsque a; = ¢ et w(i) = [i]g. Le lemme 1.2.6
permet d’exprimer les familles caim(n, k) et Séim(n, k) en termes des familles

cqln, k] = cA(n, k) et Sqln, k] = SZ(n, k).

2.3 IDENTITES RELATIVES AUX TABLEAUX 0-1 FAIBLES

DEFINITIONS 2.3.1: Un tableau 0-1 faible ¢ est la donnée d’un triplet
Y =\Lf)ou= (A1 > A2 > ... > \g) désigne un partage d’un entier m,
[ est un entier supérieur ou égal & A1, et f = (fij)1<j<a; est un “remplissage”
des cellules du diagramme de Ferrers de A avec des “0” et des “1”, de telle sorte
qu’il y ait au plus un “1” par colonne. On considérera par convention que %

possede ! colonnes dont | — A1 sont de longueur nulle et sont remplies de zéros.

Par exemple, la figure 2.1 représente le tableau 0-1 faible ¥ = (), 1, f) ou
A=(5,4,2,2),l =6 et fiz = fosa = fao =1, fi; = 0 ailleurs (1 < j < \y).

ojo|1}]0}]0O
0J]0]0 |1
011
01]0

FIGURE 2.1: tableau 0-1 faible ¥
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Le nombre d’inversions de 1, noté inv(¢), est égal au nombre de “0” se
trouvant en dessous d’un “1” dans la représentation graphique de 9. Le nombre
de non-inversions de 1, noté nin(y), est égal au nombre de “0” se trouvant
au-dessus d’un “1” dans la représentation graphique de %, plus le nombre de
“0” dans les colonnes remplies de “0”. Dans ’exemple précédent, inv(y)) = 2
et nin(y) = 8.

Nous noterons Ty (h,r) (resp. Ty(h,r,s)), I'ensemble des tableaux 0-1
faibles possédant r colonnes de longueurs plus petites ou égales & h (et possé-
dant exactement s colonnes remplies de “0”, resp.) et T'ds(h,r) (respective-
ment T'd¢(h,r,s)), le sous-ensemble de T¢(h,r) (resp. T¢(h,r,s)) contenant les

tableaux 0-1 faibles dont les longueurs des colonnes sont deux & deux distinctes.

DEFINITIONS 2.3.2: Les p, g-nombres de Stirling partiels sont donnés par:

Peg gl m, k] = S @, (2.3.1)
YETds(n—1,n—k,n—m)

PSpalmm k= Y pnOgmw); (2:3.)
YETy(kn—k,n—m)

Pepaln,kli= >, pgmW) (233)
YETds(n—1,n—k)

PSp qn, k) := Z pnin(zl))qinv(v;). (2.3.4)
YETy(kyn—k)

Remarquons que ces polynomes ne sont pas symétriques en p et q.

Tout comme les nombres de Stirling classiques, les nombres de Stirling
partiels ont une interprétation combinatoire en termes de permutations et de
partitions ou, plus exactement, en termes de permutations d cycles marqués et
de partitions partielles. Pour passer au p, g-analogue, nous aurons besoin de

définir des notions d’inversions et de non-inversions sur ces objets.
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DEFINITIONS 2.3.3: Soit ¢ € 6(n,l, k) une permutation sur I’ensemble
{1,2,...,n} = [n], possédant k cycles dont [ sont marqués. On dira que o est
écrite sous forme standard de produit de cycles si o est écrite comme produit
de cycles disjoints, chaque cycle débutant par son minimum, et les cycles étant
ordonnés par ordre croissant de leurs minima. Nous noterons w(o) le mot
obtenu en effacant les parenthéses dans ’écriture de o sous forme standard de
produit de cycles. Le minimum de chaque cycle est appelé chef de cycle. Pour
indiquer qu’un cycle est marqué, nous soulignerons son chef de cycle. Ainsi
par exemple, o = (1,9, 3,5)(2, 7)(4)(6, 10, 8) € &(10,2,4) est écrite sous forme
standard de produit de cycles, les cycles (2,7) et (4) sont marqués, les chefs de

cycles sont respectivement 1,2, 4 et 6, et w(oc) =19352746108.

Le nombre d’inversions d’un entier ¢ € [n] dans une permutation & cycles
marqués o € 6(n,l, k), noté inv, (i), se calcule de la maniére suivante: inv, (%)
est égal au nombre de couples (4, j) tels que j se trouve & droite de 4 dans w(o),
mais 1 < j < i. Le nombre d’inversions d’une permutation & cycles margqués
o € 6(n,l, k), noté inv(c), est égal &

inv(o) = ) inve(3). (2.3.5)

1€[n]

Le nombre de non-inversions d’une permutation & cycles marqués o €
S&(n,l, k), noté nin(o), est égal &
nin(o) = » (i—2—inv,(3) +» (G- 1). (2.3.6)
i J
ol la premiére sommation parcourt tous les entiers ¢ € [n] qui ne sont pas chefs

de cycles, et la seconde sommation, les chefs des cycles marqués.

Le nombre de non-inversions de o € &(n, !, k) peut également s’exprimer

en termes de couples (4,7) tels que j se trouve & gauche de 7 dans w(o) et
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1 < j < 4. Mais cette statistique est en réalité la traduction pure et simple de
la statistique de non-inversions des tableaux 0-1 faibles, via une bijection que

nous exhibons dans la démonstration de la proposition 2.3.5.

Par exemple, pour o = (1,9,3,5)(2,7)(4)(6, 10, 8), on calcule inv(c) = 13
et nin(o) =17+ 4 = 21.

DEFINITIONS 2.3.4: Une partition partielle (E; ) € PP(n,l,k) de [n]
est la donnée d’un couple (E;mw) tel que F est un sous-ensemble de [n] =
{1,2,...,n} de cardinalité {, et m = 7y, ma,..., Tk, est une partition en k blocs
de ’ensemble [n] — E. On dira que (E; ) est écrite sous forme standard si les
éléments de I’ensemble F sont ordonnés par ordre croissant, chaque bloc de la
partition 7 est ordonné par ordre croissant de ses éléments, et les blocs sont
ordonnés par ordre croissant de leurs minima. Les minima de blocs, respec-
tivement ai,aq,...,ak, seront appelés chefs de blocs. Par exemple (E;7) €
PP(10,2,3), telle que E = {5,9} et 7 = {1,3,7},{2,6,10}, {4,8} = m1,m2, 73,
est écrite sous forme standard et les chefs de blocs de 7 sont égaux & a; = 1,

a2=2e'_ca3=4.

Le nombre d’inversions d’un entier i1 € [n] — E dans la partition 7, noté
inv, (%), se calcule de la maniére suivante: si ¢ fait partie du j-ieme bloc 7; de
m écrite sous forme standard, inv, () est égal au nombre de chefs de blocs am,
j < m < k, tels que a,, < i. Le nombre d’inversions d’une partition partielle

(E; ) € PP(n,l,k), noté inv(E;7), est égal a

inv(E;m) = Y inve(d). (2.3.7)
i€[n]—E



71

De plus, le nombre de non-inversions d’un entier ¢ € [n] d’une partition par-

tielle (E; ), noté nin, (i), est égal &

{a; | a; < i} sii € FE,
ning (3) = {a; |1<j<ketaj<i}| siiestdanslek-ieme bloc dew
" (=k-1) et i n’est pas chef de bloc,
0 si 7 est un chef de bloc, .
(2.3.8)
ou ai,...,ar désignent les chefs de blocs 7y,...,mr de 7w écrite sous forme
standard.

Le nombre de non-inversions d’une partition partielle (E;n) € PP(n,l, k),

noté nin(E; ), est égal 3

nin(E;7) = Z ning(3),

i€[n]
k-1

=D i(mipa| = 1)+ Y nine(3), (2:3.9)
=0 JEE

ol |m;| désigne la cardinalité du i-iéme bloc de la partition partielle, écrite sous

forme standard.

Encore une fois, ce parametre n’est qu’une traduction du parametre nom-
bre de non-inversions sur les tableaux 0-1 faibles, via une bijection qui sera

donnée plus loin.

Par exemple, pour (E;7) = ({5,9}; {1, 3,7}, {2,6,10}, {4,8}), on calcule
inv(E;m) =5 et nin(E;7) =4+ 6 = 10.

PROPOSITION 2.3.5: (modéle combinatoire alternatif)

Avec les notations et les définitions précédentes,

Pcp’q[n, m, k] - Z pnin(a)qinv(a), (2-3'10)
aGG(n,n—m,n—m+k)
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PSpqln,m, k] = > prin(Bm) ginv(Bim) - (9.3.11)
(E;m)ePP(n,n—m,k)

DEMONSTRATION:

Pour I’égalité (2.3.10), il suffit de construire une bijection & entre les ta-
bleaux 0-1 faibles ¢ € Tds(n — 1,n — k,n — m) et les permutations & cycles
marqués o € &(n,n — m,n — m + k), préservant le nombre d’inversions et de
non-inversions. Cette bijection nous est inspirée par la formule de récurrence
(2.3.15) ou encore (2.3.21). Soit donc 9 € T'df(n—1,n—k,n—m). On construit
par induction une suite de permutations & cycles marqués o9, 01,...,0, telle
que o; a pour support ’ensemble [;]. L’image de 9 par @ sera égale & ®(¢) =
on. Nous débutons donc avec o égale & la permutation vide. Supposons qu’on
ait calculé 09, 01,...,0i—1, 1 <i < n. Alors o; est obtenue & partir de ;1 de

la maniére suivante:

i) si ¥ ne contient pas de colonne de longueur ¢ — 1, o; coincide avec o;—1
sur ’ensemble [i — 1], et P’entier ¢ forme un nouveau cycle non marqué, de

longueur 1, dans o;;

ii) si 1) contient une colonne de longueur ¢ — 1 remplie de “0”, o; coincide avec
oi—1 sur [i — 1], et entier ¢ forme un nouveau cycle marqué, de longueur

1, dans o;;

iii) si ¢ contient une colonne de longueur ¢ — 1 avec un “1” dans la j-iéme
cellule (lue de haut en bas), 1 < j < i— 1, alors o; est obtenue de o;—; en
insérant 1’entier ¢ comme image de la j-itme lettre de w(o;—1). On prend
alors comme image de i I'image qu’avait cette lettre dans o;—1, et le reste

de o; est identique & o;—1.
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0jojJo0|1
01060
011
110

0

FIGURE 2.2: tableau 0-1 faible
Y € Tdg(5,5,2)

Par exemple, pour ¢ € Tds(5,5,2) donnée par la figure 2.2, oo = 0,
o1 = (1), o2 = (1,2), o3 = (1,2)(3), 04 = (1,2)(3)(4), 05 = (1,2)(3,5)(4), et
®(y) = 06 = (1,2)(3,5,6)(4).

Nous laissons le soin au lecteur de montrer que @ est une bijection entre
les ensembles T'dg(n — 1,n — k,n — m) et &(n,n — m,n — m + k), telle que

inv(y) = inv (®(¢)) et nin(¢p) = nin ($()).

Pour (2.3.11), nous devons construire une bijection 2 entre les ensembles
T¢(k,n—k,n—m) et PP(n,n—m,k). Cette bijection nous est indiquée par la
formule de récurrence (2.3.16) ou encore (2.3.22). Soit donc ¢ € Ty(k,n—k,n—
m). Transposons ¢ dans le troisitme quadrant (les colonnes apparaissent par
ordre croissant plutét que par ordre décroissant de longueur). Pour 1 <i <k,
ajoutons une colonne de longueur ¢, contenant un “1” en derniere position,
3 gauche de toutes les colonnes (dans v transposée) qui sont de longueurs
supérieures ou égales & 7. Complétons ensuite chaque colonne par des cellules
contenant des “0”, de sorte qu’elles atteignent la longueur k. Nous obtenons
ainsi une matrice k x n avec au plus un “1” par colonne (ces manipulations sont
illustrées dans la figure 2.3 & partir du tableau 0-1 faible de la figure 2.1). C’est

la représentation ligne & colonne de la fonction & croissance restreinte associée
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4 la partitions partielle Q(¢) = (E; ) (cf Milne [Mil]). Plus exactement, si la
i-iéme colonne de la matrice obtenue ne contient que des “0”, 7 € E, et si la
i-iéme colonne contient un “1” dans la j-iéme ligne, alors ¢ se trouve dans le
j-ieéme bloc de la partition 7 écrite sous forme standard. Par exemple, pour
le tableau 0-1 faible ¢ € T%(5,6,3) de la figure 2.1, on obtient la matrice de
la figure 2.3, et Q¥) = (E;7) = ({1,3,10}; {2,6}, {4,5},{7,9}, {8}, {11}) €
PP(11,3,5).

)
0100O01O0O0OO0OUO0OO
0 0011O0O0O0O0O0TO
0 000O0OT1O0T1O00
0 000OO0OO0OOT1O0TO0TP O
0 000OO0OOOOO0OTU 01

FIGURE 2.3: construction d’une matrice & partir
d’un tableau 0-1 faible

Nous laissons cette fois encore le soin au lecteur de démontrer que 2 est

une bijection entre les ensembles Ts(k,n — k,n — m) et PP(n,n — m, k), telle

que inv(y) = inv (2(2)) et nin(yp) = nin (2(Y)). m|

Nous présentons maintenant des identités sur les p, g-nombres de Stirling

partiels.
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PROPOSITION 2.3.6: On a:

a) liens et cas particuliers.

PCP,Q[n’ k] = Z Pcp,q[na m, k]a (2312)
m=k

PSp,qln, k] = Z PSp,q[n, m, k], (2.3.13)
m=k

PCP,Q[n’ k] = C(A’w) (n, k) et PSP:Q[na k] = S(A’w) (n’ k) (2314)

ot A= (1)iz0 et w(E) = p* + [i]p,q;

b) récurrences.
Pepqgln+ 1, k] = Pepgln, k — 1] + (0" + [n]p,q)Pcpgln, k],  (2.3.15)
PSpqln+ 1,k] = PSpqln,k — 1]+ (0* + [klp,q)PSpqln, k],  (2.3.16)
avec conditions initiales Pcp q[n, k] = 0 = PSp4[n, k] si k > n, Pcpq[n,0] =

0+ [Up,g) (@ + [2lpg) - -- @1 + [0 — 1p,g), PSpqln, 0] =1 et Pep,gl0,k] =
5O,k = 'PSp’q[O, k).

DEMONSTRATION:

a) (2.3.12) et (2.3.13) découlent de la définition de Pcp q[n, k] et PSp q[n, k]
par rapport & celle de Pcp q[n, m, k] et de PSy q[n, m, k].

Pour (2.3.14), comparer par exemple les récurrences (2.3.15) et (2.3.16)

données en (b) avec les formules (2.1.4) et (2.1.5).

b) Pour démontrer ces récurrences, il suffit de considérer la longueur

maximum possible des colonnes des tableaux 0-1 faibles dans les ensembles
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Tdg(n,n—k+1) et Ty(k,n—k+ 1) respectivement (i.e. si ¢ € Ty(k,n—k+1)
par exemple, soit sa colonne de longueur maximum est de longueur k, soit elle

est de longueur strictement plus petite). a

Les suites(Pcp,q[n, k]) €t (PSpq[n, k]) étant des cas particuliers des suites
(cm(n, k)) et (S’m(n, k)), toutes les identités de la section précédente s’y
appliquent. Ce n’est en revanche pas le cas des suites (Pcpq[n, m,k]) et

PS, 4[n, m, k]), pour lesquelles une analyse plus détaillée est nécessaire.
X

PROPOSITION 2.3.7: On a:

a) liens et cas particuliers.

Pep.qgln, n, k| = cpq[n, k] et Pepqln, k, k] = p("gk) [Z} , (2.3.17)

P
PSp,q[n,n, k] = Spqln, k] et PSpqln, k, k] = [Z] , (2.3.18)
P
PCI,Q[n’ m, k] = (n B 71?-'- k) Cq[n, n—m+ kj, (2.3.19)
PSy q[n,m, k] = (;;) Sylm, K]; (2.3.20)

b) récurrences.

Pep,qln+ 1, m+ 1,k] =Pcp q[n, m, k — 1] + p"Pep g[n, m + 1, k]+
[n]p,qPep,qln, m, K], (2.3.21)

PSpqln+ 1,m+ 1,k] =PSpq[n,m, k — 1] + p*PSp g[n,m + 1, K]
+ [k]P,qPSP,q [n, m) k]’ (2'3'22)

avec conditions initiales

Pcpqln, m, k] =0 = PSp 4[n, m, k] sim > n ou si k> m,
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PCp,q [O’ m, k] = 60:k60:m7 PSP’Q[()’ m, k] = 50:k601m7
PCP,Q[n’ 0,k] = p(g) 0,0, ’PSP,Q["" 0,k] = b0,k

et Pcpqln, m,0] = p(g) ~™e1,q/plMn —m), PSpqln, m,0] = bm,0;
c) séries génératrices. Pourn > 0,

Z Z Pcpqln, m,rlz"y™ T2V T™ (2.3.23)

r>20m2>0
=(z+2)(z +pz+[lpgy) ... (@ +p" 2+ [n— Upey),

pour k > 0,
DO PSpglk+rk+1klaty™ = (2.3.24)
>0 1>0
1 1 1 1

(1-y) (1 —py = [1]pqz) (1 = P2y — 2lp,ez) (1= PFy — [Klp,ez)

DEMONSTRATION:

a) Lorsque n = m, toutes les colonnes contiennent un “1” et les polynémes

Pcpqln, n, k) et PSp q[n, n, k] comptent des tableaux 0-1 normaux.

Lorsque m = k, les tableaux 0-1 faibles considérés ne contiennent que des
cases remplies avec des “0” et comptant chacune pour p, qui correspondent a
Pinterprétation combinatoire des coeflicients g-binomiaux en terme de partages

d’entiers.

Les identité (2.3.19) et (2.3.20) deviennent triviales avec les modéles com-
binatoires alternatifs de la proposition 2.3.5. En effet, Pcy q[n, m, k] compte
(selon le nombre d’inversions) les permutations de [n] avec n — m + k cycles

(facteur ¢4[n,n — m + k] du membre de droite de (2.3.19)), dont n — m sont
n—m-+k

n—m

marqués (on a ( ) fagons de les choisir parmi les n — m + k cycles des



78

permutations). De méme, PS 4[n, m, k] compte (selon le nombre d’inversions),
les partitions partielles (E;7) de ’ensemble [n] telles que |[E| =n—m (il y
a (1) fagons de choisir un tel sous-ensemble E) et 7 posséde k blocs (facteur

Sg[m, k] du membre de droite de (2.3.20)).

b) Méme raisonnement que (b) de la proposition précédente. Remar-
quons que Pcp q[n, m,0] compte avec pondération les tableaux 0-1 faibles ¢ €
Tds(n—1,n,n—m), donc les “escaliers” allant de la hauteur n—1 & 0, possédant
m colonnes avec des “1”. Le nombre d’inversions de tels tableaux est égal au
nombre d’inversions du tableau 0-1 ¢ € T'd(n — 1, m) obtenu en considérant
seulement les colonnes contenant des “1” dans v, tandis que le nombre de

non-inversions du tableau 1 est égal &

# cases dans ’escalier —# de “1” dans le tableau — inv(yp)
= (Z) —m — inv(yp).
D’ol Pep q[n, m,0] = p(g)_mcl,q/p[n, n—m).

c) Découle de la définition combinatoire. |

En plus de (2.3.19) et (2.3.20), les nombres de Stirling partiels possedent

d’autres expressions en termes des g-nombres de Stirling usuels lorsque p = 1.

PROPOSITION 2.3.8: On a:

Pergln+Lk+1 =) [(;i D + (i)] 2i=k=1gn=ic [n,j], (2.3.25)
i=k

PSiqln+1,k+1] = Zn: rf (n; ’) 2"‘3'—"] %8, 14, K], (2.3.26)

j=0 Li=0
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Porglnt Lot 1,k +1] (2.3.27)
- Z:k [(76) (i :r’:r) + (ki 1) <,Z ::;_i)] q"Iegln, 7,

PSiqn+1,m+1,k+1]

= Zn: [ni:: (n; z) (:__ zz __’Z)] @ *8,[j, k). (2.3.28)

DEMONSTRATION:

Le principe de démonstration de ces formules est le méme que celui des
identités (2.2.15) et (2.2.16). Dans ce qui suit, nous démontrons (2.3.25) trans-

formée & I’aide de ’identité

ORI RSN

Si ¢ € Td¢(n, k), Gtons-lui ses colonnes qui ne causent aucune inversion: il y
en a exactement j — k pour un certain j, £ < 7 < n. D’un c6té, comme on
a enlevé en particulier toutes les colonnes remplies de “0”, il reste un tableau
0-1 usuel ¢ dont chaque colonne compte au moins pour une inversion. En
lui enlevant une case & l'extrémité inférieure de chaque colonne, on obtient
un tableau 0-1 général ¢’ dans l'ensemble T'd(n — 1,n — j), ce qui explique
dans le membre de droite de (2.3.25) le facteur g™ c4[n, 5], rajusté pour tenir
compte des inversions perdues. De l'autre coté, les j — k colonnes extraites de ¥
prenaient des longueurs dans les n— (n—j) = j éléments de [n] n’apparaissant
pas comme longueurs de colonnes dans ¢ (puisque les colonnes de 1 sont de
longueurs deux & deux distinctes), plus éventuellement la longueur zéro. De
plus, les colonnes qui ne contribuent pas au nombre d’inversions d’un tableau

0-1 faible sont de deux types, soit elles ne contiennent que des “0”, soit elles
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contiennent un “1” positionné dans la case inférieure de la colonne. Cependant
lorsqu’une colonne est de longueur nulle, elle ne peut étre que du premier type,
ce qui nous donne donc deux sous-cas: si les colonnes extraites de ¢ sont
toutes de longueurs non nulles, elles forment un sous-ensemble & j — k éléments
d’un ensemble de j longueurs possibles, et chacune d’entre elles a le choix de
deux configurations, ce qui donne le facteur 27~F (J. J k). De méme, si I'une
des colonnes extraites de 1 est de longueur nulle, les autres forment un sous-
ensemble & j — k — 1 éléments des mémes 7 longueurs possibles, avec toujours

deux possibilités de configurations, ce qui donne le terme 27~%~1( j_i_l).

olo]l1
0 1
0
1 {011)475}a q 3
> 5] O et 4 remplies
avec des (
0

FIGURE 2.4: décomposition des tableaux 0-1 faibles
pour l'identité (2.3.25)

Des raisonnements similaires montrent (2.3.26) & (2.3.28). |

Lorsque p = q = 1, le modele alternatif en termes de permutations a cycles
marqués et partitions partielles des nombres de Stirling partiels, développé dans

la proposition 2.3.5, permet de démontrer aisément la proposition suivante.
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PROPOSITION 2.3.9: (séries génératrices)

On a:
Z Pcy1[n,n—m, kla™uk=— = (1 — z)~(e+¥), (2.3.29)
n,m,k>0
> PSuilnn-m, k]a’”ukx, = e*%e(*" D), (2.3.30)
n,m,k>0 n
> Peyaln, k]u L () (F), (2.3.31)
n,k>0
> PSyin, k]u 2 =TT, (2.3.32)
n,k>0
DEMONSTRATION:

Il est bien connu que la série génératrice des permutations selon le nombre

de cycles (pondérés par u) est

Z Zc(n k)u ( ! m)u. (2.3.33)

n>0k>0

L’identité (2.3.29) est obtenue en constatant qu’une permutation & cycles mar-
qués se décompose naturellement en deux permutations, 'une contenant les
cycles marqués (pondérés par a), et 'autres les cycles non marqués (pondérés

par u).

L’identité (2.3.30) exprime le fait qu’une partition partielle (E; 7) est cons-
tituée d’un ensemble F (dont les éléments sont pondérés par a) et d’une par-

tition 7, qui est un ensemble de blocs non vides (avec u compteur de blocs).

Les identités (2.3.31) et (2.3.32) découlent des formules (2.3.12), (2.3.13),
(2.3.29) et (2.3.30). m|
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PROPOSITION 2.3.10: (formules de convolution)
On a:

Cp,g[m +n, k] = Z pti=H) [nlpg Iep,qln, ilPegplm, gk — i),  (2.3.34)
i+j>k

Spalm+n,k]= > pHREm=ig, [n,i|PSyplm, 5 k—i.  (2.3.35)

i+j>k
n n_k . o .
Cpgln+Lm+j+1 =2 > p*tDED [k 13k, o[k, m]Pegpln— ki, 1],
k=0 i=j
(2.3.36)
n n—k
Spaln+l,mtj+1] =% prmDED [y 15 2*75S, o[k, m]PS, pln—k, 4, 5].
k=0 i=j
(2.3.37)
DEMONSTRATION:

Les identité (2.3.34) & (2.3.37) sont des cas particuliers des identités
(2.2.32) & (2.2.35) du théoréme 2.2.10 de la section précédente, pour A = (i);>0
et w(i) = [i]p,q. Dans ce cas, cm(n, k) = cpqln, k], Sm(n, k) = Sp q[n, k],

c&'“Ql(n’ k) = me(i_k) [m];,‘;i’ch,p[n,i, k), (2.3.38)
i=k
55" (n, k) Z PR ]2 =iPS, ln, i, ). (2.3.39)

En effet, les polyndmes cémm(n, k) et Sémm(n, k) sont des p, g-comptages
des ensembles de tableaux 0-1 TdZ™(n — 1,n — k) et T2™(k,n — k) respec-
tivement (ces notations ont été introduites dans le lemme 1.2.6 du chapitre 1).
Ce sont des tableaux 0-1 dont les longueurs des colonnes sont au moins égales

3 m. On peut les décomposer en un tableau 0-1 faible rectangulaire 1; (de
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format m x (n — k)), surmonté d’un tableau 0-1 faible ¢, € Td(n — 1,n — k)
(ou 92 € T'(k,n— k) respectivement), tels que les colonnes de 1; contenant un
“1” correspondent aux colonnes de w2 n’en contenant pas, et vice-versa. Les
formules (2.3.38) et (2.3.39) sont obtenues en les énumérant selon le nombre

d’inversions et de non-inversions. Les détails sont laissés au lecteur. |

Notons que les identités (2.3.34) & (2.3.37) sont des p.g-analogues des iden-
tités (1.2.14) & (1.2.17) du théoreme 1.2.5 du chapitre 1.

2.4 IDENTITES RELATIVES AUX TABLEAUX 0-1 DONT LES
LONGUEURS DES COLONNES SONT RESTREINTES A
UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE

Dans cette section, nous nous intéressons aux .A-tableaux pour lesquels
w(a;) prend comme valeur [a+id]p,q, a,d € N, le p, g-analogue d’une progression

arithmétique. Ce résultat peut étre réalisé de deux facons différentes.

La premitre possibilité, Ape = (a + id)i>0 €t wpa : N — Np, q] telle que
Wpa(k) = [k]p,q, correspond combinatoirement au p, g-comptage de tableaux
0-1 dont les longueurs des colonnes appartiennent & la progression arithmétique
{a+ id}i>0. Plus exactement, supposons a et d € N fixés. Notons T%4(h,r)
(resp. Td»4(h,r)) le sous-ensemble de T'(a + hd,r) (resp. T'd(a + hd,r)) con-
tenant les tableaux 0-1 dont les longueurs des colonnes font partie de I’ensemble
{a,a+d,a+2d,...,a+hd}. Par convention, si a = 0, comme un tableau 0-1 ne
peut contenir de colonnes de longueur nulle, les longueurs de colonnes permises
feront partie de I’ensemble {d, 2d, ..., hd}. Le cas ol d = 0 est un petit peu plus
problématique. Dans ce cas, les tableaux 0-1 sont dégénérés et ne possedent

que des colonnes de longueur a. On doit alors considérer que les longueurs des
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colonnes font partie du multi-ensemble {a,a+1-0,a+2-0,...,a+ h -0} =
{a®, 0, a@ .. aM}, et distinguer les différentes longueurs a +i-0 = a(®.
On peut le faire par exemple en attribuant la couleur 7 aux colonnes de longueur
a®. Evidemment, si une colonne ayant hérité d’une couleur %, se trouve &
gauche d’une colonne de couleur j, dans le diagramme de Ferrers correspon-
dant au tableau 0-1, alors ¢ > j. De plus, les longueurs a® sont considérées

comme distinctes pour les tableaux 0-1 dans les ensembles Td*°(h,r).

On a donc
(Ararwpa) (1, k) = Z phin(e) ginv(e) (2.4.1)
p€Td*d(n—1,n—k)
et
S(Apa,w,,a)(n’ k) = Z pRin(e) ginv(e) (2.4.2)

cpET""d(lc,n—k)
La deuxiéme possibilité est A¢. = (Afc, wye), ot Age = (3)i>0 et
wse(k) = la+ kdlp,g = p*alp,q +¢° [d]p,q (K] e q2- (2.4.3)

En décomposant la pondération de cette facon, nous obtenons un modele

combinatoire en terme de p, g-comptage de tableaux 0-1 faibles colorés.

DEFINITION 2.4.1: Un tableau 0-1 faible coloré consiste en un couple (1, 7)
o ¥ = (A1, f) est un tableau 0-1 faible, et v : Cy — {0,1,2,...a+d— 1}
est un “coloriage” des colonnes ¢ de 1 avec des couleurs v(c), satisfaisant les

conditions suivantes:
i) si c est remplie de “0”,ona 0 < v(c) <a—1, et

ii) si le remplissage de ¢ contient un “1”, alors a < y(c) < a+d— 1.
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Par convention, si a = 0 alors le tableau 0-1 faible ¢ ne possede pas de
colonnes remplies de “0”, et si d = 0, il ne contient aucune colonne avec un

“1”

Nous noterons Tyc(h,r) (resp. Tds.(h,r)) ensemble des tableaux 0-1
faibles colorés (¢,v) avec ¢ € T¢(h,r) (resp. ¢ € Tds(h,r)). Les notations
T¢(h,r) et Tds(h,r) ont été introduites au début de la section 2.3.

DEFINITION 2.4.2: Soit (1,7) un tableau 0-1 faible coloré. Le p, g-poids
Wp,q () du coloriage v est donné par ’expression suivante:
Wp,q(7) = H wp(c)wg(c), (2.4.4)
ceC\y

ol C) désigne ’ensemble des colonnes (de longueurs possiblement nulles) du
tableau 0-1 faible ¢ = (A, 1, f),

a—1—v(c) . : «n
_Jp si ¢ est remplie de “0”, 2.4.5

ws(€) { p®td=1=7() i ¢ contient un “17; (245)
et

wy(c) = ¢ (2.4.6)

Par exemple, si a = 2, d = 3, et 9 est le tableau 0-1 faible de la figure
2.1, alors un coloriage possible v de 1 serait y(c1) = 0, v(c2) = 4, v(c3) = 4,
~v(cq) =2, v(cs) =1, et y(cs) =1, ol ¢y, ¢y, .. ., ce désignent les colonnes de 3
de gauche & droite, et le p,g-poids de v est égal & wpq(¥,y) =

14040424040 0+4+4+2+1+1 _ 3,12
pUHOHO+2+0+0,0+4+4+2+1+1 _ 13,12

PROPOSITION 2.4.3: Avec les notations précédentes,

c(A]c,'ch) (n, k) — Z pdxnin("l)) quinV("p)wP’q(fy), (2.4.7)
(¢,7)6Tdfc(n_1xn—k)
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et

§Aevs(n, k)= S pPEnWgdinvWly, (). (248)
(¢,1)€ch(k,n—‘k)

DEMONSTRATION:

Il suffit de constater que dans

wye(k) = [a+ kd]p,q = Pkd[a]p,q +4¢° [d]P,q[k]p",q"’

les facteurs “pkd” et © [k]pa 44" correspondent & d fois le nombre d’inversions et

de non-inversions des tableaux 0-1 faibles, et les facteurs “[a],,q” et “q¢*[d]p,q”

au p, g-poids de la coloration. |

Il existe une bijection naturelle préservant les p, g-poids entre les tableaux
0-1 dont les longueurs des colonnes prennent des valeurs dans une progression
arithmétique et les tableaux 0-1 faibles colorés. Soit (,7) = ((A\ 1, f),7) €
Tyc(h,r) (resp. Tdfc(h,7)). On associe & (1,7) un tableau 0-1 ¢ = (XN, f’)
dans ’ensemble T%4(h,r) (resp. Td*¢(h,r)) de la manidre suivante: chaque

colonne c; de ¢ de longueur % est remplacée par une colonne de longueur a+id.

i) sila colonne initiale était remplie de “0” et colorée de couleur v(c;) = m,
0<m < a-1,onmetun “1” dans la ligne id+a—m (ie. fiz1q-m;=1)

de la nouvelle colonne, et

ii) si la colonne initiale avait un “1” en position h, 1 < h < 4, et était colorée
de couleur y(c;) = m, a < m < a+d—1, on met un “1” dans la ligne

hd+a—-m (ie fhara—m; =1)-
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Par exemple, sia =2,d =3, h =5, r = 6, la figure 2.5 illustre la corres-

pondance. Remarquons que dans ce cas, on a bien wp, q () pd*nin(¥) gdxinv(¥) —

p3ql2p3x83x2 = ;27418 — pnin(p) oinv(¥) [ es détails sont laissés au lecteur.

0fo011j0jo0]1
0j0fo0j0t10}o
01]0}J0]J]0}0
Yy=0 4 4 2 1 1 010j0]0]1
010]1J07]0 0]0J0]J01]0
0jo0jo0]1 0]0]0]1
01 011]0]0
0o 010Jo0j]o
0]0
0]0
010
010
010
110
FIGURE 2.5: correspondance entre les ensembles
Ttc(h,7) et T*4(h,T)
Posons

c2dln, k) = cMrerre) (n, k)
= cArews(n, k), (2.4.9)

et

S2¢n, k) = SAsewsa) (n, k)
= §Asews (k). (2.4.10)



88

Nous appellerons ces polyndmes les p, g-nombres de Stirling a, d-progressifs
de premiére et deuziéme espéce. Tout comme les p, g-nombres de Stirling par-
tiels, en utilisant les bijections introduites dans la démonstration de la propo-
sition 2.3.5, entre tableaux 0-1 faibles et permutations & cycles marqués ou
partitions partielles, nous pouvons trouver des modeles combinatoires en ter-
mes de ces objets, enrichis d’une certaine coloration, pour les p, g-nombres de

Stirling a, d-progressifs.

Sans entrer dans les détails techniques, il est intéressant d’étudier 'effet
du premier terme a, et de la différence d, de la progression arithmétique choisie,

sur les modeles combinatoires de ces familles de nombres lorsque p = ¢ = 1.

D’une part, le parametre d attribue des couleurs aux éléments non chefs
de cycles des permutations & cycles marqués (pour la famille (c‘f,"f[n, k])), et
aux éléments des partitions partielles (E;7), non chefs de blocs mais faisant
effectivement partie de la partition 7 (pour la famille (Sf,'{l [n, k])) Forcer d
a étre égal & zéro oblige les cycles des permutations a étre de longueur un, et

force les blocs des partitions partielles & étre des singletons.

D’autre part, le passage du cas a = 0 au cas a = 1 correspond, pour
les nombres de Stirling a, d-progressifs de premiére espéce, & la possibilité de
marquer des cycles, tandis que pour les nombres de Stirling a, d-progressifs de
deuxiéme espece, cela correspond au passage du modele des partitions usuelles
au modele des partitions partielles. Lorsque a prend une valeur strictement
supérieure & un, on attribue de plus des couleurs ¢, 0 < ¢ < a — 1, aux cycles
marqués et de méme pour les éléments de E, le sous-ensemble de [n] contenant

les éléments ne faisant pas partie de la partition .
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A la lumitre de ces remarques, 'exemple de B. Voigt [Vo] du tableau I, affir-
mant que les sous-treillis booléens P(k) du treillis P(n) des sous-ensembles d’un
ensemble & n éléments ordonnés par inclusion, sont dénombrés par Si’ll [n, K],
devient tout-a-fait clair. En effet, pour obtenir un sous-treillis booléen P(k) de
P(n), il suffit de déterminer les k atomes du sous-treillis: leur intersection com-
mune ainsi que toutes leurs unions possibles constituent le sous-treillis total.
Le choix des k atomes peut s’effectuer comme suit: commencer par prendre les
atomes comme étant égaux respectivement aux k blocs d’une partition partielle
(E;m) de ’ensemble & n éléments. Ensuite, les éléments de E (qui ne font pas
partie de la partition) ont deux choix possibles: soit ils appartiennent & tous

les atomes, soit ils n’appartiennent & aucun atome.

Dans ce qui suit, nous présentons des identités sur les familles cg;g[n, k] et
Sg;{j [n, k]. Selon le contexte, nous utiliserons 'une ou 'autre des interprétations
combinatoires (tableaux 0-1 avec restrictions sur les longueurs des colonnes ou

tableaux 0-1 faibles colorés) pour démontrer les identités.

PROPOSITION 2.4.4:

a) cas particuliers

coraln, ] = [dlp cpa galn, K], (2.4.11)

S%8[n, k] = [d]p5FSpa ga[n, k. (2.4.12)

q

En particulier, cyi[n, k] = cp,q[n, k] et Spin, k] = Spqln, k). (2.4.13)

c20(n, k| = [a]7* (’;) , (2.4.14)

S&0[n, k] = [alp* (Z) : (2.4.15)
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En particulier, C:,jg[n, k] = (Z) = S,l,;g[n, k). (2.4.16)
cil’:‘]i = Z qm_chPyQ[na m, k]1 (2.4.17)

m=k
Spa =2 " *PSpqln, m,k]. (2.4.18)

m=k

b) g-analogues de formules de Voigt [Vo]

adr a0 =K\ ki a(n—
im i) =3 (D)t eing, @)
k=3
n—j
a . n aln—k—i , .
Stalndl=> <k> [a]tq® k=SP4 — k,5).  (2.4.20)
k=0

c) liens avec les g-nombres de Stirling

n

&d[p, 5] = k a)*77 (q®[d])™ *c aln
c4n, j] l;(j)uq @l euln K, (24.21)

n—j

et 573131 = 3 () lS@ A" ISyt - k. (2422)
k=0

DEMONSTRATION:

a) Pour les valeurs a = 0 et d = 1, quel que soit le modeéle combinatoire
choisi, il se réduit au p, g-comptage usuel des tableaux 0-1 dans ’ensemble
Td(n — 1,n — k) pour ¢3:}[n, k] et dans 'ensemble T'(k,n — k) pour S3:3[n, k],

selon le nombre d’inversions et de non-inversions.

Les formules (2.4.11) & (2.4.16) se démontrent simplement & I’aide des deux
modeles combinatoires; nous choisirons celui en terme de tableaux 0-1 faibles

colorés.
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Le choix a = 0 supprime tous les tableaux 0-1 faibles contenant des
colonnes remplies de “0” (puisqu’il n’y a aucune “couleur” pour les colorer). Il
reste donc des tableaux 0-1 dont chaque colonne a une couleur entre 0 et d—1.
Pour un tableau 0-1 ¢ fixé, le p, ¢g-poids de toutes les colorations possibles est
[d];,‘j,(‘”) ol nc(yp) désigne le nombre de colonnes de ¢. Finalement, puisque

chaque inversion et non-inversion compte d fois, on obtient (2.4.11) et (2.4.12).

Le choix d = 0 supprime tous les tableaux 0-1 faibles contenant des
colonnes avec un “1”. Si l'on considére les colonnes des tableaux 0-1 faibles
¥ = (A1, f) qui forment les parts du partage conjugué X de A, il reste donc
des partages en n — k parts distinctes de longueurs inférieures ou égales 4 n—1
pour ¢29[n, k] (resp. en n — k parts de longueurs inférieures ou égales & k
pour S;;g [n, k]), dont chacune posséde une couleur entre 0 et a — 1. Pour un
tel partage A’ fixé, le p, g-poids de toutes les colorations possibles est [a];}’;k.

Puisqu’il y a (’,:) tels partages, on obtient (2.4.14) et (2.4.15).

Avec le choix @ = 1 et d = 1, chaque colonne n’a qu’une seule co-
loration permise, soit O si elle est remplie de “0”, ou 1 si elle contient un
“1”. Si (,) désigne un tableau 0-1 faible coloré dans un tel cas, on trouve
aisément wy 4(y) = ¢7, ol j désigne le nombre de colonnes de 9 contenant
un “1”. Finalement, puisque les p, g-nombres de Stirling partiels Pcp q[n, m, k]
et PSp q[n, m, k] comptent des tableaux 0-1 faibles possédant n — k colonnes
dont exactement n — m sont remplies de “0”, selon le nombre d’inversions et
de non-inversions, on obtient les identités (2.4.17) et (2.4.18).

b) Il s’agit d’isoler la contribution du parametre a dans c‘f,’j[n, j] et Sf”: [n, 7).
Dans le modele en terme de tableaux 0-1 faibles colorés, cela signifie séparer

les colonnes remplies de “0” du reste du tableau, tout en se rappelant leurs
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longueurs et leurs positions (méme démarche que pour (2.2.13) et (2.2.14) ou
(2.3.18) & (2.3.21) par exemple). On isole ensuite le g-poids dii & leur coloration
(facteur “[a]y” pour chaque colonne remplie de “0”) ainsi que la contribution

“g®” pour le g-poids de la coloration de chacune des colonnes contenant un “1”.

c) (2.4.21) découle de (2.4.19) et (2.4.11) et (2.4.22) découle de (2.4.20) et
(2.4.12). O

REMARQUE 2.4.5: Les nombres de Stirling a, d-progressifs étant des cas
particuliers des 2f-nombres de Stirling, un certain nombre de résultats de la
section 2.2 s’y appliquent. Notons en particulier les formules de convolution

suivantes, corollaire du théoreme 2.2.10:

cpalm +j,n] = Z 4lm, Kleg k™4, n — k), (2.4.23)
Sgdlm+j,n] = Z S2:4[m, k]Satkdd[j n — k], ((6.24) de [VS])
k=0
(2.4.24)
c2dn+1,m+j+1] = Z [k, m]c°+(k+1)d An — k, ], (2.4.25)

Spaln+1,m+j+1] = Z 524k, m]SatimtDdd[n _k 51 ((6.25) de [VS])

(2.4.26)

PROPOSITION 2.4.6: (analogue de la proposition 2.2.5)

1
Gt Lk+1 = 3 lal 126“) ik qlnmiod) oin, § 1 4], (2.4.27)

=0

n—k n—i

Sotn+1,k+1 = lali: D ( )[ 2™ iR 58 m, k]. (2.4.28)

=0 m=k
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DEMONSTRATION:

Meéme principe de démonstration que la proposition 2.2.5. Avec le modele
des tableaux 0-1 dont les longueurs des colonnes font partie de la progression
arithmétique {a + id};>0, on enleve les colonnes de longueur a et les colonnes
de longueur a+ jd, 7 > 1 dont le “1” se trouve dans les d premiéres lignes. Les

détails sont laissés au lecteur. O

PROPOSITION 2.4.7: (Séries génératrices)

a) (J.B. Remmel et M. Wachs [ReWa])

3 &, k]u L _(1-dz)™ T, (2.4.29)
n,k>0

Z Sy [n k]u — =e° eu(gji—l). (2.4.30)
n,k>0

b) (généralisation du cas a =0, d =1 calculé par I. Gessel [Gel])

(¢°[d]q7; ¢%) oo
;; “Ligln n]qd' ((g°ldlq + (1 — ¢¥)([a]q + u)) z; ¢%)
(2.4.31)
0% (; @)oo = [Tio(1 — pg*).

DEMONSTRATION:

a) Ces séries génératrices deviennent triviales avec les modeles combinatoires
de permutations colorées 3 cycles marqués et de partitions partielles colorées.
Remarquons que lorsque p = ¢ = 1, on peut méme considérer a et d comme

des parametres plutét que des couleurs. Les détails sont laissés au lecteur.
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b) La formule (2.4.31) est obtenue par manipulations algébriques de g-séries.

Soit

Flu,t) =5 3 ¢n, kju —dt—r (2.4.32)
n>0 k>0 g% ¢%)n
ott (a;¢)n = (1 —a)(1—aq)...(1 —ag™ ). D’un cbté,
n—1
G(u,t) Z Z cy [n, k]uk—d—t—d—- (2.4.33)
n>0 k>0 (q ;q )n—l
= % (F(u,t) — F(u, th)) . (2.4.34)

Et de 'autre c6té, en remplagant c3 q[n k] dans (2.4.33) par le membre de

droite de la récurrence de base
clq[n k] = clq[n Lk—1]+4 [a+ (n — 1)d]1,4c1 q[n 1, k],
nous obtenons
G(u,t) = [a]¢F (u,t) + ¢* (1[f]‘;d) (F(u,t) — F(u,q%)) +uF(u,t). (2.4.35)

En utilisant (2.4.34) et (2.4.35), nous trouvons 1’équation fonctionnelle

(-2

(1 — [a]ot — q:[gl")t - ut)
To(1-¢%

Et finalement, en itérant puis en remplacant ¢ par (1 — ¢%)z, on trouve la série

F(u,t) = F(u,q%). (2.4.36)

génératrice (2.4.31). a

REMARQUE 2.4.8: On pourrait se demander s’il existe des identités faisant
intervenir en méme temps deux familles différentes de nombres de Stirling

a, d-progressifs, i.e. deux familles provenant de progressions arithmétiques
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différentes {aop + ido}i>o0 et {a1 + idi}i>0. Les seuls résultats positifs que
nous avons trouvés dans ce sens sont des cas particuliers du théoreme 2.2.6
de la section 2.2, donnant des formules reliant des nombres de Stirling a, d-
progressifs ayant méme somme dg = dj, avec p = ¢ = 1, ainsi que les formules

de convolution (2.4.23) & (2.4.26).

2.5 CONCAVITE LOGARITHMIQUE ET PROBLEMES
OUVERTS

Soient f(p,q) et g(p,q) € Np, q] des polynémes en p et q. Définissons la

relation d’ordre <, , par:

f(2,q9) <pq 9@ ) <= g(p,q) — f(p,q) € N[p,q].

DEFINITION 2.5.1: Une suite (ak(p, 7)) keN & N[p, q] est dite p, g-log

concave (resp. fortement p,q-log concave) si et seulement si
ak—1(D, Q)aks1(0,9) <pqai(p,q) VEk>1. (2.5.1)

(I'eSp. ak—l(pa Q)a'l+1 (p, Q) SP:Q ak(pa q)az(p, q) Viz k 2 1) (252)

Plusieurs mathématiciens se sont intéressés récemment aux propriétés
d’unimodalité et de (g- et p, ¢-)concavité logarithmique des coefficients bino-
miaux et des nombres de Stirling ainsi que de leurs ¢ et p, g-analogues (voir
Brenti [Br], Butler [Butl, But2], de Médicis [dM], Habsieger [Hab], Leroux
[Le3], O’Hara [OH], Sagan [Sal, Sa2, Sa3], Stanley [Sta3], Zeilberger [Ze], etc.).

Ces propriétés sont souvent faciles & constater mais difficiles & démontrer.
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Dans cette section, nous donnons des résultats de p, g-concavité logarith-
mique pour les suites de polynémes que nous avons introduites dans les sec-
tions précédentes de ce chapitre, c’est-a-dire les A-nombres de Stirling, les

p, g-nombres de Stirling partiels et les p, g-nombres de Stirling a, d-progressifs.

Tout d’abord, comme nous ’avons déja fait remarquer, les 2-nombres de
Stirling sont aussi généraux que les fonctions symétriques élémentaires et ho-
mogenes. Ils satisfont donc les méme propriétés de p, g-concavité logarithmique

que ces fonctions, & savoir:

THEOREME 2.5.2: Soit % = (4,w) 02 A = (a;)i>o C Netw: N —
N[p, q], N[p, q] désignant l’ensemble des polyndmes en p et q d coefficients dans

N, alors
a) les suites (cm(n, k))keN et (Sm(n, k)) N sont fortement p, g-log concaves;

b) si de plus, la suite (w;)i>0 ot w; = w(a;) est fortement p,q-log concave,
alors les suites (cm(n, n— k)) et (Sm(n, n— k)) sont fortement p, q-
nGN nGN

log concaves;
c) si la suite (w;)i>1 est définie par
Wr = bg" " 4+ c[n = 1]pq Vn > 1, (2.5.3)

pour b,c € N[p, q] tels que ¢ >p 4 b, ou c = 0 et b est arbitraire, alors la suite

(Sm(n, k))keN est fortement p, q-log concave;

d) si pour tout i € N, il existe g € N[p,q] tel que pour tout n € N,

Wi Sp,q GiWn, alors pourn>m >0etk €N, on a

cm(m -1, k)cgl(n + 1,k) <pq gn_m.HCQ[(m, k)cm(n, k). (2.5.4)
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DEMONSTRATION:

Voir par exemple Sagan [Sal, Sa2] et Stanley [Sta3], ou le chapitre 5 de
de médicis [dM] pour (a), (b) et (c), et Habsieger [Hab] pour la partie (d). O

COROLLAIRE 2.5.3:

a) Les suites de p,g-nombres de Stirling partiels suivantes sont fortement p, q-
log concaves: (Pcp,q[n, k])ieN €t (PSpqln, k), cN- La suite (Pcpq[n, k), N

n’est pas p, q-log concave si d # 0. Par contre, si ng > ny,

Pepqlny — 1, k]Pcpglne + 1,k] <pq (0+q+ 1)™~™*1Pe,, [n1, k] Pep,q[n2, k).
(2.5.5)

b) Les suites de p,g-nombres de Stirling a,d-progressifs suivantes sont forte-
ment p, g-log concaves: (cg;g[n, k])keN’ (S,‘};g[n, k])neN’ (c;;g[n,n — k])neN et
(Spdln,n—k]), .- La suite (c&dn, k])nGN n’est pas p,q-log concave. Par

contre, st ng > Ny,

@2y — 1, k]c2e[ng + 1,k] <p,q (p+ @) "2~ D20y, klc2d[na, k]. (2.5.6)

DEMONSTRATION:

Ces propriétés découlent du théoréme précédent et des identités (2.3.13),
(2.4.9) et (2.4.10), exprimant les p, g-nombres de Stirling partiels ou a, d-pro-
gressifs comme cas particuliers de 2-nombres de Stirling. L’identité

Pcp,q[3, 2] Pep,q[3, 2| —Pep,q[4, 2]Pep q[2,2] = 3+ 5p + 2¢ + 3p® + pg
—¢* - p® —p’q - 3pg® — ¢° — 2p* — 2p°¢ — p*¢* - p°,
montre que la suite (Pcp,q[n, k]), N n’est pas p,g-log concave. Et finalement,

puisque le degré en ¢ du polynéme cg;,‘j[Z, 2]cg;g[4, 2] est égal & (2a + 5d — 2),
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alors que celui du polynéme c;:g[3, 2]cg;f;[3, 2] est égal & (2a + 4d — 2), la suite

(c:dn, k]) . cN D€ peut pas étre p, g-log concave. O

THEOREME 2.5.4: La suite de p, g-nombres de Stirling a,d-progressifs
(Spdin, k]), cN est fortement p, g-log concave. Par contre, les suites

(Pep,glnsn — k)N €t (PSp,q[nn — k), cN ne sont pas p, g-log concaves.

DEMONSTRATION:

Nous utilisons une adaptation de 1’élégante preuve injective de la p, g-
concavité logarithmique en k des p, ¢g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce
de P. Leroux [Le3].

Pour démontrer la p, g-inégalité

52 [n, k — 11823 [n, 1 + 1] <p,q S22, k1S2FIn, 1], (2.5.7)

avec n > | > k, il suffit de construire une injection de I’ensemble T“'d(k -1,n-
kE+1) x T*%( + 1,n — [ — 1) vers ’ensemble T*%(k,n — k) x T*%(,n — 1),

conservant les statistiques d’inversions et de non-inversions.

La démonstrations décrite par P. Leroux consistait en l’application suc-
cessive de deux involutions, Arm (A;—k+1) et Leg (Li—k+1), introduites par

L. Butler [But2] sur les partages, et adaptées aux tableaux 0-1 par P. Leroux.

L’involution Arm, qui agit sur des couples de tableaux 0-1, a pour effet
d’échanger les “bras” (un certain nombre de colonnes de droite des tableaux
0-1) des deux tableaux, alors que 'involution Leg échange les “jambes” (un
certain nombre de lignes inférieures des tableaux 0-1) des deux tableaux. De
plus, P. Leroux a introduit une notion de paire de colonnes intouchables qui lui

sert dans la définition de Leg.
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Si & ces paires de colonnes intouchables, on ajoute les paires de colonnes
telles qu’au moins une des colonnes soit de longueur a, alors la fonction
Liu—k+1) © Ai—k+1, appliquée & lensemble T4k — 1,n — k + 1) x

T*4(l+1,n — 1 — 1), est 'injection cherchée.

Le lecteur est référé a l’article [Le3] ou au chapitre 3 de [dM] pour plus de

détails sur les involutions Arm et Leg.

Ensuite,
Pepq[2, 1Pep,q[2, 1] — Pep,q[3, 2P q[1,0] = 3+ p — 2p° — p* — pg — 24,
et
PSp,q[3, 21PSp,q[3, 2] — PSp,q[4, 3]PSp,q[2, 1] = 2p+2p° +29+pg+p’g—¢* —pd?,

montrent que les suites (Pcpg[n,n — k]),cN €t (PSpq[n,n — k), N ne sont

pas p, g-log concaves. |

L’involution Leg ne se généralise pas aux tableaux 0-1 faibles. De plus,
Iinvolution Arm, adaptée aux couples de tableaux 0-1 faibles, ne conserve pas
nécessairement le nombre de colonnes remplies de “0” dans chacun des tableaux
0-1 faibles. Ces applications ne nous fournissent donc pas de démonstrations
combinatoires de la p, g-concavité logarithmique des suites de p, g-nombres de
Stirling partiels suivantes. Nous avons testé ces propriétés, pour certaines

valeurs de n,m et k, & P’aide du logiciel MAPLE.

CONJECTURES 2.5.5: les suites (Pcp,q[n, m, k]) N>

(Pcp,q [Tb, m, k])meNr (PSP,q[n, m, k])keNr (PSP,q[na m, k])meN;
(PSp,qln, m, k), .cN €t (PSp,qln, k)N sont fortement p,g-log concaves.
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De plus, sing > ni, on a

Pcp,q[n1 — 1,m, k]Pep g[ne + 1,m, k]

<pgq (p + ‘I)nz_nl-l-lpcp,q[nl; m, k]Pcp,q[n21 m, k] (2-5-8)



CHAPITRE 3

ASPECTS COMBINATOIRES DES POLYNOMES DE
CHARLIER ET DE LEURS ¢-ANALOGUES

3.1 INTRODUCTION

DEFINITION 3.1.1: Une suite {P,(z)}n>0 de polyndmes est dite suite
de polyndomes orthogonaur par rapport & une fonctionnelle linéaire L si et

seulement si, pour tout entiers m et n > 0, on a
i) P,(z) est un polynéme de degré n, et

i)

LE@PaN {70 SR @1
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Rappelons qu’une fonctionnelle linéaire £ est uniquement déterminée par

la suite des moments {{in}n>0,
tn = L(z™), (3.1.2)
dans lequel u, est appelé moment d’ordre n.

De méme, il est bien connu que toute suite de polyndémes orthogonaux

unitaires {P,(z)} satisfait une récurrence linéaire & trois termes de la forme
Pn+1(m) = (.’ﬂ - bn)P'n("E) - AP __1(.’1,‘), (3'1'3)

pour n > 1, avec les conditions initiales Po(z) = 1 et Pi(z) = z — bo, ol

{bn}n>0 €t {An}n>1 sont des suites de scalaires & valeurs dans un anneau A.

Les polynomes de Charlier C'T(,a) (z) forment la classe de polynémes ortho-

gonaux par rapport & la suite de moments { 1/7(10')}.,120 donnée par
n
v =" S(n, k)a¥, (3.1.4)
k=0

ou S(n, k) désigne les nombres de Stirling de deuxiéme espéce, satisfaisant la

récurrence
S(n+1,k+1)=Sn,k)+ (k+1)S(n,k+ 1), (3.1.5)

avec conditions initiales S(n,0) = 65,0 et S(0, k) = bo k-
Notons £® 1a fonctionnelle linéaire associée 3 cette suite de moments.

Le premier objet de ce chapitre est de démontrer de maniere involutive que
les polyndmes de Charlier satisfont la récurrence linéaire & trois termes (3.1.3)

pour les coefficients
b =a+k e Ag=a-k. (3.1.6)
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Pour ce faire, il suffit de montrer que les polynémes unitaires P,(,“) (x)

définis par cette récurrence satisfont la relation d’orthogonalité

@ ( p(a)(yp@ () — J O si n#m,
c (Pn (z) P (a:))—{ b0 Simem (3.1.7)

ou b, = a™n!.

Plus généralement, nous montrerons que la série génératrice des coefficients
de linéarisation L ( ) ()P (z)...Cc (a:)) des polynémes de Charlier

est donnée par

(@ (0@ (70 (@) (g)) EL 22" Tk
a
Yc (cm (2)C(@)...cL (:c)) L2k (3.1.8)
n
=ezp(a-e(z1,...,Tk) +a-e3(x1,...,Zk) + ...+ a-ex(z1,...,Tk)),
ol la somme parcourt tous les k-uplets n = (n1,n2,...,nkK) € N* et e, (z1,x2,

...,Zk) désigne la fonction symétrique élémentaire de degré n en k variables.

Par le terme “démonstration involutive”, nous entendons une démonstra-
tion utilisant des i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>