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Introduction.

La théorie des espéces de structures a été introduite par A. Joyal dans [Jal]. Depuis, cette
théorie a ouvert la voie & une foison de travaux dans plusieurs directions. Cette thése se veut
une continuation de certains de ces travaux dans deux axes tributaires I'un de I’autre. D’une
part, nous avons entrepris une étude de structures combinatoires appartenant & des espéces
moléculaires. Cette étude a menée & la classification compléte des espéces moléculaires sur
les cardinalités 6 et 7. D’autre part, nous apportons une contribution & la théorie du calcul
intégral dans le contexte des especes de structures et étudions des problémes liés & ’inversion
substitutionelle dans I’anneau Q[[.A]] des espéces rationnelles.

Le calcul symbolique a joué un role fondamental dans notre travail. Plusieurs algorithmes
on été mis au point pour résoudre des problémes ou encore pour effectuer des calculs dans notre
contexte. Certains résultats (entre-autre dans le chapitre 2) ont vu le jour grace & I'informatique
qui a agit comme une loupe nous permettant de voir de plus prés certaines propriétés des objets
que nous avons étudiés.

La premiere partie de cette thése (chapitres 1 et 2) concerne 1’étude de structures com-
binatoires. Ce travail fait suite aux travaux de Yeh et Labelle dans [Yel, LJ2, LY]. Le lecteur
pourra constater comment la théorie des groupes (de permutations) intervient dans la théorie
des espéces de structures en lisant cette partie.

Le premier chapitre débute par la description d’une représentation symbolique (ou encore
informatique) de structures combinatoires appartenant & des espéces moléculaires. On utilise
ici le fait que les structures appartenant & une espéce moléculaire peuvent étre vues, grice
aux travaux de Yeh (voir [Yel]), comme les classes de Sp/K, ot K < Sy. Cette approche été
implémentée en Maple et fut un outil appréciable pour effectuer des calculs dans le chapitre 2.

On retrouvera aussi dans ce chapitre une section sur la représentation symbolique des
groupes de tresses. On y décrit un algorithme pour trouver la factorisation d’une tresse pure
comme un produit d’éléments de F,F,_; --- F2, ol Fj est le groupe libre & k générateurs.
Cet algorithme découle d’un théoréme de Artin. Nous y faisons aussi ’énumération de tresses
pures selon le nombre de croisements.

Le chapitre 2 est une suite du travail, accompli dans [LJ2], qui consiste & classifier les
espéces moléculaires. Cette classification a été faite pour les especes sur les cardinalités <
5; nous avons poursuivi ce travail pour les espdces moléculaires sur 6 et 7 points. Il est
évident que certaines de ces especes sont obtenues des espéces sur n < 6 points par produit ou
substitution. Une fois celles-ci classifiées, nous utilisons la représentation sous la forme X™/K
pour donner une interprétation géométrique aux especes moléculaires qui restent. Le probleme
ici consiste & trouver, étant donné K < S, (n = 6,7)}, une structure s telle que le groupe
des automorphismes de s soit égal & K. Dans certains cas, 'espéce pour laquelle on cherche

1Notons que K est donné & conjugaison prés, puisque K; et K2 sont conjugués si et seulement si les especes
X" /K, et X™/K> sont isomorphes.



une interprétation géométrique est obtenue du quotient par un groupe G d’une espéce connue
X"/K (on a alors un homorphisme de G dans Aut(X"/K)).

Nous donnons dans ce chapitre un théoréme de représentation du groupe Aut(X™/K)
qui nous permet de trouver-tous les quotients de- X*/K.- De plus; on montre que X™/K est
“quotientable” si et seulement si K n’est pas simple. En outre, il y a des espéces qui sont
atomiques, primitives et non-quotientables. C’est le cas de I’espece X€/Asb, ot Asb est un
groupe isomorphe au groupe alterné As mais qui n’est pas dans la méme classe de conjugaison
(voir ’exemple 2.2.10). Pour celles-ci, nous avons introduit la notion de regroupement qui est
en fait une généralisation du quotient (voir la 2.2.9). Nous utilisons cette notion pour donner
une interprétation & X°®/Asb.

Notons que nous avons utilisé une table (due a Wensley [We]) donnant un représentant
pour les classes de conjugaison de sous-groupes de S7. On trouvera en appendice un tableau
donnant des générateurs pour chacun des représentants.

La deuxiéme partie du présent travail contribue & la théorie des équations différentiel-
les dans les espices rationnelles Q[[.A]] et concerne aussi des problémes d’inversion dans les
espéces.

Le chapitre 3 porte sur certaines équations différentielles dans N[[A]] et Q[[.A]]. Entre-
autre, nous y étudions les équations

Y=14Y%Y(0)=0 (0.1)
et
Y’ =14 2E,(Y); Y(0) =0. (0.2)

Une éventuelle solution & ces équations aurait pour fonction génératrice associée tanz.
En fait, nous verrons que ces deux équations n’ont pas de solution dans N[[.A]] en utilisant une
version combinatoire de I'itération de Picard introduite dans [LG2].

Un des principaux résultats de ce chapitre est une méthode systématique pour trouver
toutes les solutions de I’équation différentielle autonome '

Y'=F(Y), F(0) #0; Y(0) = Yo. (0.3)

Nous utilisons cette méthode pour trouver toutes les solutions aux équations (0.1) et (0.2) ainsi
qu’a la généralisation de celles-ci donnée par

Y' = F(Y,t) ¥ 1+ 2tEo(Y) + 1 — 1)Y?; Y(0) =0,

ol t € Q est un paramétre. Cette méthode est basée sur le fait que toutes les solutions & (0.3)

sont données par I’ensemble
{A(X +W(X)) : W € Qo},

ol A(X) est une solution particuliere de 1’équation et

0 = {G € Q[l4]] : G'=0,G(0) = 0}.
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Il est remarquable que dans Q[.A]] (de méme que dans Z[[A]]), la solution & ’équation
Y’ =0,Y(0) = 0 n’est pas triviale; c’est une particularité qui fait que cette théorie se détache
de sa consoeur, la théorie des équations différentielles dans les espéces linéaires (voir [LV]).

L’anneau Q[[A]].est naturellement. muni d*une structure de module.- Ce module contient
plusieurs sous-modules différentiels (c.-a-d. stables sous la dérivation). Par exemple, le module
Q[[€]] ou €& = {E\, Es, E3, ...} des especes dites ensemblistes est un sous-module différentiel
de Q|[[A]] (car (E,)' = En—1). La section 3.5 est consacrée & ’étude du noyau de la dérivée
sur certains de ces sous-modules. L’anneau des fonctions symétriques nous vient en aide pour
trouver la dimension de ce noyau ainsi que pour trouver une base canonique de celui-ci.

Nous terminons ce chapitre en donnant un algorithme pour intégrer dans le semi-anneau
des espéces ordinaires. Cet algorithme est implémenté en Maple et on en trouvera le code en
appendice. L’intégrale se fait par coefficients indéterminés. Etant donnée une espéce T vivant
sur n points, cette méthode consiste & trouver toutes les solutions pour aps dans N au systeme
d’équations obtenu en posant T = (X pem, oMM ), ot Mp41 est 'ensemble des espéces
moléculaires sur la cardinalité n + 1. La connaissance des espéces moléculaires sur les petites
cardinalités est nécessaire pour former ces équations.

Le dernier chapitre porte sur des problémes reliés & I'inversion d’espéces. On y montre
qu'il existe des espéces polynomiales F telles que F! = 1 et F<~1>, P'inverse substitutionnel,
n’est pas polynomial. En effet, on montrera que ’espéce F = X + X 2 _2E5(X) a pour inverse
une espéce de la forme ¥ ,50[(—1)"X?" 4+ E,], ol E, est une espdce virtuelle ne contenant
aucune puissance de X. Ceci a pour conséquence qu'un analogue de la conjecture jacobienne
ne peut pas tenir dans le contexte des especes de structures.

Ce chapitre se termine par I’exposé de la notion de racine carrée symétrique. C’est en
quelque sorte une généralisation de la notion de racine carré dans le contexte des especes. La
racine carrée d’une espéce G est une espéce F telle que G? = F. Cette équation n’a pas toujours
de solution dans Panneau des espéces complexes C[[A]]; c’est le cas de ’équation G? = X.
Quant A elle, la racine carrée symétrique de G est une solution & ’équation E3(G) = F. Dans
ce cas, il y a toujours au moins une solution, c’est ce que nous verrons avec la proposition 4.2.3.

Nous verrons aussi comment I’espéce des arbres et celle des arborescences sont liées par la
notion de racine carrée symétrique en utilisant la formule de dissymétrie o+ A2 = A+ Ex(A)
(voir [LM]), ol « est 'espece des arbres et A celle des arborescences.

On retrouvera en appendice des tables donnant la liste complete des espéces moléculaires
sur 6 et 7 points, leur dérivée et leur polyndme indicateur de cycles. En plus on y trouve
des tables donnant la décomposition moléculaire de ’espéce des arbres et des arborescences
jusqu'a la cardinalité 10. Divers programmes Maple implémentant nos algorithmes sont eux
aussi donnés en appendice.



Chapitre 1 e

Représentation symbolique de structures combinatoires.

Nous développons dans ce chapitre des techniques pour représenter en machine des struc-
tures combinatoires. La premiére partie concerne les structures appartenant & des especes
moléculaires. Notre méthode, implémentée en Maple, donne un moyen efficace pour manip-
uler ces objets dans un contexte informatique. Cette implémentation a donnée lieu & des
programmes permettant d’effectuer diverses opérations sur les structures. Par exemple, il est
possible de “fabriquer” de nouvelles structures & partir de celles existantes, d’en calculer le
stabilisateur, de vérifier si deux structures appartiennent aux mémes espéces moléculaire, etc.
Ces programmes furent des outils profitables pour trouver des interprétations géométriques
aux espéces moléculaires sur 6 et 7 points dont il sera question au chapitre 2.

La deuxiéme partie du chapitre expose des approches pour une représentation symbolique
des groupes de tresses. On y retrouvera entre autre un algorithme combinatoire pour calculer
la factorisation d’une tresse pure sur n+ 1-brins dans le produit Fy, Fy,—; - - - F2 de groupes libres
F.

1.1 Représentation des espéces moléculaires.

Nous débuterons en exposant une méthode pour représenter et manipuler les structures ap-
partenant & des espéces moléculaires (voir [Yel, LJ2]) dans I’environnement Maple. Notre
méthode est basée sur le fait que toute espéce moléculaire M sur n points peut &tre vue
comme P’ensemble des classes latérales de S,/H ol Sy, est le groupe symétrique et H est le
stabilisateur d’'une M-structure quelconque.

Notre facon de procéder nous donne la possibilité de manipuler ces objets dans I'envi-
ronnement fourni par le logiciel Maple. Nous avons implanté une librairie de programmes en
Maple & partir de cette méthode. Une utilité de ces programmes est de comparer deux especes
moléculaires 3 partir de structures qui appartiennent & ces espéces. On peut par exemple
vérifier si une espéce moléculaire dont les structures sont des graphes est isomorphe & une
espéce définie au moyen de classes latérales dans S,. Ces programmes nous ont aidé pour
étendre la table [LJ2] des especes moléculaires sur les petites cardinalités (voir le chapitre 2).

Nous rappellerons d’abord quelques notions de base de la théorie des espéces moléculaires
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(pour plus de détails voir [Yel, LJ2, LY]), puis nous décrirons la méthode qui a été implémentée
en Maple. On peut aussi calculer le stabilisateur d’une structure, trouver la matrice qui
représente le graphe du type de ’espéce moléculaire & laquelle appartient une structure,
déterminer si les espéces moléculaires auxquelles appartiennent deux structures sont isomor-
phes. On trouvera & l'appendice- A.9.1-plus de détails concernant cette implémentation et au
chapitre 3 une utilisation conduisant & la résolution d’équations différentielles combinatoires
(dans Q[[A]]) par coefficients indéterminés. En fait, la connaissance des espéces moléculaires
permet la construction de ’arborescence des solutions d’une équation différentielle comme nous
le verrons & la section 3.3.

1.1.1 Notations.

Soit M une espéce moléculaire de degré n (c.-4-d. M = M,,) et U un ensemble de cardinalité
n. Le groupe symétrique Sy agit sur ’ensemble M[U] en posant 0.8 = M|[o](s), ou o € Sy
et s € M[U]. On montre que M est moléculaire si et seulement si cette action de Sy sur
M{[U] est connexe (c.-3-d. transitive). Soit Bij({1,2, ..., n},U) 'ensemble des bijections de
{1,2, ..., n} dans U. Désignons par Ly, 'espéce définie par L,[U] = Bij({1,2, ..., n},U). Si
H est un sous-groupe de Sy, on définit une autre espéce que 1'on note “n/fy par

Loy = {pH : p € Bij({L,2, ..., n},U)},
le transport des structures le long d’une bijection o: U — V, étant donné par

(Ln/gr) [0] (0H) = oH.

Les résultats suivant joueront un réle primordial dans notre fagcon de décrire les struc-
tures:

Proposition 1.1.1 Toute espéce moléculaire M est isomorphe & une espéce de type Ln/H, ol
H est le sous-groupe stabilisateur d’une M -structure s quelconque sur ’ensemble {1,2, ..., n}.

On notera My = Ln/H pour alléger la notation. En fait, 'espéce L, est isomorphe au
produit X™ = X --- X (n facteurs) de ’espéce X des singletons.

Proposition 1.1.2 My = Mk si et seulement si H et K sont conjugués. 1

En ce qui nous concerne, I’ensemble sous-jacent U sera toujours un sous-ensemble de
{1,2, ..., n} (c’est possible par transport de structures), de sorte que

Bij({1,2, ..., n},U) = S|U|’
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Ainsi I’espéce moléculaire M est codée (& conjugaison prés) par le sous-groupe H de Sy
et les M-structures par les classes latérales de H dans S,,.

1.1.2 . Représentation en Maple.

Avant de poursuivre, soulignons que les structures d’ordre linéaire et d’ensemble sont déja
présentes dans Maple. Les premieres correspondent aux listes et s’écrivent avec les “{]”, quant
aux ensembles, on les désigne avec les “{ }”. Les expressions écrites avec les caractéres courier
désignent des instructions directement exécutables en Maple.

La définition que nous donnons d’espéce moléculaire plus haut suggere une approche pour
décrire les structure d’un type donné dans un ordinateur. Il s’agit de coder les classes latérales
de S,/ K sous la forme de d’ensemble de permutations (ot K est le stabilisateur d’une des struc-
tures). Par exemple le cycle de la figure 1.1 est codé par la classe {Id, (1234), (13)(24), (1432)}

Figure 1.1: Un cycle sur 4 points.

Cette méthode, bien que correcte, n’est pas la plus pratique. En effet, si dans un envi-
ronnement de programmation interactif comme Maple, on désire comparer des structures ou en
créer de nouvelles & partir de celles existantes, il est peu commode d’avoir & écrire les ensembles
de permutations qui forment certaines classes latérales. De plus, il n’est pas toujours évident
de reconnaitre une structure & partir d’une classe latérale.

Nous avons donc mis au point une variante compacte de cette méthode pour décrire
une structure. L’expression Maple pour décrire une structure de I’espéce cycle sera c(liste
d’objets) (le c signifie cycle). Par exemple, 'appel c¢(1,2,3,4) décrira un cycle sur I’ensemble
{1,2,3,4}. Une structure (différente des ensembles et des ordres linéaires) sera définie par une
procédure Maple (voir I’appendice A.9.1) dont les arguments sont les éléments de 1’ensemble
sous-jacent. Ces éléments (ou points) peuvent eux-mémes étre d’autres structures. Par exem-
ple, une C3(X?2)-structure sera définie par I'appel de la procédure ¢ avec comme arguments
trois ordres linéaire (listes) de deux points. Ainsi

c([2,4],[1,3],[5,6]).
représente une C3(X?)-structure.

Comme on le voit, deux éléments de base seront utilisés pour représenter des structures:
d’une part les ensembles et les ordres linéaires, d’autre part des procédures. Une structure
pourra é&tre composée simultanément d’éléments des deux types.

La forme d’un appel est la suivante: m(ty,to,...,tx) ol m est une My-structure vivant
sur k points, & := t;(U;) (pour i = 1,...,k) est une T;-structure sur |U;| points et U; C
{1,2, ..., n} avec i # j = U;NU; = 0. L’ensemble U; est I'ensemble sous-jacent & la



structure ¢;. Notons que les structures t; peuvent étre des points, il suffit de considérer T;[Uj]
avec T; = X, ’espece singleton et |U;| = 1.

Le résultat retourné par la procédure qui représente la My-structure m sera cette méme
procédure mais dont les arguments seront permutés en accord avec un systéme de représentants
des classes de {pH : ¢ € Sx}. Nous exploitons ici une caractéristique de la programmation
symbolique permettant & une procédure de retourner comme valeur un appel & elle-méme
non-évalué.

Si I’ensemble {t;,%2, ...,tx} des structures ¢; est totalement ordonné & priori, soit

g: {t1,t2, ...,tk} —{1,2, ..., k}

la fonction donnant le “rang” de chaque structure selon cet ordre. On peut voir {t1,%2, ..., tx}
comme une liste ¢:{1,2, ..., k} — {t1,t2, ...,tx}. Alors ¢ = g ot est une permutation de
{1,2, ..., k}. Soit p le représentant de o dans Si/H. 1l existe une unique permutation 3 telle
que p = o o B. Le résultat produit par 1'appel m(t1,t2, ..., tk) = m(t) sera

m(tof) = mlts)ta), -+ toGk))
= m(to-—lp(l),ta—lp(g), ceey tq—lp(k)).

Remarquons que la permutation de ’ensemble {t1,%2, ...,t} obtenue de

m(ta“lp(1)$ ta'—lp(Z)’ (ERE) ta—lp(k))

est
g(to™lp) = (gt)a ' p=00"'p=p.

Comme le montre ce qui suit, pour toute liste de structures 1,2, ..., telles que les
ensembles sous-jacents satisfont i # j = U; N U; = 0, on peut définir un ordre total de fagon
“canonique”. Posons a; := min{j : j € U;} (pour i = 1,2,...,k). Soit f l'unique bijection
croissante

f:{a1,...,ax} — {1,2, ..., k}.

Alors f induit un ordre total sur les structures ¢1,%2, ...,%. Le rang g d’une structure
t; est donné par f(a;). De plus, posons o(i) := f(a;) (pour i = 1,...,k). Il est facile de
vérifier que la permutation obtenue de cette facon est bien définie (ce qui découle du fait
que i # j = U;nU; = 0). 11 suffit ensuite de choisir le représentant (p) de la classe de o
dans M et de retourner m(t,-1p(1), to-1p(2)s ++-» to—1p(k))- Comme systéme de représentants,
on peut choisir les permutations (vues comme mots sur {1,2, ..., k}) minimales dans l’ordre
lexicographique. L’exemple suivant illustre notre méthode.

Exemple 1.1.3 La procédure ¢ définit une structure ¢ de type cycle (C[n] & S,/Cn ol
Cn < Sp désigne le groupe cyclique d’ordre n). En Maple I’expression
c({2,3},{7.8},{5.,6},{1.4});

désigne une Cy o Ea-structure. Nous avons

1= {2a3})t2 = {7a8}:t3 = {5,6}’t4 = {1’4}»



Ul = {2)3})U2 = {7;8}’U3 = {5»6}’U4 = {1)4})
a) =2,a3 =7,a3 =5,a4 =1,

f(1)=1,f(2) =2,f(5) =3, f(7) =4.

On trouve o = (; Z g ‘:) et en prenant C, = <(; i g ‘:)), on calcule que p =

123 4 -
(l 2 4 3), de sorte que 07 1p = (i f 3 g) Done, c(t1,t2,13,t4) est égal & c(tq, t1,1t2,13)

et 'appel ci-dessus produira:

c({1,4},{2,3},{7.,8},{5.6}).

L’effet produit sur les arguments est une rotation telle que ’ensemble qui contient le plus
petit élément se retrouve en premiére position.

11 est possible d’effectuer d’autres opérations sur les structures. Par exemple, nous avons
écrit une procédure qui permet de faire agir des permutations sur ces dernieres. Pour plus de
détails voir 'appendice A.7.

1.1.3 Conjugaison de sous-groupes dans S,.

Comme on ’a vu, deux espéces moléculaires X™/H; et X™/Hj, sont isomorphes si et seulement
si H; et Hy sont des sous-groupes conjugués de S,. Nous avons implémenté un algorithme
pour déterminer si c’est le cas. Cet algorithme a été utilisé dans la recherche d’interprétations
combinatoires aux espéces sur 6 et 7 points (voir le chapitre 2).

Outre une recherche systématique qui consiste chercher une permutation o telle que
oHy0~! = Hy, nous avons utilisé 1’algorithme décrit ici pour déterminer si deux sous-groupes
de S, sont dans la méme classe de conjugaison. Cet algorithme procéde par comparaison des
types cycliques des permutations des deux sous-groupes.

Dans un premier temps, on définit une relation d’équivalence sur H; et sur Hz comme
suit: o = 7 si et seulement si t(¢) = t(7) ol t: S, — N™ est le type cyclique (¢(c)(i) =nombre
de cycles de longueur i dans o). Les classes de H/ = contiennent les permutations de H de
méme type cyclique (c.-a-d. conjuguées). Nous associons ensuite & chaque classe un couple
(t,i) ol t € N™ est le type cyclique des permutations dans la classe et i est la cardinalité
de la classe. Notons que ces couples décrivent de fagon non-équivoque les classes. On définit
une application ¢;: H;/ = — N™ x N par ¢(C) = (¢(C),|C|), pour i = 1,2. Une condition
nécessaire pour que H) et H, soient conjugués est que Im¢; = Im¢,. Si ce n’est pas le cas,
H; et H, ne sont pas conjugués, c’est fini. Sinon, il faut faire une analyse plus fine de la
situation. Remarquons d’une part que si Im¢@; = Im¢p, alors il existe une unique bijection
¥ =¢;' 0 ¢1: Hi/ = — Ha/ = telle que quelque soit C € Hy/ =, on a t(¥(C)) = t(C) et
|¥(C)| = |C|. D’autre part, on a I'égalité suivante

{0 €8n:ocHio™ ' =Hy} = ﬂ {y€8n:vCy ! =¥(C)}. (1.1)
CeH, /=
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Ceci découle du fait que la conjugaison préserve la structure cyclique des permutations.
La suite de ’algorithme se déroulera donc comme suit. Nommons C,Cy, ...,C) les classes
de H;/ =, avec C1 = classe de la permutation identité. Pour chaque ¢ € Sy on effectue les
vérifications suivantes: si dC20~! = ¥(C,) alors, pour i = 3,4, ..., k, on vérifie successivement
si 0Cio~! = ¥(C;). Dés quun C; est tel que 0C;o~!-# ¥(C;) on passe au o suivant (disons
o’), sinon Vi € {2,3, ...,k} on a 0Cioc~! = ¥(C;). Donc, en vertu de 1.1, cHjo~! = Hy, et
c’est fini. Si un des C; est tel que 0C;o~! # ¥(C;), alors on répéte I'opération avec o’ et ainsi
de suite avec chaque élément de S,,. Si

(Vo € Sp)(Zi € {2,3, ...,k})(0Cio™! # ¥(C;)),
alors Hy et Hy ne sont pas conjugués.

On trouvera le code Maple concernant cet algorithme & 1’appendice A.9.3.

1.1.4 Structures mixtes.

Un genre particulier de structures est apparu au cours de I’laboration de ces programmes.
Les structures appartenant aux espéces de la forme F(G) (o G est une espéce moléculaire)
sont décrites par des appels £(g(U1), g(U2), - - .,&(Uk)), mais on peut tout aussi bien considérer
une structure de la forme

f(gl(Ul))g2(U2)) see )gk(Uk))a

ol au moins deux structures g; sont non-isomorphes. Nous nommerons provisoirement ces
derniéres structures-mixtes. Celles-ci généralisent la notion d’assemblées injectives de G-
structures dénotés Einj(G) (voir [LM]). Ce sont des assemblées de G-structures deux & deux
non-isomorphes. Comme pour les structures ordinaires, I’action de Sy, sur une structure-mixte
nous donne le multi-graphe du type de l’espéce & laquelle appartient celle-ci. Un probleme
intéressant est d’établir des liens entre espéces lides aux structures ordinaires et celles liées aux
structures-mixtes.

1.2 Représentation symbolique et groupes de tresses.

1.2.1 Généralités.

Nous étudions ici quelques problémes reliés & la représentation informatique du groupe des
tresses. Comme nous 1’avons vu (section 1.1.2), la représentation des structures appartenant
3 une espéce moléculaire se fait aisément en utilisant le stabilisateur d’une des structures. La
représentation des tresses, objets de nature topologique, n’est pas aussi facile. Beaucoup de
travail reste & faire pour obtenir des algorithmes efficaces permettant de manipuler les tresses.

Etablissons quelques notations.
Définition 1.2.1 Le groupe des tresses B, est le groupe engendré par n — 1 générateurs

{z1,22, ..., Zn—1} satisfaisant les relations TiTiy1T; = Ti+1ZiTiy1 81 <P SN — 1 et zizj =
T;T; Si li —j] >2.
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Théoréme 1.2.2 (Artin) Soit Fy, le groupe libre sur n générateurs

{a1,02, ...,a,},

alors By, est isomorphe au sous-groupe de Aut(F,) engendré par les images de z;, l’image de
x; étant définie par
i — 8i8i+10] L, aip1— a; et aj o aj sij £ i, i+ 1 '

Les éléments du groupe B, ont également une interprétation géométrique que nous
donnons ici. Soient a,b € R avec a < b et considérons les deux plans 7o et 7; dans R3,
d’équations 2 = a et z = b respectivement. Sur chacun des plans alignons deux droites
6o C mo et 6 C m, paralltles & I'axe des y. Sur chacune des droites plagons n points que
nous nommerons Py, P, ..., P, sur & et Q1,Q2, ...,Qn sur 6; de telle sorte si ¢ > j alors la
coordonnée y de P; (resp. de Q;) soit < que celle de P; (resp. de Q;). Une tresse & n brins
est la donnée, & isotopie ambiante prés, pour chaque i = 1,2, ...,n d’un chemin C* reliant le
point P; & un point Q,¢;) olt & € Sp. Ces n chemins doivent étre tels que la coordonnée z est
strictement décroissante. En plus, les chemins ne peuvent s’intersecter. Le chemin reliant le
point P; au point Q,;) est appelé le i° brin.

ﬁ\ 4
D -

Q@ Q& & Q& & Q&

z=b

Figure 1.2: Une tresse et sa projection.

Notons que la construction qui précéde est de E. Artin et peut se généraliser (voir [Bi,
Mo]). 11 y a une facon de représenter graphiquement une tresse en deux dimensions en la
projetant dans le plan yz (voir [Mo] pour plus de détails). Nous utiliserons cette représentation
dans nos illustrations. La figure 1.2 représente une tresse sur 4 brins et sa projection.

Soit B, ’ensemble de toutes les tresses & n brins (les points P; et Q; étant fixés). Lorsque
nous parlerons d’une tresse p € By, nous sous-entendrons toujours sa projection. L’isotopie
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