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AVANT-PROPOS

L' « Atelier de Combinatoire franco-québecois » a eu lieu 2 Bordeaux les 6 et 7 mai
1991, 2 la suite du 3e Colloque « Séries Formelles et Combinatoire Algébrique ». Il a été
organisé conjointement par le LaBRI (Université Bordeaux I) et le LACIM (Université du
Québec 2 Montréal).

Les sujets développés furent les mémes que ceux du colloque, c'est-3-dire en
liaison avec le theéme « séries formelles » : d'une part, la combinatoire énumérative (cartes
planaires, animaux dirigés, chemins de Dyck, p,q-nombres de Stirling, graphes 2- et 3-
connexes), la combinatoire algébrique (groupe de Magnus, congruences plaxiques, super-
algébres de Lie-Jordan), et d'autre part, des sujets connexes (chaines d'additions,
coefficients de linéarisation de polyndmes orthogonaux, probabilités discrétes et codes
sémaphores, ensembles hybrides, graphes sur les alphabets).

Montréal, avril 1992 Jacques Labelle, Jean-Guy Penaud
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UNE IDENTITE SUR LES GRAPHES
ET SON APPLICATION AUX CARTES PLANAIRES POINTEES

Didier ARQUES & Isabelle JACQUES Karine ORIEUX
Laboratoire d'Informatique de Besangon Laboratoire d'Informatique de Mulhouse
Université de Franche-Comté Université de Haute Alsace
16 Route de Gray 4 Rue des Fréres Lumiére
25030 BESANGCON Cedex. 68093 MULHOUSE Cedex.
ABSTRACT

For any graph with edges weighted by formal variables, we consider the following "linear
evolution" problem. For each n (time) and for x and y (vertices of the graph), H(n,x,y) is, at time 0 the
unity value on x, and at time n+1 the sum of the H(n,x,z) weighted by the variables associated to the
edges (z,y) going in y. There are two different forms of the unique solution of this problem, leading to
an identity closely related to the underlying graph. The first form is usual and comes from linear algebra.
The second form, very different and using continued fractions of Dyck, is obtained by a totally new
approach issued from evolution problems. A particular case of this problem in the case of graph 2,
gives the well known three terms recurrence.

An application in the combinatorics of maps is then proposed, using as underlying graph, the
infinite tree, associated to the family of rooted planar maps (well labeled trees), weighted by
appropriately chosen formal variables. We then establish a new functional relation for rooted planar
maps, linking the generating series of rooted planar maps with the generating series of Dyck words.

RESUME

Etant donné un graphe quelconque dont les arcs sont valués par des variables formelles,
on considére le probléme d' "évolution linéaire” suivant : déterminer pour tout n (temps), X et y
(sommets du graphe), H(n,x,y), sachant qu'a l'instant 0, H(0,x,y) est la valeur unité en x, et qua
l'instant n+1, H(n+1,x,y) est la somme des H(n,x,z) pondérés par les variables associées aux arcs (z.y)
entrant en y. On peut donner deux formes différentes de la solution unique de ce probleme, d'oli une
identité intimement associée au graphe sous-jacent au probléme. La premiére forme est classique et issue
de l'alggbre linéaire. La seconde forme, totalement différente et impliquant l'apparition de fractions
continues de Dyck est obtenue par une approche totalement nouvelle issue des problemes d'évolution.

Un cas particulier de ce probléme est le cas ol le graphe est Z, celui de la récurrence 2 trois termes.

Une application dans le cadre de la combinatoire des cartes est alors proposée, utilisant comme
graphe, l'arbre infini sous-jacent 2 la famille des cartes planaires pointées (arbres bien étiquetés), valué
par des variables formelles convenablement choisies. On en déduit une nouvelle relation fonctionnelle
sur les cartes planaires pointées, liant la série génératrice des cartes planaires pointées i la série
génératrice des mots de Dyck.

INTRODUCTION

De nombreux problémes en mathématiques concernent des phénomenes d'évolution, c'est-a-dire
dépendant du temps. D'une certaine fagon, le probléme résolu dans cet article, peut étre vu comme celui
d'une équation d'évolution, traitée sous un aspect calcul formel, totalement discrétisé et combinatoire.
La technique utilisée dans cet article peut également étre rapprochée de la classique méthode des éléments
finis utilisée en analyse numérique pour modéliser un tel probléme d'évolution. La différence étant que
I'analyse numérique réalisera des calculs sur des valeurs concrétes alors que les résultats obtenus ici sont
réalisés au niveau du calcul formel.

Une autre fagon d'interpréter les objets combinatoires et les résultats présentés dans cet article est
issue de I'algebre linéaire. On verra en particulier, que la série formelle 36(t,x,y) définie ci-dessous est le
terme général de l'inverse d'une matrice.
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Cependant, cet aspect n'est pas celui qui a guidé I'obtention des résultats de cet article qui
présente les résultats suivants :

Au Paragraphe 1., une identité nouvelle, intimement associée a tout graphe quelconque est
d'abord établie. Précisément, étant donné un graphe quelconque dont les arcs sont valués par des lettres
d'un alphabet &, on considgre le probléme d' "évolution linéaire" ainsi défini :

Déterminer pour tout n (entier représentant le temps), x et y (sommets de G), H(n,x,y) dans
N [[Q&]], sachant qu'a l'instant 0, H(O,x,y) est la valeur unité en x, c'est-a-dire H (0,x,y) = 1x)
et sachant qu'a l'instant n+1, H (n+1,x,y) est la somme des H(n,x,z) pondérés par les variables
associées aux arcs (z,y) entranten y.

11 s'avére que l'on peut donner deux formes différentes de la solution (2 I'évidence unique)
de ce probléme d'évolution, d'oli une identité intimement associée au graphe sous-jacent au probléme :

La premiére forme, que l'on trouvera par exemple dans [CF69] ou [Vi85], est trés classique et
issue de l'algébre linéaire. H(n,x,y) est dans ce cadre la somme pour tous les chemins de longueur n
allant de x 2 y dans le graphe G, des mondmes associ€s & ces chemins (ce mondme est le produit des
valuations des arcs constituant le chemin considéré).

La seconde forme, totalement différente et impliquant I'apparition de fractions continues de Dyck
est obtenue par une approche totalement nouvelle issue des problémes d'évolution. Ainsi l'interprétation
des termes qui constituent cette seconde forme sera de nature "markovienne" (c'est-a-dire que la
valuation d'un arc le long d'un chemin sera fonction de l'arc qui le précéde dans le chemin)
par opposition 2 la situation de l'algebre linéaire ol la valuation d'un chemin est le produit des valuations
de ses arcs (situation de nature "indépendante”).

Un cas particulier de ce probléme est le cas ol le graphe sous-jacent est Z, celui de la bien
connue récurrence 2 trois termes : I'identité, dans ce cas particulier, se déduit essentiellement de l'identité
entre la fraction continue et son développement sous forme d'une série formelle.

Les applications de cette équation sont potentiellement nombreuses. On peut songer ? des
applications 2 des réseaux de neurones linéaires par exemple.

Au Paragraphe II., est présentée une application dans le cadre de la combinatoire des cartes :
on détermine, dans ce paragraphe, l'identité précitée de ce probléme d'évolution associé a l'arbre infini
(cf [Ar85]) sous-jacent a la famille des cartes planaires pointées (arbres bien étiquetés) (cf [CV81],
[Ar86]), valué par des variables formelles convenablement choisies. On en déduit une nouvelle relation
fonctionnelle sur les cartes planaires pointées, liant la série génératrice des cartes planaires pointées a la
série génératrice des mots de Dyck.

Les méthodes usuelles dans I'étude des cartes planaires pointées concernent la définition de
transformations topologiques sur les cartes a partir desquelles on déduit des équations sur les séries
génératrices. Cette approche, initiée par W. T. Tutte, a donné la premiére équation (cf [Tu68]).
Une seconde équation totalement différente dans sa forme mais également obtenue par des techniques
topologiques a ét€ obtenue par D. Arques (cf [Ar85]). La troisiéme équation obtenue ici pour la série
génératrice des cartes planaires est totalement nouvelle dans sa technique d'obtention et dans sa forme.



1. UN PROBLEME D'EVOLUTION
1.1. Fonction d'évolution associée a un graphe

DEFINITION : Graphe muni d'une valuation formelle (G,a).
1. On se donne un multigraphe non orienté G = (X,U) quelconque (éventuellement infini),
ou l'on rappelle que :
* X représente l'ensemble des sommets du graphe G,
* U représente I'ensemble des arcs du graphe G (les arcs multiples et les boucles sont autorisés).
G étant non orienté, tout arc i de U admet un arc oppos€, noté -i dans la suite.
2. On associe & chaque arc i de G une variable formelle o).
On note ¢ I'alphabet constitué par les letres o(i) codant les arcs de G.

REMARQUES

1. Dans le cadre d'applications, les variables (i) peuvent formellement représenter le
coefficient de transmission électrique si le graphe est un réseau de neurones, le flux autorisé par l'arc
dans un probléme de transport ou une variable d'une série génératrice intervenant dans un probléme
d'énumération naturellement lié au graphe. C'est dans ce dernier cadre que les résultats seront appliqués
au Paragraphe II.

2. Le cas d'un multigraphe orienté est inclus dans cette étude. En effet, si i est un arc du graphe
G et si -i n'est pas arc de G, il suffit de prendre a(-i) = 0.

DEFINITION : Fonction d'évolution H associée a (G,o).

On considere les fonctions: ye X — H(n, x,y) € N[@]
oi: n e Nestletemps,

x est un sommet (donné au départ) du graphe G,

y est un sommet générique du graphe G,

N[ €] est I'ensemble des polyndmes formels en les variables commutatives de & 2 coefficients entiers.
2=TG) n=TGy)
H étant définie par (cf Figure 1) :

H©O,x,y)=1)(¥)

(09)
H@+Lx,y)= 2 oHH@LxTE ,n20
€ AQY)
oi: A (s)estl'ensemble des arcs issus de s dans G, %=TGW
T (j) est I'extrémité terminale de l'arc j. Figure 1

15 (y) (notée également 1y « 1) est la valeur prise en y de la fonction indicatrice de I'ensemble I :

1, (y)=1siyel et 1,(y)=0siy ¢l
Intuitivement, H (n,x,s) correspond 2 la sortie en s a l'instant n, lorsqu'a I'instant 0, on a injecté la
valeur 1 en x dans le graphe G.



PROBLEME D'EVOLUTION : I s'agit de déterminer H.

ASPECT EQUATION FONCTIONNELLE DE CE PROBLEME D'EVOLUTION
Selon une technique classique en combinatoire, on raméne (I) 2 une équation fonctionnelle en
faisant intervenir la variable t dont I'exposant donne le temps n.

On pose : ¥exy)=2 Hoxye
n20

On en déduit facilement I'équivalent du systéme (I) sous forme d'une relation fonctionnelle :

(In ®BELx)=1@+t X )% ¢x TG
je A)
THEOREME 1
La relation fonctionnelle (IT) admet une solution unique % (t,x,y) dans N[¢(] [t]] (ensemble des
séries formelles en la variable commutative t & coefficients dans N[€] ).

DEMONSTRATION
Evidente : 36(t,x,y) est le point fixe unique d'une application contractante dans I'espace métrique
complet N[¢(] [[1]] muni de la distance ultramétrique classique définie sur les séries.

REMARQUES

1. Le probleme a €té posé dans le cadre d'un probléme d'évolution, cadre qui a guidé sa
résolution, en particulier dans la "Situation 2" (cf Paragraphe 1.3. ci-dessous).

Dans le cadre de 'algébre linéaire, une autre définition classique de % (t,x,y) aurait pu étre
donnée : si I'on associe 2 tout chemin orienté C de x 2 y, le mondme constitué par la multiplication des
valuations formelles t.0.(i) de ses arcs i, 36 (t,x,y) n'est autre que la série somme de tous ces mondmes
(c'est 1a "Situation 1" décrite au Paragraphe 1.3. ci-dessous). Par ailleurs, si 4 est la matrice d'adjacence
formelle du multigraphe G (le terme a,, de 4 est la somme des valuations des arcs allant de x 2 y) alors
la matrice (36 (t,x,y)),, n'est autre que (Id - t 4)-1. On en déduit I'expression bien classique
¥ (t,x,y) = N, y/det (Id - t ), o1 N, est le mineur pour (x,y) de la matrice (cf [CF69], [Vi85]).

2. Cette représentation matricielle n'est cependant pas adaptée a la "Situation 2" définie
Paragraphe 1.3., d'oli ce choix de présentation du probléme.

I.2. Résolution dans le cas particulier du graphe infini G = 2

Dans ce cas particulier, la relation (I) est une récurrence 2 trois termes, dont la solution est
classiquement donnée par une fraction continue.

DESCRIPTION DU PROBLEME

* On considére le cas ol o et o étant des variables données, . Gy O
¥ arc (y,y+1),ye 2 : o(y,y+1) = oy et ofy+l,y) = o Y Yy ooy+l
sont indépendantes de y. Figure 2

* 1 y a alors invariance par translation : ¥ xetye Z %(tx,y) = %0,y -x)



SOLUTION DE CE PROBLEME SUR Z

THEOREME 2 : Dérerminarion dé ¥.
Si l'on note d la série généramice des mots de Dyck, solution de I'équation d(z) = 1 + 2d%(z), et :

A-=A(0-, o) =ro..d(loto) = —t
. _to o
| .Boo
A.o=A(o., o) = Lo d(t. o) = L.
1. te.a
. Boao
L=0. Ay =04 A
. i
Ona: 1. %(t,0,0)=—1—1__,“'t 2. ¥i>0: ¥ ©0,)=2% (0,0
% (40, ) =A% 0,0
DEMONSTRATION

2. Comme rappelé 4 la remarque précédente, 36(t,0,i), i>0 (démonstraton analogue pour i<0),
est la somme sur tous les chemins allant de 0 a i sur Z, des mondme constitués pour chacun de ces
chemins de la multiplication des valuations formelles t.ct4 (resp. t.c..) de ses arcs montants
(resp. descendants). Par décomposition en fonction des derniers passages aux niveaux 0, 1, ..., i-1,
on décompose un tel chemin en un chemin allant de 0 en O (terme générique de 36(t,0,0)), puis en une
montée (la derniére de 0 en 1 (terme t.o.,) suivi d'un chemin allant de 1 en 1 sans jamais passer en
dessous du niveau 1 (c'est un mot de Dyck dont les pas montants et descendants sont respectivement
codés par t.o. et t.c., donc le terme générique de d(t.o.; . t.0w)) et ainsi de suite jusqu'au niveau i, d'o

la formule : % (1,0,0) =% (t,0,0).(to.. d (e o)) =% 1,0, 0) A,
1. Pouri=0, le résultat se déduit de 2. et de I'équation :
¥ (,0,00=1+t0,3 (t,0,-1)+ta % (,0,1)

REMARQUE : L'équation ¥ (t, 0, i) =7\.i % (0,00 (0.0 As + / A,
est un cas particulier dans Z de I'identité générale annoncée .. N N - 1‘ —
- 1

dans l'introduction (cf § 1.3.) : le membre de gauche est la 0 ! '

. . s Valuation
somme classique sur tous les chemins allant de 0 a i, issue markovienme
de I'algebre linéaire, alors que le membre de droite peut étre _}S_ _{A’\‘_
interprété autrement. Considérons la valuation de type >o 0 &
markovienne suivante : un arc d'un chemin donné est valué
A+ ou A (resp. 0) s'il est montant ou descendant et précédé, Figure 3

dans ce chemin, par un arc allant dans le méme sens (resp. dans le sens contraire). Le premier arc du
chemin issu de O sera valué par 36 (t,0,0) et le dernier arc du chemin par A4 ou A. suivant qu'il est
montant ou descendant. On constate alors (pour i > 0 par exemple) que le seul chemin ayant une
contribution non nulle pour cette valuation est le chemin qui monte directement de 0 A i sans jamais faire
de retour arritre, et cette contribution est le membre de droite de I'équation interprétée. 1l s'avére que ce
type de formule peut étre généralisée au cas d'un multigraphe valué quelconque :



I.3. Résolution dans le cas général

Généralisant les valuations markoviennes décrites dans le cas de Z dans la remarque précédente,
on a les notadons suivantes :

NOTATIONS
Les séries définies ci-dessous, sont formelles en les variables commutatives : t, ¢ (i), i € U.

1. On note &, une série formelle appelée coefficient de transmission de l'arc i 2 l'arc j-

2. On note V(x), une série formelle appelée ordre de x, associée 2 tout sommet x du graphe G.
On note & (i), une série formelle associée  tout arc i du graphe G.

3. xety étant deux sommets du graphe G, on note T (x,y), I'ensemble des chemins orientés
de x a y dans G, de longueurn > 1.
On notera : C = (xq = X, Xy, ..., X, = y) un chemin dans G (x,y), constitué des arcs :
iy = (X0, X1), w0y In = (X1, X, ) O iy, dernier arc de C, sera noté f(C).

Chemin C

On associe alors 2 un tel chemin C, la série g
1
formelle de transmission le long de C :

o

n-1
8(C)=1Tn=1+1522 [] 4.,

1=1 I.Nﬂ x
3(C) n'est autre que le produit des
coefficients de transmission le long des arcs Figure 4
de C joignant x & y dans le graphe G.
4. Lasolution sur Z (cf § 1.2.) "pour l'arc i" du graphe G, c'est-a-dire avec :
a,=o(eta =0 () seranotée: A,.=A(a(), o)) =2 @).
Onaalors : A=A (t) (évident).
THFOREME 3 : La solution unique du probléme d'évolution (II) est :
% (txy) = v_l(ﬁ LW+ Y 8(C).o (¢ (c»]
Ce T(xy)

Cette formule étant prise dans l'une ou l'autre des deux Situations 1 et 2 :

SITUATION 1 vx)=1 ¢ ({)=t.0()
(algeébre linéaire) gj=t.o @) sii est prédécesseur de j dans G
;=0 sinon
SITUATION 2 |[v(x)=1- 3, a().t.A ¢ @=ad)(l-2r)—t—
. v (T (i)
je Ax)
(markovienne)
&ij=a@(1-11) v_L_(T A siiest prédécesseur de jetj#-i
gj=a (1 7»4)\7&-‘?))- -Ai= ¢ ()-A; siiestprédécesseurdejetj=-i
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REMARQUES

1. Dans la Situation 1, on a la situation classique de I'algébre linéaire, I'expression de 36(t,x,y)
donnée par le second membre du Théoréme 3 étant alors la classique série somme des mondmes
(obtenus par multiplication des variables t.0.(i) associées aux arcs i du chemin) associés aux chemins
orientésde x a y.

2. Dans la Situation 2, le mondme 6(C).¢ (f(C)) associé au chemin C, n'est pas multiplicatif
comme dans la Situation 1, mais de type markovien, la quantité €;; associée a l'arc j dépendant de son
prédécesseur i dans le chemin C. Ce n'est plus la situation classique de I'algébre linéaire.

3. Stlexisteie G/ o (i) et o (-i) sont différents de O alors \; et A sont différents de 0 dans la
Situation 2, et donc les deux expressions de £;; dans les Situations 1 et 2 sont effectivement
profondément différentes. Par suite, ces deux situations conduisent, par le Théoréme 3, & deux
expressions différentes de la méme fonctionnelle 3.

On en déduit donc une relation fonctionnelle nouvelle associée au graphe G.

4. Dans le cas particulier du Paragraphe 1.2. ou G = 2, %:(t,0,0) apparait comme la fraction
continue associée a une récurrence 2 trois termes particuliére. Le Théoréme 3 peut donc &tre vu comme
une généralisation 3 un graphe quelconque de l'égalité entre une fraction continue (expression de
96 (1,x,y) dans la Situation 2) et son développement en série formelle (expression de 36(t,x,y) dans la
Situation 1).

Pour prouver le Théoréme 3, le lemme technique ci-dessous sera nécessaire :

LEMME : Décomposition de chemins
Soient x et y deux sommets de G.
Alors I'ensemble des chemins de x 2 y est : 14y (¥) + © (x,y)
ol T (x,y), ensemble des chemins orientés de x 2 y, de longueur 2 1, se décompose en :

Bay= 2 LgO)E+ X B &y . )
jeA®y) jeA®
avec: jl'arc générique (y,y;=T (j)) issude y, A(y) I'ensemble des arcs issus de y dans G,
"." l'opération de concaténation des cheminset X I'union ensembliste disjointe.

DEMONSTRATION DU LEMME
Evidente (le premier terme du second membre de cette équation donne les chemins de longueur 1
et le second terme ceux de longueur 2 2).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3
SITUATION 1. Cette situation est évidente et classique : laissée au lecteur.
SITUATION 2. On garde la notation du lemme précédent : j arc générique (y, y; =T (j)) issude y.
Montrons que I'équation (II) est vérifiée quand on remplace ¥ par sa valeur donnée par le Théoréme 3
dans la Situation 2. La quantité :
o= Qixy (y) +1t Z o) ¥ (xy=T(@E) estégale, parle Théorme 32a:
jeA®

o= Lym+t 3 a(-j)v—@[ﬂ«x)mw > 6<c,->.¢(f<c,-»]
jeA®y) Cie T(xy)



80r, par définition de ¢ et du coefficient de transmission €, on a: & (f (Cj)) = €&¢ (cy, 5+ 1 (j) ( (C})) . A
Donc, ennotant C=Gj. (), 08 Gie T (x,y): 8 (Cp). ¢ (F(C))=8(C) +1 (F(C)). 3 (e

De plus, le dernier terme de I'équation précédente n'est non nul que si : f (Cy) = j, c'est-a-dire si
Cj=d.j, avecd un cheminde x 3 y.
Donc, si I'on note C; = d.j dans ce dernier terme, on a, en exprimant §(C;) en fonction de 8(d),

en distinguant les cas ol la longueur | d | du chemin d est 2 1 (et donc : d appartient A T (x, y)) ou nulle :
8(C).o (EC)=8(C) +1c;=a.j.lal218(d) Er(a)j. Aj + g, =j Aj

Donc: 6= fy@+t 3 a(-j)v—(xL)....
jeA®
-[ﬂ(x}()'j)+ Y 80O+ Y lgeajldad@era;-A+ 3, ﬂcm’v]
Cje B (xy) Cje T (xy) Cje T(xy)

Or, par le lemme de décomposition de chemins, les deux premiers termes du crochet ci-dessus,
se réécrivent, compte tenu de la définition de § :

T X e [nm W+ Y 8 <C>] =5 a (£ (C) 8(C)

jeA®) Cie T(xy) Ce T(xy)

Par ailleurs, dire que C; dans T (x, y;) est de la forme d.j avec |d| 2 1, est équivalent 2 dire que
d appartient 2 B (x, y), ce qui permet de réécrire le troisiéme terme du crochet :

t Y Y o (-j);,-(&) 8 (d) er(a),j A;

jeAl® de T(xy)

Enfin, dans le quatri¢me terme du crochet, C; dans T (x, y;)estégald j=(y,y; sietseulementsix=y.
Ce quatriéme terme se réécritdonc : 45y ().t Y, @ ('j)Vl(ﬁ A

jeAy
On déduit de ces remarques :
o= 1@+t 3, a(f(C))v—l(ES(CHt h p a(-j)v—%x—)a(d)ef@)_,-xj
Ce T(xy) j€A(y) de T(xy)
+HlgmMt Y @l

jeap VO

En réécrivant le dernier terme 2 l'aide de la définition de v(x) et en remplagant la notation d par C dans le
troisiéme terme, ona:

L PO TRYC) PRI A M :.8<C)[a(f<c»+ 3 a(—j)sfm.,-xj]

Ve VR T jeA®)
Or: & (F(O)=aE(©)(1-2 © At (C)) v—‘(y—) soit: t= & (f(C)) v ) . d'ol
o E©)(1-2 ©r©)
o= Lt ,m+L 8(C). 4 (E(C)). V) [o€@)+ Y, ) encyA;
vix) & v(x)Ce'GZ(X.y) aEC)1-Ach-10) jEAW) "

qui sera bien égale a I'expression donnant 36 (t,x,y) au Théoréme 3, Situation 2 si I'on vérifie I'égalité :

v (y) .
(*) JeE@+ Y oDere,;di|=1
a € @) {1-koric) [ ieA®) "



e dive - LT M@M© _ a (-j) .
c'est-a-dire : v 1+ . Z(y) FTAO) €£(C).j A
Or T (£ (C)) = y (extrémité terminale de f(C)), donc:
ety = €O (1-Ae0y At (C))V—I(y—) sij#-£(C)

er @y =0 EO){1-2 ) re () —‘—v - Aoy sij=-f(O)

. 1- A .
Donc (*) se réécrit : T-hoMo 1+ Y a@) (1-% @ rto) = Ajl- Ao At
vy iAW) V)

Le dernier terme étant issu du terme en - A (c) de € (c), j dans le cas oi1 j = - f (C).

Donc (*) se simpliﬁe en: I—M = (1 - 7\.{ ©) )t..f (c))(l + z o (-]) V—Ey—) 7\.j )

vy jeA®
Soit : 7%5 =1+ 3 o) V—(Ty—) A doi:l=v(y)+ 2, a().t.Aj,exactpar définition de v.
j€A®) jeA®)
CQFD.
REMARQUE

La démonstration présentée ici, montre que les deux situations proposées sont bien solutions du
probléme. 1I est bien évident que trouver la forme explicite de ces deux solutions (en particulier, celle de
la Situation 2) n'est pas le fruit du hasard, mais a nécessité une autre approche dans laquelle 1a forme de
la solution 3 est exprimée a l'aide de séries inconnues intervenant dans des produits de convolution liés
aux noeuds du graphe. Cette approche, semble nouvelle dans le cadre du calcul formel (cf [AJ91a]).

II. UNE RELATION FONCTIONNELLE SUR LES CARTES
I1.1. Définitions et résultats relatifs aux cartes planaires pointées

On va maintenant étudier le probléme d'évolution présenté au Paragraphe I., avec pour
graphe G, I'arbre infini I naturellement associé aux cartes planaires pointées (cf Figure 5).

Nous rappelons d'abord quelques définitions et résultats :

Une carte planaire est une partition de la sphére de R3 en trois ensembles finis de cellules :
les sommets qui sont représentés par des points, les arétes qui sont représentées par des arcs de Jordan
ouverts, simples, deux 2 deux disjoints et dont les extrémités (confondues ou non) sont des sommets,
les faces qui sont des domaines simplement connexes dont les frontiéres sont constituées d'arétes et de
sommets. On choisit sur cette carte un arc (ou brin) appelé brin distingué. Deux telles cartes planaires
munies d'un brin distingué sont dites équivalentes s'il existe un homéomorphisme de la sphére,
préservant son orientation qui échange sommets, arétes, faces et brins distingués des deux cartes.
On appellera alors carte planaire pointée une telle classe d'équivalence de cartes planaires munies
d'un brin distingué.

On notera R(z) la série génératrice du nombre de cartes planaires pointées dans laquelle le degré
de z décompte le nombre d'arétes de la carte planaire pointée.



Un arbre bien étiqueté est un arbre
plongé dans le plan dont les sommets sont
étiquetés par des entiers naturels, de racine
étiquetée O et dont deux sommets adjacents ont
des étiquettes qui different au plus d'une unité.

L'arbre infini I associé a la famille
des arbres bien étiquetés est 1'arborescence
infinie plongée dans le plan, de racine r étiquetée
0, dont tout sommet étiqueté 0 a exactement deux
fils gauche et droit respectivement étiquetés O et 1,
et dont tout sommet étiqueté i 2 1 a exactement
trois fils ériquetés i-1, i, i+1 dans cet ordre de
gauche a droite.

Circuit associé A cet arbre bien étiqueté sur I'arbre infini 1
associé A la famille des cartes planaires pointées

rciner,

On a les résultats suivants (cf [Ar85], [Ar86] et

[CV81]) illustrés par la Figure 5 : Circuit C sur

I'Arbre Infini I
THEOREME 4 : Les trois ensembles

suivants sont en bijection (bijections laissant

invariant le nombre d'arcs dans la carte, I'arbre et

le circuit associés) :

- I'ensemble des cartes planaires pointées,

- I'ensemble des arbres bien étiquetés et

- I'ensemble des circuits allant de la racine 2 la

racine sur l'arbre infini I.

Figure §

DEMONSTRATION : Se reporter a [Ar85], [Ar86], [CV81].

Nous rappelons seulement ici l'algorithme de passage d'un circuit C i un arbre A :

Lors du parcours du circuit C issu de laracine de I :

* lorsque I'on descend le long d'un arc a de l'arbre infini I, on crée dans l'arbre bien étiqueté A
en construction 2 partir de la position courante, un nouvel arc a', dont I'extrémité finale est une feuille
détiquette celle de I'extrémité finale de a dans I,

* lorsque 'on remonte le long d'un arc a de l'arbre infini I, on remonte dans A le long de I'arc a'
qui lui a ét€ associ€ lors de la précédente descente de a dans L.

I1.2. Fonction ¥ associée a I'arbre infini I

Afin d'appliquer les résultats du Paragraphe I. au graphe constitué par I'arbre infini I, on associe
(cf Figure 5) a tout arc descendant (resp. montant) i de I, la valuation o (i) =z (resp. 1).

On imposera par ailleurs dans la suite t = 1 dans l'expression de la fonction %.
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La série génératrice ¥ (1,r,r) (cf Remarque en fin de Paragraphe I.1. et Situation 1 du
Paragraphe 1.3.) est la série somme pour tous les circuits C allant de la racine r a la racine r dans I,
des mondmes multiplicatifs m(C) (m(C) est la multiplication des étiquettes associées a chaque arc
de C). De par la valuation choisie sur I, m(C) compte (variable z) le nombre d'arcs descendants de C,
c'est-a-dire le nombre d'arétes de l'arbre bien étiqueté et de la carte associée par les bijections du
Théoréme 4. Donc :

PROPOSITION 1 : r étant la racine de l'arbre I et Ro(z) la série génératrice des cartes
planaires pointées décomptées en fonction du nombre d'arétes, on a : % (1,1,1)=Rg(2) '

EXEMPLE
Mondme associé au circuit Figure 5 : m(C) = z.z.z.z.1.z.1.1.z.z.z.1.1.z.z.1.z.1.z.1.1.z.1.1.1.1 = z13
Le degré de z donne le nombre d'arétes dans I'arbre bien étiqueté et dans la carte associés.

I1.3. Une nouvelle relation fonctionnelle sur les cartes planaires pointées

En utilisant I'expression de 3 dans la Situation 2, on va déduire de la Proposition 1 précédente,
une nouvelle expression pour Rg. Cette nouvelle expression de ¥ nécessite de déterminer les
expressions de v et des coefficients de transmission € :

I1.3.1. Détermination de v et &, pour I'arbre infini I

La simplification des formules donnant v et &;; (Lemmes 2 et 3) utilise le Lemme 1 (évident) suivant :

LEMME 1 : Avec t = 1, on déduit du Théoréme 2 (cf § 1.2.) les formules sur A, =X (o, Ct)

. =L _1_ =_1_ - _
1 At ——— et cbfk(ow.oz.) o Mew o) -—l—ma_x(ma.,l) A(1, o o)

2. A1, o 0)=d (o o), ol d est la série génératrice des mots de Dyck (d(z)=1+ z d2)

LEMME 2 : Expression de V(s).

On distingue 3 situations pour le sommet s dans l'arbre infini I (cf Figures 5 et 6) donnant des
expressions différentes pour v(s) =1 - 2 o(-j) Aj, (d est la série génératrice des mots de Dyck) :

j€ A(s)
a. Raciner = 0. b. Sommet (non racine) étiqueté 0 ¢. Sommet étiqueté i 2 1, fils de j
filsdeOoul. (G=i-louj=iguj=i+1)
Ooul J
z z
r=0
z A2
llﬂg 1l ln'xl .

1 1-1 1 le1

V@) =1-27(z,1)=1-2zd | Vp(s) = 1-3N(z1)=1-32zd V(s) = 1-4N(z,1)=1-4zd

Figure 6
DEMONSTRATION : Evidente 2 partir du Lemme 1.
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LEMME 3 : Soit un circuit C associé 2 un arbre bien étiqueté A. On donne ci-dessous les différentes
situations possibles dans I pour les arcs successifs i et j, donnant des valeurs différentes pour les
coefficients &; et créant des sommets de natures différentes dans A par l'algorithme du Théoréme 4 :

Cas 1. L'arc i remonte en la racine r depuis k (k = 0 ouk=1)

une contribution 0 dans 3(1.r.r).

uo £.=0 = 3C)=0 uo Ei.j=‘]1—.§f§
L Création dans A d'un nouveau fils re . 1o "
biache Ghiovns e | N | oo e o e
't 11 de son frére gauche. Un arbre bien \ de son frére
étiqueté ayant deux fils successifs celle de son frére gauche.
1 de?a minz de méme étiquette aura ! y On note p la variable comptant le
K 9 1 nombre de fils 2 Ia racine dans A.

Cas 2.L'arc i remonte en un sommet 0 (fils de 0 ou 1, donc non racine)

. 2
1-3zd
Création dans A d'un fils d'un
sommet non racine étiqueté 0, fils
qui est soit fils gauche, soit de
frére & gauche d'étiquente différente.
On note 8¢ la variable qui
décompte le nombre de ces
sommets dans A.

€,j=

depuisk (k=0ouk=1).
2
ei..i=1

Création dans A d'un fils d'un
sommet non racine étiqueté 0, fils
dont le frére a gauche a la méme
étiquette (0 ou 1). Un tel sommet
sera appelé sommet dupliqué.
On note ¢ la variable qui
décompte le nombre de ces
sommets dans A.

Cas 3. L'arc i remonte en un sommet k > 1 depuis |

(I=k-1:zu;1ika_ul=k+1).

Ei. J = Jl—'LLz

Création dans A d'un fils d'un
sommet €tiqueté k21, fils qui est
soit fils gauche, soit de frére 2
gauche d'étiquette différente.

On note &; la variable qui
décompte le nombre de ces
sommets dans A.

2
Création dans A d'un sommet
dupliqué, fils d'un sommet étiqueté
k21.

On note o3 la variable qui
décompte le nombre de ces
sommets dans A.

Cas 4.L'arc i descend en un sommet 0 depuis 0 ou 1.

On note i la variable qui
décompte le nombre de ces
sommets dans A.

k-1 k kei

z(1-24d2 @ . 2 2
Ei.j=(__——) oau1 e1-'i‘='lz__3d_
Création dans A d'un sommet ' Création dans A d'une feuille
étiqueté O (non racine et non " 11 étiquetée 0. . .
feuille). ss0 i On note ¢o la variable qui
On note wg la variable qui 3 Ra décompte le nombre de ces
décompte le nombre de ces sommet dans A.
sommets dans A. 1 )
0 1
Cas 5. L'arc i descend en un sommet k 2 1 depuis | 2 0.
51 z(l'zdz) 82 & = 2 42
i,j= 1-4zd 1, -1 1-4zd
Cl_-éation dans A Q'un sommet Création dans A d'une feuille
étiqueté k21 (non feuille). ériquette k21.

On note @) la variable qui
décompte le nombre de ces
sommets dans A.

Figure 7
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DEMONSTRATION 3

On vérifie facilement que tous les cas possibles ont été€ envisagés dans le calcul des coefficients
de wansmission. Il est facile de contrdler les séries formelles donnant ces &;. Il reste a justifier (a I'aide
de l'algorithme du Théoréme 4) l'association a chaque situation d'un paramétre combinatoire dans
l'arbre A. Montrons par exemple, que le nombre de couples (i,j) d'arcs successifs de C appartenant au
cas 2.2 est bien égal au nombre de sommets dupliqués, fils d'un sommet étiqueté O non racine, dans A
(c'est-a-dire au degré de la variable G¢). Les autres cas ont un traitement analogue.

Par la bijection entre circuit et arbre bien étiqueté, permettant de construire A a partir de C,
un nouveau sommet s est créé dans l'arbre, lorsque I'on descend le long d'un arc j = (a, B) de I avec
B=a-1, coua + 1). Son étiquette sera I'étiquette B du sommet atteint dans I par cette descente.
Par ailleurs, ce nouveau sommet créé dans A, sera frére d'un sommet t étiqueté & de A, si l'arc i
précédent j dans C, est un arc remontant dans I (depuis le sommet étiqueté ') (évident par l'algorithme
construisant A a partir de C).

Dés lors, s sera un sommet dupliqué étiqueté O (resp. 1) (avec B=¥ =0 (resp. B=¥ =1))siil
est associé aux arcs successifs i et j avec i montant depuis O (resp. 1) dans I et j redescendant en 0
(resp. 1), c'est-a-dire i = -j (car i et j sont successeurs dans I). Par ailleurs, s sera fils d'un sommet non
racine étiqueté O si le sommet final de i (et initial de j) est étqueté O et est différent de la racine rde 1.

Le cas 2.2 du Lemme 3 est exactement celui satisfaisant ces conditions.

REMARQUE : Nouveaux paramétres dans l'étude combinatoire des arbres bien étiquetés

Le Lemme 3 a montré que les différentes situations possibles pour deux arcs successifs i, j dans le
circuit C sur l'arbre infini I, se regroupent par paquets donnant des expressions identiques pour g;;, et
correspondant 2 la création d'un type précis de paramétres combinatoires caractérisant 1'arbre bien
étiqueté (feuilles étiquetées 0, ...) associé & C par I'algorithme du théoréme 4. Par ailleurs, le cas 1.1
du Lemme 3 montre que les seuls arbres bien étiquetés (bijectivement associés aux circuits dans I) ayant
une contribution non nulle dans 3 (1,r,r), sont ceux dont deux fils successifs de la racine sont
d'étiquettes diff -entes. On note F la sous-famille de ces arbres bien étiquetés.

11.3.2. Une nouvelle relation fonctionnelle pour la série génératrice
Ry des cartes planaires pointées

F, étant la sous-famille des arbres bien étiquetés dont deux fils successifs de la racine
(dans Y'ordre ot on les rencontre de gauche a droite) n'ont pas la méme étiquette, on lui associe sa série

génératrice © (p, G0, 1, 9o, ©1, 80, 81, g, ml), somme des mondmes (en les variables, définies

Figure 7 : p, Go, G1, o, @1, So, 81, Wo, 1) associés aux arbres de Fo.



14

EXEMPLE
Mondme dans © associé a I'arbre de la Figure 8:
2¢ 4
m =p? o' 612 90® 917 8o &1 wo! @y

o 1 1 1 1 [} 2 2
REMARQUE Sg/l 84 o{] 54 cq 64 Sﬂ 6,/] a{l
0 i€ 3 Po P11 91 P P P P @1 @

Le mondme m(A) associé i un arbre A de Fy a

pour degré total, la somme des degrés des  Figure 8 : Etiquettes associées aux sommets.
sommets de A.

Ceci est évident si I'on remarque que :
d°8p +d°wg +d°co = Somme des degrés des sommets étiquetés O (non racine et non feuille) = $0
d°6; +d°w; +d°c; = Somme des degrés des sommets étiquetés 2 1 (non feuille) = s;
D'olr : d°p +d°0p + d°0) +d°gg + d°@; +d°8g + d°8; + d°wp + d°w; = d° + (d°@g +d°p;) + (sg + $1)
= Degré racine + Somme degrés des feuilles + Somme degrés des sommets (non racine et non feuille)
= Somme des degrés des sommets de A = Nombre de brins de A.

THEOREME 5 : Lien entre les séries générarrices des cartes planaires pointées R, et de Dyck
R,,© et d sont liées par 'équation :

Ro@=—Ll_@ll-zd? 2d® 27d> 22d 222 1-zd2 1-2¢22(1-2d) z(1-2d%
1-2zd 1-224"1-3zd" 1-42d’ 1-32d’ 1-42d” 1-3zd” 1-4zd’ 1-3zd 1-4z4
DEMONSTRATION

Par la Proposition 1 : Rg (z) = % (1, 1, 1).
Par ailleurs, par la formule du Théorgme 3 : % (t,x,y) = —(L)-[n(,, WM+ Y 8©.6(f (C))].
Ce T(xy)

On en déduit, en appliquant le Lemme 2 dans la Situation 2 :
% “”"T 1@+ Y 8(0).4 (FQ) =;}- 1+ Y 8(0).% Q)
Ce T(ry) a Ce T(ry)
On déduit alors directement du Lemme 3 en exprimant §(C).0(f(C)) en fonction des coefficients de
ransmission et des parametres définis Figure 7 :

%Lrp=—»i_a+ Y (Lol 2 ) 222
1-22d AresdeFo  \1-2zd) \1-3za) \T-4zd
non réduits & la racine
( d°(po )d°¢p1 21d°%
1- 3zd 1- 4zd 1-3zd

(1 s gz)ﬂn [z(1-zd»)*™®(z (1 - zdz)\""‘*)
1-4zd) \ 1-32d |/ V' 1-4zd /

oll-zd® zd? 2z ZZQZ zzdz .z g2 _d__z(l 2d) z(1-zd?)
T O T 5 g v 1 -4zd’ 1-32d" 1-42d" " 1-3zd ' 1-4zd |
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& d°p-1
On remarquera que le terme IT'_—zz—z%z) P estle produit de (ll——zz—sdi P , terme de & (C) issus du

cas 1.2 dans le circuit C, par %"_—3—;%2, terme égal 2 ¢(f(C)) (évident).

CONCLUSION

L'équation du Théoréme 5 est la premiére du genre faisant apparaitre la série génératrice R, des
cartes planaires pointées comme composée de la série génératrice © d'une sous-famille de la famille des
arbres bien étiquetés et de fonctions rationnelles de la série génératrice des mots de Dyck.

A cette occasion, sont apparus de nouveaux paramétres sur les arbres bien étiquetés. 11 serait
intéressant de voir leur interprétation sur les cartes planaires pointées.

Inversement, cette série génératrice © (p, G0, O1, 90, P1, d0, 01, Wo, 0)1) de la famille F, peut
étre exprimée en fonction de Ry et plus précisément de la série génératrice des arbres bien étiquetés par
un systéme d'équations closes (non détaillé ici, cf [AJ91b]).

Ces résultats, relativement techniques, montrent que tout n'est pas encore totalement compris
dans le domaine pourtant bien étudié des cartes planaires pointées.
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GENERATION ALEATOIRE DES ANIMAUX DIRIGES

E. Barcuccil, R. Pinzani!, R. Sprugnoli2
1 Dipartimento di Sistemi e Informatica, Firenze (Italie)

2 pipartimento di Matematica Pura e Applicata, Padova (Italie)

INTRODUCTION

Le concept d’ animal dirige a beaucoup d’importance en plusieurs domaines comme les
mathématiques, I’informatique et la physique. En mathématiques, les animaux dirigés sont un objet
combinatoire ayant des propriétés remarquables; en informatique, on les a proposés comme une
structure propre a la mémorisation et & la récupération des informations; enfin, en physique, ils

constituent un modéle de divers phénomeénes, comme, par exemple, la percolation.

Par conséquent, la génération aléatoire des animaux dirigés et, plus spécifiquement, une
meéthode pour produire telles structures dans I’ordinateur en sorte que chaque animal ait la méme
probabilité d’&tre généré ont une grande importance et nous offrent la capacité de simuler le
comportement des animaux dirigés et de mesurer expérimentalement les quantités liées a ces

structures.

Dans ce papier, on présente une méthode pour la génération aléatoire des animaux diriges,
telle que chaque animal est en moyenne généré dans un temps linéaire lorsque ce temps est mesurée en
fonction du nombre de points qui constituent ’animal méme. La méthode est trés simple mais la
linéarité du temps de génération n’est pas du tout évidente. Par conséquent, I'intérét de cet article est
concentré sur les aspects mathématiques qui nous permettent de prouver telle linéarité. Successivement
on montre les résultats expérimentaux qui confirment les preuves analytiques précédentes. Enfin, on
présente deux exemples de quantité qu’on peut étudier seulement expérimentalement parce que,

Jjusqu’ici, on ne connait pas des résultats analytiques.

1. LA GENERATION DES FACTEURS GAUCHES DE MOTZKIN

Gouyou-Beauchamps et Viennot [4] ont démontré qu’il y a une correspondance biunivoque
entre les animaux dirigés composés par n points et le langage des facteurs gauches de Motzkin de
longueur n—1. Les facteurs gauches{ de Motzkin sont les mots sur ’alphabet {a, b, ¢} dont les préfixes
ont un nombre de b qui ne dépasse jamais le nombre de a. Par conséquent, le premier pas dans la
génération aléatoire des animaux dirigés est de générer aléatoirement un facteur gauche de Motzkin

ayant n lettres. L’algorithme est le suivant:
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a) on génére successivement les lettres qui forment le facteur gauche de Motzkin en les tirant
uniformément de ’alphabet {aq, b, c};

b) avec deux compteurs A et B, on régistre le nombre de lettres a et b tirées, respectivement;

c) si on génére n lettres avant que B ait dépassé A, la séquence obtenue est le facteur gauche de
Motzkin voulu;

d) si, au contraire, B dépasse A i un certain point, on quitte toutes les lettres déja tirées et on

recommence la génération du mot depuis le debut.

A cause de ces recommencements, il n’est pas du tout évident que cet algorithme opére
moyennement dans en temps linéaire mais nous ferons une démonstration analytique. Soient Bos By,
B3y - . . les langages des mots de Motzkin de longueur 0, 1, 2, . . . de sorte que |fin| = pn, 'n-iéme
nombre de Motzkin [3]. Nous définions alors les langages vy, v,, . . . des mots négatifs, c’est & dire des
mots de longueur k (k < n pour vp) qui arrétent la génération d’un facteur gauche de Motzkin. Donc

nous avons:

vpu=jgh | igb| ... | ragd VneN

Quand on veut générer un facteur gauche de Motzkin par cet algorithme, en effet on génére un mot de
vn (eventuellement vide) et puis le facteur gauche voulu. Par conséquent, le langage v, des mots qui
générent un facteur gauche de Motzkin est donné par:

on = ¢ | vpoq

Yn = opdnp
ol é&p est le langage des facteurs gauches de Motzkin de longueur n. Par la méthode de Schiitzenberger

[7] on trouve la fonction génératrice:

7D = on(Ddn() = an /(=T Y

De la fonction 7,(?) on obtient la fonction génératrice de probabilité et en observant que chaque lettre

est tirée avec la probabilite 1/3:

Pn() = 7n(¥/3) = 1a" : KF1gnk1 — ol
3 — T TRkl Qn(Y)

Le nombre moyen d’extractions nécessaires pour générer un facteur gauche de Motzkin est donné par
Py (1):

() = o0 Qn() — " Qh() _ nant™! _ ant"Qh(1)
" (Qn(0)? @n(9) (Qn(0)?
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2
nap — « 1 - k- Sy
avgn P“(l) n azn%() n 4 aln (:::0 (k‘ l)”ksﬂkl)_ n+ a‘:‘
n

La somme peut &tre évaluée au moyen des fonctions génératrices: si S(?) indique la §{Sy}, on a:

st = Dip(t) _ 1—t— J1—2:1-32

130 7 9 2(1-39d1-21-32

ou p(t) = (1-t— Jl-—? t—31%) /21 est la fonction génératrice des nombres de Motzkin. En appliquant

la méthode de Darboux, on trouve:

_ 20430 [ 3 3 _ 107 _ 3t
Sn 7 \I?r(n+l) (l+16(n+l) 512(n+1?) 2

Puisque le nombre des facteurs gauches de Motzkin est

~ an 3 _ 1 13
o~ 3 ‘JW(HI) (l 16(“+1)+512(n+1)2)

on trouve finalement:

_ .,I31l’(l‘l+l) 7 .Ja_,r 3 -3/2
W = - — Ryl Resn T O )

et cela prouve la linéarité de la méthode de génération.

En employant la méme technique, il est possible trouver aussi la variance, donnée par
vary = P{(1) + Ph(1) — (Ph(1))% En effet, on trouve:

varn = § (n+1)2 = {57 (n+ /2 + 07 (ag) - 3BT (112 _ 1Sz o1/2

2. DES FACTEURS GAUCHES DE MOTZKIN AUX ANIMAUX DIRIGES

Aprés avoir obtenu le facteur gauche de Motzkin w, il faut construire I'animal dirigé
correspondant. Les correspondances biunivoques trouvées précédemment de Gouyou-Beauchamps et
Viennot [4] puis de Penaud [6] sont en effet constructives et théoriquement elles nous permettent de
passer de w a I’animal. dirige. Malheureusement, leur temps d’exécution n’est pas linéaire avec n = |uw|
a cause de la construction requise de la lettre ¢ quand la largeur droite de ’animal n’est pas nulle.
Dans ce cas, il faut trouver les sommets domines par le sommet le plus en haut & droite de la racine et

changer leur position. Tels sommets peuvent étre nombreux (et parfois presque tous ceux de ’animal)
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et donc il est possible que la construction exige un ou plusieurs pas qui n’ont pas un temps constant

d’execution.

Heureusement, Penaud a introduit le concept d’arbre de guingois, une structure équivalente
aux animaux dirigés et dans laquelle I'ensemble des sommets dominés par le fils droit de la racine
constitue un sous-arbre bien précis. Donc I'idée est de diviser la construction en deux phases: dans la
premiére, on construit P’arbre de guingois T équivalent au facteur gauche de Motzkin w; dans la
seconde, on passe de T & P’animal dirigé A équivalent. Puisque les deux constructions peuvent &tre

exécutées dans un temps linéaire, la procédure globale aussi est linéaire.

Si A est un animal dirigé, chaque sommet £ de A est déterminé par le numéro de la colonne
col(§) dans laquelle il se trouve et par son niveau lew(€). La racine p est caractérisée par
col(p) = lex(p) = 0, en sorte que col(¢) puisse &tre positif, négatif ou nul, tandis que lev(€) est
toujours positif pour £ # p. La frontiére droite de A est ’ensemble de ses sommets & pour lesquels
col(§) > 0 et § est de niveau minimal. La racine de A appartient & la frontiére et elle en est le seul

sommet si la demi-largeur droite de A est nulle.

lew(§)

© 00 =3 & O b W N =

—
(=]

col(€) 5 -4-3-2-1 01 2 3 4 5

Figure 1 - Un animal dirige.

Soit T un arbre binaire (orienté et ayant racine) et soient z et z deux de ses sommets, tels que
2 soit un aieul de z; le déplacement de z par rapport 4 z est la différence entre le nombre de branches

droites et gauches dans le chemin de z & z. Si dans un arbre T le déplacement de chaque sommet par
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rapport a la racine n’est jamais positif, on dit que T est une équerre. Si pour chaque sommet double
d’un arbre T le sous-arbre gauche est une équerre, on dit T un arbre de guingois. La correspondance
biunivoque trouvée par Penaud entre animaux dirigés et arbres de guingois nous permet de transférer
le concept de frontiére droite de I’'un & Pautre. La propriété essentielle est que si £ est un sommet de la
frontiére droite de A et z est le sommet associé & £ dans T (correspondent de A), ’ensemble A(£) des
sommets dominés par £ correspond au sous-arbre de T qui a z comme racine. On définit alors un arbre
de guingois étendu comme un arbre de guingois dans lequel chaque sommet a un troisiéme arc (appelé
trame) qui pointe de chaque sommet z de la frontiére droite de T au pére du sommet successif y de la

méme frontiére, lorsque y existe. Toutes les autres trames sont vides.

Figure 2 - L’arbre de guingois correspondant & 1’animal de la Figure 1.

Maintenant nous pouvons finalement donner la construction de ’arbre de guingois étendu T en
partant du facteur gauche de Motzkin w. On scande w de gauche & droite en ajoutant un nouveau
sommet & T selon le caractére w, trouveé:

1) w, = a: on ajoute une nouvelle racine z & T de facon que le vieux T devienne le sous-arbre droit
de z. Le sous-arbre gauche est vide et on fait pointer la trame de z & z méme;

2) w, = b (ce cas peut se produire seulement si la trame de la racine de T n’est pas vide): on ajoute
une nouvelle racine z de facon que le vieux T devienne le sous-arbre gauche. Le sous-arbre droit est
vide. Oix fait pointer la trame de z au fils droit du sommet qui était pointé par la trame de la vielle
racine de T, qui devient vide.

3) w = il y a deux sous-cas:
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3a) si la trame de la racine est vide, on ajoute une nouvelle racine z en sorte que le vieux T en
devienne le sous-arbre gauche. Le sous-arbre droit est vide et la trame de z est vide;

3b) autrement, on ajoute une nouvelle racine z4 T, et T est divisé en deux sous-arbres: le sous-
arbre dont la racine est le second sommet y dans la frontiére droite de T devient le sous-arbre droit de
z et le reste de T en devient le sous-arbre gauche. On fait pointer la trame de z & z méme; les trames

de la vielle racine de T et du pére de y deviennent vides.

Chaque pas de cette procédure se compose d’un nombre bien défini d’opérations et donc elle a
une complexité linéaire. Le dernier pas est la construction de ’animal dirigé A & partir de 1’arbre de
guingois T. En suivant Bétréma et Penaud [2], on définit un vecteur L d’entiers initialisé & zéro et
ayant indices de —n & +n; par conséquent

1) la source de A correspond & la racine de T et elle est le sommet défini par col(€) = 0 et
lev(§) = 0;
2) on détermine les autres sommets de A en visitant T en préordre et en exécutant les pas suivants:
2a) le fils gauche y de chaque sommet z de T génére le sommet 1 de A défini par col(y) =
col(§)—1 (& est le sommet qui corréspond & z) et lev(n) = 14maz (L(col(n)+1), L(col(n)—1)); on
met aussi L(col(n)) = lev(n); '
2b) le fils droit de chaque sommet z de T génére le sommet 7 de A défini par col(n) =
col(§)+1 et lev(n) = lev(€)+1; on met aussi L(col(n)) = lev(n).

L’animal A peut étre représenté par un vecteur de a listes (au plus), dans lequel la k-iéme liste
contient 1’ensemble ordonné des col(€), pour chaque sommet £ de A ayant lev(§) = k. De cette
représentation, on peut aisément obtenir le dessin de A. Naturellement, la linéarité de la procédure est

évidente.

3. RESULTATS DES SIMULATIONS

Premiérement, nous avons réalisé un programme qui génére les facteurs gauches de Motzkin
selon I’algorithme du paragraphe 1. En registrant les appels & la routine random, il est possible d’avoir
la moyenne et la variance de I’ensemble des générations, qui ont été 100000 pour chaque valeur de n =
1000, 2000, . . ., 10000. On a aussi calculé la moyenne de la difféerence A— B; cette quantité est connue
analytiquement (v. Barcucci, Pinzani, Sprugnoli [1]) et on I'a employée comme indicateur pour la
casualité des facteurs gauches de Motzkin générés. Dans la table 1, on a reporté les valeurs attendues et

expérimentées et, comme on peut remarquer, leur correspondance est trés bonne.

On a fourni une preuve différente de la casualité en employant le test du x2 sur 30000
géneérations de facteurs gauches de Motzkin ayant n = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50. On a reporte

les résultats dans la table 2, et en ce cas aussi ils sont trés probants.
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appels a random deviation standard difference A—B

n attendue | expérim. | err.%| attendue | expérim. | err.%| attendue | expérim. | err.%
1000 1953.2 1953.4 0.01 1114.2 1117.9 0.33 | 31.379 31.266 0.36
2000 3933.1 3934.8 0.04 2251.5 2257.5 0.27 44.777 44.693 0.19
3000 5917.7 5909.3 0.14 3392.8 3411.3 0.55 55.060 54.917 0.26
4000 7904.7 7898.4 0.08 4536.3 4543.1 0.15 63.730 63.685 0.07
5000 9893.2 9871.7 0.22 | 5681.0 5655.1 0.46 | 71.368 71.287 0.11
6000 | 11882.8 11870.9 0.10 6826.8 6822.0 0.07 78.274 78.199 0.10
7000 | 13873.3 13849.0 0.18 | 7973.2 7951.2 0.28 | 84.625 84.525 0.12
8000 | 15864.4 15829.6 0.22 | 9120.3 9102.0 0.21 90.536 90.493 0.05
9000 | 17856.1 17840.1 0.09 | 10267.7 10286.3 0.18 | 96.087 95.962 0.13

10000 | 19848.2 19845.8 0.01 | 11415.6 11432.2 0.15 | 101.338 101.358 0.02

Table 1. Resultats des simulations

Hegrés de Valeurs Valeurs
n liberté théoriques de x2 expérimentales de x2
4 4 021 — 14.86 0.79 - 7.24
5 5 041 - 16.75 1.20 - 6.64
6 6 0.68 — 18.55 1.25 - 10.90
7 7 090 - 20.28 083 - 9.31
8 8 1.34 — 21.96 1.7 — 16.01
9 9 1.73 - 23.59 264 - 1280
10 9 1.73 - 23.59 5.53 - 15.95
20 | 14 407 - 3132 3.30 — 26.37
30 17 570 - 35.72 785 — 17.16
40 20 7.43 — 40.00 10.50 - 33.76
50 23 9.26 — 44.18 15.67 — 31.83

Table 2. Le test du x2

Puis on a realisé un programme pour dessiner ’animal dirigé correspondant & un facteur

gauche de Motzkin généré d’une facon aléatoire.
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Figure 3 - Un animal aléatoire avec 30 sommets

s

Enfin, on a cherché & évaluer expérimentalement la longueur moyenne h, et le chemin
intérieur moyen p, des animaux dirigés ayant n sommets. On a obtenu les meilleurs résultats avec les

fonctions:

by = Ay nB+I\’1 = A, nC+K2n

ou 1.21<A4,<1.27, 0.816<B<0.823, 0.61<A,<0.65 et 1.815<C<1.822. Par conséquent il semble
probable que Ay=A; /2 et C=1+B. La valeur de B a été précédemment éstimé [5] en 9/11~:0.818 et

nos épreuves expérimentales ne contredisent pas cette hypothése.
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Abstract

In this paper, we study the formal and algorithmic aspects of symbolic manipulation of discrete
random experiments. Many random experiments can be described with formal series. When
these series are rational, we can easily compute generating functions, distributions and
probabilities. However, even if they provide a suitable framework for computing, formal
representations of random experiments lack closure properties under rational operations. We
are investigating classes of random experiments which can be generated from 'elementary’
experiments and simple algebraic operations. One such class is the rational semaphore codes on
a finite alphabet A, together with Bernoulli probability measure on A*.

0. Introduction

The problems discussed here arose during the development of a simulation environment in
discrete probability theory [Bergeron & Bordier, 91]. In that project, we wanted the user to be
able to describe freely 'any' random experiment he might think of. Computer simulations
would then be generated and the results analyzed with various numerical tools. A further
development was to provide feedback on an experiment before any simulation was attempted:
the goal was to use the symbolic computation capabilities of the computer to derive information
on an experiment from its description only. An interesting example of feedback would be, for
example, the average time needed to complete the simulation. It became increasingly evident
that symbolic computations could be applied to solve many other questions relevant to discrete
random experiments, giving rise to ‘computational probabilities’ in the same fashion that other -
branches of mathematics have their computational variant.

The formalisms to describe a discrete random experiment were found, unsurprisingly, within
coding theory. Links between coding theory and probability theory can be traced far back
[Shannon, 49] and many results in computing the average length of codes [Berstel & Perrin,
85] provided the first hints towards a more general solution. We will show in this paper that
for a large class of experiments the generating functions of many random variables, including
the length, are exactly computable.
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The theory of formal series provided the representations and algorithms needed to carry out the
various computations involved in solving discrete probability problems. All the examples in the
text were computed using a prototype developed in Maple [Char & al., 86]. Given a short
specification of a discrete experiment, many questions concerning distributions of random
variables and probabilities of events can be answered automatically through simple function
calls.

1. Rational Random Experiments

In the following, a discrete random experiment will be given by the finite or denumerable set Q
of all its possible outcomes, the sample space, and by a function

w:Q—> [0, 1]
such that

Y wx)=1

xeQ

An event X is any subset of Q. The probability P(X) of an event is given by

P(X)= Y n(x)

xeX

A integral valued random variable is a function V : Q— IN which associate an integer to
each possible outcome of the experiment. The generating function F(s) of a random variable V
is defined by

F(s)=Y PIV(x) = kIs* where PIV(x) = k] = Y n(x)

k20 x€Q
2 V(x)=k

In the development of computer environments allowing specification and manipulation of
discrete random experiments, we have to solve two main problems. The first is to construct
suitable formal tools for describing random experiments, events and random variables. This
construction will involve the identification of ‘elementary' experiments and algebraic operations
that generate classes of random experiments.

Once we have a formal description of a random experiment, the second problem is to develop
algorithms to compute probabilities and generating functions. In this section, we introduce the
concept of rational random experiment. Given a rational experiment, we will show that the
generating functions of many random variables are again rational and readily obtainable from
the formal series that represents the experiment. Furthermore, the probability of any rational
event can also be computed with simple operations on series.
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Section 1.1 presents some basic definitions and results on rational series that can be found in
[Berstel & Reutenauer, 84]. We next recall the concept of rational measures [Hansel & Perrin,
89]. Rational random experiments and their properties are discussed in section 1.2.

1.1 Rational Series and Measures

Let A = {a]...an}be a finite alphabet and A* the set of words on A. The concatenation xy of
two words x = x1...xg and y = y1...yn, in A* is defined as xy = x1...Xgy1...ym. A* represents
the set A*-{1} where 1 is the empty word. The length k of a word x = x1...x¢ is denoted by
Ixl, and the number of occurrences of a letter a € A in x is denoted by Ixl;. If X and Y are
subsets of A*, XY denotes the set {xy |x € X and y € Y}. If X ={x}, we will simply write x
for X.

Rational series and rational sets

Let K be a commutative ring, a formal series is a function F: A*— K and we write

F = ZF(x)x

xeA*

where F(x) is the value of F at x. The set of all formal series with values in a ring K is denoted
K<<A>>. Rational operations on K<<A>> are the sum and the product:

(F + G)(x) =F(x) + G(x) and (FG) (x) = ZF(u)G(v)

w=x

and the star, defined when F(1) =0:

F*= Y F"

n20

Each letter a € A can be seen as the formal series 1a . A series is rational if it can be obtained
through a finite number of rational operations on letters a € A. It is well known that rationality
is preserved by many operations, one of which is the Hadamard product of two series F and G
defined as:

(F x G)x) = F(x) G(x)

Let x be a word in A*, The commutative variant c(x) of x is:

|x

c(x) = d'..a"" wherea, e A



30

For each formal series F, the commutative variant c¢(F) of a formal series F is defined by:

oF) = Y F(xex) = 3, (2F(x>)y

xeA* yec(A*)\ c(x)=y
Many computations in this paper are based on the following result:

Proposition 1.1 If F is rational then c(F) can be written as a quotient of two polynomials in
the variables a; € A:

P(a,,...,a,)
F) = —Snlsl
c(F) Ua,,...,a,)

where 0(0,...,0)=1.m

If X is a subset of A*, its characteristic series is the series:

X=>x

xeX

A subset of A* is rational iff its characteristic series is. By a fundamental theorem, the
collection of rational sets is the smallest subset of 7 (A*) containing the singletons and closed
under product, union and star, defined by:

X*= yox"

The complement of a rational set is again rational.

Rational measures

A probability measure on A* is a mapping n: A* — [0, 1] such that for each word x of A* we
have:

Y n(xa) = m(x) and w(l) =1

aeA

A positive measure is a measure such that 7t(x) > 0 for all x in A*, Of course, any measure can
be extended to subsets S of A*:

n(S) = Y, m(x)

xe§

It follows immediately from the definition of measure that if n > 0, T(A?) = 1.
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A prefix subset X of A* is a set that contains no proper prefix of its elements. That is, if x € X
and Iyl = 1, then xy ¢ X. For prefix subsets of A*, we have the following:

Proposition 1.2 If X is a prefix subset of A* and  is a probability measure on A*, then
mX) <1.

Proof: Suppose first that X is finite, and let X! denote the sum of all word lengths of words in
X. If X contains only words of length 1, we have from the definition of measure that n(X) <
1. If X contains longer words, let X' be constructed by replacing in X all words of the form
{mala e A, ma € X} by the word m. Then n(X") 2 n(X), X'l < [X| and X" is again prefix. If
it contains words of length greater than 1, we can reapply the procedure. Since X1 is finite, we
eventually obtain a set of words of length 1.

If X is infinite, the sequence w(X,) where X, = {x € X | x| < n} is non-decreasing, bounded
by 1, and converges to nt(X).H

In the sequel, we will be mainly interested in showing that some prefix subsets have measure
1. The following proposition will prove helpful.

A measure is multiplicative on a subset X if for all x, y in X* we have

T(xy) = (X))

When a measure is multiplicative on a subset X, we can relate the measure of X* and the
measure of X:

Proposition 1.3 If & is multiplicative on X then

oX*) < Y (wX)"

n20
in particular, if MX) < 1, then mX*) is finite.
Proof: First, we have that
n(X* < Y n(X")

n20

since X* is contained in the union of sets of the form X”. We also have, for n >0

2x) s ¥ Taom = Tro)Y k) = nxHnX)

yeX"! xeX yex™! xeX

from which the result follows immediately.®
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A probability measure is rational if the formal series

n= Zu(x)x
X€A*

is rational.

The simplest examples of rational probabilities measures are Bernoulli measures. They are
obtained by multiplicative extension of measures defined on elements of A such that:

Y na) =1

agA

in this case, the formal series representing the measure can be written as:

T = (2 n(a)aJ*

acA
1.2 Rational random experiments

Suppose that A = {a1,a3,...,a,} represents the possible outcomes of an elementary random
experiment, or elementary trial. We are interested in complex experiments where we repeat an
elementary trial until the sequence of results exhibits some characteristic!. Our main problem is
to define properly what is meant by 'until the sequence of results exhibits some characteristic'.
First, we want the process to stop with probability 1, eliminating in practice infinite sequences
of results. When this occurs, the possible (realistic) outcomes can be viewed as words of A*.
The second problem is the computability or recognizability of the characteristic the sequence
should exhibit to complete the experiment. The next definition gives the simplest class of
‘computable’ experiments:

Definition 1.1 Let A = {aj,a3,...,a,} be a finite alphabet and & a rational probability
measure. A subset Q of A* defines a rational random experiment with the measure & if Q is
rational and T(Q2) = 1.

Example 1.1 For any measure T, the set A” defines a rational experiment.
Example 1.2 Let A = {a,b}. Suppose that we repeatedly choose at random a letter from A
until we get any letter for the second time. The set of possible outcomes is

Q = { aa, bb, aba, abb, bab, baa}

This set is finite, thus rational. Let 7 be any measure defined on A*. Applying repeatedly
the definition of a probability measure, we get n(Q) =1.

IThose experiments are studied in [Feller 57] under the name of recurrent events.
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Example 1.3 Suppose now that we repeatedly choose at random a letter from the alphabet
A = {a,b} until we get the letter b. The set Q = a*b is rational. If & is a Bernoulli
probability measure such that w(b) > 0, it is easy to check that n(Q2) =1.

If Q and 7 are rational, we can represent them with the following rational series

Q= zx and © = ZE(x)x

xeQ x€A*

The series
E =QXn= Zn(x)x

xeQ

corresponding to the Hadamard product of Q and = is rational. We say that the series E
represents the rational experiment defined by Q with the measure .

Example 1.3 (Continued) The characteristic series of the set = a*b is given by:

Q=Yab

n20
and the series that represents the experiment is
E = Y m(a)"n(b) a"b
. n20

In the next paragraphs we will show that the usual computations of discrete probability theory
can be effectively performed using the series E that represents an experiment.

Linear random variables

Definition 1.2 Let Q be a rational random experiment on A with the measure ®n. A linear
random variable on Q is the restriction to Q of a mapping

V:A¥*— N
such that V(xy) = V(x) + V().

Simple examples of linear random variables are word length and number of occurrences of a
letter in a word. A general linear random variable is a linear combination of the functions Ixl,
with positive integer coefficient.
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We have the following:

Proposition 1.4 If Q defines a rational random experiment with the measure m, and V is a
linear random variable defined on €, then its generating function F(s) is rational.

Proof: Let E be the series that represents the random experiment

E = Zn(x)x
xeQ

and let the commutative variant ¢(E) of E be represented by the following quotient:

Pa,,...,a,)
Q(a,;....a,)

We have

F(s) =2[ Zn<x>]x'“ OGRS et )

20| v(x)=k QE'™,..., SV(“")) @)

which has a development around 0 since

P(0)
— = <1
20 = oW

Thus F(s) is rational.m
Example 1.3 (Continued) Consider the random variable ‘length' defined by V(x) = Ixl on

the experiment that consisted of choosing a letter in {a,b} until we get a b. We saw that
this experiment was represented by:

1
E = "n(b) a"b = —————mn(b)b
L@ w®) % = G o)
The generating function F(s) of V is then:
Fis) = =208 _ _ 3 iy nep)st

T (-n@)s) &

and the average length is given by
F'(1) =1 + m(a)/n(b).
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Probabilities of rational events

The preceding result allows us to compute effectively the distributions of many random
variables and the probabilities of events that can be described in terms of those variables.
However, many events cannot be described in terms of linear random variables. But if an event
is a rational subset of 2, we have the following:

Proposition 1.5 Let E be the series that represents a rational random experiment with sample
space 2. Let X be a rational set with characteristic series X . The Hadamard product H = EXX
of the two series is rational, and if the commutative variant c(H) of H is represented by the
quotient:

P(a,,...,a,)

H) =
c(H) Qa,,...,a,)

then the probability of the event XN<2is given by
P(,..., 1)

QQ...., D

Proof: We have

c(H) = Y, m(x)c(x)

xeXnQ

thus

PQ,..., -
ATy~ W

is the probability of the event XnQ2 .m

Example 1.5 Consider the following game [Penney, 74; Graham & al., 89] in which two
players repeatedly throw a penny until the sequence hht or htt appears for the first time (2
for head, ¢ for tail). If hht appears first, player A wins and if Azt appears first, player B
wins. Which one, if any, has an advantage in this game?

We first mention (see section 2.2) that the average number of throws in order to obtain
hht (or htt) is 8. When we combine the two experiments, we get the surprising result that
hht is two times more likely to show up first than k##! The following diagram is useful in
analyzing this situation:
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The initial state of the game is at vertex 1. The game moves to another state along the arc
labeled 4 or ¢ according to the result of each successive throw. If the game reaches state 5
through state 3, player A wins, otherwise player B wins. From that finite automaton
representation of the game, it is possible to compute (see section 2) the series that
represents the experiment:

1
E= 2-th4-th 2-t 4-th 2-h

On the other hand, the characteristic series of the set of sequences that end with the
pattern hht is given by:
1 1
X = —hh—t¢
= 1-(¢+ht) 1-h

The Hadamard product of these two series is:

H= h—— h—1

1
2-t 4-th 2-h

If we substitute 1 for 4 and ¢ in this expression, we get 2/3.

2. Algebras of experiments

The results of the preceding section give us a general framework for symbolic manipulation of
discrete random experiments. Unfortunately, rational experiments have very few closure
properties with respect to rational operations. In Example 1.5, we stated the stopping condition
for the experiment as "... ending with the pattern hht or htt". There is a natural use of the
conjunction ‘or' in the formulation of that condition, but the set of possible outcomes of the
experiment is not the union of the set of possible outcomes of the experiment where we stop
with hht and the one where we stop with Att. Some sequences, like hhthrt, must be left over.
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The next section introduces a class of experiments in which rational operators for expressing
characteristics of sequences can be used freely while preserving the rationality of the
experiments and the fact that w(Q2) =1.

2.1 Rational semaphore codes and Bernoulli measures

Let s be a word in A*. Consider the experiment that consists in repeating the elementary trial A
up to the first appearance of the pattern s. The set Q of possible outcomes can be represented
by the rational expression

Q=A*s-A*s At

It corresponds to all words of A* that end with s, but that have no other occurrences of s in
them. If ¢ is a second pattern, we can represent the experiment of repeating the elementary trial
up to the first appearance of s or ¢ as

Q =A*(is +1)-A*(s+1) At

This representation displays nicely where the conjunction 'or' of the stopping condition is
effectively used in the construction of the set of possible outcomes. Sets constructed in this
way are studied in code theory under the name of J codes [Schiitzenberger, 64] or semaphore
codes [Berstel & Perrin, 85]. In general, we have the following definition:

Definition 2.1 Let A be an alphabet and S a non-empty subset of A+. The set
X =A*S - A*SA+
is called a semaphore code. The set S is the set of semaphores of X.

If a semaphore code is constructed using a rational set of semaphores, then the code itself is
rational. The main result of this section is that rational semaphore codes are a 'natural’ class of
rational random experiments and are generated with unrestricted rational sets:

Proposition 2.1 Any rational semaphore code defines a rational random experiment with any
positive Bernoulli measure. Moreover, the class of rational semaphores codes is precisely the
class obtained with the operation

X = A*S - A*SA+

where S ranges through the rational sets.

Proof: The fact that any rational semaphore code defines a rational experiment with any
positive Bernoulli measure is a consequence of more general results from code theory (see, for
example, [Hansel & Perrin, 89]). We can also give the following direct proof, using the results
of section 1.
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First observe that any semaphore code Q is a prefix set, thus for any Bernoulli measure 7, we
have () < 1 by Proposition 1.2. Since Bernoulli measures are multiplicative over any subset
of A*, if we can show that ©(Q*) is infinite, we can use Proposition 1.3 to conclude that Q)
=1.

If Q is a semaphore code, any word of the form us where s is a semaphore of Q can be written
as wiwa...wnd where w; € Q and d is a proper right factor of s. Thus the set A*s is contained
in Q*D where D i the finite set of proper right factors of 5. But

M(A*s)=Y m(A"s)=Y n(s) is infinite
n20 n20
and

T(A*s5) S m(Q*D) < IDIn(Q*)
thus w(Q*) is infinite.

In order to prove the second part of the theorem, we show that if X is a semaphore code, then
X = A*X - A*¥XA*. Thus any rational semaphore code has at least one set of semaphores
which is rational.

If X is a semaphore code, we have immediately X C A*X - A*XA+ since any word in A*XA+
contains as a proper left factor a word that ends with a semaphore of X. On the other hand,
since both sides of that inequality are semaphore codes, we have for any positive Bernoulli
measure Tt

T(X) = T(A*X - A*XA*) =1

so we must have X = A*X - A*XA+.m

The most important consequence of Proposition 2.1 is that any formalism for representing
rational sets can be used to represent rational random experiments, as long as it is understood
that only the semaphores are described. This restriction is not too severe as we will see in the
next examples. Let A be a finite alphabet representing the possible outcomes of an elementary
trial. In each of the following experiments the set of possible outcomes is a rational semaphore
code:

Example 2.1 "Repeat the trial until one of a pattern in a finite set S appears.”
In this case the set of semaphores is given by S which, being finite, is rational.

Example 2.2 "Repeat the trial k times."
Here the set of semaphores is simply AX.

Example 2.3 "Repeat the trial until the kth occurrence of the letter a."
Let Ag = A-{a}, the set of semaphores of this experiment is given by (Ag*a)*.
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Example 2 4 "Repeat the trial until we get k different results, k < IAL"
Let B be an ordered sequence of & distinct elements of A. The set:

| § (A

beB
corresponds to all words where the elements of B appear in order. If we take the finite
sum of these sets over all possible ordered sequences of k elements, we obtain a rational
set of semaphores for this experiment.

Even if the class of rational semaphore codes can express a wide variety of experiments, it is
strictly contained in the class of rational experiments. With any measure, the set Q = {a, baa,
bab, bb} defines a rational experiment. But Q is not semaphore since the word a appears as a
proper factor in the words baa and bab.

2.2 Linear representations and algorithms
In this section, we will sketch the main algorithms that enable us to construct the series

representing a rational experiment defined with a Bernoulli measure. We will assume here that
Q is described with a finite deterministic automaton.

We first need the concept of linear representation of a rational series. If A is a finite alphabet,
then by Kleene's theorem F is a rational series in K<<A>> iff there is a homomorphism of
monoids:

Q: A¥— Knxn

together with of two vectors A & K1X# and y € K"*1 such that:

Fx) =k o)y
In this case, the triplet (A, @, v) is called a linear representation of F of dimension n.
If a rational set is represented with a finite deterministic automaton, we can easily derive a
linear representation for the characteristic series of the set. Let N ={1,...,n} be the set of states
of the automaton with / S N the initial states and F C N the final states. For each aeA, the

matrix ¢(a) is defined by:

¢(a);j = 1 if the automaton goes from state i to state j with the letter a,
¢(a)ij = 0 otherwise.

Vectors 4 and yare defined respectively as characteristic vectors of I and F.
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Example 2.5 The automaton
h h t
¢ 2 3 4
t h
recognizes the (semaphore) set A*hht - A*hhtA+ and we have the following linear
representation:
0100 1000 0
OR) = 1501 of» 8O =g g o[> A=lood, y=1
0000 0000 1

If (A, @, 7) is a linear representation of a set Q defining a random experiment with a Bernoulli
measure T, the series E that represents the experiment admits the linear representation (A, ¢/,
v) with:

9'(@) = n(@)p(a)

In fact, if x = x1...x, and x € Q, we have by direct computation:

Ap'x)Y = AQ'(x1)...0'(xp)Y
= An(x)Qx1)... TXn)P(Xn)Y
=n(x) Ap(x)y
=T(x)

Finally, we can obtain an explicit rational expression for a series from a linear representation
(see, for example, [Berstel & Reutenauer, 85]. Theorem 1.6.1). The technique is based on the
following:

Let M be the formal matrix:
M = Y ¢a)a

acA
The successive powers M" satisfy the identities:
M = [Zwa)a] = Yo0)x
acA xeA”

Thus we have

M* = Y M" = Z[Z(p(x)x] = Y o(x)x

n20 a20_xeA" xeA’
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And the series E can be expressed as

E= Y Aok = QL(Z‘P(x)x)"{ =AM’y

xcA* X€A*

It can be shown that if I,, is the identity matrix of order n, the matrix M* satisfies the relation:
M* =1, + MM*

which gives a linear system of equations for the coefficients of M* and the commutative
variants of the coefficients of M* can be simply computed by inverting the matrix
M* = (I - M)

Example 2.5 (Continued) The set A*hht - A*hhtA* defines a random experiment for any
Bernoulli measure. If we set w(h) = nt(f) = 1/2, the matrix M is given by:

t/2 h/2 O 0
t/2

M= / 0 h/2 0
0 0 h/2 t/2
0 0 0 0

AsA=[1000] and y=[000 1], (1,4) is the only coefficient of M* contributing to the
series E that represents the experiment:

. 1 1
E=M, = hh t
¥ 4. @t+h)  2-h

The generating function of linear random variable 'length’ is obtained by substituting s
forhandt:

3

S
F&O = G as

The average length is F'(1) = 8.
Notes

An interesting extension of Bernoulli measures are Markov measures where we allow the
probability of an elementary trial to be influenced by the preceding result. Since Markov
measures are rational [Hansel & Perrin, 89] and Hadamard products are computable from
linear representations, we can develop analogs of the algorithms of section 2.2.

Another extension would be to relax the computability conditions on random experiments.
‘Algebraic’ random experiment could be analyzed similarly but it seems much more difficult to
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get simple results in that case. The simplest algebraic experiment can be described as repeatedly
throwing a penny until the number of heads equals the number of tails. But it can be shown
[Feller, 57; Berstel & Perrin, 85] that the only Bernoulli measure for which this set defines a
random experiment is when we put ©(p) = n(f) = 1/2.
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Abstract

The problems considered here are motivated by the study of the structure of
large interconnection networks. Most of the known families of large graphs of
given maximum degree and diameter can be defined as graphs on alphabets. We
survey the known families of such graphs and deal with possible generalisations.

Résumé

Les problemes traités dans cet article sont liés a la structure des grands
réseaux d’interconnexion. Les plus grands graphes connus de degré maximum et
diametre donnés apartiennent & des familles de graphes définies comme graphes
d’alphabets. Nous donnons une synthese des familles connues et évoquons cer-
tains propriétés de ces graphes et des généralisations possibles.

* research partially supported by PR.C. C3



44
1. Introduction

An important consideration in the design of communication networks as well as
distributed computer systems is the interconnection network. This network is usually
modeled by a graph or a digraph in which the vertices represent the processors. Com-
munication links are represented by edges if they are bidirectional and by arcs if they
are unidirectional. Several factors have to be taken into account in the design of inter-
connection networks: '

¢ communication delays between processors must be short: the graph must have a
small diameter or mean distance.

¢ the number of processors directly connected to a given processor is limited: the
graph has a bounded maximum degree.

¢ the routing of the messages must be simple and distributed if possible.

e the network must be fault-tolerant (in a large system the probability of a faulty
processor or link can not be too small)

Let us call (A,D)-graph, a graph with given maximal degree A and diameter D.
Constructions giving good (A,D)-graphs (having many vertices) have been exten-
sively studied in the literature (see the recent article of Bermond, Delorme and
Quisquater [2] on these topics).
Here we study some families of graphs constructed by using alphabets and pro-

pose some equivalent definitions which give raise to certain useful generalizations.
These families are the largest known for given maximum degree and diameter.

2. Preliminaries

We use standard terminology (see for example Berge’s book [1]). Let us recall some
definitions and notations which might be different from the usual terms :
® G = (V,E) will denote either an undirected graph or a directed graph with vertex
set V and edge set E.
¢ In a directed graph (resp. undirected) the distance d(x,y) from x to y (resp.
between x and y) is the length of a shortest path from x to y (resp. between x and
).
® The diameter D is the maximum of the distance over all the pairs of vertices.
® In a directed graph I"*(x) (resp. I" “(x)) will denote the set of all vertices y such
that there is an arc from x to y (resp. from y to x).
* The cardinality of I *(x) (resp. I" (x)) will be denoted by d *(x) (resp. d ~(x)).
¢ In an undirected graph, the degree d(x) of a vertex x is the number of edges
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¢ We will denote by A the maximum degree of the graph.

e When G is a digraph, we will denote UG the underlying undirected graph associ-
ated to G, which is obtained from G by deleting the loops, the orientation and
replacing the double edges, if any, by single edges. In some cases we define first
an undirected graph G, and later give a digraph, denoted G having G as underly-
ing undirected graph.

® A graph is said to be connected if between any two vertices there exists a path. A
digraph is connected if the underlying undirected graph is connected.

e A vertex r in a digraph is a root if there is a dipath from r to any other vertex.
Conversely, an anti-root is a vertex r such that from any vertex there is a dipath
tor. '

The line digraph of a digraph G is the digraph whose vertices e,, - - - ,ep
represent the arcs of G and which has an arc from ¢; to ¢; if and only if the terminal
endpoint of the arc of G corresponding to e; is the initial endpoint of the arc of G
corresponding to e;. It will be denoted by LG and the k-th iterated line digraph will be
denoted L*G.

Line digraphs have been characterized by Heuchenne [14] (see [1]) by the follow-
ing property:

Theorem : A digraph G is the line digraph if and only if it is simple and for any two
vertices x,y€ V, T*(x) N T *(y) = @ or I'*(x) =T *(y) (the same condition holds with
I" - instead of T *).

If G is regular with d *(x) = d “(x) = d for every vertex x, has diameter D and n
vertices, then LG is regular with d *(x) = d “(x) = d, has dn vertices and, if G is not a
cycle, the diameter of LG is D+1.

The Kronecker product G;®G, (also called cartesian product [1] or conjunction [13])
of the digraphs G,(X,.E;) and G,(X,,E,) is defined as follows :

o The vertices are [x;,x,] with x,€X; and x,€X,.

e There is an arc from [x;,X;] to [y;.y,] if and only if (x;,y;)€ E; and (xp,y,)€ E,.
The name Kronecker product is used because the adjacency matrix of the product
digraph is the Kronecker product of the adjacency matrices. Let us recall the
definition of the Kronecker product : the matrix A®B is obtained by replacing the
entry a;; of A by the block a;;XB.
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3. Definitions of some families of graphs on alphabets

We define here some of the best known graphs as underlying graphs of digraphs.
All these graphs have as vertex set some words on a given alphabet and the arcs are
obtained by a "shift" introducing any possible new letter.

3.1. De Bruijn graphs

The de Bruijn digraph B(d,D) (defined in [5]) with in- and outdegree d 2 2 and diame-
ter D is defined in the following way: ‘
® The vertices are the words (x,x,, * * * Xp) where the x;’s are letters from an
alphabet of size d. '
¢ There is an arc from the vertex (x;,%,, - - - Xp) to the vertices
(X2%3, * * * XpXpe1) Where xp,, can be any letter of the alphabet.
o This digraph has d 2 vertices.
* The underlying undirected graph, denoted UB(d,D), is of maximum degree 2d
(if D 2 3) and diameter D.

01 001 011

00 11
10 100 110
0001 0011 0111
0101
0010 o 7011
0000 s I o 111
0100 O 1101
W
1000 1100 1110

Figure 1 : de Bruijn graphs UB(2,2), UB(2,3) and UB(2,4).
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3.2. Kautz graphs

The Kautz digraph K(d,D) (defined in [18]) with in- and outdegree d 2 2 and diameter
D is the subgraph of the de Bruijn digraph B(d+1,D) induced by the set of vertices
without two consecutive identical letters. In other words
® The vertices are labeled with words (xy, * - * ,xp), where x; belongs to an alpha-
bet of d+1 letters, and x; # x;.;, for 1 <i < D-1.
¢ The vertex (x;,...,xp) is joined to the d vertices (x5, * * - Xp.Xpy;). Where xpy,;
can be any letter different from xp,. :
e This digraph has d? + d P! vertices.
¢ The underlying undirected graph UK(d,D) is of maximum degree 2d (if D 23)
and diameter D.

010 101

Figure 2 : Kautz graph UK(2,3) as subgraph of UB(3,3)
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3.3. C, graphs
The C graphs are defined by Delorme and Farhi in [7]. Here we define first a directed
version, denoted a The digraph (-,’:(m,d,k) with in- and outdegree d 2 2 and diameter
D = k+m-1 is the digraph such that

¢ The vertices are the couples (a ; x;,x,, - * - ,x;) where a is an integer modulo m
and the x; are letters from an alphabet on d letters.
® There is an arc from a vertex (a ; x;.x,, * * * ;%) to the vertices

(a+1 ; xp.%3, * * * XXyy) Where X, can be any letter of the alphabet.

* This digraph has md* vertices.

® The underlying undirected graph, denoted C(m.d,k), is of maximum degree 2d

(f m 2 3 or k 2 3). Farhi proved in [8] that the diameter of the C, graphs is
D=k+ bselg.,. inf{ Ib=kl , Ib+K }.

De Bruijn graphs can be seen as a subfamily of C; graphs, namely those with m=1.

Figure 3 : The graph C,(5,3,2)
The vertices are in the order 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22 from inside to outside
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3.4. Sequence graphs

The sequence graphs S(d,.d,.k) are defined by Fiol, Yebra and Fabrega in [10] in the
following way :
¢ The vertices are the words (X;,y1.X2.Y2, * * * %1.Yx) Where the x;’s are letters of an
alphabet of size d; and the y,’s are letters of an alphabet of size d,.
® The vertex (x;,1.%5,Y2, * * * XY;) is adjacent to the vertices
Cr1 Yk * YarX22¥1) 8N (XoYp1 Xi-15 * * * Y1%1:Y0) With Xy, and y, any letter
of the corresponding alphabets. '

® The graph S(d,.d,,k) has maximum degree d,+d, (if k 2 2), diameter D = 2k
D

and (dldz)? vertices.
Sequence graphs generalize de Bruijn graphs. Indeed, the sequence graph S(d,d.k) and
the de Bruijn graph UB(d,2k) are isomorphic.

AN

L)
cxbxbx axbxbx

Figure 4 : Sequence graph §(3,1,3)
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3.5. Improved sequence graphs

In [3] we defined the improved sequence graph IS(d,.dy.k) (an induced subgraph of the
sequence graph S(d,+1,d,.k), k 2 2) in the following way :
® The vertices are (x1,y;.%5,)5, * * * X1.Y;) Where the x; belongs to and alphabet on
d;+1 letters and x#x;,,, and the y, are letters of an alphabet on d, letters.
® The vertex (x;,y1,%.52, * * * XpY;) is adjacent to the vertices
Cr1 VX * Yokpy1) 814 (KpYee1Xi-1> ** * Y1X1Yo) With X%, and y, any
letter of the corresponding alphabets. '
¢ The graph IS(d,,d),k) has maximum degree d,+d,, diameter D =2k and

=-1
(dy+1)dy(d;d;) > vertices.

COAO A0CO

Figure 5 : Improved sequence graph 5(2,3,2)
as subgraph of the sequence graph $(3,3,2)
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3.6. Delorme graphs

The Delorme graphs C’(d k) are defined in [6] in the following way :

¢ The vertices are the words (a ; x;,%, * * * %) with a boolean and the x; letters

of an alphabet on d letters.

¢ The vertex (o ; XX, * * * ;%) is adjacent to the vertices (O ; Xpy . Xp * © * X3.%3)

and (T ; X1 Xk, ° ° * X1.%p) With X, and x, any letter of the alphabet.

e The graph C’,(d,k) has 24° vertices and maximum degree 2d (if k 2 3). Its

diameter is k if k is odd and k+1 otherwise. '
The notation is due to the fact that these graphs are obtained from C; graphs as fol-
lows. The graph C(4,d,k) is bipartite by the partition of odd and even prefixes. The
diameter is k+1 if k is odd and k+2 if k is even. A polarity is given by

P[(i s XX, vxk)] = (3 5 XpXpeys 7 K1)

By identifying the pairs of vertices of the form x,p(x) the diameter is decreased by
one, and we obtain the graph C’y(d.k).

c

o O

Figure 6 : Delorme graph C’((2,3) as quotient by polarity of Cy(4,2,3)
The order of the vertices from inside to outside is:
000, 100, 001, 010, 101, 110, 011, 111 for the indices O and 2
000, 001, 100, 010, 101, 011, 110, 111 for the indices 1 and 3
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The bisequence graphs are a generalization of Delorme graphs given by Gémez and
Fiol in [12]. The graph T(d,.dy.k) (k = 1 [mod 4], k 2 5), is defined in the following
way :
¢ The vertices are the words (X;.%,Y3.Y4 %56, * * * Yie2oVi-1X) and
O1Y2X3%4:Y50Y60 * * * XpmaXi=1:Y)
where x; belongs to an alphabet on d, letters and y; to an alphabet on d, letters.
® The vertex (x;,%,,Y3,Y4%s5:%6, * * * Yi2:Yr-1-¢) iS adjacent to the vertices
Cer1XoYim1Yi2> * Yary3X) and VppVioXesXe—ts * *° KaX1Yo)s Where Xy
and y, can be any letter of the corresponding alphabet. :
¢ In the same manner, the vertex (y1,)5.%3.%4,Ys5:Y6> * * * Xp—a¥x-1Y)) iS adjacent to
the vertices (Vpy1.ViXp-1Xe—2s * ° * KaX3.Y2) 8N (Xpoy Xy 2. Vi Vi * ° * Y2Y1%0)s
where y,,, and x; can be any letter of the corresponding alphabet.

® The graph T(d,.d,,k) has maximum degree d;+d,, diameter D =k and
D=1
(dy+d,)(d,d,) 2 vertices.

Bisequence graphs generalize Delorme graphs, since 7(d,d,k) is isomorphic to C’,(d,k).
KxXgax

Figure 7 : Bisequence graph T(3,1,5)
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3.8. Graph sizes for large degree and diameter

Our main interest is to construct graphs as having as much as possible vertices
for given maximum degree A and diameter D. As we mentioned in the introduction,
the families presented in this section are the largest known. Let us summarize now the
number of vertices of the described families.

o If both A and D are even, then both the Kautz graph UK(%,D) and the improved

sequence graph IS(-- = —) have
A A
o If A is even and D is odd, then both the Delorme graph C’ (—,D) and the bisequence
graph T(?,—z-,D) have

D-1
vertices.

A D
2[7] vertices

(and are isomorphic).

o If A is odd and D is even, then the improved sequence graph IS(=— A'l A” D) has

D, b,
A+l )20 AT 2 vertices.
2 2

o If both A and D are odd, then the bisequence graph T(=~ A"'l A” ==,D) has
D-1 D-1

A+l | 2 |A-1] 2 .
A[ ) ] [ ) } vertices.
In this paper we restricted ourselves to these families of graphs. In [11] Gémez, Fiol
and Yebra describe some additional graphs obtained by modifications of these graphs

on alphabets.
4. Line digraphs

4.1. Some remarks on line digraphs

In what follows we will use the immediate result :

Proposition: Let G be a digraph, and let LG denote its line digraph. Then H is an
induced subgraph of LG if and only if there exists H’, subgraph of G, such that
H=LH.

Proof: By the theorem of Heuchenne [14] mentioned in section 2, H is a line digraph
if and only if for any two vertices x and y of H, I *(x) and I" *(y) are either identical
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or disjoint (and as well for I"' 7). By using this result we obtain that any induced sub-
graph of a line digraph is itself a line digraph. 0

Our aim is to show that each of the graph families described in section 3 can be
viewed as the underlying graphs of an iterated line digraph family (or eventually
obtained as quotient of such a graph). In order to prove this, we show how each of
the digraphs we defined can be obtained as iterated line digraphs. We begin with the
C; graphs, as they are the most general.

4.2, 6, digraphs
The digraph C’s(m,d,k) defined in section 3.3 can be defined as an iterated line digraph.

Indeed let a j denote the multidigraph obtained by replacing each arc of a circuit of
length i by j arcs. Then the following result can be stated :

Proposition : C.(m.dk) is isomorphic to L"E',,,,,.
Proof : We prove it by induction, using the following two statements:

* a(m,d,l) is isomorphic to La,,, ’)

* C,(m,d,k+1) is isomorphic to LCy(m,dk)
The statements are immediate by denoting the arc of a(m,d,k)
(5 x0%0, = X)) = (4] 5 X33, * X Xpyy) by [0 5 X105, © * © XpXpe1], Which enables
us to associate it to the vertex (i ; x;.%;, * * * X,X;4) Of the line digraph.

O

4.3. De Bruijn digraphs

In order to prove that De Bruijn digraphs can be defined as line digraphs we remark
that De Bruijn digraphs form a sub-family of C, digraphs, namely those with m=1. In
order to obtain the definition of B(d,D) as a line digraph we observe that the circuit on
one vertex is a selfloop. Therefore the definition of B(d,D) as an iterated line digraph
gives :

Corollary : Let P; be the multidigraph on one vertex with i self-loops. Then B(d,D) is
isomorphic to LPP;. '

We can also define the digraph B(d,D) as LP~'B(d,1), where B(d,1) is in fact the com-
plete symmetric digraph on d vertices, with selfloops in every vertex.
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4.4. Kautz digraphs
The observation that Kautz digraphs can be defined as line digraphs is due to Fiol,
Yebra and Alegre [9]. As K(d.D) is defined for D 2 2, let us first check for X(d,2). It
is exactly the subgraph of B(d+1,2) induced by the vertices (x;,x;) with x; # x;. One
can easily check that K(d,2) is a line digraph. We must have a G such that
K(d,2) = LG. In this way we obtain the following definition of K(d,D) as an iterated
line digraph :

Proposition : Let K; be the complete symmetric digraph on i vertices without
selfloops. Then K(d,D) is isomorphic to LP~1Kj,.

4.5. Sequence digraphs
Since the sequence graphs are defined as undirected graphs, let us first define the fol-
lowing directed graphs :
. L?’(dl,d ,k) has as vertex set the words (x;.y;,%5.¥5, * * * Xp.Y,) and the words
(V1X1:Y2% * * * YiXx), Where the x;’s are letters from an alphabet of size d; and
the y;’s are letters from an alphabet of size d,.
e There is an arc from the vertex (x;,y;.X.Y2, ' °* XpY;) to the vertices
(1%2:Y25 * * * XpYiXie1)> Where Xp,; can be any letter from the first alphabet.
e In the same manner, there is an arc from the vertex (y3,%;,yo.%p, * * * YpXp) tO
the vertices (X1,¥2.%, * * * YeXpYis1)> WheTe Yy, can be any letter from the second
alphabet.
Let now G denote the quotient digraph defined by the polarity identifying a vertex and
it’s opposite (i.e. (¥;,y1%2Y2 * " XY and OpXpYi-1%e-1> * * * Y1%1) )- In other
words, as a vertex is identified to its opposite, now every vertex has two labels, and
one of them, which will be used, begins with an x. Then §(d,,d,.k) is the underlying
undirected graph UG.

.?tdl,dz,k) can be defined as an iterated line digraph, in the following way :

Proposition : Let P, 4, be the multidigraph on two vertices, with d; arcs in one direc-
tion and d, arcs in the other direction. Then 5(d,d,.k) is isomorphic to L*P, ;..

As in the case of 6’, digraphs, this proposition can be prm}ed by induction, namely by
proving:
- 5(d,.dy,1) is isomorphic to L?P, 4
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-

- 5(d,dy.k+1) is isomorphic to L28(d,d,,k)

4.6. Improved sequence digraphs

As in the case of sequence graphs we should first define the directed improved
sequence graphs. Let I?(dl ,dq,k) be the subgraph of .-S'tdl,dz,k) induced by the vertices
associated to words without two equal consecutive x;’s. The undirected graph is
obtained in the same manner as the sequence graph.

One can easily check that as the 6, digraphs, the I'g(dl,dz,k) are line digraphs for
k24. Let §: j denote the digraph obtained from ﬂiﬂ J»2) after removal of all the arcs
(x,y) = (yx), where x is a letter of the first alphabet and y a letter of the second.
ITS’(dl,dz,k) can be defined as an iterated line digraph. in the following way :

Proposition : /3(d,,d,.k) is isomorphic to L*-%5) .

As in the case of C’s digraphs, this equality can be proved by induction, namely by
proving:

- 18(dy,d,,2) is isomorphic to L5}, ;.

- IS(dy,dyk+1) is isomorphic to L28(d;,d,.k)

ey

Figure 8 : the digraph S, ,

4.7. Bisequence digraphs

As in the case of sequence graphs we should first define the directed bisequence
graphs :



57
U ?(dl,dz,k) (k = 1 [mod 4], k 2 5) has as vertex set the words

(1%2:Y3%8 " * * Ve Vim1 %)

(*1Y2Y3%4s * * * ViaKr-1%i)s

O1Y2X3%4 * * * K Xim1:Y0)
and

On1X2%3.8 * * * X2 V=10
where the x;’s are from an alphabet on d; letters and the y;’s from an alphabet on
d, letters. ‘
® The arcs are obtained by doing a shift to the right, so for example there is an
arc from the vertex (X, %.y3.Y4 * * ° Ye-2Yi-1X) t0  the  vertices
(X2:Y3:Y4 * ¢ * SYr—2sYr-1"1*is1)> Where X1 can be any letter of the first alphabet.

Let now G denote the quotient digraph defined by the polarity identifying a vertex and

it’'s opposite (i.e. (X1.%2,Y3.Y4 * * * Y2 Vim1X0) > CpYim1:Vi=2> * ° * YaY3X2X1) ).
Then T(d,,d,.k) is the underlying undirected graph UG.

ﬁdl,dz,k) can be defined as an iterated line digraph, in the following way :

Proposition : Let C:"d’ be the multidigraph on the four vertices O, 1, 2 and 3 with d,
arcs from O to 1 and from 1 to 2, and d, arcs from 2 to 3 and from 3 to 0. Then

Td,.d,,k) is isomorphic to L¥Cy™2.

As in the case of 65 digraphs, this equality can be proved by induction, namely by
proving:

- T(d,.d,,5) is somorphic to L3C3™
- T{d,.d,k+4) is isomorphic to L*T(d,.d, k)

Figure 9 : the digraph C}>
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We give here some algebraic definitions, enabeling us to define the de Bruijn and
Kautz digraphs algebraically, and also to make some generalizations. Reddy, Pradhan
and Kuhl [21] and Imase and Itoh [16] gave a definition of the de Bruijn digraphs in
arithmetic terms. They define the digraph B(d,D) in the following way :

The digraph B(d,D) has as its vertex set the integers {0, 1, - - -, d°~1}. There is

an arc from the vertex x to the vertices dx+a [mod d®], where 0 < a < d-1.
This definition gave rise to a generalization of the de Bruijn digraphs denoted RPK ,,.
The RPK,;, digraph has as its vertex set the integers modulo n and the same adjacency
rules as de Bruijn digraphs. The special interest of RPK, n digraphs is that they exist
for any n and not only for powers of d. Reddy, Pradhan and Kuhl prove in [21] the
following result about the diameter of the graphs RPK,, :

Theorem : The diameter of RPK,, is [logd n].

A generalisation of Kautz digraph is due to Imase and Itoh [17]. They define the
digraph K(d,D) in the following way :

The digraph K(d,D) has as its vertex set the integers {0, 1, - - -, @P+dP-1-1}.

There is an arc from the vertex x to the vertices —dx~a [mod dP+d°~!], where

1<a<d
This definition gave rise to a generalization of Kautz digraphs denoted //,,. A digraph
in this class has as its vertex set the integers modulo n and the same adjacency rules as
Kautz digraphs. We are interested in these digraphs, because like the generalized de
Bruijn digraphs, they exist for any n. Imase and Itoh do not give an exact formula for
the diameter of digraphs 1/, ,, but prove the following result :

Theorem : The diameter D of the digraph /I, , verifies [logd nJ 2D2 [log,, n].

The equivalence of these two definitions with those given is section 3 is proved in [9]
and [15].

Let us now recall some facts about the adjacency matrix of a digraphs. Let Ag
denote the adjacency matrix of the digraph G. Then, it is well-known that the ij entry
of A’& designates the number of paths of length k from the vertex i to the vertex j. In
these terms the diameter of G is

ko
min{k | ¥ Ag has no null entries }.
i=0
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Since the de Bruijn digraph has a unique directed path od length exactly D between

each pair of vertices, then for its adjacency matrix A we have AP = J, where J is the
matrix where all the entries are 1. In case of Kautz graphs, we obtain the matrix equa-
tion AP + AP =J.

Figure 10 : the digraphs RPK, g and I, o

Recently we found an earlier paper of Bosdk [4] where he rediscovered de Bruijn
and Kautz digraphs that he defined in an arithmetic way. The original problem studied
by Bosak was not the (A,D) problem. He called a digraph a W-digraph, if for any
pair of vertices (x,y) there is a unique path of length at least @ and at most b from x to

b .
y (x and y are not necessarily distinct). Consequently Y A; =J. By using this
i=a

definition, a W5-digraph is a Moore digraph. As his main result Bosik proved that
Wh-digraphs exist only for the cases b=a and b=a+1, except the trivial case when the
digraph is a circuit. The two families of digraphs he proposed are exactly the de Bruijn
and Kautz digraphs, defined in the following way.
The digraph B(d,D) has as vertex set the integers {0, 1, - - -,dP-1}. F D=0
then there is only one vertex and 4 selfloops. In the other cases there is an arc

X

from the vertex x to the vertices hd®~1+ dJ, where 0 < h £ d-1.

The digraph K(d,D) has as its vertex set the integers {0, 1, - - -, dP+dP~!-1}.
D =1 then the digraph is the the complete symmetric digraph on d+1 vertices. In
the other cases there in arc from the vertex x to the vertices
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X

h(dP14dP-2)- —]—1, where 1 S h < d.

d

We remark that in the digraphs defined by Bosék, the arcs are directed exactly in the
opposite direction, as in the definition of Reddy, Pradhan and Kuhl and Imase and Itoh
respectively. However, in case of de Bruijn and Kautz digraph, there exists anti-
automorphisms (for example (x;,x5, * * - Xp)=>(*pXp-p, * * * X)) SO we obtain again
the same digraphs.

A related problem was also studied by Lam and van Lint [19]. The problem
studied by Lam and van Lint is the design of digraphs with a unique path (not neces-
sarily elementary) of given length from any vertex to any other. In terms of matrices,
that gives the equation A* = J-I. Digraphs satisfiying this equation exist only for odd
k. The adjacency matrices of the digraphs for odd k’s are obtained in a special manner,
namely by using blocks which are permutation matrices. The digraphs obtained are
different from de Bruijn and Kautz digraphs.

However the ideas used by Lam and van Lint can also give rise to a new
definition of de Bruijn digraphs.
We first give a method in the case of diameter 2. Let K; the complete symmetric
digraph on d vertices. Let us make a partition of the arcs into d 1-regular digraphs
G,G,, * - - ,G,4. We denote the adjacency matrix of G; by M,. Let M be the d’xd
matrix having dxd blocks of size dxd, where the blocks in the i-th column are M;. Let
Gy the digraph having M as adjacency matrix. Then G, is isomorphic to the de Bruijn
digraph B(d,2).

The matrix M can be defined formally in the following way : let denote by C; the
matrix with null entries except the i-th column, where all the entries are 1. Then

d
M = Z Mi® Ci'
il
where A® B designs the usual Kronecker product of the matrices A and B.

Before giving a general formula, let us present the adjacency matrices of de
Bruijn and Kautz digraphs. By using the definitions given by Reddy, Pradhan and

Kuhl, there are arcs from the vertex O to the vertices O, 1, * - -, d~1, then arcs from
the vertex 1 to the vertices d, d+1, - - -, 2d-1 and so on (see figure 11 for an exam-
ple).

In the general case we can give the following construction (issued from discus-
sions with J-J. Quisquater) :
® Let /; denote the the ixi identity matrix.
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® Let P,', denote the dxd matrix with all the entries zero except the i,i entry which

is 1.

® Let Cl; the dxd matrix with all the entries zero except the i-th column where all
the entries are 1.

® Let M, be the dxd matrix with all the entries 1.

® Let M, be defined for k 2 2 in the following way :

d .
i=1

® Let denote G, the digraph having M, as adjacency matrix.
Then G, is isomorphic to B(d.k).

O O O = OO O =
O OO = O O O =
O = O O O = O
O = O O O = O
-0 O O m OO
-0 O O = O O
-0 O O = OO0 Oo
-0 O O O OO

0000

Figure 11 : the adjacency matrix of B(2,3)

It is well known that the de Bruijn graph UB(d,D) is isomorphic to an induced
subgraph of the de Bruijn graph UB(d+1,D). There is no such relation between
UB(d.D) and UB(d,D+1). Indeed one can show that UB(d,D) cannot be an induced
subgraph of UB(d,D+1) as the distance between the vertices of degree 2d-2 is not the
same. The preceeding recursive definition of the adjacency matrices links directly the
structure of B(d,D+1) to that of B(d,D). In the last section we continue this approach.

By using the Imase and Itoh definition of Kautz digraphs we can also easily
describe the adjacency matrix of the Kautz digraph. Once again there are d consecutive
‘ones and then in the next ligne we continue, but in this case from left to right (see
figure 12 for an example of adjacency matrix of Kautz digraph).

0 0 1 1]

-0 O = O
-0 O = O

0
0
1
0

O = O O

00
11
00
00

110000
Figure 12 : the adjacency matrix of K(2,2)
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6. Decompositions into partial graphs

Let us first remark that the adjacency matrix of the de Bruijn digraph, B(d,D) as
given above can be decomposed into d identical blocks, each one composed of @°-!
successive rows of the matrix. One can partition the arc set of B(d,D) into d sets
corresponding to the blocks. Let G; the partial digraph having as arc set the arcs
corresponding to the i-th block. In G; in every vertex there is a unique outgoing arc.
Moreover, one can check that G; is connected.

0001 0011

¢

1100

1000

Figure 13 : the decomposition of B(2,4) into two partial digraphs
the two types of arcs correspond to the two partial digraphs
By checking these two properties we obtain the following remark :

Remark : Let G be a connected finite digraph such the out-degree of all the vertices is
one. Then there is at least one anti-root in G.

The remark holds also in the case when each vertex has in-degree one and gives the
existence of a root.

By this result one can already prove the existence of an "anti-tree" plus a selfloop
on the root in the decomposition of B(d,D). In fact this property is a consequence of
the line digraph structure. The decomposition property is hereditary on iterated line
digraphs.
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Theorem : Let G be a regular finite digraph, which can be decomposed into the sum

of connected partial digraphs in which all the vertices have out-degree one. Then L*G
can also be decomposed in the same way.
Proof : It is enough to prove the statement for LG (for other iterations one can con-
clude by induction). Let G be a d-regular digraph on n vertices. The partition of the
arcs of G can be seen as a coloration with d colors of the arcs in such a way that the
arcs leaving a given vertex have different colors. This way the vertices of LG are
colored in d colors. Let us now color the arcs of LG by the color of their terminal
endpoint. We claim that this coloring has the properties we need.
Let xy be a vertex of LG (denoted by the endpoints of the corresponding arc of G). Let
suppose that there are two arcs of the same color issued from xy, (xy,yv) and (xy,yw)
for example. That means that the vertices yv and yw are of the same color, so the arcs
(y,v) and (y,w) in G are of the same color, a contradiction.
Now let us show that the partial digraph given by each color is connected. In fact we
will prove that there exists an anti-root. Let us choose a color vy, and let r be an anti-
oot of the partial digraph of G formed by the arcs of the color . Let (r,7) be the arc
of color vy leaving r in G. Then rt is an anti-root in the partial digraph of LG of color
v. Indeed, let xy be a vertex of LG. Let P be dipath from y to r in G,
P=y=yoy;, "y =7 In LG the arcs (x3.yy)), O¥1.y1¥2) * * * sQu=2Yim1Yi-17)s
(Yg-17-rt) are of the color y.

O

The partial digraphs of the line digraph can in fact be obtained in the following way :
* take a partial digraph G, of the digraph G
® add (d-1)n new vertices
e for every new vertex add an arc to one of the vertices of G, in such a way that
every vertex of G, has exactly d predecessors.

The lemma can also be stated in case of in-degree one, and then it gives the existence
of a root.

We can remark that the decomposition of the de Bruijn digraph we found by the
matrix blocks in the beginning of this section is exactly one of those given by the
lemma, obtained from the coloring of the arcs of the digraph on one vertex and d
loops by d different colors. In fact, in the case of de Bruijn digraph this decomposi-
tion is unique (up to anti isomorphism), as the d loops have to be of different colors.
In term of alphabets, the partial digraphs we obtain correspond to arcs which introduce
always the same letter.
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If we apply this method to the Kautz digraphs there are many possible decompo-
sitions. An example of decomposition giving isomorphic partial digraphs is obtained if
we first decompose the complete symmetric digraph, and then use the construction of
the lemma.

021

102 202 012 212

Figure 14 : an example of partial digraph of the decomposition of K(2,3).

The case of a,(m,d,k) digraphs is also simple. As we have shown,
d(m,d,k) = L"a,,, 4- The only way to decompose C’,,, 4 is to obtain d circuits of length d
(and again we obtain isomorphic partial digraphs).

The sequence digraphs can be decomposed this way only in the case they are reg-
ular, which means that the two alphabets are of same size. In this case as we have
seen the sequence digraph Rd,d,k) = Lz"Pd - The complete symmetric digraph P, ; can
be decomposed example into two trees (or anti-trees) with a double arc between the
ToOts.

In the case of bisequence digraphs the decomposition can only be made if the two
alphabets are of the same size, and the result is the same as in case of the correspond-
ing E’s digraph.

As in case of sequence digraphs, the decomposition of the improved sequence
graphs can only be made if the digraph is regular, in the case IfS'(d+l,d,k). However a
decomposition into isomorphic partial digraphs seems to be more difficult to obtain, as
already the decomposition of S, ; is not immediate.

Let us now mention an other kind of decomposition. Let us decompose the arcs
of the complete symmetric digraph on d+1 vertices into d+1 stars. One can check that
using methods as in the lemma, one can decompose K(d,D) into d+1 partial digraphs,
each one consisting of @”~! stars. In other words, the Kautz digraph can be obtained
by a special assembling of these stars. It would be interesting to find out if by assem-
bling not trees (as in the given decompositions) but other digraphs one could obtain
better results.
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7. Projections

Let us first define the notion of projection. Let G,(V},E;) and G,(V,,E;) be two
digraphs. Let f, : V| = V, be a surjective mapping, such that (x,,y,)€ E; if and only if
there are x,,y,€ V; such that f(x;) = x, and f,(y;) = y, with (x,,y,)€E,. Then we will
say that G, is the projection of G,.

In other words G, is the projection of G, if G, can be obtained from G, by the
identification of some vertices followed by the removal of the multiple arcs and loops.

First let us show that the line digraph structure gives a simple projection.' An
immediate result can be stated as follows :

Proposition : Let G be a digraph and LG its line digraph. The standard projection s,
mapping a vertex xy of LG (obtained from the arc (x,y) of G) into the vertex x of G is
a projection if and only if G does not have any vertex of out-degree zero.
Proof : Let (x,y) be an arc of G. As d*(y) > 0, there exist an arc (y,z) leaving y in G.
So the arc (xy,yz) of LG gives the arc (x,y) of G by the standard projection. Conversely
if (x,y) is an arc of the projection, then there exist some z such that (xy,yz) is an arc of
LG, so xy is a vertex of LG obtained from the arc (x,y) of G.
If there exist a vertex x in G with d*(x) = 0, then the vertex x is not obtained by the
standard projection.

O
As a corollary we obtain that all the families we described as line digraphs have pro-
jections.

In what follows we will propose some projections different from this standard
projection. First we remark that the existence of a projection of G, onto G, does not
necessarily imply the existence of a projection of LG, onto LG,. For example, let us
take a large regular digraph G, with small degree, which can be projected onto a
smaller regular digraph G, of larger degree. The number of vertices of L*G, grows fas-
ter than the number of vertices of L*G,.

Let us now define a uniform projection, that is a projection j;, such that if
(f},(x),f;,(y)) is an arc then there exist vertices v and w (not necessarily distinct from x
and y) satisfying :

* x,v is an arc and j;,(v) = j;,(y)
* w,y is an arc and fp(w) = f;,(x)
The uniform projection property is conserved for line digraphs :



66
Proposition : Let G, and G, two digraphs, such that there exist a uniform projection

Jp of Gy onto G,. Then there exist a uniform projection of LG, onto LG,.
Proof : We will prove that the mapping g : LG; — LG, defined by xy — LX) is
a uniform projection. First let us prove that g is a projection.
Let (xy,yz) be an arc of L(G,). Let a, b, c be the projection of x, y, z. Then clearly
(ab.be) is an arc of L(G,). Conversely, Let (ab,bc) be an arc of LG,. Let x be a vertex
of G, such that f,(x) = a. As f, is a uniform projection, there exists a vertex y in G,
such that (x,y) is an arc of G, and f,(y) = b. In the same way, there exists a vertex z of
G, such that (y,2) is an arc of G, and j;(z) = c. Now we are done, as (xy,yz) is an arc
of LG, mapped into (ab,bc) by g. We leave to the reader the proof that g is also uni-
form.
(m}

As a first corollary let us propose a uniform projection of the de Bruijn digraph
B(d,D+1) onto the de Bruijn digraph B(d,D). We define the following uniform projec-
tion of B(d,2) onto B(d,1).

* the vertices of B(d,2) are labeled by couples of numbers on 0, 1, « - - , d—-1.

* the vertices of B(d,1) (the complete symmetric digraphs with selfloops) are

labeled by the numbers O, 1, - - -, d-1.

* the vertex ij of B(d,2) is mapped to the vertex j—i [mod d] of B(d,1).
It is easy to verify that we obtain a uniform projection. By the proposition above, this
projection induces a uniform projection of B(d,D+1) onto B(d,D). The projection asso-

ciates to the vertex (ay, * - * ,ap,,;) of B(d,D+1) the vertex (a,~a,,a5-ay, - * * ,ap,1—ap).
This projection gives rise to a new definition of de Bruijn digraphs :

® The vertices are the arrays (x ; z;,25, * * * ,2p.;), where x and the z; are in Z,,.

¢ There is an edge between the vertices (x ; 23,2, * * * ,zp_;) and

(x+z; ; 25, * * * Zp-1.2p), Where zp can take any value in 2Z,;.

As an other corollary let us propose a uniform projection of Kautz digraphs onto de
Bruijn digraphs.
Let us define the following uniform projection of K(d,2) onto B(d,1).
* the vertices of K(d,2) are labeled by couples of numberson 0, 1, - - -, d.
* the vertices of B(d,1) are labeled by the numbers 1, 2, - - -, d.
* the vertex ij of K(d,2) is mapped to the vertex j—i [mod d+1] of B(d,1).
It is easy to verify that we obtain a uniform projection. This projection allows to give
a new definition of Kautz digraphs :
® The vertices are the arrays (x ; 23,25, * * * ,2p-;), Where x and the z; are in Z,,,
z;# 0.
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* There is an edge between the vertices (x ; z;,25, * * * ,2p-;) and

" (x4zy 5 29, ¢ * * 4Zp_1.Zp), Where z can take any value in ZZ,,,, except O.
1522 D-1-2D D d+1 P

8. Definitions as graph products

Graph products are often used for construction of new large graphs. We remark
for example that the a digraph can be considered as the Kronecker product of the de
Bruijn digraph and a circuit. Here we define a new product, giving as result the
sequence graphs and the improved sequence graphs. '

Definition : Let G;(X},E;) and G(X,,E,) be two digraphs. Let x; — X; (resp. x, — X3)
be an involutive antiautomorphism in G, (resp. G;). We recall, that an antiautomor-
phisme is a mapping of the vertices reversing the arcs. We define the alternating pro-
duct graph G = G;® G, as follows :
® The vertices are [x;,x,] with x;€X; and ,€X,
¢ There is an edge between the vertices [x;,x,] and [y;,y,] in one the two cases
i) (my)EE and y, = X,
ii) (.. %)EE, and y;, = X;

Let us check the properties of the graph G. We remark that as the mapping is an
antiautomorphism and is involutive the following equalities hold : T~(® =I*x) and
T ¥ =TI""(y) both in G, and G,. That implies a symmetrie in the definition, so that
an edge is "of the same type" when checked from its two endpoints.

Therefore if G, is d, regular and G, is d, regular, then the maximum degree will be at
most d;+d,.

The resulting graph will not necessarily be connected. However, the following result
about the connectivity, is immediate (the condition is the same as in the case of carte-
sian product, in the result due to McAndrews [20]) :

Proposition : If G; and G, are two strongly connected digraphs with the circuit sets
M(G,) and M(G,) respectively, then the alternating product G;®G, is connected if,
and only if, the length of the circuits in M(G,)UM(G,) are relatively prime.

However as the example shows, the diameter can be very large. Obviously, the
diameter will be at least the sum of the diameters of the two digraphs. Let us check
the diameter in two special cases :
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32}
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Py r P

a b 0 T c2 b1 a3 a0 b0
Figure 15 : 53&6 , with the involution
mappings ¥=a; b=c, 0=0;, T=3; 2=2;

¢ In the first case let us Suppose, that there exists a dipath of length exactly k from any
vertex to any vertex in G, and in G,, for some k. In this case, there exist a path of
length at most 2k between any two vertices in G,®G,. Indeed, let [x;,x,] be a vertex
of G;®G,. We obtain

* at distance 1 from [x,,x,] : vertices [y;,y,] such that y,€I"*(x;) and y, = x;

* at distance 2 from [x,,x;] : vertices [y;,y,] such that yIEF(_xTJ= I'“(x;) and

YET (X)) =T 7(xy)

cl
O -0 —C 1
c3

* at distance 2k from [x,x,] : vertices [y;y,] such that y,€I*(x,) and
€T ~(xy)

* In the second case let us suppose, that there exist a dipath of length k or k-1 from
any vertex to any vertex in G, and a dipath of length exactly k from any vertex to any
vertex in G,, for some k. In this case also, there exist a path of length at most 2k
between any two vertices in G,®G,. We only need to check the case where the dis-
tance in G, is k-1 (the other case is as before). Indeed, let [x;.x,] be a vertex of
G,®G,.
We obtain

* at distance 1 from [x,x,] : vertices [y;,y,] such that y; = X7 and y,€T" ~(x5)

* at distance 2 from [x;,x,] : vertices [y;,y,] such that y, =% =x, and

y€T-[@) = 1T *e)

* at distance 2k from [x;x,] : vertices [y;,y,] such that y,eI *D(x,) and
y,ET* [1" "(xz)]
We remark that the two cases correspond to the distance in de Bruijn and respectively
in Kautz digraphs. Now it is immediate to show that :
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Proposition :

i) 8(d,.d,;k) is isomorphic to B(d,,k)® B(d,,k)
ii) I§(d,.d,,k) is isomorphic to K(d,,k) B(d,,k)

Proof : In order to obtain the isomorphism we associate the couple
[y« + X Ops * - - ¥R)] to the vertex (x,yy, * * * Xy,) of the sequence graph. This
way the adjacency conditions are verified.

O
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Sur le calcul des chaines
d’additions optimales

S. Brlek®, R. Mallette?

Résumé

Le probléme de I’évaluation efficace des puissances d’un élément dans un semi-groupe est
lié au probléme du calcul de chaines d’additions optimales. Bien qu'il existe des algorithmes
asymptotiquement optimaux, le probléme subsiste pour les exposants de taille raisonnable
(loga(n)<1000). Récemment, des algorithmes sous-optimaux ont été proposés pour les petites
valeurs des exposants et pour les comparer avec les chaines optimales, nous avons produit une
table des chaines optimales pour n<1024. Le probléme du calcul des chaines optimales étant
vraisemblablement NP-complet, le calcul utilise la programmation dynamique incluant une
méthode de "backtracking” limitée par "branch and bound”. Nous présenterons I’algorithme
de calcul des chaines optimales, quelques statistiques ainsi qu’un résultat partiel sur leur
énumération.

Abstract

The problem of computing z" using a minimal number of semigroup operations is equiva-
lent to the problem of computing an optimal addition chain f or n. Although there exist many
asymptotically optimal algorithms in the literature, the problem remains open for exponents
of small size (loga(n)<1000). Recently, several sub-optimal algorithms have been proposed for
small exponent values, and, in order to compare them with optimal chains, we produced a ta-
ble of all optimal chains for n<1024 . The problem of computing optimal addition chains seems
to be NP-complete. Their calculation uses dynamic programming including a backtracking
method with branch and bound techniques. We will present this algorithm, some statistics
and a partial result on their enumeration as well.

1. INTRODUCTION

Nous suivons la terminologie de A. Scholz [11] et définissons les chaines d’additions pour un nombre
entier positif » en adoptant la notation de Knuth [10].

Définition 1. Une chaine d’additions pour un nombre entier positif » est une suite C = (ng,ny,...,n,)
d’entiers positifs tels que

)no=1letn,=n,
) Vi,1 <i< 8,3k j < stels que n; = nj + ng.
Il est commode d’écrire la chaine C de maniére croissante, de sorte que la condition II) s’écrive
ID) ¥i,1 <i < 8,3k, j <itels que n; =n; + ny.

Définition 2. Soit C une chaine d’addition telle qu’il existe un i > 0,n; € C tel que n; = 2n;_; (i.e. lorsque
j=k=1i—1). On dira alors que le pas i est un pas double.

1 LACIM, Dépt. de Math. et Info., Univ. du Québec & Montréal, C.P. 8888, Succ. A, Montréal H3C 3P8.
Recherche subventionnée par le CRSNG-Canada et FCAR-Québec, e-mail: brlek@lacim.ugam.ca

2 Dépt. de Math. et Info., Univ. du Québec 3 Montréal, C.P. 8888, Succ. A, Montréal H3C 3P8. e-mail:
richard@lacim.uqam.ca
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Exemple 1. La chaine Cg = (1,2,4, 8,9) posstde trois pas doubles: {1,2, 3}. En effet, le passage de ng = 1
4 n; = 2 est toujours un pas double. D’autre part, les passages de 2 & 4 et de 4 & 8 sont aussi des pas
doubles.

La longueur de la chaine C est l'entier s, et est dénotée par |C|. Soit N les entiers naturels positifs, la
fonction £: N — N détermine la longueur minimale de toutes les chaines possibles. Pour I’entier n, cette
longueur de chaine C est dénoté par £(n). Pour un n donné, les chaines d’additions générent des schémas de
multiplication pour z™. Par exemple, la chaine (1,2,4, 8,9, 18,26, 27, 53) nous donne, pour 3, le schéma
de multiplication suivant:

2 2,2 4 4.4 8 8 9 9.9 18818=z26

zx=z°,z°z° =z°,2°2" = 2°,22° = 2°, 272" = 2'%,z°z 26 — 27, x26527 — 553,

\ ZT

Cette correspondance entre les chaines d’additions et les schémas de multiplication est naturelle. De
plus, le nombre de multiplications nécessaires dans un schéma est égal A la longueur de la chaine d’addition
correspondante & ce schéma. Par suite, la plus petite longueur d’un tel schéma multiplicatif pour un entier
n donné sera aussi dénotée par £(n).

La notion de chaine d’additions a été souvent étudiée par de nombreux auteurs, et nous incitons le
lecteur & consulter Knuth [10], qui donne un compte rendu historique des chaines d’additions dans son
second volume. Plus récemment, Bos et Coster [6] ont étudié les chaines d’additions dans un contexte un
peu plus restreint. En effet, ils sont concernés par les applications en cryptographie, oii le calcul d’une
puissance intervient dans le célebre algorithme de Rivest, Shamir et Adleman (RSA): les puissances qu’on y
considere sont des nombres tels que A(n) < 512.

Il existe plusieurs algorithmes pour calculer des chaines pour un entier n, qui ne sont pas nécessairement
optimales. Une chaine C = (no,n1,...,n,) est clairement optimale lorsque s = |C| = £(n). Tout algorithme
pouvant générer des chaines d’additions fixe une borne supérieure pour £(n). Ainsi, la méthode binaire
décrite dans le volume de Knuth [10] donne la borne supérieure £(r) < A(n) +v(n) — 1, odt A(n) = [logy(n)]
et v(n) est le nombre de 1 dans le développement binaire de n. Dans [2], les auteurs définissent la classe des
cf-chaines , qui sont trés souvent optimales. Pour suivre la terminologie introduite dans [7], nous désignons
ces chafnes sous le vocable de chaines euclidiennes. Leur intérét repose sur les critéres suivants:

o elles sont faciles & calculer

o elles sont souvent optimales

o 'algorithme s’exprime de manidre fonctionnelle

o l'algorithme se généralise & des ensembles d’entiers [5)].

Cependant, pour un ensemble d’entiers, le probléme du calcul des chaines optimales est NP-complet [9].
Par contre, le méme probléme pour un entier fixé est encore ouvert. Ainsi, si on doit concevoir un algorithme
ne produisant que des chaines optimales, il faut faire un compromis en temps et utiliser des techniques qui
permettent de couper le plus possible ’exploration systématique.

2. PARCOURS DES CHAINES
Nous pouvons représenter simultanément toutes les chaines d’additions par une arborescence A dont la
racine r(A) est 1’élément générateur 1. La définition de chaine d’additions se traduit naturellement en une
définition d’arborescence.

Définition 3. L’arborescence des chaines d’additions est définie récursivement par

i) r(A) =1,
ii) Vi # 1,3k,j € Anc(3) tels que v(i) = v(j) + v(k),
ou

Vi # 1,35 € Anc(i) tel que v(3) = 2u(j).

Exemple 2. Arborescence générant toutes les chaines pour les entiers de 1 a 8. Pour Pentier 8, il existe
19 chaines possibles dont les longueurs varient de 3 & 7. Nous avons £(8) = 3 et il n’y a qu’une seule chaine
ayant cette longueur, de plus, elle est optimale. Le lecteur pourra se convaincre que tout nombre de la forme
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27 posséde une seule chaine optimale, 3 savoir (1,2,4,8,...,27). En ce qui concerne ’entier 7, il y a 10
chaines possibles dont les longueurs varient de 4 & 6. Nous avons £(7) =4 et il y a 5 chaines réalisant cette
longueur, qui sont, en outre, optimales.

Un algorithme parcourant une telle arborescence pour un intervalle d’entiers, requiert un temps énorme
pour en extraire les chaines optimales. Ce probléme impose donc de trouver des bornes pour réduire le
parcours. En examinant ’arbre, on peut établir une correspondance entre les niveaux de ’arbre et la
position des éléments dans la chaine . Si un entier n est rencontré pour la premiére fois au niveau s, alors
¢(n) = s et la chaine C = (ng,n1,...,n,) est une chaine optimale. Prenons un tableau de cases représentant
le schéma dont la longueur est s:

|1I2[nzl...|n,|

Nous voulons que toutes les chaines de longueur s soient optimales. Il n’est évidemment pas nécessaire
de commencer par ’entier 1 dans la case représentant ng, ni par 2.

0
(2)

©, (4)
(4 £5) (o) ONORO,

() (] QG QGO Q@ QG

QO OO O OO B O OO B G

OJONMONO ® O

(e)
Fig. 1.  Arborescence de toutes les chaines de 1 & 8.

Bornes inférieure et supérieure

Le probléme que nous considérons d’abord, est de trouver une borne inférieure pour la longueur des
chaines qui permettra de couper la recherche sans perdre de chaine optimale. Soit £~1(s) = {n € N|¢{(n) = s},
alors le plus petit entier non encore marqué par I’algorithme & un niveau inférieur a s est

¢(s) = min(€~(s)).

Prenons comme exemple s = 4, les nombres 1,2,3,4,5,6 sont rencontrés a des niveaux inférieurs alors 7 est

le plus petit entier ¢ pouvant avoir £(i) = 4. Et, par le fait méme, pour les chaines optimales de longueur 4

I’algorithme commencera & vérifier & partir de ’entier 7.

e Calcul de c(s). Pendant le parcours, 1’algorithme note dans un tableau ’entier rencontré; par la suite,

en changeant de niveau ’algorithme lit le tableau de fagon séquentielle afin d’y trouver le premier entier
qui n’est pas marqué, ce sera le plus petit entier qui peut-étre rencontré précisément a ce niveau .
En utilisant les pas doubles uniquement, on obtient la chaine (1, 2,4, 8, 16, ..., 2°) qui est maximale.
Nous savons donc que les chaines optimales de longueur s se situent, pour des entiers n entre ces bornes:

c(s) <n <2,
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En observant la figure 1 on remarque que 3 = €(8) < £(7) =4 . Ceci indique que certains entiers entre
les deux bornes n’ont pas de chaines optimales de longueur s. Cependant ces bornes permettent la réduction
du parcours.

Avec ces bornes, ’algorithme part du niveau s et remonte dans I'arbre vers la racine pour retrouver
les éléments de la chaine. Pour ce faire, nous utilisons un parcours en largeur de 1’arbre, en éliminant tout
entier & 'extérieur des bornes. On élimine ensuite les entiers marqués dans la table (ceux qui ont une chaine
minimale de longueur inférieure & s.)

ce stade ci, il ne reste plus qu’a explorer les entiers entre les deux bornes ayant une chaine optimale
de longueur égale ou supérieure a s.

Condition de chaine

Chaque branche de ’arborescence est une suite croissante d’entiers positifs vérifiant la condition
n; <n; pour i< j.

L’émondage s’effectue ensuite en utilisant la condition II) n; = n; + n; caractérisant les chaines d’additions.
En effet nous savons que n, doit satisfaire cette condition. Puisque les cases du tableau correspondent aux
niveaux de I’arbre, un élément dans la case i représente le i-&éme élément de la chaine au niveau 7 de ’arbre.
11 suffit alors de trouver deux éléments d’indices j < s et k < 8 tels que n, = n; + n; dans ce tableau.

3. OPTIMISATION DU PARCOURS

Réduisons le "backtracking” pour les chafnes n’ayant que des éléments de la forme n; = n; +n, dans la
table. Prenons un tableau de départ, ol les d; indiquent les entiers de départ pour un parcours quelconque
de niveau s

2 &l T%]

Lorsque nous trouvons un = entre les bornes au niveau s, il n’est pas nécessaire de vérifier pour tous les
entiers les cases correspondantes aux niveaux inférieurs . Puisque n;_1 < ns < 2(ns—1) , il suffit de vérifier
pour le niveau s — 1 que l’entier n,_; satisfait cette inégalité. En divisant ’entier n; par 2, nous aurons
une borne inférieure pour ’entier n;_1. Prenons d;_; = |n,/2] comme borne inférieure. De fagon récursive
nous trouvons pour i < s que d;—; = |ds/2]. Il ne faut pas oublier que le plus petit entier possible dans une
case est l'indice de la case lui méme, car la chaine d’addition la plus longue est celle ol on augmente de 1
I’élément suivant (i.e. n; = n;—1 + 1). Prenons d;_; = max(i — 1, |d;/2]). Ceci nous donne une branche de
départ dont les éléments sont les bornes inférieures pour les éléments des chaines d’additions correspondantes
aux entiers du niveau s.

Maintenant que nous avons un intervalle pour les entiers candidats au niveau s et que nous avons un
tableau de départ donnant des bornes inférieures pour chaque élément de niveau inférieur, il suffit, pour
exécuter le "backtracking”, de simuler un compteur. Ce compteur commence par 1’élément d’indice le plus
élevé et ’augmente de 1. Par la suite il recherche la condition II) avec les éléments d’indice inférieur. Aussit6t
que D’algorithme rencontre une somme de deux éléments qui est inférieure & la valeur de P’élément vérifié
(ni > nj + nk), il cesse le "backtracking” dans cette branche et augmente de 1 la valeur de I’élément du
niveau vérifié. Cette action se fait de fagon récursive dans la branche que 1’algorithme remonte.

4. COMPLEXITE DE L'ALGORITHME

Si nous considérons la fouille comme un compteur, nous avons pour le niveau s, un compteur & s+1 cases.
Puisque chaque case contient un entier satisfaisant la condition II) des chaines d’additions, un compteur de
1 & 2¢ — 1 pour la case i rencontrera surement tous les entiers candidats pour les chaines d’additions. Le
compteur augmente 1’élément i de une unité et, lorsqu’il arrive & 2: — 1, remet la case ¢  la valeur ¢ et
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augmente la valeur de la case précédante ¢ — 1. De fagon récursive nous passons de la case s vers la case 1.
Le compteur atteint son maximum lorsque toutes les cases atteignent leur valeurs maximales. Ce compteur
passe beaucoup plus de suites d’entiers qu’il n’y a de chaines optimales ce qui en fait une borne supérieure.
Pour trouver la borne supérieure il suffit de compter les fagons de placer les entiers dans ces cases. Pour une
longueur optimale s une borne possible est :

8
O(chaines optimales) < H(2‘ —1)
i=0
Si nous utilisons les bornes inférieures et supérieures calculées pendant le parcours de 1’algorithme nous
obtenons la borne suivante:

O(chaines optimales) < H(2‘ — max(3, ;,(:), )
i=0

Cependant cette derniére borne n’est pas calculable avant le parcours de ’algorithme, car il n’existe pas
de formule close pour c(s). On sait que c(s) est asymptotiquement exponentielle ( logy(c(s)) ~ s ), mais le
fait que la fonction ¢(r) soit monotone croissante reste une conjecture.

5. STATISTIQUES

Le tableau suivant indique pour chaque longueur minimale r possible de 1 & 13, quel est ’entier minimal
¢(r) qui réalise cette longueur. La fonction d(r) donne le nombre d’entiers entre 1 et 1024 qui réalisent un
chaine optimale de longueur r:

d(r) = Card{n € [1,1024] : é(n) =r}.

Total donne le nombre total de chaines optimales de longueur 7.

r e(r) d(r) Total
1 2 1 1
2 3 2 2
3 5 3 5
4 7 5 16
5 11 9 63
6 19 15 216
7 29 26 814
8 47 44 2,939
9 7 78 11,824
10 127 136 43,065
11 191 235 154,512
12 379 332 440,779
13 607 137 831,747

Table 1. Nombre total de chaines optimales : 1,485,983.

On trouvera en appendice un tableau pour les entiers de 241 & 540. Dans ce tableau sont compilées les
informations suivantes:

1. Pentier

2. la longueur optimale pour cet entier

3. le nombre de chaines optimales rencontrées pour cet entier

4. une chaine optimale pour cet entier (c’est la premitre chaine optimale rencontrée pour 1’entier en
question dans ’ordre lexicographique).
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6. ENUMERATION DES CHAINES OPTIMALES

Un examen attentif des données préentées en appendice montre certaines régularités dans ’énumération
des chaines optimales. Nous établissons dans ce qui suit un pas dans cette direction pour les valeurs de n
telles que v(n) =2, c’est & dire lorsque n =24 + 2B ot A > B > 0.

Rappelons que v(n) est le nombre de 1 dans la représentation binaire de n. Nous désignons par Fy, le
k-t¢me nombre de Fibonacci. Nous rappelons d’abord deux résultats classiques qu’on trouve dans Knuth[10).

Lemme 1.  (Knuth[10, Th. A, p.448)) Si la chaine C = (co, c1, .. ., ;) comprend d pas doubles et f = s—d
pas non doubles, alors

n< 2¢4-1p F43-
Lemme 2. (Knuth[10, p.448]) n =24 428 = ¢(n) = A+ 1.
Nous avons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 3. Soit n = 24 + 2B avec A > B > 0. Une chaine optimale pour n posséde f < 2 pas non
doubles. De plus, si A= B +1, alors f =1.

Preuve. Nous avons, par le lemme 1 que n < 297 1F 4, et, par le lemme 2, que s = £(n) = €(24+2B) = A+1.
Cela entraine que 24 + 28 =n < 24~/ Fy.3, puis

24 4 2B < F]+3

I<—a— s

d’oll 'on conclue.que Fyy3 >2/. On vérifie aisément que f < 2.

Soit d = A—1et f =2 (i.e. A—1 pas doubles et 2 pas non doubles). Alors nous avons I'inégalité
suivante:

n s 2A—2F5 = 24—25 = 2A—2(22 + 1) = 2A + 2A—2
d’olt on déduit que B < A —2.
Pour B = A — 1 on vérifie I'inégalité

n< 2A—lI;a4 = 2A—-13 = 2A—l(2+1) = 2A +2A—1 = 2A +2B

qui montre qu’il n’y a qu’un pas non double. n

Proposition 1.  Soitn =24 +28 ot A= B+1 et B > 0, alors il existe A chaines d’additions distinctes
de longueur optimale pour n.

Preuwve. Puisque A = B + 1, nous avons n = 28+! + 2B = 2B(2 4 1) = 2B . 3 et, nous avons aussi
(24 +28) = A+1. Ainsi il y a exactement A + 1 étapes dans la chaine (cp = 1,¢; =2,...,caq1 = 28 - 3).

Par le lemme 3, il y a A étapes & pas double et une seule étape & pas non double. Puisque I’étape de
co =12 c; =2 est toujours un pas double, il reste A étapes ot 'on peut placer le pas non double. De
plus, la position du terme non double détermine pour n = 2B . 3 une chaine unique. Aussi, 28 - 3 s’crit
sous la forme (27*! 4 27)2f ou j + i = B, indiquant que le pas non double peut se placer & toutes les étapes
entre c; et cq1. Finalement il est clair que deux positions distinctes donnent deux chaines distinctes. Une
chaine d’addition optimale pour n = 28 . 3 a donc la forme:

1,2,...,29,29F1 25 4 93+l o0 4 9dt1) | 2827 4 2]y = ¢, )).
+

Puisqu'’il y a A choix possibles ceci nous donne bien A chaines distinctes. =
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Proposition 2. Soitn=24+2P o0 A%< B+1,A#£B+3et A> B >0 alors
i) si B=0 il y a exactement 2 chaines d’additions distinctes de longueur optimale.
ii) si B # 0 il y a 2(B + 1) chaines d’additions distinctes de longueur optimale.

Preuve. Casi). Puisque B = 0 nous avons n = 2441 avec £(24+1) = A+1. Mais par hypothése A # B+1
donc A > 1. Regardons d’abord les chaines n’ayant qu'un pas non double. Puisque n = 24 + 1 est impair,
le pas non double apparait nécessairement 2 la fin et la seule chaine possible est (1,2,...,24,24 + 1).

Maintenant, voyons pour les chaines ayant deux pas non double. Puisque n est impair la dernitre
étape est un pas non double. Donc ca41 = ¢cj+cx ol j # k et j,k < A+ 1. et il reste & déterminer
j et k. Or, la seule combinaison qui nous amene & ce résultat, avec seulement deux pas non doubles, est
24 4+1=24"14 (2471 +1) alors ¢; = 24~! = c4_1, et ¢ = 24! 4+ 1 = ca. Voyons pourquoi: supposons
que le pas non double se situe de c4—2 & ca—1 alors nous aurions une chaine de la forme :

1,2,...,2472,2472 11,2 (2472 4 1), (242 + 1) + (2- (2472 +1))).

Il s’en suivrait que ca+1 = (2472 4+ 1)+ (2- (2472 +1)) = 24-2 4 24-1 L 2.4 1 = 24 4 1, entrainant
A =3= B+3, ce qui est exclu par hypothese.

Finalement, si le pas non double se situe avant 1’étape ca—2 & c4—;. On montre que ’on ne peut
atteindre 24 + 1. Soit B < A’, on considére une chaine de la forme

cmy={ (12 247,24 1 9B 9. (24" 1 25),...,2C . (24" 4 2B), 2C. (24 +25) + 24 + 28), i B#0;
1,2,.. 2A 24 41,2 (24 +1),.. 20 24 +1),2¢- (24 + 1) +1), si B=0.

Dans les deux cas on doit satisfaire I’équation sur les longueurs A’ + C +1 = A. Si B # 0, on doit satisfaire
Péquation 2C.(24° 4+ 2B) 4+ 24" 1 9B = 241 1, En substituant A’ = A—C —1 dans cette dermére, on obtient
2B-4’ = 1 contredisant ainsi ’hypothése B < A’. Le cas B = 0 est similaire.

Il n’y a donc que deux chaines au total.

Cas ii). Puisque A > B, posons j = A — B. Alors n = 24 4 28 = 2B+j | 9B — 92B(27 | 20). Ainsi, les
pas non doubles ne pouvant etre dans le calcul de 28 apparaissent dans le calcul de (27 4 2°). Mais le cas I
nous indique qu’il y a deux chaines possibles pour (27 + 2°). D’autre part, comme on peut écrire n sous la
forme

=2B(% 4 20) =2°(29 + 2°)2 avec s+t=B,

nous obtenons des chaines de la forme:
1,2,...,2%,...,2°(2971),2°(2),2° (27 + 29), 2°(27 + 2°)2,...,25(27 +2°)2* = ca41),
ou bien
1,2,...,2°%,...,2°9(2771),2°(27 1 4+ 1),29(27 + 2°),2°(27 + 20)2,...,2%(27 +2°)2¢ = cay).

11 suffit alors de compter le nombre de positions possibles pour le calcul de (27 4 29). Puisque s+t = B, alors
0 < s < B donnant ainsi B + 1 possibilités de positions différentes pour le calcul de (27 + 2°). Le compte
total nous donne 2(B + 1). .

Proposition 3. Soitn=24+4+28 o0 A=B+3etA>B>0alorsilya (g) + B chaines de longueur
optimale.

Preuve. 1l suffit de compter les positions ol peuvent se placer les pas non doubles. Puisque A = B + 3
nous avons n = 2843 4 28 — 2B(23 4 20),
Regardons d’abord le cas des chaines optimales n’ayant qu’un seul pas non double. Elles on alors la
forme suivante:
1,2,...,2%,2¢ + 29, 2(2° + 29),..., 25(2% + 2%)).

11 suffit de regarder les solutions pour 2%(2¢+27) = 2B(23429) pour compter le nombre de chaines optimales.
Puisque j < i nous avons que 2%(2¢ 4 27) = 2++3(2-7 4 20) = 2B(23 4 29). Ainsi, les solutions vérifient les
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équations k + j = B et i — j = 3. Ceci entraine que i > 3. Puisqu’il y a B + 3 positions ol I’on peut insérer
un pas non double et que, parmi celles-ci, deux ( i = 1 ou 2) ne sont pas acceptables, alors il reste donc
B + 1 positions donnant B + 1 chaines optimales.
Considérons maintenant celles qui ont deux pas non doubles. La forme que prennent ces chaines est:
(1,2,...,25,28 +29,...,25(2 +29),2%(2° + 27) 4+ 2(2* + 29),...,25(2%(2" + 27) + 2 (2° + 2))).
1l suffit de regarder les solutions pour 2°(25(2¢ + 27) + 2/(2 + 29) = 2B8(23 4 2°) pour compter le nombre de
chafnes optimales. Puisque j < ¢ nous avons que
2°(25(2F + 27) 4 24(2° + 27) = 209 ((2F + 21) (27 + 20) = 2B(23 + 20).

Ainsi les solutions vérifient les équations 2°+3(2% 4 2!) = 2B et i — j = 3. 1l s’en suit que i > 3. Il suffit
maintenant de compter le nombre de fagons de placer les 2 pas non doubles. Puisqu’il y a B + 3 positions
possibles, ceci équivaut & choisir 2 positions parmi B + 3. Enlevons celles qui ne donnent pas de solution
aux équations. Il n’y en a qu'une car pour ¢ < 2 on ne peut avoir que i = 2 et j = 1, ce qui donne (3}?) -1
chafnes optimales distinctes.

On a donc un total de (%}%) — 14+ B+ 1= (5}%) + B chaines optimales distinctes. .

Théoréme 4.  Soit n =24 + 25 avec A > B > 0. Alors le nombre de chaines d’additions optimales est:
i) AsiA=B+1etB>0;

ii)2siB=0et A# B+3;

ii) 2B+1)si B#O et A% B+3;

) (A)+BsiA=B+3.
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A. Programme qui génére les chaines en C.
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#include <stdio.h>
#define n=14 /* longueur maximale des chaines*/
#define limite=1024 /* borne supérieure des entiers*/
int indice[n],depart[n],quant([n],minim[n],tableau[n],
precedant [n], chaines[limite],trouve[limite],maxi,
longueur,boucle,ancien;
int Augmente (longs)
int longs;
{int boucleil,boucle2,longl,test,temp,ok;
longli=longs-1;
ok=1;
if (longs>2)
{ while (ok == 1)
{ tableau[longs] + = 1;
if ((tableau[longs]>2*tableau[long1])
|1 (tableau[longs] > indice[longs]))
{Augmente (longl);
if (depart[longs]>tableau[longl]+1)
|| tableau[longs]=depart[longs]
else tableau[longs]=tableau[long1l]+1;}
if (longueur==longs)
{if ((chaines[tableau[longs]]==0)
Il (chaines[tableau[longs]]==longl))
bouclei=longi
else bouclel=0;}
else bouclel=longl;
while (bouclei >0 )
{ boucle2=bouclel;
while (boucle2>0)
{ temp=tableau[boucle2]+tableaul[bouclei];
if (tableau[longs]==temp)
{ ok=0;
bouclel=1; boucle2=1;
if ((longueur==longs) &%
(chaines[tableau[longs]]==0))
chaines[tableau[longs]]=longl;}
test=boucle2;
if (tableau[longs]>temp) boucle2=0
else boucle2 - = 1;}
if (bouclel<=test) bouclel=0
else bouclel - = 1;}}}
else {longueur +=1;
for (bouclel=2;bouclei<=maxi;bouclei++)
{ if (trouve[boucle1]==0)
{ minim[longueur-1]=bouclel;
bouclel=maxi+1;}}
tableau[longueur]=minim [longueur-1] ;
depart [longueur]=tableau[longueur] ;
for (bouclel=longueur-1;bouclel>=3;bouclei--)
{ depart [boucle1]=(depart [bouclei+1]+3)/2;
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if (depart([bouclei]<bouclei)
depart[bouclei]=bouclel;}
tableau[longueur] - =1;}
return ok;};

int Imprime(s)
int s;
{int boucle2,difference;
difference=0;
for (boucle2=1; boucle2<=longueur; boucle2++)
{ if (tableau[boucle2] != precedant[boucle2])
{ precedant [boucle2]=tableau[boucle2];
if (difference == 0) difference = boucle2;}}
difference=longueur-difference+1;
printf ("%u",difference);
for (boucle2=1; boucle2<difference;boucle2++)
printf ( " %u",tableau[longueur-difference+boucle2]);
printf (" %u\ n",tableau[longueur]l);};

main ()
{for (boucle=1;boucle<=n;boucle++)

{tableau[boucle]=boucle;

precedant [boucle]=0;

minim[boucle]=0;

quant [boucle]=0;}
maxi=1024;
minim[1]=2;
indice[1]=1;
indice[2]=2;
for (boucle=3;boucle<=n;boucle++)

indice[boucle]=indice [boucle-1] *2;

for (boucle=1;boucle<=limite;boucle++) trouve[boucle]=0;
for (boucle=1;boucle<=limite;boucle++) chaines [boucle]=0;
trouve[1]l=1; trouve[2]=1;
ancien=2;
longueur=2;
Imprime (2);
for (boucle=12;boucle<=n;boucle++)

indice[boucle]l=1024+boucle-11;
while (longueur <= n)

{ Augmente (longueur);
if (chaines[tableau[longueur]]==longueur-1)
{if (longueur<=n) { trouve[tableau[longueur]] + =1;
if (tableau[longueur]<=maxi)

Imprime (boucle);}}}
return 0;};




n | é(n) Qte exemplaire

241 10 168 (1,2,3,5,10,15,30,60,120,121,241)

249 10 329 {1 .2,3,5,10,15,30,60,61,121,242)

24 10 93 (1,2,3,5,10,15,30,60,120,123,243)

244 0 45 (1,2,3,5,7,14,28,33,61,122,244)

10 4 (1,2,3,5,10,15,30,60,120,125,245 ‘

:%24 1019 (1,2,3,5,10,15,30,60,63 1% 3‘5?6)1_——,

24 11 272 1,2,34,7,8,15,30,60,120,127,247)
_24% 10 60 (1,2,34,7,14,17,31,62,174,248)

249 10 1,2,3,5,10,20,40,43 83,166,249
[ 250

(1,2,3,4,7,11,22,33,66§132§1 952712
1,2,4,8,9,17,34,68,136,27:

77 9 10

a7 10 2 ,2,4,8,9,17,34,68,136,137,273)

27 10 50 (1,2,4,8,9,16,32,64,73,137,274)

7 11 1451 1,2,3,4,7,10,17,34,68,136,139,275)
1 13 112) 15$ 3 ) ‘) 16 11 ‘276)
1741 (1,2,3,5,6,1

7,34,68,136,141,977)
34

2632 1,
779 11 .
280 1 44 ,0,4,7,14, ,
281 10 4 1,2,4,8,9.17,34,68,136,145,281
289 115600 1,2,34.7,10,17,34,68,136,146,
283 T 493 (1,2,34,7,14,21,35,70,140,143,283)
284 T 7548 (1,2,3,4,7,8,16,32,39,71,142,284)
:% T 1200 1,2,3,4,7.11,22.44,51,95,190,285
T 2781 (1,2,3,4,7,10,17,34,68,75,143,286
28 T 270 11,2.3,4,7.14.21,35,70,140,147 98
—783 9 33 (1,2,3,6,9,18,36,72,144 288
289 10 8 (1,2,3,6,9,18,36,72,144,145,280)
290 10 1% (1,2,3.,6,9,18,36,72,73,145,290)
391 10 (1,2,3,6,9,18,36,72,144,147,291)
299 100 21 (1,2,3,6,9,18,36,37,73,146,292)
203 10 g (1,2.4,5,0,18,36,72,144,149,203)
¢ 10 50 (1,2,3,6,9,18,36,72,75,147,094)
29 T 699 (1,2,3,4,7,9,18,36,72,144,151,295)
2 10 258 (1,2,3,5,8,16,21,37,74,148,296)
29 10 1g (1,2,3,6,9,18,36,72,144,153,207)
—ggz 10 (1,245 9,18,36,72,77,149,298)
299 T 34 (1,2,3,4,7,11,18,36,72,144,155,299)
00 10 264 (1.2,3,5.10,15,35,50,75,150,300)
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n | €(n) Qte exemplaire
301 11| 1096 1,2,3.4,7,14,21,35,70,140,161,301
[ 302 11 2416 347918367279 302
303 11 748 ,2,3,4,8,16,32,35,67,134,169,30
10 307 1.8 0,38.76,152,30
3 11339 2.3,4,8,11,19,38,76,152,153,305
1 4 0000 9 8,36,72,81,153,306
1343 -.: 30
o 19 12.4,5.0,18.3 1308
309 i 1,2,3,5,7,12,19, 8,76 152,157,308
310 1 215§ 3347, 738
31 1 6l L5857 12103876 152—9 5T
317 T 33538, 3
313 11 911 [1,2,3.5,8,13,76,39,78, 156 157,313)
31 11207 (13.3.5.7,1.19,38,76 81,157 314)
:ﬁl 111167 1.5.3,4,7,14.91,35,70,108,210,315)
—%w———(ri'b‘ﬁm 3,4,7,0,18.36,43.79,158,316)
[31 11— 149 1.9.3,5,8,13,26,30,78.156,161 317)
_ﬁ—l 111978 —(dﬁ‘:{‘d‘ré‘r"a‘"ib"a'é 3438161935 159,318)
319 11— 53 1,2.3,6,7,13,76,39,78.156.163.310)
320 9 14 11,2,3,5,10,20,40,80,160,320)
320 10 p) 20,40, 8‘6‘1‘&'0 161,321
Kb, 10
323 10
394 10

32 11 80,
3 10194 (1.2.3,5.10,90,21,41,82, 164,3_23‘_82)9
399 11561 (12,34.8.16,32.64.67 131,198
0 24 (1.2,3.5,10,20.40. 30
331 1113 (1,2,3,5,1 11,20,40, o
0 13 1.2.3.5,10,20 40 43 83.166,337)
333 4l 935,816, 333)
334 1] 50(% 12, ,4,7,1o,mb'§o 87,167 334
:3% 1 11,2.3,4.8.16,32,35,67,134,201
3 10369 12347142142841&%336)
33 111083 169.337)
—iﬁ 112919 12347.14,21,43,84 85 160,338
11 m b Rt et Nk R ) 2} 3
340 0 48 (1.2,3,5.10,20,40 45,85.170,340)
31 11304 (1,2,3,5 714.21,42,84.168,173,341)
347 112457 (1.2,34.7.14.21 43,84 87,171,343)
343 11 149 11,2.3,4,7.14,21,42,84.168,175,343)
1 1.2,3,5,10,20,23,43,86,172,344)
,2,3,4,7,14,28,56, 0,345)
34§ i (1.2.3.5.7 14 21 42,84 80.173.346)
3 1131 11.2.3.5.10.11,21.42 84.168,170.347)
343 113539 1.5.3.4.7.10,20,40.47 87,174,348)
319 11— 53 1,5.3.5.8.13,01,42,84,168,181,349
350 111060 1.3.3.4.7.14,21.35.70.105.175.350
35]] T 1,335,714 m:sm“rﬂm
352 015 19347 11,92,44 88,176,352
353 144 (1,2.34.7.11,2,44,88 TT6.177,
354 11 119% (12347112‘571‘8‘15?1773
35, 6 (1,2.3,4.7,11,22,44,88.176,179 355
% 11210 (1,.2,34,7.11,22,44,45,80,178,356)
35 % 1,2.3,4,7.14,71,47,54,168,189,357)
Tgs 11210 (1.3,34,711,39,44,88.91,179,358)
359 i 13 11,2.3,4,7.11,2,.44,88.176.183,359)
360 10200 (1.2,3,5.10,15.30.45,90.180,360)




n £(n) Qte exemplaire
361 1 654 (1,2,3 5 10,15 30,45,90,180,181,361
362 11 1363 1.5.3,5,6.11,92.44, V)
363 11 385 1,5,3,4,7,11,57,44,88,176,
3 112714 (13347110344 47,01,182.364)
36 T 1 11.2.3,5,10,15,30.45,90,180,185.365)
3 11872 (1,2,34,7,11.22.44,38,95,183 366)
36 11 3 11,3.3,5,10,20.23,43.86,172,195 367)
_3% 1020 12.3.5,10,13,23,46,92,184.3
369 11247 1,2,3,5 10,13,23,46,97,184,185,369)
370 1830 3355, -370)
371 11 10 11,2.3,5,10,13.93.46,02.184,187,371)
372 i3I IV, 15347141731 m 379)
373 11 1 3.38.10, -373)
374 i 244 (1 711,924 88 99,187,374)
37 11 1,2,3,5,10.1 ﬂ"'ﬁ‘T'_"é's 50,75,125,250,375)
7 8,376)
37 1]
1
379 19
380 11 , 0
381 11 0 38
382 11 3 3.4,5.9,14,03,46,07, 184, 108,380
}_“‘3‘83 15 5169—(£-W1,2,3, 78,15.23,46,02,1 g
384 9 1236122448961923'84
T 1 1,3.3.6, 96, 5
3 103 1.2,3,6,13.24, 48 96,97,193,386)
38 10 4 (1,2,3,6,12,24,48,06,192,195,387)
%3 1050 1,2.3.6,12,24.48.49,97, 104,388
389 1 2 1.9.3,5,6.19,24,48,06,102,
390 10 % (1,2,3,6,12,24,48,96,09,195,300)
11 12357 J 2 24,48,96,192,199,301)
302 1060 (1.2,3,6.12,24,25,49,98,106,392)
393 T 213 1,2,3,4,8,16,32 64.67.131, 2%‘2—9
3 11537 1,2,3.5.6,12,24.,48,06,101.197.304
120 1.5.3,6,13.24.95,
0 24 1,2.3.6,12,94,48,51,99,198.396
3
39
200
401
202 534,81
403 11 13.3,5.10,
7 1 1321 a ,2 356,12, %%%4_%)
ﬁ I 187 13.35,10.15 ; 5
7 11150 (1.2,3,5.10,15,25.50,100. 103,203,406
0 194671 1 2 4,7,9.16.95,50, 100,200,207 407
“Z‘% 10— 4 (1,2,3,8,12,24,27,51,102,204,408)
09 1 12 1,2,3,5,10,20,40,80,83,163,246,400)
10 11531 ( 2.3,5,10,15,5,50,100,105,205,410)
11 T 49 3.3.8,13.04 77 48,906,192, 919 411
112 11 57§W1 X 4,48, 55,103,206 41
413 1] 1 1.3.3,6,12,13,25,50.100,200.213.41
a1 7] 233__(1"'—""5'?‘15‘?7'@111 53,581 207,414)
a1 5| 1 (1,2,3,,10.15,25,50, 100,200,215 415)
a1 08 3,5,3,13,26,52,104,203,416)
a1 11 zé—i%ﬁ‘iﬁm 3,5.8, ; 200,417
—ng 1 42 1,2.3.5.8.13.26,52,104.105,200,418
419 11 3% 1.2.3.5,8.13.26.52,104,208,211,419
220 T 233 ,2,3,4,7,14,91,35,70,105,210,420)
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n &(n) Qte exemplaire

2l /T 1.2,3,5,8,13,%,52,104,208,213,421

7 1 1.2.3,5,8.13,26,62,104,107.211.423

7 10 1.2,3,6,7,13,26,52, 104,208,215.423

7 111391 (,2,35,6.13,24.79,53, 106,213 494

;%4 11— 80 (1,2,3,5,10,15,75,50,100,200,205 425

| | (1,2,3.5,8,13.96,52, 104, 100,513 476)

17 1839 1.2,34,7,11,13,26,52,104,208.219,427)
e (1.2,3.5.8,13,96,62,55.107,214 498

4 11 40 (1,2,3,5,8,13, ,104,208,221,42!

430 11 72 (1,2,3,5,10,15,25,50,100, X
31 13 1461 1,2,34.7,11,15,36,52,104,308,293,431
43 10 9 b Lt et M A ] 4] 1 ’10 2 1

_%43 11269 1,2,3,6,0,18.2754. 108,216 217 433
7 11— 54 1.2.3,6.0.18,27,54, 108.109.217 434

ﬁ‘; 11134 1.2,3,6,0.18,27,54,108,216,210.435

168 (1,2,33,8,13.26 53,57, 100,218, 436)
13 S 1.2.3,6,19.24 48 49 97,194 943,437

— 1T 354 1.2,3,6.0,18,57,54,108.111.210.43

139 13 2081 (1,2.34,79.18.27 54 108.2 g
440 11 1811 (1,2,3,4,7,11,72‘55'—7—2'707'467)‘—, 55,110
441 11 (1,2,3,6,9,18,27,54,108,216.225,441
LTy, 1178 1.2.3,5.8.13.26.52. 104,117 091 447
143 123433 234,7,11,18,36,54,108,216,997,443)
444 11— 689 2 3.5,8,16,91,37, 74,111,092 444)
445 1 14,45,80.178,067,445
7 12 12989 0,18,27,54,108.115.293.446
4 1] § ,2,3,6,12,15,27,54,108,216,231,447)

— 1 59 (1,2,3.4.7,14.98.56,112,024 448)
249 11 149 1,2,3,4,7,14,28,56,112,994,395.449
750 11794 1.2.3,4.7 14.98.56.112.113.025 450
751 11 1.2,3,4,7.14.38.56.112.024 237 451
753 Y| (1,2,34,7.14,98,56,57,113,296,452)
153 1 1,2,3,5,7,14,98,56, 113,004,979,453
54 11 1.0.34.7,14,98,56,112.115.207 454
7 120 1.2.3,4.7.14,98,56,112,294.231.455

_4%5 11 1662 (1,2,34,7.14.98,99.57, 114,298,456)
15 11 4 1,.2.4,5,0.14,78.56, 112,994 333,457

—ﬁg 11 3§ 1.2,3,5,7.14,28,56.112,117 220,458
759 3 1.2.3.6.0.18.77,54.108.216.243.450
60 11211 (1,2,3.4.7,14.78.56,59,115,530,460)
761 132004 —(1.234,711,22,44,83,05.183,.278.461
762 11— 100 A 354,7 140
163 101495 (,234,7.14,15,28,56.112,294,330,
464 111169 (1,2,3.4.7,11,18,39,58,116,242,464)

% T 6357 0,2,3.4,7.11,18,00 58.116,732,233,465

1] (1.2,4,5014,
75 13 1151 (1.234,7 11,18,

—1o8 11— 692 (235714,

469 1 3393 (1,2,34,7,14,31,98.56,112,094,945,46
70 12 11867 1.3,3,4,7,10,20,57 4704, 141,935 470
471 12 2139 14y9y2, 0,11, 190, ) 1 )
T 1 — 293 (1,2,34,7,14.98,31,59. 118,236 472
73 1175 (1,2,3,4,7.11,22,33,55,110,290,253,473)
74 1310531 (1,2,34,7,9.18.36,43.79,158,337 474

7 10 1757 (1,2,3,4,7,11,18W58 16,235 243,475

%ﬂ 1 (1,2,3.4.7,14.98.56,63,119,248 476)
7 13 1,2,3,4,7,14,28,29,56, 112,094,953 477

L e — 1,2.3,4.7.11.18,39.58.116,193.230.478
779 V. 37§— 1.2.3,4,7.14,15,20.58. 116,232,247 470
480 0 84 (1,2,3,5,10,15.30,60,120,240.480)




n £(n) Qte exemplaire
481 1l 229 1,2.3.5,10,15,30,60,120,240,241 481
82 143 12.3.5.10,15, 0,121,241 48
83 11 1.2.3, 5 10.15.30,60,120,240, 243,483
484 57 (1.3.3,5,10,18,30,60,61, 121,742 454)
q«a 15 1.2.3.5.10,15,30,60, 120, 240,245,485
78 1130 1.2.3.5.10,15,30.60,120, 123,243,486
a8 19 2394 12.3,4.7,8.15,30,60.120. 240,247,487
%4 11— 659 (1,2,3, *714,28,33,61,122,244,488
489 11 1.2,3,5, o,zo4om%—31 9
290 1 5.3,5.10,15,30,60, 45,400
291 13 1462 19.3.4.7.11,15,30 2 49
9 11— 304 12.3.5.10.15,30,6¢
9 19 2674 (1.2.34,7 11,18,20,58,116,232 A0S
794 19051 (13,34.78.15 W’WS)——1 7547 4
9 11— (1,2,3,5,10,15,30,60,120,240,255,495)
TI709 (,2.5,4,7.14,17.31,62,124,548 496)
9 19 9733 (1,2.3.4,7.14 17 31,62,194,548,249.497
—%49 11— 24 (1.2.3,5.10,20,40,43,83 161‘2’21@—’?)')——49
299 19724 (12.34,7.14,17,31 62,124,248,251,499)
500 11 10,15 5"—'—’2—5'50 75,195,250, 500)
501 19 -
502 .
503 19
504 11 1
50 135374 1,3.3.4,7,14,21,42,63 2 252,953,505
5 T 00 19.34.7 3,506
50 19 290 123471421426312'6’7‘57‘25 507
5 1917061 0.3.4.7,8.15.30,60.67,127,254,508)
509 19— 057 347 42 56.5 13 3509)
510 S| 935, 5510)
511 13044 2, 3 4,414 21 12,63,1%6 23575 9.511)
512 9 1 4.8.16,32,64,128,256,512
513 10 p. 1248163264153‘2‘5%"‘5753
514 10 4 17.4.8.16.32.64.198.199.257.514
515 11 % 02348, 16 3564, 198.256,250,515)
51 10 @ L ,4, Al ,32 '64,65,120,258,516)

51 11 il 1,2,3,5,8,16,32,64 12’8?36 261,517
T‘g“—ﬂ T‘?"?’T’?ﬁ'ﬁ"l’fe"ﬁ"ﬁ'lt, 16,32, 50,518
519 T 10% 1 334,78,16,33,64.198,256,263,519)
520 10 (1,3.4.8,16,37,33,65,130,260,520)
521 11 21 —1.2,4,8,9,16,32,64,128,256,265,521
522 11 50 —(1.2.3.5,8.16,32,64, 128,133.26 1,522
523 Y. G 11.2,3.4,8,11,16,32,64,128,256,267,523)
524 11 101 {1.2,3,4.8,16,32,64,67,131,262,524
T 2712 11,2.3.4,7.14,21,35,70.105,
52 14 3143 (1.2.3,4,7,8,16,32,64, 198.135,263,526)
52 14 545 T1,2.3,4.7.14,17 31,63,124,248 270 5271
—_352 10 10 (1,2,4,8,16,17,33,66,132,264,52
529 11 25 11,2,4,8,16,17,32,64,128,256,273,529
530 11 50 (124,896, 326412_3'—%—'_)1—“—8 37,265,530
531 1 1754 1.2.34,7,11,22,33,66,132,264,267,531)
539 11 87 19.3.5.8.16,32,64,60,133,266,532)
533 1 1% "L"'—'E"’—"W—"_'ﬁféw 2.3,5,6,11,22.33,66,132,264
534 194 573 (1.2.3.4,7.11.22.33,66,132,135,267, 534
5 1 o7 12.3.4.7 11.92.33,66,132,264, 271.535
53 1 152 19,3.4.8,16,32,35,67,134,268,536)
53 19884 88,01,179,358,537
5 19 2739 11,2.3.4,8.16,32,35,67.134.135,269,538
539 1 471 1,2.3.4,7,11,22,33,66,132,264,275,530
540) 11 360——(‘(_"“‘5_'—’_31_"0_1'3‘1,2,3,5, 0,15,30,45,90,135,270,5640)
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GENERALISATIONS DES NOMBRES DE
STIRLING ET p,¢-ANALOGUES

par Anne de Médicis
et Pierre Leroux

LACIM
Département de Mathématiques et Informatique
Université du Québec & Montréal

1. INTRODUCTION

DEFINITION: Un tableau 0-1 consiste en un couple ¢ = (), f) tel que A = (A1 > A2 >
... > M) est un partage d’un entier m = |\| et f = (fij)1<j<x:; est un “remplissage”
des cellules du diagramme de Ferrers de A avec des 0 et des 1, de telle sorte qu'’il y ait
exactement un 1 dans chaque colonne.

Par exemple, la figure suivante représente le tableau 0-1 ¢ = (A, f) ou A = (8,7,6,2)
et fis = fir = fis = fo1 = fas = faz = fas = fae =1, fij =0 ailleurs (1 < j < \y).

0]10]1
1]0]0
011]0]1

o|1]1]
0

(o] I [e] [e)

0
1
0
0

Nous définissons deux statistiques sur ces objets: d’abord le nombre d’inversions de
¢, noté inv(y), qui est égal au nombre de 0 en dessous d’un 1 dans ¢; puis le nombre de
non-inversions de @, noté nin(yp), qui est égal au nombre de 0 au-dessus d’un 1 dans ¢.
Dans I’exemple précédent, inv(p) = 7 et nin(yp) = 8.

Définissons ensuite les p, g-nombres de Stirling de premiére et de deuziéme espéces
comme étant respectivement les polynémes suivants:

cp’q[n’ k] = Z pnin(‘f’)qinv(‘/’) (1.1)
@ETd(n—1,n—k)
et Spqln,k]:= Y printelgnve), (1.2)
€T (k,n—k)

out T'(h,r) dénote I’ensemble des tableaux 0-1 possédant exactement r colonnes de lon-
gueurs plus petites ou égales & h, et T'd(h,r) dénote le sous-ensemble de T'(h,r) contenant
les tableaux 0-1 possédant des colonnes de longueurs deux & deux distinctes.
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Ces polynémes vérifient les récurrences suivantes (qui sont des p,g-analogues des
récurrences des nombres de Stirling classiques):

sin>1,

Cp,g[na k] = cpqln — 1,k — 1]+ [n — 1], g¢pqln — 1, k] (1.3)
et Sp,qln, k] = Spq[n — 1,k — 1] + [Klp,gSp,qln — 1, ], (1.4)

avec conditions initiales cp,q[0, k] = o,k = Sp4[0, k] €t ol [n],,q = (p™ — ¢*)/(p — q).

L’étude combinatoire des tableaux 0-1 a permis des développements intéressants dans
la théorie des g-analogues des nombres de Stirling classiques. Ces tableaux ont notamment
servi a établir une conjecture de L. Butler sur la g-concavité logarithmique des g-nombres
de Stirling [Butl, Le2]. De plus, nous avons présenté dans un article récent [dML1] une
étude systématique des g et p, g-analogues d’identités faisant intervenir les nombres de
Stirling des deux espéces, & 1’aide de calculs algébriques et/ou combinatoires. Nous avons
ainsi obtenu de maniere bijective un certain nombre d’identités remarquables.

Dans le présent article, nous considérons deux généralisations des nombres de Stirling,
suggérées par I’approche combinatoire des tableaux 0-1.

D’un c6té, la généralisation consiste & restreindre les longueurs de colonnes admises
et & remplacer le p,g-comptage du remplissage de colonnes par une pondération sur les
colonnes. Plus exactement, si A = (A, w), ol A = (ai);>0 dénote une suite strictement
croissante d’entiers non-négatifs (les longueurs de colonnes admises), et w: N — K dénote
une fonction de N & valeurs dans un anneau K (le poids des colonnes selon leur longueur),
on définit un .A-tableau comme une liste ¢ des colonnes ¢ du diagramme de Ferrers d’un
partage d’entier A (par ordre décroissant de longueur) dont les longueurs |c| apparaissent
dans la suite A, et on pose

wy((¢) = [T wle))- (1.5)
cEp
Par convention, ¢ peut contenir un nombre fini de colonnes de longueur nulle. Pour
simplifier I'écriture, nous noterons w; := w(a;). On définit alors

Amk= Y uy®) (1.6)
peTdA(n—1,n—k)

et ¥k = Y wyle) (1.7)
weTA(k,n—k)

ol T‘A(h, r) dénote I'ensemble des A-tableaux possédant exactement r colonnes dont les
longueurs sont prises dans ’ensemble {ao, a1,...,ar}, et Td'A(h, ) dénote le sous-ensemble
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de T‘A(h, r) contenant les A-tableaux possédant des colonnes de longueurs deux & deux
distinctes.

Tout comme pour les p, g-nombres de Stirling, en considérant la longueur maximum
possible des colonnes des .A-tableaux ainsi que leur format, on obtient les récurrences
suivantes:

cm(n, k)= 2t(n -1,k-1)+ wn_lcm(n —1,k) (1.8)
et S%¥(n, k) = S%(n -1,k — 1) + wieSB¥(n — 1, k), (1.9)

avec conditions initiales cm(O, k) = bo, SQI(O, k) = bo, cm(n, 0) = wowy...Wn—1 €t
5% (n,0) = wd.

Plusieurs familles de nombres ou de polynémes classiques apparaissent comme cas
particulier. Le tableau suivant en donne un apergu lorsque a; = i.

w(i) cA(n, k) S%(n, k)
. k n n
g g3 A 7 (&) a
q‘. -1 (q - 1)n—kcq[n, k] (q - 1)n—ksq [na k]
[1lp.q ¢p,qa[n, Kl Sp,qln, k]
1+ i nombres de Whitney nombres de Whitney
ol a dénote la cardinalité des treillis de Dowling des treillis de Dowling
d’un groupe fini [Lel, Dow] [Lel, Dow]
w; quelconque en—k(w0) Wi,y w'n.—l) h‘n—k(w07 Wi,..., ’l.Uk)
ol [',:]q dénote les coefficients g-binomiaux et e, (z1, . . ., k) €t hn(Z1,. . ., Tk) dénotent

respectivement les fonctions symétriques élémentaires et homogenes de degré n en k vari-
ables.

Ainsi les familles (cm(n, k)) . et (SQ[ (n, k)) . sont aussi générales que les fonctions
symétriques élémentaires et homfcl)’génes. Elles posgédent donc toutes sortes de propriétés

combinatoires héritées des fonctions symétriques, telles par exemple certaines propriétés de
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concavité logarithmique (cf [Hab, Sa]). Dans ce qui suit, nous allons exhiber les relevements
des identités de l’article [IML1] & ce niveau de généralisation. Nous prolongeons ainsi les
travaux de L. Comtet, B. Voigt, S. Toader et G.H. Toader (cf [Co, V1, V2, TT]).

D’un autre c6té, nous introduisons des tableauz 0-1 faibles, remplissages de diagramme
de Ferrers avec des 0 et des 1, en exigeant qu’il y ait au plus un 1 dans chaque colonne.
Nous définissons combinatoirement des familles de polyndmes, les p, g-nombres de Stirling
partiels, notés (Pcp q[n, m, k]) et (PSpq[n, m, k]), & I'aide de ces tableaux ayant un nombre
fixé n — m de colonnes remplies de 0. Lorsque le nombre de colonnes remplies de 0 n’est
pas fixé, on obtient un cas particulier de la premitre généralisation. Les tableaux 0-1
faibles sont d’ailleurs apparus comme modeéle combinatoire lorsqu’on considérait les a; en
progression arithmétique et w; = [i]p 4. Nous faisons une étude exhaustive de ce cas dans
[dML2].

Les p, g-nombres de Stirling partiels apparaissent naturellement dans le p, g-analogue
de certaines identités sur les nombres de Stirling. Ils correspondent, en terme des modeles
combinatoires classiques des nombres de Stirling, & un p, g-comptage de permutations &
cycles marqués pour Pc, 4[n, m, k] et de partitions partielles pour PSp q[n, m, k.

Nous présenterons une étude systématique des identités faisant intervenir ces familles
de polynémes et nous terminerons avec une discussion sur les propriétés de concavité
logarithmique des nouvelles suites de polynémes introduites.

2. RELEVEMENT D’IDENTITES AU NIVEAU DES A-TABLEAUX

PROPOSITION: Les familles (cm(n, k)) K (Sm(n, k))  vérifient les identités
suivantes: ' '

a) fonctions symétriques

Cm(n, k) = en—ik(wo, w1, w2, ..., Wn—1)

= E Wi Wiy -« Wi, _yy (21)
0<ip<i1<...<tpn—k<n—1

Sm(na k) = hn-—k(w0’ Wy, W2,..., wk)

= Z WigWi; -« Wiy _y ) (2.2)
0<ip<i1 <...<in-k<k

b) fonctions génératrices: pour n > 0,

A —— . n1y), ,
rzz;)c (n,r)y" "z (:n + woy) (m + wly) (:c +w 1y) (2.3)
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pour k > 0,
S 5k + 1, k)" = — t -t (2.4)
>0 (1 - woa:) (1 - wlz) (1 - wkz)
¢) récurrences
A+ Lk+1) = wWawao1... w4162, k), (2.5)
i=k
S+ L,k+1) =3 wiris?(, k). (2.6)
Jj=k

DEMONSTRATION:

(a) Construire tous les A-tableaux dans Td‘A(n— 1,n—k) pour (2.1), ou dans T'A(k, n—k)
pour (2.2), en choisissant leurs colonnes (les w;; représentent les pondérations des
colonnes selon leurs longueurs a;;).

(b) découle immédiatement de (c).

(c) démonstration combinatoire analogue & celle de (2.9) et (2.10) dans [dML]: trouver
P’escalier ou le rectangle maximum. m]

PROPOSITION: Pour k fixé, les Sm(n, k) vérifient la récurrence:

n—k—1
(n-k)S2m k= 3 SEn-1-jk (w{;“ +uft o +ultt). @)
3=0
DEMONSTRATION: Nous comptons avec pondération les A-tableaux dans TA(k, n—
k) dont une colonne est pointée. Pour obtenir le membre de droite de (2.7), il suffit d’isoler
la colonne pointée ainsi que toutes les colonnes de méme longueur se trouvant & gauche
d’elle; il y en a exactement j, 0 < j < n—k—1, et le A-tableau restant posséde n—k—(j+1)
colonnes dont les longueurs sont dans 'ensemble {ag, a1, ..., ax}. a

PROPOSITION: (Orthogonalité)
Si sm(n, k) = (-1)""°cm(n, k), alors les matrices (Sm(n, k)) . et (sm(n, k)) .
sont l'inverse I'une de 'autre. En particulier, ' "

zn: ()" *c* (n, k)SZ(k,m) = 6,m, (2.8)
k=m
z": 5% (n, k) (=1 ™A (k, m) = bn m. (2.9)

k=m
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DEMONSTRATION: Clest algébriquement trivial si ’on considére les fonctions géné-
ratrices (comparer l'identité (2.3) avec la substitution £ := 1 et y := —z et I'identité
(2.4)).

Il existe une jolie preuve combinatoire involutive des identités (2.8) et (2.9) consistant
4 déplacer une colonne de longueur minimum (resp. maximum pour (2.9)) & l'intérieur
de paires de A-tableaux dans les ensembles TdA(n - 1,n—k)x T‘A(m, k — m) (resp.
TA(k,n - k) x TdA(k — 1,k — m)), m < k < n. Les détails sont laissés au lecteur. O

PROPOSITION: On a:

n

A, k) =S (1wt A+ 1,5+ 1), (2.10)
i=k
n—k ]
5%(n, k) = 3 (~1Y wesrwirz . .. wers ST (m+ 1, k+ 5 + 1), (2.11)
=0

n

S - w)(1—w) ...l —wee)SH(n,K) = 1+ wo+... +wp ™2 (212)
k=2
DEMONSTRATION: Méme genre de preuves involutives que la proposition précé-
dente. ]

Le relevement de certaines identités dépend parfois de la pondération w choisie. C’est
le cas des identités (2.11), (2.12), et (4.5) & (4.10) de larticle [dML1]. Dans ce cas, la
pondération a souvent la forme d’une somme canonique finie d’éléments de K. Pour
faciliter les démonstrations combinatoires, on peut distribuer les différents termes de la
pondération sur les .A-tableaux ¢ en attribuant & chaque colonne un seul terme de la
somme correspondant & sa longueur plutét que la somme entiére. On retrouve d’ailleurs
ainsi 'interprétation combinatoire en termes de tableaux 0-1 des p, g-nombres de Stirling
des deux espéces obtenus avec a; =i et w(i) = [i]p,q. Plut6t que d’attribuer & une colonne
de longueur i un poids unique de la forme [i], 4 = p*~1+p*"2¢g+...+¢* !, on lui attribue un
seul mondme p’q*~3~! dans [i], . En général, on dira que ¢ est un A-tableau w-distribué.

PROPOSITION: (relevement de (2.11) et (2.12))
Si la pondération de 2 = (A, w) est de la forme

w(as) = wo + woz + woz? + ... + woz* € N[2],

ol z est une variable ou une expression formelle et wp est une constante, alors

cm(n+ 1,k+1)= Z (‘;) ur(’;_kz"'jcm(n, s (2.13)

i=k
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SAn+1,k+1)=3" (Z) wp=m kS (m, k). (2.14)

m=k
DEMONSTRATION: On peut supposer sans perte de généralité que a; = i.

Alors pour (2.13), soit n > k et ¢ un A-tableau w-distribué dans TdA(n,n — k).
Considérons toutes les colonnes de ¢ qui ont poids wp. Il y en a exactement j — k, pour
un certain j dépendant de ¢ (k < j < m). On peut enlever ces colonnes, en prenant
note de leurs longueurs, sans perte de généralité, obtenant un facteur w{;’k. Si ¢’ désigne
le A-tableau obtenu aprés cette opération, alors ¢’ est dans Td-A(n,n — J), Cest-a-dire
¢’ contient n — j colonnes (de longueurs distinctes plus petites ou égales & n — 1) et les
longueurs des j — k colonnes extraites constituent un sous-ensemble des j longueurs de
colonnes n’apparaissant pas dans ¢’. De plus, chaque colonne de ¢’ de longueur i posséde
une pondération woz!, 1 <1 < i— 1. Si 'on remplace chaque colonne de longueur i par
une colonne de longueur 7 — 1 et qu’on enléve un facteur z 4 sa pondération, on obtient
un A-tableau w-pondéré général dans TdA(n —1,n - j) et un facteur z™ 9.

11 est facile de voir que cette transformation est réversible; on obtient ainsi 'identité
(2.13). L’identité (2.14) s’obtient d’une maniére similaire. o

A lorigine, les g-nombres de Stirling de deuxiéme espece ont été introduits par L.
Carlitz [Ca] comme étant la famille de polynémes Sy[n, k] vérifiant I’identité suivante:

[:] . z": (?) (g = 1Y 75413, K] (2.15)

=k

THEOREME: (relévement de la formule de Carlitz)

Soit A une suite strictement croissante d’entiers non-négatifs et w : N — K et w* :
N — K deux fonctions dans un anneau K telles que w(i) = wo + w*(7). Si % = (A, w),
A* = (A, w*) et Ao = (A, wp) ol wo dénote la fonction constante égale & wyp, alors

n

2 _ Y=g (5
S (n,k)-Z(J,) o184 (5, k). (2.16)

i=k
De plus, les identités suivantes, obtenues en appliquant diverses inversions de Mobius,
sont équivalentes & (2.16).

A(n,s) = Zn: (ﬁ) wy =™ (n, ); (2.17)
5% (n,s) = zn:(—wo)""' (?) 52(j,s); (2.18)

j=s
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) = 3oy (7)) .19)

§%(n,5) = 3 (-1~ (5, 5)5%(n, ) (220)
j=s

Ho(r,5) = 3192 (5,5)5% (). (2.21)

DEMONSTRATION: Pour (2.16) et (2.17), il suffit essentiellement de choisir les
colonnes des A-tableaux w-distribués dont la pondération est différente de wyp.

Pour (2.18) et (2.19), le membre de droite compte des .A-tableaux w-distribués dont
certaines colonnes de poids wp sont distinguées et contribuent & la pondération par un
facteur de (—1). On peut construire sur ces tableaux une involution conservant les poids
mais inversant les signes et ayant comme points fixes les A-tableaux w-distribués dont
aucune colonne n'est de poids wp. Il suffit, pour ce faire, de “changer le statut” de la
colonne de poids wp la plus & gauche du .A-tableau w-distribué. On obtient ainsi le membre
de gauche.

Pour (2.20) et (2.21), des involutions conservant les poids mais inversant le signe du
méme genre que celles pour 'orthogonalité font affaire. m]

Le cas particulier ol w*(i) = ¢* — 1, wo = 1 et a; = i redonne D'identité de Carlitz
ainsi que ses proches parents (cf [dML1]).

3. IDENTITES RELATIVES AUX TABLEAUX 0-1 FAIBLES

DEFINITION: Un tableau 0-1 faible ¥ est la donnée d’un triplet ¥ = (A1, f) ol
A= (A1 2> A2 >... > \) désigne un partage d’un entier m, | est un entier tel que [ > A,
et f = (fij)1<j<x est un “remplissage” des cellules du diagramme de Ferrers de A avec
des 0 et des 1, de telle sorte qu’il y ait au plus un 1 par colonne. On considérera par
convention que ¥ possede ! colonnes dont [ — \; sont de longueur nulle et sont remplies de
zéros.

Par exemple, la figure suivante représente le tableau 0-1 faible ¥ = (A1, f) ol A =
(5,4,2,2),l =6 et fis = foa = fao =1, fi; =0 ailleurs (1 < j < X;).

Le nombre d’inversions de ¥, noté inv(¥), est égal au nombre de 0 se trouvant en
dessous d’un 1 dans la représentation graphique de ¥. Le nombre de non-inversions de ¥,
noté nin(), est égal au nombre de 0 se trouvant au-dessus d’un 1 dans la représentation
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graphique de ¥ plus le nombre de 0 dans les colonnes remplies de 0. Dans I'exemple

précédent, inv(¥) = 2 et nin(¥) = 8.

Nous noterons Ty (h,r) (resp. T¢(h,r,s)) I'ensemble des tableaux 0-1 faibles possédant

r colonnes de longueurs plus petites ou égales & h (et possédant exactement s colonnes
remplies de 0 resp.) et Tds(h,r) (resp. Tdy(h,r,s)) le sous-ensemble de Ts(h,r) (resp.

Ty(h,r,s)) contenant les tableaux 0-1 faibles dont les longueurs des colonnes sont deux a

deux distinctes.

DEFINITION: Les p,g-nombres de Stirling partiels sont donnés par:

PSp,q [n, m, k] = Z pnin(‘l’)qinv(\ll);
\I’ET] (k,n—k,n_m)
Pep,q [n,m, k] := Z pnin(\Ir) qinv(\p);
YeTdy (n—1,n—k,n—m)
PSp,qln, k] := Z pnin(\ll)qinv(\ll);
YeTy(k,n—k)
Pep,q[n, k] := Z pnin(\ll) qinv(lll).

VeTdy(n—1,n—k)
Remarquons que ces polynomes ne sont pas symétriques en p et g.

PROPOSITION: On a:
a) liens et cas particuliers.

PSP.Q[n, k] = Z P‘S’P.q[na m, kj,

m=k

Pepqln, k] = Z Pep,q[n, m, k],

m=k
PSpqln, k) =S (Aw) (n, k) et Pepg[n, k] = (A w) (n, k)
ol A = (i)i0 et w(i) =p' + [ilp,q;
b) récurrences.

PSpqln+1,k] = PSpqln, k- 1]+ (Pk + [k]p,q)PSp,q[n, k],

(3.1)
(3.2)
(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Pepgln+ 1,k] = Pepg[n, k — 1] + (p™ + [n]p.q)Pep,qln, k], (3.9)

avec conditions initiales PSpq[n,k] = 0 = Pcpqn,k] si k > n, PS,,[n,0] = 1
Pepg[n 0] = (p+ [Upg)(® + [2p) ... (0" + [0 — 1pq) et PSp,ql0,k] = box =
Pep,ql0, k]

DEMONSTRATION:

a) (3.5) et (3.6) découlent de la définition des PSj, 4[n, k] et Pcp,qln, k] par rapport 3
celles de PSy,q[n, m, k] et Py q[n, m, k).

Pour (3.7), comparer par exemple les récurrences (3.8) et (3.9) données en (b) avec
les formules (1.8) et (1.9).

b) Pour démontrer les récurrences, il suffit de considérer la longueur maximum possible
des colonnes des tableaux 0-1 faibles dans les ensembles Ty(k,n—k+1) et Tdg(n,n—k+1)
respectivement (ie. si ¥ € Ty(k,n — k + 1) par exemple, soit sa colonne de longueur
maximum est de longueur k, soit elle est de longueur strictement plus petite). 0O

Les suites(PSp,q[n, k]) et (Pcp,q[n, k]) étant des cas particuliers des suites (Sm(n, k))

et (cm(n, k)), toutes les identités de la section précédente s’y appliquent. Ce n’est en
revanche pas le cas des suites (PSp,q[n,m, k]) et (Pcyq[n, m, k]) pour lesquelles on peut
trouver de nouvelles identités.

PROPOSITION: On a:
a) liens et cas particuliers.

PSp,qln,n, k] = Spqln, k| et PS, 4[n, k, k] = [Z] , (3.10)
P
n—-k\ IN
Pepqln,n, k] = cpg(n, k] et Pepqln, k, k] = p( 2) [k] , (3.11)
P
PSI,Q[ni m, k] = (:1) Sq [ms k]) (312)
Pcy q[n,m, k] = (n—— 7:+k>cq[n,n—m+k]; (3.13)
b) récurrences.
PSpq[n+1,m+ 1,k =PS, g[n,m, k — 1] + p*PSp q[n, m + 1, k]
+ [k]quPSP»q[na m, k]’ (314)

Pepqln+1,m+ 1,k =Pcp q[n, m, k — 1] + p"Pcpq[n, m + 1, k]+
[nlp,ePep,qln, m, k], (3.15)
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avec conditions initiales PSpq[n,m,k] = 0 = Pcpq[n, m,k] si m > n ousi k > m,
PSp,ql0,m, K] = S0,480,m = Pep,g[0,m, k], PSp,qln, 0, k] = So,k, Pepqln, 0, K] = p(3) 0
et PSp q[n,m,0] = 6m,0, Pcpq[n,m,0] = p(;) ~™c1,q/p[M, 1 — m;
c) séries génératrices. Pour n > 0,

Z Z Pepqln, m,rlz"y™ T2V

720 m>0
=@+ 2)(@+pz+(Upgy) .- (+ "2+ [n— 1pqy), (3.16)

pour k£ > 0,

E ZPSP,q[k +rk+ LKy =

>0 1>0
1 1 1 1
(1-y) 1 —py —[Upex) 1 —py — [2p,ez) (1 —pFy — [klp,ez)’

DEMONSTRATION:
a) Lorsque n = m, toutes les colonnes contiennent un 1 et PS,, 4[n, n, k] et Pcp q[n, n, k]
comptent des tableaux 0-1 normaux.

(3.17)

Lorsque m = k, les tableaux 0-1 faibles considérés ne contiennent que des cases rem-
plies avec des 0 et comptant chacune pour p, qui correspondent & l'interprétation combi-
natoire des coefficients g-binomiaux en terme de diagrammes de Ferrers.

Pour les deux égalités suivantes, il suffit de montrer que ()S,[m,k] et ("",:""k)
X cq[n,n — m + k] vérifient les récurrences (3.14) et (3.15) de (b) pour p= 1.

b) Méme raisonnement que la proposition précédente. Remarquons que Pcyp q[n, m, 0]
compte avec pondération les tableaux 0-1 faibles ¥ € Tds(n — 1,n,n — m), donc les
“escaliers” de n — 1 & 0 possédant m colonnes avec des 1. Le nombre d’inversions de
tels tableaux est égal au nombre d’inversions du tableau 0-1 ¢ € T'd(n — 1, m) obtenu en
considérant seulement les colonnes contenant des 1 tandis que le nombre de non-inversions

du tableau VU est égal &

# cases dans l'escalier — # de 1 dans le tableau — inv(p) = (Z) —m — inv(yp).

D’olt Pep q[n, m,0] = p(;)_”'cl,q/,,[n,n —m).
¢) découle de la définition combinatoire. ]

Dans le cas p = 1, les nombres de Stirling partiels possédent des expressions en termes
des g-nombres de Stirling ordinaires.
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PROPOSITION: On a:

“Pergln+1,k+1] = Z": [(‘,:i i) + (‘,1)] 2—k=1gn=ic,[n, j], (3.18)

i=k

PSign+1,k+1] = f: [nz_:] (" A z') 2"-3'—'] %8, 5, k], (3.19)

3=0 Li=0 J

Pergln+1,m+1,k+1]

(R YR [Criay) P

=k

PS1qn+1,m+1,k+1]

n [n—j . . ,
=2 |2 "")("“’"’)]q""‘swl (3:21)
= . . CANERAE ¢
j=0[i=0< J n-—m-=1

DEMONSTRATION: Le principe de démonstration de ces formules est le méme que
celui de (2.13) et (2.14). Dans ce qui suit, nous démontrons (3.22) transformée a 'aide de

Iidentité
j—k—1 | (J+1 JY| = gi-k-1 J j—k( J
? [(k+1)+(k)] 2 (j—k—l)“ (j—k)'

Si ¥ € Tdg(n, k), 6tons-lui ses colonnes qui ne causent aucune inversion, il y en a exac-
tement j — k pour un certain j, k < j < n. D’un c6té, il reste un tableau 0-1 normal
dont chaque colonne compte au moins pour une inversion. En lui enlevant une case
a Pextrémité inférieure de chaque colonne, on obtient un tableau 0-1 général ¢ dans
'ensemble T'd(n — 1,n — j), ce qui explique dans la somme le terme ¢"7cy[n, 5] rajusté
pour tenir compte des inversions perdues. De ’autre c6té, les j — k colonnes extraites de ¥
prenaient des longueurs dans les n — (n— j) = j éléments de [n] n’apparaissant pas dans ¢
(puisque les colonnes de ¥ sont de longueurs deux & deux disjointes) plus éventuellement
la longueur zéro. De plus, les colonnes qui ne contribuent pas au nombre d’inversions d’un
tableau 0-1 faible sont de deux types, soit elles ne contiennent que des zéros, soit elles
contiennent un 1 positionné dans la case inférieure de la colonne. Cependant lorsqu’une
colonne est de longueur nulle, elle ne peut étre que du premier type, ce qui nous donne donc
deux sous-cas: si les colonnes extraites de ¥ sont de longueurs non nulles, elles forment un

sous-ensemble & j — k éléments d’un ensemble de j longueurs possibles et chacune d’entre
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01]

{0,1,4,5),¢
0 et 4 remplies
avec des 0

elles a le choix de deux configurations, ce qui explique le terme 2i—k (J. J k). De méme, si
’une des colonnes extraites de ¥ est de longueur nulle, les autres forment un sous-ensemble
4 j — k — 1 éléments des mémes j longueurs possibles avec toujours deux possibilités de
configurations, ce qui explique le terme 2/7%-1 (]._i_l).

Raisonnement similaire pour (3.19) & (3.21). |

Les suites (PSp,q[n, m, k]) et (Pcp,q[n, m, k]) trouvent la justification de leur existence
dans la recherche d’un p, g-analogue d’une identité due & Chen [Ch]:

Sm+nk)= ) (’J") i™3S(n,)Sy, k — i). (3.22)

i+j>k

PROPOSITION: On a:

cpalm+n, k] = Y ptH-Rnmic, oIn, ilPegplm, 5, k — i, (3.23)
i+j>k ’

Sp,qlm + n, k] = Z pe+i=h) [i]:;jsp,q["a i]PSq,plm, j, k — i]. (3.24)
i+j>k

DEMONSTRATION: Soit ¢ € Td(m+n —1,m+n — k). ¢ peut étre décomposé
uniquement de la maniére suivante:

a) un tableau 0-1 ¢’ dans 'ensemble T'd(n — 1,n — 1) en considérant les n — i colonnes
de longueurs strictement plus petites que n de ¢, correspondant & la partie ombragée
de la figure suivante,

b) un tableau 0-1 faible ¥; dans 'ensemble Tds(m — 1,m — k+14,m — j) en considérant
la partie inférieure des m — k + i colonnes les plus longues qui dépasse la longueur n,
correspondant 3 la partie hachurée de la figure suivante, et finalement
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m+n-k

AN

— M-k —

¢) un tableau 0-1 faible ¥, rectangulaire de format (m + i — k) x n, contenant m — j
colonnes avec un 1 dont les positions correspondent aux positions des m — j colonnes
remplies de 0 de ;.

Posons ¥} le tableau 0-1 faible obtenu en appliquant & chaque colonne de ¥; I'involu-
tion qui consiste & déplacer le 1 (s’il y en a un) de la position % & la position ! — i+ 1, ol1 !
désigne la longueur de la colonne. 1l est clair que

inv(yp) = inv(¢') + nin(¥}) + inv(¥;)
et nin(p) = nin(¢’) + inv(¥}) + nin(¥s).

De méme, il est clair que

Z pinv(\llg) qnin(\llg) _ (z+_7 —k) [n]n,zq—g ,
L2

ou la somme parcourt I'ensemble des tableaux 0-1 faibles ¥, rectangulaires de format
(m + % — k) X n, contenant exactement i + j — k colonnes sans 1 dont les positions sont
fixées d’avance, quelques soient ces positions. Par conséquent,

e
p€Td(m+n—1,m+n—k)
_ Z pinv(go’)+nin(\ll’1)+inv(\112)qnin(qp’)+inv(\ll'l)+nin(\llz)

(tp’,\ll'l,‘llz)

Z Cp,q[n, iJPeq,p[m, j, k — Z]pn(‘ﬂ_k) [n]m_J
i+j>k

L’identité (3.24) se démontre de maniére similaire. |
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4. CONCAVITE LOGARITHMIQUE ET PROBLEMES OUVERTS

Soient f(p,q) et g(p,q) € N[p,q] des polyndémes en p et gq. Définissons la relation
d’ordre <, 4 par:

f(p7 Q) gp,q g(P, Q) s g(p’ Q) - f(pa q) € N[ps q]'

DEFINITION: Une suite (ak(p,q)) xeN € Nip, g est dite p, g-log concave (resp. forte-
ment p, g-log concave) si et seulement si

ak—1(P, @)ak+1(P,q) <pq ai(p,q) Vk>1. (4.1)

(resp. ax—1(p; 9)ar+1(p,9) <p,q ak(p, Qaur(p,q) VIZk2>1) (4.2)

Plusieurs mathématiciens se sont intéressés récemment aux propriétés d’unimodalité
et de (¢- et p,g-)concavité logarithmique des coefficients binomiaux et des nombres de
Stirling ainsi que leurs ¢ et p,g-analogues (voir [Br, Butl, But2, dM, Hab, Le2, OH,
Sal, Sa2, Sta, Ze], etc.). Ces propriétés sont souvent faciles & constater mais difficiles a
démontrer.

Nous donnons ici des résultats sur la concavité logarithmique des suites que nous avons
introduites dans la section précédente.

THEOREME: Les suites suivantes sont fortement p, g-log concaves: (PSj 4[n, KD, eNs
(Pep,g[n, k) ez (Pep,gln,m, k]),,eNs (PSpqln,m, k]), cN €t (PSpqln,m, k]), . cN-

Les suites (PSp,q[n, 1 — k]),.cN» (Pcp,q[n,n — k]),.cN €t (Pcp,q[n, k]),,cN ne sont pas p, g-log
concaves. De plus, si ng > n;,

Pep,qln1 — 1,k]Pepqlne + 1,k] <pq (p+ Q)nz_nﬁl’pcp,q[nla k|Pcp,q[nz, k). (4.3)

DEMONSTRATION: Nous donnons un apergu du type de preuves que nous avons
utilisées pour démontrer chaque résultat.
Puisque

Pcﬂ.q[na k] =en—k(l,p+ [l]p,qap2 + [2]p,q1 e ’pn—l +[n— 1]p,q)
et PSp,q[n, k] = hn_k(p + [Up,g, P* + 2lp,gs- - -, P* + [Klp,a),

la p, g-log concavité forte de PSpq[n, k] en n et de Pcpq[n, k] en k découle de propriétés
semblables sur les fonctions symétriques (cf [dM]). De méme, l'identité (4.3) découle d’un
résultat de L. Habsieger [Hab] sur les fonctions symétriques élémentaires.
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Pour la p, g-log concavité forte des autres suites, nous utilisons des preuves injectives.
Ainsi, pour démontrer I'inégalité

Pep,q[n,m1 — 1, k]Pcp,g[n, ma + 1, k] <pq Pep,g[n, ma, kJPcy q[n, ma, k],

avec n > my > my > k par exemple, nous avons construit une injection de I’ensemble
Tdg(n—1,n—k,n—my+1) x Tds(n - 1,n — k,n — mg — 1) vers 'ensemble
Tds(n—1,n— k,n—m1) x Tdg(n — 1,n — k,n — my), conservant le p, g-comptage.
Finalement,
Pep,q[3, 2Pcp,q13, 2] — Pep gl4, 31Pcy,q[2, 1] = 2p + 20 + 29 + pg + p°q — ¢ — pq?
= psp,q[3: 2]’PS,,,q[3, 2] - Psp,q[4: 3]735?,9[2, 1
et Pep,q[2, 1]Pcp,g(2, 1] — Pepg[3, 1|Pepq[3,1] = 4+ p— 20> —p° — pg — 2¢

montrent que les suites (PSp q(n,n — k) neNs (Pep,gln,n — k])nGN et (Pcp,q[n, k), cN ne

sont pas p, g-log concaves. a

CONJECTURES: les suites (Pcp,q[n, m, k]) N> (PSp,qln,m, k)N et
(PSp,qln, k]) kN sont fortement p, g-log concaves. De plus, si nz > n1, on a

Pepg [n1—-1,m, k]PcP.q [n2+1,m, k| <ra (p+q9)™ —n1+17>cp,q [n1,m, k]Pchq [n2,m, k. (4.4)

REFERENCES

[Br] BRENTI, Francesco, “Unimodal, Log-Concave and Pélya Frequency Sequences in
Combinatorics”, version revisée de sa these de Ph.D., MIT, 1988, 158 p.

[Butl] BUTLER, Lynne M., “A Unimodality Result in the enumeration of Subgroups
of a finite Abelian Group”, Proceedings of the American Mathematical-
Society, Vol. 101, No 4, décembre 1987, pp. 771-775.

[But2] BUTLER, Lynne M., “The g-log concavity of g-binomial coefficients”, J. Comb.
Theory, Série A 54, 1990, pp. 53-62.

[Ca] CARLITZ, L., “On abelian fields”, Trans. Amer. Math. Soc. 35, 1933, pp. 122-136.

[Ch] CHEN, W. Y., “Context-free grammars, differential operators and formal power
series”, Actes du Colloque sur les séries formelles et la combinatoire algé-
brique, 1991, pp.145-160.

[Co] COMTET, Louis, “Nombres de Stirling généraux et fonctions symétriques”, C. R.
Acad. Sc. Paris, t. 275, 1972, pp. 747-750.



103

[dM] DE MEDICIS, Anne, “Unimodalité et concavité logarithmique pour des suites de
nombres classiques et leurs ¢g-analogue”, mémoire de maitrise de 'UQAM,
septembre 1989.

[dML1] DE MEDICIS, A. et LEROUX, P., “A unified combinatorial approach for ¢g-(and
P, g¢-)Stirling numbers”, J. of Stat. Planning and Inference, & paraitre.

[dML2] DE MEDICIS, A. et LEROUX, P., “Sur les nombres de Stirling généralisés”, en
préparation.

[Hab] HABSIEGER, L., “Inégalités entre fonctions symétriques élémentaires: applications
& des problémes de log concavité”, Discrete Math., & paraitre.

[Lel] LEROUX, Pierre, “Catégories triangulaires: exemples, applications et problemes”,
Rapport de recherche, Université du Québec & Montréal, juillet 1980, 72 p.

[Le2] LEROUX, Pierre, “Reduced Matrices and ¢-log Concavity Properties of ¢-Stirling
Numbers”, J. Comb. Theory, Série A 54, 1990, pp. 64-84.

[OH] O’HARA, Kathleen M., “Unimodality of Gaussian coefficients: a constructive
proof”, J. Comb. Theory, Série A 53, 1990, pp. 29-52.

[ReWa] REMMEL, J.B. et M. WACHS, “p, g-analogues of the Stirling numbers”, private
communication, 1986.

[Sal] SAGAN, Bruce E., “Inductive and Injective Proofs of Log Concavity Results”,
Discrete Mathematics 68 (1988), pp. 281-292.

[Sa2] SAGAN, Bruce, “Inductive Proofs of g-Log Concavity”, en préparation, 1988, 19 p.

[Sta] STANLEY, Richard P., “Log-Concave and Unimodal Sequences in Algebra, Combi-
natorics, and Geometry”, Annals of the New York Acad. of Sc., & paraitre,
79 p.

[TT] TOADER, Silvia et TOADER, G.H., “Generalized Stirling Numbers”, Studia Univ.
Babes-Bolyai Mathematica, XXXIII, 1, 1988, pp. 50-53.

[V1] VOIGT, Bernd, “A local limit theorem for generalized Stirling numbers”, Rev. Rou-
maine de Math. Pures, App. 35, no 2, 1990, pp. 161-172.

[V2] VOIGT, Bernd, “A common generalization of binomial coefficients, Stirling num-
bers and vGaussian coefficients”, Proc. 11th Winter School on Abstract
Analysis (Zeleznd Ruda, 1983). Rend. Circ. Mat. Palermo, Suppl. no 3,
1984, pp. 339-359.

[Ze] ZEILBERGER, Doron, “A One-line High School Algebra Proof of the Unimodality
of the Gaussian Polynomials [}] for k < 20”, en préparation, février 1988,
6 p.




105

GROUPES DE MAGNUS: APPLICATIONS

GERARD DUCHAMP

LITP/LIR t, Institut Blaise Pascal
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2, place Jussieu, 75251 Paris Cedez 05

Résumé: La transformation de Magnus classique a—1+a a son image dans un groupe de séries
formelles non commutatives remarquable: le groupe de Magnus. On étudie ici les propriétés des groupes
associés aux monoides localement finis et particuliérement celles qui se transmettent a leurs sous groupes.
Enfin, on détermine toutes les ccongruences qui sont compatibles avec la transformation de Magnus.

Abstract: Magnus’ classical transformation, that is to say the substitution e—1+a takes its values in
a remarkable group: the Magnus group. We study here the properties of the groups associated with locally
finite monoids, particularly those who hold for subgroups. We also chartacterize all the congruences being
compatible with Magnus transformations.

1. Introduction

Magnus avait découvert [MKS][Bol][CM] que la transformation ¢ — 1 4+ a (qui est
aussi la partie réguliere & ’ordre 1 de I’exponentielle ) permet d’identifier le groupe libre
4 un sous groupe de ’ensemble des séries formelles (non commutatives) de terme constant
1 (lee groupe de Magnus ).Si la notion de transformation de Magnus ne peut s’étendre, en
caractéristique zéro, qu’au cas des commutations partielles (1) , en revanche celle de groupe
de Magnus se généralise trés bien & tous les monoides localement finis.

On étudie ici les propriétés héréditaires de ces groupes (plus petite racine, suites
centrales, ordonnabilité) en vue de les appliquer & des plongements du type de celui de
Magnus. Enfin on montre que, en caractéristique zéro la transformation ne peut s’adapter
telle quelle qu’aux commutations partielles.

f Ce travail est aussi supporté par le PRC de Math-Info.
(1) Le monoide partiellement commutatif a été introduit par P.Cartier et D.Foata [CaFo] pour des raisons

combinatoires et X.Viennot [Vi] en a donné une interprétation trés suggestive en termes d’empilements.
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2. Préliminaires

A) MONOIDES ET GROUPES PRESENTES

Soit M un monoide, une congruence sur M est une relation d’équivalence = compatible
avec sa loi [cf Eil]. Si A est un alphabet et R = (u;,vi)ier € (A*xA*)! est une famille
de couples de mots de A* on notera =g la congruence engendrée par R, c’est a dire
la congruence la plus fine telle que (Vi € I)(u; = v;). On définit alors < 4;R > (ou
< A; R >Mon lorsqu’une confusion est & craindre), le monoide présenté par le relateur R,
comme A*/ =g . Il est immédiat que ce monoide posséde la propriété universelle suivante:

MP) Soit ¢ : A* — M (M monoide quelquonque) un morphisme tel que
(Vi € I)(4(u) = ¢(v)) alors il existe une factorisation unique de ¢ & travers < A;R >
soit: )

A* -—¢—» M
< 4;R >Mmon
fig.1
Remarque 2.1: La congruence = est dite homogéne ssi v = v = |u] = |v] . Il est
immédiat que =g est homogene ssi (Vi € I)(|ui| = |vi]) . Que = soit homogéne entraine

aussitdt P’existence d’une fonction longueur & valeurs dans N (c’est & dire d’un morphisme
A: M — N tel que A71{0} = {1}).

De méme soit F(A) le groupe libre engendré par un alphabet A et
R = (uj,vi)ier € (F(A)xF(A))', une famille de couples dans F(A), on notera < 4;R >
(ou < A;R >g; lorsqu’une confusion est & craindre), le groupe présenté par le relateur
R, comme < 4;R >= F(A)/Hg ol Hg désigne le sous groupe distingué engendré par la
famille (u;v;");ies. On a immédiatement une propriété similaire 3 (MP) qui est:

GP) Soit ¢ : F(A) — G (G groupe quelquonque) un morphisme tel que
(Vi € I)(4(u:i) = ¢(v:)) alors il existe une factorisation unique de ¢ a travers < 4;R >
soit:

Fl4) —2 . M

J

<A;R >Gr

fig.2
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Pour ces notions de structures présentées on pourra consulter [Bo2].

B) MONOIDES LOCALEMENT FINIS

Si k est un anneau et M un monoide. On peut définir la convolution de deux éléments

de kM par la formule:
frgw)= Y f(u)g(v)
LV=w .

cette opération n’est que partiellement définie et n’a de sens, en dehors d’une structure
supplémentaire, que si la somme du deuxiéme membre est finie. Dans la suite on notera
k[[M]] au lieu de k™, fg au lieu de f * g et, pour un élément f € k[[M]], (f|m) au lieu
de f(m), enfin f = Zme m(flm)m [DK1]. Les monoides localement finis sont la classe de
monoides o l’opera.txon de convolution est partout définie dans kM et ou tout élément de
terme constant 1 est inversible ( ci-dessous lemme 3.1).

Définition 2.1: [Eil] On dit qu’un monoide M est localement fini ssi:

@) =0

n>1

Remarques 2.2: 1) Un monoide & longueur (& valeurs Ry cf rem.2.1.1) est localement
fini si sa fonction longueur est bornée inférieurement sur une de ses parties génératrices.
Cette condition est nécessaire si M est finiment engendré.

2) Un monoide localement fini n’admet pas nécessairement de longueur comme le montre
P’exemple du monoide:

< a,b;a® = aba, b? = bab > pon

3) En fait, M est localement fini ssi il admet une "fonction d’ordre” w, & valeurs entiéres,

suradditive (LF1) et séparante (LF2).

LF1) w(fg) 2 w(f) +w(9g) LF2) w(f) =0<4= f=1
4) Si M =< A;R > avec A fini alors:
M est localement fini <= les classes de =g sont finies

3. Groupes de Magnus d’un monoide localement fini

A)DEFINITIONS

Lorsque M est localement fini, les unités de k[[M]] sont d’une caractérisation comode.

Lemme 3.1. S est inversible dans k[[M]] (pour la convolution) ssi (S|1) est inversible
dans k.

Preuve: Immédiat en utilisant (1 - H)™1 =Y, H® []

D’ou la définition suivante:

Définition 3.1. Soit M un monoide localement fini et ¥ un anneau. On appelle groupe
de Magnus (& coefficients dans k) associé & M le groupe:

1+ 9 [[M]] = {S € k[[M]}|(S]1) =1}

Remarques 3.1: 1) Avec les notations précédentes on a donc:
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M [[M]] = {S € K{[M]]|(S]1) = 0}
c’est un idéal bilatére de k[[M]] (I'unique idéal maximal lorsque k est un corps).
2) Lorsque k = Q (ou, plus généralement, que k est une Q-algebre) les séries
n Hﬂ
log(1+ H) = Z (—1)"“%— et exp(H)= Z -
n>1 n>0

sont définies pour H € M;[[M]]. On a donc deux applications réciproques 'une de 1’autre
MY £ 14 ()
qui vérifient, si H K = KH, les identités:
log(1+ H)(1+ K) = log(1 + H) + log(1 + K) ezp(HK) = exp(H)ezxp(K)

ceci permet de démontrer, dans le groupe de Magnus, des propriétes concernant les racines
d’un élément.

B)PLUS PETITE RACINE

On définit, sur un monoide M, les propriétés suivantes:
Définition 3.2. RU) "racine unique”: Pour tout n > 1, application ¢ —s z" est
injective.
EB)”exposants bornés”: Pour tout g € M+(= M — {1}), I'ensemble
E(g) = {n e N|(3r € M)g =r"}
est borné dans N.

Remarque 3.2:1) Si M vérifie (RU) ou (EB), il en est de méme de chacun de ses
sous-monoides .

2) (EB) et (RU) sont indépendantes dans la catégorie des groupes (et donc des
monoides). Par exemple Q vérifie (RU) mais pas (EB) et < a,b;a? = b? >g, vérifie
(EB) (cf preuve de Prop.4.3, la forme normale vaut aussi dans G, avec n € Z) mais pas
(RU), en effet on a (aba~*)? = b? bien que aba=! # b.

Proposition 3.1. Soit M un monoide localement fini alors:

1) Si k est une Q-algébre 1 + M[[M]] vérifie (RU)

2) 1+ Mz[[M]] vérifie (EB)

Preuve: 1) Immédiat par application du logarithme.
2) Soit w, la fonction d’ordre sur M (cf rem.2.2.3). Pour tout g # 1 dans 1+ Mz [[M]]
notons n, = inf{w(m)|m € M* N supp(g)} on a:

g=1+ Y (gmm+ > (smm=1+g+g"
w(m)=n, w(m)>n,

et, de méme, si 7" =gonar #1 et on écrit r = 1+ 7' 4+ r”. Alors g' = nr' soit n divise
les coefficients (g|lm) pour tout m € supp(g'), ce qui prouve 2). []
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Remarques 3.3: 1) Le point 1) de la proposition précédente ne vaut plus en carac-
téristique quelconque méme pour un monoide & longueur comme le montre le cas de:

k=Z/pZ et M =< a,b;a?b=ba’? >pon

pour p premier.
2) On peut montrer que, dans le cas d’un groupe nilpotent G:
G vérifie (RU) <= G est sans torsion
Ce n’est évidemment pas le cas pour un groupe quelconque puisque le groupe 1+ [[M])
de ’exemple précédent est sans torsion.
3) 1+ Mz[[M]] est un sous-groupe de 1 + Mg|[[M]] et vérifie donc aussi (RU).

(RU) impose une certaine ”rigidité” aux sous groupes cycliques dont fait partie un
élément g # 1 donné. Plus précisément:

Proposition 3.2. Soit G un groupe et, pour tout g € G — {1}, soit H(g), la réunion
des sous-groupes cycliques qui contiennent g. Alors:

1) (RU) <= pour tout g # 1, H(g) est un sous-groupe de G isomorphe & un sous-groupe
de Q

2) (RU)+(EB) équivaut a:

pour tout g # 1, H(g) est isomorphe & Z.

Preuve:1l) =) Nous nous plagons sous I’hypothése (RU).

E(g) = {n € N|(3r € M)/g = r™} est alors stable par PGCD. Soit g # 1 un élément fixé
et I le plus petit sous-groupe de Q x G stable par extraction de racine (z* €' = z € T)
et qui contienne (1,g). On vérifie facilement que I' = {(p/q,7)|g? = r7} et que T est le
graphe d’un isomorphisme entre [Z : E(g)] = {p/ q}pEZ 9€E()> sous-groupe de Q, et H(g).

<) La réciproque est pratiquement immédiate: si g = u™ = v™ alors u et v commutent.
Si on avait u # v, H(uv™?!) serait non trivial, fini et isomorphe & un sous-groupe de Q ce
qui est évidemment impossible.

2)=>) (EB) entraine que E(g) admet un plus grand élément go que divisent tous les
autres alors H(g) = (Z: E(g9)] = {p/a0}rez = Z

<) Si H(g) & Z on a évidemment (RU). D’autre part, soit r un des deux générateurs
de H(g), on peut écrire g = r"(n € Z — {0}), une vérification immédiate montre que E(g)
est I’ensemble {d € N|d|n} []

Définition 3.3. Dans le cas 2) ci-dessus 'unique générateur r de H(g) tel que g = r"
avec n > 0, s’appelle la plus petite racine de g et est notée |/g.

Remarques 3.4: 1) Tout sous-groupe G d'un groupe de Magnus 1 + Mz [[M]] vérifie
(RU)+(EB) il y a donc existence, sur G, d’une fonction

2) Plus généralement on dira qu’un élément g d’un semigroupe S admet r pour plus
petite racine avec ’exposant e ssi

g=r(c€N*) et (VzeS)z"=g=>nle et z=r/")

on voit alors que r et e sont uniques. On pose alors r = /g et e = e(g) (cf [Lot] pour
S = A* et [DK3) pour le monoide et le groupe partiellement commutatifs libres).
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C) SUITES CENTRALES

Sur tout groupe G, on peut définir une deuxiéme loi, le commutateur de deux éléments
par:
(u,v) = uvu~lv?
On étend cette loi aux sous-groupes de G en posant, pour deux sous-groupes H et K que
(H,K) est le sous-groupe engendré par les commutateurs (u, V), ,)enxk- On dira qu'une

suite décroissante (G'n)n>1de sous-groupes de G est centrale (N-suite dans [Laz]) si:
Gi=G et (Gna Gm) C Guim

(on pourra également consulter [Bol] pour un concept un peu plus général dont nous
n’aurons pas besoin ici).

L’interét des suites centrales est qu’elles offrent un véritable "calcul des commutateurs”
permettant de controler le "défaut de commutation” des éléments. Ceci permet, en
pa.rt:cuher, de linéariser la situation en associant une algébre de Lie & (Gn)n>1 - Il est
a noter que ce calcul est d’autant plus aisé (et d’autant plus fin) que les éléments du
groupe se prétent a toutes les facilités des "développements limités” en étant justement
des séries, c’est bien souvent le cas lorsque I'on plonge un groupe dans un groupe de Magnus
approprié, les suites centrales étant alors des suites de sous-groupes de "dimension”, c’est &
dire induites sur un sous-groupe par (1+9MZ[[M]])a>1 dont nous allons parler maintenant.

Proposition 3.3. Soit £ un anneau et M un monoide localement fini. Alors:

1) ME([M]] = {S € k[[M]]lw(m) < n = (5|m) = 0}

2) La suite (1 + ME[[M]])n>1 est centrale

3) 1+ Mp([M]]/1 + M {[[M]) & ling(M*™ — MH+D) o3 ling(X) désigne le module
librement engendre par X.

Preuve: 1) Récurrence sur n.

2) Soient H € ML [[M])K, K€ M{[[M]] on a:

QI+H)Q+K)(QA+H) ' =1+ K+ [HK|+(1+H)) (-H)"=1+K+[H,K]+R

n>2
avec R € ML [ M]] d’ot

(1+H1+K)=(1+K+[HK+RQ1+K)? =1+ [HK](1+K)™ +R(1+K)™!

ce qui démontre le résultat.

3) Vient de l'application ¢ : 1 + MP[[M]] — ling(M*" — M+(»+1)) définie par
$(1+ H) = ¥, (m)y=n(HIm)m dont on vérifie immédiatement qu’elle est surjective et
de noyau 1+ MFH[[M]].

Remarques 3.5:1) La filtration centrale (149 ([[M]])n>1 n’est pas en général la suite
centrale descendante de 1 + 9[[M]] méme quand M A* [Bol].

2) Certains résultats peuvent se généraliser (sous certaines conditions) & un idéal 9t
d’une algébre A tel que (1,5, M" = {0}, mais on a plus nécessairement les propriétés de
plus petite racine et seulement 1 + 901" /1 + M+ = g» Jopn+1,
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3) Soit p un nombre premier. Sur un groupe G on définit la topologie p-adique [Hall] par
ses voisinages de 1 qui sont les sous-groupes distingués H tels que G/H soit un p-groupe
fini . Si G' est un sous-groupe de G et que la topologie p-adique est séparée sur G, il en est
de méme de la topologie p-adique sur G'. La proposition 3.3.3) montre que lorsque k = Z
ou Z/p"Z la topologie p-adique est séparée dans 1 + M [[M]].

D) ORDONNABILITE

Une autre propriété que possédent certains groupes de Magnus et tra.nsm.\ssxble aux
sous-groupes est ’ordonnabilité.

Définition 3.4. On dira qu’un monoide M est ordonné par une relation d’ordre < si
cette relation est compatible avec la loi de M c’est a dire vérifie identiquement:

z<y et z<t=>zz<yt

Supposons que M soit muni d’une relation de bon ordre < compatible avec sa structure.
Pour H € k[[M]] — {0} posons »(H) = min(supp(H)). On peut alors ordonner le groupe
de Magnus & coefficients dans Q.

Proposition 3.4. Avec les notations ci-dessus la relation d’ordre strict sur 1+ 9Mg[[M]]
définie par:

1+H<1+K & y(H)> v(K) ou (W(H)=v(K) et (Hv(H))< (Kv(K))

est totale et compatible avec la structure de groupe de 1 + Mg[[M]] [Bo3][Mu].

Preuve: On observe facilement qu’un ordre sur un groupe G est entiérement caractérisé
par le céne positif c’est & dire I’ensemble

P={geGlg>1}
(cf [Bo3][Mu)). 1 suffit alors de vérifier les propriétés suivantes de P:
(OTG) PPCP; (Vg € G)(gPg~* CP) ; PNP =0 PUP'=G-{1}
On définit alors la partie:
P ={1+H €1+ Mg[[M])|(H|v(H)) > O}

et on vérifie ensuite facilement les propriétés (OTG) ci-dessus et que (1 + H)™}(1+ K) €
P& 14+ H <14 K ce qui achéve la preuve. []

Remarques 3.6: 1) On peut évidemment remplacer Q par un anneau totalement
ordonné.

2) Un groupe (totalement) ordonnable vérifie RU) car z < y = z™ < y™ pour tout
n>1.
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3) Dans la construction précédente on peut remplacer le fait que M soit bien ordonné
par la condition plus faible que M soit totalement ordonné mais il faut alors se restreindre
aux séries & support bien ordonné 1 + Mg" ©[[M]] ("séries de Malcev”) dont on montre
aussitét qu’il forme un groupe grice aux lemmes de Malcev (cf [Neu]).

Le fait qu’un groupe G soit totalement ordonnable présente un interét majeur: Q[G)] (ou
k[G] si k est un corps ordonné) peut alors étre plongé dans un corps gauche, ce qui permet
d’appliquer les techniques de 1’algébre linéaire. Dans la méme année 1990, cette technique
a été employée deux fois & des questions de décidabilité [HK][Va].

4. Applications

A) PLONGEMENT DU GROUPE PARTIELLEMENT COMMUTATIF

Soit A un alphabet sur lequel on donne une relation 9 irréflexive et symétrique
(9 C A% — A4,9 = 971). Le couple (A,9) sera appellé alphabet ¢ commutations (cf
[DK2]). On considére le monoide et le groupe partiellement commutatif libres:

M(A,9) :=< A;(ab = ba)(,b)es >Mon

F(A,9) :=< A;(ab = ba)(sp)es >cr

Soit k un anneau (non trivial 1 # 0). L’application uf®* : A — 1 + Mi[[M(A4,9)]]
définie par u:l" h(a) = 1+ a se prolonge d’une seule facon en un morphisme de groupe a
F(A,9) (par compatibilité avec les relateurs de F(4,)). ‘

alph

A —— 14+ M[[M(A,9)]

fig.3

Le théoréme suivant établit que u{" est un plongement:

Théoréme 4.1: u" est injective.

Description de la preuve: Les détails se trouvent dans [DK3] elle repose sur le fait
que tout élément de F(A,V) admet une représentation sous forme ezponentielle réduite
(F.E.R.) c’est & dire ¢ = a{'a3?---a3 (a; € A et a; € Z) unique aux commutations
autorisées prés quand n est minimal c’est & dire que si on a aussi g = bf 1 bg 2...b8~ avec n
minimal, les deux formes exponentielles réduites s’échangent par une chaine d’opérations
élémentaires du type:

@1, qFiglitt L g oL,
a, a;'a; 47 a,” — a, a

@ig1 o
n

i+1 @ ag" (Op)



113

avec (a;,ai+1) € 9

Commentaire:1) On aura besoin plus bas de la notion d’alphabet initial (et terminal)
sans exposant qui sont respectivement les ensembles

AISE(g) = {a € Alg admet une F.E.R. de la forme a®a3?---ap"}

et
ATSE(g) = {a € Alg admet une F.E.R. de la forme a{*a3?---a®}.

2)F(A,9) peut donc se concevoir comme un sous-groupe des groupes 1+ M [[M(A,9)]]
et en hérite donc certaines propriétés que nous allons maintenant préciser dans chaque cas.

B) PLUS PETITE RACINE

Le plongement F(A,9) — 1+Mz[[M (A, 9)]] assure I’existence d’une fonction plus petite
racine (cf [DK3)) & lintérieur de F(4,9). La forme ezponentielle réduite se préte bien au
calcul effectif de cette fonction (mais mal a la démonstration de son existence)

Soit ¢ € F(A,d), supposons g donné sous forme d’un produit g = “1 a2 --atm
avec a; € A et €; € {—1,1}. La forme exponentielle réduite ¢ = a7*a3?---a3" se
calcule en temps linéajre avec un algorithme évident de regroupement des facteurs.
Soit r = ,/g, 7 a un conjugué h dont la forme exponentielle réduite peut se mettre
(avec les opéra.tions élémenta.ires ?Op” comme dans la preuve de Th.4.1) sous la forme
borbBr ... pBeci el - . Y tel que AISE(BP b2 ... 08:) N ATSE(bP 652 .- b8+) = 0 et que
les lettres ci commutent avec toutes les autres lettres de h. Il est 1mmed1a,t qu’alors la
F.E.R. de h* est (021552 ... pfe)kctn el . k% Ceci fournit un algorithme commode de
calcul de la plus petxte racine de g. On met d’abord g sous la forme:

g=Wafad? ---a®*clicP - W = WUCW™?

Ce qui vient d’étre dit montre qu'’il existe un représentant (équivalent par application

des opérations élémentaires "Op” ci-dessus) de ad*ag?---a2* qui est périodique et VU
est alors sa période. Ensuite c¢)*c)?---c* étant complétement commutatif, sa racine
est c;"/dc;”/d ¢*/? otr d = ged(y1,72,--+ 1) . Comme VU et +/C commutent on a

Ji= WJ‘“‘”” "\/‘C‘C” *W-1 avec k = gcd(e(U),e(C))
B) CONSTRUCTION D’UN ORDRE DECIDABLE SUR F(4,Y)

On sait que les monoides libres sont totalement ordonnables (par un ordre lexi-
cographique par exemple). R.Cori et D.Perrin [CP] ont donné une maniére trés simple
de plonger un monoide partiellement commutatif dans un produit de monoides libres.
Cette construction a été reprise par C.Duboc [Dub] sous une forme quelque peu différente
que nous reproduisons ici.

Soit (A4,9), un alphabet & commutation et 9¢ = A% —1, son graphe de non-commutation.
Une famille (Ci)ier est dite recouwvrir le graphe U° si elle en recouvre toute aréte. On
considére alors les morphismes de projection m¢,; définis par les formules:

nc;(z) =z si z € C; et m¢;(z) = 1 sinon

L’application ® : M(A,9) — [[;c;C; définie par ¢(m) = (7c,(m))ier est un

morphisme injectif [Dub)].
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On construit alors un bon ordre sur M par le morphisme ¢ : M(4,9) — N x [Lie: C:
que définit la formule ¥(m) = (|m|,¢(m)) en prenant I'image réciproque du produit
lexicographique des monoides ordonnés avec priorité sur le premier facteur. Il est facile
de voir que si aj?a3?---a2" est la forme exponentielle réduite de g € F(A,¥) on peut
décider si g est dans P en faisant le développement limité de uz(g) & 'ordre n seulement.
Les détails de cette construction peuvent étre trouvés dans [DT).

C) SUITES CENTRALES DE F(A4,9)

Les sous-groupes de la suite centrale descendante de F(4, ) sont des sous-groupes de
”dimension”. Plus précisément

Proposition 4.2: Soit (4,7), un alphabet & commutations. En identifiant F(A,9) a
son image (par (z) dans 1+ Mz[[M(A4,9)]] on a:

1) F(A,9)n = F(A,9) N1+ MZ[[M(A,9)]].

2) Les topologies p-adiques et profinie sont séparées dans F(4,9)

Preuve:1) Les détails sont dans [DK5). Elle repose sur ce que ’algébre de Lie associée
a la suite (F(A,9)n)n>1 est Lz(4,9) =< A;([a,b] = 0)(a,5)e0 >-
2) 1l résulte immédiatement du plongement (F(4,9) — 1+ Mz, pz([M(A,V)]]. Pour

la topologie profinie on remarque qu'elle est plus fine que n’importe quelle topologie p-
adique []

D) UN AUTRE EXEMPLE DE PLONGEMENT

Nous verrons tout & I’heure que, en caractéristique zéro, les seules congruences compat-
ibles avec la transformation de Magnus sont, & une section de 1’alphabet prés, les commu-
tations partielles. Dans les autres caractéristiques, par contre, on peut concevoir d’autres
relateurs. En voici un exemple.

Soit G =< a,bja> = B >gr et M =< a,b;a® = b2 >pron, il est immédiat
que M est un monoide & longueur pour le quotient de la longueur canonique sur
{a,b}*. M est donc localement fini. Il résulte de la compatibilité de la transformation
de Magnus avec la présentation de G et qu'il existe un unique morphisme de groupes
pG : G — 1+ Mz /53[[M]] tel que pg(z) =1+ z pour z € {a, b}.

Proposition 4.3: ug est injective

Preuve: Il est immédiat que tout élément de G peut s’écrire ¢ = a"(ba)*b* avec
n € Z,k € N,e € {0,1}. La représentation étant unique dans M avec n € N car c’est
la forme normale lexicographique (i.e le plus petit élément de la classe de congruence
pour l'ordre lexicographique standard). Ecrivons n = 2"*("n; avec n; # 0[2] et de
méme k = 2“2k avec k; # 0[2). Soit g = a™(ba)*b* # 1 on a alors pg(a™(ba)kb) =
1+ azm"))"'(l 45220 4 g2 (ba)zvz(k))f(l + b)° dans le développement duquel
on a immédiatement que le mondme a?>(ba)2"*“’b¢ est obtenu une seule fois avec le
coefficient 1 et, par suite, pg(g) #1. [J

Corollaire 4.4: Le groupe G est résiduellement nilpotent. Les topologies 2-adique et
profinie sont séparées sur G. :

Preuve: Elle est immédiate grice au plongement précédent et & ce qui a été dit en
remarque 3.5.3 . []



115

5. Congruences compatibles avec la transformation de Magnus

On l’a vu, la transformation de Magnus est un outil extrémement commode pour calculer
dans certains groupes présentés. L’exemple précédent montre que certains relateurs (ici
a? = b?) sont compatibles avec cette transformation pour des caractéristiques convenables.
Cependant, nous allons le voir, seules les commutations partielles sont compatibles en
caractéristique zéro, ceci nous permettra d’en déduire le théoréme de limitation [DK4].
Mais formalisons d’abord le probléme. ,

Soit = une congruence sur A"‘ et k un anneau, le morphisme 7= : A* — A / = s’étend
par linéarité aux a.lgebres en & : k < A >— k[A*/ =]. La relation d’équivalence définie
par l'application 7£, prolongeant = on notera P = Q pour 75 (P) = 7£(Q).

Définition 5.1: On dira qu’une congruence est compatible avec la transformation de
Magnus 3 coefficients dans k ssi:

u=v=>pu(u) = pr(v)

Ou yi : A* — k < A > est le morphisme défini par ui(a) =1+ a pour a € A.
Ceci équivaut a l’existence d’une fléche 7= rendant commmutatif le diagramme suivant:

A 2, k<as>

Nous pouvons alors énoncer:

Proposition 5.1: Si k est de caractéristique zéro , une congruence (sur A*) est
compatible avec la transformation de Magnus ssi elle est engendrée par des relateurs du
type (a; = b;) et (a;b; = bja;) (ai, bi,a;,b; € A). En particulier le monoide A*/ = est un
monoide partiellement commutatif.

Preuve: Remarquons d’abord qu’on se raméne aussitét & £ = Z puisque les images
de la transformation de Magnus sont des polynémes & coefficients dans Z.1x. Montrons
alors le sens: compatible — relateurs du type (a; = b;) et (ajb; = bja;); (la réciproque
étant une simple vérification) et plagons nous sous I’hypothése oli = est complatible avec
la transformation de Magnus.

La démonstration comprend 6 étapes.

1): La congruence = est homogene.

En effet, si u = v alors ux(u) = m,-(v? et donc 7E(ui(u)) = w_(;zk(v)) et, en spécialisant
tous les mots de A*/ = en 1z, 2/*| = 2"l c’est & dire Ju| =

La congruence étant homogéne on notera =" la relation d’équiva.lenoe induite sur A" et
==" ]a congruence engendrée par les relations u = v pour |u|, |v| < n.
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2): Réduction du probléme

Considérons un sous-alphabet S C A qui soit une section de la relation d’équivalence
=) on a alors un isomorphisme naturel S*/ =g—+ A*/ = ( =g désigne la congruence
induite sur S*) et on vérifie facilement que =g est aussi compatible avec la transformation
de Magnus. Le résultat sera donc prouvé si on démontre que =g est une congruence
partiellement commutative.

3): =5 est multihomogeéne. _

En effet pz(u) = 14+ 3¢5 |u|,.a + Y termesdelongueur > 2 ou ||, désigne le degré
pa.rtlel en la lettre a. La comparaison avec uz(v) montre que 3, ¢ |ulea = Y, ¢ [v]aa ce
qui, en raison de I'indépendance linéaire des lettres entraine, la propriété:

u=gv=>(Va € A)(Juls = |v|a)

une telle congruence est dite multihomogéne.

Dans la suite on notera = au lieu de =g.

4): = est simplifiable.

En fait, montrons la propriété plus forte que $*/ = se plonge dans son groupe de
Magnus. De la commutativité du diagramme (fig.4) on déduit un morphisme y : §*/ =—
1+ Mz[[S*/ =]} dont a une section facilement en considérant I'unique terme de degré
dominant dans les transformés des éléments de S*/ =.

5): Contradiction

Il suffit maintenant de montrer que ====2. Supposons que ce ne soit pas le cas, on
aurait alors un contrexemple de longueur minimale u = v tel que u #=? v et donc |u| > 3.
On peut écrire u = uja,,a, € A et v = via,w avec a, ¢ Alph(w) . On ne peut avoir
w = 1 sans quoi, comme = est simplifiable, ceci entrainerait u; = v; puis u; =<2 v; en
raison de la minimalité du contrexemple et enfin u =<2 v, contredisant ’hypothése. En (6)
on va montrer qu’on peut toujours se ramener & ce cas, ce qui entrainera I’impossibilité
d’un contrexemple minimal, démontrant a.insi la proposition. 6) a, commute avec w.

Posons d = |ul,, = |uls, et w = wywy- . Pour toute lettre w;, le mondme a,%w;
qui figure dans p(v) figure aussi dans u(u). On a donc, en raison de la multihomogénéité,
anw; = a,% Jw;a,’ et j > 1 & cause de la forme de u. Ceci entraine wian? = apniw;.
En prenant les logarithmes des transformés dans 1 + Mg[[S*/ =], on en déduit que
wia, = apw; [J

La proposition précédente a un corollaire important, le théoréme de limitation [DK4] qui
montre que les seuls relateurs qui soient & la fois des relateurs monoidaux (du type u = v
avec u,v € A*) et de type de Lie (du type P = 0 avec P € L(A)) sont des commutations
partielles. Pour préciser le probléme donnons deux définitions.

Définition 5.2: [DIK4] Soit k un anneau, A un alphabet, et J un idéal de k < A >. On
dira que J est monoidal s’il est engendré par une famille (u; — v;) avec u;,v; € A*. On dira
que J est de type de Lie s'il est engendré par une famille P; avec P; € Li(A).

Théoréme 5.2:[DK4] On suppose k de caractéristique 0. Alors, si J est a la fois
monoidal et de type de Lie, J est engendré par une famille de différences du type a; — b;
et a;b; — bja; (ai,a;,bi,b; € A). En particulier l'algébre k < A > /J est uhe algtbre de
polynémes partiellement commutatifs.
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Preuve: Comme J est de type de Lie le coproduit classique
c:k<A>—0 k< A>Q®k < A > défini sur les lettres par ¢(z) = z2Q®@1+1Q =
passe aux quotients.

Or J est monoidal et donc engendré par une famille R = (u; — v;) de différences de
mots. Soit = la congruence engendrée par R. On sait [Thi] que le morphisme naturel
k[A*/ =) — k < A > /J est un isomorphisme. Il y a donc un coproduit de bigebre
c= : k[A*] =] — k[A*/ =] Q@ k[A*/ =] tel que c=(z) = 2®1+ 1@z pour z € A. On
obtient alors la transformation de Magnus de < A;R >Mon= A*/ = & coefficients dans k,
en considérant la composition a0c= ou « est I'application a : k[A*/ =] @ k[A*/ =] —
k[A*/ =] définie par a(u®v) = v pour u,v € A*/ =. La congruence = est donc compatible
avec la transformation de Magnus, ce qui, en caractéristique zéro, entraine le résultat. []

Conclusion:

On peut construire d’autres plongements & partir de la transformation de Magnus.
Par exemple, en prenant k = Q, on peut diviser indéfiniment les générateurs (équivalent
partiellement commutatif du groupe des mondémes de Puiseux) ce groupe peut se réaliser
& partir des formes exponentielles réduites en considérant des puissances fractionnaires.

D’autre part, en prenant k = Z/pZ on peut plonger le groupe de présentation
< A;(a? = 1)4eT,(ab = ba)(ap)es > (ol T est un sous-alphabet de A) dans les unités de
k << A,9 >> /J ot J est unidéal bilatére qui se décrit aisément (voir un premier travail
dans [An]). Enfin, on peut remarquer que, dans le cas du groupe partiellement commutatif
libre, les images de la transformation de Magnus sont des séries toutes reconnaissables, il
serait donc & faire une étude précieuse du rang de p(g) en fonction de g.
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Interprétations combinatoires des nombres de Genocchi
et
propriétés de symétrie

Guo-Niu HAN

Université Louis-Pasteur
7, rue René Descartes
67084 Strasbourg

RESUME. — Dumont [Dum] a donné une interprétation des nombres de Genocchi
en termes de comptages d’applications excédantes et surjectives de l'intervalle [2n]
sur le sous-ensemble des entiers pairs 2[n]. Dans cet article, on propose une méthode
nouvelle pour batir une famille plus étendue d’interprétations combinatoires de ces
mémes nombres contenant en particulier la précédente. Les nouvelles interprétations
ont toutes la propriété de symétrie qu’avaient établie pour la premiére fois Dumont et
Foata [DumFoa). Enfin, une propriété de symétrie pour la statistique trivariée nombres
de points “maximaux”, “fixes” et “surfixes” est établie pour la premiére fois.

ABSTRACT. — Dumont [Dum] has given an interpretation of the Genocchi numbers
by showing that they counted the excedent and surjective mappings of the interval
[2n] onto the subset 2[n] of the even integers. In the present paper a new method is
proposed that yields a larger family of combinatorial interpretations of those numbers.
The symmetry property of Dumont’s interpretation also holds for that new family.
Finally another symmetry property is derived for the trivariate statistic number of
“maxima”, “fixed” and so-called “surfixed” points.

1. Introduction et Notations
Les nombres de Genocchi (G2z)n>1 peuvent étre définis par la fonction
génératrice exponentielle :

t2n

2t n
G(t)= g =t+ g(—l) (2n)!G2,.,
n21

les premiéres valeurs étant reproduites dans le tableau suivant :

n|1234 5 6 1
Gy |1 1 3 17 155 2073 38227

Depuis Dumont[Dum], on connait plusieurs interprétations combina-
toires de ces nombres, reposant sur le théoréme suivant :
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THEOREME 1.1 (DUMONT). — Notons A, lensemble de toutes les
applications ezcédantes (i.e. pour tout i, f(3) 2 i) définies sur [2n] et
surjectives sur 2[n]. Alors, |An| = Gont2. [J

Dumont et Foata [DumFoa] ont donné un raffinement de ce théoréme.
Soient f une application appartenant & A, et i un élément de [2n—2], on
dit que ¢ est un point saillant de f, si

1<k<i implique f(k)< f(i) < 2n;

un point fize si f(i) = i; et un point mazimalsi f(i) = 2n. On desxgne par
sai(f) (resp. fix(f), max(f)) le nombre de points saillants (resp. fixes et
maximaux) de I'application f.

THEOREME 1.2 (DUMONT-FOATA). — Pour tout entier n > 1, soit
Fo(z,y,2) la fonction génératrice du vecteur (max, fix, sai) sur A, c’est-
é-dire,

Z zmu(f)yﬁx(f)zsai(f) = Fn(za Y, Z)-
f€An

Alors la suite des polyndmes (Fy(z,y,2))n30 est caractérisée par la rela-
tion de récurrence suivante :

{ Fl(za y1z) = 1;
Fo(2,y,2) = (z + y)(z + 2)Fooa(z + 1,9, 2) — 22Fuci(2,9,2) (n > 2).
D’aprés le théoréme 1.1, on a, en particulier,

(1.1) Fo(1,1,1) =|4,4| = Ganyz.

Les premiéres valeurs des polynémes Fy(z,y, z) sont données par :

F(z,y,2) =1

Fy(z,y,2) =zy + z2z + yz;

F3(z,y,2) =22y? + 2222 + 4222 + 2z%yz + 2zy%z + 2zy2?
+ zzy_+ 2z + ey’ +ylz + 22 + y2? + 2zy2.

On peut vérifier que pour tout n > 1, le polynéme Fo(z,y,2) est
symétrique en les trois variables z,y,z; ou encore, que la distribution
des statistiques “max”, “fix”, et “sai” est symétrique. Pour expliquer cette
symétrie, Dumont et Foata [DumFoa] avaient construit des involutions



sur A, qui mettaient en évidence cette propriété. Leur construction était
cependant indirecte. Le probléme qui reste ouvert est de trouver un modele
dans lequel cette symétrie apparait de facon immédiate.

Notre but ici n’est pas de fournir ce modéle symétrique, mais de
montrer qu’en réalité le modéle des applications excédantes surjectives
recéle plusieurs autres symétries, dont 'une d’entre elles est fournie par

le résultat de Dumont-Foata. Il est commode de visualiser les applications.

excédantes de [2n] dans 2[n] comme étant des parties de l’ensemble
{G,25) | 1 €4 <2 < 2n} qu'on appellera escalier (ordinaire)
pair d’ordre 2n. Dumont et Foata considéraient les seules applications
surjectives contenues dans cet escalier. On peut, en fait, introduire d’autres
familles de configurations qui ont les mémes propriétés. On aboutit ainsi
au théoréme 2.1, qui constitue le résultat principal de cet article. Chaque
famille est indicée par un vecteur U = (Uy, U, -+, Un—1) dont les éléments
sont pris dans un alphabet a trois lettres {X, Y, Z}. Lorsqu’on spécialise la
suite U & une (n — 1)-suite dont tous les termes sont égaux a X, la famille
correspondante est simplement A,,. On est amené a introduire une nouvelle
statistique sur les éléments f de An, qui compte les points surfizes, c’est-
a-dire les points i tels que 1 < i < 2n —2 et f(7) = + 1. On établit alors
(cf. section 3).

THEOREME 1.3. — La statistique (max, fix, sur) e pour fonction généra-
trice sur A, le polynéme Fy(z,y, z).

Lorsque U = (Y,Y,---,Y), la famille de configurations est toujours
An, mais le triplet de statistique devient (sur, max,fix) ( dans cet ordre).
Comme la symétrie entre “sur” et “fix” est simple (voir section 4), on
obtient la propriété de symétrie du triplet (max, fix, sur) sur A,.

En comparant les énoncés des théorémes 1.2 et 1.3, on voit qu'’il doit
exister une bijection de A, sur A, envoyant le triplet (max, fix, sai) sur
(max, fix, sur). En fait, on construit ici (cf. théoréme 4.2) une involution
f — f sur A, ayant ces mémes propriétés.

2. Les applications exédantes U-surjectives

Une application V définie sur ’escalier pair d’ordre 2n, dans 'ensemble
{0,1,z,y,2)} est appelée évaluation. Les lettres z,y,z sont des variables
commutatives et il sera commode de dire par la suite que y (resp. z,z) est
le successeur de z (resp. y, z). On écrit, par exemple, y = succz et aussi
z = succ*succz. Soit alors U = (Uy,Us,:+-,Un—1) une suite dont les
termes sont pris dans ’ensemble {X,Y,Z}. On lui associe une évaluation,
notée VU, de ’escalier pair défini par les relations suivantes :
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1) VU(2n —1,2n) = VY(2n,2n) = 1;
2) VU(2i —1,2n) =VY(2i,2n)=U; pour 1 <i <n—1;
3) VU(2i,2i) = succ(U;), VY(2i — 1,2i) = succ * succ(U;)

pour1<i:<n-1;

4)pour1<i<n—leti+1<j<n-1,

1,
vV(i,2)) =
| o

si I’ensemble formé par la ligne et
la colonne passant par le point (3,2;5)
contient les trois lettres z,y, 2;

sinon.

Par exemple, pour n = 7Tet U = (X,Y,X,X,Z,Y), I'évaluation VV
peut étre représentée par le diagramme suivant (les lettres représentant
’évaluation s’écrivent en minuscules) :

U= X Y X X Z Y
4z z|y y|lz z|lz |2z 2|y y|1 1
1210 1|1 1|0 1|0 1|1 O]z =
101 0|0 1|1 0|1 O|y =
81 1|1 0|1 1]z y
6(1 111 0|z y
410 1|z =2
2|z y
1 23 45 67 8 91011121314

Escalier pair d’ordre 14 U -évalué

Les conditions 3) et 4) ci-dessus entrainent que les double-cases ((2i —
1,25),(24,2j)) (2<i+1<j < n-1) ne sont jamais d’évaluation (0, 0).
Elles sont forcément d’évaluation (0,1),(1,0) ou (1,1).

Pour chaque i = 1,2,

-+,n, il est commode de désigner par Bf; le

sous-ensemble de I’escalier pair d’ordre 2n constitué par les points de la
ligne 2i d’évaluation non nulle, ainsi que par les points (2 — 1,2;) (resp.
(2:,25)) de la colonne (2 — 1) (resp. 2i), dont la case adjacente (2i,2j)
(resp. (2¢ —1,2j)) est nulle (2<i+1<j<n-1).



Par exemple, en reprenant la suite U précédente, les ensembles BY:
sont les cases de ’escalier ci-dessous portant le numéro 2:. (Noter que cer-
taines cases ont deux numéros, les bandes BY; n’étant pas nécessairement
disjointes deux a deux.)

1414 14|14 14|14 14|14 14|14 14|14 14|14 14
12| 22|12 12| 6,2 8,2[10,12 |12 12
10{2,10 4,10/6,00 |[s,50 |10 10

88 8|48 8 8(8 8

6|16 6|46 6 6

4 24| 4 4

212 2

12345617 8 91011121314

Escalier pasr d’ordre 14 U-numéroté

Pour ne pas confondre avec la notion d’escalier pair évalué, on dit qu’un
tel escalier pair est U-numéroté.

Soit A, ’ensemble des applications f excédantes de [2n] sur 2[n] (non
nécessairement surjectives), ou encore ’ensemble des configurations de 2n
points contenues dans ’escalier pair d’ordre 2n ayant exactement un point
dans chaque colonne.

Lescalier pair U-évalué sert & donner une évaluation VU(f) a chaque
f. On pose en effet

vV = [[ VVG £G)).

i€[2n]

L’escalier pair U-numéroté sert & définir la notion de U-surjectivité. On
dit, en effet, qu’une application f appartenant & A, est U-surjective, si
pour tout i (1 < ¢ < n), il existe au moins un point k € [2n] tel que
(k, f(k)) € BY.. Autrement dit, f est U-surjective, si, lorsqu’on superpose
son graphe sur l'escalier pair U-numéroté, on trouve au moins une fois
les numéros 2,4,---,2n sur les cases occupées par les points du graphe
de f. On note AV I’ensemble de toutes les applications f U-surjectives
d’évaluation VU(f) non nulle. Soit i € [2n]; on dit que i est un point U-
mazimal, si VU (i, f(i)) = z, que c’est un point U-fize, si VU (i, f(i)) = y et
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qu'enfin c’est un point U-surfize, si VU (i, f(i)) = z. On note maxUf, fixUf
et surUf, respectivement, le nombre de points U -maximaux, U-fixes et
U-surfixes de f. Si VU(f) # 0, on a naturellement

VU(f) = zmax”(f)yﬁx'{f)zsurltn.

On peut alors énoncer notre théoréme principal :

THEOREME 2.1. — Pour toute suite U = (U, Us,--+,Un—1), la fonction’
génératrice du vecteur (max? fix! sur’) sur AU est indépendante de U
et égale d ‘

z VU(f) = F,,(.‘L', Y,z)-

feAy
En particulier,

(21) |AY| =F.(1,1,1) = Ganya.

La figure suivante représente, par exemple, deux escaliers pairs d’ordre
6, U-évalués et U-numérotés comme indiqué.

= X U= X Y
6|z =]y y[1 1] 6[6 6]6 6|6 6]
410 1|z = 4 24[4 4
2|1z y 2[2 2

1 2 3 45 6 1 2 345 6

D’aprés (2.1) il y a donc G = 17 applications appartenant & Ay . Leurs
U-évaluations sont représentées dans ce qui suit. On vérifie bien que leur
fonction génératrice est F3(z,y, 2).

Application : 224466 224666 226466 244466 244666 246466
Evaluation : zyzzll 2yzyll 2zyyzll 21zz11 21lzyll  zlyzll

Application : 246666 264466 264666 266466 624466 624666
Evaluation : 2zlyyll zzzzll z2zzyll 22y21l zyzzll yzyll

Application : 626466 644466 644666 646466 646666
Evaluation : zyyz1l =zlzzll =zlzyll zlyzll =zlyyll

Noter que les applications f = 644666 et ¢ = 246666 sont bien U-
surjectives, puisque le point (2,4) € B, N B,.



3. Démonstration du théoréme 2.1
Un escalier gauche E d’ordre 2n est défini comme une suite d’entiers
positifs (Ey, Ez,- -, E2.) telle que
i) Egi—1 = Ey; pour 1 <i < n;
il) E;— Eiy1 =0oulpour1<:<2n-1;
ill) Epp = 1.

On représente un tel escalier gauche comme un tableau de Young (a

I’anglo-saxonne) ayant une profondeur égale & E; a l’abscisse i. (Voir
diagramme ci-dessous.) Par convention, les cases du tableau ainsi constitué
sont repérées par les couples (3,2j)ou1<i<2netn—-E;+1<j <n.
Avec cette convention, un escalier gauche d’ordre 2n n’est donc rien
d’autre qu’un sous-ensemble d’un escalier pair {(i,2j) |1€:£25 < 2n}
d’ordre 2n, ol les cases (i,2j) satisfont les inégalités 1 < ¢ < 2n et
n— E; +1 < j < n. En particulier, un escalier gauche d’ordre 2n contient
toujours la premiére ligne {(¢,2n) | 1 < ¢ < 2n} de ’escalier pair.

On associe une évaluation V 3 lescalier gauche E en donnant a chaque
case (i,2j) une valeur prise dans l’alphabet {1,z,y,z} selon les regles
suivantes :

i) (z,z,---,z,z,1,1) pour la premiére ligne {(¢,2n) | 1 < i < 2n};

i) (1,1,---,1,1, z,y) pour les autres lignes.

Notons que l'escalier gauche (n,n,n — 1,n — 1,---,1,1) n’est rien
d’autre que l’escalier pair d’ordre 2n et que son évaluation V coincide
alors avec 1’évaluation VU de Descalier pair U-évalué a ’aide de la suite
U=(XX,---,X).

On définit enfin la signature de E comme étant :

sgn(E) = (-1)"" B,
Par exemple, E = (3,3,2,2,2,2,1,1,1,1) est un escalier gauche d’ordre

10; sa signature est (—1)2 = 1. L’évaluation associée V peut étre
représentée par

10|z =z zzllll
14 = 811 1|1 1}z y
6lz vy
1 23456 78 910

Notons Fg l'ensemble de toutes les applications f de A, telles que

125



126

(%) 2 2n — 2E; + 2, (i.e., telles que tous les points (3, f(¢)) soient dans le
diagramme de E). L’évaluation V de E induit alors une évaluation de f
définie par

V(E; f) =sgn(E) [] VG, £G)-

i€[2n]
LEMME 3.1. — On a

F,.(:z:,y,z): Z z V(E)f)7

E feFg

ot la premiére somme est sur l’ensemble de tous les escaliers gauches
d’ordre 2n.

DEMONSTRATION. — Le seul escalier gauche possible d’ordre 2 est (1,1);
le lemme est donc vrai pour n = 1. Pour n > 2, on décompose I’ensemble
&2n des escaliers gauches en deux sous-classes £}, et £2, distinctes : on
pose E € £,, 51 E3p_y =2 et E € £2,, si E3n_y = 1. Les diagrammes
suivants donnent la clé de la démonstration du lemme.

11|
Z Y z+1 |1 1]
* = (z+y)(z+2) N
T z :z:ll 1|
* = —z? - - l—l
P

Le premier diagramme, par exemple, montre que tout escalier gauche
E d’ordre 2n tel que Ej,—; = 2 est envoyé sur un escalier gauche E'
d’ordre (2n — 2) donné par E' = (E1 —1,E; = 1,-+- ,Epp_5 —1,Epp_g4 —
1,E2n—1;E2n)-



En imposant la valeur (z + 1,z +1,---,z+ 1,2 4+ 1,1,1) a la premiére
ligne de E' et (1,1,--+,1,1, z,y) aux autres lignes, on obtient une nouvelle
évaluation V' pour E', d’olt une évaluation V'(E'; g) pour toute applica-
tion g de A,_; appartenant & Fg. Comme sgn E' = (=1)*"1=(F1-1) =
(-1)"~Fr = sgn E, on a bien

Y VE f)=(z+y)e+2) Y, VI(Es9) [

fefE ge}-El

Un escalier gauche E d’ordre 2n peut se décomposer en deux parties
E? et E* : on prend pour E® le plus grand escalier ordinaire pair dans le
coin inférieur gauche de E. Autrement dit, ou bien E; = E3 et Eb = 0,
ou bien, dans le cas contraire, E® = (E;,Es,---, Ezy,), ol m est le plus
petit entier satisfaisant 1 <m < n —1 et Eypy2 = Eam43. Naturellement
E™ est la partie haute restante : E* = E \ E®.

On décompose alors ’ensemble des couples (E, f), ou E est un escalier
gauche d’ordre 2n et f un élément de Fg en trois classes F},, F2, et F3,.
Dans la premiére, nous rangeons tous les couples (E, f) tels que E* # §
et f est surjective sur E®; dans la seconde, ceux des couples ou f n’est
pas surjective sur E®; et dans la troisiéme, E est 1’escalier ordinaire pair
et f une application appartenant a A,.

On définit une bijection de F3, sur F2, indiquée par le diagramme
suivant :

B I__r—" B
—
—?U—' (E, f) Eﬁ” &

L’escalier gauche E' est obtenu en incluant une ligne vide dont la
longueur est égale & I'ordre de E® plus 2 entre E® et E*. On obtient bien
encore un escalier gauche d’ordre 2n, puisque la longueur de la derniére
ligne de E* surpasse au moins de quatre unités la longueur de la premiére
ligne de E®. De la méme fagon, on obtient le graphe de I’application f’
en incluant une ligne vide dans le graphe de f. De plus (E')® contient
strictement E® et donc (au moins) une ligne vide. L’application f' n’est
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donc pas surjective sur (E')%, de sorte que le nouveau couple (E', f')
appartient & F2,.

On passe, réciproquement, de (E',f') & (E,f) par une définition
évidente. On a enfin

V(E'; f') = =V(E; f),

puisque E’' a une ligne de plus que E.

Dans la somme (3.1) il ne reste donc plus que les couples (E, f) ou E est
Pescalier pair et f une application surjective sur E. On a donc démontré
le lemme suivant : '

LEMME‘3.2. — One

Fn($1y7 z) = E Vv(f)1

fE€A,
oaU=(X,X,--,X). O

LEMME 3.3. — Le changement de la premiére lettre dans une suite ne
change pas la fonction génératrice associée d cette suite.

Nous donnons ci-aprés la démonstration seulement dans le cas ou
U = (X,U;,U3,-++,Up—1) et W = (Y,U,,Us,:-+,Up—1). Les autres
cas comme U = (Z,U;,U;, -+, Up—1) et W = (X,U,,Us, --,Up_1) se
démontrent de la méme fagon.

DEMONSTRATION. — Pour démontrer le lemme, on construit une bijec-
tion @ : f — g de I’ensemble AV sur AY telle que VU(f) = V% (y).

Pour les deux premiéres colonnes, le dessin suivant montre le change-
ment d’évaluation :

X X z Y Y
T z y v
01 T z 11
vi= 110 y = V¥=101
11 z y 10
z y T z
1 2 1 2

On constate donc que pour 4 < j < 2n — 2, on a dans tous les cas
vY(2,5) =V¥(1,5).
L’application g est ainsi définie :



(i) 9(3) = f(?) pour 3 < i < 2n;
(i) si (1, (1)) € BY, on pose g(2) = f(1) et

2n, si f(2)=2;
g(1) = { 2, si f(2) = 2n;

f(2), dans les autres cas;

(iii) Si (1, f(1)) ¢ BY ,on a (2,f(2)) € BY par U-surjectivité, on pose
alors
_ 2, si f(1) = 2n;
(1) = {f(l), sinon;

et
_[2n, sif(2)=2;
9(2) = {f(2), sinon.

L’inverse de cette construction est assurée par les faits que dans le cas
(ii) on a toujours (2, ¢(2)) € BV, et dans le cas (iii) on a (2,9(2)) ¢ BY.

On vérifie, en distinguant plusieurs cas simples, que f +— g est une
bijection ayant bien la propriété VU(f) = VW% (g) désirée. [

LEMME 3.4. — Le changement de deuz letires consécutives dans une
suite ne change pas la fonction génératrice associée d cetie suite.

Nous donnons ci-aprés la démonstration seulement dans le cas ou
U= (U1,U2,“',U,- =X,Ur41 = Y, ,Un-1) et W = (U1,U2,---,U,- =
Y,Ur41 = X, +-,Un-1). Les autres cas comme U = (U1, Uz, Uy =
ZUpp1 =Y, Upy) et W = (U1, Uy, -, Up =Y, U1 = 2, ,Un—1)
se démontrent de la méme fagon.

DEMONSTRATION. — Pour démontrer le lemme, on construit une bijec-
tion ¥ : f — g de ’ensemble AY sur AY telle que VU(f) =V¥(9).

Pour i > 2r + 3, on pose toujours g(i) = f(2). Puisque pour ¢ < 2r —2,
onaVV(i,2r+2) = VW(i,2r) et VU(i,2r) = VW(i,2r +2), on peut poser

2r +2, sif(i) =2r;
f(@@), dans les autres cas.

2r, si f(1) =2r +2;
9(t) = {

En résumé, les valeurs de g dans la ligne 2r et 2r + 2 sont déterminées
de fagon naturelle & partir de ceux de f dans la ligne 2r + 2 et 2r
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respectivement. Et pour les quatres colonnes restantes, le changement
d’évaluation est représenté par le dessin suivant :

X Y Y x

i v yle =]

1 1|10 1

VU—1001 0 1{1 0

= VW =

(1)110 1 0111

cZ 10[z y
zy2r+2 T z

2r—1 2r 241 2r42
2r-1 2r 2r{1

(i) Si f(2r) # 2r + 2, alors les valeurs de g dans les colonnes
2r —1,2r,2r 4+ 1 et 2r + 2 sont déterminées de fagon naturelle par celles
de f dans les colonnes 2r + 1,2r + 2,2r — 1 et 2r, respectivement.

(i) Si f(2r) = 2¢ + 2, alors les valeurs de g dans les colonnes
2r—1,2r,2r+1 et 2r + 2 sont déterminées de fagon naturelle par celles de
f dans les colonnes 2r,2r +2,2r —1 et 2r+1, respectivement. Remarquons
que dans ce cas, les valeurs de f pour les lignes 2r — 1,2r + 1 et 2r 4+ 2
sont assez arbitraires puisque (2r, f(2r)) € By, N Barys.

L’inverse de cette construction est assurée par les faits que dans le cas
(i) on a toujours g(2r—1) # 2r+2, et dans le cas (ii) on a g(2r—1) = 2r4-2.

On vérifie que f — g est une bijection conservant I’évaluation. []

Le lemme 3.2 dit que le théoréme 2.1 est vrai pour la suite U =
(X,X,-++,X). Par les lemmes 3.3 et 3.4, le théoréme 2.1 est alors vrai
pour toute suite U arbitraire.

4. La symétrie et le codage de Dumont-Foata

Le fait que les polynémes F,(z,y,z) sont symétriques en les trois
variables z,y, z peut étre établi de la facon suivante :

En prenant la suite U = (X, X,---,X), on obtient AY = A,, et maxV=
max, fixU= fix et sur’= sur. Si l'on prend la suite U = (Y,Y,---,Y), on
a, en revanche, AY = A, et maxV= sur, fixV = max et sur’= fix. Dot
Fn(z, Y, z) = Fn(y) 2, 12).

D’autre part, soit f € A,, on définit une involution f — f' telle que
f'(26) = f(2t — 1) et f'(2i — 1) = f(2) pour 1 < ¢ < n. Cette invo-
lution montre que Fy.(z,y,2) = Fy(z,2,y). Par conséquent, le polynéme
Fo(z,y,2) est symétrique en les trois variables z, y, 2.



En comparant le théoréme 1.2 et le théoréme 2.1 dans le cas particulier
oulU =(X,X,---,X), on voit qu'il doit exister une bijection de A, sur A,
qui envoie les statistiques “max”, “fix” et “sur” sur les statistiques “max”,
“fix” et “sai”. Notre propos final est de construire une telle bijection, qui
est, en fait, une involution. Auparavant, nous donnons un codage pour les
applications excédantes surjectives de [2n] sur 2[n].

Notons D l’ensemble de tous les mots ayant les lettres 0 et 1. Soit-

m € D, la longueur de m et le nombre de lettres a dans m sont notés
respectivement |m| et |m|q.

Soit n un entier positif. Notons D, ’ensemble de toutes les suites de
mots (d1,da, - -+ ,dn—1) satisfaisant les conditions

Cl) |dy| = 2;

02) |d.l = ld.'-]l] +2pour2<i<n-—-1;

C3) |dilo>21pour1<i<n-—1.

Par exemple, la suite (10,011,0101) est un élément de D,. Dans
[DumFoa)], Dumont et Foata ont construit une bijection f + d entre A,
et Dy ; la suite d est appelée codage de Dumont-Foata de ’application
f. Par exemple, le codage de I’application f = 42686888 est la suite
d = (10,011,0101). Le codage est construit de la facon suivante :

1) Dessiner le graphe de Papplication f dans un escalier pair en
mettant des lettres 0 sur les points (¢, f(2));

2) Ajouter des lettres 1 de sorte que chaque colonne lue de haut en
bas contienne une suite maximale de la forme 011...1;

3) Lire les nombres écrits, ligne par ligne, de bas en haut et de gauche
4 droite. Pour 1 < ¢ < n — 1, d; correspond & la ligne de hauteur .

o] ofo o] o] oo o]
0 |o 0 1[0 1
0 = To |11
0 10
f= 4 26 8 6 8 88 d = (10,011,0101)

Nous remarquons que ce codage peut étre étendu a ’ensemble de toutes
les applications définies sur 'escalier pair en supprimant simplement la
condition C3) dans la définition de ’ensemble Dj,.

D’aprés cette définition, on a les propriétés suivantes :
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LEMME 4.1. — Soit d le codage de Vapplication f. Alors on a
1) max(f) = |dn-1]1;
2) fix(f) = #{i | di = m0};
3) sur(f) = #{i | d; = m0a};
4) sai(f) = #{i | di = Om};

ot |la|=1etmeD. ]

Nous définissons maintenant une involution m +— i sur D. Si |m| =2,
on pose M = m; sinon, m peut s’écrire sous la forme m = am'fy ou
la| = [B] = |y] = 1,m’ € D, et on pose alors M = fm'ay. Remarquons
que cette involution ne change pas la longueur et le nombre de 1. Cette
définition peut étre prolongée & tout ’ensemble D,, d’une facon naturelle :

D, — . Pn
d=(d1,d2,°°',dn_1) — d=(d1,d2,"',dn_1)

THEOREME 4.2. — Il existe une involution f — f sur A, telle que :
1) max(f) = max(f);
2) fix(f) =fix(f);
3) sur(f) = sai(f);
4) sai(f) = sur(f).

DEMONSTRATION. — Soient f € A, et d € D,: le codage de f Par
I'involution précéqente, on obtient une autre suite d; ’application f vient
alors du codage d. D’aprés le lemme précédent, on peut vérifier que les
quatre relations pour les statistiques sont satisfaites. []

Par exemple, si on prend I'application f = 42686888, alors, son codage
de Dumont-Foata est la suite d = (10,011,0101); d’ot, d = (10,101,0101)
et f = 62486888. On peut vérifier que max(f) = max( ) =2, fix(f) =
fix(f) = 1, sur(f) = sai(f) = 1 et sai(f) = sur(f) = 2.
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Abstract.

This paper concerns the Lie and Jordan brackets in superalgebras. It contents two parts. The
first part explores the four “Jacobi-like relations”, that are the universal “linear” relations of
order 3 satisfied by the Lie and Jordan brackets in any associative graded algebra. Using these
relations to define abstract Lie-Jordan algebras, we prove that the enveloping algebra of any Lie
algebra G, is nothing else as the free Lie-Jordan algebra over this Lie algebra G.

In the second part, we study the graded complete free Lie algebras. We transcribe, in a
noncommutative powers series setting, the method of R. Ree to characterize the Lie elements
as primitive elements (in characteristic 0), with its classical consequences. We define also the
operator s of “left Jordan bracketting”, and show that, in any characteristic, it acts like the
identity on the primitive elements of degree odd, and annihilates the primitive elements of
degree even.

Résumé.

Ce texte présente deux études concernant les crochets de Lie et de Jordan dans une superalgébre
graduée. La premiére étude explore les quatre “relations ala J acobi”, qui sont les seules relations
linéaires universelles d’ordre 3 satisfaites par les crochets de Lie et de Jordan dans les algébres
associatives. Inversement, si nous appelons “algébre de Lie-Jordan” toute algébre munie de deux
opérations binaires, respectivement symétrique et antisymétrique, vérifiant les quatre “relations
3 la Jacobi”, alors 1’algébre enveloppante d’une algébre de Lie G n’est autre que ’algébre de
Lie-Jordan libre au dessus de G.

La seconde étude concerne les algébre de Lie graduées complétes. Nous reprenons, dans
une version moderne des séries formelles non commutatives, la preuve donnée par R. Ree de
la caractérisation des éléments de Lie comme éléments primitifs (en caracteristique 0), , avec
ses conséquences classiques. Nous définissons aussi l'opérateur s de “crochetage de Jordan a
gauche”. Nous montrons qu'’il agit, quelque soit la caractéristique, comme l'identité sur les
éléments primitifs de degré impair, et qu’il annule les éléments primitifs de degré pair.
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1 Lie-Jordan Super-algebras.

Graded Superalgebras and graded Lie Superalgebras was presented and extensively studied in
1979 by M. Scheunert [8]. (In its book can be found many examples). They have been used also
as an algebraic tool for developping Supergravities theories (see Kag [4], and Choquet-Bruhat
[1], and recently Sanchez-Valenzuela and Sternberg [7]).

We present here new results concerning the free Lie and Jordan Super-algebras. But our actual
presentation, following R. Ree (1960) (6], will be given in a more general setting, involving
graduations in an arbitrary finitely generated abelian semigroup (and not only in Z;,). We hope
this setting will also someday incite new developments in mathematical physic.

Let K be a field of characteristic 0. We recall that a (not necessary associative) K -algebra
A is defined by

o a K-vector space (A,+,0)

e a binary operation “.” on A, left and right K-linear, with neutral element noted “1”,

o satisfying the “scalar’s associativity”: Va,b € K, Yu € A, a.(b.u) = (ab).u.
Definition 1.1 Let M be an abelian semigroup, with operation noted additively by “+”. A
K -algebra A is said to be M-graded (or equivalently, (A, M) is a graded algebra) if A it is a

direct sum of vector subspaces A = ]_I 4., with the additional property:
meM

Vf € -Am D Vg € Anv f‘g € Am+nﬂ

Any element f of A,, is called homogeneous of degree m. Any element of A can be written (not
uniquely) as a finite sum of homogeneous elements.
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In all the sequel, we shall note the degree of an homogenous element by the double bar:

fr9,h,... have respective degree : |fl,|gl,|h|.

Definition 1.2 (R. Ree) We call bicharacter over the graded algebra (A, M) any application
X:Mx M — K (noted by: (,) — x,, ﬂ) that satisfies:

. x(e, 8 +7) = x(e,8) x(a,7)
@ Ve.5.7eM, x(a+8,7) = x(e,7) x(8,7)
(i) Va,peM, x(a,8)x(B,a)=1.

Notation 1.1 In all the sequel, we shall adopt the following concise notation:

Vf1g €EA- {0} hamogeneous, Xf'g = X(lf') Ig!)

and then we have:
Xa,b.c = Xa,bxu,c’ xa.b.c = xc,cxb,c’
Xa,bxb,a = 1’ Xa,a +1.

1.1 Jordan-brackets and Lie-brackets in associative algebras.

Let (A, M) be an associative graded algebra, and let x a bicharacter on (A, M).

Definition 1.3 The Lie bracketting on A is the binary operation on A defined by:
Yf,g homogeneous € A, (f9]l=Ffa-x;,9f

The Jordan bracketting on A a is the binary operation on A defined by:

Vf,g homogeneous € A, <fg>=fg+ X;, of
Remark 1.1 We recover the “Lie superalgebras” of Scheunert as a particular case by putting:
M=Z;={0,+1}, and x,, =(-1)/

Lemma 1.1 The following relation of antisymmetry (and symmetry) are satisfied:

(fi9] +x;,l0.f] =0
<ffg>-XI'y <g,f>

1)

These are the only universal linear relation of order two between Lie brackets (resp. Jordan
brackets).

Now we present the only universal linear relations of order three involving Lie brackets (resp.
Jordan brackets):
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Lemma 1.2 (“Jacobi-like relations”):

If x is any bicharacter on any graded algebra A, M ) the following relations are satisfied:

Xeo [ 10:0),e] +x,, [ [bi] 0] +x, [ [era] 5]
Xeq [ <a,0>,c] +xa'b[<b,b>,a] +xb'c[<c,a>,b]
Xeq [<@,b>,c] X5 [<be>a] +x, < [c,a],b>
Xeq <<8,0>,¢> +Xu,b[ [b,e],a] + X <<C8>,b>

Proof

Let ¢ = £1. It will be convenient to use the following notation:

Notation 1.2

{if,g} =f9-ix;, 9.1

= 0,

= 0
= 0,
0 @)

In order to study extensively the universal linear relations of order three, we inquire for solving

the following equation:

X, . {i {ia,b} ,c} +Bx,, {k {‘c, a} ,b} + X, {,.. {"b,c} ,a} =0

with the “indeterminated constants” a,f8,y € K, and i, Js ky I, m, n, € {+1,-1}. In fact,
each of these brackets can be developped as a linear combination of the six permutations of the
word “a.b.c”. The involved coefficients can be presented along two boards as follows:

board of bicharacter’s:

I I III
{‘{ia,b},c} {k{’b,c},a} {m {nc,a},b}
a.b.c 1 Xbc.a 0
b.c.a 0 1 Xca,b
c.ab Xab,e 0 1
a.c.h 0 X(,c'aXb'c Xca
b.a.c Xop 0 XcapXeca
c.ba XabeXab Xoe 0
board of symmetry signs:
v \ VI
{i{r‘a’b}’c} {k{‘b,c},a} {"- {nc,a},b}
a.b.c +1 —k 0
b.c.a 0 +1 —m
c.ab -1 0 +1
a.c.h 0 ki -n
b.a.c -J 0 mn
c.b.a ij -l 0
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We can equalize the three columns of the board of bicharacter’s, by multiplying the first column
by X,..» the second by x, ., and the third by x_,, as follows:

Xca I xa'b.II Xb,c‘III

a.b.c Xca Xca 0
b.ca 0 Xap Xap
c.a.b X, 0 Xp,c

a.c.h 0 Xc,, Xb,c Xc,a Xb,c
b.a.c XopXea 0 XapXc,a
c.b.a Xp,Xap | XoeXap 0

Now we want to equalize to 0 the linear combination:

ax, { {ab}.ch +x, { fera} 0} + 1%, {, {0r} o)

Let us simplify the common bicharacter factors. Then it suffices to identify the coefficients o, 8
and v in order to satisfy the relation:

alV + BV +4VI=0.
It is clear that we have (up to a common multiple factor):
a,B8,7 € {-1,+1}.
We deduce the only two possibilities:

a=f=9=1
=f=-y=1,

(This last possibility giving two similary others, by circular permutation of the terms a, b and
c). The first possibility gives: k=m=1i=1, and n=1=j.

Lifn=j=1=1: Xc,u[ [avblvc] +X,,'b[ [bac]va] +X§'c[ [C,a],b] =0,
2.ifn=j=1=-1: xc'a[<a,b>,c] +xu'b[<b,c>,a] +xb'c[<c,a>,b] =0,

and we have just recovered the two first Jacobi-like relations.
The second possibility gives: =-m=-i=1,andn=-l=j.
Lifr=-l=j=1: x,< [a,b],e> +X,p [<b,e>,a] - Xy, < [e,a],b>=0,

2.ifn==-l=j=-1: x, <<a,b>c>+x ,[[bc],a] —x, <<c,a>,b>=0,

and we have just recovered the two last Jacobi-like relations.

&
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1.2 Abstract Lie-Jordan algebras.

First we define the notion of abstract Lie-Jordan algebra, and then we verify that it can always
be recovered, by the construction of the subsection 1.1, as an algebra of Jordan-brackets and
Lie-brackets in some associative algebra.

Definition 1.4 abstract Lie-Jordan algebras.

An abstract Lie-Jordan algebra is a M-graded K -vector space W, with two binary opera-
tions “ <,>" and “[,]" of signature W x W + W, that satisfy the following properties:

o symmelry (resp. antisymmetry):

<f,9>-x;, <9, f>

[fi9] +x;,19.f] = ®3)
o Jacobi-like relations:
Xc,a[ [a,b],¢] +Xa,b[ [bc],a] +X5,C[ [e,e],b] = 0, 4)
Xeq [ <a,6>,¢] +Xo,b[<"v°>’“] +Xb,c[<°’“>’b] 0, (5)
Xeo <[ab]se>+x,, [<be>,a] —x, <[ea],b> = 0, (6)
Xeq <<@,0>,c> +Xa,b[ [byc],a] —Xpo <<Ga>,0> = 0. M

Theorem 1 any Lie-Jordan abstract algebra W can be considered as an associative algebra with
the associative product:

fto=3(<fig> +1 1), ®)

Moreover, the abstract products “<,>” and 4,]” are identical to the Jordan and Lie products
defined as in the preceding subsection in the associative algebra (W, %7).

Proof:

o We prove first that “}” is associative. Indeed we have, (by the property 8):

4(fto)th = <<fg>h>+<[f,g],h>
+[<fig> k)l + [ [fig).h].

4 ft(gth) <fi<g,h>>+<f, [g,h] >

+(/fi<g:h>] + [ f, [g,h] ]

= Xpgen <<GRh> > +x, 0 <[9,h], f>
"Xj‘g+h[<y1h>vf] _X],g+h[ [9,R],f].

by symmetry and antisymmetry (equation 3)
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by the equalities XnsXsg+h = XngXggXsh = X g0 (definition 1.2), we deduce:

4 X,/ [(f1th = fi(gth)] = x,, <<fi9>,h>-x, <<g,h>,f>
Xy <[ fr9],h>-x, <[g,h],f>
X g [ <f,9>,h] +X/'g [ <g1h>7f]
o, [ [1:0),8] +x;, [ (9.1, ]
Using Jacobi-like relations ( 2), (for h = b, f = ¢ and f = a), we obtain:
4 [x, j(f19)th = x,, ; f1(gth)] Xl (R f],9]g
X4 [ <R f>,9]
~Xg.h [<h,f>,9]
-Xy'h[ [h,f].9]
0.

thus “}” is associative.

e Now, by equation 8, and elementary verification, we have:

2(atb- xa'bbta)

<a,b> +[a,b] =X,y <bra>-x,, [b,a]
<a,b> ~Xap <b,e> +[a,b] ~Xap [b,a]
= <a,b>-<a,b> +[a,b] + [a,b]
= 2[a,b].
In the same way, we can also verify:
2(a’[b+xu,bb]‘a) =2 <a,b>.

hence the abstract operations “ <,>"” and “[,]"” are exactly the same as the Jordan and Lie
brackets, defined in the last subsection, in the associative algebra (W, “}"). That achieves
the proof of this theorem.

&
This result can be also be restated as follows:

Theorem 2 Let G be some Lie Algebra. Then the enveloping.algebm U(G) is also the free
Lie-Jordan extension of the Lie Algebra G.

2 Complete free finitely generated superalgebras.

This part of the paper is devoted to the complete free algebras generated by a finite set Z of
“letters”.

We note 2~ the set of words on Z, i.e. the set of finite sequences of letters. The length of
a word w is its length as sequence of letters. The empty word, of length 0, is noted indifferently
eor 1. Z9® is the free monoid generated by Z.

We note Z¥% is the free abelian monoid generated by Z.



142

2.1 Power Series on an alphabet Z.

Definition 2.1 We call power series on 2 any formal sum of the form:

S= Z < Slw > w.
weZ*

We note X' <« Z > the set of all the power series. Indeed, a power series can be viewed as
an application from the monoid Z* in K. A power series P is called polynomial if its support
supp(P) = {w € 2*| < Plw >= 0} is finite. The set of all polynomials is noted K < Z >.

Definition 2.2 The Cauchy product of two power series S and T is defined as follows, by its
coefficient on any w € Z*:

<STw>= Y <Slu><Tlv>.

u,vEZ*, uv=w
(Remark that for any w € Z*, the indez set {u,v € Z*, uv = w} is finite.)
Observe that the canonical surjective map of Z* onto 2@, called “multidegree”, gives a
non trivial example of graded algebra structure on K < Z > (The length application of Z*
onto IV gives on the same set of power series the usual graded algebra by the “degree”).
Notation 2.1 Duality.

The vector space K < Z > is the dual vector space of K < Z >, for the duality defined
by the following bilinear form:

<SIP>= Y <Sw>< Plw>,
weZ*

foralSe KK Z>>,andforallPe K < Z >.
Definition 2.3 The left internal derivation by some letter z € 2 » if the dual linear map of the
right product by z. In other words, for any power series S and any polynomial P, we define:
< 0,5|P>=< §|P.z >
d,e = 0,
It clearly satis fies : 9,(Sy) s = { S ify=a,

0 ify#ux,
0,5 = Tyeze < Slw>0d w.

Lemma 2.1 Reconstruction lemma.

Any power series § can be recovered from its left derivatives as follows:

§ = <Sle>+Y(9,8) 9)
T€Z

eval(S) + 2(8,5):::, ' (10)
T€Z

where we have adopted the notation: eval(§) =< Sle>.
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2.2 Two-fold power series on Z® ).

Definition 2.4 We call “two-fold” power series on Z ® Y any formal sum of the form:

H= ). u®f.

u€Z*,fEY*

We note K € Z ® Y > the set of the “two-fold” power series. Indeed, a two-fold power series
can be viewed as an application from the product monoid 2*®Y* in K. Wenote K < Z®)Y >
the set of the “two-fold” polynomials, i.e. “two-fold” power series of finite support.

Definition 2.5 The Cauchy product H.K of the two-fold power series H and K is defined as
follows by its coefficients for each w@ h € 2* @ K*:

<HKlw®h> = Z <Hlu® f><Klv®g>.

u,v€Z®, vv=w
f.9€Y°, fa=h

(Remark that for any fized w® h € 2* ® Y™, the index set of the sum is finite).
Definition 2.6 The x-product H o K of two power series H and K is defined as follows by its
coefficients for each w® h € Z2* Q@ K* :

<HoKlw@h> = Y. X, <HE®f><Klv@g>.

u,v€EZ"*, uv=w
5.9€Y¥°, fg=h

(Remark that the indez set of the sum is finite).

Hence the Cauchy product (resp. the x-product) satisfies:
(v® f)(v®g)] = (v fg),
(v®f)o(v@9)] = x,,u0® fg.

We can also define a “y-product of order 3” as follows:
(v® f®T)o;(v@®g®3)] = X;,X,,X,,(u0® fg®Ts).

(In this formula, the bicharacter’s coefficients compute the “cost” of intercrossing v with rs, and
g with s).
Notation 2.2 Duality.

The vector space K € Z ® Y > is the dual vector space of K < ZQ® Y >, for the duality
defined by the following bilinear form:

<HP> = > <Swe®h><Plwgh>.
wRhEZ*QP*

for a two-fold power series H and a polynomial P.
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Definition 2.7 The left internal derivation in K < 2 ®Y > by some letter x € Z, noted Dy,
is the dual linear map of the right product by = @ €. In other words:

< DH|P >=<H|P.(z®1) >.

(9.4)® f,
Euezo'fey- < Hlu@ f > (3,11)@ f.

P D(uv® f)
It clearly satisfies : { Du(H)

Lemma 2.2 Reconstruction lemma for the two-fold power series.

Any two-fold power series H can be recovered from its left derivatives as follows:

H = H +§(D,,'H)(z® 1)
where we set : Hle = eval(H) = Z <He®f>e® f

feys

2.3 Partition’s Coalgebra.

Notation 2.3 We adopt the following notation, for anyz € Z, we Z* and S€ K € Z >:

$z(w) = x,,w (11)
6:(5) = Y <Slw> ¢z(w). (12)
weZ*

Notation 2.4 Similarly we set, foranyz € Z, u€ Z2*, fEY andHeEK € Z2QY >:

$:(u®f) = x,,u®/f, (13)
¢z(H) = Y <HPu®f> ¢ (u® f). (14)
(u®f)EZ*RY*

Definition 2.8 (Partition’s comultiplication.) The partition’s comultiplication is the alge-
bra morphism T from A into AQ.A with x-product generated by the following monoid morphisms:

forze 2: I'(z) = 1@z+2Q1,
forweZ*zeZ: [(wz) = TI(w)oI(z).

Lemma 2.3 The partition’s comultiplication provides on K <« Z >> a structure of associative
coalgebra, with as counity the linear map eval : K € Z >— K defined as follows:

forSEKKZ> eval(S) =< Sle > (=< S|1>).

Proof:
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o Let us define the following a 3-coproduct as follows:

ifreZ, Tsz)
ifve 2%, T3(vr)

z®191+1®z01+1@1Qz.
I3(vz) o3 I'3(z).

It suffices to prove the following:
(T'®Id)ol’ = T3 = (Id®T)or.
One verifies easily, for any z € Z the equalities :

I3(z) = T(z)®1+T(1)®= [(T®Id)oT](z)
= z®I'(1)+1®I(z) [(Id®T)o I|(z). )
One verifies also easily that '®Id, I's and Id®T are monoid morphisms for the x-product
of order 3.

&

Definition 2.9 Shuffle product.

The shuffle product is the dual multiplication of the partition’s comultiplication T'. In other
words, for any u,v,w € Z2*:

<wwvlw> = <T(w)|u®@v>.

Lemma 2.4 The shuffle product of two power series S,T € K € 2 > can be directly defined
as follows:
€Ewld = U = UweE,
0.(SwT) = Sw(d,T)+ (0,S)wd(T).

and satisfies:  vwu (=1)ktely wwo.

Proposition 2.1 (Derivation property).

The left derivation 3, by a letter z is a derivation for the shuffle product w in the following
sense.!

0.(SwT) = Sw(d.T)+(9,5)wes(T)
Definition 2.10 (Bialgebras of two-fold power series.)
. We define on K € ZQ® Y > the following comultiplication I' an multiplication LU :

Tu®f) = (Tu)®f, (for uez*, f€y)
(u® flw(v®yg) = (vwv)® fg,

Lemma 2.5 (Derivation properties of two-fold power series).

The following properties are satisfied:

D(HWK) = HW(D:(K))+ (D:H)W(¢:(K)),
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2.4 Primitive elements.

Definition 2.11 A power series S € K < Z > is called primitive if it satisfies:
I(S) = S®1+1®S.

Proposition 2.2 Any Lie power series is primitive.

Proof:

e Indeed, the letters are primitive. So it suffices to prove that any Lie bracket of two
homogeneous primitive elements is primitive.

o Suppose that f,g are homogeneous primitive elements. Then we have:

I'(fg) = T(f)oT(g)
= (1®f+f®1)o(1®g+9®1)
= 10(f9)+x,,90f+f®g+(f9)1® f)
L(gf) = 18(9-N+x,,f®9+9® f+ (9.1 ® f)
and we obtain finally:
I([f.9]) = T(f9)-x;,L(ef)

10 (f9-x;,9-N)+(f9-x;,9-/)®1
18T([f,9])+T([f9])@1.
&

Proposition 2.3 A two-fold power series H is primitive if and only if it is orthogonal to any
shuffle product uwv, where u and v are non empty words.

Proof:

o By definition of ', we have for any power series S:
'S)=105+5®1+R,
“with R is ‘left and right proper’ i.e. satisfies:
u® v € support(S) => u# ¢, and v # ¢.

From the equality < uwv)|Q >=< Q|u ® v >, we deduce that § is primitive if and only
if R=0,ie. ifandonly if [(S)=1@ S+ S®1.

&
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2.5 Analysis of Relations.

Any function 7 from 2* in K < Z > can also be described by the two-fold power series:
Y we r(w).
weZ*

More precisely, the power series description of 7 can be viewed as a combinatorial tool allowing
some algebraic computations on the involved function, or relation. For example, we set:

Definition 2.12 The Lie bracketing [ (resp. Jordan bracketing s) is inductively defined as
follows, for any z € Z and any v € 2*:

(z) = =z, l(vz)
s(z) = =z, s(vz)

[{(v),z],

<l(v),z>.

Notation 2.5 We define the following two-fold power series:
Elm = z @z,

€2
N = Z L@ u, N = Z (-nlely ® u,
u€Z* u€Z*
L = Z v Q I(v), S = Z v ® s(v).
vEZ*, v#l vEZ*, v#l

Lemma 2.6 For any letter z € Z, the following relations are satisfied:

ON = N(1®z), 0.L = 18z+L(18z)-(182)¢:(L),
oN N.(1®z), 8.8 = 192+85.(10z)+(1Qz).¢:(S).

Proof:

o This equalities derived directly from the identities:
N = 1Q1+N.&im,

N = 1®1- N.Eim,
L = Elm+LEIm— Z(l ®z).¢-(L)(z® 1),
z€Z
S = Elm+SEm+ Y (1072).6:(5)(z®1).
z€Z
&

Lemma 2.7 The following identities hold:

NWL = NAS = Y vl w®w,
weZ*

Nwe = NAS = ) juwlw,
we€Z*

1if |w| is odd,

h o = . .
where Ju { 0if |w| is even.
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Proof:
o These identities are proved by simple use of derivation properties of the internal derivations
D, for z € Z, and by reconstruction lemma:

D (VL) NW(1®z)+NW[L(1®z) - NW[(1Qz).é:(L)
+ W.(1® z) W (L),

N.(1®z)+NWL).(1®z);
DNWwsS) = Nw(1ez)|+Nw(S.(10z) +N w1 z).¢:(S)

+[(= N)(1® )] W ¢(S),
N(1®z)+ NwsS).(1Qz);

After simplification, and by the reconstruction lemma, we deduce that the series N LLIC
satisfy the following recursive equation:
X N.E&lm + X .Elm
(1= &lm) L.Elm.(1 - Elm)™?
3 k(Eim)-.

keN

Similarly, the series AV LLIS satisfy the following recursive equation:

X N.Elm+ X.Elm
(1 + Elm)1EIm.(1 + Elm)~?
Elm.[1 - (Elm)?]?

> n(Elm).

k odd €eIN

Il

hence follows the lemma.

&

Theorem 3 We have for any primitive homogeneous polynomial Q of degree q:

_ _.A_}@Q if |Q| = degree(Q) is odd,
Q)=9¢Q, s(Q)=j@= { 0 if|Q| = degree(Q) is'even.

Proof:

o The preceding lemma can also be write:

Z (2rwv) ® ul(v) Z |lwlw ® w,

uveZ* weZ*

3 (1) (uwo) @ us(v) Y jww®w.

u,vEZ* weZ*

1

By duality, we obtain, for any polynomial S
Z < Sluwv > ul(v) Z lw| < S|lw > w,
u,v€Z* weZ«

3 (-1 < Sluwv > us(v) Y du< Slw>w.
u,v€Z* wEZx
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Now, if § = Q is primitive, < Qluwv >= 0if u = ¢, or if v = . Moreover l(¢) = s(¢) = 0.
So we obtain:

Y <Qv>iv) = 3 lw| < Qlw > w,
vZ* wWEZ*

Y <Ql>s(v) = Y jw<Quw>w,
u,vEZ* wEZ#

hence follows the result.

&

From the theorem 3, since any Lie element is primitive, it follows:

Corollary 2.1 For any homogeneous element P, we have:
_ _J W(P) if|P|isodd,
((P) = |PIP,  s((P))= { 0 17 Pl coen

This last corollary is equivalent to an identity obtain by P. Crouch and F. Lamnabhi-Lagarrigue
[2], using the following definition:

Definition 2.13 Lett: K < Z >— K < Z > the graded map inductively defined as follows
(forany z € Z andu € 2*):

t(z)
9, (t(u)

where the right internal derivation 7, is defined by:

z)
<tlf,u> z— < tln.u > 2,

Vze Z,Vu,v€ Z*, < nulv>=<ujzv>.

In other words, we have:

Vze Z, t(z) = 2z
Vz,y€ Z,Vue 2* <tlzuy > = t(zu)y— xz'uyt(uy)x

Lemma 2.8 The graded map “t” is the inverse relation of the graded map “1”. In other words,
we have:
Z t(v)@u= Z v ® I(v).

u€Z* veZ*
Proof:

o Let T = 3, ¢z t(u)®u. It suffices to prove the equality of T and £. Now we have clearly:
’IL =0= £|¢.
On the other hand we have, for any r € Z:

D, T 1@z 4+ Y 4ez+(0, <tlu>)Qu

1@z + Y yeze <t0,u>Qu— Y cze <tlnu>Qu
1z + Y ,eze <tlv>®vz— Y cze <tlv> @20
1@z+7.(1®7)-x, ,(1®2)7T.

Then the two-fold series 7 and L satisfy the same construcive equation, and consequently
are equal.
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2.6 Classical consequences.

We recall briefly the classical results that outcome quasi-immediately from the results of
the preceding subsection.

Theorem 4 The following properties are equivalent for a power series H € K € Z >
(in any characteristic):

1. H is the exponential of a primitive element,
2 T(H)y=HQ®H,
S H Satisﬁes the “Friedrich criterium”:

Yu,v € 2%, < Hluwv>=< Hlu>< Hlv > .

In characteristic 0, these are equivalent to:

4. H is the exponential of a Lie element.

Proof:

— The implication (1) ¢ (2) results by equivalence of the following equalities:

I(S) = 185+5®1
ezp(I'(S)) = ezp(1®S+5®1) = exp(1® S).ezp(S®1)
(because 1 ® S and S ® 1 commute),
L(ezp(5)) = [1®eap(5)][exp(S) ® 1],
T(ep(S)) = eap(S)® exp(5).
— The implication (1) ¢ (2) results by equivalence of the following equalities (for
HeK<Z>)
I'(HYy = H®H
Vu,v€ 2%, <T(H)u®v> = <HQHPu®v>
Vu,v € 2%, <Hluwv> = <Hlu><Hv>.

)
The result on Lie (resp. Jordan) bracketting s is in [5,6] (resp. [2]).
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VARIATIONS COMBINATOIRES
AUTOUR DES
ARBORESCENCES HYPERQUATERNAIRES

Gilbert Labelle et Louise Laforest, LACIM-UQAM
1. Introduction

L’étude des arborescences hyperquaternaires* de points [5, 12] (une généralisation
des arborescences binaires de fouille [15]) nous améne d’abord naturellement a 1’étude de
deux autres modeles plus simples, moins contraignants du point de vue combinatoire, soit
les arborescences hyperquaternaires de type Catalan et les arborescences hyperquaternaires
croissantes. Pour fins de comparaison et de simplification de 1’exposé, nous avons choisi
de désigner par les mémes lettres les especes correspondantes dans les trois modeles
étudiés.

Le premier modele, celui des arborescences hyperquaternaires de type Catalan, est
Pespece T caractérisée par les équations combinatoires

T=1+A, A =XRA) . (1.1)
oll I’espéce « enrichissante » R est donnée par R = (1 +X)%¥. 1 s’agit donc
essentiellement d’especes d’arborescences R-enrichies au sens de Labelle [10].

La deuxiéme variante est la L-espece T caractérisée par les équations combinatoires

T=1+A, A’ =R(A) (1.2)
ol ’espece enrichissante est encore une fois donnée par R = (1 + X)24. Dans ce cas, les
arborescences considérées sont « croissantes » (i.e., I’ensemble sous-jacent est
préalablement muni d’un ordre total et les sommets vont en ordre croissant de la racine aux
feuilles). Il s’agit donc essentiellement d’espéces d’arborescences croissantes R-enrichies

" au sens de Leroux-Viennot [13] (voir aussi [1]).

Nous présentons, pour ces deux variantes, diverses équations combinatoires
donnant automatiquement lieu, par passage aux séries génératrices, & des formules
explicites ou asymptotiques pour la probabilité d’avoir k£ noeuds dans un « hyperquadrant »
donné, I’espérance et la variance du nombre de feuilles.

* « quadtrees » multidimensionnels.
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La troisi®me variante de la notion d’arborescence hyperquaternaire fait appel aux
d-tuplets de permutations en considérant 1’espéce produit

T=LxLX..xL (dfacteurs) (1.3)
ol L est I’espéce des ordres linéaires. Les concepts de feuille, noeud ayant k enfants,
poids d’une sous-arborescence donnée sont codés de fagon différente des deux premiers
modeles et donnent lieu & d’autres probabilités, espérances et variances. Par exemple, nous
donnons plusieurs expressions (explicites et récursives) pour la probabilité T,k qu’une
sous-arborescence donnée d’une arborescence hyperquaternaire de n noeuds, 2 d
dimensions ait £ noeuds. Nous montrons, entre autres que

~1-k :
—_ n-1 nz n—l—k (_1)‘ (l 4)
Tnk = "k & ) ki) '
et que ces nombres sont li€s aux nombres harmoniques
H® = 3 ] (1.5)
n - N

=11
Nous donnons aussi des formules explicites et asymptotiques pour 1’espérance du nombre
de noeuds ayant k enfants dans le cas bidimensionel, 0 < k < 4.

Catalan Croissantes de points
132 6! = 720 6! = 720
d=1 2 \
4 ‘ \\
6 5
(10)
A, 1 A,
f \\ A 7 \\ 6'2 =
/ . 7084 7o~ 58240 SN0
d=2 N . 518400
3 4 6
@
T =1+A T =1+A T =LxLx..xL
A = XR(A) A’ = R(A) (d facteurs)
R = (1+Xx)° R = Q+X)®
T = 1+XT? T =T

Tableau 1
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Le tableau 1 nous donne des exemples d’arborescences hyperquaternaires sur six
points pour les trois modeles, & une et deux dimensions, ainsi que les équations combi-
natoires associées A chacun de ceux-ci en dimension d quelconque. Nous avons mis, pour
chaque dimension et chaque modele, le nombre de telles arborescences sur six points. Le
nombre entre parentheses dans le cas des arborescences hyperquaternaires de points
correspond au nombre de permutations, dans le cas 2 une dimension et au nombre de
couples de permutations dans le cas & deux dimensions, engendrant I’arborescence donnée
en exemple. Nous avons aussi posé & = 24, Cette convention sera utilisée tout au long
de cet article.

2. Arborescences hyperquaternaires de type Catalan

Ces arborescences sont dénombrées par la fonction génératrice exponentielle

T(x) = 1+ A(x) o Ax) = Za,,x—’; = xR(A(x)). 2.1)
nz1
En utilisant la formule d’inversion de Lagrange, avec I’enrichissement R = (1+X)5,
6= ’2‘1, on obtient I’expression suivante pour le nombre de telles arborescences (non-
étiquetées) sur n sommets

G _ 1 Sn)
n! (8—1)n+1(" n>0. 2.2)

Pour pouvoir calculer les quantités qui nous intéressent, & savoir la probabilité &,
que la premiére sous-arborescence contienne k des n points, 1’espérance et la variance du
nombre de feuilles, nous introduisons les nouvelles especes suivantes:

B=A* = I’espéce des arborescences hyperquaternaires de type Catalan non-
vides 2 une feuille pointée,

AQ!

aQ
I

= D’espéce des arborescences hyperquaternaires de type Catalan non-
vides a deux feuilles pointées (les deux feuilles étant ordonnées et
possiblement égales),

T, = [P’espéce des arborescences hyperquaternaires de type Catalan sur &
points, (k 2 0),

Tix) = D’espéce des arborescences hyperquaternaires de type Catalan ayant
k points dans la premiére sous-arborescence (k 2 0).

Les relations suivantes se déduisent facilement

Toy = 1+ X% = 1+4q) et Tyy = XLT! = A, pourk >0,
Aoy = XQ+A™, Ty = let 4 = 0,
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Ay = XA0+ A, T, = 4, pourk>0.

Convenons de désigner les sé€ries génératrices des espéces B et C par

att
B(x) = Z—x et C(x) = 2 S

nzo n20 n!

Théoréme 1 Pour un enrichissement R = R(X) quelconque, les trois espéces
A= AX), B = A*(X) et C = A**(X), sont caractérisées par les équations
combinatoires

A = XR(A), 2.3)
_ . X
B = X +XR'(A)B + xR’ 2.4
= B+M B2, (2.5)
1-XR'(A)

ol ry désigne le nombre de R-structures sur I’ensemble vide.

Preuve : Il suffit d’appliquer les techniques habituelles de la théorie des especes [10]. W

En passant aux séries génératrices, on pose, pour k > 0,

oot Tp() = Ap() = Z—"'Lx"»
n21 n21

Agy(®) = x(1+A)ST et Agy(x) = x%x"(l+ A

Pour calculer (1+ A(x))s"l, on utilise la version composée [10] de I’inversion de

Lagrange: A(x) = xR(A(x)) entraine que

n—1 n
F(A(x)) = F(O)+ Z(d—rF'(t)(R(t)) ) %
=0 "

n21

avec R(x) = (1 +Jc)5 et F(x) = (1+ x)s'l. On trouve

1 sin=k=0,

- 2.6
Tk = 19k/™ G s kz0, @9
a,/n!



157

B-1)(nd-2)"2

. G k=0 si k=0,
% _ 1 (s .. ek O

! m(k) si k>0, n! a @=D((n—-k)d-2)"*2 si k>0

k! (n—k-1) ’

.7

ot x™ = x(x—1)(x—2)...(x—n+1) désigne la n*™® puissance factorielle descendante
de x. En appliquant le théoréme 1 et les méthodes de Gilbert Labelle [10], on obtient
I’espérance mathématique du nombre de feuilles

al/n! _ yop Tz (=)
a,/n! 0 r,_1(n)

€rd = (2.8)

RO = T rME, R@ =0, n) = 05,

n20

Apres calculs, on obtient la formule explicite

) o )
End = n(l_ﬁxl—nﬁ—l) (l_nﬁ—n+2)

De méme, la variance d’une variable aléatoire étant donnée en fonction des deux premiers
moments factoriels p® et p.(z) par la formule

2 _ u(2) + l»l(l) - (u(l))Z,
on obtient la variance du nombre de feuilles comme suit: on calcule tout d’abord

@ _ Gpt/ntag/nt a(n=2) _ (—2) (_ = )
Pt a,/n! L I (1) nn=D( 1 3 '1n8—n+2

et 1a variance cherchée peut s’écrire sous la forme

23 2 )
O-'Zl'd—n(n 1)(1-5) (l nd-— n+2) ( 8)(1—n8 1) ( n8—n+2)

o 8V, 8 Y ( 5 )
n(l nS) (1 na"l) o L na_n+2 * (2-9)

En utilisant les formules de Stirling et sommatoire d’Euler-Maclaurin [8] on en
déduit les résultats asymptotiques

1/2 5 n
L 5 8 -3/2
n! (21:(5 -1’ ) ((5 - 1)8-1 J L (2.10)
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1)° 1%(25-1 1\
~11-=|n o2, ~|1-[1-=]122"2 -_ oo, (2.
€nd ( 8) B G4 [1 (l 8) (8-1 ) (l 8) n, n 2.11)
3. Arborescences hyperquaternaires croissantes

Les arborescences croissantes pourraient étre vue comme des arborescences de type
Catalan dont on numérote les n sommets, de 1 & n, de fagon telle que les étiquettes
rencontrées de la racine  une feuille forment une suite croissante, et ce, pour toutes les
feuilles, d’oll le nom d’arborescences croissantes. Ces arborescences sont dénombrées de
la fagon suivante : T(x) = 1+ A(x) ol

A(x) = Za,,% satisfait A'(x) = R(A(X) = (1+A)°.
n21 :

En résolvant cette équation différentielle on trouve
-1
T(x) = 1-@-1x)31, (3.1
d’ol
a, = 8256-1)(35-2)...(n—-1)8—(n-2)). (3.2)

En utilisant des L-espéces auxiliaires analogues 2 celles introduites pour les
arborescences de type Catalan, on vérifie que

X
Ty = 1+I: ToTa—ldX, Ty = IO TkTs_ldX , pourk>0.
Apres calculs on trouve
1 n=k=0,
— _ qyn—k-1 3.3)
Tut =18 L 1 n>k20.

k'ln  (1+k@-1) " A+@-1)G-1)

Théoréme 2 Pour un enrichissement R = R(X) quelconque, les trois L-espéces
A = A(X), B = A%(X) et C = A*#(X), sont caractérisées par les équations
combinatoires

A' = R(A), 3.4)

B =p+R(AB =1n +%B, (3.3)

Al e II2 ”" ‘
AAT-AT g +%c, (3.6)

C' = rp+R'(AB*+R(AC = ny+ e

ol ry désigne le nombre de R-structures sur I’ensemble vide.
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Preuve : 11 suffit d’appliquer les techniques habituelles de la théorie des L-espéces [13]. B

En résolvant a I’aide de Maple les équations différentielles du théoréme 2, on trouve
les séries

. =5
B(x) = 3%y = ;[(1—(6—1)105-1 —(1—(8—1)x)}
=1 n!

T 25-1
a?* —G-1) = 1 5 =2
= n n _ Z5-1_ Z Z 51
¢ E; (38-1)(25-1) 26-1 +(2&5—1)2
28-1
3(3-1) . 2(6-1)
_—— 7 5-1 + ,
(35-1(25-1)° 28-1)
oll Z = 1-(8-1)x. On obtient, apres calculs les espérances et variances suivantes
Py 1 n=1,
€nd = 4" = (6; zsl)n1+1 ol (3.7)
0 n<2,
) a** (at 2 ,
Ond = —= —(—”) = 3(5-1) = iG-1-1
" —_— -+ 1+ [ [ ———— 2,
o &) |G- S g e m—y| ™
(3.8)

‘En utilisant encore une fois la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin et 1a méthode
des singularités dominantes on en déduit les résultats asymptotiques

n 3-5
a4 ~ «/ﬁ E n"+2(8—1) (3.9)
n r(_l_) e ’ .
6-1
5-1 2 _ 86-1° - 10
d 1™ O™ T @-pas-nprn "7 @10

4. Arborescences hyperquaternaires de points

Les équations combinatoires (1.1) et (1.2) permettant de calculer récursivement les
restrictions T,, aux diverses cardinalités pour les deux premiers modgles, correspondent,
dans le cas & deux dimensions a

Taa=X Y TLLT,. Tu=[ Y T,T,TT,d @)

m+m+nytn, = n m+ny+ng+ng = n
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La premitre de ces deux équations revient & une équation fonctionnelle tandis que la

deuxi¢me équivaut a une équation différentielle. Cependant, le troisiéme modele étant
défini par
T = LXLx..xL = To+Ti+T2+..., 4.2)

on a plut6t le schéma récursif suivant
T = ("1+"2)(”1+”3)("2+"4)("3+”4)T TT,T, &  (43)
Jnl+u2+n§-n4 =n-1 g "3 "2 "y

qui se démontre par des arguments semblables a ceux donnés dans Laforest [12]. Ce
schéma ne correspond ni a une équation fonctionnelle, ni 3 une équation différentielle et son
analogue en d dimensions est donné par

Théoréme 3 La L-espéce T = LXLX...xL (d facteurs) satisfait le schéma
récursif Ty = 1 et, pourn >0,

T, = I 21)2_ B aI-‘o[,il‘ (v)HT dX, (e:[d]—>2) (4.4)
1<i<d

o uf) = k! IMvg! e x¥=3 v, v:24 5 N @5

g;=a g =0

Preuve : Dans le cas ol d = 2, ’expression (4.4) est une réécriture de (4.3) ot on a
simplement rcmplacé n, ;12, ns, n4 par Vgg, Vo1, V10» V11 Tespectivement. Les quatre
valeurs de My o), 1(v) uz(v) llz(V) correspondent alors aux quatre coefficients
binomiaux rencontrés dans (4.3). Le cas général (en dimension d quelconque) découle
d’une analyse semblable basée sur le fait que la racine de I’arborescence divise 1’espace en
24 hypcrquadrants et que les n— 1 points restants doivent &tre placés selon une distribution
v : 29 - N satisfaisant la contrainte Yve = n-1. |

Théoréme 4 En dimension d, les probabilités T k4 Qu’une arborescence
aléatoire hyperquaternaire de n points posséde exactement k noeuds dans un

hyperquadrant donné sont fournies par les formules explicites et récursives
suivantes, pour 0<k<n,d2 0,

Moo = Op %, (od 8; est le delta de Kronecker), (4.6)
T e

Tpass = 2, —2bd .7
k<isn °

Rppdst = — 1 “.8)

s e s ?
Ri<iysips..cigsn'ti2td
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d-1
Tnkd = d>0, 4.9)
" [ ] l"k+l 1- z/l
1 A';“IA"2 A’;“d
Tnkd+l = = ) (4.10)
e "n,+2n2+z+du,,—d 1" 12%myl...d"n,!
i i 1 1 1
ol A = HP-HY = —4 ~+...+ -, 4.11
u Y] n i I‘l" (n-l)’ (i+1)" ( )
Tnkd = ("I:IJJ I .. g A= ug)" " duy....dug, d>0, 4.12)
Tnkd = (n;l) kit Lé_n_i)l)_'dt, d>0, 4.13)
n-—l) " (n—l—k) (@0
Tpa = T ——, (4.14)
mk.d ( k Z:; L) (k+i+D)?
1
Tt T 4.15)
(n=DRp_14-14 —kTp.a )
T k-1d = pourk = n-1, ..., L

n-k

Preuve : Les formules (4.6) et (4.7) sont démontrées dans Laforest [12]. La formule
(4.8) découle de (4.7) par itération. L’expression (4.9) s’obtient en développant le produit
et en-comparant avec (4.8). La formule (4.10) découle du prodult (4 9) en remarquant que
chaque facteur peut s’écrire (1-— z/z)"1 = exp(z/i+5 (z/z)2 3(2/1) + ...). Les formules
(4.12) a (4.14) sont démontrées dans [12] en utilisant des méthodes probabilistes et
analytiques. Le schéma récursif (4.15) découle de (4.13) par une manipulation des
exposants apparaissant dans 1’expression de %, ; 4 / ("; 13 sous forme d’intégrale. n

11 est intéressant de remarquer que (4.14) peut se réécrire sous la forme

1 (n-1\ "5 (_pyi(n—1-k__n!"

Mg = —("‘ ) -1 ‘(”‘-‘ )———— 4.16
n,k,d n!d k '=20 ( ) l (k+i+ l)d ( )
et que cette derniere formule peut aussi se démontrer par le principe combinatoire
d’inclusion-exclusion en procédant comme suit : Considérons une liste de d permutations
aléatoires des entiers 1, 2, ..., n (i.e. une T-structure aléatoire sur 1’ensemble ordonné
{1<2<...<n}). 1l s’agit de calculer la probabilité qu’il y ait exactement & entiers

qui soient simultanément & gauche de la « racine » représentée par les « 1 » de la figure 1.
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Figure 1

Ilya (";1) possibilités pour choisir ces & entiers parmi les nombres 2, 3, ..., n. lya
nt® / (k+i+1)¢ possibilités de d-tuplets de permutations tels que k + i éléments fixés soient
a gauche des « 1 » (et possiblement d’autres). La somme alternée dans (4.16) représente
(part le principe d’inclusion-exclusion) le nombre de fagons que ces k éléments soient
2,3, ... k+ 1.

Le schéma récursif (4.15) est particuliérement efficace pour dresser des tables des
T, k4 Pour une dimension d fixée. C’est en utilisant ces probabilités que nous allons
calculer ’espérance €, ; ; du nombre de noeuds ayant k enfants dans une arborescence
hyperquaternaire aléatoire de n points en dimension d.

Pour les besoins de la présentation, introduisons quelques notations : posons, pour
une fonction quelconque a & variables f(zgy_o, 2go_15 --» 211..1) €t pour un sous-ensemble
T de ’ensemble des indices { 00...0, 00...1, ..., &€5...€4, ..., 11...1 },

SfIT1 = f(xr(00...0), %7(00...1), ..., xr(11...1))
ol xr désigne la fonction caractéristique de 1’ensemble T. Pour une variable 7, nous
écrirons <> = ¢ et < =1-1

Théoréme 5 Pour k et d fixés, les espérances €, 4 satisfont le schéma de
récurrence suivant:
n-1
€nkd = Prgd + 2% D Mnid Cika 4.17)
i=0
oll p,xq4 = probabilité que la racine d’une arborescence hyperquaternaire de »
points ait k enfants (0 Sk <29 = §)

k
= 3 0328 3 am “.18)
v=0 ITl=v
ol
1 1 n-1
Fo.0rszi) = [ | X 6576572 o | dndiy. (4.19)

0 0 \&ld]-2




163

Preuve : La formule (4.17) est bien connue [7,9,12]. 11 suffit de distinguer le cas ot la
racine a k enfants et d’utiliser le fait que les 2¢ sous-arborescences de la racine sont
indépendantes et de méme nature. Le schéma récursif en découle immeédiatement en faisant
appel aux probabilités %, ; ;. Le coefficient de 25060 2o 04 z:: Z‘:’ Eid ... dans fest égal &
la probabilité qu’il y ait Mg, e, Points dans I’hyperquadrant indexé par €,€,...€4 pour
chaque €:[d] — 2. La probabilité cherchée est donc égale a la somme des coefficients des
mondmes dans f ol exactement k variables, parmi les z ¢, ¢, apparaissent. La formule

finale découle du principe d’inclusion-exclusion. n

La formule (4.17) s’exprime dans le langage des séries génératrices comme suit
[7] : pour k, d fixés, posons

e(2) = Y Eppat” p(2) = Y Pnraz™ (4.20)
n20 n20

Alors (4.17) équivaut a I’équation intégrale

£(z) = p(2)+2¢7%7 e(z) 4.21)

(4.22)

X N
ob 1f@) = {f(t)m, J f@) = j f(t)t(l 5

A son tour, cette équation intégrale se traduit par 1’équation différentielle linéaire, non-
homogene, d’ordre d

(A= 2)DXz(1-2)D)* 1 =2%) w(z) = 29p(2), w(2) = e(2)-p(z). (4.23)

Corollaire 1 En dimension d = 2, on a les formules explicites et asymptotiques
suivantes, pour les p, 2, 0<k<4:

Pourn21, p,g2 = 87,  (deltade Kronecker), (4.24)
4
pourn2, ppi2 = =73, (4.25)
n
n-1
4 12 2 1 4 8
our n 2 3, = —- o ~ =5 4.26
P Pn22 =z 22 =) i (4.26)
n-1
4 8 12 4 1 4 8§ 4
>4, = ZH,—~ . § S . . 2
pour n Pn3,2 T 2'(n—1) nn T, n2 4.27)

4 4 4 2"'1 1
pourn25, p =1——H +——
n.4.2 _f ‘_0 2t (n - l)

~ 1——H +— ,(428)

1
ouH =1+=
. 2

' + ...+ 1 désigne le ntme nombre harmonique.
n
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Preuve : 1 suffit d’évaluer les intégrales du théoréme 5 et d’utiliser le fait que

n-1

1 1Q =1\ 2
—_—_— = 1/("’ . ) ~ - i oo,
S 7o = 22 YY) - 2 s o

i=0 n ]
Corollaire 2 En dimension d = 2, on a la récurrence suivante, pour les €p k2
0<k<4,n22:
k2 = Puya ™t nizpn-l.k,z + (2 - '3' + %)(en—l.k.z = pn-l.k.2)
_(1 —%+n%)(£n_2' k2~ Pasia) 4.29)

En particulier, le nombre moyen de feuilles €, , et de noeuds ayant un enfant
€,,1,2 sont donnés par les formules exactes et asympotiques

€02 8(3n+l)H,(,2)—39n+11—i::- ~ (4n2—39)(n+%)—%+..., (4.30)

n

= 86n+ 0| S i go _Byo | o0ns2an —56-4H
&n12 = Gn+ )2?__ n —7 M n+ n- _; n

1 4
4= ~ - =|-=—+.. 4.31
T 12(2((3)-13{2) + 19)(n + 3) 32t (4.31)

o (s) = Y, ;Is- désigne la fonction z&ta de Riemann.
k=1

Preuve : 11 suffit, pour la récurrence (4.29), d’identifier les coefficients dans les deux
membres de 1’équation différentielle (4.23) avec d = 2. Les formules (4.30) et (4.31)
découlent naturellement de la théorie générale des équations linéaires aux différences finies
d’ordre 2 [17] et de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin [8]. |

11 est & noter que nous avions obtenu, dans Laforest [12] et Labelle, Laforest [11]

une forme moins explicite de la constante multiplicative de n dans la formule asymptotique
(4.31), a savoir

12(20 +19-24(3)~13((2)) ol o = Y Hfit (4.32)
i=1
Flajolet nous a fait remarquer [2,6,14] que la constante o, est en fait égale & 2{(3) (identité
remontant & Euler). Ceci explique les deux écritures différentes pour le méme résultat
asymptotique.

Le corollaire 2 peut étre généralisé comme suit :
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Corollaire 3 Soit P une propriété applicable aux noeuds d’une arborescence
hyperquaternaire aléatoire. Supposons que la probabilité p, qu’un noeud
quelconque posseéde la propriété P ne dépende que de la cardinalité v de la sous-
arborescence déterminée par le noeud, p, — 0 lorsque © — e. En dimension
d =2, I’espérance mathématique €, = €,(P) du nombre de noeuds d’une
arborescence quaternaire aléatoire de n points possédant la propriété P est donnée
par:

T (2260 ey _3),
1) oot 4 2 4

g, = p,,+12(n+— . o et
—( ——H@)———) Y v(3u+1)p,

4.33
3 (4.33)
4n 2" 4Gn+D) )4

ol p, est la probabilité que la racine d’une arborescence de » points ait la propriété
P. On a aussi la formule asymptotique

e (P) ~ Y(P) (w%) (4.34)
o y(P)= i(3—18'o+1)(3u+1)(1c2 —6H?))p,. (4.35)

v=0

Preuve : Pour (4.33), il suffit d’adapter les récurrences (4.17) et (4.29) au présent
contexte et d’utiliser, encore une fois, les techniques du calcul des différences finies. La
formule (4.34) et I’expression (4.35) pour la constante y(P) s’obtiennent de (4.33) en

Temarquant que

2
{1l lpm__ 9 ). "—+o(—1;) (4.36)
4n 2 "  4(Bn+l) 12 n
etque Yoo v(3o+Dp, < Y vGv+1) = O(n’) u

En d = 3 dimensions, le schéma récursif pour les €, prend la forme plus
complexe

_ 8 5 6,4,
€rk3 = Prp3t 3Prnat\ P Y T T (en—l.k.S = pn—l.lc,3)

4 5 2
S ) SRV

6 11 6
"’(l 2z ';T)(en-s,k.s —pn-S.k.3)' 4.37)
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Le comportement asymptotique de €, ;3 est décrit Yea n+le). Dans le cas
général pour une dimension d quelconque, le comportement asymptotiqu7 de g, 4 devrait
€tre de la forme

Yea -(n + 271_—1) k<2¢ (4.38)

pour certaines constantes vy, , dont la nature précise est présentement a 1'étude.
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Quelques problémes concernant les chemins de Dyck généralisés
par Jacques LABELLE*
LACIM / Math.-Info., Université du Québec 2 Montréal,
C.P. 8888, Succ.A (Québec), Canada H3C 3P8.

Résumé La notion de chemin de Dyck généralisé [13] s'obtient lorsqu'on remplace dans les
chemins de Dyck classiques 1'unique pas (1, 1) et son symétrique (1, -1) par des pas (et leurs
symétriques) provenant d'un sous ensemble fini S avec répétitions de N* x IN. Ces chemins
ainsi que d'autres (S-grand Dyck, facteurs gauches de S-Dyck, etc.) correspondent a des
langages algébriques intéressants. La méthodologie, dite de Schiitzenberger, est employée pour
trouver des systémes d'équations et des "formes closes" pour les séries génératrices 2 IS| variables
non-commutatives (resp. commutatives) de ces langages (resp. ces familles de chemins). Les cas
S={h,u}et S={h,u,v},ou h=(r,0),u=(r,1)et v=_(ry 2), sont entiérement résolus;
dans le cas général les équations deviennent vite de degré trés grand. L'étude des paires de S-
chemins sans croisement (resp. sans intersection) se raméne a I'étude des T(S)-chemins de Dyck
(resp. T(S)-chemins de Dyck connexes) ot T(S) est décrit [11] 2 partir de S. De plus le lien avec
les fractions continuées ainsi que la relation entre le cas "avec paliers” et "sans palier" sont étudiés.

Abstract Generalized Dyck paths [13] are obtained from classical Dyck paths when the unique
step (1, 1) is replaced by steps from a finite subset S (with repetitions) of IN* x IN. These
families of paths and others ("S-grand Dyck", left factors of S-Dyck paths, etc.) correspond to
interesting algebraic languages. The so-called "Schiitzenberger methodology" is used to find
systems of algebraic equations and closed forms for the IS| non-commutative (resp. commutative)
variables generating functions of these languages (resp. famillies of paths). The cases S = {h, u}
and S = {h, u, v}, where h = (ry, 0), u = (r;, 1) and v = (r,, 2), are completely solved; in the
general case the degree of the equations becomes rapidly very high. Pairs of non-crossing (resp.
non-intersecting) S-paths lead naturaly to T(S)-Dyck paths (resp. connected T(S)-Dyck paths)
where T(S) is easily described [11] from S. The relation with continued fractions and a formula
relating the presence or not of horisontal steps are considered.

* Avec le support financier du FCAR (Québec) et du CRSNG (Canada).
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1. Chemins de Dyck généralisés (voir [13]).

Soit S un sous-ensemble fini (avec répétitions possibles) de N*xIN on N+t = {1,2,...] et
N = {0,1,2,...}. Pouru = (r,s)e S, posons u = (r,-s), ®;(u)=r et ®wy(u) =s.
Soit S={ulueS}.

Définition 1:
—  Un S-chemin est un chemin dans ZxZ dont tous les pas sont prisdans SU S .
—  Un S-chemin de Dyck (nous dirons aussi un D-chemin) est un S-chemin qui:
i) part de (0,0) et finit sur I'axe des x;
ii) reste dans INxIN, i.e. au-dessus de 1'axe des x.
—  Un S-chemin de Dyck connexe (nous dirons aussi un D¢ -chemin) est un S-chemin de
Dyck qui ne visite I'axe des x qu'a ses extrémités.
- Pour i,j2 0, un D j-chemin est un S-chemin dans NxIN qui vade (0,i) & (n, j).
—  Pour i> 0, un Dj-chemin est un Dg ;-chemin. On pose Dg = D.
—  Pour i> 0, un (Dj).-chemin est un D;-chemin ne visitant I'axe des x qu'a l'origine. On
pose (Dg)c= 1.

En considérant S US comme un alphabet oti chaque lettre a une hauteur définie par
h(u) = m,(u), h(u) = -h(u), et en remplagant les chemins par des mots, on obtient les langages D,
Dc, Dy, (Dj)c et D ;. Suivant la méthodologie de monsieur Schiitzenberger (voir [2, 3, 7, 16, 18,
19]), ces langages correspondent & des séries en les variables non-commutatives {u, u lueS}. En
rendant ces variables commutatives et en posant u =u, on obtient la série IS variables de chacun
de ces langages. En posant ensuite u =t, pour tout ueS, on obtient les séries génératrices de ces
familles de chemins suivant le nombre de pas.

En particulier, pour S={ug,u;,u,,...,u,} ol uj=(rj,j), TjE IN*, on considére donc la
série génératrice 2 m+1 variables (commutatives) ug,u;,u,,...,u, une pour chaque vecteur de

S:

i iy i i
D=D(u,,u,u, ,...,u ) = 2 d. .. . uouluz...um
0° 71 72 m S0 iglyiy i To m
J

o igiiy..ip, est le nombre de D-chemins tels que pour 0 <j<m, uj et ﬁj apparaissent un
total de i; fois. De méme on a les séries génératrices 3 m+1 variables (commutatives) D, D;,
i>0, (Dy)¢,i>0, et D;;,i,j=0.
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Le calcul des séries dans ce cas est suffisamment général car, a partir de D(u,,...,uy), on
retrouve le cas ol S est arbitraire en posant u;=Z u, (u € S, ny(u) =1i).

Proposition 1:
Lesséries D, Do, D;, (D) ,1<i, et, D;; ,1<i,j satisfont aux équations suivantes:

D=1+DC'D ’ Dc=u0+ 2 u‘uiDl_Li_l ’ Di=D'(Di)c

1<i,jSm
min(i, j)
D). = 2 uD, D= 2 Di-k'(Di-k)C
1SjSm k=0

Preuve: Au niveau des langages ou chemins, on a: D =1 + D¢ -D. De méme les égalités:

De=u,+ > 5Dy % ., Di=D-M@), et D= IZ uDj,;;  sont évidentes.
1<i,j<m SjSm
Pour obtenir la derniére équation, il suffit de considérer la droite horizontale la plus basse, y =k,

visitée par le D; ;-chemin, et la derniere fois ol elle est visitée.

Corollaire: (voir [13])
Les m séries D et D; ,1<i<m, satisfontaux m équations quadratiques suivantes:
(ot onpose Dy=D et D=0 pour n>0)

(*) D=1+UO D+ Z llillj(z Di—ij—k)

1<i,jem k21

m
(**) Di=z UJ(Z Di_ij_kJ N 1<i<m

=1 k21

Preuve: Pour obtenir (*), il suffit de remplacer D, et D;; par leurs expressions et d'utiliser
D; =D - (D;). . Pour obtenir (**), on partde D; =D - (D). puis on remplace (D;). et D;; par
leurs expressions.

Corollaire:
La série D(ug,uy,u,,...,u,) satisfait & une équation polynomiale de degré 2™m a coefficients
dans Z[ug,u;,...,uy] de coefficient dominant u,,, 2 la puissance 2m.
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Exemple 1: Chemins de Dyck et de Motzkin classiques, (voir [8, 15, 17, 18]).

Si S={ug,u;}, u;=(r;,i),0<i<1,ona (en posant ug=h et u;=u) I'équation quadratique
suivante satisfaite par D =D(hu): u’D*-(1-h)D+1=0.
D'ou I'on tire: D(h, u) = Lz {I ~h- \/(1—- h)? - 4u2} ; Dc=1-D'1; G=(1-G)!; G, =2D,
Puisque D; =DuD, ;, on lrzcgluvc également:

min(i, )

D,=u'D* , D,;= ) D, (D,,) et (D) =uD.
k=0

Exemple 2: (voir [11,12,13])
Si S={ug,uy,uy}, u;=(rj,i), 0<i<2, on a (en posant ugp=h, u;=u, u,=v) l'équation
polynomiale suivante de degré quatre satisfaite par D = D(h,u,v) :
viD* - VQ2v+1-m)D? + (P+2v342v-2hv)D? - (2v+1-h)D + 1 = 0.
En effet pour m = 2, les équations (*) et (**) deviennent:
D =1 +hD + u’D? + 2uvD-D, + v¥((D,)2+ D?) et
D, = uD’+ vD-D, dod D, =uD*1-vD)™.
On en déduit 1'équation polynomiale aprés calcul.
En utilisant un logiciel de calcul formel tel MAPLE [1], MACSYMA [14] ou MATHEMATICA
[21], on tire:

D(h,u,v) = 41—2{1-h+ 2u+A-\/2((1-h)2-4u2- 2vi+ (1-h+2n)A)}
u

o A=+/(1-h)?—4u? - 4v+4hv+4v?

1

et D(t)=4t2{1+t+A—\/2(1—2t—5t2+(l+t)A)} of  A=A-Dd=30 .

On a également la récurrence suivante:

Proposition 2:

Ona:Dy =D , D, =uD’1-vD)! , Dy, = uDd-vD)!.D,,, + vD-D,
Preuve: 1Ici (**) sécrit Dy =uD?+ vD-D, ; d'oii l'on tire D; = uD*(1-vD)' =D - (D;),
Au niveau des chemins on a: Dy, =DuDy,; + DvD, ., , de plus:

Dj x+1 = Dx (si le chemin ne visite pas I'axe des x) + (D), - Dy, (si le chemin visite l'axe des x).
Onentire Dy, = D-(u+v(D,)) Dy + vD - Dy , dot l'expression pour Dy, .
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Corollaire:

/21 (pn—k
Ona: D, =) ( « )v* D**(D,).>* ob (D,),=uD(-vD)"

n
k=0

Pour terminer cette section, notons que la symétrie totale de I'ensemble des pas n'est pas
indispensable 2 I'étude des chemins de Dyck généralisés.

Exemple 3:
Soit {u, v, u} l'ensemble des pas, ou u=(r;,1) et v=(ry,2).
Au niveau des langagesona: D=1+ (D,-D); D,=uDu+vDuDu.

Doi: D,=u’D(1+vD); D=(1-Dy’=(1- v’D- vvD?'.
Ce qui conduit 2 l'équation de degré trois: wD+uD?-D+1=0.
Plus généralement, si 'ensemble des pas est {uy, uy, ..., u, u;}.
Au niveau des langages on trouve:

D = 1+Du,Di; + Duy(Du))’ + ... + Du,(Du,)"

Ceci conduit en variables commutatives a 1'équation polynomiale suivante de degré n + 1 satisfaite
par D =D(uy, uy, ..., uy):

0w D™ +u 0D + L +up? D’ +ulD?-D+1 = 0
et a

D™ L "D+ . +2D*-D+1 =0

pour la série génératrice D = D(t) selon le nombre de pas.
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2. Chemins de grand Dyck.

Définition 2:

- Un S-grand Dyck (nous dirons aussi un G-chemin) est un S-chemin qui commence en
(0,0) et finit sur l'axe des x.

- Un S-grand Dyck connexe (nous dirons aussi un G,-chemin) est un S-grand Dyck qui ne
visite I'axe des x qu'a ses extrémités. Notez qu'un tel chemin peut cependant traverser
I'axe des x avec des pas u et u tels que 7y(u) > 1.

Considérons les séries génératrices 3 m+1 variables (commutatives) G et G..

Proposition 3:
Si S={ug,uy,u,}, u;= (1rj,i), 0 <i <2, on a (en posant up=h, u; = u, uy = v) les équations
suivantes: G =1+G.-G ; G.=2(1-D"'+ v¥yD?%(1 - vD)?).

Preuve: 1a premitre équation est évidente. Pour la seconde, considérons un G-chemin: S'il ne
traverse jamais I'axe des x avec unpas v ou v, c'est un D, -chemin ou bien au-dessus ou bien
au-dessous de l'axe des x; d'oii le terme 2D, =2(1 - D'l). S'l traverse l'axe des x k+1 fois et
commence positivement, c'est un chemin dans (D;), VDv Dv... DV(D,). , sik est pair, ou
dans (Dy)c vDv.. DvDV(D;)., si k est impair; d'od le terme 22 (D1)c v(vD)¥ D1)c qui, en
utilisant (D1)e = uD(1 - vD), devient 2u?vD?(1 - vD)?3, k=0

Corollaire:

Ona: G =D(1-vD)’/(2~(1+6v)D +3v(l + 2v)D? - v(2u® + 3v + 249)D° + v*D?)
ot D =D(h,u,v) est donné a I'exemple 2.

Preuve: Découle des deux équations de la proposition précédente.
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3. Paires de chemins sans intersection ou sans croisement (voir [6, 9, 11]).
Soit S un multi-ensemble fini de vecteurs dans {1}xIN.

Définition 3:

Soient c et ¢' deux S-chemins partant respectivement de (0,0) et (0,k), 0<k, et se terminant
respectivement en (n,j) et (n,j+£). On dit qu'ils sont sans croisement (resp. sans intersection) si ¢
est au-dessous (resp. strictement au-dessous, sauf aux extrémités sik =0ou £ =0)dec'.

Proposition 4: (voir [11])
Iy a une bijection entre I'ensemble des paires de S-chemins partant respectivement de (0,0) et
(0,k) et se terminant respectivement en (n,j) et (n,j+£), et 'ensemble des T(S)-chemins de (0,k) a
(n,£), ol pour tout i, 0 < i, le nombre de copies de u;=(1,1i) dans T =T(S) est:

H(v.w) lv,we SUS, m,(v) - Ty(w) = i}l.

Preuve: 11 suffit de considérer 1'écart entre les deux chemins; on obtient ainsi un T(S)-chemin.
Par cette bijection, une paire sans croisement correspond & un T(S)-D, , -chemin.

Corollaire:

Il y a bijection entre l'ensemble des paires de S-chemins de (0,0) jusqu'a un méme point et
I'ensemble des T(S)-grand Dyck; si les deux chemins de la paire sont sans croisement (resp. sans
intersection) alors le chemin correspondant est un T(S)-chemin de Dyck (resp. T(S)-chemin de
Dyck connexe).

Exemple 4:

Pour S = {u,}, chemins de Dyck classiques, on a T(S) = {2ug,u,}, chemins de Motzkin 2
paliers bicolorés. De plus on a T(T(S)) = {6uy,4uy,u,) avec comme série génératrice des
T(T(S))-chemins de Dyck:

1 {1-4t+A-\20-12t+A)} od A=+T-16t -

42



174

4. Lien avec les fractions continuées.

Rappelons que dans le casm = 1, S = {h,u}, h = (r5,0), u = (r;,1), on a:
D =(a1-D)'= (-n-vD)!.

D'ou le développement en fractions continuées:

2 2
1 u u
Dlw =1 -Th-1H- "~

Ce qui permet de plafonner les S-chemins de Dyck par la droite y =k en tronquant la fraction
continuée au k® niveau (i.e. en prenant son k€ convergent).

Pour m 2 2, I'approche fractions continuées ne s'applique pas (du moins pas trivialement).
Par exemple, dans le cas m = 2, S = {h, u, v}, h = (rp,0), u = (r;,1), v= (r2,2), on a:

202vD? | u?vD?® _ P(D)

D=(1-D)' ot D.=h+@+v) D+ + = =R(D).

(=D ob De=h+ (VIR Ty o —amy P
Onentire:D=lliD= 11 =

“RD g
1-R(D)
oil R(x) = (=vx)’
h+@?+v2=2hv)x +vi(h-2v)x® + v*x® -

Conclusion.

Dans I'étude des chemins de Dyck généralisés, et autres familles de chemins semblables, les

difficultés proviennent de I'altitude, ®t5(u), des pas u autorisés. S'il s'agit de S-chemins ol pour

tout ue S, m,y(u) < 1, les choses sont relativement simples; cependant I'ajout d'autres contraintes

comme une altitude maximum pour les chemins peuvent compliquer les choses (voir [3, 10]).

Dans ce cas (i.e. pour tout ue S, m,(u) < 1) I'approche fractions continuées permet également de
pondérer les pas suivant 'altitude ot ils ont lieu (voir [4, 8, 20]). Comme on I'a vu jusqu'ici la

présence de pas d'altitude deux ou plus complique rapidement la situation.
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Dans le méme ordre d'idée notons que la présence ou non de paliers ne présente pas de
problémes. On a la proposition suivante:

Proposition 5:
Soit S = {h,u;,us,...,u,} ot my(h) =0 et m(u;) =i, 1<i<m,et §'=S - [h}. Les séries

génératrices Dg(h,uy,uy,...,uy) et Dg (ug,uy,...,uy) sont liées par les identités suivantes:

DS' (lll,llz,...,llm) = Ds(O,ul,uz,...,um) ’

1 u u u
Ds(h:ulvu2’---’um) = 1-h Ds'(l_lh’l_zh”“’l_mh) .

Preuve: Bien siir en posant h = 0 on interdit la présence de paliers. Par ailleurs un Dg-chemin est
une suite de paliers (de série 1/(1 - h)) puis une suite de "vrais pas" chacun suivi d'une suite de
paliers.
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ALGORITHMES D’OBTENTION D’ORDRES A DISTANCE MINIMUM
D’UN ENSEMBLE DE GRAPHES DE SURCLASSEMENT.

O. LAVIALLE! - ClL VIDAL2

1 : ENITA de BORDEAUX - LaBRI Unité de Recherche CNRS N°1306
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RESUME

Nous présentons un nouvel algorithme permettant d’obtenir
un ordre total sur plusieurs objets évalués par plusieurs juges.

INTRODUCTION

Soient n objets (ou actions) évalués par plusieurs juges selon
plusieurs critéres. Nous présentons ici plusieurs méthodes
permettant de classer ces objets en construisant un ordre
minimisant une fonction objectif donnée.

Dans un premier temps, 1’utilisation d’une méthode de
surclassement due a4 Roy [9] nous permet de construire une
relation entre chaque couple d’objets, ramenant ainsi la structure
des données a une structure proche de celle de comparaisons par
paires.

Pour chacun des juges, on construit a 1’aide de cette relation
un graphe orienté appelé graphe de surclassement dont les
sommets sont les objets & comparer. De la méme fagon, un ordre
peut é&tre représenté par un graphe transitif complet. En
considérant 1’ensemble des ordres possibles sur les objets, nous
chercherons celui ou ceux qui sont les plus proches (en un sens 2
définir) de 1’ensemble des graphes de surclassement.

Pour évaluer la proximité d’un ordre avec 1’ensemble des
jugements, nous définirons une fonction objectif cherchant 2a
minimiser un critére donné. Nous présentons ici la minimisation
selon quatre critéres différents. Chacun d’eux conduit A un
probléeme d’optimisation différent.

[Programme de recherche financé par le ministére de
PAgriculture et de la Forét].
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1. CONSTRUCTION D’UNE RELATION BINAIRE

1-1. Méthode de surclassement.

Soit X = { X1, X2,eeeu... Xn } un ensemble de n objets évalués par
m juges Ay, A2,....Am selon p critéres cip, c32, ..... cp. Chacun de ces
criteres est affecté d’une pondération, fonction de I’importance que
le décideur lui accorde, soit respectivement Bi, Ba,..... Bp (avec
P
zpi =1).
i=1

Pour un objet xj, chaque juge A; effectue une évaluation selon
chacun des critéres ck (1 < k < p). Cette évaluation se traduit par
une note e€jrk.

On obtient ainsi m tableaux de données (un par juge) :

Criteres
g° "
Ju b
7
11 c1 b Ck / « ] ¢ P
I |
®ik

r /
A S
u
i
t
s

A T’aide de chacun des m tableaux, on construit un graphe de
surclassement au sens de Roy [8] en reliant les objets par une
relation prenant en compte 1’ensemble des critéres. Il existe
plusieurs relations de ce type [10] que 1’on peut présenter de
maniere intuitive par : un objet x; surclasse un objet Xj, Si xj est au
moins aussi bon que xj pour une majorité de critéres sans étre
nettement plus mauvais sur les critéres restants.
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Nous présentons ici une de ces relations connue sous le nom d’
ELECTREI:

Soit Ar un juge. Pour chaque paire (xj, xj) d’objets,
partitionnons, pour chaque juge, l’ensemble des critéres en trois
sous-ensembles

- Kq+(xi, xj) = { kleik > ejrk), ensemble des criteres favorables a xi,
- Ko (xi, xj) = { kfeirk < ejik}, ensemble des crittres favorables a xj,

- K= (xi, xj) = { kleik = ejik}, ensemble des critéres pour lesquels xj
et xj sont indiscernables.

En faisant intervenir les coefficients de pondération, on
introduit des poids de préférence :

P: (xi,xi) = ﬁn P\‘_ (xi,xi) = Zﬁ P:(xi.xi) = Zﬂn

sk (in) "o ln) sk Ts)

Ces coefficients permettent de construire un indice de
concordance :

co(xi,Xj) = PrH(xi, xj) + Pr=(xi,xj).

On définit enfin un indice de discordance par :

0 si K(xx)=0

d(xx)= e, —e.| .
Max Sinon

koK~ (x z)

on L,= Max Ieitk —eiftl
15i,jsn

L’indice de concordance représente le poids de la somme des
crittres pour lequel xj est au moins aussi bon que x;j, L’indice de
discordance est calculé sur le critere pour lequel il y a le plus
“d’effet contraire”, c’est-a-dire pour lequel xj est meilleur que Xxj
avec un écart relatif maximum. La part relative de cet écart est
mesurée par Lg, que ’on peut interpréter comme la fagon de noter
de chaque juge. L’indice de discordance permet ainsi de pénaliser
un objet trop mal noté pour un crittre, méme mineur, cette
faiblesse pouvant étre considérée comme rédhibitoire.
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A partir de ces deux indices, on construit une relation de
surclassement Sz, par :

xSx &

Lo

c,(xx)2q,
d(xx)<gq,

ol qp et q2 sont des valeurs fixées, indépendantes du juge Aget
comprises entre O et 1, appelées respectivement seuil de
concordance et seuil de discordance.

On obtient ainsi un graphe orienté G; = (X,U;), appelé graphe
de surclassement du juge A, ou X est ’ensemble des objets et U,
I’ensemble des arcs défini par :

(xi, xj) € U < Xxi St xj.

1-2. Matrice de préférences

Pour chaque juge A; (1 £t £ m), on élabore, avec les mémes
seuils q; et q2 fixés, un graphe de surclassement G, dont la matrice
des valuations est notée M;. Soit :

M= YM,

1Stsm

s

Le graphe valué G associé a8 M = [mjj] (pour 1 <ij < n )est
appelé graphe de surclassement généralisé, et peut é&tre interprété
comme une superposition de I’ensemble des graphes G:. La valeur
mjj représente le nombre de juges pour lesquels x; surclasse xj.

Les éléments diagonaux de cette matrice sont constants et
égaux 2 m (nombre de juges). Ils correspondent 4 des boucles de
poids m sur chacun des sommets du graphes.

En supprimant ces arcs, on obtient un nouveau graphe orienté
appelé graphe de préférences dont la matrice des valuations
A=[aij] (1 <i,j < n) est définie par :

0 sii=]
a;= :
Y |m;  sinon

A est appelée matrice de préférences.
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2. Recherche d’un classement des objets :

Le probléeme de choix multicritéres par plusieurs juges a donc
été ramené a un probléme faisant appel a des notions analogues a
des comparaisons par paires en considérant la matrice A=[aij].
L’objectif que nous nous sommes fixés est de trouver un ordre total
(ou un ensemble d’ordres totaux) sur I’ensemble X, compatible (en

un sens a définir) avec la matrice A.

2-1. Probléme de Slater

Le probléeme de Slater [11] consiste a ajuster un ordre total a
un tournoi donné ou plus généralement a agréger un profil (i.e. un
ensemble) de tournois en un ordre total.

La premiére phase décrite plus haut permet d’aboutir, pour
chacun des juges, 2 une matrice de préférences qui n’est pas, en
général, celle d’un tournoi. Toutefois et dans la mesure ou chaque
objet est confronté un méme nombre de fois a un autre,
I’assimilation de notre probléme a un probléme de Slater est
envisageable.

Soit un ordre total p et le profil des m jugements sur les
objets. Nous dirons que I’ordre le plus proche du profil au sens de
Slater est ’ordre tel que le nombre des classements incompatibles
entre le profil et I’ordre soit minimum. On cherche donc & minimiser
le poids des arcs a inverser dans G afin d’obtenir un graphe
transitif.

La fonction objectif 2 minimiser s’écrit :

)= X a;
p(x‘.)>p(ij

Il est bien connu que la recherche des ordres médians est un
probleme NP-Complet. Il existe un certain nombre d’algorithmes
pour résoudre ce probleme. La plupart sont des heuristiques qui,
partant d’une solution construite a partir d’un critere donné
(méthodes des scores par exemple), permettent d’obtenir des
solutions approchées. Toutefois il existe des méthodes
arborescentes dont une développée récemment par Barthélémy,
Guenoche et Hudry [1], permettant d’énumérer toutes les solutions
exactes. La complexité est, dans ce cas, exponentielle.
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2-2. Pondération par les rangs

Le probleme de Slater ne tient aucun compte de la différence
entre les rangs, dans 1’ordre recherché, des deux sommets d’un arc
a inverser. Il peut donc donner, par exemple, comme ordre total le
plus proche, celui qui inverse le premier objet et le dernier.

Pour pallier cet inconvénient, nous avons “pénalisé” chaque
arcs a inverser par la différence des rangs entre les deux objets
concernés, Vidal-Yehia [12].

Cette méthode consiste a trouver une bijection p de X dans
I=(1,2,... ,n} (i.e. un ordre) minimisant la fonction objectif suivante :

o= 3 afelx)-ox))

ol Jeo(x)

Soit 6 € Sy, la permutation associée a p par xg(i)=p(xi), la
fonction f définie précédemment s’écrit :

f(o)= %"a.,.d,(‘),m, on d, = {;:n:nu

Ce probléme est un probléme d’affectation quadratique décrit
comme étant NP-Complet par Beghin-Picavet et Hansen [2]. Ce
probléme étudié dans [5], est approché par un algorithme du type
programmation dynamique dont les formules de récurrence sont les
suivantes : soit S ¢ X

f= rr‘\ai'n{fhm}+}§a,i si Js|20
iex-s

f,=0 sinon

Soit kg 1’élément de S minimisant fg alors le classement partiel
de S, noté classe(S) est classe(S-{ko}), ko.

Le classement obtenu par cette méthode est équivalent a celui
donné par la méthode des scores dans le cas de tournois ou de
tournois généralisés (c’est a dire pour aij+aji = cte), voir [3]. Nous
verrons que cette propriété revét une importance toute particuliére
pour notre problématique.



183
2-3. Recherche de l’ordre médian 3 distance minimum

d’un profil de relations binaires

Les matrices de préférences que nous avons construites ne
sont pas des matrices de tournois. Le probléme posé est donc
légérement différent du probléme de Slater. Pour tenir compte de
cette particularité dans la recherche d’un ordre, nous considérons
comme “incohérences” de jugements a la fois les arcs allant d’un
objet ‘A un autre mieux classé mais aussi les arcs manquants qui
devraient apparaitre entre un objet et ceux qui, dans 1’ordre, sont
moins bien classés que lui. Le critére est celui consistant 2

s

rechercher 1’ordre a distance minimum du profil des relations
associés aux graphes de surclassement au sens de la distance de la
différence symétrique.

2-3-1. Codage d’une Relation Binaire

Soit le codage caractéristique o sur un préordre p. La
coordonnée de a indicée par le couple (xi,xj) est notée

a(xi,xj).(Monjardet-Giamoukis [71).

a(xi,Xj) =1si le Xj
a(xi,xj) = 0 sinon

p étant un préordre total, on en déduit que a(xi,xj) =1si

Xj est au moins aussi bien placé que xj dans p.

A toute relation binaire T, on peut associer une matrice
At=[aTjj]. On peut alors généraliser la définition du codage o a une

telle matrice

at(xij,xj) =1 <=> atj=1
a"(xi,xj) =0 <=> aTij =0
a®(xj,xi) = 0

Remarque : un préordre total p peut étre représenté par la matrice AP o &P j=1si
p(xj) < p(xj) et 0 sinon. AP est un cas particulier de matrice de préférences.
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2-3-2. Distance entre deux relations binaires

A partir de la notion de codage d’une matrice de préférence, on
définit un écart entre deux relations en construisant une distance entre
les deux matrices associées a ces relations. On utilise généralement la
distance euclidienne.

En ce qui concerne des données binaires, on peut utiliser également
la distance de Hamming. Elle est définie comme étant le nombre de
coordonnées différentes entre les deux vecteurs codant les relations
binaires.

Dans le cadre d'un codage o, les deux distances sont équivalentes.

Elles sont aussi égales a une distance connue sous le nom de distance de la
différence symétrique (Wakabayashi [13]).

Nous utiliserons donc cette distance, en envisageant le cas de deux
préordres totaux et en généralisant ensuite a des relations quelconques.

Soit p, un préordre total codé par o. Il induit une partition de
X2 en deux sous-ensembles :
7 = {(xi,xj) € X2 / p(xi) < p(xj) }
T = {(xi,xj) € X2 / p(xi) 2 p(xj) }
Deux préordres totaux p et p' induisent donc une partition de
X2 en quatre sous-ensembles suivant le schéma ci-dessous :

p(X I) <p(Xj)

P(xj)2P(xj)

(I(Xi,Xj)z()

a(x;, xj)=1 o (x;, xj) =0
P(x ) <P (x)
Ot'(Xi,xj)=1 a b
P'('xi)zp'(xl-) . )
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a,b,c etd sont les cardinaux des quatre sous-ensembles ainsi
définis :

a est le nombre de couples (xj,xj) pour lesquels xj est mieux
classé que xj dans p et p'.

b est le nombre de couples (xj,xj) pour lesquels xj est mieux
classé que xj dans p' mais pas dans p.

c est le nombre de couples (x|,xj) pour lesquels xj est mieux
classé que xj dans p mais pas dans p'.

d est le nombre de couples (xj,xj) pour lesquels xj est moins
bien classé que xj dans p et dans p'.

Soit 8 la distance de la différence symétrique. On a :
8p,p) =t N7 |+|n’ N T

d'ou 8(p,p’)= b+c

Remarque : dans le cas ou p et p’ sont deux ordres totaux, si xj = xj : p(xj) = p(xj)
implique p(xj) > p(xj). On en déduit facilement qu'alors, b=c et a=d.

Cette approche peut étre aisément généralisée a
deux matrices de préférences A et A'. Ces matrices permettent
d'effectuer une partition de X2 en quatre sous-ensembles, comme
ci-dessus.

La distance de la différence symétrique est égale au nombre
de couples (xj,xj) tels que :

_ o(xj,Xj) = 1 , o(xj,Xj) =
soit soit
a'(xj,xj) = 0 a'(xj,xj) = 1.

2-3-3. Recherche d'un ordre médian

Nous venons de définir la notion de distance entre deux relations
binaires. Cette définition nous permet de poser le probléme de la
recherche du classement optimum des objets de la maniére suivante :

a partir des m matrices de préférences individuelles AT, on
recherche un consensus sous la forme d'un ordre tel que la distance entre
I'ensemble des relations binaires et cet ordre soit minimum.
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On a vu que la matrice associée & un ordre pouvait étre considérée
comme un cas particulier de matrice de préférences. On peut donc définir
comme ci-dessus la distance de la différence symétrique entre une
matrice AP codée par o et associée & un ordre total p et la matrice de
préférences du juge At, soit AT, codée par oT.

o (i xj)=1 oﬁ(xi,xj ) =0

P(x;) <P (x;)
(l(Xli,Xj)=j] a b

P(xi)>p(xj)
a(xi,xj)=o

8(a®a) = b+c
Interprétation en terme d'arcs
* ¢ représente le nombre de couples (xi,xj) tels que a(xj,xj) = 0 et

at(xj,xj) = 1.

¢ est donc le nombre d'arcs du graphe G? allant d'un objet & un autre
mieux classé dans p (i.e. le nombre d'arcs a inverser au sens de Slater).

c = X a%(xjx) = X afj
p(xj)<p(xi) p(xj)<p(xi)
*b est le nombre de couples (xi,xj) pour lesquels a(xi,xj) = 1 et

a®(xj,xj) = 0.

b est donc le nombre d'arcs manquant du graphe GT? allant d'un objet
a un autre, moins bien classé dans p.

b = T (1-a%xijXj) = X (1- a%)
pxpspx) p(x)spix)

ou encore (Lavialle, Qannari, Vidal-[5]) :

b = 3 (1-a%xjxi) = X (1- a%
p(x)<pix) p(x)<pix) N
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Soit A la matrice de préférences globales. On définit la distance de
A a la matrice AP associée a un ordre p, comme la somme des distances
entre les matrices élémentaires AT et AP.
d(AAP) = 3 3(ATAP) = Z 3(at,a)
1<1<m <ts<m

Chercher l'ordre p qui minimise d(A,AP) revient donc a chercher
l'ordre qui minimise :

( 221 - a%ji) + 3 atj)
1<1<m 1stsm  p(xj)<p(xi) p(xj)<p(xi)

T.- 1 - 10'
ms& p(Xj)<%(Xi§a '+ i) )

Soit la matrice A'= [a'jj] telle que a'jj = ajj + m - aji. A’ est la
matrice d'un tournoi généralisé.

Minimiser la distance d(A,AP) revient donc a chercher le minimum de

la fonction f(p) définie par :
f(p) = X ajj
p(xj)<p(xi)

La recherche d'un ordre médian minimisant la somme des distances
de la différence symétrique avec un ensemble de matrices de préférences
consiste donc & minimiser le critére de Slater sur la matrice A',
(Lavialle, Vidal [6]). Le nombre d'arcs a inverser dans A' représente, pour
la matrice A le minimum de la somme des arcs a inverser et de ceux a
rajouter pour que le graphe associé a A soit transitif et complet.

>.4. Dist ndéré
Soit la partition induite par un ordre p et une matrice A?,(voir 2-3-3)

Les couples (xi,xj) appartenant aux ensembles de cardinal b etc
sont les couples pour lesquels p et AT sont en désaccord.
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La distance de Hamming est augmentée de 1 a chaque fois qu'un
désaccord intervient.

En suivant une démarche paralléle a celle de Frey-Yehia [4], nous
proposons de tenir compte de l'importance du désaccord en pénalisant un
ordre d'autant plus fortement que les désaccords avec AT portent sur des
objets dont la différence des rangs est importante.

Nous pondérons donc chaque désaccord par la différence, dans p,
entre les rangs des deux objets concernés.

Ainsi notons :

C = 3 a%j(p(xi)-p(xj)
p(xi)>p(x))

= X a%jj (1-aijj) (p(xi)-p(xj))
xi,xj

C est la somme des “pénalités” infligées aux arcs a inverser
b - 3 %) exp-pxi))
p(xi)<p(xj)
= X (1-a%j) ajj (p(xj)-p(xi))
Xi,Xj

b est la somme des “pénalités” infligées aux arcs a ajouter

Soit &r, définie par :
s (Atp)=C+ b

8 est une combinaison linéaire de distances. C'est donc, par
définition, une distance.

On cherche l'ordre médian au sens de cette distance : c'est l'ordre
qui minimise :

3.5(a%p)=d(Ar)

7=1
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dr (Ap) = X ajj (1-aij) (p(xi)-p(xj)) + Z  (1-aij) aij (p(xj)-p(xi))
Xi, X Xi,Xj

= X (ajj-aij) (p(xi)-p(xj))
Xi, Xj

= X ajj (p(xi)-p(x))) - Z aij (p(xi)-p(xj))
Xi,Xj Xi,xj

ou, pour un ordre p donné : ¥ aij (p(xi)-p(Xj)) est une constante.
Xi, Xj

Minimiser dr (A,p) revient & minimiser X ajj (p(xi)-p(Xj))-
Xi, Xj

min T aj (p(xi)-p(x))  =min( T aj p(xi) - I aijp(x))
Xi,Xj Xi,Xj Xi,Xj

=min( X aj px)-Z ajpxi) )
Xi, Xj Xi,Xj

=min ( X (ajj - aji) p(xi) ) (1)
Xi,Xj

minimiser (1) revient & minimiser X s(i) p(xi) ou s(i) est le score de
I'objet xj dans la matrice de terme général [ajj-aji]. C'est donc le nombre
d'arcs allant de I'objet xj vers les (n-1) autres objets.
L'ordre qui minimise la distance tenant compte des rangs est donc
l'ordre des scores calculé sur la matrice A' définie au point 2-3-3 (A’ est
de terme général ajj-aji+m ol m est le nombre de juges).

Cette derniére fonction objectif permet d’'obtenir un probléeme qui
n'est plus un probléme NP-complet. De plus, on reproche souvent aux
méthodes de recherche d’'ordre médian de donner des ordres solutions qui
peuvent étre trés éloignés les uns des autres; la pondération par les
rangs permet également de lever cet inconvénient.
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Abstract

Given a universe of discourse U, a multiset can be thought of as a function M from U to the natural
numbers N. In this paper, we define a hybrid set to be any function from the universe U to the integers
Z. These sets are called hybrid since they contain elements with either a positive or negative multiplicity.

Our goal is to use these hybrid sets as if they were multisets in order to adequately generalize certain
combinatorial facts which are true classically only for nonnegative integers. However, the definition above
does not tell us much about these hybrid sets; we must define operations on them which provide us with
the needed combinatorial structure.

In section 1, we will define an analog of a set which can contain either a positive or negative number
of elements. We will allow sums to be calculated over an arbitrary hybrid set and in particular over
“improper” intervals. This will lead us in section 2 to the calculation of the complementary symmetric
functionscomp,, (H) whose argument is a hybrid set of variables which is at the same time a generalization
of elementary and complete symmetric functions. ’

In particular, as we will see in section 2.2, the complementary symmetric function generalizes the
following two classic results concerning sequences of polynomials with persistant roots, that is to say,
having the form pn(z) = (z — a1)(z — a2) - - - (z — an).

00

p(@) = ) ex(-as,...,~an)s"* 6]
" = Z:hk(al,...,an_k+x)})n—k(=). 2)

‘The complementary symmetric function not only allows us to express the connection constants between
‘two arbitrary sequences of polynomials with persistant roots, but to also expand arbitrary rationmal
functions in terms of “extended” sequences with persistant roots and persistant poles.

Many sequences of combinatorial interest cnx can be defined in terms of connection constants. The
complementary symmetric function therefore allows us to simultaneously study them: extending them
to the case where n and k might be negative, demonstrating their recursions, characterizing them with
simple formulas, and providing general inversion formulas. Along these lines, in section 3, we calculate
generalized binomial coefficients and give them a combinatorial interpretation in terms of a partial order
on the hybrid sets. Similarly, we generalize the Gaussian coefficients, and explain their combinatorial
significance. Finally, in section 5, we study a generalization of the p, g-Stirling numbers of the first and
second kind.
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1 Hybrid Sets

1.1 Notation

One usually thinks of a multiset M as a function from some universe U to the natural numbers N. M(z) is
called the multiplicity of z in the multiset M. Sets then are a special case of multisets in which all z have
multiplicity either 1 or 0.

In this paper, we generalize these concepts to new “sets” and new “multisets” which may have
negative integers as multiplicities as well as nonnegative integers.

Definition 1 (Hybrid Sets) Given a universe U, any function f : U — Z is called a hybrid set.

The value of f(z) is said to be the multiplicity of the element z. If f(z) # 0 we say z is a member
of f and wrile z € f; otherwise, we write z & f. If the support of f is finite, define the number of elements
#f to be the sum 3 ., f(z). f is said to be an # f-element hybrid set.

Given two hybrid sets f and g, their sum or union is writlen as the hybrid set f + g for which the
multiplicity of z is the sum of the multiplicities in f and g: (f + g)(z) = f(z) + 9(z). Similarly, the hybrid
set difference of f and g is denoted f — g and is given by (f — g)(z) = f(z) — 9(z).

We will denote hybrid sets by using the usual set braces {} and inserting a bar in the middle {|}.
Elements occuring with positive multiplicity are written on the left of the bar, and elements occuring with
negative multiplicity are written on the right. Order is completely irrelevant.

For example, if f = {a,b,¢c,b|d,e, e} then f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) =1, f(d) = -1, f(e) = -2, and
f(z)y=0for z #a,b,c,d,e.

So far, we haven’t accomplished much. These hybrid sets are equivalent to elements of the free group
over the universe in question, so one might wonder if there is anything new here. However, we are planning
on treating these hybrid sets as if they were multisets. That is to say, we will consider the subsets of hybrid
sets; we will perform sums over hybrid sets; and we will enumerate certain classes of combinatorial objects
with them. We begin by considering which hybrid sets correspond to the classical notion of a set.

Definition 2 (New Sets) A positive or classical set is a hybrid set taking only values 0 and 1. A negative
set is a hybrid set taking only values 0 and —1. A new set is either a positive or a negative set.

For example, the set S = {e,b,c} can be written as the classical or positive set S = {b, a, c|} while
=S = {|a,b,c} is a negative set. Both S and —S are new sets. However, {a|b} is not a new set.

The empty set @ = {|} is the unique hybrid set for which all elements have multiplicity zero. It is
thus simultaneously a positive set and a negative set.
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1.2 Sums and Products over a Hybrid Set

One often wishes to sum an expression over all the elements of a sel. For example, we usually write

$m)y= 3 i

iefact(n)

for the Euler phi function where fact(n) is the set of positive factors of an integer n.

When dealing with mullisets, it is often convenient to include multiplicities in the sum.or product.
One defines 3,5 F(z) and [].¢p F(2) to be 3=,y M(2)F(z) and [L, ey F(z)M(®) regpectively. For
example, we can expand a monic polynomial p(z) by

re)= JI -»
aeRoots(p)

where Roots(p) is the multiset of roots of the polynomial p.

This notation can be immediately generalized in the obvious way to hybrid sets.

Definition 3 (Sums and Products over Hybrid Sets) For any function F and hybrid set h we write
Z:F(z) Jor Z h(z)F(z), and we write H F(z) for H F(z)*=),

z€h z€U z€h zeU
For example, consider the following extension of the definition of Roots(p).

Definition 4 (Hybrid Set of Roots) Let f(z) be a rational function. Then f(z) can be written as

 (e—a)(z—a)--(z—a)
@) = o=t (e =by)

We then call
Raow(f) = {al)aZ: .. ',ailblsbzi LR )bJ}

the Hybrid Set of Roots of f(z)

For f(z) a monic rational function, we thus have

f@= I @-».
reRoots(s)
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1.3 Sums and Products with Limits

Often, sets are written using ellipsis for missing elements. For example, {ai,...,as} stands for the set
{a1,a3,a3,a4,a5}. In the case of hybrid sets, this notation turns out to be rather powerful.

Definition 5 (Ellipsis) Let (an)nez be a sequence of constants indezed by an integer n. Their ellipsis is
defined by the recursion:

{al..ao} 0 = {|}
{a1..an} = {a1..an-1} +{anl]}.

It therefore follows that {a;..a;} is explicitly given by:
. {8i,8i41,...,05-1,05]} i<y,
{ai.a;}=<¢ 0 ifi=j+1, and
{laj+1, 0542, .. .0} i i2542;

In the first case, we are reduced to the standard usage of ellipsis. However, in the other cases, the interval
being considered is “improper” classically, but the meaning is clear here. Reference is being made to a
certain j — i + 1-element negative set. Our ellipsis are written with only two dots to distinguish them from
normal ellipsis.

i
One often uses the notation Z A(n) where n is a nonnegative integer to denote the sum of A(n)

n=1
over the set {1,2,...,n}. Using the ellipsis notation, we can define the sum or product of a quantity from
an arbitrary integer to another:

Definition 6 (Sums and Products with Limits) Let (A(n))ncz be a sequence of constants indezed by
an integer n, and lei i and j be arbitrary integers. The sum and product of A(n) from i to j is given by

2_An) Y. Aln)

n=i ne{i..j}

J
II4wm) I 4wm).

n=i ne{i..j}

Just as with integrals, the sum is shift invariant, the sum over an empty interval is zero, and the sum over
a positive expression over an “improper” interval j < i is negative.

For example, 3¢, = 142+ 3+4 = 10 since {1..4} = {1,2,3,4]}, and 374 = —(=3) - (-2) -

(—1) = 0 =6 since {1.. — 4} = {|0,—1,-2,-3}. In general, }"{._, i = n(n + 1)/2 for all n regardless of sign.
In fact,

Proposition 7 Let p(z) be any polynomial, then there is a polynomial g(z) such that g(n) = Yoie1 p(3) for
all n regardless of sign.0

Proof: Classical proof by induction can be applied here mutatis mutandis.0

Finally, note the following reciprocity formula useful in calculations with improper intervals:

Proposition 8 Let (a;)icz be a sequence of constants indezed by an integer i, then for all inlegers n
{a;..an} = —{b1..b_,}

where b; = ap4;.0
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2 The Complementary Symmetric Function

2.1 Introduction

The complementary symmetric function is so called because it complements or extends the complete and
elementary symmetric functions. Recall that e,(V) and h,(V), the elementary and complete symmetric
functions of degree n over the set of variables V, are given by the following generating functions:

S havyr = JI-2t)?
n>0 zeV
Y ey = [J(+21).
n>0 zeV

The complementary symmetric function combines these two definitions by using our notion of the product
over a hybrid set.

Definition 9 Let V be a hybrid set of variables. Then the generating function for the complete symmetric
function of degree n over these variables is given by the product:

Z comp, (V)" = H(l — zt).

n>0 zeV

In other words, we have

ﬁ(l — a;t) i e,.(—al, —az,.. .)t"

E compn(al) az, ... Ibly bz: .. ‘)t" = ':.1 = ”=go .
n20 [Ma-b5) 3 hka(ar,a2,.. "
i=1 n=0

In the.case where V is a negative or positive set, it follows that

en(a,b,c,..) = comp,(—a,—b,—c,...|) 3)
ha(a,b,¢,...) = comp,(la,b,c,...). 4)

It is now immediate that the transformation
*:en — hy

used in the theory of symmetric functions is an involution. * acts on the set of symmetric variables, inverting
the sign and the multiplicity of each variable.

The next few results are based on the following convolution identity.

Lemma 10 Suppose V and W are two (hybrid) sets of variables. Then

n
comp,(V+ W)= Z compy(V)comp, _(W).
k=0
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Proof: Using the definition of V + W (Definition 1), we can proceed as follows

i comp,(V + W)t" = H (1-at)
n=0 zeV+W
= (1‘[(1 —zt)) IHa- zt))
z€V (1.4
= (Z comp,,(V)t") (Z comp,,(V)t")
n=0 n=0
=3 (Z compk(V)comP.._k(W)) ",
n=0 \k=0

and identify coefficients of t".0

We have the following explicit characterization of the complementary symmetric function.

Theorem 11 The complementary symmelric function comp,(ay,as,...|b1,b2,...) is the sum of all mono-
mials in the a’s and the b’s in which the a’s may appear with no ezponent two or greater, and are associated
with a minus sign.

For example,

compy(a,d,c|z,y,z) = ab+ac+be
—az—ay—az—bz—by—bz—cz—cy—cz
+zz+zy+zz+y2+yz+z2.

Proof of Theorem 11: First, by Lemma 10,
n
comp, (a1, as,...|b1,b2,...) = E comp,(ay, @z, ...|)comp, _;(|b1,bz,...).
k=0
Then by equations 3 and 4, we have in turn
n
comp,,(ai1,az,...|b1,b2,...) = Z er(—a1,—az,.. )ha_k(b1,ba,...)
k=0

where as we recall the elementary symmetric function is the sum of monomials with no repeated variables,
and the complete symmetric function is the sum of monomials possibly with repeated variables.O

The complementary symmetric function satisfies an interesting recursion:

Theorem 12 For all n,m,k positive integers, we have

comp,(a1,...,8m|b1,...,br) = compy(ay,...,8m-1|bs,...,bek—1)
+(bx — am)comp,,_,(ay,...,8m-1|b1,...,be).0
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Proof: Either apply Lemma 10 first with W = {a,,|bz} and then again with W = {a,,|}, or reason
with Equations 3 and 4.0

Note that Theorem 12 holds equally well for m, k < 0 provided that comp,(ay,...,amlbs,...,b) is
read as the complementary symmetric function comp,, ({@1..am} — {b1..0x}) whose argument is the difference
of two hybrid sets each given by ellipsis.

The following expansion can be found in [3].

Theorem 13 The complementary symmetric function is given by the following sum

n
comp,, (111, as,... Ibl, bz, .. ) = z H(ba'-+1-i - a.,,.)
0<a1 <3< <an i=1

over strictly increaéing sequences of positive inlegers.

Proof: Apply Theorem 12 until all complementary symmetric function disappear either by reducing
their degree to zero, or by eliminating all their variables.O

2.2 Connection Constants
In order to state the main result of this section, we must first introduce the concept of persistant roots.

Definition 14 Let (b, )nez be a sequence of constanis indezed by an integer, and let

an(z) = [[(= - b5)

i=1

Jor all n positive or negative. In other words,

qz(zi '(-"" —b1)(z - b2)

a(z) = (z-b)
20(z) = 1
q_l(z) = l/(z—bo)

g-2(2) 1/(z = bo)(z — b-1)

Then (gn(z))nez is called the sequence of rational functions with persistant roots (bp)nez-

‘We can now state the main result concerning the complementary symmetric function.
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Theorem 15 Let f(z) be a monic rational function of degree n, and (bi)r<n @ sequence of constants indezed
by an integer. Then f(z) can be ezpanded in terms of the sequence of rational functions (qi(z))e<n with
persistant roots (bk);,s,. as follows:

f(@) =) comp,(Roots(f) - {b1--ba-1+1})gn-1(2). ()

k=0

Notes to Theorem 15:

1. The degree of a rational function f(z) = p(x)/¢(z) is defined to be the degree of the numerator p(z)
minus the degree of the denominator ¢(z). .

2. For 0 < k < n, the coefficient of gi(z) does not depend on br42,be4s,...,bn even though initial
consideration of the problem might seem to indicate that it should.

3. To interpret this theorem when k > n, recall the definition of improper intervals from section 3.

4. The coefficient of g,(z) does not depend on the non-existant “bp41,” since compy(V') is identically one.

5. The case in which f(z) is a polynomial (see Corollary 17) is much simpler and is a direct consequence
of equations 1, 2, 3, 4, and Lemma 10.

Proof of Theorem 15: We proceed by induction on the number;j of roots and poles which f(z)
possesses. The base case is thus f(z) = 1. In this case, the right hand side of equation 5 is

3 compy(~{b1.-b1-1})a-(z).

k=0

For k = 0, the summand is one, since the complementary symmetric function of degree zero is identically
one and go(z) = 1. The remaining terms are all of the form

ex(—bo,=b-1,...,—ba—1)
(z—bo)(z —b-1)---(z = b1-k)

which is zero for lack of sufficiently many arguments to the elementary symmetric function. Thus, the sum

is one as required.

Next, towards induction assume Eq. 5 holds for g(z). Now, consider f(z) = (z — a)g(z).

fl@) =

(z—-a) f:compk(Roots(g) = {b1..bn-£})gn-(z)
k=0

3 compy (Roots() = {b1.bn-11)(z = bn-s) + (bt — ltn—t-1(2)
k=0

an(z) + Z[ comp;, . (Roots(g) — {b1..bn—k-1})
k=0 +(bn-r — a)comp;(Roots(g) — {b1..bn—t}) lgn—i-1(z)

an(2) + Y compy(Roots(f) — {b1..bn-t})an-k-1(z)
k=0

3 compy (Roota() - {b1-bo-s-1})an-4(2)
j=0

where the fourth equality results from the recursion theorem (12).

The proof for f(z) = g(z)/(z —a) can be found by reading the above sequence of equalities in reverse

order.0)

Theorem 15 gives rise to the following inversion formula.
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Corollary 16 Let (an)nez, (bn)nez; (cn)nez, and (dn)nez be sequences of real numbers. Then
©0
Cn = E comp({ay..an} — {b1..bn—r+1})dn—i
k=0
for all n, if and only if

00
dy, = Z compy ({b1..bn} — {1..an—k41})en—i
k=0
for all n.0

Theorem 15 is particularly easy to state in the case of polynomials.

Corollary 17 Given constants (a;)§2, and (b;)2,, we have

(z-a1)---(z—an)= 2": compy(a1,...,8alb1, ..., be41)(z — b1) -+ (z — b:).0
' k=0

As special cases, we have Eqs. 1 and 2. Other special cases of particularly interesting connection
constants along with their combinatorial interpretation in the section below and throughout the rest of this

paper.

2.3 Example of Connection Constants

We begin with an example of the expansion of an inverse formal power series since this lies outside of the
usual theory. Let us expand 1/z in terms of the sequence of rational functions g,(z) with persistant poles
bo,b-1,b_3,...; that is, expand 1/z with respect to

g-1(z) = 1/(z—bo),
g-2(z) = 1/(z—bo)(z —b-y),
g-3(z) = 1/(z - bo)(z = b-1)(z — b_2), etc.

By theorem 15, we can write

1

00
o Z compg ([0, bo, b1, . .., b1-k)g-1-2(2)

k=0

0
= Y er(=bo,=b_1,...,b1_1)g-1-1(z)
k=0

oo
= Z(—l)kbob_l o -bl_kq_l_g(z).
k=0

So in particular,

o0
=
z (z+1)
for z > 0 as the convergent sum of a geometric series. Similarly,

1 & (k—1)!
PP D ey e oy g ©)

n=1

Using the classical method of telescoping series, equation 6 can be validated for z a positive integer. However,
to demonstrate this identity in general for z > 0, the preceeding theory of connection constants is necessary.

Other examples of connection constants can be found in the following sections.
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3 Binomial Coefficients

3.1 Connection Constants

Another classical example of connection constants is that of the binomial coefficient (:) which is given by
the coefficients of the polynomial (z + 1)¥, or more generally the Gaussian coefficients (:)q which is given by

the coefficients of the polynomial (z — 1)(z — g)(z — ¢2) - - - (z — ¢"~?) (see Figure 2 and 3). These constants
then have well known combinatorial interpretations. () is the number of k-element subsets of a given n-

element set whereas the coefficient of ¢' in (:)q counts the number of partitions A I- ¢ of length k with all

parts distinct and less than or equal to n where a partition of ¢ is defined as a nonincreasing sequence of
nonnegative integers summing to ¢.!

Now, that we are caﬁab]e of calculating these connection constants via Theorem 15, we can equally
well interpret them for n negative or positive. We are then calculating the coefficient of z* in an inverse
Laurent series. '

By Theorem 12, we have the recurrences
n n— l) 1 (n - l)
= +q (7)
(). = G2 +(3).,
n n-1 n-—1
@) = G2+ ®)
Moreover, by theorem 15, we have

n -
q

{ en-b(l,qy---;%—l) fOfOSkS", and
= (©)
(_l)ﬂ—khn_k(q-l,q-—I, o -sq") for k <n<0.

k

an+1—i -1

i=1

(¢ -1)(g*1-1)---(g-1)
And in particular for ¢ =1,
n
(lc) = comp,,_;(-1,-1,..,~-1)
7 terms
en-k(1,1,...,1) for0 < k <n,and
N terms
(-1)"*hn_i(1,1,...,1) fork<n<0
~nN terms
n(n—1)(n-2)---(n—k+1)
k! :
10ur definition of the Gaussian coefficient differs from with certain other definitions (for example, see [10]) by a factor of

¢{"=¥(n - k= 1)/2. Under this alternate definition, the coefficients of (',:)q then count the number of partitions A i ¢ of length
k with all parts less than or equal to n — k. Moreover for g prime, (:)q the ber of k-di jonal subvector sp

2

in an vector sp over a g-el t field.
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Setting all the variables of the elementary or complete symmetric function to one gives the number of terms.
In theccase of the elementary symmetric function, this is the number of ways of choosing k variables among
n without replacement. Thus, we have rediscovered the classical combinatorial interpretation of () for n
positive. For the complete symmetric function, the number of terms is the number of ways of choosing k
variables among n with replacement. In other words, up to sign, ('k") is the number of k-element multisets
based on a given n-element set. Hence, we have combinatorial interpretations of (}) for n positive or negative.

3.2 .Roman Coefficients

What is the connection between these two interpretations? And can we permit k to be negative as well?

We can for example, adopt the following definition of (}) (consistant with the definition above) for
all values of n and k, positive or negative (see Figure 1).

n\ _ .. IF(n+1+¢)
(L-) = kT i+ oT(n—k+179) 10)

Table 1: Binomial Coefficients, (})

n\k]-4 -3 -2 -1]0 1 2 3 4 5 6
6 0 0 0 of1 6 15 5 6 1

5 0 0 0 o1 5 10 5 1 0

4 0 0 0 0|1 4 6 1 0 0

3 0 0 0 o1 3 3 0 0 0

2 0 0 0 0|1 2 1 0 0 0

1 0 (] 0 0] 1 1[0 0 0 0

0 0 0 0 o1 0 0 0
=11 -1 1 -1 1|1 -1 1 -1 1 -1 1
-2 3 -2 1 0/]1 -2 8 -4 8 -6 7
-3 -3 1 0 o0j1 -8 6 -10 158 -21 28
—4 1 0 0 0|1 -4 100 -20 35 -56 84
-5 0 0 0 0j]1 -5 16 =35 70 -126 210

Proposition 18 (The Six Regions) Let n and k be integers. Depending on what region of the Cartesian
plane (n, k) is in, the following formulas apply:

[

A2k >0, then (}) = ey
2 Ifk > 0> n, then (F) = (=1)*(~"tF-Y).
3. If0>n >k, then (}) = (-1)"** (-nk_—kl
4. Ifk>n>0, (3)=0.

5. If0>k>n, (7)=0.
6

. Afk>0>n, (3) =00
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Note that in regions 4-6 there is an extra factor of € in the numerator of the limit, so we are left
with zero. Next, region 1 is the classical case, so we have the usual binomial coefficients. Finally, regions 2
and 3 are simply related to region 1.

Most of the usual properties of binomial coefficients hold true in all six regions.

Proposition 19 (Complementation) For all integers n and m, (3) = (,2,).0

Proposifion 20 (Iteration) For all integers i, j, and k,
(R)=(()-
By equatit;n 8,
Proposition 21 (Pascal) Let n and k be integers not both zero, then
(=G
Nevertheless, () = 1 while (Z}) + (3)) =1+1=2.

The coefficients in Regions 1 and 3 have already been seen to be connection constants; that is to
say, they are the coefficients of z"~* in the inverse power series (1+ z)". Those in regions 4-6 are zero. This
leaves only region 3, which as we see below, can be interpretted as a set of connection constants in terms of
formal power series.

Proposition 22 For all integers n, (z + 1) is given by

Ol

k=-o00

as a formal power series.

Proof: The (n — k)th derivative of (1 + z)" evaluated at zero is (n — k)!(}).0
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3.3 Inclusion of Hybrid Sets

These new binomial coefficients (}) are always integers, but what do they count? In region 1, they count
the number of k-element subsets of a given n-element set. We claim that given a suitable generalization of
the notion of a subset, this is true in general (up to sign). There is no need for a separate interpretation of
(%) in regions 2 and 3.

We define a partial order on these sets which is a generalization of the usual ordering of classical
sets and multisets by inclusion.

Definition 23 (Subsets) Informally, we say f is a subset of ¢ (and write f C g) if one can remove
elements one at a time from g (never removing an element that is not a member of g) and thus esther
acheive f or have removed f.

For example, we might start with the hybrid set f = {a,b,c,c|d,e}. We will remove a few of its
elements one at a time. Suppose we remove b; this leaves {a,c,c|d,e}. Now, b is no longer an element, so
we can not remove it again. Instead, we might remove d leaving {a, c, c|d, d,e}. Obviously, we can remove d
as many times as we choose. Finally, suppose we remove c leaving {a, c|d,d, e}. Hence, we have proven two
things. Since we were able to remove {b,d,c|}, we know that {b,d,c|} C f. Also, since we were left with
{a,c|d, d, e}, we know that {a,c|d,d,e} C f.

Proposition 24 [14] The ordering “C” defined above is a well defined partial order.O0

Proof: See [14].

Note however that the ordering C does not form a lattice. For example, hybrid sets f = {|a,b} and
g = {a|b} have lower bounds {a|}, {a,b]}, and {a,b,d|}, but no greatest lower bound. Conversely, f and g
possess no upper bounds.

Theorem 25 The subsets of a classical set f correspond to the classical subsels of a classical set. The
subsets of a multiset f correspond to the classical submultisets of a multiset

Proof: To construct a conventional subset of a set S, we merely remove some elements subject to the
conditions that we only remove elements of S and we don’t remove an element twice. The order of removal
is not relevant.

To construct a conventional submultiset of a multiset M, we merely remove some elements subject
to the conditions that we do not remove any element more times than its multiplicity in M.O

Now, we have the desired interpretation of the binomial coefficients.

Theorem 26 Let n and k be arbitrary integers. Let f be an n