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INTRODUCTION

L'objet de ce travail est I'énumération de certaines figures planaires, appelées polyominos.
Nous abordons ce probléme par deux méthodes. La premiére repose sur la notion d'empilements
de piéces, qui est une version géométrique des monoides partiellement commutatifs introduits par
Cartier et Foata. La seconde est la méthodologie DSV. Elle relie certaines questions d'énumération
a la théorie des langages algébriques.

1. LES OBJETS ETUDIES : LES POLYOMINOS

Considérons le plan RxIR. Une cellule élémentaire est un carré {i, i +11%[j,j +1], o0 i et j
sont des entiers.

Un polyomino est une union finie de cellules élémentaires, d'intérieur connexe, et définie 2
translation prés. On définit plusieurs paramétres relatifs a ce polyomino, par exemple sa hauteur,
sa largeur, son périmétre et son aire, c'est 2 dire le nombre de cellules élémentaires le composant
(Fig.1).

Largeur
- >
Fig. 1 Un polyomino :
- de hauteur 5, 1 [
- de largeur 8,
- de périmétre 36 [
-daire 21. Hauteur
]

Les polyominos sont connus et étudiés depuis longtemps. Le livre que Golomb leur a
consacré en 1965 [Gol] et les articles de Gardner dans le "Scientific American” en 1958 ont
beaucoup contribué a les populariser ([Ga]).

Toute une gamme de problémes est relative 3 ces objets. Citons par exemple des probiémes
de décidabilité, concernant notamment le pavage du plan ou d'un rectangle par des polyominos,
étudiés par Conway et Lagarias [Co-La)], Beauquier [Be], Beauquier et Nivat [Be-Ni), ou,
inversement, celui du recouvrement d'un polyomino par un nombre minimal de rectangles
(Chaiken, Kleitman, Saks et Shearer [Ch-K1-Sa-Sh], Masek [Ma]).
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IRION Fig. 2
AR Pavage d'un rectangle par un polyomino.
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Mais c'est & I'énumération de ces objets que nous nous attachons ici. Enumérer les
polyominos généraux est un probléme majeur en combinatoire. On ne dispose encore 3 ce jour que
de majorations, dues a Klamer et Rivest {KI-Ril].

En revanche, plusieurs sous-classes ont pu étre dénombrées. La plupart d'entre elles sont
définies par des contraintes relevant de deux notions : 1a convexité et l'existence d'une direction
privilégiée.

Un polyomino est verticalement convexe lorsque toutes ses intersections avec les colonnes
[i,i +11%xR du plan sont convexes. On peut, de fagon analogue, définir des polyominos
horizontalement convexes, mais aussi diagonalement convexes. Un polyomino qui est 2 la fois
verticalement et horizontalement convexe sera dit convexe. Remarquons que, pour un tel
polyomino, la connaissance de 1a hauteur et de la largeur fournit celle du périmétre.

La notion de structure dirigée, quant a elle, provient de la physique statistique, ou elle a
été introduite en 1982, donnant aussitot lieu & de nombreux travaux. Nous verrons que des liens
€roits existent entre cette discipline et la combinatoire énumérative.

Le tableau ci-contre résume les résultats relatifs a 'énumération des différentes classes de
polyominos connus a de jour. Nous constatons que trois problémes, principalement, subsistent :
tout d'abord I'énumération des polyominos dirigés suivant le périmetre, puis celle des polyominos
convexes dirigés suivant l'aire, et enfin le probléme soulevé en 1974 par Knuth du dénombrement
des polyominos convexes suivant l'aire, pour lequel on ne connait qu'une estimation
asymptotique (Klarner et Rivest [K1-Ri2] et Bender [Be]).

Cette these est consacrée 2 la résolution de ces deux derniéres questions. Plus précisément,
nous donnons la série génératrice des polyominos convexes dirigés et celle des polyominos
convexes, comptés suivant les trois parameétres hauteur, largeur et aire.

/

Fig. 3 Un polyomino convexe. Fig. 4 Un polyomino convexe dirigé.

Les polyominos en physique statistique

La résolution de certains mod¢les de physique statistique, destinés & décrire par exemple
des transitions de phase, ou le comportement d'un systéme au voisinage d'un point critique,
passe par le dénombrement de familles particuliéres de polyominos.
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Tableau des énumérations exactes de polyominos

Type de Polyomino Périmeétre Aire
Euler 1748, Gauss 1863
Tas et diagramme de exercice Sylvester 1884
Ferrers évident Temperley 1952, 1956
Wright 1968,
Derrida, Nadal 1984
Polya 1969 (cas particulier des quasi-
Parallélogramme Kreweras 1970 partitions :Auluck 1951,

(ou Ferrers gauche)

Delest, Gouyou-Beauchamps,
Vauquelin 1987 (périmétre de
liens et de sites)

Andrews 1981)
Polya 1969, Gessel 1980
Delest, Fedou 1988
(aire + largeur)

Convexe dirigé

Chang, Lin 1988
(largeur + longueur)

?

Convexe

Delest, Viennot 1984
Kim, Stanton 1988
Enting, Guttmann 1988,1989
Chang, Lin 1988
Lin 1988 (largeur + longueur)

(estimation asymptotique :
Klamer, Rivest 1974,

Bender 1974)
?

Verticalement
convexe

Delest 1987
Brak, Enting,
Guttmann 1990

Klarner 1965, 1967
Stanley 1978, 1986
Delest 1987 (aire + largeur)
Privman, Forgacs 1987
Privman, Svrakic 1989
(aire + longueur)

Verticalement
convexe dirigé

Delest, Dulucq 1987
(périmetre et périmétre dirigé)

Delest, Dulucq 1987
Barcucci, Pinzani, Rodella
1990

Diagonalement Delest, Fédou 1988 Bhat, Bhan, Singh 1988
convexe dirigé (périmétre dirigé) Privman, Svrakic 1988
Nadal, Derrida, Vannimenus
1982
Hakim, Nadal 1982
Dirigé ? Dhar, Phani, Barma 1982

Dhar 1982, 1983
Viennot 1985

Gouyou-Beauchamps, Viennot

1988 (aire + largeur)
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Ces objets apparaissent le plus souvent sous la forme équivalente d'animaux tracés sur un réseau
carré. On obtient un animal en remplagant chaque cellule élémentaire d'un polyomino par son
centre. Un animal est dit dirigé lorsque chacun de ses points peut étre atteint depuis un point
particulier, appelé point source, par un chemin restant dans l'animal et ne faisant des pas que dans

deux directions données (Fig.5). Il est possible de définir de méme des animaux dirigés 2
plusicurs points sources.

/

000 |
ool |o |
0 000 | |
o] {00
00| |o
@000

Fig.5 Un animal dirigé a un point source et le polyomino associé.

Ces animaux dirigés sont trés étudiés par les physiciens, en dimension 2 par Derrida,
Nadal et Vannimenus [De-Na-Va}, Hakim et Nadal [Ha-Na] et en dimension 3 par Dhar [Dh2},
qui démontre d'ailleurs I'équivalence de ce modele avec celui, fort célebre, des hexagones durs,
résolu en 1980 par Baxter [Bal, Ba3, Dh1]. Le modé¢le des animaux dirigés en dimension 2 a été
résolu combinatoirement par Gouyou-Beauchamps et Viennot [Go-Vi, Vi3]. Citons aussi les
travaux de Penaud {Pel, Pe3], ceux de Delest et Dulucq [De-Du] sur les animaux verticalement
convexes et dirigés, et ceux de Privman et Svrakic [Pr-Sv], Privman et Forgacs [Pr-Fo], Fedou
[Fe2], Penaud [Pe2] sur les animaux diagonalement convexes et dirigés.

Ces animaux sont le plus souvent liés 2 des modeles de gaz sur réseau, mais aussi au
probléme de la percolation (dirigée ou isotrope). A noter enfin que I'énumération des animaux
dirigés suivant le périmétre dirigé résoudrait le probléme ouvert de I'énumération des animaux
dirigés tracés sur un réseau hexagonal.

Pour une description plus générale des liens entre la physique statistique et la
combinatoire, on pourra se reporter a l'article de Viennot [Vi3].

Nous résolvons & deux reprises dans ce travail des conjectures provenant de la physique
statistique.

Les deux premiéres sont dues 2 Enting et Guttmann [En-Gu], et sont issues d'une
approche particulitre du modéle de Potts a q états, dont la résolution est un probléme ouvert. Les
deux auteurs construisent, par une méthode dite de réseau fini, un développement 2 basse
température de la fonction de partition du modéle. La connaissance de la série génératrice des
polyominos convexes comptés suivant l'aire fournit un terme correctif et permet de pousser plus
loin ce développement.

Les trois autres conjectures que nous résolvons sont dues a Baxter et Guttmann [Ba-Gu).
Elles sont relatives au modele, lui aussi ouvert, de 1a percolation dirigée sur réseau carré et plus
précisément au calcul de la probabilité de percolation. Contrairement aux deux précédentes, ces
conjectures sont intrinséquement liées au modéle. La premigre d'entre elles est d'ailleurs d'une
importance décisive. Nous les démontrons en faisant apparaitre des structures voisines de certains
polyominos, appelés polyominos parallélogrammes.
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2. LES OUTILS

Nous abordons I'énumération des polyominos convexes par deux méthodes.

La premiére repose sur une bijection entre les polyominos parallélogrammes, et certains
empilements de segments, A qui leur structure confére une énumération plus facile.

La seconde, devenue classique, repose sur un principe dG 2 M.P. Schiitzenberger. Nous
I'appellerons ici "méthodologie DSV". Elle permet, a l'origine, d'expliquer l'algébricité d'une
série génératrice en codant les objets qu'elle énumere par les mots d'un langage algébrique. Nous
utilisons & la fois cette méthodologie et l'un de ses raffinements, introduit trés récemment par
Delest et Fedou [De-Fe), et s'inspirant de 1a notion d'attributs sémantiques. 11 permet de traiter
des séries génératrices qui ne sont plus elles-mémes algébriques, mais sont des g-analogues de
séries algébriques.

Chacune de ces approches utilise par ailleurs des techniques de g-calcul.

2.1. Empilements et monoide de Cartier-Foata

Toute la premiére partie de ce travail repose sur une bijection entre certains polyominos,
appelés polyominos parallélogrammes, et des empilements de segments.

. bl
!

Fig. 6

Fig. 7 U 1l ts.
Un polyomino parallélogramme. 8 n empilement de segments

La notion d'empilement de piéces, due a Viennot [Vi6}, est une version géométrique de la
théorie des monoides partiellement commutatifs , introduite en 1969 par Cartier et Foata, 3 la suite
de travaux portant sur les propriétés combinatoires des réarrangements de suites [Ca-Fo].

Depuis, de nombreux liens sont apparus entre cette théorie et des domaines aussi divers
que Yalgebre linéaire (preuves combinatoires du théoréme maitre de Mac-Mahon, de la formule
d'inversion des matrices, de l'identité de Jacobi ... voir Cartier et Foata [Ca-Fo], Foata [Fol,
Fo2], Viennot [Vil], Zeilberger [Ze], Lalonde [La]), 1'étude des polynémes orthogonaux
généraux (Viennot [Vi6]), ou la théorie des graphes (Gessel [Gel]). Plus récemment, les
monoides de commutation ont ét€ utilisés comme modeles pour le parallélisme et 1a concurrence
d'accés a une base de données ([Co-Mé, Co-Pe, Zi]). Enfin, la résolution de certains modeles de
physique statistique (modéle des hexagones durs, animaux dirigés sur réseau carré ou
hexagonal ) est équivalente a I'énumération de certains empilements ([Pel, Pe3]). Dans ce cas,
c'est d'ailleurs bien la notion d'empilement qui apparait naturellement, et non celle de monoide de
commutation ([Vi3]).

L'intérét de construire une bijection entre les objets que I'on cherche & dénombrer et
certains empilements de piéces provient de 'existence de théorémes d'inversion, qui permettent
d'énumérer des familles particulieres d'empilements. Nous en utilisons ici deux : le premier est
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une généralisation de l'inversion de Mobius pour les monoides partiellement commutatifs [Ca-
Fo], et est dd & Viennot [Vi6]. Le second est nouveau et étend le précédent.

Dans un premier temps, la bijection que nous construisons permet de retrouver, en le
précisant, le résultat de Delest et Fedou [De-Fel], relatif 3 I'énumération des polyominos
parallélogrammes suivant l'aire et la largeur. Par des découpages adéquats, I'énumération des
polyominos convexes dirigés et convexes se raméne ensuite a celle des polyominos
parallélogrammes dont la hauteur de la premiére et/ou de la demiére colonne est fixée. C'est de
nouveau grace aux empilements de segments que nous résolvons cette question.

2.2. Langages algébriques et méthodologie DSV

Dans sa version la plus simple, cette méthodologie consiste 2 construire une bijection (ou
codage) f entre les objets que I'on veut énumérer et les mots d'un langage algébrique &, de telle
sorte que la taille d'un objet donné soit la longueur - c'est 2 dire le nombre de lettres - de son
image par f. Si le langage & est engendré par une grammaire algébrique non ambigué, la série
génératrice formelle & des mots de &, définie par

E-3

uels
satisfait un systéme d'équations en variables non commutatives. Ceci permet d'écrire ensuite un
systeme d'équations algébriques, dont 'une des composantes de la solution est la série génératrice
L des objets étudiés. Rappelons que L = Za,, 1", oli a, est le nombre d'objets de taille .

Cette méthode permet tout d'abord de mieux comprendre 1'algébricité de séries génératrices
déja connues. Citons par exemple les travaux de Cori [Col, Co2, Co3], Cori et Richard [Co-Ri],
Cori et Vauquelin [Co-Va], relatifs aux cartes planaires. Mais elle permet également d'obtenir de
nouveaux résultats d'énumération. Le premier résultat de ce type est le dénombrement des
polyominos convexes suivant le périmétre, par Delest ¢t Viennot [De-Vi]. Ce résultat a ensuite été
retrouvé par Chang et Lin [Ch-Li}. Nous en cherchons ici un g-analogue, sous la forme d'une
énumération conjointe suivant le périmétre et l'aire.

Un autre intérét de cette méthode est de pouvoir générer aléatoirement des objets de taille n
donnée, de telle sorte que chacun d'eux apparaisse avec la probabilité 1/a,. Il faut pour cela
générer uniformément les mots de longueur n d'un langage algébrique. Par exemple, les travaux
de Hickey et Cohen [Hi-Co] portent sur ce théme. De telles possibilités intéressent tout
particulierement les physiciens qui peuvent ainsi déterminer expérimentalement certains
coefficients critiques relatifs au modele étudié. Des animaux aléatoires de grande taille ont déja été
obtenus, 2 la suite des travaux de Gouyou-Beauchamps et Viennot [Go-Vi).

Un résumé de cette méthode est présenté par Viennot [Vi4], qui recense aussi un certain
nombre de ses applications a I'énumération d'objets planaires (animaux, polyominos, cartes...).

Langage de Dyck

Les langages que nous utilisons sont le plus souvent des versions légérement modifiées du
langage des mots de Dyck, encore appelés systémes de parenthéses bien formés.

Ce langage est d'une importance fondamentale en informatique théorique, tout d'abord
parce qu'il engendre tous les langages algébriques, mais aussi pour son utilisation dans de
nombreux probléemes d'algorithmique (analyse d'algorithmes sur les fichiers par Flajolet, Frangon
et Vuillemin [Fl-Fr-Vu], étude du nombre minimal de registres pour I'évaluation d'une expression
arithmétique par Flajolet, Raoult et Vuillemin [Fl-Ra-Vu}, éude du taux de parallélisme par
Arques et Guichet [Ar-Gu]).
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Il apparait aussi dans plusieurs problémes de combinatoire classique, liés par exemple aux
tableaux de Young (Gouyou-Beauchamps [Go]), ou aux fractions continues (Flajolet [Fl],
Viennot [Vil]), et, sous des formes plus ou moins modifi€es, comme codage de différentes
figures, notamment les cartes planaires et les polyominos.

Nous utilisons tout d'abord ici la méthodologie DSV dans sa version la plus simple, afin
d'expliquer bijectivement I'algébricité de la série génératrice des polyominos convexes dirigés
comptés suivant le périmétre, obtenue par Chang et Lin [Ch-Li). Toutefois, c'est d'un g-analogue
de cette méthode dont nous avons besoin par la suite pour le dénombrement des polyominos
convexes.

2.3. g-Analogue de la méthodologie DSV et g-calcul

Ce raffinement de la méthodologie DSV a été introduit par Delest et Fedou [De-Fe2], et
utilisé avec succeés dans le cadre de I'énumération des polyominos parallélogrammes suivant 'aire
et la largeur. Nous prolongeons ce travail en utilisant un codage plus général, dont nous
déduisons un systéme de g-équations aux différences finies, liant les séries génératrices des
polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes, comptés suivant la largeur, la
hauteur et 1'aire.

11 n'existe pas, & I'heure actuelle, de technique générale pour résoudre ce type d'équations.
Nous déduisons cependant de ce systéme, par des méthodes itératives, des développements
intéressants pour la série génératrice des polyominos convexes dirigés et celle des polyominos
convexes. Une nouvelle notion apparait dans ces calculs : celle de g-automate. Nous parvenons
ensuite a la solution du systéme étudié, en utilisant l'expression de la série génératrice des
polyominos parallélogrammes déduite de la bijection avec les empilements.

Ce travail se rattache ainsi 2 I'étude des g-séries, pour laquelle existe une énorme
littérature. Citons par exemple le livre classique d'Andrews [An3], et les travaux de Andrews et
Askey [An-As] sur les g-analogues des polyndomes orthogonaux. Le livre récent de Gasper et
Rahman [Ga-Ra] présente une bonne description des séries hypergéométriques basiques.

Ces g-séries interviennent par ailleurs dans des domaines aussi variés que I'analyse, la
théorie des nombres, la physique, et, bien sir, la combinatoire, comme en atteste le mémoire
d'Andrews [An4]. Un autre exemple des liens entre les g-analogues et la physique statistique est
fourni par Cartier [Ca]. Une de leurs apparitions les plus spectaculaires reste le lien entre les
célebres identités de Rogers-Ramanujan et la résolution, par Baxter, du modéle des hexagones
durs [Bal, Ba2, Ba3].

En combinatoire, elles jouent un réle capital dans I'énumération des partitions d'entiers
(ou diagrammes de Ferrers, voir Andrews [An3]), et interviennent aussi dans bien d'autres
problémes d'énumération (Garsia et Remmel [Ga-Rel), Desarménien et Foata [De-Fol).
Soulignons la trés récente apparition de g-analogues des fonctions de Bessel dans 1'énumération
des polyominos parallélogrammes par Delest et Fedou [De-Fel].

Inversement, la combinatoire permet d'interpréter certaines formules de g-calcul, mais
également d'en démontrer d'autres, comme par exemple l'évaluation de l'intégrale d'Askey-
Wilson par Ismail, Stanton et Viennot [Is-St-Vi], ou la difficile conjecture "g-Dyson" par
Zeilberger et Bressoud (Ze-Br]).

Ce travail souléve finalement au moins deux questions susceptibles de le prolonger.

Tout d'abord, nous obtenons, pour la série génératrice des polyominos convexes, deux
formules distinctes, selon la méthode utilisée. Un premier probléme consisterait 3 montrer par le
calcul I'égalité de ces deux g-séries. Mais il est en fait assez vraisemblable qu'une troisiéme
expression, plus concise que celles que nous obtenons, du méme type que celles qui énumeérent
les polyominos parallélogrammes et convexes dirigés, existe. Une telle formule reste & trouver.
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D'autre part, nous démontrons que la série génératrice des polyominos parallélogrammes,
convexes dirigés ou convexes de largeur donnée est une fraction rationnelle, dont nous donnons le
dénominateur. Lorsqu'on se contente d'une énumération suivant l'aire de ces objets, les
numérateurs de ces fractions paraissent avoir de belles propriéiés. En effet, les premiers d'entre
eux sont a coefficients positifs, et unimodaux. Ceux relatifs aux polyominos parallélogrammes
sont méme symétriques. Il serait donc sans doute intéressant d'affiner nos résuliats en étudiant de
plus prés ces polynOmes, et en démontrant - éventuellement - ces propriétés.

3. RESUME DE LA THESE

Les quatre premiers chapitres reposent sur une bijection entre polyominos
parallélogrammes et demi-pyramides de segments, décrite dans le chapitre 1. Les quatre suivants
sont plut6t des applications de la méthodologie DSV.

Chapitre 1. Empilement de segments et polyominos parallélogrammes

Apres avoir défini les empilements de segments et énoncé des théorémes d'inversion
permettant d'énumérer certains d'entre eux, nous décrivons une bijection entre les polyominos
parallélogrammes et des empilements de segments particuliers, appelés demi-pyramides. Nous
déduisons d'un des théorémes d'inversion la série génératrice des polyominos parallélogrammes,
comptés suivant la largeur, la hauteur et l'aire.

Chapitre 2. Polyominos convexes dirigés et polyominos convexes

Nous ramenons l'énumération des polyominos convexes dirigés et des polyominos
convexes 2 celle des polyominos parallélogrammes dont la hauteur de la premiére et/ou de la
derniére colonne est fixée. De nouveau, les théorémes d'inversion évoqués plus haut nous
permettent d'énumérer ces objets.

Nous obtenons finalement 1a série génératrice des polyominos convexes dirigés et celle des
polyominos convexes, comptés suivant la largeur, la hauteur et I'aire.

Chapitre 3. Séries rationnelles pour les polyominos convexes de largeur donnée
(Cas y =1)

Reprenant les résultats obtenus aux chapitres 1 et 2, nous montrons que la série génératrice
des polyominos parallélogrammes, convexes dirigés ou convexes de largeur donnée est une
fraction rationnelle.

Lorsqu'on se contente d'une énumération de ces objets suivant l'aire, nous donnons, pour
chacune des trois classes de polyominos convexes considérées, la valeur du dénominateur de cette
fraction.

Nous établissons par ailleurs des formules permettant de calculer par récurrence les
numérateurs associés. Les premiéres valeurs, obtenues grice au logiciel de calcul formel MAPLE,
sont remarquables : ces polyndmes sont 2 coefficients positifs et unimodaux.

Chapitre 4. Empilements de segments et arbres binaires
L'objet de ce chapitre est trés voisin de celui du chapitre précédent. Nous recherchons le
dénominateur de la série génératrice des polyominos parallélogrammes, convexes dirigés ou
convexes de largeur donnée, mais comptés désormais suivant la hauteur et I'aire simultanément.
Nous constatons que la méthode utilisée dans la chapitre précédent, et consistant a
exploiter directement les formules obtenues dans les chapitres 1 et 2, est ici inefficace. Nous
abordons donc ce probléme par une voie différente.
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Nous prolongeons d'abord la bijection décrite au chapitre 1 entre les polyominos
parallélogrammes et les demi-pyramides de segments & des polyominos convexes plus généraux.
Leur image par cette nouvelle bijection sera une demi-pyramide tricolore. Nous décrivons ensuite
une transformation - exceptionnellement non bijective! - de ces demi-pyramides en centains arbres
binaires. L'énumération des différentes classes de polyominos considérées se raméne ainsi 2 celle
de familles particulieres d'arbres convenablement valués.

La valeur du dénominateur de la série génératrice des polyominos parallélogrammes,
convexes dirigés ou convexes de largeur donnée se déduit alors facilement de cette interprétation.

Chapitre 5. Codage des polyominos convexes dirigés par les mots du grand
Dyck.

Nous présentons ici quelques généralités sur les langages algébriques et décrivons la
méthodologie DSV. Nous donnons ensuite une premiére application de cette méthodologie, en
prouvant bijectivement le résultat étonnamment simple sujvapt : le nombre de polyominos
convexes dirigés de périmetre 2n+4 est le coefficient binomial (2: (Chang et Lin [Ch-Li)).

Chapitre 6. Codage des polyominos convexes. Systéme d'équations

Un g-analogue de la méthodologie DSV foumnit un systéme de 6 g-équations aux
différences finies, régissant les séries génératrices des polyominos parallélogrammes, convexes
dirigés et convexes.

Il n'existe a I'heure actuelle aucune méthode systématique permettant de résoudre ce type
d'équations.

Néanmoins, ce systéme permet d'énumérer suivant hauteur et largeur toutes les classes de
polyominos convexes étudiées. Nous redémontrons ainsi un certain nombre de résultats connus,
D'autres sont nouveaux.

D'autre part, nous démontrons, a partir de ce systéme et en utilisant de nouveau le logiciel
de calcul formel MAPLE, deux conjectures d'Enting et Guttmann [En-Gu}, relatives aux valeurs
des dérivées par rapport 3 g de la série génératrice des polyominos convexes, et intervenant
curieusement lors d'une approche particuliére du modéle de physique statistique appelé modele de
Potts 2 g états,

Chapitre 7. Résolution du systeme

Nous cherchons ici a résoudre le systeme de g-€équations obtenu dans le chapitre
précédent. Par des méthodes itératives, nous retrouvons d'abord le développement en fraction
continue de la série génératrice des polyominos parallélogrammes déji obtenu dans le premier
chapitre. En supposant connues les autres formules du premier chapitre, ces mémes méthodes
meénent 3 la série génératrice des polyominos convexes dirigés donnée dans le chapitre 2.

Au contraire, nous parvenons pour la série génératrice des polyominos convexes 2 une
nouvelle expression, différente de celle du chapitre 2.

Chapitre 8. Nombres de Catalan et percolation dirigée

Ce chapitre porte 2 priori sur un sujet trés éloigné de celui des polyominos, puisqu'il s'agit
de la preuve de trois conjectures de Baxter et Guttmann [Ba-Gu], portant sur le modele physique
de la percolation dirigée sur réseau carré. Mais ces conjectures font curieusement intervenir les
nombres de Catalan, et nous les démontrons en faisant apparaitre certaines figures planes,
voisines des polyominos parallélogrammes, que nous énumérons de nouveau via la méthodologie
DSV.
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CHAPITRE 1

POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES
ET EMPILEMENTS DE SEGMENTS

Ce premier chapitre décrit une bijection entre les polyominos parallélogrammes et certains
empilements de segments. La notion d'empilements de piéces, formalisée par Viennot [Vil], est
une illustration géométrique de la théorie des monoides partiellement commuzatifs libres, appelés
aussi monoides @ commutations partielles, développée par Cartier et Foata [Ca-Fo]. Nous
rappelons en annexe les définitions de ces notions, et redémontrons leur équivalence, ainsi que
deux théorémes relatifs a I'énumération des empilements de piéces. Nous y présentons également
un nouveau théoréme d'énumération, plus général.

Toutefois, dans le cas particulier des empilements de segments, nous donnons ici quelques
définitions et énoncés de théoremes qui seront utiles par la suite.

1. EMPILEMENTS DE SEGMENTS : PREMIERES DEFINITIONS

On s'intéresse ici A I'ensemble ® des segments de la forme P =[a,b]*{n}, od {a,b,n}e
N 1<a<b. Si P=[a,b]*{n} est un élément de P, le segment [a,b] sera son support, noté
supp(P), et n son niveau, noté niv(P).

Deux éléments P et P’ de P seront dits en concurrence si l'intersection de leurs supports
est non vide. On notera alors P G P".

Deux sous-ensembles P, et ®°, de % seront dits en concurrence s'il existe au moins un
élément de %, en concurrence avec un élément de P,.
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Définition 1.1. Un empilement de segments est un sous-ensemble fini £ de P, vérifiant les
deux conditions suivantes :

(i) deux éléments distincts de E en concurrence ne sont jamais sitiés au méme niveau ;

(ii) pour tout segment P de E, de niveau n# non nul, il existe un autre élément de E, en
concurrence avec P, de niveau n-1.

Tout élément de E sera appelé piéce de empilement E.

L'ensemble des empilements de segments sera noté 6,

Définition 1.2. Soit E un empilement de segments.

Une piece de E est maximale (resp. minimale) si elle n'est en concurrence avec aucune
piece de niveau supérieur (resp. inférieur).

Un empilement trivial est soit 'empilement vide, soit un empilement dont toutes les pitces
sont  1a fois maximales et minimales (C'est A dire encore de niveau zéro).

Une pyramide est un empilement n'ayant qu'une piéce maximale.

Remarque. Les pi¢ces minimales d'un empilement sont ses pieces de niveau zéro.

Exemple. L'empilement suivant a quatre piéces maximales et trois piéces minimales.

Niveau

L]
Su==t

1 2 3 4

Fig. 1.1 Un empilement de segments.

Nous allons maintenant définir la superposition de deux empilements E et F. Elle
consiste, intuitivement, 2 translater verticalement toutes les pieces de F d'une méme hauteur
supérieure au niveau maximum des pitces de E, puis 2 "laisser tomber” ces piéces sur celles de E,

Proposition / Définition 1.3. Soient E et F deux empilements, avec F = {P, P,}
a) Il existe des entiers n,,...,n,, et des ensembles N\, ,...,T.,, uniques, vérifiant les conditions
suivantes pour tout i, 1<i<k:

(i N,={n/3PeE niv(P)=n, PSPYU{n /niv(P)<miv(P).F,CP};

(ii n,=0 si N, estvide,

n =1+ max () sinon.

b) L'ensemble E' = EU{supp (P)x{n} 1<is k} est un empilement, qui sera appelé
superpositionde F sur E, et noté ERF.
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4 Faay
J& > O ' O

Empilement E Empilement F

Exemple.

Fig. 1.2 Superposition
de deux empilements.

O
Empilement ER F

Preuve. a) On construit les n; et les J,; par récurrence montante sur le niveau des piéces de F.

Ainsi,siniv(P)=0, N\, ={n/3PeE,niv(P)=n, PG P}, et n, = 0si T\, est vide, et
sinon »; vaut 1+ max(7},).

Supposons avoir construit n; et 9\, pour toutes les piéces P. de niveau strictement
inférieur & m, m 2 1. Soit alors P, une piéce de niveau m ; on connait, d'aprés 'hypothése de
récurrence, les valeurs de n; pour toutes les piéces P, en concurrence avec F, et de niveau
stricternent inférieur. On en déduit les valeurs de T\; et de n;.

b) Vérifions que les conditions (i) et (ii) de la définition 1.1 sont satisfaites.
La condition (ii) est vérifiée du fait de la définition de n; et T,;.
Par ailleurs, considérons deux segments P et P’ de E’, distincts et en concurrence. Trois cas sont
possibles :

- P et P’ sont deux piéces de E ; elles ne sont donc pas au méme niveau, puisque E est un
empilement ;

- P est une pi¢ce de E et P’ = supp (P) *{n,} provient de I'empilement F. Alors niv (P)
est élément de T\, et donc niv (P) = n, est strictement plus grand que niv (P).

- P et P’ proviennent de I'empilement F ; on a par exemple P = supp (P) x{n,}, P’ =
supp (P,) x{n;}, avec niv (F,) < niv (). Alors n; est élément de 9\, et donc n; est strictement
plus petit que n,.

Dans tous les cas, les pieces P et P’ sont de niveau distinct, et la condition (i) est
satisfaite: I'ensemble £’ est bien un empilement.0

Remarque.

L'opération de superposition, notée O, est associative ; on utilisera donc par la suite des
écritures non parenthésées. Elle posséde un élément neutre, qui est I'empilement vide. L'ensemble
des empilements de segments, muni de cette opération, est en fait un monoide partiellement
commutatif au sens de Cartier et Foata [Ca-Fo]. Nous démontrons ce résultat en annexe.

En revanche, il est clair que I'opération @ n'est pas commutative.
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2. EMPILEMENTS DE SEGMENTS : THEOREMES D'INVERSION

Ces théorémes permettent d'énumérer certaines familles d'empilements relativement 2 une
valuation donnée. Soit K un corps commutatif, x,,...,x, des indéterminées ; on appellera
valuation toute application

v:Ad — K[x,..,x1,
ot A est I'ensemble des segments {a, b], 1 S a < b, et vérifiant les conditions :

- pour tout élément s de B, v(s) est un polynéme en x,,...,x, sans coefficient constant ;

- pour tout mondme x;"...x,*, le nombre de segments dont 1a valuation a une composante
non nulle relativement 3 ce mondme est fini.

La valuation d'une pitce sera alors celle de son support. La valuation d'un empilement E,
encore notée WE), sera le produit des valuations de ses piéces.

Les conditions imposées sur v assurent alors 1a convergence formelle de la série Zv(E),
ou la somme porte sur tous les empilements E de €. Si &' est un sous ensemble de &, 1a somme
des valuations des empilements de &' converge encore et sera appelée série génératrice des
empilements de &'. De méme, 1a série génératrice alternée des empilements de €' sera la somme
formelle 2(—1)'5I v(E), prise sur tous les éléments de &', ob | E| désigne le nombre de pigces
de E.

Les théorémes d’'inversion suivants permettent de calculer les séries génératrices de
certaines familles d'empilements.

Le premier d'entre eux est l'analogue de l'inversion de Mbius pour les monoides
partiellement commutatifs de Cartier et Foata [Ca-Fo]. 11 permet d'énumérer les empilements
généraux. Rappelons que la théorie, devenue classique, de l'inversion de Mobius pour les
ensembles partiellement ordonnés a été exposée par Rota [Ro].

Le second est une généralisation due A Viennot [Vil]. Etant donné un sous-ensemble 1,
de A, on dira, par abus de langage, qu'une pi¢ce est dans 71, si son support s'y trouve. Ce
second théoréme permet d'énumérer les empilements dont toutes les pieces maximales (ou toutes
les pieces minimales) sont dans ..

La preuve de ces deux résultats est présentée en annexe. Nous y démontrons aussi un
troisi¢me théoréme d'inversion, nouveau et généralisant les deux premiers. Etant donnés deux
sous-ensembles TN, et M., de .8, il fournit la série génératrice des empilements ayant toutes leurs
pieces maximales dans Tll,, et toutes leurs pidces minimales dans TN,,. Il découle d'un lemme,
qui, seul, nous sera utile dans le cadre des empilements de segments. Nous le donnons en (iii) de
la proposition suivante.

Proposition 1.4. (i) La série génératrice des empilements de segments est :

R
2O ST

ol I est l'ensemble des empilements triviaux, et |F| désigne le nombre de piéces de F.

(ii) Soit M, un sous-ensemble de A. La série génératrice des empilements ayant toutes leurs
piéces maximales (ou toutes leurs piéces minimales) dans M, est :

2D w(F)
)=
21" v(F)
FeT
ol ‘J(“ITL) est l'ensemble des empilements triviaux & piéces dans le complémentaire de T,.

E/Max(E)cT
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(iii) Soient M., et M., deux sous-ensembles de &. On a l'identité suivante :

> uﬂ[ > - v(Fj
Fez?(‘m,) Fe'J('TTL,) \F|
= -1)"'v(EQF),
Y () v(F) (g)( yu(Ear)
FeJ
ol la somme apparaissant dans le membre de droite est relative aux couples (E, F)
d'empilements vérifiant :
- les piéces maximales de E sont dans T\, et ses piéces minimales dans M., ;
- F est un empilement trivial & piéces dans l'intersection des complémentaires de M., et M., ;
- E et F ne sont pas en concurrence.

Remarques.

1) Pour I, = A, (ii) redonne (i).

2) Si lintersection des complémentaires de TN, et T, est vide, (iii) fournit exactement la
série génératrice des empilements dont toutes les pieces maximales (resp. minimales) sont dans
M,, (resp.M,,), car F ne peut éure que I'empilement vide. En particulier, si T, = &, (iii)
redonne (ii).

3. BIJECTION ENTRE LES POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET LES
DEMI-PYRAMIDES DE SEGMENTS

Notations. On utilise les notations usuelles intervenant dans l'étude des fonctions
hypergéométriques basiques :
(a), =1,

a-l

(@), =[](1-aq’). n21,

i=0

(a). = H(l—a q‘).

i20

On note par ailleurs [n]! le g-analogue de la factorielle de n, soit —@L- ou encore

(1-q)""

1(1+q)1+g+q")...(1+q+..+¢"").

Diagrammes de Ferrers. Polyominos parallélogrammes

Soit P un polyomino. La hauteur (resp. largeur) de P est son nombre de lignes (resp.
colonnes). La hauteur d'une colonne de P est son nombre de cellules. La hauteur & gauche (resp.
a droite) de P est la hauteur de sa colonne la plus A gauche (resp. a droite).

Soit # un entier positif. On appelle partition de n 2 p parts toute suite 4,,4,,...,4,, 00 p 2
OetlsA sA,S.s4,,telleque A, + 4, +...+4,=n.

On représente usuellement les partitions par des diagrammes de Ferrers (Fig.1.3).
Remarquons qu'un diagramme de Ferrers est un polyomino convexe.
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A
<—lb-
Fig. 1.3
Diagramme de Ferrers associé
a la partition A,,4,,...,4 . Ap-1
- ———— -~
<—~—L——>

Exemple. Le diagramme correspondant 2 la partition 1, 3, 4, 4 est le suivant.

Fig. 14

L'énumération des partitions est classique. On peut 2 ce sujet se référer au livre d' Andrews [Anl].
La série génératrice des partitions, comptées suivant leur nombre de parts (par y) et le nombre qu'

1
(va).

de Ferrers comptés suivant la hauteur (ou la largeur) et l'aire, par y et ¢ respectivement.
La série génératrice des diagrammes de Ferrers de largeur n (ou encore dgs partitions dont

elles partitionnent (par ¢q) est . C'est bien sir aussi la série génératrice des diagrammes

la plus grande part est n), comptés suivant les mémes parametres est %‘ Celle des
diagrammes de Ferrers de largeur inférieure ou égale 3 n (ou des partitions dont toutes les parts

1
(va),’

On appelle diagramme de Ferrers gauche tout couple de diagrammes de Ferrers (P, P")
tel que P’ soit inclus dans P.

Un polyomino parallélogramme est un polyomino dont la frontiére est la réunion de deux
chemins non vides ne faisant que des pas Nord et Est, et n'ayant pour tous points d'intersection
que leurs extrémités (Fig.1.6). Un tel polyomino est convexe. Les polyominos parallélogrammes
sont en bijection avec les diagrammes de Ferrers gauches, comme l'indique le schéma suivant.

sont inférieures ou égales a n) est

Fig. 1.5 Bijection entre diagrammes de Ferrers gauches et polyominos parallélogrammes.
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Soit P un polyomino parallélogramme 2 n colonnes, notées, de gauche 2 droite, C, ,...,C,.
Pour 1 £ < n, soit b; la hauteur de la colonne C;. Pour 2 £ i < n, soit g; le nombre de cellules par
lesquelles les colonnes C; et C,_, sont en contact, et posons @,= 1 (Fig.1.6).

Ona a<b, et, pouri 22, ;< min(b,,b,,).

Exemple. Pour le polyomino parallélogramme suivant :

-n=8§,
= (bl r----b‘) = (3’ 41 3v 4’ 4’ 2v 21 2),
-(a,a)=(1,3,3,33,1,22).

Fig. 1.6

Définition 1.5, Soit f 'application qui, 2 un polyomino parallélogramme P, associe
'empilement f(P)=E ®.. R E, ol:

- E, est 'empilement réduit 2 la piece [a;,b,] x {0},

-(a,....a,) et (b,,...,b,) sont les deux n-uplets associés a2 P comme ci-dessus.

Notation. Si P est un polyomino parallélogramme réduit 3 une seule colonne de hauteur b,
f£(P)={[1.6]x{0}}.
Si P est un polyomino parallélogramme ayant n colonnes, avec n 2 2, on notera P’ le
polyomino parallélogramme obtenu en enlevant 3 P sa colonne la plus 2 droite, c'est 4 dire C,.
Alors f(P)= { [a..b.]x {0}} " f(P’), et ceci permet de construire f(P) par récurrence.

Exemple. L'image par f du polyomino de la figure 1.6 est :

1 2 3 4
Fig. 1.7 L’ image par f du polyomino de la figure 1.6.

Remarquons que sur cet exemple, f(P) est une pyramide, de piece maximale de support
{1, 3]. Ce résultat est en fait général.
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Définition 1.6. Une demi-pyramide de segmenis est une pyramide de pidce maximale de
support {1,b], b2 1.

Lemme 1.7. Soit P un polyomino parallélogramme & n colonnes.
(i) La piece [a, ,b,]x {0} est la plus & gauche des piéces minimales de f(P).
(ii) L'empilement f(P) est une demi-pyramide de segmenis.

Preuve. On utilise les notations de la définition 1.5 et on raisonne par récurrence sur le nombre
de colonnes de P. Si P est réduit 2 une colonne, les deux résultats sont évidents.
Si P présente n colonnes, avec n2 2, alors f(P)=1{]a, .b,] X {0}} B f(P).

(i) Si 1a plus 2 gauche des piéces minimales de f(P) n'est pas [a, .b,]x{0}, c'est aussi la
plus 2 gauche des pidces minimales de f(P’), c'est 3 dire, par hypothese de récurrence,
[a 1 oDac ] x {0}. Mais alors (Fig.1.8), b, ,<a,, ce qui, d'aprés les propriétés des n-uplets
(a,...,a,)et(b,....b,), est absurde.

Fig. 1.8 ‘L é | ] l

Qn bn-l Qn bn

k]

(ii) L'empilement f(P") est une demi-pyramide. Si f(P) n'en est pas une, c'est que la pitce
rajoutée, [a,, ,b_] x {0} est non seulement minimale, mais aussi maximale. Mais alors toute pidce
minimale de f(P’) est aussi minimale dans f(P), et située 2 gauche de [a_ ,b.] x {0}, ce qui est
absurde d'apres (i).0

Proposition 1.8. (i) L'application f définie en 1.5 est une bijection entre les polyominos
parallélogrammes et les demi-pyramides de segments.
(ii) Soit P un polyomino parallélogramme :
- la largeur de P est égale au nombre de piéces de f(P);
- la hauteur de P est la somme des longueurs des piéces de f(P), augmentée d'un;
- l'aire de P est la somme des abscisses des extrémités droites des piéces de f(P).
(La longueur d’une piéce de support {a, b] est bien sir b-a).

Preuve. Montrons d'abord (ii), 2 partir de la définition 1.5 de f.
Soit P un polyomino parallélogramme 2 n colonnes.
Alors f(P)= f[a, b,]x {0}} m..u{[q,b]x {0}}, et donc f(P) a bien n pidces.

La hauteur de P est (Fig.1.9) :
b +(b,-a,)+...+(b,~a,),
c'est a dire

1+i(b,.—a,.),

im}

ce qui démontre la deuxi¢me assertion.

Fig. 1.9
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L'aire de P est la somme des hauteurs de ses colonnes, soit b, + b, +...+ b,, ce qui foumnit
le troisi¢me point.

(i) Montrons, par récurrence sur le nombre n de pieces de E, le résultat suivant : si E est
une demi-pyramide de segments, il existe un et un seul polyomino paraliélogramme P tel que
f(P)=E.

Si n =1, E={[1,b]x{0}}, et le polyomino paraliélogramme réduit 2 une colonne de
hauteur b est le seul antécédent de E par f.

Soit n 2 2, et supposons le résultat vrai pour les demi-pyramides 2 n-1 pidces. Soit E une
demi-pyramide 3 n pieces. Soit [a,b] x {0} la plus 2 gauche de ses pidces minimales, et soit £’
T'unique empilement tel que E ={[a,b]x {0}} ® E’ (cf. lemme 3 de I'annexe). Alors, E’ est une
demi-pyramide 2 n-1 piéces.

Si P est un polyomino parallélogramme tel que f(P) = E, on a, avec les notations
usuelles:

E=f(P)
=([a.,b,]><{0}} m f(P).

D'apres le lemme 1.7, [a, ,b,] x {0} est Ia plus & gauche des piéces minimales de E, donc
a,=aet b, =b. D'autre part, f(P’) = E’, et par hypothése de récurrence, ceci détermine P’ de
fagon unique.

Le polyomino P se déduit alors de P’ en “collant” une colonne de hauteur b, 2 droite de
P’, de telle sorte que cette colonne et la demiére colonne de P, de hauteur b, _,, soient en contact
par a, cellules. Ceci n'est possible que pour a, < b,_,. Mais cette inégalité est bien vérifiée, sans
quoi la pitce [a,_,,b,., ] x {0} serait minimale dans f(P) et 2 gauche de [a,b]x {0}, ce qui est
absurde.O

Exemple.

1 2 3 4 s L
Fig. 1.10 Bijection réciproque de f.

Cette proposition raméne ainsi toute énumération de polyominos parallélogrammes 4 une
énumération de demi-pyramides de segments convenablement valuées. Soit v la valuation définie
par v([a,b]) =xy*" ¢".

Corollaire 1.9. Soit X(x,y,q) la série génératrice des polyominos  parallélogrammes comptés
suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et l'aire (par q). Soit X celle des demi-pyramides
de segments valués par v. Alors X=yX.
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Nous allons désormais pouvoir appliquer les théorémes d'inversion rappelés dans le
second paragraphe a I'énumération de certaines demi-pyramides de segments - et donc 2 celle de
certains polyominos parallélogrammes -.

Ainsi, nous retrouvons tout d'abord le résultat de Delest et Fedou [De-Fe, Fe2], relatif 3
I'énumération des polyominos parallélogrammes, en le précisant un peu : en effet, la série
génératrice donnée ici prend en compte non seulement le nombre de colonnes et l'aire du
polyomino, mais aussi le nombre de ses lignes, ce qui est nouveau. Toutefois, la symétrie de cette
série en x et y, qui est évidente, n'apparait pas dans cette premiére criture. Nous donnons alors
d'autres expressions pour cette série, dont son développement en fraction continue, dans
lesquelles la symétrie en x et y apparait clairement.

Nous appliquerons ensuite, dans le second chapitre, les théorémes d'inversion pour
évaluer la série génératrice des polyominos parallélogramme dont la hauteur 2 droite et/ou 2 gauche
est fixée. Nous verrons en effet que le dénombrement des polyominos convexes dirigés et
convexes utilise ces résultats.

4. ENUMERATION DES POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES

Proposition 1.10. La série génératrice X(x,y,q) des polyominos parallélogrammes, comptés
suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et l'aire (par q) est :

"

N
X=—y—N-,

(lfl) (nil)
C0'xtg C1)'x
wee M=% oo VTS o0

Preuve. D'apres le corollaire 1.9, on est ramené & énumérer les demi-pyramides de segments ;
or, un empilement non vide est une demi-pyramide si et seulement si toutes ses pléces maximales
sont 2 support dans l'ensemble M, = { [1,b],b21 }.

La proposition 1.4 (ii) fournit alors la série génératrice X des demi-pyramides de segments

sous la forme :
Y (1) wF)

FeT(*T)

N EUE G

FeJ

X=

N

N
ol N est la série génératrice alternée des empilements triviaux et N _celle des empilements triviaux
ayant au moins une pi¢ce dans TIl.. Le lemme suivant évalue Net N.

Lemme 1.11. (i) La série génératrice alternée des empilements triviaux est :

()
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(ii) La série génératrice alternée des empilements triviaux ayant une piéce a support dans

{{1,b],b21}est:
nel
g tred? ed)

i q)._l (yq)

Preuve. Il existe une bijection g entre les empilements triviaux 2 » pices et les couples (a, f) de
partitions 2 parts inférieures ou égales A n telle que, si F={[a.b]x{0},1Si<n} est un
empilement trivial et g(F) = (a,B) :

- le nombre de parts de 8 est Y (b,~a;),
- si | a| (resp. | B|) désigne 1¢Ti0mbre que partitionne a (resp. B), alors

2b,=(”;lj+|ag+|p|.

1Sisa
En effet, soit F = {[a,.b]x{0}.15i<n}, 1S4, <h <a,5b,<..<a,<b,

Posons b, =0, et, pour 1 <i < n, définissons a; et B; par (Fig.1.11) :
o, =a-b_ -1,
{[3‘ =b-a.
i-1

a‘.=i+z(ak+ﬁk)+a
On a alors : k=l pour1 <i<n.

b,.=i+2(ak +B,)

=]

Les conditions g; < b, et b, < a,,, entrainent que ¢; 2 0 et 5, 2 0 pour tout i.

ﬂ] ﬁz pu
} N
O O e O e O O
@ _
el — - - — el
a l+a; 1+a,
Fig. 1.11

On associe alors 2 F le couple g(F)=(a,B), od a (resp. B) est la partition ayant a, ,,
(resp. B,..,) parts égales 3 i, 1 € i< n. On vérifie aisément que I'application g satisfait les
propriétés annoncées.

De plus, F a une pitce 2 support dans {[1, b}, b2 1} si et seulement si a,=0, cest 2 dire
si et seulement si a est A parts inférieures ou égales a n-1.

Le lemme découle alors des résultats relatifs A I'énumération des partitions rappelés au
début de ce paragraphe. I entraine la proposition 1.10.0

Remarque. Lorsque y vaut un, on retrouve le résultat de Delest et Fedou [De-Fe], relatif a
l'énumération des polyominos parallélogrammes suivant le nombre de colonnes et l'aire. La série
génératrice obtenue s'écrit :
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X(x.1.9)=( ,,)L_'J

{7 )
ey

)
o I (t; .
0 T el
La série /,, est ainsi le g-analogue d'une fonction voisine de 1a fonction de Bessel d'ordre
m. Rappelons que cellei est définie par :

J.(0)= 2 (:I_YL%I_“: .

= nl(n+m)!

5. EXPRESSIONS SYMETRIQUES POUR LA SERIE GENERATRICE DES
POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES

Les distributions des deux parametres largeur et hauteur, sur les polyominos
parallélogrammes, sont identiques. Donc la fonction X(x,y,q) doit étre symétrique en x et y,
Pourtant, cette symétrie n'apparait pas dans l'expression donnée dans la proposition 1.10
précédente. Toutefois, une transformation simple aboutit 3 une écriture symétrique en x et y.

Proposition 1.12. La série génératrice de polyominos parallélogrammes est :

hqyﬂ

X(x,y.q)=xyq— Ty

uwlnl)

R
me U= 3 S

Lemme 1.13. (ag).= Zﬂ)—(a—(—l

Preuve. Remarquons que (ag)_ est la série génératrice altemée des empilements triviaux de
points, c'est a dire de segments de longueur nulle, valués par leur nombre de piéces (par a), et la
somme des abscisses des pieces (par q). En reprenant la bijection g définie dans la preuve du
lemme 1.11, on constate que ces empilements sont en bijection avec les couples de partitions (a,
B) ol Best vide. Le résultat s'en déduit.0
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Preuve de la proposition 1.12. Il suffit de multiplier par (yq)_ le numérateur N et le
dénominateur N de I'expression de la proposition 1.10 donnant X.

-1 (‘;I) A+l
1! vient ainsi : (yq)_N:Z( y ""’(q) (va™).

a0

En appliquant le lemme 1.13 avec a = yq", on obtient :
ael) (mel
D)yt q( ? )q( : )q"'
yq).N =
baN= 2, @.@-

g Crmeyd )
- (9).(9).
=L(x,y).

D'autre part :

(=1 x* (..,)(

-y(yq).N=y % @ "),
s tarmerd T
a0 (4).-, (9).

=xyqL(xq,y9). 0

Lemme 1.14. L'application L définie dans la proposition 1.12 par

nuul)

D"t xty” q( ?

L(x,y)=
e L0,
est l'unique série formelle solution de la q-équation en H :
H(x,y)=(1-q(x+y)) H(xq,y9)-xyq’ H(xd’.¥q"). (E)
vérifiant H(0,0)=1

Preuve. La fonction H(x,y)= 2 x"y™ H, . est solution de I'équation (E) si et seulement si
A20,m20

on a simultanément :
(1 - q.)Hn.O = —q‘ H -1,0 pour n 2 1,
(l“qn)Ho.. =-q¢"H,,, pourn21,

(l _ q;nu)H‘" = _qnul (’.1“_1 o H,. . ) q?.noz-ul H 1t POUT B >Stetm21.
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Ces trois équations sont équivalentes aux trois suivantes :

HO.A = HA.O ’
A+l
rd®)
H,, =£_1)'q_'"" Ho,
(@),

(1 - q."‘)Hu,u = —q“. (Hu-l.n + Hu.--l) - qZMZI#l Hn-l.n-l pour n 2 1 ctm 2 1

Nous allons prouver que, si H, , est fixé, les H, ., sont enti¢rement déterminés par ces
équations.
Montrons par récurrence sur i la propriété suivante :

pour tout n 20, H, , et H,, s'écrivent comme le produit de H,, par une fraction
rationnelle en g.
Ce résultat est vrai pour i = 0. Supposons qu'il soit vrai pour I'entier i. La troisi¢me des équations
ci-dessus permet alors d'exprimer H, ,,, en fonction de H, ; et H,_, ., qui, par hypothése, ont la
forme désirée, et de H,_| ,,,. Une récurrence sur n achéve alors la preuve, car H,;,, est de la
forme annoncée. On évalue de méme H, ,,, pour tout n.

Donc, si H,, est une série formelle en g, il existe une unique solution de I'équation (E)
telle que H(0,0) = H, ,. En particulier, il existe une unique solution de (E) telle que H(0,0)=1.

Pour montrer que cette unique solution est la fonction L, il suffit de vérifier que les

. - q(nﬂ;ﬂ)
" (9),(9).

récurrences ci-dessus sont bien satisfaites par les , ce qui se fait

simplement.O

Lemme 1.15. La série L(x, y) définie dans Proposition. 1.12 est égale au déterminant suivant:

1-q(x+y) xyq’ 0 0
1 1-¢*(x+y) xyq® 0
0 1 1-¢*(x+y) xyq 0
0 1
0 0

Preuve. Il suffit de vérifier que ce déterminant satisfait bien la méme équation que L, ce qui
s'obtient en le développant par exemple par rapport 2 la premiére ligne.0

Corollaire 1.16. La série génératrice des polyominos parallélogrammes admet le
développement en fraction continue suivant ;
x
X(xryrq) = yq 3
_ xyq
1-g(x+y) 3
3 xyq
1-¢'(x+y)- pE
l-q%x+ﬁ-1y
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Preuve. Divisons par L(xq,yq) l'équation du lemme 1.14, appliquée A H = L.

L 2' 2
Il vient : M=l—q(x+y)-xyq’ __(_x_q_iq_) , e qui s'écrit encore, puisque
L(xq.yq) L(xq.yq)
L(xgq.
X = xygLE9:Y9) .
L(x,y)
x
X(x.y.q)= Y4

1-q(x+y)-X(xq.y4.9) '
et entraine le développement en fraction continue annoncé.O

Remarque. Ce résultat, di 2 Gessel [Ge], se démontre simplement en combinant :

- d'une part la théorie générale de Flajolet [FI] interprétant les fractions continues de Jacobi
comme somme de poids de certains chemins valués, appelés chemins de Motzkin,

- d'autre part la bijection classique entre polyominos parall€logrammes et chemins de Motzkin
colorés (voir par exemple Delest, Viennot {De-Vi]), que nous rappelons dans le chapitre 8.

6. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET IDENTITES DE ROGERS-
RAMANUJAN

En s’inspirant d'un article de Viennot [Vi2], interprétant les membres de gauche des
identités de Rogers-Ramanujan en termes d'empilements de dominos , c'est 2 dire de segments de
longueur un, on peut définir certaines classes de polyominos parallélogrammes dont la série
génératrice est liée aux identités de Rogers-Ramanujan. Rappelons ces deux remarquables
identités :

1

" 1
2 (Z)‘ = H (l—qs"')(l— s.«) ’

a20 A0

a20 : #20

Z (q) = H( s..z)( qsus) .

Proposition 1.17. (i) La série génératrice alternée des empilements triviaux de dominos,
valués par la valuation usuelle v est :
Ry Ede
(q)

a0

(ii) La série génératrice alternée des empilements triviaux de dominos ne contenant pas la piéce
(1,2]x{0} est :

(-xya)'q™"
Z? (9),
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Preuve, (i) Par la bijection g décrite dans la preuve du lemme 1.11, les empilements triviaux de

dominos sont en bijection avec les couples de partitions (¢, f§), ol B a une part et une seule égale
ai, pour 1 Si < n. Ceci prouve (i).

(ii) Considérons la translation a droite ¢ définie par :
t({[a.b]x {0}, 15isn})={[a +15,+1]x{0}, 15i<n}.

Elle envoie bijectivement les empilements triviaux de dominos sur les empilements triviaux de
dominos sans piéce de support [1, 2]. De plus, si F a n pitces, v(t(F)) = ¢* v(F), ce qui foumnit
I'expression de R, .0

Définition 1.18. Un polyomino parallélogramme 2 n colonnes est en escalier si les deux n-
uplets le caractérisant définis au début du paragraphe 3, (g,,....q,) et (b,,...,b,), vérifient :
@b22,
Gi) b,=a,+1,pour2<i<n.
Par commodité , on conviendra que le polyomino vide est en escalier.

Exemple. Le polyomino suivant est en escalier.

Fig. 1.12
Un polyomino en escalier.

Corollaire 1.19. (i) La série génératrice des polyominos en escalier, comptés suivant la
largeur (par x) et l'aire (par q) est -;— priseny=1.
(ii) La série génératrice des polyomi;zos en escalier dont la premiére colonne est de hauteur 2,

. - RII s
comptés suivant les mémes paramétres, est R priseny=1.
1

Preuve. (i) Les polyomincs parallélogrammes en escalier sont en bijection avec les empilements
de dominos. En effet, le polyomino parallélogramme P est en escalier si et seulement si toutes les
pieces de 1a demi-pyramide f(P) sont des dominos, 2 l'exception de sa pidce maximale, de
support [1,4,], avec b, 2 2. En remplagant cette piece maximale par la piece maximale de support
[b,-1,b,], on obtient un empilement de dominos E’. De plus, cette transformation est réversible,
car la piece modifi€e, [b,-1,b,], est 1a plus 2 droite des pieces maximales de £°. La valuation (en x
et g) de E’ est 1a méme que celle de f(P). Le premier résultat s'en déduit par application du
premier théoréme d'inversion de la proposition 1.4.

(ii) Le polyomino parallélogramme P est en escalier et a sa premitre colonne de hauteur
deux si et seulement si f (P) est une demi-pyramide de dominos. On applique alors le deuxi¢me
théoréme d'inversion de la proposition 1.4.0
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Remarques. 1) Cetie seconde sous-classe de polyominos est en bijection avec les murs de
cercles, qui apparaissent en physique comme modeles d'agrégats [Pr-Sv]. Cette bijection peut
étre schématisée comme suit :

D

Fig. 1.13 Polyominos en escalier et murs de cercles.

Par ce qui précéde, la série génératrice des murs de cercles, comptés suivant le nombre
total de cercles (par g) et le nombre de cercles de la base (par x) est exactement le rapport suivant :

Z%(_«;).m/.zzo( @

c'est 4 dire encore la célebre fraction continue de Ramanujan,

xq
-
1-—=L
1-24
I-...

2) Soit n un entier positif. On appelle D-partition de n A p parts toute partition 4,,4,.,...,4,
denod A, +2< A,,, pour tout i. Il est alors bien classique que la membre gauche de la premiére
(resp. seconde) identité de Rogers-Ramanujan est la série génératrice des D-partitions (resp. sans
part égale 3 un), comptées suivant le nombre qu'elles partitionnent (par g) et leur nombre de parts
(par x). Les résultats de la proposition 1.17 sont équivalents 2 cette assertion. En effet, les D-
partitions sont en bijection avec les empilements triviaux de dominos, comme I'indique le schéma
suivant.

Al lp-l ‘11’
P 7\
O OO O—>

Fig. 1.14 Equivalence entre D-partitions et empilements triviaux de dominos.

3) Soit n un entier positif. On appelle quasi-partition de n 3 p parts toute suite
A,45,...,4,,00p20et1<d; <2, +1 pour touti,telleque 4, + 4, +...+4,=n.

Andrews [An2]) démontre que —(—)-—,— est la série génératrice des quasi-partitions,
-X
Z& ().
comptées suivant leur nombre de parts (par x) et le nombre qu'elles partitionnnent (par q). Viennot
[Vi2] redémontre bijectivement ce résultat. Cette interprétation est tout 2 fait équivalente 2 celle que
nous donnons ici. En effet, les quasi-partitions sont trivialement en bijection avec les polyominos
parallélogrammes en escalier, comme le suggere le schéma suivant :
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14‘1]

11"12

Fig. 1.15 Représentation d'une quasi-partition par un polyomino
parallélogramme en escalier.
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CHAPITRE 2

POLYOMINOS CONVEXES DIRIGES
ET POLYOMINOS CONVEXES

1. PLUSIEURS FAMILLES DE POLYOMINOS CONVEXES

Rappelons qu'un polyomino est convexe lorsque toutes ses intersections avec les colonnes
[i, i+1]1xIR et les lignes R X[, j+1] du plan sont convexes.

Soit P un polyomino convexe, et R le plus petit rectangle le contenant. Les périméwres de P
et R sont alors égaux, ce qui constitue d'ailleurs une caractérisation des polyominos convexes.

Soit [N, N'] (tesp. (W, W], [S, §'), [E, E']) 'intersection de la fronti¢re de P avec le bord
supérieur (resp. gauche, inférieur, droit) de R, les points N, N, W, W', S, §", E, E’ étant
ordonnés suivant le sens trigonométrique de la frontiere de R (Fig.2.1).

N N

Fig. 2.1 Polyomino convexe.

Les polyominos parall€logrammes sont alors les polyominos convexes qui vérifient S = W’
etN=F'

Un polyomino convexe dirigé & droite est un polyomino convexe tel que S = W', Un
polyomino convexe dirigé @ gauche est un polyomino convexe tel que N = E,

Un polyomino tas est un polyomino convexe tel que N = E’ et §’ = E. On pourrait aussi
bien définir les polyominos tas comme les polyominos convexes vérifiant S = W'et N'=W.
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Décomposition des polyominos convexes dirigés

Soit P un polyomino convexe dirigé a gauche 3 k colonnes, notées, de gauche 2 droite,
C,.....C,. Soit p le plus petit entier tel que P, privé de ses p-1 premitres colonnes, soit un
polyomino parallélogramme. On a alors 1 S p < k. Le polyomino parallélogramme F, formé des
colonnes C, ,...,C, est appelé polyomino parallélogramme maximal de P. Soit n+1 sa hauteur 2
gauche, c'est 2 dire la hauteur de C,. Le polyomino formé des colonnes C,,...,C, est un
polyomino tas de hauteur n-+1. En supprimant la cellule inférieure de sa demniére colonne C,, on
obtient un nouveau polyomino tas, F,, de hauteur n. De plus :

- 1a hauteur de P est celle de £,

- 1a largeur de P est 1a somme de celles de F, et F,, diminuée de un,

- I'aire de P est 1a somme de celles de F, et R, diminuée de n.

(Par commodité, on conviendra ici que le polyomino tas vide est de hauteur et d'aire nulles mais
posséde une colonne).

L'application d définie par d(P) = (F,, P,) est alors une bijection entre les polyominos
convexes dirigés dont le polyomino parallélogramme maximal est de hauteur a gauche n+1 et les
couples (R, P,) formés d'un polyomino parallélogramme P, de hauteur 2 gauche n+1 et d'un
polyomino tas F,, de hauteur n.

Fig. 2.2
Décomposition d'un polyomino convexe
dirigé.
(Ici,p=4etn=4j

Nous allons énumérer les polyominos convexes dirigés en nous inspirant de cette
décomposition. Nous aurons donc besoin de connaitre d'une part la série génératrice des
polyominos tas de hauteur donnée, et d'autre part celle des polyominos parallélogrammes de
hauteur 3 gauche donnée.

Polyominos convexes

Nous cherchons a énumérer les polyominos convexes par une méthode analogue 2 celle
que nous venons d'évoquer pour les polyominos convexes dirigés, c'est 3 dire en faisant
apparaitre des polyominos tas et des polyominos parallélogrammes.

Or, étant donné un polyomino convexe, il existe bien diverses d€compositions de celui-ci
en deux polyominos tas et un polyomino parallélogramme, mais aucune d'elles ne peut
s'appliquer 2 tous les polyominos convexes. Nous avons donc été amenés 2 classer ces objets en
trois sous-familles C, ¢' et B, que nous énumérons séparément. En fait, la classe (' se déduit
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bijectivement de la classe C, par une transformation simple qui préserve les trois paramétres
d'énumération, ce qui nous permet de ramener I'énumération des polyominos convexes a celle des
deux sous-families C et 8.

Soit P un polyomino convexe. On considére de nouveau le plus petit rectangle R le
contenant, et les points N, N', W, W', §, §', E, et E’ définis ci-dessus.

Notations. Etant donné un point M élément de {N, N, W, W', S, S, E, E’ }, D,, désignera la
droite verticale passant par M.

Si M et M’ sont €léments de {N, N, W, W', §, S*, E, E’ }, on notera D,, < D,,. (resp.
D, < D,.) si D, estsituée A gauche (resp. strictement 2 gauche) de D,,..

Définition 2.1. L'ensemble Q| sera 'ensemble des polyominos convexes tels que D; <D,,.
L'ensemble ' sera I'ensemble des polyominos convexes tels que Dy, < D;..
L'ensemble Q' sera noté B.

Lemme 2.2. (i) La réunion de C et Q' est l'ensemble des polyominos convexes.
(ii) Toute symétrie d'axe vertical échange les éléments de C et Q' et laisse invariants les
trois paramétres largeur, hauteur et aire .

Preuve. (i) Raisonnons par I'absurde en considérant un polyomino convexe qui ne serait ni dans
Cl, ni dans C'. On aurait alors D; 2 D, et D,. 2 D;.. Mais les inégalités D,. < D, et D <D,
sont toujours vérifi€es, et meneraient alors & D;. € D,. < D, € D; < D. , ce qui est absurde.

(ii) Ce second résultat est trivial. (Rappelons que les polyominos sont définis 3 translation
preés). Le second polyomino de la figure 2.3 est I'image du premier par une telle symétrie.0

Exemples.
N N N’ N
5 5 s ¥
Polyomino de . Polyomino de Q'.
N’ N

Fig. 2.3 w
Eléments de O, Q' et B. W

E

1 e

S S
Polyomino de ®.
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Remarque. Pour énumérer les polyominos convexes suivant le périmetre, Delest et Viennot [De-
Vi] proposent une partition de I'ensemble des polyominos convexes en trois sous-ensembles,
définis respectivement par D; < D,, Dy =D, et D; >D,, qu'ils énumérent séparément. Ils
appellent polyominos de type I les éléments de Cl. Mais cette partition, n'utilisant pas de propriété
de symétrie, exige trois, et non deux énumérations distinctes.

Notations. On notera A(x,y.q) (resp. A'(x,y.9), B(x,y,q)), la série génératrice des €léments
de C (resp. ', B), comptés suivant la largeur (par x), la hauteur (par y) et I'aire (par ¢).
Remarquons que A(x,y.q) = A’(x,Y,9).

Corollaire 23. La série génératrice Z(x,y,q) des polyominos convexes est
Z=2A-B,
o A (resp. B) énumére les polyominos de C (resp. B).

Décomposition des polyominos de Q

Soit P un polyomino convexe de C 2 k colonnes, notées, de gauche 2 droite, C,,...,C,.
Soit p le plus petit entier tel que P, privé de ses p-1 premiéres colonnes, soit un polyomino
convexe dirigé 2 droite. De méme, soit 7 le plus grand entier tel que P, privé de ses k-r demidres
colonnes, soit un polyomino convexe dirigé 2 gauche (Fig.2.4).

Onal<p<r<k. Lepolyomino P, formé des colonnes C,,...,C, est appelé polyomino
parallélogramme maximal de P. Soit n+1 (resp. m+1) sa hauteur 2 gauche (resp. droite), c'est 2
dire 1a hauteur de C, (resp. C,).

Le polyomino formé des colonnes C,,...,C, est un polyomino tas de hauteur n+1. En
supprimant la cellule inférieure de sa demiére colonne C,, on forme un autre polyomino tas, F,,
de hauteur n.

De méme, le polyomino formé€ des colonnes C, ,...,C, est un polyomino tas de hauteur
m+1. En supprimant la cellule supérieure de sa premiére colonne C,, on forme un autre
polyomino tas, F,, de hauteur m.

De plus :

- la hauteur de P est celle de F,,

- 1a largeur de P est la somme de celles de R, P, et P,, diminuée de deux,

- l'aire de P est la somme de celles de P, P, et P,, diminuée de m+n.

(De nouveau, on conviendra que le polyomino tas vide a une colonne).

L'application d définie par d(P) = (F,, F,, P,) est alors une bijection entre les polyominos
de C dont le polyomino parallélogramme maximal st de hauteur 3 gauche (resp.  droite) n+1
(resp. m+1) et les triplets de la forme (£, F,, P,) formés d'un polyomino parali€logramme F, de
hauteur 2 gauche n+1 et hauteur 3 droite m+1 et de deux polyominos tas F, et F,, de hauteur n et
m respectivement.

Pour énumérer les polyominos de C, nous avons donc besoin de connaitre, outre la série
génératrice des polyominos tas de hauteur donnée, celle des polyominos parallélogrammes de
hauteurs 2 droite et a gauche fixées.

Quant aux polyominos de T, nous verrons que connaitre la série génératrice des
polyominos tas de hauteur donnée suffit pour les énumnérer.
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Fig. 2.4
Décomposition d'un polyomino
convexe de Q.
(Ici,p=3,r=7
m=4etn=4)
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2. ENUMERATION DES POLYOMINOS TAS

Nous rappelons d'abord I'expression - classique - de la série génératrice des polyominos
tas de largeur donnée. Mais, lors de I'énumération des polyominos convexes dirigés, puis des
polyominos convexes généraux, c'est de la série génératrice des polyominos tas de hauteur
donnée dont nous aurons besoin. Nous démontrons alors une formule qui résout ce probléme.

Enumération "classique”

Soit P un polyomino tas 3 m colonnes - c'est 2 dire de largeur m - ; ce polyomino est la
juxtaposition (Fig.2.5) de deux diagrammes de Ferrers F, et F, tels que F, ait m colonnes et P,
strictement moins de m colonnes. Le nombre de lignes (resp. I'aire) de P est alors la somme des
nombres de lignes (resp. aires) de F, et F,.

Fig. 2.5
Un polyomino tas.

La série génératrice des diagrammes de Ferrers A m colonnes étant yg™ / (yq9),, et celle des
diagrammes de Ferrers ayant au plus m-1 colonnes étant 1/()"1).-; , on obtient le résultat suivant,
qui précise celui de Wright [Wr] :
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Lemme 2.4. La série génératrice T(x,y,q) des polyominos tas comptés suivant la largeur
(par x), la hauteur (par y), et l'aire (par q), est :
7=y X24°
& (9. (va),

Une nouvelle énumération
La proposition suivante fournit le développement en y de la série T.

Proposition 2.5. La série génératrice T(x,y,q) des polyominos tas comptés suivant la
largewr (par x), la hauteur (par y), et l'aire (par q), est donnée par l'égalié :

xy"q" T,
T=) —it,
.2;1 (xq),
ol T, est un polynome en x et q 4 coefficients entiers positifs, défini par la récurrence suivante :

I,=1,T =1,
T,=2T,, +(xq"' -1)T,_, pourn22.

Preuve. Notons T, le coefficient de y* dans T, c'est 2 dire la série génératrice en x et q des
polyominos tas de hauteur n.

Soit P un polyomino tas de hauteur n,a m y 4
colonnes, notées, de gauche 2 droite, C,,...,C,. n L
Exceptionnellement, on munit le plan d'un repére
orthonormé tel que P soit inclus dans le rectangle défini
par les conditions 0 S x < m, 0 € y < n (Fig.2.6). Soit
alors {0} x[b;, 5;] 1a projection de C, sur l'axe Oy,
parallelement 3 Ox ; la base (resp. le sommet) de la
colonne C, est b, (resp. s,).

Remarquons que l'ona b, 2b, 2 ... 2b,=0,

ets, <5, ...S5,=n. Y -

— e

Fig. 2.6
Pour n 2 3, distinguons cinq situations:

1) m =1. Le polyomino P est réduit A une colonne ; sa valuation est xq".

2)m22,b,.,=0,s,, =n Ensupprimant C,, on obtient alors un polyomino tas de hauteur n.
La série génératrice des polyominos tas relevant de ce second cas est donc xg" T,.

3)m 22, b,_,2 1. En supprimant la cellule inférieure de C,, on obtient un polyomino tas de
hauteur n-1, ayant deux colonnes au moins. La série génératrice des polyominos tas relevant de ce
troisi¢me cas est donc ¢(T,_, - x¢"™").

4)m 22, 5,_, S n-1. En supprimant la cellule supérieure de C,_, on obtient un polyomino tas de
hauteur n-1, ayant deux colonnes au moins. La série génératrice des polyominos tas relevant de ce
quatrigme cas est donc ¢(7,_, - x¢").

SYmz2,b,,21,s,,Sn-1. Ensupprimant la cellule supérieure et la cellule inférieure de C,,
on obtient un polyomino tas de hauteur n-2, ayant deux colonnes au moins. La série génératrice
des polyominos tas relevant de ce cinquiéme cas est donc ¢* (T,_, - x¢"2).
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Finalement, on obtient en regroupant cw cmq cas:
(1-x¢")T, =24T,,-¢’T, ,.

Lorsque » vaut un (resp. deux), seul les cas 1) et 2) (resp. 1), 2), 3) et 4)) sont

possibles; lcs équations obtenues foumnissent alors successivement : T =29 , puis
= xq°(1+xq) (1-xq)

2= (1-xq)(1-xq )
On montre alors par récurrence sur n que T, = -(———)‘-, avec T, =1, T, =1+2xgq, et
T, =2T,, +(ch"'—1)7},_2 pour n 2 3. En posant T, =1, cette récurrence est vraie pour n 2 2.
Elle peut aussi s'écrire (T, -T,_,)=(T,_, - ,,_,)+xq"’ ",-2» C& qui permet de montrer que les
polyndmes T - T, _, et T, sont 2 coefficients entiers positifs.O

Remarques. 1) Lorsque ¢ vaut un, I'équation fournissant 7, est une récurrence linéaire d'ordre
deux. Les méthodes de résolution classiques donnent :

T(xl)= Y, (;)f.

0s2ksa

Lorsque x vaut aussi un, on obtient T, (1,1)=2"", pour n 2 1.

2) Les premieres valeurs des T, sont ;

=1,
T—1
T,=1+xq,

T,—1+21q+xq
T, —l+3xq+2xq +xg’° +x q
T =1+4xq+3x¢* +2x¢’ +xq* r2xtgt +200 ¢ + X g

Le coefficient de x* dans 7, est un donc g-analogue non classique de ( 2’;) Ce coefficient

binOmial peut étre interprété comme le nombre de mots de {a, b}* de longueur n ayant 2k
occurrences de . Lorsque g est quelconque, on peut montrer I'identité suivante :

Lxg)= Y ( 3> qm,,.....,,,_,)

0S2ksn
ou, pour k donné, 1a seconde somme porte sur tous les mots u de {a, b}* de longueur n ayant 2k
occurrences de g, et p,,_, désigne, pour 1 < i < k, la position de la (2i-1)™€ occurrence de a dans
le mot u, parcouru de gauche a droite.
Nous reprendrons cette interprétation dans le chapitre 7, en la reliant 3 une notion de g-
automate.

3) Pour n 2 1, le polynéme T, est égal au déterminant suivant :

1 1-xgq 0 0 0
1 2 1-x42 0 ]
0 1 0
0 0 e 2 1-xg™
0 0 0 1 2
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En effet, on montre, en développant ces déterminants par rapport 2 la derni¢re colonne, qu'ils
satisfont la méme relation de récurrence que les T, et les valeurs coincident pourn=1etn=2.
On peut aussi les développer par rapport 2 la premiére colonne, ce qui fournit
T,(x)=D,.(xq)+(xq-1)D, ,(x¢*),
ou D, (x) est le déterminant suivant :

21-x¢ 0 0 0
1 2 1-x¢* 0 0
D, (x)=|0 1 0
0 o 2 1-xg™
0 0 0 1 2

Enfin, en développant D, (x) par rapport 2 la premigre colonne, il vient
D,(x)=2D, ,(xq)+(xq-1)D,_, (xqz) ,
ce qui fournit pour T, une nouvelle relation de récurrence. Pourn2 2 :
qT,(x)=(1+q)T, ,(xq)+ (i‘qz - 1)7:--2 (xqz) .
Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre 3.

Corollaire 2.6. La série génératrice des polyominos tas de hauteur inférieure ou égale a n,
comptés suivant la largeur (par x) et l'aire (par q) est :

,avec U =T,

U,
( q) Al T

Preuve. Notons 7: (resp. U,) la série génératrice en x et ¢ des polyominos tas de hauteur n
(resp. inférieure ou égale A n).

Soit P un polyomino tas de hauteur n+1, 2 m colonnes, notées, de gauche 2 droite,

.,C,, . On munit le plan d'un repere orthonormé tel que P soit inclus dans le rectangle 0 S x <

m, 0 <y < n+l. Pour 1 <i < m,soit {0} x[b,,5,] la projection de C; sur I'axe Oy parallélement 3
Ox.

Distinguons les trois cas suivants :
1) m =1. Le polyomino P est réduit 2 une colonne de hauteur n+1 ; sa valuation est xg"*’

2)m 22, b,_, 2 1. Le polyomino obtenu en supprimant la cellule inférieure de C,, est alors un
polyomino tas de hauteur n, ayant deux colonnes au moins. La série génératrice des polyominos
relevant de ce second cas est donc ¢(T, - x4").

3)m22, b, ,=0.Le polyomino obtenu en supprimant la colonne C, est un polyomino tas de
hauteur inférieure ou égale A n+1. La série génératrice des polyominos relevant de ce troisiéme cas
est donc x¢™' (T, +U,).

A+l

On obtient en regroupant les trois cas I'équation (1- x¢""')T,,, = qT, + x¢""'U,.

2T, 4 apres la proposition 2.5, ce dont on déduit U, = Tu=T, .0

(xq), (xq),

Mais T, =
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Remarque. I1 est équivalent d'écrire que U, = U, _, + x4"T,_,. Cette expression montre que les
polynomes U, convergent - formellement - vers une série U... Plus précisément, le coefficient de
g""! est le méme dans tous les U,,,,, pour m 2 0.

Appelons D-polyomino tas tout polyomino tas dont deux colonnes consécutives
quelcongues n'ont jamais ni méme base, ni méme sommet (Fig.2.7). Il existe une bijection (que
nous ne montrons pas ici) entre les polyominos tas de hauteur inférieure ou égale 2 n et les couples
formés d'un diagramme de Ferrers de hauteur inférieure ou égale 2 n et d'un D-polyomino tas de
hauteur inférieure ou égale A n aussi, qui permet de prouver bijectivement le résultat annoncé dans
le corollaire 2.6. Le polynéme U, apparait alors comme le polyndme énumérateur des D-
polyommos tas de hauteur inférieure ou égale 3 n. Cette interprétation permet de calculer U_, qui

3

azl

Fig. 2.7
Un D-polyomino tas.

Par passage 2 la limite lorsque n tend vers l'infini dans le corollaire 2.6, on obtient la
formule suivante :
_*q
= (tl)..l (q) -1

(xq)."
AN

azl

3. ENUMERATION DE POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES DONT LA
HAUTEUR DES COLONNES EXTREMALES EST FIXEE

Proposition 2.7. Soit n 2 1. La série génératrice X' des polyominos parallélogrammes de
hauteur & gauche (ou a3 droite) n est :

X(n) =x y. q. N(an)

N(x)

(3)
(_l)lxl
NO= 2 oo,

avec, comme dans la proposition 1.10 :
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Preuve. La premiére colonne du polyomino P est de hauteur n si et seulement si la piéce
maximale de f(P) est de support [1, n].

D'apres la proposition 1.4 (ii), la série génératrice des demi-pyramides non vides de piéce
maximale de support [1, n] est :

Y (-0 W(F)
Feo(*{i1al)) L N®
SwE) T N
FeY

ol N est de nouveau la séric génératrice altemée des empilements triviaux, donnée par le lemme
1.11, et N* est celle des empilements triviaux comprenant une piéce de support {1, n).

Soit alors ¢, I'application qui, 3 'empilement trivial F = {[a,.,b,.]x {0}.1si< k} associe
. (F)={[1.n]x{0}}U f[a,. +n,b,+n]x{0},1< i< k}. Cette application est une bijection entre
les empilements triviaux et les empilements triviaux contenant une piéce de support {1, n].

De plus, la valuation de 1,(F) est:

v(t(F))=xg" y*' ¢" v(F) z"* e
=xq"y"'W(F),., - t
1 n m
Fig. 2.8

En sommant cette €galité sur tous les empilements triviaux F, il vient :
N®=-xq"y"" N(xq")
La proposition 2.7 s'en déduit compte tenu de la proposition 1.8.0

Définition 2.8. Notons N_=N_(x) les polynémes en x, y et q définis par la récurrence
suivante :
Ny=0,N, =1,

N,=(1+y-xq"")N, - yN,_, pour n 22.

Définition 2.9. Notons N, les polynémes en x, y et q définis @ partir des N_ de la fagon
suivante :
N.=0 si m<n,

Ny =-xy"'q",
Ny=x'y"'¢""N,__(xq") si m>n.

Proposition 2.10. Soientm 21 et n2 1. La série génératrice X. des polyominos
parallélogrammes dont la hauteur @ gauche (resp. a droite) est n (resp. m) est donnée par
lexpression suivante :

R _ L2 R _mes N(Iq')_ ]
Xa_x Yyq Nn N(X) yNu'
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o, comme en proposition 1.10,
j+l
yaid )
N(X)=Z ( 1) X q
20 (4),-(YQ)1

Les N, et N, sont les polynomes en x, y et q des définitions 2.8 et 2.9.

Remarque. L'égalité X = X', provenant de l'interprétation de ces séries, n'apparait pas dans
cette expression.

Nous avons besoin, pour montrer cette proposition, de définir un nouvean parametre sur
les empilements.

Définition 2.11. L'encombrement de l'empilement F = {[a,-,b,.] x{n}.1sis n} est zéro si F
est vide, le plus grand des b, sinon. On le note enc(F).
Lemme 2.12.Soit m 2 1. La série génératrice alternée des empilements triviaux

d'encombrement mest —xq™ N, , ok N_ est le polynéme introduit dans la définition 2.8.

Preuve. Soit F un empilement trivial d'encombrement m.

Rappelons que si F = {[a,.,b,.] x{n} 1<i< n} , alors sa valuation est x"y (‘”’z‘:'(.i-ﬂ)q (‘E‘.)

Sim = 1, F est'empilement ci-contre. 2

Donc Y (-1)/'W(F)=-xq, et N, =1.

Flenc(F)=1 Fig. 2.9
Sim =2, F est I'un des trois empilements ci-contre :
Donc Y (-1)'W(F)=-x¢’~xyq* +x*¢’, L&’ é'—'(g—V
Flenc(F)=2
etN,=1+y-1xq.
Fig. 2.10

Sim 23, écrivons F={P,, 1Si<n} ,avec

P =[i+ Yo +B)+a i+ Y (e +ﬂ,)]x{0}, a,20etf$,20 pour tout & et
1<kgi-1 1<ksi

n+ Y (&, +pB,)=m (Fig.2.11). Plusieurs situations sont alors possibles.

1Sksa
B B Bs
e o ——— -l
Lo—o—c O OO0 Fig. 2.11
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1 B, 21
L'empilement obtenu en substituant |

B,-1 a B, est alors un empilement trivial

d'encombrement m-1. Donc la série génératrice Fig. 212 -
des empilements relevant de ce premier cas est
ya(-xq"'N,_,).
2) g,21.
L'empilement obtenu en substituant

a,-12a a, est alors un empilement trivial

d’encombrement m-1. Donc la série génératrice Fig.2.13 -
des empilements relevant de ce second cas est
g(-xg™'N,_,).

3 a,21e B, 21

L'empilement obtenu en substituantL l I ‘ | | I |

a,-1 2 a, et B, -1 2 B, est alors un
empilement trivial d'encombrement m-2. Donc I- Fig.2.14 -

la série génératrice des empilements relevant de ‘ I | l | | I |

ce troisiéme cas est yg*(-xq™" N, _,).

4) a,=p,=0.

L'empilement obtenu en enlevant la pi¢ce
la plus 2 droite est un empilement
d'encombrement m-1. Donc la série génératrice -
des empilements relevant de ce quatrieme cas est Fig. 2.15

—xq"(—xq"“N__l). ' ‘ | l l l l l I

Finalement, le regroupement des quatre cas montre que la série génératrice des
empilements triviaux d'encombrement m est —xgq* ((l + y—xq"")N,-, - yN__z). (Ce terme
s'obtient en additionnant les séries génératrices correspondant aux cas 1, 2 et 4, et en soustrayant
celle qui provient du cas 3). Ceci démontre le lemme.O

Remarques. 1) Lorsque x vaut (-1) et y et ¢ valent 1, N_ estle 2ni®me nombre de Fibonacci.
Nous donnerons dans le chapitre 7 une interprétation de N, dans le cas général, en e reliant 2 une
notion de g-automate.

2) Pour m 2 2, on peut écrire :

+y-xq y 0 0 0
1 1+y-x¢4* y 0 0
N.=| © 1 0
0 0 v 14y-—xg™? y
0 0 0 1 1+y-xg™"
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En effet, le développement de ces déterminants par rapport 2 la demiére colonne montre
qu'ils satisfont la méme récurrence que les N,,, et les premiéres valeurs coincident.

Le développement de ce déterminant par rapport 2 la premiére colonne foumit en outre une
nouvelle relation de récurrence pour les polyndmes N, que nous utiliserons dans le chapitre 3.

Pour m 2 2, )
N (x)=(1+y-xq)N.,(xq)-yN, ,(x¢*).

Preuve de la proposition 2.10. Soit P un polyomino parallélogramme. Sa premitre colonne
est de hauteur 7 si et seulement si la pidce maximale de f(P) est de support [1, n).
Sa demiére colonne est de hauteur m si et sculerent si 1a plus 2 gauche des piéces minimales de
f (P) est de support [a, m), avec 1 Sa S m.
Soit X la série génératrice des demi-pyramides de segments

- de piéce maximale de support {1, n),

- dont 1a plus 2 gauche des pieces minimales 2 pour support un élément de I'ensemble
{laml1sasm} (Fig2.16).
D'aprés la proposition 1.8, X" = yXa .

Fig. 2.16

a m
Soit M,,, ={[a.b].b2m,1Sasb}.
Soit TM,.,, son complémentaire ; M, ={[a,b].b<m,1Sa<b}.
Soit Xzs la série génératrice des demi-pyramides de segments
- de pi¢ce maximale de support [1, n],
- dont les pigces minimales sont dans Tl,,,,,.
Alors, la série cherchée est Xa = Xzm = Xzms1 .

Pour évaluer Xz, on utilise le troisitme théordme d'inversion de la proposition 1.4, avec
M, ={[1.n]} et M, =TM,,,.. 1 vient :

2 (-lf"v(r)J( ) (—1)"'v(F>]
FeTMaleF FeT (Mg ) = 2 (.1)|’|v(E|'F) .
(Z (—1)"'va e

ol G est I'ensemble des couples (E, F) vérifiant ;

- si E n'est pas vide, c'est une demi-pyramide de pitce maximale de support [1, n], dont
toutes les pidces minimales sont dans T, ;

- F est un empilement trivial 2 piéces dans 71, _,, , ne contenant pas la pice [1,n]x {0} ;

- E et F ne sont pas en concurrence.

Si E n'est pas vide, c'est donc une demi-pyramide ayant au moins une piéce minimale de
support [a, b, avec b 2 m. Mais alors tout empilement trivial F non vide 2 pieces dans T, _,, est
en concurrence avec E. Donc, si E n'est pas vide, {F /(E,F)e G} ={@} .
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Si E est vide, {F/ (E,F) e G} ={F e T(T._.)/[Ln]x {0} e F} .

Le théoreme donne ainsi :

Y (—U"'v(ﬂ)[ Y (—D’"v(F))
—x-.;. FeT f{la)eF FeT (M) _ Z (_1)|F|V(F) .

) [Z (-1)'”v(F)] it

FeT

Donc i: = 7;- - 7;»0] ,

[ Y, (-1)"‘v(F)J( 2, (—l)'"v(F)]

FeT LaleF FeQ [ec(F)=m + 2 1) wF) .
|F| FeT jac(F)=m
(FEZU (-1)"'w(F )) [LaleF

En crivant ( Y (—1)'”v(F)J = (2 (-1)'"v(F)] - ( p (—1}"\;(1-")].

FeT [LaleF FeJ FeT laleF
on a finalement
[ )3 (-1)'”v(F))( )Y (—1)'"v(F))
7:‘ = FeJ /[laleF FeT /ec(F)=m _ 2 (—l)lpr(F) )
[,Zg (—1)"'v(r)) Cune

Tl ne reste plus qu'a évaluer chacune des séries intervenant dans cette expression. La série
génératrice alternée des empilements triviaux, N, est donnée par le lemme 1.11. Celle des
empilements triviaux contenant la pidce [1,n] x {0} s'en déduit comme ci-dessus. Par ailleurs, celle
des empilements triviaux d'encombrement m est -xq" N_ d'aprés le lemme 2.12.

Pour finir, montrons que Z (-1)F'w(F)=N*, o N est le polyndme introduit
FeT jenc(F)y=m
dans Ia définition 2.9. frke? ‘
Considérons les empilements triviaux d'encombrement m contenant la piece [1,n]x {0}:
- si m < n, de tels empilements n'existent pas,
-sim =n, il n'y en a qu'un, réduit A la piece [1,n]x {0}. Sa valuation (alternée) est

A=l _n

-xXy q,
-si m > n, un tel empilement est I'image par ¢, d'un empilement trivial d'encombrement
m-n (Fig. 2.8).

La série génératrice alternée correspondante est donc (—x ! q“)(—xq" q""N__. (xq")),
soit encore x> y* ' ¢*** N,_,(x¢"), cest a dire I'expression de la définition 2.9.0
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4. ENUMERATION DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGES

Proposition 2.13. Soit Y(x,y,q) la série génératrice des polyominos convexes dirigés
comptés suivant le nombre de colonnes (par x), de lignes (par y), et l'aire (par q).On a :

R-N
y=y2 &
YN

e oy CUXe g ), 2(-1)xq( )

= (@.049), (@), (yq),

m4+2

" -2 - ( 2 )
_ xq B ) I A
et R=y ,g; (va), .2.6 (@.(y qml).-.-x

Lemme 2.14. Soit n 2 0. La série génératrice des polyominos convexes dirigés dont le
polyomino parallélogramme maximal est de hauteur & gauche n+1 est :

A+l qul N(qu‘) T;l
N (xq),

ol N(x) est donné dans la proposition ci-dessus et T, est le polynome en x et q défini dans la
proposition 2.5.

xy

Preuve. 11 suffit de reprendre 1a décomposition de ces objets décrite dans le paragraphe 1 de ce
chapitre, et d'utiliser les résultats des propositions 2.5 et 2.7 :
(i) la série génératrice des polyominos parallélogrammes de hauteur 3 gauche n+1 est :

N x A+l
xy"gt! ——(Ni—) (Proposition 2.7).

(ii) 1a série génératrice des polyominos tas de hauteur n est : X7

———= (Proposition 2.5).0
(xa),

Mais alors, la série génératrice de tous les polyominos convexes dirigés est :

xqul) T
Y Iy"l A+l ( A
.% N (xq),
soit encore, compte tenu de la définitionde N :

2!*«

[ ()
(_1)-q ? mel A _A(me] _L
Z (9).(rq), [2 e )(xq).]

a0

) ( )" q[' )
L (9).(v9).

Z |-
2
-3

(x"‘*' +x" T(x, yq",q))
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ou T(x,y,9)= 2 xy g7, est, d'apres la proposition 2.5, 1a série génératrice des polyominos

azl (x ‘1),

tas non vides.

Mmmamr(x,y,q>=>;ry;‘)”—<"§;

= n° ‘I( ) [ ey X 3q " ]
N &l .09, = (va™), (e™),

_1)"1 L ( ) (_1)“ men uul [2)

d'apres le lemme 2.4, et donc :

Y v (
P>

T4 y 7y
S @09, £ (@.0q ‘),_, (yq).*.
a2l
Le changement de variables (m+n, m) — (n, m) dans la seconde somme méne 3 :

Y__ Z(‘l)""l x" ( ) SAE:

Z @0, % (ya) = (9).0e™") '

n-m-1

$ _n q( 2

et, en regroupant la premiére somme avec les termes de la seconde somme obtenus pour m=n -
1, on obtient finalement le résultat de la proposition 2.13.0

Corollaire 2.15. La série génératrice Y(x,1,q) des polyominos convexes dirigés comptés
suivant la largeur (par x) et l'aire (par q) est donnée par :

% ((«n.-,(q Serd 1

.o ()
(-1)"x
) [(qf]q?—

11 suffit de remplacer y par 1 dans I'expression de la proposition 2.13 pour obtenir ce résultat.0

Y(xl,q)=

Remarques. 1) On peut encore écrire :

Y(x1.49)=(1-q)

wo=3 e

apparait aussi dans la série génératrice des polyominos parallélogrammes et
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az0 m=0

- (_1) A+l L)
ll(’r'q) Z[[ ],[nt+1],2(—) q( J]
Or, lorsque g vaut un,

i (~1)" q(z) ____{1 si.n est ;?air, .
fuer 0 si s est impair.

- L . () e
Donc /| (t;q) est un g-analogue de la partie impaire de la fonction Z _—

2 (n+1)!' voisine de la

(—1) L 2a+]
fonction de Bessel J, (t) = Z _"'_(E_z"‘)i_)—'—

2) De nouveau, les distributions des parametres largeur et hauteur sont identiques sur les
polyominos convexes dirigés. Donc la fonction ¥ (x,y,q) est symétrique en x et y, mais cette
symétrie n'apparait pas dans I'expression de la proposition 2.13. Lors de I'énumération des
polyominos parallélogrammes, nous avons montré que les fonctions y(yg)_ N et (yq)_ N sont
symétriques en x et y. Donc la fonction (yq)_ R doit I'étre aussi, mais nous ne disposons pas
d'un développement simple, symétrique en x et y.

5. ENUMERATION DES POLYOMINOS CONVEXES

Proposition 2.16. La série génératrice Z des polyominos convexes est :

(R-N)v
Z=2y .__I.V___ -2yM - B,
[n#l) R (‘;])
(-1) i=y CU'x'q 7
avec N= 'g‘; yq) ’ azl (q)u—l (yq)l

I s
R=y ¥ -1)"q

az2 (yq) a0 (9. (qul) '

A-m-]

TN 7,7,
V = xquﬂ miVms) , M = N:ﬂ
25 2 GG,

xy'q T)
et enfin B=
2 Gl
(LesT,, N et N sont les polynémes introduits dans la proposition 2.5 et les définitions 2.8 et
2.9 respectivement).
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Compte tenu du corollaire 2.3, nous allons énumérer séparément les €l€éments de Cl, puis
ceux de B.

Enumération des polyominos de Q

Propeosition 2.17. La série génératrice A des polyominos de C est donnée par la relation
. (r-N)v

~ - y N
ol les séries N, M, R,V et N sont définies dans la proposition ci-dessus.

.-yM’

Lemme 2.18. Soient m 2 0 et n 2 0. La série génératrice des polyominos convexes de C. dont
le polyomino parallélogramme maximal est de hauteur n+1 & gauche et m+1 a droite est:

N X R+l
T.. 7:. yn+l mens2 N‘"] q9 ) N::ll
(xq), (xq), N

Preuve. Il suffit de reprendre la décomposition de ces objets décrite en 1, et d'utiliser les
résultats des propositions 2.5 et 2.10 :

(i) 1a série génératrice des polyominos parallélogrammes de hauteur 3 gauche n+1 et hauteur 2
droite m+1 est (Proposition 2.10) :

a+l
xZ ylul quon«n N,- N(qu ) y N::]l

xy'q" T,

(xa),

Mais alors, la série génératrice de tous les polyominos convexes de Cl est :

T, T, 2 A+l _mens2 ‘N(xq.’l) £ 231
A=) —2_- Aty N,., N, ,
gj(xq)- (_xq)“( Yq N~ YN

a20

(ii) la série génératrice des polyominos tas de hauteur n est : ————= (Proposition 2.5).0

__1_ e T...N..ﬂ A ol N (3 ah¥) _T__ _ ntl T.T,
-N[Z T (), )[2 e Nxq )(xq).] LN ey

m20 a20 Osasm

Remarquons que la série Z N LT, _ est bien convergente, du fait que le

O<asm ! (‘x ) ( )
est multiple de ¢™*'

A+l
mel

polyndme N,

D'autre part, la série Z g™ N ("qm) (T)
a20

I'énumération des polyominos convexes dirigés : elle vaut y(R— N ) La proposition 2.16 s'en

a déjd été calculée lors de

déduit.O
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Remarque. Les formules obtenues pour I'énumération des polyominos paraliélogrammes et des
polyominos convexes dirigés s'exprimaient a partir de fonctions (N, R, N) dont on connaissait le
développement en x. Ce n'est plus le cas ici, puisque les développements en x de V et M sont
inconnus.

Dans le chapitre suivant, nous montrerons que le coefficient de x" dans V et M est une
fraction rationnelle en y et q. Dans le cas ol y vaut un, nous donnerons la valeur de son
dénominateur. Nous en déduirons la forme de la série génératrice des polyominos convexes a n
colonnes, qui est elle aussi une fraction rationnelle en y et ¢.

Enumération des polyominos de B

Proposition 2.19. La série génératrice B des polyominos de B est donnée par la relation

. \2
g=y @)
= (xq),,(x9),
(Les polynomes T, sont définis dans la proposition 2.5).

Preuve. Considérons un polyomino P de B 2 k colonnes, C,,...,C,, de hauteur n. D'aprds la
définition de B, D; < D, D,. < D;. (Fig.2.17), et P a au moins une colonne de hauteur n. Soit
C, (resp. C,) la plus a gauche (resp. la plus a droite) des colonnes de hauteur n. Les polyominos
P, et P, formés respectivement des colonnes C,,...,C, et C,,...,C, sont des polyominos tas de
hauteur n n'ayant qu'une colonne de hauteur n. D'autre part, le polyomino P, formé des colonnes
C,....,C, estun rectangle de hauteur n. De plus :

- 1a hauteur de P est celle de F,

- le nombre de colonnes de P est 1a somme des nombres de colonnes de £, F, et A,
diminuée de deux,

- I'aire de P est la somme des aires de £, P, et P, diminuée de 2n.

Fig. 2.17
Décomposition des
polyominos de 1.
(Ici,p=5,r=7etn=06)
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L'application d définie par d(P) = (F,, P,, P,) est alors une bijection entre les polyominos
de B de hauteur n et les triplets (A, P, F) formés d'un rectangle F, de hautesr n et de deux
polyominos tas de hauteur n, P, et P, n'ayant qu'une colonne de hauteur n.

La série génératrice des rectangles de hauteur n est xy* ¢* /(xq), . Celle des polyominos
tas généraux de hauteur n étant xy" ¢* T, /(xg), , celle des polyominos tas de hamteur n n'ayant
qu'une colonne de hauteur n sera xy"¢"T,[(xq),_,. La proposition 2.19 décoult alors de ces
deux résultats.0O

a1’

En regroupant les résultats des propositions 2.17 et 2.19, on parviest & celui de la
proposition 2.16.0
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CHAPITRE 3

SERIES RATIONNELLES POUR LES POLYOMINOS
CONVEXES DE LARGEUR DONNEE (Cas y=1)

Nous reprenons les expressions obtenues pour les séries X,Y et Z énumérant
respectivement les polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes. Nous nous
intéressons 2 la forme de leur développement en x, c'est 3 dire, puisque le paramétre x compte la
largeur du polyomino, 2 la série génératrice des polyominos (parallélogrammes, convexes dirigés
ou convexes) de largeur donnée. Nous montrons que toutes ces séries sont des fractions
rationnelles en y et g, dont nous donnons, dans le cas particulier ot y vaut un, le dénominateur. Le
cas général (y quelconque) sera traité dans le chapitre suivant, via une autre méthode.

1. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET CONVEXES DIRIGES
n-1

Notations. Rappelons que, pour n 2 1, (a), = [[(1- aq¢’).

On convient que (a), =1 pour n < 0. =0

Proposition 3.1. (i) La série génératrice X(x,1,q) des polyominos parallélogrammes,

comptés suivant la largeur (par x) et l'aire (par q) s’écn'l sous la forme suivante :

X(wla)= 3, 4 (5

o X, est élément de 21q).

(ii) La série génératrice Y (x,1,q) des polyominos convexes dirigés, comptés suivant la
largeur (par x) et l'aire (par q) s'écrit sous la forme suivante :

Hxtg)= T v a e

on Y, est élément de ZIg).
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Preuve. Lorsque y vaut un, d'apres les propositions 1.10 et 2.3, chacune des séries X et Y peut
s'écrire sous la forme :

e (q)._ @@L

%l e

n20

ou P, et Q, sont des polyndmes de ZI[g]. Plus précisément, F, = (-0)* q(z) pour la série X,

P = 'i -n" q(szour lasérie Y, et Q, =(-1)" q(z) dans les deux cas. En particulier, Q, =1.

m=0

En utilisant lidentité 1/(1+y)= 2 (-1)* y*, 1e développement en x de S s'écrit :

k20

=% (xa) 1) P Qu Qo
=260 2 D@ ) @@

LIS Y W

Considérons les g-analogues des coefficients multindmiaux, notés [

['h,.'.l.,n,.] =(—q)—ul('q—)2—‘1r avec 1§;.nf -

Ces g-analogues sont des polynémes de Z[q]. On écrit alors:

L

a2l

] et définis par :

peros;

-

n—-1 n
o S, = -1 PQ....0,
uz\,le,;l ..... my 21 ['n]v"'vm‘][’np”wmk]( ) Q'h Q .

LYY

est €lément de 21q], ce qui acheve la preuve.0

Remarques. 1) On adonc X(x,1,9)=Y (xq)" ZE- , 00 P, et Q sont dans Z[q]. Nous

a2l
venons de montrer que l'on peut choisir O, =(g),_, (4),. Fedou [Fel, Fe2] propose unc autre

valeur pour Q,, 2 savoir 4, = (1-¢)™" [[[i}"", od | n/i | désigne la parti entidre de n/i.
Nous retrouverons ce résultat dans le"lchapitre suivant. Il est possible de décomposer les
polyndmes A, et O, en facteurs irréductibles de 2[4}, qui sont ici les polyndmes cyclotomiques,

et de calculer leur plus grand diviseur commun. Pour n 2 8, celui-ci n'est égalnia 4,,ni 2 Q,, et
donc, d'une certaine fagon, aucune de ces deux valeurs n'est optimale.
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2) Lorsque y est quelconque, les valeurs obtenues pour les séries X et Y s'écrivent toutes

deux (Zx" F;J / (Zx‘ G, J, ol F, et G, sont des fractions rationnelles en y et g ; ceci permet

a2l a20
d'affirmer que le coefficient de x" dans X (ou ) en est aussi une.

Exemples. A l'aide du logiciel de calcul formel MAPLE, nous avons obtenu pour les premiéres
valeurs des polynoémes X, et Y, les résultats suivants :

>

1,

t

L,

~
i

"

X,=14q+¢*+¢,
X, =1+429+4¢> +6¢° +7¢* +6¢° +4¢° +2¢" +¢*,
X, =1+3q+8¢> +17¢° + 304" + 45¢° + 584" + 664" + 664" + 58¢°
+45¢" +30¢" +17¢" +8¢" +3¢" +¢" .
La suite ()?, (1)) o= (1, 1, 4, 35, 456, ...) obtenue en faisant la somme des coefficients de
chacun des polyndémes X’, apparait dans un article de Carlitz [Ca]. Elle porte le numéro 1484 dans

le livre de Sloane [S1]. Cette suite de polyndmes vient d'étre interprétée en termes de tresses par
Fedou, qui démontre que les }?, sont A coefficients positifs et symétriques.

Nous conjecturons que les X, sont unimodaux.

%=1,
)A’z=l+q,

Y,=143¢+3¢* +2¢° +4*,
Y, =1+5¢+9¢* +14¢* +18¢* +17¢° +13¢* + 7¢" +3¢" +¢°,
Y, =1+7¢+17¢* +37¢° + 710¢* +109¢° +147¢° +173¢" +180¢" +165¢°
+133¢" +94¢" + 574" +29¢" +124" +4¢" + ¢ .

Nous conjecturons que les Y, sont A coefficients positifs et unimodaux.
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2. POLYOMINOS CONVEXES

Nous nous proposons maintenant de faire une étude analogue pour la série Z des
polyominos convexes. Rappelons la forme de 'expression obtenue dans la proposition 2.16 :

R-N)V

Z(x.y,q)=2y[ N -M]-B

Le développement en x des séries N, N et R est connu (proposition 2.13), contrairement 2
celui de V, B ou M. Ces trois dernieres séries font intervenir les polyndmes T, et N, liés
respectivement 3 I'énumération des polyominos tas et des empilements triviaux. En utilisant les
relations de récurrence que vérifient ces polyndmes, nous allons pouvoir calculer successivement
le développement en x de V, B et M. Nous obtiendrons ensuite celui de Z en regroupant ces
résultats, démontrant ainsi la proposition suivante.

Proposition 3.2. La série génératrice Z(x,1,q) des polyominos convexes, comptés suivant la
largeur (par x) et l'aire (par q) s'écrit sous la forme suivante :
Z
Z(x,1,9)=) x"¢"——"2——,
g‘ (@).2(9)..(a),

o Z, est élément de 21q).

Remarque. Nous montrerons dans le chapitre 4 que, pour n 2 2, i, est en fait divisible par
(1-¢)"", ce qui permettra d'affirmer que la série génératrice des polyominos convexes de largeur
n, comptés suivant I'aire, est une fraction rationnelle de dénominateur [n -2}/ (q), , (4)..

En reliant les valeurs des polynomes T, et N, 2 celles de certains déterminants, nous
avons montré dans le chapitre 2 les relations de récurrence suivantes.

Dunepart: Ty(x)=1,T,(x)=1,

qT. (1) =1+ )T, (xq)+(xq’ - 1)T. , (x4}, m22.
D'autre part: N,(x)=0, N, (x)=1,

N (x)=(1+y-2q)No.,(xq)~yN.,(x4"), m22.
Par ailleurs, on déduit de la définition de N donnée dans la définition 2.9 que
N2 (x)=yN2"}(xq) pour tout couple d'entiers (m, n).
Pour obtenir le développement en x de chacune des séries V, B et M, on procdde en trois
temps, de la manijére suivante:

- on dispose, au départ, d'une expression de la série S étudiée de la forme S(x)= 2 5. (x), od s,
s'écrit en fonction des polyndmes T;, N, et N/. L'indice m peut étre en fait un multi-indice. A
l'aide des récurrences établies pour les T;, N, et N/, et rappelées ci-dessus, on construit d'abord
une équation (ou un systeéme d'équations) liant entre eux les s, _, (xq“), pour m fixé.

- dans un second temps, cette équation se traduit, par sommation sur m, en une équation portant
sur les S(xq").

- enfin, on identifie le coefficient de x* dans chacun des membres de cette équation fonctionnelle,
ce qui fournit une relation de récurrence pour les S,, ou S, désigne le coefficient de x” dans S.
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Notations. Dans la suite de ce chapitre, nous allons écrire de nombreuses équations. Un certain
nombre de termes y sont marqués en gras, ce qui ne constitue pas un changement de notations,
mais a pour objectif de souligner la forme de I'équation.

Le symbole I, désignera la fonction indicatrice de I'événement A.

Développement de la série V

{ 131
Rappelons que V (x)= Y, X9 _T_(x)N.,,(x) (Proposition 2.16).

m20 X q).

Soit V"’ 1a série formelle suivante : V'(x)= 2

ol(x) =N (Iq)]

= (x )
Pour n 2 1, soit V, (resp. V*,) le coefficient de x* dans V (resp. V). Pour n < 0, posons
V,=V, =0
Proposition 3.3. (i) V= S E— et, pour n 2 1, les coefficients V, et V', sont liés

(1-4)(1-qy)

par les relations de récurrence suivantes :
(1-¢"") (1-¢") v, (1-y@* W, + q(1+4™WVoy - qV'y - gL,

(-rg )=y Ve = -¢7|1-¢")+at-yq)Ver + q(t+yg" WV,
¢V, + q(1-y)l,.,.
(ii) Lorsque y vaut un, le développement en x de la série V s'écrit ;

V=% X

ot V, est élément de 21q).

Preuve. (i) Pour m 2 0, notons a, (x)=T, (x)N,,, (x)
et b. (X) =T, (I)[N.“ (x)— N, (Xq)]'
Alors : a,(x)=1, g (x)=1+y-xq,
by(x)=1, b (x)=y-xq.

Par ailleurs, pour m 2 2, on obtient, en utilisant les relations de récurrence portant sur 7, et N,
rappelées ci-dessus, le systéme suivant :

gb.(x) + (1+9)a,,(xq) - (1-x¢*) a.,(xq*) - y(1-x4*)b.,(x¢"),

n

qa,(x)

qb,(x)

-xq(1+q)a,,(xq) + y(1+q)b,,(xq) + xq(1-x¢*)(1+yg-x4")a.,(xq*)
+ y(xqg-y)(1-x¢*)b.,(xq").
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Oor V(x)= 2 a(x) et V(x)= 2——)—

mz0 m20

En multipliant chacune des équations ci-dessus par x¢™"' /(xq)_, et en sommant sur m 2 2 les
expressions ainsi obtenues, on parvient au systéme suivant liant Vet V':

q(1-xq)V(x) = q(1-xq)V'(x) + (1+)V(xq) + (x¢*-1)V(xg’) - yV'(xd®) - x4,
g(l-xq)V'(x) = - xq(1+q)V(xq) + y(1+q)V'(xq) + xg(1+yg-x¢*)V(xq*)
+ y(xqg-y)V'(xq’) + xg*(1-))

En identifiant le coefficient de x" dans chaque membre de ces identités, on obtient alors les deux
relations annoncées en (i).

Lorsque x vaut zéro, 7, =1et N, = 11_ 4 pour tout m 2 0. Ceci permet de démontrer que
-y

V‘=(1—q)(1-qy).

D'autre part, on déduit de la seconde des équations de (i) que V', = l—q—

Des lors, ces équations permettent de calculer, par récurrence sur n, les couples (V,,V",), en
appliquant d'abord la seconde relation, puis la premiére. Elles impliquent aussi que V, et V' sont
des fractions rationnelles en y et q.

(ii) Lorsque y vaut un, le coefficient de V,_; dans la seconde équation se factorise. On
montre alors, par récurrence sur 7, que V, (resp. V’,) est une fraction rationnelle en ¢ de
dénominateur (g),_,(q),? (resp. (¢),_,(9),_,(4),), ce qui fournit le second résultat.0

Remarque. Il serait possible d'éliminer V*,_, et V', entre les deux équations de (i), et d'aboutir
ainsi A une seule relation de récurrence liant entre elles les fractions V,. En effet, ces deux
équations permettent d'exprimer V’,_, et V', en fonctionde V,, V,_, et V,_,. En remplagant, dans

I'expression de V°,, n par n-1, on obtient alors deux expressions distinctes pour V*,_;, qu'il suffit
d'identifier pour parvenir 2 une relation de récurrence portant seulement sur les V.

Développement de la série B

xy"q" T.(x) .
R lons que B(x)= ) ————=>_—"_ (Proposition 2.16).
spoclons que B()= 3. 02 G, P

Pour n 2 1, soit B, le coefficient de x* dans B, c'est 2 dire la série génératrice, en y et g,
des polyominos de B de largeur n. Pour n <0, posons B, = 0,
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Proposition 3.4, (i) Pour n 2 1, les coefficients B, sont liés par la relation de récurrence
suivante :

(1-yg"2)(1-yg"")1-y2")B, = q[2+q-yg(1+4")-¥ ¢]B.,
- ¢(1+2¢+yq"")B,, + ¢'B,,
+ y1-g-N. - y@(l+g-yq+y'q)l.,
+ yq‘(l+y)ll._,.

(ii) La série B admet le développement en x suivant :

B=Zx‘yq" B,(.9)

= (¥9),,(v9),,(va),
ot B, est un polynme de Z.[y,q].
De plus, B (y,1)=1
= 1 x - 2n-3k
cpourn22, BN)=30-0 ot [0+ 222 )
k=0

Preuve. Pour m 2 0, notons a, (x)=(T, (%))’ et, pour m 2 1, b, (x) =T, (x)T._, (x9).
Pour m 2 2, il vient :

70, () =[(1+ )T, (xq) + (x* - )T, (x )] .
=(1+¢)a_,(xq) + (1- ch’)za,,_z (xq’) - 2(1- xq’)(l +q)b_,(xq).
D'autre part, pourm 22 :
gb. (x) =T, (x@)[(1+9)T.., (xq) +(xq" - )T, ,(x¢*)}
=(1+q)a.,(xq) + (xq"-1)b.,(xq).
I est facile d'éliminer b, (x) et b, ,(xq) entre ces deux équauons En effet, la premiére permet

d'exprimer b, , (xq) en fonction de a, (x), a,,(xq) et a,. ( xq ) En remplagant m par m-1 et x
par xq, on obtient aussi une expression de b, , xq’) en fonction de a,.,(xq), a,. 2(xq )

a., (x q’) )

En substituant, dans la seconde équation, m par m-1 et x par xg, on dispose d'une relation
liant b, , (xq)eth,, (xq’). En remplagant ces deux valeurs par leur expression en fonction des
a,; (x q‘) précédemment obtenue, on parvient finalement 2 la récurrence suivante : pour m 2 3,

Pa,(x) = q(l+g+¢’ +x¢’)a ,(xq) - (1-xg*)(1+q+¢* +x4’)a,,(xq’)
+ (1—xq’)(l—xq’)za__,(xq’).

xy"q" a,
O BR=X Gl

Deplus, 2,=a,=1 et a =(1+xg)".
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En multipliant I'identité ci-dessus par x y™ ¢" / [(x q); (xq),._, ] et en sommant I'expression ainsi
obtenue sur m 2 3, on parvient a I'équation suivante :

¢ (1-xq) (1-x¢*)B(x) = yq(1-xq*)(1+q+q* +xq’)B(xq)
- Y (1+9+4*+x¢’)B(xg’) + y'B(x¢’)
+ xyg* (1-y)(g-y) - **y¢’(1+g9-yq+y*q)
+ Xyg’ (1+y).

En identifiant le coefficient de x* dans chaque membre de cette égalité, on obtient 1a relation de
récurrence (i).

yq* (1+2yq-y*¢*)
(1-yq)'(1-yq*)

On montre ensuite, par récurrence sur n, que B, a 1a forme annoncée en (ii).

Elle foumit B =—2%—, puis B,=
1-yq

En ce qui conceme la valeur de B, (y,1), elle provient de I'expression de B(x,y,1) que
nous obtiendrons au chapitre 6 (Proposition 6.7) :

(1-x)(1-x-2y+y’ - xy)
(1—x—y)(1—2x—2y—2xy+x2+y2)'

B(x,y1)=xy

Pour en déduire B, (y,1), on fait le changement de variable x — 7 (1 y)” dans B, et on développe
ensuite B suivant 7. Des calculs tout 2 fait analogues seront décrits dans le chapitre 6, et c'est
pourquoi nous ne détaillerons pas celui-ci.O

Exemples. Les premiers termes du développement en x de la série B, obtenus A partir de la
relation de récurrence du (i), sont :

B=-29
1-yq
_ya'(1+2y4-¥"¢’)
t-yq) ' (1-y4*)
5 - yo* (1454 +2y4* -6y ¢* -2y’ ¢’ - ¥*¢* -y’ ¢* +2y°¢’)
3 = 3 ’
(1-yq)'(1-y4*) (1-yq')
et
B (yl)=1+2y-y*,

B,(y.))=(1~y)(1+8y-").
(y1)=(1-y) (1 +18y+16y* -2y’ ~y*).

=i
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Développement de la série M

Rappelons que M(x)= Y NI\(x)==ias T. ()7, (x) (Proposition 2.16).

oinen (x9),(xq),
Notons Co(x)=3 N., (x) ("(;) ,
L LG
G (x) “221 mel (x)( ).
et ¢, (x)=———‘”" 3 N (0 =)

(x .
(1-xq)(1-x¢") & (xq).
Pour n 2 1, soit M, le coefficient de x" dans M(x). Pour n < 0, posons M, = 0.

Proposition 3.5. (i) Pour n 2 1, les coefficients M, sont liés par la relation de récurrence
suivante :

(1-yg)(1-ya)1-ya' )M, = q[2+9-yq"*(1+4*)-y* ¢ |M..
- @(1+29+yq" WM, , + ¢'M,, + 1‘7. :
o M, est le coefficient de x" dans la série M définie par :
M(x)=(1-x9)" (1- x¢*)(C, (x) + C, (x) + G, (x))

- :l);_(l_xq J1+9+4*+x¢°)(Co(xq)+C,(xq)) + y—i(l+q+q2+xq’)co(xq2).

L]

ii) Lorsque y vaut un, le développement en x de la série M s'écrit :

.

M) =T X o

a2l

ok M, est éiément de Z1q).

Preuve. (i) Notons a,, (x)= N2\ (x)T. (x)T,(x) sim2n20,
Ct, blu,n (I) = N:;:ll (X) [T- (X)T;u-l (xq) + 7:1 (X)T -1 (XQ)]’ Si m 2 n 2 1
Alors,pourmz2n22:

7 a,(x)= N2 [(1+ )T, (xq)+ (xg* - )T 5 (xg")] [0+ )T, (xq) + (xg* ~ )T, , (x4?))]

=y(1+9) a0y 0i(x0) + Y (1-2¢") a0y, (x4?) = Y(1-22)(1+9)bar,s(xq).
D'autre part, pourm2n22:

9" bah(X)= N2L T, (x9) [(14 )T, (xq) +(xq* = 1) T, ,(xg?)]
+ NI T (xg) [14Q)T,., (x)+ (x¢* - )T, , (x4%)]
=2y(1+ q)a--l.--l (xq) + )’(xqz - l)b--l,l-l (xq).
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Comme dans 1'étude de la série B, il est facile d'éliminer b, , (x) et b, ,,,(xq) entre ces

deux équations, qui sont d'ailleurs trés voisines de celles obtenues pour B. En utilisant donc la
méme technique, on parvient 2 la récurrence suivante : pourm2n 2 3,

ga..(x) = ye(l+q+q" +x¢’)a_, ., (xq) - Y (1-x¢’)(1+q+¢* +xq’)a_,.,(xq?)

+ Y (1-xa)(1-2") 8 pns(x4%).
o M= T e

En multipliant I'identité ci-dessus par I/[(x q). (xq)‘] et en sommant sur m 2 n 2 3 'expression
ainsi obtenue, on parvient 2 I'équation suivante :
¢’ (1-xq)’ (1- xq’)M(x) = yq(l - xq’)(l +g+¢* + xq’)M(xq)

- Y (1+q+q +x¢’)M(xq*) + y’M(xg’) + ¢’ M (x),
ol M est défini dans la proposition 3.5.En identifiant le coefficient de x* dans chaque membre de
cette égalité, on obtient la relation de récurrence (i).

Pour montrer (ii), on procede de nouveau par récurrence. Il faut :

- d'une part amorcer cette récurrence en montrant que M, et M, sont de la forme voulue,

- d'autre part évaluer le terme M, ou, du moins, montrer que c'est une fraction rationnelle
dont le dénominateur, lorsque y vaut un, divise (g),_,(9),_,(4),_, -

Nous allons d'abord exprimer C,(x), C,(x) et C,(x) en fonction des séries V(x) et
V’(x) étudiées ci-dessus. Rappelons que

V@)=Y 2L T ()N, ()

20 (xq)_
m+l
. X
et que | (I) = 2 : q9 T- (X) [N'“l (x)— N” (xq)]
mz0 (_I‘I).
D'apreés la proposition 1.21 ;
Nuo=-xq sim=0,
N...=x*¢""N_(xq) simzl.
De méme ;
Nl =-1xyq sim=1,
N:H_—_xzyq-”N.-l(qu) sim22.
Enfin :

Ni#l
N, =3y q"*N_,(xq’) sim23.
Par ailleurs, pour m 2 1,
YN (xg?)=(+y-xq)N (xq) - N_,(x),
et,pourm2 2,

=-xy'q’ sim=2,

YN (@) =(1+y+y - xq(1+y)(1+q)+x*¢’)N,(xq) - (1+y-xg' )N, (x).
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On déduit de cet ensemble de relations les égalités suivantes :
Co(x)=xq[V(x)-V'(x)-1].

C(x)= liq:q [()’— xq)V(x)-(1+y-xq)V'(x)+ xq~ 1_);‘1] ,

et enfin
31 2 2.3
Cz(x)=(1—_x—Z;()(—E:—lr) [(*-xa(1+y+yg)+2* @)V ()

- (1+y+y -xq(1+q)(1+y)+2* @)V'(x)

2 21
+ xq(l+y-xq’) + X9 _ y (1+xq) ]

1-xq (1-xq)(1-x4%)

Il n'est pas nécéssaire d'expliciter entirement M pour connaitre le dénominateur de M, , lorsque
y vaut un. En effet, on déduit des valeurs de M,(x), M,(x) et M,(x) que M est de la forme :

M(x)=x [P0 V(x)+RV(xq)+PRV(x¢*)+QV'(x)+Q V'(xq)+Q,V'(xg*) + p],

~

ou: -P,RB,P.0,0,.0, sontdes polyndmes de Z[ x,y, q],
- F est une fraction rationnelle en x, y et g, dont le développement en x s'écrit

F=Y x"F,, F, étant élément de Z[ y, q1.

az0

On peut d'ailleurs calculer F,=(y-gq)(1-y) et F =g¢*(2+2q+q*-y(1+q)). En fait, un
calcul précis montre que F est un polyndme de ZI[ x, ¥, g).

Dés lors, si i (resp. j) est le plus grand des degrés de F, PP, (resp. Q,,0,.0)),
considérés comme des polynomes en x, le coefficient de x” dans M est de la forme suivante :

i+l J+!

2 a, V. + z ﬂn Via+F,

i =i
oil les a,, les B, et F,_, sont des polyndmes de ZL[y gl.

Ceci assure que le coefficient de x” dans M est une fraction rationnelle en y et ¢. D'autre
part, lors du développement de la série V, nous avons montré que, lorsque y vaut un, V, (resp.
V", est une fraction rationnelle de dénominateur (g, (¢),? (resp. (¢)._,(4)._,(2),)-

Or, nous cherchons 4 montrer que, lorsque y vaut un, le dénominateur du coefficient de x*
dans M divise (¢),_,(9),_,(4),_, - Comme c'est le cas pour les dénominateurs des V,_,, pour
k22, et des V' _,, pour k 2 1, il nous suffit de prouver que &, V, , a pour dénominateur un

diviseur de (q)u-3 (q)n-l (q)u-l .Or
a,=q(1+qy+q'y’ )=y (1+yq)(1+q+4’)+y ¢ *(1+9+7").
et, lorsque y vaut un, o, se factorise sous la forme o, = g(1+q+¢*)(1- ¢*?)(1~¢""').

Finalement, le dénominateur de e, V,_, divise bien (¢)_,(q),_,(q)
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Restent & calculer M, et M,. En appliquant la relation de récurrence (i) de la propostion 3.5
a n =1, on obtient, compte tenu de la valeurde F; :

1-yq’
Pour calculer M,, on a besoin de connaitre les valeurs de ¢, , B, et F. Nous avons déja
donné celles de &, et F. On calcule ensuite :

M, =-

Bi=-q(1+q+q +yq(1+q)+y’q) + yg" ' (1+9+ )1 +q+yq) -y ¢**(1+q+¢*).

- q(-2y+yq)
(1-q)(1-yq)' (1-yq

g
M=)

11 vient M,

2) , et lorsque y vaut un, on a simplement :

Donc M, et M, sont bien, lorsque y vaut un, de la forme annoncée ; une récurrence achéve la
preuve de l'assertion (3i) de la proposition 3.5.0

Nous pouvons maintenant, en regroupant les résultats des propositions 3.3, 3.4 et 3.5,
montrer le résultat annoncé en 3.2, relatif au développement en x de la série génératrice des
polyominos convexes.

Preuve de la proposition 3.2. Nous pouvons tout d'abord affirmer que le coefficient de x”
dans Z, étant la série génératrice des polyominos convexes de largeur n, comptés suivant 1'aire
(par q), est multiple de ¢", puisqu'un polyomino 3 n colonnes a au moins n cellules.

D'autre part, reprenons l'expression suivante de Z :

(R-K)v
Z(x,y,q9)=2y —ﬁ___M -B

Les développements en x des séries B et M (propositions 3.4 et 3.5) sont en accord avec le
résultat annoncé. De plus, lorsque y vaut un, B—;—E est la série génératrice des polyominos

convexes dirigés (Proposition 2.3). D'aprés la proposition 3.1, son développement en x s'écrit :

Y(x,1.9)= z;: x"q"-my"ﬁ)— .

En combinant ce résultat avec celui de la proposition 3.3, il vient :
(R-R)v .4 .
—_—t = Z x"gt Z Xt
N a2l (q)n-l ('q)n a2l (q)u-l (q)n
b AN %
=Z xn 2 q A-m'm

e el (/) SN (/) RN (/) O (/) Tl
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Or, puisque les g-analogues des coefficients bindmiaux sont des polyndmes :
- (D1 (9)a, divise (), ;.
- (q).-.(q), divise (q),,
- et (g), divise (¢), _,,

ce qui achéve la preuve.O

Exemples. Nous avons utilis€ le logiciel de calcul formel MAPLE pour calculer successivement

les premiers termes des développements en x des séries V, B et M. Nous obtenons, pour celui de
Z, les résultats suivants :

1,

+29+q",
(1-9)(1+6g+12¢* +12¢° +7¢* +24°),
(1-q)* (1+11g+43¢° +95¢° +150¢* +1864° +181¢°

.{\l) “N» J\]) N
1]

+137¢" +79¢"* +33¢° +104" +2¢").
Comme annoncé nous montrerons dans le chapitre sulvam que, pour n 2 2, Z est

divisible par (1-¢)""*. Nous conjecturons que les Z, /(1-¢)"* sont 2 coefficients positifs et
unimodaux.
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CHAPITRE 4

EMPILEMENTS DE SEGMENTS
ET ARBRES BINAIRES

Nous avons montré dans le chapitre précédent que la série génératrice des polyominos
parallélogrammes, convexes dirigés ou convexes de largeur donnée est une fraction rationnelle en

yetgq.
Considérons, 2 titre d'exemple, les premiers termes du développement en x de la série
génératrice X des polyominos parallélogrammes :

g cred? /2 crrd?)

= (@..09, (9).(vq),
L7 B yg*(1+yq’)
(1-yq) (1-y9)'(1-y¢®) (1-ya) (1-ya*)1-y4’)
+Jc‘yq‘(1+yq’+yq’—y’q‘—y’q’-y’q’)
(1-yq)' (1-ya*) (1-y¢*)(1-yq")

Nous remarquons, sur ces premiers termes, que le dénominateur de la fraction rationnelle
qui est le coefficient de x" dans X est un produit de polyndmes (1 - yq"), pour 1 £ k < n, alors
que la forme de la série génératrice X laisse penser que ces dénominateurs font aussi intervenir les
polynémes (1 - q"), 1<ks<n.

Nous montrons ici que cette situation est générale : la série génératrice des polyominos
parallélogrammes, convexes dirigés ou convexes de largeur n est une fraction rationnelle en y et ¢
dont le dénominateur admet pour facteurs irréductibles les (1 - yq'), 1 £k £ n. Nous donnons,
plus précisément, la valeur de ce dénominateur pour chacune des trois classes de polyominos
considérées.

L'approche choisie ici est différente de celle du chapitre précédent, dans lequel on
exploitait les expressions des séries génératrices obtenues dans les chapitres 1 et 2. Nous
procédons en deux étapes : nous étendons tout d'abord la bijection f entre polyominos
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parallélogrammes et demi-pyramides de segments, décrite au chapitre 1, a tous les polyominos
convexes de C. Dans un second temps, nous décrivons une application qui transforme les demi-
pyramides de segments en arbres binaires. Une valuation adéquate de ces arbres permet alors de
relier leur énumération 2 celle des polyominos convexes. C'est de cette interprétation en termes
d'arbres que découlent les résuitats sur les dénominateurs des fractions rationnelles annoncés ci-
dessus.

1. PROLONGEMENT DE LA BIJECTION f

Nous allons construire une bijection - encore notée f - entre les polyominos convexes de Ci
et certaines demi-pyramides de segments tricolores, qui prolonge celle définie dans le chapitre 1
pour les polyominos parallélogrammes.

Soit donc P un polyomino de Ci 2 n colonnes, notées, de gauche 2 droite, C,,...,C,.

Soit p le plus petit entier tel que P, privé des ses p-1 Cp
premiéres colonnes, soit un polyomino convexe dirigé a

droite.

Soit r le plus grand entier tel que P, privé de ses n-r

derniéres colonnes, soit un polyomino convexe dirigé a

gauche. Onal<p<r<n

c,
Fig. 4.1

Pour 1 € i < n, soit b, la hauteur de la colonne C;.
Soit g, = 1, et, pour 2 < i < n, soit g, le nombre de cellules par lesquelles les colonnes C,_,
et C, sont en contact. Alors, en posant b, =1,
- a;<min(b,b_,), pour 1 i< n,
-a,=b_,pour2<i<p,
-a;=b,pourr+l <i<n

C.
]
Soitd, = 0, et, pour 2 € i <p, soit 4, 1a \
différence entre 1a base de C,_, et celle de C.. Cia
Ona: a,’ = b,‘-] b
-a,+d, <b,pour1 <i<p, i
-d,21sip#1.
d, $

Fig. 4.2
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: d. Pour r+1 <i € n, soit d’; 1a différence entre le
¢
sommet de C,_, et celuide C.,.
b “=0 Ona:
-g;+d;Sb_,,pourr+l Sisn,
C, -d,, 21sir#n.
Cia
Fig. 4.3
Exemple. Pour le polyomino convexe ci-contre : u
-n=9,p=4,r=1,
~(Benby) =1(2,3,4,7,4,3,4,3, 1), 1

-(a,,...a,) =(1,2,3,4,4,2,3,3, 1),
-(d-ed,) = 0,0,1, 1),
-(

d,,,...d,)=(1,1).

-
Fig. 4.4

Notations. Soient a, b et d des entiers tels que 1 < a Sa+d £ b. On notera
[a.a+d[, v [a+4d.b] (resp. [a,a+d[, v [a+d,b]) le segment bicolore [a, b], dans lequel le
sous-segment [a,a + d] est rouge (resp. vert) et le sous-segment [a+d, b] est noir. Un segment
dont la couleur n'est pas précisée par ces notations sera implicitement noir.

Définition 4.1. Soit f I'application de I'ensemble des polyominos de ({ dans I'ensemble des
empilements de segments tricolores définie par f(P)=E M ... 8 E ol :

- E, est I'empilement réduit 2 la piece :
- P.=[a,,b]x{0} pour p+t1 sisr,
- P =(a,.,a, +d[, v [a +d,,bi])x{0} pour1<isp,
-P=([a,a+d;[, U [a+d;,b_])x{0} pour r+1 S i<,

- les valeurs , p, r, (a,,....a,), {(b,.....,), (d,,...,d’) et(d’,,,,....d",) sont associées 2 P
comme décrit ci-dessus.

Remarque. Lorsque P est un polyomino parallélogramme, c'est 2 dire lorsque p vaut 1 et r vaut
n, cette définition de f (P) coincide bien avec celle donnée au chapitre 1.
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Exemple. L'image par f du polyomino de la figure 4.4 est 'empilement suivant (ol les segments
rouges (resp. verts) sont indiqués en pointillés larges (resp. étroits)).

; L
1 2 3 4 5 6 7

Fig. 4.5 L'image par f du polyomino de la figure 4.4.
Définition 4.2. On appelle escalier descendant a p pitces tout empilement E s'écrivant
E={(a.a+d[,u [a+d.a,]))x{p-i}, 15i<p}

oug =14<5<q+d<a, pourtout ietd 21sip22.
On appelle escalier ascendant 3 p piéces tout empilement E s'écrivant

E={([a"a‘ +di[v v [ai +d,-,a‘-_]])>({p-i} s 1Si$p}

ol g <ag; +d; <a_ pourtoutiet 4, 21.

Exemples.
- aee
- é oB l: :
: oo
| a a4 5 6 g, 63 4 4o
Fig. 4.6 Escalier descendant. Fig. 4.7 Escalier ascendans.

Remarque. On peut aussi donner la construction suivante pour f (P). Associons de nouveau a P
les valeurs (a....,4,), (by.....b,), (d1.....d,) et (d,,,.....d",) définies ci-dessus.
Soit E, I'escalier descendant suivant :

E,= {([ai,a,. +df v [a,+d.b])x{p-i}, 1<is p}'

Alors, la piece maximale de E, est noire (car d, = 0).
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Soit E, Fescalier montant suivant :
E, = {([a,.,a,. +di], v [a +d; ,b,-_l]) x{n-i},r+1<is n}.
Enfin, soit E, l'empilement de segments E, = fl_;l {[ai b ]x {0}}

Alors,f(P)= E,n ERE,.

Inversement, nous verrons que I'on peut caractériser les images par f des polyominos de (
de la fagon suivante ;

Définition 4.3. Soit & I'ensemble des empilements E s'écrivant E,# E, 8 E,, od

(i) E, est un empilement de segments noirs, éventuellement vide,

(ii) E, est un escalier descendant de pi¢ce maximale noire,

(iii) E, est un soit vide, soit un escalier ascendant,

(iv) E, O E, est une pyramide,

(v) si la plus 2 gauche des pieces minimales de E, D E, est de support [a, b], E, est
d'encombrement b.

Remarques. 1) Tout empilement de & est une demi-pyramide.

2) La donnée de E définit sans ambiguité E,, E, et E,. _

3) On sera amené A considérer I'ensemble légérement plus général € formé des empilements
s'écrivant E, ® E, B E,, ou le triplet (E,, E, ,E,) satisfait les cinq conditions du lemme ci-dessus, 2
I'exception de (ii) qui est simplement remplacée par "E, est un escalier descendant”,

Lemme 4.4. (i) L'application f définie en 4.1 est une bijection entre les polyominos de C et les
empilements de €.
(ii) Soit P un polyomino de C|. En reprenant les notations ci-dessus :

- la largeur de P est le nombre de piéces de f (P),

-lahauteur de P est 1+ Y (b -a;),

1gisr
- l'aire de P est Z b,.

1<isn
Preuve. La preuve est tout A fait analogue 2 celle de la proposition 1.8.0

Notations. Soit E une demi-pyramide de 8an pieces,etnotons E= ERERE, ob:

—E,={([a,.,a,.+d,.[nu [ai+di,bi])x{p—i}, ISiSp} avec a4 =1, g, =b_,
pour2sisp,etd, 21sip22,

-E = :I_;:{[ai ,b,-]X {0}} s

- E, ={([a,.,a,. +di[, U [a,+d.b.))x{n-i}, r+1$iSn}. avec a,=b,

.
r+l

pourr+lSi<netenfind’,, 21sir<a.
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Soit ¥ la valuation des empilements de 6 définie, avec les notations ci-dessus, par :

¥ (5-a) R I
V(E)= xn yluir z s qus- .

Soit v 1a valuation des empilements de E‘; définie par :

z (b-o) z b;
V(E) =x" ym;r qmu .

Alors la série génératrice des polyominos convexes de (i (resp. parallélogrammes,
convexes dirigés) est yZv(E), ol la somme porte sur les empilements de £ (resp. sur les
empilements de € tels que E, est vide et E, réduit 2 une pidce, sur les empilements de & tels que
E, est vide).

2. EMPILEMENTS DE SEGMENTS ET ARBRES BINAIRES

Nous allons ici décrire une application - non bijective! - entre les empilements de € et
centains arbres binaires complets, aprés avoir rappel€ les définitions de base relatives 2 ces objets.

On peut les définir de fagon récursive : un arbre binaire complet A est soit réduit 2 un
sommet (@, soit un triplet (@, A,, A,), ou A, et A, sont eux-mémes des arbres binaires complets.
Le sommet @ est la racine de l'arbre A. Les arbres A, et A, sont respectivement le sous-arbre
gauche et le sous-arbre droit de A (ou issus du sommet ). La racine de A, (resp. A,) est le fils
gauche (resp. droit) de w, qui est le pére de ces deux sommets. Un sommet de l'arbre est une
feuille s'il n'a pas de fils. Sinon, c'est un sommet interne. Le sommet i est ancétre du sommet j si
c'est le pere de j ou d'un de ses ancétres. L'arité d'un sommet est le nombre de feuilles du sous-
arbre dont il est la racine. Si A présente n+1 feuilles, il a exactement n sommets intemnes.

La hauteur d'un sommet est le nombre de ses ancétres. La hauteur a gauche (resp. &
droite) d'un sommet est le nombre de fils gauches dans I'ensemble formé de ce sommet et de ses
ancétres.

La branche extrémale gauche (resp. droite) de A est le singleton {w) si A n'a qu'un
sommet. Sinon, c'est I'union de ce singleton et de 1a branche extrémale gauche (resp. droite) de
A, (resp. A,).

La promenade droite de A est le singleton {w)} si A n'a qu'un sommet. Si @ a un fils droit
qui est une feuille, c'est I'union de la promenade droite de A, et de I'ensemble formé de w et de
son fils droit. Dans les autres cas, c'est l'union de {®@] et de la promenade droite de A,. On
définirait de fagon analogue la promenade gauche.

Fig. 4.8 Promenade droite
d'un arbre binaire complet.
(Les sommets de la promenade
sont encadrés).

Remarque. La promenade droite de A est I'ensemble des sommets visités lors d'un parcours en
ordre préfixe inverse de A jusqu'a l'instant o on rencontre consécutivement deux feuilles - qui
seront les deux derniers sommets de la promenade droite -. Ce parcours peut étre défini de fagon
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récursive comme la succession de la lecture de la racine de A, puis du parcours en ordre préfixe
inverse de A,, puis du parcours en ordre préfixe inverse de A, .

Des exemples particuliers d'arbres binaires sont
les peignes gauches, dont tous les fils droits sont des
feuilles (Fig.4.9). Remarquons que ce sont les seuls
arbres dont tous les sommets sont dans la promenade

droite.
o Fig. 4.9 Peigne gauche & S feuilles.

On considérera par la suite des arbres binaires complets dont certains sommets sont
marqués. Ils pourront 'éwre de deux fagons différentes : sommets cerclés ou encadrés.

Notations. Soient deux arbres marqués A, et A,, et deux variables o et Tdans {0, 1}; on notera
¥ . (A‘,A,) l'arbre binaire complet ayant A, (resp. A,) pour sous-arbre gauche (resp. droit) et
dont la racine est

- cerclée si et seulement sio=1,

- encadrée si et seulement si 7= 1.
A noter qu'un méme sommet peut donc étre 2 la fois encadré et cerclé. _

Nous allons donc maintenant définir une application € qui, 2 une demi-pyramide E de &
associe un arbre binaire complet marqué, par récurrence sur le nombre de pieces de E. Soit E une
demi-pyramide de & 2 n pidces, etnotons E= E,M E B E, ol :

-E2={([a,.,a,-+tii[ku [a; +d,,b,])><{p—i} , ISiSp} avec g =1,a =b_|

pour 2<i<p, et d, 21 si p22,
-E = :é:{[al-,b‘«]X{O}},

_EJ={([a,.,a,-+d',.[vu [a,+d,.b_])x{n-i}, r+15i$n}. avec a =b,

’
r+l

pour r+1<i<n etenfin d’,,, 21 si r<n.

Si E n'a qu'une piéce, c'est A dire si n = 1, alors

E=E={([L1+d[, v [1+4.5])x{0}.

Si d, = 0, soit @ (E) I'arbre réduit 3 un sommet non marqué, et si d, 2 1, soit @ (E) l'arbre
réduit A un sommet cerclé.

Si E a plusieurs piéces, soit a,=min { a,,2<i<n }. Alors g, 2 1.

Soit 0 (E)=15si1<d, < a,1, et 6 (E) = 0 sinon. Lorsque il n'y a pas d'ambiguité, nous
noterons o pour o(E).

Soit ¢ I'application qui, 3 une pi¢ce P, associe l'intersection de [1,+ =R avec la piece
obtenue en translatant P d'un pas vers la gauche, et soit £’ = t*~' (E) (c'est 2 dire l'intersection de
[1,+==]¥R avec le translaté de a,-1 pas 2 gauche de E). Alors E’ est élément de € et contient au
moins une pi¢ce non maximale de support [1, b}, avec b 2 1. Soit F_ celle d'entre elles de plus
grand niveau.

Soit g(E) la sous-pyramide de E’ de piéce maximale P, ., et d(E) I'unique empilement tel
que E’'= g(E) 0 d(E).
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Définition 4.5. Une demi-pyramide de segments est dite primitive lorsqu'elle n'a qu'une pitce
de support [1, b], avec b2 1.

Cette_piece est alors sa piece maximale. Avec les notations précédentes, une demi-
pyramide de & est primitive si et seulement si elle n'a qu'une pitce ou si a, 2 2. _

D'aprés le choix de F,, d(E) est unc demi-pyramide primitive, élément de 6. En
revanche, g(E) ne sera pas systématiquement élément de €. Nous distinguerons trois cas :

1) d(E) contient au moins un segment présentant du vert (Fig.4.10). Alors, si g(E) 2 k
piéces, il s'écrit :
g(B)={{1}x{i}0si sk-2}of ([11+d], U[1+d.6])x{k-1}}.
On définit @ (E) = ¥, (A, ®(d(E))), ol A, est le peigne gauche A k feuilles, non marqué.

/%
N

Fig. 4.10

2) Aucun segment de d(E) ne présente du vert, mais la pidce maximale de g(E) en a
(Fig.4.11). Alors g(E) a n-r piéces et s'écrit :
g(E)={{t}x{i}0sisn-r-2bu{([L1+d,,[, V[1+d,,.0] )x{n-r-1}}.

On définit @ (E) = ¥, (A, ®(d(E))), ob A, estle peigne gauche 2 n-r feuilles.

é__ _ 7 ) L
N

p Y
)

Fig. 4.11
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3) Ni les segments de d(E), ni la piece maximale de g(E) ne présente de vert (Fig.4.12).
Dans ce cas, g(E) est élément de € , et on définit alors

D (E) = ¥,,(D(2(E)). @(d(E)))

Fig. 4.12

Remarque. C'est seulement dans ce troisiéme cas que g(E) peut contenir une pidce présentant
du rouge. Mais alors, compte tenu de la disposition particuliére des piéces présentant du rouge

dans les empilements de 8, d(E) n'a qu'une piéce, qui est un point.

Exemple.

Fig. 4.13
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Remarque 4.6. Si la pi¢ce maximale de d(E) a du rouge, o= 0.

Inversement, soit E, une demi-pyramide primitive et E, une demi-pyramide, telles que E”
= E, O E, soit élément de £. Soit 0, = 0 si la piece maximale de E, a du rouge, et g, = 0 ou 1
sinon.

L'ensemble des empilements E de € tels que o(E)=o0,, d(E)=E, et g(E)=E,
s'obtient en remplagant la piece maximale de E’, soit ([1 1+4[,v 1 +d,,b1]) x{m}, par:

-([1—m,,1+d,[nu [1+d,,b,])x{n,} si d 21,
-[t-m.b)x{n} si 4 =0 et 0,=0,

-([1-m-my 1-m[, 0 [1-m.b])x{n} si 4 =0 e 6,=1,
ol m, 20, m, 2 1, puis en translatant ce nouvel empilement de m, pas 2 droite dans les les deux
premiers cas (resp. m, + m, dans le demier). De plus, si E’ a n piéces, la série génératrice selon v
des empilements E ainsi obtenus est

(yz¢")” _
e V(E).
(1-y2¢)
Les propositions (i) 2 (v) du lemme suivant vont servir A caractériser les images par ¢ des

empilements de 6. Les propositions (vii) & (ix) permettront de décrire les images par & des
empilements de & codant les polyominos parallélogrammes et les polyominos convexes dirigés.

Lemme 4.7. Soit E un empilement de 6, et A= & (E).

(i)  Tous les sommets cerclés de A sont sur sa promenade droite.

(ii) Pouri20,ilyaauplus un sommet cerclé de hauteur & gauche i.

(iii) Etant donnés deux sommets cerclés quelconques, l'un est ancéire de l'autre.

(iv) Ily aau plus un sommet encadré (qui est alors interne).

(v) S'ilyenaun,lechemin G qui le joint 4 la racine de A vérifie la propriété suivante : tout
sommet de G dont le fils gauche n'est pas dans G a pour sous-arbre gauche un peigne
gauche non marqué.

De plus, les caractéristiques de A et celles de E sont liées par les propriéiés suivantes.

(vi) Le nombre de piéces de E est le nombre de feuilles de A.

(vii) Un sommet au plus de la branche extrémale droite de A est cerclé. L'un d'eux I'est
effectivement si et seulement si la piéce maximale de E présente du rouge.

(viii) Le nombre de sommets cerclés de A est le nombre de piéces de E ayant du rouge.

(ix) L'arbre A présente un sommet encadré si et seulement si E posséde une piéce ayans du
vert.

Preuve. Ces résultats se démontrent par récurrence sur le nombre de piéces de E, en utilisant la
définition récursive de @,

Si E est réduit a une piéce, ils sont évidents. Si E a au moins deux piéces, soient A, et A,
les sous-arbres gauche et droit de A. L'assertion (vi) fait I'objet d'une récurrence immédiate.

Démontrons I'assertion (vii). Si la piece maximale de F n'a pas de rouge, 6 = 0, et la racine de A
n'est donc pas cerclée. Mais la piece maximale de d(E) n'a pas non plus de rouge, et, en
appliquant I'hypothése de récurrence (vii) (que I'on notera, en abrégé, HR(vii), 2 A, = ®(d(E)),
on montre qu'aucun sommet de la branche extrémale droite de A n'est cerclé.
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Au contraire, si la piece maximale de E a du rouge :

- s0it 0= 1, auquel cas la racine de A est cerclée,

- soit 0= 0, auquel cas la pitce maximale de d{E) a du rouge.
On déduit alors de HR(vii), appliqué 2 A, = ¢(d (E)), qu'un unique sommet de la branche
extrémale droite de A est cerclé, ce qui achéve de prouver (vii).

Pour montrer (i), (ii) et (iii), distinguons deux cas.

- Un sommet de A, est cerclé ; I'empilement E reléve alors du cas 3) décrit ci-dessus (cf.
remarque), et A, est réduit A une feuille non marquée. Les sommets de A susceptibles d'étre
cerclés sont sa racine - qui est dans la promenade droite - et les sommets de A, = ®(g(E)). Par
HR(i), ceux-ci sont dans la promenade droite de A,, et donc dans celle de A.

- Aucun sommet de A, n'est cerclé. Les sommets de A susceptibles d'éure cerclés sont sa racine
(qui est dans la promenade droite) et les sommets de A, = @ (d(E)). Par HR(), ceux-ci sont dans
la promenade droite de A,, et donc dans celle de A.

Dans chacun des cas, I'assertion (iii) s'obtient en appliquant HR(iii) (3 4, ou A)).
L'assertion (ii) se déduit de (vii) et d'une récurrence en remarquant que les sommets de A de
hauteur 2 gauche zéro sont ceux de la branche extrémale droite.

Montrons maintenant (viii}. Le nombre de pi¢ces de E ayant du rouge est la somme des nombres
de pieces ayant du rouge dans g(E) et d(E) - et donc, par HR(viii), le nombre de sommets
cerclés dans A, et A, - sauf dans la cas o 0= 1. Dans ce cas, 1a racine de A est cerclée, et la pidce
maximale de d(E) n'a plus de rouge. On ach&ve de prouver (viii) en appliquant HR(viii) & g(E)
etd(E).

Pour ce qui est des sommets encadrés, il est clair que, si aucun segment de E n'a de ven,
aucun sommet de A ne sera encadré. Au contraire, si un segment de E a du vent, g(E) et /ou d(E)
contiendra une pitce ayant du vert (car la piece maximale de E n'a jamais de vert).

- Si d(E) a un segment ayant du ven, E reléve du cas 1) décrit ci-dessus. Alors ni la racine de
A, ni les sommets de A, ne sont encadrés. De plus, A, = ®(d(E)) et, par HR(iv) et HR(ix), A,
posséde un unique sommet encadré, donc E aussi, ce qui démontre (iv) et (ix).

- Si aucun segment de d(E) n'a de vert, un segment au moins de g(E) en aura. Si la pitce
maximale de g(E) en a, E releve du cas 2) décrit ci-dessus, et la racine de A est 'unique sommet
encadré. Sinon, la racine de A n'est pas encadrée mais A = ¢(g(E)) posséde, par HR(iv) et
HR(ix), un unique sommet encadré. I1 en est donc de méme pour A.

Pour finir, montrons (v). Supposons qu'un sommet de A soit encadré et distinguons les trois cas :

- Le sommet encadré est la racine de A. L'empilement E reiéve du cas 2) et A, est un peigne
gauche, ce qui prouve (v).

- Le sommet encadré est dans A,. L'empilement E reléve du cas 1). Tous les sommets de T
sont dans A,, A I'exception de la racine de A dont le sous-arbre gauche est un peigne gauche. On
termine en appliquant HR(v) 2 A, = ®(d(E)).

- Le sommet encadré est dans A,. L'empilement E reléve du cas 3). Tous les sommets de B
sont dans A,, A I'exception de la racine de A dont le fils gauche est dans G. On termine en
appliquant HR(v) 2 A, = ®(g(E)).O

Notations. Soit Z I'ensemble des arbres binaires complets vérifiant les conditions (i) a (v) du
lemme ci-dessus. Soit &, l'ensemble des arbres de Z 4 n feuilles sans sommet cerclé sur la
branche principale droite.

Soit Y, l'ensemble des arbres de Z, sans sommet encadré, et enfin &, l'ensemble des
éléments de Y, sans sommet cerclé.
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3. DEFINITION D'UNE VALUATION SUR LES ARBRES

Soient W et w les deux valuations des éléments de Z définies par :

wa)= Y V(E) e wA)= Y v(E),

EcC/®(EmA EeC/®(EyA

=W(A),u -

Ces valuations permettent de relier I'énumération des polyominos 2 celle des arbres,
comme indiqué dans la proposition suivante.

Proposition 4.8. Soit n 2 1. La série génératrice des polyominos & n colonnes est:

(i) parallélogrammes: X, =y Z w(A).

AeT,

(ii) convexes dirigés : Y, =y Z w(A).

Aey,

(iii) convexesde Q| : A=y z w(A).
AeZ,

Notations. Soit A € Z, et i un sommet de A. On définit o, p, g, et z;, € {0,1}, par:

- 0; = 1 si et seulement si le sommet i est cerclé.

- p = 1si et seulement si le sommet i est interne et non cerclé.

- {; = 1 si et seulement si le sommet { est dans la branche extrémale gauche de A.

- X = 1 si et seulement si i est une feuille et s'il existe dans A un sommet cerclé dont la
hauteur a gauche est strictement plus grande que celle de i.
Soit f; l'arité du sommet i, c'est A dire le nombre de feuilles du sous-arbre de A de sommet i. Si
A’est le sous-arbre de A de racine i, on note o,. (resp. f,., p,.» X4) pour G, (resp. f., g, X).

SiA a un sommet encadré, considérons le chemin
T qui joint ce sommet 2 la racine. Soit i,...,i, la liste
des sommets de G dont le fils gauche n'est pas dans G,
classés par hauteur croissante. Alors i, est précisément
le sommet encadré. Pour 1 < j < m, soit F; le sous-arbre
gauche issu de i;. Alors P, est un peigne gauche. Soit
B; 1a branche extrémale gauche du sous-arbre droit issu
de i; (Fig.4.15), et P la valeur de p A la racine de B;.

Fig. 4.15



80 Empilements de segments et arbres binaires

Proposition 4.9. Soit A 'arbre représenté ci-dessus. Alors

AN
w(A)=z(xq)"(1-yq)"‘( ]’[(yq")“) I —-(—y—q—)—.—

. + AN
1 file drott iens (l—yz q )
P

. ﬁ[“%ﬁ ¥ c.~+yq") (pa.+zci+yqf‘],

jml i€B\P, l—yq/‘ icB, 1“)’4/'

/] J*

ou h, est la hauteur & gauche maximale des sommets cerciés.

Lemme 4.10. Soit A un élément de Z. La série génératrice selon v des demi-pyramides
primitives d'image A par @ est
Y V(E)=(zyq" )" w(A).
EeT,0(Ey=A
E primitive
Preuve. Rappelons qu'une demi-pyramide est primitive si et seulement si elie n'a qu'une piece
ou si, avec les notations utilisées pour définir @, a, 2 2. Si l'arbre A est réduit 2 une feuille, tout
antécédent de A par P est une demi-pyramide primitive.
Si 1a racine de A est cerclée, soit E un antécédent de A par ®. Alors 0 (E) = 1 et donc, avec
les notations usuelles, 1 € d, < a,-1. En particulier, g, 2 2, et E est primitive,
Dans les autres cas, soit £ une demi-pyramide primitive telle que ¢ (E)= A. Soit E' = ¢
(E). Alors la pigce maximale de E’ a du rouge si et seulement sicelle de Eenaet P(E) = A.
Inversement, soit £’ un antécédent de A par @. Translatons E’ d'un pas vers la droite, et
prolongeons sa pi¢ce maximale par un segment de support [1, 2], rouge si la piece maximale de E’
présente du rouge, noir sinon. L'empilement E ainsi obtenu est une demi-pyramide primitive telle
que P(E)=A.
Enfin, la valuation de E est V(E) = zyq’* v(E’), d'apres I'assertion (vi) du lemme 4.7. Le
résultat ci-dessus s'en déduit.0

Proposition 4.11. Soit A un élément de .
(i) SiA est réduit & une feuille,

=AY = /‘_(z_yq!‘)a‘
W(A) Z(Xq) (l—zyql‘)ha‘.

(ii)  Sinon, soit A, (resp. A,) le sous-arbre gauche (resp. droit) de A.

(a) Si un sommet de A, est encadré,

- zyq” d A
w(A)=1z(xq)™ ﬁqq—,‘)—)ﬁt ‘é;[(zyq, ) W(Aa)]

(b) Si la racine de A est encadrée,

zyqg™)™ ¢ Py, W
Ww(A)=z(xq)"™ (1%7))17 -aa—z[(zyq!“) (A‘)] K

(c) Dans tous les autres cas,

PO ¥ 4 1)
w(A)= (1-)'4)“' (th,) '(I_S—z'y;qq,‘—l)l?i W(A‘)W(A‘),
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Preuve. (i) Si A n'a qu'une feuille, les antécédents de A par @ sont les empilements réduits 2 la
piéce ([1,1 +d)[, V[t +d,,b]) {0}, avec d, 2 1 si la feuille de A est cerclée, d, = 0 sinon.

Donc w(A)=z xq—% .
(1~2yq)
(ii) Si A a plusieurs feuilles, distinguons les trois cas usuels.
(a) Un sommet de A, est encadré. Alors, d'apreés le lemme 4.7, A, est un peigne gauche a
k feuilles. Si £ est un élémentde & tel que P(E)= A, E reldve du cas 1), ®(d(E))=A, et g(E)
s'écrit :

g(B)={ {1} x{i}, osisk-2}u{ (L1+d U1 +d,b])x{k-1}}, avec d20.
Inversement, soit E, I'empilement ci-dessus, et E, une demi-pyramide primitive telle que
@ (E )= A,. Alors l'empilement E’'= E, BE, est élément de € si et sculement si I'exposant de z
dans W(A‘ est b. L'entier d peut alors avoir les valeurs 0, 1, ..., b-1. Par ailleurs, I'exposant de
z dans V(E’) sera un,

Compte tenu de la remarque 4.6 et du lemme 4.10, on parvient au résultat (a).

(b) La racine de A est encadrée. Alors, d'aprés le lemme 4.7, A, est un peigne gauche 2 £
feuilles. Si E est un élément de & tel que @ (E) = A, E reléve du cas 2), ®(d(E))= A, et g(E)
s'écrit

g(E)={ {1} x{i}. OSiSk-Z}u{([1,1+d[u[1+d,b])><{k-1}}, avec d2 1.

Inversement, soit E, I'empilement ci-dessus, et E, une demi-pyramide primitive telle que
@ (E,)= A,. Alors l'empilement E'= E, RE, est élément de & si et seulement si 'exposant de z
dans w (A,) est b. L'entier d peut alors prendre les valeurs 1, ..., b-1. Par ailleurs, I'exposant de
z dans V(E’) sera un.

Compte tenu de 1a remarque 4.6 et du lemme 4.10, on parvient au résultat (b).

(c) Dans les autres cas, si E est un élément de & tel que ®(E)=A, E reléve du cas
3),®(d(E))= A, et ®(g(E))=A,. Distinguons deux situations.

- Un sommet de A, est cerclé. Alors, d'aprés la définition de € et Z, A, est une feuille, et
d(E) sera réduit a un point.
Inversement, si E, = { {1} x{0}} et E; est une demi-pyramide telle que ®(E,)= A, E'=E,RE,
est élément de 6. Par ailleurs, l'exposant de z dans 7 (E") est le méme que dans w.(A Compte
tenu du lemme 4.10, on parvient au résultat (c).

- Aucun sommet de A, n'est cerclé. Alors, si E, est une demi-pyramide primitive telle que
& (E)=A, et E, est une deml-pymnude telle que ®(E,) = A , E'= E, 1 E, est éément de €. Par
ailleurs, lexposant de z dans V(E’) est le méme que dans w (A En combinant la remarque 4.6
et le lemme 4.10, on parvient au résultat (c).0

Preuve de la proposition 4.9.
Les relations de la proposition ci-dessus déterminent w de fagon unique. Il suffit alors de
vérifier que la valuation W satisfait bien ces récurrences.[D

Remarque, L'image par ¢ des empilements codant les polyominos parallélogrammes est
I'ensemble des arbres binaires non marqués ; lorsque y vaut un, on retrouve alors la valuation
donnée par Fedou [Fel, Fe2].
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4. APPLICATION A L'ENUMERATION DES POLYOMINOS

La proposition 4.8 relie 'énumération des polyominos parall€logrammes, convexes dirigés
et convexes de Ci A celle des arbres binaires complets marqués, comptés suivant la valuation w
décrite en proposition 4.9.

Notation. On notera l J 1a partie enti¢re de n/i.

Proposition 4.12. (i) La série génératrice des polyominos parallélogrammes, comptés suivant
la largeur, la hauteur et l'aire, par x, y et q respectivement s'écrit :

X(ryg)=3 yq —ld)

a2l

ot X est un polynome de Z[y,q).
De plus : X (y)=1,

epowrn22, R ()=-nEER T L)),

k=0

(i) La série génératrice des polyominos convexes dirigés, comptés suivant la largeur, la hauteur
et laire, par x, y et q respectivement s'écrit :

Y(xy.9)=Y X" yq" = Loa)
T

b=}

oi Y, est un polynéme de Z.[y,q].
De plus : Yiyn=(- y)g; [L?'J E » (";’)2 .
k=0

(iii) La série génératrice des polyominos convexes, comptés suivant la largeur, la hauteur et
l'aire, par x, y et q respectivement s‘écrit :
z I}
Z(xy.q)=Y " ¥4" & 0, q) :
! [1(-»q )l " (1-y4")

kel

o Z, est un polynome de Z [y.q).

De plus : Z (y1)=(1- y)zl jz ‘[M “)-2n (:::)(u-x)]

k=0

Preuve. Rappelons que I'image par & des empilements codant les polyominos parallélogrammes
. (resp. convexes dirigés, convexes de Cl) de largeur n est I'ensemble G, (resp. Y,, Z,). Or, les

polyndmes (1 - yq‘§ sont irréductibles, et il est donc facile de déterminer le plus petit commun
multiple des dénominateurs de w (A), lorsque A décrit I'ensemble %, Y, ou Z,. Il suffit pour
cela de déterminer, pour 1 < & £ n, I'exposant maximal de (1 - yq‘) dans les w (A).
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Soit A un €lément de Z,. La valuation de A selon w est une fraction rationnelle de
dénominateur

I10-yq")™ []‘[ (1- yq")) Ty

iEAVDP; ich
P

oun B=B, 0L {Bj \P,,1<j<sm— l} et h, est la hauteur 3 gauche maximale des sommets cerclés.

En effet, le polyndme (1- yq)“ divise H (1— yq"') : la promenade droite de A contient au
iEA\i\:IlPi

moins A, feuilles, qui ne sont pas dans les peignes P;, 1 <j < m, sans quoi un des P, aurait un

sommet cerclé, ce qui est exclu (Lemme 4.7). Chacune de ces feuilles a pour contribution

(1-yq) dans H (1 —yq"').
i€ A\ l\-Jl P;
et 'expression ci-dessus est donc bien un polyndme en y et q.

Remarquons par ailleurs qu'aucun des sommets de B n'est sur la branche extrémale
gauche de A et que, pour 1 £ k < n-1, B contient au plus un sommet d'arité k. En effet, étant
donnés deux sommets de B, l'un est ancétre de I'autre. .

De méme, en vertu du lemme 4.7, pour 1 £k < n-1, un sommet au plus d'arité k est cerclé.

k=1

Soit A élément de Z,. Alors A a exactement n feuilles. L'exposant de (1- yg) dans w (A)
estdonc n+n_+n, —n, —h,, ol n_estle nombre de feuilles cerclées, n, le nombre de feuilles
contenues dans B (lorsque un sommet est encadré), et n, le nombre de feuilles contenues dans les
peignes P, 1S j<m.

Or, une feuille de A au plus est cerclée : elle est alors de hauteur 3 gauche supérieure ou
égale a un. En particulier, i, > 1,etdonc n, - h, < 0.

De méme, une feuille de A au plus est dans B : mais alors m 2 1, et le peigne F, contient au
moins une feuille. Donc n, - n, < 0.

Au total, I'exposant de (1- yq) est toujours inférieur ou égal a n. Lorsque A est un arbre
binaire non marqué, il est exactement n. Donc I'exposant maximal de (1- yq) dans w (A) est n,
que A décrive ,, Y, ou Z,.

k=22

Soit A élément de Z,. L'exposant de (1 - yq‘) dans w (A) est n, +n_+n,—n,, ot n, est
le nombre de sommets de A d'arité £, n_ le nombre de ceux qui sont cerclés, n, le nombre de ceux
qui se trouvent dans B (lorsque un sommet est encadré), et n, le nombre de ceux contenus dans
les peignes P, 1 <j< m.

Ecrivons n=ck+r,o0 0<r<k-letc= [% . Un arbre de Z, a au plus ¢ sommets
d'arité k. Certains en ont exactement ¢ (Fig.4.16) et sont éléments de &,. Donc I'exposant
maximal de (1 -y qt) dans w (A), lorsque A décrit &, , est lfJ
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74 SNV

Un arbre a c+r feuilles + c arbres & k feuilles = un arbre a n feuilles et ¢ sommets d'arité k

Fig. 4.16

Considérons un arbre de Y, ayant p sommets d'arité k, dont un est cerclé. Ce sommet est
alors le plus "2 droite” parmi les sommets d'arité k, c'est A dire le premier rencontré lors d'un
parcours en ordre préfixe inverse (les autres n'étant certainement pas dans la promenade droite).

Par définition de Y, , il n'est pas dans Ia branche extrémale droite de A4, et il y a donc au moins
une feuille 2 droite de ce sommet. Au total, le nombre de feuilles de I'arbre est au moins pk+1, et

n-1
<|l—.
P [ P J
Inversement, écrivons n=ck+r’,ouc’ = ﬂk:l . Alors r’ 2 1, et il est possible de
construire (Fig.4.17) un arbre A de Y, ayant ¢’ sommets d'arité &, dont un est cerclé. L'exposant

de (1- yq“) dans le dénominateur de w (4) est alors lL;lJ +1

AN AA

Unarbre a c’+r’ feuilles + c’"arbres a k feuilles = un arbre & n feuilles et ¢’ sommets
darité k, dont un est cerclé

Fig. 4.17
Considérons un arbre de Z, ayant p sommets d'arité k, dont un est dans B, mais aucun
n'est cerclé. Alors k < n-1. Si un sommet d'arité k au moins est dans un des peignes P, 1</ <
m, l'exposant de (1 - yq‘) dans w (A) est inférieur ou égal A p, donc 2 l%rsmon, le sommet
d'arité k qui est dans B est le plus 2 gauche des sommets d'arité k. Comme le peigne F, contient au

n-1

p+1, qui est inférieur ou égal A [ p + 1.

moins une feuille, on a de nouveau : f < lnT—lJ ; 'exposant de (1 - yq‘) dans w (A) est alors

Enfin, considérons un arbre de Z, ayant p sommets d'arité k, dont un est dans B, et un
(éventucllement le méme) est cerclé. De nouveau, pour les raisons évoquées ci-dessus dans
I'étude des arbres de Y, dont un sommet d'arité & est cerclé, p < Lt . De plus, k <n-1. Siun

sommet d'arité k au moins est dans un des peignes P, 1 < j < m, l'exposant de (1 - yq‘) dans w
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(A) est inférieur ou égal a p+1,donc a I_nT-l } + 1. Sinon, le sommet d'arité k qui est dans B est
le plus a gauche des sommets d'arité k et celui qui est cerclé est le plus 2 droite. Ceci entraine que
le nombre de feuilles de I'arbre est au moins pk+2 et que p < l£;—2J L'exposant de (1 - yq‘)

dans w (A) est alors p+2.

Inversement, écrivons n=c"k +r", ol c”" = [—%J Alors r” 2 2, et il est possible de

construire (Fig.4.18) un arbre A de Z_ ayant ¢” sommets d'arité £, dont un est dans B, et un est
cerclé. L'exposant de (1- yg*) dans w (A) est alors l_nk;ZJ+ 2.

74 SN

Unarbre a c"+r" feuilles + c" arbres a k feuilles = un arbre  n feuilles et c” sommets
darité k, dont un est cerclé et un est

Fig. 4.18

En remarquant que, pour 1 £k <n-1, [ﬁJ < ln—l—J +1% L—"—z + 2, on concliit alors
que l'exposant maximal de ( yq“) dans w (A), lorsque A décrit (G, (resp. {,, Z,) est [%J
-1 n-2

(resp. T +1, o +2). Celui de( yq") est un dans tous les cas. Ceci fournit donc les

assertions (i) et (ii) de la proposition 4.12. Pour 'assertion (iii), il faut regrouper I'étude que nous
venons de faire avec les résultats du corollaire 2.8, qui lie les séries Z, A et B, et ceux de la
proposition 3.4 qui décrit le développement en x de la série B.

Les résultats relatif aux valeurs de X,(y,1), ¥,(y,1) et Z,(y1) proviennent des
expressions des séries génératrices X (x,y,1), Y (x, y,l) et Z(x,y,1) que nous obtiendrons au
chapitre 6 (Proposition 6.7).

En faisant dans chacune de ces séries le changement de variables x — 7(1- y) et en
calculant ensuite leur développement en ¢ (par des méthodes que nous détaillerons au chapitre 6,
utilisant essentiellement des décompositions de fractions rationnelles en éléments simples et la
formule d'inversion de Lagrange), on remarque qu'elles s'écrivent toutes trois sous la forme

suivante :
y(1-y)Y P,

a2l
ou P, est un polyndme en y dont on connait la valeur soit encore

Z} y——rr(l_ =

Les résultats annoncés s'obtiennent alors en identifiant ya—P“)i;: au coefficient de x"
=Y

dans X, Y ou Z déduit des expressions ci-dessus, prises lorsque g vaut un.O)



86 Empilements de segments et arbres binaires

Exemples. Pour calculer les premiers termes du développement en x des séries génératrices des
polyominos paraliélogrammes et convexes dirigés, nous disposons des formules donnant X et Y
obtenues en proposition 1.10 et 2.3 respectivement.

Pour développer en x la série génératrice Z des polyominos convexes, il faut reprendre
I'expression de Z du chapitre 2, et utiliser les relations de récurrence du chapitre 3 permettant de
calculer le développement des séries V, Bet M.

On parvient aux trois résultats suivants, sur lesquels on peut vérifier les assertions de la
proposition ci-dessus.

Notons X, (resp. Y,, Z,) le coefficient de x" dans la série X (resp. Y, Z), c'est 2 dire la
série génératrice des polyominos parallélogrammes (resp. convexes dirigés, convexes) de largeur
n, comptés suivant la hauteur (par y) et I'aire (par g).

(i) Les premiéres valeurs des X, sont

X =9
1-yq

yq'
X,=—-21
2 (1-yg)’ (1-yqd’)

y& (1+yq)
(1-yq) (1-yg*)(1-yq’)’
_yd'(1+y@+ye’ -y ¢' -y’ ¢* - y'q)

(1-yg)' (1-y¢®) (1-y¢*)(1-¥q")

3 =

(ii) Les premieres valeurs des Y, sont :

r=-21,
I-yq
___yq'(1+yq)
2T -ye)  (1-ye?)
WL Uo7 R Mt i et i M B -y'¢’)
(1-yq) ' (1-y4*) (1-y4*)

(iii) Les premiéres valeurs des Z, sont :
yq
7=,
1-yq
__yq'(+yq)
Z, =y,
(1-yq) (1-y4*)
7, = y@* (1+5yg+2yq* +4y'¢* +2y’ ¢ - y* ¢ -2y’ ¢’ - 4y’ ¢* - 5y’ ¢’ - 2y ¢)
- i ,
(1-yq)(1-y4*) (1-»4)
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Remarques. 1) Nous verrons au chapitre 6 que le polynéme

th:y" . —("7')(i5)) Gresp. ygy( )

qui apparait dans yX,(y,1) (resp. y¥,(y,1)) est le polyndme énumérateur des polyominos
parallélogrammes (resp. convexes dirigés) de périmétre 2n (resp. 2n+2) suivant la largeur,
comptée par y. Ce curieux résultat provient de la valeur de 1a série X (resp. Y) dans laquelle on a
fait le changement de variables x — F(1—y)’. Nous ne disposons pas d'une interprétation
combinatoire de cette "stabilité". En revanche, on n'observe pas la méme propriété pour la série
génératrice des polyominos convexes.

2) Lorsque y vaut un, cette utilisation des arbres binaires fournit aussi une valeur pour le
dénominateur de la série génératrice des polyominos parallélogrammes, convexes dirigés ou
convexes de largeur n donnée. Comparons ces valeurs avec celles obtenues au chapitre 3.

Pour les polyominos parallélogrammes, la proposition 3.1 fournit le dénominateur :

d=(q),.,(a),
= (1~ [n=1)! [}
L'interprétation par les arbres binaires donne une autre valeur, déja obtenue par Fedou [Fe 1, 2] :

d? = (1-¢f"" T I#1™.

1Sksa
Pour comparer ces deux polyndmes, nous avons calculé leur décomposition en €éléments
irréductibles, qui sont ici les polyndmes cyclotomiques .. Rappelons qu'on peut les définir par

7 -1= [[a(@).

i divise n
On obtient :
(1)_ _ Zu-l d’.
;!1;
et d=(1-¢)"" [[®" .

2<isa

avec a,=F—J+[” 1J et b—co+2l J, ol c°=[ﬁ,J.
i i Slc i

On peut comparer g; et b, dans tous les cas :
-siidivisen:
-sii=n,oui=nf2,oui=nf3,alors g, =b,;
- sinon, b, - @, > 0 et, i étant fixé, cette différence tend vers I'infini avec n
-siinedivise pasn:
-sii>n/4,alors g, = b+1;
-sinf6<i<nf4,alors q, = b;;
- sii< n/6,alors b, - a, > 0et, i étant fixé, cette différence tend vers l'infini avec n
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Ces résultats montrent qu'aucun des deux dénominateurs d” et d'* n'est optimal : pour n 2 8,
aucun d'eux ne divise I'autre. Qualitativement, le polyndme d' présente un facteur @ “en trop” -
par rapport a d,‘,” - lorsque i est assez grand (plus précisément i > n/4 et i ne divise pas n), et le
polyndme d,fz’ a "beaucoup trop” de @ - par rapport a d,(,’) - lorsque i est petit devant n (plus
précisément lorsque i divise n et n/i 2 4 ou lorsque i ne divise pas n et i < n/6).

Pour les polyominos convexes dirigés, la proposition 3.1 fournit le dénominateur :

dg) = (q)n—l (q)n
=(1-¢)""[n-1)! [n]’.
Le passage par les arbres binaires méne 2
d,(z) = (1 _ q)h-x H [k}(.-l)/qu )

Isksn
Ce résultat utilise le fait que le polyndme (1 - g) apparait élevé 2 une puissance au plus égale 2 2n-
1 dans chacun des dénominateurs des w (A), lorsque A décrit Y, . Pour montrer cela, il suffit de

remarquer que h, est toujours supérieur ou égal au nombre de sommets cerclés (on peut associer 2
chaque sommet cerclé, de hauteur a gauche A, 'unique feuille de la promenade droite de hauteur &
gauche A-1). En remarquant que :

n
n i k divi ,
lk J S1 1VISC 1L ‘

n-1
[-——J+1=
k ln} .
—{+1 sinon,
k

on montre que d'¥ = d? H [k]. On déduit alors de cette formule, grice aux résultats obtenus
kne divise pasa

dans 1a comparaison de d et d®) que d" divise toujours d'®). Les résultats obtenus par les
méthodes du chapitre 3 sont donc alors plus précis que ceux que nous venons d'établir (pris
lorsque y vaut un).

Pour les polyominos convexes, 1a proposition 3.2 fournit le dénominateur :

d":l) = (q).-z (q)n—) (q)n *
Le passage par les arbres binaires meéne a :
d"’(.z) = (1 _ q)Zﬂ-l [n] l'I [k }(A—Z)/AJQZ i
I1sk<a-1
En effet, on vérifie, par une remarque analogue 2 celle faite ci-dessus, que le polynéme

(1~ g) apparait de nouveau élevé A une puissance inférieure ou égale 2 2n-1 dans chacun des
dénominateurs des w (A), lorsque A décrit Z,.

Alors, dV =d"® sin=1,

« a0 TIEF = =g sinon

1Sksn-2
Ceci démontre Ie résultat annoncé dans le chapitre 3 : le dénominateur ¢”% peut étre affiné
en d""/(1- )", et la série génératrice des polyominos convexes de largeur n, comptés suivant
l'aire, est une fraction rationnelle de dénominateur [n - 2}/(q), , (¢),- Ce dénominateur est alors 2
la fois plus précis que 4" et d"*.00
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CHAPITRE 5

CODAGE DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGES
PAR LES MOTS DU GRAND DYCK

Nous donnons ici une premiére illustration de la méthodologie DSV, consistant & coder les
objets que I'on cherche & énumérer par les mots d'un langage algébrique. Le codage construit ici
permet de retrouver bijectivement le résultat étonnamment simple de Chang et Lin [Ch-Li] : le
nombre de polyominos convexes dirigés de périmetre 2n+4 est le coefficient binomial 2,," . En
revanche, il serait trés difficile d'étudier le parametre aire par cette bijection. Nous proposerons un
codage plus adéquat dans le chapitre suivant.

1. LANGAGES ET MOTS DE DYCK

Soit A un ensemble, et A* l'ensemble des mots s'écrivant u = g,...a,, ot, pour tout i, la
lettre g, est élément de A. On munit A* de l'opération de concaténation qui associe au coup]e (u,
v) le mot uv obtenu en juxtaposant u et v. L'ensemble A est appelé un alphabet, et A*estle
monoide libre engendré par A.
On considere I'algebre Z((A)) des séries formelles non commutatives de la forme
nu
ueA”

ol les n, sont éléments de Z, et u décrit I'ensemble A*. Cette algebre est munic de I'addition
usuelle et du produit déduit du produit de concaténation des mots.
Soit & un langage inclus dans A*. La série génératrice formelle des mots de & est

well
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Lorsque &5 est engendré par une grammaire algébrique non ambigué, 1a série & satisfait un
systéme d'équations algébriques - en variables non commutatives -,

L'exemple le plus classique de langage algébrique est celui des mots de Dyck, (aussi
appelé langage de Dyck restreint & deux lettres ou sysiémes de parenthéses bien formés) noté .
Un mot de Dyck u est un mot non vide de {x, X }*, vérifiant les deux conditions suivantes :

@) b, =bd;»
(i) siu=vw, M, 2,
ol |if_ désigne le nombre d'occurrences de x dans u.

Un mot du grand Dyck (ou mot de Dyck bilatere sur deux lettres) est un mot de {x, X }*
vérifiant (121 remiere de ces conditions. Le nombre de mots du grand Dyck de longueur 2n est
bien sir |, Y

Pour écrire I'équation satisfaite par la série génératrice formelle des mots de Dyck,
remarquons qu'un tel mot se factorise de fagon unique sous la forme xuXv, ol u et v sont soit
vides, soit des mots de Dyck. 11 est équivalent de dire que & est engendré par la grammaire
algébrique donnée par les quatre reégles de dérivation suivantes :

-D—->xX,
-D- xDx,
-D— xx D,
-D— xDXD.

L'équation D =xX +xH T +xX N +x P ¥ H s'en déduit.

Soit 4 un mot de Dyck ; on appelle pic de u tout facteur x ¥ dans u, qui s'écrit alors u=v x
X w. La hauteur de ce picest 1+ |v], — I, .

On appelle creux de u tout facteur X x de u, qui s'écrit alors u = v X x w. La hauteur de
ce creux est v, — ;.

Les mots de Dyck peuvent &tre représentés par des chemins de Dyck (Fig.5.1) en codant
par un pas Nord-Est chaque lettre x et par un pas Sud-Est chaque lettre X. L'existence de cette
représentation explique le choix de la terminologie "pic" et "creux”.

Exemple. Le chemin de Dyck associé aumot xx ¥ x X X xxxxX X xX X X estle suivant. Il
présente quatre pics et trois creux. Les hauteurs des pics sont, de gauche 2 droite, 2, 2, 4, 3.
Celles des creux sont 2, 1, 3.

— N W A

JAVANIYA AN
0 N Ny

hauteurs des pics hauteurs des creux

5
2
1

Fig. 5.1 Un chemin de Dyck.
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Mots de Dyck et polyominos parallélogrammes

Les mots de Dyck de longueur 2 sont en bijection avec les polyominos parallélogrammes
de périmetre 2n+2. Nous rappelons ici le codage g décrivant cette bijection, proposé par Delest et
Viennot [De-Vi]. Delest a par la suite construit un codage plus général, s'appliquant aux
polyominos verticalement convexes [De]. Nous l'utiliserons dans le chapitre suivant.

Soit P un polyomino parallélogramme a n colonnes, notées, de gauche 2 droite, C,,...,C,.
Nous reprenons les deux suites (a,,...,a,) et (b,,...,b,) définies dans le paragraphe 3 du premier
chapitre. Pour tout i, I'entier b, est la hauteur de la colonne C;. Pour 2 < i < n, l'entier g; est le
nombre de cellules par lesquelles les colonnes C; et C;_, sont en contact (Fig.5.2).

Ona a,<min(b,b_,) pouri22.

L'image par g de P est alors 'unique mot de Dyck 2 n pics et n-1 creux tel que la liste des
hauteurs des pics (resp. creux) soit (4,,...,b,) (resp. (a,,...,a,)). Le nombre de pics de g(P) est
ainsi la largeur de P.

Exemple. Pour le polyomino parali€logramme suivant :

-n=8,
= (bl ,...,b.) = (39 41 31 4’ 49 29 29 2)’
-(a,a)=(3,3,3,31,22).

L'image de ce polyomino par g est le mot associé
au chemin de Dyck ci-dessous.

A

N PANTRAN
NS NN NS N
N _ANINSN

AV4 N

Fig. 5.2 Codage d'un polyomino parallélogramme par un mot de Dyck.

Mots du grand Dyck

L'ensemble des mots du grand Dyck est noté {9'. Ces mots se représentent par des
chemins du grand Dyck (Fig.5.3).

On désigne par s le morphisme de monoide de {x, X ]* définipar s(x) =X et (X) =x.

Soit # un mot du grand Dyck ; 4 admet une unique factorisation de la forme :
u=uys(vo )iy s(v,)... 4y, 5(V,_y )14, 02 k2 Ot :

- Uy et u, sont soit vides, soit des mots de Dyck,

- Uy, Uy €L V,,...,V,_, sont des mots de Dyck.
On appelle alors pic de u tout pic de I'un des mots ¥; ou v,.

Le codage des polyominos convexes dirigés que nous allons proposer repose plutdt sur
I'existence d'une autre factorisation. Soit # un mot du grand Dyck ; on peut distinguer deux cas :

- $0it u = 5 (v), ou v est soit vide, soit un mot de Dyck,

-soitu=wxu X s(v), ou u et v sont soit vides, soit des mots de Dyck, et w est un mot du
grand Dyck.
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/\ JAaN
N AVARR NS
N/ \/

Fig. 53 Un chemin du grand Dyck
(associéaumotxxX X XxXxxXxxX X).

2. CODAGE DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGES

Soit P un polyomino convexe dirigé€ (2 gauche) a k colonnes, notées, de gauche 2 droite,
C,,...,C,. Comme au chapitre 2, on définit I'entier p comme le plus petit des entiers i tels que le
polyomino formé des colonnes C;,...,C; soit un polyomino parall€logramme. Le polyomino P’
formé des colonnes C,....,C, est alors le polyomino parallélogramme maximal de P.

Le défaut d de P est la différence entre 1a
base de C, et celle de C, (Fig.5.4).
Ainsi, P est un polyomino
parallélogramme si et seulement si il est
de défaut nul. {d- -

Fig. 5.4

Nous allons partitionner I'ensemble des polyominos convexes dirigés en quatre sous-
ensembles.

1) Si P est un polyomino parallélogramme dont la premiére colonne est de hauteur un, on dira
que P est un polyomino parallélogramme simple.

Fig. §.5
Un polyomino parallélogramme simple.

Sinon, pour i 2 p+1, soit g, le nombre de cellules par lesquelles les colonnes C,_, et C,
sont en contact. Si p # k, soit @ = min {a;, p+1 < i < k}. On peut alois distinguer trois cas.
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2)p=k,ouag23. Deux colonnes consécutives de P’ sont toujours en contact par trois cellules
au moins. On dira que P est un polyomino épais. Nous verrons que ces polyominos sont en
bijection avec les polyominos convexes dirigés généraux.

Sip<ketas<2,soitr=min {i2p+l/a<2). Alors g, vaut un ou deux.

3)a, =1. Le polyomino P est obtenu en juxtaposant un polyomino épais F, formé des
colonnes C,,...,C,_,, et un polyomino parallélogramme quelconque FP,, formé des colonnes
C,,....C,, de telle sorte que F, et P, soient en contact par une cellule. On notera P = (R, R,),. Le
périmétre de P est alors la somme de ceux de A et P, diminuée de deux.

Fig. 56 P =(R.R),.
Py

4) a, =2. Le polyomino P est obtenu en juxtaposant un polyomino épais A, formé des
colonnes C,,...,C,_,, et un polyomino parallélogramme P, ayant au moins deux cellules en
premiére colonne, formé des colonnes C,,...,C,, de telle sorte que P, et P, soient en contact par
deux cellules. On notera P = (P,,P,)z. Le périmétre de P est alors la somme de ceux de F, et R,
diminuée de quatre.

P

Fig. 5.7 P = (R,P),.

Nous allons maintenant décrire une bijection entre les polyominos épais et les polyominos
convexes dirigés, qui permettra ensuite de définir récursivement le codage des polyominos
convexes dirigés.

Définition 5.1. Soit d 'application de I'ensemble des polyominos épais dans I'ensemble des
polyominos convexes dirigés définie de la maniére suivante : soit P un polyomino €pais 2 k
colonnes, et P’ son polyomino parallélogramme maximal, formé des colonnes C,...,C,. Alors d
(P) est le polyomino obtenu en supprimant :

- 1a cellule inférieure de C,,

- les deux cellules inférieures des colonnes C,,,,...,C,.
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Cp

Fig. 5.8 L'application a.

Remarque. Les polyominos épais sont exactement ceux pour lesquels les transformations
décrites ci-dessus ménent A un polyomino convexe dirigé de méme largeur.

Proposition 5.2, L'application d décrite dans la définition précédente est une bijection entre
les polyominos épais et les polyominos convexes dirigés. De plus, si P est un polyomino épais, le
périmétre de d (P) est celui de P, diminué de deux.

Preuve. Décrivons la bijection réciproque de 4.

Soit P’ un polyomino convexe dirigé a & colonnes, notées C,,...,C,, et soit p le plus grand
entier tel que le polyomino formé des colonnes C,,...,C, soit un polyomino tas. Soit P le
polyomino obtenu en ajoutant une cellule en bas de ia colonne C, et deux cellules en bas des
colonnes C,,,,...,C,. Alors d(P) = P".

La seconde assertion provient de la remarque suivante : la largeur de Jd (P) est celle de P, et
1a hauteur de @ (P) est celle de P, diminuée de un.O

Remarque. Si P est un polyomino parallélogramme épais, d (P) est aussi un polyomino
parallélogramme, dont la hauteur 2 gauche est celle de P, diminuée de un. Au contraire, si P est
un polyomino épais de défaut 4 non nul, @(P) sera un polyomino convexe dirigé de défaut d-1.

Soit alors ¢ I'application qui, au polyomino convexe dirigé P, associe P lui-méme si P est
simple, d (P) si P est épais, et A, si P s'écrit (R, P,}, ou (R, ,Pz)z. Alors, pour tout P, il existe un
entier ntel que ¢" (P) soit un polyomino parallélogramme simple.

On peut maintenant définir le codage h des polyominos convexes dirigés, en utilisant la bijection g
entre les polyominos parallélogrammes et les mots de Dyck rappelée dans le paragraphe 1.

Définition 5.3. Soit & I'application de l'ensemble des polyominos convexes dirigés dans celui
des mots du grand Dyck, définie de la fagon suivante. Soit P un polyomino convexe dirigé.
Quatre cas se présentent :

1) P est un polyomino parallélogramme simple ; son codage par g s'écrit x X v, ou v est
soit vide, soit un mot de Dyck. Alors h (P) = 5 (v).

2) P est un polyomino épais. Alors h(P)=h(d(P))x X.

3) P s'écrit (R,P,),, ob P, est un polyomino épais et P, un polyomino parallélogramme.
Alos h(P)=h(d(P))xX s (g (P)).

4) P s'écrit (i},Pz )1, ou F, est un polyomino épais et P, un polyomino paraliélogramme
non simple ; le mot g (P,) admet une seule factorisation du type x # X v, ol u est un mot de Dyck
et v est soit vide, soit un mot de Dyck. Alors A(P)=h (I (P) ) xuX s (v).
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Exemple. Le polyomino F, ci-dessous est épais. Soit £, = d (R). Alors R = (F,,R),. Le
polyomino P, est épais. Le polyomino F, = d (P,) est simple. L'image par 4 du polyomino F; est
le mot représenté par le chemin du grand Dyck qui le suit.

P ‘I\I
1 L4
P reud
0 o~y P
Y 3
] 9
< va . . \
T4
A
, 2
‘~
7
AN
l I ‘7
4
" L] a,
L4
AT P N
I\I\I\I\ 2 \I\ﬁ
¢
.Y
I\I
O
] 4
\,\
7 7 7 4
AR YA YR Y
M1 e
AAY
I A RS
\\‘\\l I
PP
AR [
AN
? \
7 AVAN >

Fig. 5.9 La bijection h.

Définition 5.4. Soit ¥ un mot du grand Dyck factorisé sous la forme u =
Uy (Vo) S(v,).. b4y, S(v,, )y, 00 k20 et :

- U et u, sont soit vides, soit des mots de Dyck,

- Uy,..., W €t V,,..., v, , sont des mots de Dyck.
Un pseudo-pic de u est un pic de I'un des mots v; ou un pic de hauteur supérieure ou égale 2 deux
de I'un des mots u,.

Proposition 5.5. L'application h décrite dans la définition 5.3 est une bijection entre les
polyominos convexes dirigés et les mots du grand Dyck. De plus, si h (Py= u :

- le périmétre de P est la longueur de u, augmentée de quatre,

- la largeur de P est le nombre de pseudo-pics de u, augmenté de un.

Preuve. Décrivons tout d'abord la bijection réciproque de A.

Soit w un mot du grand Dyck de longueur 2n, et supposons que 1'on sache construire
k™' () pour tous les mots u de longueur inférieure ou égale 2 2(n-1).

1) Siw = s(v), ob v est soit vide, soit un mot de Dyck, A~ (w) est le polyomino
parallélogramme g~ (xXv).
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2) Siw =w, x X, ol w, estun mot du grand Dyck, A (w) = 3 oh™" (w,).

3)Siw=w, xX s(v), oi w, est un mot du grand Dyck et v un mot de Dyck,
h'(w)= (97" ek (w,), g (v))l.

4) Enfin, siw = w, xu X s(v), ou w, est un mot du grand Dyck, 4 un mot de Dyck, et v
soit le mot vide, soit un mot de Dyck, h™' (w) = (97 oh™ (w,), g™ (xu% v))z.

Démontrons par récurrence le résultat relatif au périmétre. Rappelons que, si P est un
polyomino paraliélogramme, 1a longueur de g(P) est le périmétre de P, diminué de deux. Soit P
un polyomino convexe dirigé€ de périmeétre 2n.

Si n =2, P est réduit A une cellule : c'est donc un polyomino simple, et A(P) est le mot
vide, de longueur nulle.

Si n 2 3, supposons avoir montré le résultat pour les polyominos de longueur 2i,1<i <
n-1.Traitons séparément chacun des quatre cas envisagés dans la définition 5.3.

1) Le résultat est immédiat.

2) Le polyomino J(P) est de périmetre 2n-2 (Proposition 5.2). La longueur de h(d(P))
est 2n-6, d'apres I'hypothése de récurrence, et donc h{P) est de longueur 2n-4.

3) Soit 2n, le périmetre de A et 2n, celui de P,. Alors 2n = 2m+2n,-2. D'apreés
I'hypothése de récurrence, la longueur de h(d(PR)) est 2n, - 6. Celle de g(P,) est 2n,-2. Donc
celle de h(P) sera 2n,+2n,-6, soit 2n-4.

4) Avec les mémes notations que ci-dessus, 2n = 2n,+2n,-4. D'aprés I'hypothése de
récurrence, la longueur de h(3(R)) est 2n, - 6. Celle de xu X s(v) est 2n,-2. Donc celle de A(P)
sera 2n,+2n,-8, soit 2n-4.

La méme récurrence permet de montrer 1'assertion relative 2 la largeur, en utilisant le fait
que, si P est un polyomino parallélogramme, la largeur de P est le nombre de pics de g(P).O

3. ENUMERATION

Notons D (tz,x) la série génératrice des mots de Dyck comptés suivant 1a longueur (par ¢)
et le nombre de pics (par x).

De méme, soit D’ (t ,x) la sé€rie génératrice des mots du grand Dyck comptés suivant la
longueur (par #) et le nombre de pseudo-pics (par x).

Soit enfin Y (x,y,1) 1a série génératrice des polyominos convexes dirigés comptés suivant
1a largeur et la hauteur (par x et y respectivement),

Proposition 5.6. Les valeurs des séries définies ci-dessus sont :

=l—t2(1+I)—-\/1—2tz(l+x)+t‘(l—x)z

. 2

@) D(¢*.x) o

(i) D'(¢*,x) = ! ,
\/1—2t2(1 +x)+14(1-x)?

G ¥ (x,.1) = =

JI-2x=2y-2xy+xi+y*
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Preuve. (i) La série formelle des mots de Dyck vérifie 'équation
D=x3+xP T+xX D+xPH xH,
qui implique D=x*+* D+x1* D + i* D*.
Cette équation est algébrique de degré deux et son unique solution développable en série entiére
autour de z€ro est la valeur de D annoncée en (i).

(ii) La série génératrice formelle des mots du grand Dyck satisfait I'équation
D=0+5(D+PxI+ D x DI+ P xxs(D)+ P x P ¥ 5(ND),

ol 5 (&) désigne la série formelle Y. s(u).

€l
1I vient
D'=1+D+*D'+*DD'+*DD'+1* D* D',
soit encore
14D
T1-2(1+D)

ce qui entraine le second résultat.

(iii) D'apres la proposition 5.5, la série génératrice des polyominos convexes dirigés comptés
suivant le périmetre (par f) et la largeur (par x) est t* xD'(¢*,x). En particulier, le nombre de
polyominos convexes dirigés de périmétre 27+4 est (2:) .

Le changement de variables ¢, x) - (y, x/y ) méne alors 2 la série énumérant les polyominos
convexes dirigés suivant la largeur et la hauteur, comptées respectivement par x et y.0l
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CHAPITRE 6

CODAGE DES POLYOMINOS CONVEXES
SYSTEME D'EQUATIONS

Nous abordons ici I'énumération des polyominos convexes par la méthodologie DSV.
Nous utilisons pour coder ces objets le codage g proposé par Delest [De] pour les polyominos
verticalement convexes. L'image par g de I'ensemble des polyominos parallélogrammes (ou
convexes dirigés, ou convexes de C, ou convexes de B) est un langage engendré par une
grammaire algébrique non ambigué. Cente propriété permet alors d'écrire un systéme d'équations
régissant les séries génératrices formelles des mots de ces langages. Nous en déduisons un
second systéme, formé de g-équations qui font intervenir les séries génératrices des polyominos
parallélogrammes, convexes dirigés et convexes, comptés suivant les trois paramétres usuels :
largeur, hauteur, aire.

1. CODAGE

Mots de Dyck colorés

Nous avons introduit dans le chapitre précédent les mots de Dyck. Le codage des
polyominos verticalement convexes présenté ci-dessous fait intervenir des mots un peu plus
généraux, que nous appellerons mots de Dyck colorés. Un mot de Dyck coloré est un mot non
vide de {x,X,y,y} vérifiant les deux conditions suivantes :

@) ll, +bol, = | + ;.

(@ siu=vw, v, +|v|, 2|, +|v|;.

On représentera ces mots par des chemins de Dyck colorés, en codant chaque lettre x (resp.
y) par un pas Nord-Est noir (resp. Nord-Est rouge), et chaque lettre X (resp. ¥) par un pas Sud-
Est noir (resp. Sud-Est rouge).

Soit 4 un mot de Dyck coloré. On appelle pic de u tout facteur ab dans u, od @ et b sont
éléments de {x,y} . Le mot u s'écrit alors vabw ; la hauteur de ce pic est 1+|V, +M, -, - ;-
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pics, de hauteurs respectives 4, 3, 5, 1, et est représenté par le chemin suivant, dans lequel on
indique par des tirets les segments rouges.

SN h
L
.
.
b
.
}l f

Fig. 6.1 Chemin de Dyck coloré.

Polyominos verticalement convexes

Rappelons qu'un polyomino est dit verticalement convexe lorsque toutes ses intersections
avec les colonnes [i, i+1]%IR du plan sont convexes (Fig. 6.2).

Décrivons d'abord le codage proposé par Delest [De] pour les polyominos verticalement
convexes (dont les polyominos convexes sont un cas particulier).

Soit P un polyomino verticalement convexe de hauteur n, 2 m colonnes, notées, de gauche
a droite, C,,...,C,, . On munit le plan d'un repére orthonormé tel que P soit inclus dans le rectangle
défini par 0 < x<m, 0 <y < n (Fig.6.2). Pour 1 < i < m, soit {0} x[b,,s;] la projection de la
colonne C; sur I'axe Oy, parall¢lement 3 Ox. La base (resp. le sommet, 1a hauteur ) de C; est b,
(tesp. s;, 5;— b,).

Soient a; =0, &, =5, -b, -1, et,pour1si<m-1, a,=b,,-b,.

Soient B, =s5,-b, -1, B, =0,et,pour 1 £i<m-1, B, =5, —s,. Les deux (m+1)-uplets
(2@, ) €t (Bo....,B,) suffisent 2 caractériser P.

Soitalorsy: Z2x2Z — {xX,¥} ,définie par

(B - % sia20et f20,
baduld sia20et <O,
yelx? sia<0et f20,
Pl el sias0et f<O.

Définition 6.1. Soit g I'application de I'ensemble des polyominos verticalement convexes dans
l'ensemble des mots de {x,¥,y,y} définie par:

g(P)=7(00.B;) xX y(@,.B,) x%... xX y(,.B.),
ol (@,....a.) et (B,.....B, ) sont les deux (m+1)-uplets associés A P comme ci-dessus.

Définition 6.2. Soit V' le sous-ensemble de {x,X, y,y}‘ formé des mots de Dyck bicolores u
s'écrivant uy xXu, xX...xXu,, avec m 2 1, et vérifiant les trois conditions suivantes :

@ we{x},

(b) ulu E{f} ’ ’ . . . . .

© wel{x} {x} O {z} {7} v {y} {x} o {7} b} pour1<i<m-1.
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Proposition 6.3. L'application g réalise une bijection entre les polyominos verticalement
convexes et les mots de U. De plus, si g (P)=u:

- la largeur de P est le nombre de pics de u,

- le périmétre de P est la longueur de u, augmentée de deux,

- l'aire de P est la somme des hauteurs des pics de u.

Preuve. On se reportera 3 Delest [De].0

Exemple. Pour le polyomino verticalement convexe ci-dessous :

)

y
-m=8§, 5
- (Benba) =(1,1,0,2,3,2,2,2), 4
- (8005.) = (5,4,3,6,5,6,3,4), 3
- (%, @,) =(0,0,-1,2,1,-1,0,0, 1), f
- (Bor-Ba)=(,-1,-1,3,-1,1,-3,1,0), 0 — >

etle mot de V' qui lui est associ€ est représenté par le chemin suivant :

A

7\ AN 7\

ALY AN 4 G A Y A

7 N 7 WA ~ PaN
AV 4 NN

Fig. 6.2 Un polyomino verticalement convexe et son codage.

Les polyominos convexes étant bien siir verticalement convexes, on peut leur appliquer ce
codage. Toutefois, il est malaisé de décrire I'image par g de I'ensemble des polyominos convexes.
En revanche, on va savoir caractériser les images par g des sous-ensembles C et ® définis au
chapitre 2. On obtiendra ainsi des équations portant sur les séries génératrices des polyominos de
Cl et B, que 'on pourra ensuite transcrire, au vu du corollaire 2.3, en équations régissant la série
génératrice des polyominos convexes.

Polyominos parallélogrammes

Un polyomino verticalement convexe est un polyomino parallélogramme (Fig.6.3.1) si et
seulement si @, 2 0 et B, 2 0 pour tout i. L'image par g de I'ensemble des polyominos
parallélogrammes est donc ensemble des mots de Dyck, noté 9.

Remarquons que la restriction de g aux polyominos parali€logrammes est exactement le
codage des polyominos parallélogrammes rappelé dans le premier paragraphe du chapitre
précédent, et encore noté g.
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Polyominos convexes dirigés
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe dirigé 3 gauche
(Fig.6.3.2) si et seulement si il existe un entier p 2 0 tel que :
-a,<0pour0<Si<peta; 20pouriz2p+l,
- B; 2 0 pour tout i.
Donc l'image par g de I'ensemble des polyominos convexes dirigés & gauche est I'ensemble &
des mots de Dyck bicolores s'écrivant u, xXu, xX...xXu,, et vérifiant I'ensemble C, des trois
conditions suivantes :
@ we{x},
C, () u, e{x}’,
(©)3 p20tel que u,.e{y}' {x} pourO<i<petue{x}) {x} pourp+l<i<m.

De fagon analogue, on montre que I'image par g de I'ensemble des polyominos convexes dirigés a
droite est I'ensemble €' des mots de Dyck bicolores s'écrivant uy xXu, xX...x X u,, et vérifiant
I'ensemble C.. des trois conditions suivantes :

@ we{x},
o () u, e{x}’,

(©)3 r<mtel que u,e{x} {x} pour0<i<rletue{x} {5} pourr<i<m.

C

Polyominos convexes de Q

Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe de C (Fig.6.3.3) si et
seulement si il existe deux entierspetr, 0<p<r<m,tels que:

-a,<0pour0<i<peta 20pouri2p+l,

-B20pour0<si<rletB, <Opourr<i<m.
Donc l'image par g de I'ensemble des polyominos convexes de C est 'ensemble F des mots de
Dyck bicolores s'écrivant u, xXu, xX...xXu,, et vérifiant I'ensemble C,, des trois conditions
suivantes :

(a) ye{x}’,
C, (b) u, e{z}, - -
(©)3 petr,0<p<r<m,tels que u €{y} {x} pour 0<i<p, ue{x} {x}
pour p+1<i<r-1 et ue{x} {y} pour r<i<m.

Polyominos convexes de ®

Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe de B (Fig.6.3.4) si et
seulement si il existe deux entiers petr,0 S p <r < m, tels que ;

-a;<0et B, 20pour0<is<p,

-o,20et B, <Opourrsism,

-a,=p,=0pourp+1 Sisr-1.
Donc I'image par g de 1'ensemble des polyominos convexes de B est I'ensemble 3 des mots de
Dyck bicolores s'‘écrivant u, xXi xX...xXu,, et vérifiant I'ensemble C, des trois conditions
suivantes :

@ we{x},
C, (b) u, e{x},
©3 petr,0<p<r<m,tels que u,.e{y}.{x}‘ pour 0Si<p,u,=¢ pour
pricisrietue{z} {5} pourr<i<m.
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Exemple. Nous donnons ici I'image par g d'un polyomino parallélogramme, d'un- polyomino
convexe dirigé 2 gauche, d'un polyomino convexe de C et d'un polyomino convexe de B®.

1. Polyomino parallélogramme

)

>
JU—
2. Polyomino convexe dirigé & gauche
r pyAVANE
/ AN _IN,
PAVA N NN N\
Z AN
) 1 ’
et
\ 3. Polyomino convexe de
8
NN\, PFAVAN
/ VA4 W AN
7\ VAN
AN NN/S
AN
. 4. Polyomino convexe de T3
\T‘»
L1 yAVAVAN
£ .
N\ YA
N/ N
. NN\
; AN

Fig. 6.3 Codage par g de polyominos convexes.
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Notations. On désignera par & (resp. 8, &', F, Q) la série génératrice formelle des mots de
O (resp. 6,6, F, Q). On notera D[t xq) Tresp. E(r xq) E (t xq) F(t xq)
G(t X, q)) la série génératrice des mots de O (resp. 6, &', F, 9), valués par v(u)=1'x"¢,
ol:

- £ est la longueur de u,

- p est le nombre de pics de u,

- s est la somme des hauteurs des pics de «.
Remarquons que l'application qui associe au mot g,,...,q, le mot 6(a,)...0(a,), od o(x)=X,
(X)=x, O(¥)=¥, et o(¥)=y, échange les mots de & et ceux de &'. Ceci entraine que E=E’,

En regroupant le corollaire 2.3 et la proposition 6.3, on obtient le :

Lemme 6.4, Avec les notations ci-dessus, les séries génératrices des polyominos
parallélogrammes, convexes dirigés, convexes de Cl, convexes de B et convexes, comptés suivant
la largeur, la hauteur et l'aire par x, y et q respectivement, sont :

X(x,y.9)=yD(y.x/y,q).
Y(x,y.9)=YE(y.x/y.q).
A(x.y,.9)=yF(y.x/y.9).
B(x,y.9)=yG(y.x/y.q).
Z(x.y,.q)=2yF(y.x/y.9)- yG(7.x/y.q) .

2. SYSTEME D'EQUATIONS

Equations en variables non commutatives

Pour obtenir ces équations, portant sur les séries génératrices formelles des mots des
langages &, 8, 6', F et G, nous allons introduire d'autres langages, un peu plus généraux. La
généralisation porte sur les lettres de la premiére montée ou de la dernitre descente des mots.

Ainsi, &, (resp. F,, 3,) sera I'ensemble des mots de Dyck bicolores satisfaisant les
conditions (b) et (¢) de C, (resp. C,, C,). La série génératrice formelle des mots de 6, (resp.
F,, 9,) sera notée 6, (resp . 9) et la série génératrice de ces mots, comptés suivant la
valuation v définie CTlessus sera £, {resp. K, G)).

De méme, &', (resp. &,, 92) sera I'ensemble des mots de Dyck bicolores satisfaisant les
conditions (a) et (c) de C,, (resp. C;, C,). La série génératrice formelle des mots de &', (resp.
F,, 9,) sera notée &', (resp. &F,, 9,) et la série génératrice de ces mots, comptés suivant la
valuation v, sera E', (resp. F,, G;).

Remarquonsque E, = E’,, F = F, et G, = G,.

Enfin, &, (resp. 9,) sera I'ensemble des mots de Dyck bicolores satisfaisant la condition
(c)de C, (resp C,). La série génératrice formelle des mots de &, (resp. Q,) sera notée F,
(resp. 9,) etla sénc généramce de ces mots, comptés suivant la valuation v, sera F, (resp. G, >
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Mots de Dyck
Un mot de Dyck se factorise de fagon unique sous la forme x 4 ¥ v, ol u et v sont soit
vides, soit eux-mémes des mots de Dyck. I vient :

D=xT+xT P+xPr1+x P T .

Mots de 8 et &,
Unmot de & se factorise de fagon unique sous la forme x u X v, ol :
- si u est vide, v est soit vide, soit un mot de &,,
- sinon, u est élément de € et v est soit vide, soit un mot de Dyck.
De méme, un mot de €, s'il n'est pas dans 6, s'écrit y u ¥ v, ob u est un mot de &, et v
est soit vide, soit un mot de Dyck. On adonc :

E=x%+xX6, +x87+x8 % B,

i=§+y§lf+y§,_f§.

De fagon analogue, on obtient :

B=xx+6,x¥+x81+Dx8 ¥,

6,=8+x6,57+0x8", 7.

Mots de &, &F,, F, et F,
Un mot w de & admet une unique écriture dutypew=xu X vouw=xu y v,oi uety
sont soit vides, soit des mots de Dyck bicolores. Plus précisément :
-siw=xuy v, le mot u est élément de , et v est élément de {xX}", c'est a dire que v
s'écrit (xX)",avecn21,
-siw=xuxv,
- soit u est vide, auquel cas v est soit vide, soit un élément de JF|,
- soit u est élément de &, auquel cas v est soit vide, soit élément de €',
- soit u est élément de F /6, et v est alors élément de {xX} , c'est 2 dire que v
s'écrit (xx)", avecn20.
Il vient :

F=xT+xIF +x8 T (@+8)+x(F - 817 {xx} +xT, 7 {xz}".

Des remarques analogues pour les mots de &, &,, et F, ménent 2 :
F=F+y8 T @+E)+y(F - 6, )% {xx} + yTF, 7 {x7}".
F=F+@+8)x8E, y+{xi}°x(_82 - 8 )y’+{xf}'y_€§i.

i=§’£+yii(¢+&)+y(i - i)f {xf}‘+y§17{xf}'.
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Mots de 8, 9,, 9, et 9,
Des factorisations analogues fournissent :

g =xf+xil9_,+x§f {xf}‘+x§l y{'xf}"

9+y9, ¥ {xx} +y g, ¥ {xz}",
9 +{x‘i}'x§,' y + {xx}'y 9, 7.

=9, ¥ {xx}+y8, 7 {xx}.

Lo o
n

Equations en variables commutatives

Pour déduire du systéme précédent des équations portant sur les séries génératrices selon
la valuation v des langages étudiés, il faut regarder comment se comportent les trois paramatres
d'énumération : longueur (£), nombre de pics (p) et somme des hauteurs des pics (5), vis 2 vis des
deux opérations de concaténation et de décalage. Rappelons que la valuation d'un mot de Dyck
coloré est v(u)=1‘x"q’ .

Concaténation. Soient u et v des mots de Dyck colorés :
L) =L+ L (v,
-pw)=p@+p®),

-s)y=s@) +s(v),

etdonc v(uv) = v(u) v (v).

Décalage. Soient a et b des €léments de {x, y}, et u un mot de Dyck coloré ;
-L(aub) =L (u) +2,
-p (aub)=p (u), _
-5(aub) =5 (u) +p (), etdonc v(aub) = ¢* V(“)L..., .

Ces remarques menent 2 la proposition suivante, dans laquelle on note S pour S(r*,x,4) et
S (xq) pour S (*,xq.9) :

Proposition 6.5. Les séries génératrices D, E, E,, F, F, F,, G, G, et G, définies plus haut
sont liées par le systéme suivant :

D=1*xq(1+D) + *(1+D)D(xq),

E=t*xq + *xqE, + t*(1+D)E(xq),
E= E + *(1+D)E,(xq),

[ 2 2 4
F=t’xq + ’xqF, + t|E-L2X9_|E + —__F +'qux,
xq xqr, ( l-tzxq (xq) l_,zxq (xq) 1—121q 1( q)
*xq 1 t'xq
{F = F + | E-—1— + F(xq) + F, ,
1 ( l—tzxq)E‘(xq) l—t’xq l( q) 1_'2xq 3(1(])
‘ ) (qu 2 2
F, = E + t'| E - E + El(xq) + F,(xq).
3 1 [ i l—tzxq] 1(1‘]) l—tzxq I( q) l—tzxq 3( q)
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( 2
G=1t'xq + t*x9G, +

tx
G(xq) + —31-G,(xq),
xq

1-t*xq 1-¢
1G, = G -+ e G, (xq) + 'xq G,(xq)
! 1-t*xq ' 1-2xq V'
2 2
G, = G + G (xq) + G,(xq).
6- 5 Gx0) + G (e)

Compte tenu du lemme 6.4, cette proposition conduit 2 un systéme de g-équations liant les
séries génératrices des polyominos parall€logrammes, convexes dirigés et convexes. Soient ¥,
Z,, Z,, B, et B, les séries formelles suivantes :

Y,(x,.9)=yE(y.x/y.9).
Z(x,.9)=2yF (y.x/y.9) - yG,(y.%/y.q) .
Z,(xy.9)=2yF(y,x/.9) - yGs(y./y.9),
B (x.y.9)=yG,(y.x/y.9).
B,(x,,9)=yG;(y.x/y.9)-

Proposition 6.6. Les séries génératrices X, Y et Z des polyominos parallélogrammes,
convexes dirigés et convexes satisfont le systéme suivant :

X(x):.._xﬁ +.X+_.X_x(xq)'
l1-xg 1-xgq
Y x 1 +X (1 xq\(Y
)o=i5) 55 (7))o
\J -xg\l 1-xg \1 1 J\Y
(Z 1 v? 1 2xq x*q*\(Z
z |(x)= 222 2 y
L |(x) = -1+ ——|VW |+ ——=|1 1+xq xq {|Z |(xq),
1-xq y+x| (1-xq)
zZ, 1 w 1 2 1 z,

o v=y-224 o w=y-229
1-xq 1-xq

D‘autre part, la série génératrice des polyominos convexes de B est fournie par :

B 1 1 2xq x*¢*\(B

x
B, (x)=l—_%- 1+ (l_iq)z 1 1+xq xq || B, |(xq).
B, 1 1 2 1 J{B

Preuve. On obtient un premier systéme d'équations portant sur les séries X, Y, Z et B en faisant
le changement de variables (1%, x) = (y, ¥/y) dans les équations de la proposition précédente et en
utilisant le lemme 6.4 et les séries formelles introduites ci-dessus. L'équation relative a X est alors
celle annoncée dans le corollaire ; elle est indépendante des autres. Les autres équations se
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répartissent en trois groupes : le premier porte sur Y et ¥, et fait intervenir la série X. Le second
porte sur Z, Z, et Z, et fait intervenir Y et Y, . Le demier, relatif 2 B, B, et B,, est autonome.

Pour obtenir 1'écriture ci-dessus, il faut parvenir A remplacer les séries de la forme S(x)
apparaissant dans les membres de droite des équations par des séries du type S(xq). Indiquons
briévement comment on procéde en prenant I'exemple du premier groupe d'équations. Il s'écrit :

Y=xyq + xqY, + (y+X)Y(xq), (E)
Y= Y o+ (+X)N(xq). (B)

En reportant dans (E,) la valeur de Y donnée par (E,), il vient :

_xXyq y+X
= 2L+ P ((x0) 1 (5q).
On obtient ensuite 1a valeur annoncée pour Y dans la proposition en remplagant ¥, par cette
expression dans (E,).

On procede de fagon analogue pour les deux autres groupes. (Précisons que pour faire
apparaitre V et W dans le second groupe, on utilise les identités du premier).0)

1

Nous disposons ainsi d'un syst¢tme de g-équations liant les séries génératrices des
polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes. Nous verrons dans le chapitre
suivant dans quelle mesure on sait les résoudre. Dans l'immédiat, nous allons montrer que ce
syst¢éme fournit la solution de tous les problémes d'énumération de polyominos convexes
relativement 2 la largeur, la hauteur, ou le périmétre. La plupart des résultats que nous obtiendrons
sont déja connus. Toutefois, ceux relatifs aux polyominos de B sont nouveaux et assez
remarquables : en particulier, la série génératrice des éléments de B est rationnelle.

Une autre application de ce systéme est la preuve de deux conjectures de Enting et
Guttmann [En-Gu] donnant la valeur des deux premiéres dérivées par rapport 2 g de la série
génératrice des polyominos convexes, comptés suivant le périmetre et l'aire, prises en ¢=1.
Curieusement, cette série intervient dans une approche particuliere du modéle de Potts a q états.
Celle-ci consiste 2 calculer les premiers termes du développement en série de la fonction de
partition, A basse température, par une méthode dite de réseau fini. Connaitre la série génératrice
des polyominos convexes permet de calculer le (n+1)%M€ terme de ce déve: >ppement lorsqu'on a
obtenu, par la méthode en question, les n premiers. Dans la pratique, En:ing et Guttmann se
contentent d'un développement limité 2 I'ordre deux de la série Z (¢, *, @), ce qui explique leur
intérét pour la valeur des deux premiéres dérivées de Z.

3. CAS PARTICULIER : ¢=1

Lorsque ¢ vaut un, le syst¢me donné dans la proposition 6.6 se simplifie
considérablement. La premitre équation est alors algébrique de degré deux. Elle permet le calcul
de la série X. Connaissant X, le premier groupe est un systéme linéaire de Crameren Y et ¥,.

Connaissant Y et ¥, le second groupe est 2 son tour un syst2me de Crameren Z, Z, et Z,.

Quant au troisieme groupe, c'est encore un systéme linéaire de Cramer ; il est indépendant
des autres équations. )

On déduit immédiatement de ces remarques que les séries X, Y et Z, prises en g=1, sont
algébriques, tandis que la série B est rationnelle. Plus précisément, la résolution des équations
mene 2 la proposition suivante.
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Proposition 6.7. La série génératrice des polyominos parallélogrammes (resp. convexes
dirigés, convexes, convexes de B), compiés suivant la largeur (par x) et la hauteur (par y) est X
(resp.Y,Z,B)ou :

x=lzx=y-vA
2

xy
Y= )

&
Z= 'A—Z(l -3x-3y+32% 43y +5xy-x* -y - x’y-xy* - xy(x- Y))‘ ’

1-x)(1-x-2y+y" —-x

pe gy o224y -xy)

(1-x-y)a

avec A=1-2x-2y-2xy+x:+y*.

Le premier résultat est bien connu. Les deux suivants ont déja ét€ obtenus par Chang et Lin
[Ch-Li]. Ce sont d'ailleurs eux qui ont introduit les polyominos convexes dirigés. Le demier
résultat, lui, est nouveau.

Les séries génératrices comptant les polyominos suivant le périmétre seul (par 1)
s'obtiennent 2 partir de celles de cette proposition par le changement de variables x — ¢* et y —
1*. Leur développement en ¢ fournit alors le nombre de polyominos parallélogrammes, convexes
dirigés, convexes ou convexes de B de périmétre donné.

Proposition 6.8. (i) Le nombre de polyominos parallélogrammes de périmétre 2n+2 est le
niéme nombre de Catalan, soit %ﬂ( ).

(ii) Le nombre de polyominos convexes dirigés de périmétre 2n+4 est ( f,") .

(iii) Le nombre de polyominos convexes de périméire 2n+8 est (2n+11)4" - 4(2n+1)(%).

(iv) Le nombre de polyominos de T3 de périmétre 2n+8 est 6.4" +2",

Proposition 6.9. (i) Le nombre de polyominos parallélogrammes a p colonnes et q lignes est .
1 +q-1 +q-1
p— (r: )(p: )
(ii) Le nombre de polyominos convexes dirigés & p colonnes et q lignes est :
(72)(57).
(iii) Le nombre de polyominos convexes & p colonnes et q lignes est :

;E%(ZP;:S‘)_ 2(p+q- 2)(”"‘3)(11';1;3) ‘
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(iv) Le nombre de polyominos de U3 & p colonnes et g lignes est :

(a3 eyetr),

Preuve. (i) La série génératrice des polyominos parallélogrammes comptés suivant le périmetre
(par ¢) et 1a largeur (par x) est :

X_l—t’(l+x)-£
2 s
o A=1-2(1+x)+*(1-x)*.
e e XL (XY
Elle vérifie I'équation t—2=t ¢(-t;) od o(u)=(+u)(x+u).
Une inversion de Lagrange méne alors 2 :

-3 (L2 E ()]

a2l k=1

dont on déduit le résultat annoncé. On obtient aussi :

JE=1-(+x)-23 ("'" 2x~(,~_,)(;)) .

zl noa

Posons s = t* ; en dérivant cette identité relativement 2 s, il vient :

WA _(1~x)~(1+2x)
ds VA

=-(1-x-23 (t’“ﬁ,’:—l )) x‘(.'.,)(:)) '

a2l k=]

dont on déduit VIA_ =y (z” 3 2 (;)’).

a20 k=0
Enfin, en dérivant une seconde fois par rapport 2 §, on obtient :
?A _—4x
d’s A¥

N

=-2% (,za-z (n+1) ,2:; x‘(;,)(’,:)‘) )

a2l

(ii) La série génératrice des polyominos convexes dirigés comptés suivant le périmétre (par
1) et la largeur (par x) est, compte tenu du développement de 1/ \/Z donné ci-dessus :

%=}_j [:h S (’.:ﬁ)z),

a22 - k=]

ce qui méne au résultat annoncé.
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(iii) La série génératrice des polyominos convexes comptés suivant la largeur (par x) et la
hauteur (par y) est xyR — R, ou

R, =X12—(1'—3x—3y +3x? +3y? +5xy-1"—y’—x’y—xy’—xy(x—y)z)

4x*y?
A

et R, =

On déduit de V'expression obtenue en (i) pour ——1—.5-25 que

R,=2 3, ¥y (p+q-2)("5)(") -

p22,922

Par ailleurs, en posant x=u’ et y =v?, R, devient une fraction rationnelle en u dont la
décomposition en éléments simples s'écrit :

R = %(m(u,v)+m(—u,v) +m(u,~v) +m(-u,—v)),

avec m(u,v)= % [13;:) vt (lv'(l“_‘?)z].

= 2 u’ vc(r;q).
1-u-v 20,920

En dérivant par rapport a u cette identité, on obtient :

1
—_—= wvi(p+qg+1){*7).
(‘l"u"v)2 p};qko ( )( g )

1l vient : Rl = Z u** vzq__pq + p+q(2p2:24) ,
20,920 p+q

ce qui fournit finalement I'expression donnée dans la proposition 6.9, compte tenu de 1a valeur de
R,.
(iv) La série génératrice des polyominos de B est B= xy(1-x)R, oi
_1-x-2y+y’—xy
(1-x-y)a

En posant de nouveau x=u’ et y=v>, R devient une fraction rationnelle en u, dont la
décomposition en €léments simples s'écrit :

R

1

R=glm{un) s m{cu) =)+ m{ctm ) 4 gy

1
2v(1-u-v)

Ceci permet alors de calculer le coefficient de x® y* dans B et mene 2 la formule annoncée.C

avec maintenant m(u,v) =
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Remarques. 1) Le premier résultat, li€ aux nombres de Narayana, est bien connu. Le troisi¢éme a
déja é1é obtenu par Gessel a partir de l'expression de la série génératrice des polyominos convexes
donnée par Chang et Lin, mais par une méthode différente, utilisant des formules qui découlent
des propriéiés classiques des polyndOmes de Gegenbauer [Ge). Les deux autres formules sont
nouvelles.

2) La symétrie des trois premiéres expressions en p et g était prévisible, puisque les
paramétres hauteur et largeur ont méme distribution sur les polyominos parallélogrammes,
convexes dirigés ou convexes. L'absence de symétrie de 1a demitre expression était d'ailleurs tout
aussi prévisible, pour des raisons analogues.

3) Enfin, il est amusant de noter que, d'aprés le second résultat de la proposition 6.9, le
nombre de polyominos convexes dirigés de hauteur et largeur données est toujours un carré. Une
preuve bijective de cette formule inattendue reste A trouver.

4) Les valeurs des numérateurs des séries génératrices des polyominos paraliélogrammes,
convexes dirigés ou convexes de largeur donnée, annoncées dans 1a proposition 4.12 s'obtiennent
au terme de calculs analogues A ceux décrits ci-dessus.

4. DERIVEES RELATIVEMENT A ¢

En dérivant les six équations du systéme fournissant la série génératrice Z des polyominos
convexes, on peut calculer par récurrence les valeurs de ses dérivées successives par rapport & g,
prises en g=1. Nous donnons le systéme d'équations permettant ce calcul, et retrouvons ainsi les
valeurs des deux premiéres dérivées, conjecturées par Enting et Guttmann [(En-Gu).

Lemme 6.10. Soit S(X, Q) une série formelle & deux variables X et Q, 4 coefficients dans un
anneau A. Pour m20et n20, notons

aﬂ#l S—
oX™aQ"
les fonctions dérivées partielles par rapport d X et Q. Pour n20,0na :

——[S(xq q)] 2( ) BX' Q.-. S35 (¥4:9)-

Preuve. Par récurrence sur n.0

Notations. Le systéme d'équations de la proposition 6.6 s'écrit :
(1-xq)X=xyq + (y+X) X(xq),

0-x0y=x3(}] + 0+ XIN@Uxa).

1

(1-xq) Z=xyq(1-xq)|1| + U + y M(q)Z(xq),
1
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2 2.2
Y Z 1 xq 1 2xq x°g
avec Y= v Z=12 |, N(q)=1 e M(g)=|1 1+xq =xgq
v Z, 1 2 1
v |
v H
etenfin V= vw |, (w)-'(l-—xq)iy—xyq(l).
2
w

Etant donnée une série formelle S en x, y et ¢ (resp. un vecteur dont les composantes sont
éléments de R{[x,y.g1], une matrice dont les coefficients sont éléments de R{[x.y.41}), on notera
anu S ) an S .
5= "'—'_‘_"la _—llliq } t prl-
pour ax*aq~(" 1), $* pour aq.(x ¥,1), et simplement S pour S(x,y,1)
Remarquons qu'il suffit de connaitre $** pour calculer les valeurs de $™*, pour m 2 1, par
simples dérivations de $** par rapport 2 x.

En utilisant le lemme précédent et la formule de Leibnitz donnant les dérivées multiples
d'un produit, on calcule ensuite la dérivée ni®me de chacune des équations ci-dessus. On obtient
alors un nouveau systéme permettant de calculer, pour tout n, la valeur de 1a dérivée nitme par
rapport 3 g de la série Z, prise en ¢g=1, soit Z*".

On conviendra que si m < 0 ou n < 0, ™" est nul. On notera /, (resp. /,) la matrice
identité de dimension deux (resp. trois), et le symbole I, désignera la fonction indicatrice de
Févénement A.

Proposition 6.11. Le systéme suivant perme: de calculer X*", Y*"et Z°*, par récurrence
surn 21,

(1-x-y=-2X)X° = xyl_., + nxX**' + (y+X)2(‘!)x‘ xini

s EEO0) % xwm,

in] ju0

[0-0)L - (y+ X)N]Y*" = xy(;)ﬂm + nxY 4 (y+X)N}:(‘;)x" Yyt

—

+ 2, 2(:) (',) x! [Xo..-iN +(n_,~)(y+x)o.m-i N(x)] yi"‘f '

ind jw

1
[-x 1 -yM]20" = [xy(l—Zx)lI,_,—212)?11..2](}) + VY 4 2nx(1-x) 2

- n(n__ l)xzzo.n-z + yM i (.‘.) x’i Zi.n—i + nyM(l) '24 (.;1) x.' z.',,.-x-;
inl inl
n(n-1) (2) S na) i 2
v = M ;( i Aanal
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[ vy
n i (n—i .
e V=23 ¥ (3)(: )( 1 ) NOMCY)
i=0 j=0 y+X W) i)
1 * i i A—i
(y+X) (’H“‘*;( )x x J

o

1
et enfin ( (,_)]=(1—x)‘29°" - nxy™t - xy(l)ll_z, pourm 2 0.
w

Preuve. Ce syst¢me s'obtient en dérivant n fois chacune des équations, et en remplagant ensuite
g par 1. En remarquant que la premiére équation du systéme initial peut se mettre sous la forme

1 1
=-(1-xq-X(xq)),

Sex =5 1mxe-X(a)

on parvient 2 I'écriture ci-dessus pour la dérivée nitme de 1/(y + X).

Comme (1-x-y-2X) est non nul, et les matrices [(1-x)I,~(y+X)N] et
[&(‘1 x) L-yM ] inversibles, ce systtme permet effectivement de calculer par récurrence X°*,
0. et zo "

On montre alors facilement que, pour tout n > 0, chaque composante de Z*" est

B+PVA
——., 0l
Q

algébrique, et, plus précisément, s'écrit -2 F,, P, et O sont des polyndmes en x et y,

etA=1-2x-2y-2xy+x*+y’.0

Nous parvenons ainsi aux résultats suivants, obtenus en programmant le systéme
d'équations précédent sur le logiciel de calcul formel MAPLE.

Proposition 6.12. La dérivée premiére par rapport & q de la série génératrice Z des
polyominos convexes, prise en g=1, est :

0z xyP(x,y) 4x*y*(1+x-y)(1-x+y)
ga(x'y'l).; A‘ v + Am ’

avec :
P(x,y)=1-6x-6y+15x +15y* + 20xy — 20x’ - 20y* — 18x%y - 18xy”
+15x* +15y* - 8x’y - 8xy® + 28x*y* - 6x° - 6y° +22x*y + 22xy*
—40x’y? - 40x%y® + x°* + y* —12x°y - 12xy° - 5x*y? - 5x%y*
+64x’y’ + 2xy(x - y)z (x+ y)(x2 +10xy + y’) +2x%y? (x-y)*.
En particulier,
a_z (t )= £ (1-12¢+ 506> - 761> + 42¢* - 48¢° +32¢°) LA
b (1-4r)* (1-40)"

ce qui démontm la premiére des conjectures d’Enting et Guttmann.
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En ce qui concemne la dérivée seconde, nous parvenons 2 calculer les valeurs préliminaires,
a savoir Y*°, Y, yY°2 72 et Z'. Toutefois, la puissance de I'ordinateur dont nous disposons
actuellement ne nous permet pas de calculer Z°*. Mais, en remplagant x et y par ¢, le calcul est
beaucoup plus léger, et nous parvenons 2 :

¢ (245t —2241* +13061° - 3352¢* + 45361° — 34241° +16641" — 5121*)
(1-40)°

5 £1(29- 1720+ 356 - 3126 +120r°)
‘ 1-4)"

2
g—qf-(t,t,l)=2

Ce résultat, sans étre aussi précis que le précédent, démontre la seconde des conjectures
d'Enting et Guttmann.

Références.

[Ch-Li] S.J. CHANG, K.Y. LIN, Rigourous results for the number of convex polygons on the
square and honeycomb lattices, J. Phys. A : Math. Gen. 21 (1988) 2635-2642.

{Del M.P. DELEST, Generating functions for column-convex polyominoes, J. Comb. Theor. A
48 (1988) 12-31.

[En-Gu] 1.G. ENTING, A.J. GUTTMANN, Area-weighted moments of convex polygons on
the square lattice, J. Phys. A : Math. Gen. 22 (1989) 2639-2642.

[Ge] 1. GESSEL, On the number of convex polyominoes, Preprint 1990.



118 Codage des polyominos convexes. Systéme d'équations



CHAPITRE 7

RESOLUTION DU SYSTEME

Nous reprenons ici le systéme de g-équations relatif aux séries génératrices X, Y, Zet B
des polyominos parallélogrammes, convexes dirigés, convexes et convexes de B obtenu dans le
chapitre précédent. Des méthodes itératives, que nous relions 3 une notion de g-automate,
fournissent des développements en série de Y, Z et B, en fonction de X. Nous interprétons chaque
terme de ces développements comme série génératrice de certains polyominos convexes.

Le développement de B est identique 2 celui obtenu au chapitre 2. D'autre part, en utilisant
les résultats du premier chapitre portant sur la série X, le développement de Y permet de retrouver
la valeur de la série génératrice des polyominos convexes dirigés de la proposition 2.13. En
revanche, I'expression de Z fournie par ces méthodes itératives differe de celle obtenue dans le
second chapitre.

1. ¢-AUTOMATES

De maniére intuitive, un g-automate est un automate (au sens classique) pour lequel les
mots w qu'il accepte sont pondérés par un facteur qa(") rendant compte de la somme des
"instants" auxquels ont lieu certaines transitions distinguées. Plus précisément :

Définition 7.1. Un g-automate C est un 6-uplet (E, e, F, A, T, S), dans lequel :

- E est un ensemble fini non vide, dont les éléments sont appelés états de I'automate,

- F est un sous-ensemble non vide de E, dont les éléments sont appelés érats finaux de Ci,

- e est un élément de E, appel€ état initial de 'automate,

- A est un alphabet,

- T est un ensemble fini de transitions, c'est 4 dire de triplets (i, j, @) ot i et j sont des
états, a une lettre de A, et S est un sous-ensemble de T. Les éléments de S sont appelés g-
transitions.
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Définition 7.2. Soit ¢ un g-automate. Un chemin @ de Qi de longueur n est une suite (1;,...,1,)
de n transitions de 7, telle que ¢, = (i, ,i,,,.a,) pour 1 Sk < n. On dit que ® va du sommet i au
sommet i,,,. On note u(w) le mot g,...4,, et 6(w) l'entier Z k , qui est donc la somme des
"instants" auxquels ont lieu les g-transitions. ki es

Un mot w de A* est accepté par l'automate ( s'il existe un chemin @ de Q) tel que, avec
les notations ci-dessus, i, soit égal A e, i_,, soit élément de F et w = u(w).

L'automate C_ est déterministe si et seulement si, pour tout couple (i, a) de ExA, il existe
au plus un état j tel que (i, j, @) soit élément de 7. Alors, pour chaque mot w qu'accepte
I'automate, il n'existe qu'un seul chemin @ satisfaisant les conditions ci-dessus.

La g-matrice de transition (en variables non commutatives) associée au g-automate C{ est
la matrice carrée

‘ITL(q)=(‘]TL,-,~)(LJ.)E£, , oo M;=q ’(‘z a+ 2 a .
o/(i,j.a)eS  a/(i.j.a)eT\S
Remarquons que la donnée de TN, (g) équivaut i celle de T et S. Cette matrice est 2 coefficients
dans I'anneau (2Z[g]){(A)) des séries de la forme

Spow,
weA

ol p, estun polyndme en g A coefficients dans Z.

Soit C un ensemble de chemins de Cl. La g-série génératrice formelle (en variables non
commutatives) des éléments de C est

Y. u(w) .

weC

Notations. Pour n 2 1, on note M.'* par la matrice carrée ‘HL(q)‘ITL(q’)...‘ITL(q"), et on
convient que TN.'*! est la matrice identité de méme dimension que ..

Lemme 7.3. Soit n 2 0, C un q-automate et i et j deux états de Q. La q-série génératrice
formelle des chemins de longueur nallant de i a j est mLn;.

Preuve. Ce résultat se montre facilement par récurrence sur n.0

Lorsque l'automate considéré est déterministe, on peut, de fagon analogue, définir la ¢-
série génératrice non commutative d'un ensemble R de mots reconnus par ¢ : c'est la série

formelle
2 qe(-v) w

weR

oil, pour un mot w donné, @ est le seul chemin permettant de lire w, et 8(w) = ().

Le lemme ci-dessus peut alors étre traduit en un résultat portant sur la g-série génératrice
formelle de mots de longueur donnée acceptés par 2.

Nous considererons aussi, de fagon tout 2 fait analogue, des automates valués, afin
d'obtenir des résultats portant sur des séries formelles en variables commutatives. Soit ¢ un g-
automate, et v une valuation des transitions de (, c'est & dire une application de T dans
IK[xl,...,xp], o K est un anneau commutatif et x,,...,x, sont des indéterminées. La g-matrice
de transition (en variables commutatives) de I'automate est alors la matrice carrée
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M(q)=(M,.j)('_'j)€£,, ot M;=qY v()+ Y, v(1).

1€§ 1eT\S
La g-série génératrice (commutative) d'un ensemble C de chemins de € est la série formelle
Yq'® V(o)
aeC

ob la valuation d'un chemin w, notée V@), est le produit des valuations des transitions qui le
composent. En notant M/ 1a matrice M (q)M (zi )---M(g"), 1a g-série génératrice (commutative)
des chemins de longueur » allantde i 3 j cst M-

En combinant ces deux remarques, on peut paxlcr, pour un automate valué déterministe, de
g-série génératrice commutative d'un ensemble de mots acceptés par Q.

Une valuation adéquate permet généralement d'écrire les produits de matrices de la forme
M(t)M(tq)...M(tq""'), apparaissant usuellement dans les g-calculs, comme une matrice M'*),

Cette notion de g-automate devrait s'avérer utile pour la résolution de systémes de ¢-
équations aux différences finies. Nous ne développons pas ici de théorie générale. Nous donnons
seulement quelques exemples issus de ce travail, montrant le caractere unificateur de 1a notion de
g-automate.

Le premier exemple est lié aux D-partitions déja évoquées dans le premier chapitre
(paragraphe 6). Les trois suivants permettent d'interpréter les polyndmes T, et N,, introduits dans
le second chapitre, comme g-séries gén€ratrices commutatives de mots reconnus par un g-
automate. Nous représenterons, de fagon classique, les automates par des graphes orientés.

Exemple 1. Soit ¢ le g-automate défini par E = (1, 2}, e = 1, F = {2}, valué comme indiqué
en figure 7.1 (entre parenthéses), et dont la g-matrice de transition I, (g) est :

a(x)
b(l)

. _ b qa
Fig. 7.1 *m,(q)—(b 0).
b (1)

Cet automate est déterministe et accepte tous les mots de {a, b}* sans facteur aa et
finissant par a. Il existe une bijection ¢ entre ces mots et les D-partitions (cf. premier chapitre),
définie par f(w) = 4, ol :

- le mot ws'écrit b™ab™a...b™a,avec n, 20et n, 21 pour 2< i Sk,

-la D-partition Aest (1+n,2+m +ny,...k+n, +...+n,) .

De plus, 8(w) est le nombre que partitionne A, et le nombre d'occurrences de g dans w est le
nombre de parts de A. Ces propriétés montrent que la ¢-série génératrice (commutative) des mots
reconnus par Cl est

xlqll
2 (@),

a2l

Exemple 2. Soit ¢ le g-automate défini par E = (1,2}, e =1, F = {1, 2}, valué comme
indiqué sur la figure 7.2, et dont la g-matrice de transition T,(g) est :
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a(x)
b() a(l)

Fig. 7.2 ‘m,(q)=(z q:).

k(1)

Cet automate est déterministe et accepte tous les mots de {a, b}*. La g-série génératrice
commutative de ces mots les énumere suivant leur nombre de séquences de g (compté par x) et la
somme des positions des premiéres occurrences des séquences de a (compté par ¢). Notons
I'analogie de ce second parametre avec l'indice du Major, défini pour les permutations comme la
somme des positions des descentes.

. - . 1 qx
La g-matrice de transition (commutative) de Cl est N(g) = 1)

Lemme 7.4. Pour n 2 0, soient a, et B, les éléments de NIx, g} définis par

(5=

Alors, pour tout n20, &, =T, ., ol les polyndmes T, sont définis en proposition 2.5.

Preuve. D'aprés le lemme 7.3, le polyndme @, est la g-série génératrice des mots de {a,b)* de
longueur n. On a donc tout d'abord &, =1 et a, =1+xq. Pour n 2 2, considérons les mots w
de {a, b}* de longueur a. On peut les classer en trois sous-ensembles.
1) Le mot w s'écrit w'b.:1 a g-série génératrice des mots relevant de ce premier cas est @, _;.
2) Le mot ws'écrit wba.: la g-série génératrice des mots relevant de ce second cas est xq" «, _,.
3) Le mot w s'écrit w'aa. : la g-série génératrice des mots relevant de ce troisiéme cas est aussi
celle des mots de longueur n-1 finissant par g, soit, d'aprés le résultatducas 1), @,_, - @, _,.

Au total, a, =2a,_, +(xq" -l)a,,_,, et ceci démontre le résultat, compte tenu de la
définition des polyndmes 7, donnée en proposition 2.5.0

Exemple 3. Nous avons annoncé dans le second chapitre une autre interprétation de 7, comme

polyndme énumérateur de certains mots. Nous allons 1a retrouver ici, en donnant au passage un
nouvel exemple de g-automate.

Soit O le g-automate défini par E = {1,2},e =1, F = {1, 2}, valué comme indiqué en
figure 7.3, et dont la g-matrice de transition TM.(g) est :

. (b qa
Fig. 73 T.(q) =(a qb )
a(l)
Cet automate est déterministe et accepte tous les mots de {a, b}*. Soit w un de ces mots.
Le paramétre 6(w) vaut _ZP.- , O p; est la position de la £ME occurrence de la leure a. La g-
matrice de transition de @f est de nouveau
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va=(; 7)

1
D'aprés le lemme 7.3, la premigre composante de Ni~U [J, soit T,, est la g-série

génératrice des mots w de {a, b}* de longueur n-1. Elle énumare ces mots suivant les parametres

i +1

6(w), (compté par g), et [ J (compté par x), od [w], désigne le nombre d'occurrences de a

dans w et | 7 ] la partic entiére du réel 7.

En ajoutant 3 w la lettre finale a (resp. b) si w posséde un nombre impair (resp. pair)
d'occurrences de a, on parvient 3 la caractérisation de T, annoncée dans le second chapitre :

T = Zx:’L "z":‘ ,

ol w décrit I'ensemble des mots de {a, b}* de longueur » ayant un nombre pair d'occurrences de
a, et p, désigne toujours la position dans w de la /®m¢ occurrence de la lettre a.

Exemple 4. Soit enfin ¢ le g-automate défini par E = (1, 2}, e =1, F = {1, 2}, valué comme
indiqué en figure 7.4, et dont la g-matrice de transition N, (¢) est :

b(y)
a(l) b(y)

Fig. 7.4 ‘m,(q)=[a+qc b)

c(x) 2 gc b)

c (x)

L'ensemble des mots acceptés par C (qui est déterministe) est I'ensemble des mots de {a,
b, c}* sans facteur ba. Or, il existe une bijection f entre ceux de ces mots qui sont de longueur -1
et les empilements triviaux de segments (cf. chapitre 2) d'encombrement », telle que, sif (w) = E,
alors ¢°™ v(wc)= v (E), ol1 v est la valuation altemée des empilements triviaux définie dans le
second chapitre.

Cette bijection consiste 2 coder le segment [/, j] par b/~ ¢, et les sommets n'appartenant a
aucun segment par la lettre a. La demiére lettre du mot ainsi obtenu, qui est ¢, est ensuite
supprimée (Fig.7.5).

n
1 * OO —O- O ~O—»
Fig. 7.5 a b c " a b b c a (c)
n
1 O O O O
b c a b c a b b (c)



124 Résolution du systéme

L'existence de cette bijection entraine que la g-série génératrice (commutative) des mots de
longueur n-1 acceptés par 4 est le polyndme N, lié A 'énumération des empilements triviaux de
segments (lemme 2.12).

Nous allons maintenant passer a la résolution du systéme d'équations de la proposition 6.6
proprement dite. Nous €crirons ce systéme sous la forme suivante :

X(x)———-x— + %{—X(xq)
1
¥W= quq(l)
1 2
Z(x)— SR v +b—_17M(x)z(xq),
1 w? *q
1
'(B(x)— l + — M(x)TB(xq)
1
Y z B ) 1 2xq x*¢
avec ‘B=(Y].Z= Z |, B=|B8B .N(X)=(1 xlq)ct M(x)=|1 1+xq xq
Yooz s 12 1

11 est facile de vérifier que la valeur de X donnée en proposition 1.10 vérifie la premitre de
ces équations. On peut aussi remarquer que cette €quation s'écrit

X(x,y)= xyq+yX(xq.y)
1-xq-X(xq.y)’
od X(x,y) désigne maintenant X (x,y,q).
La série X étant symétrique en x et y, on 2 de méme :
(x )= 229+ xX(x.yq)
1-yq-X(x.yq)
et, en substituant x par xg dans cette équation, il vient :
xyq' +x9X(xq,y9)
1-yq-X(xq.yq)

En remplagant, dans la premitre des ces équations, X (xq,y) par la valeur ci-dessus, on parvient
finalement &

X(xq.y)=

} xyq
X(xy)=1= a(x+y)-X(xq.yq)

dont on déduit le développement en fraction continue de X donné dans le corollaire 1.16.
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2. POLYOMINOS CONVEXES DIRIGES

Notations. Soit S (x, y, g) une série formelle de R [[x, y, ¢]] (ou une matrice carrée 2
coefficients dans Ri{x, y, q11).

Soit S = 1 (ou la matrice identité de méme dimension que S si S est une matrice), et,
pour n 2 1, soit
st = S(x)S(xq)...S(xq"') ,
ol on note $(x4') pour S(x4q',y.4).
Remarquons que, pour la matrice N = G xlq). on a lidentité N} = N\*3, od 1a notation
N est celle utilisée dans le premier paragraphe de ce chapitre, pour tout 7 2 0.

Considérons alors 1'équation en Y ci-dessus. Elle exprime Y (x) en fonction de *y (xq).
En remplagant x par xg, on obtient donc une expression de Y (xg) en fonction de Y (xg*). On
peut alors, dans I'équation initiale portant sur Y (x), substituer Y (xq) par cette valeur En ﬁpétant
ce procédé, on aboutit au résultat suivant : pourn21,

L) - ‘]
y(;:):(z "_yi_((%‘;;i)l__zv“"l](i) + (—y(:—q’;)—[N‘“i‘ﬁ(m')-

Or la série (y + X) est sans coefficient constant. Donc la suite des (y+X)m tend
formellement vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Par passage 2 la limite sur », on obtient
finalement la proposition suivante :

' Y
Proposition 7.5. La valeur du vecteur Y= (y) est:
1

™ [m-1]
y(o) - 3 DL e (),

Nous allons maintenant nous intéresser aux séries (y+X )[ ), afin d' interpréter ce
développement, qui permettra ensuite de retrouver la valeur de Y obtenue au chapitre 2.

Lemme 7.6. Soit m 2 1. La série xq"(y+X )["] est la série génératrice des polyominos
parallélogrammes de hauteur & gauche m, comptés suivant la largeur (par x), la hauteur (par y )
et l'aire (par q).

Preuve. Reprenons le codage g défini dans le chapitre 6, qui envoie bijectivement les
polyominos parallélogrammes sur les mots de Dyck.

Un polyomino parallélogramme P est de hauteur A gauche m si et sculement si le premier
pic de g (P) est de hauteur m. Le mot g (P) admet alors une unique factorisation de la forme

"XuXu,X..Xu,, ob u,u,,...,u, sont soit vides, soit des mots de Dyck.
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“1 uy U3
‘ AT N SN TN

V4 NY O\,

Fig. 7.6 Mot de Dyck dont le premier pic est de hauteur m = 3.

En reprenant les notations du chapitre 6, la série génératrice de ces mots, comptés suivant la
longueur (par 1), le nombre de pics (par x) et la somme des hauteurs des pics (par g) est donc

£~ xg" (1+ D(x))(1+ D(xq)) (1 + D(xq"'")) ,soit xg™ (£ +¢ D)m.

D'aprés la proposition 6.3, la série génératrice des polyominos paraliélogrammes de
hauteur a gauche P comptés suivant le périmetre (par 1), 1a largeur (par x) et I'aire (par g) est alors
t* xg"(¢* +£* D). Le changement de variables (*, x) — (y, x/y) fournit la série génératrice de
ces objets comptés suivant les trois parametres usuels (largeur, hauteur, aire) sous la forme
xg" (y+X)'™, ce qui achéve Ia preuve.O

Mais nous disposons d'une autre expression pour la série génératrice des polyominos
parallélogrammes de hauteur 2 gauche m (proposition 2.7), qui permet d'expliciter (y + X ¥

Corollaire 7.7. On a l'identité suivante :

(y+x)" =y ?%‘]—)-l :
()

m  Nw-3 CEEL

Compte tenu de la proposition 7.5 et des lemmes 7.4 et 7.6, la série génératrice des
polyominos convexes dirigés, qui est 1a premiére composante du vecteur Y, s'écrit

)y T,
Y(x)=Y, yq(xq™ (y+X)"M)—=2—
.221 (ra™ )(xq).
o, pour m 2 1, g™ (y+ X)) est la série génératrice des polyominos parallélogrammes de
hauteur 3 gauche m-1.

(Par commodité, on convient ici que le polyomino parallélogramme vide a une colonne).

Soit P un polyomino convexe dirigé€ 2 k colonnes, notées, de gauche 2 droite, C,,...,C,.
Soit i le plus grand entier tel que le polyomino formé des colonnes C,,...,C; soit un polyomino
tas. Ce polyomino sera noté P, et appelé polyomino tas maximal de P.

Le polyomino formé des colonnes C,,...,C, est un polyomino parallélogramme. En
supprimant la cellule inférieure de C;, on obtient un nouveau polyomino parallélogramme P,
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(éventuellement vide), appelé polyomino parallélogramme minimal de P (Fig.7.7). L'application
d définie par d(P) = (B, P,) envoie bijectivement les polyominos convexes dirigés dont le
polyomino tas maximal est de hauteur m sur les couples formés d'un polyomino parallélogramme
P, de hauteur a gauche m-1 et d'un polyomino tas F, de hauteur m.

C

, -
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»
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1]
»
»
>
>
»
>

>
»
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P >
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» >
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» »
’D’D 1 J 4 ‘q
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v
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—

Fig. 7.7 Décomposition d'un polyomino convexe dirigé.

De plus :
- la hauteur de P est celle de F,, augmentée de un,
- la largeur de P est 1a somme de celles de A, et F,, diminuée de un,
- I'aire de P est la somme de celles de £, et F,, diminuée de m-1.

Or, la série génératrice des polyominos tas de hauteur m est xy"¢"T,/(xq),
(Proposition 2.5).

Celle des polyominos parallélogrammes de hauteur 3 gauche m-1 étant xg™~ (y + X)'~™,
on peut donner l'interprétation combinatoire suivante du développement de Y :

Proposition 7.8. Dans le développement Y(x)= Z xyq® (y+X)["”(—T!)— de la série
m2l xq -

génératrice Y des polyominos convexes dirigés, le coefficient énumeére ceux d’entre eux dont le
polyomino tas maximal est de hauteur m.

Remarques. 1) Pour calculer, dans le chapitre 2, la série génératrice des polyominos convexes
dirigés, nous nous sommes appuyés sur un "découpage” des polyominos différent : il consistait 2
isoler non pas le plus grand, mais le plus petit polyomino tas. Mais nous aurions aussi bien pu
choisir la décomposition qui vient d'étre décrite.

2) En utilisant le corollaire 7.7 exprimant (y + X)™, on peut dailleurs effectuer un calcul
tout 2 fait analogue a celui de la preuve de la proposition 2.13 fournissant la valeur de Y ; on
retrouve ainsi 'expression de ¥ donnée par cette proposition.

3. POLYOMINOS CONVEXES DE B

On procéde de nouveau par des itérations, en exprimant le vecteur B(x) en fonction de B
(xq"). Par passage 2 la limite en n, on obtient la proposition suivante :
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B
Proposition 7.9. La valeur du vecteur ®=| B, | est:
B,
1

I)’ q {m-1]
Blx)= .21 (xq)., (xq). A :

L'interprétation combinatoire de ce développement est ici évidente : les coefficients de M
étant des polyndmes en x et g, la premitre composante du vecteur

1

X)'. q. {m-1]
—M 1
(xq)--l (X Q)u l

est la série génératrice des polyominos de B de hauteur m.
Or, nous disposons déja d'une expression de cette série génératrice, obtenuc en
proposition 2.19 : elle vaut

. 2
xy"q" (T,)
(x)..(x9).

Comment s'explique le lien entre les matrices M'™! et les polyndmes T, ?

Les matrices M'™ possedent une remarquable propri€té, qui les lie d'ailleurs aux matrices
N apparaissant dans le développement de la série génératrice des polyominos convexes dirigés.

Lemme 7.10. Soient V, et W, deux séries formelles de Ri[x, y, q}1.

V2
Soit V4 (x) le vecteur V‘;V (x).PourmZO, on définit ‘U_(x)=M["]°lIo(xq").
00

u/o 2
Alors, pour towt m 2 0, il existe deux séries formelles de RI[x, y, g1, notées V,_ et W,_, telles que

V.(x)=|V, W, (x).

De plus, ces deux séries se déduisent de V, et W, par

( )(x) Nl-l(;)( ¢"). o N(x)= (’ "1").

Preuve. Ce résultat se montre sans difficuité par récurrence sur n.0

En l'appliquimt au cas particulier ol Vy, = W, = 1, il prouve que
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1 a, )’

M : = a_l;:ii:_, x), o (;:](x)=N[“]C).

Les polyndmes a,, et 8, sont ceux qui apparaissent dans le développement du vecteur Y.
Nous avons montré dans le lemme 7.4 que &, =T,,,, c¢ qui permet de lier les matrices M™ et
les polyndmes T, et de retrouver le résultat de la proposition 2.19.

Nous réutiliserons ce lemme dans I'étude du développement de la série Z.

4. POLYOMINOS CONVEXES

Par des méthodes itératives analogues 2 celles déja utilisées pour développer Y et B3, on
obtient la proposition suivante :

Zz
Proposition 7.11. La valeur du vecteur Z=| Z, | est:
z,
1 - v?

- xy"q" [n-1) Y
2w || R Garbexer)

M™ VW |(xq").
wz
On reconnait, dans la premiére série, la valeur du vecteur B (Proposition 7.9). Comme la

série génératrice des polyominos convexes est Z = 24 - B, on peut alors affirmer que la premiére
composante du vecteur

V2
y [m] .
2 GO D+ X)) ‘;::, (xe7)

est la série génératrice des polyominos de C\T, c'est 2 dire des polyominos de (it qui ne sont pas
dans ®.

Par ailleurs, on se trouve ici dans le cadre d'application du lemme 7.10, ce qui foumnit
I'expression suivante pour la série génératrice des polyominos de Q\(&.

Proposition 7.12. La série génératrice des polyominos de A\B est :
Z . yl V-Z
S (xq).2(y+X(xq%))

v, (v
o, pour m 2 0, on définit les deux séries V, et W, par (W )(x) =N '(w)(xq") .
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Nous allons maintenant interpréter combinatoirement ce développement. De nouveau, on
considere la décomposition d des polyominos convexes dirigés décrite ci-dessus, consistant 4
isoler le polyomino tas maximal. On désigne par (A, P,) I'image par d d'un polyomino convexe
dirigé P.

Lemme 7.13. Soit m 2 0.

(i) La série (yx q‘;" est la série génératrice des polyominos convexes dirigés P vérifiant les

conditions suivantes :
(a) le polyomino tas maximal F, de P est de hauteur supérieure ou égale & m+2,

(b) deux colonnes consécutives quelconques de P, sont en contact par m+1 cellules au
moins.

(ii) La série ) m —v est la série génératrice des polyominos convexes dirigés P
(x).(y+X(xq"))

vérifiant les deux conditions suivantes :
(a’) le polyomino tas maximal P, de P est de hauteur supérieure ou égale @ m+2,

(b’) deux colonnes consécutives quelconques de F, sont en contact par m+2 cellules au
moins.

Preuve. Rappelons que

(;)(x)w(x) - I—’i-yj—q[i)

= ly + X NY(xq), d'aprés I'équation portant sur Y.
Donc Va NIRRT
(W.)(x)wl ](W)(xq )
Yy + X(Xq“) {m+1] 1
=2V )y my
l_xquol y(Xq )

D'autre part, nous avons vu que, au terme de m itérations de 1'équation en Y, on obtient :

(= xyg (X)) (y+X)™ et
‘y(x)-[g et 1)(1) v DL pieniy(ag).

Au vu de l'interprétation de ce développement donnée en proposition 7.8, on peut donc
affirmer que
[m]
N[NI]Y(xquu) - (y+X) V. (x)
(xq).

(y+x)"
(x9)..,

est la série génératriéc des polyominos convexes dirigés dont le tas maximal est de hauteur
supérieure ou égale & m+2.
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Soit donc Q un polyomino convexe dirigé dont le tas maximal est de hauteur supérieure ou
égale 3 m+2. Nous allons le décomposer en un polyomino convexe dirigé P vérifiant les
conditions (a) et (b) (resp. (a") et (b)) du lemme, et un polyomino parallélogramme P’ de hauteur
a gauche m (resp. m+1).

En effet, notons C,,...,C, les colonnes du polyomino parallélogramme minimal de Q.
Pour 2 < i Sk, soit ¢, le nombre de cellules par lesquelles les colonnes C;_, et C; sont en contact,
et posons g,,, = m. Soit j le plus petit entier tel que a; soit inférieur ou égal a m (resp. m+1).

La colonne C;_, est alors de hauteur supérieure: ou égale 3 m+1 (resp. m+2).

Soit P le polyomino obtenu en privant Q des colonnes C;,...,C,. Ce polyomino vérifie les
conditions (a) et (b) (resp. (a) et (b")) du lemme. v

Soit P’ le polyomino parallélogramme formé des colonnes C;,...,C, et des m (resp. m+1)
cellules supérieures de C,_,. La hauteur & gauche de P’ est m (resp. m+1).

L'application y définie par ¥(Q) = (P, P’) est une bijection entre les polyominos convexes
dirigés dont le tas maximal est de hauteur supérieure ou égale 2 m+2 et les couples formés d'un
polyomino convexe dirigé P vérifiant les conditions (a) et (b) (resp. (a') et (b') ), et d'un
polyomino parallélogramme P’ de hauteur 3 gauche m (resp. m+1).

De plus :

- 1a largeur de Q est la somme de celles de P et P, diminuée de un,

- 1a hauteur de Q est 1a somme de celles de P et P, diminuée de m (resp. m+1),

- I'aire de Q est la somme de celles de P et P, diminuée de m (resp. m+1).

¢,

221 PN MR

" — ) —

::::"" Fig. 7.8
La décomposition .

L1 »

\_\“—d_d/

Or, la séne génératrice des polyominos parallélogrammes de hauteur 2 gauche m est
xq"(y+X ) (lemme 7.6) et celle des polyominos convexes dirigés dont le tas maximal est de
hauteur supérieure ou égale a m+2 est .

[m]
SALI AN
(X q)u *
Donc celle des polyominos convexes dirigés vérifiant les conditions (a) et (b) (resp. (a") et (b))

n m+l

¥V, y Vo
(xq).(y+x(xq'ﬂ"c’

lemme sera 2 (resp.
du (xq9),

Nous allons désormais pouvoir interpréter chaque terme du développement donné dans la
proposition 7.12.

Soit P un polyomino convexe de ¢\® 2 & colorines, notées, de gauche a droite, C,,...,C,.
Soit i le plus grand entier tel que le polyomino formé des colonnes C,,...,C; soit un polyomino
tas. Soit j le plus petit entier tel que le polyomino formé des colonnes C,,...,C, soit un polyomino
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tas. Alors 1 < i <j<k. Le polyomino formé des colonnes C;,...,C; est un polyomino
parallélogramme. En supprimant la cellule inférieure de C; et la cellule supérieure de C;, on
obtient un nouveau polyomino parallélogramme, ayant au moins deux colonnes, que I'on appelera
polyomino parallélogramme minimal de P.

Pour i+1 < n <, soit a, le nombre de cellules par lesquelles les colonnes C, , et C, sont
en contact. Soit enfin m+1 = min {a,, i+1 Sn<j} et h=max {n/ a, = m+1}.

Alors, le polyomino F, formé des colonnes C,,...,C,_, est un polyomino convexe dirigé
vérifiant les conditions (a) et (b) du lemme 7.13 ci-dessus.

Le polyomino P, formé des colonnes C,,...,C, est un polyomino convexe dirigé vérifiant
les conditions (a’) et (b") du lemme 7.13.

C.
j
Ch
Fig. 7.9 Cy, P’
Décomposition d'un polyomino de oF N
A\B. ; m+1
Py
k_—___//
1 P
\\_—/

De plus :

- 1a largeur de P est la somme de celles de P, et P,,

- 1a hauteur de P est somme de celles de F, et F,, diminuée de m+1,

- l'aire de P est 1a somme de celles de P, et P,.

Avec les notations ci-dessus, la transformation qui associe A P le couple (£, F,) est une
bijection entre les polyominos de (/03 tels que min {a,} = m+1 et les couples formés d'un
polyomino F, vérifiant les conditions (a) et (b) du lemme 7.13 et d'un polyomino P, vérifiant les
conditions (a") et (b").

On déduit du lemme 7.13 l'interprétation suivante pour le développement donné en
proposition 7.12 :

L) 2
Proposition 7.14. Dans le développement Z 2)’ Ve —y de la série génératrice
S (x9). (y+X(xq"))
des polyominos convexes de A\B, le coefficient énumére ceux tels que le nombre minimal de

cellules en commun entre deux colonnes consécutives du polyomino parallélogramme minimal
soit m+1.

Remarque. Comme c'était déja le cas pour les polyominos convexes dirigés, le "découpage” du
polyomino convexe sous-jacent au développement déduit du systéme d'équations est différent de
celui que nous avons utilisé au chapitre 2 pour calculer la série génératrice des polyominos
convexes : celui-ci consistait a isoler un "gros” polyomino paralliélogramme et deux "petits”
polyominos tas, tandis qu'ici le polyomino convexe se divise en deux polyominos convexes
dirigés.
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Pour finir, nous allons utiliser les résultats des chapitres 1 et 2 pour expliciter les séries
V., et donc ce nouveau développement.

Lemme 7.15. Soit m 2 1. La série génératrice des polyominos tas de hauteur supérieure ou
égale @ m+1, comptés suivant la largeur, la hauteur et l'aire, par x, y et q respectivement, est :

Toen (£.0)= )(.ﬂ x3")-yT,T(xq™")),

ou T, est le polynome défini en proposition 2.5 par la récurrence :
T,=1T=1,
T,=2T,, +(chr"'1 - l)T,‘,_2 ,pourn22,

et T(x)= Z

i2l

Preuve. Considérons un polyomino tas de hauteur supérieure ou égale 3 m+1, 2 k colonnes,
notées, de gauche a droite, C,,...,C,. Soit h le plus petit entier tel que C, soit de hauteur
supérieure ou égale 2 m+1 (Fig. 7.10). Distinguons deux cas :

Premier cas. La différence entre la base de C, et le sommet de C,_, est inférieure ou égale 2 m
(Fig.7.10), ou h= 1.

Soit alors P, le polyomino tas formé des colonnes C,,...,C,. Toutes ses colonnes sont de
hauteur supérieure ou égale 3 m+1.

Soit P, le polyomino tas formé des colonnes C,....,C,_, et des m cellules inférieures de C, :
le polyomino P, est un polyomino tas de hauteur m.

Le polyommo P s'obtient par superposition de F, et F,.

C

h

!

Fig. 7.10 [ kz
Premier cas de la preuve m N I
du lemme 7.15. :

Pl
N—

Or, la série génératrice des polyominos tas dont toutes les colonnes sont de hauteur
supérieure ou égale 2 m+1 est

y"T(xq") od

= (9., (yq)
est la série génératrice des polyominos tas.
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Celle des polyominos tas de hauteur m est (proposition 2.5)
xy"q"T,
(xq).

Donc celle des polyominos tas relevant de ce premier cas est

(xq) T(xg").

Deuxiéme cas. La différence entre la base de C, et le sommet de C,_, est supérieure ou égale 2
m+1 (Fig.7.11) et h2 2.

Le polyomino tas P, formé des colonnes C,,...,C,_; est de hauteur inférieure ou égale a m.
D'apres le corollaire 2.6, la série génératrice de ces objets, comptés suivant la largeur (par x) et
l'aire (par g) est U, [(xq),, 00 U, =T,,,-T,.

Soit d'autre part P, le polyommo tas obtenu en supprimant les m cellules inférieures des
colonnes C,....,C, et en conservant la cellule supérieure de C,_,. Alors 7, est un polyomino tas
deux colonnes au moins, dont la premiere est réduite a une case. La série génératrice de ces objets
est

x'yq
& (v9)..]

(Ce résultat s'obtient en considérant ces polyominos comme superposition de deux diagrammes de
Ferrers, cf. lemme 2.4).

"P'l'
Fig. 7.11 Y
Second cas de la preuve du B
lemme?7.15.  FE TN T I

Le polyomino P s'obtient alors en ajoutant /m cases 4 chacune des colonnes de F,, hormis
la premigre, et en superposant ensuite F, et F,, de telle sorte que l'unique cellule de la premigre
colonne de £, coincide avec la cellule supéneure de la demiére colonne de F,.

La séne génératrice des polyominos tas relevant de ce second cas est donc

—1- U.. xl y'“ q-(n-l)q
xq (xq), 5 (vq).’

’

$0it encore
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~+]

>y
Geq), (o " TIT ),

our T est la fonction définie dans le lemme.
Le résultat s'obtient en regroupant les deux cas.0

Proposition 7.16. Le développement de la série génératrice des polyominos de C\B induit
par le systéme d'équations (proposition 7.12) s'écrit encore

) (x9).? N(xqﬂ)N (xq") (_,,S(xq yT_s(xq-*'))’,

n2l

2 _l)i (;)
e (yq). = @),004),

_1)1 x: (M

o Nx)=Y = [

& @,09), Stx)=

et les polynémes T, sont définis par la récurrence
T,=1,5,=1,
T,=2T, ,+(xq"" -1)T,_,, pour n22.

Preuve. La série génératrice des polyominos de C{\{®B est, d'apres la proposition 7.12 :

VZ
2 (xq). FX (xq")

V, (x) est la série génératrice des polyominos convexes dirigés dont le tas maximal

y +x)f”
(xq).
est de hauteur supérieure ou égale a m+2.
D'aprés la proposition 7.8 et le corollaire 7.7, cette série s'écrit aussi :
xy'q'T, N(xq™)
izm+2 (xq) N(x)
soit encore, compte tenu de la valeur de N, de l'interprétation des polyondmes T, et aprés
inversion de I'ordre des sommations :

»

1 (-1)’x'q (’)
N(x) j20 (4) ()’41)

En utilisant I'expression de T,,,, déduite du lemme 7.15, il vient

T2 (%.74°.9).

i
(y+X)™ y**? (-1 "’q()q"”""” )
D). " (59) M) ue @, 09),,;(va™). Y4 ).
et le changement de variables (i+, /) — (n, /) méne ensuite 3
! mel
(y+x)[ y * m+l 2
V. = ToaS(x yTonS(xg™?)),
G0, " GG TS0 =y TS (™)
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ou S est la fonction définie dans la proposition ci-dessus.

N(xq")

Mais, d'apres le corollaire 7.7, (y + X = ym

N(x) ~
Vn -d m4+2
Do e ST
De méme,
V, p+x)" v,
(xa).r+X(xq")) 0+ X" (xa),
y (T‘M2 S( -+l) T‘“l s( -ﬂ.)) .

- (x q)uul N (x q“’l )
La proposition 7.16 se déduit finalement de ces deux résultats.C]

Nous pouvons maintenant regrouper les résultats de cette proposition et de la proposition

2.19 pour obtenir une nouvelle expression de 1a série génératrice des polyominos convexes.

Proposition 7.17. La série génératrice Z des polyominos convexes s'écrit :

23 e st S

e ai(xq),,(x q)
on les séries S et N et les polynomes T, sont définis dans la proposition ci-dessus.




CHAPITRE 8

NOMBRES DE CATALAN ET PERCOLATION DIRIGEE

Nous démontrons dans ce chapitre trois conjectures de Baxter et Guttmann, relatives au
probléme ouvert de la percolation dirigée sur réseau carré, et faisant curieusement intervenir les
nombres de Catalan. Nous expliquons l'apparition de ces nombres en reliant cette étude 2
I'énumération de certaines figures, voisines des polyominos parallélogrammes.

1. PERCOLATION DIRIGEE SUR RESEAU CARRE

La percolation (dirigée ou non) est un theme tres étudié en physique, par exemple comme
modélisation de polymeéres, ou de réseaux poreux. Grossiérement, le probléme est le suivant :
étant donné un réseau géométrique infini dont les arétes ont une probabilité p d'étre passantes, 1-p
d'étre non passantes, quelle est la probabilité pour qu'il existe un amas infini, c'est A dire un
ensemble infini et connexe d'arétes passantes? On dit qu'il y a percolation lorsque cet amas existe.
Dans le cas d'une percolation dirigée, des conditions sont imposées sur I'orientation des arétes de
I'amas.

Cette description correspond 2 une percolation dite de liens ; on peut définir de maniére
analogue une percolation de sites, en considérant les sommets plutdt que les arétes du réseau.

Dans le cas de la percolation dirigée sur le réseau carré infini & (Fig.8.1) éwdiée par
Baxter et Guttmann [Ba-Gu], mais aussi Blease [B1], Kinzel {Ki}, Essam et De'Bell [Es-De],
Essam, De'Bell et Guttmann [Es-De-Gu), on peut concevoir le probléme dans les termes suivants
: un fluide circule sur le réseau, de haut en bas, depuis I'origine O, en empruntant seulement des
arétes passantes. L'état des arétes est régi par la loi suivante : une aréte a est passante avec la
probabilité p, non passante avec la probabilité g = 1-p, son état €tant indépendant de celui des
autres arétes. 11 y a percolation lorsque le fluide peut se propager 2 l'infini, ou encore lorsqu'il
n'est arrété a aucun niveau. Le probleme est alors le calcul de la probabilité de percolation.



138 Nombres de Catalan et percolation dirigée

Fig. 8.1 Le réseau &.

x y

Cette probabilité, notée Q_, est une fonction décroissante de ¢. Certaines expériences,
portant sur des systémes physiques que ce modele est censé représenter, ont permis de supposer
que la forme de cette fonction est la suivante.

0.@

1

Fig. 8.2
La probabilité de percolation.

q, q

En particulier, il existe une valeur q_, appelée probabilité critique, au dela de laquelle il n'y
a jamais percolation. En effet, lorsque ¢ vaut un, toutes les arétes sont non passantes et il ne peut
évidemment pas y avoir percolation. L'objectif de Baxter et Guttmann est d'obtenir
I'approximation la plus fine possible de g..

Les valeurs de la probabilité de percolation et de g, ne sont pas connues de fagon explicite.
Toutes les méthodes utilisées A ce jour pour les évaluer sont numériques. Le travail de Baxter et
Guttmann fournit les 41 premiers termes du développement en série entidre en zéro de Q_, alors
que, jusque 13, seuls les 8 premiers termes étaient connus (Blease [Bl1]). Cette amélioration leur

_ permet d'affiner 1a valeur de g, et de conjecturer les valeurs d'un certain nombre d'exposants
critiques, décrivant notamment le comportement de Q. au voisinage de q..

La construction de ce développement repose sur la remarque suivante : la probabilité
Q.(q) est, pour tout g, la limite analytique de la probabilité Q, () pour que le fluide atteigne le
niveau n (I'origine du réseau €tant par convention au niveau un). Or, en calculant les premitres
valeurs des Q,, de remarquables propriétés apparaissent, faisant intervenir les célbres nombres
de Catalan. Ces propriétés ont ét€ conjecturées par Baxter et Guttmann et utilisées pour obtenir le
développement de Q_. Nous démontrons dans ce chapitre trois de ces conjectures.

Calculons les premiers polyndmes Q..

Ona: 2 (g9)=1,

o Q(9)=1-¢". .
En effet, le second niveau n'est pas atteint si et seulement si les deux arétes issues de
T'origine sont non passantes. La probabilit¢ de cet événement est ¢°.

Remarquons que, étant donnée une configuration d'arétes sur le réseau infini, la possibilité
ou l'impossibilité que le fluide atteigne le niveau n ne dépend que de 1'état des arétes situées au
dessus de ce niveau.
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On obtient ensuite : \
Qi(q)=1-4"-2¢’(1-q)-¢"(1-9q)
=1-¢"-2¢+¢"+2¢° - ¢*.

En effet, les configurations d'arétes telles que le niveau 3 ne soit pas atteint sont les quatre

A A In An

Fig. 8.3 Le signe \\ désigne une aréte non passante.

Les valeurs suivantes, obtenues par Baxter et Guttmann, sont :
0, =1-¢"-2¢"- 44" +6¢° +11¢° 109" -104" +10¢° +2¢"° - 44" +¢*,
Q=1-¢"-2¢"-4¢" -84’ +...
On remarque que le coefficient de ¢" semble se stabiliser : pour m 2 0, il est ke méme dans
tous les @, ,,.. Cette hypothése constitue la premiére des conjectures de Baxter et Guttmann.

Plus précisément, ils ont conjecturé, aprés avoir calculé par ordinateur les valeurs de Q,
pour n < 29, les trois relations suivantes.

Notons Q,=) al¢".

£20

Alors : () a;=a>™ pourtoutm=20,
(p) a:ol - a::ll = Cu '
e (’Y) a:¢2 - a::; = 2Cn - Cu#l 4

ol C,, = L(f,") est le niéme nombre de Catalan.
n+l

La preuve de ces trois assertions fait 'objet de ce chapitre.
La relation (o) est essentielle : en effet, elle assure I'existence d'une limite formelle des

polynémes Q,, soit :
Q@)= aq.

a20

Cette limite est prise comme nouvelle définition de la probabilité de percolation (on
suppose qu'elle coincide avec Q. au moins au voisinage de z€ro),

Moyennant cette hypothése, qui identifie la limite formelle et la limite analytique des
polynémes Q,, le développement en série entiere de Q. est exactement la série Q. Le but de
Baxter et Guttmann est alors de calculer le plus grand nombre possible de coefficients .

Appelons différence d'ordre i au niveau nVentier d’ =a%,; ~ a’:; .

Si, pour 1 € <k, on dispose d'une expression de d valable pour tout n, il est possible
de calculer, & partir du polynéme Q,, les valeurs des a'*/, pour 1 <i < k.

En effet ; ali=a,-d""" -dr - ~d.

On obtient ainsi £ termes supplémentaires de la série finale Q, sans avoir calculé
Q...---.Q,,,, dont le calcul devient vite lourd.
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Baxter et Guttmann ont ainsi conjecturé les valeurs des différences d'ordre 1 i 12. Toutes
s'expriment comme des fonctions de plus en plus complexes de coefficients binomiaux et de
nombres de Catalan. Elles leur ont permis d'extrapoler les valeurs des 29 premiers coefficients de
Q - obtenus par le calcul - aux 41 premiers.

Remarque. I1 est capital d'utiliser le paramétre g plutdt que le paramétre p=1-¢, car cette
propriété de convergence formelle n'apparait pas avec le paramétre p.

Nous allons pour terminer définir un vocabulaire adapté 2 ce probldme. Nous
démontrerons ensuite dans le second paragraphe quelques lemmes préliminaires. Les paragraphes
3, 4, 5 seront consacrés aux preuves des propositions (), (B) et (Y), tandis que le paragraphe 6
regroupe les dénombrements intervenant dans ces preuves ainsi que quelques dénombrements
annexes.

Définition 8.1, Le niveau du sommet s de coordonnées (x, y) est N(s ) = 1+x+y.
Le niveau de l'aréte a joignant les sommets s et ¢ est min (N(s), N(1)).
Le sous-réseau &, de B est formé des sommets de niveau inférieur ou égal A n .

Définition 8.2. Une configuration E sur un sous-réseau ®, de & est un ensemble d'arétes de
®,. Une aréte passante de E est un élément de E.
Une aréte non passante de E est un élément du complémentaire de E.

Définition 8.3, Etant donnée une configuration E, un chemin de E de longueur p est un p-uplet
d'arétes de E, a,,...,a’), ol les extrémités de I'aréte g; sont les sommets s; et s,,,. Ce chemin est
dit dirigé si N(s;,,) = N(s5)+1 pour 1 Si<p-1.

Si E est une configuration sur J3_, un chemin passant de E est un chemin dirigé de E de
longueur n-1 ; nécessairement, s, est l'origine et N(s,)=n.

Lorsqu'un tel chemin existe, on dira que E méne au niveau n (not€ E — n).

Définition 8.4. La zone passante de E est I'ensemble des arétes de E contenues dans un
chemin dirigé de E issu de l'origine. C'est physiquement I'ensemble des arétes accessibles par le
fluide.

Exemple.

Fig. 8.4 La zone passante est indiquée en gras.

Pour n 2 1, I'expression de Q, est alors :

0,=Y (1-q)5lg"5,

E—a

oli E décrit I'ensemble des configurations de J5, menant au niveau n, | E| désigne le cardinal de
E, et N, est le nombre d'arétes de &, , soit n(n-1).
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En utilisant la formule du binéme, cette expression devient :

|E|
0.= 3 13 ()1,

E—n k=0

En considérant que le coefficient binomial qui apparait correspond au choix de & arétes
passantes de E qui deviennent non passantes pour une nouvelle configuration F incluse dans E, il
vient :

N,
0. -3¢ T | S|
= R
ESF
ol : :
- F décrit I'ensemble des configurations sur &, 2 k arétes non passantes,

- E décrit I'ensemble des configurations de J5, menant au niveau » et contenant F.

Notation. On note

A(F)= Y (-1FH,

de telle sorte que
Nl

0.=4" Y A(F).

t=0 i ‘f1-l

2. LEMMES PRELIMINAIRES

Définition 8.5, Soit F une configuration sur &,. Les configurations minimales associées A F

sont les éléments minimaux (pour l'inclusion) de 1'ensemble des configurations contenant F et
menant au niveau 2.

Définition 8.6. Soit F une configuration sur &, et E,,...,E, des configurations minimales
associées & F. Une aréte a non passante de F est dite indifférente pour E,,...,E, si pour tout i S p
, I'aréte & est non passante dans E,.

Une aréte a non passante de F est dite indifférente si elle I'est pour toutes les
configurations minimales de F.

Cette notion facilite dans certains cas le calcul de A(F). En effet, soit & une aréte de F
indifférente pour E,,...,E_, et considérons I'ensemble 6 des configurations contenant au moins
une des E,. A toute configuration E de & ne contenant pas l'aréte @, on peut associer la
configuration E’' = E U {a}, qui est aussi dans €. Cette transformation est une bijection entre
I'ensemble des éléments de & ne contenant pas I'aréte a et 'ensemble de ceux qui la contiennent.
L'existence de cette bijection entraine que :

Y (1fEH*l =0,

Eeb
Donc, si F admet une aréte indifférente, A(F) = 0.
En particulier, soit F une configuration menant au niveau 2. Elle est alors sa propre

configuration minimale. Si F n'a pas d'aréte non passante, A(F) = 1. Sinon, toute aréte non
passante de F est indifférente et A(F) = 0.
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L'expression de Q, utilisée par la suite sera donc :

y ’Z A(F).
|“#j-t

Le schéma des preuves des trois relations (a), (B) et (y) est le méme, et est calqué sur
I'expression de Q, ci-dessus. Pour évaluer )" (r = 0, 1, ou 2), on considére toutes les
configurations F sur &, 2 n+r arétes non passantes, et on les classe selon leur contribution
A(F)dans a};" :

- certaines ont une contribution nulle ;

- d'autres fournissent le terme a,, ;

- les configurations restantes vont fournir, lorsque m vaut 1, la valeur de la différence
d'ordre r. Celles-12 seront décrites de fagon précise et énumérées via une bijection avec centains
mots d'un langage algébrique. Elles sont de plus en plus variées et délicates A décrire au fur et A
mesure que l'ordre r augmente. C'est pourquoi la preuve des conjectures de Baxter et Guttmann
sur les différences d'ordre supérieur ou égal A 3 ne semble pas envisageable par cette méthode.

N,
0, =1+ ¢

k=l

Parmi les configurations fournissant la valeur de la différence d'ordre r, certaines ont une
zone passante trés voisine d'un polyomino parallélogramme. Nous les définissons ci-dessous.
Leur role sera précisé dans les paragraphes suivants.

Définition 8.7. Soit E une configuration sur &, menant au niveau n, G un chemin passant de
E, et P un sommet de T de niveau strictement inférieur 3 n, de coordonnées (x, y). Si le sommet
de coordonnées (x+1, y) (resp. (x, y+1)) n'est pas dans G, la droite principale issue de P est le
segment [P, P}, ou P’ a pour coordonnées (n, y) (resp. (x, n)).

Fig. 8.5 Les droites principales
issues d'un chemin passant.

Lemme 8.8. Soit F une configuration sur &_ atteignant le niveau n en k points. Si k 21 :

1) F comporte au moins n-k arétes non passantes.

2) Si F a exactement n-k arétes non passantes, les k points de niveau n atteints sont contigus ;
la zone passante de F est I'ensemble des arétes situées entre deux chemins passants, appelés
chemins extrémaux de la configuration F.

3) Soit P, le nombre de configurations & n-k arétes non passantes atteignant n en k points.

Alors F,=C
e P,=C,,-2C,.

Rt

Preuve. 1) On suppose k 2 1, donc F admet au moins un chemin passant G. Ce chemin a pour
extrémité inférieure un point P de niveau n. De T sont issues n-1 droites principales ; chacune
d'elles méne 2 un des n-1 points de niveau n autres que P. Or, n-k de ces points ne sont pas
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atteints par la configuration F. Donc chacune des n-k droites principales correspondantes porte au
moins une aréte non passante.

2) Supposons que F ait exactement n-k arétes non passantes. Ces arétes sont toutes situées
sur les droites principales issues de T, et les points de niveau n atteints autres que P sont les
extrémités des droites principales ne comportant pas d'aréte non passante.

Si k 2 2, une au moins de ces droites n‘en porte pas. Soit D une telle droite. Elle méne 2
un point P’ de niveau n. Mais alors, la configuration F atteint tous les points de niveau 2 situés
entre P et P’ (Fig.8.6). Ceci prouve que les & points arteints sont contigus.

Fig. 8.6

P’ P

Notons les A,...,F, (on inclut désormais le cas ol k vaut 1). Notons D,....,D; (resp.
D',,...,D’;) les droites principales issues de T et paralleles & Ox (resp. Oy), de telle sorte que les
points de D, (resp. D) soient d'ordonnée m (resp. d'abscisse m) (Fig.8.7).

Fig. 8.7

DyDyD, D, D; Dj
Alors, si m (resp. m’) de ces droites portent une aréte non passante, ce sont forcément
D,,....D,_,, (tesp. D',,...,D’,._;) pour des raisons analogues 2 celles que nous venons de
décrire. Les extrémités de ces droites ne sont alors pas atteintes par F. Pour 0 < p < m-1 (resp.

m’-1), soit n, (resp. n’,) le niveau de l'aréte de D, (resp. D',). Alors ny > m >..>n,_;.

En effet, s'il existait p tel que D, D,,
n,, 2 n,, le point situé a 'extrémité de D, ,,
serait atteint par F (Fig.8.8).

e

Fig. 8.8

De méme, n'y2 n’,>...>n',._,. Il existe alors un unique chemin passant G, de E tel que
T'aréte de plus bas niveau de chacune des droites principales parall¢les 3 Ox qui en sont issues soit

non passante (Fig. 8.9). Ce chemin est le chemin extrémal gauche de E.

De méme, il existe un unique chemin passant G, de E tel que I'aréte de plus bas niveau de
chacune des droites principales paralléles & Oy qui en sont issues soit non passante ; G, est le
chemin extrémal droit de E.
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s | 8, B,
/&E%b\ /@\

Fig. 8.9 Détermination des chemins extrémaux.

Inversement, il suffit de se donner une paire de chemins passants, n'ayant d'autre point
commun que leur origine, et, éventuellement, leur point d'arrivée, pour déierminer une telle
configuration. Les configurations ainsi obtenues sont appelées configurations parallélogrammes.

3) Le dénombrement des configurations parallélogrammes sera fait dans le paragraphe 6.0

Exemples.

NN

Fig. 8.10 Configurations parallélogrammes.
Sur ces figures, seuls sont indiqués les chemins passants extrémaux (en gras).

Définition 8.9. Une configuration parallélogramme sur &, est une configuration 2 n-k arétes
non passantes atteignant le niveau n en k points (k 2 1), c'est a dire vérifiant la condition 2) du
lemme 8.8.

Définition 8.10. Une configuration de type I sur &, est une configuration parallélogramme
atteignant le niveau n en un point.

La zone passante ce E est alors pratiquement un polyomino parallélogramme (2 une
translation prés des chemins extrémaux vers I'extérieur). Une bijection, tout 2 fait analogue 2 celle
qui transforme en polyomino parallélogramme un diagramme de Ferrers gauche (cf. chapitre 1,
paragraphe 3) permet de passer des configurations de type I aux polyominos parallélogrammes.

Exemple. Ily a C, =5 configurations de type I sur &, et C,-2C, = 4 configurations
paraliélogrammes atteignant le niveau 3 en deux points.

A AN S e
A AN AN A

Fig. 8.11 Configurations parallélogrammes sur &,.



Nombres de Catalan et percolation dirigée 145

Les deux définitions suivantes se rapportent aux configurations parallélogrammes et
interviendront dans le calcul des différences d'ordre deux.

Définition 8.11. Un brin d'une configuration parallélogramme est une aréte commune aux
deux chemins extrémaux délimitant la zone passante.

Un palier d'une configuration parallélogramme est une aréte paraliéle 3 Ox dans le chemin
extrémal droit ou paralléle 3 Oy dans le chemin extrémal gauche, et située plus bas que le point de
contact le plus bas des deux chemins extrémaux.

Exemple. La premiére configuration de la figure 8.9 présente un brin mais aucun palier ; la
seconde a un brin et un palier.

Lemme 8.12. Soient n21, m2 1, et F une configuration sur &,,., 8 n+i arétes non
passantes, ne menant pas  n+m. Alors F= F' U F”, od F’ est une configuration sur ., et F*"
une configuration sur 3., \&,. Si la configuration F’ atteint le niveau n en k points, alors k<
max (i, 0).

Preuve. Supposons £ 2 1. D'aprés le lemme 8.8, F a au moins n-k arétes non passantes. Mais,
puisque F ne méne pas au niveau n+m, F” a au moins 2t arétes non passantes. S'il y en a
exactement 2k, deux sont issues de chaque point de niveau 1 atteint.

Nécessairement, n-k+ 2k <nt+i,etk<iD

3. CONVERGENCE FORMELLE DES POLYNOMES Q,

Proposition 8.13. Le coefficient de g" est le méme dans tous les polynémes Q. ., pour m 2 0.

Preuve. On utilise I'expression de Q, donnée dans le paragraphe 2.

Soient n2 1, m 2 1, et F une configuration sur &, ., 4 » arétes non passantes, ne menant
pas au niveau n+m.

La configuration F s'écrit F = F' U F”, ol F' est une configuration sur £_, F" une
configuration sur &,, \&, ; d'aprés le lemme 8.12, F’ ne méne pas au niveau n et F" est
quelconque.

Si E = E’' U E" est une configuration minimale associée 2 F, E° méne au niveau n.
Inversement, si E’ contient F* et méne au niveau n, alors E° v F” a au plus n-1 arétes non
passantes et atteint le niveau n. D'aprés le lemme 8.12, E’ v F” nne au niveau n+m,

Les configurations minimales associées 3 F s'écrivent donc E’ U F”, ob E’ est minimale
pour F”.

Arm?

Si les n arétes non passantes de F sont dans F’, la configuration F” est la configuration

pleine et : . :
. Z(_IYEH” = EZ(__I)IE'HF,I ‘
—A+m bl ]
E>F E'sF'

Si l1a configuration F” n'est pas la configuration pleine, toute aréte non passante de F” est
indifférente et A(F)=0.



146 Nombres de Catalan et percolation dirigée

Finalement :

e 3 [ g

Fanem | E—nsm

|*Fl=n \ ESF

=Y | S =a;.

F'dn | E'—n
[ jen \E'2F" g
Cette remarquable propriété assure l'existence de la limite formelle des O, :
0=Ydq.
a20

qui est assimilée 2 la probabilité de percolation. C'est désormais & partir de cette séric que
travaillent les physiciens, afin d'approcher la valeur g,. Le polyndme Q, foumit les n premiers
coefficients de Q, et les différences d'ordre 1 et 2 les deux coefficients suivants, sans calcul
supplémentaire. :

4. DIFFERENCES D'ORDRE UN

Proposition 8.14, La différence d'ordre un au niveau n est :
d, ~dim=C,.

A+l A+l
Soit F une configuration sur &,,,, ayant n+1 arétes non passantes et ne menant pas au
niveau n+1. La configuration F s'écrit F = F'U F", ol F’ est une configuration sur &_, F” une
configuration sur &,,\&, . La configuration F’ atteint le niveau n en k points. Le lemme 8.12
donne : k = 0 ou k = 1, Distinguons ces deux situations.

Lemme 8.15. La contribution dans a®.) des configurations F = F' U F” pour lesquelles F’
n'atteint pas le niveau n est a,,, .
Preuve. Les configurations minimales associées 3 F s'écrivent de nouveau E'U F", ol E' est
minimale pour F'. En effet, si E’ atteint n, la configuration E' U F" a au plus n arétes non
passantes et atteint donc le niveau n+1, d'aprés le lernme 8.12.
Il y a 1a encore deux possibilités :

- soit les n+1 arétes non passantes de F sont dans F’ ; la configuration F” est la

configuration pleine, et :
_1)EHFL 2§ Ly EHFL,
E-ozuq(l ) EZ’A( )I

ESF E'>F

- soit F” n'est pas la configuration pleine ; toute aréte non passante de F" est alors
indifférente, et A(F)=0.0

Lemme 8.16. Soit F=F'U F", ayant n+1 arétes non passantes, n'atteignant pas le niveau

n+1, et telle que F’ atteigne le niveau n en un point. Alors F’ est une configuration de type 1
(définie en 8.10) et A(F)=-1,
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Preuve. La répartition des arétes non passantes est nécessairement la suivante : n-1 sont dans F*
ct deux dans F", D'aprés les définitions 8.9 et 8.10, F’ est donc une configuration de type I.
D'autre part, F” étant choisie, les deux arétes non passantes de F” sont les deux arétes issues du
point en lequel F’ atteint le niveau 2.

Les configurations minimales E = E’ U E” associées 4 F sont de deux sortes :

- une aréte non passante de F’ devient passante dans E’, de telle sorte que le niveau » est
atteint en deux points ; chaque aréte non passante de F” est indifférente pour ces configurations ;

- ou bien une des deux arétes non passantes de F” est rendue passante dans E”.

Donc : L
2(_1)151-!”: Z(_l)ﬂ HF I,
E-a+l g-?p-
ESF
=-1. D

Preuve de la proposition 8.14. D'aprés le lemme 8.8, il y a C, configurations de type I sur
&, . Donc, d'aprés le lemme ci-dessus, la contribution dans 4, des configurations telles que F*
atteigne le niveau nest ~C,.

On obtient 1a proposition en regroupant les deux cas décrits.0

5. DIFFERENCES D'ORDRE DEUX

Proposition 8.17. La valeur de la différence d'ordre deux au niveau n est :

” A+l
a4,,,-4,,,< 2CA - Clul .

Soit F une configuration sur &,,,, 2 n+2 arétes non passantes, ne menant pas au niveau
n+1, La configuration F s'écrit F = F’u F", ot F’ est une configuration sur &, F” une
configuration sur &,,,\&,. La configuration F’ atteint le niveau # en k points. Le lemme 8.12
donne : k=0, k=1 ou k = 2, Distinguons ces trois situations.

S.1. Premier cas. La configuration F’ n'atteint pas le niveau n.
De nouveau, on cherche a caractériser les configurations minimales associées 3 F. Mais la
situation est un peu plus complexe que dans les deux cas précédents.

Définition 8.18. Une configuration de type Il sur &, est une configuration s'écrivant E\{a]},
ol E est une configuration de type I et g un brin de E.
Remarquons qu'une configuration de type II n'atteint pas le niveau n.

Exemple, La configuration F suivante est de type II. La configuration E associée est tracée 2
cOté.

F ' E

Fig. 8.12 Configuration de type II.
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Lemme 8.19. Le nombre de configurations de type Il sur &, est 2(C,,, - 2C,).

Preuve. Montrons tout d'abord que, étant donnée une configuration F de type II, il existe une
unique configuration E de type I telle que F = E\{a}, ol a est un brin de E, en raisonnant par
I'absurde. Soient E, et E, deux configurations de type I, distinctes, telles que :

-E=Fula),

-E,=Fu{a,}, ol a, et a, sont des brins de E, et E, respectivement.

L'aréte a, est alors une aréte non passante de F, distincte de g,, donc une aréte non passante de
E,. Deux cas se présentent :

- si le niveau de g, était inférieur ou égal A celui de g, 1a configuration E, atteindrait le
niveau n en plusieurs points (Fig.8.13, second schéma), ce qui, pour une configuration de type I,
est absurde ;

- i le niveau de a, était supérieur strictement a celui de a,, 1a configuration E, n'atteindrait
pas le niveau n (Fig.8.13, dernier schéma), ce qui est tout aussi aussi absurde.

a‘% %}‘;\ 07\‘ Fig. 8.13

F=E\a} Ey=F ulaj

Donc a, = a, et ceci démontre l'unicité de E. Les configurations F de type II sur &, sont
donc en bijection avec les configurations E de type I sur &, dont un brin ¢ est marqué, que nous
désignerons par le couple (E, a).

On peut associer a ce couple une configuration parallélogramme H sur &_ atteignant le
niveau n en deux points, de telle sorte que chacune d'entre elles soit obtenue deux fois. Ceci
démontrera alors le lemme, en utilisant le résultat 8.8. 3).

Les chemins extrémaux de H se déduisent de ceux de E de la fagon suivante.

- Si aest de direction Ox, le chemin extrémal de gauche de H est le méme que celui de E.
D'autre part, soit (a1 ,...,a,.a,a",,...,a,,_,) le chemin extrémal de droite de E, ol les arétes sont
numérotées par niveau croissant. Le chemin extrémal de droite de H est
(Grr8,, @0, 3 0.0.0,), OB la direction de @ est Oy, et (@',,,,...,d',,) est obtenu en
translatant (q,,,,...,d,_, ) vers la droite, de fagon 2 bien reconstituer un chemin continu.

- Si aest de direction Oy, le chemin extrémal de droite de H est le méme que celui de E.
D'autre part, soit (a,,...,a‘,,a,a’,z,...,a,,_l le chemin extrémal de gauche de E. Le chemin de
gauche de H est (a,,..u,a’,tz’,a",2 4oy ), OU 1a direction de &’ est Ox, et (a'"2 ,...,a’,_,) est
obtenu en translatant (g,,,,...,a,_,} vers la gauche, de fagon 2 bien reconstituer un chemin
continu.

Inversement, chaque configuration H de ce type est obtenue deux fois (Fig.8.14), et
engendre donc deux configurations de type II.O



Nombres de Catalan et percolation dirigée 149

Exemple. Les deux configurations F| et F; suivantes ont l]a méme image H.

B B

A \

H

Proposition 8.20. Soit F = F' U F" une configuration sur &,,,, ayant n+2 arétes non
passantes, telle que F’ n'atteigne pas le niveau n.

1) SiF'estdetypell, A(F) = 1.

2) Si F’ n'est pas de type 11, les configurations minimales de F s'écrivent simplement E' U F",
ol E’ est une configuration minimale associée a F',

Preuve. Soit F = F'u F", ol F’ n'atteint pas le niveau n. Soit E’ une configuration minimale
associée & F*; la configuration E'U F” a au plus n+1 arétes non passantes. Donc, soit elle atteint
le niveau n+1, soit elle n'atteint le niveau n qu'en un point et n'atteint pas le niveau n+1 (lemme
8.12).

1) Si E’ U F” n'atteint pas le niveau n+1, la configuration E’a n-1 arétes non passantes et
mene au niveau n. C'est donc une configuration de type I (définition 8.10). De son cdté, F” a
deux arétes non passantes, issues du point en lequel E’ atteint le niveau n.

La configuration F se déduit alors de £° L F” en rendant non passante une seule des arétes
passantes de E’, de telle sorte que F’ ne méne pas au niveau n. Nécessairement, I'aréte choisie
sera un brin, sans quoi un des deux chemins extrémaux de E’ resterait passant dans F'. Donc F’
est de type II. .

Les configurations minimales associées A F sont :

- les configurations s'écrivant G’ U F" o G’ est une configuration minimale associée & F”,
distincte de E’. Les arétes non passantes de F” sont indifférentes pour ces configurations.

- les configurations s'écrivant E°' U E” ol E” se déduit de F” en rendant passante une de ses
deux arétes non passantes.

Donc A(F)=1.

2) Si F' n'est pas de type II, soit E’ contenant F’ et menant au niveau 2. La configuration
E’ U F" atteint alors le niveau n+1, et les configurations minimales de F sont bien celle décrites
dans la proposition.O
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Corollaire 8.21. La contribution dans a"*,

1, des configurations F pour lesquelles F’ n'atteint
pas le niveau n est :

n+2

a’,, +2(C.,, - 2C,).

Preuve. En regroupant le lemme 8.19 et le premier résultat de la proposition 8.20, on montre
d'abord que la contribution dans af}; des configurations F pour lesquelles F’ est de type II est
2(C..,-2C.).

Puis, en utilisant le second résultat de la proposition 8.20, on montre que la contribution
dans le terme a7} des autres configurations F est comme précédemment al,,.O
5.2 Second cas. La configuration F' atteint le niveau 7 en un point.

Les configurations qui apparaissent ici rel2vent en quelque sorte de la premiére étape dans
la complexification des configurations de type L. Elles atteignent aussi le niveau n en un seul point,
mais ont n arétes non passantes, alors que les configurations de type I en ont n-1 seulement.

Définition 8.22. Une configuration de type 11l sur &3, est une configuration ayant n arétes non
passantes et atteignant le niveau n en un point, dont la zone passante est I'ensemble des arétes
comprises entre deux chemins T, et T, , tels que T, soit situé & gauche de T, et que le couple
(T,, G,) vérifie I'une des deux conditions (i) et (ii) suivantes.

(i) Soit G, est un chemin passant, et G, s'écrit (a,....,4,.4,,1,84,7,...,8,,,), OO
a,....a,;) et (a,,,....a,,) sont des chemins dirigés, le second pouvant étre vide, et
a,.4,,,,4,,,) est la séquence suivante :

a

ak k+la
k+2

(ii) Soit T, est chemin passant, et G, s'écrit (a,,...,8;,@4,,84,35+-18y 1 )» OV (y,...,8, ;)

[ e 141

et (a,,3.....4,,,) sont des chemins dirigés, le second pouvant étre vide, et (a,.4,,,.4,,,) est la

séquence suivante :
alz +1 7]
a k
R

Exemple.

Fig. 8.15
Une configuration de type 1.

Définition 8.23. Une configuration de type 1V sur &, est une configuration E ayant n arétes
non passantes, atteignant le niveau n en un point et vérifiant :

- la zone passante de E est I'ensemble des arétes comprises entre deux chemins passants ;

- il existe une aréte a non passante de E, bordant I'un de ces chemins, telle que Eu{a}
soit de type 1.
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Exemple.
Fig. 8.16
Une configuration de type IV.

Lemme 8.24. Le nombre de configurations de type Il sur B, est égal au nombre de
configurations de type IV sur &, .

Preuve. Nous allons montrer que I'ensemble des configurations de type IIT (resp. IV) est en
bijection avec l'ensemble des configurations parallélogrammes sur &3, A n-2 arétes non passantes,
dont un palier a été marqué.

a) Transformation des configurations de type III.

Reprenons les notations de Ia définition 8.22. I.'image de la configuration E est le couple
(H, b), ol b est un palier de la configuration parallélogramme H.
Les chemins extrémaux de / se déduisent de ceux de E' de la fagon suivante :

- le chemin extrémal de E qui est passant est inchangé ;

- Tautre devient (a,,...,q,,@’s,; .-, @0,,) O (@},;,....d",,;) €st le chemin obtenu en
translatant (a, ,,,....q,,, ) vers I'extérieur, de fagon 2 bien reconstituer un chemin continu.
L'aréte marquée, b, est @'y, .

La configuration ainsi obtenue atteint bien le niveau n en deux points, et comporte n-2
arétes non passantes.

Inversement, toute configuration de ce type en fournit une de type III, en insérant une paire
darétes {a;,q,,,} au dessus de I'aréte marquée a,,,. La transformation ainsi définie est bijective.

Exemple.

A

g/
W\

KRER
KRR
Fig. 8.17 Transformation des configurations de type I1l.

b) Transformation des configurations de type IV,

Remarquons tout d'abord que, si E est une configuration de type IV et T un chemin
passant de E, une des droites principales issues de T (et une seule) comporte deux arétes non
passantes. Nous la noterons D et désignerons par b, et b, ses deux arétes non passantes, en
convenant que le niveau de b, est inférieur a celui de b,.

La configuration E se transforme tout d'abord en une configuration H’, définie par ses
chemins extrémaux, déduits de ceux de E de la fagon suivante.

Si la droite D est de direction Oy (resp. Ox), le chemin extrémal gauche (resp. droit) de H’
est le méme que celui de E. Soit (a,,...,ap,a‘,,,,...,a,_,) le chemin extrémal de droite (resp.
gauche) de E, ob le niveau de a, est celui de b,. Alors g, est de direction Oy (resp. Ox). Le
chemin extrémal de droite (resp. gauche) de H'’ sera (a',,...,a',,a a g ol a’, est de

palrorcr )
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direction Ox (resp. Oy) et (a’l ,...,a’,_,) est le chemin obtenu en translatant (a,,...,a,_,) vers
I'extérieur, de fagon 2 bien reconstituer un chemin continu.

L'aréte marquée dans la configuration H' sera l'aréte de direction Ox (resp. Oy) de plus
grand niveau dans (a’l eonr@py )

La figure H' n'est pas exactement une configuration sur &3, , car son chemin extrémal droit
(resp. gauche) aboutit hors de &, ; cependant, quelques transformations suffisent 3 ramener H'’ 3

une configuration parallélogramme sur &, .

Sommairement :

- on prolonge d'abord vers le haut les deux chemins extrémaux de H’, de telle sorte que
leur extrémité soit commune ;

- on repere ensuite le sommet de plus petit niveau ol ces chemins extrémaux se rencontrent
(en dehors de leur point de départ commun) ;

- on échange enfin les parties des chemins situées au dessus et en dessous de ce point
(Fig.8.18). Alors la structure obtenue est du type cherché, moyennant la suppression de I'aréte
inférieure de chaque chemin.O

Exemple.

E H
Fig. 8.18 Transformation des configurations de type IV.

Proposition 8.25. Soit F une configuration sur &,,,, ayant n+2 arétes non passantes,
n‘atteignant pas le niveau n+2 et s'écrivant F= F' 0 F”, o F’ est une configuration sur &, qui
atteint le niveau n en un point. Alors :

-si F'estde type lll, A(F)=-1;

-siF'estdetypelV, A(F)=1,

- dans les autres cas, A(F) = 0.

Preuve. D'aprés le lemme 8.8, F’ a au moins n-1 arétes non passantes. Les arétes non passantes
peuvent donc étre réparties de deux fagons entre F' et F".

1) Soit F' posséde n-1 arétes non passantes et F” en posséde trois. Alors une des trois est
indifférente et A(F) = 0.

2) Soit F’ poss¢de n arétes non passantes et F” en poss¢de deux, dont la position est
imposée par le choix de F".

Parmi les configurations minimales de F, certaines atteignent le niveau n en plus d'un
point. Les autres sont obtenues en rendant passante une des arétes non passantes de F” ; toute
aréte non passante de F” est indifférente pour ces configurations.

Donc A(F)="Y (-1Y*"*"! ot E’ décrit I'ensemble des configurations contenant F et
atteignant le niveau n en deux points.
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Décrivons la configuration F'. Elle atteint le niveau 7 en un point et posséde n arétes non
passantes. Soit T un chemin passant de F”; chacune des n-1 droites principales qui en sont issues
comporte une aréte non passante. Deux cas se présentent alors.

2a) Une des arétes non passantes de F’, notée @, n'est pas sur les droites principales. Si
F’u { @} est une configuration de type 1, alors l'aréte & est indifférente pour F et A(F) = 0.

Sinon, il existe deux droites principales voisines dont les arétes
non passantes sont situées au méme niveau, et ceci impose la place de a.

a

Un des chemins limitant la zone passante de F' n'est pas dirigé ; la configuration F” est de
type I sur &3, . Des qu'une aréte non passante de F* devient passante, le niveau 7 est atteint en un
second point. Donc A(F) = -1.

2b) Toutes les arétes non passantes de F’ sont dans des droites principales. Soit D la
droite principale qui en contient deux, notées b, et b,, de telle sorte que le niveau de b, soit
inférieur A celui de b,.

Soient E, = F' L {§,) et E, = F" U {b,} les deux configurations obtenues en rendant
passante une des arétes non passantes de D.

Alors l'une d'elles au moins est de type I, sans quoi F’
atteindrait le niveau n en plusieurs points.

Fig. 8.19 2

Si E, (resp. E,) n'est pas de type I, alors b, (resp. b,) est une aréte indifférente et A(F) = 0.

£

A

Sk

KK

E, n'est pas de type 1. E, n'est pas de type |
Fig. 8.20

A

Dans le cas ol E, et E, sont de type I, F’ est alors de type IV sur &,. Les configurations
minimales - pour l'inclusion - atteignant le niveau 7 en deux points sont :

- d'une part celles obtenues en rendant passante I'aréte non passante d'une des n-2 droites
principales n'en comportant qu'une (chaque aréte non passante de D est indifférente pour
I'ensemble de ces configurations),

- d'autre part celle obtenue en rendant passantes b, et b, .
Donc pour ces configurations F, A(F) = 1.
On obtient désormais la proposition 8.25 en regroupant tous les cas envisagés.O

Du lemme 8.24 et de la proposition 8.25, on déduit maintenant le corollaire suivant.
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LT

Corollaire 8.26. La contribution dans a,,, des configurations F pour lesquelles F’ atteint le
niveau n en un point est nulle . .

5.3 Troisiéme cas. La configuration F’ atteint le niveau » en deux points.

Lemme 8.27. Soit F = F’\v F"une configuration ayant n+2 arétes non passantes, telle que F’
atteigne le niveau n en deux points et que F n'atteigne pas le niveau n+1. Alors F’ est une
configuration parallélogramme (définie en 8.9) et A(F) = -1.

Preuve. La configuration F’ comporte alors n-2 arétes non passantes. C'est donc une
configuration parallélogramme. La configuration " en comporte quatre, dont la position est
imposée par le choix de F". Les configurations minimales sont de deux sortes ;

- celles obtenues en rendant passante une des n-2 arétes non passantes de F’, pour
lesquelles toute aréte non passante de F" est indifférente ;

- celles obtenues en rendant passante une des arétes de F".
Donc A(F) = -1.0

Corollaire 8.28. La contribution dans a_}, des configurations F pour lesquelles F’ atteint le
niveau n en deux points est —{(C,,, ~2C,).

Preuve. En effet, le nombre de configurations parallélogrammes sur &, atteignant le niveau n en
deux points est C,,, — 2C, (lemme 8.8). Le corollaire s'en déduit en prenant en compte le lemme
8.27. Le regroupement des trois cas fournit désormais la valeur des différences d'ordre deux
(Proposition 8.17). O

6. DENOMBREMENTS

Le dénombrement des configurations parallélogrammes, ou de type II, I1, IV, utilise une
bijection entre les configurations parallélogrammes et les facteurs gauches de mots de Motzkin
colorés, dont nous rappelons ici la définition et les principales propriétés.

Pour les généralités sur les langages algébrigues, nous renvoyons au chapitre 5.

Un mot de Motzkin coloré est un mot u de {x,%,r,v} vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) lulx = luli’

@) siu=vw, M, 2M;.
Les mots de Motzkin colorés peuvent &tre schématisés par des chemins de Motzkin colorés
(Fig.8.21), en codant par un pas Nord-Est (resp. Sud-Est, Est coloré en rouge, Est coloré en vert)
1a lettre x (resp. X, r, v).

Exemple. Le chemin suivant représente lemot x X xrxxvXxX X XrxX v.

y

\

Fig. 8.21 Un chemin de Motzkin coloré.
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Définition 8.29. Un facteur gauche de mot de Mot:kin coloré de hauteur k est un mot u de
{x.%,r,v} telque:
(i) il existe u’tel que u u’ soit un mot de Motzkin coloré,

(ii) P‘L = p"i +k.

Un tel mot admet une unique factorisation sous la forme i, xu, x...xu,, 00 ¥y, u4,,...,4,
sont des mots de Motzkin colorés, que I'on appellera factorisation canonique de u .

Ces facteurs vont servir 2 coder les configurations parallélogrammes et on peut les
représenter par des facteurs gauches de chemin de Motzkin colorés de hauteur k.

Proposition 8.30. Les configurations parallélogrammes sur &, (définies en 8.9) ayant n-k
arétes non passantes sont en bijection avec les facteurs gauches de mots de Motzkin colorés de
longueur n-1 et de hauteur k-1.

Preuve. I1 est possible de coder par un facteur gauche de mot de Motzkin coloré le couple (G' ,
G,) des chemins extrémaux de la configuration.

Soit (a,b) un couple d'arétes de méme niveau, tel que a soit située A gauche de b.
Définissons la lettre f (a,b) par les conditions suivantes :

- f(a,b) = x sil'aréte a est de direction Ox et I'aréte b de direction Oy ;
- f(a.b) = X sil'aréte a est de direction Oy et I'aréte b de direction Ox ;
- f(a,b) =r sil'aréte a et I'aréte b sont de direction Oy ;

- f(a.b) = v silaréte a et I'aréte b sont de direction Ox.

Soit alors E une configuration parallélogramme dont G, = (a.4,....,a,_,) est le chemin
extrémal gauche, G, = (b,,b,,...,b,_,) le chemin extrémal droit.

Soit f(E) le mot f(a,.b,)f?a,,b,)...f(a,_,,b,_l) . Le fait que les chemins G, et G, ne
se traversent pas assure que f(E) est un facteur gauche de mot de Motzkin coloré. Sa longueur
est n-1, et si E atteint le niveau n en & points, sa hauteur est £-1. Ce codage définit une bijection
entre les deux types d'objets considérés.0

Observons ce que deviennent les paramétres que nous avons définis sur les configurations
paralié¢logrammes.

Le nombre de brins de E est le nombre de pas situés sur I'axe Ox dans le chemin
représentant le mot f(E). ‘

Si E atteint le niveau n en plusieurs points, alors f(E) se factorise sous la forme uxu’, od
u est un mot de Motzkin coloré et ¥’ un facteur gauche. Le nombre de paliers de E est
kel, + ], +2u;. Remarquons que, si f(E) est de hauteur un, ce nombre est exactement la
longueur de u".

Exemples. Le codage de la premiére configuration de la figure 8.9 est xxrxxrxX. Celui de la
seconde configuration de cette méme figure 8.9 est xvrXvxxv.

Notation. La série génératrice des nombres de Catalan sera notée C(r). Elle vérifie I'équation
fonctionnelle : C=1+1C>.

La plupan des résultats de la proposition suivante, relatifs 2 'énumération des mots de
Motzkin colorés ou de leurs facteurs gauches, sont classiques.
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Proposition 8.31. (i) La série génératrice M (t) des mots de Motzkin colorés, comptés suivant
leur longueur (part) est :

M(r)=C—"t)—'11,

=C(r).

(ii) La série génératrice M (1,x) des facteurs gauches de mots de Motzkin colorés, comptés
suivant leur longueur (par t) et leur hauteur (par x), 2est :

- C*(n)

M(t,x)= -

(t.x) 1-txC*(t)

(iii) La série génératrice M, (t) des facteurs gauches de mots de Motzkin colorés de hauteur k,
comptés suivant la longueur (par t) est : .

M, ()= ;(C(x)— )

(iv) La série génératrice X (t,x) des chemins de Moizkin colorés comptés suivant leur longueur
(par t) et leur nombre de pas situés sur l'axe Ox (par x) est :

X(t,x)= —————.
(s x) 1-¢(2x+1C* (1))
(v) La série génératrice des facteurs gauches de mots de Motzkin de hauteur un, de factorisation
canonique u x u’, comptés suivant la longueur (par t) et la longueur de u’ (par x) est :

F(t,x)=1C*(1)C*(1x).

Preuve. (i) Soit ¥ un mot de Motzkin coloré. II se factorise de fagon unique sous l'une des
formes suivantes :

- u est le mot vide ;

- u=ru’,o0 u’est un mot de Motzkin coloré ;

-u=vu',ouu est un mot de Motzkin coloré ;

-u=xu X u",olu etu”sontdes mots de Motzkin colorés.
La série génératrice formelle J1L de ces mots vérifie donc I'équation suivante :
M=¢+rTM +vI +x L £ T, qui entraine M =1+2tM +1* M?, o M désigne la série
génératrice des mots de Motzkin colorés comptés suivant la longueur (par #). Parmi les deux
solutions de cette équation fonctionnelle, une seule est définie en 0. C'est (C(¢)-1)/r.

(ii) Soit u un factzur gauche de mot de Motzkin coloré. Si u est de hauteur non nulle, il
s'écrit u’ x 1", ol u’ est un mot de Motzkin coloré et u” un autre facteur gauche.
Notons L' 1a série formelle des facteurs gauches de mots de Motzkin colorés. Alors
‘]T_I:: = ;_TT-+ ‘i& X ﬂ ,ce qui entraine M = M +txM M et achdve de prouver (ii), compte tenu
du (i).

(iif) Ce résultat s'obtient par exemple en développant en x I'expression de M (¢, x).

iv) Reprenons la factorisation des mots de Motzkin déja utiliséec pour montrer (i). Elle
méne 2 I'équation X =1+2¢xX +1> M X, dont on déduit aisément (iv).

(v) Un facteur gauche de mot de Motzkin coloré de hauteur un s'écrit u x u’, ol « et ¥’ sont
des mots de Motzkin colorés. Ceci donne I'équation F(t,x)=tM (t)M (tx), qui entraine (v).0

La proposition 8.30 permet de transcrire ces résultats en résultats relatifs a I'énumération
des configurations parallélogrammes. Si E est une telle configuration sur &3, atteignant le niveau
n en k points, on dira que E est de hauteur n et de base k. Ces configurations ont déja été éwdiées
par Shapiro [Sh].
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Corollaire 8.32. (i) La série génératrice P(1,x) des configurations parallélogrammes,
comptées suivant leur hawteur (par t) et leur base (par x) est :

P(:'x)zl_—t—x—ci_(t—)-l.

(ii) La série génératrice F, (1) des configurations parallélogrammes de base k est :
R(O)=(c()-1).
En particulier :
R()=C()-1,
B()=(c()-1)
=1-2C(t)+(C(®)-1)/t,
ce qui prouve la partie 3) du lemme 8.8.

(iii) La série génératrice B(t,x) des configurations de type I comptées suivant leur hauteur (par
t) et leur nombre de brins (par x) est :
t

Blt.x)= 1-t(2x +1C* (1))

Le nombre de configurations de type Il de hauteur n est 2(C,,, - 2C,).

(iv) La série génératrice T(t,x) des configurations parallélogrammes de base deux, comptées
suivant leur hauteur (par t) et leur nombre de paliers (par x) est :

T(t,x)=1>C*(1)C*(tx).
Le nombre de configurations de type Il (ou de type IV) de hauteur n est ;

a-]

Yy (m-1)C,C,....

m=2

Preuve. (iii) Nous avons montré (lemme 8.19) que les configurations de type II sur &, sont en
bijection avec les configurations de type I sur &, dont un brin est marqué. La valeur de la dérivée
en x de 1a série B(t,x), prise en x =1 fournit donc la série génératrice des configurations de type
10, soit 2(C(¢)—1)"; on retrouve ainsi le lemme 8.19.

(iv) D'apres 8.24, le dénombrement des configurations de type III et IV équivaut 2 celui
des configurations parallélogrammes de base deux, dont un palier est marqué. La valeur de la
dérivée en x de la série T (t,x), prise en x =1, foumit donc la série génératrice des configurations
detype I et IV.O

Exemple. Il y a quatorze configurations de type III sur &, : les sept configurations tracées sur la
figure 8.22 et leurs symétriques./

B B N
A0 B AR

Fig. 8.22 Configurations de type Il sur &,.
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ANNEXE

EMPILEMENTS DE PIECES

Résumé, Nous présentons ici les bases de la théorie des empilements de piéces de Viennot [Vid].
Apres avoir défini ces objets et muni I'ensemble des empilements d'une structure de monoide,
nous montrons I'équivalence de cette notion avec celle de monoide partiellement commutatif
(Cartier et Foata [Ca-Fo]). Nous donnons également trois théorémes d'inversion permettant
d'énumérer certaines familles d'empilements.

Introduction. La notion d'empilement de piéces, due a2 Viennot [Vi4], est une version
géométrique de la théorie des monoldes partiellement commutatifs, introduite en 1969 par Cartier
et Foata, 2 la suite de travaux portant sur les propriétés combinatoires des réarrangements de suites
[Ca-Fo).

Depuis, de nombreux liens sont apparus entre cette théorie et des domaines aussi divers
que l'algébre linéaire (preuves combinatoires du théordéme maitre de Mac-Mahon, de la formule
d'inversion des matrices, de l'identité de Jacobi ... voir Cartier et Foata [Ca-Fo], Foata [Fol, 2},
Zeilberger [Ze], Lalonde [La]), I'étude des polynémes orthogonaux généraux (Viennot [Vi3]), ou
1a théorie des graphes (Gessel [Ge]). Plus récemment, les monoides de commutation ont été
utilisés comme modeles pour le parallélisme et la concurrence d’accés & une base de données
([Co-Mé€], [Co-Pe), [Zi]). Enfin, la résolution de certains modeles de physique statistique (modéle
des hexagones durs, animaux dirigés sur réseau carré ou hexagonal ) est équivalente 2
I'énumération de certains empilements ([Pel, 2]). Dans ce cas, c'est d'ailleurs bien la notion
d'empilement qui apparait naturellement, et non celle de monoide de commutation ([Vi2]).

1. EMPILEMENTS : PREMIERES DEFINITIONS

Soit 4 un ensemble muni d'une relation binaire G, réflexive et symétrique. Deux éléments
S, et S, de 4 sont dits en concurrence si S, G §,.
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On considére I'ensemble P des couples P = (S, n), ol S est élément de B et n est un
entier naturel. Un tel couple sera appelé une piéce. On dira que S est le support de P, noté
supp (P), et que n est son niveau, noté niv (P).

Deux piéces P, et P, sont en concurrence si leur supports sont en concurrence. On note
alors B, G P,. Deux sous-ensembles 8, et &, de B sont en concurrence s'il existe une pidce de
A, en concurrence avec une piéce de 8,.

Définition 1. Un empilement E est un sous-ensemble fini de P, satisfaisant les deux conditions
suivantes :

(i) deux pieces distinctes de E en concurrence n'ont jamais le méme niveau,

(ii) si une piece P de E est de niveau n non nul, il existe dans E une pi¢ce P’, en
concurrence avec P et de niveau n-1.

L'ensemble des empilements de pieces A support dans 8 sera noté & (&), o plus
simplement & s'il n'y a pas de confusion possible.

Soit E un empilement. La relation de concurrence T induit sur E une relation d'ordre qui
en fait un ensemble partiellement ordonné. Cette relation d'ordre est définie comme suit.

Soit R, la relation binaire définie de la fagon suivante :

(P.B)eE*,(RR.P,) = (RTP, et miv(R) S niv(R)).

Alors B, est réflexive et antisymétrique. De plus, s'il existe des pieces F,,...,F, telles que
PR PR ..® PR P, alors P, =F, pour tout i. Ces conditions garantissent que la cléture
transitive de |, est une relauon d‘ordre on la notera S ou < s'il n'y a pas d'ambiguité.
Rappelons que cette clGture transitive est, parmi toutes 16s relations transitives dont le graphe
contient celui de ®,, celle dont le graphe est le plus petit (pour l'inclusion). Alors P S P’ siet
seulement si il existe £, = P,A,,...,P, =P, éléments de E, tels que P_C P et niv (P <
niv (P),pour 1 Si<k.

Les pi¢ces minimales (resp. maximales) de E (relativement 2 la relation d'ordre <) sont
celles qui ne sont en concurrence avec aucune piéce de niveau inférieur (resp. supgrieur).
Remarquons que les pitces minimales sont simplement celles de niveau nul.

Une pyramide est un empilement n'ayant qu'une pi¢ce maximale.

Un empilement trivial est soit I'empilement vide, soit un empilement dont toutes les pi¢ces
sont 2 la fois maximales et minimales, c'est & dire de niveau nul. L'ensemble des empilements
triviaux sera noté I,

Niveau

i \é%‘ .

=k |
0 ;—0&%
1 2 3 4 6 7

Fig. 1 Empilement de segments.
et diagramme de Hasse associé a la relation d'ordre sous-jacente.
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2. STUCTURE DE MONOIDE

On définit sur I'ensemble € (4) des empilements un produit - ou superposition -
d'empilements, qui confere 3 & (8) une structure de monoide. Superposer l'empilement F sur
I'empilement E consiste, intuitivement, 2 translater verticalement toutes les piéces de F d'une
méme hauteur supérieure au niveau maximum des pieces de E, puis 2 "laisser tomber” ces piéces
sur celles de E.

Proposition / Définition 2. Soient E et F deux empilemenis, avec F={P,...,R}.
a) 1l existe des entiers n,,...,n,, et des ensembles N\, ,...,9,, uniques, vérifiant les conditions
suivantes pour tout i, 1S i<k :

() N, ={n/IPeE niv(P)=n, PGP} {n I niv(P,)<niv(F),P, S B} ;

(i) n=0si N, estvide,

n =1+ max(N,) sinon.

b) L'ensemble E=Ev { (sup )/ (i:),n,.), 1sis k} est un empilement, qui sera appelé
superposition de F sur E, et noté EnF.

Preuve. a) On construit les »; et les l,; par récurrence montante sur le niveau de F,.

Ainsi,siniv(P)=0,N\,={n/3PeE,niv(P)=n,P G P }. Alors n, =05si ]\, est
vide, et sinon n; vaut 1 + max (9, ).

Supposons avoir construit n; et i, pour toutes les pieces P, de niveau strictement
inférieur 3 m, m 2 1. Soit alors F, une piece de niveau m ; on connait, par hypothése de
récurrence, les valeurs de n; pour toutes les pi¢ces P; en concurrence avec F. et de niveau
strictement inférieur. On en déduit les valeurs de 9\, et de n,.

b) Vérifions que les conditions (i) et (ii) de la définition 1 sont satisfaites.
La condition (ii) est vérifiée du fait de la définition de n, et T1,,.
Par ailleurs, considérons deux segments P et P’ de E’, distincts et en concurrence. Trois cas sont
possibles :

- P et P’ sont deux pieces de E ; elles ne sont donc pas an méme niveau, puisque E est un
empilement ;

- P est une piece de E et P’ = (supp (P.), n,) provient de I'empilement F. Alors niv (P) est
€élément de T\, et donc niv (P’) = n; est strictement plus grand que niv (P).

- P et P’ proviennent de I'empilement F ; on a par exemple P = (supp (P), n;)) et P' =
(supp (P,), n)), avec niv (i}) < niv (F). Alors n; est €lément de I, et donc n; est strictement
plus petit que n,.

Dans tous les cas, les piéces P et P’ sont de niveau distinct, et la condition (i) est
satisfaite: 'ensemble E’ est bien un empilement.01

Remarquons que si P et P’ sont des pieces de E O F telles que P'E§F P et si P est €lément
de E, P’ I'est aussi.

L'opération de superposition est associative et poss¢de un élément neutre, qui est
I'empilement vide. L'ensemble & (8) est ainsi pourvu d'une structure de monoide.
Le lemme suivant décrit sous quelles conditions un empilement est factorisable.
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Lemme 3. Soit G un empilement. Soit E un facteur gauche de l'ensemble partiellement ordonné
G, c'est A dire un sous-ensemble de G vérifiant la condition suivante :

pour tout couple (P, Py de E G tel que P S P, la piéce P’ est élément de E.
Alors E est un empilement, et il existe un unique emf;i,lemem Ftelque ERF =G.

Preuve. Montrons d'abord que E est un empilement, en vérifiant les conditions (i) et (ii) de la
définition 1.
La condition (i) est immédiatement satisfaite, puisque E est un sous-ensemble de
I'empilement G.
Si P est un élément de E de niveau n non nul, il existe - dans G - une piece P’ de niveau n-
1, en concurrence avec P. Mais, d'apres la propri€té vérifiée par E, la piéce P’ sera aussi dans E.
Soit F’ I'ensemble G\E. Ecrivons F'= {P',...,P’,}, o0 P, = (§;, n;). §'il existe un
empilement F tel que EQ F = G, alors F s'écrit { F,...,R}, od F, = (§;, m,), et n, ala valeur
définie par la proposition précédente.
Mais alors les entiers m; sont déterminés de fagon unique par les deux relations :
- m, = 0si M, est vide, m, = 1 + max (,,) sinon,
-Mm, = {mj /PGP etn <n,.}.
Inversement, si les m; sont définis de cette fagon, F est toujours un empilement.
Pour démontrer que G = E O F, il faut utiliser I'hypothése portant sur E ; elle garantit que pour |
donné, les pigces de E en concurrence avec P’; sont de niveau inférieur a .0

Remarque. Ce lemme entraine 1a régularité a gauche de tout élément E de 6 (8) : soient F et
F’ deux empilements tels que EQ F = EOF’, alors F = F’. On pourrait montrer de maniére
analogue que E est aussi régulier a droite.

3. MONOIDE PARTIELLEMENT COMMUTATIF

Soit A un ensemble, et A* le monoide libre engendré par A, c'est A dire 'ensemble des
mots u s'écrivant u = g,...a,, o0, pour tout i, g; est élément de A, muni de I'opération de
concaténation qui associe au couple (u, v) le mot uv obtenu en juxtaposant u et v. Les lettres du
mot u sont a,,...,a,. L'ensemble A est appelé un alphabet.

Soit C une relation binaire sur A, antiréflexive (@ € a pour toute lettre @) et symétrique.
Alors C induit sur A* une relation d'équivalence, notée =, définie de la fagon suivante : parmi
toutes les relations d'équivalence compatibles avec la structure de monoide de A (c'est a dire telles
quesiu=u et vy, alors uv =u’'v’), et dont le graphe contient ((ab, ba) /a C b }, c'est celle
dont graphe est le plus petit (au sens de l'inclusion). On vérifie facilement qu'une telle relation
existe, et que deux €léments u et v de A* sont €quivalents si et seulement si une suite de
transpositions de deux lettres consécutives a et b telles que a C b transforme u en v. Deux lettres a
et b commutent si et seulement sia C b.

Exemple. A = {a, b, c, d}. La relation symétrique ¢t antiréflexive C est définie par son graphe
{(a, b), (b, a), (a, ©), (c, a)}. Alors les mots abcd et becad sont équivalents.

Définition 4. Le monoide libre partiellement commutatif, ou monoide & commuiations
partielles engendré par C sur A* est le monoide quotient de A* par la relation d'équivalence =. On
Ie note Co (A, C).
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Montrons que la notion de monoide partiellement commutatif est équivalente 2 celle
d'empilement de piéces. Soit 8 un ensemble de supports, muni d'une relation de concurrence G.
Choisissons pour alphabet A 'ensemble 8. La relation binaire C définie surAparSC S’ &S G
S’ est symétrique et antiréflexive. On peut donc construire le monoide partiellement commutatif Co
(A, C).

Proposition 5. Soit @ le morphisme de monoide de A * dans l'ensemble 6 (B) des
empilements de piéces & support dans B défini de la fagon suivante :

s0it S,...S, un élément de A*, alors d>(s,...s,)=i§‘{(s,.,o)}.

Le morphisme ® est compatible avec la relation d'équivalence = définie sur B*, et son
morphisme quotient @ est un isomorphisme de monolde de Co (8, C) sur & (8).

Preuve. 1) Soient u et v deux mots équivalents de A% ; alors d(u) = B(v). Bn effet, si deux
lettres S et S commutent, alors S B S, et donc :

{5, 0} 8 {5, 0) = {0} B {0} ={(S,0), (S, 0),
ou encore ¢(SS°) = @(S'S).

Ezant donnés deux mots i, et &, de A*, on a alors P(u,SS'u,) = M, S'Su). Le
résultat annoncé s'en déduit en rappelant que, si # et v sont équivalents, une suite de
transpositions de deux lettres consécutives et qui commutent transforme ¥ en v.

2) Inversement, soient u et v tels que P(u) = @(v) = E. Montrons que ¥ = v. Remarquons
d'abord que les longueurs de u et v sont égales (c'est le nombre de pitces de E), et raisonnons par
récurrence sur cette longueur commune n.

Si n vaut un, le résultat est évident. Si n 2 2, soit S 12 premiére lettre de u : alors u = Su’.
Une des pieces minimales de E est alors de support S. Mais puisque E = ¢Xv), une occurrence de
S dans v commute avec toutes les lettres de v placées A sa gauche. En effet, si S était en
concurrence avec une lettre S° placée 2 sa gauche, la pidce associée A § dans E serait située au
dessus de celle associée 3 S”. Donc v est équivalent 3 un mot de la forme Sv'.

On a donc @(Sv) = P(u) = P(Su’). Mais d'apres le lemme 3 ci-dessus, il existe un
empilement unique E’tel que E = {(S, 0)} @ E'. Dés lors E' = @(u’) = d(v), et d'apres
I'hypothése de récurrence, 4’ = v, et donc u = v.0

Ainsi, 1a notion d'empilement de piéces est une illustration géométrique de la théorie des
monoides libres partiellement commutatifs. Elle permet de visualiser et d'éclaircir un certain
nombre de théorémes, et particulierernent les théorémes d'inversion que nous allons exposer.

4. THEOREMES D'INVERSION

Ces théoréemes permettent d'énumérer cenaines familles d’empilements relativement 2 une
valuation donnée.

Soit X un corps commutatif, x,,...,x, des indéterminées ; on appellera valuation toute
application .

v:d4 — Kix,..x,1],
vérifiant les deux conditions suivantes :

- pour tout élément S de B, V(S) est un polyndme en x, ..., x, sans coefficient constant ;

- pour tout mondme x;"...x.", le nombre de supports dont la valuation a une composante
non nulle relativement a ce mondme est fini.
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La valuation d'une pidce sera alors celle de son support. La valuation d'un empilement E,
encore notée v(E), sera le produit des valuations de ses piéces.

Les conditions imposées sur v assurent alors la convergence formelle de la série Zv( E),

o la somme porte sur tous les empilements E de & (8). Si &' est un sous ensemble de & (.8),
la somme des valuations des empilements de &' converge encore et sera appele série génératrice
des empilements de &'.

Le premier théoréme que nous allons démontrer est analogue a l'inversion de Mbbius pour
les monoides partiellement commutatifs ([Ca-Fo]) et permet d'énumérer tous les empilements de
€ (A). Un second théoréme, dit 2 Viennot [Vid4], le généralise : étant donné un sous-ensemble
M, de A&, on dit, par abus de langage, qu'une piéce est dans 1L, si son support s'y trouve. Ce
second théoréme fournit alors la série génératrice des empilements dont toutes les pidces
maximales - ou minimales - sont dans Tl},.

Notation. Max (E) (resp. Min (E)) désignera l'ensemble des pieces maximales (resp.
minimales) de E.

Théoreéme 6. (i) La série génératrice des empilememls de 6(AB) est :

é() pYES 1) Fv(F) *

FeJ

o T est l'ensemble des empilements triviaux, et | F | désigne le nombre de piéces de F.
(ii) Soit I\, un sous-ensemble de A . La série génératrice des empilements ayant toutes leurs
piéces maximales (ou toutes leurs piéces minimales ) dans T, est :

¥ 1" )
v(E) - ﬂ‘(.m
E/Nax(E)cTl z,("l)m V(F)

ol ‘J(“ITL) est I'ensemble des empilements triviaux a piéces dans le complémenaire de N,.

Preuve. Nous allons simplement montrer le second résultat, puisqu'il implique le premier (il
suffit de choisir N, = A&). En regroupant les couples (E, F) donnant la méme superposition E’,
on parvient 2 I'identité :

> v(E)](z(—n"' ) z(v(E) ) (-ﬂ")

(sm.xus)em FeT (E.F)
dans laquelle E’ décrit I'snsemble des empilements pouvant s'écrire F @ E, E et F vérifiant les
deux conditions suivantes :
- E est un empilement 2 pie¢ces maximales dans I,

- F est un empilement trivial,
et la seconde somme porte justement sur les couples (E, F) permettant cette écriture, pour E’
donné.

Soit donc E’'= F 0 E, ol E et F satisfont les deux conditions ci-dessus. Alors F est inclus
dans l'ensemble des pi¢ces minimales de E'. D'autre part, F contient I'ensemble F, formé des
pitces minimales de £’ qui sont en méme temps maximales et dans le complémentaire de TN, : ces
piéces ne peuvent en effet provenir de E.
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Inversement, si F, contient F, et est inclus dans I'ensemble des pitces minimales de E’,
'unique empilement E, tel que E'= F, 0 E, (lemme 3) a ses piéces maximales dans TN,. Or

T )7 =0,

Foc R cNia(E")

sauf si F, = Min (E’), ce qui équivaut 2 dire que E’ est un empilement trivial 3 pitces dans “TN},,
et entraine le théoreme.J

Remarque. Une des commodités de la notion d'empilement de pitces est ce concept de pidce
minimale (resp. maximale), plus facile 2 visualiser que celui de lettre commutant avec toutes les
lestres placées 2 sa gauche (resp. droite) qui lui correspond pourtant par I'isomorphisme @ décrit
en proposition 5.

Dans le méme ordre d'idées, Cartier et Foata [Ca-Fo] démontrent que chaque mot & du
monoide partiellement commutatif Co(A, C) admet une unique forme normale, c'est A dire un
représentant de u de la forme u, i, ...u,, ol :

-pour 1 Si S n, u, est élément du monoide A*,

- pour 1 i < n, toutes les lettres de &, commutent entre elles,

- pour 2 S i < n, et pour toute lettre @ de 4, il existe une lettre de ¥,_, ne commutant pas avec a.
Alors u; est le mot obtenu en concaténant les supports des piéces de niveau i-1 de I'empilement

D(u).

Nous proposons ici un troisi¢me théoréme, nouveau et impliquant les deux précédents.
Etant donnés deux sous-ensembles M, et TN, de B, il fournit la série génératrice des
empilements ayant toutes leurs pieces maximales dans L., et toutes leurs pieces minimales dans

2-

Lemme 7. Soient T,, et M., deux sous-ensembles de A. On a l'identité suivante :

[ A v(F)]( ARV v(Fﬂ
FeT(*M,) FeT(*Mm,) IF|
= ) (-1)"'W(EOF),
> )" v(F) ZVERR)
FeT
ol la somme apparaissant dans le membre de droite est relative aux couples (E, F)
d'empilements vérifiant les trois conditions suivantes (Fig.2) :
- les piéces maximales de E sont dans M, et ses piéces minimales dans ., ;
- F est un empilement trivial & piéces dans l'intersection des complémentaires de M., et M., ;
- E et F ne sont pas en concurrence.

Preuve. D'aprés la proposition précédente,

>0 v(F)
rev(‘m,)
20" WF)
Fel
est la série génératrice des empilements 3 pidces maximales dans T,,. On a donc l'identité :
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[ 31" v(F)]{ P v(F)]
reor) Z(_IW’;;; ;“” =§LV(E') 2(—1)'”),

(E.F)

FeT

dans laquelle E’ décrit I'ensemble des empilements pouvant s'écrire F O E, ol E et F vérifient les
conditions suivantes :

- E est un empilement 3 pidces maximales dans T, ;

- F est un empilement trivial A pidces dans le complémentaire de M., ,
et 1a seconde somme porte sur les couples (E, F) permettant justement cette &criture, pour E’
donné.

Soit donc E'= F @ E, ol E et F satisfont les conditions ci-dessus. Alors F est inclus dans
I'ensemble des pitces minimales de E’ qui sont éléments de *TT,,. Par ailleurs, F contient
forcément l'ensemble F, formé des pieces minimales de E’ qui sont en méme temps maximales et
dans °JN,, : elles ne peuvent en effet provenir de E. En conséquence, ces piéces sont aussi dans
“In:z-

Inversement, soit /4 contenant F, et inclus dans I'ensemble des pi¢ces minimales de E’ qui
sont dans “TN,,. Alors I'unique empilement E, tel que E'= F, @ E, a toutes ses piéces maximales
dans M,,.

Or Y (-1 =0,

FocHcMia(E')n T,

sauf si toutes les pi¢ces minimales de E’ qui sont dans “Jll,, sont aussi maximales et dans “TN,,.
L'ensemble F; est alors égal 2 F et est formé de ces pitces ; il est donc élément de
T(*M, A TN,,).

Comme toutes les pieces de F sont 2 la fois maximales et minimales dans 1'empilement
E’= FuE, on peut affirmer que E et F ne sont pas en concurrence. Les pieces minimales de E
sont alors les pitces minimales de E’ qui ne sont pas dans “Jll,,, et donc Min (E) est inclus dans
N, ,. Rappelons enfin que Max (E) est inclus dans 71, ce qui achéve la preuve.O

‘M yAMm,
OO0

Fig. 2

Remarque. Lorsque I'intersection des complémentaires de I, et L, est vide (et notamment
lorsque T, ou TN, est égal & B), ce lemme fournit la séric génératrice des empilements dont



Empilements de pidces 167

toutes les pidces maximales (resp. minimales) sont dans T, (resp. 91l,,). Dans les autres cas, des
termes supplémentaires apparaissent dans le membre de droite de l'identité que Fon vient de
montrer.

Notations. Soit E un empilement. On notera E I'ensemble des éléments de 8 qui ne sont en
concurrence avec aucun des supports des piéces de E, et & (E) I'ensemble des empilements de
piéces 2 support dans E . Ainsi, dire que deux empilements E et F ne sont pas en concurrence
¢quivaut 2 dire que E€ 6 (F) (ou encore que F e € (E)).

Théordme 8. Soient T, et M, deux sous-ensembles de B. La série génératrice des
empilements dont toutes les pieces maximales sont dans M., et toutes les piéces minimales dans
m, est:

YEE | YEWF)

Fer(*m~T) FeT(*MynT)
= G
E/Ma%chV(E) GGU("EA "m;) V( ) (--]')]F.I V(F)
Mia(E)cTh, FeT(G)

Preuve. Pour simplifier les notations, notons &' 'ensemble des empilements dont toutes les
piéces maximales (resp. minimales) sont dans 1., (resp.q1l,,). On peut écrire :

Z V(E)= 2 ((—l)’F'V(E n F) Z(_I)Wl) ,

Ee& (E.F)e ex:r(‘mm‘m,nf) GeF

puisque la somme portant sur G est nulle, sauf si F est vide, auquel cas elle vaut un,
En écrivant F = G O F’, obl F’ est €lément de ‘J’(“m,ln“ITL,nG), et en inversant les
sommations, il vient :

wE)= Y |v(©) Y ) v(ERF)
E/Na(E)cT, GeT (M M) (E.F)Ec€nE(E)
Min(E)cTy pe:r(fm,n‘mznb'ni)

Mais on reconnait dans la seconde somme

[ Y (-1 v(F)][ Y ()" v(F)]

Feg (*My~G) FeT[*ManG)
2T wF)
FeT(G)
ce qui acheve la preuve. (Il suffit en effet d'appliquer le lemme précédent en remplagant A par E,
I, (resp. M,,) par T,, N E (resp. M, N E )).0
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