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INTRODUCTION 

L’objet de ce travail est l’énum&ation de certaines figures planaires, appel& polyominos. _ 
Nous abordons ce problème par deux méthodes. La premiere repose sur la notion d’empilements 
de pièces, qui est une version geométrique des monoïdes partiellement commutatifs introduits par 
Cartier et Foata La seconde est la mtthodologie DSV. Elle relie certaines questions d’enumtration 
à la th&-ie des langages algebriques. 

~LES OBJETS ÉTUDIÉS : LES ~0~~0~1~0s 

Considerons le plan IRxR. Une cellule klkmentuire est un carre [i, i +l]xu, j +l]. où i et j 
sont des entiers. 

Un polyomirw est une union finie de cellules tlementaires, d’inttrieur connexe, et defmie à 
translation près. On defiiit plusieurs paramètres relatifs à ce polyomino, par exemple sa hauteur, 
sa largew, son ptfrimbre et son aire, c’est à dire le nombre de cellules Cltmentaires le composant 
(Fig.1). 

Largeur 
4 t 

Fig. 1 Un polyomino : 
- de hauteur 5, 
- de largeur 8, 
- de pbimltre 36 
- d’aire 21. Hauteur 

i 

Les polyominos sont connus et Ctudiés depuis longtemps. Le livre que Golomb leur a 
consacre en 1965 [GO~] et les articles de Gardner dans le “Scientifïc American” en 1958 ont 
beaucoup contribué a les populariser ([Ga]). 

Toute une gamme de problèmes est relative a ces objets. Citons par exemple des problèmes 
de décidabilité, concernant notamment le pavage du plan ou d’un rectangle par des polyominos, 
Ctudies par Conway et Lagarias [CO-La], Beauquier [Bel, Beauquier et Nivat [Be-Ni], ou, 
inversement, celui du recouvrement d’un polyomino par un nombre minimal de rectangles 
(Chaiken, Kleitman, Saks et Shearer [Ch-Kl-Sa-Sh], Masek [Ma]). 
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Fig. 2 
Pav(age ditn rectangle par un polyomino. 

Mais c’est B I’tnumkration de ces objets que nous nous attachons ici. Enum&er les 
polyominos g&&aux est un probleme majeur en combinatoire. On ne dispose encore a ce jour que 
de majorations, dues à Klamer et Rivest [Kl-Ril]. 

En revanche, plusieurs sous-classes ont pu être. dénombrees. La plupart d’entre elles sont 
définies par des contraintes relevant de deux notions : la convexitt et l’existence d’une direction 
privil&ike. 

Un polyomino est verticalement convexe lorsque toutes ses intersections avec les colonnes 
[i, i +11x IR du plan sont convexes. On peut, de façon analogue, dtfinir des polyominos 
horizontalement convexes, mais aussi diagonalement convexes. Un polyomino qui est à la fois 
verticalement et horizontalement convexe sera dit convexe. Remarquons que, pour un tel 
polyomino, la connaissance de la hauteur et de la largeur fournit celle du pkimètre. 

La notion de structure dirigke, quant à elle, provient de la physique statistique, où elle a 
et6 introduite en 1982, donnant aussitôt lieu à de nombreux travaux. Nous verrons que des liens 
Ctroits existent entre cette discipline et la combinatoire einumérative. 

Le tableau ci-contre n%ume les résultats relatifs à l’tnumération des differentes classes de 
polyominos connus à de jour. Nous constatons que trois problèmes, principalement, subsistent : 
tout d’abord l’tnumération des polyominos diriges suivant le p&im&re, puis celle des polyominos 
convexes diriges suivant l’aire, et enfin le problème soulevt en 1974 par Knuth du denombrement 
des polyominos convexes suivant l’aire, pour lequel on ne connaît qu’une estimation 
asymptotique (Klamer et Rivest [Kl-Ri21 et Bender [Bel). 

Cette thèse est consacr6e à. la rksolution de ces deux dernières questions. Plus pr&zist5ment, 
nous donnons la strie generatrice des polyominos ‘convexes diriges et celle des polyominos 
convexes, comptes suivant les trois paramettes hauteur, largeur et aire. 

Fig. 3 Un polyomino convexe. Fig. 4 Un polyomino convexe dirigt. 

Les polyominos en physique statistique 
La résolution de certains modèles de physique statistique, destines à dtcrire par exemple 

des transitions de phase, ou le comportement d’un systeme au voisinage d’un point critique, 
passe par le denombrement de familles particulières de polyominos. 
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Tableau des énumérations exactes de polyominos 

‘ype de Polyomino Périmhtre Aire 

Euler 1748, Gauss 1863 
Taset diagrammede exercice Sylvester 1884 

Ferrers Cvident Temperley 1952.1956 
Wright 1968, 

Derrida, Nadal 1984 
Polya 1969 (cas particulier des quasi- 

ParallClogramme Kreweras 1970 partitions :Auluck 195 1, 
(ou Ferrers gauche) Delest, Gouyou-Beauchamps, Andrews 1981) 

Vauquelin 1987 (pt?rimètre de Polya 1969, Gesse1 1980 
liens et de sites) Delest, Fedou 1988 

(aire + largeur) 
Convexe dirigé Chang, Lin 1988 ? 

(largeur + longueur) 
I Delest, Viennot 1984 ’ (estimation asymptotique : 

Kim, Star-non 1988 Klamer, Rivest 1974, 
Convexe Enting, Guttmann 1988,1989 Bender 1974) 

Chang, Lin 1988 ? 
Lin 1988 (largeur + longueur) 

Klarner 1965,1967 
Stanley 1978,1986 

Verticalement Delest 1987 Delest 1987 (aire + Largeur) 
convexe Brak, Enting, Privman, Forgacs 1987 

Guttmann 1990 Privman, Svrakic 1989 
(aire + longueur) 

Verticalement Delest, Dulucq 1987 Delest, Dulucq 1987 
convexe dirigé (périmhre et pt?im&re dirigé) Barcucci, Pinzani, Rodella 

1990 
Diagonalement Delest, Fedou 1988 Bhat, Bhan, Singh 1988 
convexe dirigé (périmcOtre dirige) Privman, Svrakic 1988 

Nadal, Derrida, Vannimenus 

Hakim, Nadal 1982 
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Ces objets apparaissent le plus souvent sous la forme équivalente d’animaux traces sur un reseau 
carré. On obtient un animal en remplaçant chaque cellule Clementaire d’un polyomino par son 
centre. Un animal est dit dirige lorsque chacun de ses points peut être atteint depuis un point 
particulier, appel6 point source, par un chemin restant dans l’animal et ne faisant des pas que dans 
deux directions donnees (Fig.5). Il est possible de definir de même des animaux dirigés à 
plusieurs points sources. 

I  f  

/ / 00 
0 J-E 0 

00 

000 
0 

F 000 

00 

0 
~oooo] 

Fig. 5 (In animal dirige à un point source et le polyomino associ4. 

Ces animaux dirigés sont très étudiés par les physiciens, en dimension 2 par Derrida, 
Nadal et Vannimenus [De-Na-Va], Hakim et Nadal [Ha-Na] et en dimension 3 par Dhar [Dh2], 
qui demontre d’ailleurs l’equivalence de ce modèle avec celui, fort ctlèbre, des hexagones durs, 
resolu en 1980 par Baxter [Bal, Ba3, Dhl]. Le modkle des animaux diriges en dimension 2 a et6 
resolu combinatoirement par Gouyou-Beauchamps et Viennot [Go-Vi, Vi31. Citons aussi les 
travaux de Penaud [Pel, Pe3], ceux de Delest et Du’lucq [De-Du] sur les animaux verticalement 
convexes et diriges, et ceux de Privman et Svrakic [Pr-Sv], Privman et Forgacs [Pr-Fol, Fedou 
[Fe2], Penaud [Pe2] sur les animaux diagonalement convexes et dirigés. 

Ces animaux sont le plus souvent lits à des modeles de gaz sur réseau, mais aussi au 
probltme de la percolation (dirigbe ou isotrope). A noter enfin que l’énumération des animaux 
diriges suivant le pbimètre dirigé resoudrait le problème ouvert de l’enumeration des animaux 
dirigés tracts sur un réseau hexagonal. 

Pour une description plus génerale des liens entre la physique statistique et la 
combinatoire, on pourra se reporter à l’article de Viennot [Vi3]. 

Nous resolvons à deux reprises dans ce travail des conjectures provenant de la physique 
statistique. 

Les deux premières sont dues a Enting et Guttmann [En-GUI, et sont issues d’une 
approche particuliers du modele de Potts à q btats, dont la resolution est un probltme ouvert. Les 
deux auteurs construisent, par une méthode dite de rt!seau fini, un développement à basse 
temperature de lafonction de partition du modèle. La connaissance de la serie gtntratrice des 
polyominos convexes comptés suivant l’aire fournit un terme correctif et permet de pousser plus 
loin ce dtveloppement. 

Les trois autres conjectures que nous résolvons sont dues a Baxter et Guttmann [Ba-Gu]. 
Elles sont relatives au modèle, lui aussi ouvert, de la percolation dirigke sur rkseau carrt et plus 
précistment au calcul de la probabilitt de percolatifon. Contrairement aux deux prtkkdentes, ces 
conjectures sont intrinsequement liees au modèle. La Premiere d’entre elles est d’ailleurs d’une 
importance dtcisive. Nous les demontrons en faisant apparaître des structures voisines de certains 
polyominos, appelés polyominos parallklogrammes. 
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2. LES OUTILS 

Nous abordons l’enumération des polyominos convexes par deux méthodes. 
La première repose sur une bijection entre les polyominos parallélogrammes, et certains 

empilements de segments, à qui leur structure conRre une tnumtration plus facile. 
La seconde, devenue classique, repose sur un principe dû à M.P. Schützenberger. Nous 

l’appellerons ici “méthodologie DSV”. Elle permet, à l’origine, d’expliquer l’algtbricité d’une 
série gédratrice en codant les objets qu’elle Cnumtre par les mots d’un langage algebrique. Nous 
utilisons à la fois cette méthodologie et l’un de ses raffinements, introduit tr5s rkemment par 
Delest et Fedou [De-Fe], et s’inspirant de la notion d’attributs semantiques. Il permet de traiter 
des dries géntratrices qui ne sont plus elles-mêmes algebriques, mais sont des q-analogues de 
stries algebriques. 

Chacune de ces approches utilise par ailleurs des techniques de q-calcul. 

2.1. Empilements et monoïde de Cartier-Foata 
Toute la première partie de ce travail repose sur une bijection entre certains polyominos, 

appel& polyominos parallélogrammes, et des empilements de segments. 

Fig. 6 
Un polyomino paralltlogramme. 

Fig. 7 Un empilement de segments. 

La notion d’empilement de pieces, due à Viennot [Vi6], est une version gCom&rique de la 
thkorie des monoïdes partiellement commutatt~s , introduite en 1969 par Cartier et Foata, a la suite 
de travaux portant sur les proprietts combinatoires des rkrangements de suites [Ca-Fol. 

Depuis, de nombreux liens sont apparus entre cette theorie et des domaines aussi divers 
que l’algebre lineaire (preuves combinatoires du thtorème maître de Mac-Mahon, de la formule 
d’inversion des matrices, de l’identite de Jacobi . . . voir Cattier et Foata [Ca-Fol, Foata [Fol, 
FO~I, Viennot [Vil], Zeilberger [Ze], Lalonde [La]), l’etude des polynômes orthogonaux 
gtntraux (Viennot [Vis]), ou la theorie des graphes (Gesse1 [Gel]). Plus rkemment, les 
monoïdes de commutation ont ttt utilisés comme modéles pour le parallelisme et la concurrence 
d’accls h une base de donnees ([CO-M& Co-Pe, Zi]). Enfin, la résolution de certains modéles de 
physique statistique (modèle des hexagones durs, animaux diriges sur rkseau car& ou 
hexagonal ) est Cquivalente à l’tnumeration de certains empilements ([Pei, Pe31). Dans ce cas, 
c’est d’ailleurs bien la notion d’empilement qui apparaît naturellement, et non celle de monoïde de 
commutation ([X3]). 

L’interêt de construire une bijection entre les objets que l’on cherche à denombrer et 
certains empilements de pièces provient de l’existence de tht?orCmes d’inversion, qui permettent 
d’tnumerer des familles particulières d’empilements. Nous en utilisons ici deux : le premier est 
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une gentralisation de l’inversion de Mobius pour les rnonoïdes partiellement commutatifs [Ca- 
Fol, et est dû à Viennot [Vi6]. Le second est nouveau et etend le pn%dent. 

Dans un premier temps, la bijection que nous; construisons permet de retrouver, en le 
précisant, le resultat de Delest et Fedou [De-Fel], relatif a I’enumeration des polyominos 
parallelogrammes suivant l’aire et la largeur. Par des découpages adequats, l’tnumération des 
polyominos convexes diriges et convexes se ramène ensuite à celle des polyominos 
parallélogrammes dont la hauteur de la première et/ou de la dernière colonne est fixée. C’est de 
nouveau grâce aux empilements de segments que nous n5solvons cette question. 

2.2. Langages algébriques et méthodologie DSV 
Dans sa version la plus simple, cette methodologie consiste à construire une bijection (ou 

codage)fentre les objets que l’on veut tnumérer et les, mots d’un langage algt?brique Z, de telle 
sorte que la taille d’un objet donne soit la longueur - c’est à dire le nombre de lettres - de son 
image parf. Si le langage 2; est engendre par une grammaire algt?brique non ambiguë, la série 
g&&tri~ formelle k des mots de E, definie par 

satisfait un système d’équations en variables non commutatives. Ceci permet d’écrire ensuite un 
système d’c?quations algébriques, dont l’une des composantes de la solution est la s&ie gtneratrice 
L des objets etudies. Rappelons que L = CU,, t’, où a,, est le nombre d’objets de taille n. 

Cette méthode permet tout d’abord de mieux comprendre l’algebricitt de stries generauices 
deja connues. Citons par exemple les travaux de Cari [Col, Co2, CO~I, Cori et Richard [CO-Ri], 
Cori et Vauquelin [CO-Va], relatifs aux cartes planaires. Mais elle permet Cgalement d’obtenir de 
nouveaux resultats d’énumeration. Le premier resultat de ce type est le denombrement des 
polyominos convexes suivant le p&imètre, par Delest et Viennot [De-Vi]. Ce n5sultat a ensuite étt 
retrouvé par Chang et Lin [Ch-Li]. Nous en cherchons ici un q-analogue, sous la forme d’une 
tnumtration conjointe suivant le pCrirnètre et I’aire. 

Un autre interêt de cette methode est de pouvoir gentter aleatoirement des objets de taille n 
donnte, de telle sorte que chacun d’eux apparaisse avec la probabilité l/q. Il faut pour cela 
géntrer uniformtment les mots de longueur n d’un langage algébrique. Par exemple, les travaux 
de Hickey et Cohen [Hi-Col portent sur ce thème. De telles possibilités intéressent tout 
particulièrement les physiciens qui peuvent ainsi déterminer experimentalement certains 
coefficients critiques relatifs au modele étudie. Des animaux aleatoires de grande taille ont dejà eté 
obtenus, a la suite des travaux de Gouyou-Beauchamps et Viennot [Go-Vi]. 

Un r&umC de cette methode est presente par Viennot [Vi4], qui recense aussi un certain 
nombre de ses applications a l’énumération d’objets planaires (animaux, polyominos, cartes...). 

Langage de Dyck 
Les langages que nous utilisons sont le plus souvent des versions legerement modifiees du 

langage des mots de Dyck, encore appelés syst2mes de parenth&es bien form& 
Ce langage est d’une importance fondamentale en informatique thtorique, tout d’abord 

parce qu’il engendre tous les langages algébriques, mais aussi pour son utilisation dans de 
nombreux problèmes d’algorithmique (analyse d’algorithmes sur les fichiers par Flajolet, Françon 
et Vuillemin [Fl-Fr-Vu], Ctude du nombre minimal de registres pour l’évaluation dune expression 
arithmétique par Flajolet, Raoult et Vuillemin [Fl-Ra-Vu], Ctude du taux de parallelisme par 
Arquès et Guichet [ Ar-Gu]). 
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Il apparaît aussi dans plusieurs problèmes de combinatoire classique, lits par exemple aux 
tableaux de Young (Gouyou-Beauchamps [Go]), ou aux fractions continues (Flajolet (FI], 
Viennot [Vil]), et, sous des formes plus ou moins modifiees, comme codage de differentes 
figures, notamment les cartes planaires et les polyominos. 

Nous utilisons tout d’abord ici la méthodologie DSV dans sa version la plus simple, afit 
d’expliquer bijectivement l’algébricitt de la série genératrice des polyominos convexes diriges 
comptes suivant le p&imètre, obtenue par Chang et Lin [Ch-Li]. Toutefois, c’est d’un q-analogue 
de cette méthode dont nous avons besoin par la suite pour le dénombrement des polyominos 
convexes. 

23. q-Analogue de la mkthodologie DSV et q-calcul 
Ce raffinement de la methodologie DSV a Cte introduit par Delest et Fedou [De-Fez], et 

utilist avec suc& dans le cadre de l’énum&ation des polyominos parallelogrammes suivant l’aire 
et la largeur. Nous prolongeons ce travail en utilisant un codage plus gCnCra1, dont nous 
dtduisons un système de q-kqwtions aux differences finies. liant les séries géntratrices des 
polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes, comptes suivant la largeur, la 
hauteur et l’aire. 

Il n’existe pas, a l’heure actuelle, de technique génerale pour n%oudre ce type d’tquations. 
Nous deduisons cependant de ce système, par des méthodes itératives, des dtveloppements 
indressants pour la strie géntratrice des polyominos convexes dirigés et celle des polyominos 
convexes. Une nouvelle notion apparaît dans ces calculs : celle de q-automate. Nous parvenons 
ensuite à la solution du système étudié, en utilisant l’expression de la serie gentratrice des 
polyominos paralltlo&mmmes déduite de la bijection avec les empilements. 

Ce travail se rattache ainsi a l’étude des q-series, pour laquelle existe une tnorme 
1ittCrature. Citons par exemple le livre classique d’Andrews [An3], et les travaux de Andrews et 
Askey [An-As] sur les q-analogues des polynômes orthogonaux. Le livre r&ent de Gasper et 
Rahman [Ga-Ra] présente une bonne description des series hypergeomttriques basiques. 

Ces q-stries interviennent par ailleurs dans des domaines aussi varies que l’analyse, la 
thtorie des nombres, la physique, et, bien sûr, la combinatoire, comme en atteste le mémoire 
d’Andrews [An4]. Un autre exemple des liens entre les q-analogues et la physique statistique est 
fourni par Cartier [Ca]. Une de leurs apparitions les plus spectaculaires reste le lien entre les 
celèbres identités de Rogers-Ramanujan et la résolution, par Baxter, du modèle des hexagones 
durs [Bal, Ba2, Ba3:I. 

En combinatoire, elles jouent un rôle capital dans 1’CnumCration des partitions d’entiers 
(ou diagrammes de Ferrers, voir Andrews [An3]), et interviennent aussi dans bien d’autres 
problèmes dYnumération (Garsia et Remmel [Ga-Rel], Desarmtnien et Foata [De-Fol). 
Soulignons la très recente apparition de q-analogues des fonctions de Bessel dans l’tnumtration 
des polyominos parallelogrammes par Delest et Fedou [De-Fel]. 

Inversement, la combinatoire permet d’interpreter certaines formules de q-calcul, mais 
Cgalement d’en demontrer d’autres, comme par exemple l’évaluation de l’integrale d’Askey- 
Wilson par Ismail, Stanton et Viennot [Is-St-Vi], ou la difficile conjecture “q-Dyson” par 
Zeilberger et Bressoud [Ze-Br]. 

Ce travail soulève finalement au moins deux questions susceptibles de le prolonger. 
Tout d’abord, nous obtenons, pour la serie generattice des polyominos convexes, deux 

formules distinctes, selon la methode utilisée. Un premier probleme consisterait à montrer par le 
calcul Egalité de ces deux q-skies. Mais il est en fait assez vraisemblable qu’une troisieme 
expression, plus concise que celles que nous obtenons, du même type que celles qui enumèrent 
les polyominos parallelogrammes et convexes dirigés, existe. Une telle formule reste a trouver. 
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D’autre part, nous demontrons que la serie gentratrice des polyominos parallélogrammes, 
convexes diriges ou convexes de largeur dottriée est une fraction rationnelle, dont nous dOMOns le 
denominateur. Lorsqu’on se contente dune enumeration suivant l’aire de ces objets, les 
numerateurs de ces fractions paraissent avoir de belles proprietes. En effet, les premiers d’entre 
eux sont a coefficients positifs, et unimodaux. Ceux relatifs aux polyominos parallelogrammes 
sont même symeniques. Il serait donc sans doute interessant d’aff-mer nos tisultats en Ctudiant de 
plus pr&s ces polynômes, et en demontrant - tventuelIement - ces propriCt6s. 

3. RÉSUMÉ DE LA THÈSE 

Les quatre Premie:rs chapitres reposent sur une bijection entre polyominos 
paralltlogrammes et demi-pyramides de segments, décrite dans le chapitre 1. Les quatre suivants 
sont plutôt des applications de la methodologie DSV. 

Chapitre 1. Empilement de segments et polyominos parallklogrammes 
Après avoir defini les empilements de segments et énonce des thtoremes d’inversion 

permettant d’tnumtrer certains d’entre eux, nous decrivons une bijection entre les polyominos 
parallélogrammes et des empilements de segments particuliers, appeles demi-pyramides. Nous 
déduisons d’un des théoremes d’inversion la serie géneranice des polyominos parallélogrammes, 
comptes suivant la largeur, la hauteur et l’aire. 

Chapitre 2. Polyominos convexes diriges et polyominos convexes 
Nous ramenons l’tnumération des polyominos convexes diriges et des polyominos 

convexes a celle des polyominos parallelogrammes dont la hauteur de la première et/ou de la 
dernière colonne est fixée. De nouveau, les théorèmes d’inversion Cvoqués plus haut nous 
permettent d’tnumerer ces objets. 

Nous obtenons finalement la skie gtn&atrice des polyominos convexes diriges et celle des 
polyominos convexes, comptés suivant la largeur, la hauteur et l’aire. 

Chapitre 3. Séries rationnelles pour les polyominos convexes de largeur donnke 
(Cas y =l) 

Reprenant les resultats obtenus aux chapitres 1 et 2, nous montrons que la série génératrice 
des polyominos paralltlogrammes, convexes diriges ou convexes de largeur donnée est une 
fraction rationnelle. 

Lorsqu’on se contente d’une tnumération de ces objets suivant l’aire, nous donnons, pour 
chacune des trois classes de polyominos convexes consid&es, la valeur du dénominateur de cette 
fraction. 

Nous établissons par ailleurs des formules permettant de calculer par rtcurrence les 
numérateurs associés. Les premieres valeurs, obtenues grâce au logiciel de calcul formel MAPLE, 
sont remarquables : ces polynômes sont à coefficients positifs et unimodaux. 

Chapitre 4. Empilements de segments et arbres binaires 
L’objet de ce chapitre est tri% voisin de celui du chapitre precédent. Nous recherchons le 

dénominateur de la série géneratrice des polyominos paralltlogrammes, convexes dirigés ou 
convexes de largeur doM&, mais comptes dbotmais suivant la hauteur et l’aire simultanément. 

Nous constatons que la mt9hode utiliste dans la chapitre prCcCdent, et consistant a 
exploiter directement les formules obtenues dans les chapitres 1 et 2, est ici inefficace. Nous 
abordons donc ce problème par une voie différente. 
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Nous prolongeons d’abord la bijection dkrite au chapitre 1 entre les polyominos 
parallklogrammes et les demi-pyramides de segments à des polyominos convexes plus géntraux. 
Leur image par cette nouvelle bijection sera une demi-pyramide bicolore. Nous dtcrivons ensuite 
une transformation - exceptionnellement non bijective! - de ces demi-pyramides en certains arbres 
binaires. L’dnumCration des differentes classes de polyominos considén5es se ramène ainsi a celle 
de familles particulikres d’arbres convenablement valuts. 

La valeur du dtnominateur de la série géntratrice des polyominos parallélogrammes, 
convexes diriges ou convexes de largeur don& se dkluit alors facilement de cette interpr&ation. 

Chapitre 5. Codage des polyominos convexes diriges par les mots du grand 
Dyck. 

Nous présentons ici quelques gCnCralitCs sur les langages algébriques et décrivons la 
mkthodologie DSV. :Nous donnons ensuite une première application de cette m&hodologie, en 
prouvant bijectivement le r&ultat Ctonnamment simple su’ln 

t”f 

t : le nombre de polyominos 
convexes diriges de p&im&re 2n+4 est le coefficient binornial n (Chang et Lin [Ch-Li]). 

Chapitre 6. Codage des polyominos convexes. Systeme d%quations 
Un q-analogue de la mtthodologie DSV fournir un système de 6 q-équations aux 

diffknces finies, régissant les stries gtnkratrices des polyominos parallélogrammes, convexes 
diriges et convexes. 

Il n’existe à l’heure actuelle aucune méthode sysdmatique permettant de r&oudre ce type 
d’equations. 

NCanmoins, ce système permet d’énum&er suivant hauteur et largeur toutes les classes de 
polyominos convexes étudiées. Nous redkmontrons ainsi un certain nombre de n5sultats connus. 
D’autres sont nouveaux. 

D’autre part, nous demontrons, à partir de ce système et en utilisant de nouveau le logiciel 
de calcul formel MAPLE, deux conjectures d’Enting et Guttmann [En-&], relatives aux valeurs 
des dtrivées par rapport à q de la skie gCn&atrice des polyominos convexes, et intervenant 
curieusement lors d’une approche particulière du modèle de physique statistique appel6 modéle de 
Potts à q Ctats. 

Chapitre 7. R&olution du système 
Nous cherchons ici à rksoudre le syskme de qtquations obtenu dans le chapitre 

prkédent. Par des mkthodes itératives, nous retrouvons d’abord le développement en fraction 
continue de la strie gCnCratrice des polyominos parallClogrammes dkja obtenu dans le premier 
chapitre. En supposant connues les autres formules du premier chapitre, ces mêmes méthodes 
mènent a la s&ie gérkraaice des polyorninos convexes dirigb donnée dans le chapitre 2. 

Au contraire, nous parvenons pour la skie g&&ratrice des polyominos convexes à une 
nouvelle expression, difftknte de celle du chapitre 2. 

Chapitre 8. Nombres de Catalan et percolation dirigée 
Ce chapitre porte à priori sur un sujet tr8s éloignt de celui des polyominos, puisqu’il s’agit 

de la preuve de trois conjectures de Baxter et Guttmann [Ba-Gu]. portant sur le modèle physique 
de la percolation dirigCe sur rkseau car& Mais ces conjectures font curieusement intervenir les 
nombres de Catalan, et nous les démontrons en faisant apparaître certaines figures planes, 
voisines des polyominos parall&ogrammes, que nous Cnumérons de nouveau via la mkthodologie 
DSV. 
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CHAPITRE 1 

POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES 

ET EMPILEMENTS DE SEGMENTS 

Ce premier chapitre decrit une bijection entre les polyominos parallt?logramn~s et cettains 
empilements de segments. La notion d’empilements de piCces, formaliske par Viennot [Vil], est 
une illustration géometrique de la thkorie des monoï&s partiellement commutatifs libres, appel& 
aussi monoïdes d commutations partielles, developpée par Cartier et Foata [Ca-Fol. Nous 
rappelons en annexe les definitions de ces notions, et redtmontrons leur equivalence, ainsi que 
deux théorèmes relatifs à l’énurn&ation des empilements de pieces. Nous y pr6sentons tgalement 
un nouveau thtorème d’enumeration, plus genCra1. 

Toutefois, dans le cas particulier des empilements de segments, nous donnons ici quelques 
deftitions et enonces de theommes qui seront utiles par la suite. 

1. EMPILEMENTS DE SEGMENTS : PREMIÈRES DÉFINITIONS 

On s’indresse ici à l’ensemble a) des segments de la forme P = [a,b]x{n), où {a,b,n}E 
JN3, lSa<b. Si P=[a,b] { ) x n est un tltment de TP, le segment [a,b] sera son support, nott 
supp(P), et n son niveau, nott? ni@). 

Deux 6ltments P et P’ de IP seront dits en concurrence si l’intersection de leurs supports 
est non vide. On notera alors P ‘G P’. 

Deux sous-ensembles F’, et P2 de IF’ seront dits en concurrence s’il existe au moins un 
Cltrnent de 20, en concurrence avec un Clement de IPz. 
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Definition 1.1. Un empilement de segments est un sous-ensemble fini E de IF’, vtrifiant les 
deux conditions suivantes : 

(i) deux Cléments distincts de E en concurrence ne sont jamais situ& au même niveau ; 
(ii) pour tout segment P de E, de niveau n non nul, il existe un autre ClCment de E, en 

concurrence avec P, de niveau n- 1. 
Tout tltment de E sera appel6 pike de l’empilement E. 
L’ensemble des empilements de segments sera nod @. 

Definition 1.2. Soit E un empilement de segments. 
Une pikce de E est maximale (resp. minimale) si elle n’est en concurrence avec aucune 

piïke de niveau sup&ieur (resp. inftkieur). 
Un empilement trivial est soit l’empilement vide, soit un empilement dont toutes les pi&ces 

sont a la fois maximales et minimales (c’est a dite encore de niveau zko). 
Une pyramide est un empilement n’ayant qu’une pike maximale. 

Remarque. Les pièces minimales d’un empilement sont ses pi&ces de niveau dro. 

Exemple. L’empilement suivant a quatre pièces maximales et trois pièces minimales. 

Niveau 

1 2 3 4 5 6 7 

Fig. 1.1 Un empilement de segments. 

Nous allons maintenant définir la superposition de deux empilements E et F. Elle 
consiste, intuitivement, & translater verticalement toutes les pièces de F d’une même hauteur 
suptkieure au niveau maximum des pièces de E, puis A “laisser tomber” ces pièces sur celles de E. 

Proposition I DMinition 1.3. Soient E et F deux empilements, avec F = (4 . . . ..e}. 
a) Il existe des entiers n, ,..., n,, et des ensembles R., ,..., Y,,, uniques, vt!rifiant les conditions 

suivantes pour tout i. 15 i 5 k : 
(i ~i={n/3P~E,niv(P)=n,P~~}u[nj~Nv(~)<niv(~),~~~]; 
(ii ni = 0 si ‘T& est vide, 

n, = 1 + max (ni) sinon. 
b) L’ensemble E = Eul(supp(<)x{n,},l ) I i 5 ,k est un empilement, qui sera appelt! 
superposition de F sur E, et nott! E n F. 
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Exemple. 

m ;rit- 
Empilement E Empilement F 

Fig. 1.2 Superposition 
de deux empilements. 

Em.$lement Eu F- Empilement E u F - 

Preuve. a) On construit les ni et les 9l,, par r&.trrenœ montante sur le niveau des pièces de F. 
Ainsi,siniv(ip)=O,ni={n/3pEE,niv(P)=n,PC,~},etni=Osinicstvide,et 

sinon ni vaut l+ max(&). 
Supposons avoir construit ni et Wi pour toutes les pikces 4 de niveau strictement 

inferieur à m, m 2 1. Soit alors 4 une pitce de niveau m ; on connaît, d’apr&s l’hypothèse de 
kwrence, les valeurs de ni pour toutes les pitces 4 en concutrence avec 4 et de niveau 
strictement inférieur. On en déduit les valeurs de 9l+ et de ni. 

b) Vtrifïons que les conditions (i) et (ii) de la definition 1.1 sont satisfaites. 
La condition (ii) est vkit%e du fait de la dtf%ition de ni et ni. 
Par ailleurs, considérons deux segments P et P’ de E’, distincts et en concurrence. Trois cas sont 
possibles : 

- P et P’ sont deux pitœs de E ; elles ne sont donc pas au même niveau, puisque E est un 
empilement ; 

- P est une piece de E et P’ = supp (4) x ( ni ) provient de l’empilement F. Alors niv (P) 
est Cltrnent de Ri et donc niv (P’) = ni est strictement plus gtand que niv (P). 

- P et P’ proviennent de l’empilement F ; on a par exemple P = supp (4) x ( ni ), P’ = 
supp (Pj) x ( ni }, avec: niv (fj) < niv (4). Alors ni est eltment de ni et donc ni est strictement 
plus petit que ni. 

Dans tous les cas, les pièces P et P’ sont de niveau distinct, et la condition (i) est 
satisfaite: l’ensemble E’est bien un empilement.0 

Remarque. 
L’op&ation de superposition, notee 0, est associative ; on utilisera donc par la suite des 

eCritures non parentbesees. Elle poss&de un Cltment neutre, qui est l’empilement vide. L’ensemble 
des empilements de segments, muni de cette opcration, est en fait tut monoïde partiellement 
commutatif au sens de Cartier et Foata [Ca-Fol. Nous démontrons œ tisultat en annexe. 

En revanche, il est clair que l’opkration 0 n’est pas commutative. 
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2. EMPILEMENTS DE SEGMENTS : THÉORÈMES D’INVERSION 

Ces théoremes permettent d’6!nwnt!rer certaines familles d’empilements telativement a une 
valuation donnte. Soit IK un corps commutatif, x , ,..., x, des ind&ermi&es ; on appellera 
valuation toute application 

Y :/a - M. [ J$,...,X”l , 
où A est l’ensemble des segments [a, bl. 1s a 5 b, et v&ifiant les conditions : 

- pour tout element s de A, v(s) est un polyn&ne en x, , . .., x, sans coefficient constant ; 
- pour tout monome xp . . . x2, le nombre de segments dont la valuation a une composante 

non nulle relativement a ce monôme est fini. 
La valuation d’une piece sera alors celle de son support. La valuation d’un empilement E, 

encore not& v(E), sera le produit des valuations de ses Pi&es. 
Les conditions imposées sur Y assurent alors la convergence formelle de la série xv(E), 

où la somme porte sur tous les empilements E de 8. Si e’ est un sous ensemble de @, la somme 
des valuations des empilements de @’ converge encore et sera appelle serie ghdratrice des 
empilements de @‘. De même, la skie gt?ru!ratrice alternke des empilements de @’ sera la somme 
formelle x(-l)” v(E). prise sur tous les Clements de G’, où 1 E 1 dtsigne le nombre de Pi&es 
de E. 

Les tht!or$mes d’inversion suivants permettent de calculer les s&ies gén&atrices de 
certaines familles d’empilements. 

Le premier d’entre eux est l’analogue de linversion de Mobius pour les monoïdes 
partiellement commutatifs de Cartier et Foata [Ca-Fol. Il permet d’tnumeker les empilements 
géneraux. Rappelons que la thtorie, devenue classique, de l’inversion de Mobius pour les 
ensembles partiellement ordo~ks a éd expostk par Rota [Ro]. 

Le second est une gtnéralisation due a Viennot [Vil 1. Etant donne un sous-ensemble TL 
de A, on dira, par abus de langage, qu’une piece est dans ‘Jn, si son support s’y trouve. Ce 
second theoreme permet d’énumtrer les empilements dont toutes les pikes maximales (ou toutes 
les pièces minimales) sont dans TL. 

La preuve de ces deux kultats est presende en annexe. Nous y dtmontrons aussi un 
troisième théorème d’inversion, nouveau et gtnéralisant les deux premiers. Etant donnés deux 
souscnsembles TL, et 9TL, de A, il fournit la &ie g&&atrice des empilements ayant toutes leurs 
pieces maximales dans TL, et toutes leurs pièces minimales dans 9TLr. Il decoule d’un lemme, 
qui, seul, nous sera utile dans le cadre des empilements de segments. Nous le donnons en (iii) de 
la proposition suivante. 

Proposition 1.4. (i) La St!rie ghhatrice des empilements de segments est : 

OP Cl’ est l’ensemble des empilements triviaux, et ) F ( dksigne le nombre de pikes de F. 

(ii) Soit TL un sous-ensemble de A. L.a strie ghhatrice des empilements ayant toutes leurs 
pilces maximales (ou toutes leurs pikes minimales) dans TL est : 

x(-13” v(F) 
c E/Y<n(E)C¶L v(E) = ‘$$‘F, v(F) 

FECI 

OP T( ‘TL) est l’ensemble des empilements triviaux ,b pitkes dans le complhentaire de 9Q. 
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(iii) Soient TL, et 9TL, deux sous-ensembles aè A On a lïdentit6! suivante : 

L$&p& ~(-l)$(EaF), 
W.0 

FE3 

OP la somme apparaissant dans le membre de droite est relative aux couples CE, F) 
d’empilements vkifunt : 

- les pikes maximales de E sont &ns TII,, et ses pitkes minimales dans TL, ; 
- F est un empilement trivial b pkes dans l’intersection des comphuwaires de %, et m, ; 
- E et F ne sont pas en concurrence. ’ 

Remarques. 
1) Pour 9TL = AJ, (ii) redonne (i). 
2) Si l’intersection des complémentaires de TL, et 9& est vide, (iii) fournit exactement la 

serie genératrice des empilements dont toutes les pièces maximales (tesp. minimales) sont dans 
Tl,, (resp.m,), car ,F ne peut être que l’empilement vide. En particulier, si ‘T& = A, (iii) 
redonne (ii). 

3. BIJECTION ENTRE LES POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES ET LES 
DEMI-PYRAMIDES DE SEGMENTS 

Notations. On utilise les notations usuelles intervenant dans l’ttude des fonctions 
hypergeomktriques basiques : 

(a), = 1, 
r-l 

(aL=Q(l-ad). n21, 

(a)-=n(l-aqi). 
i20 

On note par ailleurs [n]! le q-analogue de la factorielle de n, soit GI), 
(1-d ’ 

ou encore 

1(1+q)(l+q+q2)...(:l+q+...+q”-1). 

Diagrammes de Ferrers. Polyominos parallélogrammes 
Soit P un polyomino. La hauteur (resp. largeur) de P est son nombre de lignes (resp. 

colonnes). La hauteur d’une colonne de P est son nombre de cellules. La hauteur b gauche (resp. 
à droite) de P est la hauteur de sa colonne la plus a gauche (resp. a droite). 

Soit n un entier positif. On appelle partition de n ?î p parts toute suite A,, 1, ,. . . , AP, où p 2 
Oet11;1,IA,5...5Â,,tellequeÂ,+Â,+...+A,=n. 

On représente usuellement les partitions par des diagrammes de Ferrers (Fig. 1.3). 
Remarquons qu’un diagramme de Ferren est un polyomino convexe. 
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Fig. 1.3 
Diagramme de Ferrers associt 

0 la partition &,A, ,..., A,. 

Exemple. Le diagramme correspondant a la partition 1.3.4.4 est le suivant. 

Fig. 1.4 

L’Cnum&ation des partitions est classique. On peut à ce sujet se rkferer au livre d’Andrews [Anl]. 
La skie gt5drauice des partitions, compttks suivant leur nombre de parts (par y) et le nombre qu’ 

elles partitionnent (par 9) est - 
tY:L * 

C’est bien sûr aussi la s&ie gtntrauice des diagrammes 

de Ferrets comptes suivant 1Lt hauteur (ou la largeur) et l’aire, par y et 9 respectivement 
La skie gtWrauice des diagrammes de Ferrers de largeur n (ou encore dts partitions dont 

la plus grande part est n), comptes suivant les mêmes paramkres est - Celle des 
& * 

diagrammes de Ferrers de largeur inferieure ou egale 2 n (ou des partitions dont teks les parts 

sont inf&ieums ou egales à n) est - 
(Yk 

On appelle diagramme de Ferrers gauche tout couple de diagrammes de Ferrers (P, P’) 
tel que P’ soit inclus dans P. 

Un polyomino parafl&ogramme est un polyomino dont la frontiere est la r&mion de deux 
chemins non vides ne faisant que des pas Nord et Est, et n’ayant pour tous points d’intersection 
que leurs exdmités (Fig. 1.6). Un tel polyomino est convexe. Les polyominos paral1~1ogrammes 
sont en bijection avec les diagrammes de Ferrets gauches, comme l’indique le sch&a suivant. 

Fig. 1.5 Bijection entre diagrammes de Ferrers gauches et polyominos parallt!logrammes. 
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Soit P un polyomino parallélogramme a n colonnes, notees, de gauche a droite, C, ,... ,C,. 
Pour 1 5 i < n, soit bi la hauteur de la colonne Ci. Pour 2 < i < n, soit 4 le nombre de cellules par 
lesquelles les colonnes Ci et Ci-, sont en contact, et posons u,= 1 (Fig. 1.6). 

Ona ~<b,,et,pouriZ2, uiSmin(bj,bj-,). 

Exemple. Pour le polyomino parall&ogmmme suivant : 

-n=8, 

-(b, ,...,b,) = (3, 4, 3.4, 4. 2.29 2)s 

- (4 ,...,a,) = (1, 3, 393. 3. 1.292). 

Fig. 1.6 

Definition 1.5. Soit f l’application qui, à un polyomino parallelogramme P, associe 
l’empilement f(P) = E. n . . . m E,, où : 

- E, est l’empilement tiuit a la pièce [ai ,b,] x (0). 
-(4 ,....uJ et (4 , . . . , bJ sont les deux n-uplets associb a P comme cidessus. 

Notation. Si P est un polyomino parallélogramme n5duit A une seule colonne de hauteur b, 
f(P) = { [Lb] x {OI}. 

Si P est un polyomino parallélogramme ayant n colonnes, avec n 2 2, on notera P’ le 
polyomino parallélogramme obtenu en enlevant à P sa colonne la plus a droite, c’est a dire C,. 

Alo~f(P)={[u”,b,]x(O))=f(P’), et ceci pennet de construire f(P) par r&unenœ. 

Exemple. L’image parf du polyomino de la figure 1.6 est : 

Fig. 1.7 L’ image par f du polyomino de la figure 1 A. 

Remarquons que sur cet exemple, f(f) est une pyramide, de pi& maximale de support 
[ 1,3]. Ce n$sultat est en fait gentral. 
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Definition 1.6. Une demi-pyramide de segments est une pyramide de pièce maximale de 
suppott [lb], b 2 1. 

Lemme 1.7. Soit P un polyomino paralltlogramme ,à n colonnes. 
fi) Lupike [a, ,b,]x (0) est la plus b gauche des pilces minimales de f(P) . 
(ii) L’empilement f(P) est une demi-pyramide de segments. 

Preuve. On utilise les notations de la définition 1.5 et on raisonne par r&urrence sur le nombre 
de colonnes de P. Si P est reduit a une colonne, les deux r6sultats sont tvidents. 
Si P prkente n colonnes, avec n 2 2, alors f(P) = 

Le 
[ am , b,] x (0)) m f (P’). 

(i) Si la plus a gauche des pieces minimales f(P) n’est pas [a, , b,] x (0}, c’est aussi la 
plus à gauche des pièces minimales de f(P), c’est a dire, par hypothèse de r&urrence, 
[a#-, ,b,-,] x (0). Mais alors (Fig.l.Q, b,-, <a,, ce qui, d’apres les propritds des n-uplets 
(4 ,... ,a#) et (b, ,... ,b,), est absurde. 

Fig. 1.8 L-4 
a n-l 

(ii) L’empilement f (P’) est une demi-pyramide. Si f(P) n’en est pas une, c’est que la pi&e 
r+utk [a., A] x (0) es non seulement minimale, mais aussi maximale. Mais alors toute pi&ce t 
minii de f (P’) est aussi minimale dans f(P), et situ6e B gauche de [a, ,b,] x (0). ce qui est 
absurde d’apres (i).O 

Proposition 1.8. (i) L’application f dt’finie en 1.5 est une bijection entre les polyominos 
parallt!logrammes et les demi-pyramkies de segments. 
(ii) Soit P un polyomino puralltlogramme : 

- la largeur de P est kgale au nombre de pièces de f(P); 
- la hauteur de P est la somme des longueurs des pilces aè f(P) , augmentke dkn; 
- l’aire de P est la somme des abscisses des extrhith droites des pitkes de f(P). 

(Lu longueur d’une piéce de support [a, 61 est bien stIr b-a). 

Preuve. Montrons d’abord (ii), a partir de la dtfmition 1.5 def. 
Soit P un polyomino aralltlogramme a n colonnes. 

Alors f(P)= P [a~.b~]x{O}}~...~{[~,b,]x{O}},etdoncf(P)abiennpiéc+s. 

La hauteur de P est (Fig. 1.9) : 
b]+(b,-%)t,...+(b,-a”), 

c’est a dire 

l+g(b; -a,), b2- 

i-l 
ce qui demontre la deuxieme assettion. 

bl 

Fig. 1.9 
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L’aire de P est la somme des hauteurs de ses colonnes, soit b, + b2 +...+ b,, ce qui fournit 
le troisième point. 

(i) Montrons, par r&urence sur le nombre n de piéces de E, le r6sultat suivant : si E est 
une demi-pyramide de segments, il existe un et un seul polyomino parallelogramme P tel que 
f(P) = E. 

Si n = 1, E = { [l,b] x (0)). et le polyomino parallélogramme rcduit a une colonne de 
hauteur b est le seul antk&ent de E parfi 

Soit n 2 2, et supposons le rksultat vrai pour les demi-pyramides a n-l pièces. Soit E une 
demi-pyramide it n pièces. Soit a,b] x (0) la plus a gauche de ses pièces 
l’unique empilement tel que E = 1 

minimak s, et soit E’ 
[a,b] x (0)) n E’ (cf. lemme 3 de l’annexe). Alors, E’ est une 

demi-pyramide ?î n- 1 :pi&ces. 
Si P est un polyomino parallClogramme tel que f(P) = E, on a. avec les notations 

usuelles: 
E= (P) 

= l [un A]xIO)} u f(O 

D’apr& le lemme 1.7, [un ,b,] x (0) est la plus à gauche des pièces minimales de E, donc 
u,, = u et b. = b. D’autre part, f(F) = E‘, et par hypothèse de &urrence, ceci d&ermine P’ de 
façon unique. 

L.e polyommo P se déduit alors de P’ en “collant” une colonne de hauteur b. a droite de 
P’, de telle sorte que cette colonne et la demiére colonne de P*, de hauteur b,-, , soient en contact 
par a, cellules. Ceci n’est possible que pour a, 5 b,-, . Mais cette inegalitd est bien v&if%e, sans 
quoi la pièce [a,-, A.,] x (0) serait minimale dans f(P) et a gauche de [u,b] x (0). ce qui est 
absurde.0 

Exemple. 

1 L 5 4 5 
Fig. 1.10 Bijection rtkiproque def. Fig. 1.10 Bijection rtkiproque def. 

Cette proposition ramène ainsi toute Cnumtration de polyominos parallelogrammes a une 
Cnum&ation de demi-pyramides de segments convenablement valu6es. Soit v la valuation dkftie 
par v([u,b]) = .~~-“q,~. 

Corollaire 1.9. Soit X(x,y,q) lu skrie gth?rutrice despolyominospurull&ogrammes comptks 
suivant la largeur (par x), la hauteur (par y), et l’aire (pur q), Soit ff celle des demi-pyrumides 
de segments valu& par Y. Alors X = y F. 
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Nous allons désormais pouvoir appliquer les thtoremes d’inversion rappelés dans le 
second paragraphe à l’énumetation de certaines demi-pyramides de segments - et donc à celle de 
œrtains polyominos parallélogrammes -. 

Ainsi, nous retrouvons tout d’abord le n5sultat de Delest et Fedou [De-Fe, Fe2], relatif à 
l’tnum&ation des polyominos parallelogrammes, en le pr6cisant un peu : en effet, la skie 
génératrice dOMee ici prend en compte non seulement le nombre de colonnes et l’aire du 
polyomino, mais aussi le nombre de ses lignes, ce qui est nouveau. Toutefois, la sym&rie de cette 
skie en x et y, qui est evidente, n’apparaît pas dans cette ptemiere kriture. Nous dOMOnS alors 

d’autres expressions pour cette série, dont son dtveloppement en fraction continue, dans 
lesquelles la sym&ie en x et y apparalt clairement. 

Nous appliquerons ensuite, dans le second chapitre, les tbéor8mes d’inversion pour 
Cvaluer la skie g&katriœ des polyominos patallelogramme dont la hauteur à droite et/ou a gauche 
est fixke. Nous verrons en effet que le dénombrement des polyominos convexes diriges et 
convexes utilise œs rkhkats. 

4. ÉNUMÉRATION DES POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES 

Proposition 1.10. L..a skie gCn&atrice X(x,y,q) despolyominosparalltlogrammes, comptks 
stdvant la largeur (par x), la hauteur (par y), et l’aire (par q) est : 

Preuve. D’apres le corollaire 1.9, on est rament à Cnumerer les demi-pyramides de segments ; 
or, un empilement non vide est une demi-pyramide si et seulement si toutes ses pièces maximales 
sont à support dans l’ensemble VL = ( [ 1, b] , b 2 1 .l. 

La proposition 1.4 (ii) foumit alors la skie génératrice H des demi-pyramides de segments 
sous la forme : 

~(-1)‘” v(F) 
x= Fz& v(F) - 1’ 

FE3 

ti =-- 
N’ 

où N est la skie génératrice altem6e des empilements triviaux et i celle des empilements triviaux 
ayant au moins une piece dans ‘JlL . Le lemme suivant tvalue N et /?. 

Lemme 1.11. (i) La St!rie ghabatrice alterntfe des empilements triviaw est : 

fa+‘1 

N=E (-1)^x”d2’1 
-20 (4). (.Y 9). 
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(ii) L.a série gtnhatrice alternée des empilements triviawr ayant une pike à support dans 
([l,b],b2l]est: 

Preuve. Il existe une bijection g entre les empilements triviaux a n Pi&es et les couples (4 B, de 
partitions A parts inferieures ou tgales à n telle que, si F = {[a,,b,]x {O},l S i S n} est un 
empilement trivial et g(F) = (a$) : 

- le nombre de parts de p est c(b, - ui) , 

- si 1 a 1 (resp. ( p 1) dksigne li%%mbre que partitionne a (resp. B), alors 

Eneffet,soitF={[a,.b,]x{O).lSiSn}, l~4~b,<a,5b2<...<a”Ib,. 

posons bO = 0, et, pour 1 I i 5 n, dkfmissons ai et pi par (Fig. 1.11) : 

a, = a, -b+, - 1, 

Bi=bi-a,. 

i-l 
u,=i+C(a, +&.)+q 

Onaalors: t-1 pour1IiSn. 

bi =i+k(a, +&) 
t-1 

Les conditions ai 5 bi et b, < ai+1 entraînent que ai 2 0 et pi 2 0 pour tout i. 

Fig. 1.11 

On associe alors A F le couple g(F) = (a$), où a (resp. /3) est la partition ayant c&+, 
(resp. &+,) parts tgales à i, 1 S i 5 n. On vérifie aisément que I’application g satisfait les 
propri6tis annoncées. 

De plus, F a une piéce A support dans { 11, b] , b 2 1) si et seulement si al= 0, c’est a dire 
si et seulement si a est à parts infkieures ou tgales a n-l. 

Le lemme découle alors des tisultats relatifs a MnumCration des partitions rappelés au 
debut de ce paragraphe. Il entraîne la proposition 1.10.0 

Remarque. Lorsque y vaut un, on retrouve le rksultat de Delest et Fedou [De-Fe]. relatif A 
l’énumtration des polyominos parallClogrammes suivant le nombre de colonnes et l’aire. La Irie 
géntratrice obtenue s’écrit : 
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X(xJJ?)=(l-9) 
4(&v) 

I” (L-q) ( 1’ 
A!qq 

La série 1, est ainsi Ile q-analogue d’une fonction voisine de la fonction de Bessel d’ordre 
m. Rappelons que celle4 est dtfmie par : 

,J,m+- 

5. EXPRESSIONS SYMÉTRIQUES POUR LA SÉRIE GÉNÉRATRICE DES 
POLYOMINOS PARAL#LÉLOGRAMMES 

Les distributions des deux paramètres liargeur et hauteur, sur les polyominos 
paralltlogrammes, sont identiques. Donc la fonction1 X(x,y,q) doit être symkrique en x et y. 
Pourtant, cette symétrie n’apparaît pas dans l’expression donnte dans la proposition 1.10 
pnkkdente. Toutefois, une transformation simple aboutit if une écriture symktrique en x et y. 

Proposition 1.12. La strile gtfnératrice de polyomirws parall&ogrammes est : 

II+~*I 
~-l)n+- x” y- 4 I 1 * 

avec L(x,Y)= C 
raOm20 b?).(4), . 

Lemme 1.13. 

Preuve. Remarquons qule (CI~)_ est la strie géneratrice altemte des empilements triviaux de 
points, c’est a dire de segments de longueur nulle, values par leur nombre de Pi&es (par a), et la 
somme des abscisses des pieces (par 4). En reprenant la bijection g dtfmie dans la preuve du 
lemme 1.11, on constate que ces empilements sont en bijection avec les couples de partitions (a, 
B, où /3 est vide. Le resultat s’en déduit.0 
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Preuve de la proposition 1.12. 11 suffit de multiplier par (yq), le nurnhateur N et le 
dénominateur N de l’expression de la proposition 1.10 donnant X. 

r+l 
I 1 

Ilvientainsi: _ 
(yq) N’t (-v-f9 2 (Y@+‘)- 

G?O (4). - 

Enappliquantlelemme1.13aveca=yqn,onobtient: 

(Yd,N= c 
(-l)“‘fymq(‘;ljJ-~‘)qm” 

&?O.~~O (4). w, 
r+r+1 

2 = c w”+-x^Y-9 l 1 

nZO.mLO (4). bd, 

=&y). 

D’autre part : 

-Y(Yd l+ = Y c 
(-l)r+’ x” q C’) (yq”+l)_ 

na bd”_, 

= y c 

ranro 

(-1)-+1 y$- $$J-3,.. 

r-l II 

= xyq L(xq,yq). cl 

Lemme 1.14. L’application L definie dans la proposition 1.12 par r*m*1 
L(x,y)= c 

c 1 
*20,r20 

(-l)R+;;"[;)q 2 
" m 

est l’unique s&ie formelle solution de la q4quation en H : 

H(x,y)=(l-q(x+y)) H(xq,yq)-xyq’ H(xq’vyq’), (E) 

vtW&nt H(O,O)=l. 

Preuve. La fonction H (~,y) = c x” ya H,,, est solution de l’équation (E) si et seulement si 
r>o.m10 

on a sirnultantment : 

(1 - qn)&, = -4” H.,..,., pour n 2 1, 

(1 - 4”)HO$, = -9” Ho,,-, pour n 2 1. 

(1-q”‘“)H,,,=-q”‘“(H,_,.,+H r,n-, )-q2n*2rr’H., -,+-, pourn2 1 etm2 1. 
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Ces trois Quations sont équivalentes aux trois suivantes : 

Ho., =H&o 1 
“,,l 
( ) 

H = a.0 
6l)“q 2 f{ 

(4). O*O ’ 

(1 - qn+-) H,,, = -qn+- (H, -,,- + H,,,-,)- q2r’2r+1 H,-I.,-t pour n 2 1 et m 2 1. 

Nous allons prouver que, si Ho,, est fixt, les H,,, sont entiérement détermin6s par ces 
6quations. 
Montrons par r&u.rrence sur i la propritd suivante : 

pour tout n 2 0, H,,i et Hi,, skivent comme le produit de Ho,, par une fraction 
rationnelle en q. 
Ce rkwltat est vrai pour i = 0. Supposons qu’il soit vrai pour l’entier i. La troisième des Equations 
ci-dessus permet alors d’ex:primer H,,i+, en fonction de H,.i et H,+. qui, par hypothtse, ont la 
forme désir&, et de H,-,,i,,l. Une rkcurrence sur n achi%ve alors la preuve, car Ho,i+l est de la 
forme annon&. On tvalue de même Hi,.+, pour tout n. 

Donc, si Ho,, est une strie formelle en q, il existe une unique solution de l’kquation (E’) 
telle que H (0,O) = Ho,,. En particulier, il existe une unique solution de (E) telle que H (0 ,O) = 1. 

Pour montrer que cette unique solution est la fonction 15, il suffit de vérifier que les 

r+m*t 
( 1 

récurrences ci-dessus sont bien satisfaites par les La,, = 
(-1)“‘“q 2 

(d”(4)” ’ 
ce qui se fait 

simplement.tl 

Lemme 1.15. Lu série L(x, y) definie dans Proposiltion. 1.12 est Cgale au dt!terminant suhnt: 

Preuve. Il suffit de vtkifier que ce dttenninant satisfait bien la même Equation que L, ce qui 
s’obtient en le dkveloppant par exemple par rapport ZI la premi&e ligne.0 

l-q(x+y) xyq’ 0 . . . 0 

1 l-q2(x+y) xYqs 0 . . . 
0 1 l--q’(x+y) xyq’ 0 

. . . 0 1 . . . . . . 

0 . . . 0 . . . . . . 

Corollaire 1.16. La skrie gknératrice des polyomitws parallt!logrammes admet le 
dbveloppement en fraction continue suivant : 

x(x,y,q) = .rYq 
3 

l-qb+Y)- 
XYq 

l-q’(x+y)- XYd 

1-$(x+y)-$ 
. . . 
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Preuve. Divisons par L(xq,yq) Nquation du lemme 1.14, appliquke a H = L. 

Il vient : L(LY) 
Lh*Yq) 

=1-q(x+y)-xyq’ L(xq2,yq2) 

Lh*Yq) ’ 
ce qui s’ecrit encore, puisque 

x=xyqL(wYq). 
+Y) ’ 

x(x*yJl)= XYq 
1-&+y)-X(W*YwI) ’ 

et entraîne le développement en fraction continue annonce.0 

Remarque. Ce rkuhat, dû à Gesse1 [Gel, se demontre simplement en combinant : 
- d’une part la theorie generale de Flajolet [Fl] i.nterpr&ant les fractions continues de Jacobi 

comme somme de poids de certains chemins valu&, appel& chemins de Motzkin, 
- d’autre part la bijection classique entre polyominos paralltlogrammes et chemins de Motzkin 

colon% (voir par exemple Delest, Viennot [De-Vil), que nous rappelons dans le chapitre 8. 

6. POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES ET IDENTITÉS DE ROGERS- 
RAMANLJJAN 

En s’inspirant d’un article de Viennot [Vi2], interpr&ant les membres de gauche des 
identit& de Rogers-Ramanujan en termes d’empilements de dominos, c’est à dite de segments de 
longueur un, on peut définir certaines classes de polyominos parallélogrammes dont la série 
gtneratrice est 1iCe aux identités de Rogers-Ramanujan. Rappelons ces deux remarquables 
identitks : 

Proposition 1.17. (i) L.a Mie ghatfratrice alternie des empilements triviaux de dominos, 
valut% par la valuation usuelle v est : 

(ii) La St!rie gtMratrice alternke des empilements triviaux de ahinos ne contenant pBs la pitke 
[1,2]x{O} est : 

RI, = c (-XYd” qn+nz 
SILO (4). . 
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Preuve. (i) Par la bijection g decrite dans la preuve du lemme 1 .l 1, les empilements triviaux de 
dominos sont en bijection avec les couples de partitions (a, /$. où J3 a une part et une seule egale 
3 i. pour 1 5 i 5 n. Ceci prouve (i). 

(ii) Considérons la translation à droite t d&ïnie par : 

r({[a,.b,]x{O}, lSiSn})={[a,+l,bi+l]x{O}. lSi5n). 

Elle envoie bijectivement ljes empilements triviaux de dominos sur les empilements triviaux de 
dominos sans piece de sup]pott [l, 21. De plus, si F a. n pieces, V(~(F)) = q” v(F), ce qui fournit 
l’expression de R,, .O 

Définition 1.18. Un polyomino parallélogramme à n colonnes est en escalier si les deux n- 
uplets le camctkrisant definis au debut du paragraphe 3, (a, ,..., (I,) et (4 ,..., I , b ) vkifient: 

6) b, 2 2, 

(3 4 =a,+l,pour2Si5n. 
Par cornmoditt! , on conviendra que le polyomino vide est en escalier. 

Exemple. Le polyomino suivant est en escalier. 

Fig. 1.12 
Un polyomino en escalier. 

Corollaire 1.19. (i) Lu skie gtfnkratrice des polyominos en escalier, comptks suivant la 

largeur (par x) et l’aire (par q) est $.priseny= 1. 

(ii) L.a strie ghu!ratrice des polyomihos en escalier dont la premihe colonne est de hauteur 2, 
R 

comptt!s suivant les mêmes paramktres, est 1, pris en y = 1. 
4 

Preuve. (i) Les polyomincs parallélogrammes en escalier sont en bijection avec les empilements 
de dominos. En effet, le polyomino paralltlogramme P est en escalier si et seulement si toutes les 
Pi&es de la demi-pyramide f(P) sont des dominos, a l’exception de sa piece maximale, de 
support [ 1 ,b, 1. avec b, 2 2. En remplaçant cette piece maximale par la piece maximale de support 
[b,-1 .b,]. on obtient un empilement de dominos E’. De plus, cette transformation est reversible. 
car la pièce modifike, [b, -1 ,bI], est la plus à droite des pieces maximales de E’. La valuation (en x 
et 4) de E’ est la même que celle de f(P). Le premier r&ultat s’en dtduit par application du 
premier théor+me d’inversion de la proposition 1.4. 

(ii) Le polyomino ;paraMlogramme P est en Iescalier et a sa première colonne de hauteur 
deux si et seulement si f(,P) est une demi-pyramide de dominos. On applique alors le deuxieme 
theoreme d’inversion de la1 proposition 1.4.0 



Poiyominos parallélogrammes et anpilemnts de segments 31 

Remarques. 1) Cette seconde sous-classe de polyominos est en bijection avec les murs de 
cercles, qui apparaissent en physique comme modéles d’agrtfgufs [Pr-Sv]. Cette bijection peut 
&IC schtmatisk comme suit : 

D 

Fig. 1.13 Polyominos en escalier et murs de cercles. 

Par ce qui pr&&de, la skie géntratrice des murs de cercles, comptés suivant le nombre . 
total de cercles (par q) et le nombre de cercles de la buse (par x) est exactement le rapport suivant : 

c (-x)“ql+.* 

r10 (4, l 

c (-x)Iq”’ , 

r20 M, 
c’est à dire encore la cklebre fraction continue de Ramanujan, 1 

l- xq . 
l- xq 

1 xb a- 
l-... 

2) Soit n un entier positif. On appelle D-purtition de n A p parts toute partition Al, Â, ,. . ., A, 
de n où Ai + 2 5 Âi+l pour tout i. Il est alors bien classique que la membre gauche de la premi&re 
(resp. seconde) identité de Rogers-Ramanujan est la skie g&rératriœ des D-partitions (resp. sans 
part égale à un), comptées suivant le nombre qu’elles partitionnent (par q) et leur nombre de parts 
(parx). Les resultats de la proposition 1.17 sont 6quivalents à cette assertion. En effet, les D 
partitions sont en bijection avec les empilements triviaux de dominos, comme l’indique le schéma 
suivant. 

Fig. 1.14 Équivalence entre D-partitions et empilements triviaux de dominos. 

3) Soit n un entier positif. On appelle quasi-partition de n a p parts toute suite 
a,&.., Â,,oùp~Oetl~Aj5Ai+, +l pourtouti,tellequeÂ,+A,+...+A,=n. 

Andrews (An21 démontre que 
&ïp. 

z est la strie g&tératriœ des quasi-partitions, 

r20 (4). 
compuks suivant leur nombre de parts (par x) et le nombre qu’elles partitionnnent (par q). Viennot 
[vi21 redemontre bijectivement œ rksultat. Cette interpr&tion est tout a fait t5quivalente a celle que 
nous donnons ici. En effet, les quasi-partitions sont trivialement en bijection avec les polyominos 
parallelogrammes en escalier, comme le suggtte le schéma suivant : 
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Fig. 1.15 Reprbentation d’une quasi-partition par un polyomino 
parallélogramme #en escalier. 
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CHAPITRE 2 

POLYOMINOS CONVEXES DIRIGÉS 

ET POLYOMINOS CONVEXES 

1. PLUSIEURS FAMILLES DE POLYOMINOS CONVEXES 

Rappelons qu’un polyomino est convexe lorsque toutes ses intersections avec les colonnes 
[i, i+l]xlR et les lignes IRxu,j+l] du plan sont convexes. 

Soit P un polyomino convexe, et R le plus petit rectangle le contenant. Les pki~tres de P 
et R sont alors Cgaux, ce qui constitue d’ailleurs une caractkriwion des polyominos convexes. 

Soit [N, N’J (resp. [W, W’j, [S, SI. [E, E’J) l’intersection de la frontière de P avec le bord 
supérieur (resp. gauche, inferieur, droit) de R, les points N, N’, W, W’. S, S’, E, E’ Ctant 
ordonnts suivant le sens trigonométrique de la frontiere de R (Fig.2.1). 

N’ N 

S S’ 

Fig. 2.1 Polyomino convexe. 

Les polyominos parallélogrammes sont alors les polyominos convexes qui v&ifient S = W 
et N = E’. 

Un polyomino convexe dirigt! à droite est un polyomino convexe tel que S = W’. Un 
polyomino convexe dirigé à gauche est un polyomino convexe tel que N = E’. 

Un polyomino tas est un polyomino convexe tel que N = E’ et S’ = E. On pourrait aussi 
bien définir les polyominos tas comme les polyominos convexes v&if%nt S = w’ et N’= W. 
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Dbcomposition des polyominos convexes dirigbs 
Soit P un polyomino convexe dirigé a gauche à k colonnes, notees, de gauche a droite, 

C 1 ,...,C,. Soit p le plus petit entier tel que P, prive de ses p-l premières colonnes, soit un 
polyomino paralltlogramme. On a alors 1 Sp 5 k. Le polyomino paralltlogramme 8 forme des 
colonnes c , ,. ..,C, est appel6 polyomino parallt!logravnme maUma1 de P. Soit n+l sa hauteur a 
gauche, c’est a dire la hauteur de C,. Le polyomino forme des colonnes C, ,...,C, est un 
polyomino tas de hauteur n+l . En supprimant la cellulie inf&ieure de sa demiere colonne C, , on 
obtient un nouveau polyomino tas, P2, de hauteur n. De plus : 

-lahauteurdePestcelkde 4, 
-lala.rgeurdePestlasommedecellesde 4et P,,dim.i&edeun, 
- l’aire de P est la somme de celles de 4 et P2, diminu& de n. 

(Par commodité, on conviendra ici que le polyomino ‘tas vide est de hauteur et d’aire nulles mais 
possikle une colonne). 

L’application d définie par d(P) = (4, PJ est alors une bijection entre les polyominos 
convexes diriges dont le poiyomino parallelogramme maximal est de hauteur à gauche n+l et les 
couples (P,, PJ formes d’un polyomino paralltlogramme < de hauteur à gauche n+l et d’un 
POlY 

Fig. 2.2 
Dtkornposition d’un polyotnh convexe 

dirigt. 
(Ici,p=4etn=4) 

Nous allons &utmtrer les polyominos convexes diriges en nous inspirant de cette 
décomposition. Nous aurons donc besoin de connaître d’une part la serie gCnCratrice des 
polyominos tas de hauteur dont&, et d’autre part (celle des polyominos parallé1ogrammes de 
hauteur à gauche donrke. 

Polyominos convexes 
Nous cherchons a Qum&er les polyominos convexes par une m&hode analogue a celle 

que nous venons d’évoquer pour les polyominos convexes diriges, c’est a dire en faisant 
apparaître des polyominos tas et des polyominos parallélogrammes. 

Or, Ctant donné un polyomino convexe, il existe bien diverses decompositions de celui-ci 
en deux polyominos tas et un polyomino paralllélogramme, mais aucune d’elles ne peut 
s’appliquer à tous les polyominos convexes. Nous avons donc et6 amenés a classer ces objets en 
trois sous-familles Q, Q’ et ll3, que nous Cnumerons Iparement. En fait, la classe Q’ se déduit 
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bijectivement de la classe Q, par une transformation simple qui prherve les trois paramhtes 
d’hun&ation, ce qui nous permet de ramener l’thmhation des polyominos convexes a celle des 
deux sous-familles Q et 03. 

Soit P un polyomino convexe. On considére de nouveau le plus petit rectangle R le 
contenant, et les points N, N’, W, W’, S, S’, E, et E’ définis ci-dessus. 

Notations. Etant donné un point M t%ment de (N, N’, W, W’, S, S’, E, E’ ), DM désignera la 
droite vetticale passant par M. 

Si M et M’ sont Cl&ments de (N, N’, W. W’, S, S’, E, E’ ). on notera Du 5 DM. (resp. 
DM < DM.) si D, est située a gauche (rtsp. suictenunt Pgaucbe)de DM.. 

DtYinition 2.1. L’ensemble Q sera l’ensemble des polyominos convexes tels que D, c D,,,. 
L’ensemble Q’ sera l’ensemble des polyominos convexes tels que DN’ < Os.. 
L’ensemble QnQ’ sera noté W. 

Lemme 2.2. (i) La rhnion de eC et Q’ est l’ensemble des polyominos convues. 
(ii) Toute symhie d’au? vertical Mange les &fments de Q et Q’ et laisse invariants les 

trois param2tres largeur, hauteur et aire . 

Preuve. (i) Raisonnons par l’absurde en considérant un polyomino convexe qui ne serait ni dans 
Q, ni dans CL’. On aurait alors Ds 2 DN et DN. 2 D,. . Mais les tigalit& D,,. < DN et D, c Ds 
sont toujours v&ifiis, et mhneraient alors à D,. 5 DN’ < D,,, g Ds < D,. , ce qui est absurde. 

(ii) Ce second n%ultat est trivial. (Rappelons que les polyominos sont d&ïnis a translation 
PI&). Le second polyomino de la figure 2.3 est l’image du premier par une telle syrn6aie.O 

Exemples. 
N’ N 

Polyomino de CL. 

Fig. 2.3 
Elbments de Q, Q’ et W. 

N’ N 

s s 

Polyomino de Q’. 
N 

s S’ 

Polyomino de W. 
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Remarque. Pour knum&er Ees polyominos convexes suivant le p&imi?tre, Delest et Viennot [De- 
Vi] proposent une partition de l’ensemble des polyominos convexes en trois sousensembles, 
dtfïnis respectivement par D5 C DN , D, = DN et DS > DN, qu’ils Cnumèrent separement. Ils 
appellent polyominos de type 1 les elements de CI. Mais cette partition, n’utilisant pas de propried 
de syrnduie, exige trois, et non deux Cnum&ations distinctes. 

Notations. On notera A(x.y.q) besp. A’(x,y,q). B(%YJ?h la &k &dbœdes tlhents 
de Q (mp. Q’, W), comptes suivant la largeur (par x), la hauteur (par Y) et l’aire (par 4). 
Remarquons que A(x,y,q) == A’(x,Y,q). 

Corollaire 23. La sCrie @u!ratrice Z(x, y,q) despolyominos convexes est 
Z=2A-B, 

03 A (resp. B) t!num&e les polyominos de Q (resp. U3). 

Décomposition des polyominos de Q 
Soit P un polyomino convexe de Q a k colonnes, notees, de gauche a droite, C, ,...,C,. 

Soit p le plus petit entier tel que P, prive de ses p-I premières colonnes, soit un polyomino 
convexe dirige à droite. De même, soit r le plus grand entier tel que P, prive de ses k-r dernier-es 
colonnes, soit un polyomino convexe dirigé à gauche (Fig.2.4). 

On a 1 5 p 5 r 5 k. :Le polyomino 6 forme des colonnes C, ,.. .,C, est appele polyomino 
parall&gramme maximal de P. Soit n+l (resp. m+l.) sa hauteur a gauche (msp. droite), c’est a 
dire la hauteur de C, (resp. C,). 

Le polyomino forrnt des colonnes C, , . . ., C, est un polyomino tas de hauteur n+l. En 
supprimant la œlhrle inft5rieure de sa demiere colonne C,, on forme un autre polyomino tas, P2, 
de hauteur n. 

De même, le polyomino formé des colonnes C, . . . ..C. est un polyomino tas de hauteur 
m+l. En supprimant la cellule supérieure de sa première colonne C,, on forme un autre 
polyomino tas, P3, de hauteur m. 

Deplus: 
-lahauteurdePestœllede 4, 
- la largeur de P est la somme de celles de 4,14 et P,, diminude de deux, 
- l’aire de P est la somme de celles de P; , P2 a P,, diminutk de m+n. 

(De nouveau, on conviendra que le polyomino tas vide a une colonne). 

L’application d definie par d(P) = (4, Pz, P,) ‘est alors une bijection entte les polyominos 
de CI dont le polyomino parallélogramme maximal est de hauteur à gauche (resp. B droite) n+l 
(resp. m+l) et les triplets dIe la forme (P,, P2, P9) formes d’un polyomino paralltlogramme 4 de 
hauteur a gauche n+l et hauteur a droite m+l et de deux polyominos tas P2 et P,, de hauteur n et 
m respectivement. 

Pour Cnum&er les polyominos de Q, nous avons donc besoin de connaître, outre la serie 
généranice des polyominos tas de hauteur don&, celle des polyominos parallelogrammes de 
hauteurs à droite et à gauche fwees. 

Quant aux polyominos de W, nous verrons que connaître la s&ie gentratrice des 
polyorninos tas de hauteur donrke suffit pour les &wm&er. 
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Fig. 2.4 
Dkomposition db polyomino 

convexe de Q. 
(Ici, p = 3, r = 7 
m=4ctn=4) 

Nous rappelons d’abord l’expression - classique - de la skie g&&atrice des polyominos 
tas de largeur donnée. Mais, lors de l’tnumkation des polyominos convexes dirigés, puis des 
polyominos convexes gtnéraux, c’est de la strie gk&atrice des polyominos tas de hauteur 
don& dont nous aurons besoin. Nous dtmontrons alors une formule qui hout ce probEme. 

Enumkration “classique” 
Soit P un polyomino tas à m colonnes - c’est a dire de largeur m - ; ce polyomino est la 

juxtaposition (Fig.2.5) de deux diagrammes de Ferrers f: et pZ tels que 4 ait m colonnes et P2 
strictement moins de m colonnes. Le nombre de lignes (resp. l’aire) de P est alors la somme des 
nombres de lignes (resp. aires) de 4 et Pz. 

P 

Fig. 2.5 
Un polyomino tas. 

La skie gk&urice des diagrammes de F~~RIS a m colonnes ttant y q”‘/(~q)~ , et celle des 
diagrammes de Fenws ayant au plus m-l colonnes Ctant l/(yq)--, , on obtient le r6sultat suivant, 
qui prkise celui de Wright [Wr] : 
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Lemme 2.4. La s&ie ghkratrice T(x,y,q) des polyominos tas comptb suivant la largeur 
(par x), la hauteur (par y), et Saire (par q), est : 

Une nouvelle knumkation 
IA proposition suivante fournit le developpement en y de la s&ie T. 

Proposition 2.5. Lu skie ghtratrice T(x,y,q) des polyominos tas comptb suivant la 
largeur (par x). la hauteur (par y), et l’aire (par q), est donnke par l*t!galit~ : 

xy”q” T 

‘=r: (xq)’ ’ I 
OP T, est un polynôme en x et q à coej&ients entiers positifs, défini par la rhrrence suhante : 

T,=l,T,=l, 
T. = 2T,-, + (xq”-’ - l)T,-, pour n 2 2. 

Preuve. Notons < le coefficient de y” dans T, c’est à dire la série gentratrice en x et q des 
polyominos tas de hauteur n. 

Soit P un polyomino tas de hauteur n, a m Y 

colonnes, nottes. de gauche a droite, C ,,..., C,. II ---- 
Exceptionnellement, on munit le plan d’un repère 
orthonorme tel que P soit inclus dans le rectangle defmi 
par les conditions 0 5 x s m. 0 5 y S n (Fig.2.6). Soit 
alors (0) x [b, , si] la projection de Ci sur l’axe CIy, 
parallèlement à 0x ; la base (resp. le sommet) de la 
colonne Ci est bi (resp. si). 

Remarquonsquel’onab,>bz~ . ..>b.=O, 
ets,Ss,S . ..Ss.=n. 0 

m x 
Fig. 2.6 

Pour n 2 3, distinguons cinq situations: 

1) m =l. Le polyomino P est ttkiuit a une colonne ; sa valuation est xq”. 

2) m 2 2, b.-, = 0, s.-, = n. En supprimant C, , on obtient alors un polyomino tas de hauteur n. 
La série g&5anice des polyominos tas relevant de ce second cas est donc x q” c. 

3) m 2 2, b,-,Z 1. En supprimant la cellule inf&ieure de C, , on obtient un polyomino tas de 
hauteur n-l, ayant deux colonnes au moins. La skie g&rauice des polyominos tas relevant de ce 
troisPme cas est donc q(z-, - xq”-‘). 

4) m 2 2, s.-, 5 n-l. En supprimant la cellule sup&ieure de C, , on obtient un polyomino tas de 
hauteur n-l, ayant deux colonnes au moins. La Irie g&%trice des polyominos tas relevant de ce 
quatrième cas est donc q(E-, - xq’-‘). 

5) m L 2, b,-, 2 1, s,-, s n-l. En supprimant la cellule su~rieute et la cellule inf&ieure de C, , 
on obtient un polyomino tas de hauteur n-2, ayant deux colonnes au moins. La skie génératrice 
des polyominos tas relevant de ce cinquième cas est donc q2 (<-, - xq”-‘). 
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Finalement, on obtient en regroupant ces cinq cas : 
(l-X~“)E =Qc-, -9’c-r. 

Lorsque n vaut un (resp. deux), seul les cas 1) et 2) (resp. l), 2). 3) et 4)) sont 

possibles; les tquations obtenues fournissent alors successivement : c = x 
x92(1 +x9) (l- x9) 

, puis 

K= 
(l-x9)(1-x92) * 

Onmonaalorspar&urtenœsurn quez= 
x9” T, 

(x9), ’ 
avec q =l, T2 =1+x9, et 

T. = 2T,-, +(x9’-’ - l)T,-, pour n 2 3. En posant T, =l,œtter6cummœestvraiepourn22. 

Elle peut aussi s’ecrire (T, - T,-,) = (T,-, - T,-,) + xq”’ q-2. œ qui permet de mattrer que les 
polynômes 7 - T,-, et < sont a coefficients entiers positifs.0 

Remarques. 1) Lorsque 9 vaut un, l’dquation f oumissant T. est une duuxawc lin&.ah d’ordre 
deux. Les rn&hodes de rCsolution classiques donnent : 

T,w=o~~s” ;k x’. 
(1 

Lorsque x vaut aussi un, on obtient T. (1 ,l) = 2”-r, pour n 2 1. 

2) Les ptmtihes valeurs des T. sont : 
T,=l, 
T,=l, 
T,=l+xq, 
T,=1+2Xq+xq2, 

Le coefficient de x’ dans T. est un donc q-analogue non classique de 
( 1. 

.j: Ce coefficient 

binômial peut être interprett comme le nombre de mots de (a, b) * de longueur n ayant 2k 
occurrenœs de u. Lorsque 9 est quelconque, on peut montrer I’identite suivante : 

T,(x,q)= c 
( 

x’ &h+h+*-+-~ , 
Os2kbr ” 1 

où, pour k donné, la seconde somme porte sur tous les mots u de (a, b) * de longueur n ayant 2k 
occturenœs de u, et pzi-r dtsigne, pour 1 5 i 5 k, la position de la (2i-l)h occurmnœdeudam 
le mot u, parcouru de gauche a droite. 

Nous reprendrons cette interpr&ation dans le chapitre 7, en la reliant & une notion de 9 
uutomute. 

3) Pour n 2 1, le polynôme T. est tgal au dknninant suivant : 

1 l-x9 0 0 0 

1 2 l-X92 0 0 

0 1 . . . . . . . . 0 

0 0 . . . . 2 l-x9”- 

0 0 0 1 2 
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En effet, on montre, en developpant ces determinants par rapport a la dernière colonne, qu’ils 
satisfont la même telation de t&urrenœ que les T,, et les valeurs coïncident pour n = 1 et n = 2. 

On peut aussi les développer par rapport a la ptemitre colonne, œ qui fournit 
T,(x)=D,-,(xq)+(xq--l)D,-,(xq*), 

où 0. (x) est le dbminant suivant : 

2 1-xq 0 0 0 

1 2 l-xfJZ 0 0 
D”(x)=0 1 . . . . . . . . 0 . 

0 0 . . . . 2 1-x$-’ 

0 0 0 1 2 

En!%, en développant D,, (x) par rapport A la premih colonne, il vient 

0.. (4 = W., bd +(xq - ~)D,-,(x~~) p 
œ qui foumit pour Ta une nouvelle relation de n%urenœ. Pour n 2 2 : 

R, (4 = (1 + dT,-, h) + (.d - l)L, (x4’). 
Nous utilisemns œ rt%ultat dans k chapitre 3. 

Corollaire 2.6. LA Mie gh.!ratrice des polyominos tas de hauteur inftfriewe ou Cgale d n, 
compttfs suivant la largeur (par x) et l’aire (par q) est : 

2r avec U, = T,,, -T. . 

Preuve. Notons c (resp. un) la strie gédratrice en x et 4 des polyominos tas de hauteur n 
(resp. inferieure ou egale a n). 

Soit P un polyomino tas de hauteur n+l, B m colonnes, notées, de gauche a droite, 
C r ,. . .,C, . On munit le plan d’un I+re orthonotrn6 tel que P soit inclus dans le rectangle 0 < x 5 
m,OIy~n+l.Pour15i5m,soit{O}x[bi,si]laprojectiondeCjsurI’axeOyparallèlementà 
0x. 

Distinguons les trois cas suivants : 
1) m =l. Le polyomino P est rt!duit a une colonne de hauteur n+l ; sa valuation est xq”‘. 

2) m 2 2, b,-, 2 1. Le polyomino obtenu en supprimant la cellule inferieure de C, est alors un 
polyomino tas de hauteur n, ayant deux colonnes au moins. La serie g&u%atriœ des polyominos 
relevantdeœsecondcasestdonc~(~-x4”). 

3) m 2 2, kW, = 0. Le polyomino obtenu en supprimant la colonne C, est un polyomino tas de 
hauteur inf&ieure ou tgale a n+l. La s&ie g&%atrice des polyominos relevant de œ uoisiéme cas 
est donc x~“*‘(~+, +u,). 

On obtient en regroupant les trois cas l’6quation (1- xq”*‘)~+, = qz + xq’+’ Ül. 

T 
d’apr&s la proposition 2.5, ce dont on déduit Üm = ~SI 

(4, 
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Remarque. Il est Cquivalent d’écrire que U, = Un-, + xq” T,-, . Cette expression montre que les 
polynômes V, convergent - formellement - vers une série U,. Plus prks&nent, le coefficient de 
4 “-’ est le même dans tous les U,,, , pour m 2 0. 

Appelons D-polyomino tas tout polyomino tas dont deux colonnes conskcutives 
quelconques n’ont jamais ni même base, ni même sommet (Fig.2.7). Il existe une bijection (que 
nous ne montrons pas ici) entre les polyominos tas de hauteur inf&ieure ou tgale a n et les couples 
form& d’un diagramme de Ferters de hauteur inferietue ou Cgale B n et d’un D-polyomino tas de 
hauteur inf&ieure ou bgale a n aussi, qui permet de pn>uvcr bijectivetnent le rdsultat annonce dans 
le corollaire 2.6. Le polyname U, apparaît alors comme le polynôme Cnum&ateur des D- 
polyominos tas 9 hauteur inf&ieum ou egale a n. Cette interp&ation permzzt de calculer U-, qui 

Fig. 2.7 
Un D-polyomino tas. 

Par passage a la limite lorsque n tend vers l’infini dans le corollaire 2.6, on obtient la 
formule suivante : 

3. ÉNUMÉRATION DE P~LYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES DONT LA 
HAUTEUR DES COLONNES EXTRÉMALES EST FIXÉE 

Proposition 2.7. Soit n 2 1. L-ta skie gtfdratrice X”’ des polyominos parallt!logrammes de 
hauteur d gauche (ou à droite) n est : 

avec, comme dans la proposition 1.10 : 
(i+l\r 

N(x)=2 (-;;;$y’. 
J J 
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Preuve. La première colonne du polyomino P est de hauteur n si et seulement si la pièce 
maximakde f(P) est de support [l, nl. 

D’apri% la proposition 1.4 (ii), la strie g&katrke des demi-pyramides non vides de pièce 
maximale de support [ 1, n] est : 

x(-13” v(F) 

où N est de nouveau la série g&katrice ahem& des empilements triviaux, donrke par le lemme 
1.11, et N’“’ est celle des empilements triviaux comprimant une pi& de support [l , n]. 

Soit alors 1. l’ap lication qui, a l’empilement trivial F = {[c+ ,bi] x (0). 15 i 5 k) 
~,(F)={P&@~}U [[ 

associe 
a, + n, bi + n] x (0)) 1s i 5 k} . Cette application est une bijection entre 

les empilemnts triviaux et les empilements triviaux contenant une pike de support [ 1, n]. 

De plus, la valuation de t,(F) est : 

v@,(F)) = xq” y”-‘qb v(F) 

= xq” y”-’ Vu+ ,. . 

t-1 fL+l Ic 
m-n 

tn 
i 

I A L I Aa 
. L . 

1 n m 

Fig. 2.8 

En sommant cette CgalitC sur tous les empilements triviaux F, il vient : 
N”” = -xq” y”-’ N(xq”). 

La proposition 2.7 s’en déduit compte tenu de la proposition 1.8.0 

Definition 2.8. Notons N, = N,(x) les polynômes en x, y et q définis par la rtkurrence 
suivante : 

N,=O,N,=l, 

N, =(l+y-xq”-t)N,-,-yN,-, pourri 2 2. 

Déf’inition 2.9. Notons Ni les polynômes en x, :y et q dt?flnis d partir des N, de la fizçon 
suivante : 

N:=O si m<n, 

Ni = -,y”-” 4” ) 

N: = x2 y”-’ q”‘” N,,(xq”) si m > n . 

Proposition 2.10. Soient m 2 1 et n 2 1. La skie ghbatrice Xi des polyominos 
parallt5logrammes dont la hauteur b gauche (resp. h droite) est n (resp. m) est donnke par 
l’expression suivante : 

X: =xZynqm+nN,-- N(xq”) yN” 
N(x) -’ 
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oLi, comme en proposition 1.10, 

N(x)=% ‘“;-y);‘. 
J J 

Les N, et Ni sont les polynômes en x, y et q des d&ition~ 2.8 et 2.9. 

Remarque. L’tgaliti X: = Xl, provenant de l’interprhtion de ces séries, n’apparaît pas dans 
cette expression. 

Nous avons besoin, pour montrer cette proposition, de dkfinir un nouveau paramhc sur 
les empilements. 

Definition 2.11. L’encombrement de l’empilement F = { [a,,b,] x {n,}, 15 i 5 n} est z&o si F 
est vide, le plus grand des bi sinon. On le note en@‘). 

Lemme 2.12. Soit m ;1 1. La strie gtnlratrice alterntfe des empilements triviaux 
d’encombrement m est -xq” N, , OP N, est le polynôme introduit dans la &$nition 2.0. 

Preuve. Soit F un empilement trivial d’encombrement m. 

Rappelons que si F = { [a,,b,] x {ni}, 15 i 5 n} , alors sa valuation est xn y - 
[ ml-*~)q(z&~l) 

Si m = 1, F est Ll’empilement ci-contre. 

Donc x(-lj”v(F)=-xq, et Nl =l. 
F/cmc(F)II 

f. 
Fig. 2.9 

Si m = 2, F est l’un des trois empilements ci-contre : 

Donc x(-lfF’v(F)=-xq*-xyq* +x2q3, 
FIemE( 

etN,=l+y-xq. 

Sim>3,&rivons F={<, 15i<n} ,avec 
Fig. 2.10 

t= i+ 
[ 

C(ak+/3J +ai ,i+C(a,+j$) x(O), a,ZOet/?,>O pour tout k et 
14kLi-1 14k4i 1 

n + c (a, + B,) = m (Fig.2.11). Plusieurs situations sont alors possibles. 
1stsr 

I fi r\ yr 
Y v Y Fig. 2.11 

a1 1 +a2 l+ok 
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1) p.21. 
L’empilement obtenu en substituant 

/3, - 1 a /3. est alors un empilement trivial 
d’encombrement m-l. Donc la série ghhtrice 
des empilements relevant de ce premier cas est 

Y +7--’ NJ. 

2) qrl. 
L’empilement obtenu en substituant 

a, - 1 à a, est alors un empilement trivial 
d’encombrement m-l. Donc la s&ie gh5atrice 
des empilements relevant de ce second cas est 

q(-xq--‘N,-,). 

3) a,21 et pari. 
L’empilement obtenu en substituant 

a, -1 à a, et /3. -1 à j3. est alors un 
empilement trivial d’encombrement m-2. Donc Fig. 2.14 
la strie générattice des empilements relevant de 

ce troisième cas est yq*(-xq”-’ NI-J. t- J 

4) a.=B.=O. 
L’empilement obtenu en enlevant la pièce 

la plus a droite est un empilement h--u’!!‘!!~ 
d’encombrement m-l. Donc la série géntratrice 
des empilements relevant de ce quatrième cas est 

t 

Fig. 2.15 

-xq-(-xq--‘iv,-,). 

J 

Finalement, le regroupement des quatre cas montre que la série ghtratrice des 
empilements triviaux d’encombrement m est -xqm((1 + y- xq’-‘)IV,-, - yN,-,). (Ce terme 
s’obtient en additionnant les hies gtnératrices comspondant aux cas 1,2 et 4, et en soustrayant 
celle qui provient du cas 3). Ceci dkmonûe le kmme. q 

Remarques. 1) Lorsque x vaut (-1) et y et q valent 1, N, est le 2.11*a nombre de Fibonacci. 
Nous donnerons dans le chapitre 7 une interpr&ation de N, dans le cas génhal, en k nliant a une 
notion de q-automate. 

2) Pour m 2 2, on peut h-ire : 

i+.Y-xq Y 0 0 0 
1 l+Y-xq* Y 0 0 

N,= 0 1 I... . . . . 0 
0 0 . ..a 1+y-xq--2 Y 
0 0 0 1 l+y-xq-- 
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En effet, le dtveloppement de ces d&ermi.nants par rappon P la demi& colonne montre 
qu’ils satisfont la même Axrrence que les N, , et les premières valeurs co~wident. 

Le développement de ce d&rminant parrappoxtalapremi&tecolatnefoumitenoutleune 
nouvelle relation de rkcurrence pour les polyn&nes N,, que nous utiliserons dans le chapitre 3. 
Pour m i? 2, 

N, (4 = (1+ Y - x9)N.-, (x91-y K-2 (x9’) - 

Preuve de la proposition 2.10. Soit P un polyomino parall6logramme. Sa premikre colonne 
estdehauteurnsietseulementsilapiècemaximalc&f(P)est&suppon[l,n]. 
Sa demi& colonne est de hauteur m si et seukznent si la plus & gauche des Pi&es mhkales de 
f(P) est de support [u. m], avec 15 u < m. 
Soit x la série g&&atriœ des demi-pyramides de segments 

-depikemaximaledesupport[l,n], 
- dont la lus à gauche des pièces minimales P pour support un Wnent de l’ensemble 

{[a,m],l5a~m (Fig.2.16). P 
D’apres la proposition 1.8, Xi = yx . 

Fig. 2.16 

Soit TL,, ={[u,b],b~m,lSu~b}. a m 
Soit 9&,, son complementaite ; 9?L,, = {[u,b],b < m, 15 u 5 b}. 
Soit Xrrr, la skie g&&auicc des demi-pyramides de segments 

- de pi&ce maximale de support [ 1, n], 
- dont les pieces minimales sont dans 9TL,, . 

Alors, la skie cherchée est X: = XL - X~+I . 

Pour evaluer XL, on utilise le trois3me théorème d’inversion de la proposition 1.4, avec 
?Il, ={[In]} et 9TL, =TL,,. Il vient : 

s2Fq.p = Ce(-*)l’l”(EnF) , 

où ‘CO, est l’ensemble des couples (E. F) vtrifiant : 
- si E n’est pas vide, c’est une demi-pyramide de piéce maximale de support [ 1, n], dont 

toutes les Pi&es minimales sont dans TL,, ; 
- F est un empilement trivial a pkes dans 9Tl,,,, ne contenant pas la pi&e [I~]X (0) ; 
- E et F ne sont pas en concurrence. 

Si E n’est pas vide, c’est donc une demi-pyramide ayant au moins une pi& minimale de 
support [a, b], avec b 2 m. Mais alors tout empilement trivial F non vi& h pièces dans ?IL,, est 
en concurrence avec E. Donc, si E n’est pas vide, {F I (E, F) E 75) = (0) . 
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onafinalement 

- - c (-lj%(F) . 
FE 3 /atHF)-m 

[I&+F 

Il ne reste plus qu’à 6valuer chacune des stries intervenant dans cette expression. La strie 
gCnCratrice alternée des empilements triviaux, N, est donnke par le lemme 1.11. Celle des 
empilements triviaux contenant la pike [ 1, n] x { 0) s’en déduit comme ci-dessus. Par ailleurs, celle 
des empilements triviaux d’encombrement m est -xq” N, d’apds le lemme 2.12. 

Pour finir, montrons que c (-l)%(F) = Ni , où Ni est le polynôme introduit 
f E 3 /ru(F)-m 

dans la définition 2.9. 
[I?+F 

Cor&&ons les empilements triviaux d’encombrement m contenant la pieCe [ 1, n] x { 0) : 
- si m < n, de tels empilements n’existent pas, 
-sim= n, il n’y en a qu’un, tiduit & la pièce [l,n]x (0). Sa valuation (ahem&) est 

-x y^-’ qn. 
- si m > n. un tel empilement est l’image par t. d’un empilement trivial d’encombrement 

m-n (Fig. 2.8). 

La skie génhtricc altemke correspondante est donc (-~y”-~q~)(-xq~q~-” N,-,(xq”)), 
soit encore x2 y”-’ q”‘” N,-,(xq”), c’est a dire l’expression de la ddfmition 2.9.0 
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4. ÉNUMÉRATION DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGÉS 

Proposition 2.13. Soit Y(x,y,q) la St!rie g&t?ratrice des polyominos convexes dirigh 
comptks suiwnt le nombre de colonnes (par x), de lignes (par y), et l’aire (par q). On a : 

avec 

et 

Lemme 2.14. Soit n 2 0. La skrie gt?n&atrice des polyominos convexes dirigis dont le 
polyomino parall&gramme maximal est de hauteur d gauche n+l est : 

xyl+l ql+l Nw+‘) T, 
N (x4). ’ 

od N(x) est donnt! dans la proposition ci-dessus et Ta est le polynôme en x et q dQîtù dans la 
proposition 2.5. 

Preuve. Il suffit de reprendre la dkomposition de ces objets dkrite dans le paragraphe 1 de ce 
chapitre, et d’utiliser les n%ultats des propositions 2.5 et 2.7 : 
(i) la skie g&%riœ des polyominos parall~logramn~s de hauteur à gauche ~-1 est : 

xyI+I qn+l Nbq”+‘) 
N 

(Roposition 2.7). 
‘. 

(ii) la skie g6nératrice des polyominos tas de hauteur n est : xy”q” Tm (Proposition 2.5).0 
(4 

Mais alors, la série g&&auice de tous les polyominos convexes dhig6s est : 

Y = c x y#+’ qn+] N(xq”+‘) L 

RZO N bd, ’ 
soit encore, compte tenu de la &finition de N : 

r+2 
( 1 

Y = ; -& :q:=($ 

[ ( 

c X-1 ya qml-*“&- 
m II ao I 11 , ri2 I 1 =- ; 2 [ (-PI z (q) (yq) km+’ +x- Tbyq”4) ’ m m 1 
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où T(x,y,q)= 5 
tas non vides. 

est, d’apr&s la proposition, 2.5, la série g&9atrice des polyominos 

Mais on a aussi T(x.y.q)=z (yg~-Y~~qJ d’apr&s le lemme 2.4, et donc : 
a1 I 

Le changement de variables (m+n, m) -+ (n, m) dans la seconde somme rrkne A : 

et, en regroupant la premi&e somme avec les termes de la seconde somme obtenus pour m = n - 
1, on obtient finalement le rksultat de la proposition 2.13.0 

Corollaire 2.15. La strie gh!ratrice Y(x,l,q) des polyominos convexes dirigh compth 
suivant la largeur (par x) et l’aire (par q) est donnte par : 

Y(x,Lq) = 

Il suffit de remplacer y par 1 dans l’expression de la proposition 2.13 pour obtenir ce r6sultat.O 

Remarques. 1) On peut encore Ccrire : I \ 

Y(JLLq)=(1-q) 
r, (&; 4 

-l--l 
, 

4 *;4 

apparaît aussi dans la s&ie g&&auice des polyominos parall6lograrn1~s et 
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m  

0 .l)“q 2 
1 
. 

DaK:I;(f;q)estunq-analoguedelapameimpairedclafonction C (-1)” tr+l 
voisine de la 

ao n! (n+l)!’ 

2) De nouveau, les distributions des paramkres largeur et hauteur sont identiques sur les 
polyominos convexes dirigés. Donc la fonction Y(x,y,q) est sym&rique en x et y, mais cette 

. 

symétrie n’apparaît pas dans l’expression de la proposition 2.13. Lors de !k5mm&ation des 
polyominos parallélogrammes, nous avons montn? que les fonctions y(yq)- N et (yq), N sont 
symdtriques en x et y. Donc la fonction (yq), R doit l’être aussi, mais nous ne disposons pas 
d’un d&eloppement simple, sym&rique en x et y. 

5. ÉNUMÉRATION DES POLYOMINOS CONVEXES 

Proposition 2.16. La shie gtfnniratrice Z des polyominos convexes est : 

( 1 R-N V 
z=2y 

N 
-2yM -B, 

avec 

v=z x4-+’ y$ , 

et enfin xrnqnpy 

B= z (4 - w . rl ” 

ni1 

fi=c 6l)“x”q 
( 1 

z 

a21 (4)“~, (Yd. ’ 

r+?. 
( 1 w-q z 

11 
(4, bq-+‘)l-m-l ’ 

(Les T., N, et N: sont les polynômes introduits dans la proposition 2.5 et les définitions 2.8 et 
2.9 respectivement). 
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Compte tenu du corollaire 2.3, nous allons &nun&er &pan%nent les ClCments de CI, puis 
ceux de W. 

Énumération des polyominos de Q 

Proposition 2.17. La s&ie g&hatrice A des polyominos de Q est donntfe par la relation 

( 1 R-fi V 
A=y 

N 
--YM. 

OP les sbries N, M, R, V et k sont definies &ns la proposition ci-dessus. 

Lemme 2.18. Soient m Z 0 et n 2 0. Lu skie gthhtrice des polyominos convexes de Q dont 
le polyomino paralldogramme maximal est de hauteur n+l & gauche et m+l b droite est: 

Preuve. Il suffit de reprendre la decomposition de ces objets décrite en 1, et d’utiliser les 
rksultats des propositions 2.5 et 2.10 : 
(i) la strie gtnératrice des polyominos parallClogrammes de hauteur à gauche n+l et hauteur a 
droite m+l est (Proposition 2.10) : 

N (x4"+') x2 y'+' q-+"+' N,,, N- _ y f,,"d 
m+l . 

(ii) la skie g&&trice des polyominos tas de hauteur n est : ’ “‘” ’ (Proposition 2.9.0 
(X4)” 

Mais alors, la série gédratrice de tous les polyominos convexes de Q est : 

Remarquons que la skie c N:r: 
O?C&- 

est bien convergente, du fait que le 

polynôme N:f: est multiple de q”‘+l . 

D’autre pan, la serie c x y’+’ qn+’ N (xq*+‘) 
&?O 

a deja Cte calculee lors de 

l’énurnkration des polyominos convexes dirigés : elle vaut y (R - fi). La proposition 2.16 s’en 

dtduit.0 
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Remarque. Les formules obtenues pour I’&mkation des polyominosparallclogrammes et des 
polyominos convexes diriges s’exprimaient a partir de fonctions (N, R, N) dont on connaissait le 
developpement en x. Ce n’est plus le cas ici, puisque les développements en x de V et M sont 
iIlCOMUS. 

Dans le chapitte suivant, nous montrerons que le coefficient de x” dans V et M est une 
fraction rationnelle en y et q. Dans le cas où y vaut un, nous dOMerOtta la valeur de son 
denominateur. Nous en déduirons la forme de la sthie g&&atrice des polyominos convexes a n 
colonnes, qui est elle aussi une Mon rationnelle en y et 4. 

Énumkration des polyominos de a3 

Proposition 2.19. LA skie ghzhtrice B des potyomi~s de 18 est don& par la relation 

(La polynômes T. sont dt!fbis datu 

Preuve. Considerons un polyomino P de Il3 a k colonnes, C, ,....C,, de hauteur n. D’après la 
déiïnition de a, D, CD,,, , Dw < Os. (Fig.2.17), et P a au moins une colonne de hauteur n. Soit 
C, (resp. C,) la plus a gauche (resp. la plus a droite) des colonnes de hauteur n. Les polyominos 
P2 et 4 formes respectivement des colonnes C, ,..., C, et C, ,. ..,C, sont dea polyominos tas de 
hauteur n n’ayant qu’une colonne de hauteur n. D’autre part, le polyomino 4 formé des colonnes 
C ,,..., C, estuntectangledehauteurn.Deplus: 

-lahauteurdePestœllede~, 
- le nombre de colonnes de P est la somme des nombres de colonnes de 4, P2 et 4, 

diminu& de deux, 
-I’aitedeP estlasommedesairesdeP,, P,etP,,diminu&de2n. 

Fig. 2.17 
d 

i DCcon&sition des 
polyominos &? oj. 
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L’application d définie par d(f) = (4, pZ , PJ est alors une bijection enm Es polyominos 
de W de hauteur n et les triplets (P,, P2, f,) forrnds d’un nctangle 4 de hautœ n et de deux 
polyominos tas de hauteur n, Pz et 4, n’ayant qu’une colonne de hauteur n. 

La skie gtbtratrice des rectangles de hauteur n est x y” q”/(xq), . Celle&s polyominos 
tas gtntraux de hauteur n &ant xy” qn T,/(xq), , celle des polyominos tas de b3Eeur n n’ayant 
qu’une colonne de hauteur n sera %y” qn T’/(xq),-, . La proposition 2.19 décdt alors de ces 
deux n5sultats.0 

En regroupant les résultats des propositions 2.17 et 2.19, on parvia t celui de la 
proposition 2.16.0 
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CHAPITRE 3 

SÉRIES RATIONNELLES POUR LES POLYOMINOS 

CONVEXES DE LARGEUR DONNÉE (Cas y=l) 

Nous reprenons les expressions obtenues pour les series X, Y et Z CnumCrant 
respectivement les polyominos parallélogrammes, convexes diriges et convexes. Nous nous 
intéressons à la forme de leur développement en x, c’est a dire, puisque le paran&re x compte la 
largeur du polyomino, a la s&ie gCnCratrice des polyominos (parallClogrammes, convexes ditiges 
ou convexes) de largeur donnee. Nous montrons que toutes ces séries sont des fractions 
rationnelles en y et q. dont nous donnons, dans le cas patticulier où y vaut un, le dénominateur. Le 
cas gen&al (y quelconque) sera traite dans le chapitre suivant, via une autre m&hode. 

1. POLYOMINOS PARALLÉLOGRAMMES ET CONVEXES DIRIGÉS 
R-1 

Notations. Rappelons que, pour n 2 1, (a), = fl(l - aq’). 
On convient que (a), = 1 pour n I 0. i-0 

Proposition 3.1. (i) Lu strie ghérutrice X(x,l,q) des polyominos purullt!logrummes, 
comptés suhnt lu hrgeur (pur x) et l’aire (pur q) s’tkrit sous lu forme suivante : 

xW9) = c x” qn tq) Ttq, * 
mal rl " 

OP in est &!ment de 22191. 

(ii) La s&ie ghérutrice Y (x,1 ,q) des polyominos convexes dirigb, compth suivunt lu 
largeur (pur x) et l’aire (pur q) s’bcrit sous lu forme suivante : . 

yWd=~ x”q”(q)#~(q)” ’ 

OP 9” est tWment de Z[qI. 
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Preuve. Lorsque y vaut un, d’apri?s les propositions 1.10 et 2.3, chacune des skies X et Y peut 
s’hire sous la forme : 

2 (xq)” (&d# 

s= c (q&- ’ 
Il20 ” I 

m 
0 où P. et Qn sont des polynomes de Z[ql. Plus prkisément, P. = (-l)‘+’ q ’ pour la série X, 

n-1 

P. = C (-1)” q 0 ’ pour la skie Y, et Q = (-1)” q 0 ’ dans les deux cas. En particulier, p0 = 1. 
m-0 

En utilisant l’idemne l/(l + y) = c (-1)’ y’, le dtveloppement en x de s s’kcrit : 
t20 

s = c (x4” 
(-lkQ,...Qm, 

r2l a12*.~20.zl *.... m,2I (q),-,(q),...(q),,(q)-(q)~...(q)-, ’ 
nl+11, +...+a$ -I  

n 
Considérons les q-analogues des coefficients multinômiaux, notes [ 1 et d&ïnis par : 

n, ,...,ni n 
[ 1 

(4)” = (d,...(4), ’ avec Cnj=n. 
fb,...,n, ISjSt 

Ces q-analogues sont des polynomes de Z[q]. On kcrit alors: 

Où i* = 
n-l n IL 1 (-0’ f'mQ,-Qm, 

m21.&20.~,21,..., na.21 y,..., m, q,...,mh 
+U+n+ +...+lm,-1 

est eltment de Z[ql, ce qui achève la preuve.0 

Remarques. 1) On a donc X(x,l,q)= c (xq)I 5 , où 4 et Q sont dans ZIQI. Nous 
a21 

venons de montrer que l’on peut choisir 0, = (q).-, (q).. F~OU [Fel, Fe21 propose une autre 

valeur pour Q, a savoir A,. = (1 - q)h-’ fi[i]L”“‘, où Ln/i] dhigne la partie entière de n/i. 

Nous retrouverons ce rksultat dans le?hapitre suivant. Il est possible de décomposer les 

polynomes A, et Q en facteurs irréductibles de Z[ql, qui sont ici les polynômes cyclotomiques, 

et de calculer leur plus grand diviseur commun. Pour n 2 8, celui-ci n’est Cgal ni a A,, ni a Qm, et 
donc, d’une certaine façon, aucune de ces deux valeurs n’est optimale. 
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2) Lorsque y est quelconque, les valeurs obtenues pour ks séries X et Y s’hivent toutes 

où Fa et G. sont des fractions ratio~elles en y et q ; ceci permet 

d’af!ïmzr que le coefficient de x” dans X (ou Y) en est aussi une. 

Exemples. A l’aide du lpgicie! de calcul formel MAPLE, nous avons obtenu pour ks pmnihs 
vakm des polynômes X,, et Y, les &ultats suivants : 

2, =l, 

&=l, 

is=l+q+qZ+q’, 

i,=1+2q+4q2+6q’+7q4+6qs+4q6+2q7+q’, 

i~=l+3q+8q2+17q~+30q4+45qs+58q6+66q7+66qD+58q9 

La suite (in(l))., = 
9 

+45q1’ + 3Oq” + 17q” + 8q” + 3q” + q” . 

(1, 1, 4, H 456, . ..) obtenue en faisant la somme des coefficients de 
chacun des polynômes ia apparaît dans un article de Carlitz [Ca]. Elle porte le numtro 1484 dans 

le livre de Sloane [Sl]. Cette suite de polynômes vient d’être interpt&& en termes de tresses par 
Fedou, qui dtmontre que les 2. sont à c~ff~ients positifs et symhiques. 

Nous conjecturons que les in sont unimodaux. 

S=l, 

Y,=l+q, 

f,=1+3q+3q2+2q3+q4, 

y,=1+5q+9qz+14q~+18q4+17qs+13q6+7q7+3q’+q9. 

f, = 1 + 7q + 17q2 + 37q3 + 7Oq’ + 109q’ + 147q6 + 173q’ + 18Oq’ + 165q’ 

+133q’O + 94q” + 57q’2 + 29q13 + 12-q]’ + 4qlS + q16 . 

Nous conjecturons que les f” sont a coefficients positifs et unimodaux. 
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2. POLYOMINOS CONVEXES 

Nous nous proposons maintenant de faire une etude analogue pour la strie Z des 
polyominos convexes. Rappelons la forme de l’expression obtenue dans la proposition 2.16 : 

WPYJI) = 2Y [ 1 (R-w)v_M -B . N 

Le développement en x des &ies N, ï? et R est cornu (proposition 2.13). contraitement à 
celui de V. B ou M. Ces trois demfres Aies font intervenir les polynBmes T, et N, lies 
respectivement a l’&tum&ation des polyominos tas et des empilements triviaux. En utilisant les 
relations de nkurrenœ que vérifient ces polyn&nes, nous allons pouvoir calculer successivement 
le développement en x de V, B et M. Nous obtiendrons ensuite celui de Z en regroupant œs 
r&ultats, demontrant ainsi la proposition suivante. 

Proposition 3.2. Lu sbie gtnhatrice Z(x,l ,q) des polyominos convexes, comptks suivant la 
largeur (par x) et l’aire (par q) s’tkrit sous la forme suivante : 

A 

Z(x,l,q)=C 
ma 

oB & est Mment de Zql. 

Remarque. Nous montrerons dans le chapitre 4 que, pour n 2 2, 2” est en fait divisible par 
(1 - q)1- , œ qui permettra d’aftïrmer que la skie gt!nt%atrice des polyominos convexes de largeur 
n, comptes suivant l’aire, est une fraction rationnelle de dtnominateur [n - 2]!(q),-, (4)“. 

En reliant les valeurs des polynômes T, et N, a celles de certains dtterminants, nous 
avons montre dans le chapitre 2 les relations de rkurrence suivantes. 

D’une pan : T,(x)=l,T,(x)=l, 

qT,(x)=(l+q)T,-,(xq)+(xq2-l)T~_,(xq’). m22. 

D’autrepart: N,(x)=O, N,(x)=l, 

N,(x)=(1+y-xq)N,_,(xq)-yN,_,(xq2), mx!. 
Par ailleurs, on déduit de la définition de NC donnée dans la defiiition 2.9 que 

N: (x) = y Ni?, (x q) pour tout couple d’entiers (m, n). 

Pour obtenir le developpement en x de chacune des séries V, B et M, on proc&le en trois 
temps, de la manière suivante: 
- on dispose, au depart, d’une expression de la s&ie S &udiBe de la forme S(x) = c s,(x), où s, 

s’ecrit en fonction des polynômes T, Ni et N/. L’indice m peut être en fait un mul%ndiœ. A 
l’aide des rkatrrenœs etablies pour les T, Ni et N,!, et rappelles ci-dessus, on construit d’abord 
une équation (ou un syst&ne dVquations) liant entre eux les s,-, (xq’), pour m ht. 
- dans un second temps, cette equation se traduit, par sommation sur m, en une t5quation pottant 
sur les S(xq’). 
- enfin, on identifie le coefficient de x” dans chacun des membres de cette t5quation fonctionnelle, 
œ qui fournit une relation de rkunenœ pour les S,, ou S, dbigne le coefficient de x8 dans $ 
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Notations. Dans la suite de ce chapitre, nous allons tcrire de nombreuses Equations. Un cettain 
nombre de termes y sont marqués en gras, ce qui ne constitue pas un changement de notations, 
mais a pour objectif de souligner la forme de l’t5quation. 
Le symbole 1, &Signera la fonction indicatrice de l’&&ement A. 

Développement de la skie Y 

Rappelons que V(x) = gO s T, (x) N,+,(x) (Proposition 2.16). 
I 

Soit V’la s&ie formelle suivante : V’(x) = -z 5 T,(x) [N,,, (x) - N,, (xq)] . 
II 

Pour n 2 1, soit V, (resp. Vi) le cocfikient de xa dans V (rcsp. V?. Pour n 5 0, posons 

v, = v: = 0. 

Proposition 3.3. (i) V, = 
(14LY) 

et, pour n 2 1, les coefficients V, et Vi sont lit% 

par les relations de rhurence suivantes : 

(1 -q.-l) (l-q”) V” = (l-yP)v: + 4(1+q2”-2)~-* - qv:-, - qII,,, * 

(l-Y~“-‘)(l-Yq”)c = - qFl[(l-qn-l)+q(l- yqn-I)]V.-, + q(1 +yqh-3)vb, 

- qzr-2 v,., + 40 - YL, * 

(ii) Lorsque y vaut un, le développement en x de la serie V s’tkrit : 
. 

v(x)=c xn bd.-yid.. ’ 
où Cm est Llkment de Z[ql. 

Preuve. (i) Pour m 2 0, notons a, (x) = T, (x) N,+1 (x) 

et b, (4 = T, (x)[K+~ (4 - 4 bd]. 

Alors : a,(x)=l, a,(x)=l+y-xq, 

4(x)=1, b(x)=y-xq. 

, 

Par ailleurs, pour m 2 2, on obtient, en utilisant les relations de nkurtence portant sur T, et N, 
rappelles ci-dessus, le système suivant : 

WL(x) = q&(x) + (l+qbm,h) - (l-w2)2~,,(~q2) - y(l-~q2)k-,(~q’)~ 

qbmb) = -w(l+q)~..,h) + ~(l+q)L(xq) + xq(l-xq2)(l+yq-xq2)o,,(xq2) 

+ yh - y)(1 - w2)L (xq’) . 
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or V(x)= c ;X:)I s(x) et V’(x)= z (xq)m - xqllb (x) . 

En multipliant chacune des 6quations cidessus par xq-“/(xq), , et en sommant sur m 2 2 les 
expressions ainsi obtenues, on parvient au système suivant liant V et V’ : 

q(l-xq)V(x) = q(l- xq)V’(x) + (1 +q)V(xq) + (xq2 -‘)V(xq’) - yV’(xq2) - xq’, 

q(l-xq)V’(x) = - xq(l+q)V(xq) + Y(l+q)v’(xq) + xq(1+YPxq*)v(x!l’) 

+ Y&?-Y)V’(W’) + d(l-Y) * 

En identifiant k coefficient de x” dans chaque membre de ces identitts, on obtient alors les deux 
relations annondes en (i). 

1-y” 
Lorsque x vaut x&o, T, = 1 et N, = - 

1-Y 
pour tout m 2 0. Ceci permet de démontrer que 

v,= 
biLY). 

D’autre part, on d&iuit de la seconde des @ations de (i) que V’, = 4. 
l-Yq 

D&s lors, ces equations permettent de calculer, par r&urence sur n, les couples (V,,V’,,), en 
appliquant d’abord la seconde relation, puis la premiete. Elles impliquent aussi que V, et V: sont 
des fractions rationnelles en y et q. 

(ii) Lorsque y  vaut un, le coefficient de V,-, dans la seconde Equation se factorise. On 
montre alors, par rhurrence sur n, que V, (resp. V’J est une fraction rationnelle en q de 
denominateur (q)R-1 (q).* (resp. (q)n-2(q)n-, (q)J ce qui foumit le second n5suhat.O 

Remarque. Il serait possible d’éliminer V:-, et V> entre les deux tquations de (i), et d’aboutir 
ainsi a une seule relation de n5currence liant entre elles les fractions y. En effet, ces deux 
@.uitions permettent d’exprimer V’“-, et Vi en fonction de V,, V,-, et V,-,. En remplaçant, dans 
l’expression de Vi, n par n-l, on obtient alors deux expressions distinctes pour V’,,-,, qu’il suffit 
d’identifier pour parvenir a une relation de r&urtence portant seulement sur ks y. 

Dbveloppement de la skie B 

Rappelons que B(x) = c ;y;: ;$)’ (Proposition 2.16). 
ml m 

Pour n 2 1, soit B. le coefficient de x” dans B, c’est a dire la serine genératrice, en y et q, 
des polyominos de ZB de largeur n. Pour n 5 0. posons B. = 0. 
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Proposition 3.4. (i) Pour n 2 1, les coeflcients B. sont lies par la relation de rkwrence 
suivante : 
(1- yq*-‘)(l - yq”-‘)(l - yq”)B, = q[2+q-yq’-2(1+qz)-y2q”-3]B,s, 

- q2 (1+ 2q + yq”-‘)B.., + q’ 4, 

+ Y@-Y)kY)L, - Y42(1+q-Yq+Y2q)L-2 

+ Y 4’ 0 + YL * 

(ii) La skrie B admet le développement en x suivant : 

B= &“yq” R (YJI) 

a>1 (Y d-2 (Y 4L (Y 4). ’ 

ori Em est unpolynôme de Z (y,q]. 

De plus, s,(y,l)=l > 

et, pour n 2 2, 8,(y,l)=~(1-y)‘.2~yk[(-l)“(;::)+~(y)]. 
k-0 

Preuve. Pour m 2 0, notons a,(x) =(T,(x))’ et, pour m 2 1, b,(x) = T, (x)T,-~ (xq). 
Pour m L 2, il vient : 

q2a,(~)=[(l+q)T,-,(xq)+(xq2-l)T,_,(xq2)~~ 

= 0 + d2 %., (4 + (1-xq2)2ar-2(x42) - 2(1-xq2)(1+q)b.-,(xq). 

D’autre part, pour m 2 2 : 

qb,(x)=T,-,(xq)[(l+q)T,-,(xq)+(x92-1)T,-,(xq2)], 

= (1+ sb,., b-q) + (xq’ -1)L (4. 

Il est facile d’éliminer b,(x) et b,., (xq) entre ces deux tquations. En effet, la première permet 
d’exprimer b,., (xq) en fonction de a,(x), a,., (xq) et ame (xq’). En remplaçant m par m-l et x 
par xq, on obtient aussi une expression de b,-,(xq’) en fonction de a,., (xq), a,.,(xq2) et 
a&q3). 

F.n substituant, dans la seconde @ation, m par m-l et x par 4, on dispose d’une relation 
liant b,., (xq) et k2 (xq”). E n remplaçant ces deux valeurs par leur expression en fonction des 
aaei (x qi) pnkkdemment obtenue, on parvient finalement & la kurrence suivante : pour m 2 3, 

q3u,(x) = 4(1+q+q2+xq3)u,~,(xq) - (1-xq2)(1+q+q2+d)%.2(xq2) 

+ (l-xq2)(1-xq’)lum~,(xq’). 

Deplus, a,=q=l et f+=(l+xq)2. 
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En multipliant l’identite ci-dessus par xy”q’/[(xq),(xq),_,], et en sommant l’expression ainsi 
obtenue sur m 2 3, on parvient a IVquation suivante : 

q3 (1-X&l-xq2)B(x) = yq(l-xq2)(1+q+q2 +x$)B(xq) 

- y~(l+q+q~+xq’)B(xq’) + y3B(x9’) 

+ xyq3(l-y)(q--Y) - x2Yq5(l+q-Yq+Y2q) 

+ x3yq7(l+y). 

En identifiant le coefficient de x” dans chaque membre de cette Cgalite, on obtient la relation de 
rkcurrence (i). 

Ellefoumit 4 =a, 
l-Yq 

puk B2 = Yq2(1+2Yq-Y2q2) 

(1-Yq)2(G7j-‘ 

On montre ensuite, par recurmnce sur n, que BS a la forme annonc& en (ii). 

En ce qui concerne la valeur de E”(y,l), elle provient de l’expression de E(x,y,l) que 
nous obtiendrons au chapitre 6 (Proposition 6.7) : 

(1-X)(l-x-2y+y2-xy) 

B(xpy*l)=xy (l-x-y)(l-2x-2y-2xy+x*+y*)’ 

Pour en dtkiuire & (y,l), on fait le changement de variable x -) 1(1- y)’ dans B, et on développe 
ensuite B suivant i. Des calculs tout à fait analogues seront dtkrits dans le chapitre 6, et c’est 
pourquoi nous ne détaillerons pas celui-ci.0 

Exemples. Les premiers termes du developpement en x de la strie B, obtenus a partir de la 
relation de mcurrence du (i), sont : 

4 =y4 
l-Yq 

82= Yq2(1+2Yq-Y2q2) 

o-Yd2(1-Yq2) 

B =yq3(1+5yq+2yq2-6y2q2-2y2q3-y’q’-y3q5+2y3q3) 
3 

(1-Yq)‘(1-Yq2)2(l-Yq3) 
et 

B2(y,l)=l+2y-y2, 

~~(Y,~)=(~-Y)(I+~Y-Y~)~ 

Ë, (y,l) = (1 - y)z (1 ,t 18y t 16y2 - 2y3 - y’). 
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Dheloppement de la serie M 

et 

Rappelons que M(x) = c N:::(x) <14r!T;d (Proposition 2.16). 
OSCh ” 

Notons 

Pour n 2 1, soit Mm le cœfficient de x” dans M(x). Pour n S 0, posons M. = 0. 

Proposition 3.5. (i) Pour n > 1, les coeflicients M. sont liks par la relation de récurrence 
suivante : 

(l-yq”-2)(1-yq”-‘)(l-yq”)M, = q[2+q-yq”-2(1+q2)-y2q2”-‘]M.., 

- q2(1+2q+Yq”-1)M.~1 + q’M.., + M. I 

OP En est le coefiiient de xn dans la shie M dejinie par : 

M(x)= (l-xq)2(1-xq2)(co(x)+c,(x)+c2(x)) 

- $(l-xq’)(l+q+q~+xq3)(co(xq)+c,(xq)) + $(*+q+q~+xq3)co(xq~). 

ii) Lorsque y vaut un, le dtfveloppement en x de la skrie M s’krit : 

M(x)=Cx” 
n.?I 

OP IÛ, est &!ment de Zlql. 

Preuve. (i) Notons a,., (x) = N::: (x)T, (x)T, (x) sim2n20, 

et, b-111.. (xl = N::: (4 [T. WL bd +T. b)T&d]- sim>n21. 

Alors,pourm>n>2: 

q2a,,,(x)= Ni:: [(l+q)7,-,(xq)+(xq2-1)=,-,(xq’)][(l+q)7,-,(xq)+(xq2-1)T,-,(xq2)] 

= Y(1 +4j2u r.,,.. 1 (xfl) + Y2(l-X42)2~~-*..-2(x42) - Y(l-xq2)(l +4k.,,..,(xq)~ 

D’autrepart,pourm2n>2: 

q2 b.,.(x) = N::: =.A (xq) ((l+ q)=,-, (xq)+(xq’ -l)L(w2)] 

+ N::: L, (xq) [(l +dT,-, (xq) + (w2 - I)L, (w’)] 

= 2~0 +q)a r.,... ,(xq) + y(w2 -1)b I-1. r., (4. 
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Comme dans l’étude de la strie B, il est facile d’éliminer 9.. (x) et b,.,,., (xq) entre ces 
deux kquations, qui sont d’ailleurs très voisines de celles obtenues pour B. En utilisant donc la 
même technique, on parvient à la nkurrence suivante : pour m 2 n 2 3, 

q3u.,.(x) = y@+ q +q2 +xq’)a,.,,.Jxq) - YZ(l - xq’)(l +q+q2 +xq3)~,-z,.a(xqZ) 

+ Y3(1-xq2)(1-xq3)Zo,~,&~‘). 

Or 
M(x) = ,,I. (xqp;yxq) . . 

En multipliant l’identitk ci-dessus par fl(xq)- (xq),] et en sommant sur m 2 n 2 3 I’expression 
ainsi obtenue, on parvient a l’kquation suivante : 

q3(l-Xq)2(1-Xq2)M(x) = yq(l-xq2)(1+q+q2+xq3)M(xq) 

- y2 (1 +q +q2 +xq’)M(xq’) + y%f(xq’) + q’M(x), 

où ÏÜ est dC!ïni dans la proposition 3.5.En identifiant le coefficient de x” dans chaque membre de 
cette Cgalitt!, on obtient la relation de kurrence (i). 

Pour montrer (ii), on prockde de nouveau par rkcurrence. Il faut : 
- d’une part amorcer cette rkurrence en montrant que M, et M, sont de la forme voulue, 
- d’autre part évaluer le terme an, ou, du moins, montrer que c’est une fraction rationnelle 

dont le dknominateur, lorsque y vaut un, divise (q)a-3 (,q).-, (q),,-, . 

Nous allons d’abord exprimer CO(x), C,(x) et C,(x) en fonction des séries V(x) et 
V’(x) &udi&s ci-dessus. Rappelons que 

v (4 = z ;X:)I T. (4 Nm+, (4 

et que w)=m; f$ ?u (4 [N-+1 (xl - Nm (41. 
m 

D’après la proposition 1.21 : 

N’ rn*l =-xq sim=O, 

N;,, = x2 qmi2 N, (xq) sim21. 
DemêllX.: 

N 2 =-xyq2 m+I sim=l, 

N:,, = x2 yq”’ N,., (xq’) si m 2 2. 
Enfin : 

N’ *+1 = - xy2q3 sim=2, 

N~+,=~~y~q”‘N~.~(xq’) sim23. 
Par ailleurs, pour m 2 1, 

yNm-,(xq2)=(1+y-xq)Nm(xq) - N,+,(x), 

et, pour m 2 2, 

y2 N-e, (xq’) = (1 +Y + y2 -xq(l+y)(l+q)+x2q3)Nm(xq) - @+Y-xq2)Nm+,(x). 
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On déduit de cet ensemble de relations les Cgalitks suivantes : 

C,(x)=xq[V(x)-V’(x)-11, 

c, (x) = & (Y-x~)v(x)-(l+Y-x~)v~~x~+x~-~]~ [ 
et enfin 

c2 (4 = 
X$(l +xq) 

(1-xq)(l-xq2) [ (y’ 
-xq(l+Y+Yq)+x2q3)V(x) 

- (l+y+yl-xq(l+q)(l+y)+x~q’)v’(x) 

+ xq(l+y-xq2) + xyq2 - yV+xq) 
1-xq 1 (l-xq)(l-xq2) . 

Il n’est pas neckssaire d’expliciter entièrement Ù pour connaître le dénominateur de a., lorsque 
y vaut un. En effet, on déduit des valeurs de M0 (x), M, (x) et h4, (x) que fi est de la forme : 

M(~)=x[P,v(x)+~V(xq)+P,V(xq~)+O,V’(x)+Q,V’(xq)+e,V’(xq~)+F]. 

où: - P,,c,p2,Q,Q,,Q, sont des polynômes de Z[ &y, 41, 
- F est une fraction rationnelle en x, y et q, dont le dtveloppement en x s%crit 

F. Ctant tlement de Z[ Y, 41. 

On peut d’ailleurs calculer l$ = (y - q)(l - y) et 6 = q2 (2 + 2q + q2 - y(1 + q)). En fait, un 
calcul précis montre que F est un polynôme de Z[ X, Y. 41. 

Dès lors, si i (resp. j) est le plus grand des deg& de P,,P,,P, (resp. $,Q,.Q2>, 
consideres comme des polynômes en x, le coefficient de x” dans M est de la forme suivante : 

ii1 j+l 

C a, Lk + C Bk K-, + L t 
k-1 k-l 

où les a,, les /3, et Fa-, sont des polynômes de Zk 41. 

Ceci assure que le coefficient de x” dans @ est une fraction rationnelle en y et q. D’autre 
part, lors du développement de la strie V, nous avons montre que, lorsque y vaut un, V, (resp. 
V’J est une fraction rati~e~e de dhm-ninateur (q),-, (q),2 b-p. (q),-2(q),-, (q),). 

Or, nous cherchons a montrer que, lorsque y vaut un, le dénominateur du coefficient de x” 
dans &J divise (q).-,(q),-,(q).-, . C omme c’est le cas pour les dtnominateurs des Vmek, pour 
k 2 2, et des Vi-,, pour k 2 1, il nous suftït de prouver que a,V,-, a pour denominateur un 
diviseur k (q).-3 bdmd2 bd..., . Or 

et, lorsque y vaut un, a, se factorise sous la forme a, = q(l+ q+ q’)(l- qn-‘)(l - qn-‘). 

Fiialement, le denominateur de a, V,-, divise bien (q)1-3 (q)a-2 (q),-, . 
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Restent à calculer M, et M,. En appliquant la relation de nkurrence (i) de la propostion 3.5 

a n =l , on obtient, compte tenu de la valeur de F, : 

4 
4 =---. 

l-Y41 
Pour calculer M,, on a besoin de co~aître les valeurs de a, , /j, et 4. Nous avons dt+jà 

donnk celles de a, et 6. On calcule ensuite : 

/$ =-q(l+q+q~+yq(l+q)+y~qZ) + yqn-‘(l+q+qZ)(l+q+yq) -yzp2(1+q+q2). 

Il vient q30-2Y+Y9) 
M2= (wo-Yq)2(1-Yq2) * 

et iorsque y vaut un. on a simplement : 

3 
M,=-- 

P-G?&l-q’). 
Donc M, et M, sont bien, lorsque y vaut un, de la forme annon& ; une rkurrence achève la 
preuve de l’assertion (ii) de la proposition 3.5.0 

Nous pouvons maintenant, en regroupant les; n%ultats des propositions 3.3, 3.4 et 3.5, 
montrer le rksultat annonck en 3.2, relatif au développement en x de la skie gtnératrice des 
polyominos convexes. 

Preuve de la proposition 3.2. Nous pouvons tout d’abord affirmer que le coefficient de x” 
dans 2, étant la série génératrice des polyominos convexes de largeur n, compds suivant l’aire 
(par q), est multiple de q”, puisqu’un polyomino A n colonnes a au moins n cellules. 

D’autre part, reprenons I’expression suivante de 2 : ( 1 R-Ii V 
Z(x,y,q)=2y N--M -B . i 1 

Les développements en x des stries B et M (propositions 3.4 et 3.5) sont en accord avec le 1 

résultat annoncé. De plus, lorsque y vaut un, J$” est la série gtktratrice des polyominos 

convexes diriges (Proposition 2.3). D’apr& la proposition 3.1, son développement en x s’&rit : 
. 

Y(x,Lq)= c x’q’(q) -(q) . 
r2l rl I 

En combinant ce rksultat avec celui de la proposition 3.3, il vient : 

( 1 R-2 V 

N 
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Or, puisque les q-analogues des coefftcients binômiaux sont des polynômes : 

- (4) 1-m- &d,-, dhhe (4).-2. 

- (4L GI), divise (4). * 

- et bd, divise (q).-,l 

ce qui achï?ve la preuve.0 

Exemples. Nous avons utilisd le logiciel de calcul formel MAF’LE pour calculer successivcmnt 
les premiers termes des développements en x des s&ies V, B et M. Nous obtenons, pour celui de 
2, les r&rultats suivants : 

4=1. 

& =1+2q+qz, 

&=(l-q)(l+6q+12qz+12q3+7q4+2q’), 

i4 = (1-q)’ (1 + 1 lq + 43q2 + 95q3 + 15Oq’ + 186q’ + 181q’ 

+137q’ + 79q’ + 33q9 + 1oq’O + 2q”). 

Comme annoncé, nous montrerons dans le chapitre suivant que, pour n 2 2, & est 
divisible par (1 - q)“-2. Nous conjecturons que les Z,,/(l - q)n-2 sont a coefficients positifs et 
unimodaux. 
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CHAPITRE 4 

EMPILEMENTS DE SEGMENTS 
ET ARBRES BINAIRES 

Nous avons montre dans le chapitre pr&&lent que la série géntratrice des polyominos 
parallélogrammes, convexes diriges ou convexes de largeur dorut& est une fraction rationnelle en 
Y et 4. 

Considérons, à titre d’exemple, les premiers termes du developpement en x de la s&ie 
géntratrice X des polyominos pamllelogrammes : 

=xYq+ x2 Yq2 x3yq3(l+yq2) 
(l-yq) (I-Yq)2(l-Yq2)+(l-Yq)3(l-Yq2)(1-Yq3) 

Nous remarquons, sur ces premiers termes, que le dénominateur de la fraction rationnelle 
qui est le coefficient de x’ dans X est un produit de polynômes (1 - yq’), pour 1 5 k 5 n, alors 
que la forme de la serie gén&atrice X laisse penser que ces dénominateurs font aussi intervenir les 
polynômes (1 -q*), 1 5 k g n. 

Nous montrons ici que cette situation est gédrale : la sdrie gk&atrice des polyominos 
parallelogrammes, convexes diriges ou convexes de largeur n est une fraction rationnelle en y et q 
dont le dénominateur admet pour facteurs irreductibles les (1 - yq’), 1 5 A 5 n. Nous donnons, 
plus prkcisdment, la valeur de ce dénominateur pour chacune des trois classes de polyominos 
considerées. 

L’approche choisie ici est differente de celle du chapitre prkédent, dans lequel on 
exploitait les expressions des séries gtn&atrices obtenues dans les chapitres 1 et 2. Nous 
procedons en deux Ctapes : nous Ctendons tout d’abord la bijection f entre polyominos 
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parallelogrammes et demi-pyramides de segments, d&rite au chapitre 1, a tous les polyominos 
convexes de Q. Dans un second temps, nous dkcrivons une application qui transforme les demi- 
pyramides de segments en arbres binaires. Une valuation adkquate de ces arbres permet alors de 
relier leur Cnumération a celle des polyominos convexes. C’est de cette interp&ation en termes 
d’arbres que decoulent les n%ultats sur les denominateurs des fractions rationnelles annonces ci- 
dessus. 

1. PROLONGEMENT DE LA BIJECTION f 

Nous allons construite une bijection - encore notkef - entre les polyominos convexes de Q 
et certaines demi-pyramides de segments tricolores, qui prolonge celle d#inie dans le chapitre 1 
pour les polyominos paralle10grammcs. 

Soit donc P un polyomino de û a n colonnes, nottks, de gauche a droite, C, ,. . .,C,. 

Soit p le plus petit entier tel que P, privé des ses p-l 
premiéres colonnes, soit un polyomino convexe dirige a 
droite. 
Soit r le plus grand entier tel que P, prive de ses n-r 
dernières colonnes, soit un polyomino convexe dirige à 
gauche.OnalSpSrSn.. 

CP 

0 c, 

Fig. 4.1 

Pour 1 S i S n, soit b, la hauteur de la colonne Ci. 

Soit u, = 1, et, pour 2 S i S n, soit a, le nombre de cellules par lesquelles les colonnes C,-, 

et Ci sont en contact. Alors, en posant b,, = 1, 

-aiSmin(bi,bi-,),pourlSiSn, 

- Oi = b,_, > pour2SiSp, 

- a, = b,, pour r+l S i S n. 

Soit d, = 0, et, pour 2 S i S p, soit di la 
diff&enœ entre la base de CiAl et celle de Ci. 

Ona: 
-a,+d,Sb,,pourlSiSp, 

-d,>lsip#l. 

‘i 

d 
i 

f 

Fig. 4.2 
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sommet de C;_I et celui de c;. 

b i-l ai = b. 1 Ona: 

-q+d:Sb,-,,pourr+l SiSn, 

- l,,, 2 1 si r f n. 

‘i-l 

Fig. 4.3 

Exemple. Pour le polyomino convexe ci-contre : 

-n=9,p=4,r=l, 

- (b,,..., b,,) = (2, 3, 4, 7, 4, 3, 4, 3, 1), 

- (q,..., a”) = (1, 2, 3, 4, 4, 2, 3, 3, 1), 

- (4,...,d,) = (0, 0, 1, l), 

- (d:+, d:) = ,..., (1, 1). 

Fig. 4.4 

Notations. Soient a, b et d des entiers tels que 1 5 a 5 a+d 5 b. On notera 
[a,a + d[, u [a + d,b] (resp. [a,a + d[, u [a + d,b]) le segment bicolore [a, b], dans lequel le 
sous-segment [a,a + d[ est rouge (resp. vert) et le sous-segment [a+d, bl est noir. Un segment 
dont la couleur n’est pas prrkistk par ces notations sera implicitement noir. 

D&inition 4.1. Soitf l’application de l’ensemble des polyominos de Cc dans l’ensemble des 
empilements de segments tricolores dkfmie par f(P) = Em m . . . m E, , où : 

- Ei est l’empilement rkluit A la pike : 

- ff = [a; ,b;] x (0) pour p+l 5 i 5 r, 

-~=([n,.o,+d,[,u [ai+dj,bi])x(0}pour15iSp, 

- 4 = ([a,.4 + d:[, u [a, + d; ,bi-,]) x (0) pour r+l 5 i S n, 

- les valeurs n,p, r. (a, ,..., a,), (4 ,..., b,,), (dl ,..., d,) et (d’,, ,,..., d’“) sont associ&s AP 
comme dhit cidessus. 

Remarque. Lorsque P est un polyomino paralltlogramme, c’est à dire lorsque p vaut 1 et r vaut 
n, cette dtfmition def(f) coïncide bien avec celle doru& au chapitre 1. 
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Exemple. L’image parfdu polyomino de la figure 4.4 est l’empilement suivant (où les segments 
rouges (resp. verts) sont indiquks en pointillt5s larges (resp. Etroits)). 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 1 1 

Fig. 4.5 Fig. 4.5 L’image par f du polyomino de lafigure 4.4. L’image par f du polyomino de lafigure 4.4. 

DtVinition 4.2. On appelle escalier descendant à p pièces tout empilement E s’bivant 

E=(([~i,ai+di(,U [a,+d,,a,+I])x{p-i}. liisp} 

oùa,=l,a,Ia,+diSai+,pourtout ietd,21sip22. 
On appelle escalier ascendant à p pièces tout empilement E s’hivant 

E=(([ai,a,+d&u [ai+di,ai-,])x{p-i}, l<iSp) 

où a, S a, + di I a,-, pour tout i et 4 21. 

Exemples. 

Fig. 4.6 Escalier descendant. 

A . . . 
. . . 1 P 

*4 -t 
a3 “1 00 

Fig. 4.1 Escalier ascendant. 

Remarque. On peut aussi dOMer la constmction suivante pour f (P). Associons de nouveau à P 
les valeurs (4 ,..., a,), (b, ,..., b,), (dl ,..., d,) et (d’,,, ,..., d:) dtfînies ci-dessus. 
Soit E2 l’escalier descendant suivant : 

E,=(([a,,a;+d,[,~ (a,+ditbi])x{p-i}, lSi<p}. 

Alors, la pièce maximale de E, est nok (car d, = 0) 
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Soit E, l’escalier montant suivant : 

E,={([q,q+d;[,u [u,+d:,tZ_,])x{n-i),r+l~iin). 

Enfin, soit 4 l’empilement de segments E, = E:{[q ,bi]x {O}]. 

Alors, f (f) = E3 m E, u E,. 
Inversement, nous verrons que km peut caractkriser les images par f des polyominos de Q 

de la façon suivante : 

Définition 4.3. Soit @ l’ensemble des empilements E s’écrivant 4 II 4 E E,, où 
(i) E, est un empilement de segments noirs, Cventuellement vide, 
(ii) Ez est un escalier descendant de piece maximale no&, 
(iii) E, est un soit vide, soit un escalier ascendant, 
(iv) E, U E2 est une pyramide, 
(v) si la plus à gauche des pieces minimales de E., 0 E, est de support [a, b], E, est 

d’encombrement 6. 

Remarques. 1) Tout empilement de 8 est une demi-pyramide. 
2) La dont& de E definit sans ambig-uïte E, , E2 et E, . 
3) On sera amene à considérer l’ensemble legèrement plus gedral @ forme des empilements 
s’&rivant 4 u E, u E, , où le triplet (E,, E,, E,) satisfait les cinq conditions du lemme ci-dessus, a 
l’exception de (ii) qui est simplement remplacke par “E, est un escalier descendant”. 

Lemme 4.4. (i) L’application f dtffînie en 4.1 est une bijection entre les polyominos de Q et les 
empilements de @ . 
(ii) Soit P un polyomino de CA. En reprenant les notations ci-dessus : 

- la largeur de P est le nombre de pitkes de f (P), 

- la hauteur de P est 1 + c (b, - ai), 
ISiSr 

- l’aire de P est c b, . 
lLi<r 

Preuve. La preuve est tout à fait analogue a celle de la proposition 1.8.0 

Notations. Soit E une demi-pyramide de @ à n pièces, et notons E = E; LI E, II E,, où : 

-E, =(([q,n, +di[,u [CI, +di.bi])x{p-i}, l~i~p) avec u, = 1, ai =bi-, 

pour2SiSp,etd,Z 1 sipLZ2, 

-E, ={([~~,a, +d’i[, u [ui +d’i.b,-,])~{n-i} , r+lsi<n}. avec ai =bi 

pourr+l <iInetenfmd’,+, 2 1 sir<n. 
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Soit V la valuation des empilements de @ definie, avec les notations ci-dessus, par : 

Soit Y la valuation des empilements de @ définie par : 

Alors la serie géntratrice des polyominos convexes de CI (resp. parallélogrammes, 
convexes diriges) est ~CV(E), ou la somme porte sur les empilements de 8 (resp. sur les 
empilements de e tels que E, est vide et E, r&iuit a une Pi&e, sur les empilements de e tels que 
E, est vide). 

2. EMPILEMENTS DE SEGMENTS ET ARBRES BINAIRES 

Nous allons ici dtcrire une application - non. bijective! - entre les empilements de E et 
cettains arbres binaires complets, après avoir rappel6 les dGnitions de base relatives a ces objets. 

On peut les dtfmir de façon r6cursive : un arbre binaire complet A est soit r6duit a un 
sommet o, soit un triplet (w, A,. A,), où A, et A, sont eux-mêmes des arbres binaires complets. 
Le sommet o est la racine de l’arbre A. Les arbres A, et A, sont respectivement le sous-urbre 
gauche et le sous-arbre droit de A (ou issus du sommet 0). La racine de A, (resp. A,) est 1ejX.r 
gauche (resp. droit) de w, qui est le ptre de ces deux sommets. Un sommet de l’arbre est une 
feuille s’il n’a pas de fils. Sinon, c’est un sommet interne. Le sommet i est anc&tre du sommet j si 
c’est le p&re de j ou d’un de ses ancêtres. L’aritk d’un sommet est le nombre de feuilles du sous- 
arbre dont il est la racine. Si A P&ente n+l feuilles, Yi a exactement n sommets internes. 

La hauteur d’un sommet est le nombre de ses ancêttes. La hauteur cf gauche (resp. rt 
droite) d’un sommet est le nombre de fils gauches dans l’ensemble forme de ce sommet et de ses 
alK&fCS. 

La branche extrtmale gauche (resp. droite) de A est le singleton (w) si A n’a qu’un 
sommet. Sinon, c’est l’union de ce singleton et de la branche extremale gauche (resp. droite) de 
A, (resp. A,). 

La promenade droite de A est le singleton ( (61.)) si A n’a qu’un sommet. Si w  a un fils droit 
qui est une feuille, c’est l’union de la promenade droite de Aa et de l’ensemble form6 de w  et de 
son fils droit. Dans les autres cas, c’est l’union de (0) et de la promenade droite de A,. On 
définirait de façon analogue la promenade gauche. 

Remarque. La promenade droite de A est l’ensemlble des sommets visites lors d’un parcours en 
ordre prkjïxe inverse de A jusqu’à l’instant où on rencontre consdcutivement deux feuilles - qui 
seront les deux derniers sommets de la promenade droite -. Ce parcours peut être dt5fti de façon 
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nkursive comme la succession de la lecture de la racine de A, puis du parcours en ordre pr&ïxe 
inverse de Ad, puis du parcours en ordre pr&ïxe inverse de A,. 

Des exemples particuliers d’arbres binaires sont 
les peignes gauches, dont tous les fils droits sont des 
feuilles (Fig.4.9). Remarquons que ce sont les seuls 
arbres dont tous les sommets sont dans la promenade 
droite. xc? 

Fig. 4.9 Peigne gauche h 5 feuilles. 

On considèrera par la suite des arbres binaires complets dont certains sommets sont 
marques. Ils pourront l’être de deux façons difftkntes : sommets cerclks ou cncaaYt?s. 

Notations. Soient deux arbres marqu& A, et A,, et deux variables bet ~dans (0.1); on notera 
Y*,, (A#, A,) l’arbre binaire complet ayant A, (resp. A,) pour sous-arbre gauche (resp. droit) et 
dont la racine est 

- cerclée si et seulement si u = 1, 
- encadrke si et seulement si 7= 1. 

A noter qu’un même sommet peut donc être à la fois encadré et cerclk 
Nous allons donc maintenant définir une application @qui, a une demi-pyramide E de @ 

associe un arbre binnGre complet marqué, par rkurrence sur le nombre de piikes de E. Soit E une 
demi-pyramide de @ à n pitces, et notons E = E; u E, u E2, où : 

-Ez=(([ai,ai+dj[Rv [a,+d,,b;])x{p-i}. 1SiSp) avec a,=l,a,=b,-, 

pour 2Silp, et d,21 si pZ2, 

- E, = (([aj,a,+d’&v [a,+d’,,biy,])x{n-i}, r+l<i<n}. avec a, =b, 

pour r+l I iS n et enfin d’,,, 2 1 si r < n. 
Si E n’a qu’une pièce, c’est à dire si n = 1, alors 

E=E,=(([lJ+4[,u [1+4,4])x{O}). 

Si dl = 0, soit @ (E) l’arbre réduit à un sommet non marqut, et si d, 2 1, soit @ (E) l’arbre 
rêduit A un sommet œrclt!. 

Si E a plusieurs pikes, soit a, = min{ ai,25i4n).Alorsa,21. 
Soit a(E) = 1 si 15 d, 5 4-1, et a(E) = 0 sinon. Lorsque il n’y a pas d’ambiguït6, nous 
noterons apour o(E). 

Soit t l’application qui, a une pièce P, associe l’intersection de [l,+ -kIR avec la piéce 
obtenue en translatant P d’un pas vers la gauche, et soit E’ = ta-’ (E) (c’est a dire&tersection de 
(l,+m]xIR avec le translad de 4-l pas a gauche de E). Alors E’est ClCment de G et contient au 
moins une pièce non maximale de support [ 1, b], avec b 2 1. Soit Pb celle d’entre elles de plus 
grand niveau. 

Soit g(E) la sous-pyramide de E’de pièce maximale Pk ., et d(E) l’unique empilement tel 
que E’= g(E) U d(E). 
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DcVinition 4.5. Une demi-pyramide de segments est dite primidve lorsqu’elle n’a qu’une pi& 
desuppon[l,b],avecb~l. 

Cetteqiece est alors sa pike maximale. Avec les notations pr&%dentes, une demi- 
pyramide de @ est primitive si et seulement si elle n’a qu’une pi& ou si a, 2 2. 

D’apres le choix de: Pb, d(E) est une demi-Py_ramide primitive, ClCment de 5. En 
revanche, g (15) ne sera pas syst&natiquenmmt &ment de e . Nous distinguerons trois cas : 

1) d(E) contient au moins un segment pn%entant du vert (FigA.lO). Alors, si g(E) a k 
pieces, il sVcrit : 

g(E)={{l}x{i},OSiSk-2}u{ ([l,l+d[,u[l+d.b])x{k-1)). 

On définit @GI = ‘u,,, (A,, @(d(E))), où A, est le peigne gauche a k feuilles, non marque. 

. . . i--K 
Fig. 4.10 

2) Aucun segment de d(E) ne P&ente du vert, mais la pi&ce maximale de g(E) en a 

(Fig.4.11). Alors g(E) a n+ pieces et s’&rit : 

g(E)= {{l~x{W SiSn-r-2}u( ([1.1+d’,+,(,u[l+d~,+,,b])x{n-r-l}}. 

On dtfinit a(E) = ‘&, (A,.@(d(g))), où A, est le peigne gauche a n-r feuilles. 

k . . . UL 
Fig. 4.11 
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3) Ni les segments de d(E), ni la pi&x maximale de g(E) ne P&ente de vert (Fig.4.12). 

Dans ce cas, g(E) est ClCmcnt de 3 , et on définit alors 

Fig. 4.12 

Remarque. C’est seulement dans ce troisième cas que g(E) peut contenir une pi& pn%entant 
du rouge. Mais alors, compte tenu de la disposition particulière des Pi&es pthentant du rouge 

dans les empilements de E, d(E) n’a qu’une pitce, qui est un point. 

Exemple. 

f 

Fig. 4.13 
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Exemple. 

Fig. 4.14 L’application @. 
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Remarque 4.6. Si la pièce maximale de d(E) a du rouge, 6= 0. 
Inversement, soit E,une demi-pyramide primitive et E2 une demi-pyramide, telles que E’ 

= 4 0 E, soit tlement de @. Soit a, = 0 si la piece maximale de E, a du rouge, et a, = 0 ou 1 
sinon. 

L’ensemble des empilements E de e tels que a(E)= a,. d(E)= E, et g(E)= E2 
s’obtientenremplaçantlapièccmaximaledeE:soit([l,1+4[,u [1+4,4])x{n,}.par: 

-(11-?~1+4[RU [1+4.4Qx{q} si 4 2 1, 

-[l-?.4)X{n,} si 4 =0 et a, =O, 

-([l-~-%~l-ni[,U [1-4,41)X(q) si 4 =O a ao= 1, 
où m, 2 0, n, 2 1, puis en translatant ce nouvel empilement de m, pas a droite dans ks les deux 
premiers cas (resp. m, + m, dans le dernier). De plus, si E’ a n pieces, la Strie g&t&atrice selon p 
des empilements E ainsi obtenus est 

(Y zqnr v(E’) 

(1- yzq*)l+” . 

Les propojtions (i) à (v) du lemme suivant vont servir a caractériser les images par @des 
empilements de e. Les propositions (vii) a (ix) permettront de dt5crire les images par @ des 
empilements de 8 codant les polyominos parallelogrammes et les polyominos convexes diriges. 

Lemme 4.7. Soit E un empilement de @. et A = G(E). 
(i) Tous les sommets cerclks de A sont sur sa promenade droite. 
(ii) Pour i 2 0, il y a au plus un sommet cerclt! de hauteur a gauche i. 
(iii) Etant donnt!s deux sommets cerclt!s quelconques, l’un est anc&tre de rature. 
(iv) Il y a au plus un sommet encadrl (qui est alors interne). 
(v) S’il y en a un, le chemin Io qui le joint a la racine de A vt!rife la proprit%? suivante : tout 

sommet de T; dont le fils gauche n’est pas dans Io a pour sous-arbre gauche un peigne 
gauche non marque. 

De plus, les caractt?ristiques de A et celles de E sont liees par les proprit?tés suivantes. 
(vi) Le nombre de pieces de E est le nombre de feuilles de A. 
(vii) Un sommet au plus de la branche extrtktale droite & A est cercle. L’un d’eux l’est 

effectivement si et seulement si la pike maximale de E presente du rouge. 
(viii) Le nombre de sommets cercles de A est le nombrè de pittces de E ayant du rouge. 
(ix) L’arbre A presente un sommet encadre si et seulement si E posskie une piece ayant du 

vert. 

Preuve. Ces r&ultats se démontrent par r&rrrence sur le nombre de Pi&es de E, en utilisant la 
définition r&utsive de R 

Si E est rt!duit à une piece, ils sont evidents. Si E a au moins deux pièces. soient A, et A, 
les sous-arbres gauche et droit de A. L’assertion (vi) fait l’objet d’une &urrence imm&iate. 

Demontrons l’assenion (vii). Si la piece maximale de E n’a pas de rouge, a= 0, et la racine de A 
n’est donc pas cercke. Mais la pièce maximale de d(E) n’a pas non plus de rouge, et, en 
appliquant l’hypothese de r&urrcnce (vii) (que l’on notera, en abtige, HR(vii)), 2 A, = @(d(E)), 
on montre qu’aucun sommet de la branche extr&nale droite de A n’est cerclé. 
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Au contraire, si la pi&ce maximale de E a du rouge : 
- soit d = 1, auquel cas la racine de A est cet&e, 
- soit o = 0, auquel cas la pikce maximale de d(E) a du rouge. 

On déduit alors de HR(vii), appliqué a A, = @(d(E)), qu’un unique sommet de la branche 
exaémale droite de A est cercle, ce qui acheve de prouver (vii). 

Pour montrer (i). (ii) et (iii), distinguons deux cas. 
- Un sommet de A, est cercle ; l’empilement E releve alors du cas 3) dkcrit ci-dessus (cf. 

remarque), et A, est r6duit à une feuille non marqude. Les sommets de A susceptibles d’être 
cercles sont sa racine - qui est dans la promenade droite - et les sommets de A, = @(g(E)). Par 
HR(i), ceux-ci sont dans la promenade droite de 4, et donc dans celle de A. 

- Aucun sommet de A, n”est cercle. Les sommets de A susceptibles d’être cerclcS sont sa racine 
(qui est dans la promenade droite) et les sommets de A, = @(d(E)). Par HR(i), ceux-ci sont dans 
la promenade droite de A,, et donc dans celle de A. 

Dans chacun des cas, l’assertion (iii) s’obtient en appliquant HR(iii) (a A, ou A,). 
L’assertion (ii) se déduit de (vii) et dune rkurrenœ en remarquant que les sommets de A de 
hauteur à gauche zero sont œux de la branche exrrkmale droite. 

Montrons maintenant (viii). Le nombre de pièces de E ayant du rouge est la somme des nombres 
de pieces ayant du rouge dans g(E) et d(E) - et donc, par HR(viii), le nombre de sommets 
œtcl&dansA,etA,-saufdanslacasoùa=1.Dansœcas,laracinedeAestcerck5e,etlapi6ce 
maximale de d(E) n’a plus de rouge. On achéve de prouver (viii) en appliquant HR(viii) B g(E) 
et d(E). 

Pour œ qui est des sommets encadres, il est clair que, si aucun segment de E n’a de vert, 
aucun sommet de A ne sera encadre. Au contraire, si un segment de E a du vert, g(E) et /ou d(E) 
contiendra une pi&ce ayant du ven (car la piece maximale de E n’a jamais de ven). 

- Si d(E) a un segment ayant du vert, E releve du cas 1) dtkit ci-dessus. Alors ni la racine de 
A, ni les sommets de A, ne sont encadres. De plus, A, = @(d(E)) et, par HR(iv) et HR(ix), A, 
poss&le un unique sommet encadt6, donc E aussi, œ qui démontre (iv) et (ix). 

- Si aucun segment de d(E) n’a de vert, un segment au moins de g(E) en aura. Si la pike 
maxunak de g(E) en a, E relève du cas 2) d6crit ci-dessus, et la racine de A est l’unique sommet 
encadre. Sinon, la racine de A n’est pas encadnk mais A, = @(g(E)) poss&le, par HR(iv) et 
HR(ix), un unique sommet encadre. Il en est donc de même pour A. 

Pour finir, montrons (v). Supposons qu’un sommet de A soit encadn? et distinguons les trois cas : 
- Le sommet encadre est la racine de A. L’empilement E rekve du cas 2) et A, est un peigne 

gauche, œ qui prouve (v). 
- Le sommet encadrC est dans A,. L’empilement E nlève du cas 1). Tous les sommets de C 

sont dans A,, & l’exception de la racine de A dont le sous-arbre gauche est un peigne gauche. On 
termine en appliquant HR(,v) a A, = 9 (d (E)) . 

- Le sommet encadre est dans A,. L’empilement E relève du cas 3). Tous les sommets de 75 
sont dans A,, a l’exception de la racine de A dont le fils gauche est dans ‘P,. On tetmine en 
appliquant HR(v) a A, = @(g(E)).0 

Notations. Soit z l’ensemble des arbres binaires complets vtrifiant les conditions (i) a (v) du 
lemme ci-dessus. Soit 2, l’ensemble des arbres de Z a n feuilles sans sommet cercle sur la 
branche principale droite. 

Soit $9. l’ensemble des arbres de Z, sans sommet encadre, et enfin 2, l’ensemble des 
Cl&nents de ?jyl sans sommet cercle. 
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3. DÉFINITION D’UNE VALUATION SUR LES ARBRES 

Soient i7 et w  les deux valuations des Clt2ment.s de z d6lïnies par : 

W(A) = c Y(E) et w(A)= c v(E), 
S.Ë/.(+4 b-h(E)-A 

==(A],,, . 

Ces valuations permettent de relier l’énum&ation des polyominos a celle des arbres, 
comme indique dans la proposition suivante. 

Proposition 4.8. Soit n 2 1. LA shie gtWratrice des polyominos b n colonnes est: 

(i) parallt?logrammes : X, = y c w(A). 
AEZ. 

(ii) convexes dirigh : < = y c w(A). 
AE3. 

(iii) convexes de Cc : 4 =Y &4% 
AEZ. 

Notations. Soit A E 2, et i un sommet de A. On définit ai, fi. pi et xi, E (0.1). par : 
- a, = 1 si et seulement si le sommet i est cerclé. 
- fi = 1 si et seulement si le sommet i est interne et non cet&. 
- pi = 1 si et seulement si le sommet i est dans la branche extn5male gauche de A. 
- xi = 1 si et seulement si i est une feuille et s’il existe dans A un sommet cerclé dont la 

hauteur à gauche est strictement plus grande que celle de i. 
Soit & l’aritt du sommet i, c’est a dire le nombre de feuilles du sous-arbre de A de sommet i. Si 
A’est le sous-arbre de A de racine i, on note aA. (resp. f,., pA., x,,.) pour CT, (resp. A, fl, xi). 

Si A a un sommet encadre, considérons le chemin 
Ip, qui joint ce sommet à la racine. Soit &,...,i, la liste 
des sommets de T; dont le fils gauche n’est pas dans G, 
classes par hauteur croissante. Alors i, est prdcisdment 
le sommet encadt-6. Pour 15 j zZ m, soit 5 le sous-arbre 
gauche issu de ii. Alors 5 est un peigne gauche. Soit 
Bi la branche exdmale gauche du sous-arbre droit issu 
de ii (Fig.4.15). et A, la valeur de p a la racine de Bj. 

Fig. 4.15 
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Proposition 4.9. Soit A l’arbre reprdsentt! ci-dessus. Alors 

n 
(y? qh)a’ 

I (l-yz” qf,)‘+c iEA\U r, 1-t 1 
m-1 * 
4 

l+pB, + C Oi+Yq’ 
j-l irUj\\r,,, l-Y4/’ H 

ps.+Coi+Y4L , 

ieB. l-Yq/’ 1 
OP h* est la hauteur b gauche maxàmale des sommets cerck. 

Lemme 4.10. Soit A un &!ment de z. La série gt!nt!ratrice selon 0 des demi-pyramides 
primitives d’image A par @ est 

c V(E)= (zyqf^)P4 W(A). 
E~?f.*(fi)-A 

E pimitive 
Preuve. Rappelons qu’une demi-pyramide est primitive si et seulement si elle n’a qu’une pi& 
ou si, avec les notations utilis&s pour dkfti @, a, 2 2. Si l’arbre A est r&luit à une feuille, tout 
anWent de A par @est une demi-pyramide primitive. 

Si la racine de A est cercl&, soit E un ant&&ent de A par @. Alors a(E) = 1 et donc, avec 
les notations usuelles, 1 5 dl 5 4-l. En particulier, a,, 2 2, et E est primitive. 

Dans les autres cas, soit E une demi-pyramide primitive telle que G(E) = A. Soit E’ = t 
(~5’). Alors la pike maximale de E’ a du rouge si et seulement si celle de E en a et Q(E) = A. 

Inversement, soit E’ un antickdent de A par 0. Translatons E’ d’un pas vers la droite, et 
prolongeons sa pièce maximale par un segment de support [ 1.21, rouge si la pike maximale de E 
P&ente du rouge, noir sinon. L’empilement E ainsi obtenu est une demi-pyramide primitive telle 
que @(E) = A. 

Enfïm, la valuation de E est V(E)= zyqh V(E”), d’après l’assertion (vi) du lemme 4.7. Le 
rksultat ci-dessus s’en d6duit.O 

Proposition 4.11. Soit A un Mment de 2. 
(i) Si A est rt!duit cf une feuille, 

(ZYq’y 
W(A)=z(xq)“-- 

(l- zyq/A)l+ul . 

(ii) Sinon, soit A, (resp. A,) le sou-arbre gauche (resp. droit) de A. 

(a) Si un sommet de A, est encadrk, 

W(A) = z(xq)“’ (zyq’)u;+u -[(zyqfQF =(A,)] 

(bzyqfA) A az 
. 

r-1 

(b) Si la racine de A est encadrke, 

W(A) = z(xq)‘+ 

(c) Dans tous les autres cas, 

W(A)= (l-yq)x”(yq’u)pv 
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Preuve. (i) Si A n’a qu’une feuille, les antécédents de A par 9 sont les empilements rt?duits a la 
pièce ([l.l+4[,u[1+4~~])~~0~, avec dl Z 1 si la feuille de A est ceml&, d, = 0 sinon. 

(ii) Si A a plusieurs feuilles, distinguons les trois cas usuels. 
(a) Un sommet de A, est ~cadn?. Alors, d’ap&s le lemme 4.7, A, est un peigne ga~~hc h 

kfeuilles.SiEestunelementde @ telque d(E)=A,Erelèveducas 1), @(d(E))=A,ag(E) 
s’hit : 

g(E)={ {I}x(i), OSiS&-2}w( ([l,l+d[u[l+d,b])x(L-1)). avec dZ0. 

Inversement, soit E2 l’empilement ci-dessus, et Ei une -mi-pyramide primitive telle que 
@(E,) = A . Alors l’empilement E’= E1 u E, est C1cment de G si et seulement si l’exposant de z 
dans F(A,) est b. L’entier d peut alors avoir les valeurs 0, 1, . . . . b-l. Par ailleurs, l’exposant de 
z dans V(E’) sera un. 

Compte tenu de la remarque 4.6 et du lemme 4.10, on parvient au r&ultat (a). 

(b) La racine de A est en@r&. Alors, d’ap& le lemme 4.7, A, est un peigne gauche a A 
feuilles. Si E est un Clément de e tel que @(E) = A, E releve du cas 2), @(d(E)) = A, et g(E) 
s’c%xit : 

g(E)={ {I}x(i), OSilk-2}u( ([l,l+d[u[l+d,b])x{k-l}), avec dL 1. 

Inversement, soit E, l’empilement ci-dessus, et E, une -mi-pyramide primitive telle que 
@(E,) = A,,. Alors l’empilement E’= Ez uE, est Clement de @ si et seulement si l’exposant de z 
dans =(Ad) est b. L’entier d peut alors prendre les valeurs 1, . . . . b-l. Par ailleurs, l’exposant de 
z dans V(E’) sera un. 

Compte tenu de la remarque 4.6 et du lemme 4.10, on parvient au &ultat (b). 

(c) Dans les autres cas, si E est un Cltment de 3 tel que @(E) = A, E relève du cas 

3),@(d(E))= Ad et @(g(E)) = A,. Distinguons deux situations. 

- Un sommet de A, est cerclt. Alors, d’après la d&mition de 3 et 2, A, est une feuille, et 
d(E) sera r&luit à un point. 
Inversement, si-El = { (1) x (0)) et E, est une demi-pyramide telle que @(E2) = A , 

t 

E’= E2 m E, 
est Cltment de @ . Par ailleurs, l’exposant de z dans V(E’) est le m&ne que dans W A,). Compte 
tenu du lemme 4.10, on parvient au r&ultat (c). 

- Aucun sommet de A, n’est cercle. Alors, si E, est une demi-pyramide primitive tel& que 
~(E,)=A,etE,estunedemi-pyramidetelleque~(E,)=A,E’=E,nE,estCltmnt&@.Par 
ailleurs, l’exposant de z dans V(E’) est le même que dans W[A,). En combinant la nmaque 4.6 
et le lemme 4.10, on parvient au tt%ultat (c).0 

Preuve de la proposition 4.9. 
Les relations de la proposition cidessus déterminent W de façon unique. Il suffit alors de 

v&ifier que la valuation tir satisfait bien ces rewrrences.O 

Remarque. L’image par 0 des empilements codant les polyominos paralltlogrammes est 
l’ensemble des arbres binaires non marqués ; lorsque y vaut un, on retrouve alors la valuation 
donnée par Fedou [Fel, Fe21. 
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4. APPLICATION A L’ÉNUMÉRATION DES POLYOMINOS 

La proposition 4.8 relie l’hmu5ration des polyominos patall~logrammes, convexes diigks 
et convexes de CI à celle des arbres binaires complets marqu&, comptis suivant la valuation w  
dkrite en proposition 4.9. 

Notation. On notera la partie entièn de n/i. 

Propodtion 4.12 (i) L.a s&ie gtnhtrice des polyomhs paralMogrammes, comptks suivant 
la largeur, la hauteur et l’aire, par x, y et q respectivemenl s’tkrit : 

x(rY.q,=C xnY4$y$L-J * 

t-1 
03 X. est un polynôme de Z [ y,q]. 

De plus : ~~(yJ)=l t 

et, pour n 2 2, ~~(y,l)=(l-y)$w~ “r. y+*;l)(;;:). 
k-0 

(ii) LQ skie ghtfrarrice des polyominos convexes dirigt!s, compth suivant la largeur, la hauteur 
et I’aire, par x, y et q respecrivement s’t!crit : 

y(xsY9q)=pYq” 5 (Y.4) 
r2l w  ’ 

k-1 
OP t est unpolynôme de 2? [y,q]. 

De plus : u. (y.1) = (1 - y)2 13 2 y& (a;‘)’ . 
k-0 

(iii) La skie gltdratrice des polyominos convexes, Con@!s suivant la largeur, Ia hauteur et 
I’aire, par x. y el q respectivement s’tfcrit : 

Z(XYJ7) = c f Y@ r-1 
Z” (Y4) 

r2I 
n(l-Y4 )Fk (l- yqn) ’ 
k-l 

OS Zi est unpolynôme de Z [y,q]. 

De plus : Z” (y,l) = (1 - y)Z P?I g y’ 
k-0 

Pre!uve. Rappelons que l’image par @ des empilements codant les polyominos parall&gmmmes 
(resp. convexes dii 6s. convexes de Q) de largeur n est l’ensemble X, (resp. y., 2,). Or, les 
polynômes (1 - yq’ k sont irrkductibles, et il est donc facile de déterminer le plus petit commun 
multiple des dénominateurs de w  (A), lorsque A dhit l’ensemble X;, , 3, ou 2,. Il suffit pour 
cela de dkterminer, pour 1 5 k 5 n, l’exposant maximal de (1 - yq’) dans les w  (A). 
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Soit A un élement de Z,. La valuation de A selon w  est une fraction rationnelle de 
d&tominateur 

où B=B,u{Bj\e+, , 1 I j 5 m - 1) et kA est la hauteur à gauche maximale des sommets cercles. 

En effet, le polyn6me (1- yq)*’ divise n (1- yq”) : la promenade droite de A contient au 
I 

ieA\u Pi 
moins II,, feuilles, qui ne sont pas dans les&ignes Pj, 1 I j 5 m, sans quoi un des Pj aurait un 
sommet cercle, ce qui est exclu (Lemme 4.7). Chacune de ces feuilles a pour contribution 

(1-w) dans n(l-&), 
I  

idu,P, 

et l’expression ci-dessus est donc bien un polynôme en y et q. 
Remarquons par ailleurs qu’aucun des sommets de B n’est sur la branche extremale 

gauche de A et que, pour 1 ~2 k < n-l, B contient au plus un sommet d’ariu5 k. En effet, etant 
donnés deux sommets de B, l’un est ancêtre de l’autre. 

De même, en vertu du lemme 4.7, pour 1 5 k I n-l, un sommet au plus d’aride k est cercle. 

l)k=l 
Soit A tlt?ment de Z, . Alors A a exactement n feuilles. L’exposant de (1 - yq) dans w  (A) 

estdoncn+n,+n,-n, - k,, , où n, est le nombre de feuilles cerclées, n, le nombre de feuilles 
contenues dans B (lorsque un sommet est encadn$, et n, le nombre de feuilles contenues dans les 
peignes Pi, 1 Ij5m. 

Or, une feuille de A au plus est cerc& : elle est alors de hauteur a gauche sup&ieure ou 
tgale à un. En particulier, kA 2 1, et donc n, - kA I 0. 

De même, une feuille de A au plus est dans B : mais alors m 2 1, et le peigne 4 contient au 
moins une feuille. Donc n, - n, I 0. 

Au total, l’exposant de (1 - yq) est toujours inferieur ou tgal à n. Lorsque A est un arbre 
binaire non marqué, il est exactement n. Donc l’exposant maximal de (1 - yq) dans w  (A) est n, 
que A d&rive CG,, ‘$ ou 2,. 

2)k22 
Soit A Cl&nent de Z,. L’exposant de (1 -y qt) dans w  (A) est n, + n, + n, - n,, où n, est 

le nombre de sommets de A d’aride k, n, le nombre de ceux qui sont cercles, nB le nombre de ceux 
qui se trouvent dans B (lorsque un sommet est encadre), et n, le nombre de ceux contenus dans 
lespeignesc, 1 Ij15m. 

Ecrivons n = ck + r, où 0 I r < k-l et c = i . Un arbre de Z, a au plus c sommets 
11 

d’arite k. Certains en ont exactement c (Fig.4.16) et sont cléments de X,. Donc l’exposant 

maximal de (1 - y q’) dans w  (A), lorsque A décrit CG,, est 
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Un arbre d wrfeuilles + c arbres 0 k feuilles = un arbre b n feuilles et c sommets d’aritt! k 

Fig. 4.16 

Cor&&ons un arbre de 3. ayant p sommes d’arité k, dont un est cercle. Ce sommet est 
alors le plus “a droite” parmi les sommets d’arid k, c’est a dire le premier rencontre lors d’un 
parcours en ordre pt+f=e inverse (les autres n’étant certainement pas dans la promenade droite). 

Par définition de y., il n’est pas dans la branche extr&nale droite de A, et il y a donc au moins 
une feuille a droite de ce sommet. Au total, le nombre de feuilles de l’arbre est au moins pk+l , et 

Inversement, tcrivons n = c’k + r’, où c’ = Alors r’ 2 1, et il est possible de 

construire (Fig.4.17) un arbre A de 3. ayant c’ sommets d’arite k, dont un est cercle. L’exposant 

de (1 - y#) d ans le denominateur de w  (A) est alors 

d AA &iP 
Un arbre d c’+r’feuilles + c’arbres cl k feuilles = un arbre d n feuilles et c’ sommets 

d’aritb k, dont un est cerclt! 

Fig. 4.17 

Considerons un arbre de 2. ayant p sommets d’arite k, dont un est dans B, mais aucun 

n’est cerclé. Alors k 5 n-l. Si un sommet d’arite k au moins est dans un des 

m, l’exposant de (l- y$) d ans w (A) est inferieur ou tgal a p, donc a 

d’aride k qui est dans B est le plus à gauche des sommets d’arit6 k. Comme le peigne 4 contient au 

moins une feuille, on a de nouveau : ; l’exposant de (1 - yq’) dans w  (A) est alors 

p+l , qui est inferieur ou Cgal a 

Enfin, considérons un arbre de 2, ayant p sommets d’arite k, dont un est dans B, et un 

(Cventuellement le même) est cerclé. De nouveau, pour les raisons Cvoqutes ci-dessus dans 

l’étude des arbres de 2, dont un sommet d’aritt? k est cercle, p I plus, k 5 n-l. Si un 

sommet d’arid k au moins est dans un des peignes c, 1 <j 5 de (1 - y  q’) dans w 
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(A) est inferieur ou égal aptl, donc a + 1. Sinon, le sommet d’aritt k qui est dans B est 

le plus a gauche des sommets d’arid k et celui qui est cerclt! est droite. Ceci entraîne que 

le nombre de feuilles de l’arbre est au moins pk+2 et que p S L’exposant de (1- y$) 

dans w  (A) est alors p+2. 

Inversement, Ccrivons n = c”k + r”, où c” = 
n-2 

1 J 
- . Alors r” 2 2, et il est possible de 

k 
construire (Fig.4.18) un arbre A de 2, ayant c” sommets d’aride A, dont un est dans B, et un est 

cercle. L’exposant de (1 - y#) dans w  (A) est alors 

Un arbre h c”+r” feuilles + C” arbres à k feuilles = m arbre & n feuilles et c" sommets 
d’aritt! k. dont un est cerclt! et un est 

dansB 

Fig. 4.18 

En remarquant que, pour 1 S k 5 n- 1, 

que l’exposant maximal de (1 - y#) dans w  (A), lorsque A décrit 

+2). Celuide (l-yq”) t es un dans tous les cas. Ceci foumit donc les 

assertions (i) et (ii) de la proposition 4.12. Pour l’assertion (iii), il faut regrouper Ntude que nous 
venons de faire avec les r&ultats du corollaire 2.8, qui lie les stries 2, A et B, et ceux de la 

proposition 3.4 qui d&it le developpement en x de la &ie B. 

Les resultats relatif aux valeurs de x.(y,l), c(y.1) et z’(y,l) proviennent des 
expressions des series gtntratrices X(x,y,l), Y(x,y,l) et Z(x,y,l) que nous obtiendrons au 
chapitre 6 (Proposition 6.7). 

En faisant dans chacune de ces stries le changement de variables x + i(l- y)’ et en 
calculant ensuite leur developpement en i (par des rn&.hodes que nous détaillerons au chapitre 6, 
utilisant essentiellement des décompositions de fractions rationnelles en ClCments simples et la 
formule d’inversion de Lagrange), on remarque qu’elles sVcrivent toutes trois sous la forme 
suivante : 

où Pm est un polynôme en y dont on connaît la valeur, soit encore 

g fY(lm;)2d+1 . 

Les resultats annoncés s’obtiennent alors en identifiant y (1 -$2a-, au coefficient de x” 

dans X, Y ou Z déduit des expressions ci-dessus, prises lorsque 4 vaut un.0 
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Exemples. Pour calculer les premiers termes du développement en x des séries g&katrices des 
polyominos parallélogrammes et convexes diriges, nous disposons des formules donnant X et Y 
obtenues en proposition 1.10 et 2.3 respectivement. 

Pour développer en x la strie genératrice Z des polyominos convexes, il faut reprendre 
l’expression de Z du chapitre 2, et utiliser les relations de rdcurrence du chapitre 3 permettant de 
calculer le dkeloppement des s&ies V, B et M. 

On parvient aux trois rksuhats suivants, sur lesquels on peut vérifier les assertions de la 
proposition ci-dessus. 

Notons X, (resp. Y”, Z,,) le coefficient de x1 dans la strie X (tesp. Y, Z), c’est a dire la 
skie g&5atrice des polyominos parallelogrammes (resp. convexes dirigés, convexes) de largeur 
n, comptes suivant la hauteur (par y) et l’aire (par q). 

(i) ks premi&es valeurs des X, sont : 

X,=$$ 

2 

x2=(L-yq~l-yq2) ’ 

yq3(1+yq2) 

x3 = (1-Yq)‘(1-Yq2)(1-Yq3) ’ 

x, = 
yq4(1+yq2+yq3 -y2q’-y2qLy3q7) 

(l-Yd4(1-Yq2)2(l-Yq’)(l-Yq4)’ 

(ii) Les premittes valeurs des Y. sont : 

y,=pJ 

Yq2(1+Yq) 
Y2 = (l-qM#(l-yq2) * 

y = yq3(1+2yq+yq2 -y2q2-y2q3_y2q’-y3q~) 
3 

(l-Yd(l-Yq2)2(l-Yq3) - 

(iii) Les prerniks valeurs des Z, sont : 

z =y4 
l-Yi 
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Remarques. 1) Nous verrons au chapitre 6 que le polynôme 

y: yQ-+;l)(:;;) (resp. y2 yt(n;$ 
k-o n- k-0 

qui apparaît dans yX”(y,l) (resp. yz(y,l)) est le polynBme Cnum&tteur des polyominos 
parallélogrammes (resp. convexes diriges) de p&im&re 2n (resp. 2n+2) suivant la largeur, 
comptk par y. Ce curieux r&ultat provient de la valeur de la skie X (tesp. Y) dans laquelle on a 
fait le changement de variables x + T(l -y)‘. Nous ne disposons pas d’une interpr&ation 
combinatoire de cette “stabilitk”. En nwtnche, on n’observe pas la même propri& pour la série 
gthhttiœ des polyominos convexes. 

2) Lorsque y vaut un, cette utilisation des arbres binaires fournit aussi une valeur pour le 
dtkominateur de la strie g&&urice des polyominos parallélogrammes, convexes diriges ou 
convexes de largeur n don&. Comparons ces valeurs avec celles obtenues au chapitre 3. 

Pour les polyorninos parallelogrammes, la proposition 3.1 fournit le dénominateur : 

4’ = (d.4 (4). 

=(1-q)2”-‘[n-1]! [n]!. 

L’intetp&ation par les arbres binaires donne une autre valeur, deja obtenue par Fedou Fe 1,2] : 

(j(2) = (1 - qy n [#““J . I 

Pour comparer ces deux polyn6mes. nous avons calcule leur decomposition en tl&nents 
irreductibles, qui sont ici les polyn&nes cyclotorrjques @$ Rappelons qu’on peut les définir par 

q”-1= 
ned. 

idviar 

On obtient : 
&(l-q)z^-’ ntp , 

2Sidr 

et &)=(l-qy l-I@ , I 
2LiSn 

On peut comparer a, et b, dans tous les cas : 
- si i divise n : 

-sii= n,oui=d2,0ui=nf3,alorsai=bi; 

- sinon, bi - ai > 0 et, i étant fïxt?, cette differenœ tend vers l’infini avec n 
-siinedivisepasn: 

- si i > n/4, alors ai = b,+l ; 

-sin/6<i<n/4,alors 4 = bi; 

- si i < n/6, alors b, - ui > 0 et, i ttant tic, cette diffhenœ tend vers l’infini avec n 
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Ces r6sultats montrent qu’aucun des deux dénominateurs dt’ et df’ n’est optimal : pour n 2 8, 
aucun deux ne divise l’autre. Qualitativement, le polynôme df’ pr&ente un facteur 4? “en trop” - 
par rapport a d. (*) - lorsque i est assez grand (plus précisément i > n/4 et i ne divise pas n). et le 
polynôme df’ a “beaucoup trop” de 9 - par rapport à d,, (‘) - lorsque i est petit devant n (plus 
pnZcist5ment lorsque i divise n et nli 2 4 ou lorsque i ne divise pas n et i c n/6). 

Pour les polyominos convexes dirigés, la proposition 3.1 foumit le d6nominateur : 

4’ = (4)“~, (4), 
=(l-q)Zn-l[n-l]! [n]!. 

Le passage par les arbres binaires mi?ne a 
&;‘= (1_ q)t-1 I-J [kpw . 

IJksh 

Ce n$sultat utilise le fait que le polyn6me (1 - q) apparaît ClevC à une puissance au plus egale a 2n- 

1 dans chacun des dénominateurs des w  (A), lorsque A d6crit 3.. Pour montrer cela, il suffit de 

remarquer que hA est toujours sup&ieur ou egal au nombre de sommets cercles (on peut associer a 
chaque sommet cercle, de hauteur a gauche h, l’unique feuille de la promenade droite de hauteur a 
gauche h- 1). En remarquant que : 

si k divise n, 

sinon, 

on montre que df ’ = di n [k]. Qn déduit alors de cette formule, grâce aux r&sultats obtenus 
knedlvirpsr 

dans la comparaison de d(” et d:’ que df’ divise toujours d’f’. Les n%ultats obtenus par les 
méthodes du chapitre 3 sont donc alors plus précis que ceux que nous venons d’établir (pris 
lorsque y vaut un). 

Pour les polyominos convexes, la proposition 3.2 foumit le dénominateur : 

C)= b7LA.4 (4). . 
Le passage par les arbres binaires mette à : 

~f)=(l-q)t-’ [n] ~[kf(‘-*)“J’* . 

En effet, on vérifie, par une remarque analogue a celle faite ci-dessus, que le polyn&ne 
(1 - q) apparaît de nouveau elevt a une puissance inferieure ou Cgale a 2n-1 dans chacun des 
dénominateurs des w  (A), lorsque A dêcrit Z, . 

Alors, 

et 

Ceci demontre le r&ultat annonce dans le chapitre 3 : le d&rominateur d”f’ peut êae affïnt 
en d$l(l - q)“-*, et la série genératrice des polyominos convexes de largeur n, comptes suivant 
l’aire, est une fraction rationnelle de denominateur [n - 2]!(q),-, (4)“. Ce denominateur est alors a 
la fois plus pr65.s que d’$” et d”f’.O 
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CHAPITRE 5 

CODAGE DES POLYOMINOS CONVEXES DIRIGÉS 

PAR LES MOTS DU GRAND DYCK 

Nous donnons ici une premi&re illustration de la m&hodologie DSV, consistant a coder les 
objets que l’on cherche à tnumérer par les mots d’un langage afgtbrique. Le codage construit ici 
permet de retrouver bijectivement le r6sultat Ctonnamment simple de Chang et Lin [ 
nombre de polyominos convexes diriges de pkimttre 2~4 est le coefficient 
revanche, il serait tr&s difficile d’étudier le param&re aire par cette bijection. Nous ptoposemns un 
codage plus addquat dans le chapitre suivant. 

1. LANGAGES ET MOTS DE DYCK 

Soit A un ensemble, et A* l’ensemble des mots s’krivant u = u, . ..a., où, pour tout i, la 
lettre ai est tltment de A. On munit A* de l’opkration de concaf&ufion qui associe au couple (u, 
v) le mot UV obtenu en juxtaposant u et v. L’ensemble A est appel6 un alphabet, et A* est le 
monokie libre engendrt! par A. 

On considére l’algebre ‘&‘((A)) d es s ries onnelles non commutatives de la iome 4 f 

c % u 
rrA’ , 

où les n, sont eltments de Z, et u dekit l’ensemble A*. Cette algebre est munie de l’addition 
usuelle et du produit déduit du produit de concatknation des mots. 

Soit K un langage inclus dans A*. La St!rie ghkztrice formelle des mots de Z est 
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Lorsque Z est engendre par une grammaire algt!brique non ambiguë, la serie s satisfait un 
système d’t+quations algebriques - en variables non commutatives -. 

L’exemple le plus classique de langage algébrique est celui des mots de Dyck, (aussi 
appel6 langage de Dyck restreint à deux lettres ou syst2mes & parentht?ses bien formt%) noti 23. 
Un mot de Dyck u est un mot non vide de (x, X ) *, vérifiant les deux conditions suivantes : 

Ci) lui, =l& 

(ii) si u = v w, 14, % jij,, 

où wX designe le nombre d’occurrences de x dans u. 
Un mot du grand Dyck (ou mot de Dyck bilatlre sur deux lettres) est un mot de [x, X ) * 

v&ifiant a 
biensûr 2,” 0 

remière de ces conditions. Le nombre de mots du grand Dyck de longueur 2n est 

Pour 6crir-e l’6quation satisfaite par la serie g&&atrice formelle des mots de Dyck, 
remarquons qu’un tel mot se factorise de façon unique sous la forme X~XV, où u et v sont soit 
vides, soit des mots de Dyck. Il est equivalent de dire que d9 est engendre par la grammaire 
algebrique donnt?e par les quatre règles de dérivation suivantes : 

-D+ xX, 
-D-+ xDX, 

-D+xXD, 
-D+xDED. 

LVquation&j =xX +XE X +xX & +x& X & s’endeduit. 

Soit u un mot de Dyck ; on appelle pic de u tout facteur x X dans u, qui s’écrit alors u = Y x 
X w. Lahauterudece picest 1 + [VI, - 14 . 

On appelle creux de u tout facteur X x de u, qui sVcrit alors u = v 3 x w. La hauteur de 
ce creux est IV~, - Iv),. 

Les mots de Dyck peuvent être reprt%entés par des chemins de Dyck (Fig.5.1) en codant 
par un pas Nord-Est chaque lettre x et par un pas Sud-Est chaque lettre X. L’existence de cette 
representation explique le choix de la terminologie “pic” et “cteux”. 

Exemple. Le chemin de Dyck associé au mot x x .X x X X xxx x X X x X Z 1 est le suivant. Il 
présente quatre pics et trois creux. Les hauteurs des pics sont, de gauche a droite, 2, 2,4, 3. 
Celles des creux sont 2, 1,3. 

hauteurs des pics hauteurs des creux 

Fig. 5.1 Un chemin de Dyck. 
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Mots de Dyck et polyominos parall4logrammes 
Les mots de Dyck de longueur 2n sont en bijection avec les polyominos parall&gmmmes 

de p&im&re 2n+2. Nous rappelons ici le codage g d&rivant cette bijection, propose par Delest et 
Viennot [De-Vi]. Delest a par la suite construit un codage plus gCnCral, s’appliquant aux 
polyorninos verticalement convexes [De]. Nous l’utiliserons dans le chapitre suivant. 

Soit P un polyomino parallélogramme a n colonnes, non%, de gauche a droite, C, ,. . . ,C,. 
Nous reprenons les deux suites (02 ,...,a,) et (b, ,... ,b,) définies dans le paragraphe 3 du premier 
chapitte. Pour tout i, l’entier fri est la hauteur de la colonne Ci. Pour 2 5 i s n, l’entier ai est le 
nombre de cellules par lesquelles les colonnes Ci et Ci-, sont en contact (Fii.5.2). 

Ona ui~min(bi,bi~,)pouri~2. 
L’image par g de P est alors l’unique mot de Dyck a n pics et n-l creux tel que la liste des 

hauteurs des pics (resp. creux) soit (4 ,...,6,) (resp. (a, ,....u,,)). Le nombre de pics de g(P) est 
ainsi la largeur de P. 

Exemple. Pour le polyomino parallélogramme suivant : 

-n=8, 

- (b, ,.... b,) = (3,4, 3,4,4,2, 2.2). 

- (4 ,...t a*) = (3, 3, 3, 3, 1,2,2). 
L’image de ce polyomino par g est le mot associe 
au chemin de Dyck ci-dessous. 

A 
A AA 

/v \A/ v \ 
/ 

/ V 

Fig. 5.2 Codage d’un polyomino purull&ogramme pur un mot de Dyck. 

Mots du grand Dyck 
L’ensemble des mots du grand Dyck est note d9 ‘. Ces mots se representent par des 

chemlm du grand Dyck (Fig.5.3). 
On designe par s le morphisme de monoïde de (x, x’ ) * dt%ini par s(x) = g et s(Z) = x. 
Soit u un mot du grand Dyck ; u admet une unique factorisation de la forme : 

u = u,, s(v,)y s(vl)...ub-,s(vt-,)u,, où k 2 0 et : 
- u, et u, sont soit vides, soit dès mots de Dyck, 
- y ,. . . ,uksi et v, ,. . ., v,-, sont des mots de Dyck. 

On appelle alors pic de u tout pic de l’un des mots ui ou vi. 
Le codage des polyominos convexes diriges que nous allons proposer repose plut& sur 

l’existence d’une autre factorisation. Soit u un mot du grand Dyck ; on peut distinguer deux cas : 
- soit u = s (v), où Y est soit vide, soit un mot de Dyck, 
- soit u = w  x u X s(v), où u et Y sont soit vides, soit des mots de Dyck, et w  est un mot du 

grand Dyck. 
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Fig. 53 Un chemin du grand Dyck 
(crssocit!aumorxxF X XxXxxXxxX X). 

2. CODAGE DES POLaYOMINOS CONVEXES DIRIGÉS 

Soit P un polyomino convexe dirige (a gauche) a k colonnes, notees, de gauche a droite, 
C I,. . ., C,. Comme au chapitre 2, on définit l’entier p comme le plus petit des entiers i tels que le 
polyomino forme des colonnes Ci,..., C, soit un polyomino parallélogramme. Le polyomino P’ 
forme des colonnes C, ,. . . , C, est alors le polyomino parallt!logramme maximal de P. 

Le dbfaut d de P est la diff&ence entre la 
base de C, et celle de C, (Fig.5.4). 
Ainsi, P est un polyomino 
paralltlogramme si et seulement si il est 
de défaut nul. 

E 

-- 
d 

-. - - - - - 

Fig. 5.4 

Nous allons partitionner l’ensemble des polyominos convexes diriges en quatre sous- 
ensembles. 

1) Si P est un polyomino parallélogramme dont la première colonne est de hauteur un, on dira 
que P est un polyomino parailt!logramme simple. 

Fig. 5.5 
Un polyomino parall&ogramme simple. 

Sinon, pour i 2 p+l, soit a, le nombre de cellules par lesquelles les colonnes Ci-t et Ci 
sont en contact. Si p # k, soit a = min (a,, p+l 5 i 5 k). On peut alon distinguer trois cas. 
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2)p=k,ouaZ3. Deux colonnes conshtives de P’ sont toujours en contact par trois cellules 
au moins. On dira que P est un polyomino épais. Nous verrons que ces polyominos sont en 
bijection avec les polyominos convexes dirigts ghhux. 

Sip<ketaI2,soitr=min(i~p+1/ui~2).Alorsu,vautunoudeux. 

3) u, = 1. Le polyomino P est obtenu en juxtaposant un polyomino Cpais 4, fort& des 
COlOMeS C,,..., C,-l, et un polyomino parallélogramme quelconque P2, form6 des colonnes 

C 
z=de P est alors la sonde ie ceux de 4 et 4, diminuk de deux. 

de telle sotte que P et P soient en contact par une cellule. On notera P = (4,P,),. Le 

Fig. 5.6 P = (4,Pz),. 

4) u, = 2. Le polyomino P est obtenu en juxtaposant un polyomino 6pais 4, forme des 
ColoMes c ,,...,C,-,, et un polyomino parallélogramme Pz ayant au moins deux cellules en 
premih colonne, forme des colonnes C ,,..., C, , de telle sorte que 4 et Pz soient en contact par 
deux cellules. On notera P = (4, P,), . Le p&im&re de P est alors la somme de ceux de 4 et P2, 
diminuk de quatre. 

Fig. 5.7 P = (e,P,),. 

Nous allons maintenant d’ire une bijection entre les polyominos @ais et les polyominos 
convexes diriges, qui permettra ensuite de dCfmir nhrsivement le codage des polyominos 
convexes dirigts. 

DU’inition 5.1. Soit d l’application de l’ensemble des polyominos tpais dans l’ensemble des 
polyominos convexes diriges définie de la manière suivante : soit P un polyomino tpais à k 
colonnes, et P’ son polyomino paralltlogramme maximal, formé des colonnes C, ,. . ., C, . Alors 8 
(P) est le polyomino obtenu en supprimant : 

- la cellule infhieure de C, , 
- les deux cellules inftkieures des colores C,+i ,. . .,C,. 
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-+ 
a 

Fig. 5.8 L’application d. 

Remarque. Les polyominos Cpais sont exactement ceux pour lesquels les transformations 
d&ites cidessus m&nent a un polyomino convexe dirigk de même largeur. 

Proposition 5.2. L’application ~3 dkrire dans la dtffinition p&&nte est une bijection entre 
les polyominos kpais et les polyominos convexes dirigb. De plus, si P est un polyomino gais, le 
pt!rimCtre de ~3 (P) esr celui de P, diminué de deux. 

Preuve. D&rivons la bijection r&iproque de 3. 
Soit P’ un polyomino convexe dirigé à k colonnes, notkes C, , . . ., C, , et soit p le plus grand 

entier tel que le polyomino forme des colonnes C,,. .., C, soit un polyomino tas. Soit P le 
polyomino obtenu en ajoutant une cellule en bas de la colonne C, et deux cellules en bas des 
COlOMeS Cp+],..., C,. Alors J(P) = P’. 

La seconde asserdon provient de la remarque suivante : la largeur de d (P) est celle de P, et 
la hauteur de d (P) est celle de P, diminuk de un.0 

Remarque. Si P est un polyomino paralltlograrnme tpais, d (P) est aussi un polyomino 
parallélogramme, dont la hauteur a gauche est celle de P, diminde de un. Au contraire, si P est 
un polyomino tpais de ddfaut d non nul, d(P) sera un polyomino convexe dirigd de défaut d-l. 

Soit alors 0 l’application qui, au polyomino convexe dirigé P, associe P lui-même si P est 
simple, d(P) si P est Cpais, et F; si P s’&rit (JI,P2), ou (<,Pz),. Alors, pour tout P, il existe un 
entier n tel que $” (P) soit un polyomino paralltlogramme simple. 

On peut maintenant dkfmir le codage h des polyominos convexes dirigh, en utilisant la bijection g 
enne les polyominos parallélogrammes et les mots de Dyck rappelt?e dans le paragraphe 1. 

Définition 53. Soit h l’application de l’ensemble des polyorninos convexes dirig& dans celui 
des mots du grand Dyck, definie de la façon suivante. Soit P un polyomino convexe dirigk. 
Quatre cas se pn%entent : 

1) P est un polyomino parallélogramme simple ; son codage par g s’dcrit x X v, où v est 
soit vide, soit un mot de Dyck. Alors h (P) = s (v). 

2) P est un polyomino tpais. Alors h (P) = h (~3 (P) ) x X. 
3) P s’écrit (4, PJ, où F; est un polyomino 6pais et Pz un polyomino parallélog,ramme. 

Alors h (P) = h (a (4) ) x X s (8 (P,) ). 
4) P s’tcrit (4, pt. II, où 4 est un polyomino kpais et p2 un polyomino paralltlogramme 

non simple ; le mot g 1 P,) admet une seule factorisation du type x u Z v, où u est un mot de Dyck 
et v est soit vide, soit un mot de Dyck. Alors h (P) - h (d(e) ) x u St s (v). 
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Exemple. Le polyomino P, ci-dessous est Cpais. Soit P; = d (4). Alors P; = (P,,P,),. L.e 
polyomino pZ est tpais. Le polyomino P, = d ( Pz) est simple. L’image par h du polyomino P, est 
le mot repr&end par le chemin du grand Dyck qui le suit. 

4 

Fig. 5.9 La bijection h. 

Définition 5.4. Soit 1( un mot du grand Dyck factorisé sous la forme u = 
I+,s(v,)u, s(v,)...u,-, ~(V~~~)U~, où k 2 0 et : 

- u, et u, sont soit vides, soit des mots de Dyck, 
- y ,. . .,u,-, et v, ,. . ., v,-, sont des mots de Dyck. 

Un pseudo-pic de Y est un pic de l’un des mots vi ou un pic de hauteur sup&ieure ou egale a deux 
de l’un des mots u,. 

Proposition 5.5. L’application h d&rite dans la dtffinition 5.3 est une bijection entre les 
polyominos convexes dirigtfs et les mots du grand Dyck. De plur, si h (P) = u : 

- le pt!rimt?tre aè P est la longueur de u, augmentée de quatre, 
- la largeur de P est le nombre de pseudo-pics de u, augmentt! dè un. 

Preuve. D&rivons tout d’abord la bijection r&iproque de h. 
Soit w  un mot du grand Dyck de longueur 2n, et supposons que l’on sache construire 

h-’ (u) pour tous les mots u de longueur inférieure ou Cgale a an-l). 
1) Si w  = s(v), où Y est soit vide, soit un mot de Dyck, h-‘(w) est le polyomino 

parauc10gramme g-’ (x I Y). 
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2) Si w  = w1 x X, où w, est un mot du grand Dyck, h-’ (w) = a-’ oh-’ (wl). 
3)Siw=w,xX s(v),oùw,estunmotdugrandDycketvunmotdeDyck, 

h-‘(w) = (d-‘oh-‘(W,)) g--‘(v)) . 
4) Enfin, si w  = w1 x u i s(v), où w1 est un mot du grand Dyck, u un mot de Dyck, et Y 

soit le mot vide, soit un mot de Dyck, h-’ (w) = (d-l ah-’ (wI) , g-’ (X~XV)),. 

Dt5monuons par r&urrence le r&tltat relatif au p&im&re. Rappelons que, si P est un 
polyomino parallélogramme, la longueur de g(P) est le p&im&re de P, diminué de deux. Soit P 
un polyomino convexe dirige de p&im&re 2n. 

Si n = 2, P est reduit a une cellule : c’est donc un polyomino simple, et h(P) est le mot 
vide, de longueur nulle. 

Si n 2 3, supposons avoir montre le r&ultat pour les polyominos de longueur Z, 12 i S 
n-l .Traitons séparement chacun des quatte cas envisages dans la dttïnition 5.3. 

1) Le n5sultat est imrn&liat. 
2) Le polyomino ô’(P) est de p&im&tre 2n-2 (Proposition 5.2). La longueur de h(d(P)) 

est 2n-6, d’apr&s l’hypothèse de r&rrrence, et donc h(P) est de longueur 2n-4. 

3) Soit 2n, le p&imètre de PJ et 2n, celui de Pz. Alors 2n = 2n,+2$-2. D’aprés 
l’hypothèse de r&rrence, la longueur de h(d(P,)) est 2n, - 6. Celle de g(P,) est 2n,-2. Donc 
celle de h(P) sera 2n,+2?,-6, soit 2n-4. 

4) Avec les mêmes notations que ci-dessus, 2n = 2n,+24-4. D’apres l’hypothése de 
r&urrenœ, la longueur de h(a(4)) est 2n, - 6. Celle de x u X s(v) est 24-2. Donc celle de h(P) 
sera 2n,+2\-8, soit 2n-4. 

La même r&rrence permet de montrer l’assertion relative à la largeur, en utilisant le fait 
que, si P est un polyomino parallelogramme, la largeur de P est le nombre de pics de g(P). 0 

3. ÉNUMÉRATION 

Notons D (t’, x) la serie gentratriœ des mots de Dyck comptés suivant la longueur (par r) 
et le nombre de pics (par x). 

De même, soit D’(f’,x) la serie genératrice des mots du grand Dyck comptés suivant la 
longueur (par r) et le nombre de pseudo-pics (par x). 

Soit enfin Y (x, y.1) la serie genératrice des polyominos convexes dirigés comptes suivant 
la largeur et la hauteur (par x et y respectivement). 

Proposition 5.6. L.es valeurs des St!ries dtlfnies ci-dessus sont : 

(i) D(~‘.x)=-‘(~+~) 2r2 -J1-212(1+X)+t4(1-x)2 

(iii) Y (x,y,l) = v 
l-2x-2y-2xy+x2+y2 * 



codage ck.5 polyominos calvexal db-i& 99 

Preuve. (i) La drie formelle des mots de Dyck vérifie I’tQuation 

&=Xx+x& x+x3 l+x& x &, 

quiimplique D=x?+?D+xt’ D+t2D2. 
Cette t!quation est algebrique de degrt? deux et son unique solution développable en Strie enti&re 
autour de z&o est la valeur de D monde en (i). 

(ii) La strie g6adrauiw formelle des mots du gtand Dyck satisfait l%quation 

~=b+s(~:~+~xx+~x~sz+~xxs(~)+s’x~ Xs(&), 

où s (g) désigne la Irie formelle C s(u). 
ri& 

Il vient 
D’=1+D+r2D’+t2DD’+?DD’+t’dD’, 

soit encore 

D- ‘- 
l+D 

l-r’(l+D)’ 
ce qui entraîne le second n%ultat. 

(iii) D’apr&s la proposition 5.5, la sCrie gtn&atrice des polyominos convexes ding& comptes 
suivant le p&im&re (par r) et la largeur (par x) est t’xD’(t’,x). En particulier, le nombre de 
polyominos convexes dirig& de p&imi?tte 2w-4 est 2,” 

( ) 
, 

Le changement de variables (r2, x) + (y, xly ) mène alors a la série Cnutirant les polyominos 
convexes dirig& suivant la largeur et la hauteur, compt8es respectivement par x et y.0 
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CHAPITRE 6 

CODAGE DES POLYOMINOS CONVEXES 

SYSTÈME D’ÉQUATIONS 

Nous abordons ici l’énum&ation des polyominos convexes par la méthodologie DSV. 
Nous utilisons pour coder ces objets le codage g proposé par Delest [De] pour les polyominos 
verticalement convexes. L’image par g de l’ensemble des polyominos parallClogrammes (ou 
convexes diriges, ou convexes de Q, ou convexes de ‘U3) est un langage engendn! par une 
grammaire al&brique non ambiguë. Cette propried permet alors d’dcrite un syst&me d’equations 
regissant les series gtWratrices formelles des mots de ces langages. Nous en dtduisons un 
second systeme, forme de q-t?quationr qui font intervenir les séries géntrauices des polyominos 
parallelogrammes, convexes dirigés et convexes, comptes suivant les trois param&res usuels : 
largeur, hauteur, aire. 

1. CODAGE 

Mots de Dyck coloré% 
Nous avons introduit dans le chapitre pr6ddent les mots de Dyck. Le codage des 

polyominos verticalement convexes prdsend ci-dessous fait intervenir des mots un peu plus 
géntraux, que nous appellerons mots de Dyck colort?s. Un mot & Dyck colord est un mot non 
vide de {x,X, y,F}’ vtrif%nt les deux conditions suivantes : 

(8 Id, +Id, =Id,- +blj~ 

(ü)siu=vw,I~.+lvl,~I~I+I~j. 
On representera ces mots par des chemins & Dyck colo&, ai codant chaque lettre x (resp. 

y) par un pas Nord-Est noir (resp. Nord-Est rouge), et chaque lettre X (resp. 7) par un pas Sud- 
Est noir (resp. Sud-Est rouge). 

Soit u un mot de Dyck colore. On appelle pic de 1< tout facteur ab dans u, où a et b sont 
Clt5nents de {x, y}‘. Le mot u s’ecrit alors vabw ; la hauteur de ce pic est 1 +Ii + 14, - 1~1; - Mj. 
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----- Exemple.LemotdeDyc’kcoloreu=xxyxZ XX~ jrxyxyx x x x xy~prt%entequaue 
pics, de hauteurs respectives 4, 3, 5, 1, et est reprësentt par le chemin suivant, dans lequel on 
indique par des tirets les segments rouges. 

Fig. 6.1 Chemin de Dyck coloré. 

Polyominos verticalement convexes 
Rappelons qu’un polyomino est dit verticalement convexe lorsque toutes ses intersections 

avec les colonnes [i, i+l ]:‘IR du plan sont convexes (Fig. 6.2). 
D&rivons d’abord le codage propose par Delest [De] pour les polyominos verticalement 

convexes (dont les polyominos convexes sont un cas particulier). 
Soit P un polyomino verticalement convexe de hauteur n, a m colonnes, notees, de gauche 

adroite, C ,,..., C, . On munit le plan d’un rep&re onhonorme tel que P soit inclus dans le rectangle 
défini par 0 I x I m, 0 S y I n (Fig.6.2). Pour 1 5 i 5 m, soit (0) x[b,,s,] la projection de la 
colonne Ci sur l’axe Oy, parallelement à 0x. La bare (tesp. le sommer, la hauteur ) de C, est b, 
(resp. si, si - bi). 

Soient a, = 0, a, = s, -b,-l,et,pour15i<m-l,ai=bi+,-bi. 
Soientp,,=s,-4-l,/?, = 0, et, pour 1 I i 5 m-l, pi = si+r -si. Les deux (m+l)-uplets 

(ao’*‘.Soitalorsy: Z.:( Z + 
a,) et (Do ,. . .,p ) suffisent à caracttriser P. 

{ x,X,y,y}’ , définie par 
(a,@) + Faxa siaTOet/jZO, 

~yl”l si a r: 0 et j3 5 0, 

$ OIxB si a I 0 et j3 2 0, 
pIpI si a I 0 et B 5 0. 

Définition 6.1. Soit g l’applicatiop de l’ensemble des polyominos verticalement convexes dans 
l’ensemble des mots de {.x,X, y, 7) ddfutie par : 

g(p)= 7(aopPo) xx r(a,$,) xx... xx r(aAJ 
où (a, ,..., a,) et (Po,...J3,) sont les deux (m+l)-uplets associés a P comme ci-dessus. 

Définition 6.2. Soit V le sous-ensemble de {x,X,y,jt}* forme des mots de Dyck bicolores II 
s’écrivant u, xxy xx... 

(4 u, 4~)‘~ 
XX~,, avec m 2 1, et vtrifiit les trois conditions suivantes : 

(b) u, E(X)‘, 
(c) ui~{Z}‘{~}‘u{X}‘{~}‘u{y}*{x}‘u{~}’{y}’ pour 1 lism-1. 
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Proposition 6.3. L’application g rkalise une bijection entre les polyominos verticalement 
convexes et les mots de V. De plus, si g (P) = u : 

- la largeur de P est le nombre & pics de u, 
- le pkrimltre de P est la longueur de u, augmenttfe de deux, 
- l’aire de P est la somme des hauteurs des pics de u. 

Preuve. On se reportera a Delest [De].0 

Exemple. Pour le polyomino verticalement convexe cidessous : 

;;.::b.) = (1, 13, 0,2, 3,2, 2, 2), 

(SI,..., s,) = (5, 4, 3, 6, 5. 6, 3,4), 

(ao,..., a,) = (0.0, -1, 2, 1, -1, 0.0, l), 

(po ,..., PJ = (3, -1, -1. 3, -1, 1, -3, 1, O), 

X 

et le mot de 2r qui lui est associe est repmsente par le chemin suivant : 

4 
A. A A . A / \ .- 

/ \“4 / . A 
/ v t 

Fig. 6.2 Un polyomino verticalement convexe et son codage. 

Les ~olyominos convexes Ctant bien sûr verticalement convexes, on peut leur appliquer ce 
codage. Toutefois, il est malaisé de dtkire l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes. 
En revanche, on va savoir caract&iser les images par g des sous-ensembles Q et U3 dtfmis au 
chapitre 2. On obtiendra ainsi des @rations portant sur les skies g&%atrices des polyominos de 
CI et 28, que l’on pourra ensuite transcrire, au vu du corollaire 2.3, en tquations r&issant la s&ie 
g&5atrice des polyominos convexes. 

Polyominos parallélogrammes 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino parall15logramme (Fig.6.3.1) si et 

seulement si a, 2 0 et j?, 2 0 pour tout i. L’image par g de l’ensemble des polyominos 
parallélogrammes est donc l’ensemble des mots de Dyck, note d9. 

Remarquons que la restriction de g aux polyominos parallelograrnmes est exactement le 
codage des polyominos parallélogrammes rappelé dans le premier paragraphe du chapitre 
pn%dent, et encore notC g. 
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Polyominos convexes diriges 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe dirigé à gauche 

(Fig.6.3.2) si et seulement si il existe un entierp 2 0 tel que : 
- a,IOpourOSiIpet ai 2Opouri2p+l, 
- pi 2 0 pour tout i. 

Donc l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes dirigés à gauche est l’ensemble @ 
des mots de Dyck bicolores Gcrivant u, xX y xX.. . xX u, , et v&ifiant l’ensemble Ce des trois 
conditions suivantes : 

6-4 u,+}*. 

cc (b) u, +f}‘, 
(c)3 p2OtelqueuiE{y}*{x}*pourO~i5pet~iE{X}*{x}*pourp+1~iIm. 

De façon analogue, on montre que l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes diriges à 
droite est l’ensemble @’ des mots de Dyck bicolores s’dcrivant u, XX~ xX...xXu,, et vérifiant 
l’ensemble Ce des trois conditions suivantes : 

(a> u,+}‘, 

cc 0) u,m E(X)*, 
(c) 3 r5m telque uiE{X}*{x}*pourOSi5r-1 et uiE{X}*{jr}* pourrlilm. 

Polyominos convexes de Q 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe de Q (Fig.6.3.3) si et 

seulement si il existe deux entiers p et r, 0 S p c r S m, tels que : 
-a,50pourOSï5petai20pouri2p+l, 
- pi 2OpourOSiSr-1 etPi SOpourrSiSm. 

Donc l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes de Q est l’ensemble 3 des mots de 
Dyck bicolores s’écrivant rc, x Tu, xX.. . XX~*, et v&ifiant l’ensemble C, des trois conditions 
suivantes : 

(4 u,+),*, 

CT (b) y,, E {X}*v 
(c)3 petr,OSpcrSm,telsque~~~{y~{x]* pour O~i~p,u,~(X}*{x} 

pour p+lSiSr-1 et uiE{X} {y} pour rSi5m. 

Polyominos convexes de B 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe de 28 (Fig.6.3.4) si et 

seulement si il existe deux entiers p et r, 0 S p < r 5 m, tels que : 
-a,~Oet/?,2OpourOIiSp, 
- a,rOet/3, SOpourrSiSm, 
- ai = pi = 0 pour p+l S i 5 r-l. 

Donc l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes de W est l’ensemble 9 des mots de 
Dyck bicolores s’écrivant u,,xXyxX... XX~, et vérifiant l’ensemble C, des trois conditions 
suivantes : 

(4 u, 4x)*, 

Cg (b) u, E(X)*, 
(c)3 petr,OSp<rSm,telsque~,~{y}‘{x}* pour 05iSp,ui=0 pour 

p+l S i I r-l et u, e(Z)‘(ÿ) pour r 5 i 5 m. 
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Exemple. Nous donnons ici l’image par g d’un polyomino parallélogramme, d’un polyomino 
convexe dirigk à gauche, d’un polyomino convexe de Q et d’un polyomino convexe de B. 

1. Polyomino parallt!logramme 

-p[* 

2. Polyomino convexe dirigl d gauck 

A 
AM 

/v . 
/ \ 

4. Polyomino convexe de f33 

Fig. 6.3 Codage par g de polyominos convexes. 
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On designera par aS (resp. b, &‘, ZF, 9) la serie genérattice formelle des mots de 
‘G, @‘, 3, 9). OFnotera Dp,x,q) Tresp. E(t’,x,q), E ‘(t’,x,q), F (t’,x,q), 
la s&ie generatrice des mots de d9 (resp. 8, 8’, 5, 9>, valués par v(u) = 1’ xp q’, 

où : 
- 1 est la longueur de u, 
- p est le nombre de pics de u, 
- s est la somme des hauteurs des pics de u. 

Remarquons que l’application qui associe au mot ~,,...,a, le mot a(~,)...cr(~), où ~(X)=X, 
~(X)=X, u(y)=y, et o(y)=y, echange les mots de 8 et ceux de @‘. Ceci entraîne que E = E’. 

En regroupant le corollaire 2.3 et la proposition 6.3, on obtient le : 

Lemme 6.4. Avec les norations ci-dessus, les slries ghzniratrices des polyominos 
paralltlogrammes, convexes dirigh, convexes de CI, convexes de IB et convexes, compttfs suivant 
la largeur, la hauteur et l’aire par x, y et q respectivement, sont : 

X(X9Y.d = YNYJlYd r 

y(x,y,q) = yE(y,xly,q) 1 

A(x, y,q) = yF(y&,q) 1 

B(x,y,q) = yG(y.x/y,q) r 

2. SYSTÈME D’ÉQUATIONS 

Équations en variables non commutatives 
Pour obtenir ces Cquations, portant sur les series genératrices formelles des mots des 

langages d9, e, e’, cf et 9, nous allons introduire d’autres langages, un peu plus géneraux. La 
g&&tlisation porte sur les lettres de la première monft?e ou de la dernlere descente des mots. 

Ainsi, G, (resp. !3i, 9,) sera l’ensemble des mots de Dyck bicolores satisfaisant les 
conditions (b) et (c) de Ce (resp. C, , Ca). La &ie genératrice formelle des mots de 6, (resp. 
3;, 9,) sera node G, (resp. 3, , 9,) et la strie gtn&atrice de ces mots, comptes suivant la 
valuation vdéfînie cldessus ses, Esp. F,, G,). 

De r&me, @‘z (resp. Fr, QJ sera l’ensemble des mots de Dyck bicolores satisfaisant les 
conditions (a) et (c) de C,. (resp. C, , Ca). La sCrle gtnératrice formelle des mots de @‘z (resp. 
31, Q2) sera notte G’, (resp. St, $Jr) et la série g&térauice de ces mots, comptes suivant la 
valuation v, sera E;=S~. Fz, m. - 
Remarquonsque E1 = E;, F; = F, et G, = G2. 

Enfin, 3; (resp. Qj) sera l’ensemble des mots de Dyck bicolores satisfaisant la condition 
(c) de C, (resp.C,). La série genératrice formelle des mots de T3 (resp. 9,) sera notee 3, 
(resp. 9,) et la serie générauice de ces mots, comptes suivant la valuation v, sera 4 (resp. G3)r 

- 
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Mots de Dyck 
Un mot de Dyck se factorise de façon unique sous la forme x u X v, où u et v sont soit 

vides. soit eux-mêmes des mots de Dyck. Il vient : 

&xX+xX~+x~X+x~ x 8. 

Mots de 6 et e, 
Un mot de e se factorise de façon unique sous la forme x u X v, où : 

- si u est vide, Y est soit vide, soit un mot de CI, 
- sinon, u est Cl6ment de .S et v est soit vide, soit un mot de Dyck. 

De même, un mot de @,, s’il n’est pas dans @,, s’hit y u X Y, où u est un mot de @,, et Y 
est soit vide, soit un mot de Dyck. On a donc : 

De façon analogue, on obtient : 

~=xx+~xx+xgx+&x~ x, 

~,=g+x@‘,y’+&xG’, y. - 

Mots de 5, S,, S2 et 3, 
UnmotwdeSadmetuneuniquehitunzdutypew=xu~vouw=xuy’v,oùuetv 

sont soit vides, soit des mots de Dyck bicolores. Plus pr6cist5ment : 
- si w  = x u 7 Y, le mot u est Clément de Z2 et v est tltment de {xX}+, c’est a dire que Y 

s’t%rit (xX)“, avec n 2 1, 
-siw=xuX v, 

- soit u est vide, auquel cas Y est soit vide, soit un &ment de Z,, 
- soit u est é1Cment de @, auquel cas Y est soit vide, soit Cltment de @‘, 
- soit u est tltment de cf /@, et Y est alors Clhent de {xX}‘, c’est à dire que Y 

s’tcrit (xx)“, avec n 2 0. 
Il vient : 

DES remarques analogues pour les mots de S,, s2, et :F3 m&nt a : 

~=-+Yp(0+g)+y(~- ~)r{xx}‘+y~y{x*}+. 

3; = g + (0 + c> x 8’, y + {xx}’ x ( s* - 81, ) y + {xx}‘y SS y . 

- 
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Mots de 9, 9,, 9, et 9, 
Des factorisations analogues fournissent : 

2 =xX+xX Q?+x$J zz {Xx}*+x& ÿ {xz}+, 

s&=g+yp {XX)*+Yz Y{xq+* 

c& = g +(xX}‘+ I + {XXI’Y & Y 9 

& = 9& +Y & x {Xq*+Y & Y b-1*. 

Équations en variables commutatives 
Pour dhiuire du système pr&dent des Equations portant sur les hies g6&arrices selon 

la valuation v des langages CtudiCs, il faut regarder comment se comportent les trois paramhes 
dXnum&ation : longueur (0, nombre de pics (p) et somme des hautes des pics (s), vis a vis des 
deux ophtions de concathation et de decalage. Rappelons que la valuation d’un mot de Dyck 
color est v(u) = t’ xp Q’ . 

Concathation. Soient u et v des mots de Dyck color& : 
- c (UV) = 1 (u) + t (v), 
-P (UV) =p 04 +p 6% 
- s (UV) = s (u) + s (v), 

et donc v (UV) = v(u) v (v). 

Dkalage. Soient a et b des 61Cments de {~,y}, et u un mot de Dyck coloti : 
- 4 (au&) = L (u) + 2, 
-P (aub) = P 04, 
- s (aub) = s (u) + p (u), et donc Y (aub) = t2 V(U)~~_~, . 

Ces remarques mhent a la proposition suivante, dans laquelle on note S pour S(t’,x,q) et 
S (ql purs (t’mhq) : 

Proposition 6.5. Les séries gtnlratrices D, E, E,, F, F,, 4. G, G, et G, dtffiniesplus haut 
sont lit!es par le systeme suivant : 

D=t’xq(l+D) + t’(l+D)D(xq), 

E=t’xq + t2xqE, + t”(l+D)E(xq), 

E,= E + t2(1+D)E,(xq), 

I F=t2xq + t2xqF, + t’(E-$--)E(xq) + &F(xq) + &e(xq)* 

F,= F + t’(E--$-&(xq) + &$xq) + &h(rd* 
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G=t’xq + t2xqG, + t2 -G(v) + 
1-t2xq 

t*Xq G,(w), 
1; 

I G,= G + 
t2 

--2-GAxq) + 2- l-t xq 
“” G,(w), 

l-t xq 

G3 = G, + &G h) + &G (xq). l-t xq 

Compte tenu du lemme 6.4, cette proposition conduit a un SYSthnc de q-@Mions liant les 
&ies g&?ratrices des polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes. Soient q, 
z;, &, 4 et 4 les skies formelles suivantes : 

y,(x,Y,q)=YE,(Y,xlY,q), 

z, (x,y,q) = ~YF; (y&v) -YG, (vhd 1 

~(x,Y,~)=~YF,(Y,~/Y.~)-YG,(Y~x/Y~~)~ 

4 (ww) = YG, b.xhd 9 

B,(x,y,q)=yG,(y,xly,q). 

Proposition 6.6. Les Mies gtnlratrices X, Y et Z des polyominos parallt!logrammes, 
convexes aïrigh et convexes satisfont le systtime suivant : 

X(x) = xyq 
1-xq 

+ y+x x(xq), 
l-xq 

(;)(Xl=~(:) + E (; x;)(;)w* 

XYq 03 V=Y-- XYq 
1-xq 

et W=$--. 
1-xq 

D’autre part, la St!rie gthkratrice des polyominos convexes de W est fournie par : 

Preuve. On obtient un premier systeme d’kquations portant sur les stries X. Y, Z et B en faisant 
le changement de variables (t’ , x) + (y, ~/y> dans les Qations de la proposition prkckdente et en 
utilisant le lemme 6.4 et les series formelles introduites ci-dessus. L’@&on relative a X est alors 
celle annoncke dans le corollaire ; elle est indtpendante des autres. Les autres Cquations se 
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repartissent en trois groupes : le premier porte sur Y et q et fait intervenir la strie X. Le second 
porte sur Z, Z, et Z, et fait intervenir Y et &. Le dernier, relatif A B, B, et 4, est autonome. 

Pour obtenir l’écriture ci-dessus, il faut parvenir A remplacer les series de la forme S(x) 
apparaissant dans les membres de droite des équations par des dries du type S(xq). Indiquons 
brièvement comment on prockle en prenant l’exemple du premier groupe d’6quations. Il s’kcrit : 

i 

y=xyq + xqy, + (y+x)y(xq), (4) 

q= Y + (Y+w(x9). @2) 

En reportant dans (E,) la valeur de Y don& par (E, ), il vient : 

y - XY9 
l l-x9 - -- + 3Y(xd+Y,(x9)). 

On obtient ensuite la valeur annonde pour Y dans la proposition en remplaçant q par cette 
expression dans (E,) . 

On proc&de de façon analogue pour les deux autres groupes. (Pr&isons que pour faim 
apparaître V et W dans le second groupe, on utilise les identites du premier).0 

Nous disposons ainsi d’un système de q-tquations liant les stries gtntratrices des 
polyominos parallelogrammes, convexes dirigés et convexes. Nous verrons dans le chapitre 
suivant dans quelle mesure on sait les rt%oudre. Dans l’immédiat, nous allons montrer que ce 
systtme fournit la solution de tous les problémes d’tnum&ation de polyominos convexes 
relativement à la largeur, la hauteur, ou le p&imi%re. La plupart des n%ultats que nous obtiendrons 
sont dejà connus. Toutefois, ceux relatifs aux polyominos de W sont nouveaux et assez 
remarquables : en particulier, la skie g&t&atrice des &kents de Il3 est rationnelle. 

Une autre application de ce systtme est la preuve de deux conjectures de Enting et 
Guttmann [En-GUI donnant la valeur des deux premiks dérivks par rappott a 9 de la skie 
géntratrice des polyominos convexes, comptés suivant le p&im&tre et l’aire, prises en 9=1. 
Curieusement, cette serie intervient dans une approche particuli&te du modele de Potts b 9 &us. 
Celle-ci consiste a calculer les premiers termes du developpement en série de la fonction de 
purtition, à basse tempkature, par une méthode dite de rkseuufïni. Connaître la skie g&ttratrice 
des polyominos convexes permet de calculer le (n+l)eme terme de ce deve: :pFment lorsqu’on a 
obtenu, par la methode en question, les n premiers. Dans la pratique, En;ing et Guttmann se 
contentent d’un développement limite à l’ordre deux de la drie Z (f2, t2, 9), ce qui explique leur 
inthêt pour la valeur des deux premières derivkes de Z. 

3. CAS PARTICULIER : q = 1 

Lorsque 9 vaut un, le système donné dans la proposition 6.6 se simplifie 
considtrablement. La première kquation est alors algebrique de degn5 deux. Elle permet le calcul 
de la s&ie X. Connaissant X, le premier groupe est un système lin&ire de Cramer en Y et q. 

Connaissant Y et V, , le second groupe est a son tour un système de Cramer en Z, Z, et 5. 
Quant au troisiéme groupe, c’est encore un systkme linéaire de Cramer ; il est indépendant 

des autres @rations. 
On déduit immtdiatement de ces remarques que les séries X, Y et Z, prises en 9=1; sont 

algebriques. tandis que la serie B est rationnelle. Plus prkis&ent, la r&olution des équations 
mène à la proposition suivante. 
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Proposition 6.7. Lu skrie gtnCratrice des polyominos paralltflogrammes (resp. convexes 
dirigb, convexes, convexes de w). compth suivant la largeur (par x) et la hauteur (par y) est X 
(resp. Y, 5 B) OP : 

xJ-x-y-& 
2 

-9 

4x2 y2 
z=~(1-3x-3y+3x’+3y’+5xy-x’-:v’-x’y-xy’-xy(x-y)2)-- 

Ay2 ’ 

B=xyO-x)(l-x-2Y+Y’-xY) 
(l-x-y)A ’ 

avec A=l-2x-2y-2xy+x2+y2. 

Le premier rhltat est bien COMU. Les deux suivants ont dkja & obtenus par Chang et Lin 
[Ch-Li]. Ce sont d’ailleurs eux qui ont introduit les ~olyominos convexes diriges. Le dernier 
rrkhat, lui, est nouveau. 

Les series génératrices comptant les polyominos suivant le p&imètre seul (par t) 
s’obtiennent à partir de celles de cette proposition par le changement de variables x -+ t2 et y + 
t2. Leur developpement en t fournit alors le nombre de polyominos paralltlogrammes, convexes 
diriges, convexes ou convexes de 53 de p&in&.~ donne. 

Proposition 6.8. (i) Le nombre de polyominos parallt!logrammes de pt!rimc?tre 2n+2 est le 
1 

niPm nombre de Catalan, soit - 2n 

n+l( ) 
. 

(ii) Le nombre de polyominos convexesndirigks de pt?rim&re 2nd est ( f ) . 

(iii) Le nombre de polyominos convexes de pt!rimt?tre 2n+8 est (2n + 11)4” - 4(2n + l)(y). 

(iv) Le nombre de polyominos de aj de pt?rimt?tre 2n+8 est 6.4” + 2”. 

Proposition 6.9. (i) Le nombre de polyomhs parall4logrammes h p colonnes et q lïgnes est : 

(ii) Le nombre & polyominos convexes dirigb h p colonnes et q lignes est : 

(p:1;2)(p:1;2). 

(iii) Le nombre de polyominos convexes h p colonnes et q lignes est : 
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(iv) Le nombre de polyominos de B3 h p colonnes et q lignes est : 

Preuve. (i) La s&ie ghtratrice des polyominos paralltlogrammes comptis suivant le p&im&re 
(par r) et la largeur (par x) est : 

&l-tz(l+x)-& 
2 

-9 

où b=1-2rz(1+x)+f4(l-X)Z. 

2 - 
Elle v&ifie l’kquation z=t2g ; , 

0 
où 

f 
(l(u) = (1 t.u)(x + u) . 

Une inversion de Lagrange nG?ne alors a : 

dont on déduit le r6sultat annon&. On obtient aussi : 

J-A=l-tZ(l+x)-2x (~~,.(;J(:,) . 
ri?1 w  

Posons s = tZ ; en dh-ivant cette identitd relativement à s, il vient : 

a& t~(i--~)z++~) -= 
as &i 

=-(1-+.2~ py 
&?l ( g xk(AK)) 9 

N 

dont on déduit 

Enfin, en dhivant une seconde fois par rapport à s, on obtient : 

a4 -4x 
x=gï 

=-2x (f”-‘(n+l)j-.xk(~l)(:)‘] . 
&l k-1 , 

(ii) La skie g6ntratrice des polyominos convexes dirig#s compth suivant le p&im&re (par 
2) et la largeur (par x) est, compte tenu du dkveloppement de 1/6 don& ci-dessus : 

ce qui rnhe au rksultat annond. 
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(iii) La skie genératrke des polyominos convexes comptes suivant la largeur (par x) et la 
hauteur (par y) est x y R, - R2 où 

R,=~(1~-3x-3y+3x’+3yz+5~y-x3-y3-x’y-xy2-xy(x-y)z) 

et 4 
4x2 y1 

=L\yz* 

On d&brit de l’expression obtenue en (i) pour 2%: que 

4=2 c x’yq(p+q-2)(p~~‘)(p:1;3) . 
p2aq21 

Par ailleurs, en posant x = 14’ et y = v*, R, devient une fraction rationnelle en u dont la 
décomposition en Cltments simples s’kcrit : 

R, =$(m(u,v)+m(-u,v)+,(,.-Y)++u.-v)), 

1 2-v 
avec m(u,v)=- -+ 

[ 

v(l-v) 
2 1-U-V (l-U-v)r * 1 

or +--&= c iw(P~). 
pao.qao 

En dérivant par rapport à u cette identitt, on obtient : 

1 

(1 - u - 4’ 
= c lN(p+q+l)(P~). 

p>o.q>o 

ce qui fournit finalement l’expression donnke dans la proposition 6.9, compte tenu de la valeur de 

4’ 
(iv) La s&ie g&Wrke des polyominos de 18 est ‘B = xy(1 - x) R, où 

R= l-x-2y+yz-xy 
(l-x-y)A . 

En posant de nouveau x= u* et y =Y*, R devient une fraction rationnelle en u, dont la 
decomposition en tl&nents simples s’kcrit : 

avec maintenant m (u, v) = 
1 

2v(l-u-v)’ 

Ceci permet alors de calculer le coefficient de xp y” dans B et mène à la formule annonc4e.O 
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Remarques. 1) Le premier rksultat, lie aux nombres de Narayana, est bien connu. Le troisième a 
deja et& obtenu par Gesse1 à partir de l’expression de la skie g&&atriœ des polyominos convexes 
donnee par Chang et Lin, mais par une mtthode diffknte, utilisant des formules qui decoulent 
des proprie& classiques des polynômes de Gegenbauer [Gel. Les deux autres formules sont 
nouvelles. 

2) La symetrie des trois premières expressions en p et 9 Ctait pr&isible, puisque les 
parametres hauteur et largeur ont même distribution sur les polyominos paralltlogrammes, 
convexes diriges ou convexes. L’absence de sym&rie de la demiere expression etait d’ailleurs tout 
aussi p&isible, pour des raisons analogues. 

3) Enfin, il est amusant de noter que, d’aptis le second rktltat de la proposition 6.9, le 
nombre de polyominos convexes diriges de hauteur et largeur donnks est toujours un ca&. Une 
preuve bijective de cette formule inattendue reste & trouver. 

4) Les valeurs des num&ateuts des s&ies g&t&atrices des polyominos parallélogrammes, 
convexes diriges ou convexes de largeur donn&, annoncks dans la proposition 4.12 s’obtiennent 
au terme de calculs analogues a ceux d&rits cidessus. 

4. DÉRIVÉES RELATIVEMENT A 9 

En dérivant les six Equations du systeme fournissant la sdrie g&%atriœ 2 des polyominos 
convexes, on peut calculer par n5currence les valeurs de ses d&%es successives par rapport a 9. 
prises en ~=l. Nous donnons le systeme d’tkptations; permettant œ calcul, et retrouvons ainsi les 
valeurs des deux premières derikes, conjecturks par Enting et Guttmann [JZnGu]. 

Lemme 6.10. Soit S(X, Q) une skrie formelle d deux variables X et Q, à coefficients dans un 
anneau A. Pour m 2 0 et n 2 0, notons 

les fonctions dhivtes partielles par rapport à X et Q. Pour n 2 0, on a : 

$[S(X9,9)]= 2 (y) xi ,Xaa&i (‘9*9)* 
i-0 

Preuve. Par tkurrenœ sur n.0 

Notations. Le système d’tquations de la proposition 6.6 skit : 

(l-x9)X=xy9 + (y+X)X(xq), 

(l-x9)Y =xy9 : 
0 

+ (Y +x) N(9)Y(x9) * 

1 
(1-x9)2z=xy9(l-x9) 1 + ?J + YM(9)Z(X9), (1 1 
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V2 
2 etenfin V=- vw v 

y+x 11 W2 
0 ’ w  

=(1-XCJ)?j-xyq ; . 
0 

Etant donnde une série formelle S en x, y et 4 (resp. un vecteur dont les composantes sont 
&ments de JRUx,y~II, une matrice dont les coefficients sont tltnwnts de BWz,ygll), on notera 

P” pour $JG$(x,y,l), S(” pour $x,y,l),et sirn*lementSpourS(x,y,l). 

Remarquons qu’il suffit de connaître 9” pour calculer les valeurs de Se*“, pour m ,? 1, par 
simples dérivations de SO.” par rapport à x. 

En utilisant le lemme prt%dent et la formule de Leibnitz donnant les dtrivks multiples 
d’un produit, on calcule ensuite la derivée n’ 16me de chacune des équations cidessus. On obtient 
alors un nouveau systeme permettant de calculer, pour tout n, la valeur de la d&Me ni* par 
rapport à q de la série 2, prise en q=l , soit en. 

On conviendra que si m < 0 ou n < 0.9”‘” est nul. On notera la (resp. fr) la matrice 
identité de dimension deux (resp. trois), et le symbole Il, designera la fonction indicatrice de 
l’evtnement A. 

Proposition 6.11. Le systéme suivant permet de calculer X0+‘, Y”‘et Z’“, par récurrence 

sKfnr1. 

(l-x-y-2X)X0*” = xyII,,, + IIXX”*r-’ + (y+X)Q)x’ Xi*r-i 
i-l 

r-1 i 
+ C C (:) (;) xj pr-i xi. i-j , 

i-1 j-0 

[(]-X)/2-(Y+qN]yo~” = xy ; II,,, 
0 

+ nxYO*“-’ + (Y+x)~C(:)x’Y*“-’ 
i-l 

+ y ~(~)(;)x~[xo~~-i~+(~-i)(y+X)o~n~’~iN”)]Y’~’~~, 

[(l-x)‘13 -yM]ZO** = [xy(l-2x)&,, -2x2yn,,,] : 
I) 

+ TP) + 2nx(l-4 zoc-’ 
1 

- n(n- l)x2zo*“-2 + yM 2 (:) xi pp-’ 
i-1 

+ ny~(O 2 (y) xi if--l-i 

+ n<n;l) y~(2) $j (74) x; p-2-i , 
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“(4 
et er#in 

t 1 
,(-) =(l-~)y’*” - nxy”+’ - xy : Il,,, 

0 
pourm20. 

Preuve. Ce systeme s’obtient en d&ivant n fois chacune des @rations, et en remplaçant ensuite 
q par 1. En remarquant que la premi&re &quation du systi%e initial peut se metue sous la forme 

on parvient à l’tkiture ci-dessus pour la dériv6e nibme de l/(y + X) . 

5 

Femme (1-x-y-2X) 

(&e;$y y 4 
est non nul, et les matrices [(l-x)1, -(y+X)N] et 

inversibles, ce sysdme permet effectivement de calculer par rkurence X0.“, 

On montre alors facilement que, pour tout n 2 0, chaque composante de Zor” est 

algtbrique, et, plus prkisément, s’tcrit 
p,+<dÀ 

Q !’ 
où Po, & et Q sont des polynomes en x et y, 

et A=l-2x-2y-2xy+x*+y*.O 

Nous parvenons ainsi aux resultats suivants, obtenus en programmant le système 
d’kquations pr&%dent sur le logiciel de calcul formel MAPLE. 

Proposition 6.12. La dhivte premihe par rapport à q de la strie gth?ratrice Z des 
polyominos convexes, prise en q= 1, est : 

$f(X.Y.l) = A4 

xyp(x,y)+~y2(1+x-Y)(1-x+y) 

A= 

avec : 

~(x,y)=1-6x-6y+15x*+15y*+20xy-20x’-20y~-18x*y-18xy* 
+15x4 + 15y4 - Sx’y - 8x7’ + 28xzLy2 - 6x’ - 6~’ + 22x4y + 22xy4 

-40x3y* - 4ox2y’ + x6 + y6 - 12xsy - 12xys - 5x4y2 - 5x2y4 
+64x3y’ +2xy(x-y)*(x+y)( x2 + 1oxy + y’) + 2x*y* (x - y)4 . 

En particulier, 

$+l) = 
t2 (1 - 12t + 50t* - 76t3 + 42t4 - 48t’ + 32t”) 

(1- 41): 

ce qui dtmontre la premitre des conjectures d’Enting et Guttmann. 
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En ce qui concerne la dtrivke seconde, nous parvenons a calculer les valeurs pr&liminak, 
à savoir y’*“, y’.‘, yo’, 2”’ et Z’*‘. Toutefois, la puissance de l’ordinateur dont nous disposons 
actuellement ne nous permet pas de calculer Zo3. Mais, en remplaçant x et y par 1, le calcul est 
beaucoup plus Ieger, et nous parvenons à : 

~(,,l,l) = 2 
r’(2 +5t - 224t’ +1306f’- 33521’ +4536t’-3424t6 +1664r’ -5121‘ 

(1 - 4ty 

-2 r* (29 - 172t + 356r2 - 312t’ + lu)?’ 

(1- 4r)* 

Ce r&ultat, sans être aussi p&is que le prkkdent, démontre la seconde des cottjechtres 
dZnting et Guttmann. 
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CHAPITRE 7 

RÉSOLUTION DU SYSTÈME 

Nous reprenons ici le systeme de q-équations relatif aux séries g&knrices X, Y, 2 et E 
des polyominos paralltlogrammes, convexes diriges, convexes et convexes de 03 obtenu dans le 
chapitre preddent. Des mtthodes itératives, que nous relions a une notion de q-automate, 
fournissent des developpements en skie de Y, 2 et B, (en fonction de X. Nous interpr&ons chaque 
terme de ces developpements comme strie g&&atrice ‘de cenains polyominos convexes. 

Le developpement de B est identique a celui obtenu au chapitre 2. D’autre part, en utilisant 
les r&ultats du premier chapitre portant sur la s&ie X, le dtveloppement de Y permet de tetrouver 
la valeur de la serie génératrice des polyominos convexes diriges de la proposition 2.13. En 
revanche, l’expression de 2 fournie par ces méthodes itératives diffk de celle obtenue dans le 
second chapitre. 

1. q-AUTOMATES 

De manière intuitive, un q-alttomufe est un automate (au sens classique) pour lequel les 
mots w  qu’il accepte sont pond&% par un facteur qe@‘) tendant compte de la somme des 
“instants” auxquels ont lieu cenaines transitions distinguées. Plus prkis&nent : 

DHinition 7.1. Un q-automate Q est un 6-uplet (E, e, F, A, T, S), dans lequel : 
- E est un ensemble fini non vide, dont les Cléments sont appeles &rrs de l’automate+ 
- F est un sous-ensemble non vide de E. dont ks tléments sont appel& t%atsfinuux de CI, 
- e est un tlement de E, appel6 t?rur initial de l’automate, 
- A est un alphabet, 
- T est un ensemble fini de transitions, c’est a dire de triplets (i, j, a) où i et j sont des 

Ctats, a une lettre de A, et S est un sous-ensemble de T. Les tléments de S sont appelés q- 
trunritions. 
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Definition 7.2. Soit CI un q-automate. Un chemin ode Q de longueur n est une suite (t,,...,t.) 
de n transitions de T. telle que tk = (i,&+, ,a,) pour 1 5 k 5 n. On dit que o va du sommet i, au 
sommet ii+i. On note u(w) le mot 4 . . . a,, et e(o) l’entier c k , qui est donc la somme des 
“instants” auxquels ont lieu les q-transitions. kIl.ES 

Un mot w  de A* est acceptt par l’automate Q s’il existe un chemin o de Q tel que, avec 
les notations ci-dessus, i, soit Cgal à e, in+, soit &ment de F et w  = u(w). 

L’automate CI est d&erministe si et seulement si, pour tout couple (i, a) de EXA, il existe 
au plus un Ctat j tel que: (i, j, a) soit &ment de T. Alors, pour chaque mot w  qu’accepte 
l’automate, il n’existe qu’un seul chemin w  satisfaisant les conditions ci-dessus. 

La q-mutrice de transition (en vuriubles non commutatives) associ& au q-automate C!I est 
lamatriœ& 

m(q)=(9~ij)(i,j)rEz 9 Où TL,=q C U + C U . 
*I(i, j,a)eS d(i. j.s)eTLT 

Remarquons que la donn& de m(q) tquivaut à celle de T et S. Cette matrice est a coefficients 
dans l’anneau (Z[4])((A)) des dries de la forme 

où p, est un polynôme en q à cuefflcients dans Z. 
Soit C un ensemble de chemins de Q. La q-St?rie gkn&utrice formelle (en variables non 

commutatives) des Cltments de C est 

~q*‘%l(o) . 
UEC 

Notations. Pour n 2 1, on note ml” par la matrice cam5e 9TL(~)TL(~*)...‘TTL.(~“), et on 
convient que TLLoJ est la matrice identite de même tiimension que ‘FL. 

Lemme 7.3. Soit n 2 0, Q un q-automate et i et j deux t!tuts de CI. La q-St!rie gCnkrutrice 
formelle des chemins de longueur n ullunt de i b j est YTL’“‘,. 

Preuve. Ce r6sultat se montre facilement par r&umznce sur n.0 

Lorsque l’automate considtr6 est deterministe, on peut, de façon analogue, définir la q- 
&Ne gCn&utrice non commutative d’un ensemble R de mots reconnus par Q : c’est la sCrie 
formelle 

où, pour un mot w  dot’&, 0 est le seul chemin permettant de lire w, et e(w) = 6(w). 
Le lemme ci-dessus peut alors être traduit en un r&ultat portant sur la @rie g&&atrice 

formelle de mots de longueur don& accept6s par Q. 

Nous considèrerons aussi, de façon tout à fait analogue, des automates valu&, afin 
d’obtenir des r6sultats portant sur des séries formelles en variables commutatives. Soit Q un 9- 
automate, et v une valuation des transitions dle û, c’est a dire une application de T dans 
qx ,,..., xp]. où IK est un anneau commutatif et .x ], . . . , x, sont des indétermintk. La q-matrice 
de trunsition (en variables commututives) de l’automate est alors la matrice carrt5e 
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M (4) = (MY)(;, j)‘E’ ’ où luÿ =qc v(r)+ c v(r) . 
#ES IETLF 

La q-st!rie gh.hatrice (commutative) d’un ensemble CC de chemins de Q est la série formelle 

où la valuation d’un chemin w, non% v(w), est le produit des valuations des ~ansitions qui le 
composent. En notant ML”’ la matrice M(q)M(~*)...M(q”), la q-s& ghWrice (mtive) 
des chemins de longueur n allant de i aj est ML” y. 

En combinant ces deux temarques, on peut parler, pour un automate valut? d&rmi&e, de 
q-shie gdrdratrice commutative d’un ensemble de mots accepti par Q. 

Une valuation ad&uate permet genéralement d’&ire les produits de matrices de la forme 
M(t)M(rq)...M(rq”-‘), pp a araissant usuellement dans les q-calculs, comme une InaKke ML”‘. 

Cette notion de q-automate devrait s’avérer utile pour la &olution de sys&mes de q- 
equations aux differences finies. Nous ne développons pas ici de théorie g&téraIe. Nous donnons 
seulement quelques exemples issus de ce travail, monuant le caractere unificateur de la notion de 
q-automate. 

Le premier exemple est lit aux D-partitions deja Cvoqu&s dans le premier chapitre 
(paragraphe 6). Les trois suivants permettent d’interpr&er les polynômes T. et N,, itmoduits dans 
le second chapitre, comme q-séries géneratnces commutatives de mots reconnus par un q- 
automate. Nous representerons, de façon classique, les automates par des graphes orientes. 

Exemple 1. Soit Q le q-automate défini par E = ( 1, 2). e = 1, F = (2), valuC comme indiqud 
en figure 7.1 (entre parenthèses), et dont la q-matrice d.e Kansition m(q) est : 

““%+a Fig. 7.1 ‘?‘rL(q)=(,b 7). 

Cet automate est déterministe et accepte tous les mots de (a, b) * sans facteur aa et 
finissant par a. Il existe une bijection 9 entre ces mots et les D-partitions (cf. premier chapiae), 
dtfinie par &v) = A, où : 

-laD-partition Âest (l+n,,2+n, +n, ,..., k +rr, +...+n&) . 

De plus, 6(w) est le nombre que partitionne A, et le nombre d’occurrences de u dans w  est le 
nombre de parts de A. Ces proprittts monaent que la q-série g&%aKice (commutative) des mots 
reconnus par Q est 

Exemple 2. Soit û le q-automate défini par E = [l, 21, e = 1, F = ( 1, 2), valué comme 
indique sur la figure 7.2, et dont la q-matrice de transition m(q) est : 
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Cet automate est d&erministe et accepte tous’ les mots de (a, b)*. La q-shie gh&atrice 
commutative de ces mots les thun&re suivant leur nombre de séquences de u (comptt? par X) et la 
somme des positions des premières occurrences des séquences de u (compte par q). Notons 
l’analogie de ce second paramhe avec l’indice du Mujcw, défîni pour les permutations comme la 
somme des positions des descentes. 

La q-matrice de transition (commutative) de Q est N(q) = . 

Lemme 7.4. Pour n 2 0, soient a, et PR les &nents de INIx, ql dt!finis pur 

Alors, pour tout n 2 0, a,, = T,+, , otI les polynômes Ti sont dt!jïnis en proposition 25. 

Preuve. D’après le lemme 7.3, le polynôme a, est la q-strie gén&atrice des mots de (a&)* de 
longueur n. On a donc tout d’abord a,, = 1 et a, = 1.t x q. Pour n 2 2, considérons les mots w  
de (u, b) * de longueur n. On peut les classer en trois sous-ensembles. 
1) Le mot w  s’krit wô.:l a @rie gtnératice des mots relevant de ce premier cas est aImI. 
2) Le mot w  s’écrit w’h.: 1.a q-sMe g6ntratice des mots relevant de œ second cas est xq” a,-,. 
3) Le mot w  s’Ccrit w’ua. : la q-s&ie gén&atriœ des mots relevant de œ troisBme cas est aussi 
celle des mots de longueur n-l finissant par a, soit, d’aprh le rhh.t du cas 1). a,-, - a,-, . 

Au total, q =2ane1 +(XC~” -l)a,-,, et œci dtmontre le rksultat, compte tenu de la 
dkftition des polynbmes ‘T, donnée en proposition 12.5.0 

Exemple 3. Nous avons annoncé dans le second chapitre une autre interprhation de T” comme 
polynôme tnumhteur de certains mots. Nous allons la retrouver ici, en donnant au passage un 
nouvel exemple de q-automate. 

Soit Q le q-automate dtfmi par E = ( 1.2). e =l,F= {1,2),valuécommeindiquéen 

figure 7.3, et dont la q-matrice de transition VI,(q) est : 

Cet automate est déterministe et accepte tous les mots de ((1, b)*. Soit w  un de ces mots. 

Le paramhre 0 (w) vaut c Pi , où pi est la positison de la came occurrence de la lettre u. La q- 

matrice de transition de 6 %?de nouveau 
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1 9x w= 1 1 ( 1 * 
D’après le lemme 7.3, la première composante de NL”-” 

1 0 1 ’ 
soit T,, est la q-série 

g&&atrice des mots w  de (u, b} * de longueur n- 1. Elle Cnum&re ces mots suivant les parametres 

e(w), (=wte par 4). et 
I%+l 

L 1 
2 (compte par x). où k désigne k nombre d’occunences de u 

dans w  et Lr J la partie entiete du r&l 1. 

En ajoutant A w  la lettre finale u (resp. b) si w  possède un nombre impair (resp. pair) 

d’occurrences de a, on parvient a la caracterisation de T. annonc& dans k second chapitre : 

!E!s X?i 
T,=cx2 q’-- , 

w 

où w  decrit l’ensemble des mots de (u, b) * de longueur n ayant un nombre pair d’occurrences de 
a, et pi designe toujours la position dans w  de la iième occmrenœdelalettreu. 

Exemple 4. Soit enfin Q le q-automate dtfmi par E = (1, 2). e = 1, F = (1, 2). value comme 
indiqué en figure 7.4, et dont la q-matrice de transition ‘JTL (q) est : 

:zg<y b(y) Fig. 7.4 TL(q)=(“ifC L). 

L’ensemble des mots acceptes par Q (qui est deterministe) est l’ensemble des mots de (u, 
b, c}* sans facteur bu. Or, il existe une bijectionfentre œux de œs mots qui sont de longueur n-l 
et les empilements triviaux de segments (cf. chapitre 2) d’encombrement n, telle que, sif(w) = E, 
alors q@(=) v(wc)= Y (E), où Y est la valuation alternée des empilements triviaux definie dans le 
second chapitre. 

Cette bijection consiste a coder le segment [i,J par b’-’ c, et ks sommets n’appartenant a 
aucun segment par la lettre CI. La dernière lettre du mot ainsi obtenu, qui est c, est ensuite 
supprimee (Fig.7.5). 

Fig. 7.5 

n 
1 n n n n v e v rl 

U b c u b b c a w 

n 
lb n * n - Y d 

b c a b c u b b fc) 
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L’existence de cette bijection entraîne que la g-skie gh%atrke (commutative) des mots de 
longueur n-l accepds par oi est le polynôme N. lit PL l’tnumhtion des empilements triviaux de 
segments (lemme 2.12). 

Nous allons maintenant passer a la r&olution (du systhe d’kquations de la proposition 6.6 
proprement dite. Nous hirons ce système sous la forme suivante : 

x(x)d!!L 
l-x9 

+ -=x(x9), 
l-x9 

y(x)2H- l 
0 l-x9 1 

+ E N(x)Y(x9), 

1 
Z(x)=% 1 + A- -0 

VZ 

(1 ’ vw + 
1 Y+x 

W2 
+& WMx9) n 

1 
B(x)=- xy9 1 + 11 l-x9 l (l-:9)2 

WP3(x9) P 

Il est facile de vtrifier que la valeur de X donnée en proposition 1.10 vCrifie la ptemihe de 
ces huations. On peut aussi remarquer que cette kquation s’écrit 

xY9+YX(x9*Y) x(x,y) = -- , 
1-x9-x(x9,y) 

où X(x,y) dbigne maintenant X(x,Y,q). 

~~rkX&antsym&iqueenxety,onademême: 

xyq+xX(x,Y9) 
x(x,y)=- 

l-Y9-X(LY9) 

et, en substituant x par x9 dans cette euation, il vient : 

X(X9PY) = 
xYq2 +x9X(x9,y9) 

l-Y9-,X(X9*Y9) ’ 
En remplaçant, dans la première des œs Equations, X(x9.y) par la valeur ci-dessus, on parvient 
finalement a 

x(w) = XY9 
1-9(x+Y)-X(x9,Y9)’ 

dont on dtduit le dtveloppement en fraction continue de X donné dans le corollaire 1.16. 
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2. POLYOMINOS CONVEXES DIRIGÉS 

Notations. Soit S (x, y, 4) une strie formelle de IR [lx, Y, 411 (ou une matrice car& a 
coefficients dans lR[[x, Y, qll). 

Soit S”I = 1 (ou la matrice identitt de même dimension que S si S est une matrice), et, 
pour n 2 1, soit 

s’“’ = s(x)s(xq)...s(xq”-1) , 

où on note S(xq’) pour S(xq’.y,q). 

1 xq Remarquons que, pour la matrice N = 1 
( 1 

1 , on a l’idcntiti Nw = NLaJ, 05 la notation 

NLaJ est celle utili& dans le premier paragraphe de ce: chapiae, pour tout n 2 0. 

Consid&ons alors I’Quation en ‘3 ci-dessus. Elle exprime y (x) en fonction de y (xq). 
En remplaçant x par 4, on obtient donc une expression de y (4) en fonction de y (xq’). On 
peut alors, dans l%quation initiale portant sur y (x), substituer y (4) par cette valeur. En r&p&ant 
ce proc&é, on aboutit au t+sultat suivant : pour n 2 1, 

Or la sCrie 0, + X) est sans coefficient constant. Donc la suite des (y + X)I”I tend 
formellement vers zCro lorsque n tend vers I’infmi. Par passage a la limite sur n, on obtient 
finalement la proposition suivante : 

Proposition 7.5. La valeur du vecteur y = 
Y 0 y est : 
1 

Yb>=C XY q- (Y + x,‘“” N(a-11 1 

e?l (x 41, 0 1 * 

Nous allons maintenant nous inttresser aux +ries (y+ X)l-‘, afin d’interpr&er ce 
dheloppement, qui permettra ensuite de retrouver la valeur de Y obtenue au chapitre 2. 

Lemme 7.6. Soit m 2 1. La serie xq” (y +X)l-’ est la s&ie génératrice des polyominos 
parallt!logrammes de hauteur à gauche m, comprtfs suivant la largeur (par x), la hauteur (par y ) 
el l’aire (par q). 

Preuve. Reprenons le codage g défini dans le chiapitre 6, qui envoie bijectivement les 
polyominos parall~logmmmes sur les mots de Dyck. 

Un polyomino paralltlogramme P est de hauteur à gauche m si et seulement si le premier 
pic de g (P) est de hauteur m. Le mot g (P) admet alors une unique factorisation de la forme 

x”Xy~u,X...Xu,, où y.4 ,. . .a, sont soit vides, soit des mots de Dyck. 
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m 

I 

Fig. 1.6 Mot de Dyck dont le premier pic est de hauteur m = 3. 

En reprenant les notations du chapitre 6, la s&ie g&&atrice de ces mots, comptes suivant la 
longueur (part), le nombre de pics (parx) et la somme des hauteurs des pics (par q) est donc 

t”xq-(l+D(x))(l+D(xq))...(l+D(xq--’)). soit xq-(t’ +t2D~-]. 

D’apr& la proposition 6.3, la série gtntratrice des polyominos parallClogrammes de 
hauteur a gauche[p 
t’xq-(t2+t2D) 

comptes suivant le p&imi%te (par t), la largeur (par x) et paire (par q) est alors 
. Le changement de variables (t2 , x) + (y. xly) fournit la série g&&atrice de 

ces objets comptes suivant les trois paramètres usuels (largeur, hauteur, aire) sous la forme 
xq- (y + X)l-], ce qui achève la preuve.0 

Mais nous disposons d’une autre expression pour la série gén&atrice des polyominos 
paralltlogrammes de hauteur a gauche m (proposition 2.7). qui permet d’expliciter (y + X)l-‘. 

Corollaire 7.7. On a l’identitt suivante : 

(y+x)lM1= y- 
.N(W) 
- 

N(x) ' 

Compte tenu de ila proposition 7.5 et des lemmes 7.4 et 7.6, la drie g&rkatricc des 
polyominos convexes diriges, qui est la premi&e colmposante du vecteur y, s’krit : 

W)=C Y+--’ wY1)~ ’ 
II 

où, pour m 2 1, %q--’ (y + X)‘“-” est la skie gtnkatrice des polyominos parallelogrammes de 
hauteur à gauche m-l. 

(Par commodid, on convient ici que le polyomino paral.lelogramme vide a une colonne). 

Soit P un polyomino convexe dirige a k colonnes, notees, de gauche a droite, C,,...,C,. 
Soit i le plus grand entier tel que le polyomino fonmt des colonnes C,,...,Ci soit un polyomino 
tas. Ce polyomino sera nod P2 et appelé polyomino tas maximal de P. 

Le polyomino forme des colonnes Ci,..., C, est un polyomino parallélogramme. En 
supprimant la cellule inferieure de Ci, on obtient un nouveau polyomino parallélogramme 6 
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(Cventuellement vide), appelé polyomino parallt%gmmme minimal de P (Pii.7.7). L’application 
d definie par d(P) = (P,, Pz) envoie bijectivement les polyominos convexes diriges dont le 
polyomino tas maximal est de hauteur m sur les couples formks d’un polyomino parallklogramme 
4 & hauteur a gauche m-l et d’un polyomino tas Pz de hauteur m. 

Fig. 7.7 Dkcomposition d’un polyomino convexe dirigt!. 

Deplus: 
- la hauteur de P est celle de 4, augmentk de un, 

- la largeur de P est la somme de celles de 4 et .4, diminu& de un, 
- l’aire de P est la somme de celles de 4 et Pz, dliminuke de m- 1. 

Or, la série gCnCratrice des polyominos tas de hauteur m est xy”g”T,‘,/(xq), 
(Proposition 2.5). 

Celle des polyominos parallélogrammes de hauteur a gauche m-l dtant xq”-’ (y + X)Im-ll, 
on peut donner l’interpt&ation combinatoire suivante du dkveloppement de Y : 

Proposition 7.8. Dans le dheloppement Y(x) =: c xyq” (y + X) ~m 11 - T - de la shie 
a?’ (WL 

gt!nt+atrice Y des polyominos convexes dirigb, le coeJkient humt?re ceux d’entre eux dont le 
polyomino tas maximal est de hauteur m. 

Remarques. 1) Pour calculer, dans le chapitre 2, la skie génératxice des polyominos convexes 
dirig&, nous nous sommes appuyts sur un “dkoupage” des polyominos di.R&ent : il consistait A 
isoler non pas le plus grand, mais le plus petit polyomino tas. Mais nous aurions aussi bien pu 
choisir la dkcomposition qui vient d’être dkrite. 

2) En utilisant le corollaire 7.7 exprimant (y + X)‘“’ , on peut d’ailleurs effectuer un calcul 
tout à fait analogue a œlui de la preuve de la propos:ition 2.13 foumissant la valeur de Y ; on 
retrouve ainsi l’expression de Y don& par cette proposition. 

3. POLYOMINOS CONVEXES DE 63 

On pr&de de nouveau par des itérations, en exprimant le vecteur I~(X) en fonction de U3 
(x q”). Par passage à la limite en n, on obtient la proposition suivante : 
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est : 

L’interpr&ation combinatoire de ce dheloppement est ici Cvidente : les coefficients de M 
Ctant des polynômes en x et q, la ptemihe composante du vecteur 

1 
XY” 4- 

wm-, (x4), M1--‘l : [1 
est la skie g&kraaice des polyominos de T!3 de hauteur m. 

Or, nous disposons dt5jà d’une expression de cette skie géntratrice, obtenue en 
proposition 2.19 : elle vaut 

Comment s’explique le lien entre les matrices M~~I et les polyn&nes T’, ? 

Les matrices MLml possèdent une remarquable propriéti, qui les lie d’ailleurs aux matrices 
IV’“’ apparaissant dans le développement de la skie gt!n&atriœ des polyominos convexes dirigts. 

Lemme 7.10. Soient V, et W, deux shies formelles de lR[[x, y, 411. 

Soif V,(x) le vecteur Pour m 2 0, on definit ‘U,(x) = M’“I]YJ, (xq”) . 

Alors, pour tout m 2 0, il existe deux skries formelles de lFUx, y. 411, natkes V, et W,, telles que 

De plus, ces deux St!ries se dhîuiseni de Vo et W, par 

(;)(x)=Nq;)(xq-), o* lqx)-(: y). 

Preuve. Ce rksultat se montre sans diffïcultt par nhrrenœ sur n.0 

En l’appliquant au car particulier où Vo = W, = 1, il prouve que 
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Les polynômes a, et /3- sont ceux qui apparaissent dans le développement du vecteur y. 
Nous avons menti dans le lemme 7.4 que a, - - Tm+r, ce qui permet de lier les matrices M’“] et 
les polynbmes T, et de retrouver le rhltat de la proposition 2.19. 

Nous nWiliserons ce lemme dans l’hdc du d&eloppement dt la série 2. 

4. POLYOMINOS CONVEXES 

Par des m&hodes idratives analogues a celles d6ja utilishs pour développer ‘y et W, on 
obtient la proposition suivante : 

est : 

1 

z(x)=c (xq--~~~;~q)m M[--ll : + “Z c&jy&pjj 0 
V2 

PI vw (x4”). 

l1 
w2 

On teconnaît, dans la premitre s&ie, la valeur du vecteur lf3 (Proposition 7.9). Comme la 
shie génératrice des polyominos convexes est 2 = 2A - B, on peut alors affitmer que la première 
comwsante du vecteur 

V2 

mio (xq)m’(y:x(xq-)) M[-1 ” c r 1 (xq-) 

est la Aie g&&atrice des polyominos de QUB, c’est & dire des polyominos de Q qui ne sont pas 
dans 28. 

Par ailleurs, on se trouve ici dans le cadre d’application du kmme 7.10, ce qui fournit 
l’expression suivante pour la shie gtnératrice des polyominos de cI\IB. 

Proposition 7.12. L.a skrie ght!ratrice des polyominos de Cl\03 est : 

z&q 

OP, pour m 2 0, on dQhit les deux siries V, et W, par ($)=NI-I(;)(w-). 
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Nous allons maintenant interprkr combinatoitement ce développement. De nouveau, on 
considère la decomposition d des polyominos convexes diriges dtcrite cidessus, consistant a 
isoler le polyomino tas maximal. On dtsigne par (P,, Pz) l’image par d d’un polyornino convexe 
dirige P. 

Lemme 7.13. Soit m 2 0. 

(i) La skrie f$ est la skrie gtfnkratrice des polyominos convexes aïrigb P vhjLant les 
x m deux 

conditions suivantes : 

(a) le polyomino tas maximal p2 de P est de hauteur suphieure ou Lgale & m+2, 

(b) deux colonnes conshtives quelconques de & sont en contact par m+l cellules au 
moins. 

(ii) L+a skrie 
y-+’ v, 

ïGJi=m) 
est la strie gth?‘ratrice des polyominos convexes diriges P 

v&fîît les deux conaïtions suivantes : 
(a’) le polyomino tas maximal Pz de P est de hauteur suptfrieure ou kgale b m+2, 

(b’) aêux colonnes conshuives quelconques de 4 sont en contact par m+2 cellules au 
moins. 

Preuve. Rappelons que 

=y+XNY(xq), 
I-xq 

dl’après lYquation portant sur y. 

=Y+Jqw) 
l- x4-+’ 

Nf-+lly(Xqm+l). 

D’autre part, nous avons vu que, au terme de m Mrations de l’@tation en y, on obtient : 

Au vu de l’interpr&ation de ce dtveloppement dOMi% en proposition 7.8, on peut donc 
affirmer que 

(y + xp+‘1 

(X&+l 

fp4 y (,,=+l) = (Y + x)l-l v (x) 

(4, - 

est la serie genératrice des polyominos convexes dirigés dont le tas maximal est de hauteur 
sup&ieure ou Cgale à m+2. 
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Soit donc Q un polyomino convexe dirige dont. le tas maximal est de hauteur supkieure ou 
Cgale a m+2. Nous allons le décomposer en un polyomino convexe dirige P vkifïant les 
conditions (a) et (b) (resp. (a’) et (b’)) du lemme, et un polyomino paraU&gramme P’ de hauteur 
a gauche m (resp. m+l). 

En effet, notons C ,,..., C, les colonnes du polyomino paralltlogramme minimal de Q. 
Pour 2 5 i 5 k, soit ai le nombre de cellules par lesquelles les colonnes Ciml et Ci sont en contact, 
et posons uk+, = m. Soit j le plus petit entier tel que uj soit infkieur ou 6gai B m (resp. -1). 

La colonne C,-, est alors de hauteur sup&ieute ou Cgale B m+l (msp. m+2). 
Soit P le polyomino obtenu en privant Q des colonnes Ci,. ..,C,. Ce polyomino vdrifie les 

conditions (a) et (b) (resp. (a’) et (b’)) du lemme. 
Soit P’le polyomino parallelogramme forme des C&MCS Cj,...,C, et des m (resp. m+l) 

cellules su#rieures de Ci-]. La hauteur a gauche de P’ est m (msp. m+l). 
L’application yd&ïnie par y(Q) = (P, P3 est une bijection entre les polyominos convexes 

diriges dont le tas maximal est de hauteur supkieure ou egale a m+2 et les couples formes d’un 
polyomino convexe dirige P verifiant les conditions (a) et (b) (nsp. (a’) et (b’) ), et d’un 
polyomino pamllelogramme P’de hauteur a gauche m (resp. m+l). 

Dephls: 
- la largeur de Q est la somme de celles de P et P’, dimin& de un, 
- la hauteur de Q est la somme de celles de P et P’, diminute de m (resp. m+l), 
- l’aire de Q est la somme de celles de P et P’, diminu& de m (resp. ~1). 

. . . . . . 
C i-1 1: 1: . .p?: : : : .~ .=. - - 

f 

m 

- 

Fig. 7.8 
Lta dtcompsition y 

Or, la serie gén&atriœ des polyominos parallelogrammes de hauteur a gauche m est 
xq” (y + X)%emme 7.6) et celle des polyominos coInvexes diriges dont le tas maximal est de 
hauteur supkieure ou Cgale a m+2 est 

(Y +X)l-’ ” (x) 
(WL - * 

Donc celle des polyominos convexes diriges verifiant les conditions (a) et (b) (msp. (a’) et (b’)) 

du 
lemme sera @ (resp. 

II 

Nous allons désormais pouvoir interpreter chaque terme du dtveloppement donne dans la 
proposition 7.12. 

Soit P un polyomino convexe de (I\V3 a k colonnes, not6es, de gauche à droite, C, ,. ..,(Y,. 
Soit i le plus grand entier tel que le polyomino formé Ides colonnes C,,...,Ci soit un polyomino 
tas. Soit j le plus petit entier tel que le polyomino forme des colonnes C,,...,C, soit un polyomino 
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tas. Alors 1 5 i <j S k. Le polyomino formé des colonnes Ci,...,Cj est un polyomino 
paralltlogramme. En supprimant la cellule inférieure de Ci et la cellule supkieure de Ci, on 
obtient un nouveau polyomino parall6logramme, ayant au moins deux colores, que l’on appelera 
polyomino parallt!logramme minimal de P. 

Pour i+l 5 n 5 j, soit a, le nombre de œLlules par lesquelles les colonnes C,-, et C, sont 
encontact.Soitenfinm+l=mh(a,,i+l~nSj)eth=max(n/a,=m+l]. 

Alors, le polyomino 4 formk des colonnes CI,...,C,-, e$un polyomino convexe dirige 
v&ifiant les conditions (a) et (b) du lemme 7.13 cidessus. 

Le polyomino pZ forrnk des colonnes C,,. .., Ch est M polyomino convexe dirig& v&ilïant 
les conditions (a’) et (b’) du lemme 7.13. 

Fig. 7.9 
Dkomposition d’un polyomino de 

Cl\tl3. 

< 

Deplus: 
- la largeur de P est la somme de celles de 4 et Pz, 
- la hauteur de P est somme de celles de F; et pZ, dimimk de m+l , 
- l’aire de P est la somme de celles de 4 et P;!. 
Avec les notations ci-dessus, la transformation qui associe a P le couple (4, P2) est une 

bijection entre les polyominos de WI3 tels que min (a,,) = m+l et les couples formes d’un 
polyomino 4 vérifiant les conditions (a) et (b) du lemme 7.13 et d’un polyomino Pz v&ifiant les 
conditions (a’) et (b’). 

On dtduit du lemme 7.13 l’interpr&ation suivante pour le developpement donne en 
proposition 7.12 : 

Proposition 7.14. Dans le dtveloppement t -M * de La skrie génhtrice 

des polyominos convexes de QVl3, le coefficient hun&e ceux tels que le nombre minimal de 
cellules en commun entre deux colonnes condcut~ives du polyomino parallClogramme minimal 
soit m+t. 

Remarque. Comme c’&ait deja le cas pour les pol~yominos convexes dirigts, le “decOupage” du 
polyomino convexe sous-jacent au dtveloppement dt5duit du système d’équations est diffktmt de 
celui que nous avons utilise au chapitre 2 pour calculer la Strie gtn&atrice des polyominos 
convexes : celui-ci consistait a isoler un “gros” polyomino parallClogramme et deux “petits” 
polyominos tas, tandis qu’ici le polyomino convexe se divise M deux polyominos convexes 
dirigts. 
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Pour finir, nous allons utiliser les rksultats des chapitres 1 et 2 pour expliciter les series 
V,, et donc ce nouveau développement. 

Lemme 7.15. Soit m Z 1. La skie ghhtrice des polyomirws tas de hauteur sup&icure ou 
bgale 0 m+l , compth suivant la largeur, la hauteur et I’aire, par x, y et q respectivement, est : 

Tzm+, hY.4 =~(T~+*7(x,,.)-,,T(xq~*~)). 
m 

OP T, est le polynôme &Y% en proposition 25 par la rthrrence : 

T,=l,T,=l, 

T, =2T,-, +(xq”-‘-l)T,-, ,pournZ2, 

et m=g$. 

Preuve. Considdrons un polyomino tas de hauteur suptrieure ou Cgale A m+l, a k colonnes, 
notkes, de gauche a droite, C ,,..., C,. Soit h le plus petit entier tel que C, soit de hauteur 
sup6riet.w ou egale a m-t1 (Fig. 7.10). Distinguons delux cas : 

Premier cas. La diffkence entte la base de C, et le sommet de CA-, est inf&ieure ou dgale a m 
(Fig.7.10), ou h = 1. 

Soit alors 4 le polyomino tas fortne des colonnes C,,. ..,C,. Toutes ses colonnes sont de 
hauteur sup&ieure ou egale a m+l. 

Soit pZ le polyomino tas fortnd des colonnes C, ,,. . . ,CA-, et des m cellules inf&hre-s de C, : 
le polyomino Pz est un polyomino tas de hauteur m. 

Le polyomino P s’obtient par superposition de ,! et P2. 

Fig. 7.10 
Premier cas de la preuve 

du lemme 7.15. 

Or, la skie g&t&atrice des polyominos tas dlont toutes les colonnes sont de hauteur 
supkieure ou égale a m+l est 

y” T(W) où 7%) = 5 &$y II I 
est la skie gen&atrice des polyominos tas. 
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Celle des polyominos tas de hauteur m est (proposition 2.5) 

xy”q”T, 
(x4), ’ 

Donc celle des polyominos tas relevant de ce pnxnier cas est 

f$ T(xq”). 
I 

Deuxihe ~US. La différence entre la base de C, et Ile sommet de CA-, est supérieure ou Cgale a 
m+l (Fig.7.11) et h 2 2. 

Le polyomino tas P2 fox-m6 des colonnes C ,,.,,., C,-, est de hauteur infhieure ou Cgale h m. 
D’ap& le corollaire 2.6, la s&ie gtnkurice de ces objets, comptis suivant la largeur (par x) et 
l’aire (par q) est U-/(x q), , où U,, = T,,, - T, . 

Soit d’autre part 4 le polyomino tas obtenu en supprimant les m cellules inférieures des 
COlOMeS c *,. ..,C, et en conservant la cellule sup&ie:unz de CA-, . Alors 4 est un polyomino tas a 
deux colonnes au moins, dont la premitre est &Me a une case. La série g&&auice de ces objets 
est 

(Ce nkltat s’obtient en consid&ant ces polyominos comme superposition de deux diagrammes de 
Ferrera, cf. lemme 2.4). 

Fig. 7.11 
Second cas & la preuve du 

lemme 7.15. 

. . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . 
--- . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . Pl.. . . 

. . . . . . . . . . . . . 
21 . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . 
- . . . . . . . 

. . . . 

m 

Kit 

. . 

--- 

pz 

Le polyomino P s’obtient alors en ajoutant rn cases a chacune des colonnes de 4, honnis 
la première, et en superposant ensuite 4 et P2, de ,telle sorte que l’unique cellule de la premi&re 
colonne de 4 coïncide avec la cellule sup&ieure! de lla demi& colonne de P2. 

La shie g&kahice des polyominos tas relevant de œ second cas est donc 

1 v r(i-1) i 

- A c “;;$im,2 4 

x4 txq), iZ2 

, 

soit encore 
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(r, (C+l -T,;lT(xq-), 

où T est la fonction d&înie dans le lenurmz. 
Le n%ultat s’obtient en nzgroupant les deux cas.0 

Proposition 7.16. Le dkveloppement de la St!rie iphtktrice des polyominos de Q\lB induit 
par le systt?me &kquations (proposition 7.12) sëcrit encore 

et les polynômes T, sont définis par la rhurence 

T,=l,T,=l, 

TR =2T,-, +(xq”-‘-l)T,-, ,pownk2. 

Preuve. La série gtntratrice des polyominos de cc\îB est, d’apr& la proposition 7.12 : 

CG* 

où (Y +X)[“l 
bd, 

V, (x) est la série gédratrice des polyominos convexes dirigks dont le tas maximal 

est de hauteur sup&ieure ou Cgale à m+2. 
D’apr& la proposition 7.8 et le corollaire 7.7, cette s&ie s’écrit aussi : 

c xyiqiq N(xqi-l) 

i>m+2 (‘q)j N(x) ’ 

soit encore, compte tenu de la valeur de IV, de I’imeqrCtation des poIyon6mes T, et apr& 
inversion de l’ordre des sommations : 

i 

+Fi 

(1 

' (') jr0 
(-‘)jxjq 2 Tamt2(x,yq’,q). 

(q)j (Y 4)j 

En utilisant l’expression de TLmr2 déduite du lemme 7.15, il vient 

i 
(Y +w v  = ymi 

tel)’ xi+j q  0 2 q(-*2)(i+j) 

bd, - (xq)#+, N(x) i*zo (q)j(y4’),,,01(T-*~ -yqi+iTm*J’ 

et le changement de variables (i+j,]> * (n, J) rnbe ensuite à 

(Y +xS”’ ” -- 
w, 

m = (x q;::; (x) (Ta+2 S(w-•‘) - y T,+, S(xq-+2)) 1 
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où S est la fonction définie dans la proposition ci-dessus. 

Mais, d’apr& le corollaire 7.7, (y + X)I-’ = y”’ 
N(X9’“) 

N(n)- * 

Donc &= (xq)m*~;(xqm) (L+2s(x9-*‘)-YL+* s(x9-+2))* 

De même, 

.*j=* 
= (xr)m+~~(x9m+~) (T,,, ,(x9-+‘)- YC+, s(x9”+z)). 

La proposition 7.16 se dt5duit finalement de ces deux 116sultats.0 

Nous pouvons maintenant regrouper les rksubtats de cette proposition et de la proposition 
2.19 pour obtenir une nouvelle expression de la skie &nnératrice des polyominos convexes. 

Proposition 1.17. La sbrie ghbratrice Z des polyominos convexes s’kcrit : 

z=2c XY” 9- (TJ 
m11 (x4),* N($:‘)N(x9-) (T,+ls(x9~“)-yT-S(x9-+‘)~ +C(xq)--,(x9)- ’ 

OP les St!ries S et N et les polynômes T, sont dkjïnis dans la proposition ci-dessus. 



CHAPITRE 8 

NOMBRES DE CATALAN ET PERCOLATION DIRIGÉE 

Nous démontrons dans ce chapiuc trois con;@ctu.tes de Baxter et Guttmann, relatives au 
probleme ouvert de la percolation dirigee sur rtkau. car&, et faisant curieusement intervenir les 
nombres de Catalan, Nous expliquons l’apparition de ces nombres en reliant cette ttude a 
lVnumération de cenaines figures, voisines des polyominos parallélogrammes. 

1. PERCOLATION DIRIGÉE SUR RÉSEAU CARRÉ 

La percolation (dirigtk ou non) est un thème tr&s etudié en physique, par exemple comme 
mod4isation de polymères, ou de reseaux poreux. Grossièrement, le probleme est le suivant : 
etant donne un &Seau géometrique infini dont les arêtes ont une probabilid p d’&te pussu&es, l-p 
d’être mn passantes, quelle est la probabilite pour qu’il existe un amas infini, c’est a dire un 
ensemble infini et connexe d’arêtes passantes? On dit qu’il y a petcolation lorsque cet amas existe. 
Dans le cas d’une percolation dirigCe, des conditions sont imposées sur l’orientation des ar&es de 
lhrnas. 

Cette description correspond a une percolation dite de üenr ; on peut definir de manBre 
analogue une petcolation de sires, en considkant les sommets plutôt que les ar&es du rkeau. 

Dans le cas de la percolation dirigte sur le :rkseau carre infmi Z (Fig.8.1) Ctudike par 
Baxter et Guttmann [Ba-Gu], mais aussi Blease [Bl], Kil [Ri], Bssam et De’Bell [Es-De], 
Bssam, De’Bell et Guttmann [Es-De-Gu], on peut concevoir le probl&me dans les termes suivants 
: un fluide circule sur le n%eau, de haut en bas, depuis l’origine 0, en empruntant seulement des 
arétes passantes. L’Ctat des arêtes est r6gi par la loi suivante : une a& a est passante avec la 
probabilite p, non passante avec la probabilite q = 1 -p, son ttat etant indépendant de celui des 
autres arêtes. Il y a percolation lorsque le fluide peut se propager a l’infini, ou encore lorsqu’il 
n’est arrêt6 à aucun niveau. Le problème est alors le calcul de la probabil& de percolation. 
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Fig. 8.1 Le rheau E. 

Cette probabilitt, no& Q, est une fonction dhoissante de 4. Certaines expériences, 
portant sur des systémes physiques que œ modiYe est cens6 reprhenter, ont permis de supposer 
que la forme de cette fonction est la suivante. 

Fig. 8.2 
La probabilité de percolation. 

Q,(q) 1 n 
qc 4 

En patticulier, fi existe une valeur q, , appel& probabilitb critique, au del& de laquelle il n’y 
a jamais percolation. En effet, lorsque q vaut un, toutes les arêtes sont non passantes et il ne peut 
Cvidemment pas y avoir percolation. L’objectif de Baxter et Guthnann est d’obtenir 
l’approximation la plus fine possible de q,. 

Les valeurs de la probabiitt! de percolation et de q, ne sont pas connues de façon explicite. 
Toutes les mhhodes utilis&s a œ jour pour les Cvaluer sont numhiques. Le travail de Baxter et 
Guttmann fournit les 41 premiers termes du dkveloppement en s&ie entière en ztn> de Q , alors 
que, jusque là, seuls les 8 premiers termes Ctaient connus (Blease ml]). Cette am&lioration leur 
permet d’affiier la valeur de q, et de conjectutw les valeurs d’un certain nombre d’exposants 
critiques, dhivant notamment le comportement de ht au voisimage de q, . 

La construction de ce développement repose sur la remarque suivante : la probabilité 
Q(q) est, pour tout q, la limite analytique de la prcbabiliti a(q) pour que le fluide atteigne le 
niveau n (l’origine du r&eau &ant par convention au niveau un). Or, en calculant les premières 
valeurs des Q,, , de remarquables propriMs apparaissent, faisant intervenir les dkbres nombres 
de Caralun. Ces propriétis ont et6 conjectunks par Baxter et Gutanann et utilish pour obte!nir le 
développement de Q . Nous d6montrons dans œ chapitre trois de ces conjecmres. 

Calculons les premiers polynômes a. 
Ona: Q, (4) = 1, 

et QAq)=l--6 
En effet, le second niveau n’est pas atteint si et seulement si les deux arêtes issues de 

l’origine sont non passantes. La probabil& de œt Cvhement est q2. 

Remarquons que, &ant donnée une configuraaion d’arêtes sur le &eau infini, la possibiiti 
ou l’impossibilité? que le fluide atteigne le niveau n ne dépend que de Mat des arêtes situées au 
dessus de œ niveau. 
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On obtient ensuite : 
Q3(9)=1-9Z-293(1-9)-9”(1-9)2 

=1-q2-2q’+q4+2~s-~6. 

En effet, les configurations d’arêtes telles que le niveau 3 ne soit pas atteint soM les quatre 
suivantes. 

Fig. 8.3 L.e signe Q designe une ar&e non puante. 

Les valeurs suivantes. obtenues par Baxtcr et Guttmann. sont : 

~=1-92-293-494+69s+ll96-lO9’-1091+1O9’+2410-49”+~, 

Q,=l-92-293-49’-895+... 
On remarque que k coefficient de 9” semble se stabiliser : pour m 2 0. il est k &IX dans - 

tous les a+-. Cette hypoth& constitue la premi& des conjeuures de Baxter et Gumwnn. 
Plus pr&isément, ils ont conjectu& apr&s avoir calcule par ordinateur ks vakurs de a 

pour n s 29, les trois relations suivantes. 

Notons Q. = c ai 9’ . 
120 

Alors: (a) L’” u; =u pour tout m 2 0, 

<P> a:+1 - 4:: = C” e 

et (Y) 4+2 - 4:: = 2C” - c.+, t 

1 
oùc,=- 

n+l( ) 
y est le nih nombre de Catalan. 

La preuve de ces trois assertions fait l’objet de ~ce chapitre. 
La relation (a) est essentielle : en effet, elle assure l’existence d’une limite formelle des 

polyn6mes a, soit : 
Q (9) = 5 4 9” - 

Cette limite est prise comme nouvelle dtfînition de la probabiliti de percolation (on 
suppose qu’elle coïncide avec Q au moins au voisinage de z&o). 

Moyennant cette hypothtse, qui identifie la limite formelle et la limite amlytique des 
polynômes a, le dtveloppement en s&ie enti& de: Q est exactement la s&ie Q. b but de 
Baxter ez Guttmann est alors de calculer le plus grand nombre possible de coefficients 4. 

Appelons di#Zrence d’ordre i au niveau n l’entier d,? = ai,i - 4’ . 
Si, pour 1 5 i 5 k, on dispose d’une expressiorn de d: valable pour tout n, il est possibk 

de calculer, a partir du polyn8me a, les valeurs des (I;I;, pour 1 5 i 5 A. 
En effet : un:,! = a:+, - dî+i-l - dleie2 -...-, d,? . 

On obtient ainsi k termes supplémentaires de la s&ie finale Q, sans avoir calcult 
Q #+, ,..., Q+l, dont le calcul devient vite lourd. 
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Baxter et Guttmanm ont ainsi conjecture les valeurs des diff&enœs d’ordre 1 B 12. Toutes 
s’expriment comme des fonctions de plus en plus complexes de coefficients binomiaux et de 
nombres de Catalan. Elles leur ont permis d’exuapober les valeurs des 29 premiers coefficients de 
Q - obtenus par le calcul - aux 41 premiers. 

Remarque. Il est capital d’utiliser le param&re tq plut& que le paramkre p=l-q, car cette 
proprikte de convergence formelle n’apparaît pas avec le paran&ae p. 

Nous allons pour terminer dtfinir un vocabulaire adapte a ce probl&me. Nous 
d&ontmrons ensuite dans le second paragraphe quelques lemms pn5limiAms. Les paragraphes 
3,4,5 seront consacres aux preuves des propositions (a), (f3) et (7). tandis que le paragraphe 6 
regroupe les dénombrements intervenant dans ces preuves ainsi que quelques dénombrements 
annexes. 

Définition 8.1. Le niveau du sommet s de coordo~un&s (x, y) est N(s ) = l+x+y. 
Le niveau de l’arête a joi,gnant les sommets s et t est min (N(s), N(c)). 
Le sous-rkseau SS, de E est forme des sommets de niveau infkieur ou Cgal a n . 

Definition 8.2. Une configuration E sur un sous-r&eau R, de a0, est un ensemble d’ar&es de 
R . Une adte passante de E est un &ment de E. 
Une ur&fe non passante de E est un t%ment du complt5mentaim de E. 

Définition 83. Etant dont& une configuration E, un chemin de E de longueur p est un p-uplet 
d’arêtes de E, 
ditdirigt?si N t 

a,,..,, u,), où les ext&nit& de l’arête ai sont les sommets si et si+,. Ce chemin est 
si+,)=N(rri)+l pour1 Sisp-1. 

Si E est une configuration sur Z,, un chemin pussunt de E est un chemin dirige de E de 
longueur n-l ; n&essairement, s, est l’origine et N(s,) = n . 

Lorsqu’un tel chemin existe, on dira que E ndne au niveau n (note E + n). 

Definition 8.4. La zone passante de E est l’ensemble des ar&es de E contenues dans un 
chemin dirige de E issu de l’origine. C’est physiquement l’ensemble des arêtes accessibles par le 
fluide. 

Exemple. 

Fig. 8.4 La zone passante est indiquke en gras. 

Pour n 2 1, l’expression de Q est alors : 

Qn = C(l- #‘IN+’ , 

où E dkcrit l’ensemble des configurations de aOn menant au niveau n, 1 E 1 désigne le cardinal de 
E, et N. est le nombre d’arêtes de &, soit n(n- 1). 
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En utilisant la formule du binôme, cette expression devient : 

a, =-& q*.+Iy(~:I)(-l)k*&. 
t-0 

En considérant que le coeffkient binomial qui apparaît correspond au choix de k a&es 
passantes de E qui deviennent non passantes pour une nouvelle coniïguration F incluse dans E, il 
vient : 

Oil: 
- F dkit l’ensemble des configurations sur 2;. a A arêtes non passantes, 
- E dêcrit l’ensemble des configurations de Z, menant au niveau n et comenant F. 

Notation. On note 

de telle sorte que 

A(F) = x(-1)1”“” , 
E+n 
EaF 

2. LEMMES PRÉLIMINAIRES 

Dbfïnition 8.5. Soit F une configuration sur Z”. Les configurations minimales associ&s a F 
sont les tlements minimaux (pour l’inclusion) de l’ensemble des configurations contenant F et 
menant au niveau n. 

Definition 8.6. Soit F une configuration sur 3,. et E, . . . ..E. des configurations minimales 
associ&s a F. Une arête a non passante de F est dite ind@&ente pour E, ,. . ., E, si pour tout i S p 
, l’arête a est non passante dans Ei. 

Une arête cc non passante de F est dite indiffkrente si elle l’est pour toutes les 
configurations minimales de F. 

Cette notion facilite dans certains cas le calcul de A(F). En effet, soit a une arête de F 
indifferente pour E, , . . . , E,, et considérons l’ensemble @ des configurations contenant au moins 
une des Ei. A toute configuration E de @ ne contenant pas l’ar&e a, on peut associer la 
configuration E’ = E LI (a), qui est aussi dans G. Cette transformation est une bijection entre 
l’ensemble des ClCments de E9 ne contenant pas l’arête a et l’ensemble de ceux qui la contiennent. 
L’existence de cette bijection entraîne que : 

Donc, si F admet une arête indifferente, A(F) = 0. 
En particulier, soit F une configuration menant au niveau n. Elle est alors sa propre 

configuration minimale. Si F n’a pas d’arête non passante, A(F) = 1. Sinon, toute arête non 
passante de F est indifferente et A(F) = 0. 
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L’expression de R utilis& par la suite sera donc : 

Q,,=l+%q’.&A(F). 

k-1 ,<jyk 

Le schdma des preuves des trois relations (a). <fi> et (y) est le &me, et est calqti sur 
l’expression de a ci-dessus. Pour tvaluer a~~~ (r = 0. 1, ou 2). on considtre toutes les 
configurations F sur Z,,, a n+r arêtes non passante:s, et on les classe selon leur contribution 
A(F) dans aifi : 

- œnaines ont une contributif nulle ; 
- d’autres fournissent le terme a:,, ; 
- les configurations restantes vont fournir, lotsque m vaut 1, la valeur de la di&mce 

d’ordre r. Celles-l& seront d6crites de façon prt?cise elt Cnum6n5e.s via une bijection avec œrtains 
mots d’un langage algébrique. Elles sont de plus en plus variées et délicates B d6crite au fur et a 
mesure que l’ordre r augmente. C’est pourquoi la preuve des conjectmes de Baxter et Gumnam 
sur les diff&ences d’ordre supérieur ou Cgal a 3 ne semble pas envisageable par cette tn&hode. 

Parmi les configurations fournissant la valeur de la diff&ence d’ordre rr certaines ont une 
zone passante tri% voisine d’un polyomino paralltlogramme. Nous les d&inissons ci-dessous. 
Leur r61e sera pn5cis6 dans les paragraphes suivants. 

Définition 8.7. Soit E une configuration sur Z, menant au niveau n, ‘E un chemin passant de 
E, et P un sommet de G de: niveau strictement inf&ieur à n, de coordo~&~ (x, y). Si le sommet 
de coordonnées (x+1, y) (resp. (x, y+l)) n’est pas dans 13, la droite principale issue de P est le 
segment [P, PI où P’ a pour coordonn6es (n, y) (resp. (x, n)). 

Fig. 8.5 Les droite,s principales 
issues d‘un chem,in passant. 

Lemme 8.8. Soit F une oonfiguration sur 2, atteignant le niveau n en A points. Si A 21 : 
1) F comporte au moins n-k arêtes non passantes. 
2) Si F a exactement n-k arttes non passantes, les k points de niveau n atteints sont contigus ; 

la zone passante de F est l’ensemble des arêtes situtfes entre deux chemins passants, appel& 
chemins extrt5naux de la co@guration F. 
3) Soit P.., le nombre de corJigurations h n-k arêtes non passantes atteignant n en A points. 

Alors P n.1 := c, , 

et P a.2 = c”+, - 2c, . 

Preuve. 1) On suppose k 2 1, donc F admet au mo:is un chemin passant ‘G. Ce chemin a pour 
extn5mité infkrieure un point P de niveau n. De C, sont issues n-l droites principales ; chacune 
d’elles méne a un des n-l points de niveau n autres que P. Or, n-k de ces points ne sont pas 



atteints par la configuration F. Donc chacune des n-k droites principales cotrespondantes potte au 
moins une arête non passante. 

2) Supposons que Fait exactement n-k arêtes non passantes. Ces ar6te.s sont toutes situdes 
sur les droites principales issues de G, et les points de niveau n atteints autres que P sont les 
extr&it& des droites principales ne comportant pas dl’arête non passante. 

Si k 2 2, une au moins de ces droites n’en potte pas. Soit D une telle droite. Elle mtne B 
M point P’ de nivem n. Mais alors, la configuration F atteint tous les points de niveau n situes 
entre P et P’ (Fig.8.6). Ceci prouve que les k points atteints sont cuttigus. 

Flg. 8.6 

P’ P 

Notons les J,..., 4 (on inclut désormais le cas où A vaut 1). Notons D,,,...,Di (resp. 
D D ,. . ..D)) les droites principales issues de G et parallèles a 0x (resp. Oy), de telle sorte que les 
points de D, (resp. D’J soient d’ordonnbe m (resp. d’abscisse m) (Pig.8.7). 

Fig. 8.7 

Alors, si m (tesp. m’) de ces droites portent une arête non passante, ce sont forcement 
D O>..‘# D --,, (resp. Do ,..., D’,..-,) pour des raisons analogues a celles que nous venons de 
dtkrire. Les extremitks de ces droites ne sont alors pas atteintes par F. Pour 0 I; p 5 m-l (resp. 
m’-1), soit n,, (resp. n’,,) le niveau de l’arête de D, (resp. 0;). Alors n, > II, >...> n .-,. 

En effet, s’il existait p tel que 
n,,, 2 x,, le point situe à l’exmkid de D,+, 
serait atteint par F (Fig.8.8). 

Fig. 8.8 

De même, no 2 n’, >. . .> x0-.-r. Il existe alors un unique chemin passant G, de E tel que 
l’arête de plus bas niveau de chacune des droites principales paralleles à 0x qui en sont issues soit 
non passante (Fig. 8.9). Ce chemin est le chemin extrtkal gauche de E. 

De même, il existe un unique chemin passant G, de E tel que l’ar&e de plus bas niveau de 
chacune des droites principales paralléles à Oy qui en sont issues soit non passante ; G, est le 
chemin extrhal droit de E. 
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Fig. 8.9 Ddternùnation des chemins extdnaux. 

Inversement, il suffit de se donner une paire (de chemins passants, n’ayant d’auae point 
commun que leur origine, et, Cventuellement, leur ;point d’arrivét, pour dkrminer une telle 
configuration. Les configurations ainsi obtenues sont appeldes confgurations parallk~grammes. 

3) Le d&ombrement des configurations parall~bgramn~~ sera fait dans le paragraphe 6.0 

Exemdes. . 

Fig. 8.10 Configurations parallt!logrammes. 
Sur ces figures, seuls sont indiqub les chemins passants extrbnaux (en gras). 

Ddfinition 8.9. Une configuration parull&ogramme sur X?, est une confïgurar.ion a n-k ar&cs 
non passantes atteignant le: niveau n en k points (k 2: 1). c’est à dire vtrifiant la condition 2) du 
lemme 8.8. 

Definition 8.10. Une configuration de type 1 sur 22, est une configuration parallélogramme 
atteignant le niveau n en un point. 

La zone passante de E est alors pratiquement un polyomino parallélogramme (A une 
translation pr&s des chemins extimaux vers l’extirieur). Une bijection, tout a fait analogue a celle 
qui transforme en polyomino parallélogramme un diagramme de Ferrers gauche (cf. chapitre 1, 
paragraphe 3) permet de passer des con@urations de type 1 aux polyominos parallélogrammes. 

Exemple. Il y a C, = 5 configurations de type 1 sur Z, et C, - 2C, = 4 configurations 
paralElogrammes atteignant le niveau 3 en deux points. 

Fig. 8.11 Configurations panrlldogrammes sur a3,. 



Les deux définitions suivantes se rapportent aux configurations parallélogrammes et 
interviendront dans le calcul des dif%enœs d’ordre deux. 

D&‘inition 8.11. Un brin d’une configuration parallélogramme est une ar&e commtme aux 
deux chemins extrhaux ddimitant la zone passante. 

Un palier d’une configutation parallélogramme est une ar&e paraMe B 0x dans le chemin 
exmhal droit ou paralli9e à Oy dans le chemin extimal gauche, et situ& plus bas que k point de 
contact k plus bas des deux chemins exhhaux. 

Exemple. La première configuration de la figure 8.9 prhntc un brin mais aucun palkr ; la 
seconde a un brin et un palier. 

Lemme 8.12. Soient n 2 1, m 2 1. et F une co&yuation sur Z,,,, d n+i arCtes non 
passantes. ne menant pas d n+m. Alors F = F’ u F”, OJ F’ est une co~guration sur CE,, et F” 
une configuration sur Z,,, \Z, . Si la configuration F’ atteint le niveau n en A point& alors A 5 
max (i, 0). 

Preuve. Supposons k 2 1. D’aprés le lemme 8.8, F’ il au moins n-k ar&es non passantes. Mais, 
puisque F ne rnbe pas au niveau n+m, F” a au moins 2k ar&es non passantes. S’il y en a 
exactement 2k, deux sont issues de chaque point de niveau n atteint. 

Nkcessairement, n-k + 2k s n+i , et k < i.0 

3. CONVERGENCE FORMELLE DES POLYNOMES Q. 

Proposition 8.13. Le coefficient de qn est le m&me &ns tous les polynômes Q,, pour m 2 0. 

Preuve. On utilise l’expression de Q. don& dans le paragraphe 2. 
Soient n 2 1, m 2 1, et F une configuration sur Z,,,, a n a&es non passantes, ne menant 

pas au niveau n+m. 
La configuration F s’&rit F = F’ u F”, où F est une configuration sur Z,, F” une 

configuration sur Z,+,%, ; d’après le lemme 8.12, F’ ne mbne pas au niveau n et F” est 
quelconque. 

Si E = E’ v E” est une configuration minimale associée a F. E’ mène au niveau n. 
Inversement, si E’ contient F’ et mène au niveau n, alors E’u F” a au plus n-l arttes non 
passantes et atteint le niveau n. D’aprb le lemme 8.12, E’ u F” mhe au niveau n+m. 

Les con@urations minimales associ6es à F s’bivent donc E’ u F”, où E’ est minimale 
pour F: 

Si les n arêtes non passantes de F sont dans F’, la configuration F” est la configuration 
pleine et : 

~(#I+I 5 C(++PI. 
E-brtr fr-er 

EDF E’DF’ 

Si la configuration F” n’est pas la conftguration~ pleine, toute arête non passante de F” est 
indiffkente et A(F) = 0 . 
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Finalement : 

0 
Cette temarquable proprit% assute l’existence de la limite formelle des Q : 

qui est assimilke a la probabilité de percolzon. C’est dbormais P partir de cette série que 
travaillent les physiciens, afin d’approcher la valeur q,. Le polyn8me a foumit les n premiers 
coefficients de Q, et les differences d’ordre 1 et 2 les deux coefficients suivants. sans calcul 
supplementaire. 

4. DIFFÉRENCES D’ORDRE UN 

Proposition 8.14. La d@&ence d’ordre un au niveau n est : 

<+, - a::: = C, . 

Soit F une configuration sur Z,,,,, ayant n+‘l arêtes non passantes et ne menant pas au 
niveau n+l. La configuration F s’tcrit F = F’ u F”, où F’ est une confi8uration sur 2,. F” une 
configuration sur a3.+1\a3r. La configuration F’ atteint le niveau n en A points. Le lemme 8.12 
donne : k = 0 ou k = 1. Distinguons ces deux situations. 

Lemme 8.15. LA contribution dans a;:: des configurations F = F’ u F” pour lesquelles F’ 
n’atteint pas le niveau n est a:,, . 

Preuve. Les configurations minimales associées à F s’krivent de nouveau E’ u F”, où E’ est 
minimale pour F’. Em effet, si E’ atteint n, la configuration E’ u F” a au plus n atêtes non 
passantes et atteint donc le niveau n+l , d’après le lemme 8.12. 
Il y a Ià encore deux possibilites : 

- soit les n+l arêtes non passantes de F sont dans F’ ; la configuration F” est la 
configuration pleine, et : 

&>f E’>,F 

- soit F” n’est par la configuration pleine ; toute arête non passante de F” est alors 
indiff&ente, et A(F) = 0.0 

Lemme 8.16. Soit F = F’ u F”, ayant n+l arétes non passantes, n’atteignant pas le niveau 
n+l, et telle que F’ atteigne le niveau n en un point. Alors F’ est une configuration de type 1 
(dkjïnie en 8.10) et A(F) = -1. 
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Preuve. La dpartition des arêtes non passantes est nkcessairement la suivante : n-l sont dans F’ 
et deux dans F”. D’apr& les définitions 8.9 et 8.1~0, F’ est donc une configuration de type 1. 
D’autre part, F’ etant choisie, les deux arêtes non passantes de F” sont les deux ar&tes issues du 
point en lequel F’ atteint le niveau n. 

Les configurations minimales E = E’ u E” associ6es a F sont de deux sortes : 
- une arête non passante de F’ devient passante dans E’, de telle sorte que le niveau n est 

atteint en deux points ; chaque arête non passante de F” est indi%mme pour ces catfQu&ats ; 
- ou bien une des deux arêtes non passantes de F” est rendue passante dans E”. 

Donc: 
C(elJ”‘+‘= C(el;f”-H”I, 

E+m+1 
EDF 

LYy 

= -1. cl 

Preuve de la proposition 8.14. D’apr&s le lemme 8.8, il y a C, configurations de type 1 sur 
Z, . Donc, d’apms le lemme ci-dessus, la contribution dans 4:; des wnfigurations telles que F’ 
atteigne le niveau n est -C, . 

On obtient la proposition en regroupant les deux cas dkrits.0 

5. DIFFÉRENCES D’ORDRE DEUX 

Proposition 8.17. ta valeur de la diffkrence d’ordr,e deux au niveau n est : 

a” il+2 -a::; = 2C, - Cm+, . 

Soit F une configuration sur Z,,, , à n+2 arêtes non passantes, ne menant pas au niveau 
n+l. La configuration F s’6crit F = F’ u F”, où .F’ est une configuration sur aC,, , F” une 
configuration sur a3r+lYGr. La configuration F’ atteint le niveau n en k points. Le Iemme 8.12 
donne : k = 0, k = 1 ou k = 2. Distinguons ces trois situations. 

5.1. Premier cas. La configuration F’ n’atteint pas le niveau n. 
De nouveau, on cherche a caractkiser les configurations minimales associ&s a F. Mais la 

situation est un peu plus complexe que dans les deux cas pr6ckdent.s. 

Dkfinition 8.18. Une co&uration de type II sur Z, est une wnfiguration s’écrivant A(a), 
où E est une configuration de type 1 et a un brin de E. 

Remarquons qu’une configuration de type Il nktteint pas Ic niveau n. 

Exemple. La configuration F suivante est de type II. La configuration E associée est trac& a 
cati. 

Fig. 8.12 Configuration de type II. 
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Lemme 8.19. Le nombre de conjlgurations de type II~ sur 35” est 2(C,+, - 2C,). 

Preuve. Montrons tout d’abord que, &ant doMte une configuration F de type II, il existe une 
unique configuration E de type 1 telle que F = E \( a]l, où a est un brin de E, en raisonnant par 
l’absurde. Soient E, et E2 deux configurations de type 1, dktinctes, telles que : 

-E,=FuIqJ, 

L’arête a, est alors une arête non passante de F, distincte de u,, donc une arête non passante de 
4. Deux cas se pkentent : 

- si le niveau de a, c!tait inférieur ou egal a Ce!lui de u,, la con@uration 4 atteindrait le 
niveau n en plusieurs points (Fig.8.13, second schéma), ce qui, pour une configuration de type 1, 
est absurde ; 

- si le niveau de 4 Crait sup&ieur stxictement a celui de u, , la configuration E2 n’atkndrait 
pas le niveau n (Fig.8.13, dernier schéma), ce qui est tout aussi aussi absurde. 

F=El\(aj Ez=F v,(ad 

Donc a, = a, et ceci démontre l’unicité de E. 1~s configurations F de type II sur Z, sont 
donc en bijection avec les configurations E de type 1 sur a3, dont un brin a est marqut, que nous 
désignerons par le couple (E, a). 

On peut associer à ce couple une configuration paralltlogramme H sur ll$ atteignant le 
niveau n en deux points, de telle sorte que chacune: d’entre elles soit obtenue deux fois. Ceci 
d6montrera alors le lemme, en utilisant le tisultat 8.8.3). 

Les chemins extimaux de H se déduisent de ceux de E de la façon suivante. 
- Si a est de direction 0x, le chemin extimal de gauche de H est le même que celui de E. 

D’auuepart,soit ((II ,..., a,,a,a ,+* ,. ..,a#-,) le chemin extn?mal de droite de E, où les ar&es sont 
numérotkes par nivea.u croissant. Le che,min extrémal de droite de H est 

(4 ,...,a,,a’,a’,+,,...,a’-, 
translatant (a p+z,. . . ,afiT1 1 

), où la direction de a’ est Oy, et (a0,+l ,..., aF,) est obtenu en 
vers la droite, de façon à bien reconstituer un chemin continu. 

- Si a est de direction Oy, le chemin exuémal & droite de H est le rr&me que œlui de E. 
D’autre part, soit (4 ,..., a,,,a,ap+2 ,..., a.-1 
gauche de H est (u, ,..“, ap,a’,a’p+l ,..., a:-, 
obtenu en translatant (ap+l,...,an-l) 

1 

le chemii extr&nal de gauche de E. Le chemin de 
, où la direction de a’ est 0x, et (a’,+1 ,..., a’,,-,) est 

vers la gauche, de façon a bien reconstituer un chemin 
continu. 

Inversement, chaque configuration H de ce type est obtenue deux fois (Fig.8.14), et 
engendre donc deux configurations de type II.0 
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Exemple. Les deux configurations F, et 4 suivantes ont la même image H. 

a 

Fig. 8.14 

H 

Proposition 8.20. Soit F = F’ v F” une configuration sur Z,,,, ayant n+2 ar&es non 
passantes, telle que F’ n’atteigne par le niveau n. 

1) SiF’estdetypeII, A(F) = 1. 
2) Si F’ n’est pas & type II, les conj&uations minimales de F s’bcrivent simplement E’ v F”, 

OP E’ est une configuration minimale associke à F: 

Preuve. Soit F = F’ u F”, où F’ n’atteint pas le nive:au n. Soit E’ une configuration minimale 
associ6e à F’ ; la cofiguratïon E’ u F” a au plus n+l arêtes non passantes. Donc, soit elle atteint 
le niveau n+l, soit elle n’atteint le niveau n qu’en un point et n’atteint pas le niveau n+l (lemme 
8.12). 

1) Si E’u F” n’atteint pas le niveau n+l, la configuration E’ a n-l arêtes non passantes et 
mène au niveau n. C’est donc une configuration de type 1 (dCi%ition 8.10). De son C&e, F” a 
deux arêtes non passantes, issues du point en lequel E’ atteint le niveau n. 

La configuration F se déduit alors de E’ u F” en rendant non passante une seule des arêtes 
passantes de E’, de telle sotte que F’ ne mene pas au niveau n. Nkcessairement, l’a&e choisie 
sera un brin, sans quoi un des deux chemins extremaux de E’ resterait passant dans F’. Donc F’ 
est de type II. 

Les configurations minimales assocides à F sont : 
- les configurations s’&rivant G’ u F” où C’est une configuration minimale associée A F’, 

distincte de E’. Les arêtes non passantes de F” sont indiff&esues pour ces configurations. 
- les configurations s’écrivant E’ u E” où E” se dkiuit de F” en rendant passante une de ses 

deux arêtes non passantes. 
Donc A(F) = 1. 

2) Si F’n’est pas de type II, soit E’ contenant F’ et menant au niveau n. La configuration 
E’u F” atteint alors le niveau n+l, et les confîguratio~ns minimales de F sont bien celle dtkites 
dans la proposition.0 
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Corollaire 8.21. L.a contribution dans ai:: des configuratiom F pour lesquelles F’ n’atteint 
par le niveau n est : 

a” a+2 +2(c,+, -2cJ. 

Preuve. En regroupant le lemme 8.19 et le premier rksultat de la proposition 8.20. on montre 
d’abord que la contribution dans a~~~ des configurations F pour lesquelles F’ est de type II est 
2k+, - 2C”). 

Puis, en utilisant le second r&ultat de la proposition 8.20, on montre que la contribution 
dans le terme ail: des auues con!ïgurations F est comme ptMdemment d+2. 0 

5.2 Second cas. La configuration F’ atteint le niveau n en un point. 
Les configurations qui apparaissent ici relevent en quelque sorte de la premii% &ape dans 

la complexitkation des configurations de type 1. Elles atteignent aussi le niveau n en un seul point., 
mais ont n arêtes non passantes, alors que les configumtions de type 1 en ont n-l seulement 

Definition 8.22. Une co@îguration de type III sur 2, est une configuration ayant n arêtes non 
passantes et atteignant le niveau n en un point, dont la zone passante est l’ensemble des arêtes 
comprises entre deux chemins G, et 13, , tels que e,, soit situé a gauche de G, et que le couple 
(?5,, G,) vérifie l’une des deux conditions (i) et (ii) suivantes. 

(i) Soit cd est un chemin passant, et T:, s’tcrit (~,...,u~,u~+~,u~+~,...,u~+~), où 
4 ,...,utJ et (u~+~,..., un+]) sont des chemins dirigés, le second pouvant &re vide, et 
a,,u,+,,u,+,) est la skquence suivante : 

a 
at k+l 

0 ak+2 * 

(ii) Soit ‘G, est chemin passant,et I-e, s’tcrit (u, ,..., u~,u~+,,u~+~ ,..., u”+~), où (u, ,..., a,-,) 
et (u~+~,..., a,,,) sont des chemins diriges, le second pouvant être vide, et (uk,uk,,,ul+,) est la 
s6quence suivante : 

Exemple. 

a 

Fig. 8.15 
Une co&vmtion de type 111. 

Définition 8.23. Une configuration de type IV SU æm est une configuration E ayant n arêtes 
non passantes, atteignant le niveau n en un point et vki!iant : 

- la zone passante (de E est l’ensemble des arêtes comprises entre deux chemins passants ; 
- il existe une arête a non passante de E, balrdant l’un de ces chemins, telle que Eu(a) 

soit de type 1 . 
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Exemple. 

Fig. 8.14 
Une corJiguration rie type IV. 

Lemme 8.24. Le nombre de coqfigurations de type III sur 2, est &a1 au nombre de 
conjïguratioru de type IV sur Z.. 

Preuve. Nous allons montrer que l’ensemble des configurations de type III (resp. IV) est en 
bijection avec l’ensemble des configurations parallelog~~ sur ;E, a n-2 arêtes non passantes, 
dont un palier a &6 marque. 

a) Transformation des configurations de type II[. 
Reprenons les notations de la definition 8.22. L’image de la configuration E est le couple - 

(H, b), où b est un palier de la configuration paralltlogramme H. 
Les chemins extnkaux de H se dkluisent de ceux de E’ de la façon suivante : 

- le chemin ex&nal de E qui est passant est inclhange ; 
- l’autre devient (u, ,..., a1-,,a’k+2 ,..., a:,,) où (a’h+Z ,..., a:,,) est le chemin obtenu en 

translatant (a,+2,..., a.+l) vers l’extérieur, de façon à bien reconstituer un chemin continu. 
L’arête marquée, b, est a;,, , 

La configuration ainsi obtenue atteint bien le niveau n en deux points, et comporte n-2 
arêtes non passantes. 

Inversement, toute configuration de œ type en fournit une de type III, en inskmnt une paire 
d’arêtes {a,,a,+,} au dessus de l’arête marqut5e a;+2. La transformation ainsi definie est bijective. 

Exemple. 

Fig. 8.17 Transformation des conjfigurations de type III. 

b) Transformation des configurations de type IV, 
Remarquons tout d’abord que, si E est une configuration de type IV et C, un chemin 

passant de E, une des droites principales issues de ‘E (et une seule) comporte deux a&tes non 
passantes. Nous la noterons D et désignerons par b, et bz ses deux arêtes non passantes, en 
convenant que le niveau de bl est inferieur à œlui de 4. 

La configuration E se transforme tout d’abord en une configuration H’, d&nie par ses 
chemins ext&maux, déduits de ceux de E de la façon suivante. 

Si la droite D est de direction Oy (resp. 0x), le chemin extnkal gauche (resp. droit) de H’ 
est le même que œlui de E.. Soit (u, ,..., fP ,aP+, ,...,a,-,) le chemin extimal de droite (resp. 
gauche) de E, où le niveau de aP est celut de 4. Alors a, est de direction 0 
chemin extrtmal de droite ((resp. gauche) de H’ sera (a;,...,a~.a,,,,...,a,_, 

(resp. Or). Le 
où a’, est de 
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direction 0x (resp. Oy) et (a’, ,...,anPI) est le chemin obtenu en translatant (a,,...,aP1) vers 
I’exdrieur, de façon a bien reconstituer un chemin continu. 

L’arête marquée dans la configuration H’ sera l’arête de direction 0x (resp. Oy) de plus 
grand niveau dans (a’, , . . . , a’P-l). 

La figure H’ n’est pas exactement une configuration sur 35,. car son chemin extr&nal droit 
(tesp. gauche) aboutit hors de a3 I ; cependant, quelques transformations suffisent a ramener H’ A 
une configuration parallélogmmme sur LE,. 

sonmaimmnt : 
- on prolonge d’abord vers le haut les deux chemins exdmaux de H’, de telle sorte que 

leur exuhid soit commune ; 
- on rep&te ensuite le sommet de plus petit niwau où ces chemins extn%naux se rencontrent 

(en dehors de leur point de depart commun) ; 
- on Cchange enfin1 les parties des chemins sitks au dessus et en dessous de ce point 

(Fig.8.18). Alors la structure obtenue est du type cherche, moyennant la suppression de l’ar&e 
inferieure de chaque chemin.0 

Exemple. 

Fig. 8.18 Transformation des configurations de type IV. 

Proposition 8.25. Soit F une configuration sur Z,,,, ayant n+2 ar&tes non passantes, 
n’atteignant pas le niveau n+2 et s’kcrivant F= F’ LJ F”, 03 F’ est une configuration sur 2, qui 
atteint le niveau n en un point. Alors : 

- si F’est de type III, A(F) = -1 ; 

- si F’ est de type IV, A(F) = 1 ; 

- dans les autres cas, A(F) = 0. 

Preuve. D’apres le lemme 8.8, F’a au moins n-l arrêtes non passantes. Les ar&es non passantes 
peuvent donc être reparties de deux façons entre F’ et F”. 

1) Soit F’ posskie: n-l arêtes non passantes et F” en poss&Ie trois. Alors une des trois est 
indifY&ente et A(F) = 0. 

2) Soit F’ possède n arêtes non passantes et F” en poss&de deux, dont la position est 
impostk par le choix de 1:‘. 

Parmi les configurations minimales de F, certaines atteignent le niveau n en plus d’un 
point. Les autres sont obtenues en rendant passante une des arêtes non passantes de F” ; toute 
arête non passante de F’ est indiffkente pour ces configurations. 

Donc A(F) =: z(-ls”“-‘F” , où E’ dtcrit l’ensemble des configurations contenant F’ et 
atteignant le niveau n en (deux points. 
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D&rivons la configuration F’. Elle atteint le niveau n en un point et poss&ie n arêtes non 
passantes. Soit C un chemin passant de F’ ; chacune des n-l droites principales qui en sont issues 
comporte une arête non passante. Deux cas se pr&entent alors. 

h) Une des arêtes non passantes de F’, not& a, n’est pas sur les droites principales. Si 
F’ u ( a) est une configuration de type 1, alors l’arête t!x est indiff&eme pour F et A(F) = 0. 

Sinon, il existe deux droites principales voisines dont les ar&es 
non passantes sont situées au même niveau, et ceci impose la place de a 

Un des chemins limitant la zone passante de F” n’est pas dirigd ; la confïguration F’cst de 
type III sur aOn. Dês qu’une arête non passante de F’ &Vient passante, k niveau n est atteint en un 
second point. Donc A(F) = -1. 

2b) Toutes les arêtes non passantes de F’ sont dans des droites principales. Soit D la 
droite principale qui en contient deux, notees fr, et ttz, de telle sorte que le niveau de 4 soit 
infhieur à celui de 4. 

Soient E; = F’LJ (h$) et E, = F’ u (b, ) les deux configurations obtenues en rendant 
passante une des arêtes non ]passantes de D. 

Alors lune d’elles au moins est de type 1, s,ans quoi F’ 
atteindrait le niveau n en plusieurs points. 

Fig. 8.19 

Si E, (resp. E,) n’est pas de type 1, alors bl (resp. 4) est une arête indiff&%ue et A(F) = 0. 

E, n’est ,pas de type 1. E2 n’est pas de type I 
Fig. 8.20 

Dans le cas où E, et E; sont de type 1, F’ est abs de type IV sur 2,. Les configurations 
minimales - pour l’inclusion - atteignant le niveau n en deux points sont : 

- d’une pan celles obtenues en rendant passante l’arête non passante d’une des n-2 droites 
principales n’en comportant qu’une (chaque arête non passante de D est indifferente pour 
l’ensemble de ces configurations), 

- d’autre part celle obtenue en rendant passantes 1% et b2 . 

Donc pour ces configurations F, A(F) = 1. 
On obtient désormais la proposition 8.25 en regroupant tous les cas envisag6s.o 

Du lemme 8.24 et de l,a proposition 8.25, on dMuit maintenant le corollaire suivant. 
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Corollaire 8.26. Lu contribution dans a::: des configurations F pour lesquelles F’ atreint le 
niveau n en un point esx nulle . 

53 Troisikme cas. La configuration F’ atteint le niveau n en deux points. 

Lemme 8.27. Soit F = F’ u F”urie configuration ayant n+2 adtes non passantes, telle que F’ 
atteigne le niveau n en deux points et que F n’atteigne pas le niveau n+l. Alors F’ est une 
configuration parall&ogramme (dt!fm’e en 8.9) et A(F) = -1. 

Preuve. La configuration F’ comporte alors n-2 arêtes non passantes. C’est donc une 
configuration para116logramme. L.a configuration F” en comporte quatre, dont la position est 
impsde par le choix de F’. Les conQurations minimales sont de deux sortes : 

- celles obtenues en rendant passante une des n-2 arêtes non passantes de F’, pour 
lquelles toute arête non passante de F” est indiff&w~te ; 

- celles obtenues en tendant passante une des ;arêtes de F”. 
Dax A(F) = -1.0 

Corollaire 8.28. Lu contribution dans a::: des cor3figurations F pour lesquelles F’ atteint le 
niveau n en aèux points est -(Cm+, - 2CJ. 

Preuve. En effet, le nombre de configurations paralkt1ogramrnes sur Z, atteignant le niveau n en 
deux points est CI+, - 2C, (lemme 8.8). Le corollaire s’en d6duit en prenant en compte le lemme 
8.27. Le regroupement des trois cas fournit désormais la valeur des différences d’ordre deux 
(Proposition 8.17). El 

6. DÉNOMBREMENTS 

Le denombrement des configurations parallelogrammes, ou de type Il, Ill, Iv, utilise une 
bijection entre les configurations parallé1ogrammes~ et lesfacteurs gauches de mots de Motzkin 
color& dont nous rappelons ici la d6finition et les principales proprietks. 

Pour les gén&alites sur les langages algebriques, nous renvoyons au chapitre 5. 

Un mot de Motzkin colorC: est un mot u de {x,X,r,v)* v&ifiant les deux conditions suivantes : 

(3 M, = Idi9 

(ii)siu=vw,Ikl,Zh&. 
Les mots de Motzkin colores peuvent être schématises par des chemins de Motzkin colorks 
(Fig.8.21), en codant par un pas Nord-Est (resp. Sud-Est, Est colort en rouge, Est colore en vert) 
la lettre x (resp. X, r, v). 

Exemple. Le chemin suivant repn%ente le mot x X x r x x v X x x’ X X r x X Y. 

Y 

Fig. 8.21 Un chemin de Motzkin colo&. 
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Dbfinition 8.29. Un facteur gauche de mot de Motxkin colod a2 hauteur k est un mot u de 
{x,X,r,v}’ tel que : 

(i) il existe u’ tel que u u’ soit un mot de Motzkin colo& 

(ii) blx = jul, + k <, 

Un tel mot admet une unique factorisation sous la fotme bxyx...xu,, où u,,y,...,u, 
sont des mots de Motzkin colores, que l’on appellera factorisation catwnique de Y. 

Ces facteurs vont servir a coder les configurations parallelogrammes et on peut les 
repmsenter par des facteurs gauches de chemin de Motzkin colo& de hauteur A. 

Proposition 830. Les cottfigurations parall&ogrammes sur 35, (définies en 8.9) ayant n-k 
arêtes non passantes sont en bijection avec les facteurs gauches & mots & Motzkin colorh de 
longueur n-l et de hauteur k-l. 

Preuve. Il est possible de coder par un facteur gauche de mot de Motzkin coloti le couple (e, , 
T;,) des chemins extremaux {de la configuration. 

Soit (a,b) un couple d’arêtes de même niveau, tel que a soit située a gauche de b. 
D&inissons la letue f (a,b) par les conditions suivantes : 

- f (a, b) = x si l’arête a est de direction 0x et l’arête b de direction Oy ; 

- f (a,b) = X sil’arêteaestdedimctionOyetI’arêtebdedirectionOx; 

- f (a,b) = r si l’arête a et l’arête b sont de direction Oy ; 

- f (a, b) = v si l’arête a et l’arête b sont de direction 0x. 

Soit alors E une configuration parallélogramme dont G, = (a,,%,...,4-,) est le chemin 
extimal gauche, G, = (4 ,b2 ,, . .,b,-, 

2 
le chemin extr6mal droit. 

Soit f(E) le mot f (q,b,)f 4,b2)...f(a,-,,b,-,) . Le fait que les chemins T;, et G, ne 
se traversent pas assure que jf (E) est un facteur gauche de mot de Motzkin colore. Sa longueur 
est n-l, et si E atteint le niveau n en k points, sa hauteur est k-l. Ce codage definit une bijection 
entre les deux types d’objets considtr6s.O 

Observons ce que deviennent les pammètres que nous avons dHinis sur les conQurations 
palalle10grammes. 

Le nombre de brins de E est le nombre de pas situes sur l’axe 0x dans le chemin 
tepn%entant le mot f(E) . 

Si E atteint le niveau n en plusieurs points, alors f(E) se factorise sous la fotme uxu’, où 
u est un mot de Motxkin colore et u’ un facteur gauche. Le nombre de paliers de E est 
WI, + IA. +2bl,- R emarquons que, si f(E) est de hauteur un, ce nombre est exactement la 
longueur de u’. 

Exemples. Le codage de la premitre configuration de la figure 8.9 est xxrZXrxg. Celui de la 
seconde configuration de cette même figure 8.9 est xvrfvxxv. 

Notation. La série gentratrice des nombres de Catalan sera not& C(t). Elle vérifie l’tquation 
fonctionnelle : C = 1 + t Cl. 

La plupart des resultats de la proposition suivante, relatifs a l’enumération des mots de 
Motxkin colores ou de leurs facteurs gauches, sont classiques. 
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Proposition 831. (i) Lu ,sCrie gént!ratrice M(t) &s mots de Motzkin colort!s, comptt!s suivant 
leur longueur (par 1) est : 

M (1) = C(t) ‘- ’ -- 
t ’ 

= c2 (t) . 
(ii) Lu s&rie gt%ntratrice jÜ(t,x) des facteurs gauches de mots de Motzk.in colort!s, comptt!s 
suivant leur longueur (par t) et leur hauteur (par x), est : 

cz (0 M(t,x) = -1. 
1-txc (1) 

(iii) L.a s&rie gt!n&atrice M, (1) des facteurs gauches de mots de Mo&n colorés de hauteur k, 
comptt!s suivant la longueur (par t) est : 

M,(I)=+(r)-ly*‘. 

(iv) Lu serie gt!n&atrice X(t,x) des chemins de Mo&kin colo& comp&!s suivant leur longueur 
(par 1) et leur nombre de pas situ& sur l’axe 0x (par;x) esr : 

X(&X) = -7. 
l-1(2XHC (r)) 

(v) La St!rie gt!nt!ratrice des facteurs gauches de mots de Motzkin de hauteur un, de facrorisarion 
canonique u x u’, compt& suivant la longueur (par t) et la longueur de u* (par x) est : 

F(t,x)=tC2(t)C2(tx). 

Preuve. (i) Soit u un mot de Motzkin color& Il se factorise de façon unique sous l’une des 
formes suivantes : 

- u est le mot vide ; 
- u = r u’, où u’ est un mot de Motzkin colo& ; 
-u=vu’,oùu’est unmotdeMotzkincolort!; 
-u=xu’X uw , où u’ et u” sont des mots de !Mo&n colon%. 

IA skie g&&atriœ formelle ¶, de œs mots vérifie donc I’Quation suivante : 
mb=@+r¶L +vmb+xKX¶J,quientraîneM= 1+2rM+t2M2,0ùMdt%ignelas&ie 
5Cratric.e des moae M~>in color& comptts suivant la longueur (par 1). Parmi les deux 
solutions de cette t!quation fonctionnelle, une seule e:st définie en 0. C’est (C (1) - l)/t . 

(ii) Soit u un facteur gauche de mot de Mo~tzkin colorr5. Si u est de hauteur non nulle, il 
s’&.rit u’x u”, où u’est un mot de Motzkin colo& et u” un autre facteur gauche. 
Notons YIL’ la strie formelle des facteurs gauches de mots de Motzkin colon%. Alors 
mb’ =~%XE ,cequientraîneM= 
du(i). - 

M + t 1: M M et active de prouver (ii), compte tenu 

(iii) Ce rt%ultat s’obtient par exemple en développant en x l’expression de M (t,x) . 
iv) Reprenons la factorisation des mots de Motzkin dCjà utili& pour montrer (i). Elle 

m$ne & l’huation X = 1 ic 2t x X + t2 M X, dont on ttiuit aisément (iv). 
(v) Un facteur gauche de mot de Motzkin colo& de hauteur un s’ccrit u x u’, où u et u’ sont 

des mots de Motzkin color&. Ceci dOMe 1’Quation F(t,x) = t M (I) M (t x), qui entraîne (v).O 

La proposition 8.30 permet de transcrire ces n5sultats en n%ultats relatifs à l’énum&ation 
des configurations parall&logrammes. Si E est une telle configuration sur Z,, atteignant le niveau 
n en k points, on dira que E est de hauteur n et de b(ase k. Ces con!Qurations ont déjà &Z Ctudi4es 
par Shapiro [Sh]. 
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Corollaire 8.32. (i) L.a strie gthfratrice P(t,x) des configurations parallklogrammes, 
comptkes suivant leur hauteur (par t) et leur base (par x) est : 

P(t,x)=--J--- 
l-txP(t) 

1. 

(ii) Lu St?rie ghhatrice pt (It) des corftgurations parall&ogrammes de base A est : 

4 (t) =(C(t) - 1)’ . 
En particulier : 

4 (1) = C(t) -- 1 , 

4(t)=(C(t)-1)2 

=l-2C(t)+(C(t)-l)/t, 

ce qui prouve la partie 3) du lemme 8.8. 
(iü) Lo skrie gthhtrice B(t,x) des confisurations & type I comptkes suivant leur hauteur (par 
t) et leur nombre de brins (par x) est : 

Le nombre de corgfigurations de type II de hauteur n est 2(C,+, - 2C,). 

(iv) Lu skrie gtWratrice T (t.x) des cor@gurations parallt!logrammes de base deux, comptkes 
suivant leur hauteur (par t) et leur nombre de paliers (‘par x) est : 

T(t,x)=t2C2(t)C2(tx). 

L.e nombre dë configuration! de type III (ou de type IV] de hauteur n est : 
r-1 
C (m-WY 11-m * 
m-2 

Preuve. (iii) Nous avons mont& (lemme 8.19) que les configurations de type Il sur 2, sont en 
bijection avec les configurations de type 1 sur Z, dont iun brin est rnarqu6. La valeur de la &rivct 
en x de la skie B($x), prise en x =l fournit donc la skrie ghhtrice des configurations de type 
II, soit 2(C(t) - 1) ; on retrouve ainsi le lemme 8.19. 

(iv) D’aprh 8.24, le dénombrement des configurations de type Ill et IV Equivaut A celui 
des configurations paralltlogrammes de base deux, dont un palier est vu& La valeur de la 
d&iv& en x de la s&ie T (t, x) , prise en x =l , fournit donc la s&ie gCnCranice des configurations 
de type III et IV.0 

Exemple. Il y a quatorze configurations de type III sur Z, : les sept configurations trac& sur la 
figue 8.22 et lewx sym&riques./ 

Fig. 8.22 Configurations de type III sur 2,. 
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ANNEXE 

EMPILEMENTS DE PIÈCES 

Résumé, Nous pr&entons ici les bases de la thtorie des empilements de pilces de Viennot [Vi41. 
Apres avoir dtfini ces objets et muni l’ensemble des empilements d’une structure de monoïde, 
nous montrons l’équivalence de cette notion avec celle de monoliie partiellement commutatif 
(Cartier et Foata [Ca-Fol). Nous donnons Cgalement trois fhkor2mes d’inversion permettant 
d’&wm&er certaines familles d’empilements. 

Introduction. La notion d’empilement de pilces, due a Viennot lVi4], est une version 
geornktrique de la thkorie des monoides partiellement commutatifs, introduite en 1%9 par Canier 
et Foata, à la suite de travaux portant sur les proprieds combinatoires des nkrangements de suites 
[Ca-Fol. 

Depuis, de nombreux. liens sont apparus entre cette thCorie et des domaines aussi divers 
que I’algt?bre linkaire (preuves combinatoires du théonlme maîtte de Mac-Mahon, de la formule 
d’inversion des matrices, de l’identite de Jacobi . . . voir Cartier et Foata [Ca-Fol, Foata [Fol, 21, 
Zeilberger [Ze], Lalonde [La]), l’etude des polynômes adwgonaux gCn6raux (Viennot Wi3J). ou 
la rhkorie des graphes (Gesse1 [Gel). Plus rtkernmens, les monoïdes de commutation ont et6 
utilisCs comme modèles pour le parallt!lisme et la conuwrence d’um?s d une base de donnttes 
([CoMC], [CO-Pe], [Zi]). Enfin, la r&olution de certains mod&es de physique statistique (nuxkle 
des hexagones durs, animaux diriges sur r4seau car& ou hexagonal ) est tquivalente B 
I’&tum&ation de certains empilements ([Pel, 21). Dans ce cas, c’est d’ailleurs bien la notion 
d’empilement qui apparaît naturellement, et non celle de monoïde de commutatjon ([vii]). 

1. EMPILEMENTS : PREMIÈRES DÉFINITIONS 

Soit /8 un ensemble muni d’une relation binaire 1:. n5flexive et symdtriquc. Deux &nents 
S, et S, de ~8 sont dits en concurrence si S; T; S,. 
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On considere l’ensemble P des couples P = (S, n), où S est Clément de A et n est un 
entier naturel. Un tel couple sera appel6 une pilce. On dira que S est le support de P, note 
supp (P), et que n est son niveau, note niv (P). 

Deux pieces 4 et Pz sont en concurrence si leur supports sont en concurrence. On note 
alors 4 II? P2. Deux sous-ensembles A, et A, de A sont en concurrence s’il existe une piece de 
A3, en concurrenœ avec une piece de A8,. 

D&inition 1. Un empifemenf E est un sousensemble fini de P, satisfaisant les deux conditions 
suivantes : 

(i) deux pièces distinctes de E en concurrence n’ont jamais le même niveau, 
(ii) si une pièce P de E est de niveau n non nul, il existe dans E une pi& P’, en 

concunenœ avec P et de niveau n- 1. 

L’ensemble des empilements de pièces a support dans A sera note 8 (A), où plus 
simplement E) s’il n’y a pas de confusion possible. 

Soit E un empilement. La relation de concurrence ‘P, induit sur E une relation d’ordre qui 
en fait un ensemble partiellement ordonné. Cette relation d’ordre est d&ïnie comme suit. 

Soit at la relation binaire dt%nie de la façon suivante : 

l:~,~i)~E’,(I:atP,)~(P,GP,etniv(P;)5niv(P,)). 

Alors Il?, est réflexive et antisym&rique. De plus, s’il existe des pièces P,,...,P, telles que 
P,R4R . ..IlI P,IFL P,, alors 4 = P, pour tout i. Ces conditions garantissent que la clôrure 
rransitive de at est une relation d’ordre ; on la notera 5, ou 5 s’il n’y a pas d’ambiguïté. 
Rappelons que cette clôture transitive est, parmi toutes l&s relations transitives dont le graphe 
contient œlui de IlI,, celle dont le graphe est le plus petit (pour l’inclusion). Alors P 5 P’ si et 
seulement si il existe PO = P,e ,..., Pk =P, ClCments de E, tels que e-,G 4 et ni; (<-,> S 
niv (4). pour 1 5 i 5 k. 

Les piéœs minimales (resp. maximales) de E (relativement à la relation d’ordre 4) sont 
celles qui ne sont en concurrence avec aucune .pièce de niveau inferieur (resp. supkieur). 
Remarquons que les Pi&es minimales sont simplem~ent celles de niveau nul. 

Une pyramide est un empilement n’ayant qu’une pièce maximale. 
Un empilemenr trivial est soit l’empilement vide, soit un empilement dont toutes les Pi&es 

sont à la fois maximales et minimales, c’est a dire de niveau nul. L’ensemble des empilements 
triviaux sera noté 3. 

Niveau 

1 2 3 4 5 6 7 

Fig. 1 Empilement de segments. 
et diagmmme de Hasse associt! à la relation d’ordre sous-jacente. 
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2. STUCTURE DE MO;NOïDE 

On dtfmit sur l’ensemble @ (A) des empilements un produit - ou superposition - 
d’empilements, qui confi% à @ (A) une structure de monoïde. Superposer l’empilement F sur 
l’empilement E consiste, intuitivement, a translater ~verticalement toutes les pieces de F d’une 
mEme hauteur supkieum au niveau maximum des pikes de E, puis a “laisser tomber” ces pièces 
sur celles de E. 

Proposition l Dbfinition 2. Soient E et F deux empilements, avec F = (4 . . . ..P.). 
a) Il existe des entiers n, ,.. .,n, , et des ensembles %,, ,..., Cm,, uniques, vtfrifiant les conditions 
suivantes pour tou i, 15 i zz k : 

(i) ~,={n13PEE,niv(P)=n, PC~}U{njIniv(<)<niv(~),~t~} ; 
(ii) n,= 0 si ni est vide,, 

n, = 1 + mux (Y&) sinon. 
b) L’ensemble E’=Eu((supp(<),n,),l<iLk) est un empilement, qui sera appel4 
superposition de F sur E, et nott! E u F. 

Preuve. a) On construit les n, et les ni par n5currence montante sur le niveau de 4. 
Ainsi,siniv(~)=O,,li,=(nl3PEE,niv(P)=n,PC ~).Alorsn,=Osi‘Il+est 

vide, et sinon ni vaut 1 + max (ni ). 
Supposons avoir construit ni et ni pour toutes les pieces 4 de niveau strictement 

inferieur a m, m 2 1. Soit: alors 4 une piece de n:iveau m ; on connaît, par hypothèse de 
r&unence, les valeurs de ni pour toutes les pièces 5 en concurrence avec 4 et de niveau 
strictement inft%ieur. On en d&duit les valeurs de ni et {de n,. 

b) Vtrifions que les conditions (i) et (ii) de la definition 1 sont satisfaites. 
La condition (ii) est vérifié du fait de la d&ïnition de ni et ni. 
Par ailleurs, considtrons deux segments P et P’ de E’, distincts et en concurrence. Trois cas sont 
possibles : 

- P et P’ sont deux pitces de E ; elles ne sont donc pas au même niveau, puisque E est un 
empilement ; 

- P est une piece de E et P’ = (supp (c), ni) provient de l’empilement F. Alors niv (P) est 
eltment de ‘Jli et donc niv (P’) = ni est strictement plus grand que niv (P). 

- P et P’ proviennent de l’empilement F ; on a par exemple P = (supp (t), ni) et P’ = 
(supp (<), ni), avec niv (<;) < niv (4). Alors ni est clément de ni et donc ni est strictement 
plus petit que ni. 

Dans tous les cas, les pièces P et P’ sont de niveau distinct, et la condition (i) est 
satisfaite: l’ensemble E’est bien un empilement.0 

Remarquons que si P et P’sont des pie.ces de E 0 F telles que P’s:r P et si P est ClCment 
de E. P’ l’est aussi. 

L’opkration de superposition est associative et posséde un Clément neutre, qui est 
l’empilement vide. L’ensemble G (A) est ainsi pourvu dune structure de monoïde. 

Le lemme suivant decrit sous quelles conditions un empilement est factorisable. 
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Lemme 3. Soit G un empilement. Soit E un facteur gauche de l’ensemble partiellement ordond 
G, c’est à dire un sous-ensemble de G v&&t la condition suivante : 

pour tout couple (Pp P3 de E xG tel que P’ 5 P. la piece P’ est tWnent de E. 
Alors E est un empilement, et il existe un unique e&i.lemetu F tel que E 0 F = G. 

Preuve. Montrons d’abord1 que E est un empilement, en v&il%nt les conditions (i) et (ii) de la 
dtfinition 1. 

La condition (i) est immtdiatement satisfaite, puisque E est un souscnsemble de 
l’empilement G. 

Si P est un tlement de E de niveau n non nul, il existe - dans G - une pièce P’ de niveau n- 
1, en concurrence avec P. Mais, d’apms la propried v&ifiee par E, la pi&ce P’ sera aussi dans E. 

Soit F’ l’ensemble G\E. Ecrivons F’= (P’,,...,P;), où pi = (Si, 4). S’il existe un 
empilement F tel que E CI F = G, alors F s’krit (4,...,P,), où 4 = (Si, mi), et I+ a la valeur 
defmie par la proposition ptrk.&iente. 

Mais alors les entiers mi sont d&ermines de façon unique par k.s deux relations : 
- mi = 0 si YTL, est vide, mi = 1 + max (mi) sinon, 
- TLi = {m, / PI T$ Yi et nj <ni}. 

Inversement, si les mi sont dtftnis de cette fa<;on, F est toujours un empilement. 
Pour démontrer que G = 15 0 F, il faut utiliser l’hypothèse portant sur E ; elle garantit que pour i 
donne, les pi8ce.s de E en concurrence avec P’i sont de niveau inferieur a ni. Cl 

Remarque. Ce lemme enitraîne la rt?gularid b gazhe de tout Clement E de @ (/8) : soient F et 
F’ deux empilements tels que E 0 F = E 0 F’, alors F = F’. On pourrait montrer de maniére 
analogue que E est aussi rkgulier à droite. 

3. MONOïDE PARTIE#LLEMENT COMMUTATIF 

Soit A un ensemble, et A* le monoïde libre engcndrl par A, c’est a dire l’ensemble des 
mots u s’écrivant u = a, . ..a., où, pour tout i, a, est ClCment de A, muni de l’op&ation de 
concathation qui associe. au couple (u, v) le mot UV obtenu en juxtaposant u et Y. Les lettres du 
mot u sont q,..., a,. L.‘ensemble A est appelt un alphabet. 

Soit C une relation binaire sur A, antir&lexive (a C a pour toute lettre a) et symkrique. 
Alors C induit sur A* une: relation d’tquivalence, notee E, definie de la façon suivante : parmi 
toutes les relations dVquivalence compatibles avec la ,sauchm de monoiie de A (c’est a dire telles 
que si u = u’ et v = Y’, alors UV = u’v’), et dont le graphe contient ((ub, ba) / a C b ), c’est celle 
dont graphe est le plus petit (au sens de l’inclusion). On v6rifie facilement qu’uue telle relation 
existe, et que deux cléments u et v de A* sont Cquivalents si et seulement si une suite de 
transpositions de deux lettres consécutives a et b teIles que a C b transforme u en v. Deux letues a 
et b commutent si et seulement si a C b. 

Exemple. A = (a, b, c, d) . La relation symétrique et antin%exive C est définie par son graphe 
[(a, b), (b, a), (a, c), (c, C~I)). Alors les mots abcd et bcad sont Equivalents. 

DHinition 4. Le monoïde libre partiellement commutatif, ou monoïde à commutations 
partielles engendn5 par C sur A* est le monoïde quotient & A* par la rehion d’&uivalence E. On 
le note CO (A, C). 
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Montrons que la notion de monoïde partiellement commutatif est kquivalente a celle 
d’empilement de pièces. Soit A un ensemble de suppotts, muni d’une relation de co~~wztllce t3. 
Choisissons pour alphabet A l’ensemble A. La relation binaire C dtfinie sur A par S C s’ e S % 
S’est sym&ique et antiréflexive. On peut donc construire le monoïde partiellement commutatif CO 
(A, Cl. 

Proposition 5. Soit @ le morphisme de monoïde de ,4 * dans l’ensemble G (A) des 
empilements de pkes d support dans k5 dtffim’ de la ftrçon suivante : 

soit &...S, WlM?lent & rB*, alOrS ~(sl...s,)=~,((si,O)}. 

L.e morphisme @ est compatible avec la relation d’kquivalence - d@nie sur AI *, et son 
morphisme quotient m est un isomorphisme de monoMe de Co (4 C) sur C (A). 

Preuve. 1) Soient u et v deux mots Cquivalents de ,A* ; alors a(u) = G(v). En effet, si deux 
lettres S et S’cornmutent, alors S % S’, et donc : 

IV, 0)) 0 ((S’, 0)) = IG’, 0)) 0 I(& 0)) = (6 01, (S’. 0)). 
ou encore @(SS? = @(SS). 

Etant donnes deux mots u,, et y de A*, on a alors G.&SS’uJ = cD(uJSy). IX 
resultat annoncé s’en déduit en rappelant que, si u et Y sont Cquivalents, une suite de 
transpositions de deux lettres conskutives et qui commutent transforme u en Y. 

2) Inversement, soient u et v tels que Wu) = a(v) = E. Montrons que II - Y. Remarquons 
d’abord que les longueurs de u et v sont Cgales (c’est le nombte de Pi&es de E), et raiso~ons par 

r&urrence sur cette longueur commune n. 
Si n vaut un, le rktltat est tvident. Si n 2 2, soit S la premi&re lettre de u : alors Y = Su’. 

Une des piéœs minimales de E est alors de support S. Mais puisque E = NV), une occurrence de 
S dans Y commute avec toutes les lettres de v plac&s a sa gauche. En effet, si S Ctait en 
concurrence avec une lettre S’ plac6e 4 sa gauche, la pi& associk a S dans E serait situ& au 
dessus de celle associke à S’. Donc v est tquivalent à un mot de la forme Sv‘. 

On a donc @(Sv’) = e(u) = @(Su’). Mais d’apri% le lemme 3 cidessus, il existe un 
empilement unique E’ tel que E = ((S, O)} 0 E’. Di%s lors E’ = @(u’) = @(v’), et d’aprks 
l’hypothese de rtkurrenœ, u’ E v’, et donc u t v.0 

Ainsi, la notion d’empilement de pièces est une illustration g&n&ique de la théorie des 
monoïdes libres partiellement commutatifs. Elle permet de visualiser et d’éclaircir un certain 
nombre de thkoremes, et particulièrement les rht?or&nes d’inversion que nous allons exposer. 

4. THÉORÈMES D’INVERSION 

Ces théoremes permettent d’f$uunt!rer certaines familles d’empilements nlativement a une 
valuation donntk. 

Soit IK un corps commutatif, x, ,..., x, des ind&ermin&s ; on appellera valuation toute 
appliCi3tiOll 

v : A ---) IK [ X,,...,X”] , 
v&iflant les deux conditions suivantes : 

- pour tout Clt?ment S de A3, v(S) est un polynôme en X, , . . . , x, sans coefiient constant ; 
- pour tout monôme X~I . . . xf. , le nombre de supports dont la valuation a une composante 

non nulle relativement à œ monbme est fini. 
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La valuation dune pike sera alors celle de son support. La valuation d’un empilement E, 
encore notee v(E), sera le produit des valuations de ses piikes. 

Les conditions imposees sur Y assurent alors :la convergence formelle de la skie cv(E) , 

où la somme porte sur tous les empilements E de @ (A). Si e’ est un sous ensemble de @ (A), 
la somme des valuations des empilements de 6’ converge encore et sera appel& stfrie gént?rurrice 
des empilements de G’. 

Le premier thdoorème que nous allons d6monaer est analogue A l’inversion de Mobius pour 
les monoïdes partiellement commutatifs ([Ca-Fol) et permet d’&mmtnr tous les empilements de 
8 (A). Un second thCor&ne, dû a Viennot [Vi4], le g&&alise : &ant donne un sous-ensemble 
‘TL de A, on dit, par abus de langage, qu’une pi& est dans 9TI., si son support s’y trouve. Ce 
second théoreme fournit alors la strie gtnératrioe des empilements dont toutes les pièces 
maximales - ou minimales - sont dans 9TL. 

Notation. Max (E) (resp. Min (E)) dtsignera l’ensemble des pièces maximales (resp. 
minimales) de E. 

Théorkme 6. (i) La sCrie gtnt!ratrice des empilements de @(A) est : 

Cv(E)=-& , 
EEe x(-l’)’ v(F) 

Fe3 

otI CT est l’ensemble des empilements triviau, et ) F 1 dhigne le nombre de pikes de F. 
(ii) Soit VI, un sous-enwnble de A. La série ghhatrice des empilements ayant toutes leurs 
pikes maximales (ou toutes leurs pilces minimales ,) dans TI est : 

03 ‘T( ‘TL) est l’ensemble des empilements triviaux d pikes daru le complhentaire de 9TI,. 

Preuve. Nous allons simplement montrer le second r&ultat, puisqu’il implique le premier (il 
suffit de choisir % := A). En regroupant les couples (E, F) dom’rant la même superposition E’, 
on parvient à l’identiu! : 

dans laquelle E’ decrit l’ensemble des empilements pouvant s’kire F 0 E, E et F vtrifiant les 
deux conditions suivantes : 

- E est un empilement a Pi&es nwknales dans ‘TII,, 

- F est un empilement trivial, 
et la seconde somme pone justement sur les couples (E, F) permettant cette tcriture, pour E’ 
donne. 

Soit donc E’ = F 11 E. où E et F satisfont les deux conditions ci-dessus. Alors F est inclus 
dans l’ensemble des pièces minimales de E’. D’autre part, F contient l’ensemble F, forme des 
Pi&es minimales de E’qui sont en même temps maknales et dans le compltmentaire de ‘JTk : ces 
pièces ne peuvent en effet provenir de E. 
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Inversement, si F; contient F, et est inclus dans l’ensemble des p2ce.s minimales de E’, 
l’unique empilement E, tel que E’= 4 0 E, (lemme 3) a ses pi&es maximales dans Tl,. Or 

c (-1F’ = 0, 
FOcljcML$E’) 

sauf si F, = Min (E’j, ce qui @tivaut a dite que E’est un empilement trivial B pi&œs dans ‘7?L, 
et entraîne le th~0rhme.0 

Remarque. Une des cornmoditts de la notion d’empilement de pièces est ce concept de pi&x 
tninimk (resp. maximale), plus facile a visualiser que celui de lettre commutant avœ tcum les 
letttes placks a sa gauche (nsp. droite) qui lui correspond pourtant par l’isotnorphisme @ dkrit 
en proposition 5. 

Dans le meme ordre d’idées, Canier et Foata [Ca-Fol d6montrent que chaque mot u du 
monoïde partiellement commutatif Co(A, C) admet une unique forme 11ormule. c’est A dire un 
~~ntantdeudelaformeu,y...u,,où: 

- pour 1 S i S n, ui est ClCment du monoïde A*, 
- pour 15 i S n, toutes les lettres de ui commutent entre elles, 
- pour 2 5 i s n, et pour toute lettre II de 4, il existe une lettre de &-l ne commutant pas avec u. 

Alors ui est le mot obtenu en concadnant les supports des pieces de niveau i-l de l’empilement 
w4. 

Nous proposons ici un troisiéme théor&me, nouveau et impliquant les deux pr&&ients. 
Etant dOMéS deux sous-ensembles ‘TL, et ‘TlL2 de 18, il fournit la sCrie g&t&aaice des 
empilements ayant toutes leurs pieces maximales dans 9TL, et toutes leurs pièces minimales dans 

m2. 

Lemme 7. Soient TL, et TL, deux sous-ensembles de A. On a hhtitt! suivante : 

OP la somme apparaissant dans le membre de droite est relative aux couples (E, F) 
d’empilements vt?n@nt les trois conditions suivantes (Fig.2) : 

- les pitkes maximales de E sont dans TII,, et ses picOces minimales &VU TL, ; 
- F est un empilement trivial d pikes dans lïntersection des complhnentaires de mb, et m2 ; 
- E et F ne sont pas en concurrence. 

Preuve. D’apr& la proposition pr&&lente, 
X(-l)‘” v(F) 

FEZ( ‘rn,) 

c(-1)‘” v(F)- 
FED 

est la s&ie gtdratrice des empilements a pièces maximales dans ‘JR,. On a donc l’identité : 
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x(-l)“’ v(F) 
-(‘-h) 

Y(- 

dans laquelle E’ d&it l’ensemble des empilements pouvant s’kire F 0 E, où E et F v&ifient les 
conditions suivantes : 

- E est un empilement a pieces maximales dans m, ; 
- F est un empilenwtt trivial a pikes dans le compl&W de 9ll,, , 

et la seconde somme porte sur les couples (E, F) petmettant justement cette kriture, pour E’ 
donnk. 

Soit donc E’ = F 0 E, où E et F satisfont les conditions cidessus. Alors F est inclus dans 
l’ensemble des pitces minimales de E’ qui sont cEl&nents de VT&. Par ailleurs, F contient 
forcément l’ensemble F, forme des piikes minimales de E’ qui sont en m&e temps maximales et 
dans TL, : elles ne peuvent en effet provenir de E. En conskquence, ces pibes sont aussi dans 
m,* 

Inversement, soit 1; contenant F. et inclus dans l’ensemble des pi&xs minimales de E’ qui 
sont dans “n2. Alors l’unique empilement E, tel qule E’ = F, 0 El a toutes ses pikes maximales 
dans TL,. 

Or c (-lP’=O, 
Focl~cYin(E’)n’llL2 

sauf si toutes les pièces minimales de E’ qui sont dans TL, sont aussi maximales et dans c‘JIL,. 
L’ensemble F, est alors Cgal à F et est formé de ces piéces ; il est donc Cltment de 
qrn,n”m,). 

Comme toutes les pieces de F sont à la fois maximales et minimales dans l’empilement 
E’ = F 0 E, on peut affirmer que E et F ne sont pas en concumxce. Les pii?ces minimales de E 
sont alors les pieces minimales de E’qui ne sont pas dans T&, et donc Min (E) est inclus dans 
Tt,,. Rappelons enfin que MUX (E) est inclus dans ‘TL,, ce qui achève la preuve.0 

E 

L- 

F F 
Fig. .2 

Remarque. Lorsque l’intersection des compltmentaires de ‘TL, et ‘TL2 est vide (et notamment 
lorsque VT& ou TL2 est Cgal à A), ce lemme fournit la serie gtnératrice des empilements dont 
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toutes les Pi&es maximales (resp. minimales) sont dans ¶., (resp. 9ll& Dans les autres cas, des 
termes supplément,&es apparaissent dans le membre de droite de l%ientitt! que l’on vient de 
montrer. 

Notations. Soit E un empilement. On notera Ë l’ensemble des &nents de A3 qui ne sont en 
concutrence avec aucun des supports des pieces de E, et e (Ë) l’ensemble des empikmcnts de 
pieces & support dans Ë. Ainsi, dire que deux empilements E et F ne sont pas en concurrence 
Equivaut A dire que E E 8 (F) (ou encore que F E 8’ (E)). 

Thkor&me 8. Soient 9Tt, et 9IL, deux sous-ensembles de A. La skie génhtricc des 
empilements dont toutes les pikes maximales sont dam mb, et toutes les pilces minimales &uu 
¶T& est : 

Preuve. Pour simplifier les notations, notons @’ l’ensemble des empilements dont toutes les 
pi&.xs maximales (resp. minimales) sont dans 9?I,, (resp.‘JTL,). On peut kcrim : 

pw= c 
&CE (E.F)E cx3(CmlnCmlnE) i 

(-l)%(E u F) x(-l)“’ , 
GCF 1 

puisque la somme portant sur G est nulle, sauf si F est vide, auquel cas elle vaut un. 
En Ccrivant F = G 0 F’, où F’ est eltment de F(“n, nTL,nG), et en inversant les 

sommations, il vient : 

f 

c v(E)= c v(G) 
EIMa+qcrn, 

M4E)crnz 
ca(crn, n <mi) 

i 
c (-lr’ V(EUF’) . 

(&F)/a&ne@) 

kcr(cmlncmtnFnE) 

Mais on rwmnait dans la seconde somme 

F&(G) 

ce qui acheve la preuve. (Il s$ftt en effet d’appliquer le kmn~ pr&dent en remplaçant A par Ë , 
TL, (resp. TL,> par TL, n E @esp. TL2 n Ë N.0 
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