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Résumé

On élabore des systéemes de réécriture et on les applique a la théorie et aux calculs
effectifs dans certaines structures algébriques libres.

Dans le monoide libre, on étudie une famille de factorisations complétes; les mots d’une
telle factorisation sont appelés des ‘mots de Hall’. Le systeme de réécriture qu'on y
développe permet d’eflectuer le calcul de la factorisation (unique) en produit de mots
de Hall des mots du monoide libre. Nous I'utilisons aussi pour montrer d’importantes
caractérisations des mots de Hall, qui n’étaient connues que dans le cas ot la factorisation
est ‘celle formée des ‘mots de Lyndon’.

On fait ensuite I’étude détaillée, dans I’algebre de Lie libre, du redressement des bases de
Hall généralisées, 4 I'aide du systéme de réécriture développé dans le monoide libre. Une
version adaptée de ce systéme de réécriture nous permet de faire un travail analogue dans
le groupe libre. Dans ce contexte, on montre que les éléments du groupe libre s’écrivent
de facon unique comme produit de certains commutateurs. On donne aussi des identités
pour calculer les multiplicités de ces commutateurs dans la décomposition d’un élément
du groupe libre.

On met au point des algorithmes de calcul des bases standard des idéaux a droite
dans ’anneau des polynémes non commutatifs. Une des principales applications de nos
résultats est de rendre effectif le travail avec les idéaux et dans le quotient de ’anneau
par un idéal. Les résultats sur les idéaux sont ensuite généralisés aux modules a droite
sur ’anneau des polynémes non commutatifs.
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Introduction

Dans un travail sur I’étude de certains p-groupes, P. Hall [HP 33] effectuait des calculs
profonds sur les commutateurs itérés et sur la série centrale descendante du groupe libre.
Cet article allait étre suivi de plusieurs autres travaux d’importance dans la ‘théorie com-
binatoire des groupes’. Parmi ceux-13, les travaux de Magnus [Ma 35, Ma 37] et de Witt
[Wi 37] ont permis de lier le groupe libre a une autre structure algébrique fondamentale:
Ialgébre de Lie libre. M. Hall a construit dans [HM 50a] une suite ordonnée de commu-
tateurs dans le groupe libre (qu'il a appelé les ‘commutateurs basiques’), qui donnent une
base de la série centrale descendante du groupe libre. Dans le méme article, il a utilisé

_les commutateurs basiques pour obtenir une base de ’algébre de Lie libre qui, depuis, est
appelée la ‘base de Hall’. Divers auteurs ont par la suite proposé des généralisations des
commutateurs basiques (Meier-Wunderli [MW 52], Schiitzenberger [Sc 58}, Sirsov [Si 62,
Gortakov [Go 69], Ward [Wa 69]). Peu de temps aprés M. Hall, Lyndon [Ly 54, CFL 58]
construisait une autre base de la série centrale descendante, qui a I'origine semblait d’une
nature différente de celle de la base de Hall.

Les travaux de Viennot [Vi 76] ont réuni dans une méme famille toutes les bases qui
avaient alors été construites. Il a donné des conditions précises qui décrivent une large
famille de bases de 1'algébre de Lie libre qui inclut la base classique de M. Hall et la
base de Lyndon. Il a montré comment ces bases peuvent étre obtenues & I'aide d’une
généralisation de la ‘méthode d’élimination de Lazard’. De plus, il ramenait 'étude des
bases de I’algébre de Lie libre a celle des factorisations du monoide libre. Ce sont les
bases considérées par Viennot que nous appellerons les ‘bases de Hall générales’. Les
factorisations qui leur correspondent dans le monoide libre sont appelées par Viennot ‘les
factorisations de Lazard’; nous appellerons les mots d’une telle factorisation, des ‘mots
de Hall'. On peut construire, 4 'aide d'une base de Hall générale, une base de 'algébre
enveloppante de l'algébre de Lie libre, en vertu du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
(cf. [Hu 72, Ja 62]). On est donc amené & une autre structure algébrique libre. En effet,
’algébre enveloppante de I'algébre de Lie libre est précisément 1’algébre associative libre
(cf. [Ja 62, Lo 82]). Cette algebre est celle des polynémes en variables non commutatives;
elle est aussi le module libre engendré par les mots du monoide libre. Dans [MR 89],
Melangon et Reutenauer présentaient un systéme de réécriture qui permet de calculer les
mots dans la base de Poincaré-Birkhofl-Witt associée a la base de Lyndon de I'algébre



de Lie libre. C’est ce systéme de réécriture qui est ici généralisé pour travailler avec les
bases de Hall générales, dans ’algebre de Lie et son algebre enveloppante.

Nous démontrons aussi certains résultats sur la factorisation des mots, de fagon complete-
ment combinatoire, en utilisant les propriétés du systéme de réécriture. Dans son travail,
Lyndon [CFL 58] donne quatre caractérisations des mots de Lyndon. Un paragraphe
entier de [Lo 82] est consacré a 1'étude des propriétés tres fines de ces mots, par rapport
a 'ordre lexicographique sur les mots. Nous montrons dans ce travail que plusieurs des
propriétés des mots de Lyndon sont aussi partagées par les mots de Hall, par rapport &
un ordre qui généralise ’ordre lexicographique.

Ces calculs dans 'algebre de Lie libre et dans le monoide libre trouvent leurs analogues
dans le groupe libre. En effet, Magnus [Ma 35, Ma 37} a donné un plongement du groupe
libre dans Dalgébre des séries formelles en variables non commutatives. Il met ainsi la
filtration naturelle de ’algébre associative libre en correspondance avec la suite centrale
descendante du groupe libre. Aux bases de Hall générales de I'algébre de Lie libre, il
correspond des familles de commutateurs basiques, que nous appelons des ‘commutateurs
de Hall'. 1] nous a semblé naturel de chercher dans quelle mesure nos méthodes pouvaient
étre utilisées pour retrouver les résultats dans le groupe libre. On y développe un systéme
de réécriture qui permet de calculer la décomposition des éléments du groupe libre en
produit de commutateurs de Hall. Cependant, on n’a plus dans le groupe libre toute la
rigidité d’une structure de monoide et par conséquent, le systéme de réécriture ne suffit
plus & lui seul pour montrer I'unicité de cette décomposition. Pour y arriver, nous avons
développé un argument algébrique, comme 'ont fait entre autres M. Hall [HM 50a) et
Lyndon [CFL 58]. Nos calculs montrent que les fonctions qui calculent I’exposant d’un
commutateur de Hall, dans la décomposition des éléments du groupe libre, sont dans
I'algebre des fonctions sous-mot. Ce résultat permet d’étendre au groupe libre tout entier
des identités qui avaient été montrées par Thérien [Th 83] pour le monoide libre. On en
tire de nouvelles démonstrations de deux importants théorémes. L'un de Magnus [Ma 37]
qui caractérise les éléments du n®™ groupe de la série centrale decendante du groupe
libre; et I’autre de P. Hall [HP 33} qui donne une expression polynomiale pour ’exposant
d’un commutateur de Hall, dans la décomposition d’une puissance d’un élément du
groupe libre. Ce théoréme lui avait permis de montrer plusieurs résultats importants de
la théorie des p-groupes.

Le calcul avec les sous-algébres de Lie de I'algeébre de Lie libre est lié aux calculs avec
les idéaux a droite dans I’algebre associative libre. En effet, une sous-algebre de Lie de
Ialgébre de Lie libre est exactement égale a la partie de 1'idéal & droite qu'elle engendre
(dans P’algébre associative libre), et qui se trouve dans I’algébre de Lie libre (cf. [Di 74)
et [Reu 99]). C'est ce résultat qui motive I’étude que nous faisons des idéaux a droite de
'anneau des polynémes non commutatifs. Il est connu depuis P. M. Cohn [Co 61, Co 69)
que les idéaux a droite de cet anneau sont des modules libres (sur 'anneau). Notre point
de départ est un théoréeme de Berstel et Reutenauer [BR 88], qui affirme I’existence



de bases des idéaux a droite liées aux codes préfixes du monoide libre. L’un des buts
recherchés était d’arriver a donner un calcul effectif des bases de Berstel et Reutenauer.
Nous avons puisé notre inspiration dans les travaux de P. M. Cohn [Co 61, Co 69] et défini
les concepts ‘d’indépendance d’une famille de polynémes’, puis de ‘base indépendante’ et
de ‘base standard’ d’un idéal. Nous donnons des caractérisations de ces bases en termes
de codes préfixes associés; de sorte que, en particulier, les bases standard sont des bases
qui satisfont les exigences du théoréme de Berstel et Reutenauer. Les méthodes que nous
ernployons pour le calcul des bases indépendantes et des bases standard sont analogues
aux méthodes utilisées pour le calcul des bases des idéaux des anneaux de polynomes en
variables commutatives.






Chapitre 1

Réécritures dans le monoide libre

et dans D’algebre de Lie libre

1.1 Introduction.

Les bases des algebres de Lie libres apparaissent pour la premiére fois dans un article de
M. Hall [HM 50a}, bien qu’elles soient implicites dans les travaux de Philip Hall [HP 33]
et de Wilhem Magnus [Ma 37] sur le calcul des commutateurs dans le groupe libre.
Ces bases, connues sous le nom de ‘Bases de Hall’, ont inspirées plusieurs auteurs et
ont données lieu & plusieurs généralisations: Meier-Wunderli [MW 52], Schiitzenberger
[Se 58], Sirsov [Si 62], Goréakov [Go 69], Ward [Wa 69]. Lyndon [CFL 58] a introduit
des bases qui a l'origine semblaient différentes des bases de Hall.

Viennot a donné une généralisation de toutes ces constructions et il a montré que, dans
un certain sens, sa construction était optimale [Vi 76, Th. 1.2]. Il a aussi montré que
sa construction est équivalente au processus d’élimination de Lazard. Ce sont les bases
considérées par Viennot que nous appellerons les ‘Bases de Hall'.

La construction de ces bases repose sur une construction d’arbres et de mots. Nous ap-
pelons ces arbres et ces mots, les arbres de Hall et les mots de Hall. Ils sont définis a I'aide
de certaines inégalités (voir (1.1), (1.2) et (1.3) du paragraphe 1.2). L’ensemble des mots
de Hall forme une factorisation du monoide libre, telle que définie par Schiitzenberger
[Sc 65]. Viennot [Vi 76] a exposé de fagon exhaustive le lien entre algébres de Lie libres
et factorisations du monoide libre.

Dans [MR 89], Melangon et Reutenauer présentaient un systéme de réécriture de suites
de mots de Lyndon. Ce systéme de réécriture permettait de montrer plusieurs identités,



satisfaites par des polyndmes construits a partir de la base de Lyndon, dans I'algebre
de polynoémes non commutatifs et dans 'algébre de shuffle. Bien avant, Schiitzenberger
[Sc 58] montrait des formules analogues pour un cas particulier de bases de Hall. Cest

dans le but d'unifier ces résultats que nous avons entrepris nos travaux sur les arbres
et les mots de Hall. Certaines démonstrations des résultats de [MR 89] utilisaient des
propriétés tres fines des mots de Lyndon. Il semblait naturel d’une part, de chercher
a voir jusqu’a quel point elles étaient ou n’étaient pas exclusives aux mots de Lyndon.
D'autres part, il fallait tenter de montrer les identités de [Sc 58] et [MR 89] pour le cas
des bases de Hall générales.

Le premier chapitre contient les résultats de ces recherches, qui ont en parties déja été
publiées (voir [Me 91]). Il comporte trois volets. Nous donnons d’abord une nouvelle
preuve combinatoire de la factorisation des mots en produit décroissant de mots de Hall,
différente de celle de Viennot (Th. 1.4.6). Notre méthode se rapproche de Schiitzen-
berger [Sc 58]. Nous utilisons un systeme de réécriture de suites de mots de Hall et
exploitons ses propriétés: convergence, confluence (Prop. 1.4.8) et inversibilité (Prop.
1.4.11). Lalgorithme que nous fournit le systeme de réécriture pour calculer la factori-
sation des mots est semblable au ‘collecting process’ de P. Hall [HP 33] et de M. Hall
[HM 50a], bien que plus général, et généralise le systéme de réécriture de [MR 89] (voir
Rem. 1.4.3). L’unicité de la factorisation est aussi une conséquence d’une propriété tres
subtile de la factorisation des facteurs gauches du feuillage des arbres de Hall en produit
de feuillages de leurs sous-arbres, qui généralise la ‘décomposition normale gauche’ de

[Sc 58] (Lemme 1.3.1).

Apres avoir défini un ordre adéquat sur les mots du monoide libre, nous montrons que les
propriétés des mots de Lyndon se généralisent aux mots de Hall. Les bases de Lyndon se
construisent directement des mots de Lyndon, qui s’obtiennent en considérant certaines
inégalités par rapport a 1'ordre lexicographique sur les mots (voir [Ga 88, Lo 82] pour une
présentation). C’est 1'ordre lexicographique sur les mots que nous généralisons: étant
donné un ensemble H de mots de Hall, on définit un ordre total <y sur le monoide
libre. Cet ordre coincide avec I'ordre lexicographique lorsque H est I'ensemble des mots
de Lyndon (Prop. 1.5.2). Nous montrons que les mots de Hall satisfont les mémes
propriétés que les mots de Lyndon. Ils sont caractens&, par rapport a cet ordre <y,
par les conditions équivalentes:

(i) ils sont minimaux dans leur classe de conjugaison (Th. 1.5.5),
(i) ils sont strictement plus petits que leurs facteurs gauches propres (Th. 1.5.13).
De plus, comme c’est le cas pour les mots de Lyndon, la factorisation standard d’un mot

de Hall et la factorisation d’un mot en produit décroissant de mots de Hall s’obtiennent
en calculant le facteur gauche minimal de ce mot.



Nous montrons aux paragraphes 1.6 et 1.7 que la plupart des résultats de [MR 89] se
généralisent au cas des bases de Hall. Nous utilisons le systéme de réécriture pour
calculer dans la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associé aux mots de Hall (PBWH).
L'écriture d’'un mot dans cette base est obtenu en cueillant les éléments de la base
PBWH qui pendent aux feuilles d’un arbre de dérivation du mot (Th. 1.6.7). On retrouve
les résultats du Th. 2 de [MR 89], en utilisant une propriété du systeme de réécriture
(Lemme 1.4.7). Le théoréme du paragraphe 4 du méme article reprenait un résultat de
Radford [Ra 79] et affirmait que I’algebre de mélange est isomorphe & une algébre de
polynémes commutatifs. La démonstration de ce résultat repose sur une propriété des
mots de Lyndon qui n’est pas vérifiée pour les mots de Hall généraux. Nous montrons
pourquoi on ne peut obtenir une autre démonstration de ce résultat a I’aide des bases
de Hall générales en fournissant un contre-exemple (Rem. 1.7.9).

1.2 Arbres et mots de Hall: définitions et notations.

Soit A un ensemble; on appellera les éléments de A des lettres et A lui-méme un alphabet.
On désigne par M(A) le magma libre sur A. Rappelons qu'un arbre binaire est un graphe
orienté T = (V, E,r) ot V est I’ensemble des sommets, E est ’ensemble des arcs et r
est un sommet distingué, la racine de l’arbre, tels que: (i) il n’y a pas d’arc arrivant en
r, (ii) en chaque sommet s qui n’est pas la racine: il arrive en s exactement un arc et
soit aucun arc, soit deux arcs sont issus de s, (iii) chaque sommet est accessible depuis
la racine. Les feuilles de T sont les sommets d’oll n'est issu aucun arc. Les éléments de
M(A) s’identifient a des arbres binaires dont les feuilles sont étiquettées par des lettres.
Le degré d’un arbre t est le nombre de feuilles qui pendent a ses branches; on le note |¢|.
Les arbres de degré un sont les lettres de 1'alphabet. Tout arbre de degré au moins deux
s'écrit ¢ = {t',1"]) ol t” (respectivement t') est son sous-arbre droit immédiat (resp. sous-
arbre gauche immédiat). Un sous-arbre droit de t est soit t”, soit un sous-arbre droit de t’
ou t”; un sous-arbre d’extréme droite de t est soit t”, soit un sous-arbre d’extréme droite
de t”. On définit de fagon analogue les sous-arbres gauches et sous-arbres d’extréme
gauche de t. Un sous-arbre de t est un sous-arbre gauche ou droit de ¢, ou ¢ lui-méme.
Par exemple, soit A = {a,b}; la représentation en arbre de 1’élément [[a, b]([a, b}}]] de
M (A) est donnée & la Fig. 1.1. Pour cet élément, [a, b} est & la fois un sous-arbre gauche
et un sous-arbre d’extréme gauche. Son sous-arbre droit immédiat est [[a, b]b].

On utilisera les notations ' et ” pour désigner les sous-arbres immédiats gauches et

droits. Par exemple, si t = [t’,1"] alors (t')" et (t")" sont les sous-arbres droits immédiats
respectifs de ¢’ et t".

On désigne par A” le monoide libre sur A; les éléments de A® seront appelés des mots. Le
produit sur A* est le produit de concaténation. Si u =a;...a, et v= "5, ...b,, sont des
mots de A* alors leur produit est le mot uv = @, ...a.d, ... b,. On définit une application
canonique f qui va de M(A) vers A*, par f(a) = asia € Aet f(t) = f(t')f(t") si



Figure 1.1: Représentation par arbre de {[a, b]{[a, b]b]}.

t = [t',t"] est de degré au moins deux. Le mot f(t) est appelé le feuillage de t. Par
exemple, le feuillage de 1'arbre de la Fig. 1.1 est f({[a, b}[[a, b]b]]) = ababb. Appliquer f
revient donc & supprimer les crochets. Comme le degré de P’arbre t est égal a la longueur
du mot w = f(t), on note la longueur de w aussi par |w|.

Soit H(A) un sous-ensemble de M(A), muni d’un ordre total <, qui contient I’alphabet
A, et qui est tel que: pour tout t = {t',t"] € H(A) de degré > 2, on a t” € H(A) et:

t<t" (1.1)

Ce sous-ensemble sera appelé un ensemble de Hall si de plus, pour tout arbre h de degré
>2,0nah € H(A) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

KK € HA) et K <A, (1.2)
soit k' est une lettre, soit h' = [k, k"] et alors k" > h". (1.3)

Le deuxieme cas de la condition (1.3) est équivalent a dire: si h = [k’, h”] alors (R’)" > A".
Les arbres de H(A) seront appelés des arbres de Hall.

1l est important de remarquer que les sous-arbres des arbres de Hall sont eux-mémes des
arbres de Hall. Les arbres de Hall de degré un sont les lettres de A et les arbres de Hall
de degré deux sont tous de la forme [a,b] avec a,b€ Aet a < b.

Exemple 1.2.1 Voici la liste, en ordre ascendant, des arbres de degré au plus cinq d’un
ensemble de Hall sur A = {a,b} aveca < b.

[[[[a, bla]ela] , [[la, tlal(a,8]] , [la,b]a] , ({[a,b)e]q] ,

[a,8] , [la,]([a, 8}8]] , [[la,b]bla] , ({a, 10 ,
[[[[a, b}b}a]a] , @, [[[a,B)6}b)8] , [[[a,]E]E] , b

Lemme 1.2.2 Soient h, k des arbres de Hall tels que h < k et h" > k. Alors
rp=[[...[A,K).. .Jk]
N, e’
»

est un arbre de Hall, pour tout p > 1.



Démonstration. On procede par récurrence sur p. On vérifie que les hypotheses sur A et
k satisfont aux conditions (1.2) et (1.3); de sorte que ry = [h, k] est bien un arbre de
Hall. Maintenant, supposons que r, est un arbre de Hall. Selon la condition (1.1), on a
rp < 1y = k et par construction de l'arbre r, r, = r,_y, donc (r})" = k > k. De sorte
que les conditions (1.2) et {1.3) sont satisfaites (avec A’ = r, A" = k) et rpy; = |rp, k)
est un arbre de Hall. Y

Lemme 1.2.3 Soit h = [h', k"] un arbre de Hall. Si h{ est un sous-arbre droil de h
alors hi > h".

Démonstration. On procéde par récurrence sur le degré de Parbre k. Soit kY est h” lui-
méme, soit A} est un sous-arbre droit de &’ ou h”, par définition. Dans le premier cas on
a bien hy > h”. Par récurrence, on a dans le second cas hy > (h’)"; et dans le troisieme
cas hy > (h")”. Comme les conditions (1.3) et (1.1) donnent respectivement les inégalités
(R")" = h" et (R")" > k", on obtient bien dans tous les cas hy > h". [

1.3 Factorisations des facteurs de mots de Hall.

Nous allons maintenant nous intéresser aux facteurs gauches et aux facteurs droits des
mots de Hall. Nous allons montrer que I’application feuillage est injective, ce qui nous
conduira éventuellement & montrer 'unicité de la factorisation des mots en produits
décroissants de mots de Hall. Le lemme suivant est d’une importance cruciale.

Lemme 1.3.1 Soit h un arbre de Hall et w = f(h) son feuillage. Supposons que soil

donné une factorisalion en mots non vides de w, w = uv. Alors il existe des arbres de
Hallky, ..., ky, by, .., h, tels que:

w= f(k2) .. f(km) y v = f(hy)... f(B) (14)

et k],...,km<h1, h] ZzhnZh"

Démonstration. En fait, nous allons montrer plus que ne contient I’énoncé du lemme.
Nous allons voir en cours de démonstration que les arbres h,, ..., h, sont des sous-arbres
droits de k. Soit h = [k’, h”]. Par définition, on a f(k) = f(h')f(h"), et par hypothése,
f(h) = uv. 1l se peut que u = f(h') et v = f(h") auquel casonposem =n =1, e
ky = ', h; = h". Les conditions annoncées sont alors satisfaites puisque k; < h, et que
h; est le sous-arbre droit immédiat de A.

Sinon, on considére deux cas et on procéde par récurrence sur le degré de h.

Cas 1: f(h') = uz,v = = f(h"), avec z non vide (voir Fig. 1.2). Par récurrence, appliquée
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Figure 1.2: f(h') = uz,v = zf(h").

| f(h’)l f(R")
T T . ]

—
T

Figuré 1.3: u= f(h')z, f(R") = zv.

a k', il existe des arbres k;,...,km,h1,...,hy1 tels que:

u=f(k)...f(kn) , 2= f(h1)... f(hn-1)

et ki,ooo km < hi,hy > ... 2 by 2 (B))", o0 hy,..., h,_, sont des sous-arbres droits
de h’. Comme h' est le sous-arbre gauche immédiat de A, h;,...,hk,_, sont bien des
sous-arbres droits de A. On a, par (1.3), (k)" > k". Si on pose h, = k", on a alors
v=2zf(h") = f(h1)... f(hn) et on obtient le résultat.

Cas 2: u = f(h')z, f(h") = zv, avec z non vide (voir Fig. 1.3). Par récurrence, appliquée
a h”, il existe des arbres ky,...,km,hy,...,k, tels que:

2= f(ks)... f(km) , v = f(h1)... f(ha)

et ka,...,km < hy,hy 2 ... 2 h, 2 (h")", o0 hy,...,h, sont des sous-arbres droits
de k. Comme h” est le sous-arbre droit immédiat de h, h,,...,h, sont bien des sous-
arbres droits de k. On a, par (1.1), " < (h")" et par {1.2), i’ < h”. On combine
ces inégalités pour obtenir &' < k" < (A")” € h;. Si on pose k; = &', on a alors
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km hy

Figure 1.4: Décomposition des facteurs gauche et droit d’'un mot de Hall.

u= f(h)z = f(k1)...f(km),v= f(l)... f(hs) et on obtient encore une fois le résultat.
e

Remarques 1.3.2 Cette factorisation du facteur droit v peut se calculer en suivant pas
a pas les étapes de la récurrence. En particulier, si le Cas 1 est rencontré au moins
une fois durant le calcul de la factorisation, alors v = f(h;)... f(h,) avec n > 2, et
h; > (h')". Remarquez que le Cas 1 est rencontré si on a |v| > |h”|.

Si le Cas 2 est rencontré & la premiére étape du calcul, alors
v=f(hy)... f(hy), avec by > ... > h, > (A")",

puisque dans ce cas, v est un facteur droit de k”. Remarquez que si a chaque étape de
la récurrence, on ne rencontre que le Cas 2, alors on est assuré que v est le feuillage d’un
sous-arbre d’extréme droite de h. En d’autres mots, si v ne se réduit pas au feuillage d'un
sous-arbre d’extréme droite de h alors sa factorisation compte au moins deux facteurs.
Ces observations nous seront utiles au paragraphe 1.5.2. 1

Le Lemme 1.3.1 posséde une intéressante interprétation géométrique. Les factorisations
(1.4) du facteur gauche u et du facteur droit v = av’ peuvent étre obtenues en suivant
l'unique chemin qui va de la racine de ’arbre a la feuille a, qui est la premiére lettre de
v. Imaginons qu’on suit ce chemin, et qu’a chaque sommet interne de I'arbre on laisse
tomber le sous-arbre qui y pend. Les sous-arbres qui tombent a la droite de a (y compris
le sous-arbre dont a fait partie) donnent la factorisation de v en produit décroissant
de feuillages d’arbres de Hall. Les arbres qui tombent & la gauche de a donnent la
factorisation de u et satisfont la condition annoncée. (Voir Fig. 1.4).

A partir de maintenant nous dirons qu’un mot est un mot de Hall s’il est le fevillage d’un
arbre de Hall. Le prochain lemme nous dit que I'application ‘feuillage’ f est injective.
Désignons par Hy P'ensemble des arbres de Hall de degré au plus d. Remarquez que si
h € Hy,, alors A, h" € Hy.
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Théoréme 1.3.3 Tout mot de Hall est ’image d’un unique arbre de Hall. Si un mot
de Hall, w = f(h), peut étre écrit en un produit décroissant de mots de Hall:

w=f(hy)... f(hn), avec hy > ...> h,,

aglorsona n=1.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur d, le degré des arbres. Le cas
d =1 est facilement vérifié. Supposons le théoréeme vrai pour les arbres de degré d et
soit t = [t',1"] un arbre de Hall de degré d + 1 tel que:

f@) = FE) (") = f(h)... f(ha), avec hy 2 ... 2> ha. (1.5)

Nous allons montrer que n = 1. Il nous faut distinguer trois cas selon les longueurs
respectives de t" et h,,.

Cas 1: |t"| = |h,]. Comme [ préserve les longueurs, on a par (1.5), que f(t') = f(h;)
... f(hn=1) et f(h,) = f(t"). La récurrence appliquée 2 t' nous donne hy = t'et n—-1 =1,
donc n = 2. La récurrence appliquée a t” nous donne k, = t”. Mais par (1.2), on a
t' < 1" et par hypothése k), > h;. On obtient donc une contradiction; le Cas 1 ne peut
survenir.

Cas 2: [t"| > |hy|. Encore une fois, par (1.5), on a f(t") = vf(hi41) ... f(h,) ol v est un
facteur droit propre de f(h;). Observez que v est non vide: si on suppose au contraire
que v est vide, alors c’est que f(t") = f(hiy1)... f(hs); de sorte que par récurrence, cette
factorisation ne contient qu'un seul facteur, d’ol n = i + 1, ce qui contredit 'inégalité
stricte |t"] > |h,].

Comme v est facteur propre de f(h;41), on déduit du Lemme 1.3.1 une factorisation
v=f(k)... f(km)oUuky,..., kn sont des arbres de Hall satisfaisant k; > ... > k,, > hY.
De la condition (1.1) appliquée & h;, et de I'inégalité h; > h,;,, op obtient k; > ... >
km 2 hiyy 2 ... 2 hy; 0on a donc:

f@&") = f(k). . f(km)f(higa) .. f(Bn).

Il y a dans ce produit au moins deux facteurs puisque i < n et m > 1. On contredit
donc ’hypothése de récurrence faite sur t”. Le Cas 2 ne peut survenir.

Cas 3: |t"| < |ha|. Encore une fois, par (1.5), on a f(h,) = vf(t") ot v est un
facteur droit de t'. Le facteur v est non vide, en vertu de I'inégalité stricte || < |h,|.
Maintenant, si n > 1 alors v doit étre un facteur droit propre de t’ et selon le Lemme
1.3.1, il existe des arbres de Hall k,,..., k, tels que:

v=f(ki)... f(km), avec ky > ... > kg > (t')".
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Comme par (1.3), (') 2 t”, le mot de Hall f(h,) se factorise en:
S(ha)y= f(k) ... f(km)f(t"), avec ky 2> ... 2 kpn 2 t".

Observez aussi que n > 1 implique h, € Hy, donc la récurrence s’applique  h,. Mais,
comme ‘dans le Cas 2, la factorisation de h, qu’on vient d’exhiber nous méne a une
contradiction puisqu’elle compte au moins deux facteurs.

On est donc forcé d’avoir n = 1.

Il reste & montrer que si k et k sont des arbres de Hall tels que f(h) = f(k) alors
h = k. On procéde par récurrence sur le degré des arbres; on vérifie facilement que f
est injective sur A. Soit h = [k',h"] et k = [K’, k"], de sorte que f(h) = f(R')f(R") =
J(K')f(k") = f(k). On peut supposer que |h”| > |k”|. Si [h”| = |k"|, alors c’est que
J(h')y = f(K), f(R") = f(K") et par récurrence h' = k',h" = k", dou h = k. Si
|h"} > |k”|, alors f(h") = vf(k") ol v est un facteur droit propre de k’. Selon le Lemme
1.3.1, on peut factoriser v en:
v=f(r1)... f(rm),

ol ry,...,r, sont des arbres de Hall satisfaisant r; > ... > r,, > (k')". Selon la
condition (1.3), (K')" > k", de sorte que:

fFR"Y=f(r1) ... f(rm) f(K"), avec 7y > ... 21y > k",

Cette factorisation compte au moins deux facteurs. On aboutit donc a une contradiction
puisque par hypothése f(h") ne peut étre écrit en un produit décroissant de feuillages
d’au moins deux arbres de Hall. <

Le Th. 1.3.3 nous permet d’identifier un mot de Hall & I’'unique arbre de Hall dont il est
le feuillage. Nous désignerons aussi par H(A) ’ensemble des mots de Hall dans A*. Cet
ensemble de mots est totalement ordonné par 'ordre < sur les arbres de Hall.

1.4 Réécritures de suites standard de mots de Hall.

En transportant, a I'aide de f, les arbres de Hall de H(A) dans A®, on importe aussi
les propriétés que satisfont les arbres. Soit h un mot de Hall et t I'unique arbre de
Hall dont il est le feuillage, 2 = f(t). Si h n’est pas une lettre alors t = [t',t"]); soit
k' = f(t'),h” = f(1"). On a donc h = h'h”; nous appelons cette factorisation de k, sa
factorisation standard. Nous utiliserons les notations ’ et ” pour désigner la factorisation
standard des mots de Hall. Nous reprenons les inégalités (1.1), (1.2) et (1.3) dans le
contexte des mots de Hall.

Soit A un mot de Hall et A = h’h” sa factorisation standard. Alors:

h < h", (1.6)
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K< ", (1.7)

Soit k un autre mot de Hall tel que h < k. Alors hk est un mot de Hall de factorisation
standard (hk)' = h,(hk)" = k si et seulement si

soit h est une lettre, soit A" > k. (1.8)

Nous considérons maintenant des suites de mots de Hall:
s$= (hh'“ahn)’ h],...,h,‘ € H(A).

La longueur de la suite s, qu'on note |s), est égale au nombre de termes qui la composent.
Une telle suite sera appelée suite standard si pour touti =1,...,n—1:

soit h; est une lettre, soit h; = h'hY et alors AT > hiyy,..., ha. (1.9)

Une suite de lettres est une suite standard. Une suite décroissante de mots de Hall est
standard. En effet, soit s = (hy,...,h,), avec by > ... 2> h,. Alors h; = hlh! et par
(1.6), kY > h;, de sorte que h? > h;yy,..., h,.

Une montée d’une suite s = (h,,...,h,) est un couple de mots consécutifs (h;, h;y1) tels
que h; < h;yy. Une montée éloignée d’une suite est un couple de mots de la suite:

(hish;) tels que i < j et h; < h;. (1.10)

Soit s une suite standard qui n’est pas décroissante; une montée légale de cette suite est
une montée (h;, h;y,) telle que:

hisa 2 hisz- o b (1.11)

Remarque 1.4.1 Toute sous-suite d’une suite standard est une suite standard. De plus,
si § est une sous-suite d'une suite standard s et si h et k sont des termes consécutifs de
3 tels que (h, k) est une montée légale de s, alors (h, k) est une montée légale de 5. <©

On définit deux suites s’ et s” obtenues de s par réécriture:
§'= (hl’ cooshicyy hibigy, b i+2) - n)a (1-12)
= (hls---,hi-hhii-hhiyhﬂ-?v---shn)- (1'13)
Remarque 1.4.2 En d’autres mots, s’ est obtenue de s en concaténant les deux mots h;
et h;;, et s” est obtenue de s en échangeant les deux mots h; et h;y;. Sis = (hy,...,hy,)

est une suite standard le mot w = A, ...k, obtenu de s en concaténant ses facteurs sera
appelé le mot associé & s. Par conséquent, les mots associés a s et s’ sont égaux. <
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Remarques 1.4.3 La suite s est donc réécrite en deux suites s’ et s”. Dans [MR 89),
un systeme de réécriture similaire est défini; on y réécrit des suites standard de mots
de Lyndon (voir la Rem. 1.5.1), en réécrivant & chaque étape la montée la plus a droite
de la suite. Comme dans ce cas on a hiyy 2> hiyz > ... 2 h,, la condition (1.11) est
assurément vérifiée.

Dans [Sc 58], on ajoute & (1.6), (1.7) et (1.8) la condition supplémentaire h < k', pour
que le mot h soit un mot de Hall. Un systéme de réécriture qui travaille sur des suites
licites y est défini. La suite s = (hy,...,h,) est appelée licite si pour tout couple de
mots consécutifs (h;, hi41), soit h; > hi4q, soit hihiy, est un mot de Hall. La condition
supplémentaire h < h’ est alors utilisée pour montrer qu’on obtient une suite licite en
réécrivant la montée la plus a droite d’une suite licite.

Dans [HM 50a) et [HM 59, Chap. 11], les arbres de Hall sont considérés comme des
commutateurs dans le groupe libre sur l'alphabet A. Les suites de tels commutateurs
sont réécrites en utilisant le ‘collecting process’. On réécrit les montées h; < h;y, ou
hiy1 est un mot maximal parmi les mots de la suite. La condition (1.11) est alors
trivialement vérifiée puisqu’on a h;y; 2 hj, pour tout j. Nous aborderons la réécriture

des suites standard de commutateurs de Hall au Chap. 2. <

Proposition 1.4.4 Soit s = (hy,...,h,) une suite standard de mots de Hall. Si la
montée (h;, h;y,) est légale, alors s’ et s sonl des suites standard de mots de Hall. De
plus, la factorisation standard du produit h;h;y, est (hihiyy) = ki et (hihip1)” = hiyy.

Démonstration. On a h; < h;41. Soit h; est une lettre, soit h; = hih? et alors hY > h;yq,
selon (1.9). Donc, en vertu de (1.8), h;hi4y est un mot de Hall avec la factorisation
standard annoncée.

Pour montrer que s’ est standard il faut montrer que (i) A > h;hiyy pourj =1,...,i—1
et (ii) hiy1 = hit2,.- ., hn. Le point (ii) est vérifié puisque (h;, hi41) est une montée légale
de s. Soit hj = h}h] la factorisation standard de h;. Alors, par (1.9) on a hJ 2> hyyy
pour j < i, et par (1.6) on a hiyy > hihiyy. Donc kY > hihiyy, et la suite s’ est standard.

Pour montrer que s” est standard, il suffit de vérifier que h},, > h;. Mais on a h; < hi44,
puisque (k;, ki41) est une montée de la suite et hiyy < A7, par (1.6). Donc k., > h;
et la suite s” est standard.

Remarque 1.4.5 Le systéme de réécriture peut étre utilisé pour effectuer des calculs
dans l'algébre de Lie libre et dans son algébre enveloppante. En effet, lorsqu’aux suites
on associe un produit de polynémes de Lie (obtenus des arbres de Hall), on a, dans
l'algébre des polynomes non commutatifs, s = s’ + s”. Cet aspect ne nous intéressera
qu’aux paragraphes 1.6 et 1.7. Pour Pinstant, nous concentrerons notre attention sur la
suite §'. Y
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Le résultat suivant a déja été trouvé par plusieurs auteurs a divers degré de généralité (par
rapport a I'ordre sur H(A)) (voir [Vi 76]). Nous en donnons une nouvelle démonstration.

Théoréme 1.4.6 Tout mot w € A" peut étre écrit de facon unique en un produit
décroissant de mots de Hall:

w=h;...h,, avec hy > ... 2 h,.
Nous donnons d’abord un lemme qui sera utile dans la preuve du Th. 1.4.6 et ailleurs.

Lemme 1.4.7 Soient w = h,...h,, avec hy > ... > h,, et v un facteur droit propre du
mot h;. Alors siv =ry...r, est la factorisation de v donnée par le Lemme 1.3.1, on

arm > hiyy et le mot vhiyy ... h, peut étre écrit comme produit décroissant de mots de
Hall:

'Uh."+1...hn=Tl...rmh1...h".

Démonstration. Si v est vide il n’y a rien 2 montrer. Si v est non vide alors soit v =
T1...Tm la factorisation de v donnée par le Lemme 1.3.1. On a ry,...,rn € H(A) et
r 2 ... 271, 2 h!. Comme h! > h,, par (1.6), et h; > h;y,, par hypothése, on a
Tm > hiy1 et on peut écrire le mot vh,,; ... h, comme un produit décroissant de mots
de Hall: vh,yy...h, =7 ...1 k... Ay O

Démonstration du Th. 1.4.6. Existence. Le systéme de réécriture nous fournit un
algorithme pour calculer une factorisation d’un mot w en un produit de mots de Hall.

On peut calculer des suites standard successives sg,s; = 8j,...,8, = Sp.; avec s, =
(h1y-. - hn), i 2 ... 2 hetw=hy.. h,

Siw=a;...a, alors s = (a,...,a,) est une suite standard. On prend so = (ay,...,a,)
et on calcule s; = 55,5, = s},... Aprés un moment, on arrive & s, = (hy,...,hs), by >
... 2 h,. En vertu de la Rem. 1.4.2, on a w = h; ... h,; on a donc montré ’existence de
la factorisation.

Unicité. Supposons que le mot w posséde plus d’une factorisation:
w= IC] ...km = hl---hn)

ou les k; et les h; sont des mots de Hall satisfaisant k; > ... > kpn, by > ... > h,. On
procede par contradiction. On peut supposer n > 1 et m > 1, en vertu du Th. 1.3.3. De
plus, on peut supposer que |k,| > |h,| (puisque |k, | = |h,| implique, par récurrence,
m=netk; = h,;).

On doit donc avoir ky, = vhiy; ...k, oll i < n et v est un facteur droit non vide de h,.
Le cas v = k; ne peut se produire, en vertu du Th. 1.3.3. Donc, v est un facteur droit
propre et non vide de A et selon le Lemme 1.4.7, k,, se factorise en:

k,,,=vh.-+,...h,,=r,...r,>h.-+,...h,,,
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avec ry,...,7p € H(A) et r; > ... > rphiy1 2 ... 2 h,. On contredit donc le Th. 1.3.3;
ce qui termine la démonstration. )

Nous allons donner une deuxieme démonstration de l'unicité de la factorisation des mots
(voir Cor. 1.4.12) en utilisant les propriétés du systéme de réécriture. On définit une
relation, qu'on note —, sur l’ensemble des suites standard de mots de Hall, en posant:
s—+t si et seulement si ¢t = s’ ou &' est définie par (1.12). En d’autres mots, s—t si et
seulement si ¢ est obtenue de s en concaténant deux mots d’une montée légale de s. Si
s-+t, on dit que ¢ est dérivée de s.

Proposition 1.4.8 La relation — est confluente. Plus précisément, si s,s; et s; sont
des suites standard dérivées de s, alors il existe une suite standard t telle que s;—1 et
Sp—t.

Nous formulons en un lemme un résultat nécéssaire dans la preuve de la proposition, et
que nous utiliserons au Chap. 2.

Lemme 1.4.9 Soit s une suite standard et soient (h;, his1),(hj, hj41) deuz montées
légales distinctes de la suite s, avect < j. Alorsonai4+1<j.

Démonstration. Supposons qu’au contraire on ait t + 1 = j. Alors k;yy = h;, de sorte que
hit1 < hj41 puisque (hj, hj41) est une montée de la suite. Comme la montée (h;, hit1)
est légale, on a aussi hiy1 > hij2,...,ha, en vertu de (1.11); de sorte que hiyy > hj4q,
et on obtient une contradiction.

Démonstration de la Prop. 1.4.8. Comme s—s; et s—s;, il existe deux montées légales
distinctes dans s, (h;, hi41) et (hj, hj41). On sait, en vertu du Lemme 1.4.9, que i +1 < j,
de sorte que:

s = (h], .o ,h,’_],h,‘hﬂ,l, v ,hJ',. e ,hn),

§z2 = (h],.'.,h,‘,h“+1,...,hjhj.,.],...,h").

Nous allons montrer que (k;, hj41) est une montée légale de s, et que (h;, hiy1) est une
montée légale de s;. Il est clair que (h;, hj41) est une montée légale de s, puisque les
termes qui se trouvent & droite de h;,, dans s; sont les mémes que ceux qui se trouvent
a droite de h,, dans s. Pour montrer que la montée (h;, hi4,) est 1égale dans s,, il suffit
de montrer que hiyy > hjhj4y. Or, comme (k;, hiy1) est une montée légale de s, et que
i+ 1 < j, on obtient de (1.11), A4y 2 hj41. De (1.6), on a hjyy > hjkj4, de sorte que
hit1 2 h;hj41. Par conséquent, on peut effectuer dans s, et s; les réécritures sur les
montées (h;, h;41) et (hi, hisy), respectivement. Ces réécritures donnent la méme suite
t:
t=(hy,..., hihi41,---, hjh_,'+1, cenyhy).
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On notera = la fermeture réflexive et transitive de la relation —. On dira encore que ¢ est
dérivée de s si s—i. Si s—t est la chaine de réécritures s = sg—s;— ... —s, = {, alors
on dira que la dérivation s—t est de longueur n. On montre facilement, par récurrence
sur la longueur des dérivations et en utilisant la Prop.1.4.8, le corollaire suivant:

Corollaire 1.4.10 La relation — est confluente. o

Les suites de lettres sont standard. Selon la Prop. 1.4.4, toutes les suites dérivées des
suites de lettres sont standard. La proposition qui suit montre que toute suite standard
est une suite dérivée d’une suite de lettres.

Proposition 1.4.11 Soit t = (hy,...,h,) une suile standard. Si les mots de Hall
hy, ..., h, ne sont pas tous des lettres alors il existe une suite standard s telle que s—t.

Démonstration. Soit h; un mot de Hall dans t, non réduit & une lettre et tel que pour tout
J=1,...,t =1, s0it h; est une lettre, soit h] > h; (un tel mot existe, il suffit de prendre
le mot le plus & gauche dans t qui n’est pas une lettre). Nous allons montrer que la suite:

3=(h1»- . l—lvh:yh” l+l""’h’l)
est standard et que (h!,h!) en est une montée légale.

On a par (1.6) que (hY)" > hl, et par (1.8) que (h!)" > h!, et que kY > h; pour
J =1+1,...,n, puisque ¢ est standard. Comme A} > h{ pour j = 1,...,i — 1, par
hypothese, et hY > h} par (1.7), on a &Y > ki, pour j =1,...,i — 1. Cela montre que
s est standard. Comme ¢ est standard, la montée (h!,h!) est légale puisque par (1.9),
k! > hiyq,...,ha. On peut donc dériver { de s. o

Corollaire 1.4.12 (Unicité de la factorisation)

Démonstration. Premiérement, soit s = (h;,...,h,) une suite standardet w = h, ... h,, =
ay...a, (a; € A) le mot associé a s. Alors, a I'aide d’une récurrence utilisant la Prop.
1.4.11, on montre qu'il existe une dérivation (a,...,a,)—s.

Supposons que w possede plus d’une factorisation en produit décroissant de mots de

Hall:
w=hy ... hy =k ... kg,

avechy > ... 2 h, et k; > ... > k,. Comme on |’a remarqué précédemment, les suites
décroissantes s; = (hy,...,hp) et s3 = (ki1,...,k,) sont standard. Il existe donc des
dérivations:

(@1y++.18p)=(R1y. . hm) €t (G1y...,ap) (K1, ..., Kn).
Selon le Cor. 1.4.10, il existe une suite standard ¢ telle que s,—t et s;—t. Or, la seule
suite qu’il est possible de dériver d’une suite décroissante est elle méme. On doit donc
avoir 8, =t = 8,, ce qui montre l'unicité de la factorisation. <
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b
b

Figure 1.5: Mot circulaire associé & la classe de conjugaison de ababb.

1.5 Propriétés ‘a la Lyndon’ des mots de Hall.

1.5.1 Conjugaison.

Un mot non vide w € A* est un mot primitif s’il n’est pas puissance d’un autre mot;
c'est-a-dire w est primitif s’il est non vide et si w = z" implique n =1 et w = 2. Par
exemple, le mot ababb est primitif alors que abbabb ne I'est pas puisque abbabb = (abb)?.
Nous allons voir que les mots de Hall sont des mots primitifs.

Deux mots w,z € A" sont conjugués si et seulement s’il existe deux mots u,v € A° tels
que w = uv et z = vu. Par exemple, les mots ababb et abbab sont conjugués; on peut
prendre dans ce cas-ci u = ab et v = abb. La relation ‘étre conjugué a’ est une relation
d'équivalence sur A*, puisque w est conjugué a z si ce dernier peut étre obtenu de w par
unc permutation circulaire de ses lettres. La classe de conjugaison d’un mot peut étre
vie comme un mot circulaire. Les membres de la classe sont alors obtenus en lisant le
mot circulaire, en commencant par chacune de ses lettres. Par exemple, le mot circulaire
associé a la classe de conjugaison du mot w = ababb apparait a la Fig. 1.5. Sa classe de
conjugaison est {ababb, babba, abbab, bbaba, babab}.

Si w et z sont conjugués, alors w est primitif si et seulement si z ’est. Supposons que w
n'est pas primitif, c’est-a-dire que w = ", avec z non vide et n > 2. Alors si on prend
u=2z et v=2z aveci+j = n, on obtient w = uv = vu. On voit donc que si w n’est
pas primitif, ses conjugués ne sont pas tous distincts. Pour plus de détails le lecteur est
renvoyé a [Lo 82].

Soit H(A) un ensemble de Hall fixé dans A®. On introduit un ordre <y sur A* qui utilise
la factorisation des mots en produit décroissant de mots de Hall. Soient w et z deux
mots de A® et leurs factorisations en produits décroissants de mots de Hall:

w=k~|...km, Z=hl...h“ .

On dit que w précéde z, et on écrit w <y z, si et seulement si ’'une des deux conditions
suivantes est satisfaite:

soit m<netk;,=h;pourtout i1 =1,...,m,
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soit il existe un indice 7 tel que:

kl = hlu*-'!ki—l = hi—ly et ki < hi )
ol les mots k; et h; sont comparés selon 1'ordre < sur 'ensemble des mots de Hall.

Remarque 1.5.1 Nous allons tourner momentanément notre attention sur les mots de
Lyndon. IIs forment un exemple important d’ensemble de mots de Hall. Nous allons
montrer que 'ordre <; construit avec cet ensemble de Hall particulier coincide avec
I'ordre lexicographique <., a partir duquel les mots de Lyndon sont construits. Cette
observation nous a mené aux résultats des paragraphes 1.5.1 et 1.5.2. Ils généralisent
des propriétés connues des mots de Lyndon aux mots des ensembles de Hall arbitraires.

Pour plus de détails sur ce qui est discuté dans cette remarque le lecteur est renvoyé a
[Ga 88, Lo 82]. On désigne par <. 'ordre lexicographique sur A*. Plus précisément,
supposons que soit donné un ordre total < sur 'alphabet A; on étend cet ordre a A*
tout entier en posant: w <.; z si et seulement si soit w est un facteur gauche de z, soit
il existe des mots s,1,,t; et des lettres a, b tels que:

w = saly, z =sbl;, aveca<b.

L’ensemble des mots de Lyndon L est ’ensemble des mots qui sont strictement plus
petits que leurs facteurs droits propres, pour 'ordre <i... On peut montrer, de fagon
équivalente, que les mots de Lyndon sont les représentants minimaux des classes de
conjugaison de mots primitifs. Maintenant, si u € L et si y est le plus long facteur droit
de u qui est un mot de L, alors u = zy et z est aussi un mot de Lyndon et ils vérifient
Z <fez TY <ier y- Cette factorisation de u est appelée sa factorisation standard. On
peut montrer que si v est un autre mot de Lyndon tel que u <., v alors uv est un mot
de Lyndon, et la factorisation uv est standard si et seulement si y >, v. Les mots de
Lyndon satisfont donc les conditions (1.6), (1.7) et (1.8). La factorisation standard des
mots de Lyndon est utilisée pour associer & chaque mot un arbre de M(A). On peut
montrer que ’ensemble des arbres de Lyndon, muni de 'ordre <;.; est un ensemble de

Hall.

En vertu du Th. 1.4.6, tout mot se factorise de fagon unique en produit décroissant de

mots de Lyndon et par conséquent, on peut considérer I’ordre < sur le monoide libre
A*.

Proposition 1.5.2 L’ordre < coincide avec l’ordre lericographique sur A,

Démonstration. Notez que w <., 2 si et seulement si uw <. uz, pour tout u € A*. On
procéde par récurrence sur |w| + |z| pour montrer que w <y, z implique w <.y z. Cela
montrera que les deux ordres sont les mémes.
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Si w et z sont des lettres le résultat est vrai. Supposons que w < z. C’est-a-dire:
W=U...Upmy 2= V]...0y,

avec Ui, V5 € L» uy Zler cee e U, Uy Zlc: ce Zter v, et:

soitm<net uy =vy,...,U, = Uy ,

soit uy = vy,...,Uky = Vicq € Uk Sier Vk.

Dans le premier cas, on tire de la définition de 'ordre <., que w <j.; 2. H reste &
considérer le second cas. Si u; n’est pas un facteur gauche de v, ou si u; est un facteur
gauche de v, et que k = m alors on obtient facilement w <j., 2. Supposons donc que
u; est un facteur gauche propre de vi et que k < m. On a v, = uxx ot z est non vide.
Soit z = hy...hy, avec hy iz ... 2tz by, sa factorisation en produit décroissant de
mots de Lyndon. Comme les mots de Lyndon sont plus petits que leurs facteurs droits
propres, on a h, > vi. On obtient donc la factorisation en produit décroissant de mots
de Lyndon: zviyy...vs = hy...hpvey;...v,. On utilise maintenant 'ordre <, pour
comparer les mots u4; ... Um €t TUk41...Un. COmme Tvksr...Un = Ay... Rptksr...0n
et que by >ier hp Sier Uk Ster Uk Zler Uk41, ON VOIt QUE Uky ... Um <L TVk41...VUn. Par
récurrence, cela implique U4y ... Um <jer TUk41 .. - Un, €€ qui & son tour nous donne:

Uy .. . UkUkpr oo - Um <lez Up.. . UkTVk4y1...Vn

= Vyoo-VgUkyy .Uy

o

Nous sommes maintenant prét a montrer que les mots de Hall forment une section de
Pensemble des classes de conjugaison de mots primitifs, chaque mot de Hall étant le
représentant minimal de sa classe de conjugaison. Nous allons utiliser le systeme de
réécriture pour effectuer le calcul de la factorisation des mots en produit décroissant de
mots de Hall et exploiter quelques-unes de ses propriétés. Nous devons d’abord établir
deux lemmes. Le premier des deux lemmes est une adaptation du Lemme 2 de [MR 89),
aux mots de Hall généraux. Nous en redonnons la preuve, dans le contexte présent.

Nous reportons notre attention sur la suite s”, pour la durée de la démonstration du
Lemme 1.5.3. Nous dirons que t se dérive de s s’il existe des suites s = 3g,81,...,8p = ¢
telles que pour tout ¢ = 1,...,p on ait soit s; = s)_,, soit s; = s_,.

Lemme 1.5.83 (i) Soit s = (hi, ..., h,) une suite standard d’au moins deuzr mots de
Hall tels que hy est mazimal, ¢’est-a-dire hy 2 hy, ..., hn. Alors toute suite dérivée de
s est de longueur au moins deuz et son premier terme est hy.
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(1) Soit s = (hy, ... hy) une suite standard de mots de Hall telle que hy > ... > h,.
Alors si k = hy ... h, est un mot de Hall, il eziste une unique dérivation s—t = (k); de
plus, les autres suites dérivées de s sont de longueur au moins deuz.

Démonstration. (i) On procede par récurrence sur la longueur de la dérivation s—¢. Par
hypotheése, (k,, h;) n’est pas une montée de la suite s, de sorte que s’ est de longueur au
moins deux et est égale a:

sl = (hh ey hi—la hl'hl'+la hi+2) ey hn)1

avec 2 <t < n. On ahy > hyyy et hyyy > hihiyy, en vertu de (1.6), de sorte que s’
satisfait les hypotheses du lemme. On peut donc conclure par récurrence sur la longueur
de la dérivation.

(i1) On procede par récurrence sur n. Sin = 1il n’y a rien a montrer. Supposons que
n > 2. Si h; > h, alors la suite est décroissante et on ne peut rien en dériver d’autre
qu’elle-méme. De plus, le mot h; ...k, n'est pas un mot de Hall, car sa factorisation
compte au moins deux facteurs, et on a le résultat.

On peut donc supposer que hy < h;. C’est la seule montée de la suite et elle est légale,
car c'est la plus & droite. On a donc:

3, - (h]hz,hs,...,hn),
et .S” = (hg,h,,h;;,...,h“).

Notez que h; est le terme maximal de s”, de sorte par la partie (i) du lemme toute suite
dérivée de s” est de longueur au moins deux. De plus, s’ est de longueur plus petite que
s et satisfait les hypotheses de ’énoncé. On peut donc conclure par récurrence. o

Lemme 1.5.4 Soit s = (hy, hy,..., h,) une suite d’au moins deuz mots de Hall, telle
que h, est mazimal, hy > h,,...h,. Il est possible de trouver une suite standard t =
(ky, k2y. .., k) d’au moins deur mots de Hall telle que:

hlhg...hn=k1k2...km, hl =k1, et k] Zkg,...,km.

Démonstration. On définit I'empéatement n(s) d’une suite s = (ky,... h,), comme étant la
différence entre son degré total et sa longueur: 5(s) = |k + ... + |ha| — n. Nous allons
montrer le lemme par récurrence sur I’empatement des suites. Les suites d’empatement
nul sont les suites de lettres et sont standard. Cependant, il se peut qu’une suite
d’empatement non nul soit standard.

Soit s = (hy,...,h,) une suite satisfaisant les hypotheses du lemme. Si s est standard
on ne fait rien. Sinon, il existe des indices i et j tels que:

t < j, hi n'est pas une lettre et k] < h;.
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On sait que ¢ > 1 puisque par (1.6), kY > h, et que hy > h,,...,h,, par hypothése. La
suite:
t= (h],. . »hi—h h' h” h,’+], e ,h")

[ Rt I

est d’empatement 5(t) = n(s) — 1. De plus, elle satisfait les hypothéses du lemme. En
effet, on a A} < kY, par (1.7), donc:

K < B! < hj < hy.

Puisque hyhy...h, = hyih,y. . hiRY ... h,, on peut conclure par récurrence. <

On est maintenant en mesure de montrer la moitié de ’enoncé du théoréeme suivant.

Théoreme 1.5.5 Soit w € A®, non vide. Alors w est un mot de Hall si et seulement si
pour toute factorisation de w en molts non vides, w = uv, on ¢ w <y vu.

Démonstration. Nous montrons que la condition est nécessaire. La preuve de la suffisance
est reportée a la fin du paragraphe 1.5.1.

Traduisons le résultat du Lemme 1.3.1 sur les mots. Soit w un mot de Hall et w = uv
une factorisation de w en mots non vides. On a:

USq...Qm, V=T1...Ty,
ol

g,r; € HAYet q1,...igm <1, 1 2...T, 2 W". (1.14)
On a donc w = uv = q;...qu7y...7T,; par conséquent, le conjugué vu de w peut étre
écrit comme:

VUS=T1...Tnq1 - Qm-

Il nous faut maintenant calculer la factorisation du mot vu en produit décroissant de
mots de Hall, afin de le comparer & w. L’inégalité (1.14) nous assure que la suite:

s = (rlv"-vrnv_qlv"'vqm)

satisfait les hypotheses du Lemme 1.5.4. On trouve donc une suite standard: t =
(k1y. .., kp) telle que:
VU=T1...Taq1.. . Gm = k1... kp.
et
r =k1, et kl 2 kz,...,kp. (1.15)

Maintenant, pour obtenir la factorisation du mot vu, on peut utiliser le systeme de
réécriture sur la suite standard t = (ki,...,kp). Selon (1.15), cette suite satisfait les
hypothéses du point (i) du Lemme 1.5.3. Par conséquent, toute suite dérivée de t a
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longueur au moins deux et a pour premier terme k;. On sait donc que la factorisation de
vu en produit décroissant de mots de Hall compte au moins deux mots et que le premier
est k;. Clest-a-dire:

vu=hyhy...hy, avecd > 2 ¢t hy = k. (1.16)

Afin de comparer w a vu, il faut donc comparer h; & w. Mais en vertu de (1.14), (1.15)
et (1.16), on a h, > w"; de sorte que par (1.6), on obtient h; > w. Par définition de
I'ordre <y, on a h; >y w et conséquemment vu >y w. <

Corollaire 1.5.6 Soit w € A®, un mot de Hall. Alors w est primitif.

Démonstration. Supposons qu’au contraire, w n’est pas primitif. Alors il existe des mots
non vides u et v tel que w = uv = vu. Utilisant le Th. 1.5.5, on trouve w <y vu = w,
et on obtient une contradiction. Donc, w est primitif. o

Nous allons maintenant montrer que tout mot primitif est conjugué a un unique mot de
Hall, et établir la seconde moitié de I’énoncé du Th. 1.5.5. Pour cela, il nous faut définir
une variante de notre systéme de réécriture.

On dit qu’une suite de mots de Hall ¢ = (k,,...,k,) est circulairement standard si pour
touti=1,...,n:

soit h; est une lettre, soit h; = hih! et alors kY > h,,..., k,. (1.17)
De fagon équivalente, o est circulairement standard si toute suite:
(h,‘,...,h),hn,...hi_l), 1= 1,...,71,

est standard. Par exemple, les suites de lettres sont des suites circulairement stan-
dard. Une montée (h;, k;;,) d’une suite circulairement standard est dite légale si h;y; >
hy, ..., hy; Cest-a-dire que le facteur h;y, doit étre maximal parmi les termes de la suite.
On admettra la montée (hn,hy) si hn < hy. On peut résumer ces cas en disant que les
indices des montées sont pris modulo n.

Soit o une suite circulairement standard et soit (h;, hiy)) une montée légale de cette
suite, les indices étant pris modulo n. On définit une nouvelle suite o’.

Si ¢ < n, alors on définit ¢’ de la méme fagon que s”:
6’ = (h],. .. ,h.’h.‘+1,. .. shn)-

Si i = n, alors on pose:
o= (hnhl,hg,...,h"_l). (1.18)
Contrairement au systéme de réécriture précédent, les mots associés a o et & o' ne sont

plus égaux. Mais on voit facilement que le mot associé & ¢’ est conjugué au mot associé
ao.
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Proposition 1.5.7 Soit 0 = (h;,...h,) une suite circulairement standard. Alors o' est
circulairement standard. De plus, les mots associés a o et o' appartiennent @ la méme
classe de conjugaison.

Démonstration. Soit (hi, hiy1) la montée légale de o que V'on réécrit, les indices étant pris
modulo n. D’une part, h;4; est maximal parmi les termes de la suite et d’autre part, on
a (hihiy1)" = hi4y, selon la Prop. 1.4.4. On a donc, dans tous les cas, (h;hiy,)” 2 by,

oy Bicay Aihigy, higay <., by et o est circulairement standard. La deuxiéme partie de
I’énoncé de la proposition est évidente. o

Comme 'ensemble des mots de Hall forment une factorisation du monoide libre A* (voir
Th. 1.4.6), on sait, en vertu du Théoreme de Schiitzenberger [Sc 65}, que dans toute
classe de conjugaison il existe un unique mot qui est une puissance d’'un mot de Hall.
Nous allons obtenir ce résultat comme corollaire de la Prop. 1.5.7, a 'aide de notre
version circulaire du systeme de réécriture.

Corollaire 1.5.8 Tout mot primitif est conjugué ¢ un unique mot de Hall.

Démonstration. Notez que le systeme de réécriture ‘circulaire’ opere sur les suites jusqu’a
ce qu'il arrive & une suite qui est réduite a un seul mot ou une répétition du méme mot,
puisque seules ces suites ’circulaires’ ne comptent pas de montées.

Maintenant, soit w € A*, un mot primitif. On utilise le systéme de réécriture circulaire
pour calculer successivement des suites standard og, 01 = 0g, 0 = 07, ..., 0p = a';_l
avec g, = (hy,...,hy,) et telles que les mots w et h; ...k, sont conjugués.

Siw=a,...a, avec a; € A, alors la suite ¢ = (a,,...,a,) est circulairement standard.
On pose donc op = o et on calcule o) = 03,02 = 0}, etc ... On arrive a calculer une
suite 0p = (hy,...,h,) avec h; = ... = h,. Selon la Prop. 1.5.7, ies mots associés a o;
et 0,41 sont conjugués, de sorte que w est conjugué a h,...h,. Maintenant, si w est
primitif, il en est de méme de tous ses conjugués. On doit donc avoir n = 1. Cela montre
que w est le conjugué du mot de Hall h;. Comme les mots de Hall sont minimaux dans
leur classe de conjugaison (condition nécéssaire du Th. 1.5.5), k; est unique. o

En utilisant les résultats classiques de la combinatoire des mots (voir [Lo 82]), on obtient
le corollaire suivant: :

Corollaire 1.5.9 Tout mot est conjugué, de fagon unique, G une puissance d’un mot de
Hall. o

Nous terminons maintenant la démonstration du Th. 1.5.5.
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Corollaire 1.5.10 Soit w € A", tel que pour toute factorisation de w en mots non vides,
w = uv, on ail w <y vu. Alors w est un mot de Hall.

Démonstration. Observez que w doit étre primitif. Si au contraire, w n’était pas primitif,
alors on pourrait trouver deux mots non vides u et v tels que w = uv = vu; mais c’est
impossible, en vertu des hypothéses. Le corollaire est donc une conséquence immédiate
du Cor. 1.5.8 et de la partie démontrée de I’énoncé du Th. 1.5.5. <

1.5.2 Facteurs droits.

Nous donnons maintenant des propriétés des facteurs droits des mots de Hall, par rapport
a l'ordre <y défini au début du paragraphe 1.5.1.

Proposition 1.5.11 Soit h = h’'h” un mot de Hall de longueur au moins deuz. Alors:

. (i) parmi tous les facteurs droits de h qui sont des mots de Hall, h" est de longueur
mazimale,

(ii) parmi tous les facteurs droits de h, h" est minimal pour lordre <y .

Démonstration. (i) Soit v un facteur droit de h, dont la longueur excede celle de h”. Soit:
v=hy...h,, avec hy,...,h, € H(A), et hy > ... > h,,

la factorisation de v donnée par le Lemme 1.3.1. Selon la Rem. 1.3.2, cette factorisation
compte au moins deux facteurs, de sorte que v n’est pas un mot de Hall.

(ii) Soit un facteur droit de A, dont la longueur excede celle de A”. Alors selon la Rem.
1.3.2, on a: '
v=nhy...h,, avec hy,... b, € H(A), et by > ... > h,,

n>2eth > (k)" (1.19)

Pour comparer v & k, il suffit de comparer h, & h. Utilisant, (1.6), (1.8) et (1.19) on
trouve:

h<h" <(h) <h,.
Donc, h <y v.

Soit v un facteur droit de h, dont la longueur est excédée par celle de h” (Jv] < |h"]).
Selon la Rem. 1.3.2, on a:

v=hy...h,, avec hy,...,h, € H(A), et hy > ... > h,,
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hy > ... 2> hy > (A" (1.20)

Encore une fois, pour comparer v a h il suffit de comparer h; & h. Utilisant (1.6) et
(1.20), on trouve:

h<h”<(h")' < h.
Donc, h <y v. o

Remarque 1.5.12 La partie (i) de la Prop. 1.5.11 est connue. Viennot [Vi 76] en a
donné une preuve sensiblement différente. <o

Théoréme 1.5.13 Soit w € A®, un mot. Alors w est un mot de Hall si et seulement si
w est strictement plus petit que tous ses facteurs droits propres.

Démonstration. Supposons d’abord que w est un mot de Hall et soit v un facteur droit
propre de w. Alors selon la Prop. 1.5.11 (ii), on a w” <y v. Comme w <y w”, par (1.6),
on a bien w <y v.

Supposons maintenant que w est strictement plus petit que tous ses facteurs droits
propres. On procéde par contradiction. Si w n’est pas un mot de Hall, alors il se
factorise en:

w=hy...h,, avech; 2 ... 2 h,, et n > 2.
Or, on doit avoir &, > h,. En effet, si au contraire on avait h, = ... = h,, alors par
définition de 'ordre <y on trouverait:

hi...hy <y hy...hy=w, pouri=2,...,n.

Mais cela contredirait les hypotheéses faites sur w. On a donc k; > k.. Et cela implique
h. <y hy...h, = w, ce qui contredit le fait que w est plus petit que tous ses facteurs
droits propres. On doit donc avoir w € H{A). o

Proposition 1.5.14 Soitw € A" et w = h; ... h, sa factorisation en produit décroissant
de mots de Hall. Alors:

(1) parmi tous les facteurs droits de w qui sont des mots de Hall, h,, est de longueur
mazimale,

(ii) parmi tous les facteurs droits de w, h, est minimal pour l’ordre <y.
Démonstration. Observez que lorsque w est un mot de Hall, la partie (i) de I’énoncé est

évidente et la partie (ii) est vérifiée, en vertu du Th. 1.5.13. On peut donc supposer que
w n'est pas un mot de Hall et que n > 2. Soit z un facteur droit propre de w.
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Si |z] < |kal, alors hy, < z, en vertu du Th. 1.5.13.

Si |z| > {h,l, alors z = vhyy, ... h, ol v est un facteur droit de k;, avec 1 < n. Soit
v = h;, soit v est un facteur droit propre de h;, et dans ce cas, selon le Lemme 1.4.7, 2
se factorise en:

2= vh,‘+] h,. = kl...kmh,'+1 ...h'.,

avec ky 2 ... 2 kn > hip1 2 ... 2 h,. (1.21)

Dans les deux cas, on voit qu’au moins deux facteurs prennent place dans la factorisation
de 2. Donc, z n’est pas un mot de Hall et la partie (i) de la proposition est montrée.

Pour comparer z & h,, il suffit de comparer k, & k,. Or, selon (1.21), k; > h,; on a donc
2>y h,. O

Remarque 1.5.15 Duval [Du 83] a montré la Prop. 1.5.14 pour les mots de Lyndon. 1l
a aussi montré que la partie (i) de cette proposition est vraie pour les facteurs gauches des
mots de Lyndon. Plus précisément, il a montré que parmi tous les facteurs gauches d’un
mot w qui sont des mots de Hall, h, (le facteur le plus a gauche de sa factorisation),
est de longueur maximale. Ce n'est pas le cas en général. Par exemple, prenons un
ensemble de Hall dont les mots de Hall de longueur au plus cinq sont ceux de I'Ex. 1.2.1.
Alors w = abbab se factorise en w = hyhy avec by = abb et hy = ab,h; > hy. Comme
le mot abba est un mot de Hall, on voit que abb n’est pas le facteur gauche de longueur
maximale dans w qui est un mot de Hall. <

Le prochain résultat est de Viennot [Vi 76]. 1l peut étre utilisé pour obtenir la factori-
sation standard d’un mot de Hall, en calculant la factorisation de son plus long facteur
gauche propre. On peut le montrer de deux facons en utilisant les parties (i) et (ii) des
Prop. 1.5.11 et Prop. 1.5.14.

Corollaire 1.5.16 Soit w € A* un mot de Hall de longueur au moins deuz; ¢’est-a-dire
w=az aveca € A et z € A,}z| 2 1. Supposons que la factorisation en mots de Hall
de z est:

z2=hy...h,, avechy > ... 2 h,.

Alors w" = h,. A ) <

Remarque 1.5.17 Les ordres sur A* qui donnent lieu & des factorisations de Hall du
monoide libre ne sont toujours pas caractérisés. Le probléeme reste ouvert. <
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1.6 Réécritures dans I’algtbre de Lie libre.

Soit K un corps de caractéristique nulle. Nous allons maintenant travailler dans la K-
algebre associative libre sur I'aphabet A; on la note K<A>. C’est |’algébre des polynémes
non commutatifs sur A. C’est aussi le K-module libre sur A*; les polynémes de K<A>
sont des combinaisons linéaires de mots de A* & coefficients dans K. On désigne le
coefficient d’un mot w dans un polynéme P par (P,w). On écrira abusivement w € P
lorsque (P, w) # 0; on dira alors que w apparait dans P. On peut donc définir ’addition
et la multiplication de deux polynémes P et Q) par les égalités:

(P+Q,w) = (Paw)+(st)’
(PQw) = Y (Pu)Qv)

vEPveQ
wy=w

Notez que les mots de A™ peuvent étre considérés comme des polyndmes de K<A>. Le
support d’un polynéme est formé des mots qui y apparaissent. Le degré d’un polynéme
P est égal a la longueur du plus long mot de son support: deg(P) = max{|w|: w € P}.
On dira d’un polynéme P qu’il est homogéne de degré n si tous les mots de son support
sont de longueur n. L’algébre associative libre est graduée par le degré, c’est-a-dire que
tout polynéme s’écrit de facon unique comme somme de polynémes homogenes.

Une algébre de Lie £ (sur K) est une K-algebre dont le produit, qui est noté par un
crochet, satisfait:
(z,z] =0, (1.22)
[z, y)z]] = [zly, 2]] + [[=, 2]y} (1.23)
La seconde relation, (1.23), est souvent appelée I'identité de Jacobi. On peut munir
K<A> du produit:
[P,Q] = PQ - QP,
pour en faire une algebre de Lie £. Le produit [P, Q] des polynémes P et Q est appelé
le crochet de P et de Q. Soit £(A) la sous-algebre de Lie de £ engendrée par les lettres

de A. Clest Dalgébre de Lie libre sur A et son algébre enveloppante est K<A> (voir
(Lo 82, Reu]).

Les polynémes de L(A) sont appelés des polynémes de Lie de L(A) ou des éléments de
Lie de K<A>. On a une application A : M(A)— L(A), qui a chaque élément ¢ du magma
libre associe un polynéme de Lie. La structure arborescente de t fournit un crochetage
de son feuillage qui, interprété comme un crochetage de Lie, donne un polynéme de Lie.
Plus précisément, si t € M(A) alors:

t si { est une lettre,
’\(t) = { [/\(i'),/\(i")} sit= [tl,t"] . (124)

On a donc A(t) = A()A(t") = A(t")A(t).
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Exemple 1.6.1 Soit [a,b], [[a, b]b] et [[[a,b]}b], a] des éléments de 'ensemble de Hall de
I’Ex. 1.2.1. Les polynémes de Lie qui leurs sont associés sont:
[a,8] = ab—ba
([a, b}b] [a, b]b — bla,b] = abb — 2bab + bba
[[{a,b)6]a] = [{a,b]b]a - a[[a, b]}]
= bbaa — 2baba — aabb + 2abab

Notez que le polynéme de Lie associé a 1’arbre de Hall h est homogéne de degré |h]. ©

Fixons un ensemble de Hall H(A). La restriction de I’application A & H(A) nous fournit
un ensemble de polynémes de Lie, associés aux arbres de Hall. Nous allons voir que ces
polynémes forment une base du K-module £(A). Plusieurs auteurs ont déja montré ce
résultat pour divers cas d’ensembles de Hall (voir par exemple [HM 50a, Sc 58, Si 62]).
Le prochain résultat est de Schiitzenberger.

Proposition 1.6.2 (Schiitzenberger)
Soit h,k € H(A). Alors [A(h), A\(k)] est une combinaison linéaire de polynémes de Lie
A(r), r € H(A), avec |r| = |h| + |k| et r < sup(h, k).

- Démonstration. On procede par récurrence sur les couples ({k| + |k|,sup(h, k¥)) ordonnés
par: (dy,r) < (d3,r2) si et seulement si soit dy < dy, soit d; = dz et vy > 13,

On peut supposer h < k, par (1.22). On a donc sup(h,k) = k. Sihe€ Aousih” 2 k
alors hk est un mot de Hall écrit sous forme standard et son polynome de Lie associé
est A(hk) = [A(h), A(k)]). On a bien |hk| = |h| + |k|; comme par (1.6) hk < k, on a aussi
hk < sup(h, k), et le résultat est vérifié.

Sinon, on a:
R <k,
et h,h"<h” par(1.6)et(1.7)
On utilise 'identité de Jacobi (1.23), pour obtenir |’égalité:
[A(R), A(K)]
[[ACR'), A(R")]A(K)]
[ACR)A(R"), A(R)]] + [[A(R), A(K)JA(R")]-

Par hypothése de récurrence, on a:

[A(R'), AK))

[M(R"), A())

Y ad(ri),
2 BiA(p;),
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avec:
Iril = |B'} + |kl, et r; <sup(h',k)=F,
lpil = [k"| + k|, et p; <sup(h”,k)=h".
Alors:

DR AE) = (X eidra), M)+ AR, T B;)p;)]

2 M), MR + 3 BIMR), Mps)).

Or, on a sup(r;, h"),sup(p;, k') < k puisque r; < k', p; < h"” et k', A" < k. On peut donc
conclure par récurrence. <

Corollaire 1.6.3 Les polynomes de Lie associés auz mots de Hall, {M(h): h € H(A)},
engendrent Ualgébre de Lie libre L(A).

Démonstration. Posons B = {A(k) : h € H(A)}. La sous-algébre de Lie engendrée par les
polyndmes de Lie de B est contenue dans £(A). En vertu de la Prop. 1.6.2, le crochet de
Lie de deux polynomes de Lie de B est dans le J{-module engendré par ces polynémes de
Lie. Comme les lettres sont dans B, ce K'-module contient £L(A). On peut donc conclure
a I'égalité. o

Remarque 1.6.4 Dans [Ree 61], Ree introduit ce qu'il appelle les éléments de Lie
généralisés. Le contexte dans lequel il se place est le suivant. Soit £ une K-algebre
graduée, dont le produit est noté par des crochets. C’est-a-dire qu'on a £ = @n30Ln 0Ol
L, est le sous-module des éléments de degré n (Ree considére des graduations sur des
semi-groupes quelconques, mais nous nous en tiendrons au semi-groupe N des entiers
positifs). Un bi-caractére gauche sur la graduation de £ est une application xy : Nx N—K
qui satisfait:

x(m,n+p) = x(m,n)x(m,p),
x(m+n,p) = x(m,k)x(n,p),
x(m,n)x(n,m) = 1, (1.25)

pour tout m,n,p € N. L’algébre £ est appelée une algébre de Lie généralisée, et ses
éléments sont appelés des éléments de Lie généralisés, si pour P€ £,,,Q € Lo et R€ L
on a:

| 0
([P, Q). R]

[P, Q] + x(m,n)[Q, P], (1.26)
[P,(Q, R]] - x(m,n)(Q, [P, R]]. (1.27)
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L’algebre £ est parfois aussi appelée une superalgébre de Lie (voir [S 79]). Soit E =
©®n>0En une K-algebre graduée, munie d’un bi-caractere gauche x sur sa graduation.
L’algebre £ (obtenue de E) munie du produit [z,y] = zy — x(m,n)yz, pour z € E,,,y €
E,, est alors une algébre de Lie généralisée. De la condition (1.25), on voit que x doit
satisfaire x(n,n) = £1. Lorsque x(n,n) = —1, les éléments de L, sont dits impairs, et
lorsque x(n,n) = +1, ils sont dits pairs.

L’un des cas intéressant est obtenu en considérant sur l’algébre associative libre K<A>
(graduée par le degré), le bi-caractére gauche donné par:

(m,n) = +1 si m ou n est pair,
XUMHTI=1 —1 sim et n sont tous les deux impairs,

c'est-a-dire x(m,n) = (—1)™". Dans ce cas, on peut considérer la sous-algebre de Lie
généralisée de £ engendrée par A; on la notera aussi £(A) (cette notation ne débordera
pas le cadre de la Rem. 1.6.4). On obtient des bases de £( A) en adjoignant aux ensembles
de Hall H(A), les arbres de la forme [k, k], ou k est un arbre de degré impair de H(A).
La base de £ est alors obtenue & 1’aide de A, comme dans le cas non-généralisé. On
peut aussi reprendre la preuve de la Prop. 1.6.2 pour montrer que ces polynémes de Lie
généralisés engendrent bien £, en prenant soin d’exiger {k, k] < k et [k, h] > k pour tout
k < h. On utilise alors les relations (1.26) et (1.27).

Ree a montré que ’algebre enveloppante de l'algébre de Lie généralisée £{A) a pour base
les produits décroissants d*éléments P; de la base de L(A):

) S AN P>..>F,

ol les exposants n, satisfont n; = 0,1 si P; est un élément impair de £{A). Cela vient
du fait que dans l’algébre enveloppante de £(A4), on a:

[P;, P] = 2P}. (1.28)

Revenons au cas de I'algébre associative libre K<A>; Ree montre que c’est I’algébre
enveloppante de l'algébre de Lie généralisée £L(A). Apres lecture de ce qui va suivre
dans ce paragraphe, le lecteur sera en mesure de constater qu'en le modifiant légérement
(pour tenir compte des coeflicients qui apparaissent en raison de (1.28)), notre systéme de
réécriture peut étre utilisé pour calculer dans cette algébre. On peut faire la réécriture
comme dans le cas non généralisé, pour ensuite réduire & 0 ou a 1 les exposants des
polyndmes associés & des arbres impairs, & Iaide de (1.28). <

A partir de maintenant, nous noterons le polynéme de Lie associé a h € H(A) par [A].
Soit 8 = (hy,...,hs) une suite standard de mots de Hall. Nous dirons que le polynéme:

[h1]... [ha]
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est le polynéme associé & s dans K<A>. Notez que comme [h] est un polynéme ho-
mogene de degré |h], le polynéme [h,]...[k,] est homogéne de degré |h;| + ... + |hy,].
Nous allons montrer que I’ensemble des polynémes associés a des suites décroissantes:

[R1]...[hs) avec n 2> 0,k > ... > hy,, (1.29)

forment une base de X <A>. A l'aide du Th. 1.4.6, on peut. mettre les mots de A" en
bijection avec les polynomes (1.29). Les polynémes homogenes de degré n associés a des
suites décroissantes sont donc au méme nombre que les mots de longueur n, pour chaque
n 2 0. Comme les mots forment une base de K <A>, notre travail se limite & montrer
que tout mot peut s’écrire comme combinaison linéaire de polynémes de la forme (1.29).

Nous noterons le polynéme associé & s simplement par s, s'il n’).' a aucune confusion
possible. Si s’ et s sont les suites dérivées de s définies en (1.12) et (1.13) alors on a:

s=s"+4"
puisqu’en vertu de la définition du crochet de Lie,

[Ri{Risa] = [[Ai, [higa]] + [Risa)[Ri)-

Partant d’une suite standard s, on peut définir un arbre binaire A(s), dont la racine
est étiquettée par s. Nous dirons que A(s) est un arbre de dérivations indexarbre de
dérivations de s. Un tel arbre est défini récursivement. Si la suite s est décroissante, son
arbre est réduit a une feuille étiquettée par s. Sinon, soient s’ et s” les suites dérivées
de s par réécriture d’une montée légale de s. La racine de A(s) est étiquettée par s; le
sous-arbre gauche immédiat de A(s) est un arbre de dérivation A’ = A(s’) de la suite s
et le sous-arbre droit immédiat de A(s) est un arbre de dérivation A" = A(s") de la suite
s". Comme il peut y avoir plus d’'une montée légale dans la suite s, il existe plusieurs
arbres de dérivation associés a4 s. Les suites qui pendent aux feuilles d’un arbre A(s)
sont des suites décroissantes. La multiplicité d’une suite décroissante ¢t dans un arbre
A(s) est égale au nombre de feuilles auxquelles elle est attachée. Convenons de noter le
multi-ensemble des feuilles d’un arbre de dérivation A par F(A). Notez qu'on a:

F(A) = F(A)U F(A").

Exemple 1.6.5 Soit H(A) un ensemble de Hall dont les éléments de degré au plus cing
sont ceux de ’Ex. 1.2.1. On peut construire |’arbre de dérivations de la suite standard
(a,b,b,e) de la Fig. 1.6. Lorsqu’on passe dans K<A>, on trouve:

abbe [ab)ba + baba
[abd]a + 2b{ab)a + bbaa
[adba) + alaba) + 2b]ada) + 2ba[ab)

Observez que la multiplicité d’une suite décroissante attachée aux feuilles de ’arbre est
égale a son coefficient dans I'expression obtenue pour abba. <o

I
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abba

(ablba /\baba
[abbla N babla babla T baa

ANV ANEIVA

{abba] a[abb) blaba) balab) blaba] bafab)
Figure 1.6: Un arbre de dérivation de s = (a,b,b,a).

Nous allons utiliser les arbres de dérivation pour faire les calculs dans K <A>. Le lemme

qui suit est technique. Il montre en quelque sorte la ‘confluence’ de la réécriture dans
K<A>.

Lemme 1.6.6 Soit s une suite standard. Alors l'ensemble des suites décroissantes
qui pendent aur feuilles d’un arbre de dérivation est le méme pour tous les arbres de
dérivation de s, et chaque suite décroissante apparail auz feuilles de ces arbres avec la
méme multiplicité.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la longueur et sur le nombre de montées
éloignées des suites (voir (1.10)). Soient A4,(s) et A;(s), deux arbres de dérivation de s.
Soient s! et s les fils gauche et droit de s dans A;(s) (i = 1,2). Désignons par A; et A7
les sous-arbres gauches et droits immédiats de A;(s), (i = 1,2). Les suites s/ et s sont
a la racine de ces arbres.

Il se peut qu’on ait s} = s} et s] = s3, auxquels cas on applique la récurrence. Les suites
décroissantes qui apparaissent aux feuilles de s} et s} (resp. s{ et s7) sont les mémes et
elles y apparaissent avec méme multiplicité. Comme I’ensemble des feuilles de A;(s) est
formé de I’ensemble des feuilles de ses sous-arbres s; et s, on a le résultat.

Sinon, c’est que les suites s; et s} d’une part, et les suites s} et s; d’autre part, sont
obtenues de s en réécrivant des montées légales distinctes de s. Soient s = (hy,...,hy)
et (ki hiy1), (Rj, hj41) les montées légales de s qui sont réécrites. En vertu de Lemme
1.4.9, on sait que les montées légales ne se chevauchent pas, c’est-a-direi+ 1< j. Ona
donc: :

5’1 = (hly-"ohi—hhihi'ﬂv"'1hja"'5hn)’
3'1’ (hh'"ahi-lvhi+11hi1°'"hj’-"ahn)a
812 = (h],...,h,’+1,...,hjhj+1,hj+2,...,hn),

8'2' = (hl,.. .,h.'.H,. ..,hj+1,hj,hj+g,...,h,.).

La montée (h;,h;41) est une montée légale des suites s) et s} et la montée (h;,hj41)
est une montée légale des suites s} et s{; on le vérifie aisément (voir la démonstration
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du Cor. 1.4.10). Des quatre suites s; et s;,(¢ = 1,2), en réécrivant les montées légales
(his hiz1)s (hj, hj41), on peut en dériver huit. Or, si on effectue le calcul on voit que:
(1) =(s3)', ()" =(s3)", (87) = (s2)", (s1)" = (s3)" . (1.30)
Soient A. (respectivement A;) un arbre de dérivation de s! (resp. s!), dont les sous-
arbres gauches et droits immeédiats sont des arbres de dérivation de (s;)’ et (s;)"” (resp.
(s?) et (s¥)") (i = 1,2). Par récurrence, on a:
FA) = F(A),
FA) = F(&).
A cela, les égalités (1.30) nous permettent d’ajouter:
F(A)UF(A) = F(A) U F(A).
Par conséquent:
F(A) = F(A)UF(A)
F(&) U F(A)
F(A&) U F(L)
= F(A)UF(A)
= }-(AQ)

On en conclut le résultat. : <

Théoréme 1.6.7 Soit w € A* un mot, et A un arbre de derwatzan de la suite de ses
lettres. Alors on a:
w= 2 t. (1.31)
EF(A) :

De plus, l'ezpression (1.31) ne dépend pas du choiz de l’arbre de dérivation A.

Démonstration. On proceéde par récurrence sur la longueur et sur le nombre de montées
éloignées des suites (voir (1.10)). Soit s une suite standard non décroissante. La Prop.
1.6.6 nous assure que le multi-ensemble F = F(.A(s)) ne dépend pas du choix de V'arbre
A(s). De plus, la démonstration de cette proposition montre que F(A(s)) = F(A(s'))U
F(A(s")), ot s’ et s” sont obtenues de s par réécriture d’une montée légale de s et ot
I'union des multi-ensembles est disjointe. Donc, on a:

s = sl + sII
t+ 3t
EF(A()  F(A@")
= Z t
LEF (A(s"))UF(A(s"))

= 3 t

tEF (A(s))
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Dans le cas ol la suite s est décroissante ’expression (1.31) est réduite a un seul terme.
Si on applique ’argument 2 la suite standard formée des lettres du mot w, on obtient le
résultat annoncé. o

Remarques 1.6.8 (i) Nous avons en fait montré que le Th. 1.6.7 est vérifié pour toute
suite standard s:
s = Z t.

LEF(A(s))

(ii) L’énoncé du Th. 1.6.7 est beaucoup plus fort que ce qui nous est nécessaire. Il nous
suffisait en fait de montrer que K'<A> est engendrée par les polynémes associés a des
suites standard décroissantes (voir la démonstration du Cor. 1.6.9). o

On déduit du Th. 1.6.7 le résultat annoncé plus haut.

Corollaire 1.6.9 Les polynomes associés aur suites décroissantes de mots de Hall for-
ment une base de K<A>.

Démonstration. En vertu du Th. 1.6.7, les mots de longueur n sont combinaisons linéaires
de polynémes homogénes de degré n associés  des suites standard. Ainsi, les polynémes
associés a ces suites et les mots de longueur n engendrent le méme sous-espace (de
K<A>), soit celui formé des polynémes homogénes de degré n, qu'on note K<A>,.
Comme on le mentionnait précédemment, 4 ’aide du Th. 1.4.6, on peut mettre les mots
de A* en bijection avec les polyndmes (1.29). Les polynémes homogenes de degré n
associés a des suites décroissantes sont donc au méme nombre que les mots de longueur
n, pour chaque n > 0. Or, les mots de longueur n forment une base de K<A>,; par
conséquent, il en est de méme pour les polynémes (homogénes de degré n) associés aux
suites standard décroissantes. <

Corollaire 1.6.10 Les polynomes de Lie associés auz mots de Hall, {[h] : h € H(A)},
Jorment une base du K-module L(A).

Démonstration. On a vu au Cor. 1.6.3, que les polynémes de Lie associés aux mots de
Hall engendrent £(A). Or, ils forment une sous-famille des polynémes (1.29) et ces
derniers forment une famille K-linéairement indépendante (Cor. 1.6.9). Par conséquent,
les polynémes de Lie associés aux mots de Hall sont K-linéairement indépendants et
forment une base du K-module £L(A). o
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1.7 Base duale et algébre de mélange.

La base
[1]...[hn) avec n >0, hy > ... 2 h,,

de I'algébre K<A> est appelée la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée aux mots de
Hall. On abrégera son nom par ‘base PBWH’. On étend la notation [w] au monoide libre
tout entier. Si

w=hy...h,, avech; > ... 2 h,

est la factorisation du mot w € A" en produit décroissant de mots de Hall (voir Th.
1.4.6), alors on pose:
[w] =[] [2a).

Avec cette notation la base PBWH est simplement:
{lw]: we A%}.
Une série formelle S sur A est une sorﬁme infinie de mots de A* a coefficients dans K:

S= Z (S, wiw.

wEA®

Cet espace est noté K<<A>> et est naturellement isomorphe a I'espace dual de K<A>.
La dualité K<<A> x K<A>—K s’exprime par:

(5,P)— (5,P)= 3 (S,w)(P,w).

wEA®

Nous introduisons maintenant une base, S, (w € A”), duale & la base PBWH. Elle est
définie par:
u= Y (Sunu)lul, (1.32)
wEA*

pour tout mot u.

Remarque 1.7.1 Soit w € A" et w = hy...h, (avec h; € H(A),hy 2 ... 2 hy, sa
factorisation en produit décroissant de mots de Hall. On sait, en vertu du Th. 1.6.7, que
le coefficient (S,,u) est égal a la multiplicité de la suite (ky,...,A,) aux feuilles d’un
arbre de dérivation des lettres de w. Par conséquent, S,, est un polynéme i coefficients
entiers positifs, homogene de degré |w|. <

On définit récursivement le produit de mélange des mots, et on le note ‘w:’, par:

lwy = vwl =y,
(au) w (bv) a(uwbv) + blauwv).
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Ce produit est associatif, commutatif et sans diviseurs de zéro (voir Ree [Ree 58]). Nous
dirons qu’un mot w est un mélange de u et v si w € uwv. Par exemple, on a:

abuiab = 2abab + 4aabb.

Ce produit s’étend par linéarité 3 K<A> tout entier. Nous dirons que K<A> (resp.
K<<A>>) est munie de sa structure d’algébre de mélange lorsque le produit considéré
sur K<A> (resp. K<<A>>) est le produit de mélange. Nous donnons maintenant des
identités satisfaites par les polynémes S,,. Ces identités ont été démontrées pour la
premiére fois par Schiitzenberger [Sc 58] pour les bases de Hall-Shirshov. Melangon et
Reutenauer [MR 89] les ont aussi montrées pour les bases de Lyndon. Nous allons voir
qu’elles sont aussi vraies pour les bases de Hall générales.

Théoréme 1.7.2 (i} Soit 1 le mot vide de A”. Alors:
S =1
(i) Soit aw un mot de Hall commengant par la lettre a. Alors:
Saw = aS,.
(iii) Soit w un mot et:
w= h';’ ...h:.", avec i; 21, hy>...>h,,
sa factorisation en produit décroissant de mots de Hall. Alors:

1 . ,
Se = -.ﬁS;.’, w... u.lS""l,
T)eeealp,

ou S", =S;,_,Lu...t.u$;,J .
Nene— r——

i, fois

Démonstration. (i) Le résultat est évident puisque [1] = 1.

(i) Nous utiliserons, pour la démonstration de ce point, les résultats du Lemme 1.5.3.
. Il nous faut montrer que:

(Saws bu) = x(a = b)(Su, u).

out x(*) est la fonction de vérité qui vaut 1 si 'énoncé ‘¢’ est vrai et 0 sinon. On a, en

vertu de (1.32), 2 (5ol

wEA®
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On en tire:
bu= 3 (S, u)bfw).

wEA*

Maintenant, si w = hy... ks, avec hj € H(A),hy > ... > h,, est la factorisation de w
en produit décroissant de mots de Hall alors la suite s = (b, hy,...,hk,) est standard.
Selon la Rem. 1.6.8, on a: ‘

b[w] = Z t.

1€F (Afs))

Selon le point (ii) du Lemme 1.5.3, la seule suite réduite a un seul terme qu’'on puisse
dériver de s est la suite ([bw]) si le mot bw est un mot de Hall. Les autres suites qu'on
en dérive sont de longueur au moins deux. Donc:

bjw] = x(bw € H(A))[bw] + Z Quy,aftn] - - - [ua)-
G

Par conséquent,

bu = 3 x(bwe HA)Sw,u)bw]+ Y Buyoosalia]. . [,

wEA® E>2,u €H(A)
uj 2...21“
= Y (Swu)lbuw] + DI PN L'7) P (A ) (1.33)
bweH (A) k>2,u,€H(A)
u 2. Oug

D’autre part, on a par définition:

bu = 3 (Su,bu)u]

wEA®

= Y (Sawbu)aw]+ Y nuwlw). .l (1.34)
aw€H(A) kzZ.;.G)H(A)
U2 DUp

On obtient le résultat en comparant les termes des sommes de gauche de (1.33) et (1.34).

<

Avant de démontrer le point (iii) du Th. 1.7.2, il nous faut reprendre les Lemmes 3 a 6
de [MR 89].

Soit p > 2 un entier et soit
& K<A>—K<A>®

I’homomorphisme (pour le produit de concaténation sur K<A>) défini sur A par:

&a)=a®1...014+1Ra®...01+...+10...01Qa,
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ou chaque tenseur a p facteurs. Si w € A” on a:

(w) = }: (w,yyw ... wu)u; ® ... Q ux, (1.35)

ui€A®
(voir [Reu]). Par exemple, si p = 2, on a:
cy(abb) =abb®1+2abQb+bb®a+aQ@bb+26@ab+1 @ abb.

On voit bien dans I’exemple que le coefficient de u ® v est égal au coefficient de w = abb
dans uwv.

Lemme 1.7.3 Soient S;,...5, € K<A> et P € K<A>. Alors:

(S1w ... wSp, P)=(5:®...8 Sy, cp(P)).

Démonstration. 11 suffit de montrer le lemme lorsque les séries S; et les polynomes P sont
des mots. Dans ce cas, le résultat découle de (1.35). <

Lemme 1.7.4 Si: P est un polynéme de Lie, P € L(A), alors:

&(P)=PR1®...01+1®P®...01+...410...01QP.

Démonstration. On montre que ’ensemble des polynémes qui satisfont I’égalité contient
les lettres et est fermé par crochet de Lie. Par conséquent, il contient £(A). <

Lemme 1.7.5 Soient S),...,S, € K<<A>> des séries de termes constants nuls, (S;,1)
=0, et P,...,P, € L(A) des polynomes de Lie. Supposons que p > q. Alors:

(SlLU...LIJSp,Pl...Pq)=0.

Démonstration. On utilise le Lemme 1.7.3; on obtient:

(S]UJ...LUSP,P]...Pq)
(S]@---@Smcp(Pl"‘PQ))
= (51®...05,6(P)...c(R)).

Le lemme est une conséquence du Lemme 1.7.4 et du fait suivant: chaque tenseur du

produit cp,(Py)...cy(P,) possede au moins un terme égal & 1 (puisque p > g) et chacune
des séries S; est sans terme constant. <
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Lemme 1.7.6 Soient S,,...,S, € K<<A>> des séries de termes constants nuls, (S;,1)
=0, et Py,...,P, € L(A) des polynomes de Lie. Alors:

(Siw...wS,,A...P)= E(Squ(l)) - (Sps Po())s
o
ou la somme s’étend d toutes les permutations o de ’ensemble {1,...,p]}.

Démonstration. Le lemme est une conséquence directe du Lemme 1.7.3 et du Lemme 1.7.4.
<

Démonstration du Th. 1.7.2 (iii). Nous allons utiliser les Lemmes précédents dans le cas
ol les séries S; € << A>> sont nos séries S,, définies en (1.32) et ou les polynémes de
Lie P; sont les polynémes [k],h € H(A), de la base de Hall de £L(A).

Les séries S, (w # 1) sont homogénes de degré |w|, donc sans termes constants. Soit
ki,...kn € H(A) avec k; > ... 2 k, et w € A". Posons u = k;...k,, de sorte que
[u) = [ki]...[kn). On a, en vertu de la définition (1.32) de la série S:

(Sur [u]) = (Sur [Ra].. . [ka]) = x(u = w). (1.36)

(Voir aussi Rem. 1.7.1). Donc dans le cas ot w € H(A) et n > 2 on a:

(Sws[u]) = 0. (1.37)

Maintenant, si hky,...,hp, k1,...,kn sont des mots de Hall et si p > n alors, selon le
Lemme 1.7.5, on a:
(Shyw ... wSh,[k)...[k}) = 0. (1.38)

Cette égalité est aussi vraie lorsque p < n. En effet, en vertu du Lemme 1.7.3, on a:

(Shws ... wSi, k). .. [ka]) = (Sh ® - ® Su,n (1)) - - - co([Ra))-

. Or, dans chacun des tenseurs du produit ¢,([ki]) ... ¢,([kn}), il apparait un terme de la
forme [k,,]...[kr,] avec s 2 2. On a donc, en vertu de I'observation (1.37), que I'égalité
(1.38) est vérifiée lorsque p < n.

Le coefficient (Sp, w ... wSy,,[ki]...[ka]) est donc non nul seulement lorsque p = n.
Dans ce cas, en vertu du Lemme 1.7.6, on a:

(Sh, w...w S;.‘, [kl] cae [k,.]) = z (Sp.l y [k,(])]) cee (Sh', [k,(n)]),

ol la somme s’étend a toutes les permutations o de l'ensemble {1,...,n}.
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Posons, comme dans ’énoncé du Théoreme:
=R} ...hir, avec h; > ... > h,.

Soit m = ¥_7_, i, et considérons m mots de Hall k,,...,k, € H(A) tels que k; > ... >
k.. On a:

(Shw ... w8, k). [ka])
Z Ry [ka(l) Sh] ] [ka(q)} Sh,.) [ka(m-|n+1)]) Sh..a [ko(m)])a

-4

ou la somme se fait sur toutes les permutations de I’ensemble {1,...,m}. Cette somme
est non nulle si et seulement si:

hl = klv""hi) = kil""ahm-ikﬁ»l = km—ir}-la""hm = Km,
en vertu de (1.36). Dans ce cas, les permutations pour lesquelles le produit:
(Snys [Eon]) - - - (Snys [koiin)]) - - - (Shas Rotmoisan)]) - - - (Shas [Kam)])

est non nul sont celles qui permutent entre eux les i, facteurs égaux a h, et elles sont au
nombre de #;!...1,!. On en déduit que la série S, et la série:

1 . 4
- 'S;,‘lu.l...u.: o

i]!...in

prennent les mémes valeurs sur la base PBWH. Elles sont donc égales. La preuve du
Th. 1.7.2 est compléte. O

Le corollaire suivant suit immédiatement des résultats du Th. 1.7.2, comme c’est le cas

dans [MR 89].

Corollaire 1.7.7 Dans le produit tensoriel complété K<<A>QK<A>, ou le module
K<« A>> est munie de sa structure d’algébre de mélange et oi K<A> est munie du
produit de concaténation, on a:

Z wuw= H exp(Sx ® (h]), (1.39)

weA® heH(A)

ot le produit de droite se fait selon ’ordre décroissant sur H(A).

Démonstration. Le membre droit de (1.39) est égal a:

I Sasiel

heH(A)id0 ¥

- ¥ ——l—h o wSin @ B ... [ha].
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En utilisant le Th. 1.7.2, le Th. 1.4.6 sur la factorisation des mots en produit décroissant

de mots de Hall et la notation [w) pour décrire la base PBWH, on voit que 1'égalité
précédente est équivalente a:

Y wew=) S.®[u (1.40)

wEA® uEA*

L’identité (1.39) est donc équivalente & w = 3" ¢ 4+ (S, w)|u) qui est vrai par définition.
<

Dans [MR 89], les résultats du Th. 1.7.2 nous permettait de montrer un résultat de
D.E.Radford [Ra 79). Nous en donnons I’énoncé (voir Rem. 1.5.1 pour les détails sur
les mots de Lyndon et I'ordre lexicographique sur les mots).

Théoréme 1.7.8 (Radford [Ra 79))
Soit L D’ensemble des mots de Lyndon et < l’ordre lezicographique sur les mots. Soit
wE A et

w= Ii’ ...Ii", avecl; > ...> I, t1,.. ., 21

sa factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon. Alors on a:

1 ‘ .

2 n
= i'llu.:...u.:l"—w-{-z a,u
19+..2p: u<w

ot les coefficients a, sont des entiers positifs ou nuls et ou

1:" =Lw...wl.
_'Vd
i

<

Remarques 1.7.9 En cours de démonstration, on utilise une propriété importante des
polynémes de Lie associés aux mots de Lyndon. lls sont triangulaires; plus précisément,

sil € L alors: :
=143 Buu.
udl
Or, cette propriété n’est pas vérifiée pour les bases de Hall générales pour 'ordre <y
duquel on aurait pu s’y attendre. En effet, par exemple abba est un mot de Hall d’un
ensemble de Hall dont les mots de degré au plus cinq sont ceux de I’Ex. 1.2.1. Son
polyndéme de Lie associé est:

[abba] = [[[a, bjbla) = bbaa — 2baba — aabb + 2abab.
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Le mot abba n’y apparait pas. De plus, on a:

bbaa = (b)(b)(a)(a) >y abba,
baba = (b)(aba) >y abba,
aabb = (a)(abdb) >y abba,
abab = (ab)(ab) <y abba.

Ainsi, on pouvait s’attendre a ce que les polynémes:

1, ‘
——— 31 in
ST W whd
dans ’algébre de mélange K<A>, ne soient pas linéairement indépendants. Et c’est le
cas. En effet, sur un alphabet a trois lettres A = {a,b,c} avec @ < b < con a ab,ac,bc €
H(A). 1l se pourrait que ces mots soient ordonnés par: ab < bc < a < ac < b < ¢. Ainsi,
on aurait ach,bca € H(A). Mais alors on trouve une relation entre les polynomes:

bwac — awbe = ach — bea.

Néanmoins, comme on le mentionait dans [MR 89}, la base S,,,w € A* nous fournit une
base de ’algébre de mélange K <A>. En effet, par dualité (Eq. (1.40)), tout mot s’écrit:

w= Z (u, {w])S.,

u€A*

de sorte qu’en utilisant le Th. 1.7.2, on voit que K<A> est linéairement engendrée par
les mondmes en les séries Si, h € H(A):

Shw...wS"
4. .i,!



Chapitre 2

Réécritures dans le groupe libre

2.1 Introduction.

C’est P. Hall [HP 33}, qui le premier présentait un systeme de réécriture de suites de
commutateurs dans le groupe libre a deux générateurs. M. Hall [HM 50a] allait reprendre
sa méthode et introduire les commutateurs basiques dans les groupes libres, ainsi que
le ‘collecting process’ qui permet de calculer, pour chaque élément du groupe libre, une
décomposition unique en produit (décroissant) de commutateurs basiques. Plusieurs
auteurs (que nous avons cités au Chap. 1) ont donné des généralisations des travaux de
M. Hall. Soulignons entre autres Goréakov [Go 69], Lyndon [CFL 58] et Meier-Wunderli
MW 52].

Le calcul avec les commutateurs basiques est au groupe libre ce que le calcul avec les

- ‘Bases de Hall’ (voir Chap. 1) est a Dalgébre de Lie libre. En effet, Magnus [Ma 37} a
donné un isomorphisme entre la suite des quotients de la série centrale descendante du
groupe libre et I'algebre de Lie libre (voir Cor. 2.4.6). Ces familles de commutateurs
basiques peuvent toutes étre obtenues a I'aide de constructions d’arbres dont les feuilles
sont étiquettées par des lettres. Les conditions ‘optimales’ (1.1), (1.2) et (1.3) (données
par Viennot [Vi 76]), qu’il faut imposer & un ensemble d’arbres pour obtenir une base de
’algébre de Lie libre, doivent aussi étre imposées si on veut obtenir une base des quotients
de la série centrale descendante. Dans ce sens, les conditions de Viennot (sur les arbres
du magma libre) généralisent les constructions (dans le groupe libre) des auteurs que
nous avons mentionnés plus haut. Ainsi, on obtiendra d’un ensemble d’arbres de Hall
(voir Chap. 1, paragraphe 1.2), un ensemble de commutateurs dans le groupe libre. Ces
commutateurs seront appelés des commutateurs de Hall.

Ce deuxieme chapitre se compose de trois parties. Tout d’abord, nous présentons un
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systeme de réécriture dans le groupe libre, similaire 4 celui que nous avons développé au
Chap. 1, puis nous mettons a jour ses propriétés. Il permet d’effectuer le calcul d’une
décomposition en produit de commutateurs de Hall. La convergence de ’algorithme
fourni par le systéme de réécriture n’est pas immédiate puisque les suites peuvent croitre
en longueur au cours du calcul. A notre connaissance, personne n'a encore donné de
démonstration de la convergence du calcul. Les bases de P. Hall et de M. Hall sont
ordonnées selon le degré des commutateurs; la convergence des calculs parait alors assez
évidente. Gortakov [Go 69], qui semblait avoir constaté que seules les conditions (1.1),
(1.2) et (1.3) suffisaient pour arriver & calculer une décomposition en produit de commu-
tateurs basiques, n’en donne pas de démonstration (il ne montre pas non plus I'unicité
de la décomposition). Nous donnons une démonstration de la convergence des calculs

en codant de facon appropriée les ‘montées’ des suites de commutateurs de Hall (Prop.
2.2.8).

Le choix des exposants (positifs ou négatifs) des commutateurs dans une suite donne lieu
a cinq regles de réécriture. La simplification possible de deux commutateurs consécutifs
d’une suite représente en quelque sorte une perte d’information sur la suite. Il n’est plus
possible ‘d’inverser’ les réécritures pour remonter a la suite de départ. Néanmoins, on
peut montrer la confluence de la réécriture. C’est ce que nous faisons au paragraphe 2.3.

Les propriétés du systéme de réécriture ne suffisent pas & montrer que la décomposition en
produit de commutateurs de Hall est unique. Nous avons donc élaboré, dans un deuxiéme
temps, un argument algébrique qui permet de montrer 'unicité de la décomposition. En
cela nous suivons M. Hall [HM 50a] et Lyndon [CFL 58].

Magnus a donné un isomorphisme du groupe libre F(A), sur un ensemble de générateurs
A, dans un groupe de séries formelles a variables non commutatives dans A (voir par
exemple [Ma 37, MKS 76]). Cet isomorphisme est appelé la transformée de Magnus du
groupe libre F(A). Nous avons recours au calcul a l'aide de la transformée de Magnus
pour montrer ['unicité de la décomposition des éléments du groupe libre en produit de
commutateurs de Hall. On donne, au paragraphe 2.4, une relation qui permet de calculer
'exposant n4(g) d’'un commutateur de Hall k dans la décomposition d’un élément g du
groupe libre, a I'aide des coefficients de la série formelle associée a g (Eq. 2.17). Cette
relation nous permet de conclure & 'unicité des exposants dans la décomposition en
produit de commutateurs de Hall des éléments du groupe libre (Th. 2.4.4). On en déduit
facilement un résultat de Magnus [Ma 37) et Witt [Wi 37): les commutateurs de Hall de
degré N forment une base du N'*™€ groupe quotient de la série centrale descendante du
groupe libre (Cor. 2.4.5).

Une identité du méme type que la relation (2.17) a été donnée par Thérien [Th 83], pour
les bases de M. Hall. Il a montré que I’exposant n,(g) est une combinaison linéaire des
coefficients de sa transformée de Magnus lorsque g est un mot positif du groupe libre (un
produit d’éléments de A, tous avec exposants positifs). Ce résultat lui a permis d’obtenir
une description des parties du monoide libre qui sont reconnues par certains groupes
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nilpotents. Au paragraphe 2.5, nous reprenons le résultat de Thérien et montrons qu'il
est toujours vérifié pour les bases de Hall générales (Lemme 2.5.3).

Au paragraphe 2.6, nous montrons que I'identité de Thérien (Eq. 2.19) s’étend au groupe
libre tout entier, et qu’elle est identique a la relation obtenue des calculs a 1’aide de la
transformée de Magnus (voir Th. 2.6.1). Nous en tirons de nouvelles démonstrations
de deux importants théorémes de la théorie combinatoire des groupes. Le premier, di
4 Magnus [Ma 37], donne une caractérisation des éléments du n*™ groupe de la série
centrale descendante de F(A): un élément du groupe libre en fait partie si et seulement
si les mots non vides qui apparaissent dans sa transformée de Magnus sont de longueur
au moins n (Cor. 2.6.2). Le second théoréme avait permis & P. Hall [HP 33} de montrer
plusieurs propriétés des p-groupes réguliers. Il affirme que 'exposant n,(g*) est donné
par une fonction polynémiale (en z) sans terme constant (Cor. 2.6.4).

C. Reutenauer avait conjecturé que l'identité de Thérien était vérifiée dans le groupe
libre tout entier et sa conjecture fut & lorigine des travaux qui sont exposés dans ce
chapitre.

2.2 Suites standard dans F(A) et systéme de réécriture.

On se donne un alphabet A et on considere I’alphabet auxiliaire A™! = {a~! : ¢ € A}.
Le groupe libre sur A, qu’on note F(A), peut étre construit de la fagon suivante. On
forme le quotient du monoide libre (4 U A~!)" par la congruence = engendrée par les
relations: )
aal=ala=z=1, a€ A (2.1)

Par construction, a et a~! sont l'inverse 'un de l'autre. Soit g = af'...a'™, a; €

A,¢; = £1, un élément du groupe libre. On dira que g est un mot réduit si pour tout
t=1,...,m —1 on asoit a; # @41, s0it &; = a;4; et & = €;4;. En d’autre mots, g est
un mot réduit si on ne peut pas y simplifier deux lettres successives a l'aide de (2.1). Ce
méme élément ¢ est appelé un mot positif si ¢; = 1 pour tout i = 1,...,m. Evidemment,
un mot positif est un mot réduit. A tout élément g € F(A) il correspond un unique mot
réduit g tel que ¢ = §.

Soient g,k € F(A). On définit leur commutateur [g, k] par
[9.h] = 97" b7 gh.

On étend cette notation aux sous-groupes de F(A). Plus précisément, si H, K sont des
sous-groupes de F(A), on pose:

{H,K)=<{[h,k]: h€ H ke K}>,
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oll < X > désigne le sous-groupe engendré par les éléments d’un ensemble X C F(A).
On définit récursivement une suite Fy, F5, ..., F,,... de sous-groupes de F(A):

Fl=F(A)1

et pour n > 1:
Fn+l = [Fqul]-

La suite F,...,F,,... est appelée la suite centrale descendante du groupe libre. Ces
sous-groupes satisfont la suite d’inclusion:

ROoOFD>...DF,D>... (22)

Le sous-groupe F,,; est normal dans F, et les groupes quotients F,/F,,, sont des
groupes abéliens. Au paragraphe 2.4, nous tirerons avantage de la structure de Z-module
de ces groupes abéliens.

Remarque 2.2.1 Soit m < n. Si g; et g, sont deux éléments de F(A) tels que g, = ¢,
mod F, alors g; = g; mod F,,,, en vertu des inclusions (2.2). <

Remarque 2.2.2 On dit qu'un arbre ¢ du magma libre M(A) (voir paragraphe 1.2) est
un peigne de degré n si t' est un peigne de degré n — 1 et " est une lettre; les peignes de
degré un sont les lettres de A (voir Fig. 2.1). On peut montrer, a I'aide de relations du

type (2.4) et (2.5), que F, est le sous-groupe engendré par les peignes de degré n (pour
plus de détails, voir [HM 59, MKS 76}). o

Remarque 2.2.3 Lorsque n = 1, F,/F, est le groupe abélien libre sur A. On peut
montrer que deux éléments ¢ = af'...aS" et b = b ... sont congruents modulo
F; si et seulement si pour toute lettre a € A, la somme des exposants que porte cette
lettre dans g et dans h est la méme. C’est-a-dire qu’on doit avoir 172, x(ai = a)&; =
37=1 x(b; = a)n;, pour tout a € A. Il est donc possible d’associer & tout g € Fy = F(A)
un unique mot réduit § = a7’ ...aJ® avec a; € Z, tel que ¢ = § mod F;. Si de plus
alphabet A est totalement ordonné, on peut toujours faire en sorte que a; > ... > a,.

<

On définit récursivement une application x : M(A)— F(A) par:
x(t) = [x(t'), x(2")), si t = [t',2"].

L’image d’un arbre t de M(A) est obtenue en interprétant chaque sommet interne de la
structure arborescente de t comme le commutateur de ses sous-arbres gauche et droit
dans le groupe libre. On a aussi un plongement A* — F(A) du monoide libre dans le
groupe libre, dont I'image est |’ensemble des mots positifs de F(A).
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as
a; a;

Figure 2.1: Représentation par arbre du peigne [[[[a;,a2]as]).. Ja,] € F,.

Supposons a partir de maintenant que ’alphabet A est totalement ordonné et choisissons
un ensemble de Hall H(A) (voir paragraphe 1.2). On peut, & 'aide de ’application x
considérer les arbres de Hall comme des éléments du groupe libre. Les éléments de
Pensemble: {x(h) : A € H(A)} seront appelés des commutateurs de Hall. L’ensemble
des commutateurs de Hall est donc totalement ordonné, par I'ordre < sur I'ensemble de
Hall H(A). On définit le degré d'un commutateur. de Hall k(h), comme étant le degré
de P’arbre de Hall h.

Notations. Le Th. 1.3.3 met en bijection les mots de Hall et les arbres de Hall. La
structure arborescente accompagne le mot de Hall et lui est intrinséque. C'est cette
structure arborescente qui permet a x de calculer le commutateur associé a I’arbre h €
H(A). On pourrait donc définir 'application x sur 'ensemble des mots de Hall, en
invoquant le Th. 1.3.3. C’est pourquoi, dans tout ce chapitre, nous écrirons [k] pour
désigner le commutateurs de Hall (k) associé au mot de Hall h. Ainsi, si h et k sont
des mots de Hall tels que hk est un mot de Hall, on a [hk] = [[A], [k]]. Cette notation a
déja été utilisée au Chap. 1 (voir page 29). Nous levons toute ambiguité possible dans
ce chapitre. Nous n’utiliserons cette notation que pour désigner les commutateurs de
Hall. Dans le cas ot h est une lettre, h = a € A, nous écrirons plus simplement [a¢] = a
(puisque le commutateur d’un seul élément n’est pas défini).

On considére maintenant des suites de commutateurs de Hall de degré au plus N,

s= (], [ha)), (2.3)

avec h; € H(A), |hi] £ N et ¢, = £1. Nous dirons que ’élément du groupe libre v(s) =
[h1)r ... [hn]" est I'élément associé i la suite s. On dira qu'une sous-suite s’ = ([h;, ],
.+« [hi,J¥% ) de la suite (2.3) est connexesi la suite d’entiers 1 <1, < ... < i, <nestune
suite d’entiers consécutifs. On dira que la suite (2.3) est une suite standard si la suite
(de mots de Hall) (h,,...,h,) est standard au sens du paragraphe 1.4 (c’est-a-dire si elle
satisfait la condition (1.9)). Par exemple, si g = a}' ... al alors la suite s = (a*,...,ar)
est standard et y(s) = g est ’élément associé & s. Aussi, si by > ... 2 hy, alors la suite
(2.3) est standard. De méme, on définit les montées, les montées éloignées et les montées
légales de la suite s comme en (1.10) et (1.11) au paragraphe 1.4.

Nous allons montrer que pour tout élément ¢ du groupe libre il existe une unique suite
décroissante s telle que g est congru a v(s), modulo le (N + 1)¥™¢ groupe de la série
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centrale descendante. Nous allons obtenir la factorisation de g = af’ ...a¢™ & partir de la
suite s = (a}',...,a‘") de ses lettres, en réécrivant les termes consécutifs d’une montée
légale, passant ainsi d’une suite standard & une autre suite standard (de commutateurs
de Hall), toutes deux associées a des éléments de F(A) congruents modulo F,;.

Soient g = a}'...a{r et s = (a}',...,a) la suite standard & partir de laquelle le calcul
de la factorisation de g sera fait. En cours de calcul, on pourra étre amené a effectuer
des réécritures sur des montées légales de 1'un des types: ([ki), [Ris1]), ([Ri], [Risa]™?),
([hi]~, [Risa])s 0u (JRi]~1, [Ris1)™?). Un calcul simple montre que pour z,y,z € F(A) on
a les relations:

yr = zy(y, =), (24)
[z,y2] = [z, 2][z, y]([z, ], z]. (2:5)

Nous allons tirer de ces relations, les régles de réécriture qu’il nous faut. Dans un premier
temps, nous allons obtenir des congruences (mod Fn4,;). On a, par (2.5), avec z = y~L:

1= [z,yy7"] = &,y ][z, y]ll=, v} 7],
ou de fagon équivalente:
[,y7") = [l=,9},y7"] [z, 9] (26)
De méme, par (2.6), encore une fois: '
([z,9],57") = [llz,3] v} y7') 7 9] 0] 7
Ainsi, pour m assez grand:
[z,v7"] = [2y’llzy?].. [z [zy®*'] 7 ey’ M [zy] ™! (mod Fivaa).
Donc, en utilisant (2.4) on trouve:

-1

Ty

y'z(z,y7Y),
v lzley?].. . [zy*™[zy
(mod Fn41).

-1 [zy] ! (2.7)

En développant le commutateur [z,y], on trouve I’égalité:
7y = ylz,y] 7' (2.8)

Finalement, on observe que 27!y~ = y~!(yzy~')~!. De (2.7) on obtient:

yay ™' = afzy’]. . [zy™)[zy*™ ] fey] T (mod Fyvaa),
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d’ou:
7y =y yzyY)! -
= y ay]. . 2y 2y L [z ! (2.9)
(mod FN+]). (2.10)

Maintenant, on définit des régles de réécriture des suites standard de commutateurs
de Hall a partir des congruences ci-haut. Soient [k] et [k] des commutateurs de Hall.
Supposons que ([A]¢, [k]) soit une montée légale d’une suite standard s. Alors on peut
réécrire s en une nouvelle suite s', en substituant a la montée légale ([A]°,[k]°) 'un des
membres droits des régles de réécritures suivantes, choisi selon les valeurs de ¢ et é:

(R1) ([A], [K]) = ([k],[r], [hk]) ou simplement ([h], [k]) — ([k],[A}),
selon que la longueur du mot Ak est |hk| < N ou |kk| > N.

(R2) ([R), [£]7Y) — (k)72 [B], [RK2), ..., [Rk2™), [RAPmE1)=1 L [RA]Y),

(R3) (A7, [k]) — ([K], [k, K]*,[R]™") ou simplement ([A]™*, [k]) — ([k],[R]™"),
selon que la longueur du mot hk est |hk| < N ou |hk| > N.

(R4) ([R]"Y, [k]7Y) — ([K]72, [hK], ..., [RE2™2Y] [REP™)0, L [RER)Y, [A]D).

Remarque 2.2.4 Il faudra, dans le cas des réécritures (R2) et (R4) choisir ’entier m
le plus grand possible, en prenant soin que dans la nouvelle suite tous les commutateurs
soient de degré < N. Dans Pexpression {hk*"*!] le choix du signe + ou — se fera selon
ce critere. <o

Soient s et s’ deux suites standard telles que s’ soit obtenue de s par réécriture d’une
montée légale. Alors on a y(s) = y(s’), en vertu des congruences (2.4), (2.7), (2.8) et
(2.9).

Une derniere régle de réécriture nous sera nécessaire. Soit s = ([k1]9,...,[kha]*") une
suite standard. Si [h;] = [hi41] et € = —¢;4; alors on admet la réécriture:

(R5) .3 —' ([hl]‘l Yoy [hi-l]“-’ ’ [hH-?]ﬁ“’ et [hn]ﬁ-).

On dira dans ce cas qu'on a effacé les termes [h;] et [h;4;). Observez que plusieurs
choix de réécritures peuvent se présenter simultanément. Comme nous le verrons, il sera
toujours possible de n’effectuer que des réécritures du type (R1), (R2), (R3) ou (R4)
jusqu’a 'obtention d’une suite standard décroissante. Puis, on pourra utiliser la régle
(R5) pour simplifier la suite. Nous désignons par I le systéme de réécriture qui opére
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sur les suites standard et qui n’utilise que les régles (R1), (R2), (R3) ou (R4); et par I
le systeme de reécriture qui opére sur les suites standard et qui utilise toutes les regles:

(R1), (R2), (R3), (R4) ou (R5). Dans T les effacements ne sont pas permis, alors que
dans I ils le sont.

Exerhple 2.2.5 Soit H(A) un ensemble de Hall dont les éléments de degré au plus cinq
sont ceux de I’Ex. 1.2.1. Posons, pour les besoins de ’exemple, N = 4. Soit ¢ = a~'bab™!,
’élément du groupe libre que nous allons réécrire:

(a,b,a,b7?)
(R3)— (b,(ab)!,a,a,b7")
(R2)— (b,[ab]"!,a ?,b7,a,[ab?], [ad’]?, [ad]!)
(R4)— (b, [ab]™, b7, [ab), [ab?],[ab?]™?,a™!
[ab?], [ab?] !, [ab] !

Une suite d’applications de (R5) donne:

L

(b, [ab]~1, b7, [ab)], [ab®}, [ab?] ", [ab?], [at®], [ab)~?)
— (b, [ab}=*, b1, [ab), [ab?], [ab?]~?, [ab] !
(b, [ab]~?, b7, [ab), [ab]-")

L

Puis:

(Ra)— (b, 57", [ab?), [ab®]"", [ab]~", [ab], [ad] ")
(R5)—'  ([ab?],[at??, [ab]™?, [ab], [ab]™?
(R5)—' ([ab?], [ab%]", [ab]™")

(R2)— ([ab®]7?, [ab?], [ab]™Y)

A chaque fois la montée légale qui est réécrite est en caractére gras et la regle appliquée
est indiquée a ’extréme gauche Une fleche — précéde les réécritures qui se font a 1'aide
deT. Une fleche ‘primée’ —' précéde les effacements (permis dans I''). La derniére suite
est décroissante, et simplifiée. On a donc:

a~'bab™! = [ab®]"[ab?][ab]! (mod Fy),
et on peut vérifier que ce /produit est décroissant. o
Proposition 2.2.6 Soit s = ([h;]9,...,[h.]") une suite standard de commutateurs de

Hall. Alors toute suite t obtenue de s, ¢ l'aide d’une réécriture de I’un des systémes T
ou I, est standard.
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Démonstration. Comme toute sous-suite d’une suite standard est une suite standard, il est
clair que si t est obtenue de s 4 'aide de (R5), t est standard.

En ce qui concerne les autres régles de réécriture, il faut remarquer les choses suivantes.
Soit ([A]¢, [k]’) la montée légale qui fait 'objet de la réécriture. Premiérement, dans le
membre droit des regles (R1), (R2), (R3) et (R4), le terme [k]® précede toujours le terme
[R]e. Deuxiement, dans ce membre droit les termes [k]* et [k]° sont toujours suivis (&
droite) de termes de la forme [hk?m£1)31,

Maintenant, soient k, k¥ des mots de Hall tels que h < k et A” > k. Si r est un autre mot
de Hall tel que r” > k alors on a r” > hk® pour tout p > 1, puisque par (1.6), hk” < k.
Aussi, si r est un mot de Hall tel que k > r alors on a (hkP)" =k > r.

Ces remarques, jumelées a la démonstration de la Prop. 1.4.4, serviront au lecteur a
montrer la Prop. 2.2.6. <o

Dans le cas ou ¢ est obtenue & 'aide de I ou I, on dira qu’elle est obtenue par réécriture
de la montée légale ([;], [Rhi+1]), ou encore que t est dérivée de s. Notez que la convergence
du systéme de réécriture n’est pas immédiate, puisque la longueur de la suite t peut
excéder la longueur de la suite s (voir Ex. 2.2.5).

Rappelons qu’une montée éloignée de la suite s est un couple ([k],[k]) dans s tels que:
[R] vient avant [k] dans s (en lisant de gauche & droite) et k < k. Soit <, I'ordre donné
sur H(A). Soit <4, la relation qui ordonne les éléments de H(A) par degré, puis sur
chacun des degrés, par I'ordre induit de <. On définit un ordre total < sur I’ensemble
des couples de mots de Hall de la fagon suivante: (hy,k;) < (hq,kz) si et seulement si
soit ky > kg, soit k; = k; et hy <geg h2 (notez le renversement de ’ordre en deuxiéme
composante).

On associe & une suite standard s, un vecteur d’entiers v(s) dont les entrées sont indicées
par les couples (h, k) de mots de Hall de degré au plus N, tels que b < k. L’entrée
v(h,k)(8) est égale au nombre de montées éloignées ([h]*, [k]’) (toutes valeurs de € et &
confondues) dans la suite s. On ordonne 'ensemble de ces vecteurs lexicographiquement.
C’est-a-dire que deux vecteurs d’entiers v, v” sont en relation v’ < v"” si et seulement s’il
existe un couple de mots de Hall (k, k) tel que v, ) = vj; ,, pour tout (r,p) < (h,k) et

Yiaky < Yhiy:

Lemme 2.2.7 Soit s et t des suites standard telles que t soit obtenue de s d l'aide de
I'. Alors v(t) < v(s).

Démonstration. Soit (h, k) la montée légale dans s sur laquelle s’effectue la réécriture. On
a alors v x)(t) = vk (s) — 1. En examinant les régles de réécriture (R1), (R2), (R3) et
(R4) on voit que les montées éloignées dans ¢, qui s’ajoutent & celle qui viennent de s,
sont de 'une des trois formes suivantes (selon qu'elles mettent en jeu un terme de s et
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un terme nouvellement créé — pour les deux premiers cas, ou deux termes nouvellement
créés).

Soit elles sont de la forme ([r], [hk™]), avec m > 1, o1 [r] est un élément de la suite qui
se trouvait (dans s) & gauche de [h]. Dans ce cas, on a (r,hk™) > (h, k), puisque par
(1.6), hk™ < k.

Soit elles sont de la forme ([hk™),[r]), avec m > 1, ou [r] est un élément de la suite qui
se trouvait (dans s) a droite de {k]. Comme la montée ([h], [k]) dans s est légale, on a
k>r. Sik>ralors (h k) < (hk™,r); si, k = r alors comme |h| < |hk™| on trouve
encore une fois (h, k) < (hk™,r).

Soit elles sont de la forme ([p], [r]), ol [r] et [p] sont deux termes qui apparaissent dans le
membre droit de I'une des régles (R1), (R2), (R3) ou (R4). Chacune de ces suites débute
par [k], et il en est I’élément maximal. Par conséquent, on a [r] = [kk'], [p] = [Rk] avec
i,j 2 0eti# j. Commeon ah < k par hypothése, et hk* < k (pour i > 1) par (1.6),
on en déduit (h,k) < (p,r).

On voit donc que v, ;)(s) = v p)(t), pour tout (r,p) < (h,k); comme vk (t) =
v(nk)(8) — 1, on a bien v(t) < v(s). o

Théoréme 2.2.8 Les systémes de réécriture T et I sont convergents.

Démonstration. Nous allons montrer la proposition par récurrence sur le couple (v(s), }s),
ol |s| désigne la longueur de la suite s. Le résultat est vérifié pour les suites qui ont
un vecteur v(s) = 0. Ces suites sont soit vides, soit réduites & un seul terme, soit
décroissantes. La seule réécriture applicable a une suite décroissante est un effacement
et dans ce cas on en diminue la longueur. Le systéme de réécriture converge donc sur les
suites décroissantes. Soit s une suite standard qui n’est pas décroissante.

Soit ¢ une suite qui s’obtient par réécriture de la suite s. Si t s’obtient de s a 1’aide de
(R5), alors on a t| < |s|. Sit s’obtient de s & 1'aide de T', alors on a v(t) < v(s), selon le
Lemme 2.2.7. Par récurrence, le systeme de réécriture est convergent sur la suite ¢, par
conséquent il 'est sur la suite s. , o

Exemple 2.2.9 Reprenons ’Ex. 2.2.5, mais cette fois avec N = 3. On donne, selon
l'ordre X, la liste des couples (k, k) (avec k < k et |&|,|k| < 3):

(a,b) (ab,b) (aba,b) (abb,b) (ab,a) (aba,a)

(abb,a) (ab,abdb) (aba,abb) (aba,abd).
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On indique, a droite d’une suite s, son vecteur de montées éloignées et sa longueur

(v(s);ls]) :

(a1, b,a,b7?) (3,0,0,0,0,0,0,0,0,0; 4)
— (b,[ab]"!,a"?,a,b7}) (2,1,0,0,2,0,0,0,0,0; 5)
- (b, [ab]'l,a'l,b'l,a, [ab’],[ab]") (1,1,0,0,2,0,0,1,0,0;7)
— (b, [ad)"2,671,[abd), [ab?]7?, a7, a, [ad?}, [ad]?) (0,1,0,0,4,0,2,4,0,0;9)
R (b, [ab)~2, 571, [ab], [ab?] !, [ab?], [ab)™?) (0,1,0,0,0,0,0,4,0,0; 7)
—' (b, [ab)?, 67, [ab), [ab] ") (0,1,0,0,0,0,0,0,0,0; 5)
— (b,b71, [ab?], [ab]™?, [ad], [ab]?) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0;6)
—' ([ad?], [ab)~?, [ab], [ad)™?) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0;4)
—' ([a®®), [ab]™?) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0;2)

2.3 Confluence.

En accord avec les notations précédemment utilisées, on définit deux relations — et —'
sur ’ensemble des suites standard:

s — t si et seulement si ¢ est dérivée de s a 1'aide de T,

et
s —' t si et seulement si { est dérivée de s a 'aide de I,

.t a .. .
On notera par — et — les fermetures réflexives et transitives des relations — et —,
respectivement. Comme au paragraphe 1.4, nous dirons que ¢ est dérivée de s si s=t ou

. !
si s> ¢,

Lemme 2.3.1 Soient h,k € H(A) des mots de Hall tels que h < k et ¢,6 = +1 tels
que les suites s, = ([h]™, [R]', [k]°) et s2 = ([R]*, [k)’,[k]~*) soient standard. Supposons
que dans chacune de ces suites la montée ([h],[k]) soit légale. Soient t, et t; les suites
obtenues de s, et s; en réécrivant ces montées:

31—’t1, 32—’t2a
alors il existe des dérivations:

0= (K1), (R
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Démonstration. Dans les calculs qui vont suivre, nous laissons au lecteur le soin de
vérifier que les montées auxquelles on applique une réécriture de I sont bien légales.
On le voit facilement, en vertu du fait que toutes les montées ([r], [p]) sujettes a des
réécritures, ont comme deuxiéme composante [p] = [k], et que k > hk™ pour tout
m > 0. Toutes les réécritures qui seront effectuées au cours de la démonstration de ce
lemme sont des réécritures de I''. Dans le but d’alléger les notations, nous omettrons le
! et indiquerons ces réécriture avec une simple fleche —. Concentrons nous d’abord sur
81 = ([h}~, [A)¢, [k]®). On considere quatre cas selon les valeurs relatives de € et 6.

Cas1l:¢=1,6=1. 0Ona:

sy = ([R]™", [R}, [K])
®ry— by = ([~]7, [K], [h], [hE])
(R3).—‘ ([klv (hk]-l’ [h]—l, [h]v [hk])
(Rs)— ([k], [Ak]7Y, [RE])
(Rs)— ([K]) = ([*]%)

Cas 2: e=1,6=-1. 0Ona:

sy = ([B]7%, [B], [K]7)
(R2)— t; = ([W)Y, (K], [R), [RR2), ..., [R2™),
- [hk£1)70 L [hk]Y)
Ro— (K], [RK],..., [RE*™£1) (k™)1 [RE2)Y, [A),
(A, (R3], ..., [Rk?™), [RRPm1)1, L [RE)T)

Utilisant une suite d’applications de (R5), on trouve:
SR = (K
Cas 3: ¢=-1,6=1. On a:

8 = ([h]’{h]-lvlk])
®3)—  t1 = ([h], (K], [hk]™?, [A]7Y)
®)—  ([k], k], [ak], [hk]"1,[R])7")
(R$)— (K], [, A7)
RS)— ([k]) = ([k]¥)

Cas 4: e=-1,6=~1. On a:

s1 = (A}, [A]™, [k] ")
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(R4)— ty = ([R], [k]7", [hE],..., [hk*™%Y),
(hE*™71, [hk?]1, [R]71)
®r2)—  ([k]7*,[R), [RK?), ..., [Rk?™], [Rkmr)-1 ] [RE)Y,
[hk),..., [hk*m21], [hk?m)—1 L, [hk?)2, [R]7Y)

~ Utilisant une suite d’applications de (R5), on trouve:

- (K71 = ([K)°)

Concentrons nous maintenant sur s; = ([k]¢,[k]%,[k]~¢). Encore une fois, on considére
quatre cas selon les valeurs relatives de ¢ et 6.

Cas1l: e=1,6§=1. On a:
sz = ([R], [k), [K]")
(R1)— t2 = ({k], [R], [hK], &71)
(R2)— ([k), [R), (k)% [RE], [RE®), . .., [REPm£1),
[(REI)-1 L TREPY)
(R2)—  ([k], (€)™, [R], [AR?), ... [REP™], [REP™E1)-2 L [RE)D,
[RE}, [RE],. .., [RE*™E1) [RE?™)72, . [RAP)T)

Utilisant une suite d’applications de (R5), on trouve:

S (R R [R)
®s)—  ([R]) = ([A]*)

Cas 2: e=1,6=—1. On a:
s2 = ([k], (K], [k])

(R2)— ty = ([k]7, [A], [Rk?),..., [RE*™),
[Rk?£1)-1 TRE)Y, [K))
(Ra)—> (k)2 [B], AR2, ..., (hk?m),
[REPm21)=1 k], [RE3)Y, [RE)Y)
(R3)— ([k]_la [h]v [hkzlv ceey [hkzm],

(Rk2m£1)=1 k], (kY)Y [RE®)2 [RAP)1, [Rk)Y)

Une suite d’applications de (R3) nous améne a:

s (K™, [B), [82), ... k2], [4]
e R L R R R L ()
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Le terme [hk*™*1]~! de la suite précédente et le terme [hk?™+1] que fait apparaitre la
prochaine dérivation pourraient bien étre absents. Ils ne seront présents que si |hk?™+1| <
N. Dans le cas o |hk*™*!| > N, il faudrait les omettre des formules.

(R1)— (K1, [A], [AK7), . .., [K), [RE2™), [RE>™+1)
[hlcz""”]'l, [hkz"']'l, [hk?m—l]-l’ ey [hkal-‘, [hk’]“, [kk]")

Une suite d’applications de (R1) nous amene a:

- ([, [k}, [B), [RE), [Rk?), [RED), . .., [RK?™), [Rk2™+Y)
[hk2m+l]—l, [hk'.'m]—l’ [hk"""']", ey [hk:’]_l, [hkz]_l, [hk]-l)

Puis, une suite d’applications de (R5) nous donne:

o S (R TRL[RD
= ([~]) = ([+])

Cas 3: e=—-1,6§=1. On a:

sz = ([A)™", [K], [K]™")
(R3)— ty = ([k]‘[hkl—lvlh]_l’[k]_l)
(R4)— (K], [RK)2, k)72, [RE),. . ., [RKP™EY),
(AR}, L [RRR)Y [R)Y)
Ra—  ([k], [k}, [RE?],. .., [RE?™], [REPmEY] -1 L (R,
[RE],... [RE*™21) [REP™), L [REY)Y, [R]Y)
(Rs)— ([hk3,..., [hk™™], [RE*™21)-1 . [RK) Y
[RK), ..., [RE*™21) [RE*™]-1 L [REY)Y, [R)D)

Utilisant une suite d’applications de (R5), on trouve:
SR = (AT
Cas 4: e=-1,6§ = ~1. On a:
sz = ([R]™7, (K], [k])
(R4)— l; = ([k]-‘a [hk]v ceey (hk?mi:l],
[RE*™]71, . [RE2)Y, (R) 1, [K])

(R3)— ([k]-lv [hklv ceey [hknm*‘]’
(hE*™]71, .., [RK?]7Y, [K), [RE)2, [A)7Y)
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Une suite d’applications de (R3) nous amene a:

S (K], [hE), . .., [R2m2Y), [K),
(k> 4171, [hE]7L, L [REP)Y, [RE]D [R) D)

Encore une fois, le terme [hk?>™+1]~! de la suite précédente et le terme [hk?™+!] que fait
apparaitre la prochaine dérivation pourraient bien étre absents. Ils ne seront présents
que si |hk*™+1] < N. Dans le cas ou |hk?™+!| > N, il faudrait les omettre des formules.

(R1)— ([k]71, [BK), . .., [K], [RE?™H1],
[RE2mH)L (R, L [RER)Y, [RE)Y, [R)Y)

Une suite d’applications de (R1) nous améne &:

S ([k])=2, [k], [AK), [RK?),. . ., [RE*™], [RE2™+1)
[RkA™ 1)1 [Rk2m)=1 [Rk3™=1)-1, L (RER]Y, [RA)T, [A)Y)
— ((RK], [hE?), . .., [RK®™], [RE?™+1),

e e (Y RNV SRR IYC RNV RN

Puis, une suite d’applications de (R5) nous donne:
- ([R7T) = ([R]Y)
<

Remarque 2.3.2 Comme on le signalait a la fin de la démonstration du Lemme 2.3.1,
les montées légales qu’on réécrit ont toutes [k} comme deuxiéme composante. Cela
permet de voir que si s; ou s, sont des sous-suites connexes d’une suite standard s, et
que la montée légale ([h]*,{k]°) de s, et s, est une montée légale de s, alors les montées
sur lesquelles les calculs sont effectués (au Lemme 2.3.1) sont des montées légales de s.

o

Proposition 2.3.3 (i) La relation — est confluente. Plus précisément, si 8,3, et sy
sont des suiles standard tels que s—s; et s— s, alors il existe une suite standard t telle
que s, —t el syt

(i) La relation —' est faiblement confluente. Plus précisément, si s,3; et s; sont des
suites standard tels que s—'s, et s—'s; alors il existe une suite standard t telle que sl—"'t

et 83-:*'t.
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Démonstration. (i) On procede comme & la démonstration de la Prop. 1.4.8. Si s; et s,
sont obtenues de s en réécrivant deux montées légales distinctes, alors on est assuré, en
vertu du Lemme 1.4.9, que ces montées ne se chevauchent pas. On peut donc effectuer
les réécritures de ces deux montées légales dans n’importe quel ordre pour obtenir la
méme suite 2.

(i1) 11 nous reste a regarder le cas ou 'une des deux suites est obtenues de s en effectuant
un effacement, et le cas ol les deux suites sont obtenues en effectuant un effacement
dans s.

Si on obtient s; et s, en effacant deux termes consécutifs de s alors on vérifie aisément
I'existence de la suite t. Dans le cas ou il y a chevauchement on doit forcément avoir
8; = 8;. Dans le cas ou il n'y a pas de chevauchement, les termes consécutifs de s qui
ont été effacés pour obtenir s; se trouvent dans s,; les termes consécutifs de s qui ont
été effacés pour obtenir s; se trouvent dans s;. On efface ces couples dans s, et s; et on
trouve la méme suite ¢.

Supposons que seulement 'une des deux suites s; ou s; est obtenue en effectuant un
effacement dans s. Dans le cas ol la montée légale ne chevauchent pas le couple de
termes consécutifs effacés, I'ordre dans lequel sont effectuées ces réécritures ne comptent
pas, et elles ménent a la méme suite t. Dans le cas ou la montée légale et le couple de
termes consécutifs effacés se chevauchent, la sous-suite formée de ces trois termes est
'une des sous-suites traitées au Lemme 2.3.1. En vertu de la Rem. 2.3.2, on peut soit
effectuer les calculs donnés dans le Lemme 2.3.1, soit effectué ’effacement dans s pour
obtenir la méme suite ¢. <

On en déduit, par récurrence sur la longueur des dérivations, le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.4 Les relations =+ et = sont confluentes.

Démonstration. On montre que la relation = est confluente par récurrence sur la longueur
des dérivations, et en utilisant la confluence de la relation — (Prop. 2.3.3 (i)).

En effet, on montre que si s,s,,s, sont des suites standard telles que s='s, et s='s,

alors il existe une suite standard ¢ telle que sitet sg—'»'t, par récurrence sur le couple
(v(s),s]), en utilisant le Lemme 2.2.7 et la confluence faible de la relation —' (Prop.

2.3.3 (ii)). . o

Donc, partant d’une suite standard s = ([h,],...,[hs]**), il est possible de calculer une
suite décroissante ([k;)%, ..., [kn)*), sur laquelle on ne peut plus effectuer d’effacements
et telle que:

(A1) . [Ra] = {ka) .. k)™ (mod Fyy,).
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En particulier, pour tout g € F(A), il existe des exposants ns(g) € Z tels que:

9= [] ™9 (mod Fyy), (2.11)
heH(A)

ot le produit se fait selon ’ordre décroissant des commutateurs de Hall. Le membre
droit de I’équation (2.11) sera appelé une décomposition de g en produit décroissant de
commutateurs de Hall.

Remarques 2.3.5 (i) Comme on le signalait plus haut, il est possible de retarder les
effacements a la toute fin. En effet, il est possible d’effectuer le calcul en n’utilisant
d’abord que les réécritures de I', puis de n’effectuer ensuite que des effacements i I'aide
de (R5), en vertu du Cor. 2.3.4.

(ii) Les confluences respectives des relations = et = ne nous permettent pas de conclure
a I'unicité de la décomposition (2.11) en produit décroissant de commutateurs de Hall,
pour les éléments du groupe libre. En effet, le systéme de réécriture n’est pas inversible
comme c’est le cas dans le monoide libre (Prop. prop:remonte). Cela est dii au fait
que les éléments +(s), v(t) associés & deux suites s et ¢ telles que st satisfont la
congruence 7(s) mod 4(t), mais ne sont pas nécéssairement égaux. A ce point-ci, nous
savons seulement que la suite décroissante de commutateurs de Hall calculée par le
systéme de réécriture I'', a partir d’un élément g € F(A), est unique.

(iii) Une preuve de I'unicité de la décomposition (2.11), utilisant le systeme de réécriture,
nécessite la possibilité de remonter le long d’une dérivation effectuée sur une suite jusqu’a
la suite de départ. Cela est de toute évidence irréalisable si on travaille avec le systéme I,
puisqu’on peut alors effacer des termes d’une suite. Le systéme T ne le permet pas non
plus puisque les éléments v(s) et y(s’) associés & deux suites consécutives d’une méme
dérivation (i. e. s—s') sont seulement congruents mod Fyn,, (bien que parfois égaux dans
le cas des regles (R1) et (R3)).

(iv) Nous allons montrer au paragraphe suivant I'unicité de la décomposition (2.11). La
démonstration que nous allons en donner ne repose pas sur les résultats que nous avons
jusqu’ici obtenus. Notez que la confluence de Ia relation =’ en découle. En effet, soient
3,81 et sy trois suites standard telles que s—'o'sl et 8—.’,82. Comme I est convergent (Th.

2.2.8), il existe des suites décroissantes (et simplifiées) 1, et t, telles que 5,5ty s3-'1,.
On a donc:

(1) = v(s1) = 1(s) = v(s2) = 1(2a2).
S’il y a unicité de la décomposition (2.11), on conclut 4 ¢, = ¢, et & la confluence de la

relation ', <o
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Remarque 2.3.6 Le commutateur de deux éléments g,h € F(A) aurait pu étre défini
autrement. On aurait pu poser:

l9,h] = ghg™ k™" ou [g,h] = g~ hgh™ .

Les regles de réécriture sont alors différentes, mais analogues a celles que nous avons
données. On montre les propriétés des systémes de réécriture I' et I de la méme facon:
invariant de boucle (Prop. 2.2.6), convergence (Th. 2.2.8) et confluence (Prop. 2.3.3 et
Cor. 2.3.4). o

2.4 Unicité de la décomposition et calcul des exposants de Hall.

On définit un homomorphisme p : F(A)— K <<A>> en posant u(a) = 1+a. Ce polynéme
est inversible dans K <<A>> et son inverse est égal a:

pla ) =pa)'=(1+a)'=1-a+a*-a*+...

L’application i est appelée la transformée de Magnus du groupe libre. Par exemple, la
transformée de Magnus du mot w = abb est:

p(abb) = (1 4+ a)(1 4+ b)* = 1 + a + 2b+ 2ab + bb + abb.
La transformée de Magnus du commutateur [a, b}, développée jusqu’au degré quatre est:

p(e,b) = (1—a+a®—a3+...)0=b+0-b+..)(1 +a)(1+D)
= 1+ ab-ba— aab+ aba — bab + bba + (2.12)
aaab —~ aaba + abab — abba + bbab — bbba + ...

L’application p définit donc un isomorphisme de F(A) dans un groupe (multiplicatif)
de séries formelles de terme constant égal a 1. On vérifie que les coefficients de la série
p(g) sont des entiers, c'est-a-dire pu(g) € Z<<A>>.

Nous énoncons un lemme di & Magnus [Ma 37] dont nous donnons ici la démonstra-
tion. Auparavant, nous introduisons une notation. Soit T € K<<A>> une série for-
melle non nulle. On définit I'ordre d’une série T, et on le note w(T), comme étant
la longueur du mot le plus court dans le support de T. Plus précisément, on pose
w(T) = inf{|w| : w € T}. Nous faisons aussi appel, dans la démonstration du lemme,
a des notations introduites au paragraphe 1.6 du Chap. 1 et au paragraphe 2.2 de ce
chapitre. Rappelons que si t est un arbre du magma libre M(A), alors A(t) est le
polynéme de Lie homogene de degré |t| associé a ¢ (voir 1.24).
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Lemme 2.4.1 (Magnus [Ma 37})

Soit g € F(A),g # 1. Supposons que g = k(1) est 'image par k d’un arbre t du magma
libre M(A). Alors

u(g) =1+ A1) +T,
ouT e K<<A>> est telle que T = 0 si g est une letire, et w(T) > |t|, si [t| > 2.

Le Lemme 2.4.1 est illustré par le calcul effectué en (2.12).

Démonstration. Nous faisons d’abord quelques observations. Soient S et T deux séries
formelles. On a:

Q+T)'1+8S)(1+T)
- Tuzo(~1)"T™(1 + S + T + ST)
14 Taso (—=1)"T™S + Taso (~1)*T"ST
14 54 st (=1)*T"S + Tp50 (~1)"T"ST
14 5+ Tayo (=1)"T"(ST = TS).

De sorte que:

A+S)'A+T) 1+ 81 +7T)
= (Tmxo (=1)™8™)(1 4+ S + Tpyo (-1)"T™(ST - TS)
14 Eomnpo (=1)"S"TYST - T'S) (2.13)

On montre le lemme par récurrence sur le degré de I’arbre t. Dans le cas ot t est une
lettre, le résultat est évident, puisqu’alors g =a € Aet u(g) =1+ a.

Supposons donc que g = (t) ol ¢ est un arbre de degré au moins deux. Il existe alors
des arbres ¢, et ¢, (les sous-arbres gauche et droit de t) tels que g = x(t) = [«(t,), x(t2)).
Posons g; = «(t;) ( = 1,2). On a alors, par récurrence:

plg)=1+X\+T,

ou A; = A(t;) et T; est une série formelle qui ‘soit est nulle, soit satisfait w(T;) > |¢]
(t=1,2). On a:

#(91) " u(g2) " (91 m(g2)
A+M+T)TA+0+T)7 A+ M5+ + 2+ T;),

u(g)

et selon (2.13), le membre droit de la derniére égalité est égal a:

1+ ¥ (-1)"S™T™(ST - TS)

m,n>0
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ou S=M+ThetT=Xx+T; Onaw(S)=|4|etw(T)=|t]. Donc, pour m,n tels
que m+n 2 1, la série S™T"(ST — T'S) est d’ordre au moins |t| + 1; pour m = n = 0,
on calcule:
ST-TS
= (M+T) A+ 1) - (A + )M+ Th)
(MAz=20) + (M2 + Thid + 1T - T - M1 - IO T)
A) + (MT2 + TA + YT = T\ - ATy = TT,).

Finalement, on vérifie que la série (AT, + TyA; + Th T = TpA; — ATy — ToT;) est d’ordre
au moins |t] + 1. De sorte que le lemme est montré. <

On en déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.2 Si deuz éléments du groupe libre sont congruents modulo F,,,, alors
leurs transformées de Magnus coincident jusqu’au degré n. Y%

Soit w € A* un mot, w = @;...a,. Un sous-mot de w est un mot u = b;...b, tel qu'il
existe une factorisation de w de la forme:
w = vobyv; ... by, avec v; € A% (2.14)

Par exemple, u = abb est un sous-mot de w = ababab, et ce de quatre fagons.

Remarque 2.4.3 Soit E C {1,...,n},E = {i,...,i,}, avec #; < ... < i,. Alors on
désignera par u = w(E) le sous-mot de w, u = g;, ...a,,. Cette notation nous sera utile
au paragraphe 2.5. <

Soit u € A*; on définit la fonction sous-mot (7): A"— 2

we (2)

en définissant (%) comme étant le nombre de factorisations (2.14), c’est-a-dire le nombre

de sous-ensembles E C {1,...,n} tels que w(E) = u. Par exemple, on a (*%**) = 4.
La transformée de Magnus est liée aux fonctions sous-mot. En effet, pour tout mot
w = a;a;...a, € A", on a:

pw)=(l+a)l+a)...(1+a)= Y (Y)u

u€A*

(voir [Lo 82] pour cette identité et plusieurs autres). On étend les fonctions sous-mot au
groupe libre tout entier en posant, pour tout g € F(A),

we)=Y ()

ugA*
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Par exemple, selon les calculs effectués plus haut en (2.12), on a:
(a":;‘nb) =1et (a":;'ab) = 1.

Maintenant, soit g € F(A) et
I [a™ (2.15)

heH(A)
une décomposition de g en produit décroissant de commutateurs de Hall.

Donc, en vertu de la Rem. 2.2.1, de la décomposition (2.15) on obtient:

9= JI [A™ (mod F),
heH(A) '

c’est-a-dire:

g= [J [A™ (mod F), (2.16)

heA

ol le produit se fait selon l'ordre décroissant des lettres et ol on a posé n, = n,(g) pour
alléger les notations. Le mot (2.16) est réduit et décroissant. Selon la Rem. 2.2.3, cette
expression est unique mod F,. Par conséquent, les exposants n,(g) sont uniques pour
les h € H(A),|h| = 1. De plus, on vérifie en calculant u(g) que ’exposant de la lettre
a dans (2.16) est égal au coefficient de a dans u(g), qui est aussi égal a I'exposant de a
dans g (i.e. T x(a; = a)e;, si g = af' ...,a"). C'est-a-dire que nous avons:

nq(g) = (i), pour tout a € A,g € F(A).

Nous allons montrer que les exposants n,(g) sont uniques, et sont obtenus comme somme
de produits de fonctions sous-mot évaluées en g.

Fixons g € F(A) et posons, comme plus haut, n, = n,(g). Supposons que I'unicité soit
montrée pour les commutateurs h € H(A), de degré |h| < |ho|, et que n,, est égal a une
somme de produits de fonctions sous-mot (évaluées en g). Posons N = |hy|, de sorte que
seuls les commutateurs de degré plus petit que ko ou de méme degré que hy apparaissent
dans la décomposition (2.15). Rappelons encore une fois que le polynéme de Lie associé
a un mot de Hall A € H(A) est noté A(h) (voir 1.24).

On a:

s( IT [A™) IT wtia)™

AeH(A) KheH(A)
IT (+Xh)+T0)™

heH(A) ’
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I1 (I +3 (") (M) + m")
heH(A)

21

- T (Hz(n,.») 5 w)

heH(A) i1 We{Ah).Ta}
= ) (o). (") Wh W
1k 21 E
hy '...,'IkEH(A)

W,€(A(h,).Th, ) Wjl=i

Chacun des produits se fait selon 1’ordre décroissant des mots de Hall. Il faut expliquer
les notations utilisées aux deux derniéres lignes. Le calcul du produit (A(k) + T})' se fait
en choisissant le terme A(k) ou le terme T}, de chacun des i facteurs (A(h) +T;). Chacun
de ces produits est codé par un mot W a deux lettres (A(h) et T},), de longueur ¢, c’est-
a-dire W € {A(k),T;}'. Lorsque toutes les longueurs sont permises, W € {A(k), T;}".

Soit P € K<A>, homogéne de degré N = |ho, tel que (A(R),P) = 0 si b # ho et
(A(ho), P) = 1. Un tel polynome existe puisqu’en vertu du Th. 1.6.7 et du Cor. 1.6.9, la
matrice de passage de la base canonique a la base PBWH est inversible.

Remarquez que (T, P) = 0 si les mots dans le support de T sont de longueur > N + 1,
puisque P est homogene de degré N. La transformée de Magnus de g et la somme de
droite de la derniére égalité coincident jusqu’au degré N. On a donc:

(/t(g),P) = Z nh,(szp)
b EHA)
Jhy1=NW,=A(k,)

nh
+ Y ().
i ek 21
k21,h,€H(A) |hjI<N
W,G(A(h,),ThJ }’,[W, |=1,

= na + D> (). (") (Wh ... WL, P)
3y ....,igzl .
k>1.h,€H(A) I, I<N
Wye{A(h, )vThJ}.\lel=iJ

("8 ) (Wi ... Wi, P)

N

D’ou: h

nw, = (p(g),P) (2.17)

- > ("m)... ("M)(Wh ... WA, P)
81 ootk 21
k>1,h,€H(A) |h;IKN
W,e{;\(h,),’l‘,.J YW, =i
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Selon I'hypothese de récurrence, les exposants n, qui apparaissent dans la somme de
droite sont uniquement déterminés et sont égaux & une somme de produits de fonctions
sous-mot. Le coefficient (p(g), P) est lui-méme égal 3 une somme de fonctions sous-mot:

(), P)= ¥ (Pu)(9).

u€A*

Par conséquent, 'exposant n,, est unique et s’exprime comme une somme de produits
de fonctions sous-mot (évaluées en g).

Les résultats de ce paragraphe jumelés & ceux des paragraphes précédents nous donnent
le théoreme suivant. L’existence de la décomposition en produit décroissant de commu-
tateurs de Hall est assuré par les systéemes de réécriture. L’unicité de cette décomposition
vient d’étre montrée a I'aide du calcul de la transformée de Magnus.

Théoréme 2.4.4 Soit g € F(A). Il eziste des exposants uniques n,(g) € Z, tels que:

g= H [h]""(g) (mod FN+1)-
heH(A)

De plus, cette décomposition de g peut étre calculée ¢ Uaide du systéme de réécriture

r. <o

Corollaire 2.4.5 ([Ma 37, Wi 37, HM 50a, CFL 58)])
L’ensemble des commutateurs de Hall de poids N forment une base du groupe quotient

Fyn/Fnyy.

Démonstration. Soient g € Fy et

g= H (A" (mod Fn41) (2.18)

heH(ALIISN

sa décomposition en produit décroissant de commutateurs de Hall mod Fy,;. En vertu
de la Rem. 2.2.1, la décomposition de ¢ mod Fy est obtenue de (2.18):

g= II [A]™ (mod Fy).

hEH(A),Jhi<N-1

D’autre part, comme ¢ € Fy, on a ¢ = 1 mod Fy. De sorte que, selon le Th. 2.4.4,

= 0 pour |h| < N et il n’apparait dans (2.18) que des commutateurs de poids N.
On a donc montré que les commutateurs de Hall de poids N engendrent Fy/Fy,;. On
déduit facilement du Th. 2.4.4 que ces commutateurs sont libres. o
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Il est intéressant de noter que M. Hall montre d’abord le Cor. 2.4.5 & I'aide du Lemme
24.1. 1 utilise ensuite ce résultat pour en déduire 'unicité de la décomposition en
produit décroissant de commutateurs de Hall. Le fait que ses bases sont ordonnées selon
le degré des commutateurs lui est nécessaire en cours de démonstration (voir par exemple

[HM 59, Th. 11. 2. 4)).

Désignons par £,(A) le sous-module (sur Z) de £(A) formé des polynémes de Lie ho-
mogenes de degré n.

Corollaire 2.4.6 (Magnus [Ma 37])
Les Z-modules Fy[Fny, et Ly(A) sont isomorphes.

Démonstration. Le Cor. 1.6.10 montre que les polynémes de Lie A(h) (h € H(A), |h| =
N), forment une base du sous-Z-module Ly(A). Selon le Cor. 2.4.5 qui précede, les
commutateurs «(h) forment une base du Z-module Fy/Fn4;. Ces Z-modules sont donc
isomorphes. e

2.5 Les identités de Thérien.

Thérien [Th 83] a montré (pour les bases de Hall classiques) que lorsque g est un mot
positif de F(A), g = w € A%, 'exposant n,(w) est une combinaison linéaire a coefficients
dans N de fonctions sous-mot:

ny(w) = Z kh'u("f).

u€EA®

Nous allons reprendre, dans ce paragraphe, le résuitat de Thérien. Nous montrerons, au
paragraphe suivant, que les identités qu'il a mises & jour sont aussi vérifiées pour tous
les éléments du groupe libre.

Soit w € A*,w = a,...a,. Désignons par s(w) la suite standard formée des lettres de
w:
s = s(w) = (ay,...,a,)

et s0it s = sp— ... —+s, = t une dérivation de s & une suite décroissante de commutateurs
de Hall t = ([h],...,[hn]). Comme la suite s est la suite des lettres d’un mot positif, nous
n’utiliserons que la réécriture (R1) et il n'y aura aucun effacement. La suite décroissante
t sera constituée de commutateurs de Hall tous affectés d’un exposant positif. En vertu
du Th. 2.4.4, la suite t est unique; nous la désignerons par T (w).

Suivant Thérien, nous allons associer & chacun des termes de chacune des suites s;,
un ensemble sur {1,...,n}. Au terme a; de la suite s = s(w) on associe I’ensemble
&(a;) = {i}. Maintenant, supposons que tous les termes de la suite s; ont un ensemble
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associé. Un terme [r] de la suite s;4; est peut-étre un terme de la suite s; et alors il
garde le méme ensemble associé. Sinon il est obtenu par réécriture d’une montée légale

([R], [k]) de s; et est égal a r = [hk]; dans ce cas on pose E([r]) = E([k]) U E({k]).

Exemple 2.5.1 On réécrit le mot positif w = abeb. On choisit un ensemble de Hall
dont les mots de degré au plus cinq sont ceux de I'Ex. 1.2.1. On pose N = 3. A chaque
fois, on réécrit 'inversion la plus a droite de la suite. Sous chacune des lettres d’un
commutateur de Hall d’une suite se trouve I'indice de cette lettre dans le mot initial.

a b a b
1 2 3 4
a b b a [ad
- 1243 34
. b a [ab] b a [ad]
21 12 4 3 34
. b a b [ab] [abb] a [ad]
2 1 4 12 124 3 34
. b a b [ab] a [abb] [ab]
21 4 12 3 124 34

b a b a [ab] [aba] [abb] [ab]
- 2 143 12 123 124 34

b a b a [ab] [abb] [aba] [ab)
- 2143 12 124 123 3

b a b a [ab] [abb] [ab] [aba]
- 2 1 4 3 12 124 34 123
. b a b a [abb] [ab] [ad] [aba]

21 4 3 124 12 34 123
. b b a [ab] a [abb] [ab] [ab] |[aba]

2 41 14 3 124 12 34 123
_, b b a a [ab] [aba] [abb] [ab] [ab] [aba]
2 413 14 143 124 12 34 123

Les réécritures qui suivent ne font apparaitre aucun nouveau terme. Elles réordonnent
les termes de la derniére suite. Nous les omettons.

-
—_

¢lz a [abb] [ab] [ab] [ab] [aba] [aba)

b b
2 4 3 124 14 12 34 143 123
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Soit s(w) = so—...—s, = T(w) une dérivation qui meéne de w a I'unique suite
décroissante T(w). Si E C {1,...,n} alors on définit la suite standard s;|g comme
étant la sous-suite de s; formée des termes [r] de s; tels que £([r]) C E.

Exemple 2.5.2 Posons E = {1,3,4}. Comme on le verra au Lemme 2.5.3, si on prend
les restrictions s;|g de chacune des suites de la dérivation de I’exemple précédent, on

obtient une dérivation qui va de (a,a,b) & la suite décroissante 'T(abab)|(, 34) -

a a b
1 3 4
. a b a [ab]
1 4 3 34
. b a [ab] a [ab)
4 1 14 3 34
L, baa {ad] [aba] [ab]
4 1 3 14 143 34
b a [ab] [ab] [abd]
4 3 14 34 143

Lemme 2.5.3 (Thérien [Th 83])
Soitw e A, w=a,...a,, ¢t EC{l,...,n}. Alors:

T(w(E)) = T(w)le-

Démonstration. Soit s(w) = so— ... —s, = T(w) une dérivation qui va de w a la suite
décroissante 7 (w) qui donne sa décomposition en produit décroissant de commutateurs
de Hall. Posons 3; = s,|g, pour tout 7 = 0,1,...,p. On a 3¢ = solg = s(w(E)) = s(u)
(ot u = w(E) a été défini a la Rem. 2.4.3). On procede par récurrence sur ;7 > 0 pour
montrer que soit 3;4; = §;, soit §;4; se dérive de 3; a 'aide de I' : 5;—3;4;.

Supposons qu’on ait 3; = s;|g. Soit ([h],[k]) la montée légale dans s; qui est réécrite
lors de la dérivation s;—s;4,. On a:

s = (ool [],..0),
(oo s kL TR (AR, . ).

Si £([h]) ¢ E ou si £([k]) ¢ E alors E([hk]) = E([A)) UE([k]) ¢ E eton a

3541

§8; = sjlg = sjnle = §jn.
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Sinon, c’est que £([h]) C E et £([k]) C E. Donc, [k] et [k] sont des termes de la suite §;
et on a E([hk]) = E([h) U E([k]) C E. Or, la montée ([h],[k]) est légale dans 3;, en vertu

de la Rem. 1.4.1, de sorte que 3;4; se dérive bien de 3;, a I'aide de T'.

En ne conservant que les suites 3; distinctes et en réindicant ces suites, on obtient une
dérivation s(u) = 3¢—3, = T(w)|g. Observez que comme s, est décroissante il en est de
méme de toute sous-suite de s,. Ainsi, 3, = T(w)|g est décroissante. Or, en vertu du
Th. 2.4.4, la suite décroissante que l'on peut dériver de s(u) est unique. On doit donc

avoir T(w(E)) = T(w)le. <

Remarque 2.5.4 Quelle que soit la dérivation s(w)-=>7 (w), les sous-ensembles associés
aux termes de la suite 7(w) sont toujours les mémes. On le montre en faisant un
raisonnement analogue & celui fait 4 la démonstration du Cor. 2.3.4. <o

Maintenant, soit w = a,...a, et E C {1,...,n}. Désignons par kjr le nombre de
commutateurs de Hall (] dans T (w) tels que £([k]) = E. Si E,F C {1,...,n} donnent
lieu au méme sous-mot w(E) = u = w(F) alors, en vertu du Lemme 2.5.3, 0n a kn g =
kyr. On dénotera cette valeur commune par k.

Remarque 2.5.5 Notez que ks, est égal au nombre de commutateurs de Hall {k] dans
la décompsition de u, tels que £([k]) = {1,...,|u|}. Par conséquent, on a ks, # 0
seulement si Ju] < |A]. o

A chaque commutateur [A] de la suite 7 (w) est associé un sous-ensemble E C {1,...,n}.
L’exposant ny(w) dans la décomposition en produit décroissant de commutateurs de Hall
de w est égal au nombre de commutateurs [k] dans la suite 7(w). On a donc 'identité
de Thérien:

kne

ECA{1,...,.n}
w(E)=u

np(w)

Z kh.u
EC{l1,...n} u€A*

kno(2)- (2.19)

u€A® jul<|h|

2.6 Généralisation des identités de Thérien.

Nous allons maintenant montrer que 'identité de Thérien (2.19) est valide pour tous
les éléments du groupe libre. Nous en donnerons deux démonstrations aux paragraphes
2.6.1 et 2.6.2. :
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Théoréme 2.6.1 Soit g € F(A) et ho € H(A). L’ezposant du commutateur de Hall ko
dans la décomposition de g en produit décroissant de commutateurs de Hall est donné
par: ’

me(9)= Y kneu(9)- (2.20)

u€A* Jul<[hol

oi les coefficients ky,,, ont été définis au paragraphe 2.5.

Le Th. 2.6.1 nous permet de donner de nouvelles démonstrations des résultats de Magnus

et P. Hall.

Corollaire 2.6.2 (Magnus [Ma 37], Witt [Wi 37])
Un élément g € F(A) est dans Fn,, si et seulement si pour tout mot non vide u € A*,
lul < N implique (u(g),u) =0

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante. Supposons que pour
tout u € A® non vide, |u] < N, on ait ({) = 0. Soit

g= H hma(e) (mod Fyn4.q).
heH(A)

la décomposition de g en produit décroissant de commutateurs de Hall. Tous les com-
mutateurs dans cette décomposition sont de poids au plus N. Or, en vertu de (2.20) et
des hypothéses faites sur g, I'exposant n,(g) dans la décomposition de g est égal a:

Y k()

u€A® jul<ihl
9
Z kh"‘ (u)
u€A*Jui<N
= 0.

na(g)

Par conséquent, on a ¢ =1 mod Fy,,. De sorte que g € Fy,,.

Supposons maintenant que g € Fiy,;; on adonc g = 1 mod F,;. En vertu du Cor. 2.4.6,
les transformées de Magnus de g et de 1 coincident jusqu’au degré N. Par conséquent,
comme pu(1) = 1, (#(g),u) = 0 pour tout mot non vide u € A* de longueur au plus N.
o

Remarque 2.6.3 La démonstration de la nécessité de la condition du Cor. 2.6.2 n’est
pas nouvelle. Elle repose sur les Lemme 2.4.1 et Cor. 2.4.2, dis 2 Magnus [Ma 37]. ©
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Le prochain résultat (Cor. 2.6.4) a d’abord été montré par P. Hall [HP 33}, pour le cas
g = ab. Cest & cette fin qu'il développait le ‘collecting process’, qui permettait de
réécrire (ab)® (z entier) en produit de commutateurs sur {a,b}. Magnus [Ma 37] et M.
Hall [HM 59] ont repris son résultat, et 'ont montré pour tout mot positif (i.e. g € A*) et
z = p', p € N premier. Nous allons un peu plus loin en le montrant pour tout g € F(A)
et pour toute valeur entiére de z.

Corollaire 2.6.4 (P. Hall [HP 33])
Soit g € F(A) et x une indéterminée. Pour chaque h € H(A), il existe un polynéme en
z, de degré au plus |h|, qui donne lezposant n,(g*) pour les valeurs entiéres de z.

Démonstration. Nous allons montrer que ’exposant n,(g”) est un polynéme de la forme:

a(9)(5) + .-+ 2g(9) )

ou q = |k] et les coefficients o;(g) sont entiers. Cela montrera en effet que n,(g*) est un
polynéme en z de degré au plus |k]. On a, selon (2.20):

mg) = L kna(f)
u€A*,ul<|A]

Posons u(g) = 1+ T,. Le calcul de la transformée de Magnus de g donne:

(u(9))*
1+ T,)F

> ()7

P20

#(g%)

Par conséquent, on a:

thl
nh<g’)=z( > kh.u(Tg’,u)) ()

p=0 \ueA* Julgihl

2.6.1 Fonctions représentatives de F(A).

Nous considérons I’ensemble de toutes les fonctions 9 : F(A)— K. L’ensemble de ces
fonctions forme une K-algebre. En effet, si 9,8 : F(A)—K sont deux fonctions de cet
ensemble on pose:

(ad)(g) = afd(g)), pour tout a € K |
(V+06)g) = 9(g)+0(g),
(9-6)(g) = 9(g)6(g):
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Dans cette algebre on peut distinguer la sous-algebre engendrée par les fonctions sous-
mot. Ainsi, on a montré au paragraphe 2.4 que pour h € H(A) fixé, la fonction n,;(-) :
F(A)—K est dans I'algébre des fonctions sous-mot (Eq. (2.17)).

Une fonction ¥ : F(A)— K est une fonction représentative s’il existe un K-espace vecto-
riel de dimension finie Ey et:
(i) une action (linéaire) & droite de F(A) sur E,,
E., X F(A) g E,y
(z,9) — =g

(i1) un vecteur z4 € Ey et une fonctionelle linéaire fy sur Ey tels que pour tout ¢ € F(A):
¥(g) = fs(z9.9)-

Le prochain lemme est tiré de [Reu]. L’extension des identités de Thérien au groupe
libre en découle directement.

Lemme 2.8.5 (i) L’ensemble des fonctions représentatives forme une sous-algébre
de la K -algébre des fonctions sur F(A),

ti) Si une fonction représentative s’annule sur A* alors elle s’annule sur F(A) tout
entier,

(iii) Toute fonction sous-mot est représentative.

Démonstration. (i) Soient ¥ et 8 deux fonctions représentatives et a € K.

On a (ad)(g) = a(¥(g)) = a(fs(zs.9)) = (afs)(zs.g). On peut donc laisser intact
Pespace vectoriel, 'action de F(A) sur celui-ci et le vecteur qu'on y a choisi. Il suffit
de changer la fonctionelle en posant f,9 = afy, pour constater que la fonction (a¥) est
représentative.

Posons E = Ey @ Ey. On définit 'action & droite de F(A) sur E, et la fonctionelle
linéaire f : E—= K en posant, pour tout z, € Eg,z2 € Ey:

(1‘1 + Ig). = I.9 + zy.9,
f(z1 + 22) = fo(21) + fo(z2).
Alors, 51 on pose z = z4 + z4, pour tout ¢ € F(A) on a:
f(zg9) = f((zo+206)9)
= f(ze.9+ 20.9)

Jo(z9.9) + fo(zo.9)
= J(g) +0(g) = (9 +8)(g)-
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La fonction (J + ) est donc représentative.

Posons £ = Eg @ Eg. On définit 'action a droite de F(A) sur E, et la fonctionelle
linéaire f : E—K en posant, pour tout z; € Ey,z9 € Eg:

(z: ® 22).9 = 11.9 ® 22.9,
(=31 ® 22) = fo(z1) fo(z2)-

Alors, si on pose z = z4 ® 74, pour tout g € F(A) on a:

f(z.9) f((z9 ® 24).9)
J(26.9 ® 76.9)
fs(zs.9) fo(zo.9)

9(g)8(g) = (¥ - 6)(g)-

La fonction (9 - ) est donc représentative. Par conséquent, les fonctions représentatives
forment bien une sous-algebre de la K-algébre des fonctions sur F(A).

(i1) Soit ¥ une fonction représentative qui s’annule sur A®.

Tout élément g € F(A) peut s’écrire g = uvy 'y ...v,:’uk, avec k > 0,u;,v; € A*. Nous
allons montrer que ¥(g) = 0 par récurrence sur k. Si k = 0 alors I’égalité est vérifiée par
hypothese.

La multiplication a droite par v;! : z +— z.v]! est un endomorphisme de Ey. Selon
le théoreme de Cayley-Hamilton il existe un polynéme (commutatif) a coefficients ra-

tionnels qui annule cet endomorphisme sur tout ’espace. On a donc:

z.o7" = rzoy ™ gz o™ 4L 4 e,

pour tout vecteur £ € Ey, ol les r; sont des nombres rationnels et ol n > 1 est égal a la
dimension de Ey. En prenant z = z4.uov}~! cette relation nous donne:

-1 n-1
Ty.UgV; = T1Ty.Up + TeTy.-UoV) + ... + T Ty. Ul

Multipliant cette derniere égalité par uyvy! .. v;'uy & droite et appliquant fy a chacun
des membres, on trouve:

ooortw)

" I(uovy uyvy
fo(zo-uovy 'ugvrt .. v ug)
rfo(zeuouavgt . v ) + rofo(zguomiuyvs .. v tuy)
.ot rafo(zeuor tuurt . Lup ug)
= rd(uousvy’ ... o5t u) 4 rad (uoviuy vy L vp )
oot e (uor Tuugt L v )
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Par récurrence, chacun des termes du membre droit de la derniere égalité est nul. Par
conséquent, on trouve J(ugvy u vzt ... v ) = 0.

(ii1) Soit u € A*. On désigne par P l'ensemble des facteurs gauches de u. Soit E le
sous-espace vectoriel de K <<A>> engendré par P. Soit v : K<<A>>—FE I'application

défini par:
v(S)=Y_ (S, v)v.
veP
On a, pour §,T € K« A>, v(ST) = v(v(S)T). En eflet,

v(ST) = Y (ST,v)v
veP

Y X (S )Ty

veP v=zy

Comme v € P et v = zy impliquent = € P, la derniére somme est égale a:

= 3 2 (W8),2)(T,y)

vEP v=TY

> (ST, vy,

veP

et cette derniére égalité nous donne bien:

v(ST) = v(¥(S)T). (2.21)

On définit une action (linéaire) a droite de F(A) sur E en posant, pour tout X € E:
X.g=v(Xup(9)), (2.22)

ou u désigne la transformée de Magnus de F(A) (voir paragraphe 2.4). Il s’agit d’une
action du groupe libre sur 'espace E. En effet, soient g, h € F(A); on utilise la relation
(2.21) pour trouver:

X.(gh) = v(Xp(gh))

(X p(g)n(h))

v(v(Xp(g))u(h))

v(X.gu(h)) = (X.9)-h . (2.23)

It

Nous avons tout ce qu'il faut pour montrer que la fonction sous-mot (:) est représenta-
tive. Soit 1 € E, le vecteur distingué de E, et la fonctionelle linéaire f : E—K

X - (X,u).
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On a, par définition, (¢) = (u(g),u). Comme u est dans E, on a:

(u(g)u) = (v(p(g))u)
(v(1- p(g)),u)
= (Lg,u) = f(l.9).

Ainsi, on a montré que la fonction sous-mot (7 ) est représentative. )

(Premiére) Démonstration du Théoréme 2.6.1.

Dans le membre droit de (2.17), considérons les exposants niy(—) comme des fonctions
sur F(A). Ce membre droit est dans 1'algebre des fonctions sous-mot. Le membre droit
de la relation de Thérien (2.19) est une combinaison linéaire de fonctions sous-mot. Ces
deux expressions définissent donc des fonctions représentatives de F(A), en vertu des
points (i) et (iii) du Lemme 2.6.5.

La fonction donnée par le membre droit de (2.17) calcule ’exposant n,,(g) de ko dans
la décomposition de g en produit décroissant de mots de Hall, lorsqu’évaluée en g.

Pour h = hg, le membre droit de I'identité de Thérien (2.19) calcule aussi '’exposant
n,(g) lorsque g est un mot positif de F(A). Ainsi, les deux fonctions représentatives
données par les membres droits de (2.17) et (2.19) coincident sur A*. Cela implique,
selon le point (ii) du Lemme 2.6.5, qu’elles coincident sur F'(A) tout entier. o

2.6.2 Topologie de Hall.

Nous allons montrer & nouveau que l'identité de Thérien (2.20) est valide sur F(A) tout
entier, par un argument topologique. Pour plus de détails sur ce qui suit le lecteur est
renvoyé a [HM 50b]. Nous allons munir le groupe libre F(A) d’une topologie, qu'on
appelle la topologie de Hall, introduite par M. Hall [HM 50b]. Nous verrons que pour
cette topologie, le monoide libre est dense dans F(A) et que les fonctions sous-mot
(7) sont continues. On en déduira que les fonctions définies par (2.17) et (2.19), qui
coincident sur A*, coincident sur F(A) tout entier.

Soit & = {H.}.e; une famille de sous-groupes d’un groupe G qui satisfait les conditions
suivantes:

ﬂ H, = {1}, (2.24)
el
SiH,H.€®alors HNH,, € d, (2.25)
Si H, € ® alors 3 un sous-groupe normal H,. tel que H, C H,. (2.26)

On peut alors définir sur G une topologie, en prenant comme base d’ouverts de la topolo-
gie tous les translatés a gauche et a droite des sous-groupes de la famille . C’est-a-dire
que la base d’ouverts de la topologie est formée des zH,,H.z pour z € G, € I.
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Exemple 2.6.6 Soit Z le groupe (additif) des entiers. Pour tout ¢ > 1, ¢Z est un
sous-groupe (normal) de Z. Soit & = {¢Z};>;. On vérifie aisément que la famille ¢
satisfait aux conditions (2.24), (2.25) et (2.26) ci-haut. La base d’ouverts de la topologie
que ® permet de définir est {¢Z + b}¢>1,0c4<q-1-

Remarques 2.6.7 Nous discutons ici, quelques notions él’ementaires de la théorie des
groupes topologiques, nécessaire pour la suite de notre expose Pour plus de détails, le
lecteur est renvoyé a [Bo 60).

(i) Pour ¢ > 1, désignons par , la projection canonique Z—Z/gqZ. Désignons par b la
classe de b € Z dans Z/gZ. Munissons le groupe fini Z/qZ de la topologie discrete. La
projection 7, est alors continue puisque 7 (b)) =¢qZ +b.

(i1) Soit maintenant un groupe G, muni d’une topologie, et un homomorphisme ¢ : G—Z.
Alors ¢ est continu si et seulement si 7y 0 ¢ est continu, pour tout ¢ 2 1. En effet, cela
vient de I'égalité ¢='(¢Z + b) = (7w, 0 )~} (b).

(iii) La remarque en (ii) peut étre généralisée. Soit H C Z™*™ un groupe (multiplicatif)
de matrices sur Z. En projetant chacune des entrées d’une matrice sur Z/qZ on ob-
tient un homomorphisme 7, : Z™*™—(Z/qZ)™*™. Munissons Z™*™ et (Z/qZ)™*™ des
topologies produits. Alors, & I'aide de (ii), on voit que tout homomorphisme ¢ : G—=H
est continu si et seulement si 7, o ¢ est continu, pour tout ¢ > 1.

(iv) Soit £ un espace topologique. La topologie produit sur 2 x.. .. x  peut étre obtenue
en prenant comme base d’ouverts les V, x ... x V,: ot les V, sont pris d’une base d’ouverts
de Q. On montre facilement que la projection sur une composante 2 x ... x Q—Q est
continue, pour cette topologie. Par exemple, pour ! = Z, comme au point (iii), la
projection Z™*™—Z qui donne l'entrée d’indices 1, j d’une matrice est continue. ¢

La famille ® = {H.},c; des sous-groupes de F(A) qui sont d’index fini satisfait aux
conditions (2.24), (2.25) et (2.26) et permet de munir F(A) d’une topologie. Muni de
cette topologie, F'(A) devient un groupe topologique. Cette topologie a été introduite
par M. Hall [HM 50b]; nous la nommerons la topologie de Hall.

Remarque 2.6.8 On vérifie aisément que pour la topologie de Hall, tout homomor-
phisme F(A)—G, de F(A) dans un groupe fini muni de la topologie discréte, est continu.
Cela découle du fait que le noyau de I’lhomomorphisme est d’index fini. <

Pour la topologie de Hall de F(A), une suite d’éléments {gn}n>1,9. € F(A), converge
vers ¢ € F(A) si et seulement si pour tout homomorphisme ¢ : F(A)—=G (ou G est
un groupe fini muni de la topologie discréte), il existe un entier ny tel que pour tout

n 2 ny, #(gn) = #(g). On donne maintenant un exemple important de suite convergente
dans F(A).
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Proposition 2.6.9 ([Pi 88, Reu 79]) Pour tout z,y,9 € F(A) on a:

“lir’nw zg™y = zy.

Démonstration. On montre facilement que la multiplication (g, k) — gh est continue dans
F(A). 1l suffit donc de montrer que lim,— ¢™ = 1, pour tout g € F(A). Soit G un
groupe fini et ¢ : F(A)—G un homomorphisme. Alors pour tout n 2 |G|, |G| divise n!
de sorte que ¢(g™) = (¢(¢))" = 1. o

Corollaire 2.6.10 Le monoide libre A* est dense dans le groupe libre F(A), pour la
topologie de Hall.

Démonstration. Soit ¢ € F(A). Il nous faut construire une suite de mots positifs,
(Wn)n>1,wn € A®, qui converge vers g. Tout g € F(A) peut s’écrire g = ugvy u; ... v5 'y,
avec k > 0,u;,v; € A*. Posons z; = ui-v] ), pour i = 1,...,k, et y = ux. On a donc
g = z;...2;y. Comme la multiplication est continue, on peut utiliser la Prop. 2.6.9 pour
obtenir:

: n! n!
Jim 2oL 3oy

k
(Lm0} o

i=1

() - »

=1

Or, pour n > 1 on a z;v™ € A". La suite (z;0.. .Zkv}'y)n>1 est donc une suite de mots
positifs qui converge vers g. <

Nous allons maintenant montrer que la fonction sous-mot (), u € A®, est continue pour
la topologie de Hall. Nous reprenons la construction de la démonstration du point (iii)
du Lemme 2.6.5.

Soit u € A*,u = a, ...a,. Considérons la base ordonnée
B= (l,al,a,ag,...,al ...a,,)

du sous-espace vectoriel E C K<<A>> engendré par ’ensemble P des facteurs gauches
de u. On définit, a l'aide de I'application (2.22), un endomorphisme ¢(g) de E, en
posant: ¢(¢)(X) = X.g, pour chaque g € F(A). On a, pour z € B:

e(g)z) =zg=vlzu(g)) = 3 (u(g)y)zy. (2:27)

vE€P v=zy
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Ainsi, I’application:

¢: F(A) — End(E)
g — elg)

“définit un homomorphisme de groupes, en vertu de (2.23). Comme la transformée de
Magnus est a coefficients dans Z, I’endomorphisme ¢(g) est codé par une matrice dans
Z™*™, ol on a posé m = n + 1. Nous identifierons ¢(g) & sa matrice. Faisant suivre
I’homomorphisme ¢ de la projection Z™*™—(Z/qZ)™*™ on obtient un homomorphisme
wq : F(A)—(Z/qZ)™*™, dont I'image est un groupe fini. Or, la topologie de Hall est
telle que cet homomorphisme est continu, pour tout ¢ > 1 (Rem. 2.6.8). Selon la Rem.
2.6.7 (iii), ¢ : F(A)—Z™*™ est continu.

La valeur de la fonction sous-mot () est inscrite & I'entrée de la matrice ¢(g) indicée
par (1,u). En effet, si on reprend (2.27) avec z = 1, on trouve:

w(9)(1) = v(pu(g)) = Y (u(g),v).

veEP

Or, la projection sur la composante d’indice (1,u), Z™*™—Z, est continue {Rem. 2.6.7

(iv})). Par conséquent, () : F(A) % Z™*™—Z est continue. On obtient ainsi la nouvelle
démonstration, ci-dessous, du Th. 2.6.1

(Deuxieme) Démonstration du Théoréme 2.6.1.

Les membres droits des égalités (2.17) et (2.19) sont dans 1’algebre des fonctions sous-
mot. Par conséquent, ils définissent des fonctions continues F(A)—Z. Or, ces fonctions
coincident sur A* puisque leurs valeurs en w € A* donnent I’exposant du commutateur
de Hall ho dans la décomposition de w en produit décroissant de commutateurs de Hall.
Comme A* est un sous-ensemble dense de F(A), la continuité des fonctions implique

qu’elles coincident sur F(A) tout entier. On a donc, pour hy € H(A) et pour tout
g € F(A):

mo(9)= 3 kna(f)

u€A* Ju[<lho|



Chapitre 3

Constructions des bases standard
des K<A>-modules a droite

3.1 Introduction.

On sait depuis P.M. Cohn [Co 69] que tout idéal & droite de K<A> est libre (comme
K <A>-module a droite). Berstel et Reutenauer en ont donné une nouvelle preuve qui
utilise les codes préfixes ([BR 88, Chap. II, Th. 3.2]). La présence des codes préfixes dans
ce contexte est liée aux résultats de Schiitzenberger [Sc 58] concernant les représentations
minimales des séries rationelles (en variables non commutatives) en rapport avec les
récurrences linéaires que satisfont ces séries.

Nous présentons ici des bases pour les sous- K <A>-modules a droite de K<A>?, que nous
‘appelons bases standard (paragraphes 3.4, 3.5). Dans le cas ou ¢ = 1, ces sous-modules
(sous-K<A>-modules & droite) sont des idéaux a droite de K<A> et la construction des
bases standard est trés proche de la construction de Schreier d’une base d’un sous-groupe

du groupe libre (voir {LS 77, MKS 76)).

Dans le but de donner une construction effective de la base standard d’un sous-module,
on munit I’ensemble des mots du monoide libre A* d’un ordre <, satisfaisant certaines
conditions de compatibilité (voir paragraphe 3.2). Cet ordre est un analogue non com-
mutatif de celui imposé sur I'ensemble des monémes de K|[zy,..., 2,) pour le calcul des
bases de Grobner (ou bases standard) des idéaux de cet anneau (voir Rem. 3.2.1). Les
algorithmes que nous donnons, qui permettent le calcul de la base standard d’un sous-
module, sont analogues a ceux déja existant dans le cas des bases de Grobner des idéaux
de K[zy,...,2,] (voir [Bu 85]). Les calculs effectués sur les systémes de générateurs se
font tous a I'aide de réécritures élémentaires. Ces réécritures élémentaires sont inspirées
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des transformations de Nielsen (voir [LS 77, MKS 76)) utilisées pour le calcul d’une base
réduite d’un sous-groupe de type fini du groupe libre.

Une des principales applications de nos résultats est de rendre effectif le travail avec les
sous-modules M de K <A>? et les quotients K<A>9/ M. L'ordre < étant fixé, on montre
'unicité de la base standard d’un sous-module (Th. 3.4.8, Th. 3.5.11). L’algorithme de
calcul de la base standard d’un sous-module de type fini (Th. 3.4.9, Th. 3.5.17) permet
de tester si deux sous-modules de type fini sont égaux (Cor. 3.4.11, Cor. 3.5.20). On est
aussi en mesure de tester si un élément de K<A>? appartient a un sous-module M et
on peut résoudre le “probleme des mots” dans le quotient K<A>%/M (Cor. 3.4.12, Cor.
3.5.21).

Dans [Mo 85], Mora construit des bases de Grobner des idéaux bilatéres de K<A>.
Notre approche est sensiblement différente et nous livre des résultats d’une autre na-
ture. D’une part, nous considérons les idéaux & droite de K<A>. D’autre part, nous
nous inspirons de Cohn {Co 61, Co 69] pour introduire la notion de <-dépendance a
droite d’une famille de polyndmes; ce faisant, nous obtenons une version adaptée a notre
contexte de I'Algorithme faible (transfini) de Cohn (voir Rem. 3.2.8). Nos méthodes
permettent aussi de réaliser I'algorithme faible de Cohn (pour le degré des polyndmes)
dans 'algébre des polynémes non commutatifs (voir Prop. 3.3.7). Nous développons
d’abord, aux paragraphes 3.2, 3.3 et 3.4, la théorie pour les idéaux (le cas ¢ = 1). Nous
généralisons ensuite aux dimensions supérieures (¢ > 1) (paragraphe 3.5). Nous tenons
a remercier A. Joyal qui s’est intéressé & notre travail; la définition des bases standard,
pour le cas ¢ > 1, nous a été suggérée par lui.

3.2 Recteurs des polynémes et <-dépendance & droite.

Nous allons maintenant travailler dans I’algébre des polynémes non commutatifs sur un
alphabet A. Nous I’avons introduite au paragraphe 1.6; nous reprenons dans ce chapitre
les mémes notations (voir page 29).

Un ensemble de mots X C A® est un code préfixe si aucun mot de X n’est préfixe d’un
autre mot de X. Par exemple, {abc,ac, b} et {a”b: n > 0} sont des codes préfixes. Notez
que cette définition fait de ’ensemble vide et de I’ensemble {1}, réduit au mot vide, des
codes préfixes. L’ensemble {1} est le seul code préfixe dont le mot vide fait partie. On se
donne un bon ordre < sur 'ensemble des mots. On suppose que cet ordre est compatible
avec la multiplication a droite et qu’il est préfixiel, c’est-a-dire qu'il satisfait:

Pour tous mots u,v,w € A", u < v implique uw < vw, . (3.1)

Si u,v,w € A*,v est non vide et w = uv alors u < w. (3.2)

De la deuxiéme condition on déduit que 1 < w pour tout w € A",
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Figure 3.1: Représentation par arbre du monoide libre sur {a, b}.

Remarque 3.2.1 Soit Z = {z,...,2,} un ensemble d’indéterminées qui commutent
deux a deux; désignons par K[Z] I'anneau de polynémes commutatifs sur Z a coefficient
dans K. Dans la théorie des Bases de Grobner (ou Bases standard) des idéaux de K|[Z]
(voir [Bu 85)), dans le but de formuler des algorithmes qui calculent les bases standard
des idéaux, on impose un bon ordre < sur ’ensemble des monémes z{* . ..z5~ de K|[Z].
Ce bon ordre doit étre compatible avec la multiplication et doit satisfaire:

1<, ..28m (3.3)

ol 1 est I’élément unité de 'anneau et ol 277 ... z8" est un mondéme quelconque de K[Z].

On voit que les conditions (3.1) et (3.2) nous donnent un analogue non commutatif (a
droite) des conditions imposées sur I'ensemble des mondmes dans le cas commutatif. En
effet, dans les deux cas I'ordre doit étre compatible avec la multiplication. Si dans K[Z]
on a:

B

ay an _ Bn M “n
.25 =2 vz

cZp n 3

alors de la condition (3.3), et a I'aide de la commutativité de la multiplication, on
déduit que: 22 ... 2P < 2 ... z%». En définissant de facon appropriée les préfixes d'un
monéme de K[Z], on voit que la condition (3.3) est équivalente & exiger qu'un mondéme
soit précédé par tous ses préfixes. o

On peut se représenter le monoide libre sous la forme d’un arbre infini. A la racine de
I’arbre se trouve le mot vide et & chaque sommet de Parbre est placé un mot de A*.
L’ensemble des fils d’un mot w est: {wa : a € A}. Notez que I'idéal & droite wA* dans
A*, engendré par un mot w est obtenu en détachant de A® le sous-arbre qui a w pour
racine. Par exemple, si A = {a,b} I’arbre est binaire. On peut convenir qu’une aréte
vers la gauche correspond i la lettre a et qu’une aréte vers la droite correspond a la
lettre b. Ainsi, a la Fig. 3.1, les sommets marqués d'un point sont a, aba, abb, bab, bb.
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Remarque 3.2.2 On vérifie facilement avec cette représentation si un ensemble X de
mots est un code préfixe. Il suffit de s’assurer que jamais deux mots de X ne se trouvent
le long d’'une méme branche de I’arbre. <

Exemple 3.2.3 L’ordre du dictionnaire des mots croisés est un ordre qui satisfait nos
conditions. Cet ordre est construit en ordonnant d’abord les mots par longueur, puis
lexicographiquement sur chacune des longueurs. Plus précisément, u < v si et seulement
si soit |u| < |v], soit |u] = |v] et u <., v. C’est 'ordre que nous utiliserons toujours
dans les exemples.

Maintenant, ordonnons les lettres de 'alphabet A et convenons de placer les fils d’un
sommet de I’arbre de A" de gauche a droite selon 1'ordre des lettres de A. Alors, on voit
que pour parcourir les mots selon 'ordre du dictionnaire de mots croisés dans I’arbre, il
faut faire cornme suit: on commence d’abord par la racine (le mot vide), puis on visite,
en allant de gauche & droite, les sommets qui se trouvent a distance 1 du mot vide,
puis ceux qui se trouvent & distance 2, etc... Par exemple, si on parcourt I'arbre de

la Fig. 3.1 selon cet ordre on rencontre les sommets marqués d’un point dans I'ordre
a, bb, aba, abb, bab. <

Soit P € K<A>; le recteur ! de P est le mot le plus grand qui y appara™: r(P) =
max{w : w € P}. Par exemple, r(abc + 4b) = abc et r(ab— 2a) = ab. On conviendra que
r(0) < r(P),VP € K<A>. Nous dirons d’un polynéme qu’il est unitaire si le coefficient
de son recteur est égal 3 1. En d’autres mots, un polynéme P est unitaire s'il s'écrit
sous la forme: P =u+ Y, ., (P,v)v.

Lemme 3.2.4 Soient P,QetP;,Q; € K<A>(i=1, ..., N).
(i) Pour tout w € A*, on a r(Pw) = r(P)w,

(i) r(PQ) = max{r(Pw) : w € Q} = max{r(P)w: w € Q},
(iii) 7(Tnzy PaQn) < Maxnzy,. N T(PaQu).

Démonstration. (i) Soit w’ € Pw. Alors w' = uw pour un certain u € P. Comme u < r(P),
la condition (3.1) entraine uw < r(P)w, d’ou I'assertion, puisque r(P)w € Pw.

(i) D’une part, on a PQ = ¥,¢0(Q, w)Pw. D’autre part, r(Pw) = r(P)w pour tout
w € @, en vertu du point (i) de la démonstration. Par conséquent, si le mot max{r(Pw)
:w € Q) = max{r(P)w : w € Q} a un coefficient non nul dans PQ, alors c’est le
recteur de PQ. Soient u = r(P) et w; € A" tels que uw; = max{r(Pw) : w € Q}. II

!En grammaire frangaise, le mot qui tient le role central dans un groupe de mots s’appelle le recteur de
ce groupe de mots. Par exemple, dans ‘Le célébre algorithme faible de Cohn’, le recteur est ‘algorithme’.
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nous faut montrer que (PQ,uw;) # 0. Supposons qu’au contraire on ait (P@,uw,) = 0.
Alors c’est qu’il existe des mots v € P,w, € Q tels que u # v et w; # wy, et tels que
uw; = vwy;. Comme u = r(P), on a u > v, de sorte que la condition (3.1) entraine
uw; > vwe = uw;, ce qui contredit la maximalité de uw;. On a donc (PQ,uw,) # 0 et
par conséquent »( PQ) = uw, = max{r(Pw): w € Q}.

(iii) 11 suffit de voir que si w € TN, P,Q, alors w < maX,=;_ .~ r(Pa@n). Mais si
u € P,,v € Q, alors, en vertu des points (i) et (ii) on a uv < r(P)v = r(Pv) <
max{r(Pv) : v € Qu} = r(PaQu); comme r(Pa@n) < MaXper, .w r(PaQn), le résultat
est montré. <

Lemme 3.2.5 Soient P et Q des polynémes unilaires de recteurs respectifs u et v. S’il
eziste w € A® tel que u = vw, alors r(P — Qu) < r(P).

Démonstration. On a, selon le Lemme 3.2.4 (i), u = vw = r(Qw). Comme ce mot apparait
dans Quw avec coefficient 1, I'inégalité r(P — Qw) < r(P) est vérifiée. <

Soient maintenant N un ensemble d’indices et {Q,},en une famille de polynémes de
K<A>. Nous ne considérerons que les cas oli N est l'ensemble des entiers non nuls
ou N = {1,...,n}. Dans les deux cas nous noterons les familles par {Qn}n>: en
précisant de quel cas il s’agit lorsque cela s’avére nécessaire; les familles finies seront
parfois notées simplement @Q4,...,Qn. On dira que les polynémes @, sont presque tous
nuls si ’ensemble {n : Q, # 0} est fini; c’est toujours le cas lorsque la famille est finie.

Soient {Py}n>1 et {@n}n>1 deux familles de polynomes et supposons que les polynomes
Q. sont presque tous nuls. Alors les polynémes P,Q, sont presque tous nuls et la somme

21121 PnQn est définie.

Remarque 3.2.6 Le résultat (iii) du Lemme 3.2.4 reste vrai si on multiplie une famille
{Pn}n>1 et une famille de polynomes presque tous nuls {Qn}n>1, & savoir:

r(3 Pa@n) < max r(PnQu). (3.4)

n>1

o

Nous nous inspirons de Cohn [Co 61, Co 69] pour introduire la notion de <-dépendance
i droite dans l'algébre K<A>. On dira qu’une famille de polynémes {P,}.»; est <-
dépendante & droite si soit I'un des P, est nul, soit il existe une famille de polynémes
{@x}n>1 presque tous nuls, mais non tous nuls, tels que:

r(z P,.Q,.)'< max r(Pa@4).

n>1
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On dira qu'un polynéme P est <-dépendant a droite de la famille { Py}n>1 si soit il est
nul, soit il existe une famille de polynémes {Q}.>1 presque tous nuls tels que:

r(P =Y P.Qu) <r(P),

n21

et tels que r{P,Q,) < r(P), pour tout n.

Remarque 3.2.7 Notez que selon cette définition la famille vide est une famille indé-
pendante. <

Remarque 3.2.8 Dans [Co 85], Cohn définit I’Algorithme faible. Soit R un anneau
muni d'une fonction v : R—N, appelée pseudo-valuation. Pour r € R, l'entier v(r)
est appelé le degré de r. La fonction v satisfait des conditions de compatibilité avec
les opérations de I’anneau - similaires aux propriétés de la fonction de degré dans les
anneaux de polynémes en variables commutatives (voir [Co 85, Chap. 2]). On peut
définir la dépendance (& droite} d’une famille {r;};c; (avec r; € R), et la dépendance
d’un élément r sur une famille {r; };cs, par rapport & cette fonction v. On dit que I’anneau
R satisfait ’algorithme faible si dans toute famille dépendante ry, ..., r, d'éléments de
R, ordonnés de facon croissante (i.e. v(r;) < ... v(r,)), il existe un élément r; qui dépend
des précédents ry, ..., ri_1.

Dans K <A>, on peut définir la pseudo-valuation d : K<A>—N qui donne le degré d’un
polynéme, d(P) = max{jw| : w € P}. On peut montrer que s'il y a une relation de
dépendance entre des polynémes P, ..., P,, ordonnés selon le degré, cela implique que
'un des P; est dépendant de ses prédécesseurs (cf. [Co 61]). L’algébre associative libre
satisfait donc I’algorithme faible pour la fonction ‘degré’.

Cohn [Co 85) définit aussi I'Algorithme faible transfini. Etant donné une fonction w
définie sur un anneau R a valeur dans un ensemble bien ordonné, on peut aussi définir
la dépendance (a droite) d’une famille {r;};c; (r; € R), et la dépendance d’un élément
r sur une famille {r;};es, par rapport a w (en imposant & w certaines conditions de
compatibilité avec les opérations de I’anneau; voir [Co 85, Chap. 2]). On dit que 'anneau
R satisfait 1'algorithme faible transfini si dans toute famille dépendante d’éléments de
R, il existe un élément qui dépend des autres éléments de la famille.

La fonction r : K<A>— A" qui donne le recteur d’un polynéme est une fonction a valeur
dans un ensemble bien ordonné, en vertu des hypothéses que nous avons faites sur I’ordre
< imposé aux mots du monoide libre A*. Le Cor. 3.2.12 (plus loin) montre que K <A>
satisfait ’algorithme faible transfini pour cette fonction. La notion de <-dépendance (&
droite) est plus ‘serrée’ que la notion de dépendance (& droite) par rapport au degré. En
effet, s’il y a une relation de <-dépendance a droite dans une famille de polynomes, elle
a toujours lieu entre deux polyndmes de la famille (voir Cor. 3.2.12). o
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Remarques 3.2.9 (i) Si une sous-famille de la famille {P,}n>1 est <-dépendante a
droite alors la famille { P, },5 est <-dépendante & droite.

(i) Si un polynéme P est <-dépendant & droite d’une famille de polyndmes {Pp}n>:
alors la famille {P} U {P}n>1 est <-dépendante & droite.

(ii1) Si un polynéme P est <-dépendant a droite d’une sous-famille de la famille {Pn}n>1
alors la famille { P} U {P,}n>: est aussi <-dépendante & droite. e

Remarque 3.2.10 Utilisant le (iii) du Lemme 3.2.4 on voit qu’une famille de polyné-
mes {P,}n>1 est indépendante & droite si quelle que soit la famille de polynémes {Qn}n>1
presque tous nuls on a:

T(Z PnQn) = Tglx r(PnQn)-

n21

Et dans ce cas, selon les résultats du méme Lemme, il existe un indice ¢ et des mots

u; € Piyv; € Qi tels que r(T,5) PaQn) = wivi. <o
Par la suite, nous abrégerons ’expression ‘<-dépendant a droite’ par dépendant.

Théoréme 3.2.11 Soit {P.}n>1 une famille de polynémes non nuls et soit up, = r(Py).
La famille {P,}a>: est indépendante si et seulement si les u, sont distincts deuz @ deuz
et forment un code préfire.

Démonstration. On peut supposer P, unitaire, pour tout n.

Supposons d’abord que les mots u,, ne soient pas distincts deux a deux ou ne forment
pas un code préfixe. Alors il existe i # j et un mot w € A" tels que u; = u;w. Selon le
Lemme 3.2.4 (i), on a r(P;) = r(P;w). Selon le Lemme 3.2.5 on a r(P, — Pyw) < r(PR).
Par conséquent, P, est dépendant de P;. En vertu de la Rem. 3.2.9 (iii), cela implique
que la famille {P,}n»1 est dépendante.

Supposons maintenant que les mots u, sont distincts deux a deux et forment un code
préfixe. Soit {Qn}n>1 une famille de polynémes presque tous nuls. Selon les points (i)
et (ii) du Lemme 3.2.4, pour tout i tel que Q; # 0, il existe un mot v; € Q; tel que
r(P:Qi) = r(Pi)vi. Soient up = r(F;) et v € Qi tels que uvy = maxny; r(Pa@n).
Ce mot est bien défini puisque les polynémes P,Q, sont presque tous nuls. Montrons
que u,v; apparait dans ¥, P,@Q,. Sinon, c’est qu'il existe un indice ; et des mots
u' € P;,v' € Q; tels que upvr = u'v', et:

(i) soit j = k,u’ € Py et u' < uy,
(i) soit 7 # k,u’ € P et ' < u;.



88

Observons d’abord que dans le cas (ii), on ne peut avoir v’ = u; puisqu’alors uxv = u;v’ et
que les u; sont distincts deux & deux et forment un code préfixe. On a donc dans tous les
cas, u; > u'. Mais alors, en utilisant la condition (3.1), on trouve que: u;v’ > u'v’ = uvy,
ce qui contredit la maximalité de u,v;.

Comme le mot u,vx apparait dans 3,53 P.Qn, on a, selon la Rem. 3.2.10, r(,>; Pa@n)
= upvy; c'est-a-dire r(¥,5; PaQn) = maxny; r(PnQ,). La famille {@n}ax étant arbi-
traire, on en conclut que la famille de polynémes {Pn}n31 est indépendante. O

Soit {P,}n>1 une famille indépendante de polyndmes. Nous dirons que le code préfixe
{u,.},.zl , 0l u, = r(P,), est le code préfixe associé a la famille { P, }n>1. La démonstration
du Th. 3.2.11 montre aussi le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.12 Si la famille {P.}.», est dépendante alors il eziste des indices i # j
tels que P, est dépendant de P;. Plus précisément, il eziste des indices i # j et un mot
w € A® tels que r(P, — Pjw) < r(F,). <

Remarque 3.2.13 Du Th. 3.2.11 on déduit un algorithme simple pour vérifier si une
famille finie de polyndmes forment une base de 1'idéal qu’elle engendre. Cet algorithme
devrait trouver, dans le cas ou les générateurs sont liés par une relation de dépendance,
une relation u; = u;v entre les recteurs u; et u; de deux générateurs P; et P;. On trouve
donc du méme coup, selon le Cor. 3.2.12, la relation de dépendance qui lie P, et P;. ©

Remarque 3.2.14 Dans [Mo 85], Mora suit de trés pres les concepts et les définitions
utilisés dans le cas commutatif, pour construire des bases de Grobner des idéaux bilatéres
de K<A>. L'ordre qu'il utilise sur les mots de A* differe du nétre. Il annonce que ses
résultats restent vrais pour les idéaux & droite. Il mentionne, sans le montrer, que si les
générateurs d’un idéal ont tous des recteurs distincts qui forment un code préfixe alors
ces générateurs forment une base de Grobner de I'idéal. <

3.3 Idéaux a droite dans K<A>.

Soient {P,}n>1 une famille de polynémes; on désigne par I = < {Pp}n31 >, 0ul =< P,

.y Py > si la famille est finie, I'idéal & droite de K <A> engendré par la famille { P, }n>1-
Les polynémes qui sont dans I sont tous de la forme Y ,5; Pa@n ol les @, sont des
polynémes arbitraires de K <A>, presque tous nuls. On dit aussi que la famille {Pn}n1
forme un systéme de générateurs pour l'idéal I. Dans le cas ou il existe une famille finie
qui engendre I on dit qu’il est de type fini, ou finiment engendré. On désignera par
¢ : K<A> — K<A>/I le morphisme de K-module canonique.

Soit Py, ..., P, un systeme de générateurs d’un idéal a droite. On définit trois types de
‘réécritures élémentaires’ d'un tel systéme :
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(R1) si P, =0, on permet la réécriture:
Pla AR | Pn""Pls ey Pi-ls})i-ﬂ’ ey Pn

(R2) pour a € K,a # 0, on permet la réécriture:

P], ey P,.—bP;, ey R-),GR,R.'.], ey P,.

R3) sii # j et r(Pjw) = r(P;)w < r(P;), on permet la réécriture:
3 j
Ph seey Pn—"Pl’ [EEE] Pl'—laPi" (23 EREIR Pﬂ
ou R’:P;—ij.

Remarques 3.3.1 (i) Ces trois régles de réécritures élémentaires permettent de rem-
placer, dans un systeme de générateurs, un polynéme P; par le polynéme P, — ¥ ,4; P;Q;,
avec r(P;Q;) < r(P).

(ii) Bien que les réécritures élémentaires puissent étre appliquées & des systemes de
générateurs infinis, nous ne le ferons pas. Nous utiliserons les régles de réécritures pour
formuler des algorithmes de calculs effectifs des bases des idéaux engendrés par des
familles finies. <o

Lemme 3.3.2 Soient Py,...,Pn et Q, ...,Qm deuz familles de polynémes. Sila famille
@1, ..., Qm peut étre obtenue de la famille P,,. .., P, par une suite finie de réécritures
élémentaires alors elles engendrent le méme idéal:

<P,....P,> = <Q],...,Qm>.

<

Remarque 3.3.3 Tout idéal a droite de K<A> peut étre considéré comme un K<A>-
module a droite. Il est connu depuis Cohn [Ca 69] qu’un tel K<A>-module a droite est
toujours libre. Notez que si une famille de polynémes P,, ..., P, est indépendante alors
elle est a fortiori K<A>-linéairement indépendante. Ainsi, tout idéal & droite engendré
par une famille indépendante est librement engendré par elle, comme K <A>-module. ¢

Soit Py, ..., P, une famille finie de polynémes. Posons ¥,, = |{i : r(P;) = w}|; 'entier
Yy, compte donc le nombre de fois que w apparait comme recteur d'un polynéme de la
famille. Il n’existe qu'un nombre fini de mots w pour lesquels ¥J,, est non nul, c’est-a-dire
que les entiers ¥, sont presque tous nuls. Le multi-indice des recteurs de la famille
Py, ..., P, est le vecteur infini d’entiers positifs J,,, presque tous nuls, indicés par les
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mots de A*. On le notera V = V(P,, ..., P.) = (¥4 )ues-. Notez que si la famille
compte des polynémes nuls, ils ne contribuent en rien aux multi-indice des recteurs. On
ordonne l'ensemble des multi-indices des recteurs selon I'ordre lexicographique inverse.
Plus précisément, pour V' = (9, )uea: €t V = (dy)wea-, on aura V' < V si et seulement
s’il existe un mot w € A* tel que ¥, < 9, et ¥, = ¥, pour tout u > w.

Lemme 3.3.4 Soit P,, ..., P, une famille de polynémes. Supposons qu’on ait, pour
1 # j, r(Pjw) = r(Pj)w = r(P;). Alors, si on pose P! = P~ Pjw, onaV(P, ..., P,) <
Y(Py, ..., Piy, P!, Py, ..., Pn).

Démonstration. On a, selon le Lemme 3.2.5, r(P) = r(P; — Pjw) < r(P;). Comme les
recteurs des autres polyndmes restent inchangés, on a bien

VP, ..., )< V(P ..., Pi, P!\ Pipr, ..., P).O

Théoréme 3.3.5 Soit [ un idéal de K<A> engendré par une famille finie de polyné-
mes Py, ..., P,. Il est possible de calculer une base <-indépendante a droite de I en
effectuant une suite finie de réécritures élémentaires sur la famille Py, ..., P,.

Démonstration. On peut toujours faire en sorte que tous les polynémes de la famille P,
-++, Py soient non nuls et unitaires, a I'aide d’un nombre fini de réécritures du type (R1)
et (R2). On suppose donc les P; non nuls et unitaires et on pose u; = r(P;) pour ¢ = 1,
vy T

On procede par récurrence sur le multi-indice des recteurs. Si le multi-indice est nul, i.e.
¥, = 0 pour tout w € A", alors c’est que la famille est vide et elle est <-indépendante, en
vertu de la Rem. 3.2.7. Sinon, il y a deux cas. Soit la famille est <-indépendante et il n’y
arien a faire. Soit la famille est <-dépendante et alors, en vertu du Cor. 3.2.12, il existe
deux polynoémes P; et P; (i # j) et un mot w € A" tels que r(Pjw) = r(P;)w = r(F)).
Posons P/ = P; — P;w, de sorte que la famille P,, ..., P, P!, P4, ..., P, est obtenue
a l'aide d’une réécriture du type (R3) appliquée a P,, ..., P,.

Selon le Lemme 3.3.2, la famille Py, ..., P,_y, P!, P, ..., P,, engendre le méme idéal
que la famille initiale. Selon le Lemme 3.3.4, on a V(P,, ..., P.) < V(A,, ..., Pi_,
P/, P4y, ..., P,). On obtient ainsi le résultat, puisque par récurrence, on peut calculer
une base <-indépendante de I'idéal a I’aide d’une suite finie de réécritures élémentaires
appliquées a la famille Py, ..., P._,, P!, P4, ..., P,. <

Remarque 3.3.6 Nous allons montrer comment nos méthodes permettent de réaliser,
dans K<A>, P'algorithme faible de Cohn (pour le degré) sur une famille finie de poly-
noémes. Rappelons d’abord quelques propriétés sur le degré. Quels que soient P,Q €
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K<A>, on a:
deg(0) = -o0
deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) (3.5)
deg(P+Q) = deg(Q),  sideg(P) < deg(Q) (3.6)
deg(PQ) = deg(P)+ deg(Q) (3.7)

Suivant Cohn [Co 69], nous dirons qu'une famille de polynémes { P.}n>1 est d-dépendan-
te (a droite), si soit I'un des P, est nul, soit il existe une famille de polynémes {@n}n31,
presque tous nuls et non tous nuls, tels que:

deg(3_ PaQn) < max deg(PaQu)-

n>1

De méme, nous dirons qu’un polynéme P est d-dépendant (& droite) d'une famille
{Pn}n31 si soit il est nul, soit il existe des polynémes {Qn}n>1, presque tous nuls, tels
que:
deg(P — Y P.Qn) < deg(P), (3.8)
n>1
et tels que deg(P,Q,) < deg(P).

Tout au long de la présente remarque, nous supposerons que ’ordre < est compatible
avec le degré, dans le sens ou deg(P) < deg(Q) implique r(P) < r(Q) (autrement dit,
les mots sont ordonnés selon la longueur). L’ordre du dictionnaire des mots croisés (voir
Ex. 3.2.3) est un ordre qui satisfait cette hypothese.

Proposition 3.3.7 Soit Py, ..., P, une famille d-dépendante de polynémes non nuls. Il
est possible de trouver, ¢ l'aide d’un nombre fint de réécritures sur la famille P, ..., P,
une relation de d-dépendance de l’un des P, sur les autres membres de la famille qui
sont de degré n’ezcédant pas celui de P,,.

Démonstration. Si Py, ..., P, est d-dépendante c’est qu’il existe une famille de polynomes
Q1, ..., @, tels que:

deg(z PnQm) < max deg(PmQm)-

m=1

Comme I’ordre < est compatible avec le degré, on en tire une relation de <-dépendance de
la famille. Par conséquent, selon le Cor. 3.2.12, il existe t # j et un mot w € A* tels que
r(P; — Pjw) < r(P;). Notez qu’on a deg(P;) < deg(P;), de sorte que P, est <-dépendant
d’un polyndme de degré au plus égal a deg(P;). Notez aussi que deg(P;w) < deg(P;). Si
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on a deg(P; — P;w) < deg(PF;), alors on tient la la relation de d-dépendance du polynome
P; sur le reste de la famille.

Sinon, on pose P,, = P, pour m # i, e¢ P/ = P, — P;w. Nous allons montrer que la
famille Py, ..., P, est une famille d-dépendante. Posons aussi, @}, = Qm, pour m # j,
et Q) = (wQ: + Q;). Alors, on vérifie facilement que:

S PaQn= 3 Phlh (39)

m=1

De plus, PnQm = P,LQ.., pour m # i,j; de sorte que deg(P, Q;,) = deg(PmQm),
pour m # i,j. Comme deg(P; — Pjw) = deg(P;), on a en vertu de (3.7), deg(P/Q;) =
deg(P/Q;) = deg(P;Q;). Finalement, selon (3.5), on a

deg(P;Qj) < max(deg(P;wQ;), deg(F;Q;)),
de sorte que

deg(P;Q;) < max(deg(P;Q;), deg(P;Q;)),
puisqu’en vertu de (3.7), deg(P;wQ;) = deg(P;w) + deg(Q:) = deg(F;) + deg(Q;) =
deg(P.Q:).

Maintenant, soit k I'indice tel que maxm>1 deg(PmQm) = deg(PiQx). Si k # j alors on
trouve deg( PiQ}) = deg(PiQi) > deg(P,,Q,), pour tout m =1, ..., n. Par conséquent,
deg(P[Q}) > deg(P,.Q..), pour tout m =1, ..., n; on a donc:

max deg(F, @) = deg(FiQ}) = deg(PiQx) = max deg(PrnQm)-

Si k = j alors on peut supposer deg(P;Q;) > deg(F.Q:) (sinon on prend k = i et
on s'en remet au raisonnement précédent). Donc, de (3.6) on obtient deg(P/Q;) =
deg(P;wQ; + P,Q;) = deg(P,Q;), puisque deg(PwQ;) = deg(P:Q:) < deg(P;Q;). On

a donc encore une fois deg(P;Q’) = deg(P;Q;) 2 deg(Pm@m), pour tout m=1, ..., n,
d’olr deg(P;Q;) > deg(PnQ,,), pour tout m =1, ..., n. Ainsi:

max deg(P,Q5) = deg(P;Q;) = deg(P;Q;) = max deg(PQu).
Par conséquent,

deg(L =1 Pm@m)

deg(Tn -1 PnQm) (en vertu de (3.9))
< maxXm>) deg(PnQm)

max,>, deg(P, Q).
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La famille de polynémes Py, ..., P, est donc d-dépendante. En vertu du Lemme 3.3.4,
onaV(P, ..., P.) < V(B, ..., P,). Par récurrence, il est possible de trouver, &
I'aide d’un nombre fini de réécritures, une relation de d-dépendance de I'un des P, sur
les autres membres de la famille de degré n’excédant pas celui de P.. On peut ensuite
remonter cette relation de dépendance au niveau de la famille initiale P,, ..., P,. ©

De la Prop. 3.3.7 se dégage un algorithme pour tester si une famille est d-dépendante.
Etant donnée une famille P, ..., P, de polynémes non nuls, on entreprend le calcul
d’une base <-indépendante de I'idéal qu’elle engendre. A chaque fois qu'une réécriture
du type (R3) P,— P, — P;w est appliquée, on teste pour savoir si on a abaissé le degré du
polynéme P;. Dans ’affirmative, on peut remonter le long des réécritures pour obtenir
la relation de d-dépendance d'un polynéme sur les autres polyndémes de la famille. Si
le calcul de la base se fait sans que jamais le degré ne soit abaissé, alors on sait que la
famille de départ est d-indépendante, puisque 'ordre < est compatible avec le degré. ©

Exemple 3.3.8 Nous allons calculer une base <-indépendante de 1'idéal I, engendré
par les polynémes P, = achb + 4b, P; = ac — 2ab, P; = abb + 2aa et P; = aa -~ b.
Le mot ac = r(P,) est préfixe de achb = r(P;). On effectue les réécritures:

P, — P~ P;b=ach+ 4b — acb + 2abb = 2abb + 4b,

P - %PI = abb + 2b.

Le nouveau systeme de générateurs est P| = abb + 2b, P, = P, = ac — 2ab, P; = P; =
abb+2aa et P = P, = aa—b. P| et P; ont méme recteur, abb. On effectue la réécriture:

P;—P; — P| = abb+ 2aa — abb — 2b = 2aa — 2b.

Cette fois, on a abaissé le degré, puisque deg(P; — P|) < deg(P;). La famille de départ
est donc d-dépendante. La relation de d-dépendance que nous avons calculée, écrite sous
la forme (3.8), est:

deg(Ps = Pi(3) - Pa(~3b) < deg(P).

Poursuivons le calcul d’une base <-indépendante de J. On rend le polynéme P; unitaire:
15
P:,—»-2-Pa = aa - b,

de sorte que le nouveau systeme de générateurs est P’ = P = abb+ 2b, P} = P; =
ac—2ab, P =aa—bet P/ = P{=aa~-b. P et P ont méme recteur aa. On effectue
la réécriture: '

P{—P§ - P! = 0.
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On éjecte le polynome Py, puisqu’il est nul. Les recteurs {abb, ac,aa} des trois polynémes
non nuls Py, P}, P/ forment un code préfixe. Ces polynémes forment donc une base de

Iidéal I = < P,,P,, Py, Py >. o

Le prochain corollaire se trouve implicitement démontré chez Cohn [Co 61, Co 69] puis-
qu’il est aussi une conséquence de I’algorithme faible (pour le degré des polynémes).

Corollaire 3.3.9 (Théoréme du défaut pour les idéauz é droite de type fini.)
Sin polynémes sont K<A>-linéairement dépendants a droite, alors I’idéal d droite qu’ils
engendrent est libre de rang < n — 1.

Démonstration. On vérifie facilement que si Py,..., P, sont linéairement dépendants
alors il en est de méme de toute famille obtenue de P,,..., P, a 'aide d’une réécriture
élémentaire de type (R2) ou (R3). Par conséquent, en appliquant 1'algorithme du Th.
3.3.5, & une certaine étape on éjectera un générateur nul a 'aide d’une réécriture du type

(R1). o
3.4 Bases standards des idéaux a droite.

Soit maintenant un idéal & droite I, quelconque. Nous dirons qu'une famille de mots
{wi}iz1, finie ou infinie, est linéairement indépendante mod [ si leurs images {¢(w;)}i>1
sont linéairement indépendantes dans K<A>/I. De facon équivalente, {w;}.>, est
linéairement indépendante mod I s’il est impossible de trouver des scalaires a; € K,
presque tous nuls (mais non tous nuls), tels que ¥_;5, ayw; € I.

Désignons par [u, v] l'intervalle des mots compris entre u et v. Plus précisément, [u,v] =
{w € A" : u < w < v}. On définit une suite (finie ou infinie) de mots u, comme suit:

u; = inf{w € A" : [1,w] est linéairement dépendant mod I}, -
et pour n > 2:
Up = inf{w € A® = {uy,...,up1}4° : [1,w] N (A" = {us, ..., tn_1}4%)
est linéairement dépendant mod I}.

Il se peut qu'a un certain moment, la famille {v}.,eA-_(,,h.__’,n_,} A+ soit linéairement in-
dépendante mod I. Le mot u,, et les suivants, ne sont alors pas définis.
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Remarque 3.4.1 Ainsi, pour obtenir les mots u,, il faut parcourir I’arbre du monoide li-
bre selon I'ordre <. Au début, & chaque mot rencontré, on cherche s’il y a une dépendance
K-linéaire parmi ses prédécesseurs. On trouve un premier mot lié i ses prédécesseurs;
on détache de I’arbre du monoide libre le sous-arbre dont il est la racine. On dira que
les mots de ce sous-arbre ne sont plus dans I’arbre de départ. On continue le parcours
de 'arbre dans I'ordre, en s’arrétant a chaque mot qui est encore dans I’arbre de départ.
A chaque fois, on cherche une dépendance K-linéaire qui lie un mot a ses prédécesseurs
qui sont encore dans 'arbre. Cette description géométrique de la définition des mots u,,
illustre le fait que la famille de mots {u,} forme un code préfixe, puisque jamais deux
mots u; ne se trouveront le long d’'une méme branche de ’arbre (voir Rem. 3.2.2). C’est
ce que montre le lemme qui suit. ¢/

Lemme 3.4.2 La famille de mots {un}n>1 est un code préfize qui satisfait u; < u; si
1< j.

Démonstration. Nous montrons par récurrence sur n, que les mots u,,...,u, forment un
code préfixe et que uy < ... < u,. Il 0’y a rien & montrer pour n = 1.

U <...< u, Comme u,y; € (A — {u;,...,u,}A"), aucun des mots u,,...,u, n'est
préfixe de u,4; en particulier, u, # up4;.

Soit n > 1. Supposons que les mots uy,...,u, forment un code préfixe satisfaisant

Nous allons montrer que u, < u,4;. On saura alors, en vertu de (3.2), que u,,; n’est
pas préfixe de uy,...,u,. Supposons qu'au contraire u,4+1 < u,. On sait alors, par (3.2),
que [1,un41] Nu, A” = . Par conséquent,

[Lung1] N (AT = {ur,.. ., un}JA") = [Litta ] N (A" = {uyg,...,un1 }A%).

Or, par définition de u,41, le membre gauche de cette égalité est linéairement dépendant
mod /. Un coup d’oeil au membre droit nous permet de constater que I'on contredit la
minimalité du mot u,. On a donc u, < u,4; et le lemme est montré. e

Posons pour la suite X, = {uy,...,un-1} €t X = {up}a31. Par définition, pour chaque
n il existe une relation, qui définit un polynéme de I'idéal I:

Po=u, + 2 (Payv)v €1.
VA A
En vertu du Lemme 3.4.2, les recteurs des polynémes P, sont distincts deux a deux
et forment un code préfixe. Par conséquent, selon le Th. 3.2.11, la famille {P,}.>) est

indépendante; elle est une base du K'<A>-module (ou de fagon équivalente de I'idéal)
qu’elle engendre.
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Remarques 3.4.3 (i) L’ensemble de mots A* — X A* est I’ensemble préfixiel qui corre-
spond & X. Clest I'ensemble formé des mots qu'ils restent dans l'arbre de A” une fois
qu’on y a détaché les sous-arbres dont la racine est un mot du code X.

(i1) Soit v < u,. Siv € A* — X A" alors on a v € A* — X, A" en vertu de l'inclusion
Xa C X. Inversement, si v € A* — X,,A* alors on a v € A* — X A". En effet, supposons
qu’au contraire on ait v = u,,w pour m > n et w € A*. On trouve (en utilisant les
conditions (3.1) et (3.2)), up < upw < u,w = v, puisque u, < Uy, selon le Lemme 3.4.2.

On contredit ainsi I'inégalité v < u,,.

(ii1) Ainsi, les polynomes P, sont aussi égaux a:

P.=u,+ Z (Pa,v)v.

u<un
vEA*-XA"®

¢

Lemme 3.4.4 Supposons que soit donné l’idéal d droite I, et le code préfize X. Soit
R € K<A>. Alors il existe une famille de polynémes {Qn}n>1 presque tous nuls, et une
famille de scalaires {ay}ucas-xa+ presque tous nuls, tels que R puisse s’écrire sous la

Jorme:
R= Z P.Q. + E a,v.

n21 vEA*~X A*

Démonstration. Il suffit de montrer le lemme dans le cas ot R est un mot w ¢ A* — X A*.
On a alors w = w,w’ et on procede par récurrence sur la longueur du mot w'. Le cas
lw’| = 0 est donné par la relation qui définit P;. Sinon, on a:

ww' = Pow' - Z (Pi,v)vw'.
vy
vEA =X, A*

Les mots vw’ qui apparaissent dans la somme de droite sont soit des mots de A* — X A*,
soit ils sont de la forme v’ = u;w" avec {wW"| < |w'|, car v < u; et v € A* — X, A"
impliquent v € A* -~ X A*, comme on a vu & la Rem. 3.4.3 (i). On conclut par récurrence.

¢
Lemme 3.4.5 La famille de mots {v},ca--xa+ est linéairement indépendante mod I.

Démonstration. Dans le cas ot X = {u;,...,u,} est fini, le résultat est évident: le
mot u,4; n’est pas défini précisément parce que la famille {v},c4:— x4~ est linéairement
indépendante mod 1.



97

Il reste donc a considérer le cas ol X est infini. Supposons qu’au contraire il existe des
scalaires a,, presque tous nuls, tels que 3, @,v = 0 mod . Soit:

u; = inf{uy : u, > v pour tout v tel que a, # 0}.

On voit donc, en s’aidant de la Rem. 3.4.3 (i), que les mots v € ¥, a,v sont des mots
de A* — X;A*, plus petit que u;, de sorte que la relation 3", a,v = 0 mod I contredit la
minimalité de u;. ¢

Proposition 3.4.6 La famille de polynémes {P,}.>1 engendre l'idéal I.

Démonstration. Soit R un polynome de I. Selon le Lemme 3.4.4, il existe une famille de
polynémes {Qn}n>1 presque tous nuls, et une famille de scalaires {a, }vea+—x 4+ presque

tous nuls, tels que
: R= Z P.Q. + Z a,v.
n>1 vEA*-XA*

Par conséquent,
0=p(R)= Z ayp(v).
vEA =X A*
On en déduit que o, = 0 pour tout v, en vertu du Lemme 3.4.5. Donc, R = ¥,51 PaQn
et la famille {P,}.>1 engendre I'idéal 1. ¢

Corollaire 3.4.7 L’idéal I est de type fini si et seulement si le code préfize X est fini.
De plus, lidéal I est de codimension finie si et seulement si le code préfize X est fini et
complet.

Démonstration. La proposition montre que si I'ensemble X est fini alors I est finiment
engendré. Nous serons en mesure de montrer la réciproque plus loin (Th. 3.4.9). Pour la
deuxiéme partie de 1'énoncé, il faut remarquer que si le code est fini et complet alors la
famille de mots A* — X A® est finie. Le corollaire découle aussi des théoremes de Cohn

[Co 69]. o

Nous allons maintenant montrer que la famille: { P, }.»1 est unique.

Théoréme 3.4.8 Soit {F,},>, une famille indépendante de polynémes, de recteurs re-
spectifs {uy }ny1, satisfaisant u} < uj sii < j. Posons X} = {u},...,u,_,} et supposons
que:
P=u,+ ¥ (PLow.
v<ul
vEA =X, A°

Si la famille {P,}n>1 engendre le méme idéal I que la famille {Pn}n31 alors P, = P.,
pour tout n. "
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Démonstration. On procéde par récurrence sur k pour montrer que ux = u} et que P, = P..
. 1% q k k

Le polynéome P| nous donne une relation K-linéaire (mod I) dans l'intervalle de mots
[1,u}). On doit donc avoir u; < u} en vertu de la définition de u;. Comme {Pr}n>
engendre I, il existe des polynomes Q,, presque tous nuls, tels que P, = T,5, PaQs.
Selon la remarque 3.2.10, r(¥T,>, P,@;) = ujv} pour un certain i et un certain v} € Q;.
On a donc u; = r(P) = uiv]. On en tire u} < u;. Par suite, on a u; < uj < u! < uy;
donc u; = uj. On peut en conclure que P| = P, puisque la famille de mots [1,u;] — {u, }
est linéairement indépendante mod 1.

Supposons qu’on ait montré que u; = uj, ..., Ug—1 =uj_ et que =P}, ..., Py =
P;_,. On a donc X; = X} et le méme argument que dans le cas k = 1 montre qu’on
doit avoir u; < u;. Comme P, € I il existe des polynémes Q.,, presque tous nuls, tels
que P, = Y 5, P.Q.. Mais alors uy = r(FP) = r(T,5; P.Q.). Selon la Rem. 3.2.10,
r(Tn>1 PLQ") = ulv! pour un certain i et un certain v} € Q. On a donc u; = uv] et on
en tire u! < u; < u}. Maintenant, regardons comment se comparent les indices i et k.
Le cas ¢ > k est exclu car, par hypothése, u; < u, implique < k. Donc, on a soit ¢ = k
et alors u; = uy; soit 1 < k de sorte que, par récurrence, u = u;. Mais alors c’est que
u; = u;v; ce qui contredit le fait que {u,},> est un code préfixe. On doit donc avoir
U = u;,.

On conclut a Pégalité P, = P, en vertu du fait que les mots de A* — X; A" sont
linéairement indépendants mod I. 1o/

La base {P,}n>1 de I'idéal I sera appelée la base standard de I. On dira aussi qu’une
famille est standard si elle est la base standard de I'idéal qu’elle engendre. Remarquez
que la famille vide est la base standard de I'idéal nul et la famille {1} est la base standard
de I'algébre toute entiére.

Théoréme 3.4.9 Soit Py, ..., P, une famille indépendante. Il est possible de calculer,
@ laide d’une suite finie de réécritures élémentaires, la base standard de l'idéal I = <
Py,...,P, >. De plus, le code préfize associé & la base standard de I est égal au code
préfize associé ¢ Py,...,P,.

Démonstration. Supposons les polynémes P, unitaires. Soient u; = r(P;) et X =
{u1, ..., un}. On construit d’abord un outil de récurrence pour la démonstration
du théoréme. On définit le multi-indice V = V(P,, ..., P.) = (0w)wex4s, €n posant

0w = |{i : w € P,yw # r(P,)}|, pour tout w € X A*. L'entier p,, compte donc le nombre
de polynomes dans lesquels le mot w € X A* apparait, sans en étre le recteur. On or-
donne ces multi-indices selon I'ordre lexicographique inverse (comme on Ia fait plus haut
pour les multi-indices des recteurs). Nous allons montrer le théoreme par récurrence sur

V(P ..., P)



99

Si V(P, ..., P,) est nul alors la base est standard. Sinon, il existe w € X A* et i tels
que w € P; et w # r(FP;). Comme w < u;, la condition (3.2) nous assure que w = u;v
pour un j # i. Posons P} = P, — (P;,w)P;v, et P, = P, pour m # i. On a (P},w) = 0.
De plus, si w' € Pjv et w’ # w, alors w’ < w. En effet, tous ces mots sont de la forme
sv avec s < u;. Dong, par (3.1), w' = sv < ujv = w.

D’une part cela montre que r( P, ) = r(P,) pour tout m > 1. De sorte que la famille P;,
..., P} est indépendante et X est son code préfixe associé. Nous sommes donc en mesure
de comparer V(P], ..., P.)etV(P, ..., P,). D’autre part, notre raisonnement montre
aussi que V(P}, ..., P.) <V(P, ..., P,). Par récurrence il est possible, 2 I'aide d’une
suite finie de réécritures élémentaires, de calculer la base standard de 'idéal engendré
par la famille P}, ..., P,. Cette base standard aura aussi X comme code préfixe associé.
Le théoréme est montré, puisque selon le Lemme 3.3.2, les deux familles Py, ..., P, et

%s . --» P, engendrent le méme idéal. ' O

Exemple 3.4.10 Nous allons calculer la base standard de I’idéal engendré par les po-
lynémes (indépendants) Py = aab— 2bc, P, = ac+2ebet Py =b—2a. Ona bc€ P, et
bc = r(Ps3)c. On applique la réécriture:

P, = P, + 2P;c = aab — 2bc + 2bc — 4ac = aab — 4ac.

La nouvelle base de I'idéal est formée des polynémes @, = aab — 4ac, Q2 = ac + 2ab et
Qi =b—2a. On aace Q et ac =r(Q,). On applique la réécriture:

Q1 — @, +4Q; = aab — 4ac + 4ac + 8ab = aab + 8ab.
La nouvelle base R; = aab+ 8ab, R; = ac + 2ab, Rz = b — 2a est standard. <

Le Th. 3.4.8 et le Th. 3.4.9 s’unissent pour nous donner le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.11 1l est possible de tester si deuzr ensembles finis de polynémes engen-
drent le méme idéal.

Démonstration. En effet, on a montré au Th. 3:4.9, qu’il est possible de calculer la base
standard d’un idéal. Il est donc possible, étant donné deux familles finies de polynémes,
de calculer les bases standard des idéaux qu’elles engendrent et de les comparer. On
conclut & I’égalité des idéaux seulement dans le cas ou ces bases standard sont identiques,
en vertu de l'unicité de la base standard (Th. 3.4.8). <

Corollaire 3.4.12 Sotent Q et Py, ..., P, € K<A> tels que Py, ..., P, est la base
standard de l’idéal I qu’ils engendrent. Il est possible de calculer l'image de Q dans
la base A* — XA™ du K-module K<A>/I. En particulier, il est possible de tester si
Qe< A, ..., P, >. ‘
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Démonstration. On a montré au Lemme 3.4.5, que la famille de mots A — X A" est
linéairement indépendante mod I. C’est bien dire que ces mots forment une base du

K-module K<A>/I.

Le polynéme P; est unitaire, pour tout i. On pose, comme plus haut, u; = r(P), X =
{u1, ..., u.} et on désigne par ¢ : K<A>—K<A>/I le morphisme canonique. On
procede par récurrence sur le recteur de Q.

Cas 1. SiQ =0, alors p(Q)=0et Q€ I.
Sinon, soit w = r(Q).

Cas 2. Siw € (A" - XA%),on a:

?(Q) = (@, w)w + ¢(Q — (Q, w)w).

Par récurrence, on peut calculer I'image de Q — (Q, w)w et terminer le calcul de I'image
de @.

Cas 8. Si w e XA,

il existe u; € X et v € A" tels que w = w;v. On a, d’aprés le Lemme 3.2.5, r(Q —
(Q,w)Pv) < r(Q). Comme:

»(Q)

#(Q — (Q,w)Pv) + ¢((Q, ) Pw))
= ¢(Q - (Qw)Piv) +0
= ¢(Q - (Qw)Pw),

on peut calculer I'image de @ — (@, w)Fv et terminer le calcul.

Comme la famille de mots A* — X A” est linéairement indépendante mod 7, on saura
que le polynéme @ est dans I si et seulement si aprés un certain moment, on trouve le
polynéme nul. )

3.5 K<A>-modules & droite et <-dépendance a droite.

Nous considérons maintenant le K<A>-module a droite K<A>Y, ol ¢ est un entier
positif, ¢ > 1. Les éléments de K<A>? sont des vecteurs colonnes V formés de ¢
polynémes de K<A>:
Py
V=|:
P,
Pour cette raison, nous appellerons les éléments de K <A>? des vecteurs de polynémes,

ou simplement des vecteurs. Nous allons nous intéresser aux sous-K<A>-modules a
droite de K<A>9. Par la suite, nous abrégerons I’expression ‘sous-K<A>-module &
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droite’ simplement par sous-module. Dans le cas ol ¢ = 1, un sous-module de K'<A>*
n’est rien d’autre qu'un idéal & droite de K<A>. Nous serons donc en mesure d’utiliser
une récurrence sur q afin d’étendre les résultats des paragraphes précédents.

Nous désignons par =;, pour ¢ = 1, ..., ¢, la projection canonique des vecteurs sur leur

i*™ composante:

7t K<A>? — K<A>
V - P

Nous introduisons aussi les projections = (resp. ¥) : K<A>"—K<A>"! qui oublient
la premiére (resp. derniére) composante des vecteurs:
P, P
WVi=|: | =®V)=| :
P, Py

La multiplication & droite d’un vecteur V par un polynéme @ € K<A> s’exprime donc
par m;(V@) = n;(V)Q. Nous désignerons par ¢ le plongement:

1 K<A>T! 5 K<A>Y

0
P P,
V = — )
P._ :
9=1 pq_1

qui ajoute une premiére composante nulle; i.e. 7,(¢(V)) = 0, 41 («(V)) = m(V), pour
k=1,...,¢g—1. On a donc, d’une part 7 0« = id, et d’autre part, ton(V) = V si
m(V) = 0. Ces applications sont toutes K <A>-linéaires.

Soient {Vo}a>1 une famille de vecteurs et {Qn}n>: une famille de polynémes presque
tous nuls. Alors les vecteurs V,,Q, sont presque tous nuls et on peut former la somme
T a>1 Va@n. Soit N un ensemble d'indices. Nous dirons qu'une famille £, ..., E, de
¢ sous-ensembles de N est une partition en ¢.blocs de la famille {V, },en si pour tout
t € N, il existe un unique k tel que : € E;; c'est-a-dire:

: 9
Ey, NEy, =0 pour (ks #k;) et UEk = N.
k=1

Par la suite, nous abrégerons ’expression ‘partition en ¢ blocs’ & partition. Notez que
certains blocs de la partition peuvent étre vides. Etant donné une famille de vecteurs
non nuls {V,}n>1 il existe une unique partition E;, ..., E, telle que V; € E, implique:

m(V)=0 pourj=1,...., k=1 et m(V;)#0.



102

E; E, E,
Py ... Py 0 .. 0 .. 0 0
x ... ox Py P, 0 . 0
* e * * - * .o Pq-"l+-~-+"q-1+1 . Pq.n

Figure 3.2: Partition associée & une famille finie de vecteurs.

Cette partition sera appelée la partition associée 4 la famille {V,}n>1. Dans le cas ou la
famille W, ..., V, est finie, ces conditions se visualisent facilement. Apres avoir réindicé
la famille on peut placer les vecteurs cote-a-cote pour former une matrice ¢ x n, réduite-
échelonnée. On fait apparaitre la partition associée a la famille de vecteurs en localisant
les blocs rectangulaires d’entrées nulles dans la matrice (voir Fig. 3.2).

Remarques 3.5.1 Soit {V,}.>; une famille de vecteurs non nuls de K<A>? etvEl,
..., E, sa partition associée.

(i) Alors E} = Exyy (k=1, ..., g— 1), est la partition associée a la famille de vecteurs
{r(Va)}n21meE;

ii) La partition E,, ..., E,_; est la partition associée a la famille {7(Vy)}n>1.n¢E.
p q 21n¢g. ¢

(iii) La famille {¢(V.)}n»1, a pour partition associée E} = 0, E, = E,, (k=2, ...,
g+1).

(iv) Supposons que, de plus, on ait 71(V,) # 0 pour tout n > 1. La partition associée
a la famille {V, }n>: est donc réduite & un seul bloc E,. Si {Un}n31 est une famille de

K<A>?"1 de partition associée Ej, ..., E;_;, alors la partition associée a la famille
{L(Un)}nzl U {Vn}nzl est E{’ = E], E,': = EL_I (’C = 2, ey q) <

Soit {V.}a>: une famille de vecteurs non nuls et E,, ..., E, la partition qui lui est
associée. Nous dirons que cette famille est <-indépendante a droite si pour tout k =
1, ..., ¢, la famille de polynomes {ni(V;)}icg, est <-indépendante a droite. Notez
que certains des blocs peuvent étre vide, puisqu’une famille vide (de polynémes) est
indépendante (Rem. 3.2.7). Dans le cas ou la famille de vecteurs n’est pas vide, les
blocs E; de la partition ne peuvent étre tous vides puisque les vecteurs sont non nuls.
Par la suite, nous abrégerons I’expression ‘<-indépendante & droite’ simplement par
indépendante.

Remarque 3.5.2 Soit {V,}a»1 une famille de vecteurs de K<A>9, telle que la famille

de polynémes {7,(V,)}a>:1 est indépendante. Alors la famille de vecteurs {Va}ns: est
elle-méme indépendante. <
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Remarques 3.5.3 Soit {V,}n>1 une famille indépendante de vecteurs de K<A>.

(i) Alors on constate facilement, a I'aide des Rem. 3.5.1 (i), (ii) et (iii), que les familles
de vecteurs {7(V.)}n>1.n¢E,» {F(Va)}np1n¢E, €t {¢(Va)}n31 sont indépendantes.

(ii) Supposons que, de plus, on ait 7;(V,) # 0 pour tout n > 1. Si {Up}n>1 est une
famille indépendante de K <A>9"1, alors on vérifie, a I'aide de la Rem. 3.5.1 (iv), que la
famille de vecteurs {¢(U,)}a31 U {Va}n31 est indépendante. <

Théoréme 3.5.4 Soit {V,}n»1 une famille indépendante de vecteurs. Alors elle est
K<A>-linéairement indépendante.

Démonstration. On procéde par récurrence sur ¢. On a vu a la Rem. 3.3.3 qu’une famille
indépendante de polynémes est une famille K <A>-linéairement indépendante de K <A>.
Par conséquent, le résultat est vrai pour ¢ = 1. On suppose donc ¢ > 2.

Imaginons qu’au contraire les vecteurs V, ne soient pas K<A>-linéairement indépen-
dants. Il existe alors des polynémes {Qy }.>: presque tous nuls (mais non tous nuls) tels

que:
3 VaQn=0.

n>1
On déduit de la relation précédente, par application de 7, la relation:

r(z VnQn) = 2 7l’(Vn)Qn =0.

n>1 n2>1

Soit Ey, ..., E, la partition associée & la famille de vecteurs {V,}.>1. Les vecteurs
de K<A>"1, {x(Va)}a>1,n¢E,, sont indépendants, en vertu de la Rem. 3.5.3 (i). Par
récurrence, ils sont aussi K <A>-linéairement indépendants. Si E,; est vide alors on a
ton(V,) = V, (pour tout n) et on conclut a 'indépendance K <A>-linéaire de la famille.
Sinon, c’est que les polynémes {Qn}n>1meE, Ne peuvent étre tous nuls. Mais alors on
obtient, par application de 7, une relation de dépendance K <A>-linéaire en premiere

composante:
"l(z VnQn) = z ”l(vn)Qn =0.
n>1 n€E;

On contredit la I'indépendance des polyndmes {7;(V,)}n>1neE,. La famille de vecteurs
{Va}n>1 est donc K'<A>-linéairement indépendante. o

On peut définir, comme au paragraphe 3.3, des réécritures élémentaires de systemes de
vecteurs. Soient Y, ..., V, une famille de vecteurs. On définit trois types de ‘réécritures
élémentaires’:
(Rg1) si V; =0, on permet la réécriture:
‘/19'--1Vn - ‘/17-'.',‘/1’—1"/‘-{-11""‘,1"
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(Ry2) pour a € K,a # 0, on permet la réécriture:

‘/ls"wvn - vl,---'avi—laavhvi-{-la'--’vn

(Re3) ¢'il existe k (1 < k < q), 1 # j, et r(me(Viw)) = r(m(V))w < r(m(V7)), on

permet la réécriture:
‘/la'-'svn - ‘/ly---"/i—la‘/ils‘/i-i'lv"')vn
ou V! =V, - Vuw.

Remarque 3.5.5 Les régles (Rq7) et (R,_;?) sont liées (les regles (R;¢) ne sont autres
que celles introduites au paragraphe 3.3). En effet, soient V;, ..., V, des vecteurs de
K<A>"1. Alors on peut, de fagon équivalente, soit appliquer une régle (R,—1i) & ce
systeme, soit plonger les vecteurs dans K<A>% (W), ..., «(V,), appliquer la régle
correspondante (R,?), et revenir & K<A>?"1 & 'aide de , puisqu'on a 7 0 ¢ = id.

De méme, soient V des vecteurs de K<A>? qui satisfont 7;(V;) = 0, pour tout k. Alors
on peut passer dans K <A>?"! (a I'aide de «), appliquer une régle (R,_17) & ce systéme
et revenir dans K<A>? a l'aide de ¢, en vertu du fait que ¢ o (Vi) = V;, pour tout k.

On obtient évidemment un analogue du Lemme 3.3.2.

Lemme 3.5.6 Soient Uy, ..., U, et Vi, ..., V,, deuz familles de vecteurs. Si la famille
W, ..., Vin peut étre obtenue de la famille Uy, ..., U, par une suite finie de réécritures
élémentaires alors elles engendrent le méme sous-module de K<A>9. <o

Théoréme 3.5.7 Soit M un sous-module de K<A>? engendré par les vecteurs V;,
«evy V. Il est possible de calculer une base indépendante de M en effectuant une suite
finte de réécritures élémentaires sur la famille Vi, ..., V,.

Le lecteur tirera avantage & imaginer les vecteurs W, ..., V, disposés dans une ma-
trice, comme nous I'avons fait plus haut (voir Fig. 3.2). La démonstration s’inspire de
algorithme de Gauss-Jordan pour mettre une matrice sous la forme réduite-échelonnée.

Démonstration. On peut, a I'aide de réécritures du type (R,1), éjecter les vecteurs nuls.
On supposera donc que les vecteurs V; sont tous non nuls. Soit E;, ..., E, la partition

associée aux générateurs de M. On procéde par récurrence sur g, le cas ¢ = 1 ayant été
traité au Th. 3.3.5.

Supposons d’abord que E; = §. Alors on a m;(V,) = 0, pour tout n > 1, de sorte que

Lom(M) = M. (3.10)
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Par récurrence, il est possible de calculer, a I'aide de réécritures élémentaires (Ry_;1), une
base indépendante du sous-module (de X' <A>9"1) engendré par les vecteurs {7(V,)}a>;.
On peut remonter cette base a 1'aide de ¢, pour obtenir une base indépendante de M,
en vertu de (3.10) et de la Rem. 3.5.3 (i). De plus, cette base peut é&tre calculée par une
suite finie de réécritures élémentaires (R,i), en vertu de la Rem. 3.5.5.

Supposons maintenant que E; # 0. Par récurrence, il est possible de calculer, a ’aide
de réécritures (R,i), une base indépendante du sous-module engendré par la famille de
polynémes {m(V;)}iek,. Ces régles de réécritures peuvent étre simulées sur les vecteurs
{Vi}iek,, en appliquant les régles de réécritures (R4i) correspondantes. Ces réécritures
donnent lieu, en vertu de la Rem. 3.5.2, & une famille indépendante de vecteurs {V/'};¢ Ej»

E} C E;), tels que m (V) # 0, et & d’autres vecteurs {U;};eg,\& tels que m,(U;) = 0.
1 A i J1I€EL\E]

Soient M, le sous-module de M de base {V/'}.cE: et M; le sous-module de M engendré
par la famille {U;},ep,\£; U {Vi}ige,. Chacun des vecteurs V de cette famille satisfait
7;(V) = 0 et par conséquent, on a:

LOW(MQ) =M2. (311)
De plus, M; et M, sont supplémentaires:
M =M, & M,. (3.12)

Par récurrence, on peut calculer une base indépendante {U}};cg+ du sous-module x(M,)
engendré par la famille de vecteurs {7(U;} eg,\e; U {7(Vi)}igE,, a laide de réécritures
élémentaires (Ry-1).

Par application de ¢ on obtient une base indépendante de M,, V] = ((Uj) (j € E'), en
vertu de (3.11) et de la Rem. 3.5.3 (i). De plus, cette base de M peut étre calculée par
une suite finie de réécritures élémentaires (Rqt), en vertu de la Rem. 3.5.5. La réunion
des ‘bases indépendantes des sous-modules M, et M, nous donne une base de M, en
vertu de (3.12). Cette base est indépendante, en vertu de la Rem. 3.5.3 (ii). o

Soit {Va)}a>1 une famille de vecteurs indépendants de K<A>9, de partition associée
E,, ..., E, Posons, pour k =1,...,¢q, Xe = 0si B =0 et Xi = {r(me(V}))}ieE.,
sinon. Dans le deuxiéme cas, X est le code préfixe associé & la famille de polynémes
{7x(V:)}ieg,. Nous dirons que les parties X; C A" sont les codes préfixes associés a la
famille {V, }n>1. Une fois le calcul d’une base indépendante terminé, on peut poursuivre
le travail sur chaque composante, et utiliser le calcul des bases standard des idéaux (Th.
3.4.9) pour montrer le corollaire suivant.

Corollaire 3.5.8 Soit V}, ..., V, une famille de vecteurs indépendants, E,, ..., E, sa
partition associée el X,, ..., X, ses codes préfizes associés. Il est possible de calculer,
d laide de réécritures élémentaires, une base indépendante Vy, ..., V! avec partition
associe Ey, ..., E; et codes préfizes associés X,, ..., X, et telle que chacune des
familles de polynomes {m(V/)}icE, soit standard. o
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Exemple 3.5.9 Ainsi, pour calculer la base indépendante d’un sous-module, on travaille
sur les générateurs composante par composante. On construit pour les vecteurs du k*™e
bloc, une base indépendante de I'idéal de polynémes engendrés par les polynémes en
composante k de ces vecteurs. Soient les vecteurs:

abc + 2b ab—2a ac+b
Vi=]abbc+2bc+2ac|,Vo=|abb+4a|,Vs=|6abc+bc+1}{,
0 cba a+bd

0 0
Vi=1]3abc+2bc~-1|,Vs = 0 .
c+2a c+ 2a

Nous allons calculer une base indépendante du sous-module qu'ils engendrent. La par-
tition associée a notre famille de vecteurs est E; = {1,2,3}, E; = {4} et E; = {5}.
On dispose les vecteurs dans une matrice; les réécritures élémentaires correspondront
a effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice. On désignera la

colonne ¢ de la matrice par C; et on écrira les réécritures élémentaires (Rs2) et (Rs3)
sous la forme: C;—aC; (a #0) et C;—C;, —Cjw (i #j, w € A%).

abc + 2b ab—2a ac+b 0 0
abbc + 2bc + 2ac abb+4a 6abc+ bc+1 3abc+ 2bc -1 0
0 cba a+b c+2a c+2a

On calcule d’abord une base indépendante de I'idéal engendré par les polynémes en
premiére composante des vecteurs du blocs E;. On effectue les réécritures C,—C, — Cye,
C:"’%Ch C3—Cs - Ch.

ac+b ab-2a 0 0 0
(bc—ac abb+4a 6Gabc+ac+1 3abc+2bc—1 0 )
—1chac cba icbac+a+b c+2a c+2a
La partition associée a cette famille est E; = {1,2}, E; = {3,4} et E3 = {5}. On cherche
a calculer une base indépendante de I'idéal engendré par les polynomes en deuxiéme
composante des vecteurs du blocs E,. On effectue les réécritures C—2C,, C(—C, —Cs,

Ca"’%Ca, C4—’%Cq-

ac+db ab-2a 0 0 0
bc—ac abb+4a abc+ i(ac+1) bc - (ac+3) 0
—3cbac  cba  fi(cbac+a+b) —}(chac—4c+2b—6a) c+2a
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Cette fois, la partition associée  la famille est restée inchangée: E, = {1,2}, E; = {3,4}
et E; = {5}. Il n’y a pas de travail a faire sur le bloc E; puisqu’il est réduit a un seul
vecteur. La famille de vecteurs est maintenant indépendante. Les codes préfixes associés
a cette famille sont X; = {ac, ab}, X; = {abc,bc} et X3 = {c}. De plus, on vérifie que
les polyndmes en k*™ composante des vecteurs du bloc E; (k = 1, 2, 3) forment une
base standard de I'idéal qu’ils engendrent.

Les vecteurs:

ac+b ab—2a 0
W=lbe—ac|,V;=|abb+4a |, Vy=| abc+i(ac+1) |,
~3cbac cba T (cbac+a+b)

0 0
V)= be — 3(ac +3) , Vi = 0
—1(cbac — 4c + 2b — 6a) c+2a
forment une base indépendante du sous-module engendré par les vecteurs V;, V,, Vs, V,
et Vs. 10

Comme dans le cas ¢ = 1, bien que les bases indépendantes d’un sous-module (de type
fini) aient toutes les mémes codes préfixes associés (Cor. 3.5.8), il n’y a pas unicité de
la base. On ne gagne pas l'unicité en exigeant que chacune des familles de polynémes
associées a chacun des blocs de la partition soit standard. 1l faut demander un peu plus.
La définition suivante nous a été suggérée par A. Joyal.

Soit {Va}n>1 une famille de vecteurs indépendants de partition associée Ey, ..., E, et
de codes préfixes associés Xj, ..., X;. On dira que cette famille est standard si de plus,
pour tout k=1,..., ¢

(i) la famille de polynémes {ni(V;)}ck, est une base standard de I'idéal qu’elle engen-
dre,

(ii) si ¢ € Ex et j > k alors la condition suivante est satisfaite: pour tout w € A*,
w € 7;(V;) implique w € A* — X;A".

Remarque 3.5.10 Soit {V,},>) une famille standard de vecteurs de K<A>?. Alors on
vérifie (comme a la Rem. 3.5.3 (i)) que les familles {x(V)}n31,ngE,s {#(Va)}no1n¢E, €t
{¢(Va)}n31 sont standard. o

Théoréme 3.5.11 Soit M un sous-module de K<A>9. S’ existe une base standard
de M alors elle est unique.
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Démonstration. On procéde par récurrence sur ¢. Le théoréme a déja été monmtré pour
g = 1 (Th. 3.4.8). Supposons qu'il existe deux bases standard de M, F = {V .} et
F' = {V,}a»1 avec partition associée et codes préfixes associés respectifs Ey, ..., Ey,
X, ooy Xgy et By, ..., Egy Xy, ..., X;. Les familles de vecteurs {#(Vy)}az1.n¢E, €t
{%(V2)}n31.n¢E; sont deux bases du méme sous-module de K<A>%"". De plus, selon la
Rem. 3.5.10 elles sont toutes deux standard. Par récurrence, elles sont égales. On peut
donc supposer pour la suite, que E, = E[, X, = Xi (k=1,...,¢-1) et #(W) = 7(V])
(pourn>1,ng E,)).

Nous montrons maintenant que les sous-familles {V, }nck, et {V,}ncE, sont égales. Les
idéaux I et I' (de K<A>), respectivement engendrés par les familles de polynomes
{7g(Va)}nek, et {m(V,)}neE: sont égaux. En effet, soit {Qn}nck, une famille de poly-
ndmes presque tous nuls. Alors, puisque F et F' sont toutes deux des bases de M, il
existe une famille {Q/ }.>: de polynomes presque tous nuls tels que:

n€E, n>1
On en tire, par application de #, la relation

0=3 #(V;)Qu

nEEs

d’olt Q;, = O pour tout n € E;, puisque selon le Th. 3.5.4 la famille {#(V;)}x>1 est
K <A>-linéairement indépendante. Par conséquent,

Z VnQn = Z V,:Q:.

n€E, nekEy

Par application de 7, on obtient:

Z ”c(vn)Qn = E “q(vo:)Q:n

n€E, n€E;

ce qui montre que les deux familles de polyndmes {7,(V,)}nee, et {7o(V2l}ner; en-
gendrent le méme idéal (puisque le raisonnement est symétrique en F et F'); on a donc
I'=I'. Soit les blocs E,, E; sont tous deux vides, et alors on a I = I’ = {0}. Seit ils sont
tous deux non vides; mais alors, par hypothése, les familles {7,(V,)}neE, €t {xg(Va)}neE;
sont toutes deux des bases standard de I'idéal qu’elles engendrent. Selon le Th. 3.4.8,
elles sont égales. On peut donc supposer que E; = E/, X, = X et 7,(V,) = x,(V;)
(n€ E;),dod V, =V, pour n € E,.

1l reste & montrer que 7 (V;) = 7, (V/) pour i € E,. Soit i > 1, ¢ ¢ E,. Alors, comme F
et F' sont toutes deux des bases de M, il existe des polynémes {Q;}.>1 presque tous

nuls, tels que:
V= TV

n21
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A I'aide de 7 on trouve:
#(Vi)= Y ®#(Va)Q..
ngE}
On a montré plus haut que #(V,) = #(V/) (n > 1, n ¢ E,) et que la famille {7(Va))nge,
est la base standard du sous-module qu’elle engendre. Par conséquent, on a !, = 0 pour
ng E et n#1i, et Q; =1. La relation initiale est donc

Vi=V/+ Y ViQ..

n€E;

Par application de 7, on trouve:

(Vi) = mg(V)) + 3 o(Va)Q5
nEE;

On fait passer cette derniére égalité au quotient en appliquant la projection canonique
¢ : K<A>—K<A>/I, pour obtenir 7,(Vi) = m,(V/) mod I (car I = I’ est engendré
par les polynémes {7 (V,)}nee:). Dans le cas ot E; = E; = 0,0ona ] = {0}, et Ia
congruence est en fait une égalité. Si E, = E est non vide, on conclut aussi a I'égalité
7,(V:) = m,(V/) puisque ces polynémes sont des sommes de mots de A — X,A" et que
cette famille de mots est indépendante mod I (Lemme 3.4.5). o

Pour montrer I'existence de la base standard d’un sous-module, on peut faire un raison-
nement analogue en tout point & celui fait au paragraphe 3.4. On dira qu’un vecteur
U € K<A>? est un vecteur simple si seulement I'une des composantes de U est non
nulle et qu’elle se réduit & un mot. En d’autres mots, U est un vecteur simple si, pour
un indice k € {1,...,q}, m(U) = u € A* et 7;(U) = 0 pour j # k. Nous dirons alors
que U est de niveau k.

Remarque 3.5.12 Tout vecteur V € K <A>? peut étre écrit de fagon unique comme
combinaison K-linéaire de vecteurs simples. L’ensemble des vecteurs simples forme la
K-base canonique de K<A>? vu comme K-module. On notera par (V, W) le coefficient
du vecteur simple W dans le vecteur V. o

Désignons par S ’ensemble des vecteurs simples. On ordonne totalement S d’abord selon
le niveau, les vecteurs de niveau ¢ devant étre les plus petits; puis sur chaque niveau
selon 'ordre < sur le monoide libre. Plus précisément, pour U, U’ € S, respectivement
de niveau k; et ky, on aura U < U’ si et seulement si soit ky > ks, soit ky = k = k,
et m(U) < 7x(U’) (notez le renversement de 'ordre sur le niveau). Cet ordre total sur
S est un bon ordre. Le vecteur 0 dont toutes les composantes sont nulles n’est pas un
vecteur simple. Le vecteur de niveau ¢ dont la ¢*™ composante est le mot vide est
le vecteur le plus petit de &; nous le désignerons par 1. On définit aussi Iintervalle
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[0, U") = {U € §: U' U < U"}. Etant donné une partie P C A* du monoide libre,
on désigne par S, p 'ensemble des vecteurs simples U de niveau k tels que m(U) € P.

Soit M un sous-module de K<A>. Nous allons définir une suite croissante de vecteurs
simples, qui donnera lieu a la base standard de M. Nous abrégerons ’expression
‘linéairement dépendant’ par ‘lin. dép. On dira (comme on I'a fait pour les mots
au paragraphe 3.4) qu’une famille de vecteurs simples {W,}n>1 est lin. dép. mod M s'il
est possible de trouver des scalaires {a,}n>1 (@i € K), presque tous nuls (mais non tous
nuls), tels que 3,5, a;W; € M.

Nous allons définir, pour k = 1, ..., ¢, une suite de vecteurs simples {U,(.")},.Zl, de niveau
k. On désignera la k™ composante du vecteur U par ul*) = m,(U¥)). Prenons k = q.
On pose d’abord:

U® = inf{W € S, 4+ : [1,W] N S, 4- est lin. dép. mod M},
et pour n > 2:
Uv(;Q) =inf{W € Sq,A‘—{u(,')....,ug'_),)A' :

[1,W]n Sq.A'-{uﬂ‘).....uﬁ.'l,)P est lin. dép. mod M}.

I se peut que pour un certain indicen > 1,lafamille S ,. , (@ (o) ;4. S0it linéairement
A —{u, ¥ ¥ 1A
indépendante (mod M). Le vecteur simple U{? et les suivants ne sont alors pas définis.

Soit maintenant k < ¢q. Supposons que les familles de vecteurs simples:

U} sn, o {UP s

ont toutes été définies. Posons, X; = {u{)}a>; et X; = A"— X;A", pouri = k+1,...,¢.
On définit la suite {U¥)},51 de la fagon suivante:

q
U®) = inf{W € Si4- : [1,W]N (SM. u U S,-x.) est lin. dép. mod M}.

i=k<41

et pour n > 2:

*) = ; -
UM =inf{W € Sk’m-{ug"’.....uf.".’,}m :

i=k+1

]
(1,W]n (sk.m-{ug“).....u("),}A' U U S'-,'x'..) est lin. dép. mod M}.

Encore une fois, il se peut que pour un certain indice n > 1, la famille -

sk,A--{u‘,"),...,..(,_‘*j,}A- U U S:x.
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soit linéairement indépendante (mod M). Le vecteur simple U{*) et les suivants ne sont
alors pas définis.

Dans le cas ou ¢ = 1, cette construction est la méme que celle que nous avons donnée
au paragraphe 3.4.

Lemme 3.5.13 Les mots de la famille {u"},51, si elle n'est pas vide, sont distincts

(k) (%)

deuz a deuz el forment un code préfize qui satisfait u;’ <wu; , sii<j.

Démonstration. On procede comme au Lemme 3.4.2. Supposons que les mots oM u®

k)

forment un code préfixe et satisfont u) . < ul®). Comme le vecteur simple U%%), est

dans § WP aas © ’est que u,,,H € A"~ {u(k) ...,ul¥} A% de sorte que les mots
*) ]

kA -
ugk), ..., ul®) ne sont pas préfixes du mot u,,,H En particulier, u(*) # u,,,H Nous allons

montrer que u{¥) < ug’l,; on en déduira, par (3.1), que “5.-21 n’est pas préfixe de ul¥).
Supposons qu’au contraire u*); < u{¥); on a donc U*, < U®. On sait alors, par (3.1),

que [1,u®), ] nuP A* = 0, de sorte que:

k k
[LUSNINS, 4o 1, utyae = (LUSAINS, 4o (0 0 ) 0o

Ainsi:

1, Ur(l+1]n( kAr— B ae Y U SY)

i=k+1

[,UE (S U CJ S,
’ kA--(u§"’,.. (2 )ar WX, |-

i=k+1

Or, comme le premier membre de cette égalité est linéairement dépendant, et que Uv(.+1 <
U, le second membre contredit la minimalité du vecteur simple U{¥). On doit donc
avoir ul®) < usﬂl. o

Nous allons poser pour toute la suite § = U]_; S, x,. Pour chaque vecteur simple UM, il

existe une relation K-linéaire (mod M) qui lie U{*) avec ses prédécesseurs (qui sont dans
3. Ainsi, pour chaque n et k, il existe un vecteur de polynémes V%) du sous-module
M, qui peut s’écrire sous la forme:

VR =R+ Y (v wWW  eMm.
we3 .
w<Usd
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Selon le Lemme 3.5.13, la famille de mots {ulf )},,>1, si elle n’est pas vide est un code
préfixe; cela implique, selon le Th. 3.2.11, que la famille de polynémes {mi(V,¥)}.>:
est mdependa,nte, puisqu’on a r(rk(V(k))) = ul¥). Par consequent la famille de vecteurs

structlon, elle en est aussi la base standard. En effet, un vecteur simple qui apparait
dans V® | soit est U,(,"), soit il est dans

Sk.A' (u(l“). ,u(") }A* U U Sl'.-x-‘

En effet, selon le point (i) de la Rem. 3.4.3, pour v < «*), on a v € X} si et seulement

sive A —{uV, ..., S‘"_)I}A‘ Afin de montrer que les vecteurs V¥ forment la
base standard du sous-module M, il suffit donc de montrer qu’ils engendrent M. Les
deux prochains résultats généralisent le Lemme 3.4.4 et le Lemme 3.4.5 que nous avons
montrés au paragraphe 3.4.

Lemme 3.5.14 Soit V € K<A>?. Il eriste une famille {Q”'k}k;l‘,“.,q de polynémes

presque tous nuls et des scalaires {aw }yy .3 presque tous nuls tels que V puisse étre écrit
sous la forme:

V=3 VOQui+ Y awW.

k=1,...q weS
n>1

Démonstration. 1l suffit de montrer le lemme dans le cas d’un vecteur simple W, ¢ S.
Supposons W, de rang k; on a donc 7 (Ws) € X, A". Alors il existe un mot w € A* et
un vecteur simple U¥) tels que Wy = U¥)w. On procéde par récurrence sur les couples
(k,|w|) ordonnés par (k,,7) < (kz,7) si et seulement si soit k; > k, soit ky = ko et i < j.
On a:
Wo = UPw = VBw- ¥ W
wes
w<u®

Dans la somme du membre droit, soit le vecteur simple Ww est de niveau supérieure 4 k,

soit il est de rang k et alors deux cas sont possibles. Soit Ww € S, X, soit Ww = Uy, Ky,

Dans cette derniére éventualité on trouve my(Ww) = vw = u(“ "= m (U, (*) w') avec

[w'] < |w| (puisque v € X;). On peut donc conclure par tecurrence et le lemme est
montré. _ <

Lemme 3.5.15 La famille de vecteurs simples {Whwes est linéairement indépendante
mod M.
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Démonstration. Si X = {u{!}n5, est vide ou si X est fini alors c’est précisément parce
que la famille {W},; .z est linéairement indépendante mod M. En effet, si X; est vide
alors c’est que [1, W]N(S14- U UL, S, x,) est linéairement indépendant mod M pour
tout W € S; 4. c’est donc dire que la famille S = Sy 4« U U:=2 Sk.Y, est linéairement
indépendante mod M. Si le code X est fini, le résultat est évident.

Il reste donc a considérer le cas ou X, est infini. Supposons qu’au contraire il existe
des scalaires {aw } ¢z presque tous nuls (mais non tous nuls) tels que ¥ awW € M.
Soient n et k tels que:

U = inf{UY : UY > W pour tout W tel que aw # 0}.
Alors, comme W < U® et W € §, on a en fait
9
WES, jootu®, . jae Y ‘_=L'ilsk,)?'.'
De sorte que la relation 3~ awW = 0 mod M contredit la minimalité du vecteur simple

U, o

Proposition 3.5.16 Les vecteurs {V,,(")};,=1,,,_,,, engendrent M.
n>1

Démonstration. Soit ¥ : K<A>I—K<A>? /M le morphisme canonique de K <A>-module
(a droite). Soit V € M; on a alors ¥(V) = 0. Selon le Lemme 3.5.14, il existe des
polyndmes {Q,«} s=1...q presque tous nuls et des scalaires {aw }y 5 presque tous nuls

tels que:
V=Y V¥Qui+ Y awW.
k=,1‘>"i'q weld
On a donc:
0 =9(V) = I Y VHQui+ ¥ awW)
k=1,...,.9 wesS
n>1
= 3 T VHQue) +9( L awl)
k=1,...,q WEg
n>1
= I’(E awW)
weS

On en déduit aw = 0 pour tout W € § puisque la famille {W}wes est linéairement
indépendante mod M, selon le Lemme 3.5.15. Par conséquent, on obtient:

V= Z ‘,n(k)Qn,k y

k=1,...,
n2>1
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et le résultat est montré. o)

Théoréme 3.5.17 Soit Vi, ..., V, une famille indépendante. Il est possible de calculer,
a l'aide d’une suite de réécritures élémentaires, la base standard du sous-module M
engendré par les vecteurs Vi, ..., V,. De plus, la partition et les codes préfizes associés
a la base standard de M sont respectivement égauz a la partition et auz codes préfizes
associés a Vy, ..., V,.

Démonstration. Nous allons procéder comme au Th. 3.4.9 et construire un outil de
récurrence pour la démonstration. On pose, pour V € K<A>? R(V) = max{W €
S : W € V}; le vecteur simple R(V) est donc le vecteur simple maximum qui ap-
parait dans V. Etant donné les codes préfixes X, ..., X,, on définit le multi-indice
V=V, ..., V)= (QW)WEUf.,S-,X.»A” en posant pw = |{i : W € V,W # R(V)}|.

Pour W € Ui, Six,a-, 'entier py compte le nombre de vecteurs dans lesquels le
vecteur simple apparait, sans en étre I’élément maximal. On ordonne ces multi-indices
selon 'ordre lexicographique inverse. Plus précisément, pour V' = (e"V)W€U?.; Six,ar

etV = (QW)WGUL 8,.x,4> OD UTA V" < V si et seulement s'il existe un vecteur simple
W e UL, Si x.a- tel que g}y < pw et gy = oy pour tout U > W.

Soient Ey, ..., E, et X, ..., X, la partition associée et les codes préfixes associés
a la famille V], ..., V. On peut supposer, en vertu du Cor. 3.5.8, qu’en chacune des
composantes la famille de polynomes {x(V;)}iek, est une base standard de I'idéal qu’elle
engendre. On procéde par récurrence sur V(V, ..., V,).

Si la famille V;, ..., V, n’est pas standard c’est qu'il existe deux vecteurs de la base,
Viet V,, avec t € Ey,, j € Ey, et ky < ky, un vecteur simple W de niveau k; et des
mots v,w € A® tels que W = R(V;), 7, (W) = w = r(7,(V;)) et Wv € V.. On a donc
(V5, W) =1 car r(m,(V;)) = w. Posons V, = Vi, pour m #£iet V! =V, = (V,,W)V,v.
On a maintenant (V/,Wv) = 0. Cette réécriture élémentaire ne modifie pas la k™
composante du vecteur V; puisqu'on a supposé k; < k,. Par conséquent, la partition
associée et les codes préfixes associés restent inchangés. On est donc en mesure de
comparer V(Vi, ..., Vo) et V(V}, ..., V). Si W' # W est un vecteur simple dans Viv
alors W < W. En effet, tous ces vecteurs simples sont de la forme W’ = Uv pour
un U € V;. Le niveau de U est au moins égal & k,, car j € E,,. Donc, soit U est de
niveau plus grand que k3, soit il est de niveau k; et alors 7, (U) = u < w = r(|pis,(V;))
entraine 7y, (W’') = 7, (Uv) = 7, (U)v = uv < wyv = x4, (Vjv), en vertu de (3.1). Cela
montre que V(V, ..., V!) < V(V;, ..., V,). Selon le Lemme 3.5.6, ces deux familles
de vecteurs engendrent le méme sous-module; on peut donc conclure par récurrence. ¢

Remarque 3.5.18 Le Th. 3.5.7 (comme le Th. 3.5.17 ci-haut) peut aussi étre montré
en faisant une récurrence sur le multi-indice (défini plutét de facon analogue au multi-
indice des recteurs des polynémes - paragraphe 3.3). La démonstration que nous en
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avons donnée a toutefois 'avantage de mettre en évidence le fait que le calcul de la base
indépendante d’un sous-module s’effectue composante par composante. <

Exemple 3.5.19 Reprenons la base indépendante du sous-module engendré par les
vecteurs W, V;, Vs, Vi et Vi, calculée & 'Ex. 3.5.9 (et les notations que nous avons
utilisées). Disposons ces vecteurs dans une matrice.

ac+b ab-2a 0 0 0
bc—ac abb+4a abc+ i(ac+1) be — 3(ac +3) 0
—jcbac  cba  L(chac+a+b) ~}(chac—4c+2b—6a) c+2a

Cette base n’est pas la base standard du sous-module qu'elle engendre. On ‘nettoie’
les supports des polyndmes en deuxieme composante. Le travail est dans ce cas assez
simple; seul le premier vecteur doit subir une réécriture, qui est C;—C; — Cy:

ac+b ab —2a 0 0 0
—3(ac—1) abb+4a abc+ L(ac+1) bc — 1(ac+3) 0
—1cbac cba iz(cbac+a+b) —3(chac—4c+2b—6a) c+2a

On poursuit le travail sur la troisitme composante des vecteurs en appliquant les réé-
critures Cl—iC] + -;’05606, Cg—'Cg - Csba, C3—DC3 - l/l2Csbac, C4—’Cq + I/SCsbaC et
C4'—'Cq hand %Csi

ac+ b ab—2a 0 0 0
—3(ac—1) abb+4a  abc+ i(ac+1) bc — %(ac+3) 0

abac ~2aba  {;(—2abac+a+b) l(abac—b-a) c+2a

La base formée des vecteurs:

ac+b ab—2q 0
W=|-3ac-1)|,Vy=| abb+4a |, V= abc+ (ac+1) |,
abac —2aba 35 (—2abac + a + b)

0 0
Vi=| be—3%(ac+3) |, V= 0 |.
(abac —b—a) c+2a

est la base standard du sous-module engendré par les vecteurs Vi, V3, V3, Vet Vs. ©
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Comme dans le cas ¢ = 1, 'unicité de la base standard (Th. 3.5.11 et Prop. 3.5.16) et
la possibilité d’en effectuer le calcul (Th. 3.5.17) nous permettent de tester si deux sous-
modules finiment engendrés sont égaux. On est aussi en mesure de tester ’appartenance
d'un vecteur & un sous-module M (finiment engendré), et on peut calculer son image
dans le quotient K<A>9/ M.

Corollaire 3.5.20 Il est possible de tester si deur ensembles ﬁms de vecteurs engendrent
le méme sous-module. o

Corollaire 3.5.21 Soient V et V,..., V, € K<A>? tels que la famille V4,..., V, est
la base standard du sous-module M qu’elle engendre. Il est possible de calculer I’image
de V, dans le quotient K<A>9/M. En particulier, il est possible de tester si V € M.

Démonstration. On désigne par ¥ : K<A>'—K<A>?/ M la projection canonique. Il nous
suffit de savoir calculer I'image d’un vecteur simple W € S. On procede par récurrence
sur 'ordre défini sur S. Soient E, ..., E; et Xi, ..., X,, respectivement la partition
associée et les codes préfixes associés a la famille V4, ..., V. Supposons W de niveau k.
Si (W) € X, alors 9(W) = W. Sinon, il existe un mot w et un vecteur V; avec: € E;
tels que 7 (W) = r(me(Vi))w.

(W) = (W - Vw)+ d(Viw)
= (W —Viw)+0
= (W - Viw),

Le vecteur W — V,w fait apparaitre des vecteurs simples W’ qui soit sont de niveau
supérieure a k, soit sont de niveau k et ont une composante m;(W’) plus petite que le
mot r(m(V;))w. On peut donc, par récurrence, terminer le calcul. <



Conclusion

Nous avons vu que plusieurs propriétés des mots de Lyndon étaient communes a toutes
les familles de mots de Hall, et que ces propriétés tiennent au tissu subtil d'inégalités
qui se tisse derriere chaque arbre de Hall. Le cas des mots de Lyndon n’en demeure
pas moins unique. En effet, dans ce cas le choix des mots et la construction de la base
de lalgébre de Lie libre qu’ils fournissent, peuvent étre faits directement a partir du
monoide libre (cf. [Ga 88, Lo 82, Vi 76]). Ce n’est pas le cas pour les autres familles
de mots de Hall. Pour cette raison, il serait trés utile d’obtenir une caractérisation des
ordres sur le monoide libre, qui autorisent la construction de ces factorisations et de leurs
bases de 1’algebre de Lie libre associées, comme on le fait pour les mots de Lyndon. On
obtiendrait du méme coup une approche rénovée pour la construction des bases de la
série centrale descendante du groupe libre.

Nous avons cherché une réponse a ce probléeme sans arriver a de résultats satisfaisants.
1] est possible de donner des conditions assez techniques qui permettent de choisir des
mots dans le monoide libre et de leur associer une structure arborescente, de facon a
ce que la famille de mots forme un ensemble de Hall. Cependant, il semble impossible
d’éviter, de fagon élégante, de formuler des conditions de la trempe des conditions (1.6),
(1.7) et (1.8). Le probleme mérite qu’on s’y attarde encore.

Comme nous ’avons mentionné dans I'introduction de ce travail, les idéaux i droite de
I'anneau des polynémes non commutatifs et les sous-algebres de Lie de ’algebre de Lie
libre sont intimement liés. Sirsov[Si 53] a montré que les sous-algebres de Lie de 1'algébre
de Lie libre sont elles-mémes des algebres de Lie libres. Ce sont ces deux résultats qui
nous ont poussés a entreprendre notre travail sur le calcul des bases standard des idéaux
a droite (de I’anneau des polynémes non commutatifs), dans le but de donner un calcul
effectif des familles basiques des sous-algébres de Lie de l'algebre de Lie libre. Nos
résultats sur le calcul des bases des idéaux & droite laissent espérer qu'il sera possible
d’en faire autant pour le calcul de familles basiques des sous-algebres de Lie (de I’agebre
de Lie libre). Le travail sur les sous-algebres de Lie fera partie de recherches futures;
les travaux de Cohn [Co 61, Co 64, Co 69] pourraient nous étre encore une fois d’une
grande inspiration.
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