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. . 

N o u s  nous intÇressons dans ce travail, B la classe des tableaux oscillants gMralisant 
les tableaux de Youn standa~& (ces derniers ayant & mnt &udi&, notamment 
danslecadredela th&rI *e des xepn%entations du gmupe sym&ique). 

Nous domwrons un algorithme combina&& g&raWnt l’algorithme de Robinson- 
Schensted et d6montrant une identit6 fadamentale sur les dimekms des ~p&entation de 
l’alg&bre de Brauer. Cette gMralisation de la correspondance de Robinson-Schensted 
posskle deux propri&& de symkie, analogues & celles de Schkenberger pour le groupe 
sym&rique. 

Nous en dkluisons des formules dk?num&ati~ pour les tableaux osciUants suivant 
plusieurs paramkes :  longueur, forme finale et hauteur de la bande dans laquelle ils 
&oluent. 

Pour terminer, nous nklisons une th&wie combinatoire compl&te des polyn8mes de 
Bessel(4uation diff&entielle, xkurrence b txois temps, skie g&rauice et orthogonalitÇ) 31 
la base de laquelle se trouve une famille particuli&e de tableaux willants relik aux 
involutions. 
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Le point de depart de ce travail est l’&ude des tableaux oscillants généralisant les 
tableaux de Young standards. Trois thèmes ayant en commun ces objets combinatoires 
seront developpés dans cette thèse. Nous allons d’abord donner une generalisation de 
l’algorithme de Robinson-Schensted pour ces tableaux, algorithme possedant des symetries 
analogues a celles decouvertes par Schützenberger. Nous demontrons egalement que les 
tableaux de Young standards de hauteur 2k, ayant c colonnes de hauteur impaire, sont en 
bijection avec les tableaux oscillants de hauteur k et de forme finale L = (c), une conjecture de 
D. Gouyou-Beauchamps. Nous verrons aussi que l’ensemble des tableaux oscillants est en 
bijection avec l’ensemble des involutions bicolorees. En se restreignant aux tableaux 
oscillants dont la forme finale est î~ = (c), en bijection avec un sous-ensemble des involutions 
bicolorees, nous obtiendrons un modele combinatoire pour les polynômes orthogonaux de 
Bessel. Ce modele nous permettra des dÇmonstrations combinatoires pour la plupart des 
identites classiques, telles que la recurrence a trois termes, les recurrences diffkentielles, la 
serie generatrice. De plus, nous aurons une preuve entierement combinatoire de 
~ortbogonalite de cette famille de polynômes. 

Tableaux de Young standards (rappels historiques). 

Les tableaux de Young jouent un rôle important dans divers domaines scientifiques, 
notamment en combinatoire. Gn les retrouve dans des sujets aussi divers que la thÇorie des 
representations du groupe symkrique Wav], [Garn], [Gars], IRob], [Rut], [Sag3], [Sun2], 
[You], et dans l’&ude du parallÇlisme en thÇorie informatique [Fra]. Ils furent introduits par 
A. Young [You] en 1900 pour permettre le calcul de certains idempotents de l’algèbre du 
groupe sym&rique 4Z,, ainsi que le calcul des matrices de representations irreductibles de ce 

groupe. 

Autour des annees soixante, une bijection decouverte par Schensted [Sche] et 
auparavant par Robinson [Robl sous une autre forme, permet de demontrer 
combinatoirement l’identite 
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où n! est la dimension de la repnkntatio~n @ulière du groupe symkrique G,, et où % est à 
la fois le degre et la multiplicitÇ de la reprt%entation irreductible associee au partage h. Cette 
bijection est maintenant devenue classique sous le nom de correspondance de Robinson- 
Schensted. Elle associe aux Mments du groupe symetrique G” les paires ( P9 Q 1 de 
tableaux de Young standaids de même folrme. Cette bijection notée 

fut l’objet dune étude approfondie et des propri&és spectaculaires sont alors apparues [Gre], 
[Sche], [Schül-51, [Vie]. Les principaux résultats, dont ceux concernant la caractérisation 
des multiples liens entre les paires de tableaux associes a une permutation, l’inverse et 
l’image miroir de cette permutation, sont ceux obtenus par Schützenberger [Schül-51. Pour 
ces permutations on a 

(P(~),Q(&))=(Q(cT),P(cI:)) et (p(~*).Q(~*))=(P~(~)~Q~.~(~)) 

où PT(~) est le tableau P(O) tranposd et Q;.#(o) est obtenu de Q(o) par transposition et en 
appliquant l’algorithme connu sous le nom de “vidage-remplissage”, egalement dû à 
Schiitzenberger [Schül]. 

Citons egalement les travaux de Knuth [Knu] caract&isant la classe des permutations 
ayant un même P-symbole, et ceux de Greene [Gre] concernant l’interpretation de la forme 
du partage. sous-jacent aux tableaux P et Q a partir de la permutation . 

Plus tard Viennot [Viel], [Vie31 donnera une version geom&rique de cette 
correspondance, la rendant symhriqu~e. Cette nouvelle approche permettra de mieux 
comprendre certaines proprietes decouvertes par Schützenberger. Notamment la propriete 
concernant une permutation et son invertii y trouve une explication tout a fait naturelle. 

Outre les resultats relies a la correspondance de Robinson-Schensted, on retrouve des 
problèmes de denombrement de certaines classes de ces tableaux. Entre autres, mentionnons 
la formule des equerres, Fr-Ro-Tr], 

donnant le nombre de tableaux de Young standards dune forme don&. Cette formule a été 
demontie de diverses façons. Il existe: une preuve algÇbrique utilisant les determinants de 
Vandermonde [Ja-Ke]. On trouve egalement quelques demonstrations combinatoires : celle 
de Remmel [Rem], ou bien celle de Zeilberger [Zei], utilisant la notion de tableau pointeur, 
pour ne citer que celles-la. Il y a aussi une preuve probabiliste, utilisant un algorithme 
generant aleatoirement et unifornknent un tableau ayant une forme donnee. Cette 
demonsuation est dûe a Greene, Nijenhuis et Wilf, [Gr-Ni-Wi]. 



INrRoDucrIoN 3 

On s’est egalement intéresse au denombtement des tableaux selon les paramèues taille 
et hauteur. Les valeurs asymptotiques de ces nombres ont eu? donnees par A. Regev [Reg]. 
R. Stanley quant a lui s’est interess6 a l’algebricite des skies g&t&auices de ces tableaux 
[Sta]. Plus r&emment, D. Gouyou Beauchamps [Gou~] a donne des formules exactes pour 
le nombre de tableaux de Young standards dont la hauteur est au plus k, pour k = 4 et k = 5 
et a demontre que les skies g&tt%atrices correspondantes n’&aient pas algÇbriques. Il est 
intÇressant de noter que les tableaux de Young standards de hauteur aux plus quatre sont 
d&tombn?s par un produit de nombres de Catalan, lesquels dénombrent egalement les 
chemins sous-diagonaux du plan, a quatre pas élt?mentaires et se terminant sur l’axe des 
abcisses. Il y a en effet une bijection entre ces chemins et les tableaux de Young standards de 
hauteur au plus quatre. Cete bijection etait a l’origine une conjecture de Viennot et a et6 
d6montree par D. Gouyou-Beauchamps [Gou~], [Gou~]. Ce dernier avait par la suite fait la 
conjecture que les tableaux de Young standards, de hauteur au plus 2k, ayant c colonnes de 
hauteur impaire etait en bijection avec les chemins “sous-diagonaux” de Il?‘, a 2k pas 
616ment&es et se tenninant sur laxe des abcisses en position (c, 0). 

Des relations decouvertes par Schiitzenberger, on obtient en particulier que les 
tableaux de Young standards sur n cellules sont en bijection avec les involutions sur n points. 
Ces involutions, a leur tour, sont a la base d’un modele combinatoire pour les polynômes 
orthogonaux de Hermite Foa2]. En effet, sous une valuation des points fixes et des arêtes 
de ces involutions, on obtient un modèle combinatoire pour ces polynômes [Foa2]. À partir 
de ce modèle il est possible de demontrer combinatoirement les résultats classiques sur ces 
polynômes, ainsi que la formule des coeffkients de la hm?arisation [Sa-Vi]. 

Ainsi, la combinatoire des tableaux est riche et peut êtx schkmatiske par le diagramme 
suivant pdsentant les connexions bien connues 3 ce jour. 

Counexions connues 
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Tableaux Oscillants 

D a n s  c e t t e  t h è s e  n o u s  n o u s  intkessons A  u n e  gdnéralisation d e s  tableaux d e  Young 
standards e t  n o u s  a l lons  mettre e n  6vidence l e s  relations p&ent&s p a r  l e  diagramme suivant, 

l  Tableaux Oscillants 

1  Polynômes d e  Bessel 1  

Connexions ktudikes 

U n e  g6nkralisation naturelle d e s  tableaux d e  Young e s t  l a  c l a s se  d e s  tableaux 
oscillants. I l  s ’akre  q u e  c e s  tableaux interviennent d a n s  1’6tude d e s  reprÇsentations 
irrkductibles d e  l’alg&bre d e  Brauer [ B r a ] ,  [ B e r ] ,  [Sunl], [Mac]. I l  ex i s t e  u n e  formule p o u r  
l e  nombre f n A  d e  tableaux oscillant ( d e  longueur n  e t  d e  f o r m e  f i n a l e  A  [Sunl]. L a  
correspondance d e  Robinson-Schensted s e  g&kalise egalement a u x  tableaux oscillants. L e s  
ob je t s  jouant l e  m ê m e  r ô l e  q u e  l e s  permutations p o u r  c e t t e  correspondance s o n t  l e s  616ments 
d e  l a  b a s e  ( e n  t a n t  qu’espace vectoriel.) d e  l’algkbre d e  Brauer. C e s  klkments, q u e  n o u s  
appellerons g&&ateurs, s o n t  eux-mêmes u n e  g&&alisation d e s  permutations. C e t t e  
gkn&alisation d e  l a  correspondance possède l e s  mêmes propriétés q u e  c e l l e s  obtenues p a r  
Schützenberger. C e  probl*me a  & 6  &udi6 e n t r e  au t res  p a r  Maclaman [ M a c ]  e t  Sundaram 
[Sun] ,  m a i s  d a n s  l e s  d e u x  c a s  l a  comespondance proposÇe n e  possède qu’une d e s  d e u x  
propriktis analogues a  c e l l e s  d e  Schützenberger. L a  corrwpondance q u e  n o u s  proposons A  
n o t r e  t o u r ,  t &  p r i %  d e  c e l l e  d e  Sundaram, possW c e s  d e u x  propri&?s. E l l e  g&&alise d o n c  
l’algorithme &  Robinson-Schensted e t  d e  p l u s ,  permet u n e  interpr&ation d e s  multiplicités 
d e s  reprksentations tiductibles induites d e  G , , ,  &  G ” ,  a i n s i  q u e  l’analogue p o u r  l e s  
repnkntations d e  l’alg8bre d e  Brauer. 

O n  v e r r a  q u e  l’ensemble d e  c e s  tableaux e s t  e n  bijection a v e c  l’ensemble d e s  
involutions bicolorkes. D e  p l u s ,  l a  n,ature d e  c e s  tableaux a i n s i  q u e  l a  correspondance 
pr&ent& n o u s  permettent d e  timonmer u n e  conjecture d e  Gouyou-Beauchamps [Gou~], 
[Gou~] reliant l e s  tableaux d e  Young ( d o n t  l e s  hauteurs n e  dépassent p a s  2 k  a u x  chemins 
“sousdiagonaux” A  2 k  p a s  d a n s  u n  espace A  k  dimensions. E n  e f f e t ,  n o u s  a l lons  montrer q u e  
c e s  chemins sous-diagonaux s o n t  e n  bijection naturelle a v e c  certains tableaux oscillants d o n t  
l a  hauteur n e  &Passe p a s  k ,  ceux-ci c h a n t  e n  bijection a v e c  certaines involutions. E n  utilisant 
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deux versions de l’algorithme generalise de Robinson-Schensted, l’insertion-ligne et 
l’insertion-colonne, nous arriverons a construire une bijection entre les involutions, de telle 
sorte que les involutions obtenues soient elles-mêmes en bijection, par l’algorithme classique 
de Robinson-Schensted, avec des tablea.ux de Young standards de hauteur au plus 2k. 

En &udiant certains tableaux oscillants caract&ist?s par leur forme finale, en bijection 
avec les involutions a nombre de cycles fixes (points fixes et cycles de longueur deux) on 
obtient, par une ponderation des cycles de longueur deux, un modele combinatoire pour les 
polynômes de Bessel. Ce modele est a rapprocher de celui donnant une interprÇtation 
combinatoire des polynômes de Hermite. Il nous permettra de retrouver simplement les 
identites classiques sur les polynômes de Bessel (Çquation diffÇrentielle, formules de 
n?curtence, serie g&&atrice) et de donner une preuve combinatoite de l’orthogonalite de cette 
famille. Ainsi, ce modèle est l’un des seuls permettant de fournir toute la thÇorie 
combinatoire d’une famille de polynômes orthogonaux. Notons qu’il existe un autre modele 
donne par Leroux et Strehl [Le-St], qui est un cas particulier d’un modele pour les 
polynômes de Jacobi, permettant de demontrer les identites classiques. Cependant œ modele 
ne permet pas, semble-t-il, une dÇmonstration de l’orthogonalitÇ. 

Plan de la thèse 

Les tableaux oscillants et les involutions sont les Mmes principaux de cette these dont 
voici le rt?sume. 

Chapitre 1 Notions préléminaires 

Ce chapitre se veut un resume des resultats connus et utilises dans cette thèse. Les 
tableaux de Young standards trouvent une place pr6ponderante dans la premiere partie du 
chapitre. Nous rappellons l’algorithme de Robinson-Schensted ainsi que ses multiples 
propri&&. Il existe plusieurs Version:s de cet algorithme, nous en mentionnons les deux 
principales, soit celle utilisant l’insertion ligne et celle utilisant l’insertion colonne. Nous 
donnons egalement quelques tGultats concernant le d6nombrement de certaines classes de 
tableaux, notamment, les tableaux ayant n œllules, les tableaux ayant PI cellules et k colonnes 
de hauteur impaire, et les tableaux ayant n cellules, de hauteur h ayant k colonnes de hauteur 
impaite. Chacune de ces classes de tableaux est en bijection avec une classe d’involutions, 
respectivement, les involutions sur n points, les involutions sur n points ayant k points fixes, 
et les involutions sur n points ayant k points fixes possedant une sous-suite decroissante 
maximale de longueur k Nous terminons le chapitte par un court expose sur les polynômes 
orthogonaux de Hermite, dont le modele combinatoire sous-jacent est obtenu des involutions 
par une valuation des points fixes et des ati3es. 
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Chapitre II Correspondance de type Robinson-Schensted pour les 
tableaux oscillants. 

En s’inspirant de la preuve de la formule des Çquerres pour ces tableaux, formule 
obtenue par Sundaram [Sun], on donne un algoritbme generalisant celui de Robinson- 
Schensted et d6montrant combinatoirement la formule 

On obtient ainsi une correspondance entre les g&n?rateurs de l’algèbre de Brauer et les 
paires de tableaux oscillants de même forme finale. Comme le laisse prÇvoir la demière 
formule, c:es gt?nt?rateurs peuvent être interPret6s comme des involutions sans point fixe. Tel 
que décrit dans un article de R. Brauer, paru en 1949 [Bra], nous convenons de les 
reprÇsenter sous forme de graphes constitues de deux rangées Superposées de n sommets, 
chacun &ant relie a exactement un aume sommet par une arête. Présentés sous cette forme, 
on constate aisement que la classe des génerateurs de l’algèbre de Brauer contient la classe 
des permutations. Ces generateurs ont. une décomposition naturelle dont les composantes 
sont deux involutions et une permutation g&r&alisee. Le théoreme principal de ce chapitre 
fait le lien entre la paire de tableaux oscillants, obtenue par notre correspondance appliquée à 
un genérateur, et la paire de tableaux de Young obtenue par la correspondance de Robinson- 
Schensted utuelle appliquée ZI la pemwtation genéralisee, issue de la décomposition du 
gérkateur. A partir de ce theorème nous déduirons que la correspondance proposee possède 
deux propri6tes de sym&rie analogues a celles de Schiitzenberger. 

Nous terminons ce chapitre par de courtes remarques concernant les multiplicitÇs des 
reprtkntations induites pour le groupe sym&rique et l’algèbre de Brauer. 

Chapitre III Dénombrement de classes de tableaux oscillants. 

Le uoisieme chapitre est essentiellement cons& a la demonstration de la conjecture 
de D. Gouyou-Beauchamps. Celle-ci affme que l’ensemble St:,= des tableaux de Young 
standards de taille 2n + c, ayant c colonnes de hauteur impaire et dont la forme est de hauteur 
exacte k, est en bijection avec Dz&, 
2k lettres (~~,x*,...,x~,~~,~~,-.. 

l’erwmble des mots de longueur 2n + c de l’alphabet à 
&} ayant les contraintes suivantes : si w est un mot de Dl& 

dOB 

Pour tout facteur gauche u de w et pour tout i allant de 1 a k - 1, la différence du 
nombre de xi et & Xi est superieure ou egale a la diffÇrence du nombre de xi+, et 
de &+, , elle même positive ou nulle. 
Dans w la différence entre le nombre de xi et de Xi est nulle pour tout i allant de 2 à 
k , et la diff&ence entre le nombre de xI et de XI est egale ?i c. 

Nous allons donner une bijection simple qui associe a tout mot de Dzi,=un tableau 
standard de l’ensemble S;i,=. Cetle bijection s’obtient, en utilisant a la fois la correspondance 
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pour les tableaux oscillants avec l’insertion ligne et l’insertion colonne, sur des involutions 
sans leurs points fixes. 

Chapitre IV Une théorie combinatoire des polynômes de Bessel. 

Dans ce dernier chapitre nous proposons un modele combinatoire pour les polynômes 
de Bessel. Le modèle est base sur les involutions munies dune valuation sur les cycles de 
longueur deux. Contrairement aux pokynômes de Hermite, pour lesquels le &me polynôme 
est construit a partir des involutions sur n points, le @me polynôme de Bessel est construit à 
partir des involutions possklant n cycles (points fixes et cycles de longueur deux). Ces 
involutions sont aussi en bijection avec les tableaux oscillants de longueur 2n - k et de 
forme finale k = ( k ). 

Nous presentons toute la thÇorie classique pour ces polynômes d’un point de vue 
combinatoire. Des preuves bijectives sont donnees pour les formules de rku-rence, les 
identitÇs diff&entielles et la serie generatrice. De plus nous donnons à partir du modèle une 
preuve combinatoire de l’orthogonalite. Nous terminons ce chapitre en conjecturant une 
formule reliee au probleme de la lin&uisation de ces polynômes et nous donnons dans la 
conclusion un aperçu d’une généralisation du modele pour l’interpretation des polynômes 
g&&alises de Bessel. 
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C H A P I T R E  1  

N O T X O M  P R É L É M I N A I R E S  

S e c t i o n  1 . 1  Diagramme$ de Ferrers et Partages, 

Un partage L kn dun entier ,n est une suite decroissante h1 2 k2 2.2 kk dentiers 
strictement positifs telle que xXi = n. Chaque partage Xl-n a une représentation planaire, 
appel& diagramme de Ferrers et note IF~. 

Laflgure 1 .l represente le diagramme de Ferrcrs associe au partage (4,3,1) de 8. 

Ekb 
F i g u r e  1 . 1  

Dans la littt?ratum, on trouve souvent la representation sym&.rique de celle-ci, dite “anglo- 
saxonne”, voir la jîgure 12. 

P  
F i g u r e  1 . 2  

Dans toute la suite de l’expose, nous utiliserons la premiere reprkntation des diagrammes 
de Ferrers. 

A tout partage kkn correspond le partage conjugue, note k* l-n. Il est obtenu a 
partir du diagramme de Ferrers associe à k par lecture de la hauteur des colonnes, de gauche 
à droite. 
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Lafigure 1.3 représente le partage (3,2,2, 1) conjugue de (4,3, 1). 

EL 
Figure 1.3 

Section l.2 Tableaux de YoUnig. 

Un tableau de Young standard $1 n cellules est un diagramme de Ferrers, associé a un 
certain partage de l’entier n, etiquete par les entiers de [n] de telle sorte que les entrées soient 
croissantes de gauche a droite et de bas en haut. 

Le tableau de lafigure Z.4 repr&ente un tableau de Young de forme (5,3,1). 

Figure 1.4 

Le nombre % de tableaux de Young standards de forme Xl-n est donne par la 
formule suivante, appelée formule des @terres [Ja-Ke], [Rem], [Zei] : 

où nk est le produit des longueurs d’Çquerres de la forme X. 

Lafigwe Z.5 donne les longueurs d’Çquerres de la forme (5,3, 1). 

Figure 1.5 

L’entier 5 apparaissant en position (1, 2) dans ce tableau des “longueurs d’Çquerres” 
représente exactement le nombre de celllules formant l’Çquerre de coin (1, 2) (voir lafigwe 
Z.6). 

5 cellules 

Figure 1.6 
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Ainsi le nombre de tableaux de Young standards de forme X = (5,3,1) est 

9! 
~=~2.4.5.,.1.2..4.1 

= 162. 

JJ existe difftkntes démonstrations de la formule des Çquerres. Une des premières est 
sans doute celle utilisant les determinants de Vandermonde [Ja-Ke]. Il y a quelques autres 
preuves, dont la preuve probabiliste de Greene, Nijenhuis et Wilf, [Gr-Ni-Wi] ou celle 
combinatoire donnee par Zeilberger, rZei]. 

Section 1.3 Combinatoire des tableaux de Young. 

Ces tableaux sont apparus pour la première fois en 1900, dans un article de A. 
Young intitule “On Quantitative SubstitutionaJ Analysis” [You]. Young les utilisait pour 
calculer certains idempotents de l’algebre du groupe symetxique Cj,, . Plus precisement, pour 
chaque tableau T, ces idempotents sont donnes par 

Où 

P(T) est défini comme &ant le prodmt des t%ment simples de Mgebre laissant fixe chacune 
des lignes de T, 

N(T)correspond au produit des eléments simples signes de l’algèbre laissant fixe chacune 
des colonnes de T, et 

Irr reprÇsente le produit des longueurs d’Çquerres de la forme T. L’exemple suivant illustre 
un tel calcul d’idempotent. Prenons le tableau 

, 

ce qui donne 

et/ar=l.l.3. 

Le produit de ces deux élements P(T) et N(T) dans l’algèbre de 6” donne, en convenant de 
faire le produit dans CZ,, de gauche h droite, 





















CHAPITRE II 

CORRESPONDANCE DETYPE ROBINSON~CHENSTED 
POUR LES TABLEAUX OSCILLANTS. 

Section 2.1 Tableaux oscillants. 

Les tableaux de Young standards ont plusieurs extensions, notamment les tableaux 
semi-standards [Burg], [Knu2], [Kin], les “shifted” tableaux [Sag2], les tableaux gauches 
[Ga-Wa]. Ces nombreuses variantes ont des applications dans des domaines tres diversifiés 
comme les fonctions sym&riques, les representations des groupes, les histoires de fichiers en 
informatique @-a]. 

J-es tableaux oscillants constituent lune des generalisations les plus naturelles des 
tableaux de Young standards. Cette g&t&alisation apparait clairement dans le treillis de 
Young donne par lajïgure 2.1. 

Dans ce treillis, un tableau standard de forme 1 cortespond a un chemin descendant 
(une chaîne dans la théorie des ensembles partiellement ordonnes) qui va de la forme vide à la 
forme h. 

On définit un tubleau oscillant de longueur n et de formefinale k , OÙ ii est un parttge 
dun entier m inferieur ou egal a n, comme &ant la suite 

OÙ &+, est obtenu a partir de Ik ( 0 < k 5 n ) par ajout ou suppression dune cellule et 
km = L. 



Figure 2.1 

Par exemple, 

Figure 2.2 

est un tableau oscillant de longueur 9 et de forme finale (2, 1). Ainsi les tableaux de Young 
standards constituent un cas particulier des tableaux oscillants, puisqu’ils sont obtenus en 
n’autorisant que les ophtions aajout de cellules. 

Section ‘2.2 Formule des équerres. 

Il existe une formule des kluerres pour le nombre fa’ de tableaux oscillants de 
longueur n et de foxme fmale X, formule &Ouverte par S. Sundaram [Sun]. 

Notons par 1 Zi 1 le nombre de cellules du partage X. Le nombre de tableaux injectifs 

avec biquettes dans un sous-ensemble de [n] de cardinah 1 I 1 est (1 n 1). 3. 



































CHAPITRE III 

DÉNOMBREMENT DE CLASSES DE TABLEAUX OSCILLANTS 

Section 3.1 Tableaux oscillants selon leur longueur et forme 
finale 

Au chapitre précedent nous avons propos6 un algorithme generalisant celui de 
Robinson-Schensted pour les permutations aux génerateurs de l’algèbre de Brauer. D’un 
point de vue combinatoire, la propriété (1.2) de Schützenberger, pour les permutations, nous 
permet de conclure que le nombre de tableaux standards, de taille n sans restriction sur la 
forme, est Çgal au nombre d’involutions du groupe sym&.rique a n elements. En effet, si cr 
est une involution du groupe symétrique, alors d = cr-’ . En utilisant la propriété (1.2) on 
peut ecrire 

et donc 

P(o) = Q(d) = Q(o) 

De façon similaire, on peut se demander quels sont les génerateurs de l’algèbre de 
Brauer qui ont le même P-symbole et Q-symboZe. Compte tenu du corollaire 2.8.1, il s’agit 
de ceux qui sont laisses invariants par une reflexion horizontale. 

Théoreme 3.1 Le nombre 0” de tableaux oscillants de longueur n est donne par 
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Preuve Soit y un genérateur de l’allgèbre de Brauer %J”, symétrique par rapport à un 
axe horizontal, c’est-Mire qu’il est Çgal a son inverse tel que nous l’avons défïni au chapitre 
precédent. 

En identifiant les points de la ligne inférieure et superieme du graphe correspondant à 
y, nous obtenons, comme le montre la&ue 3.1, une involution sur n points dont les cycles 
sont bipartionnes (colo& en deux couleurs, bleu ou rouge) de la façon suivante. 

Tous les points fmes et certaines; arêtes (cycles de longueur deux) sont colorit5s en 
bleu : ils correspondent aux arêtes de y reliant des points situes sur des lignes diffÇrentes. 

Les autres arêtes sont coloriees en rouge : elles correspondent aux tites de y situees 
sur la même ligne. 

Ceci, compte tenu du corollaire 2.8.1, Çtablit une bijection entm tableaux oscillants de 
longueur n. et involutions sur n points b:icoloriées (points fixes en bleu, arêtes en rouge ou 
bleu). Nous en déduisons que 

Figure 3.1 

De plus, compte tenu du théorèmIe 2.8 et corollaire 2.8.1, nous pouvons affiner cette 
construction prouvant le resultat precedent. En effet, les involutions “bicolorkks” sur n 
points, dont toutes les arêtes sont en rouge et les points fixes en bleu, sont en bijection avec 
les tableaux oscillants de longueur n et de forme fmale 1= (m) OÙ m est de même parité que n 
et lui est inferieur. Ceci resulte du fait qu’a une telle involution correspond un gtMrateur y 
de %a pour lequel la bijection yC du theoreme 2.8 est l’identitt?, ce qui fournit un tableau de 
forme finale n$duite a une seule ligne. 

Nous obtenons ainsi 
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Théoreme 3.2 Le nombre de talbleaux oscillants de longueur 2n+c et de forme finale 
L = (c), où n, c 2 0 est. 

Comme nous le verrons au chaipitre suivant, ces tableaux oscillants de forme finale 
rÇduite a une seule ligne permettront (de fournir une théorie combinatoire dune famille de 
polynômes orthogonaux, les po1ynôme.s de Bessel. 

Section 3.2 Tableaux oscillants selon la longueur, la hauteur 
exacte et la forme finale. 

Dans cette section nous allons affiner le critère d’enumeration precedent (theorème 
3.2) puisque nous allons nous intÇresser egalement a la hauteur de la “bande” dans laquelle 
Çvoluent les tableaux oscillants. Le choix de ce critere est assez naturel puisqu’il est 
l’analogue de celui pris lorsque l’on enumere les tableaux standards suivant la hauteur. 

Ces tableaux oscillants distribues selon trois paramètres : longueur, forme finale 
k = (c) et hauteur, sont en bijection avec certains mots g&r&alisant ceux correspondant aux 
chemins a quatre pas du premier octant du plan cartesien. 

La bijection fondamentale de cette section mettra en relation ces tableaux oscillants et 
certains tableaux standards, demontrant en cela une conjecture de D. Gouyou-Beauchamps 
[Gou~]. 

Donnons dabord quelques definitions. 

Définition 3.3 On désignera par Oi& l’ensemble des tableaux oscillants de longueur 
2n + c, de forme finale 1= (c) et de hauteur exacte k, c’est-Mire c5voluant dans une bande de 
hauteur exactement k, et par OTlc la cardinaU de cet ensemble. 

DÇfinition 3.4 De façon similaire, Z& reprÇsentera l’ensemble des tableaux 
standards de taille 2~r + c, ayant c colonnes de hauteur impaire et dont la forme est de hauteur 
exacte k la cardinalite de cet ensemble sera notee STntc . 

Dans cette section, nous prouverons les ksultats suivants 
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Théodme 3.5 

Par extension de cette notation aux tableaux de hauteur au plus k, notee 5 k, nous en 
deduisons 

Corollaire 3.5.1 

Compte-tenu des resultats respectifs de Regev et Gouyou-Beauchamps respectivement sur les 
tableaux standards de hauteur au plus deux [Reg] et quatre [Goul-21, nous en déduisons 

Corollaire 3.5.2 Le nombre 0: de tableaux oscillants de longueur n et évoluant dans 
une bande de hauteur au plus k est, pour k = 1 ou 2 

La bijection prouvant le thtfodme 35 est nouvelle, dans le cas k = 2, par rapport à 
celle donnee par D. Gouyou-Beauchajmps pour l’enumeration des tableaux standards de 
hauteur au plus quatre. De plus, elle est egalement beaucoup plus naturelle puisque très 
etroitement lice aux proprietes de la correspondance de Robinson-Schensted. Toutefois, 
comme le lecteur pourra s’en apercevoir,, la preuve de sa validit6 est longue et difficile, ce qui 
confirme la diffïculte du rt%ultat prouve ‘originalement par D. Gouyou-Beauchamps. 

Afin de faire le lien avec la conjecture de D.Gouyou-Beauchamps, revenons à cet 
ensemble de mots introduit au chapitre 1. Nous designons par DB l’ensemble des mots w sur 
Mphabet a 2n lettres ~x~,x~,...,x~,~,,~~,... ,_Y”}, verifiant les deux contitions suivantes : 

si w est un mot de Dn alors 

Pour tout facteur gauche u de JW et pour tout k compris entre 1 et n - 1, la différence 
entte le nombre de X~ et le nombre de X& est superieure ou egale a la difference 
entre le nombre de xk+r et le nombre de Ek+r, elle même positive ou nulle. 

Dans w la différence entre le :nombre de X~ et de Xk est nulle pour tout k compris 
entre 2 et n. 

On voit aisement que de tels mots peuvent être mis en bijection avec les tableaux 
oscillants de forme finale I = ( p ), et de hauteur au plus n. 



























































CHAPITRE IV 

UNE THÉORIE COMBINATOIRE DE~ PoLwôMEs DEBESSEL 

Section 4.1. Introduction 

Nous prÇsentons ici un modele combinatoire pour les polynômes de Bessel, base sur 
les involutions munies dune certaine ponderation. Ce modèle, qui correspond egalement à 
une classe de tableaux oscillants, nous permet de donner une interpretation combinatoire et la 
preuve de la plupart des identitÇs classiques sur cette famille de polynômes : équation 
diffkentielle, relation de recurrence a trois termes, Çquations diffÇrentielles r&urrentes et 
serie g&kattice exponentielle. Nous donnons également une preuve totalement combinatoire 
de l’orthogonalitÇ des polynômes de Bessel, preuve d’où nous déduisons la valeur du 
coefficient de normalisation, coeffkient necessaire a l’expression de toute fonction dans la 
base de ces polynômes. 

Historiquement, les polynômes de Bessel, ainsi nommes compte tenu de leur relation 
avec les fonctions de Bessel, apparaissent comme solution de Equation diffÇrentielle du 
second ordre [Chi], [Kra] 

La valeur explicite de ces polynômes, en termes de la fonction hyperg6ométrique 2Fu, est la 
suivante : 
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Cette famille de polynômes peux Qalement être défmie à partir de la récunxnce à trois 
temes 

Yn+lW = Qn + 1~~YfI~~~ + Yn-lC0 

(4.21 

yo(x)=l, y,(x)=l+x. 

Ainsi, le:s coefficients de ces polynômes sont entiers; nous donnons ci-dessous les cinq 
premiers polynômes de Bessel pour lesquels nous constatons que les coefficients des 
monômes de plus haut de@ 6numèrent les involutions sans point fixe (la suite 1, 1,3, 15, 
105, 945, . ..). 

Y&) = 1. 

ytW=l+x, 

yz(x) = 1 + 3x +3x2, 

y~(x)=l+6x+15x2+15x3, 

Y~(X) = 1 + 1iDx + 45x2 + 105~~ + 105~~. 

Il existe de multiples autres rel,ations de récurrence faisant intervenir les dérivées de 
ces polynômes; parmi les plus classiques nous pouvons citer : 

x2y;_1 (x) = ya - (m + l)Yw1 (X)v (4.4) 

(m + l)yL(x) + y;_*@) = ~2Y&J. (4.6) 

La skie génératrice exponentielle des polynômes de Bessel est don& par l’expression 

%Y”-,(x); := 
n=o 

exp[ 1-(1;2xt)X), 
(4.7) 

dans laquelle y-t(x) = 1, (en gkntkl y+(x) = yn-l(x)). 



















































CONCLUSION 

Suite & ces rt%ultats, plusieurs avenues s’offre à nous. Il reste beaucoup 
d’exploration i faire autour des tableaux oscillants. On s’attend à ce que d’autres résultats 
concernant les tableaux standards se g&&alisent aux tableaux oscillants. Par exemple, 
quelles sont les “classes de Knuth” pour ces tableaux, ou encore quel pourrait-être 
MquivaIent des tableaux semi-standards pour ces objets. Une @onse à cette question nous 
amènerait & donner une g&&alisation des fonctions de Schur. 

On aimerait aussi une construction combinatoire pour les idempotents fondamentaux 
de l’algtibre de Brauer. En s’inspirant de la construction de Young pour les tableaux 
standards, il nous faut trouver quels sont les Mments de l’alg&bre de Brauer laissant 
“invariante” une ligne ou une colonne dun tableaux oscillant, évidemment il nous faut défmir 
“l’invariance” de telle sorte qu’elle g&%alise la notion pour le cas du groupe symétrique. 

Paur ce qui est du dÇnombrement des tableaux oscillants selon la hauteur, nous 
n’avons pas de formule gérkrale de dÇnombrement pour cette famille, en existe-t-il ? Le fait 
que les tableaux oscillants de hauteur au plus deux soient comptés par des produits de 
nombre de Catalan est-il un effet du hasard, ou bien y a-t-il dans ce résultat une avenue à 
explorer? 

Il existe une g&kalisation des polynômes de Bessel, comme nous l’avons 
mentionnÇ au chapitre 4, où 

Nous avons une interpr&ation cjombinatoire de ces polynômes, où le paramètre a est 
un compteur de cycles sur certaines configurations qui apparaissent dans les involutions. De 
plus, nous avons une bijection avec le modèle propos6 par Leroux et Strehl [Le-St], ce qui 
pourrait Çventuellement permettre une, démonstration combinatoire de l’orthogonaJit6 des 
polynômes de Jacobi, puisque leur modèle se génkralise Zt ces polynômes. Aussi, nous 
avons un q-analogue pour ces polynômes ainsi que la suite des q-moments lui 
correspondant. 

Ces polynômes s’obtiennent également à partir de certains tableaux oscillants, ceux 
dont la forme finale se tiuit & une seule ligne. Y a-t-il d’autres polynômes apparaissant dans 
ce treillis des partages? 
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