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Combinatoire des tab:leaux oscillants et des polynémes de Bessel \

Nous nous intéressons dans ce travail, 3 la classe des tableaux oscillants généralisant
les tableaux de Young standards (ces derniers ayant i€ abondamment étudiés, notamment
dans le cadre de la thégbrie des représentations du groupe symétrique).

Nous donnerons un algorithme combinatoire généralisant 'algorithme de Robinson-
Schensted et démontrant une identité fondamentale sur les dimensions des représentation de
I'algebre de Brauer. Cette généralisation de la correspondance de Robinson-Schensted
possgde deux propriétés de symétrie, analogues & celles de Schiitzenberger pour le groupe
symétrique.

Nous en déduisons des formules d'énumération pour les tableaux oscillants suivant
plusieurs parameétres : longueur, forme finale et hauteur de la bande dans laquelle ils
évoluent. ,

_ Pour terminer, nous réalisons une théorie combinatoire compRte des polynémes de
Bessel (équation différentielle, récurrence & trois termes, série génératrice et orthogonalité) 2
la ba;se de laquelle se trouve une famille particuli¢re de tableaux oscillants reliée aux
involutions.
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INTRODUCTION

Le point de départ de ce travail est 'étude des tableaux oscillants généralisant les
tableaux de Young standards. Trois thémes ayant en commun ces objets combinatoires
seront développés dans cette thése. Nous allons d'abord donner une généralisation de
l'algorithme de Robinson-Schensted pour ces tableaux, algorithme possédant des symétries
analogues a celles découvertes par Schiitzenberger. Nous démontrons également que les
tableaux de Young standards de hauteur 2k, ayant ¢ colonnes de hauteur impaire, sont en
bijection avec les tableaux oscillants de hauteur & et de forme finale A = (c), une conjecture de
D. Gouyou-Beauchamps. Nous verrons aussi que l'ensemble des tableaux oscillants est en
bijection avec I'ensemble des involutions bicolorées. En se restreignant aux tableaux
oscillants dont la forme finale est A = (c), en bijection avec un sous-ensemble des involutions
bicolorées, nous obtiendrons un modéle combinatoire pour les polyndmes orthogonaux de
Bessel. Ce modtle nous permettra des démonstrations combinatoires pour la plupart des
identités classiques, telles que la récurrence 2 trois termes, les récurrences différentielles, la
série génératrice. De plus, nous aurons une preuve entiérement combinatoire de
I'orthogonalité de cette famille de polynémes.

Tableaux de Young standards (rappels historiques).

Les tableaux de Young jouent un rdle important dans divers domaines scientifiques,
notamment en combinatoire. On les retrouve dans des sujets aussi divers que la théorie des
représentations du groupe symétrique [Fav], [Garn), [Gars], [Rob], [Rut], [Sag3], [Sun2],
[You], et dans 'étude du parall€lisme en théorie informatique [Fra]. Ls furent introduits par
A. Young [You] en 1900 pour permettre le calcul de certains idempotents de I'algébre du
groupe symétrique &, ainsi que le calcul des matrices de représentations irréductibles de ce
groupe.

Autour des années soixante, une bijection découverte par Schensted [Sche] et

auparavant par Robinson [Rob] sous une autre forme, permet de démontrer
combinatoirement l'identité

nt=(m),

Abn



2 INTRODUCTION

ol n! est la dimension de la représentation réguliére du groupe symétrique &, et o n, est a
la fois le degré et la multiplicité de la représentation irréductible associée au partage A. Cette
bijection est maintenant devenue classique sous le nom de correspondance de Robinson-
Schensted. Elle associe aux €léments du groupe symétrique &, les paires (P,Q)de
tableaux de Young standards de méme forme. Cette bijection notée

o «> (P(0),0(0)),

fut I'objet d'une €étude approfondie et des propriétés spectaculaires sont alors apparues [Gre],
[Schel, [Schiil-5], [Vie]. Les principaux résultats, dont ceux concernant la caractérisation
des multiples liens entre les paires de tableaux associ€s a une permutation, l'inverse et
I'image miroir de cette permutation, sont ceux obtenus par Schiitzenberger [Schiil-5]. Pour
ces permutations on a

(P(c7).0(c7))=(Q(0).P(0)) et (P(c*).Q(c%))=(P"(c).0/ +(c))

ol PT(0) est le tableau P(0) tranposé et Q ,(0) est obtenu de Q(G) par transposition et en
appliquant l'algorithme connu sous le nom de "vidage-remplissage"”, également di 2
Schiitzenberger [Schiil].

Citons également les travaux de Knuth [Knuj caractérisant la classe des permutations
ayant un méme P-symbole, et ceux de Greene [Gre] concernant l'interprétation de la forme
du partage sous-jacent aux tableaux P et Q 2 partir de la permutation .

Plus tard Viennot [Viel], [Vie3] donnera une version géométrique de cette
correspondance, la rendant symétrique. Cette nouvelle approche permettra de mieux
comprendre certaines propriét€s découvertes par Schiitzenberger. Notamment la propriété
concernant une permutation et son inverse y trouve une explication tout a fait naturelle.

Outre les résultats relié€s a la correspondance de Robinson-Schensted, on retrouve des
problémes de dénombrement de certaines classes de ces tableaux. Entre autres, mentionnons
la formule des équerres, [Fr-Ro-Tr],

_ n
nx—nhx

donnant le nombre de tableaux de Young standards d'une forme donnée. Cette formule a été
démontrée de diverses fagons. Il existe une preuve algébrique utilisant les déterminants de
Vandermonde [Ja-Ke]. On trouve également quelques démonstrations combinatoires : celle
de Remmel [Rem], ou bien celle de Zeilberger [Zei], utilisant la notion de tableau pointeur,
pour ne citer que celles-1a. Il y a aussi une preuve probabiliste, utilisant un algorithme
générant aléatoirement et uniformément un tableau ayant une forme donnée. Cette
démonstration est diie & Greene, Nijenhuis et Wilf, {Gr-Ni-Wi].
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On s'est également intéressé au dénombrement des tableaux selon les paramétres taille
et hauteur. Les valeurs asymptotiques de ces nombres ont été données par A. Regev [Reg].
R. Stanley quant 2 lui s'est intéressé a I'algébricité des séries génératrices de ces tableaux
[Sta]. Plus récemment, D. Gouyou Beauchamps [Gou3] a donné des formules exactes pour
le nombre de tableaux de Young standards dont la hauteur est au plus k, pourk =4 et k=5
et a démontré que les séries génératrices correspondantes n'étaient pas algébriques. Il est
intéressant de noter que les tableaux de Young standards de hauteur aux plus quatre sont
dénombrés par un produit de nombres de Catalan, lesquels dénombrent également les
chemins sous-diagonaux du plan, & quatre pas élémentaires et se terminant sur I'axe des
abcisses. Iy a en effet une bijection entre ces chemins et les tableaux de Young standards de
hauteur au plus quatre. Cete bijection était & I'origine une conjecture de Viennot et a été
démontrée par D. Gouyou-Beauchamps [Gou2], [Gou3]. Ce dernier avait par la suite fait la
conjecture que les tableaux de Young standards, de hauteur au plus 2k, ayant ¢ colonnes de
hauteur impaire était en bijection avec les chemins "sous-diagonaux" de R*, a 2k pas
€élémentaires et se terminant sur l'axe des abcisses en position (c, 0).

Des relations découvertes par Schiitzenberger, on obtient en particulier que les
tableaux de Young standards sur » cellules sont en bijection avec les involutions sur n points.
Ces involutions, 2 leur tour, sont 2 la base d'un modle combinatoire pour les polyndmes
orthogonaux de Hermite [Foa2]. En effet, sous une valuation des points fixes et des arétes
de ces involutions, on obtient un modéle combinatoire pour ces polyndmes [Foa2]. A partir
de ce modele il est possible de démontrer combinatoirement les résultats classiques sur ces
polyndmes, ainsi que 1a formule des coefficients de la linéarisation [Sa-Vi].

Ainsi, la combinatoire des tableaux est riche et peut étre schématisée par le diagramme
suivant présentant les connexions bien connues 2 ce jour.

Tableaux de Young

/

Involutions > Polynémes de Hermite

Représentationde S,

Connexions connues
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Tableaux Oscillants

Dans cette thése nous nous intéressons 2 une généralisation des tableaux de Young
standards et nous allons mettre en évidence les relations présentées par le diagramme suivant,

Tableaux Oscillants
Involutions bicolorées / i Polyndmes de Bessel
Représentation de
I'algebre de Brauer Tableaux de Young

Connexions étudiées

Une généralisation naturelle des tableaux de Young est la classe des tableaux
oscillants. Il s'avére que ces tableaux interviennent dans 1'étude des représentations
irréductibles de 1'algebre de Brauer [Bra], [Ber], [Sunl], [Mac]. Il existe une formule pour
le nombre f* de tableaux oscillant de longueur n et de forme finale A [Sunl]. La
correspondance de Robinson-Schensted se généralise également aux tableaux oscillants. Les
objets jouant le méme rdle que les permutations pour cette correspondance sont les éléments
de la base (en tant qu'espace vectoriel) de 1'algebre de Brauer. Ces €léments, que nous
appellerons générateurs, sont eux-mémes une généralisation des permutations. Cette
généralisation de 1a correspondance posséde les mémes propriétés que celles obtenues par
Schiitzenberger. Ce probléme a été étudi€ entre autres par Maclarnan [Mac] et Sundaram
[Sun]}, mais dans les deux cas la correspondance proposée ne posséde qu'une des deux
propriétés analogues a celles de Schiitzenberger. La correspondance que nous proposons a
notre tour, trés prés de celle de Sundaram, posséde ces deux propriétés. Elle généralise donc
l'algorithme de Robinson-Schensted et de plus, permet une interprétation des multiplicités
des représentations irréductibles induites de ©&,, 2 ©,, ainsi que l'analogue pour les
représentations de I'algébre de Brauer.

On verra que l'ensemble de ces tableaux est en bijection avec l'ensemble des
involutions bicolorées. De plus, la nature de ces tableaux ainsi que la correspondance
présentée nous permettent de démontrer une conjecture de Gouyou-Beauchamps [Gou?2],
[Gou3] reliant les tableaux de Young dont les hauteurs ne dépassent pas 2k aux chemins
"sous-diagonaux" a 2k pas dans un espace a k dimensions. En effet, nous allons montrer que
ces chemins sous-diagonaux sont en bijection naturelle avec certains tableaux oscillants dont
la hauteur ne dépasse pas k, ceux-ci €tant en bijection avec certaines involutions. En utilisant
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deux versions de l'algorithme généralisé de Robinson-Schensted, l'insertion-ligne et
I'insertion-colonne, nous arriverons a construire une bijection entre les involutions, de telle
sorte que les involutions obtenues soient elles-mémes en bijection, par I'algorithme classique
de Robinson-Schensted, avec des tableaux de Young standards de hauteur au plus 2k.

En étudiant certains tableaux oscillants caractérisés par leur forme finale, en bijection
avec les involutions & nombre de cycles fixes (points fixes et cycles de longueur deux) on
obtient, par une pondération des cycles de longueur deux, un modgle combinatoire pour les
polyndmes de Bessel. Ce modele est A rapprocher de celui donnant une interprétation
combinatoire des polyndmes de Hermite. Il nous permettra de retrouver simplement les
identit€s classiques sur les polyndmes de Bessel (équation différentielle, formules de
récurrence, série génératrice) et de donner une preuve combinatoire de l'orthogonalité de cette
famille. Ainsi, ce modéle est l'un des seuls permettant de fournir toute la théorie
combinatoire d'une famille de polyndmes orthogonaux. Notons qu'il existe un autre modéle
donné par Leroux et Strehl [Le-St], qui est un cas particulier d'un modegle pour les
polyndmes de Jacobi, permettant de démontrer les identités classiques. Cependant ce modele
ne permet pas, semble-t-il, une démonstration de 1'orthogonalité.

Plan de la thése

Les tableaux oscillants et les involutions sont les thémes principaux de cette thése dont
voici le résumé.

Chapitre I Notions préléminaires

Ce chapitre se veut un résumé des résultats connus et utilisés dans cette thése. Les
tableaux de Young standards trouvent une place prépondérante dans la premiére partie du
chapitre. Nous rappellons I'algorithme de Robinson-Schensted ainsi que ses multiples
propriétés. 1l existe plusieurs versions de cet algorithme, nous en mentionnons les deux
principales, soit celle utilisant I'insertion ligne et celle utilisant I'insertion colonne. Nous
donnons également quelques résultats concernant le dénombrement de certaines classes de
tableaux, notamment, les tableaux ayant » cellules, les tableaux ayant n cellules et k colonnes
de hauteur impaire, et les tableaux ayant n cellules, de hauteur A ayant & colonnes de hauteur
impaire. Chacune de ces classes de tableaux est en bijection avec une classe d'involutions,
respectivement, les involutions sur n points, les involutions sur n points ayant k points fixes,
et les involutions sur » points ayant k points fixes possédant une sous-suite décroissante
maximale de longueur A. Nous terminons le chapitre par un court exposé sur les polyndmes
orthogonaux de Hermite, dont le modéle combinatoire sous-jacent est obtenu des involutions
par une valuation des points fixes et des ar€tes.
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Chapitre II Correspondance de type Robinson-Schensted pour les
tableaux oscillants.

En s'inspirant de la preuve de la formule des équerres pour ces tableaux, formule
obtenue par Sundaram [Sun], on donne un algorithme généralisant celui de Robinson-
Schensted et démontrant combinatoirement la formule

13 - -2n=-1)= (7).

A msa

On obtient ainsi une correspondance entre les générateurs de I'algébre de Brauer et les
paires de tableaux oscillants de méme forme finale. Comme le laisse prévoir la derniére
formule, ces générateurs peuvent étre interprétés comme des involutions sans point fixe. Tel
que décrit dans un article de R. Brauer, paru en 1949 [Bra], nous convenons de les
représenter sous forme de graphes constitués de deux rangées superposées de n sommets,
chacun €tant reli€ 2 exactement un autre sommet par une aréte. Présentés sous cette forme,
on constate aisément que la classe des générateurs de I'algébre de Brauer contient la classe
des permutations. Ces générateurs ont une décomposition naturelle dont les composantes
sont deux involutions et une permutation généralisée. Le théoréme principal de ce chapitre
fait le lien entre la paire de tableaux oscillants, obtenue par notre correspondance appliquée &
un générateur, et la paire de tableaux de Young obtenue par la correspondance de Robinson-
Schensted usuelle appliquée 2 la permutation généralisée, issue de la décomposition du
générateur. A partir de ce théoréme nous déduirons que la correspondance proposée posséde
deux propriétés de symétrie analogues a celles de Schiitzenberger.

Nous terminons ce chapitre par de courtes remarques concernant les multiplicités des
représentations induites pour le groupe symétrique et 'algébre de Brauer.

Chapitre III Dénombrement de classes de tableaux oscillants.

Le troisiéme chapitre est essenticllement consacré 4 la démonstration de la conjecture
de D. Gouyou-Beauchamps. Celle-ci affirme que I'ensemble S,‘,‘f_: des tableaux de Young
standards de taille 2n + ¢, ayant ¢ colonnes de hauteur impaire et dont la forme est de hauteur
exacte k, est en bijection avec Dj,,, I'ensemble des mots de longueur 2n + ¢ de I'alphabet 2
2k lettres {x,,xz,---,x,,fl,fz,---,f,} ayant les contraintes suivantes : si w est un mot de D},
alors

i) Pour tout facteur gauche u de w et pour tout i allant de 12 k — 1, la différence du
nombre de x; et de X; est supérieure ou égale 2 la différence du nombre de x,,, et
de X,,,, elle méme positive ou nulle.

i) Dans w la différence entre le nombre de x; et de X; est nulle pour tout i allantde 2 a
k , et la différence entre le nombre de x, etde X, est égale a c.

Nous allons donner une bijection simple qui associe 2 tout mot de D3 un tableau

2n.c

standard de I'ensemble S;.,. Cette bijection s'obtient, en utilisant 2 la fois la correspondance
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pour les tableaux oscillants avec I'insertion ligne et l'insertion colonne, sur des involutions
sans leurs points fixes.

Chapitre IV Une théorie combinatoire des polynémes de Bessel.

Dans ce dernier chapitre nous proposons un modele combinatoire pour les polyndmes
de Bessel. Le modele est basé sur les involutions munies d'une valuation sur les cycles de
longueur deux. Contrairement aux polyndmes de Hermite, pour lesquels le ni®™me polyndme
est construit a partir des involutions sur n points, le ni¢me polynéme de Bessel est construit a
partir des involutions possédant n cycles (points fixes et cycles de longueur deux). Ces

involutions sont aussi en bijection avec les tableaux oscillants de longueur 2n —k et de
forme finale A = (k).

Nous présentons toute la théorie classique pour ces polyndmes d'un point de vue
combinatoire. Des preuves bijectives sont données pour les formules de récurrence, les
identités différentielles et la série génératrice. De plus nous donnons 2 partir du modgle une
preuve combinatoire de I'orthogonalitf. Nous terminons ce chapitre en conjecturant une
formule reli€e au probléme de la linéarisation de ces polyndmes et nous donnons dans la
conclusion un apergu d'une généralisation du modéle pour I'interprétation des polyndmes
généralisés de Bessel.
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_HAPITRE 1

NOTIONS PRELEMINAIRES

Section 1.1 Diagrammes de Ferrers et Partages.

Un partage A +n d'un entier # est une suite décroissante A, = A, 2---2 A, d'entiers
strictement positifs telle que Y A, = n. Chaque partage A+ a une représentation planaire,
appelée diagramme de Ferrers et noté X .

La figure 1.1 représente le diagramme de Ferrers associé€ au partage (4, 3, 1) de 8.

|

Figure 1.1

Dans la littérature, on trouve souvent la représentation symétrique de celle-ci, dite "anglo-
saxonne", voir la figure 1.2.

S—

Figure 1.2

Dans toute la suite de 'exposé, nous utiliserons la premiére représentation des diagrammes
de Ferrers.

A tout partage A +n correspond le partage conjugué, noté A" +n. 1l est obtenu 2
partir du diagramme de Ferrers associé 2 A par lecture de la hauteur des colonnes, de gauche
a droite.
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La figure 1.3 représente le partage (3, 2, 2, 1) conjugué de (4, 3, 1).
[ ]
|
Figure 13

Section 1.2 Tableaux de Young.
Un tableau de Young standard & n cellules est un diagramme de Ferrers, associ€ a un
certain partage de 'entier n, étiqueté par les entiers de [n] de telle sorte que les entrées soient

croissantes de gauche a droite et de bas en haut.

Le tableau de la figure 1.4 représente un tableau de Young de forme (5, 3, 1).
(6]

21 5|9
113[4]7]8]

Figure 1.4

Le nombre n, de tableaux de Young standards de forme A Fn est donné par la
formule suivante, appelée formule des équerres [Ja-Ke], [Rem], [Zei] :

_ n!
"1‘1-[’5’

ol Hh,‘ est le produit des longueurs d'équerres de la forme A.
La figure 1.5 donne les longueurs d'équerres de la forme (5, 3, 1).

1]

412} 1
715[4]2]1]
Figure 1.5

L'entier S apparaissant en position (1, 2) dans ce tableau des "longueurs d'équerres”
représente exactement le nombre de cellules formant 1'équerre de coin (1, 2) (voir la figure

1.6).

5 cellules

Figure 1.6
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Ainsi le nombre de tableaux de Young standards de forme A = (5, 3, 1) est

o
= =1 2
mEl7as71241 0

Il existe différentes démonstrations de la formule des équerres. Une des premiéres est
sans doute celle utilisant les déterminants de Vandermonde [Ja-Ke]. Il y a quelques autres
preuves, dont la preuve probabiliste de Greene, Nijenhuis et Wilf, [Gr-Ni-Wi] ou celle
combinatoire donnée par Zeilberger, [Zei].

Section 1.3 Combinatoire des tableaux de Young.

Ces tableaux sont apparus pour la premiére fois en 1900, dans un article de A.
Young intitulé "On Quantitative Substitutional Analysis” [You]. Young les utilisait pour
calculer certains idempotents de I'algebre du groupe symétrique &,,. Plus précisément, pour
chaque tableau T, ces idempotents sont donnés par

_ P(T)N(T)

¥(T) h

N

ou

P(T) est défini comme étant le produit des élément simples de 1'algébre laissant fixe chacune
des lignes de T,

N(T)correspond au produit des éléments simples signés de I'algebre laissant fixe chacune
des colonnes de 7, et

h; représente le produit des longueurs d'équerres de la forme T. L'exemple suivant illustre
un tel calcul d'idempotent. Prenons le tableau

[ 2]
T= [1]3]
ce qui donne
P(T)=(e+(13)),
N(T)=(e-(12)),
ethy=1-1-3,

Le produit de ces deux éléments P(T') et N(T) dans l'algébre de &, donne, en convenant de
faire le produit dans &, de gauche 2 droite,
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P(T)-N(T) = e~ (12)+(13) - (132).

Le lecteur pourra vérifier que

(P(T)- N(T)T _PM)-NT)
3 3

Une présentation plus exhaustive sur ce théme peut étre trouvée dans [Dés], [Gar], [Ga-Wa],
{Fav] et [Rut2].

Ces mémes tableaux servent €galement 3 la construction des représentations
irréductibles du groupe &,. Dans le cadre de la théorie des représentations, la décomposition
de la représentation réguliére s'exprime par une formule classique sur les dimensions,

ni=Y(m), (1.1)

A-n

ou n! est la dimension de la représentation réguliere, n, est 2 la fois le degré et la multiplicité
de la représentation associée 2 A.

Au début des années soixante, Schensted [Sche] a donné une preuve combinatoire de
cette formule. Cette preuve utilise une correspondance entre les permutations du groupe
symétrique et les paires de tableaux de Young standards de méme forme, interprétant ainsi la
formule (1.1). Cette correspondance est maintenant connue sous le nom de correspondance
de Robinson-Schensted. En effet, on attribue aussi la patemnité de cette correspondance 2
Robinson [Rob] bien qu'originalement il I'ait introduit sous une autre forme. Pour une
présentation détaillée de cette correspondance se référer 4 [Sche], [Knu2] et {Schii2]. Dans
[Knu2] une généralisation est donnée pour les matrices 2 deux lignes. Dans [Vie3], une
interprétation géométrique est présentée. Ici, nous nous contentons de la présenter sur un
exemple.

Exemple. La correspondance de Robinson-Schensted, avec insertion ligne.

Prenons la permutation

0_123456789
6213509487/

On insere 1'1mage de cette permutation de gauche h dmnc dans un tablcau P au dcpart v1de et

PP, | b P T .. Y Y] -8



en fin d'une ligne).

D6

@(——2

«1

SEY

SISEY

<3

3] &5

=[]o)

3[5]«9

“[elo]

3[5]9] <4

»—-NO’\I
W

3[4[9] 8

3] 4]8]« 7

al7)
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4]

[ w]

4] 5|

el

4T3[ 6]

—[to] wo}
<

4 5] 6]

—i W
~3
o0

4506 .

|w
&30
0

5] 6]

Figure 1.7

13



14 CHAPITRE I

Cette correspondance entre les permutations et les paires de tableaux de méme forme
est bijective et constitue la preuve combinatoire de la formule (1.1). On notera cette
correspondance

o «> (P(0),0(0)).

Avant de décrire les propriétés de cette correspondance, examinons tout d'abord les
diverses représentations des permutations que nous utiliserons par la suite.

La fagon classique de représenter une permutation est la suivante.
1 2 3 - n
c= ’
o, 0, O, - O,

6=0, O, ©, -+ ©

ce qui correspond au mot

Une autre fagon de voir une permutation est de la représenter comme un graphe biparti, dont
les sommets sont constitués de deux rangées superposées de n sommets étiquetés par les
entiers allant de 1 & n. La permutation =634 17 2 5 correspond ainsi au graphe biparti de

la figure 1.8.
1 2 3 4 5 6 17
P S
1 2 3 4 5 6 17
Figure 1.8

Cette derni¢re représentation permet de décrire l'inverse et I'image miroir d'une permutation.
Le graphe de l'inverse 6™ de la permutation G est obtenu en faisant faire une réflexion au
graphe de ¢ autour d'un axe horizontal. La figure 1.9 illustre la permutation inverse de 6 =6

341725.
1 2 3 4 5 6 17
1 ~ e | A & e -



CHAPITRE [ 15

l/
AT
1 2 3 4 5 6 7

Figure 1.10

Si on applique I'algorithme de Robinson-Schensted sur les permutations 6~ et o,
on obtient les relations suivantes, découvertes par Schiitzenberger [Schii],

P(c™')=0(o) et Q(c™)=P(o), (1.2)

P(c")=P"(c) et Q(c")=0, (o), (1.3)

ol PT(G) est le tableau transposé de P(o) et Q,T,,,(G) est le tableau transposé, "vidé-rempli"
de Q(o).

L'algorithme du "vidage-remplissage", introduit par Schiitzenberger [Schiil], consiste
a remplacer la plus petite cellule, (celle contenant le plus petit élément qu'on notera x), par
une cellule vide et d'échanger récursivement cette cellule vide avec la plus petite des deux
cellules situées 2 sa droite et au dessus, le processus se terminant lorsque la cellule vide arrive
sur la frontiére du tableau; on étiquette alors cette cellule vide par n+1—x. La figure 1.11
présente ce principe du "vidage-remplissage” pour le tableau

6]
5] 8
4] 79
1/ 2] 3
[ 6] 6 I 6
5] 8 5 § 5 8 5] 8
479 719 479 47
2[ 3 2] 13 2{ 3 2[3]9
I
5
37 9
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Figure 1.11

Une autre propriété de la correspondance de Robinson-Schensted nous sera utile par
la suite. Elle est relative 2 l'invariance du P-symbole, c'est-3-dire la caractérisation des
permutations admettant méme P-symbole. Knuth [Knu] a montré que deux permutations o,
et ¢, ont méme P-symbole si et seulement si on peut passer de I'une 2 l'autre, lorsqu'elles
sont écrites sous forme de mots, par une suite de transpositions du type

bac - bca
bca = bac

acb — cab
cab - ach
ou a, b, ¢ sont trois entiers consécutifs dans la permutation et vérifiant a < b <c.

L'ensemble des permutations ayant le méme P-symbole est appelé la classe de Knuth du
tableau P.

Ce résultat est trés utile lorsque 'on veut démontrer une propriété sur les tableaux de

-y g
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Section 1.4 Dénombrement des tableaux de Young.

On a vu précédemment que le nombre de tableaux d'une certaine forme Abnest
donné par la formule des équerres.

Compte tenu de la correspondance de Robinson-Schensted et de la propriété (1.2), le
nombre de tableaux standards de Young 2 n cellules est égal au nombre d'involutions du
groupe symétrique a n éléments. Ceci se vérifie facilement toute involution T satisfait T = 1~
et en vertue de la propriété 1.2 on a

=" o (P(‘t" )0 )) =(P(1), O(7)) = (Q(x), P()),
ieP=Q=T,douTeo 1.
Ainsi le nombre S, de tableaux standards de taille n est donné par

1)

=S n_
* Sp\n-2p)2F

Chaque terme de I'identité précédente dénombre les involutions selon le nombre de points
fixes. Schiitzenberger a démontré que le nombre S, » de tableaux standards de taille n ayant p
colonnes de hauteur impaire est égal au nombre d'involutions sur n points ayant p points
fixes, c'est-a-dire

n!

S, = 2Pz (1.4)

La répartition des tableaux standards suivant leur hauteur a également été étudiée.
Les valeurs asymptotiques de distribution ont été données par A. Regev [Reg]. R. Stanley
s'est intéressé a l'algébricité des séries génératrices des tableaux distribués suivant la hauteur
[Sta]. Plus récemment D. Gouyou-Beauchamps {Gou2] a donné des formules exactes pour
le nombre S** de tableaux 2 n cellules de hauteur au plus k pour k =4 etk =5 et montré que
les séries génératrice correspondantes ne sont pas algébriques. Les valeur de 5 et de §5°
sont, quant a elles, connues depuis plus longtemps [Reg]; ce sont

<2 _ (2n)! < _ (2n+1)
Son =iy & S =

| a1}
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ou C, est le nombre de Catalan [Com], [And] et M, est le nombre de Motzkin [Do-Sh]. Les
valeurs de $5“et S=sont respectivement

S$#.=C.C, et SH=C.C

AR+l

et

s & 3tnl(2k +2)!
Si= g{,(n—2k)!!k!(k+1)!(k+2)!(k+3)!'

Notons par 3, 'ensemble des involutions de &,. On dira qu'une permutation ¢ de
@, contient une sous-suite décroissante de longueur & si et seulement s'il existe une suite
croissante d'entiers 1< <i, <---<i, <n, telle que o(i,)> o(i,) >-> o(i,). Notons par
I'ensemble des involutions de 3, n'ayant pas de sous-suite décroissante de longueur k+1, et
S%* I'ensemble des tableaux standards de hauteur au plus k. Schensted [Sche] a montré que
3~ et S5* sont en bijection, ce résultat étant une conséquence immédiate de la correspondance
de Robinson-Schensted.

En raffinant davantage le résultat obtenu en (1.4) et en utilisant le résultat de
Schensted [Sche], on montre que le nombre S!, de tableaux standards de taille n ayant k
colonnes de hauteur impaire et de hauteur h est égal au nombre d'involutions sur n points
ayant k points fixes et possédant une sous-suite décroissante de longueur maximale h.

Considérons maintenant une classe de chemins dans le quart de plan 3 coordonnées
entiéres positives, empruntant les quaire pas €lémentaires : Est, Nord, Ouest et Sud. Un
chemin de longueur n dans cet espace est une suite de points F,, B, B, -+, P, telle que
P, =(0,0) et que les coordonnées (x,,y;) des points P, vérifient I'une des conditions
suivantes

Xa=x+l et y,=y (pasEst)
X = X; e y,=y+1 (pasNord)
Xa=x-le y,=¥ ( pas Ouest )
Xin =X e y,=y—-1 (pasSud)
Un tel chemin est dit sous-diagonal si x; est supérieur ou égal & y; pour tout i allant de
12 n. X. Viennot avait conjecturé que le nombre de chemins sous-diagonaux de longueur

2n se terminant sur I'axe des x est €gal 4 C_C,,, et le nombre de tels chemins de longueur
Im+lestéoala C .C . Notons aue ces chemins neuvent étre internrétée en termes de
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ii) dans w la différence entre le nombre de x, et le nombre de X,est nulle.

D. Gouyou-Beauchamps [Gou] a démontré cette conjecture de X. Viennot ce qui lui a
permis d'obtenir les formules d'énumération données précédemment pour les tableaux
standards de hauteur au plus 4 et au plus 5 [Gou]. L'obtention de ce résultat passe par une
bijection complexe entre ces deux classes d'objets combinatoires, mots et tableaux.
Naturellement, il a généralisé ces chemins sous-diagonaux a quatre pas dans l'espace de
dimension deux aux chemins sous-diagonaux 2 2n pas dans un espace de dimension n; en
termes de mots il s'agit de I'ensemble D_ des mots sur l'alphabet {x,,xz,---,x,,fl,fz,---,f_}
vérifiant les deux conditions suivantes. Etant donné un mot w,

i) pour tout facteur gauche u de w et pour tout k compris entre 1 et n—1 la différence
entre le nombre de x, et le nombre de X, est supérieure ou égale 2 la différence entre
le nombre de x,,, et le nombre de X,,,, elle méme positive ou nulle;

ii) dans w la différence entre le nombre de x, et de X, est nulle pour tout k compris entre
2etn-1.

Ainsi, D. Gouyou-Beauchamps a conjecturé que le nombre de tableaux standards de
hauteur maximale 2n ayant m cellules et p colonnes de hauteur impaire est égal an nombre de
mots de D,, de longueur m dont la différence entre le nombre de x, et le nombre de X, est
égale ap.

Dans cette thése nous allons démontrer cette conjecture en utilisant la généralisation
des tableaux standards en termes de tableaux oscillants, et par i3-méme retrouver le résultat de
D. Gouyou-Beauchamps (cas n = 2). Toutefois, la bijection que nous présentons est plus
simple et naturelle que celle de D. Gouyou-Beauchamps puisqu'elle est basée sur la
correspondance de Robinson-Schensted et son analogue pour les tableaux oscillants.

Section 1.5 Polynémes orthogonaux.

Les polynémes orthogonaux jouent une rdle important en analyse, puisqu'ils
apparaissent en particulier comme solutions d'équations différentielles. Les plus connus sont
les polynémes se trouvant dans la classification fournie par le tableau de Askey [Lab]. Ces
polyndmes ont parfois été étudié€s d'un point de vue combinatoire et il existe des modeles
pour la plupart de ces polyndmes, [Berg], [La-Ye], [Le-St], [Foa], [Vie2].

A partir de ces modgles on peut, en général, donner des démonstrations combinatoires
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%] R
HA (x) = qu:Zk (__1) xu—-Zk.
k=0

A ce polyndme correspond donc I'ensemble des involutions sur n points ayant n—2k points
fixes (ou k cycles de longueur deux, appelés arétes) énuméré par I*;**. La pondération
consiste ici au poids x sur chaque point fixe et (—1) sur chaque aréte.

Or, comme nous l'avons vu précédemment, le nombre de tableaux standards de taille
n est exactement le nombre d'involutions sur n points. De plus, comme l'a montré
Schiitzenberger [Schii], la correspondance de Robinson-Schensted fait correspondre au
paramétre "nombre de points fixes” d'une involution le nombre de colonnes de hauteur

impaire du tableau. Ainsi, les polyndmes de Hermite s'interprétent naturellement en termes
de tableaux standards.

De maniére analogue, nous proposons dans cette thése un modéle combinatoire pour
les polynémes de Bessel. Ces polyndmes font partie d'une classe particuliere. C'est la
classe des polyndmes pour lesquels la fonctionnelle linéaire est semi-définie positive. En des
termes €quivalents, il s'agit de polyndmes dont la suite des moments peut contenir des
valeurs négatives, ce qui implique que certains polyndmes auront une "norme" négative. Ces
polyndémes, d'un point de vue classique, sont traités dans une classe particuliére, [Rai],
[Chi].

Le modéle que nous proposons correspond aux involutions énumérées selon le
nombre d'orbites (points fixes et arétes). Il permet des démonstrations combinatoires des
formules classiques et aussi une démonstration entiérement combinatoire de I'orthogonalité,
ce qui notons le, n'a €té fait que dans le cas des polyndmes de Hermite. Ce modele se
comporte comme la plupart des modéles combinatoires pour les autres polyndmes
orthogonaux, ce qui permet d'entrevoir une unification de la théorie générale des polynémes
orthogonaux passant par une théorie combinatoire.
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CORRESPONDANCE DE TYPE ROBINSON-SCHENSTED
POUR LES TABLEAUX OSCILLANTS.

Section 2.1 Tableaux oscillants.

Les tableaux de Young standards ont plusieurs extensions, notamment les tableaux
semi-standards [Burg], [Knu2], {Kin], les "shifted" tableaux [Sag2], les tableaux gauches
[Ga-Wa]. Ces nombreuses variantes ont des applications dans des domaines trés diversifi€s
comme les fonctions symétriques, les représentations des groupes, les histoires de fichiers en
informatique [Fra].

Les tableaux oscillants constituent I'une des généralisations les plus naturelles des
tableaux de Young standards. Cette généralisation apparait clairement dans le treillis de
Young donné par la figure 2.1.

Dans ce treillis, un tableau standard de forme A correspond 2 un chemin descendant
(une chaine dans la théorie des ensembles partiellement ordonnés) qui va de la forme vide  la
forme A.

On définit un tableau oscillant de longueur n et de forme finale A , ol A est un partage
d'un entier m inférieur ou égal & n, comme étant la suite

lo =®) x], A-2y R )" ’

ol A, estobtenu a partir de A, (0 <k < n) par ajout ou suppression d'une cellule et
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/D\H
D
VAR A

[
| | | |

Figure 2.1

Par exemple,

o [ [1] IHDQDHI

Figure 2.2

est un tableau oscillant de longueur 9 et de forme finale (2, 1). Ainsi les tableaux de Young
standards constituent un cas particulier des tableaux oscillants, puisqu'ils sont obtenus en
n‘autorisant que les opérations d'ajout de cellules.

Section 2.2 Formule des équerres.

1l existe une formule des équerres pour le nombre f* de tableaux oscillants de
longueur n et de forme finale A, formule découverte par S. Sundaram [Sun].

Notons par | A| le nombre de cellules du partage A. Le nombre de tableaux injectifs

avec étiquettes dans un sous-ensemble de [n] de cardinalité | | est (l 4 |) n,.
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Par la suite nous représenterons les involutions sur un sous-ensemble S de [n] de
cardinalité paire 2k par une matrice & deux lignes

(al o, - ak) @2.1)
T= , .

Bl Bz - By

ol les a; et les B, sont les éléments de S vérifiant B, <o, <a,,,. Cette notation est en fait

une variante de la notation usuelle représentant une involution par un produit de
transpositions,

t= (a,,ﬁl )(az'Bz)'"(aka) .
Le nombre de telies involutions sur 'ensemble Sest1-3-5--.- (| N l).

Le nombre de tableaux oscillants de longueur » et de forme finale A est donné par [Sun]

f}=1-3-5----(n-|x|-1)-(|;|)-p5. (2.2)

La démonstration de cette formule est bijective [Sun]. On associe 2 tout tableau oscillant O*
de longueur 7 et de forme finale A une paire constituée d'un tableau injectif T, de forme A
sur un sous-ensemble S de [r] et une involution T, sans point fixe sur l'ensemble $°
complément de S. On notera ® cette bijection, c'est-a-dire

@(0})=(T.1,.).

Nous présentons ici cette bijection sur un exemple. Soit O le tableau oscillant

—

o J 1] IBD@DLH—IH

Figure 2.3

On construit alors une suite de tableaux injectifs dont les formes sous-jacentes sont les
formes constituant le tableau oscillant 0. Tant que les diagrammes de Ferrers vont en
"croissant” (ajout d'une cellule), on étiquette les nouvelles cellules dans l'ordre de leur
apparition,

A] M M (oma }
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ainsi "€jectés” et les €tapes correspondant a ces suppressions. Ce qui donne

3 [3 ElRE
o (O (02 O3 E] o (1 3 78!
Figure 2.5
et
4 56 10
213 8)

Ainsi, pour cet exemple, on a
9] (4 5 6 10
®(0)= H
7,213 8
La seule connaissance du demnier tableau injectif final et de I'involution correspondant
aux suppressions permettent de retrouver par le processus inverse le tableau oscillant initial.

Présentons la construction inverse sur un exemple. Soit (7, 1:) la paire suivante

(Bs.iein)

WVJI]

En appliquant la procédure inverse, on obtient la suite suivante de tableaux injectifs,

construite A partir de T
5]

3

9) 2[ 6]

correspondant au tableau oscillant

.oBEREHhEE®m AT

5] [5]
31 9] [3]9]1q

i me

wlw|
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la forme

f= Y fl@a,
aes,
ol f(o)est un nombre complexe et la somme se fait sur tous les éléments du groupe
symétrique. La somme et le produit de deux éléments fet g de cette algébre sont alors

f+g= Y (fla)+g(@)a, (2.3)

acQ,

et

fg =2 Y fle)2p)ap

ae®, fe6,

=7§'[u;‘f(a)g(a"v))v.

2.4)

L'algébre intoduite par R. Brauer s'appuie sur une généralisation des éléments du
groupe symétrique.

Définition 2.1 Les générateurs de l'algebre de Brauer B, sont des graphes dont les
sommets sont constitués de deux lignes paralléles de n points, chaque point étant relié 2
exactement un autre point par une aréte, une aréte pouvant joindre deux points d'une méme
ligne .

Ces générateurs étant en fait des involutions sans point fixe sur 2n points, leur
nombre est 1-3-5.-.--(2n—1). Dans le cas ol la bipartition des sommets du graphe
correspond aux deux lignes de points, ces générateurs sont des permutations. Toutefois
I'ensemble des générateurs ne forme pas un groupe. On peut cependant définir un produit
sur ces €léments afin que I'analogue de 1'é€quation (2.4) ait un sens dans le cas de 'algébre de
Brauer, l'analogue de la somme se définissant de fagon évidente. Pour faire le produit de
deux générateurs on procéde un peu comme dans le cas des permutations, en superposant les
points inférieurs du premier générateur avec les points supérieurs du deuxiéme, ensuite en
enlevant les points qui se trouvent au milieu tout en tenant compte des liens qu'ils établissent.
Des cycles peuvent ainsi apparaitre dans cette construction, comme c'est le cas dans
I'exemple qui suit.
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et

A N Y Y Y I
Yz=/\xa,)v'¥//:u_

Figure 2.7

On déplace 7, jusqu'd ce que la ligne des points inférieurs coincide avec la ligne des points
supérieurs de v,, ce qui donne

O R

/)

NE
C0J

2

Figure 2.8

On remarque alors les deux cycles qui se détachent dans la composition des deux graphes.
On €limine les points du milieu en tenant compte des liens qu'ils établissent, et on obtient

Y T EN Oy Y
y3=1133)u‘\'\‘__/’u.

Figure 2.9

Finalement, x représentant le poids de chaque cycle, le produit v,.7y, s'écrit

Y1 Y2 =x2'73- (2.5)

On constate que le produit de générateurs généralise bien le produit de permutations.
L'algebre du groupe symétrique devient donc une sous-algébre de l'algére de Brauer. Le
corps des scalaires, 2 la lumitre des équations (2.4) et (2.5), correspond au corps des
fractions rationnelles. Dans I'étude des représentations de cette algébre, des problémes de
calcul de multiplicité des représentations irréductibles apparaissent. On s'intéresse notamment
aux multiplicités des représentations irréductibles dans la représentation réguliére de
I'algebre. II s'avére que le nombre de représentations irréductibles de I'algébre B, est égal au
nombre de partage de forme Al-m ol m est un entier inférieur ou égal & n. De plus, le degré

de la représentation irréductible associée au partage A est le nombre £, et la multiplicité de
cette renrécentation danc 12 renrdcantaticnn ranlidre act £aalomant £2 Meal X ac]  MOans



CHAPITRE I 27

Section 2.4 Correspondance de type Robinson-Schensted.
En examinant la formule (2.2), on constate que lorsque la forme A est un partage de n,

on retouve la formule des équerres pour les tableaux standards. A l'autre extréme, si la forme
finale est vide, A = &, nous obtenons l'identité

13- (n=1)= f2.

Dans cette derniere expression, n est obligatoirement pair (autant d'insertions que de
suppressions) et donc

1.3.....(2n—1)=f2?_ (26)

Le membre de gauche de cette identit€ énumere les générateurs de 'algébre B, , le membre de
droite énumere les tableaux oscillants de la forme suivante

0;n=®s)‘-1v7‘2’ LY 'A'ZA-Z’X?JI—I’@‘

Pour produire I'analogue de la correspondance de Schensted, on remarque que la
forme centrale A, ne comporte aucune restriction et qu'il suffit de couper le tableau O, en
deux parts de méme longueur pour obtenir

P=@, A, A, -, A, 2n
0=, ey s Xy =+ 5 A, (2.8)
L'équation (2.6) se réécrit donc comme suit
1-3-----(2n—-1)=2(f:)2, (2.9)
oll les formes A sont les partages d'un entier m in;éxieur ou égal i n.

La nreuve biiective de (2 9) concéauence immédiate de celle de Siindaram [S1nl nenr
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entiers de n+1 a 2n.

Il existe d'autres fagons de faire et celle choisie ici nous assurera que pour les
générateurs correspondant aux permutations du groupe symétrique, la bijection présentée est
la correspondance usuelle de Robinson-Schensted.

Avec cet €tiquetage, on peut représenter un générateur 7 sous la forme introduite en

(2.1). Par exemple
109 8 7 6
‘»%) (3 6 7 9 10)
o
< s N 2154 8)
1 2 3 4 5
Figure 2.10

Avec ces précisions, la démonstration combinatoire de l'identité 2.9 est immédiate. A
chaque générateur Yy de B, on associe l'involution correspondante par 1'étiquetage Y. On
applique ensuite @~ 2 cette involution, le tableau injectif étant vide. On obtient alors un
tableau oscillant O de longueur 2n allant de la forme vide a la forme vide. En partageant ce
tableau en deux comme en (2.7) et (2.8), on obtient deux tableaux oscillants de méme forme,
notés P(O) et Q(0).

Reprenons l'exemple de la figure 2.10. En appliquant @~ sur l'involution y¢]
associée au générateur ¥, on obtient (de droite & gauche sur la figure 2.11)

[4
cOMm@obOh oo Em 2]
Figure 2.11

En conservant les formes sous-jacentes, on obtient le tableau oscillant

le:DDB

ey

IIIIDHD 2}

Figure 2.12

et en coupant en deux parts €gales, nous obtenons

p(v\:ml_ll_l_'ll—ll:‘ﬂ"l
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Nous avons donc réalisé 1'analogue de la correspondance de Robinson-Schensted en
s'appuyant sur la preuve de la formule des équerres (2.2). Lorsque les générateurs de B,
sont des permutations de &,, on obtient par cette construction une paire de tableaux
oscillants qui sont des tableaux standards (seulement des insertions sont effectuées) associés
a ces permutations par 1'algorithme de Robinson-Schensted.

Théoréeme 2.3

Si y est un générateur de B, appartenant aussi & &, alors la paire (P(Y), Q(Y)) de
tableaux oscillants est une paire de tableaux standards et correspond 2 celle obtenue en
appliquant I'algorithme de Robinson-Schensted sur y en tant qu'élément de S,,.

Preuve Soit y un générateur qui soit aussi un élément ¢ de &,. L'involution
correspondante est alors de la forme

n+l n+2 -+ 2n-1 2n
6, O,, *+ O, O}

En appliquant &~ sur cette involution on construit une suite, de droite 2 gauche, de tableaux
injectifs
9,1, 5, T, 0, Ty, Ty, Th,=0.

En ne conservant que les formes de ces tableaux, soit

@,M,K;,---,l,,_,,?»_,l“,,"-,lh_l, )"2 =0,

on remarque qu'a chaque étape, de 2n & n, nous avons inséré la suite

6, G, -+ ©

Ainsi le tableau T, est le tableau P(c), et par construction, la suite A,, , A, -, A

correspond exactement au tableau Q(c). En d'autres termes,

n-l* L]

P(Y)= P(c) et O(Y)=0(0).

Plusieurs auteurs, dont T. Maclarnan [Mac], ont essayé de démontrer
combinatoirement l'identité (2.9). Plus précisément, ils souhaitaient obtenir une
correspondance ayant des propriétés analogues a celles obtenues par Schiitzenberger [Schii]
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Définissons tout d'abord ce que sont I'inverse et le miroir d'un générateur de B,.

Définition 2.4 Etant donné 7y un générateur de B, on définit y~' comme étant le
générateur obtenu A partir de ¥ en lui faisant subir une réflexion autour d'un axe horizontal.

Par exemple, si
e ™ '
Y= ')« alors 7= %
A ~..vr

Notons ici qu'en vertu du théoréme 2.3, tout générateur appartenant a &, vérifie la propriété
(1.2).

Définition 2.5 Etant donn€ ¥ un générateur de B,, on définit y* comme étant le
générateur obtenu a partir de ¥ en lui faisant subir une réflexion autour d'un axe vertical.

Par exemple, si

Remarque. Cette opération n'est pas exactement 'analogue de celle donnant le miroir
d'une permutation. En effet, si ¢ est une permutation, nous avons défini, au chapitre I, o *
comme étant la permutation lue de droite a gauche. Dans la représentation sous forme de
graphe, ceci correspond 4 faire subir une rotation de 180° a la rangée supérieure des points.
Dans le cas qui nous occupe, c'est tout le graphe qui subit la rotation. Pour éviter la
confusion, nous allons momentanément prendre pour convention d'écrire 6™ pour le miroir
d'une permutation tel que défini au chapitre 1. D'aprés ces considérations, si ¥ est un
générateur correspondant & une permutation, nous avons alors

-1

(")) =7+, erdone PlY)=Ra() & 0¥*)=0,e(n).

T. Maclarnan [Mac] a donné une correspondance ayant I'analogue de la propriété
(1.2) de Schiitzenberger. Celle que nous avons présentée, beaucoup plus simple et naturelle,

nnceade o Aeity e falt act tréac £trmmitement 11£ a11 rndaage Aac adndratantre Aae M"aladhre Ao
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remplissage” (décrit au chapitre I) au tableau T, a I'exeption que le contenu évacué x est ici
remplacé non pas par m+1—x mais par n+1—x,

Par exemple, si

ERFIE
T= 11453

est un tableau injectif sur I'ensemble [10], alors le "vidé-rempli” est

376
Tve= 4[]0

Pour prouver que notre correspondance posséde bien 'analogue des deux propriétés
(1.2) et (1.3), nous allons mettre en évidence une autre propriété remarquable des générateurs
de B, liée a leur décomposition selon un nouvel étiquetage.

Définition 2.7 Ftant donné un générateur yde ‘B, , on note Y le générateur y étiqueté
de la fagon suivante : les sommets de chacune des lignes, de gauche a droite portent les
étiquettes 1 a n.

En utilisant cette notation on peut décomposer un générateur en trois composantes:
une involution v, sur I'ensemble des points du haut qui sont reli€s entre eux par une aréte,
une involution vy, sur I'ensemble des points du bas qui sont aussi reli€s entre eux par une
aréte et une bijection Y, entre les points restants sur les deux lignes.

Exemple. Si
1 2 3/_4}\5 6 7
. "
1 2 3 4 5 6 17
Figure 2.14
alors

(51 (35 (124
WS e T2 1) Tl 4 7/
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P(Y)=@, A, A, , -, A =1,

»

Q(‘Y)=g 4 )"25-—1 * x2»\-2 PR )"u =A”

et qu'en appliquant & nouveau & sur chacun de ces tableaux oscillants, nous ayons

o(P(Y))=(T3.%,) . ®(0(1))=(T3.7,)-
Alors ces objets vérifient

Yo =T Tw=Tp
et

P(1.)=T7, Qv.)=Tg
oil (P('rc) , Q('yc)) st obtenu en appliquant I'algorithme de Robinson-Schensted sur 7y_.

Avant d'en donner la preuve, illustrons ce résultat a I'aide d'un exemple. Soit y le

générateur suivant ;
s ~
.Y= >%/
T T

Figure 2.15

En utilisant les deux différentes fagons d'étiqueter, on a

14 13 12 11 10 9 8

‘/;>.%/

T T

1 2 3 4 5 6 7
Figure 2.16

-2
i1
]

et
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(56 (31 (2 47
W= o3 Bl 4) YTle 1 5)

et l'involution associée A Y°, est

37811 12 13 14
2451 9 6 10)

En appliquant @™ i cette involution on obtient un tableau qui va de la forme vide a la forme
vide. En divisant en deux tableaux comme dans (2.7) et (2.8), on obtient ainsi que pourra le
vérifier le lecteur

= o [ 1] OO 1 | ] l

Q)= z[]EH-TI —I —I E - |

En appliquant @ sur P(y) et Q(Y), on obtient

< (3 7
*FM=| (5 4

(A (56
W =| 0|y 5

En se reportant au chapitre 1, le lecteur pourra vérifier que

(ﬂ
1] 5|’

et

K ]=
P (P(Y,), Q('Yc))‘
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En appliquant @' on obtient de droite 4 gauche une suite de tableaux injectifs
BTl - T, - T, T, =0.
Considérons la sous-suite des formes sous-jacentes pour les indices allant de 2na n
Aws M =05 Ay s Mg =,

correspondant au tableau oscillant Q(y). On peut alors construire, en appliquant ® au
tableau oscillant Q(y), la suite de tableaux injectifs que I'on numérote comme suit,

S, 8, ¢ «S5,,,¢85,=0.

Revenons momentanément 4 I'exemple précédent ot 2n = 14 et

10]
(6]  [6] [6]  [6] [0]
1s] (1] {119] [a[9] [el9] [6] [0 &
I.=T, T, I, T, L, T, T, T,
_ 4]
4 4] [4 2 2]
217] [2] (2]3]) (3] 3] [ (1] o
S.=8, Sll Sy l Sio Sy S, S Sia
5 L0
3/ \1)
To
Figure 2.18

La premiére suppression dans T, =T,, , a pour effet d'enlever l'entier 2n—k +1=10
(soit k = 5), entier inséré 2 1'étape 14 = 2n+1—j (soitj = 1). Ceci correspond 2 l'aréte
(14, 10) de Y2, et donc l'aréte (1, 5) de Y7, c'est-2-dire au couple (1,5) de t,. On remarque
aussi que le couple (T,,S,) est exactement le couple (T,,TQ) du théoréme, correspondant a la
permutation généralisée vy, par I'algorithme de Robinson-Schensted.
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Robinson-Schensted, a une suite de permutations généralisées

Bz. > Bz.-l » "7 B.-

Soit T,,_,, le premier tableau résultant de la suppression d'une cellule. L'entier
correspondant est nécessairement 2n—k +1 d'aprés notre bijection et, pour qu'il puisse étre
supprimé, il a du étre inséré A une certaine étape antérieure 2n+1- j avec

2n 2 2n+1-j > 2n—k+1 2 n+1,
ce qui entraine 1< j <k <n. Ainsial'étape 2n+1-—j,0na

T;u—i « T

2a—j+1
par insertion de I'entier 2n—k +1. Or, dans la suite de tableaux injectifs

S2m ’ S2n—l » "7 s ’

correspondant au tableau oscillant Q(y) par ®, une insertion d'une cellule & une étape
2n+1- p, correspondant aux tableaux

Son-p € 5.

2n—-p+l1?
se traduit par I'étiquetage de cette cellule par I'entier p.

Comme les suites des formes des tableaux T; et S; sont identiques, a I'étape 2n+1— j nous
avons

TL,,.; < T,,_;,, par insertion de I'entier 2n—k +1,
S2a-j € Sza-j41 par insertion d'une cellule numérotée j.

Ainsi, le générateur ", posséde l'aréte (2n—j+1, 2n—k +1) correspondant a (5, k) dans
¥, et la paire (T, _,,.,5;,,, ) correspond a la permutation généralisée

1 2 .. j e k=1
Ban-in =( ]’

X, Xo v 2m—=k+1 - x ..

De plus nous constatons que dans cette suite de paires de tableaux, lors d'une
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font que la permutation généralisée B,,_, correspondant 2 la paire (Tz,,_,,Sz,,_,,) s'obtient &
partirde §,,_, ., par suppression de "l'aréte” (j, 2n—k+1). Compte tenu de la bijection &
construisant pas A pas un tableau injectif et une involution avec des étiquettes croissantes a
partir de n, cette étape se traduit par I'obtention d'une nouvelle aréte (j , k) dans 7,.

De proche en proche nous en déduisons que
Ys=Tp-
De plus, la derniere paire de tableaux injectifs (T"S'z correspond & la permutation

généralisée B, dans laquelle ne subsiste que les couples j,xj) pour lesquels se sont
produits, a I'étape 2n+1— j

- l'insertion de I'entier x; dans T, ;,, donnant T, _,,

- l'ajout de la cellule correspondante a S, donnant .

2a-j» Cellule numérotée j.

n=j+1

De plus, l'entier x ; doit vérifier 1 < x; <n (car sinon il aurait été enlevé a I'étape x ;> n).
Ainsi, compte tenu de l'étiquetage Y2, B, = ., et donc

P(y.)=T, et Q(y.)=S5..

En remarquant que lorsque I'on applique @™ a4 Y% on obtient pour seconde moitié¢ de la
suite des tableaux injectifs

BT T, - T,

nr

qui est exactement la suite de tableaux injectifs obtenue en appliquant & a P(y), on en déduit
par un raisonnement analogue au précédent que

Ts=Tp-

Corollaire 2.8.1 Soient Y un générateur de B,, et Y™ son inverse. La correspondance
@' fournit des paires de tableaux oscillants,

@™ (v)=(P(v).Q(1)) et &*(v")=(P(y")0(r")),
vérifiant

P(y")=0(7) et O(v™)=P(y).
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Par définition de l'inverse y~', il est clair que Y;' =7,, 7;' =¥, et que ¥ =(y,)". En
utilisant le théoréme 2.8, le résultat est immédiat.

Corollaire 2.8.2 Soient Y un générateur de B,, et y* son miroir. En appliquant @' sur
chacun d'eux, on obtient des paires de tableaux oscillants,

o7 ()= (P(¥).Q(Y)) et @7(y*)=(P(y*)Q(v*))

La correspondance @ appliquée a chacun d'eux, donne

( )) =(Tp. 1),
o(Q(y))= (TQ"‘Q)'
O(P(y*))=(T;..T5.).

d(Q(y*)

( au‘c-)
vérifiant

(TP)VAR. =Tp. (TQ)V.R. =To.

ol T, et T, sont respectivement obtenus a partir de 1, et T, en appliquant la
transformation i & n+1-i.

Preuve Soient ¥ un générateur et Y * son miroir. Décomposons les en leurs trois
constituants

T © (Yo¥nl)
T* o (1Y)

Suite aux remarques faites lors de la définition du miroir d'un générateur, et de la définition
du "vidage-remplissage” nous avons immédiatement, en utilisant le théoréme 2.8,

Tpy g =Tpeet Ty, . =T,., les autres constatations en découlant directement.

Ov.R.

Section 2.5 Quelques remarques.

- 3¢ 9 # o~ . e e e A, I e S S
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~(2n-1)= Zf.“_, i (2.10)

ol W est un partage quelconque de p < n—m. Avec cette approche, la formule (1.1) sur les
dimensions pour les représentations du groupe symétrique peut se réécrire

nl=c2,
oll ¢2, est le nombre de tableaux oscillants allant de la forme vide 2 la forme vide et ot les n
premiéres formes croissent et les n derniéres décroissent en taille. Lorsqu'on partage un tel
tableau en deux, on obtient bien la formule usuelle sur les dimensions. Par contre si on
coupe ailleurs qu'au centre on obtient la formule

n!:jZnu.C:._I“‘, 2.11)
"

ol c;‘__M est le nombre de tableaux oscillants partant de la forme vide, dont les n premiéres
formes sont croissantes et dont les suivantes sont décroissantes jusqu'a la forme | de taille
fixée. Le nombre de tels tableaux est donné par la formule

ct =

ol m=2n-u|. 1l s'avére que pour les représentations du groupe symétrique l'équation
(2.11) admet l'interprétation suivante : le nombre n, est la dimension de la représentation
irréductible de q associée au partage L, et c" est la multiplicité de cette représentation,
induite & &, dans la représentation réguhére f‘équanon (2.10) en est l'analogue pour
I'algebre de Bmucr

Notons également que la correspondance étudiée ici s'appuie sur l'algorithme de
Robinson-Schensted avec l'insertion ligne pour les tableaux standards; nous aurions tout
aussi bien pu utiliser I'insertion colonne.

Section 2.6 Conclusion.

La correspondance proposée est le parfait analogue de la correspondance de
Robinson-Schensted. La pierre angulaire, 3 la lumiére du théoréme 2.8, permettant
l'analogie avec les propriétés de Schiitzenberger, est clairement le choix du codage des
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DENOMBREMENT DE CLASSES DE TABLEAUX OSCILLANTS

Section 3.1 Tableaux oscillants selon leur longueur et forme
finale

Au chapitre précédent nous avons proposé un algorithme généralisant celui de
Robinson-Schensted pour les permutations aux générateurs de l'algébre de Brauer. D'un
point de vue combinatoire, la propri€té (1.2) de Schiitzenberger, pour les permutations, nous
permet de conclure que le nombre de tableaux standards, de taille n sans restriction sur la
forme, est égal au nombre d'involutions du groupe symétrique a n éléments. En effet, si ¢
est une involution du groupe symétrique, alors 6 =6"'. En utilisant la propriété (1.2) on
peut €crire

P(c)=0(c™")=0(c)

etdonc
T & (T,T)=(P(0),0(0)) & {6:0=0""}.
De fagon similaire, on peut se demander quels sont les générateurs de I'algébre de

Brauer qui ont le méme P-symbole et Q-symbole. Compte tenu du corollaire 2.8.1, il s'agit
de ceux qui sont laissés invariants par une réflexion horizontale.

Théoréme 3.1 Le nombre O, de tableaux oscillants de longueur n est donné par

B
%= L2y

k=0
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Preuve Soit Y un générateur de l'algébre de Brauer B,, symétrique par rapport 4 un
axe horizontal, c'est-a-dire qu'il est €gal a son inverse tel que nous l'avons défini au chapitre
précédent.

En identifiant les points de la ligne inférieure et supérieure du graphe correspondant 2
Y, nous obtenons, comme le montre la figure 3.1, une involution sur n points dont les cycles
sont bipartionnés (coloriés en deux couleurs, bleu ou rouge) de la fagon suivante.

Tous les points fixes et certaines arétes (cycles de longueur deux) sont coloriés en
bleu : ils correspondent aux arétes de 7y reliant des points situés sur des lignes différentes.

Les autres arétes sont coloriées en rouge : elles correspondent aux arétes de v situées
sur la méme ligne.

Ceci, compte tenu du corollaire 2.8.1, établit une bijection entre tableaux oscillants de
longueur # et involutions sur n points bicoloriées (points fixes en bleu, arétes en rouge ou
bleu). Nous en déduisons que

,_.
—

I.”J n! 75 n!
Z; k¥(n—2k) 7 ; k¥(n—2k)!

D
!

° S TS '

Figure 3.1

De plus, compte tenu du théoréme 2.8 et corollaire 2.8.1, nous pouvons affiner cette
construction prouvant le résultat précédent. En effet, les involutions "bicoloriées” sur n
points, dont toutes les arétes sont en rouge et les points fixes en bleu, sont en bijection avec
les tableaux oscillants de longueur n et de forme finale A = (m) ol m est de méme parité que n
et lui est inférieur. Ceci résulte du fait qu'a une telle involution correspond un générateur Y
de B, pour lequel Ia bijection y, du théoréme 2.8 est I'identité, ce qui fournit un tableau de
forme finale réduite 2 une seule ligne.

Nous obtenons ainsi
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Théoréme 3.2 Le nombre de tableaux oscillants de longueur 2n+c et de forme finale
A=(c),0t n,c20est

2n+ '
02 = nre (2n)"=w
e c nlcl2*

Comme nous le verrons au chapitre suivant, ces tableaux oscillants de forme finale
réduite 2 une seule ligne permettront de fournir une théorie combinatoire d'une famille de
polyndmes orthogonaux, les polyndmes de Bessel.

Section 3.2 Tableaux oscillants selon la longueur, la hauteur
exacte et la forme finale.

Dans cette section nous allons affiner le critére d'énumération précédent (théoréme
3.2) puisque nous allons nous intéresser également A la hauteur de la "bande” dans laquelle
évoluent les tableaux oscillants. Le choix de ce critére est assez naturel puisqu'il est
I'analogue de celui pris lorsque I'on énumére les tableaux standards suivant la hauteur.

Ces tableaux oscillants distribués selon trois paramétres : longueur, forme finale
A = (c) et hauteur, sont en bijection avec certains mots généralisant ceux correspondant aux
chemins 4 quatre pas du premier octant du plan cartésien.

La bijection fondamentale de cette section mettra en relation ces tableaux oscillants et
certains tableaux standards, démontrant en cela une conjecture de D. Gouyou-Beauchamps
[Gou2].

Donnons d'abord quelques définitions.

Définition 3.3 On désignera par O;,  'ensemble des tableaux oscillants de longueur

2n+ ¢, de forme finale A = (¢) et de hauteur exacte k, c'est-3-dire évoluant dans une bande de
hauteur exactement k, et par Oj., la cardinalité de cet ensemble.

Définition 3.4 De fagon similaire, S;:, représentera I'ensemble des tableaux

2n.¢

standards de taille 2n + ¢, ayant ¢ colonnes de hauteur impaire et dont la forme est de hauteur
exacte k; la cardinalité de cet ensemble sera notée S5+

2a,c *

Dans cette section, nous prouverons les résultats suivants
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Théoreme 3.5

0:& =S=2k—1 +s=2k

2a,c 2n,c 2R,c*

Par extension de cette notation aux tableaux de hauteur au plus k, notée < &, nous en
déduisons

Corollaire 3.5.1
‘osl ___sS?,k

2n,c 2n,c*

Compte-tenu des résultats respectifs de Regev et Gouyou-Beauchamps respectivement sur les
tableaux standards de hauteur au plus deux [Reg] et quatre [Gou1-2], nous en déduisons

Corollaire 3.5.2 Le nombre O;* de tableaux oscillants de longueur n et €voluant dans
une bande de hauteur au plus & est, pour k=1 ou 2

or=(1)

0253 = Cucn-H
0253*1 =C,,,Con .

La bijection prouvant le théoréme 3.5 est nouvelle, dans le cas k = 2, par rapport 2
celle donnée par D. Gouyou-Beauchamps pour I'énumération des tableaux standards de
hauteur au plus quatre. De plus, elle est également beaucoup plus naturelle puisque trés
étroitement li€e aux propriété€s de la correspondance de Robinson-Schensted. Toutefois,
comme le lecteur pourra s'en apercevoir, la preuve de sa validité est longue et difficile, ce qui
confirme la difficulté du résultat prouvé originalement par D. Gouyou-Beauchamps.

Afin de faire le lien avec la conjecture de D.Gouyou-Beauchamps, revenons a cet
ensemble de mots introduit au chapitre I. Nous désignons par D_ I'ensemble des mots w sur
l'alphabet a 2n lettres {Jc1 ,xz,---,x.,fl,iz,---,f_} , vérifiant les deux contitions suivantes :

si west un mot de D, alors

i) Pour tout facteur gauche u de w et pour tout k compris entre 1 et n—1 Ia différence
entre le nombre de x, et le nombre de X, est supérieure ou égale 2 la différence
entre le nombre de x,,, et le nombre de X,,,, elle méme positive ou nulle.

iP) Dans w la différence entre le nombre de x, et de X, est nulle pour tout k compris
entre 2 et n.

On voit ais¢ément que de tels mots peuvent étre mis en bijection avec les tableaux
oscillants de forme finale A = (p ), et de hauteur au plus n.
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En effet, étant donné un mot w =a a,a,a,---a, de D, on construit
séquentiellement un tableau oscillant 0=, A,, A,, -+ ,A_ enlisant w de gauche  droite.

A la i ®me &ape :

- si la lettre lue est x,, le diagramme A, s'obtient A partir du diagramme A,_, en
ajoutant une cellule sur la ligne &,

- si la lettre lue est X,, le diagramme A, s'obtient 2 partir du diagramme A,_; en
enlevant une cellule de la ligne k.

La condition (i) nous assure que chaque forme ainsi construite est bien un diagramme
de Ferrers et la condition (if) impose que la forme finale du tableau oscillant soit réduite a un
tableau ayant une seule ligne.

Par exemple, si

WSX, X, X, X, X X X3 X, X, X, X3 X, X,

il lui correspond le tableau oscillant

@DBD[H | ] [1]

| ] [ L]

Figure 3.2

Pour clarifier la notation, nous donnons dans la tableau suivant pour chacune des
diverses correspondances, leur notation, l'ensemble sur lequel elle s'applique, et son
codomaine.
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CORRESPONDANCE DOMAINE CODOMAINE
RS} (insertion ligne) Permutations Paires de tableaux de
Young de méme forme
RSf (insertion colonne) Permutations Paires de tableaux de
Young de méme forme

RS; (insertion ligne) Involutions Tableaux de Young

RS/ (insertion colonne) Involutions Tableaux de Young

RSY (insertion ligne) Générateurs de I'algébre de | Paires de tableaux oscillants
Brauer de méme forme

RSé’ (insertion colonne) Générateurs de I'algebre de | Paires de tableaux oscillants
Brauer de méme forme

RS;" (insertion ligne) Générateurs de l'algébre de Tableaux oscillants

Brauer, autosymétriques
RS.™ (insertion colonne) | Générateurs de I'algébre de Tableaux oscillants
Brauer, autosymétriques

S? (insertion ligne) Paires involution et tableau Tableaux oscillants

injectif
Description de la bijection du théoréme 3.5
Elle fait correspondre 2 un tableau standard T de S,., U S;2+™" un tableau oscillant O

de O3}

Etape 1

b Cette bijection opere en plusieurs étapes.

Au tableau standard T on fait correspondre, par I'algorithme RS,',‘I, une

involution T sur 2n+c points ayant ¢ points fixes. Cette involution se décompose de fagon
naturelle en une paire (t,, F) ob 1, est l'involution T privée de ses points fixes et F est
I'ensemble des points fixes de 1.

Etape 2 A l'involution 1, on fait correspondre, par RSZ, un tableau oscillant O, de
longueur 2n et de forme finale &.

Etape 3 Au tableau oscillant O, on fait correspondre, par RS?-!, une involution 1,
sans point fixe sur 2n points.
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Notons que les involutions T, et T, agissent sur les 2n points correspondant au
complément de F par rapport & [2n+c].

-1

(RS])
T —— . 1 — (T,,F)
A & RS2 x Id
|
I 0.F
' $ (RS%) " x1d
v S7
0 = = (12’1:)

Figure 3.3
Présentons maintenant ces différentes étapes 2 I'aide d'un exemple.
Exemple 3.6

Soit

15
1q14
814
3] 6] 9]13]

Figure 3.4

[ 10 KN (VY \l]:.l:)l

Ce tableau est de hauteur 2k—1 = 7, son nombre de colonnes de hauteur impaire est ¢ = 4 et
sa taille est 2n + ¢ = 12 + 4 = 16. 11 lui correspond par I'algorithme de Robinson-Schensted

I'involution

1 23 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16,
Figure 3.5
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En appliquant RS sur 1,, nous obtenons de droite 2 gauche la suite de tableaux injectifs
4 [
3 3 3 3
e [0 (O O [OTe [Old [Ole [1fg [OTe (8 [6M3 [@ o
Figure 3.6

I'ensemble des points fixes F={2,5,8,14} restant inchangé. Le tableau oscillant

correspondant est

—
—

@DHE | | L] 0 O B A I

Figure 3.7

En appliquant maintenant RS?"!, on obtient la suite de tableaux injectifs

—

4 _ DB

3 4 4 g
1 [0 16]¢3q 36|¢4 |4l9ll®
DGO H G0
1 3 6 9 13 4

Figure 3.8

ce qui nous donne la paire (t,, F) ob

7 10 11 12 15 16
2=(1 3 6 9 13 4) et F={2,5,8,14}.

En appliquant S au couple constitué de I'involution T,et d'un tableau injectif d'une seule
ligne comprenant les €l€éments de F, nous obtenons de bas en haut et de droite 2 gauche la

suite de tableaux injectifs
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@ 3 _
— B 4 | 5)
(2] [2 2 2 2 4
o [ [ (3 3 [O03 136 234
[ 5] 5] -
4] 8 4] 8 5] 8 5] 5
21316 [2[3[6]9] [2[4]6[9] [2[4[8]9] [2[4]8]
[5° 5[14 5]
214[8]13 [2]4]8[13 [2]4]8[14 [2[5]8]14]

Figure 3.9

correspondant 2 un tableau oscillant de hauteur k = 4, de forme finale A=(c) =(4 )etde
longueur 2n + ¢ =12 + 4 = 16.

Méme si cette bijection ne fait intervenir que des étapes assez naturelles, sa preuve
n'en est pas simple pour autant. Si on se référe a la bijection de D. Gouyou-Beauchamps
[Gou] pour le cas k = 2, on se rend vite compte de la difficulté du résultat. Sa bijection pour
les tableaux de hauteur quatre se divisait en plusieurs cas. La bijection proposée ici a
l'avantage d'étre plus simple et de généraliser le résultat qu'il obtenait. La preuve cependant,
un peu comme celle de D. Gouyou-Beauchamps, se fait en plusieurs étapes. Il nous faut
démontrer des résultats non triviaux concernant les sous-suites croissantes ou décroissantes
apparaissant dans les involutions. Ces involutions faisant le lien entre les tableaux standards
et les tableaux oscillants (voir figure 3.3).

Donc, pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin de quelques définitions et
notations, ensuite suivront quelques théorémes et lemmes, illustrés par des exemples.

Section 3.3 Preuve du théoréme 3.5

Comme au chapitre II, on représentera une involution sans point fixe T de la fagon

suivante
_('a, a, - “.J
=8 B, - B
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et son miroir par

inf*(1)=B, Bo - By

De plus nous désignerons par

inf*(r,k):ﬁ,., B, - B

’

la plus longue sous-suite extraite de inf* (1) telle que, pour tout 1 £p <j,

B

Sk<ao.
’

r

Par exemple si

(367101 12
2158 9 4/

alors

inf(t)= 2 1 5 8 9 4,
et
inf*(t)= 4 9 8 5 1 2,

et le tableau suivant donne les valeurs de inf* (1,k) pour toutes les valeurs de k.

inf*(1,1) 1 inf*(1,7) 4
inf*(1.2) 12 inf*(1,8) 48
inf*(1,3) 1 inf*(t,9) 498
inf*(1,4) 41 inf*(t,10) |49
inf*(,5) 451 inf*(7,11) |4
inf*(1,6) 45 inf*(v,12) | &

Figure 3.10

On constate par cet exemple, le paralléle entre les suites inf* (1,k) et la suite des tableaux
injectifs obtenue par RSy 2 partir de 1:



CHAPITRE Il 49

Notation

Par la suite, un tableau oscillant O sera noté de fagon habituelle, c'est-a-dire.

Les suites de tableaux injectifs obtenues par insertion ligne et colonne seront
respectivement notées

0,=@ § - 85 e 0.=@ T, - T

Parfois nous utiliserons les notations O, [i] et O.[i] pour désigner les tableaux
injectifs ; et T;, ainsi que les notations O, [i](k,!) et O,[i](k,!) pour désigner I'entier situé en
ligne k et colonne I du tableau S; (respectivement T}).

Nous désignerons par FP.(0) ( respectivement P, (G) ) les P-symboles obtenus 2 partir
de la permutation généralisée o par application de la correspondance de Robinson-Schensted
RS (respectivement RS?).

A T'aide de ces notations, nous pouvons formuler la proposition suivante,

Proposition 3.7 Soient le tableau oscillant
0= A, - A, =0
et les suites de tableaux injectifs

1=RS{(0) et p=RS’(0).
Alors, pour tout k compris entre 1 et 21, nous avons
O.[k]= P.(inf* (1,k))
O,[k] = P, (inf* (p,k))

Preuve Ce résultat est immédiat compte tenu de la définition de la suite inf* (o,k) et
des propriétés de la correspondance de Robinson-Schensted pour les tableaux oscillants
(théoréme 2.8 et sa preuve). L'exemple donné précédemment (figures 3.10 et 3.11) illustre ce
résultat.

Nous sommes maintenant amenés 3 considérer deux classes particuliéres
d'involutions.
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Remarque. Cette terminologie, habituelle dans le cas des involutions associées aux
tableaux standards, correspond 2 une représentation sous forme de mots des involutions.

Par exemple, I'involution

T_7910 11 13 14 15 16
“l6 38 5 4 1 2 12/

appartient & 1,4, les décroissances de longueur maximale étant

Décroissances Centre
14 | 13 ] 11 7 6 5 4 1 [6 71
15 ] 13 ] 11 7 6 5 4 2 [6 7]
14113} 11 f 10} 8 5 4 1 [8 10}
151 13111 | 10| 8 5 4 2 1 [810]
Figure 3.12
Définition 3.9 Nous désignons par I, ,. I'ensemble des involutions p sans point fixe

sur [2n] admettant une plus longue double croissance de longueur 2¢, c'est-a-dire deux sous-
suites (j, <---< j; , i, <--<i,) telles que p(i,) = j,.

L'intervalle [i,, jc] est appel€ le centre de 1a double croissance.
Les mémes remarques que précédemment s'appliquent ici.

Par exemple, l'involution

(1910 11 13 14 15 16
P=l2 4 1 5 6 12 8 3/

appartient a I, ,, les doubles croissances de longueur maximale étant

Doubles croissances Centre
10 ] 11§13 115 1 5 6 8 | [810]
7 9 |11 {131 2 4 5 6 [67]

9 | 111131 15) 415 6 1 8 [89]

Figure 3.13
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Théoréme 3.10 Il existe une bijection ® entre I'ensemble I, ,, et l'ensemble I,,,.

telle que si tel,,,, et que &(t)=p, alors ces deux involutions vérifient les propriétés
suivantes:

(i) Pour chaque sous-suite décroissante de longueur 2k de 7 et de centre [i;, ], il
existe une sous-suite de p, doublement croissante de longueur 2k et de centre
[x, , y,] telle que

[ilvjl] C[Xv)’k]_

(i) Pour chaque sous-suite de p doublement croissante de longueur 2k et de centre
[xl, y,] et pour chaque point p de [x,, yp], il existe une sous-suite de T,
décroissante, de longueur 2k dont le centre [i,, jl] contient le point p.

Exemple. Les involutions T et p précédentes (figure 3.12 et 3.13 ) se correspondent par
notre bijection ®, comme nous le verrons plus tard. On constate que les conditions (i) et (ii)
du théoréme sont vérifiées.

La démonstration de ce théoréme nécessite les deux lemmes suivants que nous
démontrerons dans la section 3 4.

Lemme 3.11 La correspondance de Robinson-Schensted ng (insertion colonne)
pour les tableaux oscillants est une bijection entre les ensembles O;%, et I,_,,. De plus,
si O est un tableau oscillant de O, et © = (RS? )-1(0), cette involution vérifie la
condition suivante:

(C) Si j, =7(i,) od i est l'entier expulsé A I'étape j alors qu'il se trouvait sur la ligne
q et en colonne 1 de 'un des tableaux injectifs, alors T admet une décroissance de
longueur 2¢ de centre [il A ]

Lemme 3.12 La correspondance de Robinson-Schensted (insertion ligne) RS pour
les tableaux oscillants est une bijection entre les ensembles O;%, et I, ,,. De plus, si O

est un tableau oscillant de O, et p = RS,(0), cette involution vérifie la condition
suivante:

(L) Si, lors de la construction de p, I'étape y, consiste en une suppression de cellule
provoquant en particulier le déplacement d'un entier x, de la ligne ¢ a la ligne
g —1 du tableau injectif correspondant (g = 1 lorsque x, est I'entier expulsé),
alors p admet une double croissance de longueur 24g de centre [xl, yq].

2 e - 4 .« . .« . . - ~ . o~



52 CHAPITRE III
comme nous le verrons plus tard, les points fixes traités i part (ensemble F de la figure 3.3 et

de l'exemple 3.6 ).

Soit
6 9 11 13 14 15 16
178 105 3 4f

En lui appliquant RS on obtient, de droite A gauche, la suite de tableaux injectifs

_ _ [
5 5 5
%) [1]3] [1[3]4] [113T4] [314] [3]4]
7 8] [ [
5 5] shid (5 5
3al [3]4] [3[4] [3[4] [3]4] [B3I4] [4] @
Figure 3.14
Cette suite correspond au tableau oscillant
—
— [y ]
o [ 11 CT1] [ |
| | (11 O o
Figure 3.15
En appliquant RS?, on obtient la suite de tableaux injectifs
) = z
5 5 5
1]3]4] [1]3] [1]3]

o [O] O3] [OI3]4]
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correspondant a I'involution

6 9 11 13 14 15 16
4 38 1 5 10 7)

Remarque. Figure 3.14, I'étape j, = 11 consiste en la suppression de i, = 8, entier
expulsé de la ligne ¢ = 3. On constate également que 7(8) = 11 et I'involution T admet deux
décroissances de longueur 2g = 6 et de centre [8 11] (15, 14, 11, 8, 5, 3 et 16, 14, 11, 8,
5, 4). Ceci est donc cohérent avec le lemme 3.11.

Figure 3.16, I'étape y, = 13 consiste en la suppression de l'entier 1 provoquant le
passage de x, =7 de la ligne ¢ = 3 a la ligne 2. On constate que l'involution p admet une
double croissance (13, 14, 16, 1, 5, 7) de centre [7 13] et de longueur 2¢ = 6. On retrouve
donc bien la condition (L) du lemme 3.12.

Preuve (théoréme 3.10)

Supposons vrais les lemmes 3.11 et 3.12. 1l nous reste alors a prouver les deux
conditions (i) et (ii).

() Soienttel,,, et O=RSJ(t). Soit D une sous-suite décroissante de longueur 2k
de T et de centre [il,j,]2

k]

D=jk > Jl >i| > eee >i“
o 1(i,) = j, pour 1< h < k. Cette involution a donc la forme

T= . . .
sas l[ sem lk e
Dans la construction, de droite & gauche, de la suite des tableaux injectifs, a l'étape [
précédant I'étape j,, le tableau injectif O,[/] est de hauteur k. En effet,

oc[l]=Pc(D,)=Pc('" By oo ‘1)'

oll D’ est une sous-suite de inf*(t) se terminant par i et dans laquelle on a supprimé les
entiers x 2 j;. Elle admet donc une croissance de longueur k, & savoir i, < «-- <i, (voir le
chapitre I). Cette suite ne peut contenir de sous-suite croissante
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serait une sous-suite croissante de D’ de longueur & + 1 et T contiendrait une décroissance de
longueur 2(k +1), contredisant I'hypothése selon laquelle 1 appartient a I,,,,. On peut
écrire, en utilisant le lemme 3.11 ou le théoréme de Greene [Gre] que

Oc[1)(k1) =4
Dans l'exemple 3.13, 1a sous-suite D de 1 est

15>14>11>8>5>3

de centre [8,11] et a 'étape 10 le tableau est

wuuml
—
o

Mais puisque

s=1i) et i =0.[1(k.1),
nous pouvons affirmer que la cellule contenant i, a 'étape /, a ét€ créée a une étape antérieure
que nous noterons x, (x, =7 dans l'exemple 3.13 ). Nous pouvons également affirmer que

la dite cellule sera supprimée a une étape y, postérieure a I'étape j, (y = 13 dans l'exemple).
Nous avons donc

h<yet x <i.
Considérons maintenant l'involution p de L,, ,,
p=RS(0)= ().
Compte tenu de ce qui précede, les étapes de création et de supression de cellules €tant les

mémes pour les involutions 7 et p, puisque correspondant au méme tableau oscillant, nous
avons

! L[xl](k’l) =X.

Soit maintenant y,, I'étape a laquelle x, descend de la ligne & a la ligne k—1, ce qui
correspond a I'étape de suppression de la cellule contenant x,, x, ne pouvant étre poussé€ par
un élément venant de 1a liene ¥ +1  Ainsi d'anres le lemme 3 12 o admet une double
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b)),
ce qui termine la démonstration de la propriété (i).
(i)  Soientp ﬁnc involution de I'ensemble I, ,, et O=RS.(p). Soit
e < =+ <Py X < = <),

une double croissance de longueur 2k et de centre [x,,y,], ou p(x,)=y, pour 1<h<k.
L'involution p s'écrit alors
_ ase yk XX yl LRy
p s ‘xk ese xl s .

Dans I'exemple 3.13, pour I'involution p, considérons la double croissance
(13<14<15, 1<5<10)
de longueur 6 et de centre [10,13] .

Dans la suite correspondante de tableaux injectifs, A I'étape I précédant I'étape y,, (dans
'exemple 3.13, 1= 11), le tableau injectif O, [I] est de hauteur k. En effet,

OL[I]=PL(D)=PL('" > xk)’

ou D est une sous-suite de inf*(p) se terminant par x, et dans laquelie on a supprimé les
entiers x 2 y,. D admet donc une décroissance de longueur k, a savoir x, > -+ >x,.

Dans l'exemple 3.13 1a suite D est (7 10 5 1) et admet la décroissance 7 > 5>1 de longueur
3.

Soit o, = O, [l](k.1), 'é1ément ¢, est alors le minimum des premiers éléments de
toutes les sous-suites décroissantes de I} de longueur &, [Gre]. Dans I'exemple 3.13 o= 7.
Nous avons donc o, <x,.

Soit B, I'étape a laquelle I'ender «t, descend de la ligne k a la ligne k—1. D'aprés le
lemme 3.12, p admet une double croissance de longueur 2k et de centre [a,, B, ]

B, < - <B.. . < --- <),
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B2y,

Ainsi on est passé d'une sous-suite doublement croissante de p de longueur 2k et de centre

X,,¥,] & une sous-suite doublement croissante de p de méme longueur 2k et de centre
o,,B, | telle que

[xl’yk] < [al’Bk]'

Mais puisque o, = O, [I](k,1), que I'étape B, est I'étape 2 laquelle I'entier o, descend de la
ligne £ a la ligne k ~1 et que le tableau O est de hauteur &, nous avons les deux faits suivants

(1) A l'étape B,, la cellule du tableau injectif contenant I'entier a, est supprimée. Clest le
cas puisque ., ne peut étre remplacé par un entier supérieur venant de la ligne k+1.

2 La cellule contenant I'entier o, et située & hauteur k a €t€ nécessairement créée a
I'étape o,. Sinon, o, aurait €té poussé dans cette cellule 2 partir d'une cellule située a
hauteur k+1.

Considérons maintenant I'involution
1= RS(0)=d7(p).
Puisque le tableau oscillant O correspond a T par RSC et 2 p par RSC, les étapes de

suppression et de création de cellules sont les mémes pour T et p. Nous déduisons de (1) et
(2) que O, [0, ] est un tableau injectif pour lequel

Ocfoy (k1) =0,
et que la cellule ainsi créée a I'étape o, sera détruite a 'étape PB,. Cette cellule, durant toute
son existence dans O, contiendra relativement 2 la correspondance RSC une suite croissante
d'entiers
1

a, ::i:<i12< cen <i1

ol i, avec £21, est son contenu au moment de sa suppression 2 1'étape B,. De plus les
entiers if , pour 1 <5 <t¢, sont expulsés 2 des étapes j; vérifiant

W<t <o <ji=B,.
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On déduit alors du lemme 3.11 que pour toutes les valeurs de s telles que 1 <5 <7, T admet
une décroissance de longueur 2k et de centre [i,‘, jl'], ii étant expuls€ de la ligne & a I'étape
Ji-

Dans I'exemple 3.13, nous avons, pour a, =7 et B, = 13

Centre = [i.'ij ] Sous-suite décroissante associée
[7,91 16>14>9>7>5>4
{8,111 16>14>11>8>5>4
[10,13] 16>14>13>10>5>4

figure 3.17

En conclusion, nous avons

1]

o =i <if < e <]
hi<ji< - <ji=B,
etpour 1<s<¢
i <.
Nous en déduisons

[al’Bk] = U[‘\Jvh‘]

s=1
D'autre part, nous avons [x,,y,] < [a,.B,].

Ainsi, pour tout point p de [x,,y,], centre d'une double croissance de longueur 2k de p, il
existe une sous-suite décroissante de longueur 2k de T =7 (p) et de centre Ti{ ,Ji] contenant
D, ( pour un certain s compris entre 1 et ¢ ).

Ceci termine, sous réserve de la validit€ des lemmes 3.11 et 3.12, la preuve du théoréme
3.10.

Définition 3.14  Nous désignons par I, , I'ensemble des involutions T sur [2n+c]
ayant c¢ points fixes et admettant une décroissance D de longueur maximale £, telle que

sik =2 p alors D= j,>>ji> [ >->0,
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Remarque 3.15  Dans la définition 3.14, il convient de remarquer que

) k<2n+1 sic21
k<2n sic=0

(2) Ladéfinition3.8de I, ,, correspond a I,

»,0,2d

(3)  Dans [Gou3] on trouvera une preuve du fait qu'a toute sous-suite décroissante
de longueur k d'une involution, correspond une sous-suite décroissante ayant

la forme D (paragraphe "Stacks and decreasing sequences”)

Définition 3.16 Nous désignons par I,, ., I'ensemble des involutions T sur [2n+c]
ayant ¢ points fixes et admettant une double croissance C de longueur maximale £, telle

que
si k=2 p alors C=y, <<y, x, < <x,
sik=2p+lalors C=y, <<y, x,<--<x <f,
avec 1(x,)=y, et 1(f)=f.

Remarque 3.17 Comme précédemment, il convient de remarquer que

) k<2n+1 sicz21
k<2n sic=0

(2) Ladéfinition3.9de I,,,, comrespond a I, , ..

Une extension simple du théoréme 3.10 nous conduit au résultat suivant.

Corollaire 3.10.1 1l existe une bijection ¥ de 'ensemble I, ., vers I'ensemble I,, .

Preuve Soit T une involution de I,,.,. Soit F I'ensemble des points fixes de 1 et
A=[2n+c]/ F. Considérons I'involution sans point fixe t” obtenue de 7 en la restreignant
aux points de A. Ainsi, si k=2p oubiensi k=2p+1, 1’ est une involution de I'ensemble
1,,,. Considérons l'involution p’=®d(t’). Le théoréme 3.10 nous assure que p’est une

involution de I, ,,. Considérons l'involution p sur [2n+c] définie par
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pel,, .-
Pour terminer la preuve du théoréme 3.5, il nous faut montrer les deux résultats suivants.

Lemme 3.18  Ilexiste une bijection v entre l'ensemble S=*

2n.c

etl'ensemble I, ,.

Preuve C'est une conséquence de la propriéié 1.2 de Schiitzenberger [Schii] et du
théoréeme de Schensted [Sche].

Lemme 3.19 Il existe une bijection pu entre l'ensemble O et I'ensemble

2nc
][2n,c.2k—l U IZu.c,Zk *

Preuve Soit p une involution appartenanta I, _,, , UL, .,,. Notons p la longueur
de la plus longue double croissance de p. Ainsi p = 2k—1 ou p = 2k. L'involution p agit sur
[2n+ c] et possede pour points fixes I'ensemble F = { << < _ﬂ} de cardinalité c.

Considérons l'extension p de p définie par,

p(i) = p(i) pour ie[2n+k]/ F,

fosin)=2n+c+j

‘j( ”) ] pourl<j<c
pn+c+j)=f,_.,

Ainsi, p est une involution sans point fixe sur A = [2n+ 2c].

Sa forme est la suivante

......... 2n+c+1 2n4c+2 - 2n+2c
P . .
t; S A

De plus nous constatons immédiatement

pe n2u.¢.2k—1 = pe ]z.+2c,o.2n

pel,, .., = pe l2u+2c,0,2k_

On déduit alors du lemme 3.12 que si O=RSZ(p) alors O est un tableau oscillant
appartenant & O;.,,, ,. Ainsi
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Ainsi a I'involution p correspond exactement le tableau oscillant

0=0, )"2’ K,,‘ Tt )\‘Zn+c

qui appartient aussi a Ojx,.

Remarquons de plus que

Ol2n+cl= [flAl | T | ]f]

ou F= { A% ANEITIN fc}, ce qui fait que cette construction est clairement réversible.

4179
p= :
235

ol I'ensemble des points fixes est F ={1,6,8}.

Exemple 3.20. Soit l'involution

Cette involution appartient donc a K¢,;. Sa plus longue double croissance est
(6<7<9, 3<5<6). La construction de p nous donne

4 79 10 11 12
P=l2 35 8 6 1|

et p appartient a I,,,. La plus longue double croissance est en effet
7<9<11, 3<5<6<7. Le tableau oscillant lui correspondant par RS{ est

6=zDEDEbEDEbB:IBJB:DUDEDDQ

1l appartient 2 O;),. Dans la construction du tableau, on constate que 0,[9] =(1I8] = F.

Ainsi le tableau oscillant O (O privé de ses derniéres formes) est un element de l'ensemble
053,

m Hﬂl‘ll_l
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Preuve (théoréme 3.5) Elle estune conséquence immédiate des lemmes 3.18 et 3.19
ainsi que du corollaire 3.10.1.

Section 3.4 Preuve des lemmes 3.11 et 3.12

Par commodité pour le lecteur, nous rappelons les énoncés de ces lemmes dans cette
section. Pour la démonstration du premier lemme, le lecteur pourra consulter I'exemple 3.13
de la section précédente.

Lemme 3.11 La correspondance de Robinson-Schensted RS (insertion colonne)
pour les tableaux oscillants est une bijection entre les ensembles O3t et I,,,,. De plus,
si O est un tableau oscillant de 0}, et 1 = (RS2 )-1(0), cette involution vérifie la
condition suivante

(C) Si jy=1(i;) ol i est I'entier expulsé 2 I'étape j, alors qu'il se trouvait sur la
ligne ¢ et en colonne 1 de l'un des tableaux injectifs, alors T admet une
décroissance de longueur 2g de centre [i,, j,]-

Preuve Nous avons vu au chapitre précédent que l'algorithme RS? est une bijection
entre les involutions sans point fixe sur [2n] et les tableaux oscillants de longueur 2n et de
forme finale vide (). Soit

0=(3, A, -, A\, =0)
un tableau oscillant de O3 et soit T = (RSC )_1(0). Montrons que 7 satisfait la propriété (C)
etqu'elle appartienta I, ,,.

Soit ;; un entier de [2n] apparaissant sur la premiére colonne et la ligne ¢ de I'un des
tableaux injectifs de O.. Cet entier est expulsé de I'un des tableaux injectifs de O, a I'étape
Ji» ol i < jy =1(i). Ainsi

Oc[j -1)(g.1) = .
Soit I'entier i, = O:[j,[(¢—11), cet entier existe et est nécessairement plus petit que

i,. Supposons que i, soit expulsé a 'étape j, ol i, < j, = 1(1’2). On a nécessairement j, > j,
et donc
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Jg> o 2 h>h>h>h> e >
dont le centre est [, j,] et ot 1(i, ) = Jj.

Comme le tableau oscillant O est exactement de hauteur £, il existe un entier p tel que
O, p] est un tableau injectif de hauteur &, et un entier i, vérifiant O, p}(k,1)=1,.

L'involution T admet donc une décroissance de longueur 2k vérifiant la propriété (C).
11 reste & montrer que cette décroissance est de longueur maximale.

Supposons au contraire que T posséde une décroissance de longueur 24 avec 2d > 2k,
c'est-a-dire

Ja> o SR> L >h>h> e >

On peut alors écrire 1 sous la forme suivante

( AT SETTI 3 )

1= . . . .

LER) l) LYY lz see " e

Considérons le tableau injectif O.[j, —1]. Ce tableau est aussi le P-symbole, obtenu par
l'algorithme de Robinson-Schensted avec insertion colonne, pour le mot m = inf* (1, j, — 1):

OC'[jl —1}=Fe(m).

Le mot m admet la sous-suite i, i, , --- i, § car tous ces entiers sont plus petits que l'entier
J,- Ainsi, d'apres le théoreme de Schensted [Sch], O.[j; - 1] serait de hauteur d > k ce qui
contredirait I'hypothése initiale sur O. Ceci termine la preuve du lemme 3.11.

La partie délicate de cette section porte sur la preuve du lenune 3.12. Elle passe par
plusieurs étapes intermédiaires pour lesquelles, comme nous I'avons souligné au chapitre 1,
le théoréme de Knuth [Knu2], [Gre] jouera un role important. Nous avons cependant
remarqué que des propriétés concernant les permutations d'une méme classe de Knuth
peuvent ére prouvées en montrant

i) quelles sont vérifiées pour la permutation canonique ligne G,,
i) qu'elles sont laissées invariantes par seulement deux des transpositions de Knuth,
(il est inutile d'essayer de le prouver pour les autres).

Panr exnliconer ce réenltat donnone d'ahord 13 définition snivante
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oua<b<ec.

Théoréme 3.22 (Knuth) Soit S un tableau standard et G, la permutation canonique ligne
associée. Alors toute permutation ¢ dont le P,-symbole est S (algorithme de Robinson-
Schensted avec insertion ligne), s'obtient 2 partir de &, par une suite de transpositions de la
classe K.

Bien que ce résultat ne soit pas donné explicitement par Knuth [Knu), il est sous-
jacent a la preuve de son théoréme.

Théoréme 3.23 Soient S un tableau standard de taille n, i, et i, deux entiers. Considérons
D =i, >, >--->i_ une suite décroissante d'entiers de [n] vérifiant
(i) pour tout j, 1 <j < p, l'entier i; apparait sur la ligne k; de S ou
k >k > >k,
(i) i, est maximal parmi toutes les suites décroissantes débutant par i, de longueur p
et vérifiant ().

Alors, toute permutation 6 dont le P, -symbole est S admet une sous-suite décroissante

(1) débutantpar i,

(2) seterminant par i,

(3) de longueur maximale lolu! 2p,

(4) telle que toute sous-suite décroissante de o de longueur ! débutant par i, se
termine par i;, ou i, < i,.

Exemple 3.24 Soit

6 7
S = 2{4
1{3

5]

Figure 3.20

Les permutations o telles que P, (6) = S (classe de Knuth de S) sont données dans le tableau
suivant, et leur nombre, 21, est donné par la formule des équerres.

Classe de Knuthde S 6,=6724135

6724513 6274135 6217435
6724153 6271453 6214753
6724135 6271435 2674513

L™ ™1 AN L% A 3% | Sec=m 4100
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On constate que quelle que soit la sous-suite décroissante D de longueur p, débutant
par i, se terminant par i, et vérifiant les conditions (i) et (ii) du théoréme, toute permutation
de la figure3.21 admet une sous-suite décroissante vérifiant (1), (2), (3) et (4). Les

longueurs, début et fin des sous-suites D sont donnés par le tableau ci-dessous.

Longueur | Début Fin
P h !

W W [ I [N
[« N R WSS 2 BN [=, B}
W W = W [ [n

Figure 3.22

Preuve (du théoréme 3.23) Soient S un tableau standard de taille » et une suite décroissante
d'entiers D=1 > i, >---> i, vérifiant les conditions (i) et (ii) de I'énoncé.

Montrons tout d'abord que le résultat est vrai pour la permutation canonique G;.
D'aprés la définition de la permutation canonique G, et la condition (i) que vérifie D, il est
évident que la suite D est une sous-suite décroissante de 6,. De plus, en vertu de la
définition de G, , 1a condition (i) nous assure que

D est une sous-suite décroissante de G, de longueur maximale parmi celles débutant
par i et finissant par i,

pour toute sous-suite décroissante de G, de longueur p, débutant par i et se terminant
parx,onax<i,

Ainsi, D est la sous-suite recherchée, maximale pour G, et vérifiant (1), (2), (3) et
(4). Le résultat est donc vérifié pour G, .

Soit o, une permutation dans la classe de Knuth de S, admettant une sous-suite D,
vérifiant (1), (2), (3) et (4). Sa longueur estdonc [ 2 p.

Soit O, une permutation de la classe de Knuth obtenue de G, par une des deux
transpositions de la classe K. Deux cas sont a considérer :
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Dy=i - iy, € iy, iy
ou i, <a<c.

Alors la suite
Dy=i iy €@y, i
est une sous-suite décroissante de 0, de longueur [+1.

Ainsi, 0, admet une sous-suite décroissante D, débutant par i; se terminant par i, et
de longueur maximale &, égale A [ ou /+1. Montrons par l'absurde, que D, vénﬁc la
prpopriété (4) du théoréme.

Soit donc
Dy=ix, - x,

une sous-suite décroissante de longueur k débutant par i, et finissant par x,, avec x, > i,
On peut supposer que D, est telle que x, est maximal parmi les sous-suites décrmssantes
vérifiant ces conditions. Ralsonnons sur les entiers a et ¢ permutés par &, .

c c

Q
[ S .

o
g ———
P
[N
e —————

Ko
>
g ——

B et e L L

Figure 3.23

Casi) Lasuite D; ne contient pas les deux entiers a et ¢. Dans ce cas, il s'agit aussi d'une
sous-suite décroissante de ©,, ce qui est contradictoire avec le fait que D, vérifie (4).

Cas ii) La suite D; contient les deux entiers a et c.

(@) Siles deux entiers c et a ne sont pas les deux premiers dans la sous-suite D}, il y
a encore une contradiction. En effet, en remplagant ¢ par b dans la sous-suite

D, on obtient une sous-suite décroissante de 6,. Contredisant le fait que D,
vérifie (4)
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(b,) Si k=1 nous avons

D; =i a x, --- x, sous-suite décroissante de O,,
D =i i, i, --- i, sous-suite décroissante de G,,
x, > i, =1,, et x, maximal pour les sous-suites de G, du "type" D;.

Nous avons nécessairement i, > a. S'il en était autrement :

L=a et Di=ibLih=caii

, ne pourrait &tre une sous-suite
décroissante de o, (figure 3.23),

i,<aeti ai --- i serait une sous-suite décroissante de 0, (D, I'est et i =
¢ < a) de longueur [+1, et se terminant par i, =i,, ce qui contredit les
caractéristiques de D, pour O, avec I'hypothése k =1, (cas b,).

Ainsi, comme le montre le diagramme de la figure 3.24, les deux sous-suites
décroissantes D, et D, de O, se "croisent”.

Figure 3.24

Divisons ces deux sous-suites, relativement a leur "intersection”, comme le
montre la figure 3.24 :

D, en deux partics de longueurs respectives d, et f;,
Dj en deux parties de longueurs respectives d, et f,.

Ainsi I =d, + f, =d, + f, et deux cas peuvent se produire.

- Si f, > f,,la suite allant de i, & i, et passant par a et x, a pour longueur
d,+ f>d, + f, =1. Cette sous-suite décroissante de O, débutant par i et
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x> x,. Ceci contredit le fait que D, vérifie la condition (4) du théoréme pour
les sous-suites de longueur ! débutant par i,.
Ceci termine 1a preuve du cas A).
Cas B) 0,=k(0,)ou k,: cab — ach (figure 3.25)
Rappelons pour le lecteur, que
Dy=i i, - i,

ol i, =i, est une sous-suite décroissante vérifiant les propriétés (1), (2), (3) et (4) du
théoréme. Salongueurest]2p.

[

l

1~

Q

——— - - - -l
e ————————

o
m———a o
K

fmmmmmeenee—y

ol
g —————

s{

Figure 3.25
Casi) D, ne contient pas les deux entiers permutés c et a. D, est alors une sous-suite
décroissante pour O, et vérifie donc (1), (2) et (3). Elle vérifie également (4) pour
O, car c'est le cas pour G, et toute sous-suite décroissante pour G, l'est pour o,
(figure 3.25).
Casit) Dy=i iy ~+ by =~ b= § L - c a -+ .
(a) Supposons que k < /. Dans ce cas, la suite

Di=i b by by -

est une sous-suite décroissante de O, (figure 3.25). Pour les mémes raisons que
précédemment, cette suite vérifie les conditions (1), (2), (3) et (4).

(b) Supposons que k =1 etdonc a =i, =i,. Dans ce cas la suite



68 CHAPITRE II

Remarque On peut obtenir un résultat analogue au théoréme 3.23 en remplagant dans son
énoncé les termes "décroissante” par "croissante” et "ligne” par "colonne". Ceci est due au
théoréme de Schensted [Sche]. :

Définition 3.25  Soit S un tableau standard et i, un entier situé sur la ligne £ du tableau
S.

On définit la trace de i,, notée (i), comme &tant la suite décroissante i, i, , - i
telle que, pour tout entier j compris entre 1 et k—1, i; est I'entier le plus grand sur la ligne j
de S qui soit inférieur 3 i;,,.

Exemple.

7(8
316

~[ola]u
©

Pour ce tableau nous avons r(5)=5421 et r(9)=986.

Remarque La trace d'un entier x, tr(x), est exactement la suite des entiers déplacés
lorsqu'on pousse x dans I'algorithme de Robinson-Schensted RS;.

Corollaire 3.23.1 Soient S un tableau standard et i, un entier situ€ sur la ligne £, tel que
tr(ik)= By By e b b

Alors, toute permutation ¢ appartenant a la classe de Knuth de § admet une sous-suite
décroissante

- commengant par i, ,

- se terminant par i,

- de longueur [ 2 k.

Preuve 11 suffit de constater que la trace r(i,) remplit les conditions (i) et (i) du
théoréme 3.10, pour obtenir le résultat.

Pour terminer cette section, nous rappelons le lemme 3.12 et nous le démontrons
ensuite. Le lecteur pourra se référer a l'exemple 3.13 .

T oz 219 T n rrrracrnndanca da D akinenn Qrhencted Gincartinn liana) PCO nanr
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g—1 du tableau injectif correspondant (g = 1 lorsque x,; est I'entier expulsé)
alors p admet une double croissance de longueur 2g de centre [xl, yq].

Preuve (lemme 3.12)  Soit O un tableau oscillant de OjF, et soit p = RS(0).
Montrons tout d'abord que p vérifie la propriété (L) du lemme. Soit

X = OL[)’,, - 1](4»"),
ct

x, = OL[yq](q -1r"),
avecr’'2r. .
Ainsi, 4 I'étape I = ¥, -1 I'entier x, se trouve a hauteur ¢ dans le tableau injectif S =

OL[yq - 1] et I'étape y, consiste en I'expulsion de l'un des entiers de O, [yq - l], disons x_.
L'involution p est donc de la forme

p_ al “es y' aen au
Bl b ‘xq o Bn ’
D

et, d'apres la proposition 3.7, nous avons

§ =P, (inf*(p,y, —1))
=F.(D)

ou Destlasuite B, --- x_ dans laquelle on a supprimé les entiers supérieurs ou égaux a
Yo+

Considérons la trace de I'entier x,, dans §,

r(x)=z12,+z,
olz =x,72>z,etz =X,

Le corollaire 3.23.1 nous assure l'existence d'une sous-suite décroissante de D
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Comme x, < ¥,» X étant présent dans le tableau injectif 2 I'étape Y, 1a sous-suite
X <Y, < v <Y, X, < e <X
est une sous-suite doublement croissante de centre [xl, yq] et de longueur 24.
Ainsi 1 vérifie la propriété (L). Le tableau oscillant O étant exactement de hauteur , il
existe un tableau injectif admettant un entier x, & hauteur k qui sera poussé vers la ligne k —1

a une certaine étape. L'involution p admet donc une double croissance de longueur 2k.

De plus, si p admettait une double croissance de longueur 2q, avec g > k, de centre
[xl, yq], alors le tableau injectif

(0) [yq l] (mf (1: yq—l))

aurait une hauteur supérieure ou égale 2 g, car inf* (1: ¥, —1) admettrait une décroissance de
longueur q. Cci contredirait I'hypothése selon laquelle 0 est un tableau oscillant de 05~,.

Ce qui acheve la preuve du lemme 3.12 et termine le chapitre.



CHAPITRE IV
UNE THEORIE COMBINATOIRE DES POLYNOMES DE BESSEL

Section 4.1, Introduction

Nous présentons ici un modele combinatoire pour les polynOmes de Bessel, basé sur
les involutions munies d'une certaine pondération. Ce modéle, qui correspond également 4
une classe de tableaux oscillants, nous permet de donner une interprétation combinatoire et la
preuve de la plupart des identités classiques sur cette famille de polyndmes : équation
différentielle, relation de récurrence 2 wois termes, équations différentielles récurrentes et
série génératrice exponentielle. Nous donnons également une preuve totalement combinatoire
de I'orthogonalité des polyndmes de Bessel, preuve d'oll nous déduisons la valeur du
coefficient de normalisation, coefficient nécessaire & I'expression de toute fonction dans la
base de ces polynomes.

Historiquement, les polyndmes de Bessel, ainsi nommés compte tenu de leur relation

avec les fonctions de Bessel, apparaissent comme solution de I'équation différentielle du
second ordre [Chi], [Kra]

2
xz-z—x%’-+(2x+2)%=n(n+l)y. 4.1)

La valeur explicite de ces polynOmes, en termes de la fonction hypergéométrique oF, est la
suivante :

y.(x)=, ( nn+l; ; y)
(n+k) ¥
- o ans)
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Cette famille de polyndmes peut également étre définie a partir de la récurrence 2 trois
termes

Yue1 (X) = (284 1) x Y, (X) + Yy (X).
4.2)
)'o(x)z 1, yl('x)= 1+x.

Ainsi, les coefficients de ces polyndmes sont entiers; nous donnons ci-dessous les cing
premiers polyndmes de Bessel pour lesquels nous constatons que les coefficients des
mondmes de plus haut degré énumérent les involutions sans point fixe (la suite 1, 1, 3, 15,
105, 945, ...).

Yo(x) =1,

nx)=1+rx,

Yao(x)=1+3x+ 3x2,

y3(x) =1+ 6x +15x% +15x°,

ya(x) = 1+10x + 45x% +105x> +105x*.

11 existe de multiples autres relations de récurrence faisant intervenir les dérivées de
ces polynomes; parmi les plus classiques nous pouvons citer :

X2y (x) = (2 = 1)y, (x) + Yoy (%), (4.3)
X2y 1 (1) = 3, (1) = (nx + 1)y, (%), 4.4)
x(yp(x) + yp1(0)) = n(y, (X) = Ypy (X)), (4.5)
(nx + Dy, (x) + Ypy (%) = Py, (). (4.6)

La série génératrice exponentielle des polyndmes de Bessel est donnée par I'expression

: " 1-(1-2xt)%
Oy,._l(x);i = exr{(—x)—], @4.7)

dans laquelle y_(x) =1, (en général y_,(x) = y,_;(x)).
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La série apparaissant dans 1'exponentielle admet elle-méme pour développement

—(1-— ¥% 2 3 4 5
1=A-2x)" PSRRI e LI LT, S LI,
: X 2! 3t 41 5t

tu+1

= §(2n)!! x" D)

ol nous voyons a nouveau apparaitre la factorielle impaire (2n)!! = 1.3.5......(2n-1)
énumérant les involutions sans point fixe.

Considérons maintenant I'alg¢bre des polyndmes (oit le produit est le produit usuel
des polyndmes) dont l'espace vectoricl sous-jacent est engendré par les combinaisons
linéaires des polyndme yg(x), y1(x), y2(x), .... La famille des polynomes de Bessel est alors
orthogonale par rapport a la fonctionnelle linéaire semi-définie &5, donnée par

B(f(x)) = 54 S (x)¢ ¥

ou l'intégrale complexe est prise sur un contour fermé contenant l'origine. Un calcul
analytique permet de prouver l'orthogonalité des polyndmes de Bessel, plus précisément

0 si ngm
B(Yp(x) yu(0)) = 1y 2

( Tt sinon . 4.8)

En écrivant
-k _k
YalX)= Yy x*,
k=0

on obtient, compte tenu de 1a linéarité de la fonctionnelle &

B(ya(x): yu(0)) = 2 Zy;, y,’;, S(xi,xj)

i=0j=0
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_aya+l . N .
La suite O est en fait la suite des moments pour cette famille de
DT ) Ha o p A

polyndmes, cette suite de moments définissant de maniére unique la fonctionnelle &.

Le passage de la base canonique a la base des polyndmes de Bessel s'écrit
matriciellement

Y=PX,
c'est-a-dire
(yox)] 1 0 0 0 0 -[1]
nx| [ty 0 0 o x
| |t v ¥ 0 0 x?
= 1 2 3 1.3
@[ |1 »3 » y3 0 x
yax)| |1 ¥ Y3 ¥ ¥ x*
R B A A JLt ]
Le passage inverse, correspondant 2 X = P'Y, avec
fm, 0 0 0 0 -
m;, m, 0 0 0
pl= my m, m, 0 0
Myy My, My my, 0
ms, M5, M5y Mg, My
est donné par
B(x' ;)
m= T
33()’i (X))
avec
: =2)"'(i),
x(x' -y,-(.'r)) = ()—()L (4.10)

(j+i+1p’
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- -

Ho M MKy Hy; U,
i By K3 Ky s
M= My My My Hs Mg
Ms Uy Hs He Hy
e Hs He Hy My

et D la matrice diagonale dont les €léments sont donnés par la formule (4.8).

Nous proposons, comme le laissent présager les premiéres constatations faites sur les
coefficients, un modéle combinatoire pour cette famille de polynémes, modgle permettant non
seulement de retrouver toutes les identités classiques présentées précédemment, mais
¢galement d'obtenir une démonstration entiérement combinatoire de l'orthogonalité de cette
famille de polynomes.

11 convient toutefois de souligner l'existence d'un autre modele pour les polyndmes de
Bessel généralisés définis par

yo(x)= i (:)(n+a+1)k (;)k

k=0
oi (n+a+l), =(n+a+l)(n+a+2)-(n+a+k—-1)(n+o+k).

Cet autre modele est un cas particulier d'un modele plus complexe, introduit par
Leroux et Strehl [Le-St] pour l'interprétation des polyndmes de Jacobi. En effet, en
restreignant les objets associ€s aux polynémes de Jacobi, ils obtiennent un modele qui differe
de celui présenté ici, et démontrent les identités fondamentales pour ces polyndmes de Bessel
généralisés. Or ce modele bien que plus complexe que celui proposé ici, n'a pas permis
jusqu'ici de donner une explication combinatoire pour I'orthogonalité de cette famille.

Section 4.2. Le modéle combinatoire

Dans cette section, nous définissons pour chaque entier n positif ou nul, une classe
d'objets pondérés dont la cardinalité de cette famille (en tenant compte de cette pondération)

est un polynéme. Nous montrons ensuite que les polyndmes ainsi définis sont les polyndmes
de Bessel.
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Dans ce qui suit, nous utiliserons souvent une représentation graphique des
involutions, trés classique en Combinatoire. Celles-ci seront représentées par n points
horizontalement alignés et les points deux a deux couplés seront reli€s par des arétes (la
figure 4.1 représente une involution sur cing points ayant un seul point fixe). Nous noterons
¢(t) le nombre d'arétes de l'involution t.

Nous désignerons par le terme orbites les cycles de longueur 1 ou 2 de I'involution, c'est-a-
dire les points fixes et les arétes. Ainsi, l'involution de la figure 4.1 comprend trois orbites :

deux arétes et un point fixe.
OO

figure 4.1

Considérons maintenant 'ensemble ]If,(x) des involutions pondérées sur n points
ayant k points fixes, ot la fonction de poids p associe & chaque involution T le poids
défini par

p(1) = x".

Nous étendons alors la fonction Card a ces objets pondérés comme suit
Card, (I%(x0)) = 1} x*,

ce qui nous permet de définir une famille de polyndmes qui, comme nous le montrerons par
la suite, s'avérera étre celle des polyndomes de Bessel.

Définition 4.1. On définit {y,(x)} ,, comme étant la suite de polyndmes

Ya(x) = Card,(l:J H::i(x)) ,

k=0

c'est-a-dire, compte tenu de la définition de Card;

n

\ ~k _k
Ya(x)= Y Ingx*. 4.11)
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Remarque. Au polyndme y,(x) ainsi défini correspond la famille des involutions
(pondérées par la fonction p) ayant exactement n orbites, c'est-a-dire les involutions opérant
sur un nombre de points pouvant aller de n (uniquement des points fixes) & 2n (uniquement
des cycles de longueur 2).

Cette interprétation combinatoire des polyndmes de Bessel, bien que voisine de celle
correspondant aux polyndomes de Hermite [Hei], [Vie], difféere quant a la taille et la
pondération des involutions associées. En effet, le niéme polyndme de Hermite est

%]
H,. (I) = Zlu:zk (_l)kxu-2k.

k=0
A ce polyndme correspond donc I'ensemble des involutions opérant exactement sur n points
et ayant n—2k points fixes (ou k ar€tes). La pondération consiste ici en le poids x sur chaque
point fixe et (—1) sur chaque aréte.

Remarque. 11 aurait ét€ possible de définir ces polyndmes & partir des tableaux oscillants,
en effet si on pose

Y,(x)=Y £t ok,
k=0

nous obtenons une définition équivalente, car en vertu des résultats du chapitre II1, section
3.1, le nombre d'involutions sur n+k points, ayant n—k points fixes est égal au nombre de
tableaux oscillants de longueur n+k de forme finale A = (n—k).

Théoréme 4.2. Les polyndmes y,(x), définis par (4.11), sont les polyndmes de Bessel.

Preuve. Nous constatons tout d'abord que les deux conditions initiales de la récurrence
eont catiefaitee clect-a-dire viri=1 (involution "vide" de noide 1Y et vivrY =14+ v
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Ceci revient 2 construire une bijection entre l'ensemble H:I};f et l'ensemble

2n+1]x I PUTRL L. Considérons donc une involution T dans I'ensemble Ik
Ou bien T a un point fixe a la fin (2 droite dans la représentation graphique c'est-a-dire le
point n+1+k) ou bien le dernier point de 7 est relié par une aréte a un autre point situé i sa
gauche. Dans le premier cas, on peut "bijectivement” supprimer ce point et ainsi obtenir une
involution appartenant & I'ensemble I;,;; dans le deuxiéme cas on supprime l'aréte (et ses
deux extrémités) en mémorisant la position ol se trouvait l'extrémité ini_t}glq de cette aréte
supprimée, et nous obtenons donc un couple de I'ensemble [n+k] U H:+(k_1;- Ainsi, nous
avons

Lo s U+ k] x I8, (4.12)

On réapplique une nouvelle fois le méme type de décomposition sur le premier ensemble du
membre droit de I'identité ci-dessus. Si l'involution t dans H:;’,ﬁ possede un point fixe i la
fin, on le supprime et on obtient une involution dans H:Z%;',ﬁ. Si par contre le demier point est
reli€ 2 un autre point par une aréte, cette fois ci on supprime cette aréte en conservant
toutefois 1'extrémité initiale de celle-ci (ce point devient point fixe de la nouvelle involution)
que l'on marque pour rendre la construction réversible. Ce faisant, nous obtenons une
involution de I'ensemble ]1:;2';:3 dont un point fixe est marqué (choix d'un entier dans
I'ensemble [n—k +1].

Cette derniere décomposition permet de réécrire 'équation (4.12) de la fagon suivante
L= Uln-k+1]x I8 Uln+ k] < 15420

Aa+(k~1)
_ ya-l-k n-(k-1)
=L URr+1]x | Wi

La figure 4.3 présente schématiquement cette bijection pour laquelle nous avons combiné les
deux étapes de la décomposition.

intervalle marqué

&\. —

T point fixe marqué

figure 4.3
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Théoréme 4.3. Les polyndmes y,(x) satisfont 'équation différentielle définissant les
polyndmes de Bessel

2
2d7%y . dy
b 4 F+(2x+2);= n(n+1)y.

Preuve. En reportant la définition des polyndmes y, (x) &équation 4.11) dans cette équation
différentielle et en extrayant les coefficients du mondme x* ce théoréme revient
4 montrer que

(k+ 1)k I +2(k + DI D = n(n+ 1) 15 £, (4.13)

n

figure 4.4

Considérons le membre de droite de (4.13). Celui peut s'interpréter comme étant le
nombre d'involutions sur n+k points ayant n-k points fixes, involutions constituées donc de
n orbites, dont deux sont pointées par des lettres, a et b par exemple, ot I'on tient compte de
l'ordre du marquage et ol I'on admet les répétitions, une méme orbite pouvant étre marquée
deux fois, et de deux fagons distinctes (a,b ou bien b,a comme le montre la figure 4.4) .

Dans le cas ol les orbites pointées sont des arétes (il y en a k ), ceci donne le premier terme
du membre gauche de (4.13) ( k(k+1) manidres d'étiqueter compte tenu de ces régles dans
I'étiquetage ).

Si tel n'est pas le cas, 'étiquetage porte alors sur deux orbites dont I'une au moins est
un point fixe de I'involution. Nous obtenons alors dix cas génériques suivant les positions
des deux orbites marquées.

Par une construction réversible (voir la figure 4.5), il est possible pour chacun de ces
dix cas d'ajouter une nouvelle aréte a ces involutions, aréte que I'on oriente et dont l'une des
extrémités est le (I'un des) point(s) fixe(s) étiqueté(s) de l'involution initiale. Nous obtenons
de cette fagon des involutions sur n+k+1 points ayant n—(k+1) points fixes et dont I'une des
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Théoréme 4.4. Les polyndmes de Bessel satisfont la récurrence différentielle

X y,,(x) = (nx =Dy, (x)+ y,_;(x),

Preuve. En interprétant cette équation avec notre modele combinatoire, et en extrayant les
coefficients du mondme x¥, ceci revient & montrer lidentité suivante :

n-(k-1) n-1-k n-k
n— (k=11 005 + ok = Iny
Cette formule est la formule de récurrence classique pour les involutions. En effet, soit une
involution (dont le nombre est donné par le membre droit de 1'équation) se termine par un
point fixe que I'on supprime, ce qui donne le deuxiéme terme du membre gauche; soit elle se
termine par un point qui est 'extrémité d'une aréte, et dans ce cas on supprime ce dernier

point et cette aréte en marquant 'exrémité initiale (que I'on conserve) qui devient point fixe,
obtenant ainsi le premier terme du membre gauche.

Théoréme 4.5. Les polyndmes de Bessel satisfont la récurrence différentielle

22y, (x) =y, (x) = (mx + 1)y, ().

Preuve . Ceci revient 3 démontrer l'identité suivante :

“D=(k-1) , yn-l-k _ yn—k
n+ (k= DIGGED + ot = Ik

11 s'agit toujours de la formule de récurrence classique pour les involutions. La méme
construction que précédemment permet de la prouver, 2 ceci prés que dans le cas de la
suppression de l'aréte dont I'une des extrémités est le dernier point de l'involution, on
supprime cette fois les deux points constituant cette aréte, en marquant l'endroit ou figurait la
premiére extrémité de celleci.

Théoréme 4.6. Les polynomes de Bessel satisfont la récurrence différentielle

x(ya () + ., () = n(3,(x) ~ ¥, ().

Preuve. La preuve de cette €quation revient & prouver l'identité suivante :
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Théoréme 4.7. Les polyndmes de Bessel satisfont la récurrence

(X + D)y (x) + Y1 (%) = B2y, (x).

Preuve. La démonstration s'inspire de la technique employée dans la preuve du théoréme
4.3. Tout d'abord, cette équation revient a prouver l'identité suivante :

~(k+1 ~1-(k+] &
(k+1) I + (k+1) I = nn—k) Ik

Le membre droit de cette identité peut s'interpréter comme étant 'ensemble des
involutions dont I'une des n orbites est marquée par le symbole " + " par exemple, et I'un
des n—k points fixes par le symbole " # ". Ceci conduit & une classification en six groupes
suivant les positions de ces marques (voir figure 4.6).

Pour le premier type, on relie les deux points fixes marqués "x" et "+" (dans cet
ordre) par une aréte que l'on choisit d'orienter vers la gauche. Nous obtenons donc une
involution agissant sur le méme nombre de points n+k mais ayant deux points fixes de
moins, et dont une aréte (parmi k+1) est marquée (orientée vers la gauche); ceci nous donne
la formule d'énumération constituant le second terme du membre gauche de l'identité.

Le premier terme de ce membre gauche énumeére les involutions ayant n orbites dont
k+1 sont des arétes, I'une d'entre elles étant marquée (orientation vers la droite, comme sur la
figure 4.6). Ces involutions sont classifiables en cinq groupes en fonction de l'orbite
déterminée par le point situ€ immédiatement a droite du point constituant I'origine de I'aréte
orientée (les cinq derniéres configurations de la partie droite de la figure 4.6). Lorsque ce
point est l'extrémité d'une aréte, on supprime ce point et I'aréte en conservant l'autre
extrémité qui devient point fixe (les trois derniers cas de la figure 4.6) en introduisant les
marques permettant d'inverser la construction. Lorsque ce point est fixe ou qu'il n'existe pas,
on effectue les deux opérations données par les deuxieme et troisitme schémas de la figure
46.
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figure 4.6

Section 4.4. La série génératrice exponentielle des polynémes
de Bessel

Une fonction importante associée a tout objet combinatoire est sa série génératrice
(ordinaire ou exponentielle). Dans le cas des polyndmes de Bessel, la série génératrice
exponentielle est donnée par

= n 1-(1-2x)
Zyn-l(x)% exr{ﬁj (4.14)

n=0 X

ol le membre droit correspond 2 I'exponentielle d'une fonction qui elle méme admet pour
développement en série exponentielle la série
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nous ajoutons donc un point fixe a droite dans la représentation graphique de ces involutions
et nous appelons ces involutions les involutions élémentaires.

Nous en déduisons, par interprétation de I'exponentiation de cette série, que le niéme
coefficient du membre droit de I'équation (4.14) dénombre les assemblées d'involutions
élémentaires pondérées (poids x sur chaque aréte) ayant exactement n orbites étiquetées. La
figure 4.7 représente une assemblée de trois involutions €élémentaires constituée de dix
orbites. L'étiquetage des orbites dans chaque part se fait de la gauche vers la droite, suivant
l'ordre d'apparition de leur extrémité initiale. Nous dirons que ces involutions élémentaires
sont orbites-étiquetées.

4 \ )

figure 4.7

D'autre part, nous considérons que les involutions correspondant au membre gauche
de (4.14) sont étiquetées naturellement suivant I'ordre des points sur lesquels elles opérent;
nous les appelons involutions points-étiquetés. De plus, pour la méme raison que
précédemment, nous ajoutons un point fixe terminal A ces involutions. Ainsi, le niéme terme
de la série génératrice exponentielle des polyndmes de Bessel s'interpréte comme étant le
nombre d'involutions points-étiquetés ayant n orbites, cette derniere orbite devant étre un
point fixe (voir figure 4.8).

1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14151617

fioure 48
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Toutefois, avant de présenter cette bijection, nous allons tout d'abord décrire une
construction intermédiaire associant & une assemblée d'involutions élémentaires orbites-
étiquetées une assemblée d'involutions élémentaires points-étiquetés ayant certaines
propriétés caractéristiques que nous énoncerons.

Description de la construction G.

Soit {1),15,...,T;} une assemblée d'involutions €lémentaires orbites-étiquetées,
constituée de n orbites réparties entre les k parts, involutions opérant sur 2n— k points au
total (parmi les » orbites, k sont exactement des points fixes situés i la fin de chaque part).
Pour faciliter la description de cette construction, nous considérons que les étiquettes des
arétes, pour toutes les involutions de 1'assemblée, sont associées aux points constituant les
extrémités initiales de ces arétes (passage du premier au second schéma de la figure 4.9).
Ensuite, pour chaque entier i de 1 4 2n— k, I'étiquette i est une étiquette appartenant i une
certaine involution élémentaire t; pour un certain entier j.

Dans le cas ou tous les points de 7; & gauche du point étiqueté i sont déja €tiquetés,
ce point conserve son €tiquette i. Autrement, le point le plus & gauche de t; non encore
étiqueté prend I'étiquette i, et toutes les étiquettes k supérieures ou égales a i apparaissant dans
I'assemblée sont incrémentées d'une unité. Cette construction, décrite sur 'exemple qui suit

(figure 4.9) est clairement réversible.

Exemple .
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Remarque. Les involutions élémentaires points-étiquetés ainsi obtenues ont certaines
propriétés. En particulier, toute suite de longueur maximale de points consécutifs constituant
les extrémités finales d'arétes ont des étiquettes formant une suite croissante de nombres
entiers consécutifs. De plus, le point suivant (nécessairement fixe ou extrémité initiale d'une
aréte) est étiqueté par l'entier immédiatement supérieur (voir derni¢re partie de la figure 4.9).

l1 6 7 11
AT
1 6 7 11 12

AT

.
1 6 7 111213 14
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Cette propriété caractérise complétement les involutions élémentaires points-étiquetés.

Théoréme 4.8. La série génératrice des polynomes de Bessel est donnée par

’re P

Zy,._l(X)-— =

n=0

I

E

Y )

(1-(1—2x:)%J

Preuve Nous constrmsons une bljcctlon L entre l'cnsemblc des assemblécs d'involutions

Y .
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cherchée (voir figure 4.10 ). Celle-ci se tzrmine nécessairement par un point fixe compte tenu
de la construction G.

AN ALl AT

L]
1 6 7 111213 14 2 8 9 3 4 5 10151617

1 23 4567 8 910111213141516 17

figure 4.10

Il s'agit maintenant de montrer que & est une bijection, ou, en d'autres termes,
comment retrouver I'assemblée d'involutions €lémentaires a partir de l'involution points-
étiquetés?

Notons tout d'abord que le nombre de parts de I'assemblée est exactement le nombre
de points fixes de l'involution points-étiquetés (il y en a au moins une par construction, les
involutions devant toujours se terminer par un point fixe).

Partant de ce point fixe terminal, nous construisons la derniére part de 1'assemblée en prenant
(voir exemple 2) :

- toutes les arétes dont I'extrémité finale est a droite de I'avant dernier point fixe,

- toutes les arétes dont I'exrémité finale est étiquetée par un entier immédiatement
inférieur a une €tiquette d'un point appartenant déja a la part considérée, cette regle étant
appliquée récursivement.

En réit€rant ce processus, on construit part par part I'assemblée d'involutions €lémentaires.

La construction ainsi définie est bien 1'application réciproque de ¢ compte tenu de la
remarque précédente caractérisant les involutions élémentaires points-étiquetés. comme on
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Exemple. Considérons l'involution obtenue 2 l'issue de I'exemple précédent, aprés
intercalement des parts de I'assemblée (figure 4.10).

S 6 7 8 9 10 111213 141516 17

ﬁ

1 2 3

LN

La premiére itération du processus décrit ci-dessus donne (en gras sur la figure) les arétes
constituant la premiére part de 'assemblée,

A e ~ .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415 1617

puis la seconde part,

N

1 2 6 7 8 9 1112 13 14

et finalement, nous obtenons les trois parts suivantes

3 4 5 151617

/_%

1112 13 14

N

—~ ”~ ~
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Section 4.5 Orthogonalité des polynémes de Bessel

Dans cette section, comme nous l'avons mentionné, dans l'introduction de ce
chapitre, nous allons considérer la suite des moments, c'est-a-dire la suite des images de la
base canonique (x ) relativement A la fonctionnelle linéaire &, afin de démontrer
combinatoirement les 1cfent1tes (4.8) et (4.10).

Définition 4.9. La suite des moments (u_) 20 Correspondant a la fonctionnelle linéaire
& est définie par

. ( 2)5!#1
B =m= G

Théoréme 4.10. Soient y,(x) le n“™ polyndme de Bessel et x* le k“™ &lément de la
base canonique de 'espace des polyndmes; alors

-2)™(k),
(x lx )) (n+k+1)

>

ol (k), = k(k—1)-+- (k= n+1).

Nous donnons ci-dessous une preuve combinatoire de ce théoréme. Compte tenu de notre
modgle combinatoire des polyndmes de Bessel, nous avons

-y, (x)= ZI:II .

En appliquant la fonctionnelle linéaire J3 a ce polyndme, nous obtenons, d'apres la définition
des moments

B(x*-y,(x)= 201::: LRy

L'interprétation combinatoire du membre droit de cette identité ne peut étre fait directement;
elle passe par I'utilisation d'un coefficient multiplicateur donnant

(k+n+1)! [ i (2) (k‘““"l)'
—(_:i)l—ol- ) x(x ' yn(x)) Zluﬂ Tlrrien)t
i=0
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Figure 4.11
Définition 4.11  Nous notons 9, , 'ensemble des involutions ayant, pour 0 <i <n,

- i ar€tes orientées (arcs vers la gauche ou la droite),
- n—i points fixes étiquetés injectivement par des entiers de [k + n +1].

Nous définissons également un poids (ou signature) 6 sur les involutions T de 9, , par
6(1) = (_1)# arétesde T X

Remarque. Toute involution de 9,, agit sur un nombre de points compris entre n
(uniquement des points fixes) et 2n (uniquement des arétes).

La preuve du théoréme 4.10 passe par I'obtention d'une involution ® opérant sur 9, ,,
laissant fixe certains éléments de 9, , et, pour les autres, vérifiant

o(P(1)) =-0o(1).
Description de I'involution &.
Soit T une involution de 9, ,. Nous allons déplacer une téte de lecture avec compteur,

partant de I'extréme droite de I'involution, avec le compteur valant k + n + 1, entre les points
de cette involution (figure 4.12).

Figure 4.12

Chaque déplacement de la téte de lecture se fait vers la gauche avec diminution d'une unité du
compteur. Le déplacement de la téte de lecture est stoppé lorsque, dans I'ordre, l'une des
trois éventualités suivantes s'est produite. '
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Figure 4.13

Evénement 2- Le point immédiatement 2 gauche de la téte de lecture est le point d'arrivée
d'un arc. Dans ce cas on supprime cet arc et le point d'arrivée et on étiquette le point source,
devenant fixe, par la valeur de la téte de lecture. La figure 4.13 présente cette construction.

Figure 4.13°
Evénement 3- La téte de lecture est arrivée a I'extréme gauche de I'involution (figure
4.13°7). Dans ce cas, ® laisse fixe cette involution.

Figure 4.13°

Exemple Dans le cas de la figure 4.14, lorsque la téte de lecture est A 'extréme droite
(figure 4.12), aucun des événements ne se produit. Aprés déplacement de cette téte de
lecture, I'événement 1 se produit conduisant a I'obtention de la deuxiéme involution. On
pourra vérifier que la méme construction appliquée 2 cette deuxiéme involution redonne la
premicre.
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o(d(1)) =—o(t) (ajout ou suppression d'un arc) pour toutes les involutions pour lesquelles
se produit I'un des deux premiers événements.

1l reste a considérer les involutions conduisant 4 1'événement 3, c'est-a-dire laissées
fixes par @. Dans ce cas, I'événement 2 n'ayant pu se produire, cette involution n'admet que
des points fixes (notons que le but d'un arc est atteint avec la téte de lecture ayant au moins la
valeur n+k+1—-(n—i+i)=k+121, silinvolution posséde i arétes). Ainsil'événement 3
se produit avec une valeur de la téte égale a n+ k+1—n =k +1 et donc les n points fixes ont
des étiquettes strictement inférieures  k + 1 (I'événement 1 ne pouvant se produire).

On a donc n £ k et l'involution laissée fixe par & ne comporte que des points fixes (et
donc n) avec étiquettes inféricures ou égales a k. Ainsi

] n k
Gl 5(xty,(x)) = (B), =(n),,!,

soit

_2)l+l(k)

B(x* -y (x =(—" .

( Wl )) (n+k+1)

En utilisant ce dernier résultat, on peut aisément démontrer l'orthogonalité des

polyndmes de Bessel. Toutefois, nous en donnerons une preuve directe, utilisant la méme
involution que précédemment.

Théoréme 4.12 Les polynomes de Bessel sont orthogonaux pour la fonctionnelle
linéaire &, et plus précisément

0 st n#gm
-t —2—2—-1 sinon
n+

B(ypx) - ym(x)) =

Preuve . Compte tenu du modele combinatoire et de la définition des moments, nous
avons

n m iomei (= i+ jal
J"S(y,,(x) : )'m(-")) = Z ZI:+1' Im+j‘ ((,'i)jﬂ)! :

i=0 1=0
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(rf+rfz+1)!=(n+mjr1)(n_i)!(m;i';l)(m_j)!

(i+j+1) n—i

=(n+m+1),_(m+i+l),

Ceci nous permet de réécrire I'avant derniére équation de la fagon suivante:

e By, (x)- (1)) = XSt nr mo+ 1) QF () T2 (m+i+1), (2) (-1

i=0 j=0

Compte tenu de cette écriture, nous avons une interprétation combinatoire du membre
droit de cette identité. Les termes additionnés correspondent aux paires d'involutions telles
que

la premi¢re comporte i (0 <i < n) arétes orientées et n—i points fixes étiquetés
injectivement dans {n+m+1],

la seconde comporte j (0 < j < m) arétes orientées et m— jpoints fixes étiquetés
injectivement dans [m+i+1].

Le signe d'une telle paire d'involutions étant (—1)"*/
(-1) sur chaque aréte.

, ceci correspond a un poids de

Comme dans la preuve du théoréme précédent, on utilise la méme involution &
agissant seulement sur la seconde involution de ces paires. De plus, initialement la téte de
lecture est placée a 'extréme droite avec ici la valeur initiale m + i +1 pour le compteur.

it D

Figure 4.15

Moyennant quelques précaunoms on montmran comme précédemmcnt L que o est

LR IS T D . .- | 5. T .* v
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n=m=i.
Ainsi lorsque m # n nous avons 33( y.(x)-y, (x)) =0 et donc l'orthogonalité. Lorsque
n = m, les paires d'involutions laissées fixes par @ sont constituées

pour la seconde, uniquement de n = m points fixes étiquetés par des entiers dans
[{]1=[n]=[m], 1y en a donc n!,

pour la premiére, uniquement dz n arétes orientées (i = n), chacune de signe (1), soit
(2n)1Y( 2) =02 o obtient done

P ( 0 sin#m
m yu(‘x) )’..(x)) (2.)|(_2)' .
o sinon ,
soit
0 sinegm
B ym(®) = (-p! 2 sinon
2n+1

Section 4.6 Le probléme de la linéarisation

Un autre probléme auquel il est raisonnable de s'intéresser, concerne la décomposition

du produit de deux polyndmes de Bessel dans la base (y, (x)) 20> Cest-a-dire
n+m
yn(-x) ym(x) - z c yp(x)
p=0

expression dans laquelle

. B(ya(%)- Ym(x)- 3p(x))
P By y,)

Le dénominateur de ce coefficient est le facteur de normalisation donné par I'équation (4.8) et
le numérateur peut a son tour s'exprimer sous la forme
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0 si k<n—-m
R 0 si n—m+kestimpair
£(yu(-x)'ym(x)'x )=< 4.15)
k
(n+m+k)!! ﬂ%—

ou 2m!=1-3----.(2n-1).

En utilisant notre bijection ®, nous avons prouvé les deux premiers cas de cette
conjecture (k < n—m et n—m+k impair). De plus, nous avons une interprétation combinatoire
du troisiéme cas. Tout ceci laisse & penser que nous devrions obtenir une preuve entiérement
combinatoire de cette conjecture.

Plus généralement, le probléme qui se pose est de déterminer

k
I;(H yn‘- (X)J *
i=l

et les résultats obtenus ci-dessus font entrevoir de futurs progrés dans la détermination de
cette expression. Remarquons que comme nous l'indiquait Wimp [Wim], le probléme de
linéarisation des polyndomes de Bessel est li€ a celui des polyndmes de Jacobi, pour lesquels
nous connaissons les coefficients de leur décomposition. Ceci pourrait nous donner une idée
sur la valeur de I'expression précédente.
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CONCLUSION

2

Suite 4 ces résultats, plusieurs avenues s'offre & nous. Il reste beaucoup
d'exploration a faire autour des tableaux oscillants. On s'attend & ce que d'autres résultats
concernant les tableaux standards se généralisent aux tableaux oscillants. Par exemple,
quelles sont les "classes de Knuth" pour ces tableaux, ou encore quel pourrait-étre
I'équivalent des tableaux semi-standards pour ces objets. Une réponse i cette question nous
ameénerait 2 donner une généralisation des fonctions de Schur.

On aimerait aussi une construction combinatoire pour les idempotents fondamentaux
de l'algebre de Brauer. En s'inspirant de la construction de Young pour les tableaux
standards, il nous faut trouver quels sont les éléments de l'algébre de Brauer laissant
"invariante” une ligne ou une colonne d'un tableaux oscillant, évidemment il nous faut définir
"l'invariance" de telle sorte qu'elle généralise la notion pour le cas du groupe symétrique.

Pour ce qui est du dénombrement des tableaux oscillants selon la hauteur, nous
n'avons pas de formule générale de dénombrement pour cette famille, en existe-t-il ? Le fait
que les tableaux oscillants de hauteur au plus deux soient comptés par des produits de
nombre de Catalan est-il un effet du hasard, ou bien y a-t-il dans ce résultat une avenue 2
explorer?

Il existe une généralisation des polyndmes de Bessel, comme nous l'avons
mentionné au chapitre 4, ol

a n n x k
%(x)= D [Z].
¥ (x) Z‘B(k)(n+a+ A (2)

Nous avons une interprétation combinatoire de ces polyndmes, ol le paramétre o est
un compteur de cycles sur certaines configurations qui apparaissent dans les involutions. De
plus, nous avons une bijection avec le modele proposé par Leroux et Strehl [Le-St}, ce qui
pourrait éventuellement permettre unc démonstration combinatoire de 1'orthogonalité des
polynOémes de Jacobi, puisque leur modele se généralise A ces polyndmes. Aussi, nous
avons un g-analogue pour ces polyndmes ainsi que la suite des g-moments lui
correspondant.

Ces polyndmes s'obtiennent €galement a partir de certains tableaux oscillants, ceux
dont la forme finale se réduit a une seule ligne. Y a-t-il d'autres polynémes apparaissant dans
ce treillis des partages? ‘
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