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Résumé

Le but de notre thése est de développer le calcul et l'interprétation combinatoires
des coefficients des séries indicatrices de cycles d'espéces de structures. Par calcul
combinatoire on entend ici le calcul direct des coefficients de ces séries, c'est-3-dire le
dénombrement, pour tout entier n 2 0, des structures sur [n] = {1,...,n} laissées fixes
par l'action d'une permutation donnée B de [n].

Pour arriver 2 nos fins, on n'utilise ici que des outils élémentaires de la
combinatoire "classique” liés (le plus souvent) & un procédé original que nous
introduisons et que nous appelons le "Principe d'auto-similarité ". Ce principe constitue
le point central de notre thése.

Cette nouvelle méthode de calcul des coefficients des séries indicatrices (et, par
le fait méme, des séries elle-mémes) entre en opposition avec des méthodes algébriques
et/ou analytiques connues et bien développées qui utilisent un attirail trés perfectionné
de processus souvent sophistiqués pour arriver a des résultats équivalents aux ndtres.
Soulignons que, parfois, établir cette derniére équivalence constitue en elle-méme un
probléme difficile et complexe.

Dans le chapitre 1 nous calculons les nombres fix g, s (B) et (resp.) fix z.,(B)

des endofonctions et (resp.) arborescences laissées fixes par une permutation B
arbitraire. Le principe d'auto-similarité s'applique ici et permet un calcul combinatoire
complet de ces deux derniers nombres. Nous répondons ainsi 2 un probleéme posé par
Gilbert Labelle lors de la période de questions du Colloque de Combinatoire
Enumérative qui s'est tenu 3 'UQAM en 1985.

Dans le chapitre 2, on trouvera le "fix" des espces permutations, permutations
circulaires, dérangements, involutions sans point fixe, pieuvres, assemblées de
pieuvres, endofonctions idempotentes, foréts d'arborescences, arbres, vertébrés,
relations (graphes orientés), relations symétriques (graphes simples), partitions et
endofonctions connexes qui ont tous, le cas des involutions sans point fixe mis a part,
été calculés 2 l'aide du principe d'auto-similarité.

D'un point de vue théorique, le cas des involutions sans point fixe est
particuli¢rement intéressant. En effet il met en lumiére le fait que ce ne sont pas toutes
les espéces de structures qui sont auto-similaires et qu'il faudra bien un jour voir a
caractériser entieérement ces dernieres. I faut cependant remarquer que la méthode
utilisée pour calculer le fix des involutions sans point fixe est essentiellement 1a méme
[2 un petit détail prés] que celle utilisée pour toutes les especes auto-similaires.
C'est-2-dire qu'on "mime" le principe de similarité pour arriver a nos fins. Quitte un
jour A nuancer ce qu'on entend par principe d'auto-similarité, il n'est pas interdit de
penser qu'on puisse avoir 12 une méthode générale du calcul du fix pour une espéce de
structures arbitraire.

Le chapitre 3 est consacré au calcul du nombre fixy(8) de permutations G de [n]

d'un certain type g = (0;,0,...,0,) laissées fixes par conjugaison avec une




permutation B de type 8 = (B;,B,,...,8,). C'est-a-dire que nous dénombrons les

permutations o de [n] (de type g ) qui sont telles B-108 = ©.
Nous donnons d'abord, pour toute paire de partages (g, 8) une expression
explicite pour les coefficients fix(8). Nous présentons ensuite un calcul récursif trés

efficace des fixg(8) qui nous a été particulitrement utile pour calculer ces derniers

coefficients lorsque 8 et g sont des partages de n. Nous présentons d'ailleurs, en
annexe 2 ce chapitre, ces résultats numériques sous forme de tables. Notons que la
récursivité dégagée ici touche de trés pres le principe d'auto-similarité. Nous terminons
le chapitre en exposant une relation trés intéressante (de "dualité") entre les coefficients

fix(B) et fixg(g).

Dans le chapitre 4, nous calculons la série indicatrice de cycles des especes
graphes simples connexes et graphes orientés connexes. On commence ce chapitre en
énongant le principe d'auto-similarité et en vérifiant que, pour tout entier m, l'espece
des relations m-aires est auto-similaire. A notre avis, ce fait a lui seul [étant donné la
généralité intrinséque des relations m-aires] semble suffisant pour justifier 'énoncé du
principe d'auto-similarité.

Les espéces graphes simples connexes et graphes orientés connexes sont toutes
deux des sous-especes de l'espece des relations (bi)-naires. On peut alors observer
l'existence chez ces derniéres de certaines notions "auto-similaires” qu'elles ont héritées
de l'espece des relations binaires. A partir de cela, nous sommes en mesure de
construire le fix des graphes simples connexes (et celui des graphes orientés
connexes).

La méthode utilisée fait appel au processus combinatoire bien connu
d'inclusion-exclusion. On est alors en mesure de calculer les divers coefficients des
séries indicatrices des graphes simples connexes et orientés connexes en se servant de
la fonction p de Mobius. L'expression explicite que nous obtenons est alors trés
proche de l'expression générale bien connue pour le log combinatoire des séries
indicatrices de cycles qui a été calculée (analytiquement) par Gilbert Labelle.
Remarquons que, jusqu'a maintenant, ces méthodes analytiques n'ont toujours pas
donné le calcul particulier des séries indicatrices des graphes simples ou orientés
connexes.

Le chapitre 5 traite de polyndmes orthogonaux. Nous calculons le fix
d'especes pondérées qui sont des modeéles de certains de ces polynomes, en nous
servant, ici, systématiquement de l'auto-similarité. En effet les structures les plus
"complexes” que nous avons a envisager sont des fonctions injectives sur un ensemble
fini U. Les espéces qui définissent ces structures sont toutes auto-similaires.

‘Soulignons que les résultats que nous trouvons dans ce chapitre ne sont pas inédits,
puisqu'ils ont déja été , dans la grande majorité des cas, calculés par Hélene Décoste
dans sa thése de Doctorat, & partir d'équations combinatoires par des moyens
essentiellement algébriques. La méthode directe de l'auto-similarité employée ici pour
trouver ces derniers résultats est, par contre, tout a fait nouvelle. Il faut aussi souligner
qu'il y-a certains cas que nous calculons qui échappent aux techniques de l'algébre...
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Soulignons que pour traiter ces modeles de polynémes orthogonaux nous
devons nous situer dans le contexte des espeéces pondérées. On doit alors adapter le
principe d'auto-similarité A ce nouveau contexte. Cela se fait ici sans trop de difficulté.

Nous calculons dans ce chapitre les séries indicatrices de cycles des modéles
combinatoires des polynomes orthogonaux suivants:

1) les polynémes d'Hermite (2 modeles distincts);

2) les polyndmes de Laguerre (une infinité de modeles distincts!);

3) les polynomes de Charlier (2 modéles distincts);

4) les polynomes de Krawtchouk (5 modeles distincts);

5) les polynémes de Meixner (3 modeles distincts)

6) les polyndmes de Meixner-Pollaczek (4 modeles distincts)

7) les polynomes de Jacobi (1 modele).

Cette theése se termine enfin sur des généralisations algébriques et combinatoires
du théoréme de Pfaff-Saalschiitz a partir de travaux effectués par I. Gessel. Ce dernier
chapitre est indépendant des cinq autres qui le précédent.
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Introduction
1) Le probléme de Gilbert.

En Mai 1985, Gilbert Labelle, a la session de problémes du Colloque de
Combinatoire Enumérative qui se tenait alors 8 'UQAM (voir [LL],p.383), posa a
I'auditoire le probléme de trouver, pour tout entier n et toute permutation 8 de [n] =
{1,2,...,n}, des preuves combinatoires des deux formules suivantes que lui-méme
avait obtenues analytiquement,

n Bk
fix_ (8) = H(Zdﬂd) 0
dik

k=1

dBd)Bk 5% dﬂd)sk.l] @

> dik dik

fix,, B = 851 ] [(2
k=2
ot fix,(B) et (resp.) fix,,,(B) sont les nombres d'endofonctions f et (resp.)
d'endofonctions contractantes (arborescenées) A sur [n] telles que B-1fB = f et (resp.)
8-1A8 = A.

En 1953, R.L.Davis, dans [Dal], avait déja obtenu (1) par une méthode
essentiellement combinatoire. Les motifs qui I'avait poussé considéi'er cette formule
provenait cependant de la logique {(mathématique). En fait il envisageait le calcul de (1)
comme un cas particulier du calcul plus général du nombre de relations m-aires sur [n]
invariantes sous l'action d'une permutation arbitraire de [n]. II utilisait les matrices
associées aux relatidns bour exprimer ses résultats. o

D'autre part, Jacques Labelle a lui aussi obtenu (en 1985) une démonstration

combinatoire de (1) qui, bien qu'équivalente A celle de Davis, est nettement plus



accessible et ouvre des horizons beaucoup plus larges que ceux obtenus en termes
matriciels. Cette preuve de J.Labelle est donnée dans le chapitre 1 de la présente theése.
Pour (2) Doron Zeiberger a donné [Z], quelques jours seulement apres que G.
Labelle eiit exposé la formule, une preuve "semi" combinatoire. "Semi"” parce qu'elle
se termine par une application d'un théoréme connu sous le nom de "matrix-tree",
théoreme a teneur peut-étre plus algébrique que combinatoire. Cette preuve n'est pas
sans rappeler, d'ailleurs, celle de Lovdsz (voir [Lo], pp 228-231) qui trouve le nombre
d'arbres sur n points laissés fixes par une permutation donnée dans le cas restreint ot n
est impair. Cette derniére preuve se termine aussi par une application du "matrix-tree".
Nous donnons, en seconde partie du chapitre 1, une preuve directe de (2) qui ne

fait pas appel au "matrix-tree”. Elle est basée sur la preuve de (1).
2) Des exemples et un principe.

Le succés obtenu dans le cas des arborescences nous a menés a envisager des
calculs du méme ordre pour d'autres espéces de structures, concept que nous
définissons 2 l'instant (voir aussi [B1], [B2], [B3], [BLL], [C], [CL1], [CL2],
[D1],[D2], (3, [Lel, [Lgl], [Lg2], (Lg3], (Lgdl, [Lj1], [Lj2], [LY1], [LY2], [Y1],
[Yz).

Définition 1. Une espéce de structure A est un foncteur covariant qui va de la
catégorie ayant pour objets les ensembles finis et pour morphismes les bijections, vers

la catégorie des ensembles finis et fonctions.



En d'autres termes, une espéce de structures A est une régle qui:

1) associe & tout ensemble fini U un ensemble fini A[U] dont les éléments sont
appelés les A-structures sur U (si s est dans A[U] on dira que I' ensemble sous-jacent
asestU).

2) associe a toute bijection f:U—V une fonction A[f]:A[U]— A[V], appelée le
morphisme de transport des A-structures le long de £, telle que

(i) pour tout ensemble fini U, A[1y] = 1,py; et

(ii) pour tout triplet d'ensembles (U,V,W) et toute paire de bijections

f:U-V,g:V—-W on a A[gof] = A[g]°A[f].

La donnée d'une espéce de structure permet d'envisagér, d'un point de vue
général, le calcul des structures laissées fixes par l'action (définie par transport de
structures) d'une permutation de I'ensemble sous-jacent a ces structures. En effet, pour
toute espece A, tout ensemble fini U et toute permutation 8 de U on a A[B]e & (y; et
on peut considérer I'ensemble des points fixes de A[B], c'est-a-dire I'ensemble des
A-structures s de A[U] telles que A[B](s) = s. Ce dernier ensemble est dénoté
Fix , (B). On pose, de plus, fix, (8) = IFix, (B)I, la cardinalité de Fix,(B).

Pour toute espéce A, fix, est une fonction de classe . C'est-a-dire que, si C et
7 sont deux permutations d'un méme type cyclique, alors fix, (o) = fix, (7).
Rappelons que le type cyclique d'une permutation B Sy est le partage (8,,8,,84,...)
de (Ul tel que pour fout entier i 2 1 la permutation B a B; cycles de longueur i. Ainsi,
pour tout entier n et tout partage 8 de [n], I'expression fix, (8) est bien définie si 'on

pose fix,(8) := fix,(B) ou B est de type B.



L'objectif du troisieme chapitre, et en fait de toute la thése (2 I'exclusion du
dernier chapitre), consiste & calculer directement, pour tout entier n 2 0 et toute
permutation 8 de [n], fix, (8) pour certaines especes de strdctures A. Outre le calcul du
fix des endofonctions et arborescences que nous reprenons, nous calculons dans le
chapitre 2 le fix des espéces permutations, permutations circulaires, dérangements,
involutions sans point fixe, pieuvres, assemblées de pieuvres, endofonctions
idempotentes, foréts d'arborescences, arbres, vertébrés, relations (graphes orientés),
relations symétriques (graphes simples), partitions, endofonctions connexes.

Certains de ces résultats sont déja connus. Par exemple le cas des permutations
est donné dans Comtet [Co], le cas moins évident des permutations circulaires se
trouve dans De Bruijn [DB], ceux des relations et relations symétriques sont traités par
Davis {Dal]. Les autres cas mentionnés plus haut sont, 3 notre connaissance, inédits.

Par contre, la méthode que nous utilisons pour faire ces calculs est nouvelle. En
fait cette méthode s'est avérée suffisamment riche pour devenir le point central de notre
these. Il s'agit de ce que nous appelons le Principe de Similarité. Ce principe que
nous n'introduisons formellement qu'au chapitre 4, lorsque nous traitons le cas des
graphes connexes, n'est pas vraiment bien défini (c'est d'ailleurs ce qui pour l'instant
en fait un objet de recherche particuli¢rement intéressant!). Bien sir, ce principe
fonctionne, i 1a fois pour des espéces dont le calcul du fix est bien connu et i la fois
pour d'autres qui le sont moins.

Le principe de similarité. Une espéce A est dite (auto)-similaire, ou plus
simplement similaire, quand pour tout n et toute p§nnutation 8 de [n], chaque
A-structure laissée fixe par B peut étre "décomposée” en un couple (3,A) ol d est une
A-structure sur les cycles constituant B et A est une "construction” sur 8 qui reste a

préciser.



Le terme "décomposé” n'est peut-Etre pas vraiment approprié. En fait on induit
plutot, d'abord, a paftir de se Fix, (B), une structure 3e A[C(B)], o C(B) est
I'ensemble des cycles constituant la permutation B. Puis, 3 partir de cette structure
induite 8, on ajoute, A I'aide de A, de l'information sur 8 pour pouvoir caractériser la
structure s enti¢rement.

Ce principe a ses "précurseurs”. Le premier est probablement R.L. Davis
([Dal], [Da2]). Sa méthode, bien que matricielle, donne quand méme un calcul direct
de Fix, qui ressemble, au fond , A ce que nous faisons. Il y a aussi L4szl6 Lovdsz
[Lo], qui calcule le nombre d'arbres sur n points (n impair) laissés fixes par une
permutation arbitraire en induisant d'abord un arbre sur les cycles de 8, suivant ainsi
I'idée de 1'auto-similarité. Puis, enfin, il y a Moon, (voir [Mo], art.29, pp 84-89) qui
reprend l'article de Davis [Da2] en formulant clairement la similarité de l'espéce des
tournois.

Pour donner une illustration de ce procédé, considérons A une sous-espéce des
relations (graphes orientés) [c'est le cas de toutes les espéces qui sont traitées dans le
2itme article]. Supposons que s€ Fix,(8) ol B est une permutation de [n] pour un
certain n 2 0, et que xe Ce C(B), ye De C(B) et (x,y)€s. Alors, puisque s€ Fix,(8) on
doit avoir , pour tout entier k 2 0, (Bk(x),8%(y))e s. On induit maintenant une relation
sur C(B) 2 partir de la structure se Fix, (B) en posant, pour tous C,D dans C(8), que C
est en relation avec D (dans cet ordre), ssi il y a xe C et yeD tels que (x,y)es. On
obtient alors souvent une structure de méme espéce A sur C(B). C'est ce qu'on
obtient, par exemple, avec les especes des endofonctions, celle des arborescences, celle
des permutations, etc...

Mais ce n'est cependant pas toujours le cas. Une involution sans point fixe

invariante sous l'action de B peut produire des points fixes dans la relation induite (si B



a au moins un cycle de longueur paire). Le principe, pour l'espéce Isf des involutions
sans point fixe, est, au sens strict, pris en défaut [il est, d'ailleurs, facile de trouver
d'autres espéces qui ne sont pas auto-similaires]. Notons par contre que la méthode
pour trouver Fix ;. (B) reste toujours la méme. On construit encore Fix (B) en lui
associant bijectivement un ensemble de.couples (8,A) bien déterminé. Ici cependant 3
est une involution (tout court) au lieu d'étre une involution sans point fixe.

La méthode directe que nous venons de décrire n'est évidemment pas la seule
qui permette de calculer des fix. Il faut particulierement signaler celle que nous
désignerons tout au long de la thése par "méthode algébrique” et qui a, tout comme la
similarité, le mérite d'€tre uniforme et systématique . Pour donner une idée de son
fonctionnement il faut maintenant introduire la série indicatrice de cycles associée A
l'espéce A , dénotée Z p (x,, X9, X3...) qui est une série en une infinité d'indéterminées

{X1, X7, X3...} définie comme suit:

xtl xTZ e x:n
_ 1 %2
Z, (x)XpX5,..) = 2 z fix,() — o .
n20 1TFn 1 g t-270 o n iy

T= (11,12,...,1,,)

L'objectif est alors de déterminer la série indicatrice d'une espéce A, par des techniques
de calcul maintenant bien développées en théorie des espéces, et d'en identifier ensuite
les coefficients pour retrouver les divers fix, (B). C'est essentiellement ce qu'on veut
dire ici par "méthode algébrique". Nous donnons une description plus détaillée encore

de cette méthode dans l'introduction du chapitre 5 du présent ouvrage.



3) Le probléme de Christophe.

On sait depuis fort longtemps calculer le nombre de permutations o€ &y,
laissées fixes par une permutation 8 d'un type donné (8,,8,,8,,...,8,). Qu'advient-il si
en plus on exige que © soit aussi d'un type (61,6,,03,...,0,) particulier donné a
'avance?

Clest la question }que Christophe Reutenauer a posée 2 Jacques Labelle alors
que ce dernier exposa_it quelques-uns des résultats trouvés dans le second article
(chapitre 2) de la présente thése au Séminaire de Combinatoire de I'UQAM (1988).

Nous donnons une réponse compléte & cette question au chapitre 3. Nous

calculons d'abord le nombre de permutations constituées de cycles d'une seule et méme
longueur laissées fixes par une permutation B arbitraire. Le résultat général s'exprime
alors comme un produit particuliers de tels nombres.

Pour étre plus précis, traduit en termes d'espéces de structures, le probléme
revient en fait 3 trouver les coefficients, que I'on dénotera fixg(B), de la série
indicatrice de cycles de I'espece produit suivante:

Expo, (Cyey) - Expo, (Cye,y) - -+ “Expg (Coey)
oil, pour tout i, Exp; est I'espéce des ensembles 2 i éléments et, pour tout j, Cyc; est

l'espéce des permutations circulaires 2 j éléments. Nous calculons de maniére directe ,
pour tout i,j, les termes fixz,p, (Cys)- 11 suffit bien alors d'effectuer le produit

Z Z

Exps, (Cye) “Expo, (Cycy)- -+ ~Eaps (Cye,) R Expo, (Cyc)

pour obtenir le résultat final.



On doit noter ici que l'esptce Exp; (Cyc;) n'est pas auto-similaire en général,
bien que la "méthode directe” pour calculer le fix de Exp; (Cyc) soit la méme que dans
les chapitre 1 et 2.

On trouvera aussi dans ce chapitre quelques résultats secondaires comme une
formule de récurrence trés efficace pour calculer les divers coefficients fix(8). Nous
prodiguons d'ailleurs, pour n variant de 1 & 7 et tous partages § et g de [n], des tables

pour les fix(8).
4) La série indicatrice des gfaphes connexes.

Dans ce chapitre, nous calculons, 3 l'aide du principe de similarité, les
coefficients de la série indicatrice de l'espéce des graphes simples connexes et des
graphes orientés connexes. Dans chaque cas, nous utilisons un processus
d'inclusion-exclusion pour arriver au résultat final [ce processus apparait quand on doit
soustraire d'un ensemble donné une réunion non-disjointe d'ensembles et trouver la
cardinalité de I'ensemble résultant].

Remarquons que Gilbert Labelle [Lg2] donne, pour toutes espéces M et N telles
que M = Exp(N), la formule suivante, obtenue analytiquement,

k
ZN(xl,x_z,...) = kzl%l logZM(xk,x yees).

Puisque l'espéce des graphes simples Grs (resp. des graphes orientés Gro) est
telle que Grs = Exp(Gsc) (resp. Gro = Exp(God)) ol Gse (resp. Goc) désigne l'espece
des graphes simples connexes (resp. graphes orientés connexes), la demiére formule

s'applique ici.



Nous ne sommes pas en mesure, pour l'instant, d'établir I'équivalence entre les
résultats obtenus par G. Labelle et les notres (dans le cas des graphes simples et
graphes orientés). Contentons-nous de dire qu'on réussit quand méme 2 isoler le
facteur (u(k))/k en conférant a ce dernier terme une signification cc_;mbinatoire bien

5) Le probléeme d'Héléne.

Lors de sa soutenance de thése, Héléne Décoste a exposé des résultats
concernant des modéles combinatoires de polynomes orthogonaux. En fait, le chapitre
2 de sa theése [D1] est consacré a ce sujet. Une bonne part des calculs qui s'y trouvent
consiste A déterminer la série indicatrice et/ou le fix (explicite) de ces modéles.

Curieusement, il arrive que pour certains de ces modeles les polyndmes
eux-mémes puissent étre utilisés pour exprimer les fix cherchés. H. Décoste a suggéré
i l'assemblée 1'idée de poursuivre 1'étude entreprise a ce niveau Ia.

Clest dans cet esprit que nous avons rédigé le chapitre 5 de notre these. Le
principe de similarité "explique" dans une trés large mesure pourquoi on peut utiliser
ces polyndmes orthogonaux pour trouver les fix de leur modele, lorsque cela est
possible. On doit alors parfaire ce principe en pondérant les structures sous-jacentes

mais l'idée principale reste la méme.

6) Le probléme de Laurent.

Finalement nous terminons la thése avec une généralisation algébrique et

combinatoire du théoréme de Pfaff-Saalschiitz A partir d'approches proposées par L



Gessel et D. Stanton [GSta] (pour la partie algébrique) et par I. Gessel et D.
Sturtevant [GStu] (pour la partie combinatoire). Ce travail a été suggéré par Laurent
Habsieger dans le cadre du cours "Séminaire" qu'‘il a présenté en 1988 a2 I'TUQAM. Ce
sixiéme chapitre est tout 2 fait indépendant des cinq qui le précédent.
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Chapitre 1

Calcul combinatoire du nombre d'endofonctions.et d'arborescences
laissées fixes par I'action d'une permutation.#
“Ivan Constantineau et Jacques Labelle (Université du Québec 2 Montréal)

Abstract. Let B be a given permutation of [n] = (1, 2, ..., n} of type (B1, B9, ..., By) (i.c. 8 has B;
cycles of length i ; ZiB; = n ) . We compute, in terms of the B;'s and bijectively, the number of
endofunctions and rooted trees (i.e. contractions) on [n] kept fixed by the action of B (by conjugation); i.e.
thecardmahuesofthesets {61¢:[n] - [n]and ¢ B¢B’ }Jand {A | A acontractionon [njand A =
BAB1).

Résumé. Soit 8 une permutation de [n] = (1, 2, ..., n} de type (81, By, ..., By) (i.c. B posseéde B;
cycles de longueur i ; X i B; = n ). Nous calculons, en fonction des 8; et de fagon bijective, le nombre
d'endofonctions et d'arborescences (i.e. contractions) sur [n] laissées ﬁxes par l'action de B8 (par
conjugaison); c'est-a-dire les cardmalués {¢]¢:[n]-=[n] et ¢ -B¢B‘ J et IfA]|A estune
arborescence sur [n] et A = BAB" ]I

'§ 0. Introduction

Soit A une espeéce (voir [J], [Lj], [Lgl], [B1] ou [Y1, 2]) et B une permutation
de l'ensemble fini U, nous noterons Fix, (B) l'ensemble des A-structures sur U laissées
fixes par B:

Fixp(B) = {ae A[U] | A[B](a)=a}

Les cardinalités de ces ensembles sont les coefficients apparaissant dans la
série indicatrice de cycles (voir [J], [Lg2, 3], [B2], [D] ou {Le]) de l'espéce A.

Pour les espéces End et Ars, des endofonctions et des arborescences
respectivement, Gilbert Labelle [Lg2] a trouvé analytiquement les expressions
suivantes:

Bk
n n
Fix_  (8)I= ds ()

# Travail fait dans le cadre des subventions: NSERC A5660 (Canada) et FCAC EQ 1608 (Québec).



B, B, 1
IFix,_(8) =851 g [(mzk ds d] - kB, C‘:& ds d] ] ()
Le probléme de trouver une interprétation combinatoire pour (*) et surtout (**) a été
posé par Gilbert Labelle a la séance de problémes du Colloque de Combinatoire
Enumérative, UQAM (1985) (voir [LL] page 383]). Quelques jours plus tard, Doron
Zeilberger [Z] a donné une démonstration de (**) en utilisant le "Matrix-tree theorem".
Le but de cet article est d'interpréter combinatoirement ces expressions et d'en
fournir une démonstration bijective. En plus de connaitre la cardinalité des ensembles
Fix ¢, 4 (B) et Fix g4,4B), nous pourrons ainsi en engendrer algorithmiquement les
éléments. '

§ 1. Le calcul de Fixg, (B) .

Pour la suite de I'article, soit B une permutation de [n] de type (84, B,, ..., B,),
c'est-a-dire que B est constituée, pour tout i de [n], de B; cycles de longueur i, et soit C
(= C(B)) I'ensemble des cycles de B.

Définition 1. Une B-endofonction sur [n] est la donnée d'un couple (3, A) de
fonctions, §: C—>C et A: C—>|[n], tellesque: Vce C, 18(c)l divise lcl et A(c)

€ &(c).

On désignera par B-End[n] I'ensemble des B8-endofonctions sur [n].

Théoréme 1. 11 existe une bijection I' entre les ensembles Fixg,ys (B) et
B-End[n].

Démonstration. Soit ¢ € End[n] telle que ¢ = BHB-1. On construit alors I'($p) =
(gb_,(bl) de la maniére suivante: soit x € ce€ Cet ¢(x) € d € C. Comme, pout tout
ie N, ¢Bi(x) = Bip(x), on a ¢(c)=d. Soit lcl =k et ldl =j, ona
Bkp(x) = ¢Bk(x) = ¢(x), de sorte que l'ordre selon B de ¢(x), soit j, divise k. La
fonction ¢: C — C est définie en posant ¢(c) :=d (en d'autres mots, pour tout ¢
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dans C, ¢(c) est l'image (qui est bien un cycle) du cycle c par ¢ ou encore
¢(c) = ¢(min(c) ). On définit ensuite ¢: C—[n] par ¢)(c) = ¢(min(c)). 11 est
clair que la fonction I’ est bien définie.

Réciproquement, si (8, A) € B-End[n] est donné alors on lui associe une
endofonction ¢ (= ¢(5,4)) en posant, pour tout ce C et tout s dans IN, ¢(Bs(min(c)))
:= B5(A(c)). Puisque 18(c)l divise Icl, I'endofonction ¢ est bien définie. Comme
¢(8%(min(c))) = Bs(¢(min(c))), ona ¢B = B¢. On vient d'obtenir I'-1. Q

Proposition 1. On a:

. n 8
|B-End [n] | = H[stj) C
k=1{ jlk
Démonstration. Supposons ¢ € C, lcl =k, (1 £ k <n). L'image 3(c) € C peut étre
choisie de fagon arbitraire dans I'ensemble D, = {d € Cl Idl divise Icl}; une fois cette
d-image déterminée, disons 8(c) = oe D, lol = j, on peut ensuite choisir, encore
de fagon arbitraire, A(c) € ®. Comme on dispose de B;-cycles de longueur j, ily a
donc Zj,ijj facons de définir le couple (3(c), A(c)), lorsque Icl = k. Puisque, pour
toutk, 1 <k <n, il y a B, cycles de longueur k a traiter, tous indépendamment les uns
des autres, de cette maniére pour définir (3, A) entierement, on obtient bien la formule
de la proposition. Q
Le théoréme 1 et la proposition 1 démontrent la formule (*) bijectivement.

Remarque. Par des arguments semblables 2 ceux des démonstrations précédentes et
en utilisant ensuite le "Matrix-tree theorem", Lovdsz (voir [Lo]; page 229-231) trouve
le nombre d'arbres sur [n], ol n est impair, laissés fixes par 8.

§ 2. Le calcul de Fix g, (B).

Une endofonction arborescente (on dit aussi contraction ) est une endofonction
n'admettant qu'un seul point périodique (qui est donc un point fixe). Si on choisit ce
point comme racine et qu'on remplace les fleches (dans le graphe sagital de ¢) par des
arétes, on obtient une arborescence. Inversement, en orientant les arétes d'une
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arborescence vers sa racine, ol on ajoute une boucle, on obtient une endofonction
arborescente. On peut donc considérer l'espéce Ars, des arborescences, comme une
sous-espece de End’; ainsi Fix 4, (B) C Fixg, (B).

Définition 2. Une B-endofonction (6, A) sur [n] est dite arborescente si
I'endofonction & est elle-méme arborescente. Une B-arborescence sur [n] est une
B-endofonction arborescente (3, A) sur [n] ot la racine pe C de J est telle que Ipl=
1. '

On désignera par B-Arsn] I'ensemble des B-arborescences sur [n].

Théoréme 2. Il existe une bijection entre les ensembles Fix g, (8) et B-Ars[n].

Démonstration. Supposons donnée A, une arborescence sur [n] telle que A =BAB-1,
A étant une endofonction (arborescente), on peut, par le théorémel, lui associer une
B-endofonction sur [n], I'(A) = (A, A|), qui elle-méme détermine une endofonction A
sur C. Il est aisé de vérifier (on peut procéder par contradiction) que A_est
arborescente. D'autre part, remarquons que comme A est telle que A =BAB-1, ona B,
2 1. En effet, sir €[n] estracinede A alors A(r) =r et r est le seul élément de [n]
ayant cette propriété. Comme AB(r) = BA(r) =B(r),ona B(r)=r et B;2 1. Soit p le
1-cycle de B contenant r, i.e. p est la boucle en r. On a que p est la racine de
I'endofonction arborescente A. Réciproquement, donnons-nous une B-arborescence
(5, A) sur [n]. Associons lui A :=T-1(5, A), ou I' est la bijection du théoréme 1. Il
est aisé (toujours par contradiction) de montrer que A est arborescente. Q

Définition 3. Pour tout k €[n], soit C<k> l'ensemble des cycles de longueur k de
B. Une B-endofonction de niveau k sur [n] est un couple (&, Ay) formé de deux
fonctions, &y : C<k>— C et A : C<k>— [n], telles que: Vc e C<k>,
18, (c)l divise lcl et Ay(c) € 8, (c). L'ensemble des B-endofonctions de niveau k
sera noté B-End[n]. De plus, on dira que (8, A,) boucle si I'endofonction &y
admet au moins un cycle. Noter que les €léments d'un tel cycle sont eux-méme des
cycles (en fait tous dans C<k>); pour éviter la confusion, on parlera dans ce cas d'un

cycle*.
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Proposition 2. Le nombre de B-endofonctions de niveau k qui bouclent est donné
par:

B,-1
k-B,- ( d;kdsd)

Démonstration. Convenons, lorsque (3, A,) € B-End,[n] est définie, de nommer
tout cycle c € C<k> tel que ,(c) € C<k> un cycle rigide . Autrement, c sera dit
flexible (8 (c) ¢ C<k>). Ainsi la donnée d'une B-endofonction de niveau k
détermine une partition de C<k> en deux classes (possiblement vides) : celle des cycles
rigides, notée M, (8, Ay), et l'autre, notée & (3, Ay), des cycles flexibles.
Remarquons maintenant qu'une condition nécessaire pour qu'une B-endofonction de
niveau k, (8, Ap), boucle, est que R, (8, Ay) # @. Sinon 3, (C<k>) est un ensemble
de cycles tous de longueur strictement inférieure 3 k et & ne peut pas avoir de cycle*.
Ce dernier raisonnement entraine, par ailleurs, qu'un cycle flexible ne peut jamais faire
partie d'un cycle* de §,. Fixons r, 1 <r <B,. Choisissons R un ensemble constitué
de r cycles (arbitraires) de C<k>. On va chercher A dénombrer les (8, A,) de
B-End[n] qui bouclent, et qui sont telles que R, (S, Ay) =R et F (§y, A) = C<k>\R
= F. Pour ce faire on calcule le nombre de maniéres possibles de définir les fonctions
3, et A, d'abord sur R (en a.), puis sur F (en b.). Il est clair qu'en multipliant ces
deux résultats on obtient la solution au probléme.

a. Si on veut que les r cycles de R soient rigides, on doit définir la J-image de
chacun d'eux dans C<k>. 11 y a donc, 2 priori, (8, )F maniéres de définir §, sur R. Mais
de ces derniéres, on ne veut dénombrer que 1'ensemble de celles qui meénent & au moins
un cycle* dans 8,. Pour trouver ce nombre il suffit de soustraire de (B, )" les choix qui
ne donnent aucun cycle* a 8, (LaPalisse!). Ce dernier nombre est facile a calculer,
grice 2 l'observation suivante: le nombre de choix qui ne donnent aucun cycle* a dy
est le nombre de foréts de (B,- r) arborescences qu'on peut faire avec les By cycles
(C<k> devient le support de ces arborescences) une fois les (By- r) racines choisies
comme étant les (B,- 1) cycles flexibles. On sait (voir, par exemple, [Lgl] ) que le
nombre de foréts de (B4- r) arborescences sur un ensemble de By éléments ou les
racines ont déja €té déterininées est :
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Br
(Bk- r) B_k = B;- rﬂzl.
k

Ainsi, le nombre de fagons de définir &, sur R de maniére 2 avoir au moins un cycle*
sera:
[ o) =

Pour terminer ce premier calcul, il reste seulement & déterminer, pour tout ¢ dans R,
Ay(c) lorsque 8,(c) a été choisi. Mais, pour tout ¢, 18,(c)l =k et Ay(c) peut étre
arbitrairement choisi dans 8,(c). Bref, on a clairement k' maniéres de définir A
quand & est déterminée. 11 y a donc kT r (By)"! maniéres de définir les
B-endofonctions (3y, Ay) de B-End[n] surR, telles que R, (5, A) =R et qu'elles
bouclent.

b. En se référant 2 la proposition 1, on voit facilement que le nombre cherché est cette
fois

Bt

D, ds,
dlk
d#k

la seule distinction apparaissant dans le fait qu'étant voulus flexibles, les (B,-r) cycles
ne peuvent avoir pour &-image que des cycles de longueur divisant strictement k. De
13, lorsqu'on a fixé les ensembles R et F, IRl =1, on obtient l'expression suivante pour
le nombre de B-endofonctions (8,,Ay) de 8-End,[n] qui bouclent, et qui sont telles que

F (B, A =F et R.(8;, Ap =R.

Bk-r
ds -1k’ B8°
d#k

1

Finalement, R étant un sous-ensemble arbitraire (de cardinalité non-nulle) de C<k>, on

aura au total
8, Ber
B8 ds ror-1
(%) | F| reg
r=1 d=k
B-endofonctions (8, Ay) de B-End[n] qui bouclent. Cn a alors:

18



Br

(fn:} 28| gt = i ) (Y, k'Bi -

@D B! i

M=

i&

1

-
"

o

0

Lad
]

81 B,-t-1 B,‘-l B,-1
1 das. | kgt = +> dB, | kB = ds, | k8
( 3 ] % ’ B, kB + 3, B, | kB = | X dB, | kB
d=k d=k
Q

Il est clair que toute B-endofonction (3, A) sur [n] admet une
décomposition unique '

@) = kz“‘i(zsk, A)

en B-endofonctions de niveau k sur [n], non triviales pour tout k ol 8 > 0. On a aussi
qu'une B-endofonction sur [n] est une B-arborescence ssi, pour tout k 2 2 ot 8, > 0,
(8, Ay) ne boucle pas et que (3;, A;) s'identifie & une arborescence sur B; points (qui
boucle, elle, a la racine).

On sait qu'il y a B,81- 1 arborescences possibles avec ces B, cycles de longueur
1 [nous avons déja remarqué que B; = 1]. De plus, un peu comme l'observation
dégagée plus haut, le nombre total B-endofonctions de niveau k qui ne bouclent pas est
évidemment le nombre total de B-endofonctions de niveau k moins le nombre total de
B-endofonctions de niveau k qui bouclent. Le nombre total B-endofonctions de niveau
k est donné par la proposition 1 et le nombre de celles qui bouclent vient d'étre calculé.
Finalement, une B-arborescence sera déterminée dés que, pourtoutk=22ou 8y 2 1,
sera déterminée une B-endofonction de niveau k ne bouclant pas, et que sera donnée
une arborescence sur les 8, points fixes de B.

Ces choix étant indépendants les uns des autres on vient de démontrer:
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‘Proposition 3. Le nombre de B-arborescences sur [n] est donné par la formule

pLY g{(dlkdﬁd) - k-%[zdﬁd)srl} si B,21.

dlk
0, sinon.

suivante:
By

l B-Ars[n]

Le théoréme 2 et la proposition 3 démontrent la formule (**) bijectivement.

Remarque. Pierre Leroux [Le] montre comment obtenir la série indicatrice de cycles
de l'espéce A (des arbres) a partir de celle des arborescences (dont les coefficients sont
donnés par (**)), griace a I'équation combinatoire:
ars+Eqo0 drs =A + (Ars)2,
ou [E, désigne l'espece des ensembles de cardinalité deux. Il est donc possible de
déterminer de fagon bijective le nombre d'arbres laissés fixes par I'action d'une
permutation donnée; ceci est fait dans [CL], ou plusieurs autres espéces
(d'endofonctions et autres) sont également traitées.
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Chapitre 2

Sur des Structures Combinatoires Laissées Fixes par
I'Action d'une Permutation donnée.*
Ivan Constantineau and Jacques Labelle (Université du Québec 2 Montréal)

Article a paraitre dans la revue Studies in Applied Mathematics (accepté en 1989).

Résumé. Soit p une permutation donnée de [n] = (1,2,...,n} de type ( By, B2..... Bp) Gie. B a B; cycles
de longueur i ; i B; = n) . Nous trouvons (bijectivement, en termes des Bi ) le nombre
d'endofonctions, permutations, permutations circulaires, dérangements, involutions sans point fixe,
assemblées de pieuvres, pieuvres, endofonctions idempotentes, arborescences (i.e.contractions), foréts
d'arborescences, arbres, vertébrés, relations (i.e. graphes orientés), relations symétriques (graphes
simples), partitions, endofonctions connexes, sur [n], laissés fixes par l'action naturelle de B. Cette
approche conduit & des algorithmes qui engendrent ces structures.

0. Introduction

Soient A une espéce de structures (voir [Jo],[Lg1],[Lj1],[B3],[BLL1] ou
[Y1,2]) et B une permutation d'un ensemble fini U. Dénotons par Fix 5(B) l'ensemble
des A-structures sur U laissées fixes par B, c'est-2-dire que Fixa(B) = {a € A[U] |
AIB]J(a) = a }. Les cardinalités de ces ensembles sont précisément les coefficients de la
série indicatrice de cycles Z de A (voir [Jo],[Lg2,3],[B2],[D1] ou [Le]) :

XBIXB%..xBn
n

Zy = Zy0xp Ry ) = X | Fix, ®)| n
1 22 4...q

1Bt 27B, - B!

ol la somme est sur tous les B=(B, By, ... ), Z; B; <<= etol P est n'importe quelle

permutation de type B.

Exemples de séries indicatrices de cycles:

xl‘31 XZB?-...XHB“

a) Z_ = e"le =y
E B, B By
1B, 27, n B!

ou [E est I'espéce des ensembles (i.e. une seule structure pour chaque ensemble fini).

* Travail fait dans le cadre des subventions: NSERC A5660 (Canada) and FCAR EQ 1608 (Québec).



- 1 —_ Bl BZ Bn [ ‘ :
b Z, = QT-_x: = §x1 X,... X' ol I estl'espéce des permutations.

€) Zy =- 1 ol IL est l'espece des ordres linéaires.

l-x1
' =-1 nd
@(n) 1 9d? [R-1 X4
d Z. = —-log[l_ ]= o t —94
C t§1 n Xn ;dh d d"/d(n/d)!

oll C est I'espece des permutations circulaires.

Théoréme 1. [Jo] Soient A et B deux especes et soient A + B, A-Bet A o B (si
B[Q] = @) respectivement leur somme, produit et substitution (voir [Jo], [Lgl] ou
[Lj1] pour les definitions) alors on a:

() ZpoyB = Zp+Z3 ; (i) Zog =Zp- Zg ; (ii) Zpop = Zp°Zp

oll Zp°Zg est la substitution pléthystique (voir [B2], [Jo] ou [Lg2]) des séries en une
infinité de variables.

A l'aide du théoréme 1 et du fait évident que des espéces isomorphes ont la
méme série indicatrice de cycles, on a que toute identité fonctionnelle entre espéces
donne lieu 2 une identité correspondante au niveau de leurs séries indicatrices de cycles.
Par exemple, on peut obtenir d) de I'équation & = E o C. Pour les espéces End (des
endofonctions) et Con (des arborescences ou contractions) respectivement,
Gilbert Labelle [Lg2], puisque End = $oCon = EocCoCon et X(IEoCon) = Con
(ot X denote l'espéce des singletons), a obtenu, en utilisant l'inversion
multidimensionelle de Lagrange, les expressions suivantes:

By

|Fix . (B)|=£Il [;deﬂd) )

By Byt
B)-1 ] .
ot I[5eS m(gef ] e

0 autrement.

Le probléme de prouver (2) bijectivement a été proposé par G. Labelle a la
session de problémes du "Colloque de Combinatoire Enumérative, UQAM (1985)"
(voir [Lg2], page 383]). Doron Zeilberger a donné une preuve de (2) en se servant du
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théoréme connu sous le nom de "matrix tree” (voir aussi [Lo], p.32); il y a une preuve
matricielle de (1) et aussi de (17), (19) et (20)) dans [Da].

Dans [C2], nous avons prouvé (1) et (2) bijectivement; 1'objet de cet article est
d'utiliser la méme méthode élémentaire dans le cas des permutations, permutations
circulaires, dérangements, involutions sans point fixe, assemblées de pieuvres,
pieuvres, endofonctions idempotentes, foréts d'arbres, arbres, vertébrés, relations
(digraphes), relations symériques (graphes simples), partitions et endofonctions
connexes. '

Il vaut la peine de mentionner qu'on peut souvent trouver, en utilisant le
Theoréme 1 (ou des outils plus sophistiqués comme le logarithme combinatoire - voir
[Lg2]). une expression explicite pour les coefficients des séries indicatrices de cycles
des especes énumérées dans le paragraphe précédent. Cependant la signification
combinatoire de ces résultats algébriques et analytiques n'est pas, en général, vraiment
apparente (voir, par exemple, la Remarque 3.4 et I'identité algébrique développée a 1a
fin de la preuve de la Proposition 5.1). La méthode utilisée dans cet article ne calcule
pas seulement ces coefficients de maniére purement combinatoire, elle prodigue aussi
des outils algorithmiques pour engendrer les structures qu'elle compte.

1. Endofonctions

Soit B une permutation fixée de [n] = {1, 2,..., n} de type (B;, Bss---» Bp) €t
C = Cg I'ensemble des cycles de B. Le groupe symétrique &, agit sur 'ensemble des
endofonctions de [n], End[n] , en posant G- ¢ =0° ¢ © ¢ -1 pour toute ce S, et
toute ¢ € End[n]. Posons Fixg,4(B) = (¢ € End[n] I B - ¢ = ¢}.

Lemme (2.1) Soit ¢ € Fixg,4(B); si x appartient 2 un k-cycle de P alors ¢(x)
appartient 3 un d-cycle de B pour un certain dik.
Preuve. Evidente puisquefk(x) = x = Bk(¢(x)) = ¢(BK(x)) = ¢p(x). Q

Du Lemme (2.1) on obtient immédiatement (1):

Proposition (2.2) [Da,Lg2,C2].

Ona |FixEnd(l3)| = ﬁ(édﬂdJ

k=1

Be
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Preuve (Bijective).Considérons I'ensemble suivant: -End[n] = { (5, A) 18: C—C,
A: C—[n] et V ce C, 18(c)| divise Icl et A(c)e 8(c)}. Il y a une bijection I entre
Fixg,q (B) et B-End[n] que nous décrivons maintenant: soit e Fixg,4(B), T'(9) =
(o, ¢|) ol ¢ : C—>C est telle que ¢(min(c))e d(c), Vce C et ¢j: C—I[n] (la
restriction de ¢ aux minimums des cycles) est définie par ¢j(c):= ¢(min(c)). Il est clair
que I" est une bijection. De plus, on voit immédiatement que:

n Bx
[B-Endiml| = TT( Zdﬁd] . 3
=1 \ k

k=1{ d
Q

La plupart des formules de cet article peuvent étre généralisées a des especes a
plusieurs sortes et & des especes pondérées.

Proposition (2.3) Soit G = ([k], I'), I': [k] = ®([k]), un graphe orienté et Endg
la k-espéce des endofonctions ¢ sur U;+Uz+...+Uy telles que, Vu;e U;,
¢(upe U; = jeI'(i). Soient 0, Gy,..., Oy des permutations de Uy, Uy,..., Uy
respectivement, et soit 0;;=(0; ); le nombre de j-cycles de o; et n; = IU; |, alors on a:

n,
i

k ij
Fixgyy, @ | = T ] (%dr;ﬁ)%J )

i=1 j=1

En particulier, le nombre d'endofonctions bipartites de [n + m] laissées fixes
par l'action de o + B, o0 ax € G, et B € G, sont respectivement de types
(001,00,. .05 O) €t (Bys Bas.-., Pm), est donné par l'expression suivante:

2. Sous-especes des permutations

Les propositions (3.1) et (3.2) énoncent des résultats bien connus que nous
démontrons 2 l'aide de notre méthode.
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Proposition (3.1) Le nombre de permutations ¢ de [n] laissées fixes par l'action
de B est donné par:

kfl kBk Bk ! ©)

Preuve. Si on pose B-5[n] := I'(Fixg (B)), alors on a évidemment B-5[n] = Fixg (B).
Soit (5, A) € B-S[n]; alors pour tout k, 1 <k <n, djp<i>€ B[P<k>], ot f<k> =
{ce Cﬂ I icl =k}. On obtient alors immédiatement (6). Q

Proposition (3.2) Le nombre de permutations circulaires sur [n] laissées fixes

par l'action de P est
n
1

od-dd (% . 1]! )

ou B a n/d cycles de longueur d (¢ dénote la fonction indicatrice d'Euler) et zéro
autrement.

Preuve. Soit (8, A) € B-C[n] := I'(Fix¢ (B)); alors 8 € C[Cgl et les cycles de B
doivent tous étre de méme longueur, disons d (avec din). De plus A est uniquement
déterminée par l'ensemble {Al(1), A%2(1), ..., A™d(1)}. Pour 1 <i<n/d,ilyad
choix pour Ai(1) mais seulement @(d) possibilités pour And(1) qui font que I'-1(3, A)
est circulaire. Q

Proposition (3.3) Soit Der I'espéce des dérangements. Alors on a

n B 8
|Fixp,® = J] X
i=1 j=0

i

i
Preuve. Soit (8, A) € PB-Der[n] := I'(Fixp,(B)); alors 8 permute les B; cycles de
longueur i ensemble. Pour un certain j, 0 <j < B;, 8 dérange j des i-cycles et fixe les
B; - j autres. Si l'image d'un cycle n'est pas lui-méme alors on a i choix pour 1'image
par A de son minimum; si c'est un point fixe, il y a seulement (i -1) choix (autrement
on obtient des points fixes pour I'-1(3, A) ). Q

) | Der [i11 i’ G -1y & @)

Remarque (3.4) Analytiquement on trouve plutdt I'expression équivalente suivante:

S
~ X 1y B, B, B,
PYRL S EETID YR 15 U 1 £ o TEg ML

enZl — si
H B,! ok B! -

ALT x, B=@,B,..)[0<53B, i 811
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Soit J l'espéce des involutions sans point fixe; rappellons que I'on a
|J[2k]l =1-3--- (2k-1).

Proposition (3.5) On a IFix j (B)l =My, A; o

4 [B"
B B .k
Y (213 IJ[2k]|‘J , Si j est pair
k=0
Aj = < 0, si Bj est impair )
B , ,si jis impair.
9 it . |JT[BJ-]‘ ,si[ijestpair

Preuve. Soit (8, A)eB-J[n] := I'(Fixy (B)). Alors 8 est une involution (avec,
possiblement, des points fixes). 'Ainsi, pour toutm, 1 Sm<n, 5I5<m>’=' I[B<m>],
ot I est 1'espéce des involutions. Si j est pair, choisissons 2k cycles, k 2 0, dans
B<j>, pour étre les couples de I'involution djg;,, les B; - 2k cycles qui restent étant
ses points fixes. Il n'y a qu'une seule fagon de définir A sur les (Bj - 2k) points fixes:
pour chacun de ces cycles ¢, A(c) est le point "antipodal” de min(c) dans c. De plus, si
d(c) = d alors on a 8(d) = c et A(c) détermine uniquement A(d). Si j est impair, Slp<j>
ne peut étre qu'une involution sans point fixe. Q

3. Sous-espéces des endofonctions

Il est bien connu qu'une endofonction ¢ n'est en fait qu'une "permutation
d'arborescences”. Si toutes les arborescences sont des chaines, on dit (voir [B1]) que
¢ est une assemblée de pieuvres. Ces endofonctions spéciales constituent 'espéce
B =5 o L* (od L* denote I'espéce des ordres linéaires non-vides - ou chaines). 11
s'ensuit que la série génératrice exponentielle de B est (1-(x/1-x)) -1 =
(1-x)/(1-2x), et quiil ya 2n-1n! B-structures sur [n].

Remarque. Rappellons ici (voir [FLj] page 309) qu'il existe une bijection, dénotée
P12, entre les " configurations de Meixner" et les "permutations bicolorées” qui peut

27



étre restreinte a un isomorphisme entre l'espéce B et I'espéce P des "permutations
bicolorées ayant au moins un point noir sur chaque cycle” définie par:

P[U]l = {(A,0) | ASU, ce5[U] et chaque cycle de ¢ contient un element de A},
ot U est un ensemble fini, et, pour toute bijection f:U —V, P[fl(A,0) =
(f(A),focof -1). Puisque sous la bijection p,3 (voir [FLj] page 310) entre
"permutations bicolorées" de [n] "permutations partiellement soulignées” sur [n] de
Kreweras (voir [Kr]), I'ensemble [P [n] est envoyé surjectivement sur I'ensemble des
permutations partiellement soulignées de [n] ol la premiére entrée est soulignée, on a
une preuve bijective du fait que |B[n]l =20-In! .

Proposition (4.1) Le nombre d'assemblées de pieuvres sur [n] laissées fixes
par I'action de B est donné par l'expression suivante:

B-1 B
IT2" i’ (10)
iB.21
Preuve. Soit (§, A)eB-B[n] := I'(Fixg()). La restriction 5IB<i> est une assemblée
de pieuvres sur B<i>. Chacun des minimums des B; i-cycles a i images possibles
sous A. Q

Proposition (4.2) Le nombre de pieuvres sur [n] laissées fixes par I'action de B
est donné par

Lia(n
o dd (2"- J(% -1) an

si B a n/d cycles de longueur d, et est nul autrement.

Preuve. Rappelons [B1] qu'une piecuvre est une permutation cyclique de chaines
non-vides. Puisque C o L*(x) = log ((1 - x)/(1 - 2x)), il y a (2" - 1)(n - 1)! pieuvres
sur [n] (sous p;,, [FLj], on obtient une permutation circulaire bicolorée avec au moins
un point noir). Prenons une pieuvre arbitraire sur les n/d d-cycles de B et procédons
comme plus haut. Chacun des n/d minimums a d images possibles sous A excepté un
qui n'en n'a que ¢(d), de maniére a ne pas scinder le cycle de la pieuvre. Q

La version pondérée de ces formules (qui sont trés utiles dans 1'étude des
modeles combinatoires des polynémes orthogonaux et de leurs g-analogues) est fait en
détail dans [D1,2] de méme que le calcul de plusieurs autres séries indicatrices de
cycles d'especes pondérées.
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Une endofontion idempotente est une endofonction ¢ telle que ¢2 = ¢.
11 est bien connu qu'on peut associer ¢ a un unique triplet (A, B, f) telque AN B
=@3,AUB=[n],A=@,f:B— Aol A =o¢[n]estl'ensemble des points fixes de
¢ et f-1(a) = ¢-1(a) - {a) si a € A. Il s'ensuit qu'il y a I, (n) (n!/(kin-k1))kn-k
endofonctions idempotentes sur [n]. On peut aussi envisager ¢ comme une
bicoloration (i.e. (A, B)) de [n] munie d'une partition de [n] ayant exactement un point
noir (i.e. dans A) dans chaque classe. En d'autres mots l'espéce des endofonctions
idempotentes est Eo(X:IE).

Proposition (4.3) Le nombre d'endofonctions idempotentes sur [n] laissées

fixes par B est:
n Bi- %
s 1132 @

ASB i=1 A’i di

ol A = (Aq, Ag,...s Ap) S B =( By, Bzs-..» By) signifie que, Vi, A; < B;.

Preuve. Vi, 1< i < n; parmi les B; i-cycles de B choisissons-en A; qui seront faits de
points noirs (i.e. fixés par ¢). Pour chacun des B; - A; cycles (blancs) qui restent, on
choisit comme image du minimum n'importe quel point d'un cycle noir dont la
longueur d divise i. Cela définit une endofonction idempotente unique sur [n] laissée
fixe par B. Q

4. Arborescences, foréts d'arborescences, arbres et vertébrés.

Une contraction ¢ est une endofonction n'ayant qu'un seul point périodique
(qui est un point fixe). Si on choisit ce point comme racine et qu'on remplace les
fleches (dans le graphe de ¢) par des arétes, on obtient précisément une
arborescence. Réciproquement, en orientant les arétes vers la racine (sur laquelle on
ajoute une boucle) dans une arborescence on obtient une contraction. Soit Fixc,,(B)S
Fixg,q(B) l'ensemble des contractions sur [n] qui sont laissées fixes par .

Proposition (5.1) [Lg2,C2]. Si B;=1, alors on a l'expression suivante pour
IFixcon(B)! : (quand By= 0, Fixcon(B) = @)
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B I [(?.ﬁ d;sdfk- kB, (dzk dﬁdfk-l].

k=22

Preuve. (Bijective). On a que (8, A) € I'(Fixc,,(B)) si et seulement si 8: C——C est
elle-méme une contraction ol la racine p € C est telle que Ipl = 1. De combien de
maniéres le couple (8, A) peut-il étre construit ? Examinons chaque niveau k, i.e.
considérons les restrictions §,: f<k> —> C et A.: B<k>—> [n] de det A
respectivement. De combien de maniéres ces fonctions peuvent-elles étre définies de
maniére a ce que I'"1(3, A), ol (8, A) = X1 <n(8y, Ay), soit une contraction ?
Considérons un couple arbitraire de fonctions (8, Ay); on dira que ce B<k> est rigide
si 8y(c)e B<k> et flexible si 3 (c) ¢ B<k>. Dénotons par R = W, (§y, Ay) et F =
F O, A, respéctivement les sous-ensembles de cycles rigides et flexibles de f<k> et
soit Rl =r et [Fl = By- r. Sur B<k>, &, doit étre une forét d'arborescences 2 sommets
dans F.
Lorsque R et F sont fixés, le nombre de ces foréts est:

Bf
k _ qof r-1
(Bk« r) -B—k- = Bk— rﬁk .
Ainsi le nombre de manigres incorrectes (i.e. ol on introduit un cycle) de définir J est:

T -1 r-1
B;'[ B, -8, )" By
Ainsi le nombre de maniéres incorrectes de définir (3, A,) telles que & (§,, Ay) =F et

R, (8, Ay) =R est:

B,-r
k 1

dB -1k’ B
P By
d=zk

En tout, pour le niveau k, on doit rejeter tle nombre suivant de possibilité3°

Ber
B, 8, |
B d8 G ! -
> ( rkJ &% r 8" Z D! B! ;dﬁ kB
r=1 #k
8,1 By-t-1 8- 1 B,-1
Z(Bktl) 2ds, | KB = | kB +Y dB, | kB, (Zdﬁ)
t=0 dlk dlk dlk

d=zk d=k
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Puisque le premier niveau (3,, A,) est simplement une arborescence sur les B, points
fixes de B, qui peuvent &tre choisies de B, B1-1fagons, nous avons effectivement
prouvé que la cardinalité de I'(Fixc,,(B)) est donnée par (2). ‘ Q

Considérons une forét d'arborescences sur [n] comme une endofonction
dont les points périodiques sont tous des points fixes. Soit [n]* = {0, 1,..., n} et B*:
[n]*——[n]* définie par B+(0) = 0, B+(i) = B(i) pour 1 <i<n. Il y a une bijection
entre les foréts d'arborescences sur [n] et les arbres sur [n]*. De plus, P laisse une
forét fixée si et seulement si B+ laisse 1'arbre correspondant fixe.

Proposition (5.2) Le nombre de foréts d'arborescences sur [n] laissées fixes par B
est donné par :

ﬂl'l

@0 ] {(1 +§dadfk- kﬁk[ 1 ;rg;dﬁd]&'l} (13)

k>2

Preuve. Le type cyclique de B+ est ( B;+1, Bs,..., B, ). Le nombre d'arborescences
sur [n]* laissées fixes par B+, qui est donné par (2), est clairement B+ 1 fois le
nombre d'arbres sur [n]* laissés fixes par B+. Q

Proposition (5.3) Soit T I'espece des arbres. On a:

r ,
%_ lleCon (ﬁ)| i B,21,
B,+B+Bh-
|Fix B = s 227787 |Fix g, (ByBy-)| 5i0=BBeBo= - (19)
\ 0 autrement.

Proof. Rappellons que le centre K dans un arbre (i.e. 'ensemble des sommets ayant
une excentricité minimum) est soit un simple point soit une paire de points joints par
une aréte. Soit t € Fix(B); on a B(K)=K. Soit que chaque point de K est fixé par
(alors B, = 1) ou que t est fait de deux arborescences isomorphes (t; sur L et ty sur R
oi L + R =[n]) attachées par une aréte (qui est le centre) entre les deux racines. Dans
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ce demnier cas, l'arbre t est laissé fixe par B parce que t; et t, sont interchangés; cela
signifie que P ne peut avoir que des cycles pairs (i.e. 0 = B; = B; =...) et que B2 laisse
a la fois t; et t; fixés. Remarquons que 2 restreinte 2 L (ou A R) a comme type
cyclique ( B2, By, ...) (i.e. By cycles de longueur k). De combien de manigres L (et
R) ett; (et ty) peuvent-ils &tre choisis dans ce cas ? Premiérement, partitionnons les
B2+ B4+... minimums des cycles en deux classes et (en appliquant B) distribuons
alternativement les autres sommets pour construire L et R. Construisons t; sur L tel
que B2 le laisse fixe [cela peut &tre fait de Fixcoq ( Bs, By, ...) manidres] et supposons
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