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Résumé

La théorie des empilements de pieces (diie & Viennot) permet de superposer une
intuition fortement géométrique 2 la notion de monoide partiellement commutatif.
Cette thése apporte de nouveaux développements 2 la théorie. On commence par
aborder les concepts fondamentaux: définition des empilements, superposition,
empilements triviaux, pyramides, connexité, facteurs gauches et droits,...

Une premigre question soulevée concerne une généralisation possible des mots
de Lyndon au contexte des empilements. On peut voir, en effet, les empilements
comme des mots partiellement commutatifs. Deux études préliminaires assurent la
réalisation de cet objectif: une théorie de la conjugaison applicable aux empilements et
la construction d'un ordre total (analogue & I’ordre lexicographique) sur ceux-ci. Les
empilements de Lyndon se définissent alors comme les représentants minimaux des
classes de conjugaison d'empilements, définition tout 2 fait analogue a celle des mots
de Lyndon. On explore les propriétés combinatoires qui résultent en se ramenant au
cas des mots dans certains alphabets construits 2 partir des positions. Plusieurs de ces
propriétés traduisent directement une propriété similaire des mots de Lyndon, avec
parfois une restriction (non sans importance par la suite) sur la connexité de certains
empilements. Ainsi, on retrouve différentes caractérisations des empilements de
Lyndon, la factorisaiton des empilements en superposition d'empilements de Lyndon
décroissants, la factorisation standard, etc.

La factorisation standard autorise 2 son tour la construction récursive d'une
bijection entre les empilements de Lyndon et une base de l'algébre de Lie
correspondante. On utilise une argumentation similaire a celle qu'on retrouve pour les
mots de Lyndon avec une complication supplémentaire qui apparait 4 cause de la non-
connexité relevée précédemment.

La traduction des propriétés des empilements de Lyndon en terme de séries
formelles fournit quelques résultats. En particulier, on obtient I’analogue d’une
identité de Witt qui lie le poids des générateurs d’un monoide d’empilements avec le
poids des empilements de Lyndon. Nous déduisons une généralisation des formules
classiques de Witt pour le dénombrement des empilements de Lyndon soumis 2
certaines statistiques.



‘On aborde ensuite la question de 1’interprétation combinatoire des empilements.
Un résultat dans cette direction: une nouvelle démonstration de 1’égalité de Jacobi
reliant un mineur d’une matrice au mineur complémentaire de la matrice inverse. On
peut voir cette égalité comme une généralisation de 1’inversion matricielle par
cofacteurs. Dans ce cas, 1’interprétation est simple: d’une part, on a un chemin qui
relie deux sommets d’un graphe, d’autre part, on a un empilement de circuits
élémentaires surmonté d’un chemin élémentaire qui relie les deux mémes sommets. La
bijection de Dulucq-Viennot démontre alors I'égalité. Pour interpréter I’égalité plus
générale de Jacobi, on ajoute, de part et d’autre, des chemins (élémentaires ou non,
selon le cas). L’égalité se démontre en appliquant une modification de la bijection de
Dulucg-Viennot 2 un chemin obtenu en collant plusieurs chemins 2 la file. Tout ceci
peut se réaliser en variables non-commutatives ce qui généralise un peu plus I’égalité.

Finalement, la théorie des empilements fait ressortir une dualité entre certaines
paires de séries formelles. Souvent, en effet, I'inverse d’une série associée 2 une
famille d’empilements posséde une interprétation en terme d’une autre famille; ainsi, le
couple empilements généraux-empilements triviaux. Cette dualité s’explique par un
transfert de piéces d’un membre d’une des familles 2 un empilement de I’autre famille.
On développe une théorie du transfert de pitces ol apparaissent les id€aux du treillis
“partiel” des empilements. Les conditions qui expriment la possibilité de transfert se
traduisent simplement sur les paires “duales” d’idéaux. On recherche aussi des
conditions qui assurent I’inversion des séries associées aux idéaux choisis.
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Introduction

A Dorigine de la théorie des empilements, on trouve la notion de mots
partiellement commutatifs (connus aussi sous le nom de traces). Ils apparaissent dans
les travaux de Cartier et Foata [CF] qui les utilisent pour résoudre certains problémes
d’algebre et de combinatoire liés 2 des ordres partiels. Ces mots sont définis 2
certaines commutations prés, commutations fixées & 1’avance et applicables aux paires
de lettres adjacentes.

Bien qu’équivalent au concept de mot partiellement commutatif, le concept
d’empilement de pidces (introduit par Viennot [Vi3]) permet une représentation
géométrique simultanée de tous les mots d’une méme classe de commutation. On
remplace les lettres d’un mot par des piéces qui s’empilent, 3 la maniére des briques
d’un jeu de construction, soit I’une sur 1’autre (si les lettres correspondantes ne
commutent pas), soit cdte A cdte (si les lettres commutent). Cette visualisation permet
de comprendre facilement I’idée sous-jacente & une démonstration ol les empilements
interviennent, méme si les détails et les vérifications, comme souvent en combinatoire,
sont parfois assez lourds.

Cette thése reprend 1’étude des empilements et apporte quelques prolongements
3 Ia théorie (empilements de Lyndon, inversion par transfert) et aux applications
(algébres de Lie, algebre linéaire).

Le premier chapitre se veut avant tout un rappel des définitions et des propriétés
usuelles rattachées aux empilements. Nous utilisons, 2 la suggestion méme de
Viennot, une nouvelle définition des empilements qui associe un niveau a chaque
pitce. Cette idée rend plus transparente le concept d’empilement tout en permettant de
simplifier certaines démonstrations. En particulier, la superposition EoF de deux
empilements E et F regoit un traitement plus li€ A Iintuition que ne le permet I’ancienne
définition. D’ailleurs, on rattache celle-ci A la nouvelle via un ordre partiel qu’on
associe 2 tout empilement. On développe finalement 1’idée de connexité dans les
empilements et celle de facteur gauche (ou droit), idées qui joueront un role crucial
dans les chapitres subséquents.



Un mot de Lyndon est le représentant minimal d’une classe de conjugaison (ou
de transposition) de mots; deux mots étant conjugués si on peut obtenir 1'un par
permutation circulaire des lettres de I’autre. Mais on peut voir un mot comme un ordre
total sur le multi-ensemble des lettres qui le composent. On peut donc se demander ce
qu’il advient si on remplace cet ordre total par un ordre partiel obtenu en permettant 2
certaines paires de lettres de commuter. Autrement dit, peut-on définir un concept
d’empilement de Lyndon adéquat? Le deuxime chapitre apporte une réponse
affirmative 2 cette question.

Pourtant, on se bute d&s le départ 2 deux difficultés. La premidre, qu’on
explore 2 la section 2.2, consiste A obtenir une théorie de l1a conjugaison pour les
empilements. On doit alors distinguer la transposition de la conjugaison,
contrairement au cas des mots. Le concept de transposition pour les empilements
généralise, A 1’aide des facteurs gauches (ou droits), celui de transposition pour les
mots; la conjugaison est la fermeture transitive de la transposition. Cette nécessaire
distinction a pour effet de compliquer la théorie. Heureusement, on peut associer 2
chaque empilement connexe une pyramide conjuguée qui se factorise en pyramides
dites élémentaires. Si on considere ces pyramides élémentaires comme les lettres d’un
nouvel alphabet, on se raméne alors au cas des mots .

La section 2.3 attaque la deuxizme difficulté: définir sur les empilements un
ordre total similaire A ’ordre lexicographique sur les mots. La solution proposée
consiste A associer 2 chaque empilement E un mot St(E) dit mot standard associ¢ 3 E.
11 suffit alors de comparer les mots standards. Ceci ne résout pas complétement le
probléme, puisque la relation St(EcF) = S{(E)St(F) ne se vérifie pas en général. Sitel
était le cas, la théorie des empilements de Lyndon serait identique 2 la théorie des mots
de Lyndon. L’introduction du concept de pyramide admissible permet cependant de
trouver des conditions suffisantes pour garantir I’égalité mentionnée dans plusieurs
cas.

Cette étude permet de définir les empilements de Lyndon de fagon similaire aux
mots de Lyndon: les représentants minimaux des classes de conjugaison
d’empilements (section 2.4). On remarque ensuite que la plupart des propriétés des
mots de Lyndon se relevent au niveau des empilements, moyennant quelques
modifications mineures. Beaucoup de ces résultats s’obtiennent par la fusion des
concepts de pyramide élémentaire et de pyramide admissible pour former celui de
super-lettre. On montre en effet que tout empilement de Lyndon est un mot de Lyndon
dans 1’alphabet des super-lettres. Plus loin, on démontre que les empilements de
Lyndon sont liés d’une autre fagon aux mots: le mot standard associé est un mot de
Lyndon, mais sur I’alphabet des positions cette fois. En retour, on peut montrer que
tout empilement se factorise de fagon unique en superposition d’empilements de
Lyndon décroissants.



On s’intéresse ensuite au probléme inverse: la superposition d’empilements de
Lyndon croissants (section 2.5). Dans le cas des mots, on sait que 1’opération
correspondante fournit un mot de Lyndon. Un résultat similaire s’obtient pour les
empilements mais au prix d’une analyse trés technique de la situation. Ceci est dii au
fait que la superposition d’empilements modifie complétement la structure sous-jacente
des super-lettres.

Le troisiéme chapitre aborde 1a question des rapports entre les empilements de
Lyndon et les algbres de Lie libres (partiellement commutatives); rapport bien connu
dans le cas des mots. On sait, en effet, que les mots de Lyndon correspondent
bijectivement 2 une base de 1’algébre de Lie libre. L’introduction de relations de
commutation complique le probléme. On doit, pour commencer, définir une
“factorisation standard” des empilements (analogue 2 la factorisation standard des
mots) qui permet de définir récursivement 1’élément de Lie associ€ & un empilement de
Lyndon donné. On prouve ensuite facilement I'indépendance de ces éléments par une
méthode qui s’inspire de celle employée par Lothaire ([Lo], §5.3) dans le cas des
mots. La principale difficulté est de prouver que ces éléments génerent bien I’algebre
de Lie correspondante. L2 encore, la preuve rappelle celle de Lothaire qui opére par
induction sur un ordre particulier décrit sur les paires de mots de Lyndon. Comme cet
ordre ne fonctionne pas bien pour les empilements, nous devons en construire un autre
plus complexe. De plus, comme la superposition de deux empilements de Lyndon
croissants ne donne pas nécessairement un empilement de Lyndon, la preuve doit
traiter de nombreux cas spéciaux.

Au chapitre 4, nous étudions les conséquences de la factorisation en
empilements de Lyndon sur les séries génératrices associées aux empilements. Une
inversion permet de redécouvrir 1’égalité:

()T =[Ja-1)
TaT(P) L
qui relie la série signée des empilements triviaux avec un produit oll interviennent les
empilements de Lyndon. On démontre cette relation combinatoirement. Aprés un
passage au logarithme et son interprétation en terme de pyramides, on propose divers
analogues des formules de Witt pour énumérer les empilements de Lyndon suivant
différentes statistiques.

La démonstration combinatoire de 1’égalité de Jacobi:

det((1- V)[F,D])
det(I-V)

det{(I- V)"'[D,F]) =



qui lie les mineurs d’une matrice et ceux de son inverse fait 1’objet du cinquieme
chapitre. Méme si ’auteur a déja traité le sujet dans un travail précédent, un
remaniement complet de I’argument principal autorise de I'inclure ici. En plus de
constituer une belle application des empilements 2 1’algébre linéaire, la démonstration
de ’égalité de Jacobi réalise la fusion de deux notions: celle d’empilements de circuits
¢lémentaires et celle des “chemins sans intersections” de Gessel-Viennot.

Le membre de droite de 1’égalité s’interpréte assez facilement en terme de
chemins élémentaires et d’empilements de circuits, grice 2 un théoréme général
d’inversion de séries formelles d’empilements. La difficulté consiste A faire disparaitre
les termes supplémentaires qui apparaissent dans le membre de gauche; c’est ici que le
remaniement intervient. Tous ces termes représentent des k-uplets de chemins (les
“configurations”) qu’on relie 2 la file par des arcs dit “spéciaux”. On passe chaque
chemin résultant par la bijection de Dulucq-Viennot qui lui associe un empilement. Si
celui-ci ne contient pas d’arcs spéciaux, il représente aussi un des termes du membre
de droite. Dans le cas contraire, on peut lui associer de fagon involutive un
empilement semblable mais de signe contraire par une légere réorganisation des arcs
spéciaux. Cette fois, le caractere involutif de la fonction décrite se laisse voir
clairement alors que dans la version ancienne, cela demandait une argumentation
élaborée. De plus, on traite simultanément autant de chemins par configuration que
nécessaire, alors qu’auparavant, il fallait distinguer le cas de 0,1,2 ou plus de 2
chemins par configuration. Une autre récompense due 2 ce nouveau traitement: on
obtient une version non-commutative de 1'égalité de Jacobi, version qui généralise
I’inversion non-conmmutative par cofacteurs de Foata.

Au cours des chapitres 4 et 5, nous utilisons souvent la relation:

YE x Y(-1)"T=1I

EeH(P) TeT(P)

qui exprime une inversion de la série formelle des empilements d’une part, et dela
série des empilements triviaux d’autre part. On démontre cette relation en transférant
une pidce d’un des empilements E ou T vers l'autre. Il se produit alors une
gigantesque simplification qui ne laisse survivre que E = T = @, c’est-a-dire le neutre
I des séries formelles. On sent bien qu’on peut soumettre d’autres couples de séries a
cet argument de transfert de pidces. Le chapitre 6 explore systématiquement cette idée;
on édifie une théorie de la transférabilité des ensembles constitués de couples
d’empilements.

Ensuite, on discute le cas ol cet ensemble prend la forme d’un produit
cartésien. Dans I’ensemble des empilements se dégage alors une structure de treillis
partiel (une des opérations du treillis n’est pas définie partout). Or, si les facteurs du



produit cartésien sont des idéaux du treillis partiel, la théorie se simplifie
considérablement. Le résultat principal de ce chapitre relie en effet la transférabilité
d’un produit cartésien d’idéaux avec les facteurs (comportant deux pigces) des
empilements de chaque idéal. Nous cherchons alors des conditions qui permettent la
plus grande simplification possible du produit des séries associées: les deux facteurs
correspondent alors  des séries inverses 1'une de I’autre. Ces résultats s’apparentent,
en la généralisant, 2 1a théorie des “linked sets” de Gessel [Ge).

Quelques mots pour finir sur 1’organisation des sujets. L’ordre suggéré par la
table des matiére n’a rien d’absolu. En fait, de nombreuses sections se lisent
indépendamment de celles qui précedent. Si le lecteur désire effectuer une lecture non-
linéaire ou ne s’intéresse qu’ certaines sections, il consultera la figure ci-aprés. Nous
avons aussi inclus un rappel des notations et un index général pour permettre de référer
aux définitions et propriétés essentielles 2 la poursuite d’une lecture que nous
souhaitons agréable.
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Chapitre 1.

Empilements

§1.1 Monoides libres partiellement commutatifs

Etant donné un alphabet A, un mot de A est une séquence w =a1a2...2j (i 2 0)
de lettres aje A. Quand i = 0, le mot est vide, ce qu’on note w = 1. Les symboles A*
et A+ désignent respectivement 1’ensemble des mots sur A et ’ensemble des mots non-
vides sur A. On définit la concaténation de deux mots (de A) u = aj...aj et v =>b1...b;j
comme le mot uv = aj...aj by...bj. Avec cette opération, A* devient un monoide libre.

On adjoint A A une relation de commutation C (une relation anti-réflexive et
symétrique). Deux lettres a,be A commutent ssi (a,b)e C, ce qu’on note habituel-
lement ab = ba. Ceci génere une relation d’équivalence sur A*. Deux mots u et v sont
équivalents (u = v) ssi il existe une séquence de mots u = wi, wW2,...,Wr =V telle que
pour chaque i, on trouve des mots x,ye A* et deux lettres a,be A (avec ab = ba) pour
lesquels w;j = xaby et w1 = xbay.

Exemple. SiA ={ab,c)}etC={(a)b), (b,a)}, ona: acbba= acbab = acabb, d’ol
acbba = acabb.

Clairement, la concaténation de mots est compatible avec 1’équivalence. Ainsi,
le quotient A*/= est un monoide (parfois noté L(A,C) ) appelé le monoide libre
partiellement commutatif sur (A,C). Cartier et Foata [CF] ont développé la théorie de
ces monoides et I’ont appliquée, avec succes, A la combinatoire de I’algébre linéaire.
Les monoides partiellement commutatifs se rencontrent aussi, dans 1'étude du
parallélisme en informatique théorique, sous le nom de “langage trace”; une trace étant
une classe d’équivalence de mots.



§1.2 Monoides d’empilements

Généralités

La théorie des empilements de pigces, développée principalement par Viennot
et Dulucq [Vi3], permet de donner une image géométrique des monoides libres
partiellement commutatifs de Cartier-Foata. Cette image devrait induire chez le lecteur
une intuition puissante des idées contenues dans la présente thése.

Pour passer du monoide partiellement commutatif aux empilements, on
remplace chaque lettre de 1’alphabet A par une “position” sur le plan horizontal. On
détermine la forme de ces positions de telle sorte que deux positions se recouvrent ssi
les lettres correspondantes ne commutent pas. Dans un mot donné, on remplace les
lettres par des pitces (des copies de positions) qui occupent alors certains niveaux
(qu’on prendra minimums) au-dessus de leurs positions respectives. Le mot s’est
transformé en un empilement de pices.

Fig. 1.1 Un empilement dont les pitces sont des dominos recouvrant une partie d’un échiquier. Les
positions correspondent  des paires de cases adjacentes (et non aux cases elles-mémes). Ainsi les
pidces a et f occupent la méme position (elles se distinguent par leur niveau), de méme que bet g.

Plus formellement, on commence par introduire une relation de concurrence
(liste des paires de positions qui se recouvrent). On développe ensuite la notion de
pré-empilement dont I’ utilité apparaitra dans la définition de la superposition d’empile-
ments. Nous suivrons, en cela, les idées de Viennot.

Définition 1.2.1. Soit P un ensemble (dit I'ensemble des positions). Une relation
de concurrence {, sur P est une relation réflexive et symétrique sur P. On note



{ la relation complémentaire (relation de commutation). On notera aussi P =
(P,0), I'ensemble des positions muni de la relation §. 0

Définition 1.2.2 Un pré-empilement E sur P est un ensemble fini de couples (p,i)
appelés pieces deEoape Petie P (= (1,2,...)). Les piéces de E doivent
vérifier:

(D) si (p.i), (q.j) € E avec plq et p#q, alors i#j.

Si (p,i) € E, on note n(p,i) = p, la position de la piéce (p,i) et h(p,i) =1i, le
niveau de la piéce (p,i). La hauteur totale de E est H(E) = 2 h(p); sa
hauteur maximale est h(E) = n:eag((h(p)), avec h(@)=0. ¢ e

Nous utiliserons parfois les mémes notations pour les piéces et pour les
positions associées 2 ces piéces; le contexte permettra alors de distinguer les situations.
Ainsi, pour un pré-empilement E, écrire pe E implique que p est une piéce, alors
qu'écrire pe (E) implique que p est une position.

L’axiome 1 demande que des piéces, qui occupent des positions concurrentes,
soient situées 2 des niveaux différents: les pieces ne peuvent s’interpénétrer. On peut
donc voir un pré-empilement comme un ensemble de pitces figées a certaines
hauteurs. Nous allons permettre un “flottement” de ces piéces grice 2 une relation
d’équivalence définie sur I’ensemble des pré-empilements.

S I 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2

a b c a b c a b c
Fig. 1.2 a) Un pré- b) Un pré-empilement ¢) L'empilement
empilement. équivalent. corespondant.

Définition 1.2.3. Deux pré-empilements E et F sur P sont équivalents ssi il existe
une bijection @:E—F préservant les positions et croissante sur les niveaux de
piéces concurrentes. 9

Autrement dit, dans une classe d’équivalence de pré-empilements, les hauteurs
sont relatives. La définition 1.2.3 définit bien une relation d’équivalence; pour le voir,
considérer la bijection identité sur E (pour la réflexivité), I'inverse de la bijection de E
a F (pour la symétrie) et la composition des bijections (pour la transitivité).
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Soit E et F deux pré-empilements équivalents. On montre facilement qu’il
n’existe qu’une seule bijection d’équivalence ¢ de E a F. En effet, s’il en existe une
deuxiéme, , alors ylog est une bijection d’équivalence de E vers E. Si y-lop(p,i) #
(p.i) pour une piéce (p,i)€ E, on peut supposer que y-log(p,i) = (p,j) aveci<j(oui>
j). Réappliquer y-1og & (p,j) et aux images successives pour obtenir une suite infinie
de pigces situées a des hauteurs croissantes (décroissantes). Ceci est impossible, d’olt
y =¢@. Cette remarque montre qu’une piéce dans un pré-empilement E aun
correspondant dans chaque pré-empilement équivalent 3 E.

Si on introduit ensuite 1a “gravité”, le flottement disparait; les piéces tombent au
plus bas niveau possible.

Définition 1.2.4. Un empilement sur P est un pré-empilement E sur P vérifiant
(2) soit (p,i)e Eavec i>1,
alors il existe une piéce (q,i-1)e E telle que plq. ¢

Proposition 1.2.5. Chaque classe d’équivalence de pré-empilements contient un
unique empilement. Un pré-empilement E est un empilement ssi H(E) est
minimal dans la classe d’ équivalence de E.

Démonstration. Commengons par montrer que si E est un pré-empilement pour
lequel H(E) est minimal dans la classe de E, alors E est un empilement. Supposons
qu'il existe une piece (p,i)e E ne vérifiant pas I’axiome (2) de la définition 1.2.4. On

pose:
E’ = E-{(p,})} et F = E'U{(p.i-1)}.

Clairement, F est un pré-empilement qui est équivalent 3 E (la bijection, qui montre
cette équivalence, associe (p,i) 2 (p,i-1) et est 'identité sur E’). Comme H(E) est
minimale, on peut écrire: H(E) < H(F) = H(E)-1; une contradiction. Remarquer
qu’on a montré, en méme temps, I’existence d’un empilement dans chaque classe
d’équivalence.

Soit E un empilement. Nous allons montrer que H(E) est minimale dans la
classe de E. Soit F un pré-empilement équivalent 2 E pour lequel H(F) est minimal
dans la classe de F (ou de E). Comme on I’a vu au paragraphe précédent, F est un
empilement. Soit ¢: E—F la bijection qui soutient I’équivalence de EetF.

Si @(pi) = (p.i) pour toute pitce (p.i)e E, nos problemes sont réglés: on a
alors E = F et HE) = H(F). Supposons, au contraire, qu’il existe une piéce (p.i)e E
telle que @(p,i) = (p,j) pour une hauteur j # i. On aura pris soin de choisir ’entier i



minimal. Sii=1,onaj>i. D’autre part, sii> 1, il existe une piece (q,i-1)€ E avec
plq (voir fig. 1.3a). Par minimalité de i, on a ¢(q,i-1) = (q,i-1). Comme ¢ est
croissante, on a j > i-1. Puisque j # i, on a encore j > i.

Comme F est un empilement, il existe une pigce (r,j-1)e F telle que plr. Soit
(r.k) = ¢-1(r,j-1) (voir fig. 1.3b). On a k < i puisque ¢-! est croissante sur les
hauteurs de pieces concurrentes. Par minimalité de i, on a donc (r,j-1) = ¢(r,k) =
(r.k). D’oll j-1 =k <i et j <i; une contradiction. ¢

F E F
.] i __...fp--" j
k='_1£--'-'_‘1"hj'l
- =l i-1
P q P q rp r p
Fig. 1.3 a) Situation de p et q dans b) Situation de petrdans E et F.
EetF.

Quelques exemples d’empilements

Les mots. L’ensemble des positions P est 1’alphabet avec comme relation de
concurrence { = PxP (rien ne commute; on dira que la relation de concurrence est
totale). Dans ce contexte, les empilements sont les mots. Le niveau d’une pigce est le
rang de la lettre correspondante dans le mot.

Les nombres. P est ’ensemble des nombres premiers avec relation de concurrence
triviale (toute paire de premiers distincts commute). L’ensemble IP des entiers positifs
correspond 2 1’ensemble des empilements, via la factorisation des entiers en nombres
premiers (fig. 1.4 a).

Empilements de couplages. Prenons un graphe non-orienté G. P est 1’ensemble
des arétes de G, deux arétes étant concurrentes ssi elles ont un sommet commun.
Dans plusieurs des exemples qui suivront, on considére G comme un graphe linéaire
ce qui est A la fois simple et suffisamment général pour illustrer de nombreux
concepts. Parfois, on simplifiera méme la représentation de ces exemples en ne
dessinant qu’un contour général de I’empilement et en incluant, au besoin, les pieces
qui jouent un rdle particuliérement significatif.

11
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!

L L
el LI v P
7 :

ua— —
5 11 13 Gra—+—a—11
Fig. 1.4 a) L’empilement b) Un empilement de ¢) Sa représentation 2
23x3x7 = 168. couplages sur un graphe I’aide d'un contours.

linéaire.

On introduira plus loin des empilements d'arcs et des empilements de circuits
élémentaires (voir le chapitre 5). Pour I'instant, passons 2 la définition de I'opération
principale des empilements: la superposition.

Superposition

Définition 1.2.6 Etant donné deux pré-empilements E et ¥ sur P, on définit la
superposition de F sur E comme le pré-empilement

EoF = EU{(p,h+i) tel que (p,i)e F}
o h = h(E) est le niveau maximum de E. 0

a b c d a b c d a bc d
E ° F E°F

Fig 1.6 La superposition de deux pré-empilements E et F.

On notera F+h = ((p,h+) tels que (p,i) e F}. Les pieces de F+h sont toutes
d'un niveau supérieur  celles de E; aussi EoF est-il un pré-empilement.

De fagon imagée, pour obtenir le pré-empilement EoF, placer F immédiatement
au dessus de E (en respectant les positions) et laisser tout tomber. La superposition
jouit de propriétés utiles, comme le démontre le prochain lemme.



Lemme 1.2.7 La superposition de pré-empilements sur P est associative,
simplifiable @ gauche et @ droite et posséde un neutre, le pré-empilement vide ®
(qui, d ailleurs est un empilement). Q

Démonstration. Soit E,F,G des pré-empilements de niveaux maximaux h,i,j
(respectivement). On a (EcF)oG = E U(F+h) U (G + h+i) = Eo(F¢G).

Supposons que EoF = EoG; on a EU(F+h) = EU(G+h). L'union étant
disjointe, on a aussitdt F+h = G+h, dou F =G.

De méme, si EoG = FoG, on a EU(G+h) = FU(G+i). Le niveau maximal de
EU(G+h) est h+j, celui de FU(G+i) esti+j. On a donc h =i. L'union étant disjointe,
on trouve E =F.

Finalement, 'ensemble vide est un pré-empilement. On a clairement Ec® =E
=QoE. ¢

La superposition peut étre définie aussi sur les classes d'équivalence de pré-
empilements. Il suffit d'admettre le lemme suivant.

Lemme 1.2.8 La superposition de pré-empilements est compatible avec
I'équivalence. Q

Démonstration. Soit E.E’,F,F’ des pré-empilements sur P. Soit h (respectivement
h’) la hauteur maximale de E (respectivement E’). Supposons que E et E’ soient
équivalents (par une bijection g de méme que F et F’ (par une bijection @g). Nous
allons montrer que EoF est équivalent 3 E'oF".

Soit ¢ définie sur EU(F+h) par:

¢(p,i) = Qe(p.i) si (p,i)eE,
@(p,i+h) = @e(p,i) +h’ si (p,i+h)e F+h,

11 est clair que @ est une bijection de EoF vers E’oF’ qui préserve les positions. La
restriction de @ 2 chaque partie E ou F+h est croissante sur les niveaux des pi¢ces
concurrentes. Mais comme les pieces de F+h sont 2 un niveau supérieur a celles de E
et comme un énoncé similaire est vrai pour F'+h” et E’, 1a bijection ¢ est croissante sur
le niveau pour toute paire de pi¢ces concurrentes de EoF. 0

Définition 1.2.9. Soit E et F des empilements sur P. La superposition EoF de F
sur E est l'unique empilement équivalent au pré-empilement EoF. ¢

13
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d abocd abocd
E°F EoF

Fig. 1.6 La superposition de deux empilements E et F.

b cd l:Iblt
E o F

Le lemme 1.2.8 démontre que les empilements forment un ensemble de
représentants des classes d'équivalences de pré-empilements et que ce choix de
représentants est cohérents avec l'opération de superposition. Les propriétés de la
superposition se transmettent 2 la superposition d'empilements.

Proposition 1.2.10. La superposition d'empilements sur P est associative,
simplifiable @ gauche et a droite et posséde un neutre, l'empilement vide ®. 0

Démonstration. Soit E,F,G des empilements de hauteurs maximales respectives
h,i,j. Les empilements Eo(FoG) et (EoF)oG sont équivalents au pré-empilement
EU(F+h)U(G+h+i) et sont donc équivalents entre eux. Mais il n'y a qu'un seul
empilement par classe d'équivalence. D'oll Eo(FoG) = (EoF)oG.

Supposons que EoF = EoG. Les pré-empilements EU(F+h) et Eu(G+h)
sont donc équivalents via une centaine bijection ¢. Nous montrons que ¢(E) E. Il
suffit de vérifier que hog(p,£) < ¢ pour toute pitce (p,f)e E. Supposons donc le
contraire: prenons (p,£) E avec ¢ minimal vérifiant @(p,£) = (p,m) pour un certain
entier m > £. Remarquons que (p,m),(p,£)e EU(G+h). En posant (p,k) = ¢1(p,D),
la croissance de ¢! montre que k < £. Ceci contredit la minimalité de £ puisqu'on a
hog(p,k) = ¢ > k. Ainsi, 1a restriction de ¢  E est une bijection de E dans lui-méme.
Donc la restriction de ¢ & F-+h est une bijection de F+h vers G+h. Les empilements F
et G sont donc dans la méme classe d’équivalence, d'od F = G.

Eu(F+h) Eu(G+h)

y m].z
..... P
H/ :

Fig 1.7 Hauteurs associées 2 la position p dans
Eu(F+h) et EL(G+h)

<-----pm
t~



Pour la simplification 2 droite, la preuve est similaire. Comme on I’a vu, le
pré-empilement vide @ est un empilement , qui joue le réle de neutre pour la
superposition. ¢

L'ensemble des empilements sur P, muni de I'opération de superposition
d'empilements, forme donc un monoide libre partiellement commutatif, noté H(P).
Viennot a montré ([Vi3], section 3) que H(P) est isomorphe au monoide libre
partiellement commutatif L(P,C) (od C est le complémentaire de {) de Cartier-Foata
[CF].

Ordre partiel associé & un empilement

Tout pré-empilement recele un ordre partiel sous-jacent, notion qui jouera un
role important par la suite.

Définition 1.2.11. Soit E un pré-empilement sur P et soit (p,i).(q,j) deux piéces
de E. On écrit: (p,i) <g (q.j) ssi il existe des piéces (pr,ir) (0 Si<k)deE
telles que:

1) (po.io) = (P.i), (Pk:ik) = (q4)s

2) potpil...Cpket
3) ig<i) <...<ik. 0

Lemme 1.2.12. Soit E un pré-empilement sur P. La relation <g définit un ordre
partiel sur les piéces de E. ¢

Démonstration. 11 est clair que (p,i) <g (p.i)
pour toute piece (p,i)e E (prendre k = 0 dans la P
définition). Supposons qu'on ait (p,)) SE(QJ) SE Py 4
(r,k) pour des pieces (p,i), (q.j), (r.k) € E. Py +
Alors il existe une suite (ps,is) (0 S s < k+£) de p P,
pieces de E vérifiant: P, 2

P P

1) (P0,io)=(p.i)s Pri)=(q)» Prssiksd)=rk), - 2 b ¢ 2

2) polpil...Cpk+ss Bie 1.8 Lordre associ A un pré
3) ip<i]<...<ligss & e;rpilement E. e

Aussi a-t-on (p,i) <g (r,k). Finalement, dans la méme situation, avec (r.k) = (p,i),
on a: ig<iy<...< ik =ipdod k+¢ =0etk=£¢=0. Onadonc (po.ip) = (Px,iv)
ou, si on préfere, (p,i) = (q,j). ¢

15
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Nous montrons ensuite que cet ordre est commun 3 tous les pré-empilements
d'une méme classe d’équivalence.

Proposition 1.2.13. La bijection ¢ assurant l'équivalence de deux pré-
empilements E et F est un isomorphisme d'ordre partiel pour <g et <f. 0

Démonstration. A toute chaine (pg i0)s....(pk.ik) € E vérifiant pol...Cpk et
ip <...< ik, la bijection @ lui associe la chaine (pg.jo),. . (Pk.ji)€ F vérifiant poC...Cpk
et jo<...<jk. Ainsi (p0.ip) SE (Pk-ik) ssi @(P0.i0) SF P(Piiik)- ¢

Définition 1.2.14. Etant donné un pré-empilement E sur P, on définit min(E)
(respectivement max(E)) comme le sous-ensemble de E constitué des positions
des piéces minimales (respectivement maximale) pour l'ordre <g. On peut leur
associer aussi les empilements qu'on note encore min(E) et max(E).

Un empilement T est trivial si h(T) = (1)}. L'ensemble des empilements
triviaux sur P se note I(P).

Pour un pré-empilement E, on note |E| le nombre de piéces de E. SipeP, on
écrit \Elp pour le nombre de piéces de E en position p. Une pyramide de
sommet p est un empilement D vérifiant max(D) = {p}. Une pyramide
(inverséel) de base p est un empilement D vérifiant min(D) = (p}.
L’ensemble des pyramides de sommet p se note DP(P); l'ensemble des
pyramides de base p, Dp(P).

Quand un empilement E est réduit @ une seule piéce en position p, on le note E
= (p,1), ou mieux, E = p. Tour empilement E peut alors s'écrire comme une
superposition E = pgo---opk (pi€ P). Ceci permet de parler de la position pj,
comme de la piéce p; (dans l'empilement E) en commettant un léger abus de
langage. Si on considere l'ensemble des positions P comme un alphabet, on
associe au mot p1...pm de P* (pie P) un empilement E = ¢(p1...pm) =

P1°°°Pm.

Si E est un empilement, on note {(E) = {pe P telles que 3 (q,i)e E avec alp);
c’est l'ensemble des positions concurrentes avec une position occupée par une
piecede E. 0

1 Comme le choix des termes “sommet” et “base” permet de distinguer les pyramides des pyramides
inversées, on laissera souvent tomber ce dernier qualificatif.
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Fig. 1.9 a) Une py- b) Un empilement trivial.
ramide de sommet c.

Remarquons qu'un empilement T est trivial si les positions de ses pieces prises
deux 2 deux sont non-concurrentes. On a T = min(T) = max(T).

Chaque mot dans 'ensemble @ 1(E) correspond 2 un ordre linéaire (sur les
piéces de E) compatible avec l'ordre partiel <g. En fait, on montre que ¢-!(E) est la
classe de commutation de mots que E représente. Autrement dit, on peut définir ¢ sur
le monoide A*/E. Dans ce cas cp:A*/s—a.'H(P) est un isomorphisme de monoide.
Consulter Viennot ([ Vi3], section 3) a ce sujet.

Renversement

Définition 1.2.15. Soit E un pré-empilement avec h = h(E). On définit Et =
{(p,h+1-i) telles que (p,i)e E}; c'est le renversé de E. Q

" . E E'

Le lecteur vérifiera sans peine

que Et est un pré-empilement et que si E

et F sont deux pré-empilements équi-

valents, alors Etet Ft sont équivalents.

On peut donc parler de l'empilement E.

On voit facilement que (Eb)t = E et que
(EoF)t = FoEL,

a b ¢ a b ¢

Fig. 1.10 Un empilement et son renversé.

Connectivité

Définition 1.2.16. Soit E et F deux empilements. On dit que E et F sont connec-
tés ('un @ I'autre) s'il existe une position pe ~(E) et une position qe n(F)
telles que plq. Dans le cas contraire, on dira que E et F sont non-connectés.

17
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I
Un empilement E est connexe si U
pour toute factorisation E = E \¥
UoV, U et V sont connectés __
(sauf, bien str, si U = ® ou si s
V=0) 0 a'bc de f

Fig. 1.11 L’empilement E = UoV est

i E et F sont non-conn il
S el s on-connectés, non-connexe; U et V sont non-connectés.

est clair que EoF = FoE.
Facteur gauche, droit.

Définition 1.2.17. Soit E,U,Ve H(P) tels que E =UoV, on dit que U
(respectivement V) est un facteur gauche (resp. droit) de E. L'empilement
Ulresp. V) est un facteur gauche (resp. droit) propre de E si, de plus, Uet V
sont simultanément non-vides.

De méme, on dit que V est un facteur de E si on peut écrire E = UoVoW pour
certains empilements Uet W.

Lemme 1.2.18 Soit Ee H(P), soit S un sous-ensemble de E. Posons
U = {p e E tel qu'il existe q € S vérifiant p <g q}.
Alors U est un facteur gauche de E. 0

Démonstratioﬁ. Montrons que U est-un empilement. Comme U S E, I'ensemble
U est nécessairement un pré-empilement. Soit (q,i)e U avec i> 1. Comme (q.)eE,
il existe (p,i-1)e E avec p{g. Ainsi (p,i-1) <g (i) et (p.i-1)eU.

Montrons ensuite que U est un facteur gauche de E. Soit V I'empilement
équivalent au pré-empilement E-U. Pour montrer que UoV =E, il suffit de montrer
que UU((E-U)+h) est équivalent A E (ol h = h(U)). Soit ¢: UU((E-U)+h)—E la
bijection définie par:

olpi)-{

(pi) si(pi)e U,
(p,i-h) si(p,i)e (E-U)+h.

Elle préserve les positions et est croissante pour des pigces concurrentes sur chacun
des ensembles U et (E-U)+h. Soit (p,i)e U, (q,j+h)e (E-U)+h avec p{q. Ona
i < j+h. 11 faut donc montrer que i < j. Supposons le contraire; alors (q.) Sk (p.i)
et, par définition de U, (q,j)e U. Mais, d'autre part, ¢(q,j+h) = (q.j)e E-U. 0

Définition 1.2.19. Soit Ee H(P), soit S un sous-ensemble de E. L'ensemble U
= (p e E telles qu'il existe q € S vérifiant p <g q} est dit le facteur gauche



déterminé par S dans E. On dit aussi que U est le facteur (gauche) de sommet
S dans E. Dans le cas o IS| = 1, U est une pyramide et on parle alors de la
pyramide de sommet S dans E. On a, bien sir, des définitions analogues pour
le facteur droit déterminé par S dans E. ¢

De fagon imagée, on obtient U, le facteur de sommet S dans E, en pesant
simultanément sur toutes les pieces de E qui font partie de S, et en prenant tout ce qui
s'enfonce. On peut écrire E = UoV o V = {p € E telles que p£;q pour tout q € S}.

Lemme 1.2.20. Si U et V sont des facteurs gauches de l'empilement E, alors
UV est un facteur gauche de E. ¢

Démonstration. Soit W le facteur gauche déterminé par UUV dans E. On a ULV
CW. Soitpe W. Alors il existe ¢ € UUV tel que p Sgq. Comme U
(respectivement V) est le facteur gauche déterminé par U (resp. V) dansE,onape
U (resp. V) siq € U (resp. V). Dans tous les cas, p € UUV. Donc UUV =W qui
est un facteur gauche de E. ¢

Lemme 1.2.21. Soit E,Fe H(P) alors il existe U,Ve H(P) tels que :
1) UV =F
2) min(V) < §(E),
3) U et E ne sont pas connectés. ¢

Démonstration. Prendre S = {pe F tels que n(p)e {(E)} et V le facteur droit
déterminé par S dans F. Ecrire F = UoV. Clairement, min(V) € § S {(E). SiUet
E étaient connectss, il existerait une piece pe U vérifiant n(p)e {(E); p serait donc une
piece de Vetnonde U. ¢

Les conditions du lemme
précédent montrent que EoV est le
facteur droit déterminé par E dans EoF.
Les empilements U et V sont donc
déterminés de fagon unique.

Définition 1.2.22. Dans le lemme

1221, l'empilement U est la Fig.1.12 La partie de F non-connectée
. U)avec E. L'empilement (EoV) déter-
partie de F non-connectée avec fmng par E dans E EF. €V

E. ¢
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Chapitre 2.

Empilements de Lyndon

§2.1 Introduction

Dans ses articles sur le probleme de Burnside, Lyndon ([Ly],[CFL]) a
introduit les mots qui portent désormais son nom. On connait I'intérét qu’offrent les
mots de Lyndon pour la combinatoire et I’algébre. Nous proposons dans ce chapitre
une généralisation de ce concept au contexte des empilements. Comme les mots de
Lyndon forment, par définition, un systtme de représentants des classes de conju-
gaison de mots, notre premiére tiche sera d’étudier une généralisation de la conjugaison
applicable aux empilements. Pour comprendre les distinctions & apporter lors de ce
passage, revoyons la conjugaison dans les mots.

Etant donné deux mots u et v sur un méme alphabet, on dit que le mot vu est un
transposé (ou un conjugué) du mot uv. On écrit alors uv ~ vu. Chercher les
transposés d’un mot revient 2 le considérer comme une séquence circulaire. Pour les
mots, la transposition est une relation d’équivalence; en particulier, si u~v~w pour des
mots u,v,w, on a alors u~w. Le résultat de deux transpositions consécutives s’obtient
par une seule transposition.

A priori, il peut sembler facile de généraliser Iidée de séquence circulaire aux
monoides d’empilements en remplagant “mots u, v ou w” par “empilements U,V ou
W”. Malheurcusement, dans cette situation plus générale, la transposition n’est pas
une relation d’équivalence; la transitivité des transpositions n’est pas vérifiée (voir fig.
2.1). De fait, un mot ne peut étre transposé de lui-méme que d’une seule fagon. Plus
précisément, la solution de 1’équation uv = vu est u = xM, v = x™ pour un mot x et des
entiers m et n. On peut transporter cette solution au contexte des empilements.
Cependant, il y a au moins une autre type de solutions a 1'équation UoV = VoU; les
empilements U et V peuvent étre non-connectés.



/abc\

ach\\¢ /abc

a b ¢

Fig. 2.1 Laclasse de conjugaison d'un empilement. Chaque flzche représentc une transposition.

Nous allons donc étudier un concept d’empilements “circulaires”. En analogie
avec les mots, I’équation UoV = VoU apparaitra comme la clé de cette étude. Duboc
({Db1], [Db2], [Db3]) a étudié 1a solution de cette équation en terme de traces, et plus
généralement, de toute équation 2 deux inconnues. Les définitions et résultats de ses
travaux se traduisent aisément en empilements. On en retrouvera quelques-uns dans ce
chapitre avec quelques modifications mineures. Cependant, le traitement donné ici
s’inspire de la théorie des empilements et posséde donc un esprit différent.

§2.2 Conjugaison

Soit E un empilement. S’il existe un empilement F (# @) et un entier k 2 2 tels
que E = FX, on dit que E est périodique (de racine F, si k est maximal). SiE =UoV =
VoU implique U = ® ou V = ®, on dit que E est primitift. Remarquons qu’un
empilement primitif est nécessairement connexe et non-périodique.

Si E = UoV, on dit que VoU est un transposé de E. Si U et V sont non vides,
la transposition est propre. SilUl =1 ou IVl = 1, la transposition est simple. La
fermeture transitive de la relation “transposition” est une relation d’équivalence, la
conjugaison, notée “~". De fagon plus explicite, E~F ssi il existe une séquence de
transpositions (UjoV;,VieUjie [k] telles que E = UjoV1, F = VoUk avec VjoUj =
Ui+1°Vis1. On dira alors que cette séquence est une conjugaison de E 3 F. La
conjugaison est simple si toutes les transpositions qui la composent sont simples.
Toute transposition (UoV, VoU) se raffine en une conjugaison simple
(pi-19+-op1oUspgo-+op;, pio-+-op1oUecpko---opis1)ie (k] (0B V = pko-+-op) pour certaines

1 Pour Duboc, “primitif” est “ non-périodique”. Cependant, en prévision des propriétés des
empilements de Lyndon, nous préférons la distinction apportée ici.
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positions pi€ P). Ainsi, en remplagant chaque transposition d’une conjugaison donnée
par une conjugaison simple, on obtient une conjugaison simple. Le lecteur prouvera
facilement le prochain lemme en le démontrant d’abord pour des empilements E et F
reliés par une transposition simple.

Lemme 2.2.1. Soit E,Fe #(P) avec E~F. Alors :
1) Ek ~ Fk;
2) si E est périodique alors F est périodique (avec des racines conjuguées),
3) si E est connexe, F est connexe;
4) si E est primitif, alors F est primitif. 0

Pour pouvoir étudier un peu plus Ieffet des transpositions sur un empilement,
on définit deux fonctions Ap et A7, Soit E un empilement et soit p une pi¢ce de E.
Soit V la pyramide de base p dans E et soit E = UoV. On définit Ap(E) = VoU.
Clairement E~A(E) et n(p)e min(Ap(E)).

\valAYA N

Fig. 2.2 Relations entre E et Ap(E).

Nous aimerions itérer cette fonction. Ceci laisse supposer que pe Ay(E).
Formellement, rien ne peut garantir une telle affirmation. Si, par exemple, la pi¢ce p
est au niveau 2, dans E, pourquoi y aurait-il une pi¢ce de méme position et méme
niveau dans Ap(E)? On comprendra, qu’en réalité, nous voulons parler de la piece de
VoU “correspondante” 2 la pitce pe UoV parmi toutes celles de méme position dans
VoU. Bien que ce point soit intuitivement clair, nous allons, par souci de rigueur,
préciser cette correspondance. On peut cependant passer directement au lemme 2.2.2.

Considérons une transposition (UoV,VoU). Soit h la hauteur maximale de U
et k la hauteur maximale de V. On définit une bijection 8 de UU(V+h) vers VU(U+k)
par:

8(p,i) = (p,i+k) pour (p,i) € U,
O(p,i+h) = (p;i) pour (p,i+h) € V+h.

On dit alors que 9(p,i) est la piece de VU(U+k) correspondant a
(p,i)e UU(V+h). De méme, 6-1(p,i) est la pitce de Uu(V+h) correspondant 2 la pigce
(p,i) de VU(U+kK).



Soit maintenant o 1’unique bijection (d’équivalence de pré-empilements) de
Uu(V+h) vers I’empilement UeV. De méme, soit B I’'unique bijection (d’équivalence
de pré-empilements) de VU(U+k) vers VoU. Soit @ = oBoat-! : UoV—VoU. Si
pe UoV, on dira que ¢(p) est la piece de VoU correspondante a p. Si ge VoU, sa
piece correspondante est ¢-1(q)e UoV.

El == AE) frzzl e

Fig.2.3 La bijection ¢ entre E et Ap(E) (description par les différentes trames).

A chaque transposition (UeV,VoU) , nous avons donc associé une bijection de
UoV vers Vol qui préserve la position des pieces. Clairement, la bijection associée 2
la transposition inverse (VoU,UoV) est @1,

Etant donné une conjugaison (UjoV;,VioUjie[k] de E 2 F, nous lui associons
la bijection @ro@k-10--o@1:E—F ol @; est la bijection associée a la transposition
(U;oV;,VieU;). On peut alors parler de la piece @¢(p)e F correspondante 2 la piece
pe E (via la conjugaison (UjoV;,VioUj)ie [k])- Comme plusieurs conjugaisons
peuvent relier deux empilements conjugués, nous devrons toujours spécifier la
conjugaison utilisée pour pouvoir parler de piéces correspondantes. Remarquons que
remplacer une conjugaison donnée par une conjugaison simple qui la raffine ne change
pas la bijection associée.

Dans le cas qui nous occupe, on écrira pourtant Af,(E), Af,(E),... au lieu de
I’horrible Ag, (p)(Ap(E)), Ag (9, Ag, @) Ap(E)))... tout en restant conscient de
commettre un léger (mais salutaire) abus de notation. On posera aussi A:(E) =E et
A},(E) = AP(E), naturellement. De plus, la conjugaison que nous utiliserons pour
relier E 2 A},(E) sera toujours celle produite lors du calcul de A (E).

Finalement, le lecteur peut facilement montrer qu’alors la pi¢ce correspondante a
@1(p)e Ap(E) dans A} (E) (pour i > 1) est toujours @;o@;.1o--opy(p) = @1(P). En fait
@io-+-oQ1(p) est (x(p),1)e A;,(E). Aussi, la discussion posséde-t-elle un caractére
plutdt académique dans ce cas précis.
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Lemme 2.2.2. Soit Ee H(P) et soit p E. Alors la séquence (A} (E))ixo est éventu-
ellement stable vers un empilement AJ(E). De plus, si E est connexe, AJ(E)
est une pyramide (inversée) dont la piece minimale correspond a p. ¢

Démonstration. Définir itérative- Y 2 U.
ment V; comme étant la pyramide dont 1\
la base correspond 2 p dans A,(E) et i \ / x
crire AL (E) = UjoV;. Ainsi A*'(E) {
= Uj+1°Vis+1 = VijoUj. Observer que v

1

Vi est un facteur gauche de Vj; (qui * /
est le facteur droit déterminé par V;

dans V;oU; ; voir la figure 2.4). Ainsi Uin
Vi1l 2 1V;l. Comme E est fini, on Fig. 2.4 Relation entre les facteurs de
trouve un entier minimal i tel que Vj; A:,(E) etde A:,"'(E)-

= V;. A ce moment, Uiy =Uj etAL'(E) = Ujy10Viy1 = UjoVi= A (E) = A7 (E).

p—b-

Remarquer que Uj+1 = Uj est la partie de VioUj non connectée avec Vj. Donc
si E est connexe, A7(E) I'est aussi, Ui =@ et AJ(E)=V; qui est une pyramide dont
la pigce minimale correspond 2 p. ¢

Apres avoir défini Apet A7, nous aimerions montrer que A:(E) caractérise les
classes de conjugaison d'empilements E connexes. Commengons par étudier I'effet
d'une transposition simple.

Proposition 2.2.3. Soit E un empilement connexe. Considérons l'empilement Ecq
pour une piéce q telle que n(q)e {(E). Soit peEcq. On a alors Ay, (qeE) =
A7 (Eoq) oi ¢ est la bijection associée 4 la transposition (Eq, qeE). ¢

Démonstration. Si p désigne la méme pigce que q dans Ecqg, alors Ap(Eoq) = qoE et
on a le résultat. Supposons donc que p#q; ainsi pe E. Soit

E =UjoV] ~ VjoUj) = UgoV3 ~...~ UjoVj~...

la conjugaison produite lors du calcul de A7(E). Soit j l'entier minimal pour lequel
n(q)e {(V;) (utiliser la connexité de E pour démontrer I'existence d'un tel entier). La
conjugaison produite lors du calcul de A (Eoq) est alors :

Eoq = UjoVioq = UjeqoVy ~ VyoUjoq = Uz0V20q ~...~ UjeVjoq ~ VjeqoUj~... .

Si a est la bijection associée 2 la conjugaison reliant Eoq & VjeqoUj, on a:



A7 (Eoq) = A%y, (VioqoUj).

Remarquons que o(p) = (x(p),1). D'autre part, la conjugaison produite lors du calcul
de Ay, (qeE) est :

qeE = Q°U1°V1 ~ VyeqolUj = q0V1°U1 =qolUz0V2 ~...~ qOUjOVj ~ Vj°q°Uj TN
Si P est la bijection associée a la sous-conjugaison reliant qoE & VjeqoUj,on a:

Agiey (A°E) = Aggon (VioqeUj).
Remarquons que B(¢(p)) = (x(p),1) = a(p). Ce qui prouve le résultat. 0

Corollaire 2.2.4. Soit ¢ la bijection associée @ une conjugaison reliant deux
empilements conjugués E et F. Soit peE. Alors AJ(E) = A, F. ¢

Démonstration. Raffiner la conjugaison en une suite de transpositions simples. La
bijection associée est la méme que celle de la conjugaison originale. Appliquer la
proposition 2.2.3 & chaque transposition. ¢

Corollaire 2.2.5. Si E est un empilement connexe et si pe E, alors A;(E) est
l'unique pyramide inversée conjuguée avec E et dont la piéce minimale
correspond a p. ¢

Démonstration. Soit D une pyramide inversée conjuguée avec E. Soit ¢ la bijection
associée 2 une conjugaison de E 2 D. Soit p la piece de E correspondant 2 la pice
minimale de D. Par le corollaire 2.2.4,0n a A;(E) = Agip (D). Mais comme D est
une pyramide inversée avec ¢(p) comme piece minimale, on a D = Agp)(D) =
AZ(E). ¢

Les pyramides inversées semblent donc jouer un réle spécial en tant que
représentants des classes de conjugaison d'empilements connexes E. Cependant,
plusieurs de ces pyramides pourraient peut-étre s'extraire de E. On montre qu'elles
sont toutes reliées par une transposition.

Proposition 2.2.6. Soit E un empilement connexe et soit p,qe E deux piéces de E
occupant la méme position n(p) = n(q). Considérons les deux pyramides
inversées Dp = A;(E) etDg= A;'(E). Il existe une transposition telle que
Dp =VoU et Dq = UoV. 0

Démonstration. On a Dp~E~Dq. Soit ¢ la bijection associée a une conjugaison de
Dp 2 Dq. Soit p’ la pitce minimale de Dy (clairement, nt(p’) = x(p)). Soit V la
pyramide de base @(p’) dans Dg. Posons Dg = UoV. L'empilement VoU est une
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pyramide de base ¢(p’) dans Dq. Posons Dq = UoV. L'empilement VoU est une
pyramide dont la piece minimale correspond i la pi¢ce minimale de Dyp. Par le
corollaire 2.2.5, on a VoU = AZ(Dp) =Dp. ¢

Fig. 2.5 Relations entre Dp, Dg = UoV et VeoU.

Une pyramide D de base pe P est élémentaire si 1a pi¢ce minimale de D est la
seule en position p. On écrit Ep(P) ou Ep pour I'ensemble des pyramides élémentaires
de base p. On définit :

€, = {DyoD30-oDy tels que k 2 0 et Die Ep};
E, = {D1o--oDy tels que k 21 et Die £}

Les éléments de ces ensembles
sont des empilements et non des mots.

Mais, dans un certain sens, ils agissent D (
comme des mots, comme nous allons le D
voir bientot. 4 | _— —
D; &= -
3
Soit D une pyramide de base p. L~ >
Soit k = IDIp. Soit px la pitce de D en D, G /é>
position p, de niveau le plus élevé. La D ? :
pyramide Dy de base px dans D est donc 1 —

élémentaire. On peut écrire D = CoDy. a b ¢ d e

En répétant le procédé sur C on voit que NN .

D est une superposition non vide de Fig. 2.6 Factorisation d’une pyramide de
est u PEIpO: base b en pyramides élémentaires.

pyramides élémentaires dont la base est

en position p. Clest évidemment la seule

factorisation de D en ces termes.

Proposition 2.2.7. Z: (P) est un monoide libre généré par Ep. E;(P) est
I'ensemble des pyramides de base p. ¢



La proposition 2.2.7 nous permet de considérer les pyramides inversées comme
des mots non-vides sur l'alphabet des pyramides élémentaires de méme base. Aussi,
toute équation en pyramides de base p s traduit en une équation en mots de £, . Les
deux prochaines propositions illustrent ce principe.

Proposition 2.2.8. Soit D une pyramide de base p. Il existe une et une seule
pyrami(fe non-périodique Dg de base p et un unique entier k 2 1 tels que
D =D;. ¢

Démonstration. L'existence de Dy et de k est claire. La pi¢ce minimale de Do doit
étre en position p. Pour montrer l'unicité, regarder tous les empilements comme des
mots dans I'alphabet des pyramides élémentaires de base p. ¢

Proposition 2.2.9. Si D est une pyramide, alors D est primitive ssi D est non-
périodique. ¢

Démonstration. Si D est primitive, on sait déja qu'elle est non-périodique.
Supposons que D ne soit pas primitive. Soit D = UoV = VoU pour certains
empilements non-vides U et V. Ceux-ci doivent donc étre des pyramides de méme
base p que D. L'équation UeV = VoU est donc une égalité dans Z;. Sa solution est
U=XmetV=X"avecm,n 21 et XeE;. Ainsi, D =X+ avec m+n 2 2.0

Cette dernire proposition se généralise & tout empilement.

Proposition 2.2.10. Un empilement E est connexe et non-périodique ssi E est
primitif. 0

Démonstration. L'affirmation est claire si E = ®. Supposons que E # ®. Soit
peE. SiE est connexe et non-périodique, la pyramide A7 (E) est non-périodique,
donc primitive. L'empilement E est donc primitif. Si, d'autre part, E est primitif, on
sait qu'il est connexe et non-périodique. ¢

Partant de la proposition 2.2.10, on démontre facilement que la solution de
UoV =VoU est: . :
U=X] 00X},

= X geeeo Xk -
V=X]o--0X}* ;

ot k 2 0; i1,e. esiksj1s-- ok 2 O €t Ol les X sont des empilements primitifs (deux a deux
non-connectés). On comparera ce résultat avec le lemme 2.2 de Duboc [Dbl].
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§2.3 Mot standard associé & un empilement

Soit < un ordre total sur I’ensemble P des positions. En considérant P comme
un alphabet, P* est alors totalement ordonné par I’ordre lexicographique induit par <.
Si u et v sont deux mots de P*, alors, par définition, u<v ssi on a une des deux
conditions suivantes :

1) u est un facteur gauche de v,
2) u = wpw’, v = wqw” pour certains mots w,w’,w”e P* et
pour certaines “lettres” p,qe P telles que p <q.

Nous transportons cet ordre sur 1’ensemble des empilements grice a I'inverse
de la fonction @: P*— #{P) qui transforme un mot p...pk en I’empilement pjo---opx.
En fait, étant donné un empilement E, on lui associe un mot défini par:

St(E) = max(¢-'(E)).

Autrement dit, on choisit le mot py...px maximal (pour 1’ordre lexicographique
sur P*) tel que E = pyo---opk. Il s’agit d’une variante de la “forme normale lexico-
graphique” caractérisé par Anisimov et Knuth [AK]. Perrin ([Pel], [Pe2]) a utilisé
cette forme normale pour étudier la reconnaissabilité d’ensembles de traces. Viennot
[Vi4] a défini une fonction similaire & St( ) pour démontrer combinatoirement un
théoreme d’Andrews relié a 1'inverse des formules de Rogers-Ramanujan. Ici, nous
conviendrons d’appeler St(E) le mot standard associé @ E. Un mot we P* est standard
s’il existe un empilement Ee #{P) tel que w = St(E).

La fonction St( ) permet de transporter 1’ordre lexicographique < a I’ensemble
des empilements H{(P) en posant:

E < F ssi St(E) < St(F).

Ainsi H(P) est totalement ordonné par <. Si nous désirons mettre en évidence cet
ordre, on notera H(P, <). Cette notation s’étend bien siir aux empilements triviaux
(TP, <)), aux pyramides,... Quelques minutes de réflexion suffisent pour vérifier la
validité du prochain lemme.

Lemme 2.3.1. Soit E,Fe H(P, <),weP* etpeP. Ona:

1) ¢(SUE)) =E, 5) St(p) = p,
2) St{p(w)) 2w, 6) St(EoF) 2 St(E)St(F),
3) ISY(E)lp = IElp, 7)EoF 2E. 0

4) St(d) =1,



La définition d’empilement de Lyndon sera basée sur le jeu entre 1’ordre partiel
<g associ€ a un empilement E et I’ordre < induit de I’ordre lexicographique sur P* (et
défini précédemment). Pour éviter toute confusion entre ces deux ordres, nous
conviendrons d’utiliser min (respectivement max) en rapport avec 1’ordre <g d’un
empilement E donné et inf (respectivement sup) en rapport avec 1’ordre < entre les
empilements. Ainsi inf(E) (ou plus proprement inf(r(E))) est la position minimale
occupée par une pie¢ce de E, tandis que min(E) est I’ensemble des positions occupées
par les pi¢ces de niveau 1 dans E. SiE # @, inf(E) est une position.

Comme nous aurons 2 travailler constamment avec le mot standard associé a la
superposition de deux empilements, on peut se demander quelles sont les conditions
sur E et F qui produisent 1’égalité dans la relation 6) du lemme précédent. Méme si
elles ne résolvent pas complétement la question, les propositions 2.3.4 et 2.3.5,
données plus loin, seront suffisantes pour la plupart des applications.

Lemme 2.3.2. Tout facteur d’un mot standard de P* est lui-méme un mot
standard. ¢

Démonstration. Soit pj...px un mot standard de P* (avec pje P). Soit pj...pj un

facteur de p1...pk (avec 1 <i<j<k). On pose E = @(p1...px) et F =@(pj...p;). On
a

pi---pj < St(F) = pgyi). - -Pa(j)

pour une certaine permutation 6 de I’ensemble {i,i+1,...,j}. Partant de cette inégalité et
de la définition de St(E), on trouve :

St(E) = p1...Pk £ P1-.-Pi-1Po()- - -Po(j)Pj+1- - -Pk < St(E).

Ainsi, p1...pk = P1...Pi-1Po()- - -Po(j)Pj+1---Pk- En comparant les facteurs, ceci devient:
Pi...Pj = Po(i)---Pa(j) = St(F). Donc, le facteur pj...p;j est un mot standard. ¢

Lemme 2.3.3. Soit Ee H(P, <) avec E # ®. Soit p = sup(min(E)). Si E = poF
alors St(E) = pSt(F). ¢

Démonstration. Soit p1...pk = St(E) (avec pie P). La premiére lettre p; de St(E)
doit appartenir & min(E). Elle doit étre aussi la plus grande possible, d’ol p1 =
sup(min(E)) = p. Ainsi F = po---opk et, puisque p2...pk est standard, p2...px =
St(F). ¢

Ce lemme donne donc un algorithﬁxe pour connaitre St(E).

Proposition 2.3.4. Soit E et F des empilements non-vides. Si sup(min(F)) <
inf(E) alors St(EoF) = St(E)St(F). ¢
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Démonstration. On écrit p;...pk = St(E) (avec pie P) et on pose E; = pjo---opk (pour
1 £1i £ k+1). En vertu des lemmes 2.3.2 et 2.3.3, St(E;) = pi...pkx €t pi =
sup(min(Ej)). Soit q = sup(min(E;oF)) pour un entier i fixé. On doit avoir q 2 p;
puisque pj € min(EjoF). Cependant q peut provenir soit de min(Ej) (d’o g<
sup(min(E;)) = pj), soit de min(F) (sous certaines conditions). Dans ce dernier cas, q
< sup(min(F)) < inf(E) < pi. De toute fagon, on a q = pj. Par le lemme 2.3.3, 0n a
St(EioF) = piSt(Ej+1°F). Une simple induction montre alors le résultat. o

Proposition 2.3.5. Soit E,F,Ge H(P, <) tels que St(E°F) = St(E)St(F) et
min(G) € {(F). On a St(EcFoG) = S((E)St(FoG). ¢

Demonstratlon Simple induction sur |[El. SiE = ®, I’affirmation est évidente. Soit
= sup(mm(E)) L’hypothese implique clairement que p = sup(min(EcFoG)) d’autre
part Ecrire E = poE’. Ainsi, pSt(E’oF) = pSt(E")St(F). On a donc,

St(EoFoG) = pSt(E’oFoG) = pSt(E")St(FoG) = St(E)St(FoG). ¢

Définition 2.3.6. Un empilement E est admissible ssi n(p) 2 inf(min(E)) pour
toute piéce p de E. 0

Remarquons qu’une pyramide inversée D est admissible ssi min(D) = inf(D).
L’importance de ces pyramides inversées admissibles apparaitra 4 la section suivante.

Corollaire 2.3.7. Si C et D sont des pyramides inversées admissibles et si la base
de D n’est pas supérieure a celle de C, alors St(CoD) = St(C)St(D). ¢

Démonstration. Remarquer que sup(min(D)) = min(D) < min(C) = inf(C);
appliquer la proposition 2.3.4. ¢

Finalement, nous comparons les termes de la séquence E, Ay(E), Ap(Ap(E))....

Proposition 2.3.8. Soit E<® un empilement, soit p = min(x-1(inf(E))). Alors :
E 2 AyE). ¢

Démonstration. Soit V la pyramide de base p dans E; écrire E = UoV (voir fig. 2.7
a). Ainsi Ap(E) =VoU. SoitUj la partie de U non connectée & V et VoU3 la pyra-
mide de base p dans VoU. On a U = UjoUz, E = UjoU20V et Ay(E) = VoU1oU2 =
U10VoUj3 (voir fig. 2.7 b). Si Uz = @, la proposition est immédiate. Supposons
donc que Uz # ®@. La pyramide VoU est admissible et (si Uy # @) sup(min(VoU3))
= nt(p) < inf(Uj). Par la proposition 2.3.4, St(Ap(E)) = St(U1)St(VeU2) (ce qui est
valide méme si Uj = ®@). Mais St(E) 2 St(U1)St(U20V). 11 suffit donc de comparer



St(VoUj) et St(Uz0V). Or, sup(min(VoU3)) < n(p) < inf(U) < sup(min(U20V)). La
premiére lettre de St(VoUy) est donc inférieure a la premiére lettre de St(Uz0V). ¢

\" U,
U E =
p—>
. T Pl Pal U
inf(E)
Fig 2.7 a) Construction b) L’empilement E apres transposition.
de la pyramide V.

§2.4 Définition et propriétés des empilements de Lyndon

Lothaire ([Lo], ch.5) définit les mots de Lyndon comme “les mots primitifs qui
sont minimaux dans leur classe de conjugaison”. De fagon équivalente, un mot est de
Lyndon s’il est strictement inférieur a chacun de ses transposés propres. Pour les
empilements, rappelons qu’une conjugaison ne se ramene pas a une seule transpo-
sition. Aussi, il semble y avoir deux définitions possibles des empilements de Lyndon.
Heureusement, nous verrons que ces deux définitions sont équivalentes.

Un mot sur I’alphabet A étant un empilement de #(A) pour la relation de
concurrence totale { = AxA, les résultats de la théorie des empilements de Lyndon se
traduisent tous en résultats de la théorie des mots de Lyndon. Donc, inutile de rappeler
ceux-ci qui sont, d’ailleurs, établis indépendamment. Nous supposerons cependant
que le lecteur est familier avec la théorie des mots de Lyndon a laquelle nous ferons
fréquemment appel.

Définition 2.4.1. Soit Le H(P, <). L’empilement L est un empilement de Lyndon
ssi L est un empilement non-vide, primitif et minimal dans sa classe de
conjugaison. On écrit L(P, <) ou simplement L pour I'ensemble des
empilements de Lyndon sur (P, <). ¢

Exemples.

1) Tout empilement réduit 2 une seule pi¢ce est de Lyndon.
2) Un empilement périodique ou non-connexe ne peut étre de Lyndon (proposition
2.2.10).
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3) Soit P = {a,b,c,...} avec relation de concurrence triviale (tout commute). Les seuls
empilements connexes ont la forme pK pour un certain pe P. Parmi ceux-ci, les
seuls qui sont primitifs sont les lettres. Dans ce contexte, les empilements de
Lyndon sont donc les lettres.

4) P = {a,b,c,...}) avec { = PxP. Les empilements de Lyndon sont les mots de
Lyndon sur P.

5) Considérez la figure 2.1 avec a < b < c. L’empilement @(abc) = acboc est'de
Lyndon. L’empilement ¢(acb) = coacb n’est pas de Lyndon (méme si acb est un
mot de Lyndon).

Proposition 2.4.2. Si L est un empilement de Lyndon, alors L est une pyramide
inversée admissible.

Démonstration. Soit p = min(n-1(inf(L))). Comme L est primitif, il est connexe et
A7 (L) est une pyramide admissible de base n(p), conjuguée de L. Donc AZ(L)2L.
Mais, par la proposition 2.3.8, L 2 Ap(L) 2 Ap(ApL)) 2 ... 2 A:(L). Donc L =

AZ(L). ©

Nous pouvons donc parler de la base p d’un empilement de Lyndon. On écrit
Lp(P, 5) (ou Lp) pour I’ensemble des empilements de Lyndon de base p. Par le
lemme 2.3.3, nous savons que pour tout empilement de Lyndon L, sup(min(L)) =
inf(L) est la premigre lettre de St(L). Aussi, étant donné deux empilements de Lyndon
LetM,ona:
1) si L <M, alors inf(L) < inf(M);
2) si inf(L) < inf(M), alors L <M.

La perspective d’avoir 2 rechercher toutes les pyramides inversées admissibles
conjuguées d’un empilement donné L n’a rien de réjouissant. On apprécierait
grandement de connaitre un test plus pratique pour vérifier si I’empilement est de
Lyndon ou non.

Proposition 2.4.3. Soit Le H(P, <). L’empilement L est de Lyndon ssi
1) Lz®et
2) L est inférieur a chacun de ses transposés propres.

Démonstration. La définition d’empilement de Lyndon implique clairement les
affirmations 1) et 2). Inversement, ces affirmations impliquent que L est un
empilement primitif non-vide. Il suffit donc de prouver I’affirmation “si L(z ®) est
inférieur a chacun de ses transposés propres, alors L est minimal dans sa classe de
conjugaison.”

Supposons donc que L satisfasse 1) et 2). L’empilement L est donc connexe et
non-périodique. Soit p = min(rn-1(inf(L))). On a donc L 2 Ap(L). Mais la condition



2) affirme que L < Ap(L). Donc L = Ay(L) = A7(L). L’empilement L est donc une
pyramide admissible de base 7(p).

Soit L’ I’empilement minimal conjugué de L. Comme L est primitif non-vide,
on peut en dire autant de L’. Donc L’ est de Lyndon; c’est une pyramide admissible de
base inf(L) = ®(p). Soit {q} = min(L"); soit q’ la pi¢ce correspondante a q dans L
(pour une certaine conjugaison: voir fig. 2.8). On a n(p) = 7(q"). En vertu de la
proposition 2.2.6, il existe une transposition telle que L = A7(L) = UoV et A:, L) =
VoU. Mais le corollaire 2.2.4 affirme que L" = A‘: L) = AL(L) = VoU. On a donc
L’SL=UoV<VoU=L" ¢

LI

Fig. 2.8

Définition 2.4.4. Une pyramide inversée admissible (de base p) qui est élémentaire
est appelée une super-lettre (de base p). L’ ensemble des super-lettres (de base

p) est noté A(P, <) ou A, 0

Si A est une super-lettre de base p, alors inf(A) = p = min(A) et min(A) est un
singleton. Une super-lettre de base p est nécessairement un empilement de Lyndon.
On peut écrire Ap(P,<) = (P, <) od P’ = {qe P telles que q = p}. La proposition
2.2.7 donne alors 1’énoncé suivant.

Proposition 2.4.5. Toute pyramide admissible de base p se factorise de fagon
unique comme élémentde A;. 0

La proposition 2.4.5 permet en ce sens d’identifier les pyramides de base p avec
les mots du super-alphabet A;. Cet alphabet, infini en général, s’ordonne totalement
 par la relation < définie pour tous les empilements. Mais cet alphabet ordonné induit
aussi un ordre lexicographique (que nous noterons <¥) sur ﬂ; . Nous pouvons donc
définir les mots de Lyndon sur 4, : ce sont les mots primitifs de 21, qui sont minimaux
(relativement A <*) dans leur classe de conjugaison (en tant que mots de ﬂl;). On peut
alors se demander si ce nouvel ordre sur les pyramides de base p est le méme que
I’ordre lexicographique original <. Y aurait-il une relation entre les “super”’-mots de
Lyndon et les empilements de Lyndon?.

Proposition 2.4.6. Soit C,De A4, alors C<*D ssiC <D. ¢
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Démonstration. La démonstration explore tous les cas de définition d’ordre
lexicographique pour chacun des membres de 1’équivalence présumée.

Soit C = Cjo-+-oCk et D = Djo:--0Dy la factorisation de C et de D comme
éléments de 4;. Comme les super-lettres C1,...,.Ck,D1,...,D¢ sont des pyramides
(inversées) admissibles élémentaires de méme base p, on a par le corollaire 2.3.7:
St(C) = St(C1)...St(Cx) et St(D) = St(Dy)...St(Dy).

L’affirmation C <* D équivaut a obtenir I’'une des conditions suivantes.

1) C est un facteur gauche de D dans 4,:
autrement dit:  k < £ et St(C) = St(Dy)...St(Dy);

2) C est un facteur gauche de D en tant qu’empi-
lement mais pas en tant que mot de 4, :
k < ¢ et St(C) = St(D1)...St(Dk-1)St(Ck) ot St(Cy)
est un facteur gauche propre de St(Dy);

3) la premiere différence se situe 2 la i+1 ieéme
super-lettre et 2 la j+1 i¢éme lettre de celle-ci:
k,£ 2i+1 pour un certain entier i tel que
St(C) = St(D1)...St(DPSt(Cis1)...St(Cy),
St(D) = St(D1)...St(Dj) St(Dj+1)...St(DY),
avec St(Ci+1) =P1..-PjPj+1.--Pr
et St(Dj4+1) = P1.--Pjdj+1---ds OU Pj+1 < Qj+1;

4) la premiere différence se situe a la i+l iéme

super-lettre; celle dans C est un facteur gauche

propre de celle de D:
k >i+2,£ 2 i+1 pour un certain entier i tel que
St(C) = St(Dy)...St(Dj)St(Ci+1)St(Ci+2)...St(Cp),
St(D) = St(D1)...St(D)St(Dj+1)...St(Dy), avec
St(Ci+1) = p1...Pr, St(Ci+2) =p1... , et
St(Di+1) =p1...Pdr+1.-- -

Dans le premier cas, le super-mot St(C) est un facteur gauche du super-mot
St(D). Dans les trois suivants, on a C <* D car la premiére super-lettre de St(C)
différente de la super-lettre correspondante de St(D) est inférieure a celle-ci.

Mais ces cas correspondent exactement aux différents cas comparant St(C) et
St(D) en tant que mots de 1’alphabet P des positions. Dans les deux premiers, le mot
St(C) est un facteur gauche de St(D). Dans les deux derniers, la premicre lettre de
St(C) différente de la lettre correspondante de St(D) est inférieure a celle-ci. ¢



Proposition 2.4.7. Soit Le A, alors L est un mot de Lyndon dans A; ssi L est un
empilement de Lyndon. ¢

Démonstration. Soit L = Ajo---0Ag la factorisation de L dans ﬂ; . Sik=1,L est
une super-lettre et le résultat est inmédiat. Supposons que k 2 2. SiLe Lalors:

L = Ajo--0Ag < Ajy10--0AgoAto+0Aj (pour 1 <i<k)
et L est un mot de Lyndon dans A4,

Supposons, A I’inverse, que L soit un mot de Lyndon dans A;. Soit L = UoV
avec U,V # ®. Considérons 1’ensemble min(V). Si min(V) # {p}, alors
sup(min(VoU)) 2 sup(min(V)) > p et la premire lettre de St(UoV) (qui est p) est
inférieure 2 la premiére lettre de St(VoU). On a donc UoV < VoU. Si, d’autre part,
min(V) = {p} alors Ve ﬂ; . On trouve alors un entier ie [k-1] pour lequel V =
Ajs100Ak et U = Ajo---0Aj. Ainsi L = UoV < VoU. Dans les deux cas, L est
inférieur a chacun de ses transposés propres. ¢

Proposition 2.4.8. Soit Le H(P, <) avec ILI 2 2. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :
1)Le L,
2) L <V pour tout facteur droit propre V de L. ¢

Démonstration. Supposons que Le L. Soit V un facteur droit propre de L. Posons
p = inf(L). Si min(V) # {p} alors sup(min(V)) > p et V > L. Simin(V) = (p} alors,
on peut écrire L = Ajo-oAg et V = Aj4p0--0Ak pour un entier ie [k-1] ou
Aj,...,Ax€ 4. Comme L est un mot de Lyndon dans A,onaV>L.

Inversement, supposons que L satisfasse la condition 2). Ecrivons L = UoV
avec UV#®. OnaL =UoV <V < VoU, par I'énoncé 7) du lemme 2.3.1. 0

En plus de la définition et du concept de mot de Lyndon dans le super-alphabet,
nous allons étudier une troisiéme fagon d’étre “de Lyndon” en considérant St(L), le
mot standard associé A L, dans 1’alphabet P des positions.

Proposition 2.4.9. Soit Le H(P, <) et soit w = St(L). Le L ssi w est un mot de
Lyndon. ¢

Démonstration. Supposons que Le L. SilLl =Iwl = 1, alors w est un mot de
Lyndon. Examinons le cas ol ILI = Iwl 2 2. Ecrire w = uv avec u,v # 1. Comme les
mots u et v sont standards, il existe des empilements U et V (non-vides) tels que St(U)
=uet St(V) = v. Ainsi, St(L) = w = uv = St(U)St(V) = St(UoV) et L = UoV. Mais
comme L est un empilement de Lyndon,on aL < Vet w =St(L) <St(V) =v.
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Inversement, supposons que w soit un mot de Lyndon. Si Iwl = ILI = 1, alors
L est un empilement de Lyndon. Examinons le cas ou ILI = Iwl 2 2. On montre
d’abord que L est une pyramide admissible. Soitq = min(r-1(inf(L))) et L = MoN ou
N est la pyramide (inversée) déterminée par q dans L. On a: w = St(L) = St(M)St(N)
(puisque ou bien M = @, ou bien nt(q) = inf(L) < inf(M) ). Comme w est un mot de
Lyndon, on a St(L) < St(N). En examinant la premi¢re lettre de chacun des deux
membres de cette inégalité, on a: sup(n(min(L))) < =(q) = inf(L), ce qui montre que L
est une pyramide admissible.

Reste 4 montrer que L est un empilement de Lyndon. Ecrire L = UoV avec U,
V = ®. Si sup(n(min(V))) > inf(U) = inf(L), alors V > L (argument de premiere
lettre). Si sup(n(min(V))) < inf(U), alors w = St(L) = St(UoV) = St(U)St(V).
Comme w est un mot de Lyndon, ona w = St(L) < St(V),d’ou L < V. ¢

En conséquence, L(P, <) est en bijection avec I’ensemble des mots de Lyndon
standards sur P. Nous utiliserons cette remarque pour montrer que tout empilement se
factorise, de fagon unique, comme superposition d’empilements de Lyndon
décroissants. La proposition correspondante dans le contexte des mots est bien
connue.

Proposition 2.4.10. Soit Ee H(P, <). L’empilement E se factorise de fagon
unique sous la forme E = LjoLgo---oL, avec k 2 0, Lie L(pour1<i<k)et
Lj2... 2 Lx. De plus, StE) = St(L1)...St(Lx).

On appelle cette factorisation la factorisation de Lyndon de I'empilement E. ¢

Démonstration. Le mot St(E) de P* se factorise sous la forme St(E) = £;£5...4 ol
£1,...,2x sont des mots de Lyndon standards de P* vérifiant £1 2422 ... 2 Ix. Parla
proposition 2.4.9, Lj = @(4) est un empilement de Lyndon. On peut donc écrire E =
LjoLgo---oLyaveck20,Lie L (pour 1 Si<k)etL;2...2 Lx (puisque St(L;) = &).
Les factorisations de Lyndon existent donc.

Pour toute factorisation de Lyndon de E, on a nécessairement inf(L;) = min(L5)
> min(Lj+1) = sup(min(Lj4+1)). Ainsi, par la proposition 2.3.4, on a St(E) =

St(L1)...St(Lk).

Supposons que E =Ljo--oLg = L{o--oL soient deux factorisations de
Lyndon de E; alors St(Lj)...St(Lg) = St(L))...St(L.) donne deux factorisations de
St(E) en mots de Lyndon de P*. L’unicité de la factorisation de Lyndon des mots
implique que k = m et que St(L;) = St(L{). La factorisation de Lyndon d’empilements
est donc unique. ¢



La proposition 2.4.10 permet d’utiliser les algorithmes de Duval [Dv] appliqués
aux mots standards pour trouver la factorisation de Lyndon d’un empilement.

a b c d e t g h i j k 1

Fig. 2.9 La factorisation de Lyndon d’un empilement sur un graphe linéaire.

§2.5 Superposition d’empilements de Lyndon
Sifetm (avec £ < m) sont deux mots de Lyndon, on sait que £m est un mot de

Lyndon et que £ < fm <m. Existe-t-il une situation similaire pour les empilements de
Lyndon? La figure 2.10 montre que tel n’est pas le cas.

Mu H X |m
a b C L

Fig. 2.10 L <M sont de Lyndon Fig. 2.11 Un facteur droit V de LoM.
bien que LoM ne le soit pas. V a une partie dans L et dans M.

Un remede possible serait d’exiger que min(M) < {(L), obligeant 1’empile-
ment LoM 2 étre une pyramide. Comme L < M, cette pyramide est admissible. 1y a
donc quelque chance pour que LoM soit un empilement de Lyndon. Malheureusement
un facteur droit V de LoM peut avoir une partie non-vide dans L sans englober
’empilement M (voir fig. 2.11). Cette situation contraste avec celle des mots.
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L’argument habituel pour prouver la proposition dans le contexte des mots ne passe pas
au contexte des empilements. On peut espérer qu’il s’applique au mot St(L)St(M).
Malheureusement, on trouve facilement des contre-exemples ou St(L)St(M) n’est pas
un mot standard (ni méme égal a St(LoM)). Pire encore, St(L.oM) peut ne pas €tre un
“shuffle” de St(L) et St(M).

Proposition 2.5.1. Soit Le Lp et Me H(P, <) tels que :
DM =D,
2) min(M) < (L),

3) inf(M) > p.
Alors LoMe Lp etL <LoM. ¢

Démonstration. Commengons par montrer 1’inégalité. Supposons que LoMe Lp.
Alors p = sup(min(LoM)) < sup(min(M)) et donc LoM < M. Par la relation 7) du
lemme 2.3.1, on a L < LoM.

Reste 2 montrer que LoMe Lp. On factorise L en super-lettres pour obtenir L
= Ajo---0Ag (Aj€ A;). Quand M “tombe” sur L, I’empilement résultant LoM est une
pyramide admissible (de base p) dont la factorisation en super-lettres est: LoM =
(A1oM)o-+-o(AgoMk), ot (AjeMj)o-+-o(AkoMy) = (Ajo---cAg)o(Mjo---oMy) est ’em-
pilement déterminé par (Ajo-+-0Ag) dans LoM, ce qui définit les empilements M; (voir
fig. 2.12). La proposition 2.4.7 affirme que LoM est un empilement de Lyndon ssi
(A1oMj)o---o(AkoMy) est un mot de Lyndon de 2; . Il suffit donc de comparer ses
facteurs droits. Soit un entier i (avec 1 < i £ k). Nous allons montrer que
(A1oM1)o---o(AxoMk) < (AjoMj)o-+-o(AxoMk), ce qui résout la question. En compa-
rant ces deux mots super-lettre par super-lettre, on trouve un entier maximal j (avec 0 <
j £ k-i+1) tel que AjoMj = AjeM;j, A2oM3 = Ajr1oMis 1, AjoM;j = Ajyj-1°Misj-1.

On en arrive 2 une série de lemmes techniques.

Fig. 2.12 La factorisation de LoM en terme de “nouvelles” super-lettres AjoMi.



Soit re {0,...,j-1}. Par construction de Mr420--oMg, I’empilement
complémentaire Mjo---oMr4+1 n’a aucune position commune ni méme concurrente avec
Ar420--0Ak. On peut en dire autant de M4 et Aj4r. Comme Ars1oMip =
A;+roMi,r, I'empilement My, est un facteur droit de Mj4r. On peut donc écrire:

(1) M, = M/oM;;;  pour un <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>