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SOMMAIRE 

En theorie des fonctions symeniques, il existe une substitution tres utile, appelee 

spkialisation principak, permettant de generer plusieurs q-analogues. Comme l’a 

remarque A. Joyal en 1982:, c’est par le biais des skies indicatrices que l’on peut relier 

cette substitution a la thÇorie combinatoire des especes de structures. Le but du present 

travail est de developpe:r, dans ce contexte, lune théorie du q-comptage des especes de 

structures, ponderees ou non. 

Nous commençons par un expose de la theorie des especes pondMes, qui va des 

définitions de base jusqu’au probleme de la serie indicatrice de cycles dune espece obte- 

nue par substitution d’espkes ponderees. Cec:i nous conduit a une preuve detaillée dune 

formule de plethysme pon~dM. La puissance de calcul ainsi obtenue est d’abord illustree 

par la reprise d’exemples classiques de la théorie des graphes qui sont habituellement 

rÇsolus a l’aide de la thÇorie de P6lya et apparaissent ici simplifies. Puis nous explorons 

systÇmatiquement la plupart des modeles combinatoires rÇcents pour les familles de 

polynômes orthogonaux c:lassiques, y compris les polynômes de Jacobi. Dans chaque 

cas, nous montrons comment le modele s’inscrit dans la thÇorie des espkes pondérées, ce 

qui permet de donner une preuve élementaire et elegante de la skie genératrice et de 

calculer explicitement les series indicatrices de ces structures combinatoires. 

Les outils developpés lors de l’étude des especes pondérées sont ensuite utilisés 

pour obtenir une compn%ension combinatoire de la q-skie, associée a une espece. Il 
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s’avhe en effet que les coeffkients de cette skie sont des polynômes en 4 A coefficients 

entiers positifs, qui ne demandlent qu’h être expliquh combinatoirement. Dans ce but, 

certains rhultats génhaux sont prksentés et plusieurs exemples particuliers sont traités 

explicitement. Finalement, une Ides formules explicites que nous obtenons fait intervenir 

les fonctions symkriques monomiales et nous amhe A formuler une interprétation 

combinatoire des polynômes obtenus par substitution principale dans ces mêmes 

fonctions monomiales. Les annexes contiennent les premiers de ces polynômes ainsi que 

quelques tables (calculées par MAPE) concernant la q-Aie de toute espke vivant sur les 

petites cardinalitis. 
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INTRODUCTION 

En 1980, lors de deux conférences données au sÇminaire de combinatoire de 

l’UniversitÇ du Qu&e~ h h4ontr6al. AndrÇ Joyal a propos6 un cadre catÇgorique pour 

1’6tude des structures combinatoires et de leurs diverses s&ies génératrices, fondt? sur le 

concept d’espkce de struc’tures [JAl]. Cette approche permet de relever au niveau 

structure1 les op&ation,s de somme, produit, substitution, dérivation, etc, des séries 

gdnératrices exponentiellles, génkratrices des types et indicatrices des cycles. Ainsi la 

recherche se fait h l’aide jd’équations combinatoires (caract&isant explicitement ou 

implicitement des espkces) exprimant de façon claire des observations et constructions 

combinatoires qui sont malheureusement, dans l’approche lraditionnelle, trop souvent 

camouflees sous des notations ou des descriptions Çpiques. Depuis, plusieurs chercheurs 

du domaine de la combinatoii &mm&ative ont adopti et utilisent cette thÇorie lorsqu’elle 

est appropriée. Mentionnons notamment Gian-Carlo Rota du MIT, Cambridge, 

S. Schanuel, SUNY at Buffalo, Volker Strehl de l’universitÇ d’Erlangen, RFA [SV3], 

W.R. Unger de l’universitÇ de Sydney, Australie [UWJ, Y.IN. Yeh de l’institut Sinica, 

Taïwan [YY 1, YY2, BY, LYl-2-3-41, sans oublier les membres de l’Çquipe de 

combinatoire de 1’UQAM qui ont grandement contribu au d&eloppement et & la diffusion 

de la thÇorie [BFl, BF2, JAl, JA2, LGl, LG2, LG3, LJl, LJ2, LJ3? LP]. En particulier 

les travaux &Cents de Gi:lbert Labelle [LG4] sur le dÇnombrement des structures 

asym&riques contiennent des résultats in6dits certainement plus difficiles A obtenir avec 
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les methodes classiques. 

Comme l’a remarqué A. Joyal, la thÇorie des especes de structures est reliee a la 

thÇorie des fonctions symetriques par le biais des series indicatrices et de la 

cortespondance de Frobenius [JA3]. Or, en Morïe des fonctions symétriques, il existe 

une substitution tres utile, appelee spéciukzfion principuZe, permettant de générer 

plusieurs q-analogues. L’un des buts du present travail est de dÇvelopper, dans ce 

contexte, une thÇorie du q-comptage des especes de structums. 

Nos exemples et rÇsultats se situent tous dans le cadre de la theorie des especes 

pondMes, une des variantes de la théorie initiale. Afin de prÇciser le contexte, de 

familiariser le lecteur non averti avec les notations utilisees et aussi parce qu’il n’existe pas 

vraiment d’exposÇ complet du sujet, nous avons choisi de présenter en grand détail les 

definitions et msultats de base. Ainsi les sections 1.1, 1.2 et 1.3 du chapitre 1 auraient pu 

être omises et supposees connues. On y remarquera quand même que le concept d’espece 

pondMe qui y est presente n’est pas celui propose par A. Joyal [JA 1 J mais PlutÔt celui 

utilise par J. Labelle et Y.N. Yeh LY 1-2-3-41 dans leurs travaux sur les familles de 

polynômes orthogonaux. Ce choix est guide par le grand nombre d’exemples de la 

combinatoire classique qu’il permet d’intÇgrer dans la thÇorie. En particulier, nous 

montrons dans la section 1.,4 comment la formule de pkbhysme pondkrk contient le 

theoreme de P6lya sur le dÇnombrement des XC structures colorbes B. Cette formule de 

plethysme pond& exprime la skie indicatrice d’une espece obtenue par substitution de 

deux espkes pondMes en termes des séries indicatrices de chacune des deux especes 

impliquees. Nous en dcmnOnS une preuve dans la section 1.5 qui est basee sur (et 

complete) la preuve donnee par A. Joyal [JAl] pour le cas non pond&& 

La formule de plethysme est un outil de calcul puissant. IJne premiere illustration 

en est donnee a la section 1.4 ou nous reprenons des exemples classiques de la theorie des 

graphes qui sont habituellement rÇsolus a laide de la thÇorie de Mlya et apparaissent ici 
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simplifiés. Un article plus complet sur le sujet est prÇsentement soumis pour publication 

lDLL]. Le chapitre 2 est en lui-même une autm illustration de la puissance de calcul de la 

théorie. Nous y explorons systÇmatiquement la plupart des modèles combinatoires recents 

pour les familles de polynômes orthogonaux, ;y compris les polynômes de Jacobi. Dans 

chaque cas, nous montron:s comment le modele s’inscrit dans la thÇorie des especes 

ponderees, ce qui permet de donner une preuve elementaire et élegante de la skie 

génératrice et de calculer explicitement les skies indicatices de ces structures 

combiiatoires. 

Dans le chapitre :39 nous utilisons les outils dÇveloppes lors de l’étude des espèces 

pondMes pour obtenir une compréhension combinatoire de la q-skie associée à une 

espece. On y propose d’abord une défïnition de la @tum&ation dune espece ainsi que 

ses proprietes de base. Plusieurs exemples particuliers sont traites explicitement. Puis le 

lien avec la spécialisation principale dans les fonctions symétriques permet d’utiliser un 

rÇsultat dû a R. Stanley [SR] sur les fonctions de Schur et de montrer, dans la section 

3.2, que les coefficients de la @rie associée a une espèce sont des polynômes en 4 a 

coefficients entiers positifs. Dans la section 3.3 nous cherchons une explication 

combinatoire pour ces coefficients. Une des expressions explicites que nous y obtenons 

fait intervenir les fonctions symkriques monomiales et nous amene a formuler une 

interprétation combinatoire des polynômes obtenus par substitution principale dans ces 

mêmes fonctions monomiales. On retrouve une table de ces polynômes, pour les petites 

valeurs, a l’annexe II. Les ‘ wres annexes contiennent deux autres tables concernant la 

+s&ie de toute espece vivant sur les petites cardinalites ainsi que les programmes 

MAPLE utilises pour les c~akuler. 

Tout au long du texte nous utilisons, une numÇrotation uniforme. Ainsi les 

definitions, propositions, theoremes, formules, etc, d’un même chapitre sont numÇrotes 

les uns a la suite des autres par une suite unique de numéros placés du côte gauche, entre 
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parenth&ses. Par exemple dans le chapitre 2 on trouve les items 

XI-I& = é2-* . 
n20 

(2.2) DMinition. Les espdces A-pondh?es H ef 96 sonr... 

(2.3) Proposition. Les esp2ce:r H et 96 sont.. . 

Nous utilisons un ca& noir l placÇ A l’extrême droite pour indiquer la fin d’une preuve 

et un ca& blanc Cl pour la fin d’un 6nonc6 (d&ïnition ou rt5sultat donné sans preuve). 

Les figures ont une numtkotation indÇpendante qui va de la figure 1 (au chapitre 1) à la 

figux~ 33 (au chapitre 3) et sont int&r&s au texte afin d’en faciliter la lecture. 



Chapitre 1 

E,SPÈCES PONDÉRÉES 

L’idÇe de donner des <<poids* a certaines structures combinatoires apparaît chez 

plusieurs auteurs dans la litt&ature classique ; [Gfl contient une bonne bibliographie sur 

le sujet. Nous nous intÇresserons en particulier & Mude de modèles combinatoires rÇcents 

pour les familles classiques de polynômes orthogonaux [BFl, FL, FP, LS, LY(l,2,3), 

SV( 1,2,3), etc.. .]. La manipulation des objets combinatoires impliqués ainsi que de leurs 

series gen&auices conduit parfois a un symbolisme lourd qui ne peut que camoufler la 

beaute de ces modeles. En plus d’offrir un formalisme adÇquat, la thÇorie des especes 

pondÇrÇes, introduite par 14. Joyal [JAl], offre une notation simple qui exprime de façon 

elegante les operations combinatoires. 

Nous consacrons Ila premiere section de ce chapitre aux notions de base de la 

theorie ; elle contient un exposé elémentaire, inspire de [BL, DHl, JAl, LJl]. Dans les 

sections suivantes, nous dÇveloppons certains aspects de la thÇorie que l’on ne retrouve 

pas dans la litt&ature existante sur le sujet. En particulier, nous donnons une prÇsentation 

d&aillee de la thÇorie des, skies indicatrices ponderées et de leur substitution plethystique. 

Par la suite, les m&hodesI exposÇes seront utilisÇes pour analyser explicitement divers 

exemples. 
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81.1 DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DE BASE 

Soit A un anneau commutatif unitaire de caracttistique 0. ConsidÇrons la cu&orie 

IE A des emembks A -~&?rks (ou A -vulz& fi& : les objets sont les ensembles finis 

muuis d’une fonction vers A, ‘v : E +A, (appel& fonction de poids ou valuation) ; un 

morphisme entre les objets v : 1: +A et w : F -+A est une fonction f : E + F qui 

prherve le poids, i.e.: telle que w 0 f = v : 

F 

(l.1) DÇfinition. Une eqdce A-pondMe est un foncteur F : IB + lEA 

& la catt!gorie des ensembles finis et bijections vers la catÇgorie des ensembles 

A-pond&%. 0 

Nous pouvons voir une esphce pondMe F comme une rhgle qui associe : 

i) d chaque ensemble fini lJ, un ensemble, rwtb FM , appel& l’ensemble des 

F-structures surU, ainsi qu’unefonction wu : F[U] -+ A qui donne un 

poids cI chaque F-structure ; 

ii) dchaquebijection f:U + ~unefonction F[fl: FM +F[V],appeZkele 

transport de structures le long de f, qui- i.e.: si 

s EF~] er t= F[fJ(s) EFM dors w&) = w dt) , etquie#ectue un 

mz~~~30rtcfd&euL i.e.: si U --L V --% W sont des bueetions alors 

QI cJVI = F[g o fl ,,etpourl?dentit~? lu:U +U ona F[lu] = 1 FM 

Selon le contexte, nous hirons F = F w , ou plus simplement Fw , pour 

@cifier la fonction de poids w = (WU)U~B associÇe h l’espkce pondMe F , et pour 

allÇger la notation nous rempla.cerons wt~(s) par w(s) . Remarquons qu’appliquÇ aux 

permutations de l’ensemble U sous-jacent, le transport de structures dÇfinit une action du 
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groupe G~J des permutations de U sur l’ensemble Fw] des F-structures sur U : 

Gu x FW] + Fv] 

(0,s) - 0.s = F[a](s) 

Ceci nous suggere d’utilixr la notation pratique fF-s ou f-s pour designer F[~I(S), 

Une structure gen&ique d’espece FW sera tepresent6e graphiquement par une des 

images de la figure 1, où les points doivent être vus comme tous les élements distincts de 

l’ensemble sous-jacent. 

ou 

figure 1 

Une illustration suggestive permet de decrire par une image des opérations combinatoires 

dont la description formelle n’est pas toujours des plus simples. Nous l’utiliserons a 

chaque fois qu’elle peut echurer la compmhension du lecteur 

Pour un ensemble, pond&! v : E + A , la c~&rukti est d&inie comme le poids 

total, i.e.: la somme des poids de tous ses ÇlÇments : 

Cud (E) = ]E] := c v(e). 
eeE 

La coherence du transport nous assure que le poids d’un ensemble de structures FJU] 

ne depent que de la taille n, =: kJ] de l’ensemble sous-jacent, 

]FJU]i =: c w(s) = c w(t) = IFJn]] , 
s l F[IJI t 6 F[n] 

où [n] = (1,2,...,n] et F[n] designe l’ensemble des F-structures sur [n]. On associe 

alors a chaque espece pondMe une série formelle : 



8  C h a p i t r e  1 .  E S P k C E S  P O N D É R É E S  

( 1 . 2 )  D Ç f i n i t i o n .  S o i t  F  =  F  w  :  J E J  +  I E A  u n e  e s p k e  A - p o n d M e .  S a  

s k i e  g é n é r a t r i c e  ,  n o t Ç e  F , J x )  ,  e s t  l a  s & i e  d e  H u n v i t z  

F w ( x )  =  c  I F J n ] ]  $ .  
n 2 0  

c l  

À l ’ o c c a s i o n ,  n o u s  k r i r o n s  p M . r ( F [ n ] )  p o u r  d e s i g n e r  ] F , J n ] ]  ,  o u  p l u s  s i m p l e m e n t  

] F [ n ] ]  ( s ’ i l  n ’ y  a  p a s  d e  r i s q u e  d ’ a m b i g u ï t e ,  c e t t e  d e m i è r e  n o t a t i o n  é t a n t  a u s s i  u t i l i s e e  

p o u r  l e  n o m b r e  d e  F - s t r u c t u r e s  s u r  l ’ e n s e m b l e  [ n ]  d a n s  l e  c a s  d u n e  e s p è c e  ~ ~ o r d i n a i r e ~ ~  

F : B + l E ) .  

( 1 . 3 )  D Ç f i n i t i o n .  S o i t  F  =  F w  e t  G  =  G v  d e u x e s p k e s  A - p o n d . M e s .  O n  d i t  q u e  

( 1 )  F , ,  e f  G V  s o n t  i s o m o r p h e s  ( n o t Ç  F  w  z  G v  )  s i  e t  s e u l e m e n t  s ’ i l  e x i s t e  u n  

i s o m o r p h i s m e  n a t u r e l  0  ( e n t r e  l e s  f o n c t e u r s  F w  e t  G  “ .  

( 2 )  F w  e t  G v  s o n t  é q u i p o t e n t e s  ( n o t t !  F w  =  G v  )  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l e u r s  

f o n c t i o n s  g t ! n & a t r i c e s  c o b c i d e n t  :  F w  ( x )  =  G v  ( x ) .  a  

L a  c o n d i t i o n  d ’ i s o m o r p l h i s m e  s i g n i f i e  q u ’ à  c h a q u e  e n s e m b l e  U  e s t  a s s o c i é e  u n e  

b i j e c t i o n  C I ” :  F J U ]  +  G V  [ U j  ‘ d e  s o r t e  q u e  p o u r  t o u t e  b i j e c t i o n  f  :  U  +  V  l e  r e c t a n g l e  

s o i t  c o m m u t a t i f .  L ’ e q u i p o t e n c e  l e s t  b e a u c o u p  m o i n s  e x i g e n t e  ;  o n  d e m a n d e  s e u l e m e n t  q u e  

p o u r  c h a q u e  e n s e m b l e  f i n i  U ,  l e s  e n s e m b l e s  d e  s t r u c t u r e s  F w [ U ]  e t  G v  [ L J I  a i e n t  l e  

m ê m e  p o i d s ,  

V U E l E ) ,  c w(s) = c v(t) . 

~ ~ W J l  t  E G [ U ]  

%- 

Il est clair que Fw E Gv => Fw = G v  m a i s  l a  r Ç c i p r o q u e  e s t  f a u s s e  e n  g e n é r a l .  

. \  
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(1.4) Exemple. Toute espece de structure ordinaire (i.e.: non ponderee) donne lieu a 

une espece I4ponderee : il suffrt de donner le poids 1 a toutes ses structures, 

F : lE3 + IE d&ïnit F, : B + lEA, où VU ~lI3, Vs cF[U], r(s) = 1, 

1 tz A etant l’unit6 de l’anneau. On a alors Fr(x) = F(x) . De cette façon on trouve des 

especes equipotentes mais non isomorphes, par exemple l’espece L des ordres lin&ires 

et l’especes S des permutations [JAl, LAl]. Les principales espcces <pondMes par le 

poids lu> que nous emploierons sont : 

- l’espke vide, notÇe 0, dÇfinie par 0 [U] = 0 pour tout U 

- l’espece de l’ensemble vide, notee 1, definie par 

l[U] = 
si U=0 
si U#0 

- l’espece des singletons, notee X, definie par 

x(lLJl = 
y si IJ est un singleton 

sinon 

- l’esphe des ensembles, notÇe E, d&inie par E[U] = {U} pour tout U. 

Ces notations sont reserv&es et se justifient par le fait que 

O(x) =(I, l(x) = 1, X(x) =x et E(x) =ex. 

Nyons maintenant quelques exemples d’espkces wraimenb> pond&%. 

(1.5) Exemple. Soit IC 

Alors X II : E3 -+ b@j 

Bien sur, on a Xx(x) = rrx. 

une indéterminée et Z’[rc] l’anneau des polynômes en rr . 

designe l’espece des singletons pond&& par le poids rr . 

Plus g&r6ralement, si Fw est une esphe A -pond&6e et u E A, alors Faw (ou 

Ftaj ) dÇsigne l’espke olbtenue en multipliant par u le poids de toute F-suucture, Cette 

esphe satisfait F,,Jx) = u,FJx). 



10 Chapitre 1. ESPkCES PONDÉRÉES 

(1.6) Exemple. Soit tl., t 2, t 3, . . . une suite illimitÇe d’indhermin6es et 

~[tt,t&, . . .] l’anneau des polynômes en tl, t 2, t 3, . . . (Le.: sommes finies de 

monômes). On definit les espkes suivantes : 

- l’esphedes cycles pond&& C = C+ Il3 -+ Il&, tu ~~ 9 9 . ... I , où C[0] = 0 et C[U] 

est l’ensemble des permutations ~circulaires c : U + U, avec poids y(c) = t,, , n = kJ[ . 

- l’espike des permutations pondMes S = ST : E + IEPIt t t - ,. 2. 3. . . . l , où Sw] est 

l’ensemble des permutations cr de U (S[Uj := G”), pond& par y( G) = 

1 r2 u3 tt t2 t3 . . . . Oi &ant le nombre de cycles de longueur i dans la décomposition de o en 

cycles disjoints. 

Dune part, on trouve facilement que 

t1 xl t2x2 t3 x3 
C(x) = 1 + 2 + T + *** . 

Dautre part, 

où & est le polynhe indicateur de cycles du groupe symhique G,, . Il est bien 

connu (par exemple voir DC]) que 

8 1.2 OPkRATIONS 

Nous verrons qu’on peut obtenir facilement cette demii?re formule h partir du lien 

combinatoire qui relie les deux esphes impliquÇes : tout le monde sait qu’une 

permutation est un ensemble de cycles disjoints! L,‘op&ation de substitution d’une esphe 

dans une aumz transforme cet honc6 intuitif en un isomorphisme, S z E o C , qui 

donne lieu & une identitÇ entre skies ghhrices. 
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Les opkations entre esphes de structures sont toutes des relhements au niveau 

combinatoire d’op&ations entre skies formelles. Nous utiliserons principalement la 

somme, le produit, la dhivke et la composition. 

(1.7) Définition. So,it F = F w et G = G V deux espkes A-pondMes. 

L’espkesomme (de F et G, notÇe F+G, estdt?jïniepar : 

-V U eIE3, (F+G)[W = F[UI + GlU] (oh + dksigne la rhnion disjointe) 

et si s est une F + G-strucwe sur U alors 

poids (s) = 
w(s) si s E F[U] 
w si s E G[U] 

fF 5 si s E F[U] 
-Vf:U& v, fF+ys = 

fG *s si s E G[U:I 

ci 

Ainsi une F+G-~~C~UIR~ est soit une F-structure, soit une G-structure. On en trouve 

deux reprhentations graphiques h la figure 2. 

F+G 

e 

.- .- 

figure 2 

o u ,  
G ”  

f i +  

Plus gh%alement, on définit la somme d’une famille d’espkces : 
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(1.8) DÇfinition. Soit ( FL ),,_I une fmille d’espdces A -ponddrbes. Alors 

- b f&Zle ( FL )=* est sommable si et seulement si 

pour chaque ensemblefini U l B, (~1 l FL w]#0) estfini. 

- pour une fmille sommable, la somme, rwtbe Z=, F, ze est aZjiniepar 

(1.9) Exemple. Pour une esphe A -pond&-ée F = F w : IB + lE A on dhigne 

par Fnw ou FII la restriction de F aux ensembles de cardinalit~ n, et par Fw* ou F* 

la restriction de F aux ensembks non vides. Ainsi, 

Fw = c Fnw = Fow + c Fnw = Fow + Fw* 
n20 n21 

(1.10) DÇfinition. Soit F = F w et G := G v deux espkes A-pondMes. 

L’espt?ce produit de F et G, nott!e FG ou Fa G , esr ddjinie par : 

- V U E IB, (FG)m =: c 
u1 +L+u 

F[UI] ‘x G[U*I 

etsi s = (s 1,~) cFIUI] x G[U2] est une FG-srrucrwesw U alors 

poids (s) = w(s I)v(~) 

-v f: u- v, fFG-($,e) = (tf~)F’s~ , (f&‘%) 

022 f* := :flu 

f2 := :flu’ 

: q - VI , (VI = f(q)) 

2:U2-V2, (V*=f(LJ$). 

Ll 

Une FG-structure sur U est donc la donnÇe de : 

i) une &?composition de U en deuxpurties lJl, Uz ; U = lJluUz , U~nU~ = 0 

ii) une F-smaure sw la premit?re partie Ul 

iii) une G-structure sur ladeuxit+nepartie U2 

et le poids d’une telle structure est obtenu en prenant le produit des poids des deux 
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structures pr&entes. La figure 3 en donne deux reprkntations graphiques. 

figure 3 

On dkfmit le produit dune famille finie d’especes A -pondMes de façon analogue : 

c FIVIl x F2RJ21 x . . . x F$J,,l 
u,+u*+...+un=u 

(1.D) Exemple. Un derangement d’un ensemble fini U est une permutation 

n’ayant pas de points fixÇes. Notons DY Sespece des derangements pondeme par 

l’indicateur de cycles : 

VUE& D~]=(~~&$,lVu~U,o(u)#u),~&s(o)=t~t~t~..., 

où Ci est le nombre de cycles de longueur i dans CJ . 

Dans le produit ED, chaque dkurgement est accompagne d’un ensemble. Lorsqu’on 

considere les points de cet ensemble comme des cycles de longueur 1, on effectue la 
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bijection qui transforme une ED-structure en une permutation, comme illustr6 a la figure 

4. Afin que le poids total soit l’indicateur de cycles, nous avons donné & chaque 616ment 

de l’ensemble le poids tl . On a alors Et, D7 ,z ST , où Et, dÇsigne l’espèce des 

ensembles qu’on a Pond&és par t? 6knents de k.nwn~~k . 

(1.12) DÇfinition. Soit F = Fw une espke A -pondh?e. L’espt?ce dérivée de 

F , notÇe F ‘, est d&ïnie par : 

- V U E IB, (F ‘)[U] = F[U+( *)] , od + &Signe Za rhnion disjointe, 

ezsi s est une F ‘-smcrure S~U alors poids (s) = w(s) 

-Vf:U+V, f+ = (P$s, 

oh P:U+(*)+ V+(*) esfd&iepar P(u) = 
f(u) si u EU 

* 
si u=* 

cl 

Les F ‘-structures sur un ensemble U sont tout tsimplement les F-structures construites 

sur l’ensemble obtenu en augmentant U d’un point supplt5mentaire. On en trouve deux 

reprtkntations graphiques a la figure 5. 

iïgure 5 

Contrairement au produit FG, le produit cartesien FxG nous donne 

simultanÇment sur m& une F-strwture et une G-stmcture. 
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(1.13) DÇfinition. Soit F = F w et G = G v dem esptkes A-pondMes. 

L’espke produit cartésien & F er G, rwt.t!e FxG, est akfjhiepar : 

-VUeIEI, FxG[Ul = FMxGlJJ] 

etsi s=(s ,,s$ EF[IJI x GM estme FxG-structuresurUalors 

poids (s) = w(s I)v(s.$ 

- v f : u- v ; pff&+& = (f@l , fGS$ 

a 

( 1.14) Exemple. Une structure est pointt?e lorsqu’on sp&zifie un des eléments de 

son ensemble sous-jacent. Désignons par Fw* l’esphe de toutes les Fw-structures 

point& De façon triviale 

VUcIl3, FJU] = U x FJUI - E’W] x FJU] , 

et donc Fw* z E* x F,V. Une façon Equivalente de pointer une structure est d’isoler le 

point choisi et, pour conserver la structure, de le remplacer par une étoile. On obtient alors 

l’isomorphisme Fw* = X - Fw’ , illusti & la figure 6. 

figure 6 

(1.15) DÇfinition. Soit F = F w et G = G v deux esptkes A-pondMes. 

Lmsque G[0] := 0, l‘esptke substitution de G dans F , notÇe FoG ou 

F(G), estd&niep: 

- V U E IE3, (FQW] = x 
n padtion de U 

Nd x n (XC1 
Ca 

et si s = (K, t, (t c)cEn) est une Fdhtructure sur U (x unepurtition de U, 

tcF[x], VCEX, tp~G[Cl 1, abs 

POib ta= wtt 1 rI&c ~~~~ 

- V f : IJ+ V 9 fFoc(% C (h&,zJ = CfC~h (fh)F’t* CCfk&*t&J Q 
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Pour obtenir une FcG-structure, il faut proceder comme suit : 

i) partager rensemble sous-jacent en classes disjointes non .vides 

ii) sur chacune des classes de la pamh’on, mettre une GV -structure, obtenant ainsi 

une assemblée de GV-strucwes. 

iii) sur rensemble quotient (i.e.: l’ensemble hnt les &!ments sont les classes de la 

partition), construire une Fw-strwure. 

Le poids d’une telle structure est obtenu en faisant le produit des poids de toutes les 

structures presentes. Jl est intuitivement correct et pratique de lire F q< de B G pour FcG 

et de voir les structures comme des F-structures construites sur un ensemble dont les 

&nents ont ete gonfles en cellules qui abritent chacune une G,-structure ( F-asetifkes 

de G-structures ). Certaines reprÇsentations graphiques de la fQure 7 laissent tres bien 

voir cette image. 

- - 

On peut Çtendre la definition de la substitution de G dans F aux cas oii 

G[0] # 0 (le lecteur curkux peut consulter [JA2]). Nous ne dÇcrirons pas de 

<~substitution g&r&ale~~ parce qu’elle ne releve pas celle des skies gent5ratrices comme le 

font les autres operations (th&r&me 1.19). 



- 
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(1.16) Exemple. Reprenons l’exemple 1.6 OÙ on tente d’enumerer les permutations 

selon leur monôme indicateur de cycles. Chaque permutation est composee d’un ensemble 

de cycles et le poids dune permutation est Çgal au produit des poids de ses cycles. 

figure 8 

Cette observation permet de d&%nr une bijection naturelle entre l’ensemble S+U] des 

permutations de U et l’ensemble (Ec.C+lIJ] . On a donc l’isomorphisme ST E EdJT , 

illustre par la figure 8. 

(1.17) Exemple. Soit K= (x 1, 7~2, . . . n k) un ensemble d’indeterminées et 

designons par Xx l’espece des singletons de poids xl ou 7t2 ou . . . ou xk En fait 

xz = xnI+...+xnk. Une structure d’espece E( X,J sur un ensemble U consiste en 

un etiquetage des élements d.e U a l’aide des indetermines xl, %, . . . xk (voir figure 9). 

pzq = fgfqq 
Xl 0 

figure 9 

Ainsi une FxE (X,J -structure est obtenue en plaçant une F-structure sur un ensemble 

dont les 616ments sont &iqu&s par (JC t, n 2, . . . n k). &ci est kquivdent h construire une 

F-structure sur un ensemble de cellules contenant chacune un point ayant un poids choisi 

parmi {Xl, x2, *** n k) , c’est-h-dire une F( Xx)-structure. 

FXE(X&. Cette observation a d’abord 6t6 faite par Yeh [YY 1] 

16gkement diff&ent. 

D’OÙ F(X,J z 

dans un contexte 



1 8  C h a p & e  . l .  E S P . k C E S  P O N D É R É E S  

( 1 . 1 8 )  T h k o r & m e .  S o i r  F _  ,  G V  e t  H u  t r o k  e s p k e s  A  - p o n d M e s .  A l o r s  

i )  F _ + O  s  F _  ,  F _ + G ”  E  G V + F _  ,  ( F w + G v ) + H u  S :  F _ + ( G ” + & )  

i i )  F _ * O  z  0  ,  F _ * l  E  F _  ,  F _ *  G V  z  G , ;  F _ ,  ( F _ a  G V )  H u  s  F _ *  ( G V *  H , , )  

i i i )  F _  s  X o F _  z  F _ O X  = :  F _ ( X )  ,  ( F _ c G V ) o H , ,  z  F _ < G p H ” )  

i v )  ( F _ + G V ) - H u z  F _ - H i , ,  +  G V - H ”  ,  

( F _ + G V ) o H u  =  ( F _ 4 t u ) + ( G p H u )  ,  ( F _ - G V ) o H u  ! z  ( F _ 4 1 u ) * ( C + H u )  

v )  ( F _ + G ” ) ’  z  F $ + G ”  ,  ( F - - G V ) ’  z  F _ * G ” ’  +  F  _ ‘ - C &  ,  

( F & & ) ’  E  ( F _ ‘ c G V ) - G V  ,  X - F _ ’  z F _ *  .  Q  

N o u s  a v o n s  m o n t &  l a  d e r n i & e  d e  c e s  p r o p r i & &  A  l ’ e x e m p l e  1 . 1 4 .  L e s  a u t r e s  

d Ç m o n s t r a t i o n s  s e  f o n t  d e  f a ç o n  a n a l o g u e ,  e n  e x p l i c i t a n t  d a n s  c h a q u e  c a s  u n e  b i j e c t i o n  

n a t u r e l l e ,  e t  s o n t  l a i s s t 5 e s  a u  l e c t e u r .  

N o u s  p o u v o n s  m a i n t e n a n t  e f f e c t u e r  d e s  c a l c u l s  c o m b i n a t o i r e s  s u r  l e s  e s p k e s ,  q u i  

o n t  l e  b o n h e u r  d e  c o r r e s p o n d r e  a u x  c a l c u l s  a n a l y t i q u e s  s u r  l e s  f o n c t i o n s  e t  d o n n e r o n t  l i e u  

A  d e s  i d e n t i t Ç s  e n t r e  s & i e s  f o r m e l l e s  ( o u  l e u r s  c z f f i c i e n t s ) .  

( 1 . 1 9 )  T h k o r & m e .  S o i t  F _  e t  G V  d e u x e s p t ? c e s  A - p o n d M e s .  O n a :  

il 

i i )  

i i i )  

i v )  

F_ W = - $ F _ ( x )  

Ww~~vW = FAO x Wd . 

l ’ o p Ç r a t i o n  x  d è  d r o b  a b i t  2 t r e  i n t e r p r & e  c o m m e  l e  p r o d u i t  t e r m e  d  t e r m e  d e s  

c o @ c i e n t s  d e  x n i n l  ( q u ’ o n  p o u r r a i t  a p p e l e r  p r o d u i t  d e  H a d a m a r d  p o u r  l e s  

s h i e s  d e  H u r w i t z )  

v )  ~ ~ g G V ~ W  =  F w ( G v O O ) ,  Z o r s q u e  G V 1 0 1  =  0 .  

P r e u v e  :  L a  p r e u v e  s e  f a i t  p a r  i d e n t i f i c a t i o n  d e  c o e f f k i e n t s  d a n s  l e s  s & i e s  g 6 n k a t r i c e s  
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appropribes. Posons 

FJx) = c f 2 , f,, 
ni?0 n ni 

=SE:Lnlw(s) et GV(x) = c g,, $ , q, = z v(t) * 
nZ0 * te G[n] 

Alors, 

i) 

lb 

Donc 

ii) 

hl 

@‘+G)(x) = En20 l& xn/n! 3 Où 

= la somme des poids des (F+G)-structures sur [n] = fn + gn . 

(F+G)(x) = F(x:) + G(x) . 

P’* G)(X) = En20 hn X”/n! 9 Où 

= la somme des poidk des (F* G)-structures sur [n] 

n 
Z 

d) ; lF[k]xG[n-k]l = 
k=O 

go (:) z w(s)v(t) 
(SJ) E F[klxG[n-kl 

= go (‘1 (s~k~‘s”)[eC$-~‘t’) = & (il ‘k h-k 

Donc 

iii) 

hll 

Donc 

(F-G)(x) = F(x). G(x) . 

P’ ‘)(XI = En20 h :@/n! 9 Où 

Z la somme des poid.s des F ‘-structures sur [n] = lF[n+*]l = fn+I . 

iv) P’xGNx) = Xnzo lh X”/n! 9 Où 

lb = la somme des poids des (FxG)-smmures sur [n] = IFtnlxGtnll = f,, * gn . 

Donc (FwxGV)(x) = F&I x GV00 . 

v) VG)(x) = LX) h xn/n! * Où 

hl = la somme des poids des (F&)-structures sur [n] 
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(1.20) Exemple. Nous pouvons maintenant calculer le polynôme z,, indicateur de 

cycles du groupe symétrique Q&, (voir l’exemple 1.6). L’isomorphisme S, P EoC, 

de l’exemple 1.16 donne, par passage aux séries génératrices, 

c 
n20 

zn xn = ST(x) = E(CJx)) = 

et il n’y a plus qu’a utiliser le developpement du multinôme pour expliciter le coeffkient 

de xn : 

=k 

a,20 

= 1; c 

k1:O ~,+a~+... =k Ol! 0 ! . . . 
2 

q 2 0 

(1.21) Remarque. Pour être conforme à la définition 1.1 dune espèce A -pondt%e, 

on devrait dkrire non seulement les ensembles de structures mais aussi les transports de 

ces structures. Nous l’avons fait dans les definitions des espèces somme, produit, 

dkivee, etc.. . de deux espkes F et G où le transport est défini en termes des transports 

de F et de G . Nous ne l’avons pas fait dans les divers exemples, tout simplement 

parce qu’en génkal le transport de structums se fait de façon évidente et peut être resume 

intuitivement comme suit : pour transporter une structure le long de la bijection 

f : U + V vous n’avez qu’à renommer les élements de l’ensemble sous-jacent par leur 

image selon f . Sauf exception, nous sous-entendrons toujours que le transport est fait de 

cette façon. 
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(1.22) Exemple. LaL St?rie gén6ratrice de l’esp&ce D, des dérangements pond6rée par 

l’indicateur de cycles S’obtie:nt de celle des permutations en posant tl = 0 : 

5 ‘i i 
7X 

ST(x) = e “’ l 

Ce n%ultat s’explique également par la relation combinatoire pr&ent& à l’exemple 1.11 : 

32 

Et1D7 P S :=? D,‘“’ = (EtI(x))-* S,(X) = ewtl ’ et1 ‘+” +“’ 

(1.23) Exemple. Nous voulons énumérer certaine!; permutations selon leur nombre 

de cycles, i.e.: en leur donnant le poids tnb de cYctes . On peut utiliser la méthode de 

l’exemple prec&lent et remplacer les indéterminés tl, t 2, . . . de l’indicateur de cycles par 

t . Un calcul utilisant des équations combinatoires donne les mêmes n%ultats : 

(1) C,(X) = C t (n-l)! $ 
1 

= tln- 
n21 . l-x 

+y 
t 

(2) S,E EX, =* St(x) = E(C,(x)) =: e 

(3) E,D,n S, =a D,(x) = esu< S,(x) = 

(1.24) Exemple. Si f : U + U est une endofonction de U et a EU, on dit que a 

est un point cyclique de f s’il existe un entier v E IN tel que f”(u) = a Considérons 

l’espèce End, des endofonctions pondérée à l’aide des points cycliques, définie par 

VUEIB, End,lU] = (fl f:U+lJ), c(f) = tk, 

où k est le nombre d.e points cycliques de f. Analysons le graphe sagittal d’une 

endofonction f : U + U . Pour chaque u EU, 11 suite u, f(u), f2(u), . . . est 

éventuellement périodique (puisque U est fini). Le pl.emier point de la période est un 

point cyclique de f qu’on dira ussocib d u . L’ensemble des éléments de U qui sont 

associés à un même point cyclique u ne contient pas de point cyclique autre que a , donc 
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son graphe sagittal est une arborescence enracin6e en a (les fkches, étant toutes orientées 

vers la racine, peuvent être omises). Les Clements de U sont donc partagés en une 

assemblée d’arborescences. De plus, le fait que f permute entre eux ses points cycliques 

définit une permutation sur cette assemblee d’arborescences. 

El End t = 

figure 10 

Comme l’illustre la figure 110, nous venons de décrire comment transformer une 

endofonction en une S-assemblee d’arborescences. Si A, désigne l’espèce des 

arborescences ayant chacune le poids t et S l’espkce des permutations, on obtient 

l’kquation combinatoire End, = S (A,). Puis, par passage aux skies génératrices, 

Endc(x) = 
1 1 

1 - tA(x) ’ 
puisque A,(x) = ~A(X) et S(x) = - . 

l-x 

DOIX 
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End,,(x)l = 1 + ~A(X) + :A*(x) + t3A3(x) + . . . 

Le terme général de A~(X) est bien connu : Ak = A- A- ..: A est l’espèce des «haies 

de k arborescences». Or le nombre de haies de k arborescences est ]Ak[n]] = k! a,(k) , 

où 

a@’ 
k n 

0 
n-k 

n = nombre de forêts de k arborescences = F k n 

(on trouve une jolie preuve combinatoire de cette dernière formule dans [LGl] ). Ainsi, 

où nxk., =n(n- 1) . . . (n - k + 1) dénote la factorielle décroissante. Remplaçant t 

par 1, chaque endofonction est comptée avec un poids 1 et le poids total de End[n] 

devient le nombre d’endofonctions sur [n], soit nn . On obtient alors l’identité 

rÎ = 2 k(n-l)<k-l, nnek. 
k=l 

0 1.3 SÉRIES INDICA’I’RICES 

Nous n’avons jusqu’à maintenant considere que des structures étiquetées, c’est-a-dire 

construites sur un ensemble d’éléments distinguables. De nombreux problemes de 

combinatoire concernent 1’C:numération des rypes (d’isomorphisme) de structures (ou 

structures h isomorphisme près) et sont en général r&olus à laide de la théorie de Polya 

[PO, traduction anglaise dans FR]. Nous allons maintenant voir comment ce genre de 

problèmes s’inscrivent dans la theorie des espèces ; nous verrons aussi que le théorème 

de P6lya s’obtient comme C(as particulier de la formule de pl&hysmepondtW qu’on 

trouve en (1.33-5). 
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Pour une espèce A -pondMe F,, , les types de structures sur un ensemble fini 

U sont les orbites (classes d’étluivalence) de l’action du groupe 6, des permutations de 

U sur l’ensemble F[UI des F,-structures sur U : 

G,xF[U]--+F[U] 

(0, s) - 0F.s 

Ainsi, deux structures sl, s 2 EF[UJ sont éqwvalentes (ou i.wmorphes) s’il existe une 

permutation CT de U qui transporte s1 sur s, (oF’sl = s *), l’orbite ou le type d’une 

structure s est 

O(s) = (s’~Fll.rlli3o&~,o~s=s’) > 

l’ensemble des types de F-smawes sur U est 

WVJl) = Q(Fw[lJ1) = I W) 1 s E WI 1 > 

toutes les structures d’un type ayant le même poids (le transport préserve le poids), le 

poids d’un type de strucn~es est d6fmi comme Ctant le poids d’un de ses représentants 

w@(s)) = w(s) 

et la shie gh?rafrice (ordinaire) aès types de F est 

c lW,bl)l x*, 
IlLO 

où IO(F,[n])l dksigne la somme des poids des types de F,-structures sur [n] . Cette 

demihe série n’est pas toujours facile a calculer. Joyal [JA l] montre qu’elle est égale à la 

série gCn&atrice d’une espèce associée k . Dans le cas pond&, nous d&‘inissons deux 

espèces associées. La premihe, @, , est l’analogue de k .; la seconde, %‘,, , est 

d.it!e au calcul de la skrie indicatrice de F . 

(1.25) Définition. Soir F, : IB -3 IE, une espèce ai -pondérée. On définit 

deux espéces associbes h F, comme suit : 

( 1) l’espéce F w : B + IE, estd@niepar: 

-VUE& “F,ly] = ((S,O) 1 S EF[U~, 0 EG, et bF’s = S), W(S,O) = W(S). 

-k, f: U+ v , F,I;fl(s,o) = I(f@, faf-l) . 
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(2) l’espèce FwI : IE3 -+ IE,I,,,x2,x,,...I estdtfhiepar: 

- v u EE, k,,m = ( (S,b) 1 S EFIJJ], <T EG” et 0F.s = S }, 

wI(s,o) = w(s)I(o), 

c1 u2 0; 03 I(0) =xt x2 “3 . . . est le monôme indicateur des cycles de 0. 

- v f : U+ v , k,,[fl(s,o) = (fF’s, faf-l) . 0 

(1.26) Proposition. Soit F, : IB + IE, une esptke A -pondMe. Alors 

PJx) = go lWF,[nl)l X” . 

Preuve : C’est une version pondCrée du lemme de Bumside. La preuve utilise le 

lemme du stabilisateur : Palur toute action GxX -+ X d’un groupe fini G sur un 

ensemblefini X , si O(x) désigne l’orbite d’un &hent XEX et G, son sous-groupe 

stabilisateur, G, = (gEGlg:x=X) , alors D(x)1 1 G,I = I GI . Ici, on considere 

l’action de B, sur F[n:l definie par le transport de structures. Un calcul direct montre 

l’égalité des coefficients de xn dans les deux séries gén&atrices : 

lWJnl)l = c w(t) = c z 
t E Wlnl) s E F[n] 

= -. ;, 
. 

c w(s) IG I = $ c w(s) c 1 s 
s E F[n] ’ seF[n] QEQ, 

os=s 

Puisque le calcul de la série gén&atrice des types dune espèce est rarnene au calcul 

de la série générattice dune espèce associée, on peut espérer utiliser les opérations entre 

espèces pour dénombrer les types de structures comme nous l’avons fait à la section 1.1. 

Malheureusement, cette espèce associée ne commute pas à toutes les opérations ; on 

constate rapidement que 
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En fait, le nombre de types de structures d’une espèce obtenue par substitution ne dépend 

pas seulement des nombres dle types des espèces utilisées mais aussi de leur structure 

interne et en génbral KG(x) :# F(G(x)) . La recherche d’une solution à ce problème 

amène Joyal [JAl] a considerer ce qu’il ajppelle la série indicanice dune espèce, pour 

laquelle il obtient un théorème de substitution. Nous effectuons la même démarche dans le 

cas des espikes pondMes. 

(1.27) Définition. Soir IF = F w : IB + E, une espke A -pondérée. Lu série 

indicatrice, 2~ , de IF est définie par 

G = ;, p,(d) Xd aut d 

03 d = (dt,dz, . . . ) , C id i = n Cm 

.d = x;1x”22 . . . 

autd = Id1 dt! 2d2d2! . . . 

PF(d) = c (w(s) : s EF[n] , o-s = s ) , 

(T E@,, étant une pernrutation de [ype d (i.e.: ayant 4 cycles de longueur i). 

ci 

Remarquons que l’expiession pF(d) ne dépend pas de: la permutation o E Gn 

choisie. En effet, si 6 et cp sont de mi!me type d = (d t&, . . . ) , alors elles sont 

conjuguées, donc il existe p telle que (T := /3-‘(pp , et alors cr :s = s ¢j cpp- s = @ s . 

Ainsi 

c w(s) = c w(m) :: 
as = s Qc3 = s ps = s 

Il existe diverses formes d’écriture: pour les séries indicatrices. Selon le contexte, 

nous emploierons indiff&emment lune ou l’autre. 
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(1.28) Proposition. La sh-ie indicatrice d’une espèce pondérée possède les 

expressions équivalentes suivantes : 
dl t2 

(il G = go (d z ,p,(d,.d,, . ..) 

&Ii =;; 

xl ‘i’*’ 

ld’dl! 2 dz! . . . 

(iii) G = c 
teO 

OII O(F) désigne l’ensemble de tous les types de F-structures et G, le sous- 

groupe de 6, stabihzteur d’une structure de type t (i.e.: t = O(s) = G,:=G,). 

Preuve : La formule (i) est une reformulation de la définition. L’équivalence avec les 

formules (ii) et (iii) repose encore sur le lemme du stabilisateur (énoncé à la proposition 

1.27). En effet, pour 

(ii) considérer l’action G,x B, + G,, : (z,o) H z-‘az et remarquer que si 

p = 2-k alors p&T) 1( 6) = p F(B) I( p> : 

; c p,@) I(O) = $ c c p,(o) I(O) UEGn ’ dEO@,,) aed 

d Id1 pFW I(d) = c PF(d) x aut d 

(iii) considérer l’action 6,x F[n] + F[n] : (0,s) H <T.S (le transport de structures) : 

$ c P,@) ‘ca) = f ,,Es 
* UEG” n 

s zlnl w(s) 1(o) 
UTa = s 

’ teO(F[n]) set 
u.s = s 

= -- ,R! tEznl;tl w(t) c I(a) = tE;[nl) f$ c I(O) - sec, t UEG, 
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Même si elles ne caractérisent plas les espikes (voir [LJ2] pour un exemple 

d’espèces non isomorphes qui ont la meme série indicatrice), les séries indicatrices 

contiennent beaucoup d’information s,tructurelle. On y retrouve entre-autre les 

dénombrements des structures et des types de structures, et nous verrons au chapitre 3 

qu’on peut en extraire un q-analogue de la suite (IF[n]l),,u . 

(1.29) 

6) 

(ii) 

Proposition. Soif IF, :B + IE, une esptce A -pondérée. L-a série gén.6 

ram’ce de F ainsi que celle & ses types s’obtiennent de la série indicatrice par 

spécialisation des variables, comme suit : 

Z& 0, 0, . ..) = F,(Q 

ZF(X, x2, x3, . . .) = F,(x) 

Preuve : (i) Apres évaluation, 

lesseulstermesnonnulsdecettesommerontdelaforme pF(n,O,O, . ..) x”/~, , n2 0. 

Or la seule permutation de type (n, 0.0, . ,.) est id et 

donc 

(ii) 

p,( id) = c w(s) = IFJn]I , 
s E Fin] 
ides = s 

ZF(X, 0, 0, . ..) = L,o kbll xnjn! . 

D’aptk la proposition (1.28-ii), 

Z,(x, x2, x3, . . .) = 1, ; c p,(@ I(O) 
ni20 * aE0n x1:= x, xi:= x2, 5:= x3, . . . 

= 2; $ c pF(o) x”1+*u*+3u3+-. 

* a&, 

= c c c w(s) $ 
*O UE~, sQF[n] 

. 

as = s 

= 1; c w(s) g = PJX) . 

IQO (s.0) ERnjl * 
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(1.30) Exemple. Pour chaque ensemble UE B , l’espèce C, (cycles pondérés par 

tlonguean du cycle ’ exemple 1.6) ne possède qu’un seul type. La série génératrice de ses 

types est donc C$c) = &r tr, xn . Utilisons la troisième formule, proposition 1.28 

(iii), pour calculer sa sf5rie indicatrice : 

OrG, =(l,c,c 2 ,..., c 11-l) pour c EC[n] , donc 

z, ZE :c - $ I(ci) 
1121 n i=l 

( Ici I(ci ) = x:d ) 

Cp etant la fonction d’Euler ( [(i,n> = d ssi (i/d,n/d) = l] j #(i 1 (in) = d) = cp(n/d)). 

Ainsi 

On retrouve bien 

et l’égalité 

z&,0,0, . ..) = c 5 2 = C(x) 
jZ1 j 

Z,(x, x2, r;3, . ..) = c 5 c cp(k) xn 
n21 n kln 

= E(x) 

nous redonne l’identité bien connue xkln cp(k) = n . 

(1.31) Proposition. Sd F, : B +IE A une espèce A -pondh?e. On a : 

q&) = z, . 
u:=l ” 

Preuve : En effet, il suffit de calculer la série géneratrice de l’espèce P,, associée à 
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F, (d&?nition 1.25 (2)) pour trouver la s&ie indicatrice ZF de F : 

où 

donc, d’après la formule (ii) (proposition ‘1.28), 

( 1.32) Exemple. La skie indicatrice ZE de l’espèce (pondérée par le poids 1) des 

ensembles est 

Avec la proposition précédente, on obtient directement une expression pour cette somme : 

Er (4 = sp = EK7(u) = exp 

D’où 

% = E, (Il) 
I 

= exp 
i 1 

x5 -+ 
u:= 1 Il21 n 

Dans les exemples prkédents nous avons calcul6 directement certaines séries 

indicatrices. En génhl, nous lpr6fhns utiliser les liens combinatoires entre les structures 

consid&es. Il suffit pour cela de connaitrc le comportement des séries indicatrices devant 

les opérations sur les espèces. 
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(1.33) Thborème. Soit F, et G, deux espèces A-pondMes. Ona : 

(l) %,+G, = zF,+%, 

C4) %“X G, = zF,x%, 

Dans (4) , lopkration x de droite doit être interpr&e comme le produit terme à 

terme des coefficients de xdiaUt d (que nous appelerons produit de 

Hadamard pour les séries indicatrices). Dans (5) , on suppose que 

G[!ïQ = 0, la fiwzction de poids vn est définie par v”(s) := (v(s))” et 

l’expression (Z&, d&igne la série obtenue en flectuant la substitution Xi := Gi 

dans la série indicwice Z, : 

t 1 
z, (x , x2, xy ..IB) := Zc(xl, x*, x3, . ..) = 

II ’ 
Z&,, Xzn, X3$ - - .) 

x.:= x 1 ni 

Preuve : Pour l’instant, nous ne donnons que la preuve de (2) ; les règles ( 1 ), (3) 

et (4) se démontrent dle façon semblable et sont laissées au lecteur La formule de 

substitution plt?thystique pondérke que nous donnons en (5) demande quelques 

developpements et sera prouvee à la section suivante. 

(2) Selon la définition de série indicatrice (1.27), il faut v&ifier que pour chaque 

d=(dt,d, ,... ), Cid i =:n,ona 

p,&N 
c 

pFW p&J”) --- = 
aut d d’+d” = d aut d’ aut d” ’ 

où d’+d” = (d ;+ d 1, d 12-1 d 2, . . .) . D’une part, on remarque que 

;S;:d P&d) = c PF.,(d) * --- 

OE0, 
crdetype d 
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D’autre part, d’aprih la definition (1.10) du produit d’espèces, on a 

n! C 
pFW pc@“) 

d’+d” = d aut d’ aut d” = c (ns) $ $ PFICd’) p,W’) 
d’+d” = d 

= c c Poih 6) = c pF.,(d) QEB, s SE F.G[n] 
odetype d 

CSE0” 
Q’s=s <rdetype d 

m 

(1.34) Corollaire. Soir F, et G, dewc espèces A-pondérées. Si G[0] = 0, dors 

F?G)(x) = G (q(x), Gy2(X2), E”JX3). . ..) . 

Preuve : C’est une conséqu.ence de (1.133-5) et de (1.29~ii) : 

63 (4 = G(,) (x1, x2, x3, . ...) 
xi:= xi 

Où 

(‘C)n = 
xi:.xi 

z, (Xn> Xh!’ l$n, . . .) 
y.xi 

= zc (x”, X2n, X3n, . . .) = c (x”) . 

(1.35) Exemple. Considérons l’espi!ce S, des permutations pondMes par 

l’indicateur de cycles (1.16). Les types de cette espèce correspondent aux partages 

d’entiers et le poids d’un type est une description du partage : t ~ltt~%$. . . pOUr di PUB 

de taille i . Ainsi la fonction gtnératrice d.es types contient une énumération de tous les 

partages d’entiers, groupés seion leur cardinalité (la taille de l’entier partage). On obtient 

une expression pour cette somme à l’aide du corollaire prt%dent : 

s; cd = &-J(x) , 
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donc 

$ (x) = 2, CT cd, eJ (X*:l, . . . i 1 
?Z Cl)$+ $I+x + . . . 

191 G? 
2 -In(1 -t$) 

= e = e 

=rIL, 
ni>1 1 _ tn X” 

ce qui est un produit infini p:lus raffiné que celui d’Euler pour les partages d’entiers. 

8 1.4 DEUX EXEMPLES CLASSIQUES 

Lorsqu’il s’agit d’énumerer des types de graphes suivant un paramètre descriptif (par 

exemple leur nombre d’arêtes), on trouve habituellement des solutions faisant appel au 

theorème de P6lya. Nous allons, par quelques exemples, montrer comment ce genre de 

problèmes peuvent être ttaitt5s efficacement à laide de la théorie des espèces pondérées ; 

chaque cas sera ramené !t une application simple de la formule de substitution 

pléthystique. Mais d’abord nous voulons montrer que le théorème de P6lya lui-même est 

une conséquence de cette formule. 

Afin de bien situar le lecteur, nous énoncerons le théorème de P6lya [PQPR] dans 

sa forme classique. Puis nous verrons que les hypothèses de ce théorème sont réalisées 

en considérant une espèce F’ obtenue par substitution dune espèce pondérée très simple 

dans une espèce mdkultir~? (voir remarque 1.37-1) bien choisie et que le problème, vu 

de cette façon, revient au calcul de la skie g&&urice des types de F . 

(1.36) Exemple. Soit D, R deux ensembles finis, IDI = d, w : R + A une fonction 

et GLGD un groupe de permutations de D . La fonction w s’étend à l’ensemble RD 

des fonctions f : D + R en définissant le poids w(f) par w(f) := nx,D w(f(x)> . Sur 
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cet ensemble de fonctions, considerons la relation d’équivalence = définie par 

D-fR fif 

ssi 

3ge G, fg==f. 

Il est clair que cette relation préserve les :poids, f = f =S w(f) = w(f). On peut donc 

definir le poids dune classe d’équivalence comme Ctant le poids d’un de ses représen- 

tants. Le problème qui nous intt5resse est le suivant : on voudrait: faire l’inventaire, c’est-à- 

dire calculer la somme des po:ids des classes dVquivalence. Le théorème de P6lya donne 

une réponse en termes de GzD, le polynhe indicateur de cycles de l’action de G sur D : 

C w(f) = zi;, :C w(r) , C (w(r))*, . . . , 
7% RD/= l IER IER 1 

où 7 E désigne la ClaSSC d6quivaIence de f SelOn la RlatiOn = et &D est défini par 

%:D = j& c I(G) SéG 
(on peut aussi considerer un groupe H agissant sur D , H x D + D : (h,x) wh.x , 

et appeler G le sous-groupe de 6D défini par cette action, G = (geGD 1 3hoH, 

VXED, g(x) = h-x) ; dans ce cas, le polynôme indicateur de cycles est +:D := 

wm c hER I(h*), h*E@D étant la permutation définie par h*(x) = h-x, et on remarque 

que %:D = &:Dh 

Pour traiter ce probleme avec les outils de la théorie des espèces, nous allons, pour 

chaque ensemble fini U, étiqueter les élements de D à laide de ceux de U (en tenant 

compte des équivalences imposées par G) et faire suivre cet étiquetage dune fonction 

vers R ponden% adéquatement ; puis nous oublierons les étiquettes en passant aux types 

de structures et constaterons que l’inventaire cherché est précis6ment le coefficient de xd 

dans la skie gén&atrice des types. Pour ce faire, définissons les espèces X,, Mo et F 

comme suit : 

l xw := kR xw(r) o9, pour chaque reR, X,(r) est l’esptce des singletons 

poru&?rt% par le poti w(r) . 
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l M, est une espke de bijections : 

v UE IB, M&J] = q @JJ)/= , 03 Bÿ(D,U)=(cp :D + UI qbijection) 

et = est la relation d’équivalence définie par 

D- ‘4 

v 

(P=w 
3g ssi 

D ‘+’ jgé G, vg=(p, 

V CT : U +V, le transport des MG-structures se fait via des représentants des 

ckfses d’équivalences, oM’qa = q” e coq = y~ w 3géG, oocp = yog : 

<p >u 

8f 1 
0 

D--&V. 

l F := MG&). 

Tout comme l’espèce MG , l’espèce F est portée par la cardinalité d et après 

examen (figure ll), les F-structures sont vues comme des couples s = (g”, U -% R) 

ayant poids w(s) = fluEII ~(C(U)). Il est alors facile d’associer à une structure s = 

(q”, c) la fonction f = c: (4) : D + R . 
I 

SEF[U] = MG(XwR)EUl 

s = p-J*;) 

w(s) = w(rl)w(r5)w(rJ ... w(ri) ... 

D ’ >U-kR 
.i-....--2 

figure 11 

On s’assure que les types de F-structures sur U sont en bijection avec les classes 

d’équivalence selon = des fonctions fc RD en considérant l’application 

F[UI Q> > RD/= 
s=(qT,c) Ff T==qF 

et en vérZant (les détails sont laissés au lecteur) que 
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(1) 0 est bien définie, c’est-h-dire : 

;p” = qfa * cep’ = cy=, 

(2) 0 est compatible avec les rypes & F-structures, c’est-h-dire : 

s’ = OF’S -=, O(s’) = (P(s) > 

(3) 0 est surjective : pour f: D + R, prendre cp :ID e U quelconque, 

poser c =f cp-leruZors s=( jY,c) surisjûit 0(s)= f=, 

(4) Q> pkerve les poil, c’est-d-dire : 

w(s) := w(@(s)) . 

Les observations (1). (2), (3) et (4) impliquent qu’il existe une bijection enhe l’ensemble 

F[U]/S des types de F-structures sur U et l’ensemble RD/= des classes d’équivalence, 

F[UI -% RD/= 

\ 

F[UI/2 

et que cette bijection pxkerve les poids. On en conclut que l’inventaire est Cgal a la somme 

des poids des types de F-smlchrres, c’est-à-dire le coefficient de xd dans k(x). Or, 

d’après le corollaire (1.34), 

F(x) = qfG x,w, 2 *CG, 
( w -..) = k( (z;(r)) x7 (~fld) x2. . ..) 

et puisque cette série ne comporte que des Iterrnes en xd on peut écrire 

Nous n’avons plus qu’à calculer la série indicahice de l’espèce & . Ceci peut êh-e fait 

directement en utilisant la formule (1.28~iii) et en remarquant que : 

(i) M, estportéepar la cardinalité d et il n’y a qu’un seul type de Mo-structures, 

f2.R Vq,y :D -29 U, 30 (= y+) EG”, CT~.(~ = y , 

(ii) toutes les ~-structures ont le même groupe d’automorphisme et celui-ci est 

isomorphe au groupe Ci, av- 

oc Aur @“) e qH’T$= = q” ¢j oo(p = cp e> 3gcG, oo<p = (p”g , 
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ce qui permet de ai@nir un isomorphisme entre G et Aut @Y) , 

Donc 

(1.37) Remarques. 

( 1) L’espèce MG est une espèce molthlaire , c’est-à-dire indécomposable sous la 

somme(M#O et(M:=P+Q =B P=OouQ = 0)), ce qui est équivalent au fait 

qu’il n’y a qu’un seul type de MG-structures. C’est l’espèce que Yeh dénote Xd/G . On 

retrouve des études plus ou moins détaillées de la notion d’espèce mokulaire, espèce 

multisortemoltkulaire et de S-esptke molhhire dans [BY, LG2, LJ2, UW, YYl et 

YY2]. Un traitement semblable peut être fait pour les esptcespondérées moZt?cufaires . 

(2) Lorsque toutes les, structures d’une espèce donnée ont le même poids p , ce qui 

est le cas pour les espèces moléculaires, ou lorsque leurs poids ont un facteur commun ou 

lorsqu’on veut indiquer que Iles poids de toutes lies structures sont multipliés par p , nous 

conviendrons de placer ce facteur commun entre parenthèses : FtP) . Étant donné que ce 

poids sort en facteur des skies génératrices et indicatrices de l’espèce, 

F,(p)(x) = p-F(x) et 2 
Fw 

= p-q 

on peut être tenté d’utiliser la notation pF pour désigner l’espèce F(,, . Nous ne 

l’avons pas fait jusqu’à prés’ent et nous continuerons d’Cviter cette pratique parce que 

d’une part elle ne simplifie pas la notation et d’autre part elle peut introduire une confusion 

entre les notions de IK-espéce (K-combinaison linhire d’espèces molhlaires au sens 

de Yeh [YY2]) et esptce IK-pondbbe . Ces deux notions sont fondamentalement 

différentes puisque les transports ne s’effectuent pas de la même façon et qu’en général les 

espèces n’ont même pas le même nombre de structures! On peut s’en convaincre en 
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examinant l’exemple suivant : si M est une espèce moléculaire alors 

F=5Ms 2M + 3M mais G = M(S) É +2, + M(3) 9 

où F est une Z-espèce et G est une espke Z-pondétie. Cette possibilité de 

confusion peut s’avérer désastreuse lorsqu’il s’agit de calculer la série indicatrice d’une 

substitution d’espkes. Pour les skies gCnc%atrices, tout va bien et on obtient même de 

jolies formules lorsqu’il s’agit de substituer dans l’espèce E des ensembles : 

EoF~,,Jx) = epFcx) = EopF(x) = (EoF(x:))~ . 

Par contre, on doit être prudent :lors du passage aux s&ies indicatrices : lorsque p est un 

coefficient d’une IK-espèce, il est vrai que 

mais lorsque p est un poids commun à toutes les structures, la. formule de substitution 

(1.34-5) donne 

et en gén&al GOpF f GOF@>. 

(3) Il y a plusieurs façons d’introduire le théorème de Pblya dans la théorie des 

espèces. Par exemple, dans le texte de Ilnger [UW chap.52:] on trouve un modèle 

légèrement diffkent qui n’utilise pas de formule générale de pltithysme. Celui que nous 

venons de présenter a l’avanta,ge de bien situer le théorème de P6lya par rapport à la 

substitution pléthystique gén&aIe : il s’ag,it d’un cas très particulier et la substitution 

d’espèces pondérées est une g&ka.lisation de la situation classique dkrite par P6lya. 

Le fait qu’on puisse démontrer le théorème de P6lya à l’intérieur de la théorie des 

espèces s’avbre très intéressant d’un point de vue calculatoire. Des exemples faisant 

habituellement appel à ce résultat seront simplifiés par un choix judicieux d’espèces et un 

calcul direct de séries génératrices de types. Considérons par exemple la situation 

suivante : 
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D-L+ (0, l)“+ (l,t),, &D+D 

où w(0) = 1 et w(1) = t. 11 s’agit du shéma)utilisé classiquement pour dénombrer les 

types de graphes. La fonction f effectue un choix d’un sous-ensemble de D , les 

éléments de ce sous-ens’em,ble se voient attribuer le poids t par la fonction w . En 

definissant D de façon appropriée, le polynôme indicateur de cycles z&:D de l’action 

considérée permet d’effectuer l’inventaire de divers types de graphes, énumér6s selon leur 

nombre d’arêtes : 

- les graphes non orientés SUI~S boucles, lorsque D = (‘il) (l’ensemble des parties 

à deux élements de [n]), 

- les graphes non orien&%, lorsque D = (‘il) + [n] , 

- les graphes orienrks wr.s boucles, lorsque D = [n]t21 (l’ensemble des paires 

ordonnées d’éléments distincts de D ), 

- les graphes orient&, lorsque D = [n] x [n]. 

Nous allons calculer les polynômes qui énumèrent ces graphes selon leur nombre d’arêtes 

en utilisant les méthodes de. la théorie des espèces. Dans ce but, nous introduisons une 

nouvelle opération entre e,spèces : 

(1.38) Définition. Soit F une espèce A -pondérée et G une esptce ordinaire. 

L’espèce composition fonctorielle de F et G , notée FoG , est définie 

P . . 

- VU E B, FaG(Uj = F[G[Ul] (l’ensemble de toutes les F-srrucrures ayant 

C[V] pour ensemble sous-@cent). 

- Vf:U+V, FnG[fj = F[G[fl]. cl 

(1.39) Théorème. Soi1 F une espèce A -pondt?rt?e et G une espèce ordinaire. 

Alors 
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00 Bk = ck(G[(T]) eu le nombre de cycles de longueur k aàns G[o] . De 

plus, ce nombre est compl2tement caractérisé par PI =: c~(G[ol) = pc(o) (i.e.: 

par la connaissance de ik ) ; on a les formules 

Preuve : La définition de FOC nous donne que ~F~G(S) = p&1$2,...) avec 

pk = &(G[UI). Maintenant, si (J est une permutation ayant c& cycles de longueur k et 

si zl, q, . . . sont des permutations circulaires de longueur 1,2:, . . ., alors on peut écrire 

que le type cyclique de Q est 

c,%?(o) - cyc(alzl + 023 + . . . + $zk + . ..) 

et celui de od sera donc 

CYC(d = cyc(& t 024 * . . . + bkz; + . ..). 

Mais il est facile de voir que cyc(z$ = cyc((k,d)zwtk,dI) , où. (k,d) désigne le plus 

grand commun diviseur de k et d . Donc- ’ 

CYdd = cyc c W) Ok zk/(k,d) = c.vc c 
kZ1 121 

et en posant 6 = (k,d), i.e.: k -: r6, d = pi5 avec (p,6) = 1, on obtient : 

Un cas particulier de cette dernière formule nous donne cl(pk) = cd,,dpd . D’où, par 

inversion de Mobius, 
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Et lorsque p = G [CT] on remarque que pd = (G [cJ])~ = G [od] puisque G est un 

foncteur, ce qui permet de conclure : 

c,(Wl) = % = i c I@l@ c,(G[$I) = + c p(k/ci) pG((-,‘$ . 
dlk dlk n 

(1.40) Corollaire. Pour toute permutation <TE G,, de type (Q~, 02, . . .) on a : 

(1) + c Wd) cl,(d’) = s, > 
dlk 

(2) + c Wd) (c,(<+))* = 
dlk 

012 [k,, k2] dénote le plus petit commun multiple de k, et k2 et (k,, k2) 

leur plus grand commun diviseur, 

O2k si k impair 

(3 1 + c WI4 c;@“) = 
dlk O2k -1 lo k si k pair. 

Preuve : On somme chacune de ces expressions à. l’aide d’une inversion de Mobius : 

(1) i c pcwd) ‘,@+) = h c cL(k/d) c 6 os = +k ok > 
dlk dlk &Id 

(2) + c pcwd) (C,.(d’)f = ; c j.@/d) 
dlk dlk 

c k,k, %1 %2 
k, 14 k, I d 

dl6 impair 

= : c l-@@) c 6 o2s 
dlk 61d > 

i c I@/d) c 6 02s 
dlk 6ld 

si k impair si k pair cutiimpair . 

Ainsi, lorsque k est impair cette somme donne +ko,, := oZk et nous n’avons plus qu’à 

faire le calcul avec k pair. :Dans ce cas, écrivons d = 2?, r impair. Alors d’une part 
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(6 I 2”r et 2”r/J3 impair) e (6 = 2”p, p I r) 

et d’autre part, puisque p(2’x) := 0 si s22., il faut que (k = 2”m ou 2”+lm, m 

impair). On obtient donc, lorsque k = 2”m 

et lorsque k = 2”+‘m 

= 

D’où le résultat pour le cas pair : (& - & 

A- c Pbm c 2”P Qp 
2”+lm rlm Plr 

1 

2”+lm 
2”m 0 

2W'm 
= -+crk. 

Pour Pk = Pk(ql a2, . ..) = C~(G]:~]>, la famille @&t décrit les decompositions en 

cycles des transports des G-structures le long de o , pour CE (4jn ; son nom de type 

cyclique de Z’espèce G ainsi que les formules permettant de le calculer ont été 

introduits par Gilbert Labelle [L,G:I]. 

(1.41) Exemple. Soit t une indéterminée et A = Z [t] . On définit les espèces 

A-pondérees G, e, GO, @Y respectivement par : 

l VU E B, cJUj est l’ensemble de tous les graphes non orientés sans boucles ayant 

U pour ensemble de sommets. Le poids d’un tel graphe est t’arêtes, 

l VU E B, em est l’ensemble de tous les graphes non orientés ayant U pour 

ensemble de sommets. Le poids d’un t.el graphe est Pluêtes, 

l VU E B, ~m] est l’ensemble de tous les graphes orientés sans boucles ayant 

U pour ensemble de sommets. Le poi.ds d’un tel graphe est t?dtes, 

l VU E B, @YTu] est l’ensemble de tous les graphes orientés ayant U pour 

ensemble de sommets. Le poids d’un Itel graphe est emêta, 

avec les transports habituels. néfinissons aussi l’espèce A-pondMe &IW par 
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VUEH~, @w[IJl = ( AIAsU), vr(A)=t’*‘. 

On remarque que 

(*) @ z c;x pw et Gt? G GO:< &, 

puisque tout graphe (ave,c boucles) est un graphe sans boucles auquel on a ajouté une 

partie de l’ensemble des sommets (l’ensemble des bouclés). De plus, pour les espèces S; 

et ~0” , les graphes voulus sont obtenus en choisissant une partie (pondérée) d’un 

ensemble approprié, soit l’ensemble des paires (parties à deux éléments) pour G et 

l’ensemble des couples (flèches et boucles) pour G0’ . D’où les relations 

(**) G s pvv 0 k32 et 90 E @W 0 (E’ x E’) 

où k32 désigne l’espèce ordinaire des parties à deux éléments. 

Les séries génératrices des types des quatre espèces de l’exemple (1.41) 

contiennent tous les polynômes énumérateurs (selon le nombre d’arêtes) de chacune de 

ces classes de graphes. Or, ces polynômes s’obtiennent aussi à l’aide du théorème de 

Polya (1.36) appliqué aux ac tiens de Gin décrites plus haut. On a donc 

z 
an:<;‘) 

(l+t, l+t2, . . . ) = coefficient de xn dais gx) = Z&x, x2, . . .) , 

z 
G”:(ql)+[nl 

(l+t, l+?, . . . ) = coefficient de xn dans p(x) = ZG”(x, x2, . ..) , 

z o,:[nl[z] U+t, 1+:* . . . ) = coefficient de x” dan,; mx) = Z&x, x2, . ..) , 

z o .[nlx[nl U+t, l+& *.. 1 
n’ 

= coefficient de x” dans p(x) = ZGp(x, x2, . ..) , 

et c’est en calculant les séries indicatrices des membres de droite que nous obtiendrons le 

résultat. 

(1.42) Exemple. Nous nous inttressons ici aux graphes simples pondérés selon leur 

nombre d’arêtes et au dénombrent des types de cette classe de graphes. Il s’agit bien sûr 

de calculer la série génératrice des types de l’espèce G en utilisant la relation 
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G Z @,O p2 . Calculons d’abord les séries indicatrices impliqu&s : 

c’“” -p 

p z E(X,)*E + Zp =: i&, le% = e QI ’ e ti n = n C (l+tn)kX1:, 
t nZ1 k20 nk k! 

donc 

d’où 

où (01, cr2, . . . ) est le type cyclique de a et ~~((31. ~2, . . . > = n,l<l+ti)‘i . 

À ce stade, P. Leroux &,P] nous fait remarquer qu’il n’est pas nécessaire de connaître le 

théorème de P6lya pour traiter cet exemple. En effet, le théorème (1.39) nous dit que 

donc 

gx> = z&x,x2 ,...) = ns,5 c (l+tjl(l +t2)B2...Xn, 
* 0~0” 

où (&, p2, . ..) est le type cyclique de la permutation p2[o] . Or la définition du 

polynôme indicateur de cycles d’une action (1.36) nous dit précisément que 

E 4 l32 [Il] ($7 39 .*.) = 5 c I(P2[Gl) = & c t1 t2 . . . . %:(2 ) - am, . dE0, 
Ce polynôme est aussi noté Z,@ et la comparaison des deux dernières formules nous 

donne le tisultat de P6lya pour ce cas particulier. En effet, il est maintenant clair que 

ax:t == c 2 (?, (1 + t, 1 + t2, . . .) x” . 
n20 0, 
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Dans HararyLPalmer @IF’], on trouve une expression basée sur une analyse méticuleuse de 

l’action considérée. Nous présentons ici une méthode trYs différente et notre calcul sera 

complété avec la connaissance du type cyclique de l’esp!ce p2 . D’abord, si CE 8, est 

une permutation de type (a,, 02, . . .) et IUI = n alors les seules paires d’élements de U 

qui sont laissées fixes par l’action de CJ sont celles qui contiennent soit les deux éléments 

d’un cycle de longueur 2 de CJ soit deux éléments choisis parmi les points fixes de o . 

Donc 

et d’après (1.39) 

Ce qui, utilisant le corollaire: (1.40), donne 

Bk = ck(@2[011) = $ c (i j) Oi”j - iok + ‘[ 1 
O2k si k impair 

11, J] = k -r”k+a2k sikpair. 

où k mod 2 désigne le reste de la division de k par 2 . 

(1.43) Exemple. Grâce à l’exemple precédent, il nous est maintenant facile de trouver 

les polynômes énumérateurs. selon le nombre d’arêtes, des trois autres classes de graphes 

introduites plus tôt ; les graphes non orientés et les graphes orientés sans ou avec boucles, 

qui définissent respectivement les espèces gJaV GO et GO’ de l’exemple (1.41). Nous 
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utiliserons les relations 

(*) e3cjX#aw et gY5zG0xpw. 

Ainsi, pour l’espèce @’ on trouve : 

Z 
G” 

= ZGX 2;*, = c +- c P&m*P&J’@ I(o) > 
nL0 * UEO, 

donc 

0 
L 

si k pair 
2 Ii, *G-j) uibj + 6~ + 

F 
1 
14 si k impair 

UC0 

et 

f(kmod2)uk . 

Pour l’espèce ~0” la relation ~0” H pIr 0 (E’ x E’) donne 

zG@ =z 
@~S(E*XE’) = & + c ~~(E’xE~‘[ol) I(o) . 

- oéq 

or 

donc le type cyclique (pt, B2 , . . .) de la permutation E’xE’[o] est donné par : 

&, = C,(E’xE’bl1) := $ c C@/d) p,.,,.(c#) 
dlk 

:= i C Mdd) (c,(dlf = 
dlk [i,j=k ” 

F (i, j) cm . 

D’où 

Zs;s =ngj c rI(l+tk) 
[i, *(i 9 lbiOj F 

I((J) UEG, kzl 
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Une méthode semblable permet de traiter diverse,; classes de graphes [DLL]. Par 

ces quelques exemples, nous. avons voulu illustrer comment l’emploi des espèces pondé- 

rées et de leurs propriétés permet d’obtenir facilement des formules élaborées. Au chapitre 

II nous présentons des exemples tires d’un autre domaine; celui des fonctions spéciales. 

0 1.5 PREUVE DE LA FORMULE DE PLÉTHY;SME 

Comme nous l’avons annoncé plus tôt, cette section sera entièrement consacrée à la 

preuve de la formule de plethysme pondéré introduite au théorème (1.33-5). Plusieurs 

approches sont possibles8 [EIF2, JAl, Uw], nous avom choisi de donner une version 

pond&-& de la démonstration exposée par V Strehl dans son cours de combinatoire [SV]. 

Celui-ci présente un raffinement de l’analyse faite par A. Joyal dans son article 

d’introduction à la théorie [JAl], raffmement qui permet d’éviter le recours à un principe 

de prolongement des identith algébriques qui n’est pas clairement établi. 

Nous voulons donc montrer que si F = F w et G = G v sont deux espèces 

A-pondérees et si G[0] = 0 , alors la série indicatrice de l’espèce FG (obtenue 

par substitution de G dans F ) se calcule à l’aide des series indicatrices de F et de G 

par la formule 

C*l z, oG = z$‘,O Z,” := ZF” ” ” ((zG”,1~(zG.*)2<(zG”,)3~ *--) 

où la fonction de poids V~I est définie par v”(s) := (v(s))” et l’expression (Zo), désigne 

la série obtenue en effectuant la substitution Xi := %i dans la skie indicatrice Z, : 

( > ZG “(X’. 59 x3. . ..) ::= ZG(X1, X2’ x3, . ..) = Z&“, X2”’ X3”> . . .) * 
x.:= x 1 1.1 

Afin d’alléger la notation, nous n’indiquerons pas les poids s’il n’y a pas de risque 

de confusion. Si son emploi s’avérait nécessaire, la lettre « w » désignera la fonction de 

poids gennérique. La lettre « v » est réservée pour la fonction de poids de G . 
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Tout d’abord, rappelons la définition (1.27) de série indicatrice ainsi qu’une 

reformulation de (1.28-ii) (voir la preuve de 1.3 1) : 

(1.44) G := c p,(B) 5 == 
p E IN(+) 

c ; c w(h) xcyc(a) 
n20 * ha) Eknl 

où lN (+) est l’ensemble des suites éventuellement nulles (l3, , B *, . . .) d’entiers non 

négatifs, F est l’espèce associee définie en 1.25 (1) , cyc (0) désigne le type cyclique 

de CJ , cyc (CT) = (c,(a), Q(O), . ..) si CF possède C~(O) cycles de longueur k , et 

CY4N c@) C*(6) c,(a) 
X =x 

1 
x* x, . . . . 

Tenant compte de ces pnLliminaires, la formule ( * ) devient 

(1.45) 

Z,(,)(X) := c & 
n20 - 

c w(h) xeyc@) = c p,,(B) $ o Z,(x) 

(h.o) E I?GNnl 
p E N”’ 

et il est alors clair que sa Compréhensi~on passe par une étude détaillée des CG)- 

structures. Rappelons qu’une F(G)-structure sur un ensemble fini U est un couple 

(h,o) E F( C)[V] x 6” qui saltisfait oeh q : h, avec poids w(h) . De façon plus explicite, 

h = U/=, s, ( 4) 
CEUt= 

, w(h) = ~(S)I n v( A&] , où 
CEU/G 

if e~z&nmerere~n, u 

s E F[U/=I 

JC E C[C] 

et la condition o-h = h signfie que (voir figure 12) : 

i) oai sont compatibles, donc <T est un automorphisme de q , 

ii) 0 induit une permutation ak de W qui satisjàit b/=s = s , donc 

(s, ce) E F(-u/=] , 

iii) chaque classe C EU/= est munie d’unepennutation oc ~(5, , dkfïniepar 

oc(a) = ok(a), 03 k = min{ j21 I c+(a) E C ) , qui satisfait oce RC = RC , 

donc (JC, DC) E GKI > 

i v) pour chaque classe C E:U/= le transport de structure le long de CI donne 

~[Wc, flc) = ( &(,,, qJ(C)) * 
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figure 12 

Nous utiliserons cette description détaillée lorsque viendra le temps d’énumérer 

(sommer les poids!) ces structures. Mais voyons d’abclrd les liens entre les monônes 

indicateurs de cycles des diverses permutations.. 

Si CI et E sont compatibles, pour chaque cycle de la permutation CT/= E G& 

choisissons une classe C (=C O) et posons 

c, = c (=Okc) , cl = Oc, c, = O*c > . . , ck-] = ok-‘C , 

12: = c, u Cl u c; u . . . C)&] , 

où k est la longueur du cycle (voir figure 13). Alors tous les cycles de ole ont pour 

longueur un multiple de k et 

CYC @If 1 ck (dî, ) c’& (de ) 
X = 5 xa .., 

CYC (oc) Cl (a, ) c2 (oc 1 
:K =x 

1 52 **’ 

ck @le ) c& (de ) 
=x 1 . . 

d’où 

(1.46) 
CYC (0 Ic: ) CYC WC 1 

X = XkOX 
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. 
. 

1111111111 : ok 

-:<T c. , O<is2 
1 2 

-. .o n,t=uC. 
1 

C i=O 
# 

Maintenant, nous allo:ns Cnumérer les ?G)-structures (h, 0) selon le type 

cyclique de la permutation CV= . Pour chaque type cyclique B = (B 1, B2, . . .) E IN (+), 

on définit une espèce :C)<a> par 

VU E IB, F(c)‘B’&J] = l’ensemble des F(G)-structures (h,o) sur U 

telles que le type cyclique de a’= est fi . 

et une série auxiliaire 

(,onécrira ck> lorsque fi=(O,O ,..., 1.0 ,...) ). 

?c 

Il est clair que : 

(1.47) G(c) = ;c F:G)+ ; 

6 E IN(+) 
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(1.48) les ~G)ca>-sm~ctures peuvent être vues C:omme des « O-assemblées de 

G-structures » « chapeautées » d’une F-structure, comme suit : 

vu EIB, FIG)<yu] z ( (s,R, 0) I(l, 0) E EIc:+, (s, ce) &(u/q ) 

ww, (0 = w(s) w(R) =: w(s, cm) w(R, 0) > 

où E désigne l’espece des ensembles et w(R) := & w(,?,) ; 

(1.49) 2; F((;) (‘1 = c ( ) BEN+ zF(G) cx) ; 
et un premier calcul de somme de poids donne 

c w(h) xcyc (a’) = 

(h.a) E i&<B[U] 

donc 

(1.50) c w(h) xcyc(0) = p,(B) . c w(R) xcyc (O) > 

(ho) E F:G)‘R’[U] (R,o) E E:($“[U] 

ce qui ramene le problème à une énumération et calcul de poids d’assemblees particulières 

de G-structures, les GG) < a>-structures. Il suffit pour ,:ela d’examiner en détail celles 

dont le type cyclique B est réduit à un seul cycle de longueur ké IN (les couronnes de 

longueur k de Joyal [JAl]), puisque 

c @=&y 
= coefficient de zB dans e IWJ 

i 

En effet, la première égalité découle d’un argument semblable à celui de la proposition 

1.31 : donnant aux structures (1, CT) E Êic)cs’[U] le poids w(R)xs , on obtient la 

série génératrice 

$G)<"(u) = c I É~G)cn’[n]l $ = c 
n>O nZ0 
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qui satisfait E(G)“‘(u) u. 
.= 

1 = Z$& . Puis l’isomorphisme d’espèces 

E(G)<” 
~ EyG)c(61. Q 0. . ..bEyG)c(o. 6,. 0, . ..y . . 

donne l’égalité voulue, les 4, couronnes de longueur k (pour k fixé) pouvant être 

comptés indépendamment, mais ne devant pas être ordonnés : 

&)“‘(u) = * . . . 

“?’ 1 u:= 1 

Se rapportant aux figures 12 et 13 ainsi qu’à la description détaillée des 

qc)-structures faite en d&ut de section, nous constatons que les FG)<k>-structures 

(U/z, (U/I), R = ( Rc)cavk:) sur un ensemble U s’obtiennent par : 

il un choix d’une partition ordonnée de U en k classes (CO, C 1, . . . , C k-l) 

tellesque lC,l=IC II=...IC k-ll:=n. Ceci n’est possible que si IUI = nk er 

alors il y a 

(n, CT.. , n) = @$ possibilith. 

ii) un C~OU: de k-l bijections yi : Ci -+ Ci+l , (0 5 i c k- 1 )I , ce qui peut être fait de 

(n!)k..l façons. 

iii) un choix d’une structure (10, ao) a: C[G] avecpoids v(Ro). 

iv) les structures (Ri+13 Oi+l) E E[q+:l] , 0 5 i < k-l, ainsi que leur poidr, sont 

enti~rementdéterminées,parles RWtFpOtTS, (Ri+,, Oi+l) ‘= C[yil(Ji, bi) et 

V(Ri+l) ‘= V(G[yi](li))= .e. =V(A?O) . 

v) la&mit?rebijection yk-[ :C k-l -+ C, est aussi entik!rement dkterminée, 

yk-1 := ~0°(yk-20 ees Oyo)-’ , etelksarisfait E[yk-I](&1, ok-1) = ( &), 00) , 

donc 
k-l 

w(8 := r[ v(~i) = ~,)y . 

kil 

vi ) panni les structures que nous venom de décrire, certaines sont équivalentes par 



$1.5 PRBUVE DE LA FORMULE DE PLÉTHYSLUE 53 

rotadon cyclique car 111 classe C, peut être choisie de façon arbitraire, ce qui 

réduit leur nombre d’un facteur l/k . 

Rassemblant toutes ces données et utilisant (1.46) on Obti(:nt 

T’ 
L: w()l) xcyc ((e = 

(1, a) E É;G)‘k’[*] 
,(nk)! . (n!)k-* . i. 
(n!)k 

c (“(Ro))k Xk 0 xCuC(aJ 
(a,.o@Gqnl 

(1.51) 

c w(A) YC CYdW 1 (nk)! --- c (“(lo))k Xk 0 xcyc(uJ . 
(1. CI) ~E?G)*[nkl 

= k n! 
(1, u& E C in1 

Nous avons maintenant tous les ingrédients n&esssaires pour terminer la preuve 

Z E:G) (x) := go & c w(R) xcye (@ 

(1.51) J (1. a) E 6G)cks[nk] 

c (V(Ro))k Xk 0 Xyc(uJ 

6% oo> E 6 in1 

= ; z, (x x 
“, k’ 2k’ “’ ) 

ce qui donne 

Z ;y;) 00 := c f c w( 1) XCYC (@ 
nL0 

<.-Q. a) c ETG)‘“>[n.l 

= 

(1.52) JJ 

= 

Coefficient de zR dans exp 

Coefficient de zR dans n 
k>O 

Zl % zE:c’) (x) 
kstl 

(; xkozGcx))l 

jk! 

d’où 
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(1.53) 

Chapitre 1. ESPtkES PONDÉRÉES 

et finalement. 

(1.54) Proposition. Si F = F w et G = G v sontdeuxespèces A-pondérées 

etsi GI01 = 0, alors ZF(G) (x) = Z F o 2, (x) . 

Preuve : Il suffit d’assembler les calculs prkédents : 

ZFfC) (x) = 2) ;x z, w(h) xcyc (‘) 
(1.49)JJ Q cs) E F&i)[n] 

= 6 C( ) + zF:G, Cx) 
WO)U 

c w(R) x CYC (0) 

(2, <T) E GG)“>[n] 

= c PF@) --$f ’ ZG (x) 6 E IN(+) 
= Go Z,(x). 



Chapitre 2 

POLYNÔMES ORTHO(GONAUX 

Les familles classiques de polynômes orthogonaux ont été étudiées d’un point de 

vue combinatoire par de nombreux auteurs [BFl, FDl, FL, FR, FS, LS, LYl-2-3 et 4, 

SVl-2 et: 31 et la plupart de ces modèles s’insèrent bien dans la théorie que nous venons 

de présenter. Nous nous proposons d’en décrire certains sous la forme d’une espèce 

pondérée et dans chaque cas de calculer la série indicatrice correspondante. Ces résultats 

permettront d’obtenir des ~-analogues des diverses familles de polynômes considérées. 

Remarquons que plusieurs modèles pour une même famille peuvent donner lieu à des 

espèces non isomorphes, qui peuvent avoir des séries indicatrices différentes qui, à leur 

tour, donneront eventuellement des q-analogues distincts. 

Nous conviendrons de dire que toute espèce F : IB -+ E, est un modèle 

combinatoire pour la suite de ses coefficients (IF[n]l)n,c . Lorsque la fonction de poids 

prend ses valeurs dans un anneau de polynômes, l’espèce considérée devient un modèle 

combinatoire pour une famiille (F,& de polynômes ou une normalisation de celle-ci 

(k”F, = I F[n]I pour une constante k, bien choisie) . Le n-ième polynôme de la suite 

apparaît alors comme la somme des poids des F-structures sur n éléments, ou, si l’on 

prefère, comme l’énum&ation des F-structures suivant certaines statistiques. Nous 

déclarons une fois pour toutes que A = Q[a, p, cp, N, a, a-l, p, c, t], nos polynômes 

étant des fonctions de t (a., p, cp, N, a, u-1 , p et c étant les divers paramètres de nos 
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familles orthogonales). Nous utiliserons aussi la convention établie à la remarque (1.37-2) 

de placer entre parenthèses un :poids qui est commun à toutes les structures dune espèce 

et nous continuerons d’employer la lettre g&&ique « w » pour désigner la fonction de 

poids (wF si l’espèce doit être précisée). Les définitions et notations utilisées dans la 

littérature classique pour les familles de polynômes pouvant varier d’un auteur à l’autre, 

nous utiliserons généralement celles que l’on trouve dans le livre de Chihara [CTj. 

0 2.1 LES INVOLUTIONS D’HERMITE 

Les polynômes d’tlermite, notés H,(t), sont définis par la s&ie génératrice 

(2.1) 23 H,(t) $. = e2tx-x2 . 
n:>O 

Classiquement, les polynômes dWermite dénombrent les involutions selon leur nombre 

de points fixes et de transpositions. Nous retrouvons ce modele dans l’espèce H et nous 

introduisons un autre modele, 96, qui énumere des points et des flèches et qui n’est pas 

isomorphe à H. 

(2.2) Définition. Les espi!ces A -pondtWes H et % sont déjkies comme suit : 

(1) VUEIB, H[Ul = {oc~Eí~l<~esruneinvolurion(0~=(~)) 

WH(0) = (2t) 
Cl(@ (-2p(@ . 

(2) VUEB, %(u) = ( s il s est une assemblt!e de points et dej7Me.s) 

K&(s) = etY (-19, 
03 p désigne le nombre de points (singletons) et f le nombre de flèches (arcs).0 

(2.3) Proposition. Les esptces H et ‘b& sont deux moddles combinatoires pour 

la famille (H,),, des polynômes d’Herrnite. 

Preuve : De façon evidentle (voir figure 14), une H-structure est une assemblée de 

singletons ayant chacun le poids 2t suivie dune assemblée de paires (E2 -structure : 
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ensemble de 2 éh5ments) ayant chacune le poids -2 , donc 

H = EU$,,,) * EWq.2)) > 

et une ‘8 ~-structure est une a!;semblée de singletons ayant chacun le poids 2t suivie dune 

assemblée de flèches (La-structure : liste de longueur 2) ayant chacune le poids -1 , 

donc 

d’où 

‘26 E E(X,,,,) * E(L24 , 

H(x) = p . e(-2) x2/2! = e2-2 = e2a . e-x2 = X(x>. 
n 

--- 

Une H-structure de poids 
32 t3 = (2t)31(-2:,2. 

Une %-structure de poids 
8 t3 = (2t)3(-l)2. 

figure 14 

L’espèce H est une sous-espèce (avec tl = 2t et t 2 = -2) de l’espèce S, des 

permutations pondérées par l’indicateur de cycle et nous obtenons sa série indicatrice en 

particularisant celle de S :, . 

(2.4) P’roposition . Les stries indicatrices des esptces S, et H sont 

respectivement 

(1) 

O~S cp désigne la fonction d%uler, et 
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Preuve : (1) Nous avons dejà calcule Ila série indicatrice de l’espèce C, à l’exemple 

1.30, utilisons la formule de plethysme poadéré (1.34-5) pour obtenir celle de S r : 

Sy = EoC 
Y 

=* Zs=GoZc =e ‘, 
r r 

où 

et en regroupant selon les termes en xn pour n = dr, i.e.: dln et r = n/d, on trouve : 

t?drp(d) d 

Z, = e 
“31 ,ll,c, nm a 

(2) Pour restreindre les pekutations aux involutions, il suffit de poser ti = 0, i 13 , 

dans Zs ; puis nous remplaçons tt par 2t et t2 par -2 pour obtenir Z, : 

Zfl = z, = exp 
r $:= p 3:’ -2 ( 

n;l $ t; x* + c L. t” x2 + 1 
ti12n 2 n C:L 3 X2r 1 

0, i 3 

1 $:= 25 tr:’ -2 
y= 2 

= exp 
i 

c -- 
(2$ xr + (-2)’ x; (-2)’ xzr 

rZ1 r 2r 2r 1 
-+-- . 

Pour l’espèce ‘8, l’isiomorphisme donné dans la preuve de (2.3) permet de 

calculer directement la skie indicatrice en utilisant des espkes teks simples. 

(2.5) Proposition. Lu s&e indicarriae de llespfke % est 

Ci[ (2$a+(-$2 
1 

Z, = e 
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Preuve :: L’isomorphisme ‘96 G E(X,,,,) * E(L2(-,)) donne 

Z $16 = ZE O Go*) * % O zL*(s,,’ Où zxa*, = 2t x1 et %q,)= -4 ’ 

d’où 

x7 $gi wn x, 

Z, = e”’ . p1 

Utilisons ~temporairement des variables auxiliaires et écrivons 

za6 = ne = J-J ;ck-e, 
nbl nL1 

avec !$ = 
(-l)“-‘< . 
-, 1.e.: 

n 
k = ilxn, 

G 
où i = Jï et $xn = 2tnkn, 

0 

n-l 
2 t” 

donc t, = T r. Il ea alors clair que 

Z ab = n c Hk(tn) $ = c ; 
n>l k2O k,. b, . ..>o 

revenant aux variables x,, et multipliant par 1 k ’ 2k 2.. . , on trouve revenant aux variables x,, et multipliant par 1 k ’ 2k 2.. . , on trouve 

c [Il c [Il 

kl k2 kl k2 x1 x2 . . . x1 x2 . . . = = 
k,. b, . ..M k,. b, . ..M 1’1 1’1 1” k,! 2’l5! . . . ’ 1” k,! 2’l5! . . . ’ 

et on obtient la forme voulue en regroupant les termes selon les n tels que c rk, = n . W et on obtient la forme voulue en regroupant les termes selon les n tels que c rk, = n . W 

02.2 LAGUERRE ET LES PERMUTATIONS 

Dans les exemples qui suivent,, un des paramètres est utilisé pour énumérer des 

permutations selon leur nombre de cycles. Nous avons déjà obtenu les séries génératrices 

des espèces Ctzj , S, et ID, des cycles, permutations et dérangements pondérés par le 
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poids Pb de cYc1es à l’exemple (1.23), 

et D,(x) = eeTx 

(2.6) Proposition . Pour les espèces C;(T) , S, et D, , on a! les séries indicatrices 

où con(z) = c <p(d) ?+’ , 
dln 

= c c ps (d,, d,, . ..) xl x2 ‘*’ , 
n20 d,$...) i 

!c idi=n Id1 d,! 2$$! . . . 

CI+~ oi(Q+i)(wi(Q+2i) . ..(wi(r)+(di-I)i)]. ( ( 

Preuve : (1) On obtient la série indicatrice de l’espèce CtTI en posant t, = T, 

n 2 1, dans celle de l’espèce C, (exemple II .30) ou bien en invoquant la remarque (1.37- 

2) qui dit de multiplier par z celle de l’espèce des cycles (non pond&&) : 

posant mk = n, i.e.: kln et m := n/k, 

Or, par la formule du binôme, 



$22 LAGUERRE ET LES PERMUTATIONS 61 

dénote la factorielle croissante, 
k 

D’où la forme explicite : 

‘7 = Ad c fi[oi(r):l(Q+i)(6$(Q+2i) . ..(o+(@+(ki-l)i)] A. 
nS0 kyzL2 . ..) i=l 

(3) Pour les dérangements, on procède comme d’habitude, en utilisant le rt%ultat pour 

les permutations ainsi que la relation S r 2 D; E (XJ : 

z, =: z, * z + z WXJ 

où z, = TX1 et ZEcxJ = 7% 0 Zxz = e 
;+ 

. 
z n 

(2.7) Remarque. On obtient directement l’identité suivante, qui est apparentée à 

l’identité cyclotomique [RC] : 

Où On( 7) = Cdln(P(db II/~ . En effet, cette égalité présente deux expressions pour la série 
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generatrice des types ST(x) de l’espèce de:s permutations pond&es selon leur nombre de 

cycles ; le membre de gauche est obtenu en remplaçant x n par x” , n21 , dans la série 

indicatrice calculée à la proposition (2.6-2), et celui de droite vient de la série générauice 

des types de l’espèce S, des permutations pondérées par l’indicateur de cycles (voir 

l’exemple 1.39, où on a posé ‘4 = 2 , i21 . 

Les polynômes de l,agruerre, notes L, (*)(t), sont définis par la série génératrice 
-tx 

(2.8) C L,:‘(t) x* =: (1 - x)-leae lTx . 
n>O 

Notre principal modèle, l’espèce Z , est celui des configurations de Laguerre qu’on 

trouve dans les travaux de Foata et Strehl [FS]. Nous traiterons aussi dune autre espèce, 

Zs , que Labelle et Yeh &Y21 ‘ont introduite pour donner une preuve combinatoire dune 

formule limite reliant les polynômes de Meixner-Pollaczek aux polynômes de Laguerre. 

Une configuration de Laguerre La stmcture produit correspondante 

poids = (l+a)3(-t)S 

fi:gure 15 
(2.9) Définition. Une configuration de Laguerre SUI’ un ensembleftni U est 

un tiplet (f, A, B) oil 

(i) (A, B) est une lcompositiorr de U , i.e.: une paire ordonnke de sous- 

ensembles A et B de U tels que AnB = 0 et AuB = U, 

(ii) f : A Ls A+I3 est une fonction injective. 

Le poids d’une telle cor+$guration Idbpend du nombre de cycles #cyc(f) dans le 

graphe sagittal de f ainsi que de la taille de B (voir-figure 15) : 

wcf. A, B) = (l+a)%cCf)(-t)IELI 3 
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(2.10) Definition _ L.esesp&ces A-ponddr&s a> et ZI sont&!jSescommesuitr 

(1) VUEIB, Z[vl estI~~mhle&sco~gurations&laguerresur U. 

(2) z? = S@(z)+ Q.,4 - E@+t,*) > uvec z = (ML)/~ (voirfigure 16) -0 

Une Z-smxture de poids 27(-1)6 

figure 16 

(2. ll) Proposition . Les e~p?ces Z a Si sont deux dks combinataires pour 

la~imuue normalisé (n!&(aJ)LM des p~&u%es de ikguerre. 

Preuve : CO- l’illustre la figure 15, chaque confïgumtion de Laguerre cf, A, B) 

induit un autre découpage de: l’ensemble sous-jacent en deux parties ; la premike, U 1 , 

contient les cycles de f , chacun ayant le poids l+a , et la deuxième, Uz , contient 

tous les autres éléments qui constituent alors une assembl&e de chaînes (listes) non vides 

ayant toutes le poids -t . IYoù lkomoxphisme 

Z G E(C (l+aj) - E(L(-;) = ST - E(L(-;> 3 

avec z = l+ a . C’est pourquoi 
1-l-a -= 

z (4 = S%(x) eetL*“) := $y - e ( 1 I-x 
=c -n n;- nfLfa)(t) Jf- 

Il20 

et lZ[n]l = n! L,ta)(t) , &Cl . 

L’espèce r? étant définie par un produit., il suffit de calculer directement sa skie 

génkanioe et de remarquer que (l-x)2 = 1-2x+x 2 : 
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(2.12) Proposition. Les séries indicatrices des espèces A-pondérées Z et z? 

sont respectivement : 

1 to,(l+a) 
Il 

1 
(1) z, = - 

nt 1 

(a:? a 
--.- 

n 1-a 
na l-Xn 

+e 

--- , 

03 l+a 1 = t c q)(d) (l+c~f’~ 
(-1$-l t’ 

dk 
et 1; = -. 

r 

Preuve : (1) Puisque X G S;E:(L,+*) , z = l+ a , il suffit de multiplier 

les skries hdkatri~e~ appropriées : celle de S, se trouve à la proposition (2.6-2) et 

z* =-tz -1 = - 
%-o L* 1 - x1 

donc 

où 1% = +qJl+a) et b: = $If-. D’où 

z, = c 4p’)<Tqy(t.J . . . 412 . . . . 
k,. k2. .._ 20 

Cl$<- 
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( 2) Pour l’espèce r! , le calcul est direct : 

zn = z, 0 z, +L2 . z l 

(2) C-1) 
=rI 

r ]E(L(-,,) Il>1 

où z 
X(2)+L2(-1) 

= 2x1 - Ii; et 
( zx~2~~+%,m)n 

= 2nxn + (#x2, . 

‘-0 l+lX 

1 

n 1) 
” 

z C-0 xn 

n l-x, 
.e > 

0 2.3 DE:S PIEUVRES F’OUR CHARLIER 

Les polynijmes de Charlier , notés C,,(a)(t) , sont définis par la série génératrice 

On a ici remplacé la variable de Chihara ([CT] p.170) par -x/u . Ainsi, utilisant 

l’expérience des exemples précédents, on trouve facilement le modèle combinatoire Cr 

des confiçturutions de Chat-lier, tout comme l’ont fait Labelle et Yeh [LY 11. Nous 

présentons aussi une espèce (de pieuvres , C , que Bergeron obtient comme cas limite de 

son modèle des polynômes de Krawtchouk [BFl]. 

Une confgururion de Charlier sur un ensemble fini U est simplement une 

permutation partielle sur U (voir tïgure 17), d’où la définition suivante : 

(2.14) D(éfinition. L’espéce A -pondMe C, des configurations de Chat-lier est 

définie par : 

VUEIB, e[U] = ((A, cr) ]AsU et 0~6,) 

w(A,o) = (lla)l*l(-t)#CYC@). cl 

(2.15) Proposition. L’espèce G est un modt?le combinatoire pour la famille 

(Cn(B))nLO des polyn&nes de Char-lier. 
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Preuve : En effet, toute permutation partielle s’obtient par un choix d’un sous- 

ensemble et d’une permutation de ce sousensemble, son compbémentaire étant muni de 

son unique structure d’ensemble ; nous sommes donc en présence d’un produit 

d’espèces. De façon précise, 

D’où 
t?oi S,( XtI,a,,)-E, avec z = -t . 

G(x) = S,(x/a)eex = 
-t 

1 - . t 1 l-x/a 
ex . 

a 

Une configuration de Charlier de poids (l/a)“(-t)5. 

figure 17 

Rappelons que dans [BFl], les permutations circulaires de chaînes non vides ou 

COL *-structures sont appelees pieuvres ou O-structures (figure 18). À chaque pieuvre 

on attribue un poids, ckai tilj 2 . . . a j k , où k est la longueur de son cycle et 

jtl j2, . . . , j, sont les longueurs de ses diverses tentacules. En spécialisant les valeurs de 

ces paramètres, on obtient des lmodèles connus et nouveaux pour la plupart des familles 

classiques de polynômes orthogonaux. 

Une C oLz-suucture. Une pieuvre ou O-structure. 

figure 18 
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En particulier, Bergeron dit que pour les polynômes de Charlier on doit considtker les 

« assemblkes de deux types de pieuvres : 

- celles dont le poi& est (-lp-kt , oti n est Le nombre de points 

ale la pieuvre et k est la longueur de son cycle 

- celles qui sont rkduites h un point, et dont le poids est (-a) » . 

Le premier de ces deux types de pieuvres s’obtient en donnant à tous les cycles le poids 

t , à toute!; les tentacules le poids (w-1) et en ajoutant un poids supplémentaires de (-1) à 

chaque point de la pieuvre (voir figure 19). Il s’agit dont de structures de l’espèce que 

nous définissons en (2.16). 

Une c-structure de poids (-1)‘8-9 t3 (-a)12. 

figure 19 

(2.16) Définition. L’espt?ce A -pondérée C est définie par l’isomorphisme 

c s S,(L(.,,*(X(.,,)) * E(X<-a,) 

(2.17) Proposition. L’espLce C est un modèle combinatoire pour la famille 

normalisée ((-a)nCn(‘i))nLO des polynômes de Charlier. 

Preuve : D’une part 
t 

c(S) = S,(Lt,,(-S))E(.,aS) = - ‘t,, emaS = [ 1 (1 + 5)’ emaS , 
1 -- 

1 -(-5> 

et d’autre part, par (2.1311, on obtient 
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c (-a)*,;)(t) $ = c Cn”@ ii? = 
nZ0 * i 

1 -(-a5> te-G 
Il>0 a 

, 1 
= (1 +igtëa4. 

D’où IC [n]l = (-a>*C,(*) , GO. n 

(2.18) Proposition. Les séries indicatrices des espèces .A-pondérées ‘i.I? et C 

sont respectivement : 

* 
et tr = - + c q(d) (-0 

r/d 
. 

diT 

$ q$) (-a)” x 
.n 

1 
(2) z, = n --- 

t 1 

.e * . 
*a 1 -Y- 

1 - (..lP ?& 

Preuve : (1) Utilisant l’isomorphisme 7? z S ,$ X( 1 Ip ,) - E , z = -t , on obtient 

donc 

où c,=+, a, = n-l an e:t k = - ikco,(-t) ,. 
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( 2 ) Le résultat decoule de 1 a definition de l’espèce C : 

où 

= - ? 1 - Xk 
k 

= (-1)” xn et 
l 1 
‘Z, 

(-a? 
= (-a)” xn . 

n \ n 

D’où 

$ qt) 

rI lx ~ 

l 1 
na 1 -A 

1 - (-l)“x, 

(-a)” X” 
n 

e . 

n 

$2.4 LE DEUXIÈME NIVEAU 

Les familles de polynômes d’Hermite, de Laguerre et de Charlier figurent aux niveaux 0 et 

1 du « tableau d’Askey » LJ3]. Nous allons maintenant aborder le niveau 2 qui contient 

les Krawtchouk, Meixner, Meixner-Pollaczek et Jacobi. La plupart des modèles qui 

suivent se retrouvent dans les travaux de Labelle et Yeh [LY2,3 et 41. Entre-autre ceux-ci 

ont remarqué, suite aux travaux de Foata et Labelle [FL], qu’en modifiant les poids 

utilisés dans les endofoncrions de Meixner on obtient quantité de modèles pour ces 

diverses familles ; d’où l’introduction de la notion de « configuration de Meixner » . 
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Une config,uration de Meixner de poids s%-%W 

figure 20 

(2.19) Definition. Une cortfiguration de Meixner sur um ensemble fini U est 

formke d’une configuration de Laguerre et d’une permumtion complhentaire. De 

façon précise : 

(1) (A, B, f, 2) est une conftguration de Meixner sur U ssi 

(i ) (f, A, B) est une conjïguratio,n de Laguerre, 

i.e.:AuB=U,AnB=0 elt f:Aci,A+B 

(ii) ‘5 est unepennutation de B 17 EGjg. 

(2) L’esptce A-pondh!e 9Tb,, de toutes les configurations de Meixner a pour 

fonction de poids 

w : (A, B, f, ‘5) t-9 SI*’ $1 +YC f u#CYc 7 . D 

(2.20) Proposition. L’esptce 9TL sïvL, s’exprime comme produit d’espéces de 

permutations, 

¶a srvu = S,(&) - S,(X,*L(X,)) , 

sa série gfhhtrice est 

7bsrvu(x> = (1 - sx)“-” (1 - (s+r)x)-” 

et sa série indicamke 
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z¶Lw n>, 
= n (1-s”xJ 

- ; %W 
- $ %W 

l- fx, 

t 1 
l-s?& 

=x+x fi 
n20 ’ QEG, i=l 

isi mq (‘i> ri, ‘i> Ui> I(o) , 

012 un+ 
1 

WI(U) , VII = yy f%(V) , Sn = S” , r, = r* et les m,(s, r, v, u) , n20 , 

sont ddjïnis par 

c m*( s,, r, v, u) $- = ~sr”“(x> * 
11120 

Preuve : La décomposition Ides configurations de Meixner se fait de la même façon que 

pour les configurations de Laguerre (2. Il) : dune part on garde les cycles de f et d’autre 

part les cycles de o . Ces derniers s’avèrent être suivis de listes de points ayant chacun le 

poids s (voir figure 20). D’où l’isomorphisme 

T-L srvu Z S,(X,)*S,(Xr’L(X,)) . 

Cette relation facilite le calcul des séries génératrices et indicatrices. D’abord, 

1 
YTLsrvu(X) = S,(S’X) ’ S, TX . -- 

t i 1 - sx 

Puis 

zn,,,. = (ZS” 0%) * (%.ozx..L(x.)) 
où zx, = 

rx1 
~XI et ZX,.L(X,) =G, donc 

1 
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Ainsi on peut &rire 

pOSZiIlt Un = f O,(U) , V, = + w(V) , S, =: S” , rn = P et utilisant la série génératrice, 

= n (1 - S, ~)h-vn (1 - (%+rJ xn> 
-4 

= i & m.k (fh rn, Vnb un) $ 

kl kz 

= c 

x1 
~~kl~sl~ rlv vl> u ) - m 

x2 

k,, k2, . ..20 1 k,! 6 r ’ k, 2’ 2’ 2’ U2)j7-- 
2’ 

ni<=-= 

n 

Nous définissons les polynômes de Krawtchouk , notés K,(t; p,N) , par la 

série gén&atrice 

(2.21) c (-N), pn K,(t; p, N) ;; = (1 + (1-p)x)’ (1 - p~)~-’ 
n20 

qu’on trouve dans Szego [SG]. Chaque valeur entière positive du paramètre N donne 

lieu à une famille orthogona1.e finie. Une telle série génératrice suggère un produit 

d’espèces de permutations. Labelle et Yleh [LY2] donnent un modèle de cette sorte, 

:L’espèce K , et nous en proposons une variante dans l’espèce KI . Nous avons aussi une 

espece de pieuvres [BFl]; il s’agit de l’espèce TC qui donne lieu au modèle c des 

polynômes de Charlier. Et finalement, deux espèces de configurations de Meixner, X et 

IGl , compltitent notre tour des polynômes de Krawtchouk. 



§2.4 LE DEUXI.?%E NIVEAU 

une structure d’espèce K 

de poids (4)’ (l-l/p)13 (t-N)3 

une structure d’espèce Kl 

de poids (-t)5 (~-1)‘~ (t-N)3 p7 

figure 21 

(2.22) Définition. On a les ~définitions suivantes pour les esptces A -pondérées K , 

Kl et qc: 

(1) vu~l3, K[U] = ((A,B,~,~)IAuB=U,A~B=~,~E~* er TE~&} 

w(A, B, CJ, 2) = (-t)#CYC ‘(1 - l/p)lA’(t - N)#cyc’T . 

(2) VU E Il3 , Kl[U] = ((A, B., 0,~) ] AuB = U, AnB = 0, o EGA et z E G~B} 

w(A, B, CF, T) = (-t)#cY’O(p - l)lA’(t - N)#cycTp’B’ . 

(3) K = St(L:pelj-, ’ x(,,-1)) * S-N@(p)) . cl 

Comme l’indique la figure 21, les espèces K et Kl ne diffèrent que dans la 

façon de distribuer les poids sur les points : on obtient la structure de droite en ajoutant un 

facteur p à tous les poids des points de l’ensemble sous-jacent de la structure de gauche. 

Ceci se reflète par un facteur (de normalisation dans les séries génératrices et indicatrices. 

Malgré la définition que nous en avons donné en (2.22-3), l’espèce K est bien une 

espèce d’assembltes de pieuvres ; un premier type dont non seulement les tentacules mais 

aussi les points ont un poids et un deuxième type qu’on pourrait qualifier de pieuvres 

amputées (voir figure 22). 
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une Estructure de poids’ (~-1)‘~ ( -& )’ t? ~‘7 (-Np 

figure 22 

(2.23) Définition. Les esptces de configuration de Meixner 36 et 3Gl sont définies 

par: 

(1) x = ns,“” > avec v=-N,s=l,u=-t et r=-l/p 

(2) m = m,,,,, avec v=-N,s= l- l/p,u=t-N et ‘r= l/p 0 

(2.24) Proposition. L’espèce K est un modéle combinatoire pour la famille 

normalisée ((-N)&:~I ; les espèces Kl et rY sont des modèles combinatoires 

pour la famille normalik?e ((-N),I)~K,,)~o et les espèces X et x1 sont des 

modtiles pour la famille normalisée (I( -N),,K,.&o des polynômes de 

Krawtchouk. 

Preuve : Comme le suggèrent leur définition ainsi que la figure 21, écrivons les espèces 

K et Kl sous la forme d’un prodluit d’espèces de permutations pondérées 

adéquatement : 

K Z s-~(x(~.l,p)) - St-N et u = S-t(X(p-1)) ’ %~X(P)) . 

De ces relations on tire tout d’abord que 

K(x) = (,.,,i,,PjJ(~~ = (If(l-P~$(l-Pq 
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ce qui, utilisant (2.21), est égal à 

= c C-N),, pn K,,O; P, N) 
n20 

-& = c (-N), K,(t; p, N) $ . 
n20 

Puis, la deuxic?me relation donne 

Kl(x) = [&Jp-&j- = (1 + (1-p)x)t (1 -px>N’ . 

Pour l’espèce 4, on fait un petit calcul avec la définition : 

Le résultat pour X et K,l découle de la proposition (2.20) puisqu’il s’agit d’espèces de 

configurations de Meixner : 

x 2 s.N . s.&‘i.l,,d~) et m % S-N(&-l/p) . St-N(Xl/&Xl-l/p)) 

donc 

X(x) = (1 -x)N-t (1 - (l-l/p)x)’ 

et 

Yxl(x) = (1 - (1-l/p)x)‘(l - x)N-t 

= (1 + (1-l)) @>' (1 - p x/p)N-' = c (-N), K,,(t; p, N) 5 
n20 

. 

(2.25) Proposition. Les séries indicatrices de nos cinq modSles combinatoires pour 

les polynômes de Krawtchouk sont respectivement : 
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OP tn=-$ %(-t), N,=-i [%(t-N) +, cï+,(-t)] et p,, - pn 
pn - (p-l)” . 

=c c 
n .di 

na d p&. J 
P” ~ 1 (-Ni)di Kd,(ti; Pr Ni) Xd > 

aut d 

03 tp-+ a,,(-t) , N, = - i [a&-NI + ont-01 et FL~ = pn 
pn - (p-l)” . 

- $ uh(-N) -$ws 
(4) qc = j--J1 -a) 

Il.21 

= c & c 
nL0 

]i vo’ Wvh&$tv; PV. NJ I((J) , 
* QEt3, v=l 

022 tv=-+ co,t(-t) , NV = - $ CO,,(-N) er pv = (- 1)“-’ pv . 

Preuve : Nous utilisons les isomorphismes qui permettent âécrire chacune de ces 

espèces à l’aide d’espèces plus simples. 

( 1) ZK = (zs., ’ zx,,.,ç,) ’ ZSt.N > I~I ( Gc,stbjn)n = [5$ X, , donc 
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Posons tn = - 3 yl(-t) , N, := - f [&(t-N) + %(-t)l et choisissons &, , p,, de sorte que 

On peut alors écrire, d’après (2.21), 

ZK = 

et puisque L = B on obtient bien 
n 

tn-WI 

z n C t-N& PiK,(L; Pn, Nn) $ 
1121 kL0 

ZK = C n ’ (-Ni)ki ‘lri(ti; pi, Ni> ~ . 
k,&yf iS1 

1’ 

c2) ZKl = czs., ’ zx@,,) ’ cZSt.N ’ ZX,) 9 où = (2)” x, donc 

Encore une fois, posons tn = - i co,(-t) > N, = - i [o,(t-N) + o,(-t)] et choisissons 

tn et pn de sorte que 

(1 - Pn> 5” = .. (P-l)“X, 

Pn 5, = IPnXn ’ 
donc 5, = [P” - (P-I)“l x,, 

PII 
= P” xn _ 

5, 



78 Chapitre 2. POLYNdMES ORTHOGONAUX 

onpeutalorst$aire 

& = n-J (1 + (1 - p,) &,p (1 - p,, k?-b = n c (-NJk P: K,(t,,; ~nl NJ $ > 
n21 kh0 

Pn xn et puisque L = p , on trouve 
n 

ZKI = n C C-N,), Pk, Kk(h; Pn, N,) p”k 
1121 k20 pnk! 

= 
k .Q, . . . 20 

i 

n (-Ni)\ K\(ti; pi, NJ p4 iki & 
21 

kV<-1 

=c c 

n .di id 

n20 d=(li,.$...) 
Pn :~ ’ (-Ni)di Kd.(ti; Pi, Ni) - . L aut d 

2 idi = n 

(3) ZK = GdLt,,,.d O ZX(,,)) * @S..N O ZX(,)) 9 

(4) Suivant (2.20), avec v = -N, u=-t, S=I et r=-l/p, ona 

et posant 

tn = -un = -; %(U) = -k a,(-t) 

N, = -v,, = -+ t&,(V) = -+ e(-N) 
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s, = 1 

1 
Pn =-Y- = n - f =: (-l:p)n 

-- = (-I)n-1 pn 

on obtient 

ici (-Ni)a, Ko,(ti; pi, Ni> I(G) . 

(5) Ici v=-N, u=t-N, s=l-l/p et r=l/p,donc p=t =A et pour utiliser 

la forme explicite donnée en (2.20) ïl faudrait que 

pn = $ = -& = pn , 
r 

ce qui est en contradiction avec 

1 
P-lms -- 

1 
9 Pn’=I-s, 

1 
1 

=1-s”= 
1 -(l-UP)” = -(p-l)” * 1 1 

C’est pourquoi nous écrivons simplement 

5 2.5 ENDOFONCTIONS ET MEIXNE R 

Les polynômes de Meixner , notes m,(t ; p, c) , sont définis par la série génératrice 

(2.26) 

Outre le modele original ‘VI, des endofoncfions de Meixner introduit par Foata et 

Labelle WI, on trouve cher Labelle et Yeh [L.Y3] deux autres modèles : un produit M 
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d’espèces de permutations et une espi?ce de configurations de Meixner, Y’llJ . 

(2.27) Définition. Une erhfonction de Meixner sur un ensemble fini U est 

un couple y = ((A, B),f) or2 

(i ) (A,B) est une composition de ‘U , i.e.: une paire ordonnée (A,B) de sous- 

ensembles de U qui satisfont Au13 = U , AnB = 0 . 

(ii)f est une endofonctio,n de U dont la restriction fA : A-4 d la partie A est 

injective et la restriction fB : B+U (de f d B est une permutation de B . 

si a(v) et b(y) désignent respectivement les nombres de cycles de fA et de fB 

alors le poids de yr est défini par 

w((A, B),f) = pBICw) (-t)b(W) (+ - l)lB’ . Ll 

Une endofonction de Meixner 

de poids (l/c - 1)” p3 (-I:)~ 

figure 23 

La correspondance ((A, B),f) t) (A, B, fA, fB) , v = p, u = -t, s = 1 et r = 6 -1 

(figure 23) établit le lien entre endofonctions de Meixner et configurations de Meixner. 

(2.28) Définition. (1) On dksigne par ‘J& l’espke A -pondérée de toute les 

endofonctions de Meixner. 

(2 ) ¶J est l’espke A-pond&!e des configurations de Meirner de poids 

w(A, B, f, ‘1)~ = (l/# (1 - l/CyB’ p#cyc f (@t)#“Y” T 
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( 3 ) M est l’esptce A -pondtWe dkfïnie par 

vu~li3, M[U]= ((A,B,~,~)IAuB=U,AT~B=~,~E~~ et TE~S~}, 

w(A, B, o, 7) = (l/c)‘*’ (-t)+ (J (t + p)#cyc ’ . 0 

Une ¶,I-structure de poids Une M-structure de-poids 

(1/cy3 (1-l/c)5 p3 (P+02 (W7 w3 (t+rQ4 

figure 24 

(2.29) Proposition. Les esptces ?II, , 7hl et M sont trois modèles combinatoires 

pour la famille (mn)&9 des polynômes de Meixner. 

Preuve : Suivant (2.20) et se basant sur la figure 23, 

m z SP * S-,(X * 
(y- 1) 

-L) 2 s B - sJL*, 
k- 1) 

) 

donc 

De même, 

gm(x) = i -+x](i - xj'-' . 

Écrivons l’espkce M comme produit d’espèces de permutations : 
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Onaalors 

(2.30) Proposition. Les séries indicatrices des esptces A -,pondtWes TL , ‘VJ et 

M sont respectivement. 

012 tv=- $w(t), Pv=+co@ et cv= Cv 
cv + ( l-c)v * 

03 tv=- $Ut) et a = + mv(t+B) + u-01 * 

Preuve : (1) et (2) s’obtiennent directement de (2.20) : 

(1) v=B,u=-t,s=l et r=$-1 donnent 

Pn = Vn = $-w) = +%(PI 

tn = -un = - $Con(u) = - +On(-t) 

1 1 c,=--z--z C” 

1 +r, lt($-l)n C”+(l-CT * 
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(2) Ici ~=p,u=P+t,s=$,:r=l-i donne,pa,r(2.20), 

(3) Puisque M G Sst(X;,,c) * St+8 , on a 

qf = (zsst ozxlJ * zs 9 
19 

où zxyc = c. x1 (%) 
= $, donc 

= n (1 - x&“) (II - XJ 
- ; crh(t+B) 

n’l 

posant tn =- A %(-t) , Pn = f [%(t+p) + w,,(-t.)] et utilisant (2.26) on conclut 

Xk 
ZM = n c m,&,; &,, c”> j-- 

1121 kL0 

kl k, 

= k ,I: >. n ~mk.(‘i; pi, Ci) xl x2 .‘. 
I aut (k,, k,, . . .) * 

5 2.6 MEIXNER-POLLACZEK 

Les polynômes de Meixner-Pollaczek 

génératrice 

no& Pi(t ; cp) , sont définis par la fonction 

(2.31) 

. 

‘C P8,(t; (p) x” = 5’ - xe,:;;: . 
il>0 (1-xe ) 

On s’attend bien sûr à un produit d’espèces de permutations, P , et en répartissant 
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différemment les poids des singletons on en obtiendra un deuxième, Pl , [LY2, 31. Puis 

encore une fois des configurations de Meixner avec poids particuliers nous donnent deux 

autres modèles, a) et IPl . 

(2.32) Définition. Les esptces A -pondhées P et Pl sont dtffniespar : 

(1) VUE@, P[U]={(A,B,CS,T)IAUB=U,A~B=~,~EG~ et ZEG~~}, 

w(A, B, Q, 1) := (e-i(p)‘* (e’(p)” (a + it)“cYc <T (a - it)#cYcr . 

(2) VUEIB, Pl[u= ((A,B,o,2)1AUB~U,AnB=0,aE8A et 2~Gjg}, 

w(A . B (3 T) = (e-W)‘* (a + it)‘cyca (a - @yc’ . > 3, a 

Une structure d’espèce P de poids 

(e-i9)13 (ei(9)7 (a+iQ (a-it)3 

Une structure d’espèce Pl de poids 

(e- 9) (a+iù5 (a-itP 2i 13 

figure 25 

(2.33) Definition. Les esptoes ai -pondérées a) et F’l sont les espèces de toutes 

les configurations de Meixner ayant 

(1) v = 2a, u = a+it , s =: 1 et r = e-2i’P-1 pour 20 

(2) v=2a,u=a-it,s=e-W et r=l-t+‘Ppow m. a 

(2.34) Proposition. L’espéce P est un modèle combinatoire pour la famille 

normaliske (n! Pi),.,20 et les espèces Pl , II’ et o)L sont des modèles 

combinatoires pour la famille normalisée (n! e-“(J’Pi),.,,o des polynômes de 
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Meixner-Pollaczek. 

Preuve : Exprimant P comme produit d’espèces de permutations (figure 25), 

P E SSl+lt(Xe-i,) ’ sa-dx&) 9 

on Obtie:nt 

d’où IP[n]l = n! Pt(t; cp) . De façon semblable, 

donne 

donc IPl[n]I = n! e-hqPi(t; 4)) . 

Le résuhat annoncé pour les espèces IF’ et IPl s’obtient directement en remplaçant les 

paramètres v, U, s et r de la proposition (2.20) par les valeurs appropriées. n 

(2.35) Proposition. Les séries indicatrices des quatre modtiles combinatoires P, Pl, 

TP et ‘61 pour les polynômes de Meixner-Pollaczek sont respectivement 

(1) ;zp = n (l-e2 

- + S(a-it) 

-x ) 

1 S(a+it) 
Iel (1 _ ëiVxn) 
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(2) ZPl = J-J (1-a) 

- + %(a-it) 

1,( +it) 

le1 (1 _ e-2incpxn)” a 

= ,Fb +- c e-hQ fJ vcrw P&; vcp) I(a) 
* UEG, 

Od, danr (1) et (2), av == &- [*(a+it)+C&(a-it)] et tv = $- [C&(a+it)+w(a-it)] . 

012 a v = & a(2a) , tV = $ [w(a+it) - 3 &(2a>] er (pv sarisjuif 

,-2% = (&2i<p- 1 Iv + 1 . 

(4) an = . 

Preuve : Utilisons les isomorphismes pour P et PI de la preuve précédente : 

(1) ZP = Gk,+,t O zx..4) . Gh,., O ZX&) 

= g [; _ e~hQxj~~a+it~g( 1 _ ;mQx.i;“a-i” 

choisissant a,, et tn de sorte que 

i 

a, + it, = $ q(atit) 

1 i 

a, = & [q(a+it) + %(a-it)] 

a, - it, = + *(a-it) 
i.e.: 

& = 2 [6JJa+it) - q(a-it)] 
i 

’ 

on obtient, d’apr&s (2.31), 
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(2) 

zp = y .z ,,=(dx :. fI VQV! p&; w & * 
‘, . . . . 4) v=l 

Zidi=n 

= k -$, n P;(t; vq) ë+” vkvkv! * 
,...20 v21 

‘i,kp 
vk’ kV! 

= 1, c 
1120 d:: (dl, 4 . ..) 

:Iv&=n 

Pour IP et ‘81 , on utilise. (2.20) : 

(3) v=2a,u=a+it,s=l et r=e-2’9-1 donne 

1 
ii* = -V, 

2 = $w”(v) = $wdW 

a., + it, = un = $w,(u) = +%(a+it) * tn = : [%(a+it) - *%(2a)] 

e -Z!icp, = r,+l = rlR + 1 = (e-2iq-1)n + 1 , i.e.: qn = i ln((e-2i%l) + 1) . 

Et puisqu’il s’agit d’un modi?le de la famille (n! e-W P&_Y, , on obtient 

(4) Ici, v = 2a , u = a-it , s = e-W , r = 1-e-W et le résultat est immédiat par (2.20). 

m 



88 (Chapitre 2. POLYNÔMES ORTHOGONAUX 

0 2.7 ENDOFONCTIONS DE JACOB1 

Nous définissons les polynâ~mes de .Jacobi , notés P’,aqB)(t), par leur fonction 

génkurice 

(2.36) (t) x” = 2a+B R-’ (1 - x + R)-a (1 + x + R)-’ , 

où II = R(x;t) = (l-2tx+x*)? 

On trouve dans Bergeron FFI] ainsi que dans Labelle et Yeh [LY4] plusieurs de ce que 

ces derniers appellent des « u,ply models » parce que le poids des constituantes d’une 

structure utilise un parametre qui dépend de la cardinalité n de l’ensemble sous-jacent. 

Pour cette raison, ces modèles ne s’inscrivent pas bien dans la théorie des espèces 

pondMes. Il y a aussi les couplages orientés maximaux (complete oriented matchings) de 

Strehl [SVl] qui reposent sur la connaissance d’un ordre total sur l’ensemble sous-jacent 

et par le fait même pourraient êrre traités dans le cadre des espèces linéaires [LV]. Ainsi le 

seul modele que nous présentons est celui des endofonctiom de Jucobi qui fut introduit 

par Foata et Leroux [Fp] . 

(2.37) DMinition. On appelle endofonction de Jacobi sur un ensemble fini U 

tout couple Q1= ((A, B), f) or2 

i) (A, B) est une composition de U , i.e.: une paire ordonnée de sous- 

ensembles de U qui safisfair AvB = U , AnB = 0 . 

ii) f est une endo$wtction de U aht les restrictions fA : A + U et fn : B + U 

auxparties PL et B sont injectives . 

Si a($) et b(Q) désignent le nombre de cycles de f dont tous les sommets sont 

respectivement dans A et dans B alors le poids de $ est donné par 

‘cd@) = (1 + ,)W (1 + pyw (y)” (S!)‘“’ . 
cl 
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Sur la figure 26 nous avons traçé en trait plein les arcs qui sont issus d’un point de 

A et en trait pointillés ceux qui sont issus d’un point de B . Ceci permet d’illustrer le fait 

que les endofonctions de Jacobi sont des paires complémentaires de configurations de 

Laguerre, la correspondance &nt 

@ = ((14, W, f) - @A> A, W, (fB, B, A)) 

(l+a)aW (l+pfW (!.!$)IA’ (!$)lB’ H (l+a)#cYc fA (y)‘“’ . (~+p)#~y~ ‘IS (&!$)‘“’ . 

On remarque aussi que chaque sommet est le but d’au plus un arc continu et un arc 

pointille (autrement l’une des restrictions fA ou fn ne serait pas injective). Nous 

pourrions donc adopter la convention que lorsqu’on tourne autour d’un point dans le sens 

anti-horaire, à partir de l’arc dont il est la source, on rencontre d’abord une flèche 

continue, i.e. la pré-image se trouvant dans A , puis une fleche pointillée, i.e. sa B pré- 

image. Cette convention sera utilisée à la proposition (2.43) pour décider de l’ordre des 

facteurs KA et KB . 

A IA 24 
IJ =u 
.A t 

Une endofonction de Jacobi 

figure 26 

Foata et Leroux [FTP] déduisent de ce modèle une démonstration combinatoire de 

la fonction génératrice via les polynômes dits homogènes de Jacobi , notés 
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@p%J, V) . Ces polynômes sont reliés aux polynômes de Jacobi par 

(2.38) n! P(a,B)(t) = k3, n 
cseyt- t-1 2 , 2> 

et donc satisfont la relation 

(2.39) n! PFg)(g) (U-V)” = pp”)(U, V) 

que nous prendrons pour définition. Leur fonction génératrice s’obtient de (2.36) en y 

u+v remplaçant x par (U-V)x et t par m : 

= C n! pP”)($) (V-V)” 5 
n20 

= 2a+p 3-l (1 - (U-V)x + rn)” (1 + (U-V)x + m>-p 

où 

s= ,%x; u, v) = (1 - 2(E$(U-V)x -t (LJ-V)*X*)~~ = (1 - 2(U+V)x + (U-V)2x*)‘D. 

En fait les deux series genérattices sont equivalentes puisqu’il suffit de poser U = ?$ et 

v t-l = 2 dans (2.40) et d’utiliser (2.38) pour faire le passage inverse. Ainsi nous pouvons 

alléger la notation en utilisant les parametres de poids U et V , 

(2.41) Définition. On dénote pur J, l’espèce A -pondérée de toutes les 

endofonctions de Jacobi de poids 

w($) = w((A, B), f) = ( 1 +@YC fA (l+p)#cYC fB u’A’ v’*’ . 
cl 

Pour prouver que l’espèce J, est un modele combinatoire de la famille des 

polynômes de Jacobi, nous présentons une version simplifiée de l’approche de Foata et 

Leroux. La différence principale n’est pas l’utilisation de la théorie des espèces mats 

plutôt l’introduction de la proposition (2.43) où nous donnons une relation fonctionnelle 

pour les espèces de « contractions de Jacobi de type A et de type B » . Cette relation 

permet de calculer leur série génératrice sans avoir recours aux « arborescence de 
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Jacobi » . til même d&narche sera utilisée lors du calcul de séries indicatrices. 

(2.42) Définition. Une contraction de Jacobi est une endofonction de Jacobi qui 

est connexe et aim l’unique cycle est réduit h un point (appelk point fixe), 

On dénote par K,, l’espèce A -pondMe de toutes les contractions de Jacobi 

munies du poids 

P(I$) = p((A, B), f) = U’*’ VIB’ . 

On distingue deux types de contractions, A et B , selon que leur point fixe 

appartienne d A ou 13 B . Celles-ci sont rassemblées o!am les sous-esptces UA, 

des contractions de Jacobi de type A et KB, des contractions de type B 

(figure 27). Ll 

1 Jne KAp-suucture ou contraction de Jacobi de type A 

figure 27 

L’utilisation de la Ilettre « p » pour la fonction de poids est intentionnelle ; il ne 

s’agit pas du poids « w » défini pour les endofonctions de Jacobi en (2.41) puisque ce 

dernier rient compte non seulement des points de A et de B mais aussi des cycles de 

l’endofonction. En fait le « ,D-poids » P(I$) s’obtient du « w-poids » w(Q) en posant 

CC = p = 0 . Ces deux fonctions de poids servent à définir des espèces différentes, non 
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isomorphes, que nous distingulerons en indiquant toujours, dans le nom de l’espèce, le 

poids utilisé : J, , J, , K, , K,, , . . . 

(2.43) Proposition. Les espèces A -pondérées KA, et KB, de contractions de 

Jacobi satisfont les relaths 

(1) 
KA, z Xu + KB,,.KA, 

KB, z Xv + KA,.KB, 

et ont pour séries ghahm’ces 

(2) 

KA&x) = . 
(1 + (U-V)x) - 31 

2 

KBp(x) = 
(1 - (U-V)x) - % 

2 

012 31 = 9x(x; u, V) = (1 - 2(U+V)x + (U-V)*x*y . 

Preuve : Une contraction de Jacobi peut iêtre réduite à un seul point, élement de A ou 

de B selon le type de la contraction. D’où 

KA, z Xu + 1.. 
‘et 

KA,(x) = Ux -t 0(x*) 

KB, E Xv + . . . KB,(x) = Vx +0(x*) 

Lorsqu’une contraction n’est pias réduite à un point, son point fixe a pour prédécesseurs 

lui-même et un autre point. En detachant ces deux points du graphe de la contraction, on 

obtient deux graphes, l’un se terminant par un arc plein, l’autre par un arc pointillé. Il ne 

manque qu’un point fixe au bout de ces derniers arcs pour obtenir les graphes de deux 

contractions, lune de type A et l’autre de type B , et les deux points que nous avons 

détachés peuvent très bien remplir ce rô1.e puisque l’un est dans A et l’autre dans B 

(lorsque l’un des graphes est vide on obtient, en lui recollant un point fixe, le cas limite 

dune contraction réduite à un point). La figure 28 illustre le processus dans le cas où la 
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contraction de départ est de type A . 

93 

0 -. U 

figure 28 

Nous venons donc de décrire la bijection qui donne lieu aux isomorphismes 

KA, G Xu + KB,.KA, et KB, z Xv + KA,.KB, , 

Passant aux séries génératrices, on obtient 

KAJx) = Ux + KB&x)KA,(x) KB,,(x) = 
KA,(x) - Ux 

(*) 
KB,(x) = Vx + K.AJx)KB&x) * 

KA,(x) 

KB,(x) = Vx + KA,(x)KB,(x) 

donc 
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KA&x) - Ux 
--%;A,(x) 

== vx + KA,(x) - ux 

(KA~(x))* - (1 + (I_LV)x)KA&x) + Ux = 0 

KAp(x) = 
1 + (u-V)x * J (1 + (u-V)x)* - 4ux 

2 

et puisque la série génératrice de KA, commence par Ux on peut conclure : 

11 + (U-V)x - 4 1 - 2x(u+V) + (u-v)*x* 
KA,(x) = - 

2 
- . 

La série génératrice de KB, ts’obtient de façon semblable, en résolvant le système (*) 

pour KB,,(x) . n 

(2.44) Proposition. Toute endofonction de Jacobi est une permutation de contractions 

de Jacobi ; de façon ,prkcise, on a les isomorphisme 

Jp il S 0 K, 5~ S 0 (KA, + KB,) 

Preuve : Si toutes les contractions sont de même type, il n’est pas difficile de 

transformer un cycle de contactions en une endofonction de Jacobi. Le cas délicat est 

celui où les deux types de contractions sont substitués dans un même cycle de la 

permutation (c’est le cas mixte). Dans ce cas, on doit d’abord détacher les points fixes des 

contractions ainsi que les arcs qui en sont issus, puis dérouler les boucles pour aller 

rattacher ces points à la contraction prt%dente (dans l’ordre donné par le cycle). La figure 

29 illustre clairement la transformation a faire. En procédant de cette façon pour chacun 

des cycles de la permutation, on obtient une endofonction de Jacobi (la nature de l’arc 

dont il est la source, trait plein ou pointillé, permet d’identifier l’appartenance d’un point 

au sous-ensemble A ou B). w 

On trouve chez Strehl [SV3] une mise-en-garde quand au taitement du cas mixte. Celui-ci 

présente une utilisation des espèces légèrement différente de la noue puisqu’il distingue 
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les points en plusieurs sortes (et non pas par des poids). Hormis ce fait, on pourrait croire 

à priori qu’il propose ($2[SV3]) une solution différente de la nôtre ; mais après examen 

on const.ate qu’il s’agit simplement d’une description difftkente de la même bijection. 

figure 29 

(2.45) Corollaire. L’espc!ce Jp a pour série gtnératrice 

J,,(x) = 

Preuve : D’après (2.44) et (2.43), 

Jp(x) = S 0 (KA, + MI,)(x) = 1 
1 - (KAp(x) + KBp(x>) 

1 1 =-- 

1 _ [ J 

=-* 

+ (U-V)x 
- 

9x 1 
- - 

+ (u-V)x 2 2 3t 1 31 

n 

On remarque que l’isomorphisme de la proposition (2.44) n’est valide que pour le 

p-poids. En effet, étant donné une permutation on ne saurait a priori pondérer 
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correctement ses cycles puisqu’il faut pour cela savoir si les contractions qui y seront 

substituées sont toutes de même type ou non. On devra donc, pour traiter le cas général, 

considérer trois types d’endofonctions de Ja.cobi (A, B et mixte). 

(2.46) Proposition. L’espéce A -pondérée J, est un moddle combinatoire pour la 

famille (@A-B)), des ,polynômes homogtnes de Jacobi et donc pour la famille 

normalisée (n!PCgS3 11 ,QQ des polynômes de Jacobi. 

Preuve : Nous distinguerons trois types d’endofonctions de Jacobi, selon que tous les 

points de leurs cycles appartiennent au même sous-ensemble (type A et type B) ou que 

leurs cycles contiennent des points de A et de B (type M), et nous dénoterons JA, JB 

et JM les espèces correspondantes. Lorsqu’on restreint les endofonctions considérées à 

être toutes du même type, la relation (2.44) peut être étendue au w-poids puisqu’il suffit 

de donner le même poids a chaque cycle de la permutation. On obtient alors 

JA, z Sl+= 0 KA,, , JB, E SI+~ 0 KB, et JMw 2 JM, , 

donc, par (2.43), 

JBw(x) = (i- &,(x))“8 = (1 +&)x+~~’ 

JMwH = J+dx) . 

Pour terminer la preuve, il suffit de remarquer que toute endofonction de Jacobi peut être 

considtkk comme un triplet de trois endofonctions, la première de type A , la seconde de 

type B et la troisième de type :M (figure 30). 
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figure 30 

En effet, on obtient le découpage requis en rassemblant d’une part les cycles de 

l’endofonction qui sont entièrement contenus dans A , puis les cycles qui sont 

entièrement dans B et finalement tous les autres cycles. L’espèce des endofonctions de 

Jacobi peut donc s’écrire comme produit de trois sous-espèces : 

J, E JA, . JB,, . JM, . 

Cette relation est aussi valide pour le P-poids, 

J, :z JA,, . JBp - JM, 

:S (SoKA,) . (SoKB,) . JM, , 

ce qui permet de calculer la fonction génératrice de JM, : 

donne 

JMdx) = JM,W et Jp(x) == JA&) - JB&) . JM&d 

JM,(x) = -ilp(‘) 

JApW . JB,W 
= &. (1 - KAP(x))( 1 - KB,(x)) . 

D’où 

Jw(x) = JA,W . JBwW - JMwW 
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et donc 
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Jw(x) = +- (1 - KA,(x))-O( 1 - KB#))-P 

t 

l-(U-V)x+% -a 

1 t 
1 + (U-V)x + 9x 

- 1 

4 
= ‘- 

%’ 2 2 . 

Nous terminons ce chapitre par le calcul de la série indicatrice de l’espèce Jacobi. 

Reprenant la même dkmarche que pour la :Série génératrice, nous devons d’abord trouver 

les séries indicatrices des espèces de contractions de Jacobi pour ensuite incorporer le tout 

dans l’espèce J, . 

(2.47) Proposition. Les s&ies indicatrices des espèces A -pondérées KA, , KB, 

des contractions de Jacobi, ainsi que de l’espèce J, des endofonctions de Jacobi 

sont respectivement 

(1) ZKA, = 
1 + (U-V)x, - %(x1; u, V) 1 - (U-V)x, - 31(x,; u, V) 

2 -9 ZKBp = - 
2 

(2) zJw = n2 G+pn Si,-’ (1 - (Un-V”)X, + 9In)“’ (1 + (U*‘.V”)X* + %*)-sn 
n21 

=c c =g 
nL0 d=(dl....,dJ 2 

fi ((t+l)” - (t-l)‘)& Pr yt”) -& 
v=‘l Y 

ç idi = II 
[ 1 

-aIl -Bn = 1 ,_ O+U”- (t-2 xn + R, 

2* IL 1+ $+l)“- (t-1)” xn + R, 
2” 1 

03, dans (1) et (2), on a posé 

3(x; u, V) = (1 - 2(U+V)x + (U-V)2x2)‘~, 93, = 31(x,; U”, V”), 
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tx, = A%(l+a)- 1, Pn = AC&(l+p)- 1, tn = (t+l)“+(t-- 
(t+l)” - (t-:l)n 

1 

n 
[ 

t R = 1 -‘t+l)” + (t-1)” 
2 n-l 

xn + ((t+lY + (WY 
-x, 1 2 

2 211 . 

Preuve : (1) Utilisant (2.43) on obtient 

Z 
Kfh 

= UXl + >LB, * ZKA, 

(**) 
Z 

KBP 
= vx, + ZKA, * GB, . 

DON 

ZKA, - uxl = (VX~ + &A, - UX~) * ZKA, 

(ZKA,>~ - (1 + UXI - VX~) ZKA,+ UX~ = 0 

ZKA, = 1 + (U-V)x1 f ,/ 1 + 2(I;V)xt + (U-V)2x; - 4Uxt . 

Et puisque ZKA, commence par Uxt, 

1 + (U-V)x, - J 1 - :2(u+v)x* + (U-Iq2xf 
ZKA, = - 2 

1 + (U-V)x, - %(x1; u, V) 
=- 

2 
-. 

Puis on résoud le système de façon semblable pour KB, . 

(2) Le résultat vient de la relation 

J, = JA, . JB, . JM, 

où on doit traiter séparément chaque terme du produit. D’abord 
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JA, = SI+~~ KA, 3 ZJ&, = 

Où 

= 1 + (u*-v*)x, - 31(x,; un, V”) 
2 

De même, 

Puis, 

SO (KA,+KB,) ii Jp z JA, . JB, - .JM, si (S 0 KA,) . (S 0 KB,) . JM, 

donne 

Z 
‘SO ‘KA +KB 

JM, = 
(‘SO GAP) -i?zs’ ‘GB> ’ 

D’où 

ZJ, = ZJAw ’ ZJBw * ZJM, 
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I-I t 

1 

1 

1 -$w,(l+u) 

t 1 

-;;uh U+N 

1 - (un-V”>I, + 31, 1 + + 
= .-1 @V”)x, R, .- 

2 Il?1 4; n 2 

où 91n = 9x(x,; un, V”) = (1 - 2(u”+V”)x, + (U”-vnyxy’* . 

Posant cr, +0,(l+a) . . 1, Pn =+ q,(l+B) ‘- 1 et utilisant (2.40) on peut écrire 

zJw = n 2a”+Bn%;1(l - (un-vn)x,+%,,)-an(l + (Un-vn)xn+%n)-Bn 
nZ1 

Pour obtenir la deuxikne forme explicite, revenons deux étapes plus haut et utilisons 

(2.39) avant d’effectuer k prcduit : 

zJw = n c @t”’ “)(Un, v”) $ 

121 k>O 

til kL0 

où t = u”‘+V” - et Y& - CLJn-Vn)xn. 
n UQP 

Remplaçant U par H et V par fl on 
2 2 

obtient 

et 5 
n -- . 

D’une part, (2.36) donne alors le développement 
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ZJ,. = n za”+’ R(E,, ; td-’ (1 - tr, + NS,, ; t,J)* (1 + 1:” + R(c” ; t”))-b” 
“21 

où 

R(&, ; t”) = (1 - 2t&” + ?;)l’* 

= [ 1 -2( ~:::~~~~~][!:(+l)~~(t-l)“)x”+ [Jt+l)“--(t-l)“J q 

1 

= 

[ 

1 ((t+l)” ,+ (t-l)“) x” : ((t+l)” - (t-l)“)* x; * = R, --- 
.,“-1 

2 
2n A 1 

donc 

Et d’autre part, n’utilisant pas (2.36) mais effectuant le produit, on trouve 

ZJ, = n t pk ‘?tn) 6: 
“21 k?O 

= zl d=&,dJ 
c id; = II 



Chapitre 3 

cl - ANALOGUES 

En théorie des fonctions symétriques;, il existe une substitution, appelée 

« spécialisation principale », utilisée par Foata [FD2], Macdonald [MI], Stanley [SRI, . . ., 

qui permet de générer plusieurs q-analogues. Comme l’a remarqué Joyal en 1.982 [JA3], 

c’est par le biais des séries indicatrices que l’on ]Peut relier cette substitution à la théorie 

combinatoire des espèces. Le but de ce dernier chapitre est d’explorer et de développer, 

dans ce contexte, une théorie du q-comptage des espèces de structures (pondérées ou 

non). Un certain nombre de résultats généraux sont présentes et des exemples particuliers 

seront traités explicitement : q-comptage des especes atomiques de degrt? 15, dl’espèces de 

permutations, de dérangements, etc.. . 

$3.1 LA q-ÉNUMÉRATION D’UNE ES:PÈCE 

Classiquement, les suites de polynômes en q à coefficients entiers positifs 

[nlg = l+q+qz+...+qn-1 = 1’ 
1-q 

n& = [llq [21q . . . [nlq = (1- q)(l ,-il, (’ - ‘“) 
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sont associees aux suites d’entie:rs 

0,1,2 ,..., n ,... et O!, l!, 2!, . . . . n!, . . . 

De la même façon, pour n, k E IN , 

[l 
V 

k 
n. 

q = (n - kjyq kiq 

est associé au coefficient binômial (i) . Dans chacun de ces cas, les suites dentiers 

citées s’obtiennent par passage it la limite, lorsque q+l , dans l’expression polynomiale 

correspondante. Ces polynômes sont appel& des q-analogues, pour cette raison et aussi 

parce qu’ils satisfont des propriétés semblables à celles des nombres qui leur sont 

associes. Par exemple, il est bien connu que 

[::l, = [y], + qn-k [;j], ? 
récurrence analogue a celle des coefficients binômiaux. 

On considère aussi des q-analogues de fonctions, ainsi qu’un opérateur de 

q-dérivée, 

DqfqW = 
fg(x) - fq(qx) 

Cl-q)x ’ 

qui contient la derivée habituelle 

h Dqfq<x> 
q-+1 

= *f(x). 

De plus, lorsque f, est donnée par une q-série, 

fg(x) = c f,(q) -$ 7 
n20 9 

cet opérateur effectue une translation des coefficients, tout comme la dérivée pour les 

séries exponentielles : 
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DqfqW = c q,,, (SI q * 
n20 n. 9 

Par exempl.e, la fonction exponentielle ex possède les q-analogues 

eq(x) = C 5: = ’ 1 1 

n20 n*,q (1 - (1-q)x) ‘1 - (1-q)xq’ 1 - (1-q)xq2 *** 

E?,(x) = c q 2 ;; = (1 + (1-q)x) (1 + (1-q)xq) (1 + (1..q)xqZ2) . . . (1 
nL0 "9 

qui satisfont 

lim eq(x) = ex =: lim Gq(x) , 
9+1 q-11 

Dqeq<x> = ~$0 et Dqcq(x> - Gq(qx) . 

Dans ce cas-ci, nous ne sommes pas vraiment en présence de q-analogues distincts 

puisque les deux sont reliés par la formule 

eqf(x) . Gq(-x) = Gq(x) - eq(-x) = 1 . 

La première expression, eq(x) , nous a pourtant semblé plus naturelle et nous 

l’avons choisie pour guide dans notre recherche d’une définition de la q-énumération 

dune espèce. 

Chaque espèce de structure possède une série gCnérauice, une série génératrice 

des types et une série indicatrice. Une q-série associée à l’espèce doit être une série 

intermédiaire qui, lorsque q+ 1, redonne la série génératrice. De cette façon les 

coefficients, polynômes en q, de la q-série sont des q-analogues des coefficients de la 

série géné.ratrice, c’est-à-dire de la suite qui dénombre les structures de l’espèce 

considérée. Sachant que, pour une espèce F, : Ii3 +JEA , 

z, w (Xl’ 3’ . ..>I 
(x. 0, 0. . ..) 

= F,(x) = c IF,[x]l $ 
n>O 
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Z~~(Xl~ x2* -.-)Icx x2 x3 I 1 , . . . ) = F&>I = c IF,[n]I 5 = c I~GnFw[n]lx”, 
n20 ri20 

nous définirons la q-série de F, par une substitution appropriée dans sa série 

indicatrice. Tenant compte de ces préliminaires, il nous apparaît raisonnable de chercher 

une substitution de la forme xi := ui(q)x’ !, et de demander que la q-série obtenue donne 

les q-analogues classiques au moins dans les cas les plus simples. De là la prochaine 

proposition ainsi que la définition qui suit. 

(3.1) Proposition. Soit E l’espèce des ensembles (1.4). L’unique substitution de 

lu forme Xi:= Ui(q)X', i 11 1 , qui satisfait 

Z& X2’ **.>I 
xi := u,(q)x’ 

est donnée par 

(1-q)‘x’ 
ui(q)x’ = - 

l-q’ 

Preuve : On sait que (1.32) 

1 1 x, +53+37+,.. . 
Z&, x2, . . .) := e > 

écrivons Ui pour L$(q) et posons 

2 1 

E(w) j = ZE(~,I, x2, . ..)I = e 

u,x++,x +7%x3+ . . . 

xi := UiXi 

Pour que E(x;q) soit égal à &XI XV nOq = eq(x), il faut que 

D,Wx;q) = E(q) > 

c’est-a-dire 

donc 

E:(w) - Wv;q) _ E(x.q) - -_ 
(l-q)x 

> > 
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1 
uIx+y22+ 3 3 1” x3 +... 

e -e 
u1qx+~l$~+~l$q3x3+... 

= (1-q) x E(x;~q), 

l-e 
u,(~l)x+$uz(q*-l)x*+~“~(q)-ld+... 

= (1-q) xv 

u,(q-l)x+~uJq*-1)x*++l&+-1)x~+... 
e = 1-(1-q)x 

et prenant Ile logarithme, 

Ul(q-1)x + + uz(q2- 1)x2 + 3 u3(qV)x3 + . . . = -[(l-q)x +‘(l-q)W+ . ..] 
2 * > 

d’où, pour i 1 1, ui(qi1) = -(l-q)‘. Ainsi, 

(1-qyxi 
ui(q)x’ = - 

l-q’ 

est l’unique solution. 

(3.2) Définition. Soir F := F, : B + IE A. une espèce A -pondérée. L.a q-série 

génératrice de F, ou série génératrice des q-dénombrements de F, est 

mée 

Wq) = & Wnllq $ 
n. 9 

et dkjïnie par 

W;q) = qx,, 3’ . ..>I (l-qfx’ 
Xi := -- 

1-q’ 
cl 

(3.3) Exemples.(l) Clomme exigé par la proposition (3.1), pour l’espèce E des 

ensembles on a 

E(x;q) = C i$ et IE[n]lq = 1, n 10. 
Il20 “‘q 

(2) Soit E’ l’espèce des ensembles pohtés, V U E B, E*[U] = (u I u E U) et 

IE’[n]l = n . 
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E’ = X . E’ d ZE’ = X],zE - E’(x;q) = x . c x” 
t-20 n$ 

et IE’[n]lq = [n], , le q-analogue classique de l’entier n . 

(3) Soit L l’espèce des ordres lintaires. Cette espèce est énumérée par la suite des 

factorielles, puisque tout ensemble de cardinal n admet n! ordres totaux. De plus, 

donc IL[n]lq = nlq , le q-analogue classique de n! . 

(3.4) Remarque. Il n’est pas trop étonnant que cette substitution contienne des 

exemples classiques puisqu’on l’obtient en composant deux procédés bien connus; 

d’abord la « correspondance u!e Frobenius » qui transporte les séries indicatrices (ou 

séries de caractères) dans le monde des fonctions symétriques, puis la « spécialisation 

principale » qui fabrique des q-séries à partir de fonctions symétriques. 

Dans la section 2 nous utiliserons cette décomposition, à l’occasion dune preuve, mais en 

général nous tenterons de l’étudier globalement, avec le point de vue de la théorie des 

espèces. 
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Par exemple, il découle directement de sa définition que la q-skie d’une espèce de 

structures est un q-analogue qui contient aussi l’énumération des types de smlctures : 

(3.5) Proposition. Soif F := F, : IB + IE,g une espèce A -pondérée.. Alors 

F(x) = 9-“1 F(x;q) 

F(x) = ;%F(x;q) . 

Preuve : E!n effet, 

(II-q)ix’ 
X si i =: 1 

-- - 
l-q’ q-+1 0 sii>l 

donc, par (1.29) , 

Fkq) = z,I (l-q)2 
Xi :=- -T=+ yx, 0.0, . ..) = F(x) * 

14’ 

Demême 

donne 

(1-q)‘x’ 

l-q’ 
-+ xi q-+0 

(3.6) Corollaire. Soir F := F, . * B + IEA une espèce A -pondt!rée. Alors 

WNq 3 Wnll et IF[n]iq - quo > 10, F[n]l . 
n 

preuve : C’est une conséquence du fait que 

nOq -+ n! et nos - > 1. 
cl+’ q-+0 

En effet, posons ql@l IF[nlL, = Or, et qQo IFInl1q = h , a.lors 

F(x;q) = c IFIIn]l,q q 
Il20 n. q 

F(x) = c IF[m]I $ 
In’0 
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donc CXn = IF[n]l, et 
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Fkq) = “TO Wnll,-$- 

‘1 
q+o~ c f&$= F(x) = clOG F[nllxn 

n20 nL0 n 

donc P,, = 10, F[n]l. w 
n 

(3.7) Exemple. Considérons l’espèce S des permutations, 

VUE 03, S[UI = (sIs:u-U). 

Tout comme l’espèce L des ordres linéaires, l’espèce des permutations est énumérée par 

la suite (n!)~ . Mais ces deux espèces ne sont pas isomorphes, parce que les groupes 

d’automorphismes de leurs structures ne sont pas les mêmes. D’après le corollaire (3.6), 

:nts pour n! . nous obtenons deux q-analogues différe 

On sait déjà que IL[n]la = &. 

qu’un seul type d’ordre linéaire sur [n 

automorphisme, l’identité. 

Et lirr+OnO~ = 1 confirme le fait qu’il n’y a 

] , ou que chaque ordre linéaire admet un seul 

D’autre part, les types de permutations de [n] coïncident avec les partages de 

l’entier n et sont donc énumérés par p(n) , n 2 0 . Ainsi, le q-analogue de n! obtenu 

de S , ou la q-énumération IS[,a]19, aura pour terme constant p(n) . Voyons le calcul : 

de (1.28) rappelons que 

dl 4 
zs = c c 

n10 (cl,,%. . ..) 
ps(d,, d,, . ..) d xl ‘* *** 

:Ci$= 1 
1 ’ d,! 2’d2 !... 

où 

ps@l, dz, . . .) = N(s E S[n] I 0. s = s} , 

d E B, étant une permutation de type (dl, dz, . . .) . Or 

O*S = s a CT-~ = s B cs = ~-10s e s E Aut 

donc 
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d’où 

ps(dt, dz, . ..) = IAut(o)l = Id’ d,! Zd2$! . . . 

S(w) = 
c idi = n 

‘i ‘=’ - 
lqi 

(puisque Cid; = n ) 

21 

Pour chaque partage h de n , h I- n , h = Id1 2d2 . . . n4 , posons 

l-d. 

Pn(kq) = fJ (l-q’) ’ , 

S(x;q) = C, IS[n]lg -$- où IS[nl19 = 
E, 

Pn(kq) . 
9 

Les premières valeurs sont : 

IS[O]I, = 1 

IS[l]lq = 1 

13211, = 2 

P(0) = 1 

PU) = 1 

P(2) = 2 
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IS[3]1, = 3 + q + q2 + Cl3 P(3) = 3 

lS[4]1, = 5 + 2q + 5q2 ,f 4q3 + 5q4 + 2q5 + q6 P(4) = 5 

IS[5]1, = 7 + 5q + llq2 + lf$ + 2oq4 + 2oq5 + 18q6 P(5) = 7 

+ 12q7 + 7q8 + 3q9 + q’O 

IS[6]1, = II + 8q + 23q2 i- 37q3 + 61q4 + 73q5 + 98q6 p(6) = 11 

+ 93q7 + 97q* + 78q9 + 63ql” + 37q” + 27q12 

+ 9q’3 + 4qld + q’5 . 

Nous avons obtenus ces polynôlmes en additionnant les divers P&;q) pour IZ donné. 

On trouvera en annexe 1 une table pour n I 10 , générée par un programme MAPLE . 

Dans tous les cas où les coefficients de la série indicatrice de l’espèce sont connus, on 

peut utiliser cette table pour calculer explicitement le q-analogue correspondant. En effet, 

il suffit d’en prendre une combinaison linéaire comme le montre la proposition (3.8). 

(3.8) Proposition. Soit F := F, : IB + IE A une espke A -pondérée et 

ZFbl, x2, . ..) = c pF(dl, dz, . ..) ” “*” 
(d,. d, . ..) 
Li<e- 

ldld,! 2d2d2!. . . 

sa série indicatrice. Alors, pour n 2 0, 

IF[n]lq = c 
pF(d,, d,. . . .> 

pntw > 
Icn 

)i= ld12!.. 

ldld,! 2?$! . . . 

03, pour chaque k I- :n , P,,(h;q) est un polynôme en q d coefficients entiers, de 

&grt! -, n(n- ‘1 
2 

défini par 

l-d. 

I’n(h;q) = fi (l-q’) l. 
i=l 

Preuve : Nous avons vu, à l’exemple (3.7). que 
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dl 4 l-d. n 
x1 x2 . . . I (1 -q)ix’ 

x. :=- 
= n (l-qi) ‘k = P,(3c;q)1$ . 

I 
l-q’ 

iL1 4 9 

On obtient la première formu1.e en intégrant ce tisultat au calcul de F(x;q) : 

dl 4 
F(x;q) = c ‘t 

x* x* . . . 
pdh dz. . ..) - 

nL0 (dl.$ . ..) 
ldld,! 2’d2! . . . 

(l& 
xi := -- 

Xidi=n 
1 -qi 

Pour voir que les P,(h;q) sont des polynômes, nous allons les déco:mposer en facteurs 

linéaires, puis regrouper les facteurs identiques et vérifier que chacun apparaît avec un 

exposant positif. D’abord, pour 1 I k 5 n, écrivons 

(sk-l) = (q-l)(q-&k)(q-$) . . . (q-e-‘) , 

où &k est une racine primitive d’ordre k de l’unité, &k = etiib . Alors 

($-l)lA 1% l-4, ‘-4, 
q : (q-l)t4(q-f$ GI-+ . . . (q-$-l) 

et 

fi (qk-l) l-+ 
k=:i k=l r=O 

Réordonnons les facteurs de façon à ce que ceux pour lesquels la fraction r/k est réduite 

apparaissent en premier : 

fi (qk-l) 
l-4, 

k=l 
09-a 

et remarquons que 
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* E = x 
k b‘ 

car O<r<k et Oiv<p 

Ceci nous permet de regrouper les facteurs identiques. On a alors 

fi (qk-l) 
‘-4 

‘d,,+‘$,,+...+ld n I;l - c d. 

= I-I (S-Q 
rsï” 

= I-I (q-9 j-l Jp, 
k=l l<uSn l’jl<Il 

os;<* O’LCII 
(p.v)= 1 C.v)=l 

et, pour s’assurer qu’il s’agit d’un polynôme, il n’y a qu’à vérifier que tous les exposants 

sont positifs. Le calcul est simple : 

donc 

d’où 

Ainsi 

P,(h;q) = fi ~(-l:Aqk-l) 
k=l 

OSvcn 
C&v)=1 

est un polynôme. Son degr6 es!: 



$3.1 LA q-l?NUMÉRATIGIN .D’lJNE ESPÈCE 115 

2 W-dd = r, k - 5 kdk = n(n+l)-n = n(n-1) 
k=l k-l 2 2 

et ses coefficients sont entiers parce qu’il s’écrit comme le quotient d’un polynôme à 

coefficients entiers par un polynôme unitaire A coefficients entiers : 

fi (qk-1) 

1-($ 

k=l 

(3.9) Corollaire 1. Les polynômes P,(h;q) , h = Id1 2% . . . , s’écrivent expli- 

citement comme suit : 

P,(h;q) := 

ti binomial croissant Y, 

m(m+l) . . . (m+k-1) = ---- = 
k! 

Preuve : Utilisons la formule: du binôme de Newton pour développer (1-q”) 
1% 

: 

ld. 
P,(h;q) = fi (l-q’) ’ 

i.= 1 

= fi 2 (ll;bi) (-l)l+ qiki 
i=l ki=O 1 

Maintenant, regroupons les, telmes selon la puissance p de q qui y apparaît, p = Ciki . 

Puisque P,,(:h;q) est de degré n(n-1)/2 , on obtient 
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Pour le reste du calcul, il suffit de remarquer que 

= (1-d)(l-d-l) . . . (1-d-(k-l)) -- 
k! 

= (-1)k (d-l)(d-l+l) . . . (d-l+(k-1)) = 
k! 

(-1F td;} > 

donc 

(-?yl;l]... (I>] = (-.l,‘“(-1,‘{*1’)...(-l)~{~l} = {y} . ..{y}. 

n 

c (l-q) 
I-d, 

b-n - 
(l-q*) 

l-d, 

d. 
. . . (l-q”)1-4 = 1 

6 A 
k= 1 

dl 4 
2 . . . 

qui gt!nkralise le fait que 

1 ‘d,! 2 ‘$! . . . nU”d,,! 

C--= 
k +* aut@) le 

(3.10) Corollaire 2. Pour chaque n E IN, on a l’identité suivante : 

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition (3.8) dans le cas de l’espèce E des 

ensembles. Pour chaque n E lN , l’unique structure d’ensemble sur [n] est laissée fixe 

par toutes les permutations CT E G,, donc pE(d1, dz, . . .) = 1 et 

PEU,, d,, . . .) 
IE[n]$ = c d- 

P,(kq) 

kcn 

k=ld1*4... 
1 ’ d,! 2’d,! . . . 

P,(kq) = c 
lb-n 

l=ld’24... 
Id1 d,! 2’ $! . . . 

D’autre part, on sait que IE[n]19 = 1 , n 2 0. D’où la Premiere identité. La deuxième 

s’obtient en posant q = 0 . n 

(3.11) Corollaire 3. Soit F := F, : 1B + IE A une espéce A -pondérée. Alors 

pour n 2 0, IF[n]$ est un polynôme en q de degré I n(n-1)/2. De plus, si 

tous les automorphismes des F-strucutres sur [n] sont des permutations paires 

(i.e.: si V s E F[n] , Aut s A, c 8,:) alors ce polynôme est symétrique, 
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dedegré !y ou identiquement nul. 

Preuve : Que IF[n]lq soit un polynôme en q de degré I n(n-1)/2 est une conséquence 

immédiate de (3.8). Pour ,voir que ce polynôme est symétrique lorsque tous les 

automorphismes sont pairs, il suffit de vérifier que les P,(h;q) sont symétriques lorsque 

h est le type dune permutation paire. 

sgn(dl.d2. . ..) 
q : (1-l) 

pn(kq) . 

DOIIC 

n(n-1) 

{# 

P,(kq) si 3c est le type dune permutation ,paire 
-- 

q z: P,(h;$ = 
-P,(kq) sinon. 

Rappelons que le terme constant de lF[n]$ est le nombre de type de F-structures sur 

[n] . Si le polynôme IF[n1119 est symétrique, alors celui-ci sera de de.gré n(n-1)/2 avec 

coefficient dominant égal au nombre de types de F-structures sur [n] . n 

(3.12) Exemples. (1) Soit C l’espèce des cycles. Si c E C[n] est une permutation 

circulaire de [n] alors 

Aut = (1, c, c*, . . . . P-1) . 

Or sgn(ck)l = (sgn c)~ = ((-l)“-1)“ . .Donc si n est impair alors V (T E Aut , 

sgn(o) = 1 , c’est-à-dire que tous les automorphismes des C-structures sont des 

permutations paires. D’où 

lC[n]19 est symCuique pour n impair. 
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(2) Soit E* l’espèce des ensernbles orientés, 

VU E Il3 , E*m := { 0 10 est une orientation de U} = {O+, O-} . 

Il est bien connu que l’action dune permutation o E 6, est de laisser fixe l’orientation 

si o est paire et d’interchanger les deux orientations si o est impaire. Donc 

Aut = An = Aut(0) et IE*[n]l, est symétrique. Puisque le nombre de types de 

E* -structures sur [n] et 1, on a 

IE:*[n]l, = l+?+qn(n-W. 

En sachant que tous les coefficients sont positifs, on pourrait conclure que 

IE*[n]14 = 1 + @n-l)/2 p uisque la somme des coefficients est égale au nombre de 

structures. Ce sera l’objet du théorème (3.20) de la section suivante que de montrer que 

pour toute espèce F, les coefficients de IF[n]19 sont des entiers positifs. Prenant pour 

acquis ce resultat, on a IE*[n]lp = 1 + qncn-lfl . Mais on a aussi que 

:2 
pEdd,. $9 --.) = 

si (dl, d,, . . .) est le type dune permutation paire 

0 sinon 

donc, par (3.8), 

l-d, 
c 2(l-q)1d1(I-qz) .-. (l-qn)‘” -- = 1 + qnCn-lV2 

Lcn 5=ld1 2d2... Id” d,! 2’$! . . . n4 dr,! 

LpZ3i.l 

et en posant q = 0 on obtient 

ce qui exprime le fait que la moitié des permutations de [n] sont paires. 

(3.13) Remarque. Lors d.‘une conversation, A. Joyal nous a fait remarquer que les 

P,(h;q) possèdent un autre développement explicite, celui-ci faisant appel aux 
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coefficients q-multinomiaux : posons 

‘kl I(l-q)kxk = 

(l-q)k-‘(k-l)!g xk pkxk -- 

‘k := ---’ 
ld 

k& = kOq 

l3lOl-S 

&;*.A$ Id, +++ . . . +MI,, 
= ---x 

( ld,+2dz+. . .+nd& xn 
_- .- 

10; 2ogdz . . . rloq 
4 no4 

[ 

n 
= 1 

, 
. . ., :i, 2, . .., 2, . . . 1 al'a?..+ 9 9 

Ainsi, si ht, hz, . . . . ii, sont :leS parts du partage k = ld12d2... , i.e. I>L~ = . . . = hdl = 1 , 

hl 1+1 
= . . . =)h l+d2 = 2, . . ., on obtient 

(3.14) P,(h;q) = 
n-Ldi n di 

(1-s) n (i-1)$ . 
i=l 

Sachant que le coefficient q-rnuhinomial est un polynôme a coefficients entiers, on peut 

en conclure (que les Pn(h,q) sont des polynômes à coefficients entiers. 

Q 3.2 PROPRIÉTÉS ET I?OSITIVITÉ 

Comme nous l’avons déjà mentionné, la q-série dune espèce peut être calculée à 

l’aide de polynômes P,,(h;q) lorsqu’on C:onnaît explicitement les coeffi&wt.s de la série 

indicatrice. Mais en général on préfere proc6der comme pour les séries géneratrices ou 

indicatrices, en utilisant le comportement des q-séries devant les opérations sur les 

espèces. 
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(3.15) Propositon. Soienr F., et G, deux espèces A -pondérées. Alors 

( 1) F, + G,(x;q) = F&;q) + Gvkq) 

(2) F, - Gvkq) = F,(x;q) . Wvq) 

(311 Fw 0 G(w) = &,(&(Xl;q)r c~,,(x2;q2), G,,(x3;q3:l, .--11 W~)ix’ Xi :=- 
1-q’ 

Preuve : Ces formules s’obtiennent des folmules analogues pour les séries indicatrices; 

(1) et (2) sont immtUiates puisque 

ZF+G := ZF +ZG et zF.G = ZF * G. 

(3) De (1.33 -5) on obtient 

hv O Gv = ZF,, 0 G,(xl, x2 ,...>I (1-q+xi 
x. := -- 

’ 1-q’ 

(1 -q)ix’ 
x. := - 

1 I-qi 

tI-q)ixi ’ “’ * 

x. := ,- 1 1Q 1 

Pour k 2 1, d’une part 

(l-q)? 
xi := -- 

= 25, 6,. 5 ..y 
Vk (1q)ix’ 

1-q’ xi “’ - l-q’ 

d’autre part 

Gv,(xk;qk) 

(Wkf  

=: GV,(w) 

5 := 

ld 

x :=j!&q:=qk 

14 

=: 

[ 
z, 

Vk 

(X1,> 5’ . . .) 
(lqfx’ 

x. :=- 1 
lq’ (lq)kxk * 

- x:=-,q:=qk 
ld 
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Or cette dernière substitution se simplifie en : 

x: :- wl)ixi 
1 l-q’ 

i 

(1-q)‘O xki = .-- 
1 _ qki 

ce qui était précisément la substitution, obtenue plus haut, a faire dans Gvk , d’où 

(‘C )kI 
Vk (l&’ 

= Gvko$$) (l-q)kxk * 

xi := -- 
xk:=- 

1-q’ l-2 
n 

(3.16) Exemple. Soit F l’espèce des sous-ensembles de cardinal k, 

VUE IB, F[UI := (VIVçLJ,#V=k), IF[U]I = (t) si IUI = n. 

Bien sûr F = Ek. E, où E& ‘désigne l’espèce des ensembles de cardinal k. On a donc 

F(x;q) = Ekkq) - E(w) 

d’où IEk . E[n]lq = ---!!L = 
k!!q(n-k)!q 

binômial. 

le q-analogue classique du coefficient 

(3.17) Exemple. Soit C I’espéce des cycles et, pour n 2 1, C, l.‘esp&ce des cycles 

de longueur n . Puisque C := c-1 C, , on a 

On trouve facilement que 

ce qui donne 
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C,(x;q) = A 1; cp(d) 
dln 

= A y q(d) (l-q)” xn , 
dl:: ( l-qydd 

d’où 

C(x;q) = c C,(x;q) = c IC[n]l, AL 
n21 nZ1 noq 

Unllq = ;, 2-, q(d) (1-q)“noq 
dln ( l-qdfd 

= $ c (,,(d) (1-cl)(l-q*) .a. (1-q”) . 
dln ( l-qyd 

Les premières valeurs des polynômes IC[n]l, sont : 

lC[l]h = lC[2]l, := 1 

IC[3]lq = 1 + q3 

IC[4]1, = 1 + q* + q3 + 2q4 + q5 

lC[S]b = 1 + q* + 3q’S + 4q4 + 6q5 + 4q6 + 3q7 + qs + q’0 

lC[6]h = 1 + 2q* -F 51~~3 + 8q4 + llq5 + 17q6 + 16q7 t 17q8 + 15q9 + 12q’O 

t 7q” + 64’2 + 2q’3 -F q’4. 

On remarque que IC[ 111,. lC[3]l, et IC[5]I, sont des polynijmes symétriques, ce qui 

confirme le fait que pour n impair, IC[n]lq est symétrique (3.12-1). 

(3.18) Exemple. Soit D l’esphe des dérangements. Nous savons que S = E - D , 

donc 

D(w) = S(w) 
E(x;q)’ 

Or. comme nous l’avons indiqué en début de chapitre, 
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1 
- = (1-(1q)x)(l-<:1-q)qx)(l-(l-q)q*x) . . . = @x;q) 
E(w-0 

= 
$ n2 f 

qn(n-l)/2(..l)n $- . 
n. 9 

On a donc 

D(x;q) =: c q’W>R(#‘-$ . c lS[r]l&- 
kL0 “9 r’0 r. q 

=: c ID[n]l, $- 
n20 n. 9 

où 

ID[~]I~ = k$o [J, (-l)kqk(k-l)~IS[n-klI, . 

Remplaçant IS[n-k]lq par la valeur trouvée à l’exemple (3.7) on obtient la formule 

lD[n]llq = nOq 2 +f qktk-lV2 x (l-q)n-k 
-- . 

q 
f$:&!, (I-q)d1(bq2)” . . . (lQ-k)dn-k 

Les premières valeurs sont 

ID@& = 1 

ID[l]l, = 0 

ID[2]I, = 1 

ID[316 = 1 + q3 

ID[4.]I, = 2 + 2q” + q3 + 3q4 + 95. 

Remarquons que l’espèce D ainsi que sa q-série contiennent l’infomlation Ides types de 

dérangements, contrairen1en.t au q-analogue classique qui s’obtient en 8calculant le 

quotient L(x;q)/E(x;q). 
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Dans chacun des exemples précédents, les polynômes. obtenus ont tous leurs 

coefficients entiers positifs. S’agit-il d’un fait général ? Rappe:lons que toute espèce se 

décompose comme somme d’espèces moléculaires, 

F=C c CMM, CMEIN, 
1120 ME Mi(n) 

et que chaque espèce moléculaire M s’krit, de façon unique (Yeh[YYl]) , comme 

produit d’espkes atomiques, c’est-à-dire indécomposables sous le produit (A # 1 et 

(A = B + C 3 B = 1 ou C= ‘1)). Dans Ile cas des espèces pondérées, ce résultat est 

encore vrai sauf que. l’unicité de décomposition dune espèce moléculaire en produit 

d’espèces atomiques devient ~:a répartition près» du poids. En effet, dans une espèce 

moléculaire il n’y a qp’un seul ‘type et toutes les structures sont équivalentes; si l’espèce 

est pondt%e, ses structures auront toutes le même poids. On peut alors écrire 

Fw = c c c CM,&,) > CM,a. E N > 
nL0 MEG%@I) aeA 

où (a) désigne le poids commun à toutes les structures dune composante moléculaire de 

F isomorphe à M ,, Lorsqu’lon désire écrire chaque M comme produit d’espèces 

atomiques, il peut y avoir plusieurs façons Ide repartir le poids entre les différents facteurs 

atomiques, mais cette répartition n’affecte pas la décompositon en facteur. On constate 

donc qu’il suffit de vérifier q,ue les q-séries des espèces at:omiques ont tous leurs 

coefficients entiers positifs pour conclure qu’il en est de même pour toute espèce. 

Utilisons la formule (3.8), les polynômes P,,(X) de l’annexe 1 et les tables de 

séries indicatrices des espèces moléculaires et atomiques données par J. Labelle [LJ2] 

pour calculer les premières valeurs. Le tableau A contient les q-comptages de toutes les 

espèces atomiques définies sur n I 5 éléments. On peut en conclure que pour n I 5, 

IF[n]19 E lN[q] pour toute espèce F : lE& IE. 
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n-5 

Séries indicatrices et q-comptages d’espèces atomiques 

X 

E2 

E3 

c3 

E4 

E: 

E2oE2 

bic 
P4 

c4 

E2oL2 

ES 

E: 

p&* 

PS 

:L:P C3)/z; 

CS 

- 

n! - ZF 

Xl 

x:+3 

x; + 3x1x2 + 2x3 

2x; + 4x3 

c; ,t 6x:x2 + 8x1x3 + 3x; + 

6x4 

2x; + 16x1x3 + 6x1 

3x; -F 6x:x2 + 9< + 6~ 

6x; + 184 

61~; + 6x2 + 12x, 

12x; + 124 

x; + lox;xz + 20X1X, + 

3oxp4 + 15x14 + 20x,x, 

+ 24x, 

2x; i- 40x:x, + 30x1x; + 

48x5 

6x; i- 60x1x4 + 30x& + 

24x, 

:12x.; + 60x14 + 48x, 

20x; + 40x:x3 + 60x,x$ 

24x; + 96x, 

- 

Tableau A 

IF[rr]I, 

1 

1 

1 

1 +q3 

1 

1 +q6 

1 + q” + q4 

1 + 2q* + 2qJ + q6 

1 + q* + q3 + 2q4 + q5 

1 + q + 3q* + 2s:’ + 3q4 + q5 + q’ 

1 

1 + q’0 

1 + q4 + q5 + q6 + qp + q8 

1 + q* + q3 + 2q.4 + 2q5 + 2q6 + 

q7 + q” + q’0 

1 + q + 2q* + 2c13 + 3q4 + 2q5 + 

3q6 + 2q7 + 2q8 + q” + q’0 

1 +q*+3q3+4q4+6q5+4@+ 

3q’ + q8 + q’” 
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Dans le cas d’une esp&ce pondéree, ce raisonnement s’applique: encore si l’on considère 

les poids des diverses SmChUEi comme autant de variables formelles. Nous dcrirons 

IF,~[nlIq E lN[Al[q] , F, : IB + ELA. , 

pour exprimer le fait que IF,,[n] l9 est un polynôme en q dont les coeffkients sont eux- 

mêmes des polynômes, a coefficients entiers positifs, en les variables (w(s))~ : F-stiCUe. 

Ainsi le tableau A morrtre donc que pour toute espèce pondérke F, : IB + IE A , 

IF,[n]19 E IN[A][q] si n 5 5. En fait, ce résultat est vrai pour tout n , et pour le 

prouver il suffit de le vérifier dans le cas des espèces non-pondérees. C’est ce que nous 

ferons au théorème (3.20); nous devrons y utiliser des rkultats d.e la théorie des fonctions 

symétriques et des représentations linéaires du groupe symétrique. Mais voyons d’abord 

un r&ultat entièrement combinatoire concernant la première des deux étapes du calcul de 

F(x;q) mentionnées a la remarque (3.4). 

(3.19) Proposition. Soit F,, : IB + IE:A une espèce A -pondérée. Pour i 2 1 , 

soit Xxi : B + b[i~,,~,, . . . 1 l’esptce des singletons pondérés par le poids Xi 

et soit 

XII : EJ -+ E?[n,,7$ . ..] 

I’espéce pond&ke deifinie par Xx :: Xn, + X,, + X, + . ,,. Alors 

( 1) le q-comptage de F seobtient par : 

F(xx-0 = F:$,)(x)( 
5 := (lqp 

(2) F(x;q) = c M~l, x:2, . ..>q 
nLQ \ :- (lqd’ 

ot& pour chaque n 2 0, fn est unej’onction symttrique (E lN[k~][[kl, IQ, . . .]]. 

Preuve : Suivant les remarques pr&dentes, il suffit de prouver le cas F non pondérée. 
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(1) En effet, par (1.29 ii), 

F&,)(X) = zF(JQ(xi := Xi) 

or 

= ZF O Z&(Xi := Xi) ; 

zx, = (x.1+7c2+ .<,. )Xl, (zx ) = @Y+$+ ..,. )x’.’ 
+n 

et utilisant (1.33-5) on obtient 

F%,)(X) = ZF( C 7$x1 9 & $x29 **-y C Qn* .-->l,i:.xi 
kT1 k>l 

= ZF(Xi := c ?+Xi) . 

k.21 

Maintenant, effectuons la sptkialisation principale zk := ( l-q)qk-l d.ans cette dernière 

expression, 

k>l 

= C (l-q)iq@-l)ixi = (l-q)% 
? := (l-q)<f” kL1 

l-q’-’ 

donc 

F?kJJ = 
5 ::: (1.q$’ 

ZF = F(x;q) . 

(2) La proposition (1.26) nous dit que la série génératrice des types de l’espèce F(X,) 

est donnde par 

F?:,)(x) = c 10, F(X,)[n]lx” 
n20 ” 

où IOa,F(&)[n]l désigne la somme des puids des orbites, sous l’action de Gn , 

“1 “2 “3 
des F(X,)-structures. Chaque poids est un monôme xi, nG xi3 . . . qui apparaît un 

nombre fini de fois (au plus une fois par F-structure, voir figure 31), donc 

l~QCh)[nll E N[i~l, ‘~2, . ..] . Nous allons maintenant voir que la fonction 
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f,(nt, ~2, . ..) = IOe,F(Xx)[n.]I est une fonction symétrique des variables ~1, 7~2, . . . . 

Une F(X,)-structure sur (a, b, c, d, e, f, g, h, i, j) , 

de poids :~c#t&t~ . 

figure 31 

En effet, puisque le transport de structures pn%erve les poids (en :particulier ici le poids de 

chaque singleton), les, orbites (ou types) de F(X&-structures peuvent être regroupées en 

classes qui sont caractf5risées pa 

1) le type de F-structure, 12) la suite de multiplicités des poids (les exposants du 

monôme) et 3) la “disposition” de ces poids sur les points de la structure. 

De façon précise, si (ni, n2., ni, . . . ) est une suite d’entiers positifs à support fini alors 

les coefficients des monômes :rc; rtz . . . “1 “z 
et xt x2 . . . dans 10~nF(X,)[n]l sont 

égaux, puisque comme l’illustre la figure :32, le nombre d’apparitions d’un monôme ne 

dépend pas des indices de ses variables mais de leur multiplicité ‘et de leur disposition sur 

le type de structures. Donc si (II~, n2, . . . )+ designe la suite decroissante finie des entiers 

non nuls de la suite (:nt, n2, . . .) , 

(ni, n2, ng, . ..)+ = (Â-1 2 A2 2 . ..). 

“1 nl 
et si (ml, m2, . ..)+ := (ni, 1x2, . ..)+ , alors les monômes nt x2 . . . et 

ml Y2 
kt K2 . . . 

apparaissent avec le même coefficient dans IOGnF(Xx)[n]l, c’est-à-dire que la fonction 

f&cl, KZ, . ..) = lC9~~F(~n)[n]l est symétrique en 7c1,7c2, . . . . w 
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l 13 
0 

- Type de S-sbwture : «l cycle de longueurs 1.3 et 4» 

17 _ poi& : II2 X3 i, i, X X2 
i3 

i, i, 

- Multiplicids: (2, 3, 1,2,0,0, . ..)+ = (3,2,2, 1) 

Ifs - Disposition des poids : (i2, is, i2, i7)(i7, i3, i$(is) (c’est une 
i5 permutation du multi-ensemble (i2, i2, i3, i3. iJ, is, i7, i7) ) 

Une orbite de S(X,)-structures 

figure .32 

(3.20) Théoreme. Soir FI, : B + IEA une espèce A -pondérée. Alors pour 

chaque n20, 

WnlL, E WW[ql , 

ce qui justifie le nom (de q-énumération des F-structures. 

Preuve. Comme précédemment, on prouve seulement le cas F non-pondérée. D’après 

(3.19-2), 

Dans cette formule, les fn sont les fonctions symétriques associées à la suite de 

représentations linéaires du groupe symétrique définies par F . En effet, ces 

représentations s’obtiennent du transport de structures comme suit : 

G,, 0% Aut (L(F[n])) 

(T ++ Q>,,(O) : S H OF’S (SE F[n]> 

où L(F[n]) est le linéarisé de F[n], c’est-à-dire l’espace vectoriel libre engendré par 

F[n]. On remarque que leur skrie de caractères 

est exactement la skie indicatrice de F, puisque 
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x@p) = Tr c&(o) = 
s&“l #&l = PF((T)* 

et c’est en appliquant la correspondance de Frobenius à cette série de caractères qu’on 

obtient les fonctions symétriques f,,(rtt, ~2, . ..) . En décomposant les <o, comme 

somme de représentations irréductibles @,, = c,,fk@d et en utilisant le fait que les 

fonctions symétriques associées aux representations irréductibles du groupe symétrique 

Q, sont les fonctions de S;chur (sk),,JMI] , on obtient l’expression des f,, dans la 

base des fonction de Schur : 

où fk E IN est la multipliciul d’e la représentation irréductible @k dans a,.,. Or 

SJL(Xl> JC29 . ..)ln. :=cle$l = y 
n. 9 

où T&(q) = ’ 
m&n,,, 

” 
’ [h,lq- 

est un polynôme à coefficients entiers positifs, q-comptage des 

tableaux de Young (ce résultat est dû a R. Stanley [SRI). D’où, pour n 10, 

IF[n]iq = 

est un polynôme en q à coe:ffïcients entiers positifs. 

8 3.3 - QUELQUES FORMULES POUR LE q-COMPTAGE 

Le Théorème (3.20) nous assure que la q-série d’une: espèce est une q-énu- 

mération en ce sens que les coefficients, des puissances de (Q qu’on trouve dans les 

divers polynômes sont tous des entiers positifs. Il apparaît alors naturel de poser la 

question du sens de ces coefficients et c’est dans la recherche de leur interpretation 

combinatoire que nous avons développe les formules présentées dans cette section. Ce 

sont toutes des formules éqnivalentes pour le calcul du q-comptage, elles ont toutes une 

saveur plus ou moins combinatoire, l’échelle du plus vers le moins pouvant varier avec le 
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sens que le l.ecteur accorde: au. mot « combinatoire ». 

Nous avons déja donné, a la proposition (3.8), une première formule qui fait 

intervenir les polynômes P,(h;q). En developpant ceux-ci, on peut expliciter les 

coefficients des diverses puiss,ances de q : 

(3.21) Proposition. Soit F := F, : B + E A une esptce A -,pondérée. Alors 

pour n 2 0, 

a- 1 Y2 
IF[n& = c 

p=o 
& c p,(o) c (-1) 

* CEG” c %=Il 
k,, . . . . kl* 

Preuve : Éctivons (3.8) sous la forme 

IF[n]lq = -$ c pF(clr 02, . ..> 0,) p,(ol, . ..> && , 
*oEG” 

utilisons (3.9) pour explicil:er les Pn , 

et rappelons que 
n 

Pour obtenir les formules suivantes, nous reprenons la proposition (3.19) qui relie 

la q-série F(x;q) et la série genéranice des types de l’espèce F(X,) et nous étudions 

davantage cette dernière. Remarquons que dans une F(Xx)-structure l’attribution des 

poids E (rrl,x2, . ..) aux Clt?ments de l’ensemble sous-jacent se fait de façon 

indépendante du choix d’une F-structure sur cet ensemble. Ainsi, suite à l’exemple 

(1.17), nous écrivons 

(3.22) F(X,J z F x E(X,) . 
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(3.23) Proposition. Soir F’ := F, : B + IE A une esp&ce A -pondMe. Alors 

pour n20, 

IF,[n]I, = (l-q[>(l-q*) . . . (l-q”) 
c w(s)~(lM(*)+...+<po 

(s. E WW 

où Fn( IN) = Oa,(F[n] X IN”) ( = F[n]x IN” / S”) . 

Preuve : D’abord, observons que la donnée d’une E(X,)-structure sur un ensemble fini 

U équivaut à la donnée d’une fonction vers IN, 

E(X,,)@Jl c-\ IN” = (cp : U + IN) , 

où cp : U + IN est définie p;zr cp(a) = i = x(a) = Xi+1 , et que le poids d’une telle 

structure devient, après la substitution xk := ( l-q)qk-l , 

NfP> = (l-q)11 qW)w(*)+...*n) . 

Puisque F,(X,) E F, X E(&) , le poids d’une F,(X,J-structure (s, cp) sera 

wW7G(p) = (1-g)” W(S) qW)+...+W) . 

D’après la propositon (3.19), o:n a 

F(x;q) = Fz:,)(x) 

= c 10,~nF&)[nll xn 1 
"20 7ck := (1qP’ 

= c IF[n]$$- 
nL0 n. q 

donc 

IFw[n]Ilq = nOq 10~~nF,(X,)[n]l 1 
5 := (l-q)qk-1 

= nOq IOG~F, x E(X%)[n]l 1 
3 := (Iq&’ 

= nOq IOo,F,,.[n] x IN”1 1 
\ := (lqp 

d’où, posant OGnF,[n] x IN” = F”(IN) , on obtient 
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= (l-q)(l-q*> ,,.. (l-q”) c w(s)q<p(‘)+...+w . 
(s. E FAN 

(3.24) Remarque. À toute espece F, Joyal [JA2] associe un foncreur analytique, 

défini par 

F(A) = C, Fn(A) = C F[n] x An/&, 
nZ0 

qui construit les « mots F-smrcturés sur l’alphabet A ». La formule précédente nous dit 

donc que IF[n]19 est une énumération de mots de longueur n F-structures, sur l’alphabet 

infini IN , suivant le paramètre qE lettres d” mot. Remarquons que la fonction génératrice 

des partages d’entiers er n parts 2 0 est 

1 -em 
(l-q)(l-q*:) .** (1-q”) 

=c qy 

pLE P,, 

p12...2p, 2 0) , et réécrivant (3.23) sous la forme 

(3.25) c w(G a(pcl) . . * &p(n)l = IF,[n]19. c qFi. 
63 E FnW 

q := ‘f k E p0.n 

Cette Cquation suggere l’existence d’une bijection entre l’ensemble des mots F-structurés 

de longueur n et l’ensemble des couples formés d’un partage d’entier en n parts 2 0 et 

d’un mot F-structur6 « spdciil ». Nous n’avons malheureusement pas de candidat 

adéquat pour cette bijection et laissons ce problème ouvert 

Reprenons donc l’égalité combinatoire F(X,) z F x E(X,) (3.22) et voyons 

comment on peut la développer. 

(3.26) Proposition. Pour route espéce A-poncft!rt!e F := F, : IB --+ E A on a : 

(1) FF,) E C 
;1>0 

C (F, X [En, * En* . . ..])- 
n,+%+...=n (lti’lq...) ’ 

l-$20 
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03 E,i dksigne l’espèce des ensembles de cardinal ni, et l’indice <~y’ K: . . .> 

signifie que le poids de chaque (F, x [E,, . En2 - . . .]>‘--structure est multiplié 

par *Y’ lc; -‘* . 

(2) IF,[nll, = c nll+n2+...=:n 
If%n,xgrix...Fwbll (1-q)(1-q2>...(:l-qn) ~y’ $ .**I,, .=qi-l 

1’ 
ni 2 0 

oti n 2 0, OGn,xg+,x...Fw[n] désigne l’ensemble des orbites de l’action (par 

transport de :Uructures) du groupe 8n, Xg .2X.. ., celui-ci étant vu comme un 

sous-groupe de Gn qui agit indépendamment sur des *sous-ensembles disjoints 

de [n] de tailles n:l, n2, . . . , et I19qn,~oq~... F,Jn]I et la somme despoids de 

ces orbites. 

Preuve : 

(1) Utilisant le fait que l’espèce E des ensembles satisfait E(A+B) = E(A) . E(B) et 

se décompose suivant les cardinalités en E z 1 + El + E2 + . . . on obtient 

F,(X,) z F, )( E:(X,) 

z F, x [E(X,, + Xn:* + . . .)] 

z F, x ]n E(X,,) 
21 

- F, )< 11 (l+ El(Xx,) + E2(Xni) + . . . + E,i(Xq) + . ..) = 
121 

= F,x@~+(EI:I~+(E~)~+...+(E~) n+...), 
I ai1 

la dernière égalitC étant due au fait qu’il n’y a qu’une seule structure d’espèce E,,.(X%) , 

soit un ensemble de cardinal ni et de poids JC: . Effectuant le produit et remarquant que 

toutes les structures de l’espèce produit (E,,) nl . (E,,,) 9 . . . ont le même poids 

“1 nz 
Xl icr 

x1 x2 . . . ,ontrouve 
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F,(X,) z F, x c 
n,. 3. . ..M 

(E,, -E,, - . . .> “1 “z > 
a. It . . . 

1 ‘ 

ce qui donne, en regroupant les termes suivant la somme des ni , 

Fw(&) G, :C C Fw x (En, *En, * 
nZ0 nl, 3, ..A0 

zyc- 

. . . ) . 
&n-& 

Finalement, on considère les; espèces tildes associées et on remarque que le facteur 

“1 “z 
7c1 IF2 1.. est commun au poids de tous les types de F#(E,,,-E,.. . .) “1 BL -structure. 

SI l$ . . 

(2) À l’aide de (1) on calcule la st5ie génératrice de l’espèce Fz&) : 

Fzk,&(x) = c 
n20 

c 
nl+~+...=ll 

I(Fw x [En,~En2~...l)“[nlI xi’ ,JC: . . . $ . 

l-$20 

Or par définition (1.25 1) de l’espèce tilde, 

(PE En,-E”2e...[nl , SE F,[nl , 
ZZ (cp,ssJ) 

o=%lo~*.- EG x6 x... n, 3 et OS=~ 

G=%O EG XB x... > 
1 ?z*** “1 “z 

SE F,[n] et ca = s 

ce qui donne, en utilisant le lemme du stabilisateur, 

I(F,x[E,,*E,*...])-[n]I == x ,.. Fw[nl 

ZZ n! 19 
G, x G 

1 “z 
x . . . FJnl l 

donc 
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d’où le coefficient de xn/n& est égal B 

IFw[n]19 = n& 
= I n,+llp...=ll % n1 x = “z 

x ... Fw[n] 7t: 7t2 . ..I 

lli20 
5 := (L& 

= (1-q>(l-q*L)...(l-q”) 
= l n,+nz+...=n 

% XG 
“1 “2x ..’ 

Fw[n] xyl ~7 . ..I 

lli 2 0 
5 := (lqp 

Nous avons dejà remarqué, dans la preuve de (3.19-2), que les coefficients des monômes 

“1 nr “1 Rz 7c1 7c2 . . . et xi, 7tG . . . sont toujours égaiux quels que soient les indices il, i2, . . . . Ce 

fait est encore plus Cvident ici, dans la formule (3.26-2). puisque l’action du 

groupe Gn,xGnzx . . . ne dépend pas du poids Ki qu’on donne aux éléments du sous- 

ensemble de taille ni sur lequeli agit 6, . Si dans cette dernière formule on regroupe un 

maximum de termes, on obtiendra une combinaison linéaire des fonctions symétriques 

monomiales qui, nous le verrons plus loin, permettra une description combinatoire du 

réSUltat de la substitution principale, xk := qk-1 , dans cette famille de fonctions. Mais 

avant nous effectuons un regroupement partiel qui n’est pas en terme de fonctions 

symétriques et permet une formule explicite. 

(3.27) Proposition. Le q-comptage d’une esplce A-pondMe F, : IB + IEA est 

dontX?PU 

IFw[n]19 = c 
<k 

I”@,,,, ,“., k,Fw[nll &k,, . . . . k&d 9 
1. . . . . k+ Conp(n) 

oh Co&n) est l’ensemble des compositions de n. (CO~~(Q = (0) et 
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POU~ II > 0, Com,p(n) = ((kt, . . . . k,) I s > 0, ki E IN* , k:l+ . ..+k. = n)) , 

B dl. . . . . k,> dé,signe un sous-groupe de 6, isomorphe au groupe 

&,‘<...x&, ef 

E<kl, . ..< b(q:) := q-“+‘* 
(l-q)(l-q2) . . . (l-q”) 

(l-$)(1-q 
k.+kl)*** (I-qb+.y 

Preuve : Pour une suite à support fini (nt, n2, . . .) , appelons (kl, k2, . . ., k,) la sous- 

suite des termes non-nuls et dans la formule (3.26-2) regroupons tous les monômes 

2 2 k, 1, ‘z “‘Ki, I 1 I il < i2 SC . . c i, * qui ont cette même sous-suite d’exposants non- 

nuls. Puisque tous ces monômes ont le même coefficient, on peut écrire 

Wnl~= c b,,x...xgqF[nll (1-q)(1-q2)...(l-qn) 
k,+...+kpn l<il<i2c...<& ‘1 , 
ki>0.s20 

(le cas limite s = 0 intervient seulement lorsque n = 0). Or 

In, :=,i.l =: lIic <i, q(il-l)kl+(iz-l)kz+...Yik-l)ka , 

1 1 **. 

posant it=jt+l, i2=j:l+j2+2 ,..., iS=jl+j2+...+jS+s, 

j,k,+(j,+j,+l)$+...+(jI+...+js+(s-l))k, 
q : c q 

j,.....j,ZO 

=: c q$+25+.. .+(s-l)k, q(kl +... +k&j, ‘,(k*+. ..+kJjz 
. . . 

qk& 

J,..... , j20 

Lik,-Zk. 
q : 

q ‘. 1 1 1 
k,+...+k, ’ kz+...+k, 

. --. 

1-q 1-q 

D’où 

Wllq = c 
k.,+...+kpn 

bG x,.,xg Fin11 &k, ,..., i&q,I , 
kl + 

ki>O.s>O 

où 
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E<kl.....k,AO = wqw-q*> . . . (l-q”) c 72 . . . .!y 
lSi,<...c& ‘1 4 7ti := $1 

= ‘I(Liki)-* - (l-q)(l-q2>...(1-qn3 . 

(1-q 
kl+...+k, 

)( l-q%+...+j (1 qk) - . . . 

Le ‘lemme suivant effectue une réécriture qui donnera une autre formule explicite pour le 

q-comptage. 

(3.28) Lemme. Les pofynômes E<k l,...,k,> de la proposition (3.27) posstdent le 

développement suivant : 

*(n-1)/2 &c1,....14>(~0 = c ,R c (+lV\RIqi 

d _, ,,sVsl*-11 
1’ - s 

OtJ R<k,,....~:> = [k:,,k,+k,-l ,..., k,+...+kZ). 

Preuve : Posons &k ,,..., k:,> = (k,, k, + k,-1, . . . . k, + . . . + k2) , remarquons que 

puisque h+... +kl=n, 

<tikJ-n = I:k, + (k,+k,.l)+...+(k,+ ,.. + kl)] - (k,+ . . . + kl) = c r. 
i=l réR d+..+> 

et écrivons 

E<L ,,..., 14>(q) := q(ziki?-- (l-q>(l-q*> . . . (l-q”) 

(l-9)(1-q 
‘4+k*) . . . (l,-q~+-.+kl) 

c * 
ISR 

<kl....k,’ 
:= 

9 
(l-q’l)(l-q’2) ,.. (l-qTn+) > 

où (T~,Q, . . . . Zn-s) = [n] \ (k,,ks + k,-1, . . . . kS + kl) = [n-1:1 \R<k ,,..., k,> . 

En effectuant le produit on obtient 
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c r 
%+.Jq> 

E<k,,...,k,>h) = q & 
2 

“Ch-l 
(-p qLN E IJ 

ck . ..+a 
1’ 

c IV\RI 
c ” 

= (-1) qVGV 
R d _, k ,tVsbll 1’ ’ s 

et il n’y a plus qu’à regrouper les termes suivant les diverses puis:sances de q pour 

obtenir la forme voulue. n 

(3.29) Théorème. Pour toute espèce A -pondérée FL= F, : il!1 + IE A on a la 

formule qlicite 

IF,[n]19 = ‘(ç12 ( C c,(h,i) tn) qi , pour n 2 01 . 
1=0 )Lcn 

Dans cette formule tk := lQ~,F,[n]I désigne le nombre (somme des poids) de 

types de F-sn-uctures associées au partage h (E~L = Gk,x.. . ~~61, E S,) et les 

coeflcients c,(h,i) sont des entiers qui ne dépendent pas de l’esptce et sont 

donnés par 

c&,i) = Kve g,p,v (-lP)-~@) > 

<p+=)i,Vt-i 

où P<,= ((cl19 p, ,*, . ..> I n >PI >HZ >...} est l’ensemble de tous les partages 

en parts distincte,s ci!e taille < n , R(p) est le nombre de parts du partage 

p (R(0) := l), ~1 4 v ssi toute les parts de p sont desparts de v et <CL> est 

la composition de n formée des marches de p , <p> = s:n-PI, p1-p2, . .., 

ps-2-~pLs-1, PS-l> (la figure 33 illustre ces concepts). 

Preuve : En appliquant le lernme (3.28) à la formule de la proposition (3.27) on obtient 
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n(n-1)/2 

IF[n& = 
ck,, . . . . Rd,,.,,>Vs[n-lJ (-l)‘V’R’qi 

n(n-1)/2 

= 
3 i= c c ck l,.....lw~ Comdn) Rd ,,.,, lq,cVE;bU 

t-11 G ‘vw kg UnIl 
+..Jp 

C v=i 
VGV 

où GI, . . . . ~.=(k,,k,+k,..t ,..., k,+...+kz). Utilisonslefaitque 

ckl, . ..,ks:>+ = c$, . . . . G>+ = h =s 

1 
q’ I 

‘% 4+...&> 
F[n]I = 10, 

4;....& 
F [n]l := 10Gi F[n]l 

pour regrouper les coefficients suivant le partage h sous-jacent à la composition de n . 

Ceci. donne 

IF[n]14 = 1 l0, FInIl 9’ 
L 

la somme intérieure étant faite s,ur toutes les compositions -Al, . . .,k,> et les ensembles 

V qui satisfont 

l(i) <kI, . . ..ks>+ = h 

l(ü) h,,..,,~ GVS[n-11 

I(i$ c . v = 1. 
VPV 

Nous allons montrer que cet ensemble d’indices de sommation est équivalent à, celui 

donné dans l’énoncé pour Iles c,(h, i) , Pour cela, on considère les éléments de 

knsemble R<k,. . . . . h> comme les parts d’un partage p . Puisque kl + . . . + k, = n et 

ki > 0 , 1 I i I s , ces parts sont distinctes de taille c n : 
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Comp(n> _\ PZ, 

<kl , . ..> k,> w p=k,+... +k2>...:>k,.tk,-l;~k,. 

Il s’agit bien d’une bijection puisque d’un partage p on retrouve la composition 

dl , . . .,kS> en considérant les wmzrches » de ~1 (voir figure 33) : 

<lWl, p1-CL29 *a.> vs-2-ps-1, lb-l> t---l p = p1 :> p2 > <... > PS-l 

U;n partage p et ses marches Un partage v convenable 

figure 33 

L’ensemble V doit contenir R+ . . . . Q ; on l’obtient donc en ajoutant des parts à p , de 

façon à former un partage v en parts distinctes (de taille < n puisque V Ç [n-l]) . 

Ainsi 

VS [n-l] t+ v E P<, 

LA traductio~n des autres condihns est directe, 

<kl , . . ..ks>+ = h +--+ C~L>+ = h 

c v=i c+ V+i, 
VPV 

et les cardinalités d’ensemble w transforment en nombre de parts. On obtient donc 
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, 

n(n- l)r’2 

W$ = 2 C-1) 
4vwxP) 

1 

]OekF[n]] q’ 

n 

(3.30) Corollaire 1. L.es premiers coeficients du q-comptage sont : 

IF[O]I, = t0 

IF[l]l, = tr, 

W314, = 5, + (-t3, + t&q + (43, + t&q2 + ($1 - %111+ t1Jq3 

IF[4]l, = $1 + t-t41 + tjl& + C!$l + $2h2 + &z+ t21,2>q3 

+ 1041 - 25111 + $gpw + (t,1 - tjlll- 32 + $112N15 

+ (-t4, + :25l1l + f22 - 35112+ t&-f 

IF[nl19 = Ll + (-&, + t(,-l)lll)q + t-t + t(*-*)121)q2 + *** 

Preuve : On sait de@ que le terme constant de lF[n]ls est Cgal au nombre de types de 

F-structures ]C&+,F[n]] = tnI . (On obtient ici que le coefficient de q est égal au nombre 

de types de F-structures pointées moins le nombre de type de F-structures. On peut 

calculer tous ces coefficients à l’aide de la formule du théorème (13.29). Nous donnons en 

exemple le calcul du coefficient de q2 qui est donné par : 

c Gl(Wh > où Gl(u:~ = 
A+n 

J+ wR(V)-~(~). 

cp+=hvc2 

La condition v k 2, v E Pzn implique que v = 21 et n > 2 . Ce coefficient est donc nul 

lorsque n S 2. Dans les autres cas, p est r;oit vide, soit égal à v . Ces deux possibilités 

donnent 
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P = 0 :: cp = en>, h = cp+ = nl , (-l)w)-40 tA = -t Il’ 

p =21: <p> = <n-2, 2:>, h = Cc(>+ = (n-2)l2l, (-l)W)-n(IO ti, = +t(,-2),2, 

D’où le coefficient de q2 : -t,,, + t(,-2)121, 

(3.31) Corollaire 2. Si monk(rtr, x2 , . ..) désigne la fonction symétrique monô- 

miatle associée au partage h de n (3c + n), alors 

les coeficients c,,(k,i) étant ceux définis au théorème (3.29). 

Preuve : Rappelons que les fonctions monômiales sont définies par 

monk(xt, 7r2, . ..> = c 
“1 “z 

(Ill, r12’ . ..)+ =A 
x1 x2 . . . > pour h k-n, 

où (ni, n2, . ..)+ designe le partage formé des entiers non nuls de la suite (ni, n2, . ..) . 

Nous avons déjà remarqué que si on regroupe un maximum de termes dans la formule 

(3.26-2) on obtient une expression du q-comptage comme combinaison linéaire des 

fonctions monômiales, 

IFw[nllq = c ‘? 
Acn ‘&+ 

10, x G x F, in11 “5, X~I ~2 . . . 1 
(Il,, n2’ . ..) = A “1 “z “. l$ := (l-q&’ 

= A=n 
la, 

+ 5 
Fw [n]] nos monk(xl, ~2, . ..)I 

3 := (lq)qk-1 . 

Or la formule du théorème: (3.29) s’écrit 

IF,[n]lq = Axn (*(Ç,, c,(h,i)q’) tk . 
l- i=O 

Ces deux expressions pour IF,[n]19 étant des polynômes en les variables tl = 

laG, Fw [n]] , on conclut à l’égalité des coefficients : 
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n(n-1)/2 

riO9 mon~(n:i, rr2, . ..)I 
\ :s. (lqp 

= 2 cn(Li)qi . 
n 

La formule du théorème (3.2,9) offre un intérêt theorique parce qu’elle permet de calculer 

explicitement certains coefficients ou familles de coefficients du q-comptage. Nous en 

avons calculés quelques uns au corollaire (3.30) et à titre d’exemples supplémentaires, 

mentionnons qu’on obtient facilement que les coefficients de tkc,c(’ pour h = n1 et h = 1” 

sont : 

c,(nt, i) = 
7 

(-l)W-1 
VCiP,,Vl-i 

(3.32) 

I 1 
c,( l”, i) = 

si i = n(n-1)/2 

0 sinon 

Mais lorsqu’il s’agit de calculer systématiquement les polynômes du q-comptage, cette 

formule n’est pas assez efficace. Les programmes MAPLE et les tables qu’on trouve en 

annexes II, III et IV ont plutôt été obtenus à l’aide de la récurrence que nous présentons 

maintenant. 

(3.33) Théorème. Les por’ymômes q-énumérateurs de l’espke F := F, : B -+ IE A 

sont donnés par 

IF,[n]lq = ‘F n& mon~(l-q, (1-q)q, (l-q)q2, . ..> ti, , 
AIfll 

OP les polynômes WL(~) = n& monk( l-q, (1-q)q, ( l-q)q2, . . .) E Z [q] satisfonr 

la rfhrrence 

Wq:) = 
T 

q'~~-P(l-ql~L'-')(l-ql~I-2) . . . (l-q'QJ+'~)w~~(q) , 
P: 

avec les notations 12.1 =: ç hi = n pour la somme des parts de h , p : h signifie 

que p est une part de k , A.\p est r!e partage obtenu de 3L en supprimant la part 
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p et /es tk wnt ak?finis comme précédemment, tk = h9,j Fw [II]I . 
x 

Ll 

La preuve utilise le lemme suivant : 

(3.34) Lemme. Avec les notations du Mor&e (3.33) 011 a 

monk(sct, x2, . ..) = monk(x2, 7c3, . ..) * 7f rnon&x2, x3, . ..) . 

Preuve : Il suffit de regrouper les monômes, dans la définition de monk , suivant que 

ni = 0 ou n.1 = p une part de h : 

monk(xt, x2, x3, . ..) = c l&t;q ..* 

(“,‘“2, . . ..+=a 

= c +;...+ c JL17t2 x3 . . . Pnr? 

(n2, n3, .)+=.A. p:J. 

Il, = 0 
(3, n3’ j=xp 

= monn(n2, x3, . ..) + 
? 

f monkb(n2, x3, . . .) . 

PI 

. 

Preuve du Théorème (3.33) : Remarquons d’abord que 

:= (l*k., = monk((l-q>q, (1-q)q2, (1.-q)q3, . ..> 
k 

= ql“-l monk(l-q (1-q)q, (l-q)q2 > > . . . ) 

= qi7”’ monh(xl > x2 , . ..y 5 := (lqp’ ’ 

donc la formule du lemme (3.34) devient 

mondxl. ~2, . . .>I 
5 := (1+$-l 

= q”’ monx(nl., IF~, . . .)I 
‘7$ := (1q.p 

+ 
? 

(.l-q)Fq’~‘-PmonA\p(nl, x2, . ..)I 
P: 7$ := (l-q)qk-l 

ce qui donne 

( l-q’A’) mon&tt, x2, . . .)I 
np.(l+p = p. z 

T (l-q)Pq”‘%lon;~~(xl, x2, . ..)I 
3 := (1q)qk.l 
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mon&l, ~2, . ..>I 
z :=(l&k.l == +jj : 

? 
(l-q)Pq’~‘.Pmon~~,(K1, ~2, . . .)j 

(l-q) P: 
5 := (lq&’ 

Or WL(q) = n&moindl-q, (Lq)q, (l-q)q.2, . ..) ,, d'où 

WI(q) = n&L- ’ 
q 

w&) 

(1 -q’k’) ;,: 
(1 -q)Pq’;u-P -- 

(Ihl-p)!, 

= u-qwi2) *a. (l-q’? 7 
Ihl-p 

--- 

(1 -q)‘y II-qR’) ? 

(l-q) W&) 

i: 

(lmq)pq”l-p 

(l-q>(l-q2) . . . (l-q”‘“) 

= 
3 

q'~'-P(l+l-P+l)(l -qlUP+2) <“. . (l-q’h’-1) wkb(q) . 
p: n 
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Plusieurs directions d’explorations sont maintenant ouvertes. Nous en avons déjà 

mentionnée une explicitement à la remarque (3.2!4). Il s’agit de donner une bijection qui 

explique combinatoirement la formule (3.25). Celle-ci permettrait probablement une 

interprCtation directe des coefficients du q-comptage ]F[n]]9 d’une espèce F 

quelconque, pour n20 . Dans la même ligne ‘de pensée., nous proposons au lecteur 

d’examiner les tables qu’on trouve dans les annexes II et III. On peut y découvrir toutes 

sortes de belles relations et temer de les généraliser. Par exemple, on y remarque que pour 

chaque &Cl, 

c W,(q) == 1 > 
h-n 

ce qui n’est qu’une autre façon d’exprimer le fait que le q-comptage de l’espèce des 

ensembles est toujours égal à 1, comme nous l’avons souligné au corollaire (3.10). 

Les coefficients entiers qui apparaissent dans les annexes II et III sont les c,(A;i) 

définis au théorème (3.29). Cette définition fait intervenir une somme de termes 

(-I)R(V)-R(~) qui porte sur un ensemble très grand de couples de partages (p,v) . Il serait 

intéressant de trouver une involution qui réduit le nombre de termes à sommer. On devrait 

aussi explorer les liens possibles entre les cn(h;i) et le treillis des partitions. 

Une autre direction consiste à analyser divers exemples particuliers. Ceux des 
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familles de polynômes orthogonaux que nous donnons au chapitre 2 sont tout désignés 

pour cela, puisqu’on y trouve la série indicatrice et qu’il ne reste plus, « en principe », 

qu’à calculer.. . Il peut s’avérer plus intéressant dans certains cas d’étudier la possibilité de 

récurrences pour le q-Co]mptage de cles modèles combinatoires de polynômes 

orthogonaux. Deux méthocles classiques pour obtenir des récurrences peuvent être 

utilisées. La première consiste à exploiter le fait que la q-derivlke d’une q-série effectue 

une translation des coefficients et tenter d’obtenir une identité de la forme 

I)qhv(x ; q) = Ch ; q> F,b ; q> , 

où C(x ; q) est connue explicitement, 

qui, lorsqu’on passe aux coefficients, donne: une r&urrence de la forme 

IF[n+l.]lq = i [y], C,(q) IF[n - il], 
i=O 

pour n20 . Par exemple [DH2] en choisissant pour F l’espèce H des « configurations 

d’hlermite » définie par l’équation 

H = E(:K,,) . E(E2,) 

on obtient 

]H[n+l]]q = ‘tt ]H[n]~lq .+ [n], t2 ]HI:n-l]lq + . . . + [ 11, Ci(q) ]H[n-i]lq + . . . 

où 

l+k 
i(i-2)/8&/2 n(,-q2 

4L 
) si i = 2n 

k=l 

‘i(q) = 

-q(i-l)(i+l)/8 
i!+ (i-1)/2 

t-t,) I-I (1 -q2 -- 

-‘k> (1 _ (2, 

1 -q 
si i=2n+l 

kz 1 
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qui, lorsque q+l , redonne la nhrrence classique à trois termes 

fkl+l(h, t2) = tl H,(tl,td + n t2 H,,-l(tl, t2) 

et, lorsque q-+0 , donne la recurrence suivante pour le polynijme pt+,(n) énumérateur 

des partages de n en parts de taille 1 ou 2 : 

Ptl.t2(n+l ) =: tl Pt,,t&O + 12 Pti,.t2W> - h t2 h,,t,W) . 

La deuxième méthode pour trouver des récurrences passe par la dérivée 

logarithmique (ordinaire) 

-d F,(x ; q) 
-&In F,(x ; q) = 4’ 

F,(x ; q)-- ’ 

Lorsqu’on peut calculer explicitement cette dérivt$e logarithmique, l’identité 

x $ F,(x ; q) = x $ 111 F,(x ; q> F,,(x ; q> 

peut s’écrire sous la forme 

et donne une récurrence du type 

n iF[n]& = i CP],Ki(q) IF[n-il$ . 
i=l 

Par exemple:, en choisissant pour F l’espèce des permutations pondérées par l’indicateur 

de cycles, 

S, = EoC,, où $0) = tl’ tyT** > 



150 CONCLUSION 

on obtient @H2] 

n IS$nlI, = In], tl ISyEn-1]19 + . . . + [y ],Ki(q) ISdn-i]lg + . . . 

où 

6 f (m. n) 
[m. n] 6 = i 

qui, lorsque q+l , donne l’iderhé 

c 9 ‘32 t1 t,2 . . . q = i (n-l)(n-:2)...(n-k+l) $ x $ 2 ,,, 
oa, lc= 1 TEGk 

et, lorsque q+O , donne une rhu-rence ‘pour les types de S+ructures, i.e. le 

polynôme py(n) énumkateur de:s partages de n suivant le type du partage : 

n py(n) = t]. pl.@-1) + . . + pu(n-i) + . . . . 

La lecture de cette dernière formule en fournit une preuve combinatoire, la bijection à 

utiliser est illustr& dans la figure suivante : 
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De plus, lorsqu’on spécialise les variables tt on retrouve des récurrences connues pour le 

polynôme p,(n) énumérateur des partages de n selon le nombre de parts, 

nPT(n) = zp,(n-1) + . . . + pT(n-i) + . . . 

et pour le nombre p(n) de partages de l’entier n , 

n h-4 = p(n-1) + . . . 

La bijection évoquée plus haut se transpose directeme:nt ]Pour donner une preuve 

combinatoire de chacune de ces deux récurrences. La preuve qu’on obtient alors pour la 

deuxième de ces récurrences, aussi appelée récurrence d’Euler., s’avère être la même que 

celle qu’on trouve dans [NWI I(après remaniement de celle-ci). 

Nous terminons en mentionnant une nowelle direction de recherche à explorer. 

Dans ses travaux sur le dénombrement des structures asymétriques, G. Labelle introduit 

[LG4], pour toute espèce F , une « série indicatrice dtzsymérrie » notée FF . Pour 

l’espèce E des ensembles, cette série est égale à 

rE(xl, ~2, . ..) = exl ‘2+3e4’+” 

et on vérifie aisement qu’en effectuant la substitution de la q-énumération dans cette série, 

on trouve 

r&$ X2’ . . .y (I-q)’ a’ 
= (1 + (1-q)x) (1 + (1-q)xq) (1 + (1-q)xqZ) . . . 

x, := .-- 
’ I-q’ 

= c q!q) .$ = @q(x)l > 
n>O q 

l’autre q-analogue pour la fonction exponentielle que nou:; avons introduit au début du 
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chapitre 3. Qu’obtient-on lorsqu’on effectue cette substitution dans la série indicatrice 

d’asymétrie d’une espèce quel.conque? Et alors, que signifie cette substitution? 
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Annexe 1 

LES POLYNÔMES Prnl@ ; 9) 

l-d. 
p,,(hiq) = fi(lsqi) ’ = (1-q)(~-q2)-;(1-qn), pour 0 I n 5 10, 

i=l 
n (1 - 9 9 
j=l 

où b-n, h=ld12dz...n4=(hl 13c:!I...Ih,). 

Session Maple, ordinateur Mipsmath.UQAM.(X 

I\̂ i1 
.-ii1 I/i-. University du Quebec a Montreal - Mathematiques 

\ MAPIP / Version 4.3 --- Mar 1989 

< > For on-lino help, type help(); - -- 

> with(c:ombinat); 

Warning: new definition for combine 

[bell, binomial, combinations, combine, fibonacci, kpartition, kpartitions, 

multinomial, partition, partitions, :FnmAations, permute, powerset, 

randperm, stirlingl, stirling21 

> read(Plambda); 

> for kk from 0 to 10 do 

> calcule~les~Plambda(kk); 

> cd; 

#(voir annexe IV) 



I-2 Annexe I 

Plambda(q) pour [l : 

1 

______________________________--------__-_._-----__________________--------- 

pi-(q) pour [Il : 

1 

Plamw.a(q) pour r1, 11 : 

1+q 

Pladxla(q) pur [21 : 

1-q 

Planbda(q) pur (1, 1, 11 : 

2 3 
1+2 qti:q +q 

Plambda(q) pour [l, 21 : 

3 
1-q 

Plambda(q) pour [31 : 

2 3 
l-q-q + q 

____________________________ -_.--------__-_.------ ._---- ---- -.--------------- 

PlamMa(q) pour [l, 1. 1, 11 : 

2 3 4 5 6 
1+3q+5q +6q +5q +3q +q 

Plambda(q) pur (1, 1, 21 : 

2 4 5 6 
1t q + q .-q -q -q 

Plambdak) pour [l. 31 : 

2 4 6 
1-q -q +q 

p1-(q) pour r2, 21 : 

2 3 4 5 6 
l-q+q -2q +q -4 +q 

Plambda(q) pour [dl : 

2 4 5 6 
l--q-q tq tq -q 

___.____________ --------- ---.- -._- ---- --- .--.---------- -----------.----------- 

PlamMa(q) pour [l, 1. 1, 1, 11 : 

2 3 4 !j 6 7 0 9 10 
1t4 qt9q +15 q t20 q t22q t2oq +15q +!Jq +4q +q 

Plambda(q) pour El, 1, 1, 2:1 : 

2 13 4 6 7 0 9 10 
1t2qt3q t3qt2q -2q -3q -3q -2q -q 



LES POLYh’ôMES P,(Â ; q) 

PlanMa pxlr Cl, 1, 31 : 

4 5 6 9 10 
1tq-q -2q -q i-q +q 

Pld(q) pLlr [l, 2, 21 : 

2 3 5 7 a 10 
1sq -q -2q -q +q +q 

Plambda(q) pur [l, 41 : 

2 3 7 8 10 
1 -' q -q +4 +q -4 

Plambda(q) pair [2, 31 : 

4 6 9 10 
1-q-q +q +q -q 

Planbda(q) pur r51 : 

2 5 8 9 10 
l-q-q +2q -q -q +q 

_________--_--___------------.--------------.--~-----------.--------------- 
Planwa(q) pur [l, 1. 1, 1, 1. 11 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
1 + 5 q t 14 q t 29 q + 49 q t 71 q t 90 q + 101 q + 101 q + 90 q 

10 11 12 13 14 15 
t 71 q + 49 q + 29 q + 14 q ttiq tq 

Plambda(q) pour Cl, 1, 1, 1. 21 : 

2 3 4 5 6 1 8 9 10 
1+3q+6q +9q tllqtllq t8q +3q -3q -8q -llq 

11 12 13 14 15 
- 11 q -9q -6q -3q -q 

PlanMa pour [l, 1, 1, Z,] : 

2 3 4 5 6 1 8 9 10 11 12 
1+2q+2q +2q +q -q -3q -4q -4q -3q -q +q +2q 

13 14 15 
+2q +2q +q 

Phlb& (9) FOUK [l, 1, 2, 21 : 

2 3 4 5 6 1 8 9 10 11 12 
1+qt2qtqtq -q -2q -3q -3q -2q -q +q +q 

13 14 15 
+2q +9 +q 

Ph”bb (4) FOU= (1, 1, 41 : 

3 4 5 6 1 8 !3 10 11 12 14 15 
1+q-q -q -q -2c[ -q +q t2q tq +CI +q -9 -9 

PhTb& (q) FOU= [l, 2, 31 : 

I-3 

4 5 6 9 10 11 15 
1-q -4 -q+q+q +q - CI 

Phmbdd (9) FOUK [le 51 : 

2 3 4 5 7 8 10 11 3.2 13 15 
l-q -q -q +q+qtq +q -q -q -q +q 



I-4 Annexe I 

2 3 4 5 6 
l-q+2q -3q +3q -5q +4q 

12 1.3 14 15 
+3q -2q +q -q 

Plambda(q) pour [2, 41 : 

3 4 5 1 0 

7 8 !3 10 11 
5q +5q -4q tsq -3q 

10 11 12 14 15 
1-q-q +q -9 +q +¶ -9 t’4 -4 -‘a +4 

Plambda(q) pur [3,. 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
l-q-q t2q .-2q .-q +3q -q -9 +3q -q -2q +2q 

13 14 15 
-q -q +q 

Plambda(q) pour [GI : 

2 5 6 7 8 9 10 13 14 15 
1-q-q+q+q+q-q-q-q +q +q .- 9 

Plambda(q) pur [l, 1. 1. 1, 1, 1, 11 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
lt6qt2Oq +49q t98q t169q t 259 q t 359 q t 455 q t 531 q 

10 11 12 13 14 :15 16 
t 573 q t 513 q t 531 q t 455 q t 359 q t 259 q + 169 q 

17 18 19 20 21 
+ 90 q t 49 t :20 +6q +q q q 

Plambda(q) pour 11. 1, 1, 1. 1, 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
1 t 4 + 10 q q + 119 t 30 t 41 t 49 t 51 t 4!5 q q q q q q q t 31 

10 11 12 13 14 15 16 17 
t 11 q - 11 q - .31 q - 45 q - 51 - 49 '- q q 41 - 30 q q 

18 19 20 21 
- 19 q - 10 q -4q -q 

PlarnMa(q) pour [l. 1. 1. 1, 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 i0 
lt3qtSqt7q +8q+lq+4q -y -7q -12q -15q 

11 12 13 14 15 16 1'7 18 19 
- 15 q - 12 q -7q -q +4q t 7 q +aq +7q +5q 

20 21 
+3q +q 

Plambda(q) pour (1, 1, 1. 2, 21 : 

2 .3 4 5 6 7 8 9 10 11 
lt2qt4qt5q t6q +5q +3q:-q -5q -9q -'Llq - 11 q 

12 13 14 15 16 17 18 :t 9 20 
- gq -5q -q +3q +5q t 6 q +5q t .4 q +2q 

21 
+q 



LES POLYNÔMES P,(i ; q) 

Plarlbda(q) pur (1, 1, 1, 41 : 

2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 
1+2q+2q +q -q -3q -5q -5q -3q -q +q +3q 

13 14 15 16 18 19 20 21 
+5q +5q +3q +q -q -2q -2q -9 

Planbda(q) pour [l, 1, 2, 31 : 

2 3 5 68 7 
1+q+q +q -q -2q -3q -3q" 

9 10 11 12 13 
- ;! 9 -q +q +2q +3q 

14 15 16 18 19 20 21 
+3¶ +7-q +q -4 -4 -q -q 

Plahda(q) pour (1. 1, 51 : 

3 4 5 6 7 9 10 11 12 14 15 16 
1+q-q -2q -q -q -q +q +3q +3q +q -q -q -q 

17 18 20 21 
-2q -q +q +q 

PladJda(q) pour [l, 2, 2, 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1+2q -q +2q -3q +q -5q +q -5q +3,q -3q +5q 

13 14 15 16 17 18 19 :2 1 
-q +5q -q +3q -2q +q -2q -9 

Pla&da(q) pour (1. 2, 41 : 

3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18 
l-q-q-q-q+q+q+q +4 +ct +4 -q -q -q -q 

21 
+q 

Planbda(q) pur (1, 3, 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 12 13 14 15 16 
l-q +q -q -2q tq -q -q +3q +3q - 91 -9 +q -2q 

17 18 19 21 
-q +q -q +q 

Plan!bda(q) pur (1. 61 : 

2 3 4 6 7 8 9 12 13 14 l!j 17 18 19 
1-q -4 -q +4 +q +9 +q -4 -ci -q -4 +q +q +q 

21 
-q 

Plahda(q) pur [2. 2, 31 : 

2 3 5 7 8 10 11 13 14 16 18 19 20 
l-q+q -9 -9 -q +9 +q +4 +Cl -q -9 -q +q -9 

21 
+q 

Pla&da(q) pur [2, 51 : 

3 5 6 7 9 10 11 12 14 115 16 18 20 
l-q-q+q-q+q+q+q -4 -CI -q +q -4 +q +q 

21 
-q 

I-5 



I-6 Annexe I 

Plambda(q) pour [3, 41 : 

2 3 5 7 8 10 11 13 14 16 18 19 20 
l-q-q +q -q +q +ct -q +q -q -q +q -q +q +q 

21 
-9 

Plambda(q) pour c-f1 : 

2 5 7 9 10 11 12 14 16 19 20 21 
l-q-q tq +2q -q -q -q -q +2q +q -q -q +q 

Plambda(q) pour [l, 1, 1, 1, 1, 1, 1, l.] : 

2 3 4 5 6 7 a 9 
1 t 7 + 27 q q t 76 t 174 t 343 t q q q 602 q t 961 q t 1415 q t 1940 q 

10 11 12 1.3 14 15 
t 2493 q t 3017 q t 3450 q + 3736 q t 3836 q t 3736 q 

16 17 18 19 20 21 22 
t 3450 q t 3017 q t 21493 q t !.940 q t 1415 q t 961 q t 602 q 

23 24 25 ;!6 27 20 
+ 343 q t 174 q t 76 q t 27 q t7q tq 

p1-k) pour [l. 1, 1, 1. 1. 1, 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
1tSqtlSq +34q t 64q t 10s q t 154 q t 205 q + 249 q + 276 q 

10 11 12 13 15 16 17 
t 277 q t 247 q t 1.86 q t 100 q - 100 q - 186 q - 247 q 

18 19 20 21 22 23 24 
- 277 q - 276 q - 249 q - 205 q '- 154 q - 105 q - 64 q 

25 26 27 28 
- 34 q - 15 q -5<1 -q 

p1-(q) pour [le 1, 1, 1, 1, 31 : 

2 3 4 5 6 7 a 9 10 
lt 4 qt 9q t16q +24 q + 31q -1 35 q t 34 q t 26 q + 11 q - 9 q 

11 12 13 14 15 16 17 18 
- 31 q - 51 q - 685 q - 70 q - 65 eq - 51 q - 31 q -9q 

19 20 21 22 23 24 25 26 
t 11 q t 26 q t 34 q t 35 q t 31 'q t 24 q t 16 q +gq 

27 28 
+4q +q 

Plambda(q) pour [l, 1, 1. 1, 2, 21 : 

2 3 4 5 6 7 a 9 10 
lt3qtlq t12q tl8q t23q +26q t25q t19q +8q -7q 

11 12 13 14 15 16 17 18 
- 23 q - 38 q - 40 q - 52 q - 48 'q - 38 q -. 23 q -7q 

19 20 21 22 23 24 25 26 

+aq t 19 q t 25 q t 26 q t 23 q t 18 q t 12 q +7q 

27 28 
+3q +q 
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I-8 Annexe I 

Phnbda(q) pur 11, 2, 2, 31 : 

2 5 6 7 8 9 10 1:i 12 13 14 15 
1+q-q-q-2q-2q-q-q +q +q + :3 q +2q +3q 

16 17 18 19 20 21 22 23 26 28 
+9 +q -q -q -2q -i:q -q -q tq +q 

Plambda(q) pur [l, 2, 51 : 

3 4 6 8 9 10 11 12 16 17 18 19 
l-q -q -q -q +q +2q +2q +q -4 -- 2 q -2q -q 

20 22 24 25' 28 
+q +q +q +9 -q 

Plambda(q) pur (1, 3, 41 : 

2 5 6 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19 
1-q -q -q+q+q +q +CI +q -9 -q -9 -q -q 

22 23 26 28' 
+q +q +q -9 

PI-ki) pour (1, 71 : 

2 3 4 7 8 9 10 12 13 15 16 18 19 
1-q -q -q +2q +4 '4 +q -. 9 -2q -2q -q +q +q 

20 21 24 25' 26 i:8 

+q +2q -q -9 -q +q 

Plambda(q) pour P, 2. 2. 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
l-q+3q -4qt6q -9q t1oq - 15 q t 15 q - 20 q + 21 q 

11 12 13 14 15 16 17 18 
- 23 q t 26 q - 24 q + 28 q - 24 q t 26 q - 23 q t 21 q 

19 20 21 2S! 23 24 25 26 27 
- 20 q t 15 q - 15 q t 10 y -9q +6q -4q +3q -9 

28 
+q 

Plambda(q) pour [2, 2. 41 : 

2 3 4 5 6 '7 8 9 10 11 
l-q+q -2qt2q -3qt2q -3q +3q -2q +3q -q 

12 16 17 18 19 20 21 22 23 
+2q -2q + 9: -3q + ;' .4 -3q +3q -2q +3q 

24 25 26 21 28 
-2q +2q -9: +q - (1 

Plambdab?) pour [2, 3, 31 : 

3 4 6 1 9 10 11 12 13 15 
l-q+q -2q +q -2q t3q -2q tq +3q -2q +2q 

16 17 18 19 21 22 24 25 27 28 

-3q -q + 2 9: -3q +2q -q +2q -q +q -q 

PlanMa pour [2. 61 : 

3 6 9 11 12 Y.4 16 17 19 22 25 27 
1-q-q +q +q +q -- 9 -2q -q +9 +q +q: -q -9 

28 

+q 



Plambda(q) Four [3, 51 : 

2 3 4 5 7 0 9 Ilo 11 12 16 17 18 
1-q-q tq -q +q -q +q +q +q -q -q -q -q +q 

19 20 21 23 24 25 2 6 27 20 
+q +q -q +q -9 +CI -q -4 +4 

Plamt&(q) Four [4, 41 : 

2 4 5 6 7 8 10 11 12 14 16 
1-q-qt2q -q -2q tq t3q -3q tq + 2 q -4q +2q 

17 18 20 21 221 23 24 26 27 20 
+q -3q +3q +q -2q -4 +2q -q -4 +q 

Plambda(q) Four [El : 

2 5 7 8 10 11 12 16 17 18 20 21 
1-q-q +q +q +q -4 -9 -. 2 q +2q +q +9 -q -q 

23 26 27 20 
-q +q +q -4 

LES POLYNÔMES P,(Â- ; q) 

____________-_--------------~----------~------.----------~--------------- 

Pld(q) Four [l, 1, 1, l., 1, 1, 1, 1, 11 : 

2 3 4 5 6 7 8 
1 + 8 q t 35 q + 111 q t 2185 q t 628 q + 1230 q t 2191 q + 3606 q 

9 10 11 12 13 14 
+ 5545 q t 8031 q + 11021 q t 14395 t q 179!57 t 21450 q q 

15 
t 24584 q t 27073 ifi t 28675 ql.7 t 29:220 ;' t 128675 t9 + 27073 :' 

21 221 213 24 25 26 
+ 24584 q t 21450 q t 17957 t 14.395 q q t 11021 t 8031 q q 

27 28 29 30 31 32 33 
t 5545 q t 3606 q t 2191 q t 1230 q t 628 q t 285 q t 111 q 

34 35 36 
t 35 q +eq +¶ 

Ph”b& (q) FOUK [l, 1, 1, l., 1, 1, 1, 21 : 

2 3 4 5 6 7 0 9 
1 t 6 q + 21 q + 55 q + 119 q t 224 q t 378 q t 583 q t 832 q t 1107 q 

Pl 

10 11 12 13 14 15 
t 1379 q t 1611 q t 1763 q + 1799 q t 1694 q t 1440 q 

16 17 19 20 21 22 23 
t 1049 q + 553 q -- 553 q - 1049 q - 1440 q - 1694 q - 1799 q 

24 25 26 27 :2 8 29 30 
- 1763 q - 1611 q - 1379 q - 1107 q - 832 q -. 583 q - 378 q 

31 32 33 34 35 36 
- 224 q - 119 q - 55 q - 21 q -6q -q 

.-(Cd Four [l, 1, 1, l., 1, 1, 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
1 t 5 q t 14 q t 30 q t 54 q t 85 q t 120 q t 154 q t 180 q t 190 q 

10 11 12 13 14 15 16 
t 17, q t 137 q t 70 q - 19 q - 120 q - 220 q - 305 q 

I-9 



I-10 Annexe 1 

17 18 19 20 21 22 23 
- 362 q - 382 q - 362 q - 305 q -. 220 q - 120 q - 19 q 

24 25 26 27 28 29 30 
+ 70 q + 137 q + 177 q + 190 q + 180 q + 154 q + 120 q 

31 32 33 34 35 36 
+ 85 q + 54 q + 30 q + 14 q +5q +q 

Plambda(q) pur [l. 1, 1, 1. 1. 2, 21 : 

2 3 4 5 6 1 8 9 
1+4q+llq +23q + 41 q + 64 q + 90 q + 115 q + 134 q + 141 q 

10 11 12 13 14 15 16 
+ 131 q + 101 q t 51 q - 15 q - 90 q - 164 cq - 227 q 

17 18 19 20 21 22 23 
- 269 q - 284 q - 269 q -. 227 q - 164 q - 90 q - 15 q 

24 25 26 27 28 29 30 
t 51 q t 101 q t 131 q + 141 q t 134 q + 115 q + 90 q 

31 32 33 34 35 36 
+ 64 q + 41 q t 23 q t 11 q: +4q +q 

Pl*W pour (1. 1, 1, 1, 1. 41 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1+4q+9q +15q +21q +26q +28q +25q +16q +q -19q 

11 12 13 14 15 16 17 19 
- 41 q - 61 q - 75 q - 80 q - 74 q - 57 q - 31 q + 31 q 

20 21 22 23 24 25 26 27 
+ 57 q + 74 q t 80 q + 75 q t 61 q + 41 q t19q -q 

28 29 30 :,1 32 33 34 35 
- 16 q - 25 q - 28 q - 26 q - 21 q - 15 q -9q -4q 

36 
-q 

Pi*(q) pour [l, 1, 1, 1. 2. 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 10 
lt3qt6q +lOq t14q t17q +18q t16q +loq -13q 

11 12 13 14 15 16 17 19 
- 27 q - 40 q - 49 q - 52 q - 48 q - 37 q - 20 q t 20 q 

20 21 22 23 24 25 26 28 
+ 37 q t 48 q + 52 q t 49 q + 40 q t 27 q t 13 q - 10 q 

29 30 31 32 33 34 35 36 
- 16 q - 18 q - 17 q - 14 q - 10 q -6q -3q -q 

Plambda(q) pour [l, 1, 1, 1, 51 : 

2 3 4, 5 7 8 9 10 11 
lt3q+5q +6q +5qt3q -4q -9q -15q -19q - 19 q 

12 13 15 Ii6 :t 7 18 19 20 
- 15 q -8q +gq t 18 q + 25 q + 28 q t 25 q + 18 q 

21 23 214 25 ;2 6 27 28 29 
+gq -aq - 15 q - 19 q - 19 q - 15 q -9q -4q 

31 32 33 34 35 36 
+3q +5q +6q +5q +3q .+ q 



LES POLYNÔMES P,(A ; q) I-11 

Plu(q) pour [l, 1, 1, 2, 2, 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1+2q+5q +7q +llq +12q t14q +llq +8q -q -9q 

11 12 13 14 15 16 17 19 
- 21 q - 29 q - 37 q - 38 q - 36 q - 27 q - 15 q + 15 q 

20 21 22 i3 24 25 26 27 
+ 27 q + 36 q + 38 q + 37 q + 29 q + 21 q +gq +9 

28 29 30 31 32 33 34 35 36 
-8q - 11 q - 14 q - 12 q - 11 q -7q -5q -2q -q 

Plambda(q) pour [l, 1, 1, 2, 41 : 

2 3 4, 5 7 8 9 10 11 
1+2q+3q +3q +3q t2q -3q -6q -9q -llq - 11 q 

12 13 15 16 17 18 19 20 
-9q -5q +6q t 11 q t 15 q t 16 q t 15 q + 11 q 

21 23 24 25 2 6 27 28 29 31 
+6q -5q -9q - 11 q -' 11 q -9q -- 6 q -3q +2q 

32 33 341 35 36 
+3q +3q +3q +2q +9 

PlarrJxla(q) pour [l, 1, 1, 3, 31 : 

2 3 45 Ï 8 9 10 11 12 
lt2qt2qt3qt3q tq -2q -6q -8q -9q - 10 q -8q 

13 15 
-4q +5q t 10 qlfi t 13 q1' t 14 qlfi t 13 ig t 10 q20 t 5 q2l 

23 24 25 26 27 28 29 31 32 
-4q -8q - 10 q -9q -8q -6q -;!q tq +3q 

33 34 35 36 
+3q +2q +2q +4 

PlaITbda(q) pour [l, 1, 1, 61 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 
1+2qt2qtq -q -3q -4q -4q -4q -4q -3q +4q 

13 14 1.5 16 17 19 20 21 22 
+8q t 10 q +gq +6q t3q -3q -6q -9q - 10 q 

23 24 26 27 20 29 30 31 32 
-8q -4q +3q +4q +4q t 4 q + 4 q +3q +q 

33 34 35 36 
-q -2q -2q -- q 

Plti(q) pur [l, 1, 2, 2, 31 : 

2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 
1tqt2q t2q +2q tq -2q -4q .- 6 q -7q -7q -6q 

13 15 16 17 18 19 20 21 23 
-3q t4q t 7 C[ t 10 q t 10 q + 10 q t 7 q +4q -3q 

24 25 26 27 28 29 31 32 33 
-6q -7q - 7 C[ -6q - 4 q -2q +q +2q +2q 

34 35 36 
+2q +q +q 



I-12 Annexe I 

PlmW(q) pour [l, 1. 2, 51 : 

2 4 5 6 1 8 9 10 11 12 13 
1+q+q -q -4' -2q: -2q -3q -3q -q +q +3q +4q 

14 15 16 17 19 20 21 22 23 

+4q +5q +4q +3q .- 3 q -4q -5q -4q -4q 

24 25 26 27 211 :2 9 30 31 32 34 
-3q -q +q +3q t 3 q +2q +2q +q +q -9 

35 36 
-q -q 

Plambdakd pour [l. 1, 3, 41 : 

5 6 7 0 !3 10 11 12 13 14 
1+q-q -2q -2q -2q -2q -q tq +2q +3q +4q 

15 16 17 19 20 21 22 23 24 
+4q +3q t 2 q -2q -- 3 q -4q -4q -3q -2q 

25 26 27 28 29 30 31 35 36 
-4 +q +2q +2q + 2 q +2q +q -9 -4 

Plambda(q) pur (1, 1, 71 : 

3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 
1+q-q -2q -2q -2q tq tq t2'q +3q +3q +2q 

14 16 17 18 19 20 22 23 24 

+2q -3q - 4 C[ -4q .- 4 q -3q +2q +2q +3q 

25 26 27 28 30 31 32 33 35 36 

+3q +2q +q +q - 2 q -2q -2q -CI +q +q 

Plambda(q) pur [l, 2, 2, 2, 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1t3q -q t5q -4q -6q -'3q t6,q -15q t7q - 19 q 

12 13 14 115 16 17 18 19 
t 11 q - 19 q t 18 q - 16 q t 25 q - 13 q + 28 q - 13 q 

20 21 22 2:3 24 25 26 27 
t 25 q - 16 q t 1.8 q - 19 'q t 11 q - 19 q t 7 q - 15 q 

28 29 30 31 32 33 34 36 
+6q -9q t 6 q -4q -t !j q - q +3q + 4 

Pl 

1 

ambda(q) pour [l, 2. 2, 41 : 

2 3 4 5 7 9 10 11 12 1.3 14 15 
+q -q tq -2q -3q -3qtq -q +3q +q + 4 q +2q 

16 17 19 :20 21 22 23 24 25 26 
+3q +q -q - 3 q -2q -4q -q -3q +q -q 

27 29 31. 32 33 34 36 

+3q +3q +2q -q +q -9 -q 

Plambdatq) pour El, 2, 3, 31 : 

3 4 5 1 9 10 12 13 14 15 16 
1+q -q -q -2q -2q -q +2q +2q +2q t3q +2q 

17 19 20 21 22 23 24 ;!6 28 29 
+q -q -2q - 3 'q -2q -2q -2q +4 +2q +2q 

31 32 33 3 6 
+q +q -q -9 



LES POLYhTôMES P,(A ; q) 

PlM(q) pour [le 2, 61 : 

3 4 5 10 11 12 1.3 15 16 17 18 
1-q -q -q +4 + 2 q +2q +2q -4 -2q -q -2q 

19 20 21 23 24 25 26 31 32 33 36 
-q -2q -q + 2 q +2q +2q +q -q -q -q +q 

Pld(q) Fo"r [l, 3, 51 : 

2 4 7 1CI 11 13 17 18 19 23 25 
1-q -CL -q +2q +2q +q -2q -2q -2q +q +2q 

26 29 32 34 36 
+2ci -q -q -q +q 

Phrthda (q) p*r [l, 4, 41 : 

2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1-q -qtq -2q -qt2q +q -q +q +3q +q -2q 

16 17 1El 19 20 22 23 24 25 26 27 
+q -q -4q -q +q -2q tq +3q +q -q +q 

28 29 30 32 33 34 36 

+2c1 -q -2c[ +q -q -q +q 

Plambda(q) pur Il. 81 : 

2 3 4 7 8 9 10 11 12 1:3 14 15 16 
1-q -q -q +9 +2q +q +4 +q -q -q -2q -2q -4 

17 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 

-q "q +9 t2q +2q +4 +q -q -4 -q -2q 

29 32 33 34 36 
-q +4 +q +CL -q 

PlFlIlwa(q) pur [2, 2, 2, 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
l-q+2q -2q +2q .- 3 q + 2 q -4.3 +2 q -4q +3q -3q 

12 13 1.4 16 20 22 2:3 24 25 
+4q -q +4q -b 3 q -3q -4q +q -4q +3q 

26 27 28 29 30 31 32 33 34 

-3q +4q -2q +4q -2q +3q - 2 q +2q -2q 

35 36 
+9 -9 

Planbda(q) pour [2, 2, 5) : 

i 3 4 !j 8 9 10 11 12 1.5 16 17 
l-q+q -2q +q -q -q +q +q tq tq tq -2q +q 

18 1.9 20 21 24 25 26 :27 28 31 32 
-4c[ tq -2q tq tq +q +q tq -q -q tq 

33 34 35 36 

-2c[ +4 -q +q 

Plati(q) pour [2, 3, 41 : 

5 10 11 13 16 18 20 23 '25 26 31 35 
l.-q-q tq +4 +q -q -2q -'q tq +9 +q -q -q 

36 

+q 

I-13 



I-14 Annexe I 

PlanMa pur 12, 71 : 

3 7 8 9 11 12 15 16 20 21 24 25 
l-q-q +2q -q +q +q -q -2q -q +q +2q +4 -q 

27 28 29 33 35 36 
-q +q -2q +4 +q -9 

Plambda(q) pur [3, 3, 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
l-q-q +3q -3q -2q +6q -5q -3q +lOq -6q -4q 

12 13 14 15 16 17 18 19 20 
+ 13 q -7q -6q + 14 q -8q .- 8 q + 14 q -8q -8q 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 
t 14 q -6q -7q t 13 q -4q -- 6 q + 10 q -3q -5q 

30 31 32 33 34 35 36 
+6q -2q -3q t3q -q -q tq 

Plambda(q) pur [3, 61 : 

2 3 4 6 7 8 9 12 13 14 22 23 
l-q-q tq -q t2q -q -q +2q tq -9 -2q +2q +q 

24 27 28 29 30 32 33 34 35 36 
-4 -2q +q +q -2q i-q -q +9 +q -q 

pi-(q) pour [4, 51 : 

2 4 5 6 8 9 10 11 12 15 16 17 
l-q-q +q +q -2q +q +q i-q -q -4 +q -2q -4 

19 20 21 24 25 26 27 28 30 31 32 
+q +2q -q +CI +q -q -‘? -q t2q -q -q 

34 35 36 
+q +q -q 

p1-w pour [91 : 

2 5 7 9 11 12 13 15 16 17 18 19 
l-q-q tq tqtq -q -2q -q '-q +q +q +2q +9 

20 21 23 24 25 
-2q' -q 

27 :29 31 34 35 36 
+4 -q -q +CI +q +q -q -4 +q 

Plambda(q) pour [l, 1, 1, 1, 1, 1, 1,. l., 1, 11 : 

2 3 4 5 6 7 8 
1 t 9 q t 44 q t 155 q t 440 q t 10613 q t :2298 q t 4489 q t 8095 q 

9 10 :t1 12 13 14 
t 13640 q t 21670 q t 32683 q t 47043 q t 64869 q t 86054 q 

15 '6 17 18 19 
t 110010 q t 135853' q" t 1623:37 q t 187959 q t 211089 q 

20 2 1 22 23 24 
t 230131 q t 243694 q t 250749 q t 250749 q t 243694 q 

25 2 29 
+ 230131 q t 211089 q t 187959 q t 162337 q + 135853 q 

30 
t 110010 q t 86054 ;IL6t 64889 ;322: 47043 :3 :326e3 :4 + 21670 z5 

36 37 38 39 4c1 41 
t 13640 q t 8095 q t 4489 q t 2298 q t 1068 q t 440 q 

42 43 44 45 
t 155 q t 44 q t9q tq 



LES POLYhdMES P,,(A ; sq) I-15 

Phdda(q) pur [l, 1, 1, 1, 1, 1, 1, l., 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 
1 + 7 q + 28 q + 83 q t 202 q + 426 q + 004 q + 1387 q + 2219 q 

9 
+ 3326 q t 4704 qLo + 6309 :l t 8051 i2 + 9795 dt3 + 11370 i4 

15 LIS ::7 18 19 20 
+ 12586 q t 13257 q + 13227 q + 12395 q + 1073,s q t 8307 q 

21 22 23 24 251 26 
+ 5252, q + 1799 q .- 1199 q .- 5256 q - 8307 q - 10735 q 

27 213 29 30 31 32 
- 12345 q -. 13227 q - 13257 q - 12586 q - 1137'0 q - 9795 q 

33 34 35 36 
- 8051. q - 6309 q '- 4704 q .- 3326 q - 2219 ;Ï - 1387 :" 

39 40 41 42 43 44 45 
- 804 q - 426 q - :zo2 q - K3 q - 28 q -7q -q 

Pld(q) pour 11.. 1, 1, 1, 1. 1, 1. 31 : 

2 3 4 '5 6 7 8 9 
l+ 6 qi2Oq + 5Oq + 104 q + 189 q + 309 q + 463 q + 643 q + 833 q 

10 11 12 13 14 15 16 
+ 1009 q + 11.41 q + il97 q + 1148 q + 974 q + 669 q + 244 q 

1.7 18 19 20 21 22 23 
- 272 q - 834 q - :Xi6 q - LE,68 q - 2225 q - 2!415 q -. 2415 q 

24 25 26 27 28 29 30 
- 2225 q - 1068 q - !386 q - :334 q - 272 q + 2!44 q + 669 q 

31 32 33 
+ 1141 q3". 

35 36 37 
+ 974 q + 1148 q i- 1197 q + 1009 q f 833 q + 643 q 

X8 39 40 41 42 113 44 45 
+ 463 q + 309 q + 1.83 q + 104 q + 50 q + 20 q +Oq +q 

Plarrwa(q) pour [l., 1, :, 1. ;, 1, 2, ,!I : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
1 + 5 q + 16 q + 39 q + 80 eq - 144 ,q + 234 q + 349 q + 483 q + 624 q 

:.o 11 !2 13 14 15 16 
t 154 q + 85:: q + e91 q + 853 q + 722 q f 494 q + 177 q 

1.7 18 19 20 21 22 23 
- 207 q - 625 q - 1035 q - 1393 q - 1658 q - 1,799 q - 1799 q 

24 25 26 27 28 29 30 
- 1658 q - 1393 q - 1035 q - 625 q - 207 q t 1.77 q + 494 q 

31 32 33 34 35 
t 122 q t 853 q + 891 q + 851 q + 754 q f 624 q t 403 q 

38 39 40 41 42 
t 349 q t 234 q + 144 q + 80 q + 3.9 q + 16; $1 :', q44 + 115 

Pladxh(q) pur [IL, 1, 1. 1. i. 1. 41 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
1+5 q+:t4q +29q t 50 q + 76 q + 104 q + 129 q + 145 q f 146 q 

10 11 12 13 14 15 16 
+ 126 q + 131 q + 11 q - 79 q - 180 q - 280 q - 365 q 

17 18 19 20 21 22 23 
- 421 q - ,437 q - 407 q - 331 q - 216 q - 715 q t 75 q 

24 25 26 27 28 29 30 
t 216 q + ,331 q + 407 q + 437 q + 421 q + 3155 q t 280 q 

31 32 33 34 35 36 37 
t 180 q t '79 q - 11 q - 81 q - 1.26 q - 1.46 q - 145 q 

38 39 40 41 42 43 44 45 
- 129 q - 104 q - 76 q - 5G q - 29 q - 1.4 q -5q -9 



I-16 Annexe 1 

p1*(q) pour [l, 1. 1, 1, 1, 2, 31 : 

2 3 4 5 6 8 9 
1 + 4 + 10 + 20 q q q + 3,4 q + 51 q + 69 q + 85 q' + 95 q + 95 q 

10 .11 
+ 81 + 51 q q 

18 
- 286 q - 266 q 

25 26 27 28 29 30 31 
+ 216 q + 266 q + :286 q t 276 q + 240 q + 185 q + 120 q 

32 3:3 34 35 368 37 38 39 
+ 54 q -5q - 51 q - 81 q - 95 q - 95 q - 85 q - 69 q 

40 41 42 43 44 45 
- 51 q - 34 q - 20 q - 10 q -4q -q 

Pi*(q) pur [l,. 1, 1, 1, 1, 51 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1+4q+9q +15q + 20 q + 23 q + 23 q + 19 q + 10 q -- 5 q - 25 q 

11 12 13 14 15 16 17 18 
- 47 q - 67 q - 8:L q - 86 q - 80 q - 62 q 33 q - +4q 

19 20 21 22 23 24 25 
t 44 q + 81 q + 109 q t 124 q t 124 q + 109 q + 81 q 

26 27 28 29 30 31 32 33 
+ 44 q +4q - 33 q - 62 q - 80 q - 86 q - 81 q - 67 q 

34 35 36 37 38 39 40 41 
- 47 q - 25 q -5q t 10 q t 19 q t 23 q t ;!3 q t 20 q 

42 43 44 45 
t 15 q +gq t4q tq 

Plamkh(q) pour [l,. 1, 1, 1, 2, 2, 21 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 
lt3qt8q t15q t26q t38q t52q t63q t'lq t7Oq t60 

11 12 13 14 15 16 17 
t 31 q +3q - 41 q - 90 q - 138 q - 179 q - 205 q - 213 

19 20 21 22 23 24 25 
- 197 q - 161 q - 104 q - 37 q t 37 q t 104 q t 161 q 

26 27 28 29 30 31 32 
t 197 q t 213 q t 205 q t 179 t 138 q q t 90 t q 41 q 

33 34 35 36 37 38 39 40 
-3q - 37 q - 60 q - 70 q - 71 q - 63 q - 52 q - 38 q 

41 42 43 44 45 
- 26 q - 15 q - 8 q -3q -q 

PlamMaW pour [le 1, 1, 1. 2, 41 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 

10 
q 

18 
q 

10 
lt3qt6q t9q +1;2q +14q +14q +llq +5q -4q -16q 

11 12 13 14 15 16 17 18 
- 29 q - 41 q - 49 q - 52 q - 48 q - 37 q .- 19 q +3q 

19 20 21 22 23 24 25 26 
t 27 q t 49 q t 66 q t 75 q t 75 q t 66 q -b 49 q t 27 q 

27 28 29 30 31 32 33 34 
+3q - 19 q - 3'1 q - 48 q - 52 q - 49 q - 41 q - 29 q 

35 36 37 38 39 40 41 42 
- 16 q -4q +5q t 11 q t 14 q t 14 q t Il2 q +gq 

43 44 4!5 
+6q +3q +9 



LES POLYNÔMES P,,(n > 4) I-17 

Pi-(q) pour [l, 1, 1, l., 3, 31 : 

1 + 3 q + 5 q2 + 8 q3 + 11 q4 + 12 q5 t 12 q" + 10 q' 
8 9 10 

t4q -4q -14q 

11 12 13 14 15 16 17 18 
- 26 q - 36 q -' 43 q - 46 q - 42 q - 32 q - 17 q +3q 

19 20 21 22 23 24 25 26 
t 24 q t 43 q i 58 q + 66 q t 66 q + 58 q + 43 q t 24 q 

27 28 29 30 31 32 33 34 
+3q - 17 q - 32 q - 42 q - 46 q - 43 q - 36 q - 26 q 

35 36 37 30 39 4 0 41 42 
- 14 q -4q t 4 q + 10 q + 12 q + 12 q t 11 q +8q 

43 44 45 
+5q +3q + cl: 

Plarrrbda(q) pour [l, 1, 1, 1.. 61 : 

2 3 
+ 5 q4 t 2 q 

5 
lt3qt5q t6q - 2 q6 - 6 q7 - 10 q8 - 14 qg 

10 
- 18 q 

11 12 13 15 16 17 18 19 
- 20 q - 18 q -' 1:. q + 12 q t 2.2 q t 29 q + 33 q t 34 q 

20 21 22 23 24 25 26 27 
t 31 q t 22 q + 8 q -8q - 22 'q - 31 q - 34 q - 33 q 

28 29 30 32 33 34 35 36 
- 29 q - 22 q -' 12 q + 11 q + 19 q + 20 q t 18 q t 14 q 

37 38 39 40 41 42 43 44 45 
t 10 q t 6; q t 2 q -2q -5q -6q -- 5 q -3q -9 

PlarrJxta(q) pour [l, 1, 1, 2, 2, 31 : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1+2qt4qt6q +Eiq t9q t!aq +7q +3q -3q -ilq 

11 12 13 :L 4 15 16 17 18 
- 19 q - 27 q - 32 q - 34 q - 31 q - 24 q - 12 q +2q 

19 20 21 22 23 24 25 26 
t 18 q t 32 q + 43 q t 49 q t 49 q t 43 q t 32 q t 18 q 

27 28 29 30 31 :32 33 34 
+2q - 12 q - 214 q - 31 q - 34 'q - 32 q - 27 q - 19 q 

35 36 37 38 39 40 41 42 43 
- 11 q -3q t 3 q +7q -t 9 q +gq + 8 4. +6q +4q 

44 4.5 
+2q +q 

PI-(q) pour [l, 1, 1, 2, 51 : 

2 4 5 6 
1t2qt3q t3q3t2q tq -q .- 3 q7 - 6 q8 - 9 qg 

10 11 
- 11 q - 11 q 

12 13 15 16 17 18 19 20 
-9q -5q t 6 c[ t 12 q t 17 q t 20 q t 2c q + 17 q 

21 22 - 4 q2:3 24 25 26 27 28 
t 11 q +4q - 11 q -- 17 q - 20 q - 20 q - 17 q 

29 30 32 33 34 35 36 37 38 
- 12 q -6-q +5q +gq t 11 q t 11 q t 9 q +6q +3q 

39 40 41 42 4 3 44 45 
f9 -q -2q -3q -3q -2q -4 

Plambda(q) pour (1, 1, 1, 3, 41 : 

l.t2 qt2 q2 
3 4 5 6 

- 3 9' - 5 q8 - ‘1 q9 
10 11 

t 2: q t;:q tq -q - gq -9q 

12 13 l!j 16 17 18 19 20 
-'q -4q +5q t 10 q -t 14 q + 16 q t 16 q + 14 q 

21 22 213 24 25 26 27 28 
+gq +3q -3q -9‘7 - 14 q - 16 q '- 16 q - 14 q 

29 30 32 33 34 35 36 37 38 
- 10 C[ -5q t 4 q +'q t 9 q +gq t 7 c: +5q +3q 

39 40 41 42 ,?3 44 45 
+q -q -. 2 q - 2 q -2q -2q -q 



I-18 Annexe I 

Plambda(q) pour [l. 1. 1. 71 : 

1+2q+2 q2+q3 
4 

‘- 9 - .3 q= - 5 q6 
10 12 

- 5 q7 - 4 qa -3qg-2q +3q 

13 14 15 16 17 18 :19 20 
+ 6q + 10 q + 12 q + 11 q +7q +2q -3q -- a q 

21 22 23 24 25 26 27 28 
- 11 q - 12 q - 12 q - 11 q -aq -3q t 2 q +7q 

29 .30 31 32 33 35 36 37 38 
t 11 q t 12 q + 10 q +6q +3q -2q -3q -- 4 q -sq 

39 40 41 42 43 44 45 
-=q -3q -q + q +2q +2q +q 

Plambda(q) pour 11. 1, 2, 2, 2, 21 : 

1tqt4q2t3q3 taq 4 t4q 5 tloq 6 +q 7 t-7qa - a qg '- 2 q 10 - 21 q 11 

12 '13 14 15 16 17 18 19 
- 13 q - 31 q - la q - 30 q - - 11 q 15 q t ‘1 q +gq 

20 21 22 23 214 25 26 27 
+ 27 q t 30 q t 37 q + 37 q t 30 q + 27 q + '3 q +'q 

28 29 30 31 32 33 34 35 
- 15 q - 11 q - 30 q - ia q - 31 q - 13 q - :21 q -2q 

36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 
-aq +7q +9 -t 10 q +4q +aq +3q +4q +q +9 

p1-k) pour [l. 1, 2, 2, 41 : 

1tq+2q2 3 
tq t2q -3q 

4 7 - 3 qa - 6 qg 10 11 12 13 
-6q -'q -5q -3q 

15 16 17 la 19 20 21 22 23 
+4q +7q t 11 q t 11 q t 13 q +gq +aq +q -q 

24 25 :2 6 27 28 29 :30 32 33 
-aq -9q - 13 q - 11 q - 11 q -7q -4q +3q +=q 

34 35 36 37 38 41 42: 43 44 45 
+7q +6q +6q +3q +3q -2q -q -24 -q -q 

p1-w pour [l. 1, 2. 3, 31 : 

q2 q3 q4 q' qa qg 
10 11 12 13 

1 .t q + + 2 t - 2 - 4 - 4 - 6 q -6q '- 4 q -3q 

15 16 17 la 19 20 :21 22 23 
+4q +6q +gq t 11 q + 10 q +gq +6q +2q -2q 

24 25 26 27 28 29 .30 32 33 
-6q -9q - 10 q - 11 q -9q -6q -4q +3q f4 q 

34 35 36 37 38 41 42 4:3 44 45 
+6q +6q +4q +4q +2q -q -2q -q -q -4 

PlambdaW pour [l, 1. 2. 61 : 

1+q+q2-q4 - 2 q5 - :2 q6 - 2 q' - 2 qa - 2 qg 
10 12 13 

-2q + 2 q +=q 

14 15 16 17 ia 20 21 22 23 
+6q +6q t 4 tq +3q +q - 3 q -6q .- a q -aq 

24 25 27 28 29 30 31 32 33 
-6q -3q +q +3q +4q t 6 q +6q .t 5 q +2q 

35 36 37 38 39 40 41 43 44 45 
-2q -2q - 2 '3 -2q -2q -2q -q '+Cl +4 +4 

Plamkda(q) pour [l, 1, 3, 51 : 

1 t q - q4 - q5 - q6 - 2 q' - 2 qa 
10 11 

-2qg-q +q 
1.2 13 14 

+2q +3q +4q 

15 16 17 la 19 i!O 21 22 23 
+4q +4q +3q +q -q -3q -=q -=q -=q 

24 25 26 27 28 SI 9 30 31 32 
-=q -3q -q +q +3c( +4q +4q +4q +3q 

33 34 35 36 37 38 39 40 41 44 45 
+2q +q -q -2q -2q -2q -q -q -'a +q +q 



LES POLYhM%fES P,(A ; q) I-19 

Planbda(q) pour [l, 1, 4, 41 : 

1tq-q3 - 2 q6 - 3 q' - qa 
10 11 12 13 14 15 

-2q -q +3q +5q +2q +2q 
16 17 ta 19 20 21 22 23 24 25 

+5q +5q -q -3q -9 -2q -'q -'q -2q -q 

26 27 .!a 29 30 31 32 33 34 
-3q -q +5q +5q +2q +2q +5q +3q -q 

35 37 .3a 39 42 44 45 
-2q -4 -3q -2q -q +4 +q 

PhdXh (9) FOUr [l, 1, H] : 

1+q-q3 - 2 q4 - 2 q5 - 2 q6 
7 

-q +qa+2qg 
10 11 12 

+2q +3q +3q 

1.3 14 16 17 ia 19 20 21 22 23 
+3q +2q -q -3q -5q -5q -5q -4q -q +q 

"4 
+ 4 q“ 

25 26 27 28 29 31 32 33 
t 5 q +5q +5q +3q +4 -2q -3q -3q 

34 35 36 37 38 39 40 41 42 44 
-3q - 2 q -2q -q +q +2q +2q +2q +q -q 

45 
-q 

Plambda(q) pour [l, 2, "2, 2, 31 : 

1+2q2+2q4 - q5 t q16 - 3 q' - qa - 5 qg 
10 :11 12 13 

-3q -5q -3q -2q 

1. 5 16 17 la 1 SI 20 21 22 23 
+3q +4q +aq +6q + 10 q +4q +1q -q +q 

;! 4 25 26 27 28 29 30 32 33 
-7q -4q - 113 q -6q -aq -4q - 3 q +2q +3q 

34 35 36 37 38 39 40 41 43 45 
+5q t 3 q +5q +q +3q -q +q -2q -2q -9 

Plallbda(q) pour [l, 2, ,2, 51 : 

1 + q2 
3 5 6 7 10 11 

-2qa-qg-q +q +q 
12 13 14 

-CI -q -q -q t 3 q +2q 

15 16 17 20 21 22 23 24 25 
+ 4 q +2q +3q -3q -3q -4q - 4 q -3q -3q 

28 29 30 31 32: 33 34 35 36 37 
+3q +2q +4q +2q +3q +q +Cl '-9 -q -2q 

38 39 40 42 43 45 
-9 -q -9 -9 +q +q 

Plankda(q) pour Cl. 2. 3, 41 : 

1-qs-q6-q7-qa-qg-q 
10 11 121 13 14 15 16 

tq +q +2q t 2 '1 +3q +2q 

17 20 21 22 23 24 25 28 29 
+2q -2q -3q -3q -3q -3q - 2 q +2q +2q 

30 31 32 33 34 35 36 3'7 38 39 40 
+3q +2q +2q +q +q -cr -4 -q -q -q -q 

45 
+q 

Plambda(q) pour [l, 2, 71 : 

1 - q3 - q4 - q5 - q6 + q' 9 11 121 13 14 16 17 
+q +2q +q +2q i2'q -q -3q 

ia 19 20 21 24 25 26 27 28 29 
-2q -3q -2q -q + c: +2q +3q +2q +3q +q 

31 32 33 34 36 38 39 40 41 42 45 
-2q -2q -9 -2q -ci -4 +q +4 +q +q -q 
































































