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SOMMAIRE

En théorie des fonctions symétriques, il existe une substitution trés utile, appelée
spécialisation principale, permettant de générer plusieurs g-analogues. Comme l'a
remarqué A. Joyal en 1982, c'est par le biais des séries indicatrices que 'on peut relier
cette substitution 2 la théorie combinatoire des especes de structures. Le but du présent
travail est de développer, dans ce contexte, une théorie du g-comptage des espéces de

structures, pondérées ou non.

Nous commengons par un exposé de la théorie des espéces pondérées, qui va des
définitions de base jusqu'au probléme de la série indicatrice de cycles d'une espéce obte-
nue par substitution d'especes pondérées. Ceci nous conduit 2 une preuve détaillée d’'une
formule de pléthysme pondéré. La puissance de calcul ainsi obtenue est d'abord illustrée
par la reprise d'exemples classiques de la théorie des graphes qui sont habituellement
résolus a l'aide de la théorie de Pélya et apparaissent ici simplifiés. Puis nous explorons
systématiquement la plupart des modeles combinatoires récents pour les familles de
polyndmes orthogonaux classiques, y compris les polynémes de Jacobi. Dans chaque
cas, nous montrons comment le modéle s'inscrit dans la théorie des espéces pondérées, ce
qui permet de donner une preuve élémentaire et élégante de la série génératrice et de

calculer explicitement les séries indicatrices de ces structures combinatoires.

Les outils développés lors de I'étude des espéces pondérées sont ensuite utilisés

pour obtenir une compréhension combinatoire de la g-série associée a une espeéce. 1l



iv SOMMAIRE

s'avere en effet que les coefficients de cette série sont des polyndomes en ¢ a coefficients
entiers positifs, qui ne demandent qu'a étre expliqués combinatoirement. Dans ce but,
certains résultats généraux sont présentés et plusieurs exemples particuliers sont traités
explicitement. Finalement, une des formules explicites que nous obtenons fait intervenir
les fonctions symétriques monomiales et nous ameéne 3 formuler une interprétation
combinatoire des polyndmes obtenus par substitution principale dans ces mémes
fonctions monomiales. Les anne¢xes contiennent les premiers de ces polyndmes ainsi que
quelques tables (calculées par MAPLE) concernant la g-série de toute espéce vivant sur les

petites cardinalités.
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INTRODUCTION

En 1980, lors de deux conférences données au séminaire de combinatoire de
I'Université du Québec & Montréal, André Joyal a proposé un cadre catégorique pour
I'étude des structures combinatoires et de leurs diverses séries génératrices, fond€ sur le
concept d'espéce de structures [JA1]. Cette approche permet de relever au niveau
structurel les opérations de somme, produit, substitution, dérivation, etc, des séries
génératrices exponentielles, génératrices des types et indicatrices des cycles. Ainsi la
recherche se fait 4 'aide d'équations combinatoires (caractérisant expliciternent ou
implicitement des espéces) exprimant de fagon claire des observations et constructions
combinatoires qui sont matheureusement, dans l'approche traditionnelle, trop souvent
camouflées sous des notations ou des descriptions épiques. Depuis, plusieurs chercheurs
du domaine de la combinatoire énumérative ont adopté et utilisent cette théorie lorsqu'elle
est appropri€e. Mentionnons notamment Gian-Carlo Rota du MIT, Cambridge,
S. Schanuel, SUNY at Buffalo, Volker Strehl de l'université d'Erlangen, RFA [SV3],
W.R. Unger de l'université de Sydney, Australie [UW], Y.N. Yeh de I'institut Sinica,
Taiwan [YY1, YY2, BY, LY1-2-3-4], sans oublier les membres de 1'équipe de
combinatoire de 'UQAM qui ont grandement contribué au développement et a la diffusion
de la théorie [BF1, BF2, JA1, JA2, LGl, LG2, LG3, LI1, LI2, L3, LP]. En particulier
les travaux récents de Gilbert Labelle [LG4] sur le dénombrement des structures

asymétriques contiennent des résultats inédits certainement plus difficiles a obtenir avec
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les méthodes classiques.

Comme I'a remarqué A. Joyal, la théorie des espéces de structures est reliée 2 la
théorie des fonctions symétriques par le biais des séries indicatrices et de la
correspondance de Frobenius [JA3]. Or, en théorie des fonctions symétriques, il existe
une substitution trés utile, appelée spécialisation principale, permettant de générer
plusieurs g-analogues. L'un des buts du présent travail est de développer, dans ce

contexte, une théorie du g-comptage des espéces de structures.

Nos exemples et résultats se situent tous dans le cadre de la théorie des espéces
pondérées, une des variantes de la théorie initiale. Afin de préciser le contexte, de
familiariser le lecteur non averti avec les notations utilisées et aussi parce qu'il n'existe paé
vraiment d'exposé complet du sujet, nous avons choisi de présenter en grand détail les
définitions et résultats de base. Ainsi les sections 1.1, 1.2 et 1.3 du chapitre 1 auraient pu
étre omises et supposées connues. On y remarquera quand méme que le concept d'espece
pondérée qui y est présenté n'est pas celui proposé par A. Joyal [JA1] mais plutdt celui
utilisé par J. Labelle et Y.N. Yeh [LY1-2-3-4] dans leurs travaux sur les familles de
polynomes orthogonaux. Ce choix est guidé par le grand nombre d'exemples de la
combinatoire classique qu'il permet d'intégrer dans la théorie. En particulier, nous
montrons dans la section 1.4 comment la formule de pléthysme pondéré contient le
théoréme de P6lya sur le dénombrement des « structures colorées ». Cette formule de
pléthysme pondéré exprime la série indicatrice d'une espéce obtenue par substitution de
deux especes pondérées en termes des séries indicatrices de chacune des deux espéces
impliquées. Nous en donnons une preuve dans la section 1.5 qui est basée sur (et

complete) la preuve donnée par A. Joyal [JA1] pour le cas non pondéré.

La formule de pléthysme est un outil de calcul puissant. Une premiére illustration
en est donnée a la section 1.4 ol nous reprenons des exemples classiques de la théorie des

graphes qui sont habituellement résolus a 'aide de la théorie de Pélya et apparaissent ici
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simplifiés. Un article plus complet sur le sujet est présentement soumis pour publication
[DLL]. Le chapitre 2 est en lui-méme une autre illustration de la puissance de calcul de la
théorie. Nous y explorons systématiquement la plupart des modeles combinatoires récents
pour les familles de polyndmes orthogonaux, y compris les polyndmes de Jacobi. Dans
chaque cas, nous montrons comment le modele s'inscrit dans la théorie des espéces
pondérées, ce qui permkt de donner une preuve €élémentaire et élégante de la série
génératrice et de calculer explicitement les séries indicatrices de ces structures

combinatoires.

Dans le chapitre 3, nious utilisons les outils développés lors de I'étude des especes
pondérées pour obtenir une compréhension combinatoire de la g-série associée a une
espéce. On y propose d'abord une définition de la g-énumération d'une espece ainsi que
ses propriétés de base. Plusieurs exemples particuliers sont traités explicitement. Puis le
lien avec la spécialisation principale dans les fonctions symétriques permet d'utiliser un
résultat di A R. Stanley [SR] sur les fonctions de Schur et de montrer, dans la section
3.2, que les coefficients de la g-série associée i une espéce sont des polyndmes en g a
coefficients entiers positifs. Dans la section 3.3 nous cherchons une explication
combinatoire pour ces coefficients. Une des expressions explicites que nous y obtenons
fait intervenir les fonctions symétriques monomiales et nous ameéne a formuler une
interprétation combinatoire des polyndmes obtenus par substitution principale dans ces
mémes fonctions monomiales. On retrouve une table de ces polynémes, pour les petites
valeurs, a I'annexe II. Les autres annexes contiennent deux autres tables concernant la
q-série de toute espéce vivant sur les petites cardinalités ainsi que les programmes

MAPLE utilisés pour les calculer.

Tout au long du texte nous utilisons une numérotation uniforme. Ainsi les
définitions, propositions, théorémes, formules, etc, d'un méme chapitre sont numérotés

les uns 2 la suite des autres par une suite unique de numéros placés du cdté gauche, entre
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parentheses. Par exemple dans le chapitre 2 on wouve les items

ﬁ — a2tx-x2
(2.1) E;)Hn(t)n! 3 .

(2.2) Définition. Les espéces A -pondérées H et % sont...

(2.3) Proposition. Les espéces H et 3% sont...

Nous utilisons un carré noir M placé a I'extréme droite pour indiquer la fin d'une preuve
et un carré blanc O pour la fin d'un énoncé (définition ou résultat donné sans preuve).
Les figures ont une numérotation indépendante qui va de la figure 1 (au chapitre 1) 4 la

figure 33 (au chapitre 3) et sont intégrées au texte afin d'en faciliter la lecture.



Chapitre 1

ESPECES PONDEREES

L'idée de donner des «poids» & certaines structures combinatoires apparait chez
plusieurs auteurs dans la littérature classique ; {GJ] contient une bonne bibliographie sur
le sujet. Nous nous intéresserons en particulier 4 I'étude de modeles combinatoires récents
pour les familles classiques de polyndmes orthogonaux [BF1, FL, FP, LS, LY(1,2,3),
SV(1,2,3), etc...]. La manipulation des objets combinatoires impliqués ainsi que de leurs
séries génératrices conduit parfois 3 un symbolisme lourd qui ne peut que camoufler la
beauté de ces modeles. En plus d'offrir un formalisme adéquat, la théorie des espéces
pondérées, introduite par A. Joyal [JA1], offre une notation simple qui exprime de fagon

élégante les opérations combinatoires.

Nous consacrons la premiére section de ce chapitre aux notions de base de la
théorie ; elle contient un exposé €élémentaire, inspiré de [BL, DH1, JA1, LJ1]. Dans les
sections suivantes, nous développons certains aspects de la théorie que l'on ne retrouve
pas dans la littérature existante sur le sujet. En particulier, nous donnons une présentation
détaillée de la théorie des séries indicatrices pondérées et de leur substitution pléthystique.
Par la suite, les méthodes exposées seront utilisées pour analyser explicitement divers

exemples.
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§1.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE

Soit A un anneau commutatif unitaire de caractéristique 0. Considérons la catégorie
E 5 des ensembles /A -pondérés (ou A -valués) finis : les objets sont les ensembles finis
munis d'une fonction vers A, v: E — A, (appelée fonction de poids ou valuation) ; un
morphisme entre les objets v:E 5 A et w:F —A estunefonction f: E— F qui
préserve le poids, i.e.: telleque w o f=v:

E—— A

| 2

F
(1.1) Définition. Une espéce A -pondérée estunfoncteur F : B - E,

de la catégorie des ensembles finis et bijections vers la catégorie des ensembles

A —pondérés. a

Nous pouvons voir une espéce pondérée F comme une régle qui associe :

i)  achaque ensemble fini 1J, un ensemble, noté F[U} , appelé l'ensemble des
F-structures sur U, ainsi qu'une fonction wy : F[U] — A qui donne un
poids a chaque F-structure ;

ii) achaque bijection £: U — V, une fonction F[f]: F[U] -F[V], appeléele
transport de structures le long de f, qui préserve les poids, i.e.: si
seF[U] e t= F[fl(s) eF[V] alors wy(s) =w (1) ,‘etqui effectue un
transport cohérent, i.e.: 5i U SR V - W sontdes bijections alors
F(gl oF[f]l = Fig o f], et pour l'identité 1y:U = U ona F[lyl=1 g -

Selon le contexte, nous écrirons F = F _ , ou plus simplement F , pour
spécifier la fonction de poids w = (Wy)yep associée 2 l'espéce pondérée F , et pour
alléger la notation nous remplacerons w(s) par w(s) . Remarquons qu'appliqué aux

permutations de I'ensemble U sous-jacent, le transport de structures définit une action du
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groupe &y des permutations de U sur 'ensemble F[U] des F-structures sur U :
Gy x F[U] — F[U]
(o,s) —> o-s= Flo](s)

Ceci nous suggere d'utiliser la notation pratique fg's ou f's pour désigner F[f](s).

Une structure générique d'espéce F,, sera représentée graphiquement par une des
images de la figure 1, ou les points doivent étre vus comme tous les éléments distincts de

I'ensemble sous-jacent.

o
® o
& ou
0O W ® F
[ ° w

figure 1
Une illustration suggestive permet de décrire par une image des opérations combinatoires
dont la description formelle n'est pas toujours des plus simples. Nous l'utiliserons a

chaque fois qu'elle peut éclairer la compréhension du lecteur.

Pour un ensemble pondéré v : E — A |, la cardinalité est définie comme le poids

total, i.e.: la somme des poicls de tous ses €léments :

CardE) = IEl = Y, v(e).

eeE

La cohérence du transport nous assure que le poids d'un ensemble de structures F,[U]

ne dépent que de la taille n=: [Ul de I'ensemble sous-jacent,

IF Ul = 2 ws = 2 w = IF[n]l,

s € F[U] te F[n]

ou [n]={(1,2,....n} et F[n] désigne l'ensemble des F-structures sur [n]. On associe

alors a chaque espéce pondérée une série formelle
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(1.2) Définition. Soir F= F,: B - E, une espéce A -pondérée. Sa

série génératrice , notée F(x), estla série de Hurwitz

n

X
F) = X, IFmll—

n20
a
A l'occasion, nous écrirons poids(F[n]) pour désigner |F[n]l, ou plus simplement
IF[n]l (s'il n'y a pas de risque d'ambiguité, cette derniére notation étant aussi utilisée
pour le nombre de F-structures sur I'ensemble [n] dans le cas d'une espéce «ordinaire»

F:B- E).

(1.3) Définition. Soit F = Fy et G = G, deux espéces A.-pondérées. On dit que -

(1) Fy e G, sontisomorphes (noté Fo, = G, ) siet seulement s'il existe un
isomorphisme naturel © entre les foncteurs Fy, et G,.

(2) Fy, e G, sont équipotentes (noté ¥y, = G, ) si et seulement si leurs

fonctions génératrices coincident : Fy, (x)= G, (x). a

La condition d'isomorphisme signifie qu'a chaque ensemble U est associée une
bijection 8: F,[U] = G, [U] de sorte que pour toute bijection f: U — V le rectangle

F_[U] N G, [U]

P‘.{ﬂ lc,m
eV
F [Vl —— G [V]
soit commutatif. L'équipotence st beaucoup moins exigente ; on demande seulement que
pour chaque ensemble fini U, les ensembles de structures F{U] et G,[U] aient le
méme poids,

YUeB, 3 ws = 2 wb.
s eF[U) teG(U]

%, Destclairque F, = G, = F, = G, maislaréciproque est fausse en général.
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(1.4) Exemple. Toute espece de structure ordinaire (i.e.: non pondérée) donne lieu a
une espéce A -pondérée : il suffit de donner le poids 1 2 toutes ses structures,
F:B > E définit F,: B - E,, od VUeB, VseF{U], 1(s) =1,
1 € A étant 'unité de I'anneau. On aalors F,(x) = F(x) . De cette fagon on trouve des
especes équipotentes mais non isomorphes, par exemple I'espéce L des ordres linéaires
et l'espéces S des permutations [JA1, LA1]. Les principales espéces «pondérées par le
poids 1» que nous emploicrons sont :
- T'espece vide, notée 0, définie par 0[U] =@ pour tout U

- l'espece de I'ensemble vide, notée 1, définie par

o) siu=0
w-{ 9§99

- l'espece des singletons, notée X, définie par

i {U} si U estunsingleton
X[U] = 1] sinon

- l'espece des ensembles, notée E, définie par E[U] = {U} pour tout U.

Ces notations sont réservées et se justifient par le fait que

0x)=0, 1x)=1, X(x)=x et E(x)=ex
Voyons maintenant quelques exemples d'espéces «vraiment» pondérées.

(1.5) Exemple. Soit ©® une indéterminée et Z[x] l'anneau des polynémes en = .
Alors X, : B — Eg,, désigne I'espece des singletons pondérés par le poids = .

Bien siir, on a X, (x) = nx.

Plus généralement, si Fy, estune espéce A -pondéréeet a € A, alors F,q (ou
F(4 ) désigne I'espéce obtenue en multipliant par a le poids de toute F-structure. Cette

espece satisfait F,u(x) = a'Fg(x).
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(1.6) Exemple. Soit t),t,, t3, ... une suite illimitée d'indéterminées et
2{t;,th,t3, ...] l'anneau des polyndmes en t;,t,,t3, ... (i.e.: sommes finies de
monomes). On définit les espéces suivantes :

- l'espéce des cycles pondérés C = Coe B - Egp, ;.00 C[@]=@ et C[U]
est 'ensemble des permutations circulaires ¢ : U — U, avec poids y(c)=1,,n=1Ul.

- l'espéce des permutations pondérées § = S, :B — Egy, ., 1 .00 S[U] est
I'ensemble des permutations ¢ de U (S{U] = &y), pondéré par y(o) =
tclrl tgz tg3..., o; étant le nombre de cycles de longueur i dans la décompositionde o en
cycles disjoints.

D'une part, on trouve facilement que

Cx) = 1—+ + +
D'autre part,
. n
Sw=3| 2V |E =3 zx
n20 ced, n n20
ol Z, estle polyndme indicateur de cycles du groupe symétrique &, . Il est bien

connu (par exemple voir [BC]) que
o O [+
. RN o
Z, =
‘ o o o,
6,+20,+...=n | 10’1! 2 2()'2! ...n no’n!

§1.2 OPERATIONS

Nous verrons qu'on peut obtenir facilement cette dernit¢re formule & partir du lien
combinatoire qui relie les deux espéces impliquées : tout le monde sait qu'une
permutation est un ensemble de cycles disjoints! L'opération de substitution d'une espéce
dans une autre transforme cet énoncé intuitif en un isomorphisme,§ = E o C, qui

donne lieu 2 une identité entre séries génératrices.
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Les opérations entre espéces de structures sont toutes des relévements au niveau
combinatoire d'opérations entre séries formelles. Nous utiliserons principalement la

somme, le produit, 1a dérivée et la composition.

(1.7) Définition. Soit F=F , a G =G, deux espéces A -pondérées.
L'espéce somme de F et G, notée F+G, est définie par :
-V UeB, (F+G)[U] = F[U}+ G[U] (on + désigne la réunion disjointe)
etsi s estune F+G-structure sur U alors

_ w(s) si se F[U]
poids (s) = v(s) si se GU]

fps sise F[U]

-VE:U—>V, f, .=
F+G fos sise GU]

Q

Ainsi une F+G-structure est soit une F-structure, soit une G-structure. On en trouve

deux représentations graphiques 2 la figure 2.

"B =0 e G

: ou
F+G : F

7NN

figure 2

Plus généralement, on définit la somme d'une famille d'especes :
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(1.8) Définition. Soit ( F ), une famille d'espéces A -pondérées. Alors
-lafamille ( F )| est sommable sier seulement si
pour chaque ensemble fini U €B, {\el | F, (U] =@} estfini.
- pour une famille sommable, la somme, notée Z,’el F, . est définie par

VUeB, (Z Fl)[U] = 2 F [U].

el el
Q
(1.9) Exemple. Pour une espéce A-pondérée F = F  : B —» E, ondésigne
par Fny, ou Fn larestricionde F aux ensembles de cardinalité n, et par FW* ou F*

la restriction de F aux ensembles non vides. Ainsi,

F =2an=Fow+ZFnW=Fow+F*

w w
n20 n21

(1.10) Définition. Soit F=F § et G =G , deux espéces A -pondérées.
L'espéce produit de F et G, notée FG ou F:G , esr définie par :
-VUeB, (FGU] = Y,  FU]IxG[U,]

U, +U,=U
etsi s =(s 1,8y) €F[U;] x G[U,] estune FG-structure sur U alors
poids (s) =w(s 1)v(sy)
VU=V, fpe(51,82) = ((E)F 81 > ) $2)
on f = fIUl U=V, (V=)
£,= :t‘lU2 U, V,, (V,=1(U,)).

Une FG-structure sur U est donc la donnée de :
i)  unedécompositionde U endeux parties U}, U, ; U=U,uU,, UiNU, =0
ii) une F-structure sur la premiére partie U,
iii) une G-structure sur la deuxiéme partie U,

et le poids d'une telle structure est obtenu en prenant le produit des poids des deux
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structures présentes. La figure 3 en donne deux représentations graphiques.

+ F

) F.w. Gv:

FG - F, G

figure 3
On définit le produit d'une famille finie d'espéces A -pondérées de fagon analogue :
n
[1IF, | = Y, FUIxFU]x...xF U]
i=1 U +U,+...+U,=U

et W( Sy, Sg, ooy Sy ) = W (5PIWa(87) ... Wy(sy) -

(1.11) Exemple. Un dérangement d'un ensemble fini U est une permutation
n'ayant pas de points fixes. Notons D, l'espece des dérangements pondérée par
I'indicateur de cycles :

VUeB, D[Ul={ce &yl Vue U, o) #u}, poids(c) =t;! t2ts3... ,

ol o; estle nombre de cycles de longueuridans ¢ .

. (O U o @

54

4 ° G 4 O G
ty tatsts titatsts

figure 4

in

Dans le produit ED, chaque dérangement est accompagné d'un ensemble. Lorsqu'on

considere les points de cet ensemble comme des cycles de longueur 1, on effectue la
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bijection qui transforme une ED-structure en une permutation, comme illustré 2 la figure
4. Afin que le poids total soit I'indicateur de cycles, nous avons donné a chaque élément
de I'ensemble le poids t; . On a alors E,, D7 = S't ,ol E¢ désigne I'espece des

ensembles qu'on a pondérés par ¥ ¢€léments de l'ensemble

(1.12) Définition. Soit F = F une espéce A -pondérée. L'espéce dérivée de
F, notée F', est définie par :
-V UeB, (FHYU] = F[U+(*)], od + désigne la réunion disjointe,

etsi s estune F'-structure sur U alors poids (s) = w(s)

-Vf:U—=>YV, fF.-s, = (P“)F-s,
fluy siueU

o f*:U+{*}—> V+(*) estdéfinie par *(u) = { * siu=+

.

Les F'-structures sur un ensemble U sont tout simplement les F-structures construites
sur I'ensemble obtenu en augmentant U d'un point supplémentaire. On en trouve deux

représentations graphiques a la figure 5.

I
L :]Fq. _ ° .]FW. :

figure §
Contrairement au produit FG, le produit cartésien FxG nous donne

simultanément sur l¢ méme ensemble une F-structure et une G-structure.
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(1.13) Définition. Soit F=F , e G =G , deux espéces A -pondérées.
L'espéce produit cartésien de F et G, notée FxG, est définie par :
-V UeB, FxG[U] = F[U] x G[U]
etsi s=(s 1,8) €F[U] x G[U] estune FxG-structure sur U alors
poids (s) = w(s )v(s,)
-VE: U2V, frqg(51,8) = (fpsy, fgs)
Q
(1.14) Exemple. Une structure est pointée lorsqu'on spécifie un des éléments de
son ensemble sous-jacent. Désignons par F° l'espéce de toutes les F-structures
pointées. De fagon triviale
VUeB, F,'[Ul = UxF4U] = E°[UlxF,U],
etdonc F,' = E° x F, . Une fagon équivalente de pointer une structure est d'isoler le
point choisi et, pour conserver la structure, de le remplacer par une étoile. On obtient alors

lisomorphisme F.° =X-F' ,illustré 4 la figure 6.

° ¢ [ ] e ° ¢ [ ] ®
F'| = . .']Fw e rﬂ . .FW . | =[xE
W= @ ®
figure 6

(1.15) Définition. Soit F=F , e G =G , deux espéces A -pondérées.
Lorsque G[@) =@, l'espéce substitutionde G dans ¥ , notée FoG ou
F(G), est définie par:

-VUeB, (FG)U] = 3, Fix) x [] Gic)

= partition de U Cen
etsi s= (%, t,(t Ocen) estune FoG-structure sur U (% une partition de U,
te F{x], VCen, tceGIC] ), alors
poids (s)=w(t) [lgex viic)
VU=V, fpg(®,t, (0)cer) = (@), Em)pt, (e tc)cen) Q
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Pour obtenir une FoG-structure, il faut procéder comme suit :
i)  partager I'ensemble sous-jacent en classes disjointes non vides
ii) sur chacune des classes de la partition, mettre une G -structure, obtenant ainsi
une assemblée de G -structures.
iii) swr l'ensemble quotient (i.e.: I'ensemble dont les éléments sont les classes de la
partition), construire une F o-structure.
Le poids d'une telle structure est obtenu en faisant le produit des poids de toutes les
structures présentes. Il est intuitivement correct et pratique de lire F «de » G pour FoG
et de voir les structures comme des F-structures construites sur un ensemble dont les
€éléments ont ét€ gonflés en cellules qui abritent chacune une G-structure ( F-assemblées

de G-structures ). Certaines représentations graphiques de la figure 7 laissent trés bien

voir cette image.
° ° e é Ge . é
° ‘]Fo@ o ° = ° N ? o *
° c X G
e ® o e ) ®
F(G) F

figure 7

On peut étendre la définition de la substitution d¢ G dans F aux cas ou
G[D] # @ (le lecteur curieux peut consulter [JA2]). Nous ne décrirons pas de
«substitution générale» parce qu'elle ne releve pas celle des séries génératrices comme le

font les autres opérations (théoréme 1.19).
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(1.16) Exemple. Reprenons I'exemple 1.6 ol on tente d'énumérer les permutations
selon leur mondme indicateur de cycles. Chaque permutation est composée d'un ensemble

de cycles et le poids d'une permutation est égal au produit des poids de ses cycles.

Q 'S, Q (3
.o@) QQ ;O )

Cette observation permet de définir une bijection naturelle entre 'ensemble S,[U] des

In

tftotats

figure 8

permutations de U et I'ensemble (EoC,)[U] . On a donc I'isomorphisme SY = EoC.Y ,
illustré par la figure 8.

(1.17) Exemple. Soit w={m ;, ®,, ... ) un ensemble d'indéterminées et
désignons par X, l'espéce des singletons de poids ®; ou m; ou ... ou w. En fait
Xz = Xq +...+Xg,. Une structure d'espéce E(Xy) sur unensemble U consiste en

un étiquetage des éléments de U 2a l'aide des indéterminés &y, Ty, ... W, (voir figure 9).

EX:) | =

figure 9
Ainsi une FXE (X,;)-structure est obtenue en plagant une F-structure sur un ensemble
dont les éléments sont étiquetés par {x;, X ,, ...7 ). Ceci est équivalent & construire une
F-structure sur un ensemble de cellules contenant chacune un point ayant un poids choisi
‘parmi  {m;, ®,, ... ™y}, c'est-d-dire une F(Xp)-structure. D'ot F(X,) =
FXE(X,). Cette observation a d'abord été faite par Yeh [YY1] dans un contexte
légeérement différent.
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(1.18) Théoreéme. Soit F,, G, et H trois espéces A -pondérées. Alors
i) Fa#0 =F, , Fo+G, =G, +F,, Fo+G)+H, =F +(G,+H)
ii) Fpo0 =0, Fol=F,, FrG, =G, F,, FyrG,)H,=F, (G, H
ili) Fg =2 XF, =FgoX = F(X) , (FgoGy)oH, = Foo(G,H,)

iv) (Fe+G,) H,=F,H, + G,H,,

(Fe+ Gyl = (FaoH ) +(GyoH,) , (Fg Gy)H, = (FgoH) (G,H,)
v) (Fa+G,)' =F'+G,' , (FgG,) =FyG,' +F "G, ,

(FaoGy)' = (Fy,'Gy)' G, , X-Fg' =F," .

Nous avons montré la derniere de ces propriétés a l'exemple 1.14. Les autres
démonstrations se font de fagon analogue, en explicitant dans chaque cas une bijection

naturelle, et sont laissées au lecteur.

Nous pouvons maintenant effectuer des calculs combinatoires sur les espéces, qui
ont le bonheur de correspondre aux calculs analytiques sur les fonctions et donneront lieu

a des identités entre séries formelles (ou leurs coefficients).

(1.19) Théoréme. Soit F,, @ G, deux espéces A -pondérées.Ona :
i) (Fat+Gy)x) = FuXx)+G,(x)
ii) (Fy Gy)(x) = Fu(x) - G, (x)

iii) Fw'(x) = %Fw(x)

iv) (FexGy)(x) = Fa(x)x Gy(x),
l'opération x de droite doit étre interprétée comme le produit terme @ terme des
coefficients de x“/n! (qu'on pourrait appeler produit de Hadamard pour les
séries de Hurwitz)

V)  (FuoG,)x) = Fo(G,(x)), lorsque G,[0]=0 .

Preuve : Lapreuve se fait par identification de coefficients dans les séries génératrices
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appropriées. Posons

n
X

n
Fx=2f2,f=Y ws e Gx = e =3 vo.
v gb "nl " CFm) v nzz"og“n! En teG[n](

Alors,
i) F+G)X) = Lpsohy X1y, 0B

h, = lasomme des poids des (F +G)-structures sur [n] = f, + g, .
Donc F+G)(x) = F();j) +G®X).
1) FG)X) = Linaohn X7y » OO

hq

la somme des poids des (F G)-structures sur [n]

(E) IFKIXGn-k]l = Zn', (2) 2wV

0 k=0 (s.1) € FkIxG{n-k]

3 (2] = (s:»)( p) <o) & (n

- kz;o (“) (seF[k]w zeG[n-k‘Jl = g:’ (k) b 8ni
Donc (F-G)(x) = F(x) - G(x) .

i) F00 = Xaohy X3y, 00

h, = la somme des poids des F '-structures sur [n] = IF[n++]l = £, .

[
M=

Lo
1}

) d o
Donc F_ '(x) = aFw(x).

iv) FxG)x) = znzo hy, x“/n! , ol

h, = la somme des poids des (FXG)-structures sur [n} = IF[n}xGIn)l = £, - g,.
Donc (FeXGy)(x) = Fg(x) X Gy (x) .
V) FG)X) = Dpsohy X"t » OU

h, = la somme des poids des (FoG)-structures sur [n]

= 2 Z l(nl..l.l..nk) IF[k]xG[n,]x - xG[n, ]!

k=0 n+..4n =n k!



20 Chapitmre 1. ESPECES PONDEREES

(1.20) Exemple. Nous pouvons maintenant calculer le polyndme 2z, indicateur de

cycles du groupe symétrique &, (voir l'exemple 1.6). L'isomorphisme S‘Y = EoCY

de I'exemple 1.16 donne, par passage aux séries génératrices,

i
X

z2x = Sx = E(C(x =c"zl.i
Eo 1 ® = E(C )
et il n'y a plus qu'a utiliser le développement du multindme pour expliciter le coefficient

de xn :

k ¢ 1 ¢ S,
1 t; ~ 1 ( k J 1.1 2 2
- 4 — -=x =x
é) k! (1221 i x] kﬁ) k! 1 2 A 1 2

|
N
L 4
™M
f—,
/N
,_.l._:"
~—Q

. S S,
| s s 1 10 B
nz0 0 +20,+...=n 61! 02!

0,20

(1.21) Remarque. Pour étre conforme a la définition 1.1 d'une espéce A -pondérée,
on devrait décrire non seulement les ensembles de structures mais aussi les transports de
ces structures. Nous l'avons fait dans les définitions des espéces somme, produit,
dérivée, etc... de deux especes F et G o le transport est défini en termes des transports
de F etde G . Nous ne I'avons pas fait dans les divers exemples, tout simplement
parce qu'en général le transport de structures se fait de fagon évidente et peut étre résumé
intuitivement comme suit : pour transporter une structure le long de la bijection

f: U — V vous n'avez qu'a renommer les éléments de l'ensemble sous-jacent par leur
image selon f. Sauf exception, nous sous-entendrons toujours que le transport est fait de

cette fagon.
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(1.22) Exemple. La série génératrice de 'espéce D.’ des dérangements pondérée par

lindicateur de cycles s'obtient de celle des permutations en posant t; =0:

t. . . .
T —-x 2 —=x
izl 1

S =e = D) =¢?'
Y(X) 7( <)
Ce résultat s'explique également par la relation combinatoire présentée a 'exemple 1.11 :

. b2
X 1X+2X+...

. 1 R
D =S ; D = (E =a!
E, , = Y(X) ( tl(X)) S},(X) e e
(1.23) Exemple. Nous voulons énumérer certaines; permutations selon leur nombre
de cycles, i.e.: en leur donnant le poids tnb de cycles  Qn peut utiliser la méthode de

I'exemple précédent et remplacer les indéterminés t;, t 5, ... de l'indicateur de cycles par

t . Un calcul utilisant des équations combinatoires donne les mémes résultats :

, X" 1
(1) Cx) = xét(n-l)!F = th—
”nlix 1 '
(2) S, = EC, = S,(x) = E(Ct(x)) =€ = | T
t
(3) ED,=S, = D® =e"Sx) =[—0—
e (1-x)

(1.24) Exemple. Si f: U — U est une endofonctionde U et a €U, ondit que a
est un point cyclique de f s'il existe un entier v €N tel que f¥(@) = a Considérons
I'espéce End, des endofonctions pondérée a l'aide des points cycliques, définie par
VUeB, End U] = (fl f: U1}, cf) = &,

ol k estle nombre de points cycliques de f. Anulysons le graphe sagittal d'une
endofonction f: U — U. Pour chaque u €U, I1 suite u, f(u), f2(u), ... est
éventuellement périodique (puisque U est fini). Le premier point de la période est un
point cyclique de f qu'on dira associé @ u.L'ensemble des éléments de U qui sont

associés 3 un méme point cyclique a ne contient pas de point cyclique autre que a , donc
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son graphe sagittal est une arbcrescence enracinée en a (les fleches, étant toutes orientées
vers la racine, peuvent étre omises). Les éléments de U sont donc partagés en une
assemblée d'arborescences. De plus, le fait que f permute entre eux ses points cycliques

définit une permutation sur cetie assemblée d'arborescences.

S(A¢)

figure 10
Comme l'illustre la figure 10, nous venons de décrire comment transformer une
endofonction en une S-assemblée d'arborescences. Si A, désigne l'espéce des
arborescences ayant chacune le poids t et S I'espéce des permutations, on obtient

'équation combinatoire End, = S(A,). Puis, par passage aux séries génératrices,

End (x) = puisque A(x) = tA(x) et S(x) = Tlx

1
1-tAx) ’
Donc
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End (x) = 1+1A() + PA ) + CA () + ..
Le terme général de Ak(x) est bien connu: Ak = A-A-...-A est l'espece des «haies
de k arborescences». Or le nombre de haies de k arborescences est |Ak{n]l = k!a ®© ,
ol

k [n .
aflk) = nombre de foréts de k arborescences = Py (k) n" K

(on trouve une jolie preuve combinatoire de cette derni¢re formule dans [LG1] ). Ainsi,

End (x) - Z( )y c(f)) X
120 \ feEnd[n] n:

n

L+ Z( Y k-1, t“n“"‘) X
k=1

= nl
oh ng, =n(n-1)...(n-k+1) dénote la factorielle décroissante. Remplagant t
par 1, chaque endofonction est comptée avec un poids 1 et le poids total de End(n]
devient le nombre d'endofonctions sur [n], soit n® . On obtient alors l'identité

n
n = Z k(n-1 o "k
k=1

§1.3 SERIES INDICATRICES

Nous n'avons jusqu'd maintenant considéré que des structures étiquetées, c'est-a-dire
construites sur un ensemble d'éléments distinguables. De nombreux problémes de
combinatoire concernent I'énumération des types (d'isomorphisme) de structures (ou
structures Q isomorphisme prés) et sont en général résolus a 1'aide de la théorie de PSlya
[PO, traduction anglaise dans PR]. Nous allons maintenant voir comment ce genre de
problemes s'inscrivent dans la théorie des espéces ; nous verrons aussi que le théoréme
de Pélya s'obtient comme cas particulier de la formule de pléthysme pondéré qu'on

trouve en (1.33-5).
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Pour une espéce A -pondérée F,, , les types de structures sur un ensemble fini
U sont les orbites (classes d'équivalence) de 1'action du groupe &y; des permutations de
U sur I'ensemble F[U] des F-structures sur U :

Gy x F{U]—> F[U]
(0,5) — Op's
Ainsi, deux structures s,, s, €F[U] sont équivalentes (ou isomorphes) s'il existe une
permutation ¢ de U qui transporte s, sur s; (Op-S; =S5 ,), l'orbite oule type d'une
structure s est
O@s) = {s'eF[U]l130eGy,05=5"},
I'ensemble des types de F-structures sur U est
O(F[U]) = GGU(F"[UD = {0 IseF[U] },
toutes les structures d'un type ayant le méme poids (le transport préserve le poids), le
poids d'un type de structures st défini comme étant le poids d'un de ses représentants
w(O(s)) = w(s)

etla série génératrice (ordinaire) des types de F est
Y, IO, ] <",
n20

ot IO(F,[n])l désigne la somme des poids des types de F-structures sur [n] . Cette

derniére série n'est pas toujours facile a calculer. Joyal [JA1] montre qu'elle est égale a la
série génératrice d'une espece associée F .Dans le cas pondéré, nous définissons deux
especes associées. La premiére, i‘w , est 'analogue de F ; la seconde, ii‘wl , est

reliée au calcul de la série indicatrice de F .

(1.25) Définition. Soit Fy : B — E, une espéce A -pondérée. On définit
deux espéces associées a F, comme suit :
(1) l'espece i‘w : B = [E, estdéfiniepar :
-VYUeE, F, U] = {(s0)!s eF[U], 6€By et Ops = s}, w(s,0) = w(s).
-V E:U—=5V, Flfls,0) = (fps, fofl) .
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(2) l'espéce ?wl :B - ]mehxz'x}’ » est définie par :
-vUeE, wa[U] = {(5,0)IseF[U),0eBy e&r ops=s},
wl(s,0) = w(s)l(o),
g, 0, O, .
ont I(0) =x,1x42x43... est le mondéme indicateur des cycles de ©.

VU=V, FAfls,06) = (pss, fof1). Q

(1.26) Proposition. Soit Fy : B — E , uneespéce A -pondérée. Alors

Fo = X I0F,n) x" .

n20

Preuve : C'est une version pondérée du lemme de Burnside. La preuve utilise le
lemme du stabilisateur : Pour toute action GxX — X d'un groupe fini G sur un
ensemble fini X , si O(x) désigne l'orbite d'un élément xeX et G, son sous-groupe
stabilisatewr, G, = {geGlgx=x]} ,alors 10(x) 1G,l =1 Gl . Ici, on considere
l'action de &, sur F[n] définie par le transport de structures. Un calcul direct montre

l'égalité des coefficients de x? dans les deux séries génératrices :

(s)
IOF )l = 2w = Y —
t € O(FIn]) seFm) 10
= —1—, 2, wEelG| = —IT Y ows) 2,1
N s eFm " seFm] 0eQ,
gs=s
1 | F_[n]|
= ;!. Z~ w(s) = T
(s,0) € {n]

Puisque le calcul de la série génératrice des types d'une espece est ramené au calcul
de la série génératrice d'une espeéce associée, on peut espérer utiliser les opérations entre
especes pour dénombrer les types de structures comme nous l'avons fait 2 la section 1.1.
Malheureusement, cette espéce associ€e ne commute pas a toutes les opérations ; on

constate rapidement que

~ ~

~ ~ -~ - ~ ~ o~
(F+G) = F+ G, (FG) = F-G, mais (FG)) £ F(G).
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En fait, le nombre de types de structures d'une espéce obtenue par substitution ne dépend
pas seulement des nombres de types des espeéces utilisées mais aussi de leur structure
interne et en général lf‘:G(x) # i‘(é(x)) . La recherche d'une solution a ce probléme
amene Joyal [JA1] a considérer ce qu'il appelle 1a  série indicatrice d'une espéce, pour
laquelle il obtient un théoréme de substitution. Nous effectuons la méme démarche dans le

cas des especes pondérées.

(1.27) Définition. Soit F = Fy : B — [E, uneespéce A-pondérée. La série
indicatrice, Zg ,de F est définie par
¢
Zp = 2 pd) g
o8 d = (d,dp...), Tid =n<eo
xd = x?1x22...
atd = 1°14,12%2q,1 ...
prd) = X (w(s):s eFn}, 6-s=s) ,
0 €@, étant une permutation de type d (i.e.: ayant d; cycles de longueur 1).
a

Remarquons que 'expression pg(d) ne dépend pas de la permutation ¢ € G
choisie. En effet, si o et @ sont de méme type d =(d;,d,, ... ), alors elles sont

conjuguées, donc il existe P telleque ¢ =B~ 1gp ,etalors o:s=s < @P-s=P-s.

Ainsi
2w = X wos) = X whleBs) = X wPs) = X ws).
os=s os=s oBs=Ps oBs=Ps Ps=s

11 existe diverses formes d'écriture pour les séries indicatrices. Selon le contexte,

nous emploierons indifféremment 1'une ou l'autre.
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(1.28) Proposition. La série indicatrice d'une espéce pondérée posséde les

expressions équivalentes suivantes :

4 &
— X, X, ...

M Zg =X X pldpdy ) g

n20 ;2_:;;:2;-‘;) 1'd127°d,! ...
. _ 1 5
Gi) 2z, = REZLO — 62:; ,, P(©) I(0)
w(t)
(iii) = Z —_— z I(0)

te O(F) ‘lGl ceG,
on O(F) désigne I'ensemble de tous les types de F-structures et G, le sous-
groupe de &, stabilisateur d'une structure de type t (i.e.: t = O(s) = G¢=G;).
Preuve : Laformule (i) est une reformulation de la définition. L'équivalence avec les
formules (ii) et (iii) repose encore sur le lemme du stabilisateur (énoncé i la proposition
1.27). En effet, pour
(ii) considérer l'action & x &, - & : (1,0) — 116t et remarquer que si

B=r‘or alors pp(0) I( o) =p gBIP):

— Y @0 = — X 2 p0Io
ceS, de@(G) oed
1
= — ldl p(d) I(d) = (d) ——
n! dE%(Gn) F d=(dlz.'dz. B PF autd

Yid=n
(iii) considérer 'action & x F[n] = F[n]:(0,s) — G's (le transport de structures) :

LS 3 weolo

2 Y @10

l‘l

n! ceq, oe@, seF[n]
gs=s5s
1 1
== 2w X o= 2 2w X 10
N s eFn] 0e@, " teO(F)) set ceG,
gs=8

LY o T10= 3 X3 19.

]
0 e O(FInD 6€G, teO(F[n])l G| seg, -
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Méme si elles ne caractérisent pas les espéces (voir [LJ2] pour un exemple

d'espéces non isomorphes qui ont la méme série indicatrice), les séries indicatrices

contiennent beaucoup d'information structurelle. On y retrouve entre-autre les

dénombrements des structures et des types de structures, et nous verrons au chapitre 3

qu'on peut en extraire un g-analogue delasuite (IF[n]l),50 -

(1.29) Proposition. Soit Fy :B — [, uneespéce A -pondérée.La série géné-

ratricede F ainsi que celle de ses types s'obtiennent de la série indicatrice par

spécialisation des variables, comme suit :

(i) Z§(x,0,0,...) = Fy(x)

(ii) Zp(x, x2, x3, L) =

Fy()

Preuve : (i)  Apresévaluation,

Zy(x, 0, 0,.

)—zpp‘)

autd

= x,0,0,..)

les seuls termes non nuls de cette somme sont de la forme pg(n, 0,0, ...) x“/n! , n=20.

Or la seule permutation de type (n, 0,0, ...) est id et
pelid) = X w(s) = IF [}l ,

donc Zp(x,0,0,...) =

s € F{n]
ids=s

“
‘L'HZO ‘Fw[n]I x“/n!

(ii) Dapresla proposition (1. 28-ii),

(xxx

=Y = Y @10

- 2 3
nZD . GEG xl:z X, x2:= X , x3:= X N
v 1 G +20 +30 +...
1 2 3
Z Py 2 PF(O')X
20 1 ge@,

ST % ws

120 ge@, seFn]
gs=s

S, X wo— = Fw.

n20 (s,6) e Fin] B
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(1.30) Exemple. Pour chaque ensemble UeB , I'espece Cy (cycles pondérés par
Yongueur du cycle » €Xemple 1.6) ne posséde qu'un seul type. La série génératrice de ses
types est donc ’é.{(x) = Y. b x* . Utilisons la troisiéme formule, proposition 1.28

(iii), pour calculer sa série indicatrice :

Z. = 2, Y o).

Y n21 |G I C€E
t G

t
n

Or G, =(1,c,c 2,...,c ™1} pour ¢ €C[n], donc
t

Ze = & = X 1)

nz1 R 1

t .

SR D (16 16 =

= 2, — X Iei Ic)=x_,)

n2l 0 din 1gicn wd wd
(i,n)=d

-t
=2 = nd) X,
r§1 n %x (P( xn/
¢ étant la fonction dEuler ([(i,n) =d ssi (/dn/d) =1] = #{i!(@i,n) =d} = e@/d)).
Ainsi

ot t. .
Z. =9, 2 K x"* = U i)« .
S =1 X i.jzzl j o x
On retrouve bien
t.
Z:(x,0,0,..) = ), 1x = Cx
21 ]
et 'égalité
t ~
Zo, x5, ) = 2 2 Y ek X = Cw)
n21 0 kn

nous redonne !'identité bien connue Y, ¢(k) = n.

(1.31) Proposition. Soit Fy, : BoE , une espéce A -pondérée.Ona:

Fo@]

=Z; .
u:=1 Fu

Preuve : En effet, il suffit de calculer la série génératrice de 'espéce i‘w, assocife 2
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F, (définition 1.25 (2)) pour trouver la série indicatrice Zg de F :

Fow = X IF n_

n20

F il = X wolo =2 2 weLo = 2 pgo)io)

~ ce@&, seF[n] oe@,
(s,0) € F'l[n] Gs=S$

donc, d'apres la formule (ii) (proposition 1.28),

Z( > pp© 1(0)) = -z, .

F @)

u::l n20 GE@ u::l v
|

(1.32) Exemple. La séric indicatrice Zg de l'espece (pondérée par le poids 1) des
ensembles est
d
X

dz
Xy -
n20 (d;,dp...) 4

zlidi=n d 2 dyt

Avec la proposition précédente, on obtient directement une expression pour cette somme :

EfU] = (U0 loedy) = 81U,

(=9
g
(¢}
e
.

n
7,1
0

EoC7 et

i‘.x (w) = S_!(fu) = E°C?(u) = cxp( Z_ ?‘P n)

Zy = l~31 (u)

Dans les exemples précédents nous avons calculé directement certaines séries
indicatrices. En général, nous préférons utiliser les liens combinatoires entre les structures
considérées. 11 suffit pour cela de connaitre le comportement des séries indicatrices devant

les opérations sur les especes.
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(1.33) Théoréme. Soit F, et G, deux espéces A -pondérées.Ona:
M) Zg g, = T, 2,

(2) ZF,,- G ZF,'ch

v

d
B Zp, = x5
(4) Zy wg, = Ly *Zg,

(5) Zg .o = Zp,° Zg, = Iy, [[Z‘;vjl’[zcvz)z’[z‘;v’Js’"']

Dans (4) , l'opération x de droite doit étre interprétée comme le produit terme
terme des coefficients de xd/aut d (que nous appelerons produit de
Hadamard pour les séries indicatrices). Dans (5) , on suppose que
G[DB] = D, la fonction de poids v" est définie par v(s) = (v(s))» e
l'expression (Zg), désigne la série obtenue en effectuant la substitution x; = Xg;
dans la série indicatrice Zg -

(Z4) Oy Xy Xy ) = Ty Ry Xy, ) = Zo(x, X, Xy, o)

X=X .
1 ni

Preuve : Pour l'instant, nous ne donnons que la preuve de (2) ; les régles (1), (3)
et (4) se démontrent de fagon semblable et sont laissées au lecteur. La formule de
substitution pléthystique pondérée que nous donnons en (5) demande quelques
développements et sera prouvée a la section suivante.
(2) Selon la définition cle série indicatrice (1.27), il faut vérifier que pour chaque
d=(,,d,...), Zid ; =n,ona

Pr.g(d) pp(d) pg(d")

autd d+d" = q autd' autd"

ou d'+d" =(d '1+ d '1', d '2-»- d 2 ...) . D'une part, on remarque que

n!
—— e = 2 Ppgd).
autd “F6 cew, F-G

G de type d
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D'autre part, d'apres la définition (1.10) du produit d'especes, on a
pF(dl) pG(d") (n ) n|! n"!

! Fe S LI
d'+d" = ¢ aut d' autd" d'+d” = d "/ autd’ aut d" pF

") pgd™)
) n'l o ont > wE) VG

@sdm=a "/ autd' autd” |* =) <F.Gln]

r—SO'S=S
= X 2 poids®) = 3 pyo@)

ce&, seF-G[n] CeS,
cdetyped os=s5 crdetyped

(1.34) Corollaire. Soit F et G, deux espéces A -pondérées. Si G[O) =0, alors

FG)(x) = zF(Gv(x), & .0, & 46, ) :

Preuve : C'est une conséquence de (1.33-5) et de (1.29-ii) :

FG) (0 = Zpy Xy Xy X0 " i
=X
= Z (2 L (Z r e
ool
ou
(z = Zg (X, %X, X, C = Zg( XKL = G ")

(1.35) Exemple. Considérons l'espece S7 des permutations pondérées par
l'indicateur de cycles (1.16). Les types de cette espéce correspondent aux partages
d'entiers et le poids d'un type est une description du partage : t (: 1t§2:§3. .. pour d; parts
de taille i. Ainsi la fonction génératrice des types contient une énumération de tous les

partages d'entiers, groupés selon leur cardinalité (la taille de I'entier partagé). On obtient

une expression pour cette somme 2 I'aide du corollaire précédent :

11
S’_’(x) = EYC)(X) , CT(X) Z t X" et Z, = e:1 272730

nz1
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donc
2,
§1(x) = ZE(cy(x), C'f (x), )
n 1 2 2n n
El LX o+ -2—l§1tﬂx +o g{-ln(l-tnx )
= e = €

I1—.

n2l 1]- tn xn

ce qui est un produit infini plus raffiné que celui dEuler pour les partages d'entiers.
§1.4 DEUX EXEMPLES CLASSIQUES

Lorsqu'il s'agit d'énumérer des types de graphes suivant un parametre descriptif (par
exemple leur nombre d'arétes), on trouve habituellement des solutions faisant appel au
théoréme de P6lya. Nous allons, par quelques exemples, montrer comment ce genre de
problémes peuvent étre traités efficacement a I'aide de la théorie des espéces pondérées ;
chaque cas sera ramené & une application simple de la formule de substitution
pléthystique. Mais d'abord nous voulons montrer que le théoréme de Pélya lui-méme est

une conséquence de cette formule.

Afin de bien situer le lecteur, nous énoncerons le théoréme de Pélya [PO,PR] dans
sa forme classique. Puis nous verrons que les hypothéses de ce théoréme sont réalisées
en considérant une espéce F obtenue par substitution d'une espéce pondérée trés simple
dans une espéce moléculaire (voir remarque 1.37-1) bien choisie et que le probleme, vu

de cette fagon, revient au calcul de la série génératrice des types de F.

(1.36) Exemple. Soit D, R deux ensembles finis, IDi=d, w :R — A une fonction
et G— & un groupe de permutations de D . La fonction w s'étend a l'ensemble RP

des fonctions f: D — R en définissant le poids w(f) par w(f) == [1,cp w(f(x)). Sur
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cet ensemble de fonctions, considérons la relation d'équivalence = définie par
f

p—I R f=rf
351 /I ssi
D”/f Jge G, fg=f.

H est clair que cette relation préserve les poids, f = f = w(f) = w(f'). On peut donc
définir le poids d'une classe d'équivalence comme étant le poids d'un de ses représen-
tants. Le probléme qui nous intéresse est le suivant : on voudrait faire /'inventaire, c'est-a-
dire calculer la somme des poids des classes d'équivalence. Le théoréme de P6lya donne
une réponse en termes de Zg.p, ke polyndme indicateur de cycles de l'action de G sur D :

Y W) =z o w0, Z(w(r))z,...),

erP= reR reR

ol f = désigne la classe d'équivalence de f selon larelation = et Zgp est défini par

2 IG)

geG
(on peut aussi considérer un groupe H agissantsur D,H x D — D: (h,x) —>hx,
et appeler G le sous-groupe de &p défini par cette action, G = {ge@Gp | JheH,
VxeD, g(x) =h-x} ; dans ce cas, le polyndme indicateur de cycles est Zy.p =
(1/H) Ypcy I(h*), h*e Sp étant la permutation définie par h*(x) = h-x, et on remarque
que Zyp = Zgp)-

Pour traiter ce probleéme avec les outils de la théorie des especes, nous allons, pour
chaque ensemble fini U, étiqueter les éléments de D 2 I'aide de ceux de U (en tenant
compte des équivalences imposées par () et faire suivre cet étiquctage d'une fonction
vers R pondérée adéquatement ; puis nous oublierons les étiquettes en passant aux types
de structures et constaterons que l'inventaire cherché est précisément le coefficient de xd
dans la série génératrice des types. Pour ce faire, définissons les espeéces X, Mg et F
comme suit :

w = 2reR Xw(r) OR pour chaque teR, Xy () estl'espéce des singletons

pondérés par le poids w(r) .
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* M est une espéce de bijections :

V UeB, Mg[U] = Bij (D,U)/~=,0n Bij(D,U)={¢ :D — Ul ¢ bijection}

et = estlarelation d'équivalence définie par

D—25U o=V
Egl /l ssi
D7V 1ge G, yg=9,

Vo :U —=YV, le iransport des Mg-structures se fait via des représentants des
classes d’équivalences, Oy P~ =Y~ & Oop =y & JgeG, Gop = Yyog :

D—2U
oL
D V.

TN

-y,

e F = MgXy).

Tout comme l'espece Mg , I'espece F est portée par la cardinalité d et aprés
examen (figure 11), les F-structures sont vues comme des couples s = (¢~, U SN R)

ayant poids w(s) = HEU w(c(u)). Il est alors facile d'associer & une structure s =

(9=, c) lafonction f=c p:D—->R.

/@ seF[U] = Mg(X,)[U]
//@ s = ((p", U_._c_.) R)
: w(s) = w(rl)w(rs)w(r3) w(ri)-n

P~
\@ D—2 3U—"5R

U TrSee

.r——->ri

/A

figure 11
On s'assure que les types de F-structures sur U sont en bijection avec les classes

d'équivalence selon = des fonctions feRP en considérant I'application

Flu] —2 RPe=
s=(¢%¢c) — f-=TF
et en vérifiant (les détails sont laissés au lecteur) que
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(1) D est bien définie, c'esr-a-dire :
=V = %"=,
(2) @ est compatible avec les types de F-structures, c'est-a-dire :
' = Ops = D(s) = D(s),
(3) @ estsurjective :pour f:D — R, prendre ¢ :D —=- U quelconque,
poser c=f @-letalors s=( 9=, c) satisfait O(s)= =,
(4) D préserve les poids, c'est-ad-dire :
w(s) = w(P(s)) .
Les observations (1), (2), (3) et (4) impliquent qu'il existe une bijection entre I'ensemble
F[Ul/= des types de F-structures sur U et I'ensemble RP/&= des classes d'équivalence,
Fu] —2 rP=
ANE biection
F['U]/E
et que cette bijection préserve les poids. On en conclut que I'inventaire est égal a la somme
des poids des types de F-structures, c'est-a-dire le coefficient de x4 dans f‘(x). Or,

d'apres le corollaire (1.34),

Fx) = ZMG(iw(x), i’w,(x),...) = zMG((Z w(r))x,(Z(w(r))z),(Z’...)

reR reR

et puisque cette série ne comporte que des iermes en x4 on peut écrire

Fox) = ZMG((Zw(n),(Z (w(r»"‘),...) x

reR reR
Nous n'avons plus qu'a calculer la série indicatrice de l'espeéce Mg . Ceci peut étre fait
directement en utilisant la formule (1.28-iii) et en remarquant que: :
(i) Mg estportée par la cardinalité d et il n'y a qu'un seul type de Mg-structures,
ar Vo,y:D —=> U, 3o (=yop ) eGy, opyo=Vv,
(i) toutes les Mg-structures ont le méme groupe d'automorphisme et celui-ci est
isomorphe au groupe G, car

ccAut (§°) & O'P~ = 7 & Cop = ¢ & TgeG, 0op = @og,
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ce qui permet de définir un isomorphisme entre G et Aut (§~) .

Donc
1 N _
Zvg = tegm‘ G Gg‘m(l)“") = G g%sl(g) = Zap -
D'ou
4
Fooy = z’G:D[(Z w(r)], Z(w(r))z),...)xd.
reR \r€R

(1.37) Remarques.

(1) L'esptce Mg est une espece moléculaire , c'est-a-dire indécomposable sous la
somme(M =0 e M=P+Q = P =00uQ = 0)), cequi est équivalent au fait
qu'il n'y a qu'un seul type de Mg-structures. C'est 'espéce que Yeh dénote X49/G . On
retrouve des études plus ou moins détaillées de la notion d'espéce moléculaire, espéce
multisorte moléculaire et de S-espéce moléculaire dans [BY, LG2, LJ2, UW, YY1 et

YY2]. Un traitement semblable peut étre fait pour les espéces pondérées moléculaires .

(2) Lorsque toutes les structures d'une espéce donnée ont le méme poids p , ce qui
est le cas pour les espéces moléculaires, ou lorsque leurs poids ont un facteur commun ou
lorsqu'on veut indiquer que les poids de toutes les structures sont multipliés par p , nous
conviendrons de placer ce facteur commun entre parenthéses : Fopy - Etant donné que ce
poids sort en facteur des séries génératrices et indicatrices de 1'espéce,

Fl[p)(x) = pF(x) et ZF(p) = pZg,
on peut étre tenté d'utiliser la notation pF pour désigner l'espéce F(p) - Nous ne
I'avons pas fait jusqu'a présent et nous continuerons d'éviter cette pratique parce que
d'une part elle ne simplifie pas la notation et d'autre part elle peut introduire une confusion
entre les notions de K-espéce (K-combinaison linéaire d'espéces moléculaires au sens
de Yeh [YY2]) et espéce K-pondérée . Ces deux notions sont fondamentalement
différentes puisque les transports ne s'effectuent pas de la méme fagon et qu'en général les

espeéces n'ont méme pas le méme nombre de structures! On peut s'en convaincre en
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examinant I'exemple suivant : si M est une espéce moléculaire alors
F = 5M=2M+3M mis G = My, & Mg+ M,
ol F estune Z-espéce et G est une espece Z-pondérée. Cette possibilité de
confusion peut s'avérer désastreuse lorsqu'il s'agit de calculer 1a série indicatrice d'une
substitution d'especes. Pour les séries génératrices, tout va bien et on obtient méme de
jolies formules lorsqu'il s'agit de substituer dans I'espéce E des ensembles :
EF,,(x) = & = EpF( = (EF®) .
Par contre, on doit étre prudent lors du passage aux séries indicatrices : lorsque p estun

coefficient d'une K-espéce, il est vrai que

Zope = 25707y = Ze{o(Z) (%) ) = (zeo7)
mais lorsque p est un poids commun 2 toutes les structures, la formule de substitution

(1.34-5) donne

P

s, = A7) F(7) P() )

et en général ZEopF # ZEoF(p,'

(3) 11y a plusieurs fagons d'introduire le théoréme de Pélya dans la théorie des
especes. Par exemple, dans le texte de Unger [UW chap.5-2] on trouve un modéle
légerement différent qui n'utilise pas de formule générale de pléthysme. Celui que nous
venons de présenter a l'avantage de bien situer le théoréme de P6lya par rapport a la
substitution pléthystique générale : il s'agit d'un cas trés particulier et la substitution

d'especes pondérées est une généralisation de la situation classique décrite par Pélya.

Le fait qu'on puisse démontrer le théoréme de Pélya 2 l'intérieur de la théorie des
especes s'avere trés intéressant d'un point de vue calculatoire. Des exemples faisant
habituellement appel & ce résultat seront simplifiés par un choix judicieux d'espéces et un
calcul direct de séries génératrices de types. Considérons par exemple la situation

suivante :
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f w
D » {0, 1} » (1,1}, G, xD—>D

o w(0) =1 et w(l) =t Il s'agit dv shéma)utilisé classiquement pour dénombrer les
types de graphes. La fonction f effectue un choix d'un sous-ensemble de D, les
¢léments de ce sous-ensemble se voient attribuer le poids t par la fonction w. En
définissant D de fagon appropriée, le polyndme indicateur de cycles Zg_.p de l'action
considérée permet d'effectuer l'inventaire de divers types de graphes, énumérés selon leur

nombre d'arétes :

les graphes non orientés sans boucles, lorsque D = ([;]) (I'ensemble des parties
4 deux éléments de [n]),

— les graphes non orientés, lorsque D = ([;‘]) +[n],

— les graphes orientés sans boucles, lorsque D = [n](2] (I'ensemble des paires

ordonnées d'éléments distincts de D),

— les graphes orientés, lorsque D = [n] x [n].
Nous allons calculer les polyndmes qui énumérent ces graphes selon leur nombre d'arétes
en utilisant les méthodes de la théorie des espéces. Dans ce but, nous introduisons une

nouvelle opération entre espéces :

(1.38) Définition. Soit F une espéce A -pondérée et G une espéce ordinaire.
L'espéce composition fonctorielle de F et G, notée ¥oG , est définie
par:

- YU eB, FaG{U] = F[G[U]] (I'ensemble de toutes les F-structures ayant
G[U] pour ensemble sous-jacent).

- Vf:U-—=5V, FaoG[f] = F[GIf]]. Q

(1.39) Théoréme. Soit F une espéce A -pondérée et G une espéce ordinaire.

Alors
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Zeg = E )) Pe(B B, ) 1I0),

n20 n' o€ G

o Bk = cx(G[ol) est le nombre de cycles de longueur k dans G[o]. De
plus, ce nombre est complétement caractérisé par P1 = c1(G[0]) = pg(0) (i.e.:
par la connaissance de 7G ) ; on a les formules
1 d
Be = ¢ X MW pg) & (o) = X & 0.

did
(r, d/d) =1

Preuve : La définition de FoG nous donne que ppog(s) = pp(B1,B2....) avec
Bk = ck(G[o]). Maintenant, si ¢ est une permutation ayant ok cycles de longueur k et
si zj,2, ... sontdes permutations circulaires de longueur 1,2, ..., alors on peut écrire
que le type cyclique de ¢ est

cye(0) = cye(61z) +Ogzy + ... + Oyzy + ...)

et celuide o9 seradonc
d d d
cyc(09) = cyc(0,z) + Ogzg + ... + Gyzy + ...).

Mais il est facile de voir que cyc(zk) = cyc((k dzyyq, d)) ol (k,d) désigne le plus

grand commun diviseurde k et d. Donc

cyc(cd) = ¢yc 2 k,d) S, Zyay = Y€ 2
k21

[ k) ck) z
r21 | kikd) =r

eten posant & = (k,d), ie.: k=18,d=pd avec (p,5) =1, on obtient :

@) = Y kdo = Y 3a;
ki(k,d) =1 8ld
(r, d/8)=1
Un cas particulier de cette demigre formule nous donne ¢;(B¥) = ) amdBd . D'ol, par

inversion de Mdobius,

B = 1 Y wid) e,

dik
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Et lorsque B = G[o] on remarque que B¢ = (G[c])? = G[o¥] puisque G est un

foncteur, ce qui permet de conclure :

¢(Glo) = B = ¢ ¥ HKd G = LY pd) pe(o?.
dik dik B

(1.40) Corollaire. Pour toute permutation o€ G de type (6,,0,,...) ona:

M L ¥ wde@) = g,
aTk
1 2
(2) = 3 ) (e(h)” = 21 (k. k) 6, 0, ,
k;,’{ 1 [kl.k2=k1k20k‘ X
ou [ky, ky] dénote le plus petit commun multiple de k, et k, er (k;, k)
leur plus grand commun diviseur,
{GZk si k impair
1 !
3) = k/d) ¢ (&) = . .
(3) k dzl‘fcu( ) ¢,(0) sz'%ck si k pair.

Preuve : On somme chacune de ces expressions 2 1'aide d'une inversion de Mé&bius :

M) ¢+ ¥ ukde @) = & ¥ uki) ¥ 8o, = Lko,
dik dik 81d
2
@) ¢ Y k@) = L Y Y kko 6
dTk dik kldkid !
1
= > K k
k £ azl'd([k,,%ﬂ lkzck‘ckzj
1
= = kk,0 0 = k,, k))o o,
k[kl.giﬂ 172 %, %, [kl,%ﬂ 1 %2 9% Y%,
®) 1+ Y ke = 1Y ukd Y S,
dlk dik Sid
d/8 impair
1 - 1
LY ukd) Y 8o, LY uiid) I do
= kK & 521:3 %k 5% B
si k impair si k pair  d/3 impair

— . . 1 - , .
Ainsi, lorsque k est impair cette somme donne ¥k0'2k = Oy, €t nous n'avons plus qu'a

faire le calcul avec k pair. Dans ce cas, écrivons d = 2'r, r impair. Alors d'une part
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(812r et 2V1/d impair) < (6=2vp,plr)
et d'autre part, puisque R(2°x)=0 si s22, il faut que (k = 2'm ou 2*'m, m

impair). On obtient donc, lorsque k =2'm

= -1 2'mo = g
m rim plr 2vm 2™m zx
et lorsque k = 2%!m
v+1 Z u(2m/r) zvp G = v+1 z u(m/ 7 2Vp G
27 m rim pir 2 m rim pIr 27p
= 1 v - 1
_2v+1 2m°2“*‘m = _fok'
" . 1
D'ol le résultat pour le cas pair: ©,, - 50y . u

Pour B, = B,(0,, 0y, ...) = ¢, (G[0)), la famille (B,)y>; décrit les décompositions en
cycles des transports des G-structures le long de G, pour 6e & ; son nom de fype

cyclique de l'espéce G ainsi que les formules permettant de le calculer ont été

introduits par Gilbert Labelle [L.G3].

(1.41) Exemple. Soit t une indéterminée et A = Z[t] . On définit les espéces
A -pondérées G, G°, GO, GO® respectivement par :

® VUeDB, glU] estl'ensemble de tous les graphes non orientés sans boucles ayant

U pour ensemble de sommets. Le poids d'un tel graphe est tFarétes,

®* YUeB, g°[U] estl'ensemble de tous les graphes non orientés ayant U pour

ensemble de sommets. Le poids d'un tel graphe est tHarétes,

® VYUeDB, gofU] est I'ensemble de tous les graphes orientés sans boucles ayant

U pour ensemble de somrets. Le poids d'un tel graphe est tfarétes,

®* VYU eB, GO°[U] est I'ensemble de tous les graphes orientés ayant U pour

ensemble de sommets. Le poids d'un tel graphe est tharétes,

avec les transports habituels. Définissons aussi l'espéce A-pondérée fw par
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VUeB, pwU] = {AIACU]}, vw(A)=1tAl
On remarque que
&) G GXPy et G =GO Py,
puisque tout graphe (avec boucles) est un graphe sans boucles auquel on a ajouté une
partie de I'ensemble des sommets (I'ensemble des boucles). De plus, pour les espeéces G
et GO°, les graphes voulus sont obtenus en choisissant une partie (pondérée) d'un
ensemble approprié, soit l'ensemble des paires (parties & deux éléments) pour G et
l'ensemble des couples (fleches et boucles) pour GO° . D o les relations
(**) G= Pwo P2 et G = pwo (E*°xE*)

ou @2 désigne l'espece ordinaire des parties a deux éléments.

Les séries génératrices des types des quatre espéces de l'exemple (1.41)
contiennent tous les polyndmes énumérateurs (selon le nombre d'arétes) de chacune de
ces classes de graphes. Or, ces polyndomes s'obtiennent aussi a 'aide du théoréme de
Pélya (1.36) appliqué aux actions de S décrites plus hzut. On a donc

2 _ R n _ _ 5
Zgn:([;,) (141, 1+, ...) = coefficientde x* dans Gx) =Z/x,x%, ...),

2 . n 2
Z 1+t, 1+t7, ... ) = coefficientde x dans X) =7 .(x, x5, ..),
Gn;((;])-}-[n] ( ) &( ) g°(x )

Z (14, )
S :[n]

n

coefficient de x" dans Go(x) = Zgo(x, X2, ),

1+, 1+t2, ) coefficient de x dans GOP(x) = Zgp(x, x2, ..,

z@ﬁ:[n]x[n]

et c'est en calculant les séries indicatrices des membres de droite que nous obtiendrons le

résultat.

(1.42) Exemple. Nous nous intéressons ici aux graphes simples pondérés selon leur
nombre d'arétes et au dénombrent des types de cette classe de graphes. 1l s'agit bien sir

de calculer la série génératrice des types de l'espéce G en utilisant la relation
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G = 9,96, . Calculons d'abord les séries indicatrices impliquées :

I -
=EX)E = Z =27 Z == " ee®" o (1+t)
o t o = “ex)Ze g & i
donc
\
ky k, ks
k X k X k X
z, = méo (1+1) * (1+) 2 (1+1) -
k,20, Y e 1 3
12ki<w 1 kl!/ 2 k2! 3 k3!
k; k kK
- 2 H[].+ti] X, Xy ..
k20, D k<o 121 kvzkzsz
d'olr

2 P (O, o, --) I(c)

p “’0 n' 6e@, p
ol (61,02, ...) estle typecycliquede o et pp(61,02,...) = ]__[i21(1+ti)"i .
A ce stade, P. Leroux (LP] nous fait remarquer qu'il n'est pas nécessaire de connaitre le

théoreéme de P6lya pour traiter cet exemple. En effet, le théoréme (1.39) nous dit que

Zg = pr“Pz z n| Z pp (so 2[0]) I(c)

n20 ces,
donc
~ 2 1 B1 2B2 n
A = Zgx,x,.) = 3 = ¥ (1+) (1+1) ...x
a0 oe@,

ou (By, B,, ...) estle type cyclique de la permutation §,[0] . Or la définition du

polyndéme indicateur de cycles d'une action (1.36) nous dit précisément que

B, B
Zg (et ) LY Kp,loh = L 3 1

n! ce, n! 0eQ,

Ce polynme est aussi noté Zg® et la comparaison des deux derniéres formules nous
n
donne le résultat de PSlya pour ce cas particulier. En effet, il est maintenant clair que

@) = Y 2 g+t 148 )"

n20 &,
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Dans Harary/Palmer [HP], on trouve une expression basée sur une analyse méticuleuse de
l'action considérée. Nous présentons ici une méthode trs différente et notre calcul sera
complété avec la connaissarice du type cyclique de l'espice g, . D'abord, si oe S est
une permutation de type (G;, 0,,...) et [Ul=n alors les seules paires d'éléments de U
qui sont laissées fixes par 'action de G sont celles qui contiennent soit les deux éléments
d'un cycle de longueur 2 de ¢ soit deux éléments choisis parmi les points fixes de © .

Donc

et d'apres (1.39)

Wk/d) p,, (%) = = 3wk [(cl(o"))z—cl(o")+2c2(o“)].

_ 1
ACAC IEID) 2

dTk
Ce qui, utilisant le corollaire (1.40), donne

G.

)k si k impair

1 . 1 (
B, = c(g,lo) = = (4,j)oc. - =0+ ) . .
k k772 2 [i'j]zﬂ‘ Ny 27k l-?ok+o‘2k si k pair.

D'ou

C, si k pair
1 ..
- 1Lj)Co, + Cp — 1 . . .
2 [,_;’,k ! x 30, si k impair

z, =YY [1G+" 1),

n>0 *** ceQ, k21

Giog, + oy - (1—%-(kmod2)) o,

1
n 5 4
_ 1 . {ig] =k
20 = o 2, I ;

n ‘P oed, k=1

ol kmod 2 désigne le reste de la divisionde k par 2.

(1.43) Exemple. Grice a I'exemple précédent, il nous est maintenant facile de trouver
les polyndmes énumérateurs, selon le nombre d'arétes, des trois autres classes de graphes
introduites plus tdt ; les graphes non orientés et les graphes orientés sans ou avec boucles,

qui définissent respectivement les espéces G°, GO et GO° de l'exemple (1.41). Nous
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utiliserons les relations

*) G =GXPw et GO = GOX Py.

Ainsi, pour l'espéce G° on trouve :

z = x Z = L .

donc

0 si k pair
1 .
- iLj)ooc + 0, + 41 R .
2“};& i % 30 si k impair

Zg°=2n' Y H(1+t) I(0)

n20 ceqg, k2l

1
n % ;(LJ)UO] + Oy + 3(kmod2)o,
k

1
z = L
&, (M+m n! 2

' o€, k=1
Pour I'espéce GO° larelation GO° = @wo (E* x E®) donne

Zir = 2y iy = o 2 Pp EXEIS) I(O).

Pu(EXE’) a0 0e@,

Zep = 2 ;117 Y o Ko,

n20 ' ceq,

donc le type cyclique (B, B,, ...) de la permutation E*XE®[c] est donné par :

B = ¢ (E'XE’[0)) Y ud) pg. 0.0

dlk

= -

2
= LY pkid) (¢, (@) = G4,j) 60, .
k &, G, =k )

D'ou

z LY TG+ [.}_JU)W,-I
= - +t (0)
57 l§ n! 5, el
et
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Une méthode semblable permet de traiter diverse:; classes de graphes [DLL]. Par
ces quelques exemples, nous avons voulu illustrer comment I'emploi des espéces pondé-
rées et de leurs propriétés permet d'obtenir facilement des formules élaborées. Au chapitre

I nous présentons des exemples tirés d'un autre domaine; celui des fonctions spéciales.
§1.5 PREUVE DE LA FORMULE DE PLETHY3SME

Comme nous l'avons annorncé plus t6t, cette section sera entiérement consacrée i la
preuve de la formule de pléthysme pondéré introduite :u théorgme (1.33-5). Plusieurs
approches sont possibles [BF2, JA1, UW], nous avons choisi de donner une version
pondérée de la démonstration exposée par V. Strehl dans son cours de combinatoire [SV].
Celui-ci présente un raffinement de l'analyse faite par A. Joyal dans son article
d'introduction a la théorie [JA1], raffinement qui permet d'éviter le recours & un principe

de prolongement des identités algébriques qui n'est pas cliirement établi.

Nous voulons donc montrer que si F = F o et G = G , sont deux espéces
A -pondérées etsi G[D)] =@, alorsla série indicatrice de l'espece FoG (obtenue
par substitution de G dans F ) se calcule & 'aide des séries indicatrices de F etde G

par la formule
*) Zs,.6, = %,° Z¢, = Zr, ((ZGV)I’(ZG',)z’ (ZGV,); )
oll la fonction de poids v* est définie par v7(s) = (v(s))" et l'expression (Zg), désigne

la série obtenue en effectuant la substitution x; = x; dans la série indicatrice Z :

(Zc)n(xl, Xgs Xgy o) Za(X(, Xy, Xg, o02) e x = Zo(Xpy Xgpe X3 -20) -
i M

Afin d'alléger la notation, nous n'indiquerons pas les poids s'il n'y a pas de risque
de confusion. Si son emploi s'avérait nécessaire, la lettre « w » désignera la fonction de

poids générique. La lettre « v » est réservée pour la fonction de poidsde G .
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Tout d'abord, rappelons la définition (1.27) de série indicatrice ainsi qu'une

reformulation de (1.28-ii) (voir la preuve de 1.31) :

B
(1.44) Z, = 2 p..(B) x . z L z w(h) xe)
) F aut f§ 20 n! ~
BeN (h,0) € Fn]

oit IN() est I'ensemble des suites éventuellement nulles (B, B,, ...) d'entiers non
négatifs, F est I'espéce associée définie en 1.25 (1) , cyc (o) désigne le type cyclique
de 0, cyc(0)=(c;(0), c2(0),...) si ¢ possede ¢ (0) cyclesde longueur k , et

cye(o) _ x"l(°) xcz(a) €4(0)
1 2

Tenant compte de ces préliminaires, la formule (*) devient

(1.45)
1
Zyy®) = )

1}
cye(o)  _ X
oo n! 2w x - 2 P(B) g ° Ze®

~ (+)
(h,6) e F(G)[n] el

Nt
et il est alors clair que sa compréhension passe par une étude détaillée des F(G)-
a4

structures. Rappelons qu'une F(G)-structure sur un ensemble fini U est un couple

(h,0) € F(G)[U] x &y qui satisfait 6-h = h, avec poids w(h) . De fagon plus explicite,

h = (U/=, 5, ( )%)CEU/J , wh) = w(S]'Cg/E\{ %) , ou |= g's‘;(;xlﬁi :l:;?ltégnsurU
s € F[U/=]
2. eG[C]

etla condition ¢-h=h signifie que (voir figure 12) :

i) © et = sont compatibles, donc G estun automorphisme de =,

ii) o induit une permutation /= de U/= qui satisfait 6/=s=s, donc
(s.0/=) e F[UA],

iii) chaque classe C eU/= est munie d'une permutation 6c €S, définie par
oc(a) =ok(a), on k=min{ j21| o©i@@) €C}, quisatisfait 6cLc = L¢ ,
donc (¢, o¢) € GIC],

iv) pour chaque classe C €U/= le transport de structure le long de ¢ donne

Glol(Lc, 00)=( Locy Ogcy -



§1.5 PREUVE DE LA FORMULE DE PLETHYSME 49

(= O'C) e O/= 3
1 x@ . C,=C(=06"C)
G

/*‘ ;
ol=ec & G )« c, (=60

o/=-s=%§

Lo

—| 3

figure 12

Nous utiliserons cette description détaillée lorsqae viendra le temps d'énumérer
(sommer les poids!) ces structures. Mais voyons d'aberd les liens entre les mondnes

indicateurs de cycles des diverses permutations.

Si o et = sont compatibles, pour chaque cycle de la permutation /= €Sy
choisissons une classe C (=C ) et posons
Co=C(=0XC), C;=0C, C,=02C, ... , C_=0kIC,
C=CuUCuUGU..C,,
ou k est la longueur du cycle (voir figure 13). Alors tous les cycles de ol ont pour

longueur un multiple de k e

cyc (°|é) ck(clé) cn(clé)
X = xk sz ey
cyc (0¢) ¢ (Oc) ¢,(0¢)
X =X
1
¢ (0la) cx (@)
=X
1
d'ol
cyc(gl,)
& cye (0¢ )
(1.46) x = x ox °©



50 Chapitre 1. ESPECES PONDEREES

N
N

§>

—/

— et 7

C, =oC T C, = GZCT

figure 13

Maintenant, nous allons énumérer les ;(G)-structurcs (h, ¢) selon le type
cyclique de la permutation o/=: . Pour chaque type cyclique 8 =(8,, 8,,...) e[N®),

on définit une espéce ;‘TG)<B> par

N <B> , ~
VYU e B, F(G) [U] = l'ensemble des F(G)-structures (h,0) sur U
telles que le type cyclique de o'= est B.
et une série auxiliaire
8 1 8
Zeoy * 2 2 wiyx,

n20 n! ~ 8
(th, o) eF(G) [n]

(on écrira <k> lorsque 8=1(0,0,...,1,0,...) ).

K
11 est clair que :
(1.47) FG) = 3 FG)™;

Be IN(*)
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(1.48) les ?('G)<“>-smlcturcs peuvent étre vues comme des « B-assemblées de
G-structures » « chapeautées » d'une i’-structurc, conime suit :
VUEeB, F@<>[U] = ( (5.2, 0)1(£ 0) € EG)<P>, (s, o/=) e F[U/=] |
w(s,2, 0) = w(s) w(l) = w(s, o/=) w(k, o),

ol E désigne I'espace des ensembles et w(2) = [1c w(.2c);

4 8> .

(1.49) z'l-‘((}) (x) = z(.) Z;‘(G) (x);
BelN
et un premier calcul de somme de poids donne
S owmx*@ = T ( L owe ) wt) £,
(h.0) €F(G) ™ [U] (£,0) e EG) ™[y \ (& 07=) eHUL)

donc
(1.50) 2 w(h) X (© _ pF(B) . Z w(®) x° (o) ,

~ <B> ~ . <B>
(h,o) e F(G) "[U] (£,0)€E(G) "[U]

ce qui ramene le probléme a une énumération et calcul de poids d'assemblées particuliéres
~

de G-structures, les E(G)<B>-structures. Il suffit pour cela d'examiner en détail celles

dont le type cyclique B est réduit a un seul cycle de longueur ke N (les couronnes de

longueur k de Joyal [JA1]), puisque
B, 8 8,

2
<1> <2> <3>
Z<l}> _ (ZE(G)) _(ZE(G)) (ZE(G))
BG © gt B,! B,!

. B
coefficientde z dans e = '
j20 ¥

Zo 2 Zgg, Z (Z‘oz" l((::))j

En effet, la premiere €galité découle d'un argument semblable i celui de la proposition
Lo d
1.31 : donnant aux structures (£, o) € E(G)<#>[U] le poids w(£)x8 , on obtient la

série génératrice

n

2 “‘":(G)<B>[n]l }liT = z W) x" s_'

n20 n20

E(G)* )

(£.6) €EG) ™ [n]
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e e a2 <B> 8> e aee . N
qui satisfait E(G) ~ (u) = Z;:(G) . Puis I'isomorphisme d'espéces
u= 1

B,,00,..) 0,8, 0 ...»
EG)* = EG) > EG) " -

donne l'égalité voulue, les B, couronnes de longueur k (pour k fixé) pouvant étre

comptés indépendamment, mais ne devant pas étre ordonnés :
_ Eow)  (E6) P w)

Ay
EG<B>
©Fw| i X

Se rapportant aux figures 12 et 13 ainsi qu'a la dc:Scription détaillée des
;‘TG)—stmctures faite en début de section, nous constatons que les ETG)<k>-su'uctures
(Ul=, {U/=}, 2 =(Lc)ceys) surunensemble U s'obtiennent par :

i)  un choix d'une partition ordonnée de U en k classes (Cy, C1, ..., C )
telles que 1Cyl=1C |I=...1IC | |=n. Cecin'estpossible que si lUl=nk et

dlorsilya

nk !
(n, n,... ,n) = E-ni)k— possibilités .
(n!)

ii) un choix de k-1 bijecrions v;:C; —» Ci .y, (0<i<k-1 ), ce qui peut étre fait de
(nhk-1 facons.
iii) wun choix d'une structure (Ly, Gp) € ﬁ[Cd avec poids v(£g).
iv) les structures (£;,,, G;,1) € é[q+;l] ,0<i<k-1, ainsi que leur poids, sont
* entiérement déterminées par les transports, (2,1, Gi,1) = t?[yﬂ(&, G)et

v(£,1) = V(G =... = v(£y) .

v) laderniére bijection Yy, : C ., — C, est aussi entiérement déterminée,
Vi1 = Ogo(Yx0 -+ o¥o)!, erelle sarsfait Glyy11(2x1, S.1)=( Lo, Go) ,

donc
k-1 «
w(®) = [ ve) = ).
=0

vi) parmi les structures que nous venons de décrire, certaines sont équivalentes par
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rotation cyclique car la classe C,y peut étre choisie de fagon arbitraire, ce qui
réduit leur nombre d'un facteur 1/ .
Rassemblant toutes ces données et utilisant (1.46) on obtient
N nk)! a1 o)
Towox™O s Sl T wgFe ™
~ H -~
(£.0) €E(G)*[nk] (n!) (200 €& In]
(1.51)
( 1 (nk)! k cye(S,)
; W)™ = LT B v eex
(2, 6) € E(G) *[nk] (2 60 € G [n]

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécesssaires pour terminer la preuve :

<k> . 1 . 3¢ (©)
Zgey ™ = Z‘o wor 2 w(L) x
~ <k>
(151 | (£, 6) € E(G) ™ [nk]
1 1 k cye(o )
=T 2 or 2 (v(,EO)) X, 0 X 0
n20 T p 00 G [n]
1
T X ZGvu(xk’ X -+
donc
k 1
(1.52) Zogy ® = = %0 Zg ™),
ce qui donne
8> 1 eye (0)
z X) = oy w(2) x
o ® = X X wo)

) ~ B>
(£,0)€E@G) [n]

= Coefficient de z dans exp Z z, Z;:é) (x)
k>0
(1.52) U z,

k
— X, ©Z_(X)
= Coefficientde z dans H pS =
>0 j, 20 K
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<IB> X
(1.53) Zgey® = g 0Zg(x)

¢t finalement,

(1.54) Proposition. Si F=F , et G =G v Sont deux espéces A -pondérées

etsi G[@) =0, alors Zpgy X) = Z g o Zg (X).

Preuve : 1l suffit d'assembler les calculs précédents :

1
Zp((;) x) = Z - 2 w(h) < (o)

0 I ~
(1.49)“ nz (h, 0) € F(G)[n)

Z Z;(G) (x)

(1. SO)U
2 Py ) z 2 w() x7* @)
(1.53)11"“N | (2.0) eBG) ™ ]
= X n® —ozG<x)
BeIN
= Zpo Z(x).



Chapitre 2

POLYNOMES ORTHOGONAUX

Les familles classiques de polyndmes orthogonaux ont été étudiées d'un point de
vue combinatoire par de nombreux auteurs [BF1, FD1, FL, FP, FS, LS, LY1-2-3 et 4,
SV1-2 et 3] et la plupart de ces modeles s'inserent bien dans la théorie que nous venons
de présenter. Nous nous proposons d'en décrire certains sous la forme d'une espéce
pondérée et dans chaque cas de calculer la série indicatrice correspondante. Ces résultats
permettront d'obtenir des g-analogues des diverses familles de polyndmes considérées.
Remarquons que plusieurs modeles pour une méme famille peuvent donner lieu a des
espéces non isomorphes, qui peuvent avoir des séries indicatrices différentes qui, a leur

tour, donneront éventuellement des q-analogues distincts.

Nous conviendrons de dire que toute espéce F : B — [E, est un modéle
combinatoire pour la suite de ses coefficients (IF[n]l),>, . Lorsque la fonction de poids
prend ses valeurs dans un anneau de polyndmes, I'espéce considérée devient un modele
combinatoire pour une famille (F,),>; de polynémes ou une normalisation de celle-ci
(k,F, =1F[n]l pourune constante k, bien choisie) . Le n-i¢me polyndme de la suite
apparait alors comme la sornme des poids des F-structures sur n éléments, ou, si l'on
préfere, comme l'énumération des F-structures suivant certaines statistiques. Nous
déclarons une fois pour toutes que A = Qo B, ¢, N, a,a°}, p, ¢, 1], nos polyndmes

étant des fonctions de ¢ (a, B, ¢, N, g, a1, p et ¢ étant les divers parametres de nos
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familles orthogonales). Nous utiliserons aussi la convention établie A la remarque (1.37-2)
de placer entre parenthéses un poids qui est commun 2 toutes les structures d'une espéce
et nous continuerons d'employer la lettre générique « w » pour désigner la fonction de
poids (wg si l'espece doit étre précisée). Les définitions et notations utilisées dans la
littérature classique pour les familles de polyndmes pouvant varier d'un auteur a l'autre,

nous utiliserons généralement celles que I'on rouve dans le livre de Chihara [CT].
§2.1 LES INVOLUTIONS D'HERMITE

Les polynémes d'Hermite, notés H(t), sont définis par la série génératrice

A% xm ?.tx—x2
(2.1) :’;0 H (1) o= € .
Classiquement, les polyndmes d'Hermite dénombrent les involutions selon leur nombre
de points fixes et de transpositions. Nous retrouvons ce modele dans 'espéce H et nous
introduisons un autre modele, 3, qui énumere des points et des fléches et qui n'est pas

isomorphe 3 H.

(2.2) Définition. Les espéces A -pondérées H et % sont définies comme suit :
(1) VUeB, H[U] = {6 c@y!0o estune involution (62 = 0)}

c,{o) c,(0)

we(@ = 20" (2)
(2) VUeB, ¥[U] = {s!s estune assemblée de points et de fleches)
wee® = @ (17,
ol p désigne le nombre de points (singletons) et f le nombre de fléches (arcs).Q

(2.3) Proposition. Lesespéces H et 3% sont deux modeéles combinatoires pour
lafamille (H,),>o des polyndmes d'Hermite.
Preuve : De fagon évidente (voir figure 14), une H-structure est une assemblée de

singletons ayant chacun le poids 2t suivie d'une assemblée de paires (E2-structure :



§2.1 LES INVOLUTIONS D'HERMITE 57

ensemble de 2 éléments) ayant chacune le poids -2 , donc
et une 3B -structure est une assemblée de singletons ayant chacun le poids 2t suivie d'une

assemblée de fleches (Lz-structure : liste de longueur 2) ayant chacune le poids -1,

donc
% = E(X(2y)) - E(L2(.yy)
d'ou
2 2 2
H(x) = €:2tx ] e(-2))(/‘2! _ emx-x - Cth ) c-x = Bx). .
2t pi3
. § 0
('2> 4] A
2 2t p)3 pis
e ®
Une H-structure de poids Une %3—struct1§re dg poids
327 =y 2% 8¢ = 21 (-1).

figure 14

L'esptce H est une sous-espece (avect; =2t et t, =-2)de l'espece S,f des
permutations pondérées par l'indicateur de cycle et nous obtenons sa série indicatrice en

particularisant celle de S, .

(2.4) Proposition. Les séries indicatrices des espéces S,, e¢e H sont

respectivement
1 2 nd mid
— do)
mna2l MND difmn) m n

(1) ZS = e ,

7
ol @ désigne lafoncrion d’Euler, et

. 2
> 3_(:"&, syl ; XZ'))
r

r2l

(2) Zy = e
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Preuve : (1) Nous avons déja calculé la série indicatrice de l'espéce C7 a l'exemple

1.30, utilisons la formule de pléthysme pondéré (1.34-5) pour obtenir celle de S y:

T iz

et T 'r

S = E°C = Z = OZ = e

> 2 (2 T) Y 2 Y @d

21 T 21 m2l m™m dim

et en regroupant selon les termes en x, pour n=dr, i.e.:din et r =n/d, on trouve :

nid
ty dQd)
nm2] dindim nm *n
Zg = e
Y

(2)  Pour restreindre les permutations aux involutions, il suffit de poser t; =0, 123,

dans Zg ; puis nous remplagons t; par 2t et t, par -2 pour obtenir Zy :

1n 1 n2 1
—t, X + —i, X + =1, X
EXP(%HI“ n_z;'lznz" g-lzrzzr

tl:= 2[, |2:= 2
= 0,i23

s? =2 = 2

o1 T 2r 2r

T r 2 T
2t) -2 -2
@'x, % )xz,).

i
o
X
—_
™M

Pour l'espéce 6, l'isomorphisme donné dans la preuve de (2.3) permet de

calculer directement la série indicatrice en utilisant des especes tré:s simples.

(2.5) Proposition. Lasérie indicatrice de l'espéce % est

) :l—[(zt)" X+ (1) x,f]

Z%=e

n Zd d
i v r t)
n20 %f(dl,dz,...)[ g d ] autd ’

vd =n
v
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r T T
or i= 1 e t(i) L

Preuve : L'isomorphisme % = E(X(Zt)) . E(Lz(_l)) donne

2
Z = Z ] . o U = = -
% E me) ZE ZLz(_,)’ ou me) 2txl et 2ot X
d'on
@)’ x, '3
27 X
Z - e1'121 'enZl

Utilisons temporairement des variables auxiliaires et écrivons

@' 2

- n n ° 2%5..-53
n21 n21

2 ! 207

avec § = —, ie: § = ‘ﬁxn, on i = ,/j et (T‘)xn =2t &,
9 n-1 tn
donc t = (T) —. H est alors clair que
In
g £'ey
Z, = H() = = H ()H (). ——2
% LII g'o ) 1 kl_g,_zo 0 o) T
revenant aux variables x;, et multipliant par 1*1 k2 , on trouve
k, xkl xkz
> I-IHk‘(tr)(rm i) e ,
ki, ky, .20 | 121 1
1 ! 1 k!27k)! ...

et on obtient la forme voulue en regroupant les termes selon les n telsque 2 rk,=n. B
§2.2 LAGUERRE ET LES PERMUTATIONS

Dans les exemples qui suivent, un des parameétres est utilisé pour énumérer des
permutations selon leur nombre de cycles. Nous avons déja obtenu les séries génératrices

des especes C(T) , S, et D des cycles, permutations et dérangements pondérés par le
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poids tnbdecycles 3 J'exemple (1.23),

-

. T T
RN RRYREER)

_ 1
Ciy® ‘tln[ —

(2.6) Proposition. Pour les espéces C(T) , 8, et Do, onales séries indicarrices

(1) Z, = Y L om m{ ]
(0] n21 N X,
:; @, (7)
(2) z, = H[ll J , ol (1) o) 7,
t nzl | 17X, din
b
= Z z ps (dl, 2 ...) ! (212 ,
n20 %.i:z.;n) d'2 dz'

on Ps (dvdz’--- f [w (t)(m(t)+1)(co(t)+21) (wi(t)+(di-1)i)],

n 1
R S
3z, =e I;[1 : ]

-X

n
Preuve : (1) On obtient la série indicatrice de l'espece C(,) en posant t, = T,
n 2 1, dans celle de l'espece CY (exemple 1.30) ou bien en invoquant la remarque (1.37-

2) qui dit de multiplier par t celle de l'espece des cycles (non pondérés) :

Z. = % =o)X =ty - cpo)(Z-—f)

® izl i1 21 ]
(zc) nééﬁ‘p(k)lnllx
m " *mk
(2) Z. = Z.0Z. = ¢ "*" = e
s, = %&°%c,
posant mk =n,i.e.: kin et m:=n/k,
1
Z ( 2 ‘l“k(p(k)) h_l._ " (‘)n(")
n2] M\ kin 1-x, 1
=¢ = .
n21 ( 1- xn

Or, par la formule du bindme,
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7 0 K

r) - Blee)w

ol (;11- (Qn(t)) dénote la factorielle croissante,
K

(%.(on(t))k=(:l (c))( (o(t)+l)( m(t)+2) (lmn(’t)+k-1)

k

- (;’ (mn(‘t))((on(’t) " n)(mn(r) + 2n) (wn(r) * (k-l)n)

J

D'ou la forme explicite :

k
X X, Xy oo
Il z( m(‘c)) k! = 2 (:—mi(t)) k—l'T(}'_
‘! n2l k20 K ’ (kpkgv - il kl 1" 720

k <o
\N - x"
- :E’o.)(: (k,zkz i n[m(tn (o(t)+1)(o)(t)+21) (coi(t)+(ki-1)1)] .
ik;=n

(3) Pour les dérangements, on procede comme d'habitude, en utilisant le résultat pour

les permutations ainsi que larelation S, = D E(X) :

- Al
Zg = 7y 'ZE(X) = ZD‘ = ZE(X)'Z

h1 b

ou Zx = Tx, et ZE(x)= 'k xt— . .

(2.7) Remarque. On obtient directement l'identité suivante, qui est apparentée a

l'identité cyclotomique [RC] :

~a,0

n;(-l) o

n2i\1-x" k21 ] -1

ol W, (T) = 2 an®(d)T™d . En effet, cette égalité présente deux expressions pour la série
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génératrice des types §¢(x) de I'espece des permutations pondérées selon leur nombre de
cycles ; le membre de gauche est obtenu en remplagant x , par x" , n>1, dans la série
indicatrice calculée a la proposition (2.6-2), et celui de droite vient de la série génératrice
des types de l'espéce SY des permutations pondérées par I'indicateur de cycles (voir

I'exemple 1.35),ctonaposé t; = 1,i21.

Les polyndémes de Laguerre, notés L_(®)(t), sont définis par la série génératrice
-tx

(2.8) Y LYK = (1o

n20

Notre principal modele, I'espéce & , est celui des configurations de Laguerre qu'on
trouve dans les travaux de Foata et Strehl [FS]. Nous traiterons aussi d'une autre espéce,
£ , que Labelle et Yeh [LY2] ont introduite pour donner une preuve combinatoire d'une

formule limite reliant les polynémes de Meixner-Pollaczek aux polyndmes de Laguerre.

o et
3 Fgra

Une configuration de Laguerre La structure produit correspondante
. 3,5
poids = (1+o) (-t)

n

figure 15
(2.9) Définition. Une configuration de Laguerre sur un ensemblefini U est

untriplet (f,A,B) ou

(i) (A, B) est une compositionde U , ie.: une paire ordonnée de sous-
ensembles A et B de U telsque ANB=0 et AUB =U,

(i) f:A —— A+B est une fonction injective.
Le poids d'une telle configuration dépend du nombre de cycles #cyc(f) dans le

graphe sagittal de f ainsi que de la raille de B (voir figure 15) :
w(f, A, B) = (1+o)¥eye)(-)Bl 3
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(2.10) Définition . Les espéces A -pondérées & et & sont définies comme suit :
(1) VU eB, B[U] estl'ensemble des configurations de Laguerre sur U .
(2) e = St(X(z)'i" Lz(_l)) - E(L(_t)‘) , avec T= (1+a)/2 (voirﬁgure 16).0

Une £-structure de poids 2 -1) ( ) (-t)

figure 16
(2.11) Proposition. Lesespéces & et 8 sont deux modéles combinatoires pour
la famille normalisée (n'L,(*), -, des polynomes de Laguerre.
Preuve : Comme I'illustre la figure 15, chaque configuration de Laguerre (f, A, B)
induit un autre découpage de l'ensemble sous-jacent en deux parties ; la premiére, U |,
contient les cycles de f, chacun ayant le poids 1+a , et 1a deuxiéme, U, , contient
tous les autres éléments qui constituent alors une assemblée de chaines (listes) non vides
ayant toutes le poids -t . D'ol I'isomorphisme
§ = EC, ) EL_)

(l1+a)
avec T = 1+ a . Clest pourquoi

1 o &% a
_ AL%x) Lol @ X
B = S (e = ( ) e Eo TASGR

in
m

*
S1: : E(L(_t)) .

et IB[n}i =n! L OXt), n>0
L'espéce £ étant définic par un produit, il suffit de calculer directement sa série
génératrice et de remarquer que (1-x)2 = 1-2x+x 2

. 2 . 1+a 2%
Lx) = St(2x-x2)»e'u‘ @ . ( 1_) L ( 1 ] =y

1-2x



64 Chapitre 2. POLYNOMES ORTHOGONAUX

(2.12) Proposition. Les séries indicatrices des espéces /A -pondérées &5 et L

sont respectivement :

%mn(lm) ot x,

(ERp

ol l-xrl

d
- d; () b
r d!L, ()| —,
(dlzdz, (g r dr l‘)) autd

Tid <

m z,

o 1+a =Llo(+a) (= LY o) (1+a)"d) et
T g dk

nal [ 1-2%x - (1) %

2‘ -I'l‘-X
(2)233:1‘[[ 1 J e 1x,

Preuve : (1) Puisque & = S E(L_y") , T =1+« , il suffit de multiplier
les séries indicatrices appropriées : cellede S, se trouve 2 la proposition (2.6-2) et

)) ﬁ(:zL.) PRI

_tx 2l n w21 n 1_
Z.=-tZ.=l1 = ZgoZ, =ce "= e >
Ley - X Ley
donc
— o (1+a) (!) X :mn(lm) (1)“41 T X

N
&

Il
—
——
;‘ —

&M
5
"
—
f_-\
o
=]
>

n

| 1 -{nxn
+a, _w°
I-x,
=H(‘) e H(ZLk(m)
n21 l-xn n21
n-1 n
ob l+a, = loyara) e ¢ = %‘—. Do
k, k
22 = 2 Ly )L ) 8,

Zk,<~
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(2) Pourl'espece £ ,le calcul est direct :

1 1+ n
: {T] @O
1 -
-z
[ X(z_)+L2(.l)_]
n

N _ 2 _ AN n 2
ol Zx(2)+Lz(_l, = 2x, - x| et (Zx +La ] =2x +(-Dx .
@y en
n

Z = 2. 0Z
£ S, Xaplay IE(L( o l;[

T

§2.3 DES PIEUVRES FPOUR CHARLIER

Les polynomes de Charlier , notés C,(@Xt), sont définis par la série génératrice
X" x)
Y @ - XL
(2.13) n§0 C,om — = [1 a] e

On a ici remplacé la variable de Chihara ([CT] p.170) par -x/a . Ainsi, utilisant
l'expérience des exemples précédents, on trouve facilement le modéle combinatoire G
des configurations de Charlier, tout comme l'ont fait Labelle et Yeh [LY1]. Nous
présentons aussi une espéce de pieuvres , C , que Bergeron obtient comme cas limite de
son modele des polynémes de Krawtchouk [BF1].

Une configuration de Charlier sur un ensemble fini U est simplement une

permutation partielle sur U (voir figure 17), d'oit la définition suivante :

(2.14) Définition. L'espéce A -pondérée G des configurations de Charlier est
définie par :
YUeB, B[U] = {(A,0)|ACU & 6e@,)
W(A,0) = (1/a)/Al(-t)#eyc(©), Q

(2.15) Proposition. L'espéce T est un modéle combinatoire pour la famille

(C, @), 5o des polynémes de Charlier.



66 Chapitre 2. POLYNOMES ORTHOGONAUX

Preuve : En effet, toute permutation partielle s'obtient par un choix d'un sous-
ensemble et d'une permutation de ce sous-ensemble, son complémentaire étant muni de
son unique structure d'ensemble ; nous sommes donc en présence d'un produit
d'espéces. De fagon précise,

B = S(X/a)E, avec 1=-t.
D'ou

-t
B(x) = S (x/a)e” = (—11—] cer.
1/a [ J o
lla@l/ll @1/& L ¢
13 ® °
1/

. @i : Va ¢ ®
SRR AP

1/a 1/a 1/a 1/a o

Une configuration de Charlier de poids (l/a)”(-t)s.

figure 17

Rappelons que dans [BF1), les permutations circulaires de chaines non vides ou
CoL *-structures sont appelées pieuvres ou O-structures (figure 18). A chaque pieuvre
on attribue un poids, cyaj 45, ...aj, , ob k est la longueur de son cycle et
j1» J2» ---» Jx sont les longueurs de ses diverses tentacules. En spécialisant les valeurs de
ces parametres, on obtient des modeles connus et nouveaux pour la plupart des familles

classiques de polyndmes orthogonaux.

Une C °oL*-swucture. Une pieuvre ou O-structure.

figure 18
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En particulier, Bergeron dit que pour les polynémes de Charlier on doit considérer les
« assemblées de deux types de pieuvres :
- celles dont le poids est (-12%t, o2 n est le nombre de points
de la pieuvre et k est la longueur de son cycle
- celles qui sont réduites @ un point, et dont le poids est (-a) » .

Le premier de ces deux types de pieuvres s'obtient en donnant 2 tous les cycles le poids
t, A toutes les tentacules le poids (1/-1) et en ajoutant un poids supplémentaires de (-1) a
chaque point de la pieuvre (voir figure 19). Il s'agit dont de structures de l'espéce que

nous définissons en (2.16).

°o. o,
20
‘9
®
a® -a
_a.
-a
o © 2@
a 2@

Une C -structure de poids (-1)18'9 £ (-a)n.

figure 19

(2.16) Définition. L'espéce A -pondérée C est définie par I'isomorphisme

c = S(Leyy (X)) © EX(ay
o

(2.17) Proposition. L'espéce C est un modéle combinatoire pour la famille
normalisée ((-a)"C, ), o des polynomes de Charlier.

Preuve : D'une part
* 1 [ -a§ t -af
cE) = St(L(_.”(-ﬁ))-E(-»aé) = ——T_é)- e = (1+&e,
-

et d'autre part, par (2.13), on obtient
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t
n 2\ _
Y @ c®m & = 3 e 88 |1 B % L g
n20 n n! n20 n! . a

Dot IC [n]l = (-a)*C, @ , n20. B

(2.18) Proposition. Les séries indicatrices des espéces [ -pondérées T et C

sont respectivement :
o) %
1 n
M z, = [I — ‘e
© n21 l-a'"xn
5 o8
= IIc, ())
d -
d=(d, ( 1 & autd ’
zidi‘:z ©
a' 1 1 /d
T
ol a=— e tr--?u)(t)( = gh, o(d) (1) )
o0 ('F,
) .
(2) 2, = I e "
n21 1___xﬂ___
1-()' x,

Preuve : (1) Udlisant l'isomorphisme © = S Xa ja)"E ,T=-t,0n obtient

1
Z., = Z.o -Z., ou Z, =a x, et |Z =a"x_,
G s, Zx(,,_) E Xwm 1 [xw.,,)l Xn
donc
X —o 0 X

n21n=n 1 -e:

N
]

¢ = 11

-n
n2l { 1-a Xn)

o , @ &
11 1—] =T 2™ p

-n
21 -ma"t
n l-na ¢

N X R 1
od & =%, a, = nla® e tn=-—]ll—0)n(-t)"
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D'ou
k xk‘ xk'z
- 11 Z‘oc“ (n>———- - > ()c (O pp— -
n21 { v Ky, oee
n" k! 211:2(" k 127k, ...

(2) Le résultat découle de la définition de I'espéce C:
Ze = (ZS:(L:-x)) onH)) ' ZE(X(«)’

ou
k
-X (-1)
Z L] = 1 l ? Z - = 1 Xk ?
Ly % ot "
X
[zx ] 1" x [zx ] = a)x
1 -
D'ol
~ a0
. 1
ZS oZ ., = -
vt Ly nz1 . 1) x,
1-x,
et
%co“(t) 3 (a) x, -‘l‘-o)n(t) (2 x,
Z. = T © = ©
n>1 1- -D (-1)j. n21| 1. *n
-(1Fx 1-¢(1)x -

§2.4 LE DEUXIEME NIVEAU

Les familles de polynomes d'Hermite, de Laguerre et de Charlier figurent aux niveaux Oet
1 du « tableau d'Askey » [LJ3]. Nous allons maintenant aborder le niveau 2 qui contient

les Krawtchouk, Meixner, Meixner-Pollaczek et Jacobi. La plupart des modeles qui
suivent se retrouvent dans les travaux de Labelle et Yeh [LY2, 3 et 4]. Entre-autre ceux-ci
ont remarqué, suite aux travaux de Foata et Labelle [FL], qu'en modifiant les poids
utilisés dans les endofonctions de Meixner on obtient quantité de modeles pour ces

diverses familles ; d'ot l'introduction de la notion de «  configuration de Meixner ».
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Une configuration de Meixner de poids s!3rSv3u2

figure 20

(2.19) Définition. Une configuration de Meixner sur un ensemble fini U est

formée d'une configuration de Laguerre et d'une permutation complémentaire. De

Sfacon précise :
(1) (A, B, f, 1) estune configuration de Meixner sur U ssi
(i) (£, A, B) est une configuration de Laguerre,
ie.:AUB=U,ANB=0 et f: A~ A+B

(ii) 7 est une permutationde B :1eGp.

(2) Lespéce A-pondérée Mgy de toutes les configurations de Meixner a pour
Jonction de poids

w:(A, B, f 1) — sIAl Bl yHeye f y#eye T Q

(2.20) Proposition. L'espéce T, gryy S'exprime comme produit d'espéces de

permutations,

M osrvu = Su(Xs) - Su(XrL(Xy) ,

sa série génératrice est

M srvu(x) = (1-sx)* (1 - (S_H.)x)-u

et sa série indicatrice
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N

I
—

rIﬂ:t
£

mlﬂll -

2
Q

"
M
3 |

—
3
]
=
-
=5
-E
N’
puan
~~
a

1 1
of Up =1 Oa(u), Vp =7 On(V), Sp =", T =10 erles my(s, 1, v,u), n20,

sont définis par
xll
z mn (S!w L, v, u) —"' = msrvu(x) .
n20 n
Preuve : La décomposition des configurations de Meixner se fait de la méme fagon que
pour les configurations de Laguerre (2.11) : d'une part on garde les cycles de f et d'autre

part les cycles de 1. Ces derniers s'avérent étre suivis de listes de points ayant chacun le

poids s (voir figure 20). D'ou 'isomorphisme

T srve = Sv(xs)'su(xr'L(xs)) .

Cette relation facilite le calcul des séries génératrices et indicatrices. D'abord,

I sevu(x) = S,(sx) - Su(rx | _)

1-sx
[
1-sx,

v | u-. ] v 1 u
[]_1rx J = {1-sx0) [1-(r+s)x]'

Puis

ou Zyx,=sx; et Zx, Xy =
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Ainsi on peut écrire

1
. © - = (W)
“ 7 GnlV -§ X,
Zsryu = I-ZI (- 8"%q) (-'l - (s"+) xn]
n.

1

= H(I-S“xn);

n21

- ,1,- @,(u)

’

1
@,(u) - 7 @(v)
(1 - (™) xp)

posant up =% wL(u) , v =%‘- @n(Vv) , Sy =81, 1, = et utilisant la série génératrice,

S TLC s Gt )
n21

k
xn
= IT 2 my Go o Voo w) g
n2l k20 ’
X, k,
X1 X2
= Z ’"k,(sl' T,V Y, T mkz(sz, Iy, Vy, Uy) e
klv k2- ---20 1. 2'
Yk<ee

n d. xdl x:l
“ 4 3
> i m(s,r,v,u) -
730 d=(dD, ....dy) g GV T aut(d)
Yid=n |

Nous définissons les polyndmes de Krawtchouk , notés Kn(t; p,N), par la

série génératrice

(2.21) Y (NP K60 N) X = (L (1pi0' (- p0)”
n20 o

qu'on trouve dans Szego [SG]. Chaque valeur entiére positive du parametre N donne
lieu A une famille orthogonale finie. Une telle série génératrice suggeére un produit
d'especes de permutations. Labelle et Yeh [LY2] donnent un modele de cette sorte,
l'espéce K, et nous en proposons une variante dans I'espéce K1 . Nous avons aussi une
espece de pieuvres [BF1]; il s'agit de l'espéce X qui donne lieu au modele C des
polyndmes de Charlier. Et finalement, deux especes de configurations de Meixner, K et

91 , complétent notre tour des polyndmes de Krawtchouk.
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1-p p-1 .
@l—w @p—l F
1-1p 1-lp N o1 p-1
-1 e g -1 @ p-1 el Pl @
1-1p p-1 o
P
1-1p 1-1fp 1-1p p-1 p-1

p-1

une structure d'espéce K une structure d'espece Kl
de poids (-t)° (1-1/p)'3 (t-N)? de poids (-t)° (p-1)13 (t-N)? p’

figure 21

(2.22) Définition. On a les définitions suivantes pour les espéces A -pondérées K,

Kl et K:
(1) YUeB, K[U] = {(A,B,0,7)|AUB=U,A"B=0,0eG4 er TGz}
w(A, B, 5,7) = (0¥ 01 - 1/p)'Al(t - NyFere T
(2) VUeB, KI[U] = {(A,B,0,71)|AUB=U,AnB=0,0eG, et 1eGg}
W(A, B, G, T) - (_t)#cyc o(p _ l)IA!(t _ N)#cyc ‘thBl .
(3) % = Sl 0 Xgpy) - Sn(Xepy) 2

Comme l'indique la figure 21, les espeéces K et Kl ne different que dans la
fagon de distribuer les poids sur les points : on obtient la structure de droite en ajoutant un
facteur p a tous les poids des points de I'ensemble sous-jacent de la structure de gauche.
Ceci se réfléte par un facteur de normalisation dans les séries génératrices et indicatrices.
Malgré la définition que nous en avons donné en (2.22-3), l'espéce X est bien une
espece d'assemblées de pieuvres ; un premier type dont non seulement les tentacules mais
aussi les points ont un poids et un deuxiéme type qu'on pourrait qualifier de pieuvres

amputées (voir figure 22).
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U(P'}) Y //’\
1@ t (e !
eela ) o

~
-1 N k// { ' .'I'
Uty =it ﬁ LY/ p
¢ 4 1/(1"1{’—)4‘-\ 1p-1) 0 @
t Bmen L
x) 2 &%) . @ P
1%:ng/ (‘:\T':.I/ 1/(5.'9 PQD

Up1y T/(p-1)

WV

une ZXstructure de poids (p-l)18 (‘5%)9 2 p7 (-Ny?
figure 22

(2.23) Définition. Les espéces de configuration de Meixner ¥, et Kl sont définies
par:
(1) KX = Mgrvu, avec v=-N,s=1,u=-t et r=-1/p

(2) X1 = Misrvu, avec v=-N,s=1-1/p,u=t-Nerr=1/p Q

(2.24) Proposition. L'espéce K est un modéle combinatoire pour la famille
normalisée ((-N)nKy)nx ; les espéces K1 et K sont des modéles combinatoires
pour la famille normalisée ((-N)pp"Kpdn>o et les especes K, et K sont des
modéles pour la famille normalisée ((-N)pKp)n2o des polynomes de

Krawtchouk.

Preuve : Comme le suggérent leur définition ainsi que la figure 21, écrivons les espéces
K et Kl sous la forme d'un produit d'espeéces de permutations pondérées

adéquatement :

K = Si(Xg-1/p) - Sen et Kl = S.(Xp-1) - Se-n(Xp)) -

De ces relations on tire tout d'abord que

1 ot { t-N X[ X -t
Kix) = ( [I_X] = (1+(1-p)3] (1-p3f

1-(-1/p)x
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ce qui, utilisant (2.21), est égal a

n n
= Y (NP Kt p N)2— = Y (N, K6 p, N X
n>0 pn n20 n!

Puis, Ia deuxiéme relation donne

1 -t 1 N t N-t
K0 = (b [T = oo @p™

Pour l'espéce X, on fait un petit calcul avec la définition :

®-D" (p-1)
) = ST (-Dx) - S0 = S, (ﬁ]-wpx)

_ 1 LY () (1 Y
e X ___} 1-px| 1-px 1-px|

1-(p-1)x

Le résultat pour ¥ et K1 découle de la proposition (2.20) puisqu'il s'agit d'especes de
configurations de Meixner :

X = Sn-S.XpLl) et K = Sn(Xiasp) - Se-n(XupL(Xi1yp))
donc

Kx) = 1-0N(1 - (1-1/p)x)t

Kix) = (1--1/px)t(l-xN

= (1+ AP M) A-pRpN = T (N Kyt p, N K
n20 :

(2.25) Proposition. Les séries indicatrices de nos cing modéles combinatoires pour

les polyndmes de Krawtchouk sont respectivement :

+ @y(-0) TN

1) zx =[] 1 [111? [1-1x,,,‘

n>1 _[pL
p
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4 d
= i (N), K, (t;p, N) 2—,
d=(d§' ) 121 4 47T T autd
vdy<eo
od th=-1 on(), No=-3 [0n(tN) + (0] e pn= ISR P T -
p - (D
1 1
7 (-0 7 0,N)
1 1
2) Zxa = _ - _
nZl[l-(p-l)nxn []-pnxn
Z n n di Xd
= p i (-N) K (t;p,N) —=——,
250 d=(ddy.) =l Vd T4t FP Y anrd
id=n
od th=-5 00, No=-% [0tN) + 0n()] et pa= -— = P 0
p -
1
= Wa(1) 1
' g T O(-N)
1- (1) %, 1
(3) Zyg = )
,g 1-(1+@-DY x, 1-p"x,

5 (D)

3N -n°
(4) zZy H(l-x,,>“ 1.t n
w1 p"(1 -

Xn)

AP HV -Nls, Ko (ts Py Ny) 1(0)

n20 ce@,; v=1
o ty=-v @), Ny=-o a(-N) e py=(D"p".
. PYE) !
2 @ -:0),.((--N)

- 1- .E‘_I_Jn . S
(5) Zyy nl;![ (p an [ @) xn]

Preuve : Nous utilisons les isomorphismes qui permettent d'écrire chacune de ces

especes A I'aide d'espéces plus simples.

n
(1) Zg = (Zs_t o Zx(H/P)) -Zsy N, O [ZX n] = [p——] X, , donc
(1-15)
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o
(=]
8
=]
(7]
5
i
)
Sl—
£
\".’z
Z
=|'—‘

[@0n(t-N) +@,(-1)] et choisissons &, p, de sorte que

1-p, =-E'_]1n o
s 8 e,

X pn
Pn = - = ( o n] .
n P -(p-1)

On peut alors écrire, d'aprés (2.21),

R N AR U &
Zx = = Np)y P5 K (tn; Pny N )T
rg[lﬂl-Pn)iJ [.l'pnén] n21 k20 TeER e e
et puisque &, = f’l on obtient bien
n
k;
X,
Zx 2 1'[1 CNDy, K (8 2 N
kl k2 20 i21 l k'
Zh<~ i’

(2)  Zk1 = (Zs,© Zx,,,) - (Zsen © Zx,,) » OB (Zx ) = ()" xy donc
®

2 O(tN)

(nn(-l)
1
“a = ,g[l (pl)x] xg[l-p%]

Encore une fois, posons t, = - T!f ®np(-t), Np=- % [on(t-N) + w,(-t)] et choisissons

E, et pp de sorte que

{(1 Pk = - (p-l)"xn}
, donc &
Pn E.m = Jpnxn

[p" - (p-1)"] x,

p, = pn Xn = 1:’n
Tk, P -1
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On peut alors écrire
t N, £
ZKI = g(l""(l'pn)gn) (1'pn§n) = g; n)kpn k(tn PmN)k' )
n
et puisque &, = ppx,, , on trouve
k
X
I = (N)PnK(thv )—rl
xg g(’) K v phk!
KoK
ik S X
20 i21 i k'
ik‘,(cn
= P [Il (- N)d v d .
120 d=(d, dy...) =l
Zid;=n
(3)  Zx = (Zsqrg,y1) ° Zxgpay) - (Zsn © Zxy) »
+ @,(0)
N * 1 PR
O ZsyLy ) = nl;! 1 @D x, « [me"J - (7 done
TTi-x, n
7Ol TN
x = - —
o S VSV Jl
\ 1-(p-1)"x,

1
7 n ) 7N
1

- 1-(p1) x,
nIz-Ikl-(H(p-l)")XJ [1-P"Xn

|

(4)  Suivant (2.20),avec v=-N, u=-t, s=1etr=-1/p, ona

1
. n -7 Op(-t)
-7 O(-N) -
= [Ta-x " 1-_(51"_"_
21 p(l-xy)
et posant
th = -up = '% Wy(u) = '% Wy(-t)
No = Vo = -+ o) = -3 0,(-N)
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Sp =1
= -i- = --1— = - 1 = (- n-1
TR TTE Ty S
on obtient
1 S
Zy = 26 =5 Y i (N)o Kotipp N) 10) .
n ceQ, 1=1

(5) I v=-N,u=tN, s=1-1p et r=1/p,donc p=1 =1L_s et pour utiliser

la forme explicite donnée en (2.20) il faudrait que

1
R

::"l*"

Pn =

ce qui est en contradiction avec

p:L Pn = 1 = 1 = 1 = 1
L-s 7 7 lesy - 1-8"  1a@ep)” 1- el

C'est pourquoi nous écrivons simplement

- % @(-N)

. / ] -3 0,tN)
-1 (1/p)
Zy = H(l '[pT]an 1-—F
n21 1- Kl_ X
\ p,™
1
[ 1“ ]'F“&(‘N) i % 0N
= H P- Xn
= 1-| B2« 1-
a1 [P] " p“-(p-l)nxn] -

§2.5 ENDOFONCTIONS ET MEIXNER

Les polyndmes de Meixner , notés my(t ; B, c) , sont définis par la série génératrice

(1 g
(2.26) 3 m(B.0 % = [1-2 1)

n20

Outre le modele original 1L des endofonctions de Meixner introduit par Foata et

Labelle [FL], on trouve chez Labelle et Yeh [LY3] deux autres modeles : un produit M
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d'especes de permutations et une espéce de configurations de Meixner, Tl .

(2.27) Définition. Une endofonction de Meixner sur un ensemble fini U est
un couple y = ((A, B),) ou
(i) (A,B) est une compositionde U ,i.e.: une paire ordonnée (A,B) de sous-
ensembles de U qui sarisfont AUB=U,A~B=0.
(iiD)f est une endofonction de U dont la restriction f5: A—U a la partie A est
injective et la restriction fg: B—U de f @ B est une permisation de B .
Si a(y) et b(y) désignent respectivement les nombres de cycles de fa etde fg
alors le poids de y est défini par

w((A, B = ¥ (o (L - 1)™. Q

le-1 k-1
k-1
le-1
1k . |

S, - S (L'
o Salby )

[

In

Une endofonction de Meixner
de poids (1/c - D' B3 (-t)*

figure 23

La correspondance {(A, B).f) & (A, B, fa, fg),v=B,u=-t,s=1letr= % -1

(figure 23) établit le lien entre endofonctions de Meixner et configurations de Meixner.

(2.28) Définition. (1) On désigne par T, l'espéce A -pondérée de toute les
endofonctions de Meixner.
(2) T estl'espéce A -pondérée des configurations de Meixner de poids
w(A, B, f,7) = (1) (1 - 1/c)® g f (Beyyfre”
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(3) M estl'espéce A -pondérée définie par
vYUeB, M[Ul={(A,B,0,1)|AUB=U,ANB=0,6 G4 et 1eSp},

w(A, B, 0,7) = (1/0)* (0f° (¢ + ByFeT. Q
f T 1k (e} T
ik 1k % 1-1/ - ik
1k Ik
ik ik /@ o M e @
llc@ 1k Ik 1/¢@ 1k
A 1k 1-lfe B A B
Une Mil-structure de poids Une M-structure de poids
(1/e)* (1-1/0 B° (B0* 1) (0° e+
figure 24

(2.29) Proposition. Les especes T, , 1 et M sont trois modéles combinatoires

pour la famille (my)n:o des polynomes de Meixner.

Preuve : Suivant (2.20) et se basant sur la figure 23,

~ . . = . *
T =S SX, L) =SS )

1) <1
donc [
Mx) = (1 -x)""B[l-%x) .
De méme,
T = S,(X,,) - S, (X -%-L(X”c))
donne

t
MI(x) = (1-%)() a-n.
Ecrivons l'espéce M comme produit d'espéces de permutations :

M = S-t(xllc) ' St+B .
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On a alors

LY () DY
M(X)=[1_1 j-(l_;x) = (1-x/c) (1-x)

=X
[

(2.30) Proposition. Les séries indicatrices des espéces A -pondérées M,, M1 et

M sont respectivement .

L ay)
(1) Zq,

'%mn(ﬂ) (c -l)
nl;[ (1-xy) {1 T,

- 34 S [ meibe 10

n20 ced, V=

v

1 1 c
noty=-= t), =< el Cy= ———7 .
ol ty=-0ut), Byv=3ovp) VT ae

% @y(B+t)

a1 -1+ e-D)M)x,

-3 0n(B) N
(2) Zmy = H( ] ( —

T @y(t) L o +B)
(3) Zm [

1 1
nl;! l‘x-n/an [1-)("
=YL ¥ IIv mg(t; By, ) 1(0)

n20 ces, V=

od ty=-y ) e By =y [O+B) + ay(-0).
Preuve : (1) et (2) s'obtiennent directement de (2.20) :

(1) v=B,u=-t,s=1et r—%-l donnent

Bn = = %OJH(V) = "(on(B)
th =-uy = 'Hmn(u) = "h'mn('t)
¢, = 1 _ 1 _ c"

1+, 14 @- 1y  c*+(lo)"
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(2) Tei v=P,u=B+,s=1,r=1-1 donne, par 220),

x ) ] -z B+
-7 o(B) 1-YHx
7 - 1-x /e 1]-—¢c
T g (1~ x,/c%) 1-x,/c"
(3) Puisque M=S.(Xy.) Sup,ona
= (Z. oZ Z, |,
ZM ( S.g ° xl/c) suﬂ
X X X
o Zxy=7¢ > (le kn]n T donc
) L@ + On(1+B)
1 1
Iy = — 1-x
1 \1"eran Ll(l-xn)
1 1
) - Oy(-t) - T o, (t+B)
= “1 - xn/cn) (]l - xn)
n21

posant tp =- % ®y(-t), Bn = 'rlf [@n(t+f) + @q(-t)] et utilisant (2.26) on conclut

k
v = H Z m, (tg; B €M —t—"‘-

n21 k20
k
S TP By 2
= im@;B,c) ———=—e .
Kok 20 i1 k1 T aut (k, k,, ...)
Lk <o |

§2.6 MEIXNER-POLLACZEK

Les polyndmes de Meixner-Pollaczek , notés Pi(t; @), sont définis par la fonction
alls @
génératrice
. 1. xciq’ -a+it
(2.31) Y PAG X" = (-x)

30 (1 ) xe_i(p a1t

)

On s'attend bien siir & un produit d'espéces de permutations, P, et en répartissant
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différemment les poids des singletons on en obtiendra un deuxi¢me, P1, [LY2, 3]. Puis
encore une fois des configurations de Meixner avec poids particuliers nous donnent deux

autres modeles, P et T1 .

(2.32) Définition. Les espéces A -pondérées P et Pl sont définies par :
(1) VUeB, P[U]1={(A,B,0,1)|AUB=U,ANB=0,0ecG, et 1€Gp},
w(A, B, G,1) = (194 (¢i9)B (a + it)*¥° O (a - iryre T,
(2) VUeB, Pl[U] = {(A,B,0,71) |AUB=U,ANB=0,0 G, et 1cG3},

w(A, B, 6, 1) = (e2i9)Al (a + it)#¥e 0 (g - ip)fereT 0

G g i O g T
iR ei? 29 e 59
e'i i e e'z‘ o 2%

. A9 ¢t cie
ew
e'i"
i gi®

A e

elq’
i
ew e
) @ B A 29 e~7-i ¢ P B

Une structure d'espece P de poids
(€)' (€i9) (a+it)® (a-it)?

Une structure d'espéce P1 de poids
(e29)1? (a+it)’ (a-it)

figure 25

(2.33) Définition. Les espéces A -pondérées ® et Tl sont les espéces de toutes
les configurations de Meixner ayant |
(1) v=2a,u=a+it,s=1 et r=¢29-1 pour P

(2) v=2a,u=a-it,s=e%9 ¢ r=1-e2® pour ¥l . a

(2.34) Proposition. L'espéce P est un modéle combinatoire pour la famille
normalisée (n! P )n>o et les espéces PL, ® et ®1 sont des modéles

combinatoires pour la famille normalisée (n! e'i“‘PP;)n>0 des polynémes de
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Meixner-Pollaczek.
Preuve : Exprimant P comme produit d'espéces de permutations (figure 25),
P = Sa+|t(x e-iq») : Sn-it(xeiq») ’

on obtient

1 a+it 1 a-it n
= = 1 Pt o) X~

1- ci n20
dot [P[n]l = n! Pi(t; ) . De fagon semblable,
Pl = Sa+lt(xe-2i¢) - Sa-it »

donne

Pl(x)

a+it a-it
1 1
1-¢2% 1-x

1 a+it 1 a-it ing a n
(Tame) (T - IR

1-(xe i(P) e™? 1- (xc'iq’) e n20

donc IP1[n]l = n! P (t; @) .

Le résultat annoncé pour les especes ® et Pl s'obtient directement en remplagant les

parametres v, &, s et r de la proposition (2.20) par les valeurs appropriées. |

(2.35) Proposition. Les séries indicatrices des quatre modéles combinatoires P, Pl,

P er ®1 pour les polyndmes de Meixner-Pollaczek sont respectivement

1

. - = @y (ait)
1-¢"°

(1) Zp= H( ° Xy

n21

L Wy (a+it)
(1-¢"%,)

>+ T [V ! Poftive) Ko

n>0 n ce@, v=1
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-3 O(aeit)
)

1-
(2) Zm = H L 1 )
n21 2ing 7 @y (a+it)
(1-e7x,)

Y2 HV““OJP (i v9) 10)

n20 M ceB,

ou, dans (1) et (2), ay ==-il\7[mv(a-+it)+wv(a-it)] et tv=%[wv(a+it)+o)v(a-it)].

1 .
-5 @y(a+it)
1 -2i¢ ,\n
“n (')n(za) (C -1) X
3) Zp = (1-x,) 1T
n2] [ 1-x,
n 2 oy/2 o
=T L3 [IvWale™n'+1] Plnie) 10
n20 n: ce&, v=1

ol ay= Zl—vwv(Za) , ty= 7‘ [wy(a+it) - %mv(Za)] et ¢y satisfait

e 2% = (e 2i0.1)Y + 1.

1
. - = @y (a-it)
- @y(22) (-5 @ (a-i
_ -2in@ -€ Xn
@ zm = [I{1-6™,) |12t
n21 1-e7 'x,

Preuve : Utilisons les isomorphismes pour P et Pl de la preuve précédente :

(1) Zp = (Zs,,, © Zx 0) - (Zs,, © Zx jo)
= @ya+it) < @pa-it)
= S S 1
-in@ ing
l-e 'x, 2l 1-e "x,

choisissant a, et t, de sorte que

{%+m
ay - ity

on obtient, d'apres (2.31),

Ze= [I TPno = 3 TIPIGive) Kb,
n2l k20 Zkgkv< val

»

T @(a+it) 2y = 5= [on(a+i) + @y(a-i0)]
%%(a--it) ve ty = ﬁ [, (a+it) - @y, (a-it)]
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n
~ .
Zp = v Yt VO) .
230 d=(dp. ... d) \E[l d" aut d
Yid= n
(2) ZPl = (Zsldl o ng-ﬁo) N Zs._n
1 ) 1 .
= Wp(a+it) o @p(a-it)
_ _ 1 1
>l [ | - e'zmq’xn] H (1 - Xp
-in(P) ‘9) " wn(a 9

(1 - (xpe
- ,1:]1[ no),,(a-ﬂt)
(1- (xne 9y )

K
= I1 3Pt n) (x,e™
n2l k20
ky
= Y PGV X
k. ky, - 20 V21 v k!
Zky<°°
= e Hv“”d P, (t; Vo)
730 d == (d], Ay ...) a“td
Lvdy=n

Pour ® et ®1, on utilise (2.20) :

(3) v=2a,u=a+it,s=1 et r=e729-1 donne

Vp = %mn(v) = i%wn(Za)

N |—

Bntily = Uy = 2 O0(0) = S 0@H) Dt = D [glatit) - 3 0n(22)]

ez bl =mel = (@B 41, ie ¢n = —;-

Et puisqu'il s'agit d'un modele de la famille (n! e"® P);9 , on obtient

% 2 chvcvl ’vapov(tv o) I(0)

n! ce3, v=1

Zp

n20 1 ce@, v=1

In((e-Z®-1) + 1) .

>3 Hv"“cv'(( 2010 1y B @) 100
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(4) Ici, v=2a,u=a-it,s=e2%®,r=1-e29 etle résultat est immédiat par (2.20).
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§2.7 ENDOFONCTIONS DE JACOBI

Nous définissons les polyndmes de Jacobi, notés P(n“'B)(t) , par leur fonction

génératrice

(2.36) Ebpf,"“ Py o = PR (1-x+R* (1 +x +R)P,
n=

o R =R(x;t) = (I-2tx+x2)"2.

On trouve dans Bergeron [BF1] ainsi que dans Labelle et Yeh [LY4] plusieurs de ce que
ces derniers appellent des « ugly models » parce que le poids des constituantes d'une
structure utilise un parametre qui dépend de la cardinalité n de l'ensemble sous-jacent.
Pour cette raison, ces modeles ne s'inscrivent pas bien dans la théorie des espéces
pondérées. Il y a aussi les couplages orientés maximaux (complete oriented matchings) de
Strehl [SV1] qui reposent sur la connaissance d'un ordre total sur l'ensemble sous-jacent
et par le fait méme pourraient &ire traités dans le cadre des especes linéaires [LV]. Ainsi le
seul modele que nous présentons est celui des endofonctions de Jacobi qui fut introduit

par Foata et Leroux [FP].

(2.37) Définition. On appelle endofonction de Jacobi sur un ensemble fini U
tout couple ¢ = ((A, B), f) on
i) (A, B) est une composition de U, i.e.: une paire ordonnée de sous-
ensembles de U qui satisfait AUB=U,AnB=0.
ii) f est une endofonction de U dont les restrictions fa:A—> U et fg:B—->U

aux parties A et B sont injectives .

Si a(p) et b(p) désignent le nombre de cycles de f dont tous les sommets sont

respectivement dans A et dans B alors le poids de ¢ est donné par

w() = (1+ a)a(‘b) 1+ B)b(¢) (t_';l)IAI (t_.zf[_)iBl . 9
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Sur la figure 26 nous avons tragé en trait plein les arcs qui sont issus d'un point de
A eten trait pointillés ceux qui sont issus d'un point de B . Ceci permet d'illustrer le fait
que les endofonctions de Jacobi sont des paires complémentaires de configurations de

Laguerre, la correspondance étant

0 =((A, B), f) < ((fa, A, B), (fs, B, A))

(1+(1)a(¢) (1+B)b(¢) ('HTI')IAI (_[:zl)IBI o (1+a)#cyc fa (t;zl)lBI . (1+B)#cyc fg (L-!—z_l)IAI .

On remarque aussi que chaque sommet est le but d'au plus un arc continu et un arc
pointillé (autrement l'une des restrictions fa ou fg ne serait pas injective). Nous
pourrions donc adopter la convention que lorsqu'on tourne autour d'un point dans le sens
anti-horaire, 2 partir de 1'arc dont il est la source, on rencontre d'abord une fléche
continue, i.e. la pré-image se trouvant dans A, puis une fleche pointillée, i.e. sa B pré-
image. Cette convention sera utilisée a la proposition (2.43) pour décider de I'ordre des

facteurs KA et KB.

Une endofonction de Jacobi
figure 26

Foata et Leroux [FP] déduisent de ce modéle une démonstration combinatoire de

la fonction génératrice via les polyndmes dits homogénes de Jacobi, notés
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prf“'s)(U, V) . Ces polyndmes sont reli€s aux polyndmes de Jacobi par

@B = @bl -1
(2.38) n! PPy = p@B(E2, 52

et donc satisfont la relation

(2.39) nt PEO(BEY) vy = @0, v)

que nous prendrons pour définition. Leur fonction génératrice s'obtient de (2.36) en y

U+V
remplagant x par (U-V)x et t par A
Z p((l»ﬁ) _ 2 (0! 3)( )(U V)n x
( 2.4 0) n20 n20 U+v
= 2%BRI(1- (U-V)x + R)* (1 + (U-V)x + R)P
ol

R=Rx; U, V)=(1- 2(%"\,’)(U V)x + (U-V)5x2) 2 = (1 - 20U+V)x + (U-V)2x2) 2,

En fait les deux séries génératrices sont équivalentes puisqu'il suffit de poser U = =l et

2
V= 7 dans (2.40) et d'utiliser (2.38) pour faire le passage inverse. Ainsi nous pouvons

alléger la notation en utilisant les parametres de poids U et V.

(2.41) Définition. On dénote par Jw lespéce /A -pondérée de toutes les
endofonctions de Jacobi de poids

w(®) = w((A, B), f) = (1+a)*¢fa (14pyfre fs YAl yiB! a

Pour prouver que l'espéce Jw est un modele combinatoire de la famille des
polyndmes de Jacobi, nous présentons une version simplifiée de 1'approche de Foata et
Leroux. La différence principale n'est pas l'utilisation de la théorie des espéces mais
plutdt l'introduction de la proposition (2.43) ol nous donnons une relation fonctionnelle
pour les espéces de « contractions de Jacobi de type A et de type B » . Cette relation

permet de calculer leur séric génératrice sans avoir recours aux « arborescence de
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Jacobi » . La méme démarche sera utilisée lors du calcul de séries indicatrices.

(2.42) Définition. Une contraction de Jacobi est une endofonction de Jacobi qui

est connexe et dont l'unique cycle est réduit a un point (appelé point fixe).

On dénote par K, l'espéce A -pondérée de toutes les contractions de Jacobi
munies du poids

p(®) = p((A, B), f) = UM VP!,

On distingue deux types de contractions, A et B, selon que leur point fixe
appartienne @ A ou d B . Celles-ci sont rassemblées dans les sous-espéces KAp
des contractions de Jacobi de type A et KBy des contractions de type B

(figure 27). a

Une KAp-siructure ou contraction de Jacobi de type A
figure 27

L'utilisation de la Jettre « p » pour la fonction de poids est intentionnelle ; il ne
s'agit pas du poids « w » défini pour les endofonctions de Jacobi en (2.41) puisque ce
demier tient compte non seulement des points de A et de B mais aussi des cycles de
I'endofonction. En fait le « p-poids » p(¢) s'obtient du « w-poids » w(¢) en posant

a =P =0. Ces deux foncticns de poids servent & définir des especes différentes, non
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isomorphes, que nous distinguerons en indiquant toujours, dans le nom de l'espéce, le

poids utilisé : Jp, Jw, Kp, Ky, ...

(2.43) Proposition. Les espéces A -pondérées KA, et KB, de contractions de

Jacobi satisfont les relations

KB, = Xv + KA, KB,
et ont pour séries génératrices
KA, (x) = ( +(U';’)")’9‘
(2)
KB,(x) = A-UV9-R '(U';’)")'ER

ot R=Rx: U, V)= (1 - 2U+V)x + (U-V)=2)2 .

Preuve : Une contraction de Jacobi peut étre réduite A un seul point, élémentde A ou

de B selon le type de la contraction. D'ou

KA,
KB,

n

Xy+... ot KAp(x) = Ux +O(x?)

Xy +... KBy(x) = Vx +O(x2)

Lorsqu'une contraction n'est pas réduite & un point, son point fixe a pour prédécesseurs
lui-méme et un autre point. En détachant ces deux points du graphe de la contraction, on
obtient deux graphes, 'un se terminant par un arc plein, I'autre par un arc pointillé. Il ne
mangque qu'un point fixe au bout de ces derniers arcs pour obtenir les graphes de deux
contractions, l'une de type A et l'autre de type B, et les deux points que nous avons
détachés peuvent trés bien remplir ce role puisque I'un est dans A et l'autre dans B
(lorsque l'un des graphes est vide on obtient, en lui recollant un point fixe, le cas limite

d'une contraction réduite & un point). La figure 28 illustre le processus dans le cas ou la
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contraction de départ est de type A.

93

figure 28
Nous venons donc de décrire la bijection qui donne lieu aux isomorphismes
KAp = Xy +KBp'KAp, et KBp = Xy +KAp-KBy .

Passant aux séries génératrices, on obtient

KA, (x) - Ux
’ — | v =
" KA,(x) = Ux + KB, (x)KA () KBp(x) = — 22—~ A,
KB,(x) = Vx + KA,(OKB,(x)

KBp(x) = Vx+ KAp(x)KBp(x)

donc
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KA (x) - Ux _
__KAP(X) = Vx + KAp(x) - Ux

(KAp(0))2 - (1 + (U-V)x)KAp(x) + Ux = 0

1+ (U-V)x £/ (1 + (U-V)x)? - 4Ux
2

KAp(x) =

et puisque la série génératrice de KA, commence par Ux on peut conclure :

L+ (U-V)x -4/ 1 - 2x(U+V) + (U-V)’x2
- .

KA, (x) =

La série génératrice de KB, s'obtient de fagon semblable, en résolvant le systéme (*)

pour KBp(x). |

(2.44) Proposition. Toute endofonction de Jacobi est une permutation de contractions

de Jacobi ; de fagon précise, on a les isomorphisme
Jp 2 SoKp = So(KAp +KBy)

Preuve : Si toutes les contractions sont de méme type, il n'est pas difficile de
transformer un cycle de contractions en une endofonction de Jacobi. Le cas délicat est
celui ol les deux types de contractions sont substitués dans un mé€me cycle de la
permutation (c'est le cas mixte). Dans ce cas, on doit d'abord détacher les points fixes des
contractions ainsi que les arcs qui en sont issus, puis dérouler les boucles pour aller
rattacher ces points 2 la contraction précédente (dans l'ordre donné par le cycle). La figure
29 illustre clairement la transformation a faire. En procédant de cette fagon pour chacun
des cycles de la permutation, on obtient une endofonction de Jacobi (la nature de I'arc
dont il est la source, trait plein ou pointillé, permet d'identifier I'appartenance d'un point

au sous-ensemble A ou B). |

On trouve chez Strehl [SV3] une mise-en-garde quand au taitement du cas mixte. Celui-ci

présente une utilisation des especes 1égerement différente de la notre puisqu'il distingue
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les points en plusieurs sortes (et non pas par des poids). Hormis ce fait, on pourrait croire
A priori qu'il propose (§2[SV3]) une solution différente de la notre ; mais aprés examen

on constate qu'il s'agit simplement d'une description différente de la méme bijection.

figure 29

(2.45) Corollaire. L'espéce Jp a pour série génératrice

= 1 -1
Jp(x) - Rix;U, V) [ R(x;t)]

Preuve : D'apreés (2.44) et (2.43),

1

= So (KA, + KB =
1) (Ke + KX = T 0 + KB,00)
= 1 = —1- .
) [1+(U-V)x-‘ﬁ 1-(U-V)x-9{} R
- +
2 2 u

On remarque que l'isomorphisme de la proposition (2.44) n'est valide que pour le

p-poids. En effet, étant donné une permutation on ne saurait A priori pondérer
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correctement ses cycles puisqu'il faut pour cela savoir si les contractions qui y seront
substituées sont toutes de méme type ou non. On devra donc, pour traiter le cas général,

considérer trois types d'endofonctions de Jacobi (A, B et mixte).

(2.46) Proposition. L'espéce A -pondérée Jw est un modéle combinatoire pour la
Jamille ( go:’*a))nzo des polynémes homogénes de Jacobi et donc pour la famille

normalisée (n!Plf“‘B))nzo des polynémes de Jacobi.

Preuve : Nous distinguerons trois types d'endofonctions de Jacobi, selon que tous les
points de leurs cycles appartiennent au méme sous-ensemble (type A et type B) ou que
leurs cycles contiennent des points de A etde B (type M), et nous dénoterons JA, JB
et JM les espéces correspondantes. Lorsqu'on restreint les endofonctions considérées a
€tre toutes du méme type, la relation (2.44) peut éwe étendue au w-poids puisqu'il suffit

de donner le méme poids a chaque cycle de la permutation. On obtient alors
JAw = S1.a° KA, JBy = S1,po KB, et JMy = JM,,

donc, par (2.43),

i l+a 2 1+a
JAwx) = [T-KA,,(x)] ) [1 -(U-V)x+§J ’

1 148 5 1+
B, () = [TTB,,(—)'] - (WUT?]

JMW(X) = JMp(x) .

Pour terminer la preuve, il suffit de remarquer que toute endofonction de Jacobi peut étre
considérée comme un triplet de trois endofonctions, la premigre de type A, la seconde de

type B et la troisi¢éme de type M (figure 30).
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03!
\k‘ +B ‘
,4
¢ Q;‘_B)
R ™
L >
figure 30

En effet, on obtient le découpage requis en rassemblant d'une part les cycles de
l'endofonction qui sont enti¢rement contenus dans A, puis les cycles qui sont
entierement dans B et finalement tous les autres cycles. L'espece des endofonctions de

Jacobi peut donc s'écrire comme produit de trois sous-especes :
Jw = JAw ° JBW * JMW .
Cette relation est aussi valide pour le p-poids,

Jp = JA, - JB, - IM,
= (S°KAp) - (S°KB,) - IM,,

ce qui permet de calculer la forction génératrice de JMy :

JMw(x) = JMp(x) et Jp(x) = JAp(x) : JBp(X) . JMP(X)

donne
Jp(x)

3 1
M09 = TR 60 TB,00 X

(1- KAP(X))(I - KBP(X)) .
D'ou
Jw(x) = JAw(x) - IBw(x) - IMw(x)

1+ 1+f
=—L ) [—L ] .Ll.q- ]
= [1 - KAP(X)} [l - KBp(x)] X (1 KAP(X))(I KBp(x))
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et donc

Jw(x)

g{- (1- KAp(x)) (1 - KBy(x))P

_1_[1 - (U-V)x + 9{]'“ [1 FUVRR)
% 2 2

Nous terminons ce chapitre par le calcul de la série indicatrice de 1'espéce Jacobi.
Reprenant la méme démarche cue pour la série génératrice, nous devons d'abord trouver
les séries indicatrices des espéces de contractions de Jacobi pour ensuite incorporer le tout

dans I'espece Jw.

(2.47) Proposition. Les séries indicatrices des espéces A -pondérées KAp, KB,
des contractions de Jacobi, ainsi que de l'espéce Jw des endofonctions de Jacobi

sont respectivement

1+ (U-V)X, - Rex ; U, V) 1 - (U-V)x, - Rx;; U, V)
(1) Zga, = SR . ZxB, = I

(2) 2y, = []2%* Ko (1 - UO-Vxn+ Ro) % (1 + U™V + Ro) P

n21

(o, By d
[ o] 2

n20 d=(, ....dn)

Eld
= autd (t+1)" - (1) P(va) ) x4
gbd-(dz.'..,d,,) 2" [D ) V| aurd
2id=n
O -Bn
+B..

- 112 ey -n(t-l_)_x“+Rn:| [1+ G QY xn+Rn]
n21 i 2 2

o, dans (1) et (2), on a posé

Rx; U, V) = (1-2(U+V)x + (U-V)2x2)m, Ry = Rixy UT, VY,
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1 1 t+D)" + @ 1)°
= —m(1 -1, PBa = =gl -1ty =
0 = 7 On(l+0) Pn = yon(1+P) t @D - D

1
2

n n n n2
R, = [1_ (t+1)" + (+-1) X, + (t+1)" + (1)) -

2
2n-l 2211 *a

Preuve : (1) Utilisant (2.43) on obtient

= o d .
ZKA, = Ux, + ks, ZKA,
(**)
= i .
ZKB, = Vx1 '“‘KA, ZKB,, .
Donc

Zga, - Uxy = (Vx1 +Zka, - Uxy) - Zga,

(Zka,): - (1 +Uxy - Vxy) Zga, + Uxy = 0

1+ (U-Vx £ \/ 1+2(U-V)x, + (U-V)fo - 4Ux,
B 2

Ap

Et puisque Zga, commence par Ux;,

1 +(U-V)x, - \/ 1-2(U+V)x, + (U-V)’x2
2
1+ @U-V)x, - <J((xl; U, V)
5 :

Puis on résoud le systeme de fagon semblable pour KB, .

(2) Le résultat vient de la relation

Jw = JAw - JBw - JMy

ol on doit traiter séparément chaque terme du produit. D'abord
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@, (1+0)
JAw = S1.00KA, = Zp, =[] S
T | 1- ZKA n]“
P
ol
- 1+ UV, - Rix U, VY
( KA ,,J - 2 :
4 n
De méme,
70 (148) Lo, (149)
1 2
Z = =
B Ql 1-{2KB l n2l [1 + UV, + Rix,; U, VY
P
Puis,

So (KAp+KBy) = Jp = JAp - JB, - JMy = (S © KAp) - (S o KB,) - JM,,

donne

1-(z ) 1 -(z l
KA , KB,
Zs° Zy s ks, [ ( v ,,] . p ]

Zpy, = (20 Zep ) - (250 Zyq ) ,E [1 -[ZKAP,,] -(anpn]}

Dol

2y, = Zjau ZsB, - Zym,,

LM

2 @, (14+0) L@, (14) [1'[ZK;A . ZKBP,,M
= l l 1 1 P
-|Z 1-|1Z
w1 | ! KA » KBPJ {1‘[7'“?,‘1' [ZKBP..H

1- 5, (1) 150, (1+)

DI ) o st

n21
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1 -%mn (1+o) =@, (1+B)
_ H 1 [1 -(UVhx, + R, . [1 +(U™-Vhx, + SR,,J
- LR, 2 2

ol Ry = Rxg; U, VY = (1 - 2UMVP)x, + UV

Posant o, = % w,(1+a) -1, By = %mn(l+[3) -1 et utilisant (2.40) on peut écrire

ZJw = Hzan"'Bn mn-l (1 . (-Un_Vn)xn + mn)‘un (1 + (Un_vn)xn_‘_sxn)‘an
n21
(0. Bn)
=1 T o, "V 2
2l k20
k
(@, 8) @,B) » xll x:2
= ¥ o OVe, UV A2
k. kp 20 1 5 k k! ..
k<o
L (o, BY) d
= > [H P (U,V)]xd.
120 d=(d,,d....dp) | =1 aut
Yid=n

Pour obtenir la deuxieéme forme explicite, revenons deux étapes plus haut et utilisons
(2.39) avant d'effectuer le produit :

Z. 1—[ Z (an'Bn)(U V)

n2l k20

( k
n2l k20 U A

k

_ H Z Pi% Bn)(tﬂ)&m

=1 k=20

¥

n n
ol tn=%n+\\;n et &= (U"V™x,. Remplagant U par H’l et V par %—1- on

obtient

_ @)+ @)’ _ @) - 1)’
R n r "

D'une part, (2.36) donne alors le développement
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Zy, = H 2%+Bn R(Zm > tn)-1 (1 - gn + R(gn ’ tn))—an (1 + ‘in"' R(én s tn))-Bn

n21
ol
REnit) = (1-2t8+E)"?
1
i 1 b n n n n 2 2
=[1-2 (I+-1)' +(t-1) | (t+1) - (t-1) <+ (t+1)" - (1) )
(1) - (&-1)" " n T |
1
r n n n 22 9 2
=11- ((+1) :_(;-1) ) Xq + ((t+1)" - gtn-l) ) xnjl R,
3 2 2
donc
| O ’Bn
ZJ =H2%+ﬁnml[l-[mﬁ#)_—an+Rn] [1+(St+_LF -n(t*l) ]Xn“'R_n}
T o2l ' 2 o

Et d'autre part, n'utilisant pas (2.36) mais effectuant le produit, on trouve

» Ba
Zi= I TP e

n2l k20

©.B)  (0,B) kK
py ZOPkl P ()8 &y

S

n

d,
(t<+1)v - (t-l)v (ay, By) (t+1)" + (t—l)v d d g
-~ P “as
E 2’ ) ~ [(m)v - (1" ﬂ 1%t

n20 d=(d1,...,dn)[v=l
Xid =

1di =n

1 v WY @ B (D) + -1V )| 44 g
1 - @1 P (t+ by
:g(’) 2" d=(d§...dn)|:!;ll (D)= 1) 4 @+’ 1) " &

Zid;”“

N



Chapitre 3

q - ANALOGUES

En théorie des fonctions symétriques, il existe une substitution, appelée
« spécialisation principale », utilisée par Foata [FD2], Macdonald [MI], Stanley [SR], ...,
qui permet de générer plusieurs g-analogues. Comme 1'a remarqué Joyal en 1982 [JA3],
c'est par le biais des séries indicatrices que l'on peut relier cette substitution 2 la théorie
combinatoire des espéces. Le but de ce dernier chapitre est d'explorer et de développer,
dans ce contexte, une théorie du q-comptage des espéces de structures (pondérées ou
non). Un certain nombre de résultats généraux sont présentés et des exemples particuliers
seront traités explicitement : q-comptage des espéces atomiques de degré <5, d'espéces de

permutations, de dérangements, etc...

§3.1 LA q-ENUMERATION D'UNE ESPECE

Classiquement, les suites de polyndomes en q 2 coefficients entiers positifs

[nlg = 1+q+q@?+...+q¥! =~

_d-ad-g)...d-qY
(-9

néq = [1]q[2lq ... [nlg
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sont associées aux suites d'entiers
0,1,2,...,n,... et 0O, 11,2, ..,n

De la méme fagon, pour n,ke N,
[k] (n- k)" kY,

est associé au coefficient bindmial (f ) . Dans chacun de ces cas, les suites d'entiers
citées s'obtiennent par passage a la limite, lorsque q—1, dans l'expression polynomiale
correspondante. Ces polyndmes sont appelés des g-analogues, pour cette raison et aussi
parce qu'ils satisfont des propriétés semblables a celles des nombres qui leur sont
associés. Par exemple, il est bien connu que
nl _ [n-1 n-k
[k.]q = [k ]q’“q
récurrence analogue a celle des coefficients bindmiaux.

On considére aussi des q-analogues de fonctions, ainsi qu'un opérateur de
q-dérivée,

fo(x) - f,(qx)

q q
quq(x) = (l _ q) X ’
qui contient la dérivée habituelle

; =4
clllinl Dgfg(x) = ax f(x) .

De plus, lorsque f; est donnée par une g-série,

f0 = ¥ f@X-,

n20 n°q

cet opérateur effectue une translation des coefficients, tout comme la dérivée pour les

séries exponentielles :
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xn
Dof(x) = @ nl
n20 °q

Par exemple, la fonction exponentielle eX posséde les g-analogues

-y x 1 1 1
S0 = ,Z%, nf, (1-(-@x) 1-(1-9xq 1. (1-qxq?
et
B0 = 2;) q(‘z);fq"— = (1+ (1-gx) (1 + (1-)xq) (1 + (1-9xq?) ...
n2 °q
qui satisfont

lim eq(x) = €* = lim 8q(x),
q—1 q—l1

Dgeq(x) = eq(x) et DgBq(x) = 84(qx).

Dans ce cas-ci, nous ne sommes pas vraiment en présence de g-analogues distincts
puisque les deux sont reliés par la formule

€q(x) - Bq(-x) = B4(x) - eq(x) = 1.

La premiére expression, €4(x) , nous a pourtant semblé plus naturelle et nous
I'avons choisie pour guide dans notre recherche d'une définition de la q-énumération

d'une espece.

Chaque espéce de structure posséde une série génératrice, une série génératrice
des types et une série indicatrice. Une q-série associée a l'espéce doit €tre une série
intermédiaire qui, lorsque q—1, redonne la série génératrice. De cette fagon les
coefficients, polyndmes en g, de la g-série sont des g-analogues des coefficients de la
série génératrice, c'est-3-dire de la suite qui dénombre les structures de l'espéce

considérée. Sachant que, pour une espéce Fy: B -5E 4 ,

n
Z. (X, X, ... = F (x) = IF, [x]! X~
RS % )l(x.0.0. ) w () ,;) wikl oy
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Zpg(X1, X2, Y 2 3

( = F,x) = ZIFw[n] l‘T S 104 Fylnlix",
X X n20 n

v o)

nous définirons la (-série d¢ Fg par une substitution appropriée dans sa série
indicatrice. Tenant compte de ces préliminaires, il nous apparait raisonnable de chercher
une substitution de la forme x; := uj(q)x! , et de demander que la q-série obtenue donne
les g-analogues classiques au moins dans les cas les plus simples. De 1a la prochaine

proposition ainsi que la définition qui suit.

(3.1) Proposition. Soit E [I'espéce des ensembles (1.4). L'unique substitution de

laforme x;=ui(qQ)x,i2 1, qui satisfait

Zo(X,, Xy oo 2
E(xl X2 x —u(q)x g g
est donnée par
1- I
u(Qx' = ( 1q;i
Preuve : On sait que (1.32)
X FT Kt
Zg(ip Xy )=e 20 3T
écrivons u; pour uj(q) et poscns
x+tuxteluxds
E(x,q) = Zgx,, x,...)] L= e! A R
! X i=uXx

Pour que E(x;q) soitégal 3 >0 X/ nig =eq(x), il faut que
D¢E(x;q) = E(x9),

c'est-a-dire

E(xiq) - E@@xiq) _

(T E(xq),

donc
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1 2.1 3 1 1 .33
yx g uxt U _euqu+il12qzx2+?u3qx +.

e = (1-9) x E(x;q),

0, @ DR+ D+ u @

l-¢ = (-9 x,
1 2.2, 1 3.3
u (g-1)x + —u (@ 1)x“ + —u(q"-1)x” +...
e 2 3 = 1-(l-q)x
et prenant le logarithme,
u(@-DX + 3 u(g 1 + Tu@De+.. = gx+ SO+ ],
d'ol, pour i2 1, ui(q™-1) = -(1-q)i. Ainsi,
. 1- i
ui(q)xl = ( Q)ix
l-q
est I'unique solution. : [ ]

(3.2) Définition. Soit F:=F,, : B = Ea une espéce A -pondérée. La q-série

génératrice de F, ou série génératrice des q-dénombrements de F, est

notée
Fixq) = 3 IFin)l, 2~
n20 n°q
et définie par
Fx;q) = Zg(x,, Xy, -] . (g
Xi = —F D

(3.3) Exemples.(1) Comme exigé par la proposition (3.1), pour l'espéce E des

ensembles on a

Exg = Y % et IE[n]lyg = 1,n20.
n20 n"q

(2) Soit E° l'espéce des ensembles pointés, V Ue B, E'[Ul={ulue U} et
E'[n]l=n.
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n

E=XE = Zg=xZg = E@xgq=x-2X
n20 ni'q

donc

n+1 n
LY X X
E(c) = 25— = 2 [nlg 2~

n20 naq n21 n.q

et |E’[n]ly =[n]q, le g-analogue classique de l'entier n.

(3) Soit L Il'espece des ordres linéaires. Cette espéce est énumérée par la suite des

factorielles, puisque tout ensemble de cardinal n admet n! ordres totaux. De plus,

oL @ =L -y
7, = 1 = L& =g = 2,

n20

donc IL[n]lg=nly, le q-analogue classique de n!.

(3.4) Remarque. Il n'est pas trop €tonnant que cette substitution contienne des
exemples classiques puisqu'on l'obtient en composant deux procédés bien connus;
d'abord la « correspondance de Frobenius » qui transporte les séries indicatrices (ou
séries de caracteres) dans le monde des fonctions symétriques, puis la « spécialisation

principale » qui fabrique des q-séries a partir de fonctions symétriques.

fonctions
symétriques

(1~9) q" ~l

séries
indicatrices

Dans la section 2 nous utiliserons cette décomposition, a I'occasion d'une preuve, mais en
général nous tenterons de I'étudier globalement, avec le point de vue de la théorie des

especes.
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Par exemple, il découle directement de sa définition que la g-série d'une espéce de

structures est un q-analogue qui contient aussi I'énumération des types de structures :

(3.5) Proposition. Soit F:=Fy: B — [Ea une espéce A -pondérée. Alors
F(x) = 1‘1311 F(x;q)

Fx) = gliLnOF(x;q) .

Preuve . En effet,
i X sii=l1l
e9x {
1-q' q-1 0 sii>1
donc, par (1.29),

Fxiq) = ZFl (1-<71)ixi q—)l—) Zl“I(x,O,O, ) = Fe.

X. =
i

i

1q
De méme .
(l:zix a0 3
donne
F(x;q) =0 Zd ,, = F(x).
x50 -

(3.6) Corollaire. Soit F:=Fyw:B — Ea une espéce A-pondérée. Alors

[F[n}ly -————1—-> IF[n]| et [Fn]ly TN l@ F[n]l

Preuve : C'est une conséquence du fait que

e} n! et —_— 1.
q q-1 q q-0

En effet, posons lim_ {F[n]l;=0tx et lim IF[n]ly =B, , alors
q-1 q-0

F(x;q) = ZIF[n]I ‘q‘_“;i" n}:b = =y |F[]n]|x

n20 n20
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donc op =IF[n]l, et

n

Fixiq) = 26 lF[n]Iq«:f:l- — 2(,) B.X-= F(o = 2()1(9@ Fln]ix»
n> *q - n> n2 B

donc anlt‘:)g F[n]}l. n

(3.7) Exemple. Considérons I'espéce S des permutations,
YUe B, S[U] = (sls: U~ U}.

Tout comme l'espéce L des ordres linéaires, l'espéce des permutations est énumérée par
la suite (n!),»0 . Mais ces deux espéces ne sont pas isomorphes, parce que les groupes
d'automorphismes de leurs structures ne sont pas les mémes. D'apres le corollaire (3.6),

nous obtenons deux g-analogues différents pour n!.

On sait déja que IL[n]lg = nlq. Et limg_,onlq =1 confirme le fait qu'il n'y a
qu'un seul type d'ordre linéaire sur [n], ou que chaque ordre linéaire admet un seul

automorphisme, l'identité.

D'autre part, les types de permutations de [n] coincident avec les partages de
l'entier n et sont donc énumérés par p(n) ,n2 0. Ainsi, l¢ g-analogue de n! obtenu

de S,oula g-énumération IS[n]lq , aura pour terme constant p(n) . Voyons le calcul :

de (1.28) rappelons que
4 4
X, X, .0
Zs = ZO Y psd.dy ) dll fiz
n20 pdpd 1 d!2%,0..
Lid=1 12 4
ol
ps(dy, dz,...) = #{seS[n]lo-s = s},

0 € G, étant une permutation de type (di,dz,...). Or

G's = § & 0lsd = s © 0 = slos & se Aut(o)

donc
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4 4
ps(d1, dz, ...) = lAut(o)l = 1 d,!2 d...

d'ou
4, 4
1) = 1 -
Sx@) = XXy ] (g
n20 (dl' d2,...) xi =:—i
Zidi=n 1q
id jq
% -9 x°
= a
n20  (d,d,..) 21 (l-qi) i
Zig=n (puisque 2id;=n)

2
(1-q)(1-q) ... (1-q") X"
- ) T i

n20  d,d,...) i q
£ i13(1 )
n 14,
= % Z (l ql) 'XT'
n2 (dx,dz,...) 1=1 q
id =n

dl dz dy
Pour chaque partage A de n,A+~n,A=1 2"..n", posons

1-d.

1

n
Pa(hiq) = H(l-qi) :
alors

S(xiq) = Xélsmuq:T" ot IS[n]l = ; Pa(hi) -
n2 °q N

Les premiéres valeurs sont :

IS[0]ly = 1 p©0) = 1
IS“]'q =1 p(l) = 1
IS{2]ly = 2 P2 = 2
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IS[3)ly = 3+q+q2+q3 p3) = 3
IS[4]ly = 5+2q+5q%+4q3 +5¢% +2g5 +q¢ p4) = 5
IS(5]ly = 7+5q+ 11q% + 16q3 + 20 + 20g5 + 18¢® pGs) = 7
+12q7 + 78 + 3q% + q10
IS(6lly = 11+ 8q +23q? + 373 + 61q% + 73q5 + 98q° p(6) = 11
+93q7 + 97g8 + 78¢° + 63q10 + 37q!! + 27q!2
+ 9q13 + 4q14 + q15 .

Nous avons obtenus ces polynémes en additionnant les divers Py(A;q) pour » donné.
On trouvera en annexe I une table pour n < 10, générée par un programme MAPLE .
Dans tous les cas o les coefficients de la série indicatrice de 'espéce sont connus, on
peut utiliser cette table pour calculer explicitement le g-analogue correspondant. En effet,

il suffit d'en prendre une combinaison linéaire comme le montre la proposition (3.8).

(3.8) Proposition. Soit F:=Fy:B — [Ea une espéce A -pondérée et

or b
ZF(XI’ X2, -") = Z pF(dl) dZ, "') %
@, d,..) 112 2
Tid <o ! S
sa série indicatrice. Alors, pour n 20,
pF(dl’ d21 "')
Flojly = 3 —— 5 P,
M oopg2id)
4 4 1
A=172"7.,

on, pour chaque A +n, Py(A:q) estun polynéme en q a coefficients entiers, de
degré w , défini par
n 1.

P = J[C-6)

1=1

Preuve : Nous avons vu, A I'exemple (3.7), que
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4 d, .14 n n
1 L X .
X X, o g = I [ a-q) == Pn(l,q):—q.
X = - i21 °q °q

1

1

1q

On obtient la premiére formule en intégrant ce résultat au calcul de F(x;q) :
d
xll xiz ‘
4 4 LS
Ldt2-dt... 57 g

‘-‘
) pr(dy, d2, ...)
230 (4.4 ..

Eid,l=n

F(x;q)

. pF(dl' d2’ ) . n
) S R 4 G R

| 4
SRR N E AR e
A=122...
Pour voir que les P,(A;q) sont des polyndmes, nous allons les décomposer en facteurs
linéaires, puis regrouper les facteurs identiques et vérifier que chacun apparait avec un

exposant positif. D'abord, pour 1 <k < n, écrivons

@D = (@D@eqe) ... @-g "),
ol € est une racine primitive d'ordre k de l'unité, & =e™/k . Alors

l'dk 1 1-d l-dk 1-
@D = @ ﬂ(q-sk) l"(q-qf) (g b

n' l'd'k n -
E[ @ = JI]] @&

Réordonnons les facteurs de fagon 2 ce que ceux pour lesquels la fraction r/k est réduite

apparaissernt en premier :

1-d
[%] v [‘n'r] it

n 1-d1 1 'dll 1-(:[2 "
[Tan "= J] @& @g) ..@ty )
k=1 1440 (mlw
O<v<n
(rv)=1

et remarquons que
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o {- - % est un entier

o {_ = %,[ car 0<r<k et 0Sv<p
n
ny

o e Yy 2v 3v [“']

y 5 yeoy— » car 1<k <n.
Hr2n7 3 e

Ceci nous permet de regrouper les facteurs identiques. On a alors

n

i
D
n g 1-d“+l-d“+...+l~d[%m v[ul.%“ d,
@1 = JI @€ = [I @¢) ,
k=1 1<pu<n 1<p<n
0sv<n 0<v<n
Wwv=1 V=1

et, pour s'assurer qu'il s'agit d'un polynome, il n'y a qu'a vérifier que tous les exposants
sont positifs. Le calcul est simple :

G n
:Z{judju < Xiidi = n,
)= 1=
donc
n
fd
=1
d'ou
n
g ]
D du < X idu < (.
j=1 =1
Ainsi
o
n
(E]ZI: 4
n ,1'dk Ldk
Pahig) = [J6D @D * = [ [cD@e)]
k=1 1<ps<n
0<v<n
M, v)=1

est un polyndme. Son degré est
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n n n
> k(-dy = 9 k- 3, kg = @D - n@-1)
k=1 k=1 k=1 2 2

et ses coefficients sont entiers parce qu'il s'écrit comme le quotient d'un polyndéme a

coefficients entiers par un polyndme unitaire i coefficients entiers :

H(q l)
ot J = {kld<1).

H(q 1) -

4, 4,
(3.9) Corollaire 1. Les polyndmes Pnp(A;q), A =1 ) ..., S'écrivent expli-

H(q 1)

citement comme suit :

n(n-1)
d.-1 d,;-1 mn
Ph(Aq) = { 1 }{ } q .
ug'o (kl..;.k,,) k, ky
ik =p

ol {rlr()} désigne le « binomial croissant »,

{m} - m(m+1) ...

(m+k-1) [m+k-1]
k k! - ’

k

1
Preuve : Utilisons la formule du bindme de Newton pour développer (1-q¥)

L i1 LA I k ik
oo™ =15 (Hen's

i=1 k=

Tk (1-d,)(1-d 1-d,| X
P

Maintenant, regroupons les termes selon la puissance W de q quiy apparait, b = Xik; .

Pn(X;q)

Puisque Pp(A;q) estdedegré n(n-1)/2, on obtient

( 2k (1-d,\(1d 1-d,
SV el | R DS "] b
l%z,kn)( : [kl}[ k2] [km q

n(n-1)/2

Pl = )

w0
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Pour le reste du calcul, il suffit de remarquer que

[l'd] - (1-d)(1-d-1) ... (1-d-(k-1))
k Kl

Dk d-D(A-141) ... (@-14(k-1)) _ gy {d-1
-1 o -1 {k}

donc

(-1)2ki[1:1]m[1:n] ) (._I)Zki(_l)kl{dﬁ-ll}m(_l)kn{dl::} _ {dlill}{d?(l}

(3.10) Corollaire 2. Pour chaque ne N, on a l'identité suivante :

l-d1 l-dz
(1- 1-¢*
) 9 _(1-q)

n

1 4 dy
a2 1 d127d) . a"dy

1-dy
. (1-gM

=1

qui généralise le fait que z L = 1.

Aen aut(l)

Preuve : 11 suffit d'appliquer la proposition (3.8) dans le cas de l'espece E des
ensembles. Pour chaque n € N, l'unique structure d'ensemble sur [n] est laissée fixe

par toutes les permutations 6 € &, donc pg(dy,da,...)=1 et

ped,d,,...) _ Py(%q)
IE[n]Iq = 2 —dlE——sz— Pn(l,Q) = 2 —E-;dz—— .
AFn AFD 1
1 d4!2 d}... 1 d;'2 4, ...
A=1122., ' : a=1'22.. '

D'autre part, on sait que IE[n}lq=1,n20. D'ou la premire identité. La deuxieéme

s'obtient en posant q=0. [

(3.11) Corollaire 3. Soit F:= Fyw:B — [E p une espéce A -pondérée. Alors
pour n20, IF[n]iq est un polynéme en q de degré <n(n-1)/2. De plus, si
tous les automorphismes des F-strucutres sur [n] sont des permutations paires

(ie.. si Vse Fn], Au(s) € AnC ©,) alors ce polynome est symétrique,



§3.1 LA q-ENUMERATION D'UNE ESPECE 117

de degré w ou identiquement nul.

Preuve : Que |F[n]lg soit un polynéme en q de degré <n(n-1)/2 est une conséquence
immédiate de (3.8). Pour voir que ce polyndme est symétrique lorsque tous les
automorphismes sont pairs, il suffit de vérifier que les P,(A;q) sont symétriques lorsque

A est le type d'une permutation paire.

n(n-1) n(n-1) 14 n(n-1) a1 1d,
q? Ph =q 2 JJa-by "=q 2 [T
q i1 q =1 q
n(n-1) n-Zd
I N CVINE © S
R B FTCW: ) IT a-a
q ¥ g=1
, sgn(d],dz, )
= (-1) P.(A:q) .
Donc
(1) " P,A;q)  si A estle type d'une permutation paire

q 7 P
-P,(A;q) sinon.

Rappelons que le terme constant de IF[n]l; est le nombre de type de F-structures sur

[n]. Sile polyndme IF[n]l; est symétrique, alors celui-ci sera de degré n(n-1)/2 avec

coefficient dominant égal au nombre de types de F-structures sur [n] . ]

(3.12) Exemples. (1) Soit C l'espéce des cycles. Si c e C[n] est une permutation
circulaire de [n] alors

Autic) = {1,c,¢2, ..., c™1}.

Or sgn(ck) = (sgn c)* = ((-1)»1)k, Donc si n est impair alors V 6 € Aut(c),
sgn(c) =1, c'est-a-dire que tous les automorphismes des C-structures sont des

permutations paires. D'oli

IC{n]lq est symétrique pour n impair.
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(2) Soit EX I'espece des ensernbles orientés,

VYUe B, EfU] = {OIO estune orientationde U} = {O+ O-}.

11 est bien connu que I'action d'une permutation ¢ € &, est de laisser fixe l'orientation
si o est paire et d'interchanger les deux orientations si G est impaire. Donc
Aut(O+) = Ap = Aut(O-) et lEi[n]lq est symétrique. Puisque le nombre de types de
E* -structures sur [n] et 1,ona

EXn]ly = 1+7+q@D2,

En sachant que tous les coefficients sont positifs, on pourrait conclure que
IEt[n]Iq =1 + @12 puisque la somme des coefficients est égale au nombre de
structures. Ce sera l'objet du théoréme (3.20) de la section suivante que de montrer que
pour toute espece F, les coefficients de IF[n]l; sont des entiers positifs. Prenant pour
acquis ce résultat, on a lE:t[n]Iq =1+ q®-1¥2 Mais on a aussi que

2 si(d,,d, ...) estletype d'une permutation paire

Pl d,..) = {

0 sinon

donc, par (3.8),

14 1d 14,
29 (g) ") T, e
d d,
A 1 d,
‘1n‘z 1 d!2d}...n"dy!
A=l 27
A pair
eten posant q =0 on obtient
y L_-1
A-n aut(l) 2’
A pair

ce qui exprime le fait que la moitié des permutations de [n] sont paires.

(3.13) Remarque. Lors d'une conversation, A. Joyal nous a fait remarquer que les

P,(A;q) posseédent un autre développement explicite, celui-ci faisant appel aux
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coefficients q-multinomiaux : posons

k-1,
-9 de Dl Q

W _ag T K, "
k" 1_qk
alors
4 4 d,
4 4, 4, ) _ 1 Q- Qn 19,424+ +nd,
X; Xy - Xq | :=_Qﬂ_:ﬁ e dz——x
1« 18, 28 ...nlg
d d, d..(1d1+2d2+...+ndn)2q X"
= Ql Q2 Qn vdl vdZ vdn E
11, 2.,q ... g
n
= dl d2 Xn
[ Lon1,2, .., 2] Q Q-
q q
Ainsi, si Ay, A2, ..., Ar sont les parts du partage A = 1912%.. Jie hj=...=Xg =1,
A4 +1 = -.. = Agj+d, = 2, ..., On obtient
n
n-Zd n d;
(3.14) P.Aq) = l:xl A, )‘J (1-q) I-I(i-l)3q .
’ y seey i=1

9

Sachant que le coefficient q-rmultinomial est un polynéme a coefficients entiers, on peut

en conclure que les Pn(A;q) sont des polyndmes A coefficients entiers.

§3.2 PROPRIETES ET POSITIVITE

Comme nous 1'avons déja mentionné, la g-série d'urte espéce peut étre calculée a
l'aide de polyndmes Pn(A;q) lorsqu'on connait explicitement les coefficients de la série
indicatrice. Mais en général on préfere procéder comme pour les séries génératrices ou
indicatrices, en utilisant le comportement des g-séries devant les opérations sur les

especes.
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(3.15) Propositon. Soient Fy et Gy deux espéces A -pondérées. Alors
(1) Fw+Gy(x;q) = Fyu(xiq) + Gy(x;q)
(2) Fu: Gy(x:iq) = Fulxq) - Gul(x;9)

(3) Fuo Gy(x@) = Zp (Gv(x1:9), G,2(x2:02), G 3(x3;93), . (1-g)'x
i’ l-qi

Preuve : Ces formules s'obtiennent des formules analogues pour les séries indicatrices;

(1) et (2) sont immédiates puisque

Irig = Zp+2Zg et Zpg = Zr-Zg.

(3) De (1.33 -5) on obtient

FwoGy = Zp, oG X1, %20 gy
it l_qi

= Ze | @) o0 Zg ) i

O g % agld

i 1-q i’ 14

Pour k 2 1, d'une part

(Z o= e (XL Xy, L) .

Gvk k X, :=-(——1'q) x Gvk Ko ’x. :==-(li)£-

1 l_qi ! 1-(]i

k 2k

z ((l-q) € (1-q) %2 ]
- — |
Gvk 1-q Iq :
d'autre part
G (x.:95 = G ,(x;q)
wXped _aqf wod _ 19 -
Xk.=T-qk—- X:= l_qk »q:=q
= |Z. (X, X,, ...) i
Gv" 12 x.z(lq)xl .
R B x:=(1-®x q:=q"
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Or cette derniére substitution se simplifie en :

i

i Wk CL.

_ (g9 [(l-q) xk] (-~ xK
5 Ky k =

G L SR AN 1-q¥

ce qui était précisément la substitution, obtenue plus haut, 3 faire dans Zgy , dou

& ) ‘ a Guxgd) gt
- X, 1= ————
lq lqk [}

(3.16) Exemple. Soit F 1'zspéce des sous-ensembles de cardinal k,
VUe B, F[U] = {VIVcU,#V =k}, IF[UlI = (1':) si lU = n.

Biensir F=Ey - E, ol Ey désigne l'espéce des ensembles de cardinal k. On a donc

F(x;q) = Ex(x;q) - E(x;q)
_ k x4 2 x2+k
Tk 530 Al 250 kgt
z n
= = q(n k)V ’
nEq n
dob IEy E[nllg = —2— = [}] . le g-analogue classique du coefficient
k.,q(n-k).Q1 q

bindmial.
(3.17) Exemple. Soit C l'espéce des cycles et, pour n 2 1, C, l'espece des cycles
de longueur n. Puisque C =2, Cqn,ona

C(x;q) 2 Cn(x;q) .
n21

On trouve facilement que

8
e

Y o,

din

ce qui donne
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n/d
d.d
Catxig) = 1 % ¢(d>(ﬁ*"—d"]

1-q

d'ou

Cxa) = 2, Caxi) = 2, IC[n]lq X2

9
n21 n21 l'loq

avec

1Y g O (1-q)(1-g%) ... (1-qY
Clnlly = 7 2, ‘P“‘)W =52 9@ T

Les premiéres valeurs des polyndmes IC[n] lq sont:

IC[1)y = IC[2)ly = 1

ICI3ly = 1+¢3

IC[4ll; = 1+q@2+@3+2q*+¢°

ICIS)ly = 1+q2+3q3+4q*+6q5+4q6 +3q7 + q8 +q!°

IC[6]ly = 1+2q2+5q3+8q%+ 11q5 + 176 + 16q7 + 17q8 + 15¢% + 12q10

+7q11 + 6q!2 +2q13 + g4,

On remarque que IC[1]ly, IC[3]ly et IC[S] l sont des polyndmes symétriques, ce qui
confirme le fait que pour n impair, IC[n]l; est symétrique (3.12-1).
(3.18) Exemple. Soit D l'espece des dérangements. Nous savons que S=E-D,

donc

S(x;
D(x;q) = E(();_'g;’

Or, comme nous l'avons indiqué en début de chapitre,
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1

- . f1- {1- 2 = (-X:
By = GAon-0-9@-1-9) .. = E6xg)
- Z qn(n-l)/2(..1)“ x_n
n20 n!
q
On a donc
Dixg) = 3, qva-nfE . 3 ISlrllq—
k20
- X
- r%u)[n]lq oL
ol

ity = 2 [i], DSkl

Remplagant IS[n-k] lq par la valeur trouvée i I'exemple (3.7) on obtient la formule

IDn]l, = i @V (k-2 2 a-9™
k=0 k! 0 (G dp -

Les premiéres valeurs sont

D[o]l, = 1

D), = 0

D2, = 1

D)y = 1+q3

ID[4]l; = 2+2q2+q?+3q*+ ¢’

d2 k dn-k )
Yvd, = nk (l-q) A .. (1™

123

Remarquons que I'espéce D ainsi que sa g-série contiennent l'information des types de

dérangements, contrairement au g-analogue classique qui s'obtient en calculant le

quotient L(x;q)/E(x;q).
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Dans chacun des exemples précédents, les polyndmes obtenus ont tous leurs
coefficients entiers positifs. S'agit-il d'un fait général? Rappelons que toute espéce se

décompose comme somme d'espéces moléculaires,

Fr=z Z oMM , eme N,
n20 M e Md{(n)

et que chaque espéce moléculaire M s'écrit, de fagon unique (Yeh[YY1]), comme
produit d'especes atomiques, ¢'est-2-dire indécomposables sous le produit (A #1 et
(A=B-C=B=1 ou C=1)). Dans le cas des especes pondérées, ce résultat est
encore vrai sauf que l'unicité de décomposition d'une espéce moléculaire en produit
d'espéces atomiques devient «a répartition prés» du poids. En effet, dans une espéce
moléculaire il n'y a qu'un seul type et toutes les structures sont équivalentes; si l'espéce
est pondérée, ses structures auront toutes le méme poids. On peut alors écrire

< ‘
Fw = 2 Y oMM, cmae N,
n20 M e Md(n) aec A

ou (a) désigne le poids commun 2 toutes les structures d'une composante moléculaire de
F isomorphe 8 M . Lorsqu'on désire écrire chaque M comme produit d'espéces
atomiques, il peut y avoir plusicurs fagons de répartir le poids entre les différents facteurs
atomiques, mais cette répartition n'affecte pas la décompositon en facteur. On constate
donc qu'il suffit de vérifier que les g-séries des especes atomiques ont tous leurs

coefficients entiers positifs pour conclure qu'il en est de méme pour toute espéce.

Utilisons la formule (3.8), les polyndmes P,(A) de l'annexe I et les tables de
séries indicatrices des espéces moléculaires et atomiques données par J. Labelle [L]2]
pour calculer les premiéres valeurs. Le tableau A contient les g-comptages de toutes les
especes atomiques définies sur n <5 éléments. On peut en conclure que pour n <5,

IF[n]l; e IN[q) pour toute espéce F: B— E.
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Séries indicatrices et g-comptages d'espéces atomiques

n!-Zg IF[n]ly
n=1 X X1 1
n=2 E2 xf +X, 1
n=3 E3 x? + 3x,X, + 2x4 1
Cs 2xf +4x, 1+¢?
n=4 E4 x‘; + 6x%x2 + 8x;x4 + 3x§ + 1
6x,
EX 2% + 16%,%, + 653 1+g8
E20E2 3x‘11 -+ 6xfx2 + 9x% +6x,4 1+g?+q?
P:lc 6x‘: + 18x§ 1+2q2 +2q* + ¢t
Ca 6»xf+6x§+ 12x, 1+q2+@ +2q* +¢°
E20L2 12x‘1‘+ 12x§ 1+q+3q2+2¢3 +3¢* +q5+¢°
n=S5 Es xf + IOxi’x2 + 20xfx3 + 1
30x,x,4 + 15x1x§' + 20x,%4
+ 24x,
ET 2% + 40x%x, + 30x,X2 + 1 +ql0
48xs
PS/22 6xf + 60x,x, + 30x1x§ + 1+@*+g3+q8+q7+¢8
24x4
Ps 12x.f + 60x1x§' + 48x, 1+q2+q3+2¢%+2q5 +2q6 +
q +qt +ql0
(L2-C3)[z,| 206 + 40x3x, + 60x,x2 | 1+q+2q2 + 23 + 3q* + 2¢5 +
3¢5 +2q7 +2¢® + 7 + 10
Cs 24xf+96x5 1+q2+3¢3 +4q* +6q5 +4q° +

Tableau A
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Dans le cas d'une espéce pondérée, ce raisonnement s'applique encore si I'on considére

les poids des diverses structures comme autant de variables formelles. Nous écrirons

pour exprimer le fait que IFw[n]l; est un polyndme en q dont les coefficients sont eux—

mémes des polyndmes, a coefficients entiers positifs, en les variables (w(s))s : F-structure -

Ainsi le tableau A montre donc que pour toute espéce pondérée Fy,: B > E
IFw[n]lq € IN[A][q] si n<5. En fait, ce résultat est vrai pour tout n, et pour le
prouver il suffit de le vérifier dans le cas des espéces non-pondérées. C'est ce que nous
ferons au théoréme (3.20); nous devrons y utiliser des résultats de la théorie des fonctions
symétriques et des représentations linéaires du groupe symétrique. Mais voyons d'abord
un résultat entiérement combinatoire concernant la premiére des deux étapes du calcul de

F(x;q) mentionnées a la remarque (3.4).

(3.19) Proposition. Soit Fy: B — Ea une espéce A -pondérée. Pour i1,
soit X : B-E 2[r,,x,, ...| l'espéce des singletons pondérés par le poids i
et soit

Xz:B - IEZ[nl,nz, .
l'espéce pondérée définie par Xx = Xx, + Xg, + Xpy + ... Alors
(1) le g-comptagede F s'obtient par :

F(x; = F’{B'(
Q) | u)(X)Ltk = (gt

2 F ; = fn y L2y .o n
@ Fo) = 2 hmm L

on, pour chaque n 2 0, f, est une fonction symétrique & N[ A]([rny, 72, ...]].

Preuve : Suivant les remarques précédentes, il suffit de prouver le cas F non pondérée.
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(1) En effet, par (1.29 ii),

FX)(x)

Zrex(xi 1= x1)

Zp © Zx (xi:=x);

or

Zx, = (M +m+..)x, (qun)n = (1t‘1‘+1t’2‘+....)xn

et utilisant (1.33-5) on obtient

]
N
—~
A
"
__X

A,
T
0

]
>
2

) x. = x

k21 k21 k21 !

F(X)(X)

1
N
—~
e
[
Ng
A
oL
x—-
S

Maintenant, effectuons la spécialisation principale my := (1-q)g%1 dans cette derniére

expression,

?

o e ('
T x' = (1-q'q ki = T
& Iﬁ:=(1q)q"" kgi 1-q'

donc

> _ O e
F(xn)luk::z(l-q)qk'l = ZF(xi. : ] F(X,Cl)

(2) La proposition (1.26) nous dit que la série génératrice des types de l'espéce F(Xy)

est donnée par

FX,)x) = Y10, FXnlk”
n20 n

o i® & F(Xg)[n]l désigne la somme des poids des orbites, sous l'action de G,
n n

des F(Xg)-structures. Chaque poids est un mondme nill 15?: 1ti33 ... qui apparait un

nombre fini de fois (au plus une fois par F-structure, voir figure 31), donc

|0 g F(Xx)[n]l € N{ry, ®, ...] . Nous allons maintenant voir que la fonction
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fa(my, My, ..) = I@gnF(x,;)[n]l est une fonction symétrique des variables w), &y, ... .

Une F(Xg)-structure sur {a b,c,d, e, f, g hi,j},

2.2
de poids rc n2 ST, ST -

figure 31

En effet, puisque le transport de structures préserve les poids (en particulier ici le poids de
chaque singleton), les orbites (cu types) de F(Xg)-structures peuvent étre regroupées en

classes qui sont caractérisées par

1) le type de F-structure, 2) la suite de multiplicités des poids (les exposants du

mondme) et 3) la "disposition” de ces poids sur les points de la structure.

De fagon précise, si (nj, np, n3, ...) est une suite d'entiers positifs a support fini alors
les coefficients des mondmes :vt?ll n?; .. et nll nnz .. dans I®gnF(Xn)[n]I sont
égaux, puisque comme l'illustre la figure 32, le nombre d'apparitions d'un mondéme ne
dépend pas des indices de ses variables mais de leur multiplicité et de leur disposition sur
le type de structures. Donc si (ny, ny, ...)* désigne la suite décroissante finie des entiers

non nuls de la suite (ny, ny, ...),

(ny,nz,m3, ..)Y = M2k 2..),

. . n m, m
etsi (my, my,...)%¥ = (ng, ny, ...)*, alors les mondmes MMy o€t WM
apparaissent avec le méme coefficient dans IOg F(Xx)[n]l, c'est-a-dire que la fonction

fa(ry, 72, ...) = I0g F(Xx)[n]l est symétrique en 7y, |y, ... . m
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i, - Type de S-structure : «1 cycle de longueurs 1,3 et 4»
1, - Poids : niz 1:? L n2
i 2 3

s g
- Multiplicités : (2,3,1,2,0,0,...07=3,2,2, 1)

- Disposition des poids : (i, is, iy, i7)(i7, i3, i3)(is) (c'est une

pexmutal.ion du multi-ensemble (iz, iz, ig, ig, ig, is, i7, i7) )

Une orbite de S(Xg)-structures

figure 32

(3.20) Théoréme. Soit F: B —» [E A une espéce A -pondérée. Alors pour
chaque n20,
IFwlnlly € N[A]q],

ce qui justifie le nom de g-énumération des F-structures.

Preuve. Comme précédemment, on prouve seulement le cas F non-pondérée. D'aprés
(3.19-2),

! n
F(x;q) = ;) Finlly X~ = Y fa(my, ma, .. )x0]
nz °

q  n20 M= (gt

Dans cette formule, les f, sont les fonctions symétriques associées a la suite de
représentations linéaires du groupe symétrique définies par F . En effet, ces
représentations s'obtiennent du transport de structures comme suit :
[+
&, —> Aut (L(F[n]))
6 —o @, 0):s+— ops (seF[n])
ol L(F[n]) est le linéarisé de F[n], c'est-a-dire I'espace vectoriel libre engendré par

F[n]. On remarque que leur série de caractéres

PIEIIPACC)

n20 ' ce @,

est exactement la série indicatrice de F, puisque
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X, (0) = Trd,(0) = sg[n] GFE“ 1 = pr(o),

et c'est en appliquant la correspondance de Frobenius 2 cette série de caractéres qu'on

obtient les fonctions symétriques fy(wy, 12, ...). En décomposant les @, comme

somme de représentations irréductibles (®j, = Zb— fi@3) et en utilisant le fait que les

fonctions symétriques associ€es aux représentations irréductibles du groupe symétrique

©, sont les fonctions de Schur (s;‘)x’_n[MI] , on obtient l'expression des f, dans la

base des fonction de Schur :

A
Fxg = 2. £,5,(T1, T2, ...)x" 1
e = 2, ;ﬂ BTN I

oi f € N est la multiplicité de la représentation irréductible &, dans ®,. Or

T, (
S)L(nl, Ty, “')Iﬂk I=(l-q:)qk-l = :vq)
*q
(ZvAy)-n 0
n!
ou Ta(q) = —Hm—‘i est un polyndéme 2 coefficients entiers positifs, q-comptage des
ij'q

tableaux de YoungJ (ce résultat est dii a R. Stanley [SR]). D'oll, pour n20,
Flnlly = 2 £, T,(@
Ar-n

est un polynéme en q a coefficients entiers positifs. ]

§ 3.3 - QUELQUES FORMULES POUR LE q-COMPTAGE

Le Théoreme (3.20) nous assure que la g-série d'une espéce est une g-énu-
mération en ce sens que les coefficients des puissances de ¢ qu'on trouve dans les
divers polyndmes sont tous des entiers positifs. Il apparait alors naturel de poser la
question du sens de ces coefficients et c'est dans la recherche de leur interprétation
combinatoire que nous avons développé les formules présentées dans cette section. Ce
sont toutes des formules équivalentes pour le calcul du q-comptage, elles ont toutes une

saveur plus ou moins combinatoire, l'échelle du plus vers le moins pouvant varier avec le
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sens que le lecteur accorde au mot « combinatoire ».

Nous avons déja donné, 2 la proposition (3.8), une premiére formule qui fait
intervenir les polyndmes Pp(A;q). En développant ceux-ci, on peut expliciter les

coefficients des diverses puissancesde q:

(3.21) Proposition. Soit F:=Fy:B — E 5 une espéce A -pondérée. Alors

pour n20,
n(n-1)/2 Zki
1 l-o 1-0,
Finlg = 3, |+ 3 @ 1) ( 1][ ) b
: =0 [“! oexe,, : Z%: ky k)| 4
Ky, o Ky 20
Preuve : Ecrivons (3.8) sous la forme
Flnll, = 1 Z PF(O1, 2, ..., Op) Py(0y, ..., Oni@) ,

066

utilisons (3.9) pour expliciter les Py,

n{n-1)/2
c.-1 a1
IF[n]l, = ni)_, PF() Z ) Zw{; }{0 }q”
e o

Tikimp

6,-1 o,-1 l-o l-q,
mpimsao {71} = com ()12
et rappelons que kl - k, D k k, |

Pour obtenir les formules suivantes, nous reprenons la proposition (3.19) qui relie
la g-série F(x;q) et la série génératrice des types de l'espéce F(Xx) et nous étudions
davantage cette derniére. Remarquons que dans une F(Xy)-structure l'attribution des
poids € {my, 2, ...} aux éléments de l'ensemble sous-jacent se fait de fagon
indépendante du choix d'une F-structure sur cet ensemble. Ainsi, suite a 'exemple

(1.17), nous écrivons

(3.22) FiXg) = FXE(Xy).
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(3.23) Proposition. Soir F:=Fy:B — Ep une espéce A -pondérée. Alors
pour n 20,
2 O(1)+0(2)+...+9(n)

w(s)q
G @ e Fy(N)

Fu[nlly = (1-9)(1-g%) ... (1-q")

o2 Fy(N)=0g (F[n] x N") (=F[n]xN"/&,).

Preuve : D'abord, observons que la donnée d'une E(Xy)-structure sur un ensemble fini

U équivaut 2 la donnée d'une fonction vers N,
EXoUl — NY = {¢:U-> N},

o ¢:U— N estdéfinic par @(a) =i < 7n(a) = Ty, et que le poids d'une telle

structure devient, aprés la substitution wy = (1-q)gk-!,
n(p) = (1-q)n q¥D+O2+...+0(n) |
Puisque Fw(Xx)=Fw % E(Xy), le poids d'une Fyw(Xy)-structure (s, ¢) sera
w(S)n(@) = (1-q)n w(s) qP(D+...+o(m)

D’apres la propositon (3.19), on a

F(x;q) F’&ﬁ,,)(x)

X, 106 FXn)(nll x°| = 2 Finly X

R, = (l-q)q]"1 q

donc

le[n]“q = n!q I@@;nFW(X“)[n]I I,tk .= (l_q)qk'l

nlq |0 Fu x E(Xp)n] |
Tl‘ :

= (194"

nlq |0, Fuln] x N l"k = (1-9g!

do, posant Og Fuln] X N" = Fo(IN), on obtient
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w
Futnlla = e (s—a)‘:"p (M) (1-q)rw(s)g @+ e

(1-q)(1-g?) ... (1-q®) 2 w(s)q@(D+--+oln)
G.9) e Fo(N) u

(3.24) Remarque. A toute espéce F, Joyal [JA2] associe un foncteur analytique,

défini par

F(A) = 2, FyA) = Y Fln] x A"/ @y,

n20 n20

qui construit les « mots F-structurés sur I'alphabet A ». La formule précédente nous dit
donc que IF[n]ly est une énumération de mots de longueur n F-structurés, sur l'alphabet
infini N, suivant le paramétre qz letres dumot - Remarquons que la fonction génératrice

des partages d'entiers en n parts 20 est

pXTH
1 =z qu',

(1-q)(1-g® ... (1-¢Y) &P,

ol Pon={(H1,..os M) [By 2 ... 2 Uy 2 0}, et réécrivont (3.23) sous la forme

(3.25) Y w(s)a) - 2gml = Falnllgs Y, g™
. 9) € Fo(N) A=A Ke Py

Cette équation suggere l'existence d'une bijection entre I'ensemble des mots F-structurés
de longueur n et l'ensemble des couples formés d'un partage d'entier en n parts 20 et
d'un mot F-structuré « spécial ». Nous n'avons malheureusement pas de candidat

adéquat pour cette bijection et laissons ce probléme ouvert.

Reprenons donc 1'égalité combinatoire F(Xyg) = F x E(Xx) (3.22) et voyons

comment on peut la développer.

(3.26) Proposition. Pour toute espéce A -pondérée F .=Fy:B ->Ep ona:

(1) FXp) = 2 3, (Fux[En En-o)) , 0
n20 ny+,+...=1 (r ™)
n20
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od Ep, désigne l'espéce des ensembles de cardinal n; et l'indice (Trrlll n;z L)

signifie que le poids de chaque (Fy < [Eqy - Ey, - ...])" -structure est multiplié

par 1['111 1{1212 e,
I, = z Q 2 '1-qn M . I .
(2) [Fglnlly = 0@, x@,x...Fuln]l (1-)(1-g?)...(1-g) T, 7"
iy HL+...=n 1 =q
n 20

ol n20, @@nlxg %x_,_Fw[n] désigne l'ensemble des orbites de l'action (par
transport de structures) du groupe S, xGp X..., celui-ci étant vu comme un
sous-groupe de &, qui agit indépendamment sur des sous-ensembles disjoints
de ([n] dewilles ny,ny, ..., et l@galx@nzx___ Fuln)l erla somme des poids de

ces orbites.

Preuve :
(1) Utilisant le fait que l'espéce E des ensembles satisfait E(A+B)= E(A) - E(B) et

se décompose suivant les cardinalitésen E=1+E; + E5 + ... on obtient

Fa(Xg) = Fg X E(Xy)

n

Fuw % [E(Xg, + Xg, +...)]

n

Fuw x [ ] EXr)
121
= Fy X Il (1+ Ej(Xn) + Ex(Xg) + ... + En(Xp) +...)

= Fy ]]g (1+ (Epg, + (EZ)"?+ o (E"‘)n?*+ ),

la derni¢re égalité €tant due au fait qu'il n'y a qu'une seule structure d'espéce Eq(Xyz),
n.
soit un ensemble de cardinal n; et de poids ni' . Effectuant le produit et remarquant que

toutes les structures de l'espéce produit (Enl) n (En,) n, ... oNt le méme poids
T k)

n 1
7:11 11:;l2 ... ,On trouve
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Fo(Xg) = Fgx (Ep, ‘Eq, - ..) ,
w 1‘) w nl‘g._zo ny ng n;\11él2’“
2ﬁ<~

ce qui donne, en regroupant les termes suivant la somme des n;,

FoXm) = 2, 2, Fax(Ey En o) n -
n20 n,. n, .20 LR

Inc<o
1

Finalement, on considére les espéces tildes associées et on remarque que le facteur

. est commun au poids de tous les types de FyX(Ep Enp,-.. J n n, -StTUCtUTE.
L
AL X N0

. ~
(2)  ATlaide de (1) on calcule la série génératrice de l'espece Fg (Xy):

Fal() = % % [P (BB Ol ) X
n20  n+ny+...=n !
n20

Or par définition (1.25-1) de I'espece tilde,

(peEnl-Enz-...[n] , s€ Fyln] ,0e &,

(9,5,0)

|(wa[Enl‘En2'-~-])~[n]I
cP=@et o5 =5

(0.5 Enl~En2-...[n] ,s€ Fy[n],
= |4 (9,5,0)

G=0, Gy - € @nlx@nzx... et os=s

- 1B, -E, -...[n]l- |} (5,0)

G =0y Op... € '@n‘xgnzx... ,}

se F [n] et s =5

ce qui donne, en utilisant le lernme du stabilisateur,

n,n, ..

I(FWX[En,'Enz‘--'])~[n]| = [ J . ’@“1 X @nzx ! . ’@6 G x Fw[n]
n, X @, X ..

=nto_ ., F,n
Sy X G x o W

’

donc
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~
Fu(xq) = F,,,(X,;)(X)IK":(Hm,‘_l

L n mz
= 2 O F_[n]|®, &, Xn
n20 n1+nzz+...=n‘ Gn‘ x(g"nzx..‘, w 1 72 I’E = (19!
n 20
d'ou le coefficient de x"/niy est égal a
n
Fulily = vy 3 |0 o F,lm' 5y |
n+n,+...=n L] ny 1[k = (l.qx!k'l
n20
n
= (1-9)(1-g?)...(1-q) 2 ,@G v x_ Fynl nll n;’...|
n+ny+...=n " b T = (1-9q*!
n 20
|

Nous avons déja remarqué, dans la preuve de (3.19-2), que les coefficients des mondmes
n] n2 nl n2 . . . . . .
T, My ...t uil 1(:i2 ... sont toujours égaux quels que soient les indices iy,1, .... Ce
fait est encore plus évident ici, dans la formule (3.26-2), puisque l'action du
groupe &, x&,,% ... ne dépend pas du poids m; qu'on donne aux éléments du sous-
ensemble de taille n; sur lequel agit &, . Sidans cette derniére formule on regroupe un
maximum de termes, on obtiendra une combinaison linéaire des fonctions symétriques
monomiales qui, nous le verrons plus loin, permettra une description combinatoire du
résultat de la substitution principale, m :=gk-1, dans cette famille de fonctions. Mais

avant nous effectuons un regroupement partiel qui n'est pas en terme de fonctions

symétriques et permet une formule explicite.

(3.27) Proposition. Le g-comptage d'une espéce A -pondérée Fy:B — Ep est
donné par

IFwlnlly = 2 106, ... i Fwnll B, .. k@,
<k;, ..., kg€ Comp(n)

ol Comp(n) est I'ensemble des compositions de n (Comp(0) = (D} et
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pour n >0, Comp(n) = {(k1, ..., k) I s>0,kije N*, ki+...+ks =n}),
Sk, ...k,> désigne un sous-groupe de S, isomorphe au groupe
@klx‘--x@k, et

(1-90-¢%) ... (1-q"

k, +k, Ke+...+k, °
AqNq. Y. g

E«y, ..1o(@ = q‘ﬂ*‘Zilg

Preuve : Pour une suite a support fini (n, ny, ...), appelons (kj, kz, ..., ks) la sous-

suite des termes non-nuls et dans la formule (3.26-2) regroupons tous les mondmes
k

' 1t¥(2 ..
Wy

nuls. Puisque tous ces mondmes ont le méme coefficient, on peut écrire

kg . . . . n . ,
., 1<i;<iz<...<is, qui ont cette méme sous-suite d'exposants non-
s

k
Fil= 3 106,x.xe, Finll 1-(1-g)...A-q) ¥, g 5
k,+...+k=n ' ISij<i<..<iy 4 b omi=qt
k>0,520

(le cas limite s =0 intervient seulement lorsque n=0). Or

k - (i1-1)ky (- Dko+.. . Hip-1)
D L e
Isi<..<ip 4 bomo=q 1i <. <ig

posant ij=j1+1, ig=j;+jo+2,..,is=ji+jo+...+js+5,

3K H H DR (G - DK
q

jyreeda20

Kpr2kgr s Dk (k4o vk (gt kg
, Zzoq q q .
Jl """ Js

D'oti

Flnllp = 3, o Finll Ea,,...x>@)
k +...+ke=n Gk1x"'x©k,

k1i>0.s}:0
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ok
(1-q)(1-g?) ... (1-g") n'..m N
1511;..«, h b m =g

E<k] eee .k,.»(Q)

- @k k+(1;g)(1-q232.+..(1;'q“-) _
(O B Yo P WO B

Le lemme suivant effectue une réécriture qui donnera une autre formule explicite pour le

g-comptage.

(3.28) Lemme. Les polyndmes E«y,, . x> de la proposition (3.27) possédent le

.....

développement suivant :
n(n-1)/2
Eg,...x@ = 2 2 -DIV\Rigi
=0 R, . cVginl]
} s )
E v=i
ve V

013 R<k].-...k‘i> = {ks, kS +ks-1, oy kS + ...+ k2} .

Preuve : Posons Rek,.k> = (ks, ks +ks1, ..., ks + ... + kz} , remarquons que

puisque k¢+... +k;=n,

S
(Y ik)-n = [k+ etk b tket ot k)] - (et oo +k) = Y 1,
i=1 reR, >
1
et écrivons

E,..kpo(@ = q&km 1-9)(1-g%) ... (1-q"
Ky ketk, k... +k,
(I-.gH1-q *)...(1q

2 r

reR

<Xy, hg>
=q ' A-g)-g?) ... (g,

)

Oﬁ {T]’ 12’ sevy Tn-s} = [n]\{kS’ks..'kS-l» sery ks+k1} = [n']i‘]\R<k1 ..... k'>'

En effectuant le produit on obtient
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' )
"Rk o S
B ip@ = 0 )
ek Ugint <kl,...,k‘>
W
IVARI %
= ) SR
Rdl_..‘chV;[n-l]
et il n'y a plus qu'a regrouper les termes suivant les diverses puissances de q pour
obtenir la forme voulue. u

(3.29) Théoréme. Pour toute espéce A -pondérée F=Fy:I13 > Ep onala

formule explicite

n(n-1)/2
Fulnlly = 3 (XZ cai) 1) qi, pour n20.
1=0 -n

Dans cette formule 1, :=10g,Fy[n]l désigne le nombre (somme des poids) de
npes de F-structures associées au partage A (&) = Gy X...*G) < Gp) et les
coefficients cn(A,i) sont des entiers qui ne dépendent pas de l'espéce et sont

donnés par

alad) = X (DA,
wvePqg, pudv
<>’ =A vii
* .
on P_ = {(11, U2, ...) In>u1 >ua >...} est I'ensemble de tous les partages
en parts distinctes de taille <n, £(L) est le nombre de parts du partage
W (R(D):=1), u Qv ssitoute les parts de | sont des parts de v et <u> est

la composition de n formée des marches de |, <u> = <n-pui, L1-Uz, ...,

Hs-2-Hs 1, Hs-1> (la figure 33 illustre ces concepts).

Preuve : En appliquant le lemme (3.28) a la formule de la proposition (3.27) on obtient
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n(n-1)/2
IF[n]ly = |(9g F, [n]l Z > (-1yV\Rigi
<k, ....kp> € Comp(n) &y kg 1=0 R<klw_k’>gV;[n-1]
z viei
veV
n(n-1)/2 VR
= % 1 o Fln]l | qi,
1= <k,...k> € Compn) R, cVginl] ke ke
! -
Z ve=i

vev
ol R, ... k> = (ks ks + kg1, ..., ks + ... +k} . Utilisons le fait que
<k1, K>t = <:k'1, ceny k‘s>+ = A =

lo, F[n]|=|®©¢' .

F[n]l = I% Fin]|
d:l....,k‘> l,....k,> A

pour regrouper les coefficients suivant le partage A sous-jacent 4 la composition de n .

Ceci donne

n(n-1)2 VR, | .
Fially = 2 X | XD oy Full o
1= -n IS

la somme intérieure étant faite sur toutes les compositions <k, ...,ks> et les ensembles

V qui satisfont
Q)  <kp, ..okt = A

(1) R, ..k SV<[n-l]

Gi) Y v=i.

veV

Nous allons montrer que cet ensemble d'indices de sommation est équivalent a celui
donné dans 1'énoncé pour les cp(A, i) . Pour cela, on considere les éléments de
l'ensemble Ry, .. k> comme les parts d'un partage W . Puisque k;+ ...+ ks=n et

k; >0, 1<i<s, ces parts sont distinctes de taille <n:
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Comp(n) — P}

<ky, ..oke> > p=ki+ . +tka> >kt ko > ks

11 s'agit bien d'une bijection puisque d'un partage L on retrouve la composition

<k, ....ks> en considérant les «marches » de 1 (voir figure 33) :

<n-Uy, R1-H2, .oy Bs-2-Hs 1, B> & L= > P2 > 0> g

n-1
e P
n-1
K
Ky
Un partage |4 et ses marches Un partage v convenable
figure 33

L'ensemble V doit contenir Ry, ... i > on l'obtient donc en ajoutant des parts a W, de

fagon a forrner un partage v en parts distinctes (de taille <n puisque V < [n-1]).
Ainsi

VC [n-1] «— ve P

Ry ko &V > pdyv,

La traduction des autres conditions est directe,

<k, .. k>t = A 6= <u>t = A

z v=iée—> Vi,
veV

et les cardinalités d'ensemble se transforment en nombre de parts. On obtient donc
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n(n-1)/2
— 2(v)-L(u) .
Fllly = D, 2, )) -1) I0&,F(nll ¢i
1=0 Ar-n u'vepm‘uq v
et =A Vi u

(3.30) Corollaire 1. Les premiers coefficients du q-comptage sont :

IF[0]l,

17,

IF{1]ly = t;,

F2]lg = ty + (-t +1,2)q

IFBllg = ty + -ty + 4 + (b3 + 4131002 + (15, - 25171+ t,5)°

IF[4]ly = ty + (-t +t300q + (-t + 4)q2 + (Lot 1h2)q3
* (g - 2t + 512G + (L - G- b + U120

+ (‘t41 + :Zt3lll + t22 - 3‘2112-}- [14)q6

IFlnll =ty + Cty + togy0q + Gty + too0q2 + -

Preuve : On sait déja que le terme constant de IF[n]ly est €égal au nombre de types de
F-structures 10g F[n]l =t , . On obtient ici que le coefficient de q est égal au nombre
de types de F-structures pointées moins le nombre de type de F-structures. On peut
calculer tous ces coefficients 2 1'aide de la formule du théoréme (3.29). Nous donnons en

exemple le calcul du coefficient de q2 qui est donné par :

Y a2, o @2 = X (DA,
Arn WveEPq,, pdy
<u>+ =A V2

Lacondition v+~2,v eP:n implique que v =21 et n>2. Ce coefficient est donc nul
lorsque n € 2. Dans les autres cas, |l est soit vide, soit égal & v. Ces deux possibilités

donnent
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L=0: <> = <n>, A = <u>t =nl, (DA 4 = -t
=21 <> = <n2,2>, A = <p>* = (221, (DAVEW = 4t o
D'oil le coefficientde q2: ~t; + tp oym . n

(3.31) Corollaire 2, Si mony(my, 7y, ...) désigne la fonction symétrique monod-

miale associée au pariage A de n (A +—n), alors

1 n(n-1)/2
mon) (T, T, ... = — ca(A g,
ATy, T2 )lm‘::(l-q)qk'l i, ;0 n(Ai)q

les coefficients cy(h,i) étant ceux définis au théoréme (3.29).
Preuve : Rappelons que les fonctions mondmiales sont définies par

"l 112
;‘.( 1, A2, ) . 7[1 1'[2 PR ] pour }\' n,

@, n, L) =A
ou (ng, ny, ...)+ désigne le partage formé des entiers non nuls de la suite (ny, np, ...).
Nous avons déja remarqué que si on regroupe un maximum de termes dans la formule
(3.26-2) on obtient une expression du q-comptage comme combinaison linéaire des

fonctions mondmiales,

- — n n2
Fulnlg = 2 1o F,(mlinlgn 'n?...
Arn (nl»nz.‘-.-l-)* =2 Gnl X an X ... w 1 2 |1,tk = (1_q)qk-l

I© _ F_ [n]l n8g mony(my, mq, ...) .
XZn G, ¥ g |1tk:=(1-q)qk'1

Or la formule du théoréme (3.29) s'écrit

n(n-1)/2

Fylnlly = XZ (Y cid)n.
+~n 1=0

Ces deux expressions pour IFy[n]lg étant des polyndmes en les variables t) =

I(DG F, [n]l. on conclut & 'égalité des coefficients :
s
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n(n-1)/2
nig monx(n:l,nz,...)l = z ca(Ai)gt .

= (1! i=0 u
La formule du théoréme (3.29) offre un intérét théorique parce qu'elle permet de calculer
explicitement certains coefficients ou familles de coefficients du q-comptage. Nous en
avons calculés quelques uns au corollaire (3.30) et 2 titre d'exemples supplémentaires,
mentionnons qu'on obtient facilement que les coefficients de taqi pour A =n! et A=1n

sont :

einl,i) = > (DI
Ve Py, vi-i

(3.32)

(1 i - { 1 si i=nm-1)/2

0 sinon

Mais lorsqu'il s'agit de calculer systématiquement les polyndmes du q-comptage, cette
formule n'est pas assez efficace. Les programmes MAPLE et les tables qu'on trouve en
annexes II, III et IV ont plut6t €té obtenus & l'aide de la récurrence que nous présentons

maintenant.

(3.33) Théoréme. Les polynémes q-énumérateurs de l'espéce F = Fy: B — E p

sont donnés par

Fulnlly = x]S, niq momy(1-q, (1-q)q, (1-9)g% ...) ta,

-n
on les polynomes W(q) = niqg mony(1-q, (1-q)q, (1-q)q2, ...) € Z[q] satisfont

la récurrence

Wa(q) = gq'“'P(l-q'“"l)fil-q'“'z) o (1M PYWi(@)
P:

avec les notations '\ = 3 \i=n pour la somme des paris de A, p: A signifie

que p estune partde A, A\p estle partage obtenu de A en supprimant la part
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p etles ty sont définis comme précédemment, t) =10 . Fuw [m]l . a
A
La preuve utilise le lemme suivant :

(3.34) Lemme. Avec les notations du théoréme (3.33) on a

mon)(xny, T2, ...) = mom(ma, N3, ...) + ; nf monap(f2, T3, ...) .
p:

Preuve : 11 suffit de regrouper les mondmes, dans la définition de monj, , suivant que

n;=0 ou n; =p une partde A :

n n n
monx(my, M2, M3, ...} = Y miwm’m]

(nl,nl. L) =k

n,
= ) nzzn:’...+ 2 n};n;zrc;l’
+ A
(n,n,, ...) =A P "
n =0 (e my ) =Ap

P
mony(my, 13, ...) + ; T, monyy(f2, T3, ...) . n
p:

Preuve du Théoréme (3.33) : Remarquons d'abord que

mom(%y, T3, ... )| mony((1-q)q, (1-q)q?, (1-q)q3, ...)

7, = (g

qMmony(1-q, (1-9)q, (1-9)g?, ...)

q™mony(ny, nz, ...)]

m = (lqg*! |
donc la formule du lemme (3.34) devient
Py
mon;(xny, T2, ...) = mon{x1, K2, ...)
: lrc,(:=<1<;)q“" i |‘r:k:=<1q)q“"
. A-p !
+)  (1-9fFq " Pmonyg(my, T2, ...)
p% q Apit] Iﬂk:=(1_q)qk-l
ce qui donne
1-¢™) mony(my, Ty, ... = }; 1-9PqM Pmony (1, 7o, ...
(1-g) mony(m, T, )Iﬂktr=(1q)q“ 2 (1-9°q (T, T2 )lnk:(l-q)qk'l
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mona(y, 1z, -..)| = L ¥ (1-9°qM Pmonay(my, 1, ...)|
IAl P

n = (19! (1-q) m, = (1-9q""

Or Wa(@) = nlgmony(1-q, (1-q)q, (1-q)g2, ...) , d'od

Wi @
Wa@ = nig—L— ¥ (1-@Pg"P 2
(1-q7) ¥ (I)\-I P)

) IAl-p
(1-9)(1-q) .. (1 q ) ; (1-9Pq np (1O W@
p

M B
(- (1-4™ 1-0(1-q) ... g™
g‘ qM-P(1-gNpHL(1-qR-pH2) .. (1-g-1) Wag(@) -
p:A




CONCLUSION

Plusieurs directions d'explorations sont maintenant ouvertes. Nous en avons déja
mentionnée une explicitement A la remarque (3.24). 11 s'agit de donner une bijection qui
explique combinatoirement la formule (3.25). Celle-ci permettrait probablement une
interprétation directe des coefficients du q-comptage [|F[n]l; d'une espéce F
quelconque, pour n20. Dans la méme ligne de pensée, nous proposons au lecteur
d'examiner les tables qu'on trouve dans les annexes II et III. On peut y découvrir toutes
sortes de belles relations et temer de les généraliser. Par exemple, on y remarque que pour
chaque n2>0,

YW@ =1,
A-n
ce qui n'est qu'une autre fagon d'exprimer le fait que le g-comptage de l'espéce des

ensembles est toujours €gal & 1, comme nous 1'avons souligné au corollaire (3.10).

Les coefficients entiers qui apparaissent dans les annexes II et I sont les ¢,(A;i)
définis au théoréme (3.29). Cette définition fait intervenir une somme de termes
(-1YA-21) qyi porte sur un ensemble trés grand de couples de partages (i,v) . Il serait
intéressant de trouver une involution qui réduit le nombre de termes & sommer. On devrait

aussi explorer les liens possibles entre les cn(A;i) et le treillis des partitions.

Une autre direction consiste a analyser divers exemples particuliers. Ceux des
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familles de polyndmes orthogonaux que nous donnons au chapitre 2 sont tout désignés
pour cela, puisqu'on y trouve la série indicatrice et qu'il ne reste plus, « en principe »,
qu'a calculer... Il peut s'avérer plus intéressant dans certains cas d'étudier la possibilité de
récurrences pour le g-comptage de ces modeles combinatoires de polyndmes
orthogonaux. Deux méthodes classiques pour obtenir des récurrences peuvent €tre
utilisées. La premiére consiste a exploiter le fait que la g-dérivée d'une g-série effectue

une translation des coefficients et tenter d'obtenir une identité de la forme

DFw(x;q) = C(x; q) Fa(x;q),

ot C(x;q) estconnue explicitement,

n20 °q

— i i
> Fn+llly 2= = [ 3 c) X | 3 IFGIl 2~ |,
120 Lag \j20 Jog

qui, lorsqu'on passe aux coefficients, donne une récurrence de la forme
n n .
IFn+1]l, = Y [1], C(@ IFin - il
i=0
pour n>0 . Par exemple [DH2] en choisissant pour F l'esptce H des « configurations

d'Hermite » définie par I'équation

H = E(X,) E(E2,)

on obtient

Hin+1]ly = 1 Hinllg + [nlg t2 Hn-11lg + ... + [T ], Ci@ Hn-illg + ...

ou

1(1 2)/8 /2 ..
Gy H(l ) si i=2n

G = oGy

sy —+k -
_q('-l)("‘”/8 (-tz)2 H (1-q )(1 Q) si i=2n+1
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qui, lorsque q—1, redonne la récurrence classique 2 trois termes

Hpy(ty, 1) = 1 Ho(ty,t9) + 012 Hy (U, 12)

et, lorsque g-»0, donne la récurrence suivante pour le polyndme p, .,(n) énumérateur

des partages de n enpartsde taille I ou 2 :
Pr(n+1) = t) py () + 12 pr g, (n-1) - t) 1 py 1, (0-2)

La deuxiéme méthode pour trouver des récurrences passe par la dérivée

logarithmique (ordinaire)

d

—FL(x;q)
d dx ¥
—-InF,(x; = =
anFasq = S

Lorsqu'on peut calculer explicitement cette dérivée logarithmique, I'identité

X E‘i— Fu(x;q = [x —(g? In Fo(x; q)) Fu(x:q)

peut s'écrire sous la forme

> nlFn]j, 2~ (Z K(q) xL ]{V P2 x ]
i

n21 i1 j20

et donne une récurrence du type

nlFmlly = ¥ [1]g&(@ IFn-ll,

i=1

Par exemple, en choisissant pour F l'espéce des permutations pondérées par l'indicateur

de cycles,

Sy=EoCy, ol Y0)=1J't2..,
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on obtient [DH2)

niSyinlly = [nlg ty 1Syin-11lg + ... + [T ], Ki(@) ISyfn-illg + ..

(@0 i 1% 1~ 0
K@ = Y o) —
(8- m, n) 5 (1 - qﬂ)ll

&1 (m, n)

[m,n]d=1

qui, lorsque q—1, donne l'identité
o G

n ~ 5T
Yu'tioo= Y aba. ok Yot

ced, k=1 TeQ,

et, lorsque q—0, donne une récurrence pour les types de Sy-structures, i.c. le

polyndme py(n) énumérateur des partages de n suivant le type du partage :

i
npdn) = ty py(n-1)+... + Zdt: pn-i) + ...
dii

La lecture de cette demiére formule en foumnit une preuve combinatoire, la bijection a

utiliser est illustrée dans la figure suivante :

T PR

n py(n) prn-i)
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De plus, lorsqu'on spécialise les variables t; on retrouve des récurrences connues pour le
polyndéme p(n) énumérateur des partages de n selon le nombre de parts,

( i
npi(n) = Tpfn-1)+ ... + Lz d TdJ pr(n-i) + ...

dli
et pour le nombre p(n) de partages de l'entier n,

npm) = p-H+...+| Y d|p@-i) +....
dli
La bijection évoquée plus haut se transpose directement pour donner une preuve
combinatoire de chacune de ces deux récurrences. La preuve qu'on obtient alors pour la
deuxieéme de ces récurrences, aussi appelée récurrence d'Euler, s'avére étre la méme que

celle qu'on trouve dans [NW] (apres remaniement de celle-ci).

Nous terminons en mentionnant une nouvelle direction de recherche a explorer.
Dans ses travaux sur le dénombrement des structures asymétriques, G. Labelle introduit
[LG4], pour toute espece F, une « série indicatrice d'asymétrie » notée I'r . Pour

I'espece E des ensembles, cette série est égale a

Ig(x),x2,...) = ¢

et on vérifie aisément qu'en effectuant la substitution de la g-énumération dans cette série,

on trouve

(1 + (1-gx) (1 + (1-g)xq) (1 + (1-g)xg?) ...

1

Fp(x,, %, =9
X = —

(1-q)' x*
1-q

W

b q(‘Z) X 8,

n20 ngq

l'autre g-analogue pour la fonction exponentielle que nous avons introduit au début du
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chapitre 3. Qu'obtient-on lorsqu'on effectue cette substitution dans la série indicatrice

d'asymétrie d'une espece quelconque? Et alors, que signifie cette substitution?



(BC]
[BF1]

[BF2]

(BL]

(BY]

(CT]

(DH1]

(DH2]

(DLL]

(FD1]

[FD2]

(FL]
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Annexe |

LES POLYNOMES P.(A; q)

n C1d - a2 P !
Pih) = [J(1-q) ¢ = L@@ d) o gengio,
=1 I!(l-qj‘)
J=

ot A-n, A=1%2% b= << <M.

Session Maple, ordinateur Mipsmath.UQAM.CA

N7/
AN {/1_. University du Quebec a Montreal - Mathematiques
\ MAPIE / Version 4.3 ~-~ Mar 1989
< _ > For on-line help, type help():

|
> with (combinat) ;
Warning: new definition for combine
[bell, binomial, combinations, combine, fibonacci, kpartition, kpartitions,

multinomial, partition, partitions, permutations, permute, powerset,
randperm, stirlingl, stirling2}

> read(FPlambda); #(voir anniexe IV)

> for kk from 0 to 10 do

> calcule_les Plambda (kk)
> od;



I-2

Plambda (q) pour [}
1
Plambda (q) pour [1]
1
Plambda (q) pour {1, 1]
1 +q
Plambda {(q) pour {21
l-gqg
Plambda(q) pour (1, 1, 1]
2 3
l+2qg+2qg +q
Plambda(q) pour [1, 2]
3
l1-gqg
Plambda(q) pour [3]}
2 3
l-q-q +gq
Plambda (q) pour [1, 1, 1, 1} H
2 3 4 5
1+3g+5q +6gq +5q +3q +q
Plambda (q) pour i, 1, 2]
2 4 5 6
l+q+tq ~q -q -q
Plambda (g) pour {1, 3}
2 4 6
l-q -q +gq
Plambda (q) pour {2, 2} H
2 3 4 5 6
l-gq+q -2q +q -q +q
Plambda (g) pour [4] :
2 4 5 6
l-q-q +q +q -q
Plambda (q) pour 1, 1, 1, 1, 1)
2 3 4 5 6 7
1+4g+9qg +15qg +20q +22q +20g +15q +96qg +4q +g
Plambda(q) pour [1, 1, 1, 2] :

l1+2q+3gq +3q +2q -2gq -3q -3q -2q -gq

2 3 4 6 7

8

Annexe |

10



LES POLYNOMES P(A; q) I-3

Plambda(q) pour (1, 1, 3]

Plambda(q) pour ({1, 2, 2]

Plambda (q) pour [1, 4]

l1-q -q +q +q -q
Plambda(q) pour [2, 3]

4 6 9 10
l-gq-q +q +q -q

Plambda (q) pour [5]

2 5 8 9 10
l-g-q +2q -q ~q +gq

Plambda(q) pour i, 1, 1, 1, 1, 1)

2 3 4 5 6 7 8 9
l+5gq+14qg +29q +49q +71q +90q +101q +101 q + 90 g

10 11 12 13 14 15
+71q +49q +29qg +14qg +5q +q

Plambda (q) pour {1, 1, 1, 1, 2]

2 3 4 5 6 7 8 9 10
l+3gq+6q +9q +11 g +#11q +8gq +3g -3q -8q =~11¢q

11 12 13 14 15
-11q -9q -6q -3g -gq

Plambda (q) pour [, 1, 1, =

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
l1+2q+2q +2q +q -q -3q -49q ~4q -3q ~-q +q +2gqg

13 14 15
+2q +2q +q

Plambda (q) pour (1, 1, 2, 2}

2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12
l+gq+2q +q +q -¢qg -2q -3qgq -3q -2qg -q + q + q

13 14 15
+2q + q + q

Plambda (g) pour (1, 1, 4]

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 15
l+q-9g -q ~q -2q -q +q +2q +q +gq +gq -q -g4q

Plambda(q) pour [1, 2, 3]

4 5 6 9 10 11 15
l-q -qg -q +q +qg +gq -q

Plambda (gq) pour [1, 5]

2 3 4 S 7 8 10 11 12 13 15
l-9 - g ~g +q +q +q +qg ~-q -9 -g +gq
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Plambda (q) pour (2, 2, 2] :

2 3 4 5 6 7 8 3 10 11
l1-gq+2q -3q +3g -5q +4q -5q +5g -4q +5q -3gqg

12 13 14 15
+3q -2q +qg -g

Plambda (q) pour [2, 4]

3 4 5 7 8 10 11 12 14 15
l1-g-q +q -q +q +qg -q +g9 -gqg -q +g

Plambda (gq) pour (3, 3]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
l-gq-q +2q -2q -q +3q -q -qg +3g -q9q -2q9q +2gq

13 14 15
-9 -9 *tgq

Plambda (q) pour [61

2 5 6 7 8 9 10 13 14 15
l-g-q +tgq +q +q -g -g -~g +gq +g -gqg

Plambda (q) pour [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

2 3 q 5 6 7 8 9
1+6q+20q +49q +98q +169q +25 q + 359 q + 455 q + 531 q

10 11 12 13 14 15 16
+573q +573q +531q +455q +355q +259q + 169 ¢

17 18 19 20 21
+98gqg +49 g +20 g + 6qg +q

Plambda (q) pour fi, 1, 1, 1, 1, 2]

2 3 4 5 6 7 8 9
1+4qgq+10q +19q +30gq +41q +49q +51q +45q + 31 g
10 11 12 13 14 15 16 17
+11q -11q -31q -45q ~-51q -499g ~-41q -30g
18 19 20 21
-19q -10g -4g9qg -g

Plambda (gq) pour 1, 1, 1, 1, 3}

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+3g+5q +7q +8gq +7q +4q -q -7q -12q -15q
11 12 13 14 15 16 17 18 19
-15q -12q -7q -q +4g +7qg +8q +7qg +5gq
20 21
+3q + g

Plambda (q) pour [1, 1, 1, 2, 2)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
l1+2q+4qgq +5q +6q +5q +3qgq -q -5q -9gq -1l1lq -1l q

12 13 14 15 16 17 18 19 20
-9q -5q -q +3g +5q +6¢g +5q +4q +2gqg

21
+tq



LES POLYNOMES Pn(A;q) I-5

Plambda(g) pour (1, 1, 1, 4]

2 3 5 6 7 8 9 10 11 12
l1+2q+2q +q -q -3gqg -5q -5q -3qg -q +q + 3 q

13 14 15 16 18 19 20 21
+5q +5q +3q +9q -q -2q -2gq -gq

Plambda(q) pour {1, 1, 2, 3]

2 3 s € 7 8 9 10 11 12 13
l+g+q +q -q@ -2q -3q -3q -29 -q +q +2q +3gq

14 15 16 18 19 20 21
+3g +2gqg +q9q -9 -9 -q -gq

Plambda (g) pour [1, 1, 5]

3 4 S 6 7 9 10 11 12 14 15 16
l+q9q-9q -2q -9 -9 -q +q +3qg +3q +q -q -qg -gq

17 18 20 21
-2q -q +q +g

Plambda(q) pour [1, 2, 2, 2]

2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12
l1+2q -q +2q -3q +q -59q +q -5q +3qgq -3g +5¢q

13 14 15 16 17 18 19 21
-9 +5q -q +39q -2q +q -2g9g -gq

Plambda (q) pour {1, 2, 4}

3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18
l-q -9 -q -9 +qg +g +q +g9 +q +q -9 -g -9 -g

21
+tq

Plambda (q) pour [1, 3, 3]

2 3 4 5 6 78 9 12 13 14 15 16
l1-9g +qg -9 -2q +9 -9 -q +3gqg +3q -gq ~-g +q -2gqg

17 18 19 21
-q9 +q9 -g +g

Plambda (q) pour [1, 6]

2 3 4 6 7 8 9 12 13 14 15 17 18 19
l-g -gq -9 +gq +qg +q +9g -9 -gqg -q -gqg +q +q +gq

21
-q

Plambda (g) pour {2, 2, 3)

2 3 5 7 8 10 11 13 14 16 18 19 20
l-g+q -9 -q -9 +q9g +q9q +q9 +9qg -9 -gqg -qg +qg =g

21
+q

Plambda (q) pour [2, 5]

3 5 6 7 9 10 11 12 14 15 16 18 20
l-q-q +q - g +qg +q *q9 -9 -gqg -9 +q -q +q +gq

21
-q
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Plambda (q) pour [3, 4]

2 3 5 7 8 10 11 13 14 16 18 19 20
l-q-q +g -g +qg +q -9 +4q -9 -g +9 -g +q +gqg

21
-q

Plambda(q) pour (7]

2 5 7 9 10 11 12 14 16 19 20 21
l-g9q-q +q +2q -qg 9 -q -q +29q +gq -q -qg +gq

Plambda (q) pour L, 1, 1,1,1,1, 1, 1)

2 3 4 5 6 7 8 9
1+7g+27Tq +76q +174 q + 343 q + 602 q + 961 q + 1415 q + 1940 g

10 1 12 13 14 15
+2893 q + 3017 q + 3450 q + 3736 q + 3836 q + 3736 q

16 17 18 19 20 21 22
+3450 q + 3017 q + 2493 q + 1940 q + 1415 q + 961 q + 602 g

23 24 25 26 27 28
+ 343 g +174 g +76g +27q +7q +q

Plambda(q) pour (1, 1, 1, 1, 1, 1, 2]

2 3 4 5 6 7 8 9
1+5qg+15q +3¢4q +64q + 105 ¢ + 154 g + 2059 + 249 q + 276 g
10 11 12 13 15 16 17
+277q +247q + 18 q +100gq ~-100q - 186q - 247 q
18 19 20 21 22 23 24
-2717q -276q -249q -205q ~-154q ~-105q - 64 q
25 26 27 28
- 34 g -15qg -5 -g9g

Plambda (q) pour i, 1, 1, 1, 1, 3]

2 3 4 5 6 7 8 9 10
l1+4q+9qg +16q +24 g +31 g +35qg +34q +26q +11 g -9gq

11 12 13 14 15 16 17 18
-31q -51q -€66¢qg -7 ~-65g9 -51q -31qg -9gqg

19 20 21 22 23 24 25 26
+1lq +26q +34¢qg +35q +31g +24gq +16qg +9gq

27 28

+4qg +gq

Plambda(q) pour {1, 1, 1, 1, 2, 2)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+3g+7q +12q +18¢q +23q +26gq +25q +19q +8q -7q
11 12 13 14 15 16 17 18
-23q -38q -48q -52q -48q -38q -23q -7gq
19 20 21 22 23 24 25 26

+8q +19q +25q +26g +23q +18q +12q +7q

27 28
+3qg +4g



b- b- b4+ bz+ bz+ by b- bz- bg- bg-
82 Lz 4 vz €z zz 6T 81 L1 91

bz- bz+ bg+ beg+ bz+ by B- bz- bz- b-bgsrg
s1 €1 2t 11 01 6 9 S b €

: {9 ‘1 ‘1] anod (b)epauerd

b+ b+ b4+ bgz- b- bz- bp- b- Db- Dbeg+
82 Lz sz €2 2z 1z 0Z 61 LT 9%

by+ bz+ bp+ beg+ b- b- bp- bz- b- bzg- b+bi+7
ST vl €1 zt 1t 6 8 L 9 S €

: e ‘¢ ‘T ‘1] anod (b)epquerq
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: [vp "2 ‘T ‘1] anod (b)epawerd

b - b - ) . bz - by - b - bz -
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82z LZ 9z 134 144 €2 (44 154
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0z 61 81 LI 91 ST 1A €1 A

bz + bz- bg- bg- bBp- bg- bzgz- b- bt bzs+bzs+1
11 ot 6 8 L 9 S |4 € Z
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1-8 Annexe [

Plambda (q) pour [1, 2, 2, 3]

2 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
l1+qgq - q - g -2gq -2¢q ~-q —-9gq +q + g + 3 g + 2 g + 3 g

16 17 18 19 20 21 22 23 26 28
tg +q9 -q -9 -2g9 -Zgq -g -q +tg +tgq

Plambda (q) pour [1, 2, S5}

3 4 6 8 9 10 11 12 16 17 18 19
l-9q -9 -9 —~g +tg +2q +2q +q -q ~-2q -29g -9

20 22 24 2% 28
+tq +gq +q9 +q -q

Plambda (q) pour [1, 3, 4]

2 5 6 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19
l-9g -9 —~q +g +q +q +q +q ~-gqg -9 -g -q -9

22 23 26 28
tq +q9 +g9 -g

Plambda (q) pour 1, 7]

2 3 4 7 8 9 10 12 13 15 16 18 19
l-q -9 ~-q +2q +q +g +q -gq -2qg -2q -gqg +q +gqg

20 21 24 25 26 28
+q +2q -9 -9 -9 *+gq

Plambda (q) pour 2, 2, 2, 2]

2 3 4 E) 6 7 8 9 10
l-g+3q -4qg +6g -99qg +10q -15qg +15qg =~-20qg + 21 g

11 12 13 14 15 16 17 18
-23q +26q -24q +28q ~24q +26q -23q +21gqg

19 20 21 22 23 24 25 26 27
-20gq +159q -15¢q +10g -9q +6g -4q +3g -g

28

+q

Plambda(q) pour [2, 2, 4]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
l-g+q -2gq +2q -3gq +2q -3q +3q -2q +3q -g
12 16 17 18 19 20 21 22 23
+2q -2q +gqg -3q +2gq -3q +3q -2gqg +3g
24 25 26 27 28
-2q +2q -q +tgqg -gq

Plambda (q) pour [2, 3, 3]

3 4 6 7 9 10 11 12 13 15
l1-q+q -2q +q -2q +3q ~-2q +q +3q -29gqg +2gq

16 17 18 19 21 22 24 25 27 28
-3q -q +2q -3gqg +2q -q +2q -9 +tq9 -gq

Plambda (q) pour [2, 6]

3 6 9 11 12 4 16 17 19 22 25 27
l1-q-q +q +g +q -q -2q -q +q +q +g =-gqg =-gq

28
tq



LES POLYNOMES P2 ; q)

Plambda (q) pour [3, S}

2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 16 17 18
l-q-q +q -q +q¢q ~q +qg +q +9q -9 -9 -g -9 +g

19 20 21 23 24 25 26 27 28
tq +q9 -q9 +tgq -q +tqg -9 -g +gq

Plambda(q) pour [4, 4]

2 4 5 6 7 8 10 11 12 14 16
l-q-q +2q -q -2q +gqg +3q -3q +q +2q -4q +2gqg

17 18 20 21 22 23 24 26 27 28
+q -3q +3q +q -2q -q +2q -gqg -9 +g

Plambda (gq) pour [8]

2 5 7 8 10 11 12 16 17 18 20 21
l-gq-q +q +q +tq9q - @ -q ~-2q +2q +q +q9g -q -g

23 26 27 28
-9 +q +qg -gqg

Plambda (q) pour m, 1, 1,1,1,1,1,1, 1}

2 3 4 5 6 7 8
1+8q+35q +111 q + 285q + 628 q + 1230 q + 2191 q + 3606 g

9 10 11 12 13 14
+ 5545 g + 8031 q + 11021 g + 14395 g + 17957 q + 21450 g

15 16 17 18 19 20
+ 24584 q + 27073 q + 28675 q + 29228 q + 28675 q + 27073 q

22 23 24 25 26
+ 24584 q + 21450 q + 17957 q + 14395 q + 11021 q + 8031 g

27 28 29 30 31 32 33
+ 5545 q + 3606 q + 2191 q + 1230 q + 628 + 285 q + 111 g

34 35 36
+ 35 g +8q +gqg

Plambda(g) pour [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2]

2 3 4 5 6 7 8 9
1+6q+2lq +55q +119q +224 g +378q + 583 q +832q + 1107 g

10 11 12 13 14 15
+1379q + 1611 q + 1763 q + 1799 q + 1694 q + 1440 g

16 17 19 20 21 22 23
+1049q +553q -553q -1049q ~-1440q - 1694 q - 1799 g

24 25 26 27 28 29 30

- 1763 q 1611 q - 1379 q -1107q -832q - 583 q =-2378q

31 32 33 34 35 36
- 224 g -119q -55q -2.q -6q -g

Plambda (q) pour f, 1,1, 1, 1, 1, 3]

2 3 4 5 6 7 8 9
1+5g+14q +30g +5 g +85q +120g + 154 q + 180 g + 190 g

10 11 12 13 14 15 16
+177q +137q +70q -19q -120q =-220q - 305gq

1-9



I-10

Annexe [

17 18 19 20 21 22 23
-362q -382g -362q -305g -220g -120q -19 g
24 25 26 27 28 29 30
+70q +137q +177q +190qg +180q + 154 q + 120 q
31 32 33 34 35 36
+8 g +549q +30q +144gqg +5qg +gqg
Plambda (q) pour 1,1, 1,1, 1, 2, 2}
2 3 4 5 6 7 8 9
l1+4g+11lgq +23q +41 q +64 g +90 g + 115 g + 134 g + 141 g
10 11 12 13 14 15 16
+131q +101g +51q -15g -9qg -164g -227¢q
17 18 19 20 21 22 23
-269q -284g -269q - 22749 -1l6dq -90gqg - 15 g
24 25 26 27 28 29 30
+51q +1001q +131q +141 g +134q +115g + 90 g
31 32 33 34 35 36
+64q +41q +23q +11 g +4qg +qg
Plambda (q) pour (1, 1, 1, 1, 1, 4}
2 3 4 5 6 7 8 9 10
l+4g+9qg +15qg +21q +26gq +28q +25q +16q +q -19¢q
11 12 13 14 15 16 17 19
-41q -6lg -75q -80qg -74q -5Tq -31g +31g
20 21 22 Z23 24 25 26 27
+57q +74gqg +80g +75q +6lg +4lq +19q -gq
28 29 30 31 32 33 34 35
- 16 g - 25 q - 28 g - 26 gq - 21 q - 15 g -9q -4q
36
-q
Plambda (gq) pour f, 1, 1, 1, 2, 3]
2 3 4 5 6 7 8 10
1+43g+6qg +10g +14g +179q +18q +16q +10q -13 g
11 12 13 14 15 16 17 19
-27q -40qg -49q -5 q - 48 q =-374q -20g + 20 qg
20 21 22 23 24 25 26 28
+37q +48q9g +52q +49q +40q +27q +13q -10g
29 30 31 32 33 34 35 36
-16q -18q -17q - 14 g -10q ~-6gq -3gqg -g
Plambda (q) pour f1, 1, 1,1, 5]
2 3 4 ) 7 8 9 10 11
1+3gq+5q +6q +5q +3q ~4q -9q -15q ~-19q -19q
12 13 15 16 17 18 19 20
-15q -8qg +9g +18q +25q +28gq +25q + 18 ¢q
21 23 24 25 26 27 28 29
+9q -84gqg -15qg -19gqg -19q -15q -9g¢q -4 q
31 32 33 34 35 36
+3q +5qg +6q +5q +3qg +tgq



LES POLYNOMES Py ; q)

Plambda (q) pour ., 1, 1, z, 2, 2]

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+2g+5qg +7q +11q +12qg +14q +11q +8q -gqg -9q
11 12 13 14 15 16 17 19
- 21 g - 29 g - 3749 - 38 g - 36 g -27 ¢q - 15 g + 15 g
20 21 22 23 24 25 26 27
+ 27 q + 36 g + 38 q + 37¢gq + 29 g + 21 g +9q +q
28 29 30 31 32 33 34 35 36
-8g¢g -11q -14¢q -12q =-11q -7q -5gqg -2gqg -q

Plambda (q) pour 1, 1, 1, z, 4]

2 3 4 5 7 8 9 10 11
l1+2q+3q +3q +3q +2q -3q -6gqg -9qg -11qg -11 g
12 13 15 16 17 18 19 20
-9g -5g + 6 g + 11 g + 15 q + 16 gq + 15 g + 11 g
21 23 24 25 26 27 28 29 31
+6q ~-5q -9qg -1l1q -~-1l11gqg -9q -6g -3g +2¢q
32 33 34 35 36

+3q + 3 q +3q +2q + q

Plambda (q) pour i, 1, 1, 3, 3]

2 3 4 5 7 8 9 10 11 12
l+2q+2q +3q +3g +q -2q -6gq -8qg -9g - 10 g - 8gq
13 15 16 17 18 19 20 21
-4q +5q +10gqg +13q +14qg +13g +10g +54q
23 24 25 26 27 28 29 31 32
-4q -8q -10g -9q -8q ~-6g -2q +gq +3gq
33 34 35 36

+3gqg +2q +2qg + q

Plambda (q) pour [1, 1, 1, €]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
l1+2g+2q +q -q -3gqg -49g -4qg -4g9g -4g -3q +4qg
13 14 15 16 17 19 20 21 22
+ 8¢ +10g +9gqg +6q +3g9g -3g -6g9g -9q -10g
23 24 26 27 28 29 30 31 32
-8gq -4g +3q +4q +4q +4q +4g +3g +gq
33 34 35 36
-9 -2q -2q -gq

Plambda (q) pour i, 1, z, 2, 3]

2 3 4 5 7 8 9 10 11 12
l+g+2q +2q +2q +q -2q ~4q -~6g ~-Tq -7T7q =-6g
13 15 16 17 18 19 20 21 23
-3qg +4qg +7¢qg +10g +10g +10gqg +7qg +4qg -3g
24 25 26 27 28 29 31 32 33
-6q -7q -7¢q -6q -~-4gq -2q +qg +2qg +2gqg

34 35 36
+2q +qg +gq



1-12 Annexe [

Plambda (q) pour (1, 1, 2, 5)

2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
l+gq+gq -9 - g ~2qg —-2g -3q -3g -q + g + 3 g + 449
14 15 16 17 19 20 21 22 23
+4g +5g +4qg +3q -3q -4g -5gqg -4q -4g
24 25 26 27 28 29 30 31 32 34
-34q -q + q + 3 q + 3 q +2q + 249 + q + g -q
35 36
-9 - 9g

Plambda (q) pour [1, 1, 3, 41

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
l+q-q -2q -2q -2q -2q ~q +q +2qg +3q +4gq
15 16 17 19 20 21 22 23 24
+ 4 qg + 3 g + 2 q -2q ~-3q -4q -4 q -3aq -2gq
25 26 27 28 29 30 31 3s 36
-q + g +2q + 2 qg + 2 q +2q + q -q - g

Plambda(q) pour [1, 1, 7]

3 4 5 6 8 9 10 11 12 13
l+gq-q - 2q -2q -2q +q +q +2q +3q +3q +2gq
14 16 17 18 19 20 22 23 24
+2q -3q -4g -4q -4q -3q +2g +2qg +3g
25 26 27 28 30 31 32 33 35 36
+3q +29 +q +q9q -29 -2q -2q -g +q +g

Plambda (q) pour [1, 2, 2, 2, 2]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1+3g - g +5q ~4¢qg ~-6q ~-%q +6gq -15q +7q -19q

12 13 14 Co1s 16 17 18 19
+11q -~-19g +18¢g -16g +25gq -13q +28q -13gqg

20 21 22 23 24 25 26 27
+25q -16g + 18 g -19gq +11gq -19g +7qg =-15qg

28 29 30 31 32 33 34 36
+6q -9gq +6qg -4gqg +5g -g +3q +g

Plambda (q) pour [1, 2, 2, 4]

2 3 4 5 7 9 10 11 12 13 14 15
l1+q - g +q - 2q -3q -3q +g -q +3q +g +4q +2gqg
16 17 19 20 21 22 23 24 25 26
+3qg +q -q -3q -2q -4g9g -gq -3g +q -gq
217 29 31 32 33 34 36
+3q +3q +2g -g +q -q -q

Plambda {(q) pour [1, 2, 3, 3]

3 q S 7 3 10 12 13 14 15 16
l+g - q —~ g -2gqg -2g9g -q +2q +2g +2q +3q +2q
17 19 20 21 22 23 24 26 28 29
+q -q =-2q -39 -2q -2q =~2q t+gq +2q +2gq
31 32 33 36

+q +q -g -gq



LES POLYNOMES P, ; q) I-13

Plambda (q) pgour 1, 2, €)

3 4 5 10 11 12 13 15 16 17 18
l-gq -g —~-q +tq +t+2q +2q +2q -q -2q -gqg -2gq

19 20 21 23 24 25 26 3 32 33 36
-9 -29q -gqg +2q +2q +2q9 +q -aq -q -q +gq

Plambda (q) pour {x, 3, 5]

2 4 7 10 11 13 17 18 19 23 25
l-q -¢g -gq +2qg +2qg + g -2q -2q -2gqg + q +2q

26 29 32 34 36
+2qg -9 -q -q +tgq

Plambda (g) pour [1, 4, 4]

2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14
l1-q -q +g -2q -q +2g +g -q +q +3g +q -2gqg
16 17 18 19 20 22 23 24 25 26 27
+tgqg -q9 -4g -q +q ~-2q +q +3q +q -qg +gqg
28 29 30 32 33 34 36
+2¢qg -q -~29qg +q -9 -q +g

Plambda (g) pour [1, 8] H

2 3 4 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
l1-q ~-q9q -9 +tg +2q +q +q +q -9 -g -2q -2q -gq

17 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
-q +q +q +2q +2q +q +q -q =~-qgq -q -2g9

29 32 33 34 36
-q +q +q +q -gqg

Plambda (g) pour 2, 2, 2, 3] :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
l-gq+2¢q -29q +2q -3q +2q -43 +2q -~4q +3q -3q
12 13 14 16 20 22 23 24 25
+4q -q +4q +3gqg ~-3qg -49q +9qg -4qg +3q
26 27 28 29 30 31 32 33 34
-3q +4gqg =~-2g +4g =-2aq +3q -2q +2q -2g
35 36
tq -gq

Plambda (g) pour [2, 2, 5]

z 3 4 5 8 9 10 11 12 15 16 17
l-gq+q ~2q +q ~q -q +q +q +qg +g +q -2q +gq
18 19 20 21 24 25 26 27 28 31 32
-4q +q -2q +q +q +q +g +q -qg -g +g
33 34 35 36
-2¢qg +gq -9 +g4g

Plambda (q) pour (2, 3, 4]

5 10 11 13 16 18 20 23 25 26 31 35
l-q-q9q +q +9q +t+q -9 -2q -3 +q +g9 +g9 -9 -9

36
+q



I-14 Annexe [

Plambda(q) pour [2, 7]

3 7 8 9 11 12 15 16 20 21 24 25
l-q-q +2q -q +gq +q -g -29g -g +g +2qg +g -gq
27 28 29 33 35 36
-9 +q -2qg +q +49 -gqg

Plambda(q) pour (3, 3, 3]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1-g-q +3q -3q -2q +6gqg -5q -3g +10gq ~-6gqg -44q
12 13 14 15 16 17 18 19 20
+ 13 g -74q - 69 + 14 g -8q -8g + 14 g -8gqg -8g
21 22 23 24 25 26 27 28 29
+14q -6gq -7q +13g -4q ~-6g +10gq -34gqg -5g¢q
30 31 32 33 34 35 36
+6q -2q -3q +3g9g -gq -gq +gq
Plambda (q) pour [3, 6]

2 3 4 6 7 8 9 12 13 14 22 23
l-gq-q +tq - q +2qg ~q -q +2q +q ~-gq =-2q +2q +gq
24 27 28 29 30 32 33 34 35 36

-9 -2q +q +q -2qg +q -gq +q +q9g -gq

Plambda (q) pour {4, 5]

2 4 s 6 8 9 10 11 12 15 16 17
l-gq-q +q +q -2q +q +q *+q@q -q@ -q9 +q -29 -9
19 20 21 24 25 26 27 28 30 31 32
tq +2q -q9 +q +9 -9 -g9 -q +29 -gq -g
34 35 36
tq +q -gq

Plambda(q) pour [9]

2 5 7 9 11 12 13 15 16 17 18 19
l-q-q +q +g +qg -9 -2q -9 ~-q +q +q +2q +gq

20 21 23 24 25 27 29 31 34 35 36
+q9 -9 -q9 -2q -~-q +qg +q +g -q9 -~-qg +gqg

Plambda (q) pour fr, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1}
2 3 4 5 6 7 8
149 q+484q +155q + 440 g + 1068 q + 2298 q + 4489 q + 8095 g
9 10 11 12 13 14
+ 13640 q + 21670 q + 32683 q + 47043 q  + 64889 q + 86054 q

15 .6 17 18 19
110010 ¢ + 135853 q + 162337 q + 187959 q + 211089 ¢

+

21

20 2 22 23 24
230131 q + 243694 q + 250749 q + 250749 q + 243694 q

+

25 26 27 28 29
230131 q + 21108% q + 187959 q + 162337 q + 135853 g

+

30 31 32 33 34 35
110010 q + 86054 q + 64889 q + 47043 q + 32683 q + 21670 g

+

36 Y] 33 39 40 41
13640 g + 8095 q + 4489 q + 2298 q + 1068 g + 440 g

42 43 44 45
+ 155 q +44q +9q +q

+



LES POLYNOMES P42, q) I-15

Plambda(q) pour {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2] :
2 3 4 5 6 7 8
1+7q+28q +83q +202q +426q + 804 q + 1387 ¢ + 2219 q

S 10 11 12 13 i4
+3326 q + 4704 g + 6309 q +8051q +9795g + 11370 q

[

15 1 17 18 19 20
+ 125686 q + 13257 q + 13227 g + 12395 q + 10735 q + 8307 q

21 22 23 24 25 26
+ 5256 ¢ + 1799 ¢ - 1799 q - 5256g - 830Tq - 10735 q

27 28 29 30 31 32
- 123¢5 q - 13227 q - 13257 q -12586qg - 11370 g =~ 9795 g

33 34 35 16 37 38
- 8051 q - 6309 q - 4704 q - 3326q - 2219q - 1387 q

39 40 41 52 43 44 45
~-804q -426q -202q -83q -28q -~-71q ~-q
Plambda{q) pour (i, 1, 1, L, 1, 1, 1, 3] =

2 3 4 3 6 7 8 9
1+6q+20qg +50q +104 g +189 g +309qg + 463 g + 643 g + 833 g

10 11 12 13 14 15 16
+ 1009 q + 1141 q + 1197 q + 1148q + 974 q + 669q + 244 g

17 18 19 20 21 22 23
-272q -834q ~-1336q - 1868q ~-2225q - 2415q - 2415 g

24 28 26 27 28 29 30
-2225¢q -1868q -1386q =-334q -272q +244q + 669 g

a1 32 33 38 s 36 37
+974q +1148q + 1197 q + 1141 q +1009q +833q + 643 q

18 39 40 41 42 43 44 45
+ 463 q +309q +18%g +104q +50q +20g +6qg +gqg

Plambda (q) pour (., 1, 1. 1, %, 1, 2, 21 H

2 3 4 5 6 7 8 g
1+5q+16qg +39q +80 3 +~ 144 g + 234 q + 349 q + 483 q + 624 g

.0 11 12 13 14 15 16
+ 754 q +85.q +83lgq +853q +722q +494q + 177 q

7 18 19 20 21 22 23
207 q -625q ~-1035q ~-1393q -1658q - 3798 q - 1799 q

26 30

21 28 2%
- 625q -207q +.77q +49% q

24 25
1658 q -1393 g - 1035 g

31 32 33 34 kH] 36 37
+722q +853q +891q +81lq +7T584q +624q +483 g

38 39 40 41 12 43 44 45
+349q +234q +144q +80g +39q +16q +Sq +gq

Plambda{qg pour {1, 1, 1. 1, i, 1, 41 :

2 3 4 5 6 7 8 g
1+5q+14q +29q +50q +76q +104q + 129 q + 145q + 146 g

10 11 12 13 14 15 16
+ 126 g + 8Bi q + 11 g -79q -180gq -280 g - 365 g

17 18 19 20 21 22 23
- 421 q - 437 q - 407 q - 331g -216 q -15q + 75 q

24 25 26 27 28 29 30
+216 q +331q +#407 q +437q +421q +3585q + 280 q

31 32 33 34 35 36 37
+180q +79q -1q -81q -126q =-146q -145q

39 40 41 42 43 44 45
104q -7q -50q -2q -l4q -59 -gq

38
-129 q



I-16 Annexe |
Plambda (q) pour (1, 1, 1, 1, 1, 2, 3]
2 3 4 5 6 7 8 9
l1+49g+10qg +20gq +34q +51g +63qg +8q +9 g +95qg
10 11 12 13 14 15 16 17
+8lq +51q +5qg -544qg -120q -185q -240qg - 276 g
18 19 20 21 22 23 24
- 286 q -266gq - 216 g ~141 g -49q +439q + 141 q
25 26 27 28 29 31
+ 216 q +266gq +286qg +276qg +240qg + 185 g + 120 g
32 33 34 35 36 37 38 39
+54q -5q -51q -89 -95q -95qg -89 -69q
40 41 42 43 44 45
-51q -34gqg -20gq -10q -4g9g -q
Plambda (q) pour 1, 1, 1, 1, 1, 5]
2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+4g+9q +15gq +20q +23q +23q +19q +10gq ~-5q -25¢qg
11 12 13 14 15 16 17 18
-47q -67q -8q -86q ~-8gqg -62gq -33q +4gq
19 20 21 22 23 24 25
+44q +8lqg +109g +124q +124g +109qg + 8l g
26 27 28 29 30 31 32 33
+44q +4q -33q -62gq ~-8qg -8qg =-8lg -67gq
34 35 36 37 38 39 40 41
-47q -25¢g -5gqg +10q +19qg +23q + 23 q +20qg
42 43 44 45
+15q +9q +4q +q
Plambda(q) pour (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2]
2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+3g+8q +15q +26q +38qg +52q +63g +71qg +70qg +60gqg
11 12 13 14 15 16 17 18
+31q +3q -41q9 -9qg -138q -179g =-205q - 213 q
19 20 21 22 23 24 25
-197q -161q - 104q -37q +37q +104q + 161 g
26 27 28 30 31 32
+197q +213q +205qg +179g +138q +90q + 41 q
33 34 35 36 37 38 39 40
-3q ~-31q -60q -7q -71q -63gq -52q =-138gqg
41 42 43 44 45
-26q -15q -8q -3q -g
Plambda(q) pour (1, 1, 1, 1, 2, 4]
2 3 4 5 6 7 8 9 10
l+3q+6q +9qg +12q +14q +14q +11q +5Sg -4qg -16qg
11 12 13 14 15 16 17 18
-29q -41qg -49q -52q -48qg -317q -19gqg +3q
19 20 21 22 23 24 25 26
+27q +49g +66g +75q +75q +66g +49qg + 27 q
27 28 29 30 31 32 33 34
+3q -19q -37Tqg =-48gqg -5 q -49q -419q -29qg
35 36 37 38 39 40 41 42
-16q -~-4q +5q +11q +14q +14qg +12q +9q
43 44 45
+6gq +3qg +aqg



LES POLYNOMES Pn(A;q) -17

Plambda(q) pour (1, 1, 1, 1, 3, 3}

2 3 [ 5 5 7 8 9 10
1+3gq+5q +8q +11q +12q +12q +10q +4q -44qg -1l4q
11 12 13 14 15 16 17 18
- 26 gq - 36 g - 43 q - 46 - 42 q - 32 g - 17 g + 3 q
19 20 21 22 23 24 25 26
+24q +43q +58q +66q +656qg +58qg +43qg + 24 g
27 28 29 30 31 32 33 34
+3qg -17 g -32 g - 42 q -~ 46 gq - 43 g - 36 gq - 26 g
35 36 37 38 39 40 41 42
- 14 q -4q +4q +10qg +12g +12qg + 11 q +8q
3 44 45

4
+5qg +3q +g
Plambda (q) pour i, 1, 1, 1, 6}

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+3q+5q +6q +5q +2q -2q -6q -10q -1l4q - 18 g

11 12 13 15 16 17 18
-20gq -18q =-1.g +12q +22q +29q +33q +34gq

20 21 22 23 24 25 26 27
+31q +22q +8q -8q -22g -31q -34q -33gq

28 29 30 32 33 34 35
-29q -224 -12q +11q +13q +20q +184g +14g

37 38 39 40 41 42 43 44 45
+10q +6g +2q -2q -5q -6g ~-5g9g -34q - g

Plambda (q) pour , 1, 1, 2, 2, 3}

19

36

2 o3 5 6 7 8 9 10
1+2qgq+4q +6q +8q +9qg +9q +7q +3q -3q -1l1lgq

11 12 13 14 15 16 17 18
-19q -27q -32q -34q -31q =-24q -1l2q +2gq

19 20 21 22 23 24 25 26
+18q +32qg +43q +49qg +49q +43g +32q +18¢qg

27 28 29 30 31 32 33 34
+2q -12q -24q -31q -34g9 -32qg -27q -19g¢g

35 36 37 38 39 40 41 42 43
11q -3q +3gqg +7q +9qg +9q +8qg +6q +4gq

44 45
+ 2 q + g

Plambda(q) pour [1, 1, 1, 2, 5]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1+2q+3q +3qg +2q +q ~qg -3gq -6g -9%q ~-11g -1llgq

12 13 15 16 17 18 19 20
-9q -5q +6¢qg +12qg +17q +20qg +20g +17¢q

21 22 23 24 25 26 27
+1q +4gq -4qg -11qg =-17q -20gq -20g -17gq

29 30 32 33 34 35 36 37 38
-12 g -6qg +5q +9g +1l1g +11q +9qg +6qg +3q

39 40 41 42 43 44 45
+q -q -2gq -3g -3g -2g9 -gq
Plambda (q) pour 1, 1, 1, 3, 4]

2 3 4 5 6 7 8 g 10 11
1+2q+2q +2q +2q +q -9 -39 -5q9q -1qg -%qg -9g¢q

12 13 1% 16 17 18 19 20

-719q -4q +5q + 10 g + 14 q + 16 g + 16 g + 14 gq

21 22 23 24 25 26 27 28
+9q +3q -3q -9g -14q -16g -1l€qg -1l4g
30 32 33 34 35 36 37 38
+4q +7q +9qg +9q +7¢ +5g +3q

39 40 41 42 43 44 45
+q -9 =29 -2q -2g9 -23 -4

28

1
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1-18 Annexe |

Plambda{q) pour [1, 1, 1, 7)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
l+2q+2q +g -q -3gqg -59q -59q -4gqg -3q -2qg +3gq
13 14 15 16 17 18 19 20
+6gq +10q +12q +11qg +79g +2g -3q -8gqg
21 22 23 24 25 26 27 28
-1l1lq -12q -12q -1l11q -8q =-3q +2q +7¢q
29 30 31 32 33 35 36 37 38
+11q +129q +10q +6gq +3gq ~-2gq -3q -49g -5gq
39 40 41 42 43 44 45
-5q -3gq -q +q +t2q t+t2qg +tg
Plambda (q) pour n, 1, 2, 2, 2, 2}
2 3 4 S 6 7 8 9 10 11
l+g+4q +3q +8q +4q +10q +q +7qg -8q ~2q -21gq
12 13 14 15 16 17 18 19
-13q -31q -18gq ~30q -1qgq -15q +7q +9gq
20 21 22 23 24 25 26 27
+27q +30g +37q +37qg +30g +27qg +9g +7qg
28 29 30 31 32 33 34 35
-15gq -11q -30gqg -18gq -~-31q ~-13gq -21qg =-2gqg

36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
-8q +7q +q +10qgq +4q +8q +3q +4q +qg +g

Plambda(q) pour [1, 1, 2, 2, 4]

2 3 4 7 8 9 10 11 12 13
l+g+2q +q +2q -3q -3q -6q -6gq -7 -5gqg -3gq
15 16 17 18 19 20 21 22 23
+4q +7qg +11gq +11qg +13q +9q +8qg +q -g
24 25 26 27 28 29 30 32 33
-8q -9q ~-13gq -1gq -11q -7q9q -4 +3qg +5q
34 35 36 37 38 41 42z 43 44 45
+7q +6q +6g +3q +3q -2q -9 =~2gqg -q -q
Plambda (q) pour {1, 1, 2, 3, 3} :
2 3 4 7 8 9 10 11 12 13
l+q+q +2q +q -2q -4q ~-4q -6g -6gq ~-4qg =~-3g
15 16 17 18 19 20 21 22 23
+4qg +6gq +9g +11qg +10g +9¢q +6qg +2q -2gqg
24 25 26 27 28 29 30 32 33
-6q -99g -10g -11q -9q -6g -4qg +3qg +4gq
34 35 36 37 38 41 42 43 44 45
+6q +6gqg +4gq +4g +2q -g -2gqg -49g - g - g
Plambda(q) pour [1, 1, 2, 6]
2 4 5 6 7 8 9 10 12 13
l+gq+q -q -2q -2q -2q -2q -2q -2qgqg +2q +5g¢g
14 15 16 17 18 20 21 22 23
+6q +6g +4g9 +3q +q -3q -6g ~-8qg -84q
24 25 27 28 29 30 31 32 33
-6q -3q +q +3q +4q +6q +6q +5g +2q
35 36 37 38 39 40 41 43 44 45
-2q ~-2q -2q9q -2q -2q -2q -qg tqg +tgqg +gq
Plambda(q) pour [1, 1, 3, 5]
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
l1+gq-q9 -q9 -q -2q -2q -2qg -q +tq +2q +3qg +4gqg
15 16 17 18 19 20 21 22 23
+4qg +4q +3q +q9g -gq -3qg -5g9g =-5qg -5g
24 25 26 27 28 29 30 31 32
-5q -3q ~q +q +3qg +4qg +4qg +4q +3g¢g
33 34 35 36 37 38 39 40 41 44 45

+2q +9q -q -29q -29qg -29q -9 -9 -g +g +tgq



LES POLYNOMES P(1;q)

I-19

Plambda (g) pour 1, 1, 4, 4)
3 6 7 8 10 11 12 13 14 15
l+gq-q -2gqg -3q -3 -2q -q +3g +5gqg +2q +2g¢qg
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
+5q +5q -9 -3q -g -2q -7q9 -7q -2q -g
26 27 28 29 30 31 32 33 34
~-3q -q +5q +5q +29q +2g +5g +3g¢g -q
35 37 38 39 42 44 45
-2q -9 -39 -2q -q +tg *+gq
Plambda (gq) pour 1, 1, 8]
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
l+gq-q -2q -2q -2q -q +qg +2q +2q +3g +3gqg
13 14 16 17 18 19 20 21 22 23
+3q +2q -9 -3gqg -5q -5q -5qg -4gq -gqg +gqg
24 25 26 27 28 29 31 32 33
+4qg +5qg +5qg +5gqg +3qg + g -2gq -3qg -3q
34 35 36 37 38 39 40 41 42 44
-3q -2q -2gq -q +q +2qg +2gqg + q +4g -q
45
- q
Plambda (gq) pour 1, 2, 2, 2, 3]
2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1+2q +2qg - g +q -3q -9 -5q -3q -5q -3gqg -2g¢9g
15 16 17 18 19 20 21 22 23
+3q +4gq +8g +6gq +10q +4q +7q -g +g
24 25 26 27 28 29 30 32 33
- 7149 -4q - 10 g -6qg -8aq -4qg - 3q +2q + 3qg
34 35 36 37 38 39 40 41 43 45
+5q +3gq +5q +q +3q -q +q ~-2q -2q -gq
Plambda (q) pour {1, 2, 2, 5]
2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
l+g -9 -9 ~9 -9 -29 -q -q +q +q +3qg +2gq
15 16 17 20 21 22 23 24 25
+4q +2qg +3q -3gqg -3gq -4qg -4gqg -3q -3qg
28 29 30 31 3z 33 34 35 36 37
+3qg +2q +4g +2q +3q +g +qg -~g -qg -2gq
38 39 40 42 43 45
- q - q - q - q +q +q
Plambda (q) pour (1, 2, 3, 4}
S 6 7 8 ] 10 11 12 13 14 15 16
l1-9g -9 -9 -9 —~9 -9 +q +q +2q +2q +3q +2gqg
17 20 21 22 23 24 25 28 29
+2q -2q - 3qg -3q - 3qg -3q -24q + 2 q +2q
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
+3q +2q +2q +q +q -qg -9 -9 -q9 -9 -4g
45
t4q
Plambda (q) pour 1, 2, 71
3 4 5 6 7 9 11 2 13 14 16 17
l-q -9 -9 -q +g +q +2q +gq +2qg +293 -9 -3¢
18 19 20 21 24 25 26 27 28 29
-2q -3q -2gqg -q + g +2q + 3 g + 2 q + 3 q + g
31 32 33 34 36 38 39 40 41 42 45
-2q -2g -9 -29 -¢g -qg +9 +gq +9 +q -gq



1-20 Annexe [

Plambda (gq) pour [1, 3, 3, 3]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
l1-q +2gqg - q -3g +3g -2q -59g +5gq -2g9g -5qg + 9 g
13 14 15 16 17 18 19 20 21
- q -4q + 12 gq -249q -5g¢qg + 12 g - 6 cq -8 q + 10 gq
22 23 24 25 26 27 28 29 30
-9q -9q + 10 g -8gqg - 6qg + 12 g -5 q ~-2q + 12 gq
31 32 33 34 35 36 37 38 39
-4q -q +9q ~-5q -2q +5¢q -5q -2qg +3q
40 41 42 43 45
-3q -q +2q -gq +tgq
Plambda(g) pour [1, 3, 6]
2 4 5 6 8 3 11 12 13 16 17 19
l-g -9 ~q +qg - q +q +q +3q +q -2q -q -2gqg
20 21 22 23 24 25 26 28 29 32
-2q ~-2q -q +q +2q +2q +2q +tq +t2q9 -gq
33 34 36 37 39 40 41 43 45
-39 -9 -9 +q -q +q +q +gq -gq
Plambda(q) pour (1, 4, 5]
2 3 5 6 7 9 10 11 12 13 17 18 19
l-q -9 +q -9 ~q +qg +q +g9 +9qg +q ~-q -29 -2g9g
20 21 24 25 26 27 28 32 33 34 35
-9 -q +gq +9q +29q +29q +9 -9 -9 ~gqg -4g
36 38 39 40 42 43 45
-9 +gqg +q9 =~-q +g9 +4q9 -gq
Plambda (q) pour {1, 9}
2 3 4 7 3 9 10 11 13 14 15 16
l-9g -9 -9 +q +q +2gq +q +q -9 -9 -39 -2q
17 20 21 22 23 24 25 28 29 30
-2q +q +4gqg +3q +3g +gqg +g ~-2gqg -2g - 3gqg
31 32 34 35 36 37 38 41 42 43 45
-9 -9 +q +g9q +2q +q +9g -9 -9 -gqg +gq

Plambda (q) pour (2, 2, 2, 2, 2}

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1-g+4q -5q +10g -14qg +20g -29g +359q ~-50qg + 56q

11 12 13 14 15 16 17
-7%5q +83g ~-101lq +114q -126q + 145 q -~ 149 g
18 19 20 21 22 23 24
+171 q -16%3 q + 187 g - 184 q + 191 g - 191 g + 184 g

25 26 27 28 29 30 31
187 q +169q -171q +149q - 145q +126q =-1l4 g

32 33 34 35 36 37 38 39
+101q -8qg +75q =-5q +5q -35qg +29qg =-20gq
40 41 42 43 44 45
+14q -10gq +5g9g -4q +gqg -g
Plambda (q) pour {2, 2, 2, 4]
2 3 4q S 6 7 8 9 10
l1-gq+2q ~-3q +4q -~6q +6q -9q +9q ~-12q +12g
11 12 13 14 15 16 17 18
-13q +15q =-13q +16q -12q +15qg =-1]1lq +11 g
19 20 21 22 23 24 25 26 27
-9q +5q -6g -9 -9 -6g +5g -9qg +1l1lq
28 29 30 3 32 33 34 35
-1l q +15qg =-12 g + 16 q -13q +15¢q -13q +12 g
36 37 38 39 40 41 42 43 44
-12q +9qg -9q +6q -6gq +4qg -3q +2q9 -4
45

+q



LES POLYNOMES P,(A . q) I-21

Plambda {(q) pour (2, 2, 3, 3}
7

2 4 10 11 13 14 15 17 18
l1-gq+q -9 -2q -2q +2q +q +2q +2q +3q -gq
20 21 22 23 24 25 27 28 30 31
-9 -2q -2q ~-2q -2q -q9 -q *3gq +2q9 +2g¢q
32 34 35 38 41 43 44 45
+qg +2gq -2q -2q -q +aq -q +gqg
Plambda (q) pour [2, 2, €]
2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13
l1-g+q -2q +q -2q +2q -2q +2q -2q +2q +2qg +gqg
16 17 18 19 20 21 22 23 24
-2q +q -3q +2gqg -5q +2g ~-4q +49g -2gqg
25 26 27 28 29 32 33 35 36
+5q -2q +3q -q +2q -9 -2q -2q +2q
37 38 39 40 41 42 43 44 45
-2q +2gq -29q +2q -q t+t2q -q +tg -gq
Plambda (q) pour (2, 3, 5]
4 5 6 10 11 13 17 18 19 20 21 22
l-g9q-q +q ~q9q +q +q +q -q@ -9 -9 -q -9 *+gq
23 24 25 26 27 28 32 34 3¢ 39 40 41
-9 +q +q +gq +q +tgq -q@ -g -9 +tq -gqg +gq
44 45
tq - q

Plambda (q) pour [2, 4, 4]

3 4 5 7 8 9 11 12 13 14 15
l1-q-q +2q -2q ~q +3q -2q +q +3q -9 -2qg +2gqg
16 17 18 19 20 22 23 25 26 27
tq -q9 -5q +3g -q =-5q +5g +q -3q +54q
28 29 30 31 32 33 34 36 37 38
+q -gqg -2q +2q +q ~-3gq -~q +*+2q -3q +gq
40 41 42 44 45
+2q -~-2q +q +g9 -g
Plambda (q) pour (2, 8]
3 7 8 11 12 13 14 16 17 18 19 20
l1-gq-qg +9g *+q +q -q9 +q9 -29g -9 -9 -9 +g -g
21 22 23 24 25 26 27 28 29 31 32
+2q +q +q +2q -9 +q9 -9 -~q ~q -2q +gq
33 34 37 38 42 44 45
-9 +q +gq +q -qg -q9 +gq
Plambda(g) pour [3, 3, 4)
2 3 4 5 6 8 9 12 13 15
l1-gq-q +2q -q -29q +2q -2q +2q +2q -g +2gqg
16 17 18 19 20 25 26 27 28 29
-2q -9 +gqg -29q -q +gqg +2q -9 +q +2gqg
30 32 33 36 37 39 40 41 42 43
-24q + g -2q -2q +2q -2q +2qg + g -2q +q
44 45
+q -4q
Plambda (q) pour {3, 7]
2 3 4 6 7 8 10 14 15 16 17 18 20
l1-g-q +g - q9q +q +q -q +q +q ~-3g -q +qg -9 +q
21 24 25 27 28 29 30 31 35 37 38 39
+qg +9g +qg -3 +q9 -q =-3qg +g9g +g9g -g +q +gqg

41 42 43 44 45
-q +q -gq -3 +gq



[-22

Plambda (q) pour

2 4
l-g-q +q
27 2

-qg +gq

Plambda (q) pour

2
l-g-qgqg +3

16
-2q -

-2q +
Plambda (q) pour

2 5
l-g-gqg +gqg

21 2
tq +4q

Annexe |
(4, 6]
11 13 14 17 18 20 22 23 25
+2q -q -29qg +q -9 -gqg +2q +2g -g
8 31 32 34 41 43 44 45
-2q -q +2q +g9 -qg -9 +gq
[5, 5I]
5 6 7 10 11 12 13 14 15
qQ -29q -9 +5q -2q =~-2q -9 -9 +5g9g
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
3g -9 -q +6gq -qg -g -q -gq9 +6g -gq
28 29 30 31 32 33 34 35 38
q -2q +5q -9 -q -2q -2q9q +53gqg -gq
40 43 44 45
3q -g¢ -aq +gq
{10]
7 10 12 13 14 15 17 18 19 20
+qg +q -2q -9 -q9 -gqg +q +tq +qg +2gqg
2 23 24 25 26 27 28 30 31 32
-9 -9 -2 -q9g -gqg -gqg +g +qg +gqg




Annexe II

SPECIALISATION PRINCIPALE DANS LES
FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES

n(n-1)/2

Les Wa(q) = nig mom(l-q, (1-q)q, (1-9)g% ...) = D ¢y, i) ¢’
i=0

et leur factorisation, pour A-n,0<n<8.

Session Maple, ordinateur Macintosh Plus

>
read (scriptqcompt) ; #(volr annexe IV)

Les partages de 0 & 9 sont entrés
O.K.

>
part:='part’': kk:='kk':
lprint (* YY)
for kk from 0 to 8 do
for part in partages_de(kk] do
lprint ('Wlambda (gq) pour’,part, :};
lprint () ;
print (taylor(w(part},q, (kk*(kk-1)/2)+1});
lprint. ("=");

print (factor (w(part})}:
od;

lprint (*
od;



II-2

Wlambda (q) pour [
1
1
Wlambda (q) pour (1]
1
) 1
Wlambda (q) pour (2]
- q
- q
Wlambda (q) pour [1, 1]
q
q
Wlambda{q) pour  [3]
2 3
l-q-q +gq
- 2
@+ 1) (-1 +q
Wlambda (q) pour [2, 1]
2 3
qa+tgq 2 q
g {2qg+l) (-1+q)
Wlambda(q) pour (1, 1, 1)
3
q
3
q
Wlambda(q) pour  [4]
2 4 S 6
l-q-q +tq +9 -4q
) 2 3
- (q+1) (@ +g+1) (-1+aq)
Wlambda (q) pour (3, 11

q-2q

-q +2g9g

Annexe I1



FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES

2 2
gq@+ 1 (2q +g+1) (-1+q)
Wlambda (q) pour  [2, 2]
2 3 5 6
qQ -9 -9 +gqg
2 2 2
q (@ +q+1l) (-1+qg
Wlambda (q) pour 2, 1, 1]
3 4 5 6
q +tg +q -3q
3 2
~q (-1+qg) (3g +2qg+ 1)
Wlambda{(q) pour {1, 1, 1, 1)
6
q
6
q
Wlambda (q) pour ()]
2 5 8 9 10
l-9q-q +2gqg -q -q +g4g
2 2 2 4
@ +g+1) (g +1) (g+1) -1+ qg)
Wlambda (q) pour {4, 1]
3 5 7 8 9 10
Q-9 -29q +q +2q +q -2q
2 3 2 3
-—gqg@+1l) A+qgq+q +2gq) (g +gq+1) (-1L+qQ
Wlambda (q) pour  [3, 2]
2 4 5 6 8 9 10
qQ -q -29q +q +q +2q -2g
- 2 2 2 3
-qg (g+1) (1l +2g+2qg) (g +1) (-1+qg)
Wlambda (g) pour [3, 1, 1}
3 5 6 7 8 9 10
q +9 -9 -9 -2q -q +3q
- 3 4 3 2 2
q (@g+1) (3g +2g +3qg +g+1) (-1+q
Wlambda (g) pour [2, 2, 1}
4 9 6 7 8 9 10
qQ +q9 -q -9 -9 ~29g +3q



11-4 Annexe 1

4 4 3 2 2
qg (3q +4qg +4qgq +3qg+1l) (-1+4q

Wlambda (g) pour (2, 1, 1, 1}

3 2
1+qg) (4qg +3q +2qg+1)

—_
|

- q
Wlambda (q) pour 1, 1, 1, 1, 1}
10

10

Wlambda (q) pour  [6]
2 5 6 7 8 9 10 13 14 15
l1l~-gq-q +q +q +qg ~q ~q -q +qg +q9 -q
2 2 4 3 2 2 )
- (1+qgq) (g +g+1) (@ +qg +q +g+1) (g+ 1) -1+ q
Wlambda (q) pour [5, 1]
3 4 6 8 9 10 11 12 13 14 15
9-9 -9 -q +2q +q +2q -q -9 -29 ~—-gqg *t2gq
2 2 4 3 2 2 4
qi{g +q+1) (1+q) (2q +qg +q +g+1) (g+1) (-1+q
Wlambda(q) pour [4, 2]
2 3 4 5 6 8 9 11 12 13 14 15
qQ -9 +qg -2q -q +2q +qg tq -q -gq -2q +2gq
2 2 2 4 3 2 4
q (@+1) (@ +g+1) 1+2qg) (g +qg +g +q+1) (-1+9@
Wlambda (g) pour (4, 1, 1)

3 7 8 10 11 12 13 14 15
9 -9 -—2qg -q +q +2q +2q +q -3gq
3 2 6 S 4 3 2
-q (g+1) (g +gq+1) (3q +2q +3q +3q +2q +q+ 1)
3
-1+q

Wlambda (q) pour [3, 3)
3 4 5 6 7 9 11 12 13 14 15
qQ -9 -9 +q9g - q +2q -q +t+q9 -q -9 *tgq

3 2 3 4 2 2 4
q Q1+qg+qg +g +q) (@ +1) (g+1) (-1+aq



FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES

Wlambda (g} pour [3, 2, 1]

4 5 6 7 8 9 11 13 14 15
q +2q - 2q +9q -3qg -4qg +3q + 4 g + 4 q -6 q

4 7 6 S 4 3 2

~-q (g+1) (6q +8q +12q +12¢ +1l1q +6g +4qg+1) (-1+q)

Wlambda (g) pour (3, 1, 1, 1)

6 8 11 12 13 14 15

qQ +g -Z2q -q -2q -q +4gq
6 6 5 4 3 2 2
qg {q+1) (4q +3¢q +5q +3q +3qg +g+1) (-1+4q
Wlambda (q) pour [2, 2, 2]
6 7 9 10 11 .2 14 15
q -9 —q +tq -¢g +qg +q -gq
6 2 4 3 2 3
-q (@ +g+1) (g +g +q +g+1) (-1+q
Wlambda (q) pour (2, 2, 1, 1]
7 8 9 10 11 12 13 14 15
qg +q +29q -2¢q -q -2q -24q -3q + 6 q
7 6 S q 3 2 2
q (6g +9q +10g +9q +7qg +3g+1) (-1+ q)
Wlambda (q) pour (2, 1, 1, 1, 1]
10 11 12 13 14 15
q +g +g +qg +q -5gq
10 4 3 2
- q (-1+q (5S5qg +4g +3g +2q+1)

Wlambda (q) pour fg, 1, 1, 1, 1, 1]

15
q
15
q
Wlambda(q) pour [7]
2 5 7 9 10 11 12 14 16 19 20
l-9g-q9 +g +29q -9 -9 -q -gqg +2q +q9 -q -gq

4 3 2 2 2 3

2 2
l-gq+qgq) 1+g) (g +q +qg +g+1) (@ +g+1) (@+1) (-1+aq

Wlambda (q) pour [6, 1]

3 4 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15

94-9 -9 -9 +q9q -q +tq +2gqg +q +9g -gqg -39 ~-gqg -g

17 18 19 20 21
+ g + q +2qg + q -2q

21

6



1I-6 Annexe II

2 2 4 3 2
-ql+q) (g +q+1) (@ +g +qg +g+1)

5 4 3 2 2 5
(2g +g +q +g +g+1) (g+1) (-1+q

Wlambda (q) pour [5, 2]

2 3 6 7 9 10 14 15 16 18 19 20
qQ -9 -9 -9 +2q +2¢q -3q +q -2q +qg *+q +2q
21
_2q
2 2 3 4 2 2 2 2 2
-qg 1l+gq+q +2q +2q) (l-gq+q) (1+qg) (g+1l) (@ +g+1)
5
(-1+a

Wlambda(q) pour [5, 1, 1]

3 6 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19
qQ -9 -9 -2q +tq +q +gq +3q +qg -2qg ~-2q -2gq

20 21
-q +3q

3 2 2
qg (lL+q) (@ +qg+1)
8 7 6 5 4 3 2 2
(3g +2q +3q +3gq +4g +2q +2qg +g+l) (g+1)
4
(-1+aq
Wlambda (q) pour [4, 3]

3 S 7 8 9 11 12 13 14 138 19 20
q -2q -~q tg +gqg +2¢q + g -q -3qg - q + 2 q +2gqg

21
-2q

3 2 3 2 2 [ 3 2
-q (1+2gq+2q +2q) g +q+1) (1 -gq+qg) (@ +g +g +qg+1)

2 S
@+ (-1+aq
Wlambda(q) pour [4, 2, 1]

4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
q +q -9 -9 -39 -~q -q +q +3q +6q -qg +qg -q

18 19 20 21
-2q ~-~4q -4q +6q

4 2
q (g+1) (g +g+1)

10 9 8 7 6 5 4 3 2
(6q +8q +12q +16qg +17q +15qg +13q +9q +5q +3qg

+ 1)

4
(-1+4q



FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES

Wlambda (gq) pour 4, 1, 1, 1]

6 9 10 11 12 13 14 15 17 18 19 20
qQ +9 9 -9 -9 -9 -2qg +q +2g +2q +2q +gq
21
_4q
6 2
-q (@+1) (@ +g+ 1)
9 8 7 6 5 4 3 2 3
(4qg +3qg +5q +€gq +5q +4g +4q +2q +g+1) (-1+q
Wlambda (q) pour [3, 3, 1}
5 8 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
qQ -29 -2q +q +gq +3q +q -q -q +q -3q -2g¢q
21
+3qg
5 2 3 4 6 5 4 3 2 2

q (l+g+qg +q +gq) 3q +qg +4g +qg +3q +g+1) (g+1)
4
(-1 +aq
Wlambda (q) pour [3, 2, 2]
6 9 10 13 14 15 16 18 19 20 21
q9 -2q -q +q +3q -q +qg -q -gqg -3q +3g

6 2 2
q (@+1) (1-g+q) (g +g+ 1)

6 5 4q 3 2 4
(3q +6g +8qg +8q +6qg +3g+1l (-1+q

Wlambda (g) pour {3, 2, 1, 1]

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
q +2q +g9 -4g + g -4qg -3q -14q + g +2q + 4 q
18 19 20 21
+2q +7q +6q -12¢q
7
~q (g+1)
10 9 8 7 6 5 4 3 2
(12 q +18q +29gq +32qg +36qg +3)g +24gq +15g + 9 qg
+4qg+1)
3
-1+ aq

Wlambda (q) pour [3, 1, 1, 1, 1]

10 12 14 15 16 17 18 19 20 21
9 *+q9 +q -g9 -9 -2q -9 -29 -g *5gq

10 8 7 6 5 4 3 2
q (+1) (5q +4q +7q +5q +6qgq +3 g +3qg +qg+1)

2
-1+a
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I1-8 Annexe I1

Wlarmbda (q) pour (2, 2, 2, 1)
9 10 11 13 14 15 18 19 20 21
qQ +9q ~q -2q =-2q +q +2q +q +3qg -4gq
9 2 7 3 ] 4 3 2
-qg (g +g+l) 4qg +5qg +5q +7q +6qg +4qg +3g+1)

3
(~1+aq

Wlambda (g) pour (2, 2, 1, 1, 1]

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
q +gq +2q +29q -2gq -29g -2q -3qg -3q -4g9g

21
+ 10 g

11 8 7 6 S 4 3 2
q (100 g +16gq +19qg +19q +17¢ +13q +7q +3g+1)

2
-1+ q

Wlambda (q) pour [2, 1, 1, 1, 1, 1]
15 16 17 18 19 20 21
q +q +q +gq +q +g -6gqg
15 5 q 3 2
-q (-1+qg) (6q +5q +4gq +3qg +2qg+1)
Wlambda (gq) pour fi, 1, 1,1, 1, 1, 1}

21
q
21
q
Wlambda (q) pour (8]
2 5 7 8 10 11 12 16 17 18 20 21
l1-q-q +q +q9 +q@ - q -q ~29q +2q +gqg +q9 -q9 -q
23 26 27 28
-9 +gq +q -4q
2 3 4 2 2 3 4 s 6

-{l+q+q +q +g) (1l-g+q) (l+gq+q +qg +q9 +q +q)

2 2 2 3 2
(@ +1) (@ +g+1) g+l (-1+q

Wlambda (q) pour [V, 1]

3 4 5 7 9 10 11 12 13 15 16 17
-9 -9 -~q +tq +q +2q +q +9q9 -2q -2qg -39 -4q

19 20 21 23 24 25 26 27 28
+q +2q +3qg + g -gq -q -2q -q +2q



FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES -9

2 3 4 2 2 3 4 5 6
ql+g+q +q +q) l-gq+q) (l+g+qgq +g9g +q +q +2q)

2 2 2 3 6
@ +1) (@ +g+1) (g+1) (-1+q

Wlambda (q) pour [6, 2]

2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 14 16 18
9 -9 -9 +q9 -q9 -g +q +q +2q +q -2q -3g -gq
19 20 21 22 23 25 26 27 28
+q +q +q9 +q +q -q -q -29g9g +2¢q
2 2 3 4 2 4 2 3 4 5 6

q (1+g+qg +q9q +q) 1+q +2qg) 1+gq+qg +qg +qg +qg +q)

2 2 2 6
@ +1) (@ +gq+1) (g+1) (-1-+4q

Wlambda (gq) pour [6, 1, 1)

3 6 7 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19

9 -9 9 -9 -q +qg +3q +q +a3 +2q -q@ -qg -2gq
20 21 24 25 26 27 28

-2q -3q +2g +2gqg +2q +4gq -3q

3 2 3 4 2 2

-g Q+g+qg +qg +q) (@ +1) (g +g+1)
10 9 8 7 6 5 4 3 2

(3 g +2q +3q +3q +4g +4gq +3q +2q +2q +g+1)
2 5

@+l (-1+q@

Wlambda (q) pour [5, 3]

3 4 7 9 10 12 16 17 19 20 23 24
q -q -2q +q +2q ~-q -3q -2q9 +q +2q +2qg -g
25 26 27 28
+q -2q -~2q +2g9g
3 2 2 2 3 4 5 6 2

g 1-gq+qg) (g +qg+1) (l+g+q +q +q +g +g) (@ +1)

4 3 2 3 6
(2q +2qg +2q +g+1) (g+1) (-1+q

Wlambda (q) pour (5, 2, 1)

4 S 6 7 8 9 10 13 14 15 16
qQq +q -2q +q -q -2gq -2q +2q +2qg +2gq +6gqg

18 19 20 21 23 24 25 26 27
-2g -4gqg -3q -3g -3q +3g¢g +2q +4gq +4g



II-10

Annexe Il
4 2 2
-q (@ +qg+1) (g +1)
13 12 11 10 9 8 7 6 5
(6 g + 8 g + 12 q + 16 g + 2l q +21q +22q +18 g + 16 g
4 3 2
+12gq +8qg +4q + 3 qg+1)
2 5
(+1) (-1+q
Wlambda (q) pour [5, 1, 1, 1]
6 11 12 13 16 17 18 19 20 21 22
q -9 -9 -2q -q +2q +2q +2q +q +2q -9
24 25 26 27 28
- 3q -24q -2q -q +4qg
6 2 2
q (@ +1) (g +g+ 1)
12 11 10 9 8 7 6 5 4 3
{4q +3q +5q +6q +8q +6qg +7q +59 +5qg +3qg
2
+2qg +g+1)
2 4
g+1) (-1+q)
Wlambda (q) pour [4, 4]
4 5 6 8 10 11 12 14 18 20 21 22
qQ -9 -9 +q -9 +q +2q =-2q -2q +2q +q -9
24 26 27 28
+tq -9 ~-qg +gq
4 2 3 4 5 6 2 4 3 2
qg 1+gq+q +q +q +q +q) {l-g+q) (@ +qg +q + g+ 1)
2 2 2 6
(@+1) (g +g+1) (-1+taq
Wlambda (q) pour [4, 3, 1]
5 6 8 9 11 12 13 14 15 16 17 18
q +q -3q -q -q -39q +3q +4q +q +3qg +q +2gq
19 20 21 22 23 26 217 28
-3q -7q -4gq +3q -q +6gq +4qg -6gqg
5 2 2
-q (l-gq+q) (g tg+1)
12 11 10 9 8 7 6 S 4
(6 g + 14 g + 24 g +32q +38q +39qg +38q +32g¢q + 25 q



FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES

3 2
+17gq +10g +4g+1)

2 5
(@+1) (-1+q

Wlambda (q) pour [4, 2, 2]

6 7 8 9 10 11 12 14 16 13 20
q9 -g +tq ~2q +2q -3q -q +49q +g +qg -4g -gq
23 24 25 26 27 28
+q -2q +2q +gq +3gq -3gqg
6 2 3 4 5 6 2 3 4

~q (@+1) 1+q+qg +qg +qg +g +q) 1+g+qg +q +q)

2 4 2 5
(@ +gq+1) 3q +2qg +1) (-1+q)

Wlambda(q) pour (4, 2, 1, 1}

7 8 9 10 11 13 14 16 17 18
g +q +2gqg -3g +g4g -4q -Sgq -3q +3qg +2qg +5g¢q
20 21 22 23 24 25 26 217 28
+8q +4q -3q -q -2q -5q -7q -6qgqg +12g
7 2

q (g+1) (g +g+ 1)

14 13 12 11 10 9 8 7
(l2q +18q +29g +41 g +50qg +52q +5593q +47q + 40 g
5 4 3 2
+31qg +21g +12q +8q +3g+1)
4
(-1+aq)

Wlambda (q) pour (4, 1, 1, 1, 1} :

10 13 15 17 18 19 Z0 21 22 23 24
9 +9 -9 -29 -9 -9 -9 -q +t2q +q +2q9 +2

-q (@+1) (@ +gqg+ 1)

12 11 10 9 8 7 6 5 4
5qg +4q +7q +9q +9g +8q +9qg +6qg +5qg +4qg

2
+2qg +qg+ 1)

3
-1+ q

3

6



II-12 Annexe [I

Wlambda(q) pour (3, 3, 2]

7 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
qQ -3q +q -q +q +q +2q +q +q -3gqg -2g +gq
22 23 24 25 26 27 28
-q =-2q +2g ~-q +2q +3q -3gq
7 2 3 4 5 6 2
-q (+q+q +qg +gqg +qg +q) 1 +q)
6 5 4 3 2 2 5
(3gq +3q +4qg +3q +4q +2g+1) (g+1) (-1+q

Wlambda (g) pour (3. 3, 1, 1}

8 10 11 13 14 16 19 20 21 22 24
q +q -q -2q -2q -q +4q +4g +2¢g -2q -2q
26 27 28
-5q -3g +6g
8
q
2 3 4 5 6 7 8 9
(l+2g+6q +9qg +17q +21q +30qg +32q +38qg +34gq
10 11 12 13 14
+33qg +23q +19g +9%9q +6q )
2 4
@+ (-1+q

Wlambda (q) pour (3, 2, 2, 1]

9 10 11 12 13 14 15 16 17 19 20
q +2q +q -3q +g9q -5q -2q -4q +q +8q +7gqg
21 22 23 24 25 26 27 28
-q +gq +2q -49g -2q -6g ~-9q +12gqg
9
q (g@+1)
14 13 12 11 10 9 8 7

(12q +27q +51q +73q +9q +108g +115q + 106 g

6 S 4 3 2
+91gq +68q +479q +27q +14q +5qg+1)

4
-1+q

Wlambda (q) pour [3, 2, 1, 1, 1]

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
q +2q +q +3q -2q +9q -49g -2q -9qg -6g -gq

22 23 24 25 26 27 28
+5q +2q +7q +4qg +1l0q +89g -20¢g



FONCTIONS SYMETRIQUES MONOMIALES, n-13

11
-q (g +1)

13 12 11 10 9 8 7 6 s
(20g +32q +54q +64q +71q +76q +73q +57q +45q

4 3 2
+29q +19q +9qg +4qg+ 1)

3
-1+aq

Wlambda(q) pour [3, 1, 1, 1, 1, 1]

15 17 19 22 23 24 25 26 27 28
qQ +9 +9 -2q -9 ~-2qg -9 -29q -qg +6gqg
15
qa (@+1)
10 9 8 7 6 5 4 3 2

(6gq +5q +9qg +7q +9gq +6g +6q +3qg +3qg +qg+1)

2
(-1+4q)

Wlambda (gq) pour {2, 2, 2, 2]

12 13 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
9 -9 -9 +9q -q +q -q +2qg -gqg +3 -gq +9 -gqg

12 2 3 q 5 6 2 q 3 2
q (l+gq+qg +q +q +qg +q) (@ +q+1) (@ +q +qg +q+1)

4
-1+aq

Wlambda (q) pour [2, 2, 2, 1, 1}

13 14 15 16 18 19 20 21 22 23 24
q +q +2g -gq -3q -2q -6g +3q -g +2g +g

25 26 27 28
+ 4 q +3q + 6 g - 10 q

13
-q

8 10 2 3 5 4 6 7
(1 +4q+59qg +39¢q + 11 q +21q +47q +34g +58qg + 61l g

9 12 11
+ 51 q + 10 g + 24 q )

3
-1+



11-14 Annexe Il

Wlambda (g) pour 2, 2, 1, 1, 1, 1}

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
q +q +2q + 2 g + 3 q -3q -2q -3qg - 3q -4 qg
26 27 28
~-4qg -5q +15qg
16
q
10 9 8 7 6 5 4 3 2

(15q +259q +31q +33q +32q +28g +22q +13q +7¢qg
+3qg+1)

2
-1+4q

Wlambda (q) pour [2, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
21 22 23 24 25 26 27 28
qQ +9q +q +g +qg +q +q -1714q
21 6 5 [ 3 2
- q (-1+qg) (7Tq +6g +5q +4q +3qg +2qg+1)

Wlambda (q) pour [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]




Annexe 111

POLYNOMES q-ENUMERATEURS
D'UNE ESPECE

n(n-1)/2 .
IFin]l, = % ?; c, (A, ) tx] q', pour 0<n<9.
1= n

Session Maple, ordinateur Macintosh Plus

>
read (scriptgcompt) ; #(voir annexe [V)

Les partages de 0 & 9 sont entrés
O.K.
>

kkk:='kkk':

print () ;print () ;
for kkk from 0 to 9 do

lprint (*
lprint () ;
lprint (*Le g-comptage de F[n) pour n =", kkk, :"):
lprint ();
print (le_q_comptage (kkk)};

od;

lprint (* ——



-2

Le g-comptage de F[n] pour n = 0 :
t0
Le g-comptage de F[n] pour n = 1
tl
Le g-comptage de F[n] pour n = 2
£2 + (- t2 + tll) q
Le g-comptage de F[n]) pour n = 3 :
2 3
£t3 + (- t3 +t21) g+ (- t3 +t2l) q + (£3 - 2 t21 + tlll) g
Le g-comptage de F{n] pour n = 4
2 3
t4 + (- td 4+ t31) g+ (- td + t22) q + (- t22 + t21l1l) gq

+ (t4 - 2 t31 + t211) g + (t4 - €31 - £22 + t211) g

+ (- t4 4+ 2 £31 + t22 - 3 t211 + tllll) q

t5

g-comptage de F[n] pour n =

+ (- t5+¢t4l) g+ (- t5 + £32) q + (- tdl + £311) g + (- £32 + t221) g

2

5

+ (= 2 t4l + t311 + 2 £5 - 2 t32 + t221) q

+ (- t311 + €2111 + t32 - t221) @ + (- t311 + t2111 - t221 + t4l) g

+ (- t221 + £32 - 2 t311 + t2111 - t5 + 2 t4l) q

+ (2 t32 - t311 + t2111 - t5 - 2 t221 + t4l) q

+ (-2 t4l + 3 t311 + £S5 - 2 t32 + 3 t221 - 4 t2111 + t11l1l1ll) g

6

9

8

3

10

Le g-comptage de F[n] pour n =

2

3

t6 + (- t6 + t51) q + (- t6 + td42) q@ + (£33 + t4ll - t51 - t42) q

4
+ (321 - t33 - t51 + t42) @ + (2 t321 - t33 + t6 - 2 t42) gq

+ (£33 + t6 — t51 + £222 - 2 t321 - t42 + t3l11) g

6

5

7

Annexe III
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POLYNOMES q-ENUMERATEURS D'UNE ESPECE

(- £33 + t321 - t222 + t2211 - t4ll + t6) g

7

8

(2 t51 - 2 t41l + 2 t42 + £2211 - 3 t321 - t6 + t311ll) g

(2 £33 + t51 + t42 - t6 + 2 t2211 - t222 - 4 t321) g

(t21111 - t6 - 2 t2211 + 2 t51 - t41l + t222) g

(3 £321 + t411 + t21111 - t222 + t42 - 2 t3111 - t2211

10

9

12

(t222 - t42 + £33 - t3111 + t21111 - t51 - 2 t2211 + 2 t411) g

(- 2 £3111 + t21111 + t6 — 2 t2211 - £33 + 4 t321 - 2 t51 + 2 t4ll - t42)

q

(- 3111 - £33 + 4 t32]1 - 3 t2211 + t222 + t21111 - t51 + t41ll + t6

- 2 t42)

q

13

14

- £51 - t33) q

11

{2 £51 + 4 £3111 - 3 ©4ll + 6 t2211 - 6 t321 - t6 + 2 td42 - t222 + t33

- 5 £21111 + £111111)

q

15

t7

g-comptage de F[n} pour n =

2 3
+ (- t7 +t6l) g+ (£52 - T} g + (- £52 — t6l + t43 + ©511) q

4 5
+ (6421 - t61) q + (td421 - t61 + t331 + t7 - 2 td3) g

+

(t61 + td411ll - t511 + t322 - t421 - t52) ¢

7
(- t52 - t6l + 2 t7 + t3211 - t43) g

6

8

(- t421 - 2 t331 + €43 - £511 + 2 t3211 + t6l) g

(= t7 - 3 t421 + t2221 - 2 t511 - 2 t322 + t41ll + 2 t52 + t43 + 2 t6l

+ t3211)

(£2221 - £322 + 2 t52 - £421 - t4111 + t31111 - t£3211 + t6l - t7) g
(- 2 £331 + t22111 + 2 t43 + t511 - t421 + t3211 - t41l1ll - t7 - t2221
+ t6l)

q

9
q

11

10
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111-4 Annexe 111

12
+ (43 - t7 + t421 + t22111 + t511 + t31111 - t4111 - 4 t3211 + t331) g

+ (2 t22111 - t4111 + 3 421 + t331 + t322 + t511 - 3 t321L - t43 - 2 t2221
- t6l)

13
q

+ (2 t22111 + 3 €511 - 2 t41l1l + 6 t421 - 7 t3211 - 3 t52 -~ 3 t43 + 3 t331
- 3 t6l + t31111 + 3 t322 + 2 t7 - 2 t2221)

14
q

+ (- 2 £22111 + t4111 - t421 + £3211 - t322 + t211111 - t31.111 + €331 + t52
- t6l + t2221)

15
q

+ (- t61 + td421 - 2 £52 + £322 + t7 - 2 t22111 + 2 t3211 + t211111 - t31111
- t331 + t511)

16
q
+ (- t331 - 2 t511 + 4 t3211 - t421 + 2 t4111 + t61l - 2 t31111 + t211111
- 2 t22111)
17
q

+ (331 - 2 t421 + t52 + 2 =4111 - 3 t£22111 + 2 t3211 - t31111 + t211111
+ 2 2221 - t43 + t61 - 322 - 2 t511)

18
q

+ (- 2 £511 + 7 t3211 + 2 t4111 - 3 t331 - t7 + t2221 + t52 + t211111
+ 2 t43 - 2 £31111 + 2 t61 - £322 - 3 t22111 - 4 t421)

19
q

+ (t4111 + 6 t3211 + 2 t52 + t211111 + 3 t2221 - t7 + t61 - 3 t322 - t511
- 4 t421 + 2 t43 - t31111 - 2 t331 - 4 t22111)

20
q

+ (- 2 €6l - 4 £2221 + 3 £322 + 3 t511 - 2 t52 - 4 t4111 + 3 t331 + 6 t421
+ t7 - 12 t3211 + 10 t22111 + 5 t31111 - 2 t43 - 6 t211111 + t1111111)

21
q

Le g—comptage de F{n] pour n = 8
2 3
t8 + (- t8 + t71) g+ (- t8 + t62) q + (t53 - t62 + t6ll - t71) q

4 5
+ (- t53 - £71 + t521 + t44) g + (td431 - t71 + £8 - t62 + t521 - t44) g

6
+ (£5111 + t422 - 2 t521 + t431 - t6ll - td44 + té2) g

7
+ (- t611 + t521 - 2 t53 + t332 - t422 + t71 + t4211 + t8 - t62) g



POLYNOMES q-ENUMERATEURS D'UNE ESPECE I11-5

8
+ (£4211 - £521 - 3 t431 - t62 + t422 + t8 + t3311 + t44) g

9
+ (£71 + t62 — t611 - 2 t422 + 2 t4211 - t431 - 2 t521 + t3221 + t53) q
+ (- 2 t521 - t611l - 3 t332 + 2 t53 - t44 + 2 t71 + t411lll + t62 - t8

+ t3311 + 2 t422 - 3 td4211 + 2 t3221)
10
q
+ (£32111 + t71 - t8 - 3 1:422 + t44 + t3221 - t5111 + 2 t62 - t431 - t3311
+ t4211)
11
q

+ (- 3 t431 - t5111 + t61l - 2 t8 + 1:332 + 2 t32111 + t62 + t71 + 2 t44
- 3 t3221 + t2222 + t53 - t422)

12
q

+ (t32111 + 3 t611 + t22211 + 3 t431 + 2 €521 - t332 - 4 t4211 - 2 t3311
+ t3221 + t41111 - t2222 - 2 t5111 - 2 t71)

13
q

+ (- 2 £62 + 3 t32111 ~ S t4211 + t22211 + €332 + 2 t521 + 4 t431 - 2 t3311
+ 4 t422 - 2 t44 - 5 t3221 + t6ll)

14
q

+ (£311111 - t41111 + 332 + 2 t22211 + t431 - 2 t71 - t2222 + t6ll
+ 2 £521 - 2 t3221 -~ 2 t32111)

15
q

+ (£32111 + t221111 + 2 €8 - 3 £53 + 2 t611 + £2222 - t3311 - 3 t4211
- t£22211 + t422 - 3 t71 + 2 £332 - 4 £3221 + 3 t431 - tS111 - 3 t62
+ 6 t521)

16
q

+ (t8 + 2 t5111 - t£2222 - 4 t32111 - t611 - 2 t41111 - 2 t53 + 3 t4211
+ t431 - £71 + £221111 + £311111 + t3221 + t332)

17
q

+ (2 t5111 + t8 - 3 t22211 + t2222 - t6ll + t332 - t62 + 2 t4211 + t422
- 2 t44 - 2 t32111 + 2 t221111 - 2 t521 + 2 t431 - t4111l)

18
q

+ (-~ 2 t61l1 + 2 t5111 + t62 + t71 - 4 t521 + t53 + 4 £3311 - 3 t332
+ £311111 - t41111 - 3 t431 + 2 t221111 - 9 32111 - 2 t22211 + 5 t4211
- t2222 + 8 t3221)

19
q



I11-6 Annexe I

+ (- 2 t611 + 4 t3311 + £62 + 2 t53 - 4 422 - 3 t521 - t4l1ll - 6 t22211
+ 5111 - t8 + 2 £2222 - 7 t431 + 2 t71 + 3 t221111 - 6 t32111 + 8 t4211
- 2 t332 + 2 t44 + 7 £3221)

20
q

(2 £3311 + t62 + 2 t5111 - 3 t61ll - t2222 + 3 t22211 + 3 t71 - 3 t521

+

- 3 t221111 + ©2111111 - t8 + 4 t4211 - t£3221 + t33Z - 32111 - t411l1
+ t44 - 4 t431)

21
q

(— £332 - t22211 - 2 t3311 + t2222 - 3 t4211 - t5111 + 2 t41111 + t62

+

- t422 + t2111111 - t44 - 2 t221111 + £3221 + 5 t32111 + 3 t431
- 2 t311111)

22
q

(t62 - t£2222 + t71 - t431 - 2 332 + 2 t32111 + 2 t22211 + 2 t3221

+

+ t2111111 + 2 €53 + t422 - 3 t221111 - t8 + t41111 - 3 t521 - t4211
- t311111)

23
q

+ (- t71 - 2 t3311 + 2 £332 + t2222 + t22211 - 3 t5111 + 3 t521 - 2 t422
- t53 - 4 £3221 + 2 t611 + 7 t32111 + 2 t41111 + t44 - 2 t311111
- 3 221111 - 2 t4211 + t2111111)

24
q

+ (4 t22211 - t71 + 2 t611 + 2 t5S21 + €53 - t332 -~ 4 t221111 + 2 t422
- £311111 - 2 t5111 - t62 + 4 t32111 - 2 t3221 - t2222 + 2 t41111
- 5 t4211 + t2111111)

25
q

+ (- 5 t3311 - 4 t221111 + 4 t521 + 2 t611 + 6 t431 + t8 - 2 t51l11
+ 2 t41111 + 2 £332 - 7 t4211 + 3 t22211 - 2 t71 - 2 t311111 - 6 t3221
+ 10 32111 + t422 - t44 - t62 - 2 tS3 + t2111111)

26
q

+ (3 t332 + 8 t32111 - t311111 + 4 t521 - t2222 + 6 t22211 - 3 t3311
+ t41111 + t611 + 3 t422 - 6 t4211 - t71 - 2 t53 + 4 t431 - S5 t221111
- 2 t62 + t8 - t5111 - 9 t3221 + tZ111111 - td44)

27
q

+ (- 3 t6ll - 6 t431 - 20 t32111 + 12 t4211 + t2222 - 3 t332 + 6 t3311
- 10 t22211 - t8 + 6 t311111 - 5 t41111 + 12 t3221 + 2 t62 + 2 t71
+ 4 t5111 - 6 t521 + 15 t221111 + t44 + 2 t53 - 3 t422 - 7 t2111111
+ £11111111)

28
q




POLYNOMES q-ENUMERATEURS D'UNE ESPECE

Le g-comptage de F[n] pour n = 9

2 3
t9 + (8l - t9) g+ (- t% + t72) g + (- t72 + t63 + t711 - t8l) g

+

+

4 5
(- £t63 + £621 - t8l + t54) g + (621 - t72 - £63 — £81 + t531 + t9) g

5
(2 t63 - 2 t54 + t611l + t441 + £522 - t711 - 2 t621) q

7
(t72 + £t9 - 2 t63 + t5211 - t54 - t711 + t432 + t531 - ©522) g
(— £63 - £711 + t4311 - t72 + t5211 + t432 + t54 - t44]1 + 2 t81 - 2 t531)

8
q

9

(— 2 £432 + t63 + t4221 - 2 t621 + t9 + t4311 + £5211 + t333 - 2 t531) ¢
(4221 + t81 + t51111 + t54 - 2 t441 - t6111 + t3321 - 333 + t4311

- 2 t5211)

10
q

(2 £3321 + t42111 + t63 - t432 + 2 t8l - t9 - t333 - t711 - t522 + 2 t72
- t4311 - 2 t621)

11
q

(£3222 + t42111 + t54 - 2 £9 - 3 t432 - t6111 + t441 + 3 £63 + £81 + t333
+ t72 + £711 - 3 €531 - t4311 - t3321 + t33111 - t€21)

12
q

(£32211 + 2 t42111 + t54 - t9 - 2 t4221 - 2 t4311 + t711 + £531 - té6lll
+ 2 £621 + £3321 - t333 + t72 - t522 - 2 t5211)

13
q

(- 2 £63 + 2 t£32211 - 2 t611ll + 2 t432 + 4 t531 + t51111 + t42111 - t4221
+ 4 £621 - 3 t4311 - 2 €81 - 3 £3321 - 5 t5211 + t33111 + 3 t711)

14
q

(- t9 — t81 + 4 t32211 - t3222 + t€3 - t531 - t432 - 5 t£3321 + t4l11111
- 3 t42111 + 2 t711 + t621 - t44l1 + 2 t54 + t522 + 2 t333 - t51111
+ 2 t4311 - t72)

15
q

(t9 - t£32211 - t63 + £22221 + 4 t441 + 4 432 - 3 t54 + t611l1 - 4 t4221
+ 5 t531 + t711 + t321111 - 2 t5211 + 2 621 - 2 t72 + 2 t522 - t333
- 2 t81 - t51111 - 7 t4311 + 2 t4z2111 - 3222 + t33111)

16
q

(t9 + t6111 - £72 + 2 t531 - £32211 - t63 + 2 t441 -~ 2 t54 + 2 t621
- t51111 + 2 t321111 + 2 t3321 - 2 t81 - t4311 + 2 t522 - 2 t3222
4+ 3 t432 - 4 t4221 - t333 - 2 t33111 + t22221)

17
q

-7
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(- 2 £54 + 2 £t621 + t61l11 - 2 t72 + 2 t432 + 2 t9 + 3 t4311 - 8 t3321
+ t222111 - £51111 - 2 t81 + t41111ll + 2 €531 - t22221 + 2 £5211 + t3222
- 6 £t42111 - 2 t£63 + 3 t333 + t32211 + t321111 + 2 t4221)

18
q

(- 2 £711 + t222111 ~ £333 - t72 + 2 t6111 - 3 t42111 - t441 + t522
+ 3 5211 - t51111 + 5 t4311 - 4 t33111 + 5 t3321 + 3 t321111 - 2 t531
- 5 £32211 + t432 - t63 - t3222 + t9)

19
q

(- 2 t711 - 2 621 + 6 t3321 - 4 t4211l + 5 t4221 - 2 t522 + 5 t5211
+ 2 t222111 + 3 t4311 - 2 t33111 - t22221 + 2 t6111 - t333 - t441 - t63
+ 2 £3222 + 3 t321111 - 10 t32211 - 2 t432 + t9 - t51111 + t54 - t531)

t3321 - 4 t711 + t63 - 7 t621 + 3 t6111 - 3 £531 - t441 - 2 t522
t333 + 7 £5211 - t51111 - 3 t432 - t9 + 4 t4311 - 5 t42111 + 7 t4221

2
2
- 2 t32211 + 2 t3222 + t33111 - 3 t321111 + 3 t81 - 3 t22221 + t3111111
3 t222111 + 3 t72)

1

(5 t4311 - t42111 + 3 t4221 + 3 t5211 -~ 4 ©621 + 2 t£321111 - 3 t33111
- 8 £32211 - 4 t531 + 9 t3321 - 2 t333 + £2211111 + 2 t63 - t411111
- t222111 - 2 t432 + t22221 + 2 t81 - 2 t441 + t51111 - t711)

22
q

(- 2 t411111 + 6 t3321 - t711 + 2 t63 ~ 2 £621 - t6111 + t54 - 3 tS531
- t441 - 522 - 2 t333 + 2 £51111 - 2 t432 - t9 + t4311 + 4 t42111

+ t4221 - 2 t32211 + t3222 - 4 t321111 + 2 t81 - t22221 + t3111111

+ £2211111 + t72)

23
q

(3 t81 + 4 t4311 - 2 t9 -+ t33111 - 5 t531 + 4 t5211 - 3 t522 + 2 t32211
- t42111 - 3 t321111 + 4 t4221 - 3 t621 + 2 t£3222 - 2 t3321 + t63

+ 2 t2211111 - S5 t432 + 3 t54 - 3 t222111 - 2 t711 + 3 t72 - 2 t441

+ 2 t333)

24
q

(- t9 - t333 + 2 £621 - 3 t4311 + 3 t33111 + t63 - 3 t6lll - t432
- 6 t5211 - 2 t4221 + 7 32211 + 2 t2211111 + t3111111 - 8 t321111
- 3 £222111 - 2 t411111 + 8 t42111 - t441 + 2 t54 + 3 t51111 + 2 t711)

25
q

(2 £621 + 3 £33111 + £522 - t81 - t333 + 8 £42111 - 5 t£4221 + 10 t32211
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+ 2 t432 - 2 t3222 - 6 t321111 + 3 t2211111 + 4 t531 + 3 t22221
- 7 t5211 ~ 7 t222111 - 6 t4311 + t441 - 2 t©3321 + 2 t711 - t54
- t411111 - 2 t6111 + 2 t51111)

26
q

t411111 - 16 t3321 + 3 t711 - 3 t63 + 6 t621 - 3 t6lll

2 t54

+
n

+ 6 t531 + 3 t441 + 3 ©522 + 3 t333 - 9 5211 + 2 51111 + 6 t432 + t9

10 £4311 + 10 t42111 - 9 t4221 + 23 t32211 - 3 t3222 + 8 t33111
13 ©321111 - 2 £81 + 2 t22221 + t3111111 - 7 222111 + 3 t2211111

2 t72)

27
q

+ (- t333 -~ t522 - t432 - t4221 - 2 t81 ~ 4 t32211 + t63 + t3222
+ 3 £321111 - t3111111 + 2 t222111 + 2 t711 + t21111111 - t5211 + 3 td441
- 6 t4311 + t33111 + 3 t£42111 + 3 t3321 - t54 + t72 - 3 t2211111 - t6111
+ 2 t531)

28
q

+ (3321 + 3 t711 + 4 t621 - 2 t6l1ll - t54 + t531 + td44l + 3 t522 - t333
- 5 t5211 + t51111 + 3 t432 + t9 - 2 t4311 + 3 t42111 - 5 t4221 + t32211
- 2 t3222 - t33111 + 3 t321111 - 2 t81 + t22221 - 3111111 + t222111
- 3 t2211111 + t21111111 - 3 t72)

29
q

+ (2 t621 + 2 t54 + 2 t32211 - 2 £51111 - t522 - 2 t3111111 + t222111

6 £3321 - 3 t441 + 2 t333 + 3 t411111 + t21111111 - 2 t63 + 2 t4221

6 £4311 - 3 t2211111 + 6 t321111 - t711 - 8 t42111 - 2 t3311l1 + te6lll
+ 2 t5211)

30
q

+ (t411111 - t3321 - t6€3 -+ t62]1 + t£6.11 - 2 t54 + 3 t531 + 2 t441 + t522

+

- t5211 - 51111 + 2 td432 + % - 3 t4311 - t42111 - t£4221 - 2 t32211
+ 4 t321111 - t81 -~ t22221 - t311.111 + 4 t222111 - 4 t2211111
+ t21111111 - t72)

31
q

2 t£411111 + € ©3321 - 2 t711 + t63 - 3 t621 + 3 t6lll - t54 - 2 t531

+

+ t441 + t522 - t333 + 5 vS21l1 - 3 t51111 + 2 t£4311 - 5 t42111
9 t£32211 - t3222 - 4 t33111 + 10 £321111 + t81 + t22221 - 2 t3111111

+

3 t222111 - 4 t2211111 + t21111:i11)

32
q

+ (2 t411111 - 2 t£3321 - 2 t711 - €63 - 2 t621 + 2 t6lll - t441 - 2 t522
+ £333 + 5 t5211 - 2 tH51111 + 3 t4311 - 8 t42111 + 5 t4221 - 6 £32211



III-10 Annexe I11

+ 2 £3222 - £33111 + 6 t321111 + €81 - 3 t22221 - £3111111 + 7 t222111
- 5 t2211111 + t21111111 + t72)

33
q

+ (2 t411111 + 9 ©3321 - 2 t711 + 2 t63 - 4 t621 + 2 t6l1ll + 2 tS4 - 6 t531
- 3 td441 ~ t522 - t333 + 7 t5211 - 2 t51111 - 4 €432 - 9 + 10 t4311
- 10 t42111 + 6 t4221 - 15 t32211 + t3222 - 7 t33111 + 13 t321111
+ 2 t8l ~ t£22221 - 2 t3111111 + 6 t222111 - 5 t2211111 + t21111111 + t72)

34
q

+ (£411111 + 9 t3321 - t711 + 2 t63 - 4 t621 + t6lll + 2 t54 ~ 4 t531
- 2 t441 - 3 t522 - t333 + 6 t5211

t51111 - 6 t432 - t9 + 6 t4311
- 8 t42111 + 9 t4221 - 18 t32211 + 4 t3222 - 4 t33111 + 10 t321111 + t81
- 4 t22221 - t3111111 + 10 t222111 6 £2211111 + t21111111 + 2 t72)

35
q

+ (- 6 t4l11111l - 12 t3321 + 3 t711 - 2 t63 + 6 t621 - 4 t6l1ll - 2 t54

+ 6 £531 + 3 t441 + 3 t522 + t333 -~ 12 t5211 + 5 t51111 + 6 t432 + t9
12 t4311 + 20 t42111 - 12 t4221 + 30 t32211 - 4 t3222 + 10 t33111

30 321111 - 2 t81 + 5 t22221 + 7 t3111111 - 20 t222111 + 21 t2211111
8 t2111111]1 + tl111111111 - 2 t72)

36
q

[




Annexe IV

SCRIPTS DU q-COMPTAGE

Le fichier Plambda

#pour Maple version 4.3, ordinateur Mipsmath.UQAM.ca (RISC/os (UMIPS) 4.0)

calcule les Plambda := proc(n)
local i, num, lambda, lambdai, resultat:
option remember:
partages de[0] := [[]]:
if n > 0 then partages_de(n] := partition(n): fi:
num: =expand (product ( (1-g*i) ,i=1l..n)):
for lambda in partages_de[n] do
resultat :=num:
for lambdai in lambda do
resultat :=normal (resultat/ (1-¢*lambdai)):
od:
P[lambda] := expand(resultat):
lprint ("Plambda (q) pour',lambda, :'};
lprint () ;
print (taylor(P[lambdal, q, (n* (n-1)/2)+1));
od:
lprint (¢ -— Y)Y

end:
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Le fichier scriptgcompt

#pour Maple version 4.2, ordinateur Macintosh Plus (MacOS 6.0)

partages _de[0] :=[[]]:

partages_de(l]:={[1]]:

partages_de{2):=[[2],[1,1]]):

partages de([3]:=[{3],[2,1],(1,1,1}]:

partages de(4]:=((4], (3,1}, [2,2},12,1,1],([1,1,1,1])]:

partages_de(5]):=[[S], (4,1),[3,2]),(3,1,1],(2,2,1},(2,1,2,1),{1,1,1,1,1]]:

partages de(6]:=[[6},([5,1),[4,2]),(4,21,1],(3,3),1(3,2,1),(3,1,1,1],
[2,2,2},(2.2,1,1),(2,1,1,1,1},(2,1,1,1,1,1})]:

partages _de(7]):=([7],[6,1],(5,2],(5,1,1],(4,3],(4,2,1],(4,1,1,1},
{3,3,1),13,2,2),1(3,2,1,1),(3,1,1,1,1],(2,2,2,1],([2,2,1,1,1],
(2,1,1,1,1,1],(%,1,1,%4,1,1,11):

partages_de(8):=((8},(7,1],(6,2],(6,1,1},(5,3],[5.2,1],(5,1,1.,1],
{4,4),(4,3.1],(4,2,2}.(4,2,1,1},(4,1,1,1,1]1,1(3,3,2],
{3,3,1,1},1[3,2,2,1),(3,2,1,1,1),(3,1,1,1,1,1},(2,2,2,2},
{2,2,2,1,1),[2,2,1,1,4,1),(2,%,2,1,1,1,1],(1,1,1,1,1,1,1,1) ) :

partages de{9]:={[9], [8,1],(7,2],(7,1,1},(6,3),([6,2,1},(6,1,1,1},
Is,4],105,3.1],(5,2,2]).[5,2,1,1},(5,1,1,1,1], (4,4.1],
[4,3,2],(4.3,1,1],1[4,2,2,1),1(4,2,1,1,1), (4,1,1,1,1,1],
[3,3,3),1(3.3,2,1},(3,3,1,1,13, (3,2,2,2], (3,2,2,1,1],
(3,2,1,3,1,1),1(3,1,1,1,1,1,1), (2,2,2,2,1}, {2,2,2,1,1,1],
[2,2,1,1,1,1,1j,12,1,1,1,1,1,1,1),(3,1,1,3,1,1,1,1,1] }:

lprint ('Les partages de 0 & 9 sont entrés');

les parts de:= proc (xxx):
convert (xxx, set) :
end:

ti=proc(xxx) local i:
xxx[i] $ i=l..nops (xxx):
cat(t,"):

end:

lambda_moins:=proc(xxx,ppp) local i, j, k, aux:
aux:={0 $ i=1l.. (nops (xxx)-1)]:
Jr=1:j:e=l:
while xxx[i]<>ppp do auxfi]:=xxx[i]: i:=i+l: od:
for j from i to (nops(xxx)-1) do aux{j]:=xxx[j+1l]: od:
{aux(k} $§ k=1.. (nops (xxx)-1)]:
end:



SCRIPTS DU q-COMPTAGE Iv-3

calcule les Wlambda:=proc (nmai)
local i, n, lambda, p, resultat:
option remember:
wl(]]:=1:
for n from 1 to rmax do
resultat:=0:
for lambda in partages cle[n] do
resultat:=0:
for p in les_parts_de (lambda) do
resultat:=
resultat + (g"(n-p))*product ({1-q*('i'}),'i'=n-p+l..n-1)*w[lambda moins(lambda,p)]:
w([lambda} :=expand(resultat):
od:
od:
od:
lprint ("O.K. );

end:

le q comptage:=proc(n) local lambda, resultat:
if n=0 then print. ("t0') else
resultat:=0:
for lambda in partages_de(n] do resultat:=resultat+w[lambda]*t (lambda) od:
print (taylor (resultat,q, (n*(n-1)/2)+1)):
fi:

end:

calcule les Wlambda (9);






