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ESTAMPILLAGE BORNE ET AUTOMATES ASYNCHRONES

Robert CORI
LaBRI, Université Bordeaux I
Unité associée au CNRS
351, Cours de la Libération
33405 TALENCE Cedex - FRANCE -

---000---

Dans un systéme distribué des messages circulent entre les
processeurs ; afin de pouvoir ordonner ces messages suivant leur
moment d'émission, une estampille est généralement utilisée (voir
par exemple [5]). Cette estampille, attribuée de facon centralisée et
une fois pour toute 4 un message, consiste souvent en la valeur d'un
compteur qui est incrémenté aprés chaque attribution. Ce procédé
conduit a une infinité d'estampillages possibles. Récemment A.
Israeli et Ming Li [4] se sont intéressés & un probléme voisin, il s'agit
de numérotation de processus. Ils ont montré que si l'on suppose le
nombre de processus vivants a un instant donné borné par un entier
k alors le nombre d'estampilles permettant de les ordonner deux a
deux pouvait lui aussi étre borné par un nombre voisin de 2k ns
utilisent une construction faisant intervenir des graphes de tournoi
[6] et un résultat de P. Erdés (3].

Un probléme de boites aux lettres et de messages a été
considéré [1] dans le cadre d'une propriété d'une famille d'automates
appelés automates asynchrones et introduite par W. Zielonka [7].
Dans ce qui suit nous montrons comment le résultat de A. Israeli et
Ming Li peut étre utilisé pour trouver une autre solution au probléme
posé en [1], cette nouvelle solution bien que plus simple a exposer
est moins efficace en taille des messages que celle donnée en [1].
Ainsi aprés avoir présenté les résultats sur les numérotation de
processus, nous montrons comment ceux-ci peuvent permettre de
résoudre le probléme des boites aux lettres. L'expression de ce



dernier probléme en terme de recherche d'automate asynchrones [7]
particulier est enfin donnée.

Notons que les techniques présentées ici ne permettent pas de
résoudre plus simplement les questions beaucoup plus générales
examinées et résolues dans [2].

1 - ESTAMPILLAGE DE PROCESSUS DANS UN SYSTEME CENTRALISE

Dans ce premier paragraphe nous rappelons et précisons des
résultats, dus a A. Israeli et Ming Li [5]. ‘

Il s'agit de résoudre le probléme suivant : dans un systéme, des
processus naissent et meurent (ou bien plutét se terminent). On
suppose que deux processus ne naissent jamais au méme instant et
que le nombre de processus vivants a un instant donné est inférieur
ou égal 4 une constante p. Lors de la naissance d'un processus un
numeéro lui est affecté, il conservera ce numéro durant toute sa durée
de vie, on dit qu'il est estampillé ; et le numéro est appelé
estampille. Dans toute la suite, l'estampille sert uniquement a
déterminer l'ordre de naissance des processus. Plus précisément
€tant données deux estampilles on veut pouvoir déterminer laquelle
a été attribuée avant l'autre. Une fagon simple de résoudre cette
question est soit de disposer d'une horloge ou d'un compteur ; avec
une horloge centralisée on peut estampiller les processus par 'heure
de leur naissance, avec un compteur on leur affecte la valeur de ce
compteur laquelle est incrémentée une unité immédiatement aprés
chaque nouvel estampillage. Dans ces deux cas la solution utilise un
ensemble infini de possibilités, A. Israeli et Ming Li ont proposé une
méthode permettant d'affecter un nombre fini d'estampilles
possibles, on réutilise ainsi les estampilles des processus qui sont
morts. Une solution est trouvée sans difficulté lorsque p=2. On
choisit alors les étiquettes dans l'ensemble {0,1,2), lorsqu'un
processus P nait, ou bien il est le seul processus vivant et on lui
attribue l'étiquette O, ou bien il y a déja un autre processus Q vivant
et on attribue a (P) I'étiquette de (Q) augmentée de 1 modulo (3).



On obtient alors un automate (déssiné sur la figure 1) ou chaque
état correspond aux processus vivants avec leurs étiquettes, les arcs
en trait plein indiquent la naissance d'un processus et ceux en trait
pointillé leur disparition. L'état noté @ est l'état initial ou aucun
processus n'est vivant.

La solution pour un nombre de processus quelconque p-1 est
bien plus complexe, afin de l'exposer quelques notions de théorie
des graphes sont nécessaires :

Figure 1

Un graphe orienté G est composé d'un ensemble S de sommets et
d'un ensemble E € S x S d'arcs si (x,y) € E on dit que y est un
successeur de x ; et on note y € I'5(x) les graphes considérés par la

suite sont antisymétriques et sans boucle c'est-a-dire :

Vx, x,x) ¢ E; (xy) e E> (y.x) ¢ E.



Pour tout sommet s on note T G(s) l'ensemble de ses
successeurs, les successeurs I‘G(T) d'un ensemble T inclus dans S est
constitué des sommets s, successeur de tous les sommets de T.

rg(r) =( tg rG (t) )

Une clique orientée ou sous ensemble transitif de G est une suite
$1+S5....8, de S tel que pour tout i,j tels que 1< i< j< k on ait sjeI‘G(sx).

DEFINITION 1.1 - Un graphe orienté G = (X,E) est un graphe

d'estampillage d'ordre p si toute clique orientée ayant un nombre
de sommets inférieurs & p admet au moins un successeur.

Exemple 1.1 - Le graphe suivant est le plus petit systéme
d'estampillage d'ordre 2.

3

Exemple 1.2 - Le graphe dont l'ensemble des sommets est
{0,1,2,...6} et la fonction successeur est donnée par I'(0) = {1,3,6},
r(u={(2,3,5), r(2)={0,5.6}, r(3)=(2,46}, I(4)=(0,1,2}, I'(5)=(0,3,4},
r'(6) = {1,4,5), constitue un systéme d'estampillage d'ordre 3. On
peut remarquer que l'existence d'un successeur pour toute clique
orientée d'ordre 2 revient a dire I'(i) N I'(j) #» @ Vi,j, et de fait les
I'(i) représentent les droites du plan de Fano, dont l'intersection est
toujours égale & un point. De ce fait sur cet exemple tout ensemble a
deux éléments constitue une clique et donc tout ensemble a deux
- éléments posséde un successeur.
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Un graphe d'estampillage G d'ordre p permet de résoudre le
probléme de numérotation des processus décrit plus haut en
donnant aux processus des estampilles correspondant aux sommets
du graphe ; la comparaison de lI'ordre des naissances se fait a l'aide
de l'arc joignant les sommets correspondants dans le graphe (x est
plus récent que y si xeI'5(y)) et I'estampillage d'un nouveau processus
est fait 4 l'aide d'un successeur de I'ensemble des estampilles des
processus vivants. On peut remarquer que cet ensemble est toujours
transitif et, puisque le nombre de processus vivants est inférieur ou
égal a p, la propriété du graphe d'estampillage permet alors
d'assurer l'existence du successeur.

DEFINITION 1.2 - Soit deux graphes G = (S,E) et H = (T,F) le
produit lexicographique G®H des deux graphes a pour ensemble de
sommets S x T et pour ensemble d'arcs

G®H = {(s,t), (s'.t) | (s,s') € E ou (s=s' et (t,t') € F)}.

PROPOSITION 1.1 - Si G et H sont des graphes d'estampillage
d'ordre p et q alors G®H est un graphe d'estampillage d'ordre p+q-1.

Preuve - Soit F {ul.uz,...,um} un sous ensemble transitif ou m€p+q-1. w

Chaque u,; se met sous la forme u;=(s;t). Si le nombre des s,

distincts est inférieur a p alors le fait que G est un systéme

d'estampillage d'ordre p permet de trouver s successeur de tous les
s, et en choisissant un teT quelconque le sommet (s,t) de G®H est

alors successeur des u,,...,u . Si le nombre des s, distincts est
supérieur ou égal a p alors pour chaque s, le nombre de t tel que
(s;.t) soit dans la suite est inférieur &4 q c'est le cas en particulier
pour s_ . Soit U l'ensemble des t tels que (s, .,t) € T, U est un



ensemble transitif de H ayant moins de q élément il admet donc un
successeur t* et (s ,t*) est successeur de tous les u,,...,u

m
COROLLAIRE 1.2 - Il existe un graphe d'estampillage d'ordre 2j+1

ayant 7J sommets et un graphe d'estampillage d'ordre 2j ayant 3.7°!
sommets.

Ces graphes sont obtenus en effectuant des produits
lexicographiques successifs des graphes , on peut noter que le
nombre de sommets est une fonction exponentielle de l'ordre mais
de fait on ne peut pas faire beaucoup mieux en raison de la
proposition suivante.

PROPOSITION 1.2 - Si G=(S,E) est un graphe d'estampillage
d'ordre p, s un sommet de G le graphe G, ayant pour ensemble de

sommets I'(s) et pour ensemble d'arcs E N TI'(s) x I'(s) est un graphe
d'estampillage d'ordre p-1.

Preuve - Si 81:8g::-:8) (m < p-1) est un sous ensemble transitif de
Gs alors §,8.8,,...8, est un sous ensemble transitif de G, il admet un

successeur t du fait que G est un systéme d'estampillage d'ordre k.
Clairement t € I'(s) et est donc un successeur de $1:Sg.-+:8, dans G,

COROLLAIRE 1.4 - Le nombre de sommets d'un graphe
d'estampillage d'ordre p est minoré par 2p-1 .

Preuve - On procéde par récurrence sur p, il est assez facile de
voir que pour p=2 le nombre de sommets est au moins de 3. Si G est
un systéme d'estampillage d'ordre p, la proposition 1.3 et
I'hypothése de récurrence impliquent que tout sommet admet au
moins 2p-1-1 successeurs. Ainsi si N est le nombre de sommets le
nombre d'arcs est au moins de N(2p- -1) ; ceci implique

p-1 N(N'l) P
N2 -1)<s—75 et N22 -1.




2 - SYSTEME DE BOITES AUX LETTRES

Avec M. Latteux, Y. Roos, et E. Sopena nous avions
examiné un probléme concernant des processeurs partageant des
mémoires communes. I1 peut étre présenté sous une forme imagée
que l'on se propose de reprendre ici.

Un ensemble de p personnes utilisent un systéme de boites aux
lettres pour échanger des messages. Chaque boite est accessible par
deux usagers, pour tout couple d'usager il existe une boite et une
seule a laquelle ils ont tous les deux accés. Chaque usager peut ainsi
accéder a p-1 boites et le nombre total de boites est p(p-1)/2. En
plus des messages échangés les utilisateurs doivent édicter une régle
permettant a chaque usager accédant au systéme de connaitre le
nom de l'utilisateur ayant accédé immédiatement avant lui (il ne peut
y avoir deux accés simultanés). Chaque usager connait pour chaque
boite a laquelle il a accés le nom de la personne qui la partage avec
lui. Lorsqu'il utilise le systéme il ouvre toutes les p-1 boites dont il
posséde l'accés examine leur contenu et, en fonction de ce contenu,
détermine le nom de l'usager précédent et modifie les contenus en
fonction du comportement a déterminer.

La encore une solution consiste a indiquer son heure de
passage dans toutes les boites auxquelles un usager a accés ;
l'utilisateur peut déterminer son prédécesseur dans le systéme en
déterminant la boite aux lettres qui contient l'indication de 'heure la
plus récente et ce prédécesseur est lui-méme dans le cas ou toutes
les boites contiennent la méme heure.

Nous avions proposé une solution utilisant une information
bornée en commencant par traiter le cas de trois utilisateurs A,B,C et
de trois boites aux lettres accessibles par AB, AC et BC
respectivement. Ces boites contiennent un méme élément i (ce sont
celles qui ont été accédées par le dernier utilisateur) et la troisiéme
contient i-1 (mod 3). Lorsqu'un usager X ouvre ses deux boites deux
situations se présentent



¢ les deux boites ont le méme contenu, alors aucun autre
usager que X n'a accédé au systéme depuis son dernier passage ; X
laissera le contenu des boites tel quel.

¢ les deux boites ont pour contenu i et j (i#j) alors pour
des raisons de symétrie on peut supposer i=j+1 (mod 3), le dernier
usager est Y qui partage avec X la boite contenant i. L'action de X va
consister a remplacer i et j par i+1 (mod 3).

Ce comportement peut étre représenté par le diagramme
suivant : c'est un automate dont chaque état est composé des 3
contenus des boites aux lettres AB, AC, et BC et ou l'action des lettres
a,b,c représente le comportement des usagers A,B,C lorsqu'ils

accédent au systéme. Il est remarquable de noter l'analogie avec le
graphe C; systéme d'estampillage d'ordre 1.

a




Pour résoudre le probléme des boites aux lettres avec k
usagers, un systéme d'estampillage n'est pas tout a fait suffisant. Nous
avons proposé un systéme utilisant 3k-2 messages possibles par boite

[1].

Un graphe d'estampillage G d'ordre p permet aussi de résoudre
le probléme des boites aux lettres pour p+1 utilisateurs XpeeenXp
donnons de fagon intuitive les grandes lignes du protocole utilisé. Par
la suite celui-ci sera précisé a l'aide d'automates asynchrones.

Le systéme se comporte comme si a chaque ouverture de boite
par un usager x, celui-ci faisait mourir un processus qu'il avait créé et
comme s' il en créait un nouveau. Ainsi chacune des boites aux lettres
contient deux étiquettes correspondant aux deux estampilles
détenues par les derniers processus "créés" par chacun des
utilisateurs de la boite. Plus précisément, lorsqu'un usager x; ouvre
ses boites il trouve dans chacune d'entre elles un couple d'estampille
, (ui,uj). L'une des composante, u,, est la méme dans toute les boites,
c'est l'estampille qui lui appartient en propre ; x; est alors capable de

classer l'ensemble des usagers suivant l'ordre de leurs derniéres
interventions. Afin de permettre aux autres usagers de faire de méme

par la suite il retire I'étiquette u, et la remplace par v; successeur

de l'ensemble des p autres estampilles {ul....uH, Uy e up+1}

l'existence de ce successeur est assuré par la propriété des graphes
d'estampillage.

3 - EXPRESSION DU PROBLEME DES BOITES AUX LETTRES EN TERMES
D'AUTOMATES ASYNCHRONES

Rappelons la définition des automates asynchrones
introduits par W. Zielonka (7].

Sont donnés un alphabet A, un ensemble Q d'états produit
cartésien de n composantes,

Q=0;%0,..%Q,
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un état initial q0 e Q et un ensemble F C Q d'états terminaux. A
chaque lettre a est associé un sous ensemble de {1,2,...n} noté
dom(a) et une application 5, de Qilxn. Q dans lui méme ou
dom(a) = {il,..ip}. La fonction de transition globale A de Q dans Q est
alors donnée par si q'=A(q.a) VqeQ q'i=qi si i¢ dom(a) et
q'il,...q"p= Sa(qxl,... qil).

Cette application s'étend classiquement en une application A
de QxA* dans Q.

Pour chaque systéme de boites aux lettres pour les usagers
{xl,...xp} on associe un automate asynchrone dont les composantes

sont indexées par les paires d'usagers, ainsi les indices des
composantes sont de la forme {i,j} avec i#j. L'alphabet A = {al....ap}

correspond aux usages et l'application dom associe a chaque lettre
4, un sous ensemble composé de p-1 indices :

dom(a) = {(1.i}, ..., {2,iLG-L.i}, {i, i+1},....{i, p} }.

Le probléme consiste & déterminer les Q, ] et les 831 de facon a

ce que les composantes suivant les {i,j} de A(qo.ﬂ permettent de
déterminer de fagcon unique la derniére lettre de f. Pour cela étant

donné un graphe d'estampillage G = (S,E) d'ordre p-1 on prend
Q; = S x S et la solution donnée plus haut s'exprime alors :

Pour tout ae A: 8a( v vgv . vipovd v (vve)

= {{vy, v vg. V) Vi Vi Vv ) [V'i. )

oh ve g (Vi Voo Vi 0 Vipys vp).
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Cross-sections for Free Partially Commutative Monoids

Extended abstract of a lecture given at the 57e Congrés
de I’ ACFAS, Montréal, May 15 - May 19, 1989

Roman Konig

Institut fiir Mathematische Maschinen und Datenverarbeitung I, Universitit Erlangen,
Martensstr. 3, D — 8520 Erlangen. e-mail: koenig@informatik.uni-erlangen.de

Let A be a finite set and ({;) the set of all two-element subsets of A. Every
subset 6 of (’;) defines a free partially commutative monoid by allowing two
letters to commute if and only if {a,b} € 6. More precisely, the free partially
commutative monoid over A with commutation relation @ is defined to be

M (A,8) = A"/ {ab=ba | {a,b} € 6},

where A* is the free monoid over the set A with unit-element 1. Free partially
commutative monoids have been introduced by CARTIER and FOATA [1] to
Tepresent certain combinatorial objects like flows and rearrangements. During
the last ten years free partially commutative monoids also occurred in theoretical
computer science as a model of concurrency and were studied by various authors
[2, 5]. Since then elements of M(A,6) usually are called traces, subsets of
M(A,0) are called trace-languages.

For graphs G = (A,0) and H = (B, ¢) we shall say that H is a subgraph
of G,if BC A, and ¢ C 6. For every graph G = (A,8) we have the (edge-)
complementary graph G = (4,8), where 8 = (%) — 6. The corresponding monoid
M(G) = M(A,6) will be denoted by M(4,6) as well.

We define for arbitrary graphs G = (A,6) and H = (B, ¢) their direct sum
to be

GeH=(A+B,0+4),

where "+" for sets means disjoint union, and the "product”

GOH=Go H.

Then
M(GeoH)=M(G)xM(H) (free product)
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and
M(G®H)=M(G)x M (H) (direct product).

A graph is called indecomposable, if it is connected and its complement is
connected.

Besides @ and ®, the following operations for graphs are convenient:
GUH =(AUB,0U ¢)

GNH=(ANB,0N¢).

The set of all finite graphs can be considered as the free algebra of type
(2,2,0) with the associative and commutative operations ¢ and ® and a common
neutral element & = (§, (), generated by the set of indecomposable graphs over
finite subsets of a countable set. On this algebra we have an involution G — G
which is induced by an involution on the indecomposable graphs, and the laws
GoH=GQHad GRH =GoH.

There is a second normal form for every graph G = (A, ), which we call
the canonical form of G: Up to commutativity and associativity of U and ® and
idempotency of U every graph is uniquely determined by its maximal cliques, i.e.
expressible as union of graphs of the form a; ® a2 ® ... ® an, for some m € N,
and q; € Afor1<:<m. If Cy,...,C, are the maximal cliques of G, then G
can be written G = (C, (02‘)) U...U(Ch, (C,_;")). To simplify notation we write
the canonical foorm of G = C; U ... U Cy.

The following theorem is fundamental for the studies of the combinatorial
properties of free partially commutative monoids and implies the well-known
representation theorems for free partially commutative monoids (see e.g. [2, 3,

SD.

Theorem

Let G = (A,8) be a graph.

(1)If G = GyUG,U ---U Gy is a representation of G as a union of some
subgraphs of G, then M (G) is isomorphic to the free product of the monoids
M(G)i=1,...,n, amalgamated by the monoids M(G; N G;); j=1,..n-

(2)If G = G1 UG U...U G, is a representation of G as a union of some
subgraphs of G, then M(G) is isomorphic to the submonoid of M(G1) x ... x
M(G,), generated by the elements of the form .(a) = (a1,as,...,as), where
a € Aand a; is a if a € G; and 1 otherwise.

(3) Let M(G) be a subdirect product of My and M>. Then G = H UK and
M(H) = M, and M(K) = M.

(4) Let M(G) be an amalgamation of My * M> by some common submonoid
M;. Then G = HUK and M(H) = My, M(K) = M,, M(HN K) = M;.
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By a cover by cliques of the graph G = (A,0) we mean a cover A =
C1UC;U...UCy of Asuchthat § = ($)u(P)u...u (D). Itis called
minimal, if the number n is minimal.

Let M(A,0) = A*/p, where p = {ab = ba| {a,b} € 6}. A subset T of
A* is called a cross-section or a transversal for M(A, 8) if T contains exactly
one element of every p-class. T is called rational, if T is a member of the class
Rat (A*) of subsets of A*, where for some arbitrary monoid M the class Rat (M)
of all rational subsets of M is defined by the following scheme:

e @ € Rat(M),{m} € Rat(M) for every m € M

e UVERa(M)=U -V ={uv|u€U,veV} € Rat(M) and
UUV € Rat(M)

* U € Rat(M) = U* = Up>oUn € Rat(M)

and U° = {1},U™! = U - U™, and §* = {1}.

Let G be a graph with representation G = C; U C, U ... U Cy. According
to the Theorem, M(G) can be considered as the submonoid of the direct product
of the monoids C},C3,...,C;, generated by the ((w), where w € A* and thus
is a rational submonoid of C} x ... x Cj.

Let us consider the following example: Let () be given by

A

Then Q = (¢ ®d® e) U (b® €) U(c ® d) is the canonical form of @ and the
word w = baeacbcedacdb has ((w) = (aeaedad, bebeb, ccdcd).

We can imagine the n-tuple «(w) to be represented as a collection of pipelines,
each representing one component. We start with empty pipes and begin reading
in the first letter of w, in our example this is b, into every pipe which represents
a component : such that b € Cj:
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b a b
b a e
—_— —_ —_
a b a b c
e e e e c
a b d
acbcedacdb e e c
> | d b d
a
d

Now we can read the contents of the pipeline according to the following picture.
We say, a letter is visible, if it is in top position in every pipe which contains
this letter.

a | b | c.
- € . 1. c. .|

a | b | d.

- e. . |.. C. ..
d | b | d |
a |
d

For example, in the above picture the letters a, b, c are visible. A partial order
on the vertex set of the graph with the property that every clique of the graph
is a chain in the order is called an order on the graph. The rule "remove all the
visible letters of the top slice and multiply them according to some given order
of the graph to obtain some slice-product, and then multiply all the slice-products
in the order of the slices" gives FOATA’s normal form F(w) of w relative to the
order of the graph. Similarly, taking at every moment the visible letter which
is minimal in the order of the graph gives the alphabetic normal form L(w) of
w. Note that this letter is unique, because all the letters visible at the same time
belong to one clique. Finally, taking always the leftmost among all visible letters
produces a third normal form, the so-called left-right normal form LR(w) of w.
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In our example, this means F(w) = abclec|able|bdlac|d and L(w)
abeabebccdacd for the oder ¢ < b < ¢,e < ¢,b < d on G, and LR(w)
abeabeccdabed.

We recall that free partially commutative monoids can be considered as a
model for nonsequential processes. The letters of the alphabet A are imagined
as elementary actions and commutation of two letters means that the composition
of the corresponding actions is independent of their order. FOATA’s normal form
for some given w € A*, together with its factorization F(w) = ujfuz|...|us
contains the following information:

e t is the minimal number of steps being necessary to perform w if
arbitrarily high parallelity is allowed.

» The necessary number of processes working in parallel to obtain the
performance of w in ¢ steps is the maximal length of a factor in FOATA’s

normal form.
It can be easily deduced that the set Ty g(G) is rational. Let G=L,ULU
...U L, be a representation of G as a union of cliques, i.e. Li,Ls,...,Ly isa

cover of G by anticliques. For every a € A define i(a) = min{k|a € Li}. Then
the reflexive and transitive closure of the relation "<", defined by

a<bei(a) <i(b) and {a,b} €6
o i(a) < i(8) and Vi (1 < j < m) {a,) ¢ L,

is a partial order < on the set A of vertices of G' with the property that every
clique of G is a chain in the order, because a < b and b < c imply a # c
Hence G is an ordered graph. Note that we also use the character "<" for the
transitive closure of this relation. We call this partial order the order induced by
the representation of G or induced by the representation of M(A,6). If we take
on G the order induced by the canonical form of G, then the alphabetic normal
form according to this order coincides with the LR normal form. This proves

Property
w € T p(G) & (w = zavby, z,v,y € A* {a,b} € 8,a > b =>v ¢ A});
TLr(G)=A4"- |  A%adjbA”.
a>b, {a,b}€d

From this characterization we can again derive that Ty r(G) is a rational
subset of A*

Every system T of normal forms of A/(A,é) can be considered as a monoid
which is isomorphic to M( A4, 6) if we define the product of u and v in the monoid
T as the corresponding normal form of uv. Considered as monoids, the sets
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TF, TL,'and T g are thus isomorphic. Nevertheless the combinatorial structures
of the sets Tr, T, and T g are very different. For example, every factor of some
w in T or in T g is again in alphabetic or left-right normal form resp., whereas
the set Tr is only closed under taking prefixes. The set Ty r has the particular
property that the normal form of some word can be constructed without knowing
the order on G explicitly, but only a canonical form of G together with some total
order on the set of anticliques of G. The Property implies that the concatenation
of two LR-normal forms « and w is again in LR-normal form iff for every letter
a of u which commutes with some letter b of w the following is true:

u = zav),w = vaby,a > b = vivy € A}.

From this observation we can derive the following useful results.

Theorem

Let G and H {J_e arbifrzzry graphs with their partial orders induced by the
canonical forms of G and H. Consider G & H, G @ H as ordered graphs. Then
the following equalities hold:

TrR(G® H) =Tr(G) - Ty p(H)
Tir(G® H)=TLr(G) - (Ter(H) - 1) - (TLr(G) — 1))* - TLr(H)

To construct rational expressions for T g(G) and arbitrary graphs G we see
that it is sufficient to know rational expressions for Ty g(H) for all graphs H
which are indecomposable. All the rational operations used in this Theorem are
unambiguously rational. The Theorem remains true if T g is replaced by T} .

The MOBIUS-function uy of a locally finite monoid M is defined as the
inverse of the series (i = Y epym € Z((M)) : py = (3. For M =
M(G), ppy has been determined in [1] as gy = Y (—1)" a1a2...a, Where the
summation is over all cliques of the graph G.

It is not difficult to see that for graphs G and H the MOBIUS-function of
G ® H and G @ Hcan be calculated by ppycen) = M) + #u(y) — 1 and
EM(GoH) = EM(G) * BM(H)- Moreover, () is an irreducible polynomial ( in
Z((M(G))) ) if and only if the graph G is connected. ’

Let G = (4,6) be a graph and N be a monoid generated by A having a
surjective morphism f onto the monoid M = M(G). We say, uj and (y can
be lifted or have a lifting to Z((N)) if we can find cross-sections T' and T of f
in N such that for p = T'(upr) (= Lpney < M, m > T'(m)) and ¢ = T((py)
the relation x - ( = 1 holds in Z((N)). In this sense the MOBIUS-function of
M(A,0) may be used to calculate cross-sections in N. The following theorem
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shows how far up and (s can be lifted. It states that for the inversion of s
it is not always necessary to use all the commutations specified by 6, depending
on the choice of the cross-section used.

Theorem

(1) Let G = (A,80) be an ordered graph, ¢ = {{a,b}, {b,c} € 6|{a,c} ¢
¢ and a < b < c}. Then pp ) and (p () can be lifted to Z({M(A, ¢))).

(2) If T' and T are cross-sections of M(G) such that pp gy and (p )
can be lifted to Z((N)), then N is a homomorphic image of M(A, ¢), where
é = {{a,b},{d,c} € 0|{a,c} ¢ 6 and abd,bc € T}.

As a special case one can find a result obtained recently by V. DIEKERT [4],
stating that the existence of liftings of () and (y(c) to Z{(A*)) is equivalent
to the existence of transitive orientations of the underlying graph G = (A4, 6).
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CONSTRUCTIONS SUR LES
AUTOMATES ASYNCHRONES

par
Benoit Tremblay

INRS-Télécommunications

Résumé

Le but de cet exposé est de présenter de nouvelles constructions sur les automates asynchrones afin de
s'approcher d'une preuve altemnative au théoréme de Zielonka. Les constructions que nous présentons pour les
automates se veulent plus directes que celles présentées par Zielonka (1987) ou Métivier (1986). En fait,
plutdt que de construire I'automate 2 partir de classes d'équivalence, les constructions se font directement sur
les automates. On verra donc ce que signifie faire le mixage, I'union, l'intersection et le produit de langages
sur les automates asynchrones. Nous présenterons également une construction qui permette de calculer la

co-itération d'une trace.

1 Notations et définitions

Un langage L S M est dit reconnaissable s'il existe un monoide fini N et un morphisme
y: M — N tels que L = yly(L). De maniére équivalente, L est reconnaissable s'il existe un

congruence d'index fini (ayant un nombre fini de classes) qui sature L.

On définit récursivement les langages rationnels d'un monoide comme suit:
(i) les langages finis sont rationnels;
(i) si L; et L, sont des langages rationnels alors Ly U Lo, LiL3, L1* sont des

langages rationnels.
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Théoréme 1.1 (Kleene) (Lallement 1979, Eilenberg 1974) Dans A*, un langage L est
reconnaissable si et seulement s'il est rationnel.

Soit A un alphabet, et 8 & A x A une relation symétrique et ant-réflexive appelée
relation de commutation, on appelle alphaber de commusation le couple (A, 6).

Soit ~g la congruence sur A* définie par la relation {(ab, ba) | (a, b) € 8}, le monoide
partiellement commutatif engendré par (A, 0), M(A, 0) est le monoide quotient A* / ~g. Les
éléments de M(A, 0) sont appelés des fraces et les sous-ensembles, des langages traces.

Soit t une trace de M(A, 6), x € A* est un représentant de t si [x]~g=t. On note ¢ le
morphisme trivial de A* — M(A, 6).

Le graphe de dépendance de (A, 8), noté (A, ©), est le graphe simple ayant pour
sommets les lettres de A et pour arétes, les paires de letres qui ne commutent pas: 6 = { (a,
b} la#b,(a,b) & 6}.

Le graphe de dépendance de t € M(A, 0), G(1), est le graphe (A, ) restreint aux
lettres de t. On dit qu'une trace est connexe si son graphe de dépendance est connexe.

Pour tout sous-ensemble B de A, on ale morphisme de projection alphabétique de A*
sur B* défini par:
[1g(a)

a siae B
€ siae B.

On note []; pour HAi lorsque (Aj, ..., Ap) est une partition en cliques du graphe de

dépendance. On notera C, I'ensemble des indices des cliques qui contiennent la lettre a.

Proposition 1.2 Un langage trace T est reconnaissable si et seulement si ¢-!(T) est
reconnaissable dans A*.

Proposition 1.3 Un langage trace T est rationnel si et seulement s'il existe un langage
rationnel L dans A® tel que (L) = T.

Ainsi, on ne peut étendre le théoréme de Kleene aux monoides partiellement
commutatifs.
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Les résultats suivants nous permettront de caractériser les langages reconnaissables de
M(A, 6).

Soit t une trace de M(A, 0), la décomposition connexe de t, notée \t\, est 'ensemble

des projections alphabétiques de t selon les composantes connexes du graphe de dépendance
de t: \\= {v e M(A, 9) | il existe une composante connexe C de G(t) et v=[Ic(t)}. SiTest
un langage trace de M(A, 6), la décomposition connexe de T est l'ensemble des

décompositions connexes des éléments de T: \T\ = é)‘r\t\

Proposition 1.4 (Ochmanski 1984) Si T est un langage trace reconnaissable alors sa
décomposition connexe \T\ est reconnaissable.

Soit T un langage trace de M(A, 0), la co-itérarion de T, T®, est l'étoile de sa
décomposition connexe: T%=(\T\)*. Voici maintenant un théoréme important, i la base du

travail présenté ici.

Théoreme 1.5 (Ochmanski 1984) L'ensemble des langages reconnaissables de M(A, 6)

est caractérisé comme suit:
L’ensemble des langages traces est le plus petit ensemble E de parties de M(A, 6)

respectant les deux conditions suivantes:
(i) les langages traces finis sont dans E;
(ii) E est fermé pour les opérations union, concaténation et co-itération.

Un automate asynchrone est un quintuplet
Cl = ((le ..oy Qp)' (Al, ceey Ap), I, T ,F) ou:
Q1. ..., Qp sont des ensembles finis définissant Q = Qq x ... x Qp l'ensemble des
états;

Ay, ..., Ap sont des alphabets finis définissant A = lup Aj, I'alphabet de Q;

<i<
I & Q est I'ensemble des états initiaux;

T S Q est I'ensemble des états terminaux;



F < Q x A x Q est I'ensemble des transitions de ¢ défini & partir des ensembles de
fleches d'étiquette a, noté Fp, (a€ A) ol :

FaS (25, @ x5, Q-
On a ((q1, --» Qp), @, (i, -, G)) € F si et seulement si qj = g pour tout j & Cyet
((Qiys -+o> Qig)» (Gys -r Gp)) € Fa, 00 Ca= (i1, .o, in}.

On se rappelle que C; = {ila e Aj}.

On étend F aux ensembles d'états et aux mots de A* de la méme fagon que dans le cas
des automates finis. Les notions de déterminisme, de complétude, d'équivalence

s'appliquent également aux automates asynchrones. De méme, le langage reconnu par un
automate asynchrone est IQl={w € A'lEQ, w) N T = O).

En fait, les automates asynchrones peuvent étre considérés comme une généralisation
des automates finis, ceux-ci étant le cas particulier ot p = 1.

D'un autre point de vue, les automates asynchrones peuvent également €tre considérés
comme un cas particulier d'automates finis avec un choix particulier pour les ensembles
d'états et de transitions.

Proposition 1.6 Soit L un langage reconnu par un automate asynchrone U, L est saturé
par B¢, c'est-g-dire [/ Q] = /€Y.

On définit le langage trace reconnu par un automate asynéhrone ¢, T(Q), comme étant
¢ (I&1) & M(A, 6¢). De plus, un langage trace T & M(A, ) est dit reconnu par un
automate asynchrone s'il existe un automate asynchrone Q tel que 6 =6¢, et T = T(Q).

La proposition ci-dessus montre que tout langage trace reconnu par un automate
asynchrone est reconnaissable. Zielonka (1987) a démontré la réciproque:

Théoréme 1.7 Tout langage trace reconnaissable est reconnu par un automate asynchrone.

Remarque 1.8: Les langages reconnus par des automates asynchrones étant toujours
saturés par les commutations, lorsque l'on veut vérifier que T(Q) = T( Q') il suffit de vérifier
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que |C = |C|. Et réciproquement si T(Q) = T(Q’) alors ¢ {(T(Q)) = ¢ (T(&’)) c’est-a-dirle
/e =rel.

2 Produit de mixage

Soit & = (Qg, A1, I1, Ty, F1) et Qg = (Q2, Az, Iz, T2, F2) deux automates finis, le
mixé des automates QU et Uz, U1 M Uz =(Q, A U Ay, I, T, F) se définit en posant Q =
Q1 xQy, I=1) x I, T=T) x T3 et finalement,

F=Fapa; UFapA; UFA jnAy00

Fapa, = {((p,P)a,(q,p))1ae Aj\NAg,p'e Qzet(p, a,q) € Fy},

Faa; =(((p.P) 2, (p,q)) lae A2\A,pe Qret(p,a, q) e Fal,
Fa;na; = {((p.P) 2, (q,.q))1ae A1n Az, (p.a,q) € Fret(p,a q)e Fp}.

On peut vérifier facilement que le produit de mixage d'automates est associatif et qu'on
peut donc définir sans ambiguité le produit
QMmM..M~ap pourp22.

@ ar —.)
® ax —)@f—@
I . O O O SNORN O

Figure 1 Automates reconnaissant les projections du mot cdeadc
selon les cliques de P.

Exemple 2.1 Soit l'alphaber de commutation ({a, b, c, d, e}, {(a, ¢), (a, d), (a, €), (b, d),
(c, a), (d, a), (d, b), (d, e), (e, a), (e, d)} et la partition en cliques P = ({a, b}, {b, c, e},
{c, d}), soit maintenant x = cdeadc. On peut facilement calculer I'auromate reconnaissant
[x]. On calcule d'abord les projections de x selon chacune des cliques de P: [1)(x) = a,
IT2(x) = cec et [13(x) = cddc. On construit trivialement les automates Cj, Q2 et Q3 qui
reconnaissent chacune des projections. On les retrouve respectivement a la figure 1 (a), (b) et
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(c). Donc, l'automate de mixage Clj IT1 Q2 [T1 Q3 reconnait la classe de commuzation de x.
Cet automate est illustré a la figure 2.

Figure 2 Automate de mixage reconnaissant [cdeadc]

3 Complétion et complémentation d'un automate asynchrone

On sait que la famille des langages traces reconnaissables est fermée pour la
complémentation, on donnera ici une construction qui permettra de calculer un nouvel
automate asynchrone qui reconnaitra le complément du langage associé 2 un automate
déterministe. La construction utilisée suppose d'avoir sous la main un automate complet,
c'est pourquoi nous présenterons d'abord une méthode qui rendra possible de calculer, a

partir d'un automate asynchrone quelconque, un automate asynchrone équivalent qui soit
complet.

Soit & = ((Q1, ..., Qp), (A1, ..., Ap), I, T, F) un automate asynchrone. Soit
également l'automate Q' = ((Q, ..., Q), (A1, ..., Ap) I, T, F) calculé a partir de & en
posant Q = Qj U {.Lj} (Lj est un symbole spécial qui n'est pas dans Q;) et F défini a partir
des ensembles de fleches F; ol

Fa=FaU ((Qa, La)1qa € Qi et ({qa) x Q) N Fa=3.}.
Fa ajoute des transitions par a 12 ot il n'y en a pas déja. Si a partir de qa, on a déja une
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transition par a dans Fj, il n'y en aura pas de nouvelle dans F;. Cette condition est suffisante
pour permettre d'affirmer que:

« ¢’ est un automate asynchrone complet.
«si & est déterministe alors &' l'est également.

Proposition 3.1 La construction de complétion ne modifie pas le langage reconnu par
l'automate. C'est-a-dire T(Q) = T(Q’).

Exemple 3.2 Soir I'automate de la figure 3, défini par & = (({0, 1, 2}, {0, 1}), ({a, b},
{b, c}), {(0, 0)}, {(2,0), (0, 1)}, F) ou F est défini a partir de.;

Fa = {((0), (1)), ((1),(2))},

Fp = {((0,0),(0, 1)), ((1,0),(2,1)),((2,0),(0,0))},

Fc={((1),(0))}.
Pour obtenir l'automate complet, on doit poser Q1 = {0, 1, 2, L} et Q2 = {0, 1, L}, on doit
modifier les transitions de la fagon suivante:

Fa=Fau{((2), (L)), (L), (L))}

Fp=FpU {((0,1),(L, L)), ((1, 1), (L, L)), ((2, 1), (L, L)), (L, 1), (L, L)), (L,

‘ 0), (L, L)), ((0, L), (L, L)), ((1, L), (L, L)), ((2, L), (L, L)), (L, L),
(L, L))}
F¢=Fc U{((0), (L), ((L), (L))}.

On obrient ainsi I'automate asynchrone complet de la figure 4.

Figure 3 Automate asynchrone déterministe

On sait que la famille des langages reconnaissables d'un monoide partiellement
commutatif est fermée pour la complémentation. En voici une preuve constructive qui
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permette, connaissant un automate asynchrone déterministe reconnaissant T, de calculer un
automate asynchrone qui reconnaisse M(A, 6¢) \ T.

Proposition 3.3 Soit & = ((Qy, ..., @p), (AL, ..., Ap), {i}, T, F) un automate asynchrone
déterministe et complet et soit Q' = ((Qy, ..., Qp), (A1, ..., Ap), (i}, Q\ T, F) l'automate
asynchrone déterministe et complet obtenu en changeant les états terminaux pour les érats
non-terminaux de C et vice-versa. On a alors que le langage reconnu par Q' est le
complément du langage reconnu par C dans M(A, 6¢,).

T(Q) =M(A, 6e)\T(Q")

Figure 4 Automate asynchrone complet

4 Produit direct d'automates asynchrones: union et intersection de
langages traces

Dans cette section, on introduit une nouvelle opération sur les automates asynchrones:
le produit direct. Cette opération nous permettra de calculer un automate qui reconnaisse
l'union ou l'intersection des langages reconnus par deux automates. La construction sera la
méme dans les deux cas, c'est le choix des états terminaux qui permettra de trouver l'union
ou l'intersection des langages. Le produit direct présenté ici est fortement inspiré du produit
direct d'automates finis présentés par Lallement (1979).
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Une construction simple qui nous permette de construire un automate reconnaissant
l'union des langages de B = ((Ry, ..., Rp), (A1, ..., Ap), J, U, G) et T = ((Sy, ..., Sp),
(A1, ..., Ap), K, V, H) consiste a réunir trivialement les deux automates et a les considérer
comme un seul. Cette construction qui donne un automate non-déterministe, permet de
simuler les transitions sur les deux automates 2 la fois. Ainsi, on pose & = ((Qq, ..., Qp),
(A1, ..., Ap), I, T, F) avec Q; = R; U §; (R; et S; sont supposés disjoints), I=JUK,T=U
U Vet Fa = G, U Ha. On peut voir aisément que ¢ reconnait bien 18| U ITI.

11 sera cependant préférable d'avoir une construction qui conserve le déterminisme des
automates de départ car nous ne connaissons toujours pas d'algorithme de déterminisation
pour les automates asynchrones. De plus, advenant le cas ot nous en trouvions un, il serait
fort probablement moins coiiteux d'avoir une construction qui conserve le déterminisme des
automates initiaux que de déterminiser les automates. Une telle construction de I'union utilise
le produirt direct d'automates asynchrones. Le produit direct nous permettra également de
construire un automate qui reconnait l'intersection des langages.

Soit r = (r1, 12, ..., Ip) et s = (s1, S2, ..., Sp) deux états ayant le méme nombre de
composantes, le produir directderet s, noté r @ s, est:
r® s =((r1, s1), ---» (rp, Sp))
et par extension si R et S sont deux ensembles d'états alors
R®S={r®slre Retse S}.

Soit B = ((Ry, ..., Rp), (A1, ..., Ap), J, U, G) et T = ((S1, .., Sp), (A1, ..., Ap), K,
V, H) deux automates asynchrones complets ayant les mémes alphabets, le produit direct de
BetT,B @ T,est l'automate U = ((Q1, ..., Qp), (A1, .., Ap), I, T, F) défini par:
Qi =Rjx §j, c'est-a-direque Q=R ® §,
I =JeK,
F est défini a partir des ensembles F3,a€ A, ol
Fa={((ra® sa), (ra® sp) ! (ra, 12 € Gaet(sa, s € Ha }.

L'ensemble des états terminaux sera déterminé plus loin selon que l'on veut faire
I'union ou I'intersection des langages.
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Remarque 4.1 L'hypothése de complétude de 93 et T nous assure de toujours pouvoir
trouver un chemin pour les mots de | B3] U | G| méme si ces mots ne sont pas dans les deux
langages.

w ’ ' . .
Remarque 4.2 Pour tout mot w, (r ® s) —— (r' ® s') est un chemin dans C si et
. ) . w ’ .
seulement si r —2— r’ est un chemin dans B et s —2— s’ est un chemin dans T.

Remarque 4.3 Si 3 et G sont déterministes alors ¢ l'est également.

Pour reconnaitre 1'union des langages, notre automate produit devra accepter les mots
du langage reconnu par B et ceux du langage reconnu par G. Pour réaliser une telle
condition ’ensemble des états terminaux T devra €tre choisi de la fagon suivante:

T={r®s)eQire Uouse V}
ou de maniére équivalente:

" T=U® SUR® V.

La prochaine proposition vient confirmer notre intuition.

Proposition 4.4: Soit ¢ = ((Q1, ..., Qp), (A}, ... Ap), LT, FJou =B @ T eT=
USUR®ValorsT(Q)=T(B)uT(T).

On trouve une construction tout a fait semblable pour calculer l'intersection. On a
encore & = T ® T mais cette fois, on pose T 1'ensemble des états qui sont le produit direct
de deux états terminaux, c'est-a-dire:

T={T®s)eQre Uetse V}
ou de maniére équivalente:
T=U@®SnReV=U®YV,

Proposition 4.5:Soit =B @ T eaT=U®V, alorsT(A) =T(B)NT(T).

Exemple 4.6 Soit les deux automates asynchrones des figures 4 et 5. Pour permettre de
distinguer les érats de chacun des automates, nous avons notés ceux de l'automate S en
caractéres gras. L'automate de la figure 6 représente I'automate construit en utilisant le
produit direct. Nous n'avons cependant conservé que les états utiles afin d'alléger sa
représentation graphique.
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Figure 6 Automate reconnaissant l'union des langages des
automates 4 et 5
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q
Dans la figure 6, I'érat ((q0, 90). (41, 1)) est représenté par q% .. .

Il est @ noter également que si on compléte l'auromate de la figure 6, on n’obtiendra
pas l'automate produit comme défini ci-haut. La construction génére un nombre assez grand
d'états qui ne sont pas utiles.

Si dans l'automate 6, on avait plutét posé l'ensemble des terminaux égal a T4 ® Ts =
{((2,1),(0,1)),((1,1),(1,1))}, on aurait alors obtenu l'intersection des langages
reconnus par les automates 4 et 5.

5 Concaténation d'automates asynchrones et produit de langages traces

On définit dans cette section une opération de concaténation sur les automates
asynchrones qui permettra de reconnaitre le produit des langages traces reconnus par deux
automates asynchrones.

Remarque 5.1 Soit B = ((Ry, ..., Rp), (A1, ... Ap), J, U, G) et T = ((S], ..., Sp),
(Al, ..., Ap), K, V, H) deux automates asynchrones, il serait facile de montrer que | B| =

Mysy et/ = MJTY, oi

73“ = ((R]» eoey Rp)' (AI’ ceey Ap)r Jr {u}r G) et
Tk = ((S1, ... Sp), (AL, ..., Ap), (k}, V, H).

On trouve alors que | B/ T/ = u\EJU/ B3,/ |T*. Comme on sait faire la construction pour
ke K

l'union finie de langages traces a partir d'automates asynchrones, on saura donc construire le

produit des langages traces de deux automates si on sait le faire dans le cas ou U] = |[K| = 1.

On définira donc une concaténation d'automate qui supposera que B n'a qu'un seul
état terminal u = (uy, ..., up) et T n'a qu'un seul état initial k = (ki, ..., kp). On suppose
aussi que pour tout i, Rj N Sj= 3.
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On suppose également donnée une fonction de transfert T: Q — Q définie par:
t((qy, ---» 9p)) = (q}, ---» qp) O
Qi = qi si gi # uj,
qi = ki si gj = uj.
Cette fonction permet en fait de passer du premier automate au second lorsqu'on arrive 2
I'état terminal. D'un fagon imagée, c'est comme une transition € qui va de u; vers kj. Plutdt
que définir T, pour chacune des lettres de A, on utilise également T comme une fonction de Q,

vers Qj.

L'automate résultant de la concarénation de B et de T est I'automate ¢ = B-T défini

par:
& = ((Q1, - Qp)s (AL -, Ap), L T, F) 00
Qi = Rj U §;,
I =1&Q,
T = {qe Qltuq) e V),

et F est défini a partirdes Fa3,a € A, ou
Fa = Ga U Haavec Ha= {(qa, 5a) | (1(Qa), sa) € Ha ).

Remarque 5.2 L'automate produit sera déterministe si et seulement si les deux automates
sont déterministes et si, pour toute lettre a de A, il existe une transition par a a partir de l'état
k, il n'existe pas de transition par a @ partir de I'état u. C'est-ad-dire:

C est dérerministe = (Vae A)[(F(k a,s)e H) =(F(u, a r) € G)].
Ainsi, si I'automate 03 est complet, on produira un automate qui n'est pas déterministe (sauf
siH = Q).

Proposition 5.3: Soit & = B - TalorsT(A)=T(B)T(T).

Il est assez simple de montrer que [IBITI] S 1&I. Pour montrer que 1| S [IBITI),
on montrera que si w € IQl, alors il existe un mot w' congru & w qui est élément de IBITI.

Cette démonsatration se fait en €tudiant le chemin d’étiquette w dans I’automate Q.

Exemple 5.4 Soir 3 = ((R;, R2), ({a, b}, {b, ¢}), J, U, G) ou R; = {0, 1}, Ry = {0,
1},J =1{(0,0)}, U = {(1,1)} et G est défini par Ga = {((0), (1))}, Gp = {((1, 1), (0,



0))}, Gec = {((0), (1))}. Cet automate est représenté a la figure 7. Soit également T
l'automate de l'exemple 3 2 représenté a la figure 3.

Figure 7 Automate B utilisé pour la concaténation dans I'exemple
5.4

Figure 8 Automate reconnaissant le produit des langages des
automates des figures 3 et 7.

Apreés concaténation des deux automates, on obtient I'automate C représenté a la figure

8 et défini par:
0;=1{0,1,01,2)
0>,=1{(0,10,1)}

I ={(0,0)}

T ={20)(11),(21))

et F est défini a partir de F 4, Fp et F; avec

Fa =1{((0), (1)), ((1), (1)), ((0), (1)), ((1), (2))}

Fp ={((1,1),(0,0)), ((1,1), (0, 1)), ((0,0), (0, 1)), (1, 0), (2, 1)),
((2,0),(0,0)),((1,1),(2, 1)), ((2,1), (1, 1))}

Fe ={((0), (1)), ((1), (0))}
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On peut observer que 'automate produit n'est pas déterministe car de l'é1at (1, 1) dans
B er de l'érat (0, 0) dans T, il existe une transition par b. On obtient donc que de l'éiat (1,
1) dans @, on aura les deux transitions ((1,1), b, (0, 1)) et (1, 1), b, (0, 0)).

On connait maintenant une construction pour reconnaitre une trace via le produit de
mixage, pour l'union de langages traces via le produit direct, et pour le produit de langages
traces via la concaténation d'automates asynchrones. Il reste maintenant a trouver une

construction pour la co-itération.

6 Co-itération

Malheureusement, nous n'avons toujours pas trouvé de construction qui puisse nous
permettre de reconnaitre le co-itéré d'un langage trace. Nous donnerons cependant la
construction permettant d'obtenir un automate asynchrone reconnaissant la co-itération d'une
trace quelconque. Cette construction utilisera le produit de mixage. Elle est donnée pour
construire I'étoile d'une trace connexe par Duboc (1986b). Nous affirmons ici que cette
construction permet en fait d'obtenir un automate reconnaissant la co-itération d'une trace.

On suppose donnée une partition par cliques P = (Aj, ..., Ap) du graphe de
non-commutation de 6. Soit t une trace de M(A, 0), soit tj = [T;(t) les projections de t sur A;,
pour i = 1, ..., p et finalement soit &; = (Qj, Aj, Ii, Ti, Fi) un automate fini avec Q; = {0, 1,
il -1}, L =Ti = {0} et Fi = {G-1, ti(G), ) | 1 <j <1l - 1} U {(gl-1, t(Iejl), 0)) ou ()
estla ji@me letre de tj. Les t; é_tant rigides (aucune lettre ne commute), on peut effectivement
établir un ordre total sur leurs lettres.

Proposition 6.1: Soir t une trace de M(A, 6) et soit Uy, ... Qp les automates qui lui sont
associés. Alors % est reconnu par l'automate ¢ = ¢ T ... T Qp.

Exemple 6.2 Soit la trace t = (cdeadc] et I'alphabet de commutation de I'exemple 2.1. On
a\l\ = {[a], [cdedc]} et ©* = {[a], [cdedc]}", on trouve également 1] = a, 17 = cec, 13 = cddc.
On peut construire les automates Cj, QU et Q3 reconnaissant respectivement t], t2 et t3 et
qui sont illustrés a la figure 9. Le co-itéré de i est reconnu par I'automate construit @ l'aide du
produit de mixage a parrir des automates C;, Clz et U3 et qui est présenté a la figure 10.
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a2 OOQ

as: —)

Figure 9 Automates reconnaissant respectivement a*, (cec)* et
(cddc)*

Figure 10  Automate de mixage & M1 & 2 M1 &3 reconnaissant
[cdeadc]®

On peut constater que le méme résultat aurait été obtenu en travaillant A partir de
l'automate qui reconnait t, en effet, si sur I'automate de la figure 2, on identifiait 1'état
terminal a I'état initial, composante par composante, c'est-a-dire: sur la premiére composante
I'état 1 est identifi€ A I'état 0, sur la seconde composante, 1'état 3 a 1'état O et enfin sur la
troisiéme, I'état 4 2 I'état 0, on obtiendrait exactement I'automate calculé ci-dessus.

Comment se fait-il qu'on ne puisse pas appliquer la méme méthode sur tous les
automates? Une raison fondamentale est que pour certains langages traces reconnaissables, il
est parfois impossible d'obtenir un automate ayant un seul état terminal et lorsqu'il y a plus
d'un état terminal, on ne peut pas utiliser la méthode d'identification des états comme le
montre l'exemple suivant:
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~ Exemple 6.3 Soit A = {a, b, ¢, d}, 6 = {(a, c), (c, a), (b, d), (d, b)} et soit P = ({a, b},
{b, ¢}, {c, d}, {d, a}) I'unique partition en cliques de (A, 6—) Soit également L = {ab, ad,
cb, cd} on a bien [L] = L car L est rigide et comme L est fini, on a (L) est un langage trace
reconnaissable. L'automate asynchrone de la figure 11 reconnait L.

Dans l'automate de la figure 11, on ne peut identifier tous les états terminaux a I'érat
initial. De cette fagon, on trouverait sur chacune des composantes 0 =1 =2 = 3, aprés
simplification, on obtient l'automate d un seul érat de la figure 12. Cet automate reconnait en
fait A* qui est différent de L*.

Figure 11  Automate asynchrone reconnaissant {[ab], [ad], [cb],

(cd]}

ab.cd

T

Figure 12 Automate obtenu en identifiant les états terminaux a I'état
initial de I'automate de la figure 11

Le fait qu'un automate Q ait un seul état initial et un seul état terminal n'est pas un gage
de réussite, il se peut que l'automate obtenu en identifiant 1'état initial et I'état terminal de &
ne reconnaisse toujours pas le co-itéré de IQl. L'exemple suivant illustre bien ce fait.
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MEC : a system for constructing and analysing
transition systems

André Arnold
Laboratoire d’Informatique *
Université Bordeaux I

Abstract

MEC is a tool for constructing and analysing transition systems modelizing
processes and systems of communicating processes.

From representations of processes by transition systems and from a representa-
tion of the interactions between the processes of a system by the set of all allowed
global actions, MEC builds a transition system representing the global system of
processes as the synchronized product of the component processes.

Such transition systems can be checked by computing sets of states and sets
of transitions verifying properties given by the user of MEC. These properties
are expressed in a language allowing definitions of new logical operators as least
fixed points of systems of equations; thus all properties expressed in most of the
branching-time temporal logic can be expressed in this language too.

MEC can handle transition systems with some hundred thousands states and
transitions. Constructions of transition systems by synchronized products and com-
putations of sets of states and transitions are performed in time linear with respect
to the size of the transition system.

Introduction

The notion of transition system plays an important role for describing and studying pro-
cesses and systems of communicating processes. A simple way to represent processes,
introduced for instance in [10] and widely used in many works on semantics and veri-
fication of processes, is to consider that a process is a set of states and that an action
or an even? makes the current state of the process to change; thus the possible elemen-
tary behaviours of the process are represented by transitions: each transition contains
the current state of the process, the new state it enters and the name of the action or
event which caused this change. Transition systems are also used to describe systems
of communicating processes, and not only individual processes; the states of the system
are the tuples of states of its components and the transitions of the systems are tuples

*Unité de Recherche associée au Centre National de la Recherche Scientifique n® 726
"Work supported by the French Research Project C°
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of transitions of the components, provided these transitions are allowed — or obliged -
to be executed simultaneously. Arnold and Nivat [12,3,1] have named this construction,
which is implemented in MEC, synchronization product.

Once a system of processes is represented as a transition system, one can extract,
from this transition system, some informations about the behaviour of the system of
processes it represents. It is what we call analysis of a transition system and it amounts
to computing the set of states or the set of transitions which satisfy some property of
interest when looking at the behaviour of the system. For instance it is easy to check if
the transition system has “deadlocks”, i.e. states in which no transition is executable, or
states in which every executable transition leads to a deadlock; a very simple algorithm
can give the set of all these states. Thus an analyser is simply a tool which computes
the set of all states or of all transitions of a given transition system satisfying some given
property. The main feature of such an analyser is obviously the family of properties of
states and transitions it can deal with.

In the systems Cesar [14] and emc [6], properties of states are expressed by formulas
of branching time temporal logics. Given a formula F and a transition system .A, these
systems compute the set F4 of states of A satisfying F (or, at least, decide if the “initial
state” of A belongs to F4). In MEC we adopt a slightly different point of view, in
some sense more algebraic than logical [7]. Let w be some logical operator and let F =
w(F,...,F,) be a formula. For a transition system A, the set F4 of states satisfying
A depends on the sets (F;)4 of states satisfying F;, thus Fu = wA((F1)4y---»(Fn)A),
where w4 is an operator defined on the cartesian product of the powerset of states
with the powerset of states as a range. Then formulas can be considered as expressions
which have to be evaluated, in a way very similar to what happens in programming
languages with arithmetic or boolean expressions. Thus the language used in MEC
to express properties consists in variables and constants ranging over the powerset of
states and on the powerset of transitions, and of sorted operators; the basic mechanism
implemented in MEC is the execution of assignments variable := ezpression, exactly
like in programming languages.

It remains to define the basic operators which can be used to build expressions.
We can take the operators of branching time temporal logics (which are computable
in linear time with respect to the size of the transition system) but, also, any other
kind of operator which is easily computable. For instance in MEC we use the operator
which associates with a set of states the union of the strongly connected components
intersecting this set; although this operator is not really a logical operator, it is as easy
to compute as the other ones, because of the Tarjan’s algorithm [16] which is linear too.

Another feature of MEC is that the set of basic operators used to build expressions
can be extended, in the same way that the set of operators in arithmetic expressions
can be extended, in some programming languages, by defining new functions (especially
recursive functions). It is well known that temporal logic operators can be characterized
as least fixed points of equations [15,3,6], and this observation has led to the definition of
the p-calculus as an extension of branching time temporal logics [13,11]. MEC provides
for the definition of new operators characterized as least fixed points of systems of
equations [7] and then its expressive power is at least as powerful as the expressive
power of alternation-depth-one u-calculus defined by Emerson and Lei [9]. Indeed these
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new operators defined by systems of equations are still computable in linear time, like the
basic ones, because of the Arnold-Crubillé’s algorithm [2] to solve fixed point equations
on transition systems in linear time.

1 Transition systems

1.1 Labelled transition systems

A labelled transition system over an alphabet A of actions or events is a tuple A =
<S57T,a,8,2 > where

e S is a finite set of states,
e T is a finite set of transitions,

e a,8:T — S are the mappings which associate with every transition ¢ its source
state a(t) and its target state p(t),

e A : T — A labels a transition ¢t by the action or event A(t) which causes this
transition.

We assume that there never exist two different transitions with the same label be-
tween the same two states, i.e. the mapping < a,\,8>: T — S x A x S is injective.
1.2 Parametrized transition systems

A parametrized transition system is a labelled transition system given with some sets
of designed states and some sets of designed transistions, called parameters. The role of
these parameters is to give some additional informations on the transition system; it is
the case when some states play a special role or when some transitions play a special role
which is not specified by the label of the transition. Some example of such situations
will be given below.

Example 1. Let us consider a boolean variable. It has two states, denoted by 0 and
1, according to the current value (0 or 1) of the variable. The set A of actions performed
by such a boolean variable contains

to0 which means that the variable is set to 0,
tol which means that the variable is set to 1,
isO which tests whether the value of the variable is 0,
is1 which tests whether the value of the variableis 1,

e which does nothing.



The first two actions modify the value of the variable, i.e. its state, in an obvious
way. The two tests can be executed only if the variable has the tested value, and this
value is not modified. The last action, when executed, does not change the value of the
variable. As we shall see later on, (example 3, this null action is a way to express the
possibility of occurrence of events which does not modify the state of the variable.

Therefore the transition system has eight transitions: for each one of these transitions
we give, in the following table, its source state, its target state, and its label.

transitions | source target label
1 0 0 e
t2 0 0 to0
i3 0 1 tol
ty 0 0 isO
t5 1 1 e
te 1 0 to0
tr 1 1 tol
s 1 1 is1

Such transition systems often have a graphical representation, more readable when their
size are little, as shown in figure 1

For the system MEC, transition systems are given in the form shown in figure 2. On
the figure 2 one can notice the last line

< initial = { 0 } »>.

which defines a parameter, named “initial”, reduced to a single state, 0. This parameter
is used to say that the state 0 has some special property, indeed it is the initial state of
the transition system: the initial value of the variable, before any action is performed,
is 0.

Example 2. Let us now consider the Peterson’s algorithm for mutual exclusion of two
processes. This algorithm uses three shared boolean variables, f1ag[0], flag[1], and
turn, all three initialised to 0. Each one of the two processes executes the program
given in figure 3 where me is equal to 0 and other is equal to 1 for the first process,
and me is equal to 1 and other is equal to 0 for the second one. This program can also
be represented by a transition system, states of which are the locations in the program
and transitions between locations are labelled by elementary actions performed in the
execution of the program. We also consider a special action e which does not change the
state, which means that a process can stay idle at every moment. The MEC description
of this transition system is given in figure 4.
In this transition system there are three state parameters:

initial which indicates the starting location,
cs which indicates the location where the process is in its critical section,

ncs which indicates the location where the process is not in its critical section.
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isl is0
to0
e e
tol
tol to0

Figure 1: The graphical representation of the transition system for a boolean variable

transition_system b < width = 0 >;

0 |-e -> 0,
to0 ->0,
tol ->1,
isO ->0 ;

1 1-e ->1,
to0 -> 0,
tol ->1,
ist -> 1 ;

< initial = {0} »>.

Figure 2: The transition system for a boolean variable in MEC
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proc( me , other ) =

while true do
begin
{ncs} 0: ... ;
{mutexbegin} flag[me] := 1 ;
1: turn = me ;
2: WAIT (flaglother] = 0 OR turn = other) ;
{cs} 3: ...
{mutexend} flag[me] := 0 ;
end

Figure 3: The Peterson algorithm

transition_system proc < width =0 >;

0 I-e ->0,
my_flag_to_1 -> 1 <property=(mb)>;

1 I-e -> 1 <property=(mb)>,
turn_to_me -> 2 <property=(mb)>;
2 |-e -> 2 <property=(mb)>,

is_other_flag_0 -> 3 <property=(mb)>,
is_turn_other -> 3 <property=(mb)>;

3 Il-e -> 3,
my_flag_to_0 =>0;

< initial ={ 0} ;cs={3};nes={07}>.

Figure 4: The transition system for a process in MEC
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There is also a transition parameter: it is the set of all transitions marked as having
the property mb. These transitions are those executed by the processes when it tries to
enter its critical section. .

Indeed this transition system is obtained by interpreting the command

WAIT( ... OR ... )

in the following way: this command can be executed only if one of the two conditions
is satisfied; in this case the execution of the process reaches the next location. It looks
like idle waiting. Another interpretation of this command (busy waiting) could be: the
process tests the first condition; if it is true it reaches the next location, otherwise it
tests the second condition; if it is true it reaches the next location, otherwise it executes
WAIT again. The transition system representing this interpretation is given in figure 5.

transition_system procbis < width = 0 >;

0 I- e -> 0,
my_flag_to_1 ->1 <property=(mb)>;
1 I- e ->1 <property=(mb)>,
turn_to_me -> 2 <property=(mb)>;
2 |- e -> 2 <property=(mb)>,

is_other_flag. 0 -> 3 <property=(mb)>,
is_other_flag_1l -> 2bis <property=(mb)>;

2bis |- e -> 2bis <property=(mb)>,
is_turn_other -> 3 <property=(mb)>,
is_turn_me -> 2 <property=(mb)>;
3 |- e -> 3,

my_flag_to_0 ->0 ;

< initial = {0} ; ecs={32} ;necs={01}>.

Figure 5: Another transition system for a process in MEC

In the sequel we will deal only with the first of these two transition systems.

1.3 Paths

A path of length » > 0 in a transition system A =< §,T,a,8,\ > is a sequence
P =11,...,t, of transitions such that foralli = 1,...,n -1, B(¢;) = a(ti+1). The source
of this path, denoted by a(p), and its target, denoted by 3(p) are respectively a(t;) and
B(tx). The label of this path, denoted by A(p), is the word A(?;) - - - A(¢s)-
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2 Synchronized systems

Let us consider n transition systems 4; over the alphabets A; of actions,fori=1,...,n.
Let us assume that these transition systems represent processes and shared objects
constituting a system of interacting processes.(For simplicity, from now on, we shall also
call processes the shared objects since they are also represented by transition systems).
That means that some action in some process can be executed only simultaneously
with some other action in some other process, or, on the opposite, cannot be executed
simultaneously with some other action of some other process. Let us call global action
a vector < ay,...,a, > where a; belongs to A;. Such a global action is executed when
the actions a; are simultaneously executed by the n processes. Thus the interactions
between the processes of a system can be represented by the set of all global actions
which are allowed to be executed and in [3], it is advocated that this kind of specification
of the interactions between the processes of the processes of a system is general enough
to formalise most of the concurrent systems of processes.

2.1 Synchronization constraints

As explained above, the interactions between the processes A; of a system are repre-
sented by a subset I of A, X --- X A,, called a synchronization constraint.

Example 3. Let us consider again Peterson’s mutual exclusion algorithm for two pro-
cesses. It is a represented by a system containing two transition systems proc described
in figure 4 and three boolean variables b described in figure 2. The second line of figure
6 gives the list of the transition systems of this system. The other lines are the elements
of the synchronization constraint we are going to comment.

These elements are just those we get when obeying the following rules. (Here we
temporarily come back to the distinction between processes and variables).

1. We assume this system runs on a single processor; therefore the two processes can-
not execute simultaneously a non null action; moreover the two processes cannot
be idle simultaneously.

2. Each action performed by a process consists in setting or testing a variable. When
a process executes such an action, the corresponding variable executes the corre-
sponding action and the other variables execute the null action.

As to rule 1, consider the first two columns of the array of figure 6; the first (resp.
second) column contains all the actions performed by the first (resp. second) process.
In each line of this subarray there is one and only one null action (denoted by e). As
to rule 2, consider the first line of the array: when the first process sets its flag (i.e.
flag[0]) to O, then the first variable b, which represents flag[0], executes the action
“set to 0”. In the third line it is the other process which sets its flag to 0 and it is
the second variable, representing f1ag[1], which executes the action “set to 0”. In the
same vein, the actions turn_to.me are executed simultaneously with an action by the
third variable representing turn, the value to which this variable is set depending on the
process which sets the variable. The test is_other flag.0 is executed simultaneously
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with the action is0, the boolean variable executing this action beeing dependent on the
process which performs this test. Also the action isO or is1 is executed by the third
boolean variable simultaneously with the test is_turn_other executed by the second or
first process.

synchronization_system peterson

< width = § ; list = (proc,proc,b,b,b) > ;

(my_flag_to_0O .e .to0 .e .8 ) ;
(my_flag_to_1 .e .tol .e .o ) ;
(e .my_flag_to_0 e .to0 .e ) ;
(e .my_flag_to_1 e tol .e ) ;
(turn_to_me .e . .e .to0 ) ;
(e .turn_to_me e .e .tol ) ;
(is_other_flag 0 .e .e is0 .e ) ;
(e .is_other_flag. 0 .isO0 .e .e ) ;
(is_turn_other .e .6 .e .is1l ) ;
(e .is_turn_other .e .e .is0 ) .

Figure 6: The system representing Peterson’s algorithm

2.2 Synchronized product

Given a vector < Aj,..., A, > of transition systems, each A; = < S;, T}, a;, Bi, Ai >
over the alphabet A;, the free product of < A,,...,A, > is the transition system
< S,T,a,B8,\> over A; X -+ X Ay, defined by

S = S x---%x8p,

T = Tix---xTy,
a(ts,...yta) = <ai(tr),...,an(ts) >,
B(try.-sta) = < Bi(t1),...,0a(ta) >,
A(t1y...ytn) < A(t1)y. ey An(tn) >

In some sense, the free product represents the evolution of the vector of transition
systems when no constraint is set on the actions which can be performed simultaneously.
In case of a synchronization constraint some transitions of this free product will never
appear : those which are labelled by a vector of actions not allowed by the synchroniza-
tion constraint. Hence we have the following definition.

Given a vector < Aj,..., A, > of transition systems, each .A; over the alphabet A;,
and a synchronization constraint I included in A; X - -+ X A, the synchronized product
of < Ay,..., A, > with respect to I is the transition system < S, Tr,a,B,A > over
Aj X -+ x A, where
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e <S5,T,a,B,) > is the free product of A;,...,Ap;

e Ty is the-set of transitions t =< t;,...,t, > of T having their label A(¢) =
< A(t1)y.. -3 An(tp) >in L

Indeed the synchronized product computed by MEC is only a sub-transition system
of the synchronized system defined above. Each transition system A; = < S;, T;, a;, Bi, A >
which is a component of a synchronization system is assumed to have a parameter
initial, as it is the case for the transition systems described in examples 1 and 2 (if
this parameter is not mentioned, it is considered empty). This parameter defines a
subset initial; of S; and the parameter initial of the product is defined as the subset
initial = initialy; X --- X initial,. The set of global states of the synchronized product
of MEC is the set Reach(initial) of global states which can be reached from initial, i.e.
the states of initial and the targets of paths having their sources in initial. The set of
global transitions of the synchronized product of MEC is the set of global transitions
having both their sources and their targets in Reach(initial).

Example 4. The synchronized product, computed by MEC, of the synchronization
system peterson given in figure 6 is given in figure 7. It was obtained by executing the
MEC command sync(peterson,res); where res is the name given to the product.

3 Elementary computations

The general form of a computation command in MEC is
variable := ezpression;

the ezpression is evaluated and its value is assigned to the variable. The value of an
expression is either a set of states or a set of transitions.

3.1 Set variables

Variables used by MEC are of two different sorts according to the kind of set they can
be assigned. A variable is implicitely declared when it appears for the first time in the
left hand part of an assignment command and its sort is the sort of the expression (if
the sort of the expresssion can be unambiguously determined, otherwise the assignment
is rejected). Every declared variable is displayed on the terminal with the number of
objects (states or transitions) of its value. Parameters are considered as variables with
an initial value.

Let us remark also that variables are local to a transition system. If several transition
systems are under examination, the same variable (properly speaking, the same variable
name) can be used (like initial in the previous examples) but it will have differents
values according to the transition system with which it is associated (in other words a
variable is a pair consisting in a variable name and a transition system).
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transition_system res <
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Figure 7: A syﬁchronized product
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3.2 Expressions

Expressions are built up from variables and operators. Among these operators are
set-theoretical (or boolean) operators union, intersection, and difference as well as the
constants “empty”, denoted by {}, and “all”, denoted by *. Of course the use of these
operators in expressions are submitted to sort restrictions.

Some others operators are primitive and will be described below. New operators can
be defined by the users and this will be explained in the next section.

Finally there are some other ways to define sets of states and sets of transitions. We
will not list all these ways here and we refer to the user manual [4].

Example 5. Let us consider the transition system res of figure 4 constructed by MEC,
which will be our running example from now on.

First of all we want to know if the mutual ezclusion property is verified, i.e. if the
two processes can be or not both together in their critical section. Let us remind that
the set of states in which a process is in its critical section is defined by the parameter cs
as shown in figure 2. Therefore we have just to know whether there are (global) states
in which

(i) the first component is in the value of cs in the first transition system of the
synchronization system peterson,

(i) the second component is in the value of cs in the second transition system of the
synchronization system peterson.

The sets of states satisfying (i) and (i) are respectively denoted by cs[1] and cs[2];
hence the set of states not satisfying the mutual exclusion property is defined and/or
computed by the assignment nok := cs[1]/\cs[2];

After execution of this command, it appears on the screen that the value of nok is a
set of states which has 0 element. o

3.3 Primitive operators

Let us denote by o and 7 the sorts “set of states” and “set of transitions”. We can use
the following operators src of sort 7 — o, tgt of sort 7 — o, rsrc of sort ¢ — 7, rtgt
of sort 0 — 7. The interpretation of these operators is as follows, for a given transition

system < S,T,a,B3,A >: If Q is a set of states included in S and R a set of transitions
included in T, then

src(R) = {a(t)|t€ R},
tgt(R) = {B(t)|t€ R},
rsre(Q) = {t|ea(t) € Q},
rege(Q) = {t|B(t) € Q}.

In other words src(R) and tgt(R) are respectively the sets of sources and targets of
transitions in R and rsrc(Q) and rtgt(Q) are their reciprocals : the sets of transitions
having their source and their target in Q.
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Example 6. If Q is a set of states, the set Pred(Q) is the set of all states which are the
source of a transition whose target is in Q. If Q is a variable whose value is @, Pred(Q)
is the value of the expression src(rtgt(Q)).

In a similar way Succ(Q) is the value of the expression tgt(rsrc(Q)).

If T denotes a set T of transitions, the expression src(T/\rtgt(Q)) evaluates to the
set of sources of transitions in T having their target in Q and tgt(T/\rsrc(Q)) to the
set of targets of transitions in T having their source in Q. m]

We also use the binary operator loop of sort 77 — 7 defined by ¢ € loop(R, R') if
and only if ¢ belongs to a path p such that

(7) the source of p is equal to its target,
(1) every transition of p is in R/,
(ii7) some transition of p is in R,

In other words, a transition t is in loop(R, R’) if it belongs to some loop in R’ containing
some transition in R.

Example 7. Let us now look for a livelock in the transition system res.
Roughly speaking there is a livelock if there is an infinite execution where

(7) both processes are always in their “mutexbegin”, and
(#7) none of the processes remains “inactive” forever.

Condition (¢) means that both processes are trying to enter their critical section
and never succeed; condition (i7) means that both processes are really trying to enter
their critical section : if one of the processes stays idle forever surely it will not enter its
critical section and could even prevent the other process to enter.

Since the only waiting action is denoted by e, a process is active during a transition ¢
if the corresponding component of the label of this transition is not equal to e. Therefore
the sets of transitions in which the first and the second processes are active are computed
by
activel := !label[1] # "e"; and
active2 := !label[2] # "e";
The set of transitions in which both processes are in their “mutexbegin” is computed
by
11 := mb[1]/\mb[2];

If there is a livelock, there is an infinite path p such that

(ia) all its transitions are in 11;
(i#ia) it has an infinite number of transitions in activei;

(777a) it has an infinite number of transitions in active2.
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Since there is a finite number of states this infinite path p contains a loop p’ which
satisfies

(3b) all its transitions are in 11;
(#b) it has at least one transition in activei;
(##4d) it has at least one transition in active2.

Conversely if there is a loop satisfying (ib,iib,iiib), there exists an infinite path
satisfying (ia,#ia,ifia). Hence there is a livelock if and only if there is a loop satisfying
(1b,iib,iiib).

The set 110 of transitions belonging to a loop satisfying (ib) is computed by
110 := loop(*,21);

The set 111 of transitions belonging to a loop satisfying (ib) and (iib) is computed by
111 := loop(activel,110);

(but also by 111 := loop(activel,ll); '

Finally the set 112 of transitions belonging to a loop satisfying (ib),(#ib) and (iiib) is
computed by

112 := loop(active2,111);

Here again this set is empty. o

4 The definition of new operators

4.1 Preliminary examples

Let us consider some given transition system A.

1. Let us consider the set Reach(initial) which was used in the definition of the syn-
chronized product (cf. 2.2).- Indeed for every set Q of states one can define the set
Reach(Q) containing Q and the targets of paths having their source in Q. Thus Reach
can be considered as an operator of sort ¢ — ¢ and one can think of adding it to the
primitive operators.

But we can also remark that this operator can be formally defined in the following
way.

Let us consider the operator Succ defined in example 6. We have the following equal-
ity:

Reach(Q) = Q U Succ(Reach(Q)) (1)

By definition Q C Reach(Q)), and if there is a path from a state s to a state s’ , there
is also a path from s to every state of Succ({s'}), thus Succ(Reach(Q)) C Reach(Q).
Conversely let Qo = Q and Q,,, for n > 0, be the set of targets of paths of length n having
their source in Q; then it is clear that Reach(Q) = Un>o @n and that Qnyq = Suce(Q,)
hence Reach(Q) = Qo U Unpo Suce(@n) C Q U Succ(Reach(Q)).

b
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We have even more: not only Reach(Q) is a solution of the equation
X = QU Suce(X) ’ (2)

but it is the least set of states (for inclusion) satisfying this equation: if X is a set
of states satisfying the equation 2 then Qo = Q@ C X and if @, C X then Qn41 =
Suce(Qn) C Suce(X) C X.

Therefore we can give Reach the following definition: for every set Q of states,
Reach(Q) is the least solution of 2. This definition is expressed in MEC by

function reach(Q:state) return X:state;
begin

X = Q \/ tgt(rsrc(X))

end.

Once this function is defined, the operator reach can be used in expressions exacﬂy like
primitive operators; its sort is ¢ — o, as expressed by the first line of the definition.

2. Let us now consider the two sets ReachEven(Q) and ReachOdd(Q) of states reach-
able from a state of Q by a path of even or of odd length. We have

ReachEven(Q) = Uan
n>0

U Q2n+1

n>0

ReachOdd(Q)

where the sets @, are defined above. Then

ReachEven(Q)
ReachOdd(Q)

Q U Succ(Reach0dd(Q))
Succ( ReachEven(Q))

and the pair < ReachEven(Q), ReachOdd(Q) > is the least pair < X,Y > of sets of
states satisfying

X = QU Suce(Y)
Y = Suce(X)

Thus we can define the operator reacheven of sort ¢ — o by

function reacheven(Q:state) return X:state;
var Y:state

begin

X =Q \/ tgt(rsrc(Y));

Y = tgt(src(X))

end.

It could be noticed that the auxiliary variable Y is not really useful since this defini-
tion is equivalent to
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function reacheven(Q:state) return X:state;
begin
X = Q \/ tgt(rsre(tgt(sre(X))));

end.

Here is an example where the definition cannot be simplified this way.

3. Let us consider some set R of transitions; we denote by F(R,Q) (resp. G(R,Q))
the set of states reachable from Q by a path containing an even (resp. odd) number
of transitions in R. Let us remark that for any set Z; of transitions and any set Z, of
states, the set tgt(Z; N rsrc(Z,)), denoted by Suce(Zy, Z,), is the set of states reachable
from Z, by one transition in Z;. Thus < F(R,Q),G(R,Q) > is the least pair < X,Y >
satisfying

X
Y

Q U Suce(* — R, X)U Suce(R,Y)
Succ(* — R,Y) U Suce(R, X)

where * — R is the complement of R. This definition is expressed in MEC by

function F(R:trans , Q:state) return X:state;

var Y :state

begin

X =Q \/ tgt((* - R)/\rsrc(X)) \/ tgt((R/\rsrc(Y));
Y = tgt((* - R)/\rsrc(Y)) \/ tgt((R/\rsrc(X))

end.

4.2 Systems of equations

We are now going to formally define the systems of equations which can be used to
define new operators in MEC.

Basic operators Let D be the heterogenous algebraic signature with two sorts, o and
T, containing the following operators [7] :

0y, 15, 0r, 1, : constants of sorts o and T;
Ug, Ny, —o : binary operators of sort 00 — o;
Ur, Ny, —; : binary operators of sort 77 — T
src, tgt : binary operators of sort 1 — o;

. rsre, rigt : binary operators of sort ¢ — .

If A=< §5,T,a,B,) > is a transition system, it is given a D-structure in the following
way :

o The set of elements of sort o (resp. 7) is p(S) (resp. p(T)).
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e The interpretation of the operators is

(Oa)A = 0,

(la)A = S

(OT)A = 0’

(11).4 = T,
P(U,)aP' = PUP,
P(N,)4P' = PnPF,
P(—v)AP' = P- Ply
R(U,)4R' = RUR,
R(N;)AR' = RNFR,
R(-,)AR' = R-R,

srca(R) = {a(t)t € R},
tgt(R) = {B(t)lte R},
rsrca(P) = {t|a(t) € P},

rigt(P) = {t|B(t) € P}.

All these operators, but —, and —,, have monotonic interpretations with respect to set
inclusion.

Signed terms Let X, = {z1,...,2,} and ¥, = {y1,...,¥m} be two sets of variables
of sort o and 7. We can build terms with these variables and the operators of D. If t is
such a term, its interpretation t4 will be a mapping from p(S)* x p(T)™ into p(S) or
9(T) according to the sort of this term.

Since the interpretation of a difference operator is not monotonic, the interpretation
of a term is not necessarily monotonic. However we can consider that the interpretation
of a difference becomes monotonic if its first argument is ordered by inclusion and its
second argument is ordered by the inverse relation : containment.

This led us to consider two kinds of order on (S) and p(T'), inclusion and contain-
ment. We shall denote these powersets by p*(S) and p*(T) (resp. p~(S) and p~(T))
when we wish to make clear that they are ordered by inclusion (resp. containment).
For each sort, we consider two kinds of variables : positive variables ranging over a
powerset ordered by inclusion and negative variables ranging over a powerset ordered
by containment. Let X+ and X~ be two sets of positive and negative variables of sort
o,Y* and Y~ two sets of positive and negative variables of sort 7 and Z, et Z, two set
of “parameters”, which will be interpreted as arbitrary sets.

We inductively define the sets of positive and negative terms of sort o, T+ et T,
and of positive and negative terms of 7, 7,* and 7~ by

e XtCTH, X~ CT,/,Y*CTH Y CT ;

e {0,1,}UZ, CT}NnT; (p=o,T);
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e if t; and t; belong to T then t; U, t;, t N, tz belong to 7,55 (p = 0,75 ¢ = +,-);
e if t belongs to T then src(t) and tgt(t) belong to 75; (¢ = +,-) ;
e if t belongs to T then rsrc(t) and rtgt(t) belong to 755 (s = +,—);

e if t; belongs to 7 and t; belongs to 7;," then t; —, t; belongs to 7; (p=o,7;
<6 ¢! >=<+,->, < —,+>);

If t is a term of TS its interpretation t4 is then monotonic or antimonotonic (ac-
cording to the value of ¢<) when the values of variables in Z are fixed and values of other
variables are ordered according to their sign.

Example 8. If Z. is a parameter of sort 7, Z, a parameter of sort o, X; a positive
variable of sort o and Y_ a negative variable of sort , then Z. N, rtgt(l, —, X4) is a
negative term of sort 7 and Z, U, (1, —, sre(Y_.)) is a positive term of sort o. o

Systems of equations Let us consider the following sets of variables :

Xt = {X{,...,X}},

X~ = {X{,...,Xoh
Yt = {Y;,...,Y;},
Y- = {Yl-,...,Y":/},
2, = {Z,...,2Z,},

Z,- = {Z{,---,Z;I},

We consider the sets of terms T;*, 7,7, 7.+ ,7,~ built with these variables.

A system of equations X is

{Xt = ufji1<ci<n} u
{Xx- yfj1<ig<n’} U
{v* vH1<i<m} U
{Y7 = vyj1<ci<m'}.

where v} € TV, v € 7,7, vF € T, v7 € T
With a system of equations £ and a transition system .A we associate the ordered set
Dy = p*(S) xp (S) x pH(T)" x o™ ()™
and the set

Dy = (S x p(T)
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ordered by the empty order. Then I defines a mapping
YA4:Dy x Dy — Dy

This mapping is monotonic with respect to the order defined componentwise on D; and
D; x D,. Thus it has a least fixed point uX 4 : D — D;.

Now if we choose one of the signed variables, by composing 4¥ 4 with the projection
of D, on its component associated with this variable, we get a mapping from D, in p(S)
or p(T'), according to the sort of the variable. Thus we can assume that a new operator
is defined by :

o the list of sorted parameters,

e the list of sorted and signed variables,

o the selected variable defining the result,

e the list of equations, one for each variables.

The interpretation of such an operator in any transition system will be the mapping
defined above.

Example 9. Let us consider the two terms of the example 8. The parameters they
contains are Z, and Z,, and the variables are X, and Y_. Let us consider the two
equations

Xy = ZoUy (L —r sre(Y2))
Y. = Zq- N, Ttgt(la -0 X+)

For every transition system A this defines a mapping from p(T) X p(S) in p(S)xp(T);
if we choose X as principal variable we get a mapping from p(T') X p(S) in p(S).

Let us call unavoidable this operator for some reasons which will be explained
below. In MEC its definition will be written

function unavoidable(Zt:trans ; Zs:state) return X:state;
var Y:_trans

begin

X =2s \/ (* - src(V));

Y = Zt /\ rtgt(x - X)

end.

Let us remark that negative variables are specified by an “underscore” preceding their
sort.

The name “unavoidable” given to this operator comes from the following property.



Let A be any transition system, Q some set of states and R some set of transitions.
Then a state s belongs to unavoidable(R, Q) if and only if every maximal path in A
(i-e. an infinite path or a finite path whose last state has no successor in .A) originated
in s and containing only transitions in R contains a state in Q.

To prove this assertion let us remark that unavoidable( R, Q) is also the least solution
of X = QU (* — Pred(R,+ — X)) where Pred(A,B) = src(A N rtgt(B)) is the set of
origins of transition of A having their target in B. Thus s € X if and only if s € Q or
all transitions of R of source s have their target in X.

In particular unavoidable(T', ®) is the set of states s such that every maximal path
originated in s is finite. This can be considered as a definition of “deadlocking” states,
since once in such a state it is impossible to start an infinite computation.

Least and greatest fixed points The use of signed variables allows to define new
operators as greatest fixed point of system of equations as well as least fixed point just by
playing on the signs : the least element for inclusion is the greatest one for containment
and vice-versa!

Computation of least fixed points If an expression contains an operator defined
by a system of equation it remains to evaluate this expression. This amounts to com-
puting the value of op(Z,,...Z,) when the values of Z,,...,Z, are known and thus
to computing the least fixed point of the equations defining op when the parameters
occuring in these equations are given. This can be done in time linear with respect to
the size of the transition system (i.e. number of states and number of transitions, using
an algorithm described in [2]). Thus all computations performed by MEC are done in a
time linear with the size of the transition system.

5 An example of use

MEC has been used to check some mutual exclusion algorithms. It allowed to discover
that Burns’s algorithms [5] contained livelocks in the case of four processes.

The transition system obtained by synchronizing four processes, four boolean flags
and a “turn” variable, representing the symmetrical Burns’s algorithm with four pro-
cesses has 65 016 states, 260 064 transitions stored in about 13 Mbytes of memory. On
a Sun 3/60, it takes 20 minutes of CPU to construct this product and 11 minutes to
compute unavoidable using the linear algorithm of Arnold and Crubillé.
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Processeur paralléle pour les systémes
experts et les algorithmes de régles

Edward C. Valentine

Concordia University,Montréal,Qc,Canada,
Collége Montmorency, Laval.

Résumé: Lors de l'exécution d'un systéme expert de régles, la plus grande partie du
temps est utilisé pour fouiller la base de connaissance dans le but de trouver les régles
susceptibles d'étre déclenchées. Gupta [G86] a montré que I'utilisation du parallélisme
classique ne permet guére d'espérer mieux qu'une accélération par un facteur de l'ordre de
30. Nous proposons un nouveau type de processeur permettant d'une part d'éliminer cette
recherche et d'autre part de déclencher plusieurs régles en paralléle.

Les systémes experts sont, en général, développés comme des ensembles de régles ayant la
forme (1). Ces ensembles de régles sont parfois appelés "syst¢émes de productions”
(production systems), sans doute a cause d'une certaine analogie de présentation avec les
"productions” dans les grammaires des langages formels.

AMNBA~F =G A*-~C (1

Si on restreint la notion de systéme expert aux systémes qui utilisent la connaissance d'experts
humains, les autres applications ou l'utilisation de syst¢mes de régles permet des mises en
ceuvre efficaces (systeémes de contrdle [AAA],[SL88], traitement d'images) les termes
"algorithme de régles" (rule-based algorithm) semblent préférables pour désigner ces
ensembles de régles.

Un algorithme de régles ( voir [CE] pour une définition plus formelle et [CF] pour un exposé
détaill€) est constitué d'un ensemble de régles de la forme (1), c'est a dire: une conjonction de



faits (ou leur négation) appelée la prémisse ( condition, hypothése, partie gauche, LHS,
antécédant, assumption...), suivie d'un symbole " -> ", suivi d'une conjonction de faits (ou
leur négation) appelée la conclusion ( conséquent, déduction, partie droite, RHS ...). Les faits
prennent une valeur de vérité dans 'ensemble {vrai, faux, inconnu}. Certaines de ces valeurs
sont introduites comme données et forment I'ensemble des valeurs en mémoire de travail.

La figure 1 donne le paradigme de fonctionnement d'un tel algorithme. La premiére étape du
cycle, appelée MATCH, consiste 2 comparer les valeurs en mémoire de travail avec les faits
composant les prémisses de régles. Lorsque tous les faits de la prémisse d'une régle
correspondent a des valeurs en mémoire de travail, cette régle est placée dans un ensemble
appelé "ensemble de conflit" qui est I'ensemble des régles "déclenchables” de ce cycle. La
deuxiéme étape du cycle, appelée CHOIX (conflict resolution) consiste a décider
laquelle(lesquelles) des régle de I'ensemble de conflit déclencher (un ensemble vide entraine
I'arr€t). La troisieme étape, appelée ACTION (act), consiste a utiliser les conclusions de la
(des) regle(s) déclenchée(s) pour modifier les valeurs correspondantes de la mémoire de travail.

TS

figurel

Dés les premiéres mises en ceuvre de systémes de régles, il fut évident que la complexité des
calculs rendaient les 'gros systémes' inéficaces. Le traitement paralléle s'imposa donc comme
une solution possible.Les exemples classiques d'algorithmes de régles, les systémes experts en
particulier, ne permettent pas en général le déclenchement de plusieurs régles en paralléle. Le
parallélisme proposé consiste donc a faire la premiére étape du cycle en paralléle en utilisant le
paradigme de la figure 2. En effet Forgy a montré [Forgy79] [Forgy 82] que cette étape occupe
plus de 90% du temps utilisé par le processeur et on s'attend que toute amélioration par un
facteur important du temps processeur a cette étape entrainera une amélioration comparable de
la performance du systéme entier. Cette attente n'est pas comblée dans la pratique comme le
montre Gupta [G86] par des simulations. La conclusion qu'il tire de ses expériences est que le
déclenchement d'une régle entrainant trés peu de changements dans la mémoire de travail,
I'amélioration de performance obtenue par cette forme de parallélisme plafonne rapidement. On
trouve également dans cette thése une comparaison de plusieurs architectures paralléles pour
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I'exécution de systémes de régles (DADO, NON_VON, etc...).

<
@l (D

(e

figure2

Dans [TS84] et [TS85] on trouve l'idée de I'exécution parall¢le (déclenchement parallele) des
régles. Naturellement on ne saurait passer de I'exécution séquentielle a 1'exécution paralléle
sans apporter certaines modifications aux algorithmes. Dans [MJV86] on présente une fagon
de représenter les régles d'un systéme expert afin d'améliorer, d'une part, la performance du
moteur d'inférence, et d'autre part la lisibilité et I'interface usager. Tirée d'une méthodologie de
développement de systéme plus générale utilisant des tableaux pour représenter des relations
[JFO], mais déja présente d'une fagon plus primitive dans le systeéme IRIS [Trigoboff] [TK],
cette approche suggeére une architecture du type "massivement paralléle” pour le traitement des
régles. La figure 3 montre un ensemble de régles du type (1) qui utilise cette représentation.

{REGLES}
Vo.o.ooo... R1 A->BAC
Vo .. R2 C->E
LV R3 BAD->F
VL. R4 E->H
Y RS BAF->~G
..... V.. R6 C->D
...... V. R7 G->BAD
(FAITS)
L. Cl A
T.t.t.T. C2 B
Teoe...t.. c3 C
..t..TT. C4 D
T, .. C5 E
T . C6 F
...F.t. Cl G
T ... C8 H

figure 3



La partie supérieure du tableau permet d'écrire les régles et d'établir une correspondance entre
celle-ci et les colonnes de la partie inférieure. La partie inférieure permet d'établir les relations
entre les régles et les faits. Un 't' minuscule (resp. 'f') a l'intersection de la ligne i et de la
colonne j indique que le fait i est une prémiSse vraie (resp. fausse) de la régle j. Un 'T
majuscule (resp 'F) a I'intersection de la ligne i et de 1a colonne j indique que le fait i est une
conclusion vraie (resp. fausse) de la régle j. On voit qu'il n'est pas nécessaire comme dans []
de séparer les prémisses et les conclusions en deux tableaux, puisqu'un fait n'apparait pas en
prémisse et en conclusion d'une méme régle.

La figure 4 montre comment la performance du systéme peut étre améliorée en permettant au
moteur d'inférence de tirer des conclusions des régles déja entrées (traitement & 1'avance,
pre-processing) pendant la phase de développement du syst¢éme. On voit (colonne 1) que si la
valeur 'vrai' est attribuée au fait 'A’ alors les valeurs de tous les autres faits se wouvent
déterminés immédiatement. On remarque aussi (colonne 7) que l'attribution ¢g la valeur 'vrai
au fait 'G’ entraine l'obligation de déduire la valeur 'faux' pour ce méme fait et donc que ce
traitement a I'avance permet de déterminer que l'ensemble de régles est inconsistant.

{REGLES}
Voo, Rl A->BAC
R R2 C->E
LV . R3 BAD->F
VL. R4 E->H
R RS BAF->~G
..... V.. R6 C->D
...... V. R7 G->BAD
{FAITS})
| S Cl A
T.t.t.T. C2 B
Te... .. C3 C
+T . t..TT. C4 D
+TT.t.... C5 E
+T . T .t .4T. C6 F
+F .+F . F . «#F. Cl7 G
+T+T . T.... C8 H

figure 4
Cette représentation permet de concevoir une architecture massivement paralléle pour
I'exécution d'un tel systéme de régle. La figure 5 représente un réseau de portes logiques
interconnectées ol nous supposerons que les lignes représentent les faits et les colonnes, les
reégles. Chaque porte peut étre programmée de 5 fagons ( ou prendre I'un des 5 états) soit:
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prémisse vraie, prémisse fausse, conclusion vraie, conclusion fausse, ou non active.

—
-----

i g e e e ]

e —m

155 m— S w— ]

R ey

figure 5

Le processeur fonctionne de la fagon suivante. Lorsqu'un signal circule dans une colonne, on
dira que la régle qui y est programmée déclenche; un signal (vrai ou faux) dans une ligne établit
la valeur de vérité de ce fait. Ce signal peut €tre recu de I'extérieur, c'est a dire que certaines ou
toutes les lignes de faits d'un processeur peuvent accepter des valeur d'entrée. De la méme
fagon certains ou tous les faits peuvent émettre leur signal vers I'extérieur. Les faits faisant
partie de la prémisse d'une régle seront programmés en prémisse vraie ou prémisse fausse;
ceux de la conclusion en conclusion vraie ou conclusion fausse. Puisqu'on désire qu'une régle
ne déclenche que lorsque que ses prémisses sont vérifiées, les portes logiques auront la
fonction d'empécher ce déclenchement lorsque le signal sur une ligne est différent de la valeur
programmée en prémisse d'une régle. Autrement dit, une porte logique qui se trouve a
l'intersection du fait A et de la régle R1 et programmée en prémisse vraie (resp. fausse) coupera
le signal dans R1 i moins que le signal sur A ne soit vrai (resp faux). D'autre part, il faut que
lorsqu'une régle déclenche, tous les faits faisant partie de sa conclusion prennent les valeurs de
vérité appropriées.Pour cela les portes logiques programmeées & conclusion vraie (resp. fausse)
doivent détecter le déclenchement de leur régle (passage d'un signal) et émettre un signal vrai
(resp. faux) sur leur ligne de fait. Un exemple permettra d'illustrer: prenons I'ensemble de
régles (2)

Reégle 1: F1AF3->F2"F4

Reégle 2: Fy ->F;5

Reégle 3: F4 ->~Fg

Regle 4 : F57~Fg->F7

Regle 5: Fp A ~F5->F1 )

La figure 6 illustre le processeur lorsque ces régles y sont programmeées. Supposons que des
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signaux externes soient regus: vrai pour F1 et vrai pour F3. Aussitdt que ces deux signaux
sont regus, les portes a l'intersection de la colonne 1 du processeur qui correspond 2 la régle 1
et des lignes 1 et 3, qui correspondent aux faits F1 et F3, qui inhibaient le signal sur la
colonne, le laissent passer déclenchant ainsi la régle. Les portes 2 I'intersection de la colonne 1
etdes lignes 2 et 4 détectent ce signal et initient des signaux vrai sur les lignes de fait F2 et F4.

BB premisse wie
[ premisse fausse
conclusion vraie
conclusion fausse
3 ignore

O detecteur de contradiction

figure 6
Ces signaux correspondent aux prémisses des régles 2 et 3 (colonnes 2 et 3) qui déclenchent et

initient des signaux vrai pour F5 et faux pour F6. Ces signaux permettent a leur tour le
déclenchement de la régle 4 et entraine la valeur vrai pour F7. 'F7= vrai' pourrait étre considéré
comme le résultat final du raisonnement; cependant n'importe laquelle des valeurs des faits peut
étre considérée comme tel et peut donc correspondre a une valeur de sortie du processeur.

On observe que le déclenchement des régles se fait en paralléle et que la partie MATCH du
paradigme de la figure 1 se fait aussi en paralléle sur toutes les prémisses de toutes les régles
dont la valeur de vérité est connue. Le processeur programmé devient un circuit analogique
massivement parallele pour cet ensemble de régles. )

La technologie actuelle [Mead 87] [Mead 89] est adéquate pour réaliser ce genre de processeur
que l'on peut placer dans la classe des architectures de type neuronal [Alexander 89]
[Grossberg].
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Mémoires partagées et réseaux systoliques:
algorithmes élégants et/ou efficaces

Gaétan Hains
Centre de recherche informatique de Montréal
1550, boul. de Maisonneuve ouest, Montréal. Québec, H3G 1N2

Résumé

Réflexion sur les liens entre 1’algorithmique, les architectures paralléles et les
couts de communication. D’un c6té. la théorie des mémoires partagées (PRAM),
bien développée, est basée sur un modeéle ou les accés-mémoire ont un coit uni-
taire. De 'autre coté, les algorithmes systoliques et distribués font un usage
optimal des architectures paralleles. Les algorithmes PRAM peuvent étre plus
couteux que nécéssaire lorsqu’implantés sous forme distribuée. Les algorithmes
distribués, et systoliques en particulier, sont plus difficiles & concevoir et s'in-
serent mal dans I’algorithmique PRAM ou séquentielle. Peut-on réconcilier ces
deux approches?

Modeles de complexité et communications

On considere ici la conception d’algorithmes paralléles efficaces dans le but de mi-
nimiser le temps de calcul asymptotique. La tiche du concepteur est de relier un
probleme de calcul bien défini a sa solution sur une architecture-machine donnée.
Pour quantifier l'efficacité d’un algorithme, on doit s’appuyer sur un modéle ma-
thématique de ’architecture qui soit juste assez détaillé pour mesurer la complexité
réelle des calculs sans trop alourdir leur description. On fait habituellement abstrac-
tion des détails qui n’affectent le temps d’exécution que par un facteur constant. Ce
choix entre détails et facteurs pertinents peut étre délicat comme l'illustre le cas de
la taille des ‘mots-machine’ et le concept associé d’algorithme pseudo-polynomial [2].
Dans ce contexte, la principale question traitée ici est celle de I'opportunité de faire
abstraction du temps nécéssaire aux communications a l’intérieur d'un ordinateur
paralléle.

Le modeéle le plus courant pour la description d’algorithmes séquentiels est ce-
lui de la machine & accés aléatoire (Random Access Machine ou RAM) [1]. Sous
certaines conditions, toute implantation d’un algorithme RAM aura un temps d’exé-
cution proportionnel a sa complexité telle que mesurée par le nombre d’instructions
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RAM consécutives. C’est cette propriété qui fait l'universalité et la simplicité du
modele séquentiel.

La généralisation a plusieurs processeurs donne lieu a la machine paralléle a
acces aléatoire ( Parallel Random Access Machineou PRAM) ou des RAM multiples
se partagent une mémoire centrale [3]. Pour autant qu'un mot-mémoire ne soit lu
ou écrit par plus d’un processeur a la fois, une opération PRAM donne a tous les
processeurs l’acces a la mémoire partagée. On réalise ainsi une communication globale
en un temps unitaire et ce, indépendamment du nombre de processeurs impliqués.
Pour les besoins de cet exposé, on peut représenter les algorithmes PRAM par des
circuits acycliques ot chaque porte (sommet) réalise une opération RAM et ou le
temps de calcul est mesuré par la profondeur du circuit. Un circuit fait donc aussi
abstraction des coits de communication en ignorant la longueur physique des arcs
reliant les portes.

La conception et I'implantation d’algorithmes systoliques [9] est un mode de pro-
grammation mieux adapté aux contraintes physiques des architectures paralléles. De
fagon simplifiée, un algorithme systolique est un algorithme paralléle dont la structure
des communications et le flot des données sont décrits par des équations récurrentes
uniformes. La technologie VLSI permet !'implantation d'un tel algorithme sur une
surface rectangulaire ou la distance entre des processeurs adjacents est indépendante
de la taille du réseau. On réalise ainsi des communications dont le coiit ‘réel’ est
unitaire.

Les algorithmes de type systolique donnent donc des estimés réalistes de complexi-
té mais sont plus difficiles & concevoir, le programmeur devant restreindre la spécifi-
cation du probléme a une récurrence uniforme. Les algorithmes PRAM, centralisés,
facilitent la définition et la conception mais font abstraction des communications, un
facteur toujours déterminant pour les temps d’exécution sur machines paralléles.

On illustrera cette problématique par des algorithmes pour la solution du pro-
bléme du chemin algébrique.

Algorithmes PRAM

Un probléeme d’importance fondamentale en algorithmique paralléle est le probleme
des préfixes (PP) utile dans un grand nombre de calculs paralléles. La solution a ce
probléme sert entre autres a la construction de circuits d’addition et de multiplica-
tion sans retenues. Etant donnée une opération binaire associative o, une procédure
pour son calcul et une liste d’éléments zo....,zn,—; du semigroupe de o, le probleme
consiste a calculer les préfixes zgo...oz; pour i :(0..n —1). On peut immédiatement
concevoir un circuit pour PP de profondeur O(logn) et taille O(n?). Fischer et Lad-
ner ont donné une solution plus efficace qui a toujours profondeur O(logn) mais ne
requiert qu'un nombre linéaire de portes [6]. Ce circuit est illustré pour n = 8 dans
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Figure 1: Circuit PP de Fischer et Ladner

la figure 1 ol chaque cercle foncé réalise une opération o et les arcs sont orientés vers
le bas.

Un autre probléeme important est le probléme du chemin algébrique (algebraic
path problem ou APP) [9] qui généralise les calculs de fermeture transitive, inversion
de matrice, plus courts chemins et autres problemes sur des graphes ou matrices.
Dans certains cas particuliers comme celui des plus courts chemins, le probleme APP
est équivalent & calculer la somme algébrique finie 3"?=} M* pour une matrice n x n
M donnée. Cette équivalence suggere une solution PRAM pour le probleme APP
comme suit. I1 est facile de construire des circuits de multiplication de matrices et
d’addition de matrices de profondeur O(logn) et de taille O(n®). On peut ensuite
composer ces circuits en un circuit PP de multiplication et une pyramide additive
pour obtenir un circuit de profondeur O(logn)? et de taille O(n*) soit quadratique
dans la taille de M. Ce circuit est illustré par la figure 2 ou: n = 8, un cercle foncé
représente un sous-circuit de multiplication de matrices, un carré représente un sous-
circuit d’addition de matrices et chaque ligne représente un ‘bus’ de n? arcs paralleles
transportant une matrice n X n vers le bas.

Algorithmes distribués

L’algorithme PRAM ci-dessus a ’avantage de la simplicité et de la modularité: il
réalise la composition d’opérateurs par la substitution des circuits correspondants. Le
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Figure 3: Distance physique dans un réseau

résultat est cependant loin d’étre efficace car il nécéssite trop de ressources matérielles.
De plus, comme ’algorithme utilise @(n*) processeurs, on peut montrer que son temps
d’exécution réel est de I’ordre d’au moins n#/3.

En effet, la profondeur O(log n)? du circuit ne peut représenter fidelement le temps
d’exécution car les fils, lasers ou autres signaux qui réalisent ses arcs devront parcourir
une distance de ’ordre de +/P, ot P est le nombre de processeurs utilisés (figure 3).
Cette borne inférieure s’applique au temps moyen d’exécution de tout algorithme
paralléle, tel que démontré par Vitdnyi [11]. Ce résultat n’a aucun effet négatif sur
des algorithmes distribués ou systoliques dont le réseau de communication est une
maille a deux ou trois dimensions. Dans ces réseaux, le nombre d’arcs le long d’un
chemin quelconque est une borne supérieure (a une constante preés) pour la longueur
physique du chemin puisque tous les arcs relient des processeurs voisins. Le nombre
de communications consécutives d’un calcul ou la profondeur d’un circuit se confond
alors avec le temps d’exécution.

Il existe un algorithme systolique pour le probleme APP [10] qui n'utilise qu'un
nombre linéaire O(n?) de processeurs et dont le temps d’exécution est O(n). Cet al-
gorithme est une version systolique et généralisée de I'algorithme séquentiel O(n?) de
Gauss-Jordan pour l'inversion de matrices. Son existence montre donc une premiere
faiblesse de la méthode ad-hoc de conception d’algorithme PRAM: la définition de
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Figure 4: Circuit PP a deux dimensions

communications trop coiiteuses. On pourrait tenter d’y remédier en utilisant un algo-
rithme distribué pour le probléme des préfixes (temps O(y/n), taille O(n), figure 4),
et y insérer un algorithme systolique pour la multiplication de matrices (temps O(n),
taille O(n?)). Le résultat comprendrait alors O(n3) processeurs mais nécéssiterait un
temps ©(n/n), toujours plus que l’algorithme systolique de [10]. On voit donc que
la seconde faiblesse de la méthode PRAM, un trop grand nombre de processeurs, se
répercute aussi sur le temps de calcul. Tel qu’exprimé par le résultat de Vitanyi, les
deux faiblesses sont directement liées: un bon algorithme parallele doit utiliser peu
de ressources matérielles s’il veut étre compact physiquement donc rapide.

Classe NC et P-complétude

Soit P la classe des problémes calculables en temps polynomial. La classe de complexi-
té NC est la sous-classe de P dont les problémes sont calculables par un algorithme
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PRAM utilisant un nombre polynomial de processeurs et de complexité polynomiale
en logn. A cause des algorithmes présentés plus haut. on peut conclure que les pro-
bléemes PP et APP font partie de NC.

Une question d’importance capitale en théorie de la complexité paralléle est de
savoir si NC = P ou non [3] [8]. On conjecture présentement que NC # P en se ba-
sant sur une notion de sous-classe des problemes les plus ardus dans P. Les problémes
contenus dans cette sous-classe sont dits logespace-complets pour P ou simplement
P-complets. Les problemes P-complets sont inclus dans P par définition. Leur ca-
ractéristique est que si un seul probleme P-complet était calculable en NC, alors ils
le seraient tous et on aurait NC = P. Or 1’état présent des recherches suggére que ce
n’est pas le cas.

L’hypotheése trés plausible NC # P semble classifier les problémes polynomiaux
en ‘problémes parallélisables’ NC et ‘problemes séquentiels’ P-complets. Or le résultat
de Vitanyi nous force a nuancer cette classification. Comme on a vu dans le cas du
probléme APP. un algorithme PRAM ne se traduit pas nécéssairement en algorithme
pratique efficace. Toutefois, si ’algorithme PRAM utilise relativement peu de proces-
seurs il est possible de l'implanter efficacement sur une architecture tridimensionelle.
Cette implantation consiste en une simulation de chaque étape synchrone de la mé-
moire partagée par un tri global. On réalise ainsi un algorithme PRAM de complexité
O(log* n) et utilisant p processeurs en un temps de I’ordre de p/3 log* n [7]. Pour des
problémes bien décomposables, on peut remplacer cette stratégie par une méthode
de diviser-pour-régner et obtenir une simulation en temps O(p'/3log*~!n) [4]. On
a donc 14 des complexités proches de la borne inférieure de Vitdnyi, obtenues par
des méthodes générales. Malheureusement, les facteurs logarithmiques et constants
associés a ces simulations d’algorithmes PRAM peuvent les rendre non-compétitifs
face aux algorithmes systoliques congus indépendamment. Il reste a découvrir des
méthodes générales et optimales de simulation d’algorithmes PRAM sur des archi-
tectures distribuées.

A Dinverse, un probléme P-complet peut étre accéléré par des méthodes paral-
léles, méme si le résultat n’est pas optimal. Par exemple, le probleme P-complet du
compactage des termes finis (minimisation d’automates acycliques) posséde une so-
lution systolique O(n) alors que le meilleur algorithme séquentiel connu a complexité
Q(nlogn) [5]. I existe aussi des problémes P-complets comme 'unification [12] pour
lesquels un algorithme séquentiel linéaire existe et aucune autre méthode connue n’a
de complexité inférieure. Pour clarifier la signification pratique de la P-complétude,
il faudrait découvrir des bornes inférieures au temps d’exécution de problémes P-
complets sur des architectures distribuées.

Des réponses a ces questions serviraient a rapprocher la théorie PRAM et la pro-
grammation distribuée. On aurait ainsi une base théorique solide et complémentaire
des théories de la correction des programmes paralléles pour donner des fondements
stables a la programmation paralleéle.
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0. Introduction

Dans cet article, je me propose d’exposer, de fagon assez informelle, quelques résultats de la
théorie de la complexité. Le fil directeur de ma présentation veut suggérer que I’approche
algébrique, telle qu’utilis€e avec grand succés dans ’analyse des automates finis, peut étre adaptée

a I’étude de classes beaucoup plus générales.

Dans un premier temps je résumerai quelques idées qui m’apparaissent étre fondamentales en
théorie algébrique des automates. Ensuite, je décrirai des résultats récents indiquant comment ces
idées ont été adaptées i 1’étude de la classe NC', i.e. celle des calculs réalisables en temps paralléle
logarithmique. Finalement je proposerai quelques avenues qui me semblent prometteuses pour

généraliser davantage I'utilisation des outils algébriques en théorie de la complexité.

La discussion se tiendra en terme de langages. Soit A un alphabet fini, A® ’ensemble des

mots de longueur n sur cet alphabet, et A° = lgo A"™: on appelle langage un sous-ensemble quel-
'—

conque de A°, et on s’intéresse au probléme d’appartenance, c’est & dire au calcul des fonctions
M:A® —{0,1}. De facon générale, la structure d’un modéle de calcul se caractérise par
I’ensemble des opérations considérées comme elémentaires, et par les régles permettant de combiner

ces opérations. Deux exemples typiques sont les machines de Turing [HU|, modélisant les calculs
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séquentiels, et les circuits booléens [C], adaptés i I’étude des calculs paralléles. Dans les deux cas,
le modéle général se paramétrise en limitant I’utilisation des ressources en fonction de la longueur
du mot d’entrée. Le plus souvent, on s’intéresse au temps de calcul et i ’espace de mémoire pour

les calculs séquentiels, au temps de calcul et au nombre de processeurs dans le cas paralléle.

Malgré le développement remarquable de notre compréhension de la théorie du calcul,
plusieurs questions de base demeurent ouvertes. Par exemple, notons L et P les classes de
machines séquentielles opérant respectivement en espace logarithmique et en temps pqunomial;
notons NC la famille des machines paralléles utilisant un nombre polynomial de processeurs et un
temps de calcul polylogarithmique. Les inclusions L C NC C P sont assez faciles & montrer, mais

on s’interroge toujours i savoir si ces inclusions sont strictes.

On peut résumer la problématique de la théorie de la complexité comme la classification des
modéles de calcul selon les langages qui y sont reconnaissables, ou inversement comme la
classification des langages selon les ressources de calcul nécessaires pour résoudre la question de
Pappartenance. On cherche donc i relier les caractéristiques combinatoires des langages aux
propriétés structurelles des machines, incluant sous cette rubrique une analyse quantitative des res-
sources qu’elles utilisent. Pour ce qui est des automates finis, ces relations sont beaucoup mieux
comprises que dans le cas général. Les idées soustendant cette compréhension me semblent
naturelles et adaptables i I’étude de classes plus importantes. La section 2 donnera un exemple de

ce qu'on peut entrevoir comme généralisation.

1. Les automates finis

Les automates finis constituent un modéle de calcul assez restreint, puisqu'’ils formalisent les
machines séquentielles i espace de mémoire borné. Un théoréme célébre de Kleene [K| donne une
caractérisation combinatoire des langages qu’ils peuvent définir: L C A° est reconnaissable par un

automate fini ssi L est rationnel, i.e. L peut s’exprimer i partir de ’ensemble vide et des lettres de
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A en utilisant les opérations d’union, de concaténation et d’étoile. Cette famille est aussi fermée

sous de nombreuses autres opérations, entre autre sous celle de la complémentation.

A partir d’'un point de vue algébrique, on a développ€ une théorie trés riche pour classifier
automates et langages rationnels [P]. Cette approche remplace la notion d’automate par celle de
monoide. Rappelons qu’un monoide fini M est un ensemble fini (aussi noté M) equipé d’une
opération binaire associative et admettant un élément neutre. Cette opération permet de voir le
monoide comme un automate calculant sur I'alphabet M: i tout mot m, - - m, de M’ le
monoide associe '’élément m = M(m, - - - m,) qui est le produit des m;. On peut utiliser M pour
reconnaitre des langages sur un alphabet A arbitraire de la fagon suivante: L C A * est reconnu
par M ssi il existe une fonction §: A — M et un sous-ensemble F' de M tels que z = a, - - - a,

appartient & L ssi M(0(a,) - - - 6(a,)) appartient & F.
Eait 1.1: L est rationnel ssi L est reconnu par un monoide fini.

La puissance de calcul d’'un monoide conduit 4 la relation suivante. Notons ©(4 °,S) la fam-
ille des sous-ensembles de A ° reconnus par le monoide S: on définit S divise T, noté S < T, ssi,
pour tout A, ©(A°,S) C 6(A°,T), i.e. ssi tout langage reconnu par S I’est aussi par T. Cette

relation est réflexive et transitive. On peut caractériser algébriquement la relation de division.

Fait 12: S < T ssi S est une image homomorphe d’un sous-monoide de T. Si on ne distingue
pas entre deux monoides qui sont isomorphes, la relation de division forme donc un

ordre partiel.

Une propriété remarquable des langages rationnels est ’existence pour chaque L d’un unique
monoide M(L) reconnaissant L et tel que M(L) divise tout autre S qui reconnait aussi L. Cette
propriété conduit & son tour i un ordre partiel sur les langages rationnels: posons L <K ssi
M(L) <M(K), i.e. ssi L est reconnu par M(K).

La classification des monoides finis et des langages rationnels s’exprime en terme de variétes.

Une M-variété V est une famille de monoides finis fermée sous la division et le produit direct. Une
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L-variété V est une famille de langages rationnels fermée sous la division et les opérations

booléennes.

Eait 1.3: 1l existe une correspondance biunivoque entre variétés de monoides et de langages.
Cette correspondance associe 3 une M-variété V la L-variété ©(V ) des langages recon-
naissables par les monoides de V. Son inverse associe 4 une L-variété V la M-variété
©7!(V) des monoides M(L,)X e XM (L) ot chacun des L; appartient & V.

Il sera commode d'utiliser les notations suivantes: soit V et V des familles quelconques de
monoides finis et de langages rationnels; on écrira M < V si M appartient & la variété engendrée

par les monoides de V, et L < V si L appartient i la variété engendrée par les langages de V.

Les structures algébriques les plus simples sont celles engendrées par un seul élément, soit les
compteurs finis. I existe deux types, fondamentalement différents 'un de I’autre, de compteurs
réalisables avec un automate fini, les compteurs a seuil et les compteurs modulaires. Définissons les
sous-ensembles suivants de {a}":

pour t > 0, SEUIL, = { a*,a**,--- }

pour ¢ > 1, MOD, = { a%a',- - }.
Fait 14: Soit L C{a}": L est rationnel ssi L < { SEUIL,, MOD, : t >0,¢ >1}.

Ces opérations se généralisent au comptage des factorisations d’un type donn€ que posséde un
mot z. Soitm >0, Lo, ,Lw CA°, a4y, " ,am € A: on définit les langages

SEUIL,(Lg,8,,Ly, * * - ,8p,Lm) = { z : z posséde ¢+t factorisations

de la forme z = zga,2, ** * G 2T, avec z; € L; pouri =0, ,m },
MOD,(Lg,a,,L,, " * * ,8m,Lp) = { z : z posséde cq factorisations
de la forme z = z¢a,z, - - * 6,2, avec z; € L; pour s =0, - - - ,m }.

Eait. 1.5: La classe des iangages rationnels est fermée sous les opérations SEUIL, et MOD,.

Ces opérations induisent les hiérarchies suivantes. Posons Aperg(t) = Greso(q) = Mreso(t,q)
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comme étant la variété contenant, pour chaque alphabet A, ’ensemble vide et le langage A °.
Pour k > 0, posons
Aper,,(!) = &J {LCA":L < {SEUIL(Lg,ay,Ly," - * ,8m,Lm) :
L; dans Aper;_,(t) pour tout s } }
Gres,(q) = Lj’ {LCA":L <{MOD,(Lo,a,,Ly, " * - ,8py,Lpn) :
L; dans Gres,_(q) pour tout ¢ } }
Mresi(t,g) =y {L C A *: L < {SEUIL,(Lg,01,Ly, * * * ,8m,Lum),
MOD,(Ly,ay,Ly, * - * ,8p,Ly) : L; dans Mres,_(t,q) pour tout ¢ } }
Eait 16: a) Chacune de ces familles forment une L-vari€té.
b) Si t#0 ou g # 1, chacune des hiérarchies est stricte (e.g. pour tout k
Aperi(t) C Aperiy,(t)).
¢) Pour tout k > 0 Aper(1) = Aper,(¢t)ssit > 0.
d) Pour tout k¥ > 0 Gres;(q) = Gres,(r) ssi g et r ont les mémes diviseurs premiers.
e) Pour tout ¥ > 0, ¢ = p® avec p premier, Gresy(g) = Gresy(p).
f)L € H‘ Aper,(t) ssi M(L) est un monoide apériodique (i.e. si F C M(L) et F est un
groupe alors |F | = 1).
g)L e Hq Gres;(g) ssi M(L) est un groupe résoluble; de plus si ¢ est fixé M(L) est de
cardinalité ¢°.
h) L € *l'_‘J" Mres,(t,q) ssi M(L) est un monoide résoluble (i.e. si F C M(L) et F est
un groupe alors F' est résoluble).
De fagon informelle, I’énoncé précédent se rameéne aux points suivants:

- les opérateurs SEUIL et MOD sont irréductibles I’'un a ’autre;

- la puissance de ’opérateur SEUIL, ne dépend que de la condition 1 < ¢;
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- la puissance de ’opérateur MOD, ne dépend que des conditions p | ¢ avec p prem-
ier;
- k niveaux de récursion ne sont pas simulables en k—1 niveaux, méme en augmen-
tant la puissance des compteurs.
Finalement notons que les seuls langages rationnels échappant i cette classification, les langages

non résolubles, sont ceux dont le monoide minimal contient un groupe simple non commutatif.

2. La classe NC!

Les calculs paralléles peuvent étre étudiés dans le modéle des circuits booléens. Soit
C = (C,)aen une suite de graphes dirigés sans cycle!. On note s(n) et d(n) le nombre de noeuds
et la profondeur de C,; on suppose aussi un unique noeud de profondeur d(n), la sortie du graphe,
et que chaque noeud du graphe est reli€ & celui-ci. Les noeuds d’entrance 0 sont étiquetés §; ,, avec
1<i<n e a €A, et chaque noeud d’entrance k est étiqueté par une fonction
f: {0,1}“ —+ {0,1}. Chacun des graphes de la suite détermine donc naturellement une fonction
Cu: A® — {0,1}, en posant &; ,(z) = si z;=a alors 1 sinon O,
f(91, - - % )(z) = f(9:(2), - - - ,9:(2)), et en identifiant le résultat de C, i la valeur produite au
noeud de sortie. Les paramétres du modéle sont alors la classe de fonctions admissibles pour
étiqueter les noeuds d’entrance > 0, la profondeur et le nombre de noeuds de chaque graphe de la
suite. La classe NC! est obtenue en considérant les graphes de profondeur O(log n), construits &
'aide des fonctions ET et OU d’entrance 2: il suit que la taille de ces circuits est d’ordre polyno-
mial.

On parlera aussi de certaines sous-classes de NC!, obtenues en utilisant des compteurs. Pour

t >0et ¢ > 1 on définit les fonctions suivantes de {0,1}° dans {0,1}:

1 Puisqu’'on ne pose pas de conditions sur la constructibilité des suites (C, ), le modéle permet de définir des
langages non récursifs. Divers critéres d’uniformité peuvent étre imposés pour rendre le modéle algorithmique au
sens traditionnel. Les résultats que je cite plus bas restent valides sous ce genre de restrictions.
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SEUIL,(z) = si t < Zz; alars 1 sinon 0

MOD,(z) = si ¢ | £z; alors 1 sinon 0.
On pose ACY%(t) comme étant la classe de circuits de profondeur constante et de taille polynomiale,
construits avec les fonctions SEUIL, sans restriction sur l’entrance. Les classes CC%gq) et
ACC"(t,q) sont de meme obtenues i partir des MOD, et en combinant les deux types de comp-
teurs respectivement. I est facile de vérifier que chacune de ces trois familles est contenue dans
NC.

La relation entre NC' et les langages rationnels est basée sur une généralisation de
I'utilisation des monoides finis comme reconnaisseurs. Soit A, B des alphabets: un programme de
A dans B est une suite IT = (7,),en, ol le n"m¢ programme est un mot de longueur n¢ sur
Palphabet I, = {(¢,f):1<¢<n,f: A — B}. Cemot 7, détermine une fonction de A® dans
B™’, en posant (¢, {z) = f(2:), et pour 7, = ¢, - " ¢,., Ty(Z) = €)(2) - - - ¢,.(z). Définissons
aussi, pour L CA° et K C B*, L <p K lorsqu’il existe un tel programme tel que, pour tout mot

z dans A", z € L ssi m,(z) € K. Un langage L est II-reconnu par M ssi L <p K pour un lan-

gage rationnel K reconnaissable par M au sens de la section 1.
Un théoréme magnifique de Barrington [B] caractérise la classe NC! par la Il-reconnaissance.

Fait 21: L est dans NC! ssi L est II-reconnu par un monoide fini. De plus, le résultat reste vrai

si on fixe M comme étant n’importe quel monoide non résoluble.
porte g

A

Ce théoréme suggére de relier la classification des sous-classes de NC! i celle des langages
rationnels. L’adéquation s’est avérée remarquable, et les caractérisations suivantes ont €té obte-

nues.

("

Fait 22: a) L est dans AC%t) ssi L <g K ou K est un langage rationnel appartenant

Aper(t).

"

b) L est dans CC%gq) ssi L <pg K ou K est un langage rationnel appartenant

Gres(q).
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¢) L est dans ACCYt,q) ssi L <p K ol K est un langage rationnel appartenant i

Mres(t,q).

De plus, en définissant convenablement la profondeur exacte des circuits, on obtient une
correspondance avec le niveau de récursion paramétrisant les langages résolubles [McT]. La struc-

ture interne de NC! se décrit donc de fagon précise i 1’aide du formalisme des variétés.

Cette description ne se traduit néammoins pas immédiatement en résultats de séparation
pour les classes de calcul paralléles. En effet, il reste & comprendre algébriquement la notion de II-
division. Cependant tous les théorémes connus indiquent que les idées & la base des propriétés
énoncées au Fait 1.6 restent valables dans cette situation plus générale. Par exemple, on sait que le
comptage SEUIL, se simule avec SEUIL, et le comptage MODP, avec MOD,, lorsque p est premier.
On sait aussi que la hiérarchie des classes AC(t) est stricte, et que celle des CC(p) s’effondre au
premier niveau. Il reste donc 4 analyser la puissance des MOD, lorsque ¢ n’est pas une puissance
d’un nombre premier mais on conjecture que les phénoménes vérifiés dans le cas rationnel resteront

vrais.

3. Conclusion

La classification des langages rationnels résolubles, décrite dans la section 1, est basée sur
I’application récursive d’une opération définie en terme de compteurs: les sous-familles apparaissant
dans cette classification sont caractérisées par le type de compteurs utilisés et par la profondeur de
la récursion. Les résultats et les conjectures de la section 2 décrivant la structure interne de la
classe NC! font apparaitre les mémes paramétres. Peut-on espérer étendre ces idées 4 d’autres

modéles de caleul?

Deux voies me semblent mériter considération, puisque le passage des morphismes aux pro-
grammes a préservé deux caractéristiques importantes. D’abord, le monoide utilisé pour traiter les

mots de longueur n est fixé: ensuite la transformation de z en 7,(z) a la propriété que chaque
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lettre du résultat ne dépend que d’une seule lettre de ’entrée. On peut abandonner I'une ou ’autre
de ces restrictions.

Pour le premier cas, on peut admettre que les mots de A® soient traités par un monoide M, .
Par exemple, on peut prendre M, = M'%6(*) od M est fixe: ceci revient i considérer les fonctions
booléennes de log(n ) langages Il-reconnus par M. On peut aussi demander que M, soit le monoide
minimal d’un langage rationnel K, appartenant a une variété définie par k,, t,, g.. On cherche
alors & comprendre comment la variation de ces paramétres affecte la puissance de calcul.

La deuxiéme idée veut considérer des transductions plus générales que les programmes pour
prétraiter une entrée avant d’effectuer le calcul dans le monoide M. On peut par exemple penser i
allouer la composition de log(n ) programmes, avec ou sans la restriction que le résultat final soit de
longueur polynomiale.

Pour ces deux suggestions, le but visé est évidemment de capturer des classes de complexité
plus vastes que NC'; les classes L, NC et P, mentionnées en introduction fournissent des candi-

dats naturels.
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On the expressive power of temporal logic.
D. Perrin and J.E. Pin
LITP, Paris, FRANCE

Temporal logic has been introduced by Pnueli [15] in view of applications to
specification, development and verification of possibly parallel or non-deterministic
processes.

In this paper we are interested in the descriptive power of propositional temporal
logic (PTL). Indeed it is known that the class of PTL-definable languages is exactly the
class of star-free languages. These languages can also be defined in the first-order theory
of linear order [9] and are characterized by a deep theorem of Schiitzenberger : a rational
(or regular) language is star-free iff its syntactic semigroup is group-free. Since the
syntactic semigroup of a given rational language can be effectively computed, this
provides an algorithm to know whether a rational language is PTL-definable.

Various proofs of the equivalence between "first-order”, "star-free" and "PTL-
definable" have been announced or given in the litterature [4,5,10,11] but all these proofs
are rather involved. In this paper, we give a short and simple proof of this result, based
on a weak version of the decomposition theorem for finite semigroups.

Next we study the descriptive power of a restriction of temporal logic (RTL)
obtained by considering only the operators "next" and "eventually". It was known [4,6]
that RTL is strictly less expressive than PTL but an effective characterization of PTL-
definable languages was still to be found. We show here that RTL-definable languages
admits a syntactic characterization analoguous to Schutzenberger's theorem : a rational
language is RTL-definable iff its syntactic semigroup is "locally &£ -trivial” (in the jargon
of semigroup theory, a finite semigroup S is locally "something” if for every idempotent
e of S, the subsemigroup eSe is "something" and is & -trivial if for every x,y,u,v € S1,
xu = v and yv = u imply u = v). Of course this provides a decision process to know
whether a language is RTL-definable. There is another (less effective) description of

RTL-definable languages : these languages form the smallest boolean algebra of

languages closed under the operations L — aL (for every letter a) and L — A*L.
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Similar results can be obtained when temporal logic is interpreted on infinite words.
For instance, the notions of star-free, first-order definable and PTL-definable languages
can be extended to w-languages and are still equivalent [4,5,17] . One can also extend the
notion of syntactic semigroup and generalize Schiitzenberger's theorem to w-languages
[12]. These results can also be proved by automata-theoretic methods [13,14], but have
been here omitted in order to keep a reasonable size to this extended abstract.

In conclusion, the results of this paper appear as a new justification of the point of
view argued in [18] : the "automata-theoretic perspective" is entlightening for temporal

logic.

1. Languages and semigroups.

A semigroup is a set S together with an associative multiplication. A monoid M is a
semigroup that has an identity element, always denoted by 1. A semigroup S divides a
semigroup T if S is a quotient of a subsemigroup of T. A semigroup S is aperiodic if it is
finite and if for every s € S, there exists an n > 0 such that sh = sn+1.

Given two monoids M and N, the wreath product M o N of M and N is the monoid
of all pairs (f,s) - where s € N and f is a map from N to M - under multiplication
(f,s)(g,t) = (h,st) where h : N — M is defined by

h(n) = f(n)g(sn) .

Let A be a finite alphabet. We denote by A™ the free semigroup over A. A subset of
A" is called a language. Rational languages form the smallest class of languages
containing letters and closed under union, concatenation and plus-operation (L* =

U n >0 LM). Star-free languages form the smallest class of languages containing letters

and closed under boolean operations (union, intersection and complementation) and
concatenation product.

The length of a word w is denoted by |w]| .

A semigroup morphism 7 : A* — S recognizes a language L of A" if there exists
a subset P of S such that L = n-1(P). By extension, we say that a semigroup S recognizes
L if there is a morphism n : A* — S that recognizes L. Let, for instance, U be the
monoid {1, x, y} under multiplication

foreveryu,v € Ujul=lu=uanduv=vifv #1.

One could easily characterize the languages of A* recognized by U but we shall only need

the following description.
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Lemma 1.1. Every language of A* recognized by U is a boolean combination of

languages of the form A*aB* whereae A and B c A.

The syntactic semigroup of a language L c A* is the quotient of A* by the
congruence L defined by
u ~1, v if and only if, for every x,y € A*, xuye L & xvye L.
The syntactic semigroup of a language L is the smallest semigroup that recognizes L. It is
also the transition semigroup of the minimal automaton of L. As it is well-known, a
language is rational iff it can be recognized by a finite automaton. This provides an
algorithm to compute the syntactic semigroup of a given rational language.

For star-free languages, we have the following result.

Theorem 1.2. (Schiitzenberger [16]) Let L be a language of A*. The following
conditions are equivalent :
(1) L is star-free.
(2) L is recognized by an aperiodic semigroup.
(3) The syntactic semigroup of L is aperiodic.

Aperiodic semigroups admit a simple wreath-product decomposition

Theorem 1.3. (Krohn-Rhodes) Every aperiodic semigroup divides a wreath product of
the foorm (Uo.. o (Uo (UolU)..)

Itis easy to see that if a language L is recognized by a semigroup S, and if S divides

a semigroup T, then T also recognizes L. Therefore we have

Corollary 1.4. Every star-free language is recognized by a wreath-product of the form
(Uo.. oUo{Uol..).

In view of this corollary we need a description of the languages recognized by a
monoid of the form U o M. Let N : A* — U o M be a morphism, and let
n:UoM — M be the morphism defined by n(f,m) = m. Finally, let ¢ : A* = M
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be the composition of M and n. Let B = M x A. We define a sequential function
o : At — B* by setting
o(aj ... ap) = (1, a1)(@(ay), a2) ... (¢(ay -.- ap-1), an)-
In fact G is realized by a transducer ( = deterministic automaton with output) with M

as set of states and transition given by

. al(m, a) .

Then one can state the following result, due to H. Straubing

Proposition 1.5 (Wreath product principle) Every language recognized by U 0 M is a
boolean combination of languages of the form X M o-1(Y) where X c A" is

recognized by M and Y < B+ is recognized by U.

Proposition 1.5 can be used to prove Schutzenberger's theorem [1, 2, 8]. We shall

see that it can also be used to study the expressive power of temporal logic.

2. Propositional Temporal Logic.

Propositional temporal logic (PTL for short) on an alphabet A is defined as follows.
The vocabulary consists of

(1) An atomic proposition p, for each lettera € A,

(2) Connectives v, A and —.

(3) Temporal operators o (“next"), ¢ ("eventually”) and U ("undl").
and the formation rules are

(1) Forevery ae A, p, is a formula,

(2) If @ and vy are formulas, so are @ v ¥, @ A Y, =@, 0@, 0@, @ U y.
Semantics are defined by induction on the formation rules. Given a word w € A*, and
ne (1,2, ..., Iwl}, we define the expression "w satisfies ¢ at the instant n" (denoted
(w,n) £ @) as follows :

(1) (w,n) £ p, if the nth letter of w is an a.

(2) (w,n) £ @ v Y (resp. ¢ A Y, =) if (w,n).£ @ or (w,n) £y (resp. if (w,n) £ @
and (w,n) £ v, if (w,n) does not satisfy ¢).

(3) (w,n) £ 00 if (w,n+1) satisfies @.

(4) (w,n) £ 0@ if there exists m 2 n such that (w,m) £~ @.
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(5) (w,n) = ¢ U v if there exists m 2 n such that (w.m) & y and for every k such
thatn <k <m, (w,k) = ¢.

We just have defined "future" temporal formulas but one can define in the same way
"past” temporal formulas by reversing time: it suffices to replace "next" by "previous”,
"eveniually" by "sometime" and "until” by "since". The corresponding semantics is
obtained by exchanging < and > (resp. n+1 and n-1) in the definition.

If ¢ is a future (past) temporal formula, we say that w satisfies @ if (w,1) = ¢ (resp.

(w,lwl) £ @). The language defined by @ is the set L(9) of all words of A* that satisfy ¢.

3. PTL-definable languages.

In this section, we give a short proof of the following result
Theorem 3.1. A language of A* is PTL-definable if and only if it is star-free.

We first prove that every PTL-definable language is star-free. This is done by
induction on the formation rules. Indeed

L(p,) =aA* (for every letter a) is star-free.

L(o@) = AL(¢) . Thus if L(@) is star-free, so is L(0®).

L(0¢) = A*L(9) . Thus if L(¢) is star-free, so is L(0¢).
Finally assume that L = L(¢) and K = L(y) are star-free. Then there exists in particular an
aperiodic semigroup S that recognizes L. That is, there is a semigroup morphism
1n: At — S and a subset P of S such that L = 1-1(P). Now a little computation shows
that

LpUw = Y (A" A" A\ 1es 1) (nl(s) N K)

where Ps-l = {te S | tse P}. But any language of the form n-1(Q) for some Q — S is
recognized by S, and thus is star-free by the theorem of Schutzenberger. Therefore
L(¢ U v) is star-free and this concludes the first part of the proof.

We now show that every star-free language is PTL-definable. Since star-free
languages are closed under reversal we may use past temporal formulas as well. We first

observe that languages definable by past temporal formulas are closed under boolean
operations and under the operation L — La, for every letter a € A. (This is the reverse

version of the formula al.(¢) = L(o@ A py).
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We shall denote by S the operator on languages naturally associated to "since™:
LSK={we A" | w =uv, u € K and for every left factor v'# 1 of v, uv’' € L}.
First of all, every language recognized by the trivial monoid {1) is PTL-definable, since
(1) recognizes the empty set and A* only. Now, by corollary 1.5 it suffices to show that
if every language recognized by a finite monoid M is PTL-definable, then every language
recoghized by U o M is also PTL-definable. By the wreath-product principle, every
language recognized by U o M is a boolean combination of languages of the form
X N o-1(Y) where X c A" is recognized by M and Y < B+ is recognized by U.
Furthermore, by lemma 1.1, every such Y is a boolean combination of languages of the
form B*bC*, where b € B and C c B. Now, by assumption, every language recognized
by M is PTL-definable and PTL-definable languages are closed under boolean operations.
Thus it remains to show that languages of the form 6-1(B*bC*) are PTL-definable. We

claim that
o l(B*bC*) = o-1(B*C) S - 1(B*b) (1)

Indeed, let u = a, ... a, be a word of A* and let 6(ay ... ap) = by ... by. Then
o(u) € B*bC" if and only if there exists an i such that b; = b and, for every j >i, bje C.
This is equivalent to say that o(a; ... 3;) € B*b and for every j >1i, o(a; ... 3j) € B™C,
and this proves (1). Now

clB'0) = Y. oI(B"D)
and therefore it suffices to show that languages of the form ¢-1(B*b) are PTL-definable.
Set b = (m,a) (recall that B=M x A) and let ¢ : A* — M be the morphism that is used
in the definition of o (cf. proposition 1.5). Then we have
o(ay ... ap) = (1, a;)(@(a}),ap) ... (P(ay ... a5.1),ap)

It follows that 6(a; ... a;) € B*b if and only if ¢(ay ... ap.)) = m and a; = a.Therefore
o-1(B*b) = ¢-1(m)a. Now @-!(m) is a language recognized by M and thus is PTL-
definable. It follows that 6-1(B*b) is PTL-definable and this concludes the proof. O

4. A restriction of temporal logic.
If we omit the "until" operator, we get a restriction of temporal logic (RTL) that was
considered in [4,5]. Similar arguments using wreath product decompositions of

semigroups lead to the following result:

Theorem 4.1. Let L be a language of A*. The following conditions are equivalent:
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(1) L is RTL-definable,
(2) L belongs to the smallest boolean algebra of languages closed under the
operations L — A*L and L — aL for every lettera € A,

(3) The syntactic semigroup of L is locally &£ -trivial.
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Abstract : In this paper we develop a new theory of attribute graph rewriting
systems with priorities. This theory provides a very general tool for
describing algorithms from classical graph theory, and for algorithms
implemented on networks of communicating processors'and distributed systems.
Moreover, this theory gives an algebraic model which allows us to
mathematically prove properties of distributed algorithms.

Mailing Address : Yves METIVIER, ENSERB, 351 cours de la Libération
33405 TALENCE (FRANCE)
Electronic Mail : metivier@geocub-prog.fr

SECTION O. INTRODUCTION

This paper presents a new formalism for the description of distributed
algorithms. It relies on a special kind of graph rewriting systems working on
networks of communicating processors. This work is an attempt to provide a
general (and convenient) mathematical tool for proof of properties in
distributed algorithms, such as termination and correctness [E,11]. We also
use it for some classical algorithms of graph theory [1.3].

As usual (see e.g. [2,10]), & network of communicating processcrs is
represented by a graph, whose vertices stand for processors and whose edges
stand for communication channels. By labeling the graph components (vertices
and edges) we can simulate processor states, channels contents, etc. A
distributed algorithm will be described by an initial grapn (the initial
state of the network) and a set of "“calculation rules" expressed as graph
rewriting rules which modify the labeling of the components.

As a consequence of our initial aims, the graph rewriting systems we use
are not very powerful, in the sense that they never modify the underlying
structure of the graph, and thus can not be used as a graph generating
devicet : our graph rewriting systems are not related to the field of graph

grammar theory.
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In order to increase the expressive power of our model, we use the
classical concept of rewriting with priorities [2,8], which allows us to
simulate the different kinds of control statements required for the
expression of distributed algorithms. This priority concept is intended to
solve strictly local rewriting conflicts and is used whenever we need to
translate statements such as "for each neighbour of processor x ...", "if
processor x has no neighbour in state s ...", .

In a network each processor does some computation on 1its local
variables; so we introduce the concept of attributed rewriting which only
provides a simplification of the expression of graph rewriting systems
whenever the attribute domains are finite (which is obviously always the case
when we work on computers).

Our paper is organized as follows : in the first section, we recall some
basic definitions concerning binary relations, graphs and labeled graphs. The
second section is devoted to the definition of graph rewriting systems with
priorities (PGRSs for short). In the third section we give some examples cf
PGRSs devised to solve some classical graph problems. The last section is
introduces the concept of attribute graph rewriting systems with priorities
(APGRSs), for which we give formal definitions and an illustrating example.

The reader will find all proofs and more examples in [4,5].

SECTION 1. BASIC DEFINITIONS

In this section, we review some basic definitions and general notations
concerning binary relations, graphs and labeled graphs that we shall use
throughout this paper.

11 BINARY RELATIONS

(1) Let X be a set. P(X) is the powerset of X; #X is the cardinality of
X. Let — be a binary relation on X; -5 denotes the reflexive-transitive

closure of —» . For a given binary relation — we let A(x) = { y /
X — y }. Let (xi)oslsn be a sequence of elements of X such that :
X=X—X — ... —>Xx=Y,

we say that n is the length of this sequence, and we write x —— y.
-(2) An element x of X is said to be irreducible with respect to relation
— if A(x) is empty ; we say that x is a —s-normal form. We let :
Irred(x) ={ y/ x — y and y is irreducible }.
(3) We say that the relation — is :
i) noetherian if there is no infinite sequence of the form
x — x; — ... X ..., then —s is well-founded,
ii) compatible with an order > if for any elements x and y, we have :
X —y = x> y.
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12 GRAPHS AND LABELED GRAPHS

We recall here some (classical) graph theoretical definitions (see e.g.
[1,3)).

Definition 1.1 : A graph G consists of a finite set of vertices V, a finite
set of edges E, and a mapping Ends from E to VxV, assigning to each edge e
two, not necessarily distinct, vertices of V (the extremities of edge e). The
graph G will be denoted by G = (V,E, Ends).

Definition 1.2 : A directed graph G (or simply d-graph) consists of a finite
set of vertices V, a finite set of (directed) edges E, and two mappings s and
t from E to VxV, assigning to each edge e its source and target nodes
respectively. The graph G will be denoted by G = (V,E,s, t).

Definition 1.3 : Let G = (V,E,s,t) be a d-graph ; we define the underlying
(undirected) graph of G, as Und(G) = (V,E,Ends) with :
V e € E, Ends(e) = { s(e), t(e) }.

As our rewriting systems are based on edge- or node-labels, we now
introduce the concept of labeled graph. Let C = (CE,CV) be a pair of disjoint
sets of labels ; C, (resp. CE) stands for node (resp. edge) labels.

Definition 1.4 : A labeled graph over C, or simply a C-graph, consists in a
graph G = (V,E,Ends) and a labeling function which is a pair of mappings
1= (lv,lE) such that :

1 :V— Cv is the node-labeling function,

v
lE : E— Ck is the edge-labeling function.
Similarly, a labeled directed graph, or simply a C-d-graph, is defined

as a directed graph with a labeling function 1 defined as above.

If x stands for a component of a graph G (i.e. a vertex or an edge) we
will denote by I(x) its label (which stands for lv(x) if x is a veriex and
ls(X) otherwise). If ¢ is a node- (resp. an edge-) label, |G|C is the number
of c-labeled nodes (resp. edges) in the graph G. For any graph (or d-, C-,
C-d-graph) G, we will denote its components by Vc' EE' Endsc, Se» tc or ld

We now introduce the concepts of subgraph, partial labeling functicns
and graph morphisms we shall use in the next section. All these definitions
will be given for C-d-graphs as they can easily be transpcsed to the other

kinds of graphs we deal with.
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Definition 1.5 : Let G and H be two C-d-graphs, we say that G is a subgraph
of H, denoted by G < H, if :

i) Ve < V,and E ¢ E,

ii) S. and tc are respectively the restrictions of Sy and tH to Ec’

iii) lv (resp. lE ) is the restriction of I, (resp. lE ) to VG (resp. EGL
G G H H

Definition 1.6 : Let G be a C-d-graph and A = (AV,AE) a partial labeling

function of G (i.e. Av is a mapping from X € V to Cv and AE a mapping from

YESEto CE) ; we define the C-d-graph H = AG as follows :

i) VH = Vc’ EH = Ec' Sy = Se t, =t

ii)vVve VH. if v € X then lvH(v) = Av(v) else lvH(v) = lvc(v).
iii) vV ee EH, if e € Y then IEH(e) = AE(e) else 1EH(e) = lEG(e)

Definition 1.7 : Let G and H be two C-d-graphs ; a graph morphism from G to H

is a pair m = (mv,mE) of mappings m, : VG —_— VH, m EG — EH, such that

i) vee Ec' sH(mE(e)) = mv(sc(e)).
ii) Vee E. tH(mE(e)) mv(tc(e)).
iii) lv = lv e m and IE =1 o m

v
G H [ El'l E

If m, and m_ are injective (resp. surjective) mappings, we say that m is
injective (resp. surjective). If m is injective and surjective we say that m
is an isomorphism and we shall write H = G.

mG is the subgraph of H defined by mG = (va,mEE,s’,t'.l') where s’, t’ and

1’ stand for the adhoc restrictions of Sy tH and lH respectively.

SECTION 2 : GRAPH REWRITING SYSTEMS WITH PRIORITIES (PGRSs)

In this section, we introduce the main concepts of our graph rewriting
model. We deal with a special kind of graph rewriting systems in which the
rewriting rules do not modify the underlying structure of the rewritten
graphs but only the coloring of their components (vertices and edges).

Let C = (CV,CE) be a color alphabet as defined in the previous section.

Definition 2.1 : A rewriting rule over C consists in a connected C-d-grapn D
and a partial labeling function of D denoted by A. We shall write r = (D,A).

Note that such a rewriting rule can be more classically viewed as a pair
of graphs (the left-hand-side and the right-hand-side of the rule) given by
(D,AD).
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Definition 2.2 : Let G be a C-d-graph and r = (D,A) a rewriting rule. We say
that the graph G is reducible by using rule r if there exists an injective
morphism pu from D to G. We call the subgraph puD of G an occurrence of D in G.

Definition 2.3 : A rewriting step is defined by a 4-tuple (G, r,u,H) where :
i) r = (D,A) is a rewriting rule,
ii) G is a C-d-graph reducible by using rule r (with corresponding
injective morphism u),
iii) H is a C-d-graph obtained from graph G by relabeling vertices and edges

of occurrence uD by function A.

We will say that G is rewritten into H and denote it by G ;—E» H, or

simply G - H.

Example 2.4 : Figure 2.1 shows a rewriting rule r = (D,A) and two graphs G
and H such that G - H. The color alphabet is given by Cv = {a,b,c} and CE =

{x,y,2z}.
Definition 2.5 : A rewriting chain is a sequence (Gl’rx'“x""’cn-x’rn-v
un.Gn) such that : VvV i, 1 =i < n, (Gi,r‘,ui,G,¢1) is a rewriting step.

Definition 2.6 : A graph rewriting system with priorities (a PGRS for short)
is defined by a triple (C,P,>) where :

i) C = CV,CE) is the color alphabet,

ii) P is a finite set of rewriting rules over C,

iii) > is a partial order on the rules of P.

a x a c X a
1 — 2 1 e— 2
x ! 1/// . z l f///
L /7
L N 3w,
the graph D the graph AD

(a) the rewriting rule r = (D,Q)
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(b) a rewriting step G - H
- figure 2.1 -

The concept of correctness, introduced below, enables us to precise the

effect of priorities within a PGRS.

Definition 2.7 : Let R = (C,P,>) be a PGRS, r = (D,A) a rule of P and G a
C-d-graph. A rewriting step (G,r,pu,H) is correct with respect to R if and
only if : '
for any rule r’ = (D’,X’) of P such that r’ > r, there exists no occurrence
w’'D’ of r’ which intersects the occurrence uD of r.

For such a rewriting step, we will write G —&—9 H.

We can easily extend this notion of correctness to rewriting chains in
the following way :
a rewriting chain is said to be correct with respect to R if and only if
all of its rewriting steps are correct. We shall then write G1 —%ﬁ Gﬂ

Example 2.8 : Let r and G be the rewriting rule and the C-d-graph of example
2.4, and r’ = (D’,A’) the rewriting rule shown by figure 2.2.
Let us consider the PGRS R = (C,{r,r’},>) defined by r' > r (rule r’ has a
stronger priority than rule r) ; then :

G <5 H is not correct with respect to R,

G %5 B’ is correct with respect to R,
where ¥’ denotes the graph obtained from graph G by applying rule r’.

N o
<«
.o

- figure 2.2 -

Notice that the effect of the priorities is strictly local (when there
is a conflict between two intersecting occurrences); this means that if two
rules r and r’ such that r’ > r can be applied in two distinct parts of a
graph G, one can freely choose to apply r or r’. This a la Church-Rosser
property is precised by the following lemma :



103

Lemma 2.9 : Let R = (C,P,>) be a PGRS, and G a C-d-graph '; let (G'r1'“1'ﬂ1)
and (G.rz,pz,Hz) be two rewriting steps correct with respect to R and such
that occurrences ulnl and “202 does not intersect. Then :
i) (H1’r2'“2'H12) and (Hz'r1'“1'H21) are both correct with respect to R,
ii) moreover, we have H,= Hzr
Hence, one can view the behaviour of a PGRS on a given graph G in the
following way :

1. Sequential behaviour :
Consider all the occurrences in graph G which can be correctly rewritten,
choose one of them and apply the corresponding rewriting rule. Repeat this
process while possible. If no more rule can be applied, then the
computation is terminated.

2. Distributed behaviour : )
Consider all the occurrences in graph G which can be correctly rewritten,
choose one or several not intersecting ones of them and apply the
corresponding rewriting rule(s). In this case, two (or more) rewriting
steps may be applied at the same time. Repeat this process while possible.
If no more rule can be applied, then the computation is terminated.
This behaviour is clearly equivalent to one (or more) sequential ones.

SECTION 3. EXAMPLES

In this section we use PGRSs to describe some graph algorithms. We first
present two techniques for the computation of a directed spanning tree in a
connected graph (cr a network of processors [10]). The first one is rather
similar to the (sequential) Tremaux algorithm, whereas the second one is a
distributed computation.

3.1 CoMPUTING A SPANNING TREE IN A CONNECTED GRAPH

This example demonstrates the use of a PGRS for the computation of a
spanning tree in a non-directed connected graph. This PGRS acts in the very
same way as the classical Tremaux aligorithm [3].

Example 3.1 : To solve this problem, we use a PGRS Rx = (C,>,P) defined by :

C = (Cv,CE) with :

- Cv= { A, M, N, F} for vertices, where 4 stands for active, M for marked,
N for not yet visited and F for finished.

- CE= { t, £} for edges, where t indicates that the edge belongs to the
computed tree.
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2. P={ r.r, }, with :

A M M A

[ | [ ] [} [ ]
rule r, o f o t rule r,: t e t

] [] ] []

N A A F

3. > is defined by r, > r,

Proposition 3.2 : i) relation = is noetherian,
1
ii) Let G be a connected graph with n vertices such that :

- each edge is labeled with f,
- exactly one vertex r (the root) is labeled with A, the other ones with N,
then:
a) every graph G* in Irred(G) satisfies the following properties :
- the root r is labeled with 4, all othef vertices with F,
- the t-edges of G' constitute a spanning tree for the underlying
graph.
2n-2

b) G’ € Irred(G) Iiff G = G’ .
1

Sketch of the proof : One can easily check that the quantity (|G|, |G]y)
induces a noetherian order compatible with Ra‘ As this quantity is always
positive, we obtain a termination argument.
The correctness of R1 is deduced from the following invariants :
(I1) the t-labeled edges constitute a tree ; a vertex is in the tree iff it is
not labeled with N,
(I12) there is one and only one A-labeled vertex ; the M-labeled vertices
constitute a chain in the tree from the root to this vertex,
(I3) a F-labeled vertex has no neighbour with label N. O

3.2 ComPUTING A DIRECTED SPANNING TREE

A slight modification in the preceding PGRS allows the computation of a
directed spanning tree. The trick is the following : we use a modulo-3
numbering for successive layers in the tree.

For any i in (0,1,2)}, let s(i) = (i+1) mod 3.

Example 3.3 : We consider the new PGRS Rz = (C,>,P) defined by :
1. the colour set C = [CV,CE) is given by :

-C, = {4 F, M}y x{o0, 1,2} v {N},
- CE ={f, t},
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2. P={ r:, r; ) for any i € {0,1,2) with :

(A, 1) (M, i) (M, i) (A, i)
[ ] [} [ ]
rule r: : vf —_ t rule r; :t —_ t
n ]
N (A,s(i)) (A,s(i)) (F,s(i))

3. relation < is defined by : V i,j € {0,1,2} r; > r;

Proposition 3.4 : i) relation = is noetherian,
2
ii) Let G be a connected graph with n vertices such that :

- each edge is labeled with f,
- exactly one vertex r (the root) is labeled with (A,0), the other ones
with N,
then :
a) every graph G’ in Irred(G) satisfies the following properties :
- the root r is labeled with (A,0), and all other vertices with
(F,i), i e {0,1,2),
- the t-edges of G’ constitute a spanning tree for the underlying
grapﬁ, directed from the root to leaves by successive indexes.
2n-2

b) G’ € Irred(G) iff G = G'.
2

Remark 3.5 : We can =also present this technique under the form of a
“cartesian product” between the Spanning Tree Construction PGRS above and the

simple Tree Directing PGRS below :
1. C = (Cv’cs) with :
-C, = {-,0 1, 2 ) ( - stands for not numbered ),

- CE ={t}

2. P={(r , i=0,1,2 ) is given by :

i i

rule ro: t

"
- s(i)

which obviously provides an orientation on a tree (here t-edges) where :
i) the root is initially numbered O,
ii) all other vertices are initially not numbered (labeled with -).

Nota : In the rest of the paper we will omit indices and edge labels, and
we simply draw arrows on those edges which belong to the directed tree.
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Remark 3.6 : an important property of both these PGRSs 1is the local
termination detection property (LDTP) : one easily hotices that the
computation stops as soon as the root has label 4 and all of its neighbours
have label F. This property will be fundamental when we attempt to solve
problems on networks (see e.g. [9,10,11]) : the node (i.e. the processor)
which initiates the computation often has to know whether the computation has
terminated or not.

3.3 DisTRIBUTED COMPUTATION OF A SPANNING TREE

In this section we first present a very simple PGRS for the distributed
computation of a directed spanning tree in a connected graph. As this PGRS
does not satisfy the LTDP, we also present a more sophisticated PGRS which
fulfills that requirement.

Example 3.7 : Let Ra = (C,>,P) be the PGRS defined by :

1. € = (C,.C.) is given by C, = { 4, N} and C_ = { t, £} with the same
meaning as in example 3.1.

2. P={ r} is given below :

A A
[ ] [ ]
rule r: f l B t
[ ]
N A

Proposition 3.8 : i) relation = is noetherian,
3
ii) Let G be a connected graph with n vertices such that :

- each edge is labeled with f,

- exactly one vertex r (the root) is labeled with A, the other ones
with N,

then :
a) every graph G' in Irred(G) satisfies the following properties :

- all vertices are labeled with A,

-~ the t-edges of G’ constitute a spanning tree for the underlying
graph,

b) G’ € Irred(G) iff G —“y—» G.
3

Example 3.9 : PGRS‘uith local termination detection

Here we achieve the LTD requirement by means of "termination messages"
emitted by vertices when a subtree has been explored.
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Let us consider the PGRS IR4 = (C,>,P) defined by :

1. C = (CV,CE) is given by :

- Cv = { A, N, M, R, F } where A stands for active, N for not_reached, M

for marked, R for ready_to_finish and F for finished,

-C = { —, — J) (as we are building a directed tree we use the same
trick as in example 3.3 and we use arrows instead of t-labeled edges and
modulo 3 numbering of successive layers).

. = , : - w :
2. P={ r, ry rg I, I, Ig ] is given belo

4'
A M M N
[ ] || ]
rule r, I B 4 rule r, D — *
[] [ a ]
N A N A
M N
[} [}
rule r, | B — S
[ |
= [
A R
M R M R M M M M
——=a I—;—- II—)—-I —a
’ |
rule r, + _ T rule r, v e 4
| ] » lI [ |
R F R F
M R
[ ]
rule r_ : )L e ‘
® [
[} L]
R F
3. relation > is defined by : { r.or, }o> A r, r,, r, yoo> A rg }.

Proposition 3.10 : i) relation —g— is noetherian,
"4
ii) Let G be a connected graph with n (n>1) vertices such that :

- each edge is labeled with f,
- exactly one vertex r (the root) is labeled with A, the other ones
with N,
then every graph G’ in Irred(G) satisfies the following properties :
a) the root r is labeled with R, all other vertices with F,
b) the t-edges of G' constitute a spanning tree for the underlying

graph.
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SECTION 4. ATTRIBUTE GRAPH REWRITING SYSTEMS

In this section, we introduce the concept of attribute graph rewriting
systems (APGRSs for short) which allows us to do some computations by means of
semantic rules associated with each rewriting rule of a given PGRS.

Definitions will be given for C-graphs as they can easily be transposed

in a natural way to the other kinds of graphs.

Definition 4.1 : An attribute graph rewriting system (with priorities) is
given by (C,P,>, A, Att, Dom, Sem) where :
i) (C,P,>) is a PGRS,
ii) A is a finite set of symbols called attribute names or simply
attributes,
iii) Att is a function from C into P(4),
iv) Dom is a mapping from A into domains which associates with each
attribute a its domain of values Dom(a), .
v) for each rewriting rule r = (D,A) of P, Sem(r) is the set of semantic
rules of r, which is defined as follows :
Let D = <V,E Ends,1> ; an attribute of r is a pair (a,x) with
x e VUE, and a € Att(A(x)) v Att(l1l(x)).
A semantic rule a in Sem(r) has the following form :
(ao,x) =f( (al,xl), (an,xn) )
with x € V v E, a € Att(A(x)), and for i, 1=i=k, x € V v E,
a e Att(l(x)) and f is a mapping from Dom(al) X ... X Dom(an) into

Dom(ao).

Example 4.2 : In this example we adapt the PGRS of 3.9 for the well-known
problem [10] of assigning a unique name (here Dewey identifiers) to each
vertex in a graph. To each label A or M, we associate an integer attribute a,
which denotes the first free value to be assigned to a son of the labeled
vertex. We use the following integer attributes : i(A), i(M), i(R), i(F),
a(A) and a(M). Attribute i stands for identifier of a vertex ; a for the

first free value to be assigned to a son of the labeled vertex.

We obtain the following APGRS :

B
r‘ulero: n _— . {a(d)=1,
i(4) =1)
:‘l1 M
rule r, [ _— » { i(¥) = i(.“ll) ,
][ i(Az) = i(‘-ll).a(Al) ,
. . a(M) = a(.41) + 1,
N A, a(Az) =1)
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M1 2
rule r, _ .l { i(ﬂz) = i(Hl) ,
I T i(A) = i(Hl).a(Hl)A
. . a(HZ) = a (H1) + 1,
N A a(4) =1 )
Hl ”2
rule ry: [} —_— [ { i(Hz) = i(ﬂl),
} } i(R) = i(A) ,
. a(Hz) = a(Hl) }
A R
M M R
rule r,: ul al sl 43 { i(Hz) = i(Hl) ,
{ % i(ES) = i(Rl) ’
. . i(F) = i(RZ),
M =
R2 F a(uz) a(H}) }
M M M M
rule re ul a’ 2t { i(Ha) = i(Hl),
+ + (M) = i(M) ,
4 2
E) =
. . i(F) i(R) ,
R F a(HS) = a(Hi).
a(M4) = a(Mz) }
Rz
rule re _— { i(Rz) = (M),

i(F) = i(Rl) }

o E—— W
HE——m

-

Lemma 4.3 : Let G be a connected graph (with at least 2 vertices) with each
vertex labeled N except one of them which has label B.
Then any graph G’ in Irred(G) satisfies the following property :
let x and y be two any distinct vertices of G', then their associated

identifiers (given by attribute i) are distinct.

Acknowledgements : We are very indebted to R. Cori and B. Vauquelin who have

inspired this work.
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COMPLEXITE MOYENNE DE L'ALGORITHME D'EXCLUSION
MUTUELLE DE NAIMI ET TREHEL

A.ARNOLD
M.DELEST
S.DULUCQ

Résumé.

Nous montrons que la complexité moyenne de l'algorithme réparti
d'exclusion mutuelle proposé par Naimi et Tréhel pour un réseau comportant n+1
processus est exactement le ni¢me nombre harmonique. L'utilisation de séries
formelles en variables non commutatives et d'opérateurs sur des séries algébriques
permet d'obtenir ce résultat.

Abstract,

: We prove that the average complexity for Naimi-Tréhel's algorithm
concerning the mutual exclusion of n+1 process in a distributed network is exactly
the nth harmonic number. The proof is made using formal power series and some
operators over algebraic languages.
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| NTRODUCT | ON

Cet article a pour but de montrer que la complexité
moyenne de 1’algorithme d’exclusion mutuelle dans wun réseau
distribué proposé par NaTmi et Trehel [11] est exactement H le
n‘®®® nombre harmonique, ceci pour n+l processus.

L’algorithme consiste en une transformation sur les
arborescences. Elle refléte 1les opérations qu’effectue un
processus lorsqu’il demande 1’entrée en section critique.

Des opérations analogues sur les arborescences
apparaissent naturellement dans d’autres problémes. Il s’agit des
compressions de chemins utilisées dans des procédures de tri
[10,14) et dans le <calcul de 1’enveloppe d’un ensemble de
fonctions ([(91].

Nous montrons que la complexité moyenne de 1’algorithme
de Naimi-Trehel (nombre moyen de messages échangés par les
processus) n’est autre que le nombre moyen de modifications
qu’ implique la transformation des arborescences sur la structure
de donnée les représentant. Ceci est 1’objet du second paragraphe
oi nous rappelons quelques résultats obtenus par Trehel [15] (le
premier étant consacré au rappel de définitions élémentaires).

Au paragraphe 3, nous étendons cette transformation aux
arbres dessinés, objets codés simplement par les mots du langage
de Dyck [3]. Ceci nous permet d’étudier la transformation de
maniére plus algébrique. Ainsi dans un premier temps, au
paragraphe 4, nous donnons une expression exacte des probabilités
limites d’obtention de chaque arbre dessiné au bout d’un nombre
infini de transformations de «ces arbres. Pour calculer cette
expression nous introduisons des opérateurs sur le langage de
Dyck. L’utilisation d’opérateurs a été introduite par Cori,
Richard [5] a propos de graphes planaires. Des opérateurs plus
généraux ont été étudiés successivement par Chottin [4], puis
Dulucq [6]. Ce dernier s’est intéressé &4 eux en tant qu’outils
combinatoires pour prouver l’algébricité de séries solutions de
systémes d’ équations les comportant. '

Cette étude nous permet au paragraphe 5 de déterminer
exactement le cot moyen de cette transformation et de montrer
qu’ il vaut H, lorsque 1’on considére des arbres ayant n+l
sommets. Un raisonnement simple nous assure alors qu’il en est de
méme dans le cas des arborescences, d’old le résultat annoncé.



113

Dans la derniére partie, nous montrons gue l’expression
obtenue des probabilités limites conduit naturellement a étudier
un probléme purement combinatoire concernant 1’ énumération d’une
classe particuliére d’ involutions, étude que nous développerons
dans un autre article [7].

1 - DEFINITIONS ET NOTATIONS

Une arbdorescence 4=(A,r) est un graphe A connexe sans
cycle [1] oi r est un sommet distingué appelé racine . La hauteur
d’un sommet x est le nombre de sommets sur 1’unique chemin menant
de la racine a4 ce sommet. En particulier la hauteur de la racine
est 1. On note N'(«) le nombre de sommets & hauteur i dans
1’ arborescence . Ainsi N () représente le degré de
1’ arborescence (degré de la racine).

Une arborescence (A,r) & n sommets numérotés de 1 a n
peut €tre représentée par un tableau PERE(1..n] tel que, pour
tout sommet i différent de la racine, PERE[i] est 1’unique sommet
J précédant i sur le chemin joignant r 4 i (on dit que i est le
fils de j), et PERE[r]=0. Les sommets appartenant au chemin
joignant r a4 i, différents de i, sont les anc@tres de i.

L’ensemble de <ce travail utilise des notions sur les
langages algébriques, les grammaires qui leurs sont associées et
les séries formelles. Le lecteur trouvera les définitions de ces
objets dans [2] et [3).

2 - TRANSFORMATION D’ ARBORESCENCES ET PREMIERS RESULATS

Nous allons rappeler 1la transformation d’arborescences
considérée par Naimi et Trehel [11] dans leur algorithme
d’exclusion mutuelle.

Soient dA=(A,r) une arborescence a n sommets représentée
par son tableau PERE et i un sommet quelconque de cette
arborescence. L’arborescence transformée »,.4 est l’arborescence
obtenue en effectuant les modifications suivantes sur le tableau
PERE:

- pour tout sommet j situé sur le chemin de r a i dans A
autre que i (tout sommet j ancétre de i), faire

PERE[j]e«i,

- PERE[i]«O0.
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L
|

T,
"‘4 »RP" Loy R, ., L, R, L, R,
o x, =i
T

Figure 1. La transformation ¢,.

Dans le cas oi i est la racine, on a
®, .d=dd.
Cette transformation ¢, est présentée figure 1.

On appelle collt de «cette transformation ¢, sur o le nombre de
modifications effectuées sur le tableau PERE. On le note C(¢; .o).
On a alors:

0O si i est la racine de & ,
C(y, .ol)=
hauteur de i dans # sinon .

Cette transformation d’arborescences est celle considérée
par Naimi et Trehel dans leur algorithme d’exclusion mutuelle
dans un réseau distribué [11). De plus, le coft de 1la
transformation ¢, considérée ici représente le nombre de messages
envoyés lorsque le processus situé sur le site i demande 1’accés
en section critique.
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Etant donnée une arborescence o ayént n sommets,
considérons le cot moyen M(«) de 1la transformation ¢ sur «
défini par

, 1
M () - Z C(p, o) .
n

i: sommet

D |
M) - E i NI,
n

i32

On a

Soit &, 1’ensemble des arborescences 3 n sommets, nous notons
|8,] le cardinal de cet ensemble

B, =(l, ey yen,d, g ).

Soit T la matrice [#,|x|®,| de transition définie par

1
T;,; = — Card {x./ o,.d,=4,) pour i,j€01,|®,]].
n

Cette matrice représente 1la transformation ¢ sur 1’ensemble 3,
des arborescences a4 n sommets.

Trehel a montré [15] que T est une matrice stochastique
et que de ce fait, partant d’une arborescence A, de &, quelcongue
(disposition initiale des processus sous forme arborescente), la
pProbabilité nf d’obtention de 1’arborescence « au bout de P
transformations ¢ converge vers une limite T, quand p tend vers
1”infini.

De plus, le vecteur des probabilités limites

O=(n, , ...,n, )
1 s |

est le vecteur propre de la matrice T associée a la valeur propre
1, c’est a dire le vecteur II tel que T II = II .
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Par ailleurs, la complexité de 1’algorithme d’exclusion
mutuelle de Naimi et Trehel est donnée par

M, = Z n, M(A).

HER

Dans [15), Trehel a montré que

M, = Z n, N () (@ D)

AER

et a conjecturé que M, est le (n-1) iéme nombre harmonique soit

Pour démontrer ce résultat, nous allons étendre 1la
transformation ¢ sur 1’ensemble des arbres dessinés, objets plus
aisés a4 manipuler de fagon algébrique.

3 - EXTENSION DE LA TRANSFORMATION » AUX ARBRES DESSINES

Un ardre dessiné est une arborescence telle que, pour
tout sommet i, 1’ensemble de ses fils est totalement ordonné.

Etant donné un arbre dessiné o et un sommet i de cet
arbre, nous considérons la transformation ¢, sur cet arbre comme
celle exactement décrite par la figure 1. Cette transformation
conserve 1’ordre des fils de tous les sommets autres que la
racine (1’ordre est le mé€me dans ¢,.4 et dans #), et 1’ordre des
fils de la nouvelle racine, le sommet i, est celui décrit par 1la
figure 1.

On pourrait montrer que 1’on obtient les mémes résultats
d’existence des probabilités limites n, pour les arbres dessinés
que pour les arborescences. Dans la suite de cet article, nous
nommerons arbre; les arbres dessinés.
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Soit ¥, 1’ensemble des arbres a4 n sommets. Nous allons,

dans un premier temps, donner une expression des probabilités n,
pour tout arbre o de 9., et, dans un second temps, montrer que

E m, N¥(d) = H,_, . (2)

€T

Ainsi, nous en déduirons que la complexité moyenne de
1’algorithme de Naimi-Trehel est

M, = H,_, . (3

En effet, @, étant 1’ensemble des arborescences a4 n sommets,
considérons 1’application surjective (et non injective) suivante

e : 9, — =&,
qui a tout arbre AE?, associe 1’arborescence O(«4) en ignorant

1’ordre total sur les fils de chaque sommet de . D’ aprés 1la
définition de la transformation ¢, on a

b€EO™ ! (o)
avec

"' (d)={b€ETF, / O(b)=o).
Or,
VAER , VDEO ' (u), N2(d)=N2(D) .

On déduit donc aisément des égalités (1) et (2) 1’égalitée (3).

4 - LES PROBABILITES II, POUR LES ARBRES

Pour obtenir une expression de ces probabilités, nous
allons considérer des séries formelles en variables non
commutatives x et X dans 1’algébre Q«x,x».

Soient X 1’alphabet <{x,%}) et D le langage de Dyck
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restreint défini par les régles de grammaire

D — ¢ (le mot vide),
D — DxDx .
Ces ragles

signifient que tout mot w de D,

s’il n’est pas vide,
s’écrit de maniére unique sous la forme w=suxvk ou
deux

u et v sont
mots de D. Cette unique factorisation correspond & 1’unique
décomposition d’un arbdre,

Notation.

et au codage décrit par la figure 2.
1’ exposé,

Dans toute

la suite,
nous noterons

pour des raisons de clarté de
- #4fu) 1’arbre codé par le mot u€D ,
- ul#] le mot codant 1’arbre €9, .
Considérons <{d },,, la famille

de polyn8mes de Q«x,x>»
codant les arbres 4 n+l sommets (ou n arétes),

.
.
.
.
.
]
]

4

Figure 2. Codage d’un arbre par un mot de Dyck.
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Ces polyn8mes vérifient 1’équation récurrente suivante:

d, =1,
n

d,,, = E d, xd,_, x .
k=0

Nous allons définir une deuxiéme famille de polynfmes de
Q«x,x» dont les coefficients seront exactement 1les probabilités

limites mn .

Définition 1. {(p,},,, est la famille de polyndmes définie par

P, =1,
n
1 (4)
Ppyy = — Py X Ppoy X
n+l
k=0

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 2. Pour tout n30 ,

P, = g n, uld] . (€)]

S£€7

Soit £ 1’ensemble des séries de Q«x,X» ayant pour support
le langage de Dyck. La démonstration de ce théoréme nécessite la
définition d’un opérateur u qui agit sur les séries de & et qui
représente exactement la transformation ¢ sur les arbres. Cet
opérateur utilise une opération O définie comme suit:

Définition 3. L’opération O est définie de $x% dans ¥ par
00 s = 0 pour tout s€2,
(rxskx) Ot = rxstx pour tout r,s,t de #.

La figure 3 montre 1’action de 1’opération 0O sur un mot de D.
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(ux vk ) w ) uXxvwx

Figure 3. L’opération O sur les mots de Dyck.

Définition 4.
Soit u l’opérateur défini sur $ par p=v+ld avec

Vr€® 1ld(r)=r ,
v(1)=0 ,
Vr,s€® v (rxsx) = v(r) O (xskx) + p(s)xrx .

Notations.

Etant donné un arbre «,
- si i est un sommet de &, nous le noterons par i€« ,

- si i est un sommet de o différent de la racine, nous
le noterons par i€€«d .

Nous montrons le lemme suivant qui justifie le fait que g
représente la transformation ¢.

Lemme 5. Pour tout mot u€D, on a

k(u)= E ule, .Llull .

i€l u)

En effet, pour tout mot u€D, nous avons

E ule, .#(ul] = u + E ule, .&lull .

i€l ul i€€Agl vl
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Montrons par récurrence sur la longueur de u, notée |u], que

v(u)= E ule,.#(ul] . (6)

i€€LLu)

- Si |u|=0, alors u est le mot vide et #[u) 1’arbre réduit
4 un seul sommet qui est donc sa racine. Ainsi 1’ égalité
(6) est exacte car v(1)=0.

- Supposons 1’égalité (6) exacte jusqu’au rang n. Soit u un

mot de D, Ju|=2n+2. Alors u=vxwx avec v et w deux mots de
D de longueur inférieure a 2n. On a

E ule, .#lul] = A + B,

i€€dlul
avec
A= Zu[‘n‘ .dlull
i€€lv]
et
B= }::u[w‘.d[u]] .
i€dlw]

Par définition de 1’opération O et de 1’application ¢, ,

A= E ule, .4lvl]l O xwx ,

€€l V)
et donc d’ aprés 1’ hypothése de récurrence
A = v(v) DO xwx .
De plus
B= ulAlw]lxvk + E::utvi.d[w]]xvi s

i€€otlw]
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et donc
B = (Wwtv(W))XvX = p(W)XVX .

Ainsi, on obtient

E::u[w‘.dtn]] = u(w)xvi.+ v (v)Oxwx
i€€dlul
=y (VXwX) ,
ce qui achéve la preuve du lemme 5.

En wutilisant 1’opérateur u, nous allons démontrer le
théoréme 2 par récurrence sur n. Nous allons prouver que le
polynfme p, (associé aux arbres de 9,,,) est point fixe de
1’ opérateur u/(n+l1) ce qui équivaut a4 montrer que le vecteur des
probabilités limites est vecteur propre associé a la valeur
propre 1 de la matrice de transition correspondant a o.

Montrons donc que
1
— u(p,) =P, -
n+1
I1 suffit de prouver par récurrence que
v(p,) = np, . (¢))

- L*égalité (7) est évidemment vraie pour n=0.

- Supposons cette égalité vraie jusqu’a 1’ordre n. En
utilisant la formule de récurrence (4) donnant p,,,, on a

V(P,,,) = a+B
avec
n

1
@ = — > v(p,) O (xp,.,%x) ,
n+l

k=0
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et
n
1
B = — RC(P, -y )XP, X .
n+l
k=0

Nous obtenons successivement pour a:

n
1
a = — k p, O (xp,_,%X)
n+l
k=0
n k-1
1
= - }:: PiXPy-;-1XP,., % X
n+l
k=0 i=0
n-1 n
1
e Z P,x ( an-i-x"pn-k’-‘ PRY
n+l
i=0 k=i+1
n-1
1
=z — (n=i) p,xp,.;X%
n+l
i=0
n
1
= — K P, XP,X .
n+l
k=0
On a également
n
1
B = — (n-k+1) p,.,XP, X ,
n+l
k=0

et en sommant
n

v(pnfl) = é pn-thli M

k=0
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L’ égalité (7) est donc démontrée et par suite le théoreéme
2. Nous en déduisons immédiatement le corollaire suivant

Corollaire 6. Soit w un mot de Dyck de longueur 2n se factorisant
de maniére unique en w=uxvkx, et soit 4[w) Ll’arbre ayant n+l
sommets associé a w. Alors

Tgtwr = = Mupes Tagey

5 - COMPLEXITE MOYENNE DE L’ALGORITHME DE NAIMI ET TREHEL

Nous prouvons dans ce paragraphe que la complexité
moyenne de l1’algorithme de Naimi-Trehel est donnée par le
théoréme suivant.

Théoréme 7. Pour tout n31, on a

M, = > n, N*(#) = H,_, .

PN

D’aprés le théoréme 2, les probabilités n, des arbres & de 7,,,
sont données par la suite de polynfmes {p,},,, de Q«x,x» définie
au paragraphe 3 définition 1. Considérons maintenant la suite de
pPolynfmes r, de Q«x,%,y» définie par

;.
ro =1,
n
< 1 (8
r,,, = — Y T XP,., % .
n+l
L k=0

Compte-tenu des propriétés du codage des arbres par les mots de
Dyck et du fait que

P, = E n, uldl ,

S£€7 .,
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le polyn8me r, n’est autre que le polynSme

2
E n, y¥ 4 ura« . (9)

“Egl +1

L |
»
"

Ainsi
or,.,
dy x=k=y=1
Nous allons wutiliser ce dernier fait pour montrer le théoréme 17
par récurrence.
- pour n=1, on a r,=1 et donc M,=0.
- pour n=2, r,=yxX et donc M,=1=H,.

- Supposons le résultat du théoréme 7 vérifié jusqu’a
1’ ordre n. En utilisant 1’°égalité (8), nous calculons

or,
R,= —
oy
On a
n-1 n-1
1 1 or,
R, = - FyXPo.,. % + -— y XP,o.,-xX .
n n dy
k=0 k=0

De plus, d’aprés les égalités (5) et (9), il est clair
que pour tout k30,

r, = P, =1 .
x=x=y=1 x=x=1
Ainsi nous obtenons
n-1
1
Mn01=1+_ HI('
n
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On utilise alors le lemme suivant dont la preuve est
immédiate.

Lemme 8. Pour tout n»l, la suite des nomdbres harmoniques vérifie
n

ZH, = (n+1)(H,,,-1) .

On obtient donc le résutat attendu, & savoir

6 - REMARQUES FINALES

La famille de polynBmes {p,),,, définie précédement, nous
a conduit a étudier la famille de polynBmes {(s_ },,, définie par

.
s, =1,
n
< (10
S,+; = (n+l) E:: S, X s,_, kx .,
k=0

Ces polyn8Bmes représentent "1’ inverse"” des polynfmes p, définis
paragraphe 3 définition 1. Plus précisément

Proposition 9. La famille de polyndBmes {s,},,, vérifie

1
s, = E — ul«] ,
nd

S€€7 .,

et s_ € Max,x» .

Cette propriété résulte immédiatement de la définition des
polyn6mes {p,},,, et {(s,},,, et du corollaire 6.

Dans un autre article [T7)], nous montrons que les
polynBmes {s_,},,, sont liés & un probléme combinatoire concernant
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1’ énumération d’une classe particuliére d'involuiions sans point
fixe. En particulier, nous montrons que le nombre

énumére les involutions sans point fixe sur [1,2(n+1)] qui
constituent un systéme propre [13). Ainsi, nous obtenons une
récurrence simple sur ces nombres. Cette récurrence nous permet
de montrer que les tables de nombres données dans [13) et les
suites n°783 et n°1468 de [12] sont erronées. De plus, nous
montrons que les polyn8mes <{s,},,, donnent une distribution
nouvelle de ces objets, distincte de celle considérée par
Touchard [13] qui énumére ces involutions suivant 1le nombre de
points doubles.

D’ autre part, il existe une démonstration totalement
bijective reposant sur la combinatoire des permutations et les
arbres binaires croissants. Cette combinatoire a été abondamment
décrite par Frangon, Viennot, Vuillemin [8) i propos des pagodes.
Dans un article en cours de rédaction nous donnons la
démonstration bijective du théoréme 7 concernant 1’algorithme de
Naimi et Trehel.
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Tableaux de Havender standards

D. Gouyou-Beauchamps
Laboratoire de Recherche en Informatique
Bat. 490, Université de Paris Sud
91405 Orsay Cedex, France

Abstract

We give the generating function for standard Havender tableaux of height 2 and exact formulas for these
tableaux according the number of empty cells. The problem is related to the comparison of algorithms
controlling concurrent access to a database.

1 Introduction

Un probléme important en pratique comme en théorie concernant les bases de données est de com-
parer les performances des algorithmes de maintien de leur cohérence en particulier du point de vue
du parallélisme qu'ils autorisent. J.Francon 8' propose de mesurer la fréquence des exécutions cor-
rectes dans les exécutions a priori possibles. ce qui est une mesure de la fréquence des modifications
qu’un algorithme de contréle de concurrence est amené a apporter a I’exécution des transactions
telles qu’elles se présentent, en quelque sorte une mesure de la quantité de contréle a effectuer.

Dans ce contexte une base de données est vue comme une collection d’objets appelés entités
dont les valeurs doivent, a chaque instant, vérifier des relations caracteristiques de la situation
modélisée par la base de données. Ces relations sont appelées les contraintes d’intégrité de la
base {7i'1}'2{/16]. Une transaction est une suite ordonnée d’opérations atomiques sur les entités
dont l'effet global préserve I'intégrité de la base. Par conséquent toute composition séquentielle de
transactions, appelée exécution sérielle, transforme un état cohérent en un état cohérent.

Dans la pratique, plusieurs transactions peuvent accéder en paralléle a une méme base de
données. Le probleme de la sérialisabilité (dit aussi du maintien de la cohérence ou du contréle de
la concurrence d’accés) est de synchroniser I'exécution des transactions de fagon a n’autoriser que les
exécutions qui sont équivalentes 4 une exécution sérielle. La notion d'équivalence qui est retenue
est que les opérations conflictuelles ont le méme ordre relatif dans les exécutions équivalentes,
les actions conflictuelles étant les accés a une méme entité par des transactions différentes. La
synchronisation voulue est réalisée par un algorithme dit de contréle de la concurrence des accés
ou encore de maintien de cohérence.

Dans 7', J.Francon propose de modéliser l'algorithme, les transactions et les entités par des
shuffles de mots sur un alphabet donné. Le dénombrement d’ensembles d’exécutions revient alors a
énumérer des classes de commutation partielle. Ces classes peuvent étre caractérisées en terme de
tableaux de Young. Pour traiter plus finement I’analyse du contréle de I'accés a une base données,
J.Francon a défini une classe de tableaux, généralisant ceux de Young, qu'il a appelé Tableauz de
Havender, en raison de leur liens avec I'algorithme de Havender [12: qui permet d'éviter les inter-
blocages dans les systemes d’exploitation. En effet, le modéle utilisant les tableaux de Havender
impose que, dans toutes les transactions, les actions atomiques soient effectuées dans le méme ordre.
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Par contre, avec ce modéle, les actions atomiques ne sont pas obligées de toutes apparaitre dans
une transaction.

Le but de cet article est d’étudier ces tableaux et de donner des formules d’énumération exactes
pour la hauteur 2. Les résultats sont a rapprocher de ceux obtenus dans le cas des tableaux de
Young ol on ne connait de formules exactes que jusqu’a la hauteur 5 [11}!13] ou bien des formules
asymptotiques pour une hauteur quelconque [17].

Les méthodes utilisées sont la combinatoire bijective et le codage par des mots de langages
algébriques. Le principal résultat obtenu est que le nombre de tableaux de Havender ayant 2
lignes, p colonnes et q cases vides (p > 0, 0 < ¢ < 2p) est égal &:

21.3?“1 P!(4p-29=25)!
Jj=maz(0,p~-q) (2p-9-27)10+11(2p—q =) (2p~q-7)(q-P~J)! °

Un corollaire de ce résultat est une preuve des identites combinatoires suivantes:
i 125 (n- i —2i- —2i—
'P=0 (:’)('_)H'l - I)C,' =1+ Zp=12i=6 ("Zil)c‘_(4l?lsﬁ 2i-1 _ 3n 2 l)
- z'«'v Zi"‘?‘l p'(4p—29-2j)!
T 4q=0 &j=maz(0.,p-q) (2p-9-27)'(371)(2p—q - 1) (2p—q -1 (a-p=7)" °

2 Définitions

Soit A = (A} > Ay > --- > ) avec A\ # O une partition d’un entier positif n. Le diagramme de
Ferrers F) de forme ) est le tableau constitué de k lignes justifiées a gauche, la {*™¢ ligne ayant A,
cases si on prend la convention d’écrire les lignes de bas en haut. Un tableau de Young standard de
forme A est un remplissage des n cases de F) avec les nombres 1,2, ...,n de fagon que les nombres
forment une suite croissante dans chaque ligne et chaque colonne, les lignes étant lues de gauche
a droite et les colonnes de bas en haut. La figure 1 donne un exemple d’un tableau de Young
standard de forme A = (5,3,3,2).

9|12
4110 |13
3 5 8

Figure 1

Appelons tableau de Havender standard un tableau de forme rectangulaire ayant p lignes et r
colonnes dont certaines cases contiennent un entier pris entre 1 et n, entier donné tel que n < pr,
de facon que tous les entiers entre 1 et n apparaissent une seule fois et que. pour toute ligne et
pour toute colonne du tableau, la suite des entiers qui y apparaissent soit ou bien vide, ou bien
croissante. La figure 2 présente un exemple pour p=3,r=4etn=17.
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5 7

2 3 6

1 4
Figure 2

Pour n = rp, un tableau de Havender standard est évidemment un tableau de Young standard.

Nous utiliserons des ensembles finis appelés alphabets, leurs éléments étant des lettres. Un mot
est une suite finie de lettres. La suite vide (ou mot vide) est notée 1. L’ensemble A" des mots sur
un alphabet A (le monoide libre généré par A) est muni de ’'opération binaire de concaténation
et ainsi un mot peut étre considéré comme la concaténation de ses lettres. Bien entendu, 1 est
I’élément neutre de cette opération.

La longueur d’un mot f, notée if’, est le nombre de lettres qui composent f. Pour une lettre
z de 'alphabet, . f!; note le nombre de lettres de f qui sont égales a . Un mot f’ est un facteur
d’un mot f s'il existe deux mots f et f; tels que f = f1f'f2. Si f; est le mot vide, alors f' est un
facteur gauche de f.

Soit I’alphabet X = {z.T}. Le morphisme § de X~ dans N est défini par 6(z) =1et §(Z) = -1.
Le langage de Dyck D est I’ensemble des mots f de X~ tels que §(f) = O et pour tout facteur
gauche f' de f, §(f') > 0. Il est bien connu que card(D ~ X*") = L5 (") = C, (le nombre de
Catalan 3]10}).

Soit 'alphabet Y = {z.Z,y}. Le morphisme §' de Y~ dans N est défini par &'(z) = 1, &'
et 6'(y) = 0. Le langage de Motzkin M est I’ensemble des mots f de Y~ tels que &'(f
que, pour tout facteur gauche f' de f, §'(f') 2 0. Il est aussi bien connu que card(M
Z‘f':éu (2)C: = M, (le nombre de Motzkin [4]15)).

Les langages D et M (vus comme des séries formelles non commutatives) vérifient les équations:

(7) = -1
)=0
- )

na

yn

D=1+zDzD (1)

M=1+yM+zMIM (2)

L’équation (1) signifie qu'un mot de D est soit le mot vide, soit un mot qui peut étre décomposé
de fagon unique en zf,Zf> ou f; et f» sont eux-mémes des mots de Dyck.

L’équation (2) signifie qu'un mot de M est soit le mot vide, soit un mot commengant par un y
suivi d’'un mot de M, soit un mot qui peut étre décomposé de fagon unique en zf,Tf» ou f; et fa
sont aussi des mots de M.

Enfin, on dit qu'un mot f du langage de Dyck D est premier s’il est de la forme f = zf'F ou
f' est lui-méme un mot de Dyck.

3 Séries génératrices

Dans tout ce paragraphe, tableau signifiera tableau de Havender standard de hauteur 2 (p = 2)
ayant au moins une colonne (r > 1). Soient deux tableaux P et P', P ayant les parametres p = 2.
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r et n et P' les parametres p' = 2, ¢’ et n’. On définit la concaténation de P et P' (notée PP')
comme étant le tableau ayant les parametres 2, r + ' et n + n' et formé par la juxtaposition des

tableaux P et P' (P a gauche et P’ a droite) ou les nombres 1,2,...,r' dans P’ sont remplacés par
r+1,r+2,...,r+r'. La figure 3 donne un exemple de la concaténation de deux tableaux.
2
P= 213 6 p= 2 |4
1 4|5 1 3
propp 213 6 8 |10
1 41517 9
Figure 3

Un tableau est dit premier s’il ne peut étre décomposé en la concaténation de deux tableaux.
Ainsi un tableau est soit premier, soit décomposable de fagon unique en la concaténation d’au
moins deux tableaux premiers. La figure 4 donne un exemple de décomposition d’un tableau non
premier en la concaténation de tableaux premiers.

Figure 4

Nous allons diviser les tableaux premiers en deux classes:

e la classe a comprenant d'une part le tableau formé d’une colonne de deux cases vides et
d’autre part les tableaux ol le nombre 1 apparait sur la premiére ligne ou sur la premiére
case de la deuxieme ligne,

o la classe 8 comprenant les tableaux ou le nombre 1 apparait sur une case de la deuxiéme ligne
qui n’est pas la premiére.

Nous dirons qu’un tableau est de type o (resp. 3) s'il est décomposable en la concaténation de
tableaux appartenant tous a la classe a (resp. f).

Soit [/ la série énumératrice des tableaux de type a, série en deux variables commutatives z et
y ou z compte toutes les cases du tableau et y les cases vides. Ainsi [ = EM lg,.qzz"w ol Iy, g est
le nombre de tableaux de Havender de type a ayant 2 lignes, p colonnes et g cases vides.

Théoréme 1 [ = 31+ (1 - 222 - 22%y - 2%y? - /1 - ¥y + 2)9)(1 - z°¥?))
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PREUVE:
Nous allons coder les tableaux de type a par des mots sur I’alphabet {z,%,y,3}. Pour cela nous
allons parcourir le tableau case par case, et a chaque case recontrée nous écrirons une lettre:

e un z pour une case pleine de la premiére ligne,

e un ¥ pour une case pleine de la deuxiéme ligne,

e un y pour une case vide de la premiere ligne,

e un ¥ pour une case vide de la deuxiéme ligne.

Les régles définissant I'ordre de parcours sont les suivantes:

e on parcourt les cases dans l’ordre croissant des nombres qu’elles contiennent,

e si la premiére ligne commence par des cases vides, on parcourt ces cases vides jusqu’a la
premiére case non vide, puis on va a la case numérotée 1,

e sur la premiére ligne, on parcourt les cases vides qui suivent une case pleine, s'il y en a,
immeédiatement aprés avoir lu cette case pleine,

o sur la deuxiéme ligne, on parcourt les cases vides qui précedent une case pleine, s'il y en a,
juste avant de lire cette case pleine,

o on finit le parcours par les cases vides qui terminent la deuxieme ligne, s’il y en a.

La figure 5 donne un exemple de codage.

1 4|5(|819]10 11
2|3 6 7 12{ 13

VYTITYYIZIIYIYIIZIYIIIYY
Figure 5
Soit ¢ le morphisme de {z,%,y,¥} sur {z,Z} défini par ¢(z) = p(y) = z et p(Z) = p(¥) = Z.
Le langage L des mots qui codent les tableaux de type a est caractérisé de la fagon suivante:
f appartient a L si et seulememt si il vérifie les deux propriétés:

1) (f) ap_part.ien_t aD,le langage_de Dyck,
i) f= N1f1Z2f2f,32f3f3T... o fif, ou:

e [; est un mot sur l'alphabet {z,y} pour1 =12,3,...,k,
. 7,' est un mot sur I'alphabet {Z.3} pour 5 =1,2,...,k-1,
e f1 est un mot non vide sur I'alphabet {z,y} ,

e [, est un mot non vide sur l'alphabet {z,7}.
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La condition i) indique que f est le codage d’un tableau de type a, c’est a dire qu’a tout instant
de la lecture, le nombres de cases lues sur la premiére ligne est supérieur ou égal au nombre de cases
lues sur la deuxiéme ligne. La condition ii) refléte les régles de lecture des cases vides: lorsqu’on
passe de la deuxiéme ligne a la premiére ligne. on vient de lire une case pleine sur la deuxiéme ligne
et on va lire une case pleine sur la premiere ligne.

Nous noterons L' le langage constitué par les mots de L commengant par x. Ainsi tout mot f
de L est:

- soit zZ, 7Y, YT ou yy,

- soit de la forme af,b avec a € {z.y}. b < {Z,7} et [y € L',

- soit de la forme a%f, avec a € {z,y} et f; € L',

- soit de la forme af,T /> avec a € {z.y}, fic Let f€ L'

L et L' vérifient donc I'équation de langages:

L=1F+1y+yT+yg~+ zLT+zL§+yLT+yLy+ 2zl ~yzL' + zLZL' + yLZL'  (3)

Comme les décompositions reflétées par I’équation (3) sont uniques, on peut passer en commu-
tatif pour obtenir une équation pour ! et I, & condition d’appliquer en méme temps le morphisme
qui transforme r et T en r, et y et § en ry de fagon 2 obtenir exactement la série énumeératrice [
recherchée. On trouve ainsi l'équation:

| =22 + 222y + ry? « (22 = 227y — 22y?)l — (2% = 22y)l' + (22 + 22Ul
Si on remarque que | = (z + zy)l': z, on obtient alors, pour /. I'équation:

l=z2? +27%y + 2°y? = (222 + 22%y + 2°y¥) + 22 (4)

Lorsqu’on résoud (4) et qu'on ne garde que la solution qui donne des coefficients positifs pour
la série, on obtient le résultat annoncé. B

Nous allons maintenant considérer les tableaux de la classe 3. On peut vérifier facilement qu'ils
peuvent étre caractérisés par les propriétés suivantes:

e Ce sont des tableaux premiers.

o La case inférieure de la premiére colonne et la case supérieure de la derniére colonne ne sont
pas vides.

Dans chaque colonne, au moins une case est vide.

Si la case supérieure d’une colonne 1 est occupée par le nombre r, alors il existe j <t ets>r
tels que la case inférieure de la colonne j soit occupée par le nombre s.

Si la case inférieure d’une colonne i est occupée par le nombre r, alors il existe j >1et s<r
tels que la case supérieure de la colonne j soit occupée par le nombre s.

Soit r la série énumératrice des tableaux appartenant a la classe 8, série de deux variables
commutatives z et y ol r compte toutes les cases du tableau et y les cases vides. Ainsi r =
Toa r2p.¢Z2Py? oll rap4 est le nombre de tableaux de la classe 3 ayant 2 lignes, p colonnes et g cases
vides.

Théordme 2 r = }(1 - 2z2%y - 2?y* - V(1 - 2%y(y + 4))(1 - z°y°))
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PREUVE:

Nous allons coder les tableaux de la classe § par des mots sur I’alphabet {z,%,a,b}. Pour cela
nous allons parcourir le tableau dans I’ordre suivant:

e on parcourt les cases dans I'ordre croissant des nombres qu’elles contiennent en respectant
pour les cases vides les régles suivantes:

e sur la deuxiéme ligne, on parcourt les cases vides qui précédent une case pleine, s'il y en a,
juste avant d’accéder a cette case pleine,

e sur la premiére ligne, on parcourt, jusqu’a la prochaine case non vide, les cases vides qui
suivent une case pleine, immédiatement aprés avoir lu cette case pleine.

On code alors le tableau de la fagon suivante:

o chaque fois qu'on rencontre pour la premiere fois une colonne ou la premiére ligne est vide
et ou la deuxieme ligne est numeérotée, on écrit la lettre a, et lorsqu’on rencontre pour la
deuxiéme fois cette colonne, on n’écrit rien,

e chaque fois qu'on rencontre pour la premiére fois une colonne ou la deuxiéme ligne est vide
et ou la premiére ligne est numérotée, on écrit la lettre z, et lorsqu’on rencontre pour la
deuxiéme fois cette colonne, on écrit une lettre Z,

o chaque fois qu’on rencontre pour la premieére fois une colonne ot la premiére et la deuxieme
ligne sont vides, on écrit la lettre b et lorsqu’on rencontre pour la deuxieme fois cette colonne,

on n'écrit rien.
On peut noter que, dans ce codage, la lettre a représente une case vide et une case pleine, la

lettre z une case vide, la lettre T une case pleine et la lettre b deux cases vides.
La figure 6 donne un exemple de tableau de la classe 8 et de son codage.

1412 5 8|9
314 6|7 10
zzbrzaaTzzaizbaaT
Figure 6

Soit ¥ le morphisme de {z,%, @,b} dans {z,Z} défini par ¥(z) = z, ¥(T) = T et ¥(a) = v(b) = 1.
On peut alors caractériser un mot f qui code un tableau de la classe 3 de la facon suivante:

i) ¥(f) est un mot de Dyck premier,

ii) toute suite de T consécutifs doit étre précédée d’un a,

ili) f commence par un z et finit par un . .

La condition i) indique que f est le codage d'un tableau de la classe 3, c’est & dire qu’a tout
instant du parcourt le nombre de cases lues sur la deuxiéme ligne est supérieur au nombre de cases
lues sur la premiere ligne et il n'y a égalité qu’a la fin de la lecture.

La condition ii) refléte les régles de lecture des cases vides: lorsqu'on passe de la deuxiéme ligne
a la premiére ligne, on vient de lire une case pleine sur la deuxiéme ligne et on va lire une case
pleine sur la premiere ligne.
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La condition iii) refléte le fait que le tableau est un tableau premier dans la classe 8: la deuxiéme
ligne débute forcément par- une case vide au-dessus d’une case pleine et le nombre le plus grand est
forcément sur la premiére ligne au-dessous d’une case vide.

Le langage ainsi défini est bien en bijection avec les tableaux de la classe A. Cela se vérifie
facilement en considérant ’algorithme de décodage qui suit.

On lit le mot de gauche a droite et on remplit les lignes de gauche a droite de la fagon suivante
(le numéro courant démarant a 1):

e lorsqu’on lit un z, on met une croix sur la case vide la plus a gauche de la deuxiéme ligne,

e lorsqu’on lit un %, on met le numéro courant dans la case vide la plus a gauche de la premiére
ligne, puis on incrémente le numéro courant,

e lorsqu’on lit un a, on met le numéro courant dans la case vide la plus a gauche de la deuxieme
ligne et une croix dans la méme colonne sur la premiére ligne, puis on incrémente le numéro
courant,

e lorsqu’on lit un b, on met une croix sur la case vide la plus 4 gauche de la deuxieme ligne et
une croix dans la méme colonne sur la premiere ligne.

Les cases avec des croix représentent donc les cases vides du tableau. La figure 7 donne un
exemple de décodage.

Soit R le langage des mots de {z,%,a,b}" codant les tableaux de la classe 8. Si f appartient a
R, il est de la forme f = zf'Z avec f' vérifiant les trois conditions suivantes:

a) Y(f') est un mot de Dyck,

b) toute suite de T consécutifs doit étre précédée d’un a,

c) f' finit par un T ou un a.

Appelons N le langage des mots de {z,Z%,a,b}" vérifiant les trois conditions précédentes. Si g
appartient a NV alors g est:

- soit le mot a,

- soit de la forme ag; ou bg' avec g; € N,

- soit de la forme zg;T avec g € N,

- soit de la forme zg)1Tgzavec g; et g2 dans N.

On obtient alors pour N et R les équations non commutatives :

N=a+aN +bN +zNT+zNIN (5)

R = zNE (6)

Par passage en commutatif, ce qui est licite puisque les décompositions utilisées dans les

équations (5)et (6) sont uniques, et en utilisant un morphisme qui envoie z sur zy, T sur z, a
sur z2y et b sur z2y2, on obtient pour r I’équation:

r=z'y? + 22y(y — 2)r + r? (7)

En résolvant et en ne gardant que la solution qui donne des coefficients positifs, on obtient le
résultat annoncé.
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Théordme 3 La sérics = 3, 92p,¢z2Py? qui énumére les tableauz de type B (01 8294 est le nombre
de tableauz de type B ayant 2 lignes, p colonnes et q cases vides) est égale a:

1-2z3y—z2y2 -2249° - /(1-z3y(y+4))(1-22y3)
2z%y(2+y+2zy)

s =

PREUVE:

Puisqu’un tableau de type B est une suite non vide de tableaux de la classe A, la relation
s = r/(1 = r) relie les séries s et r (ou encore r = s/(1 + s)). En portant la valeur de r dans
’équation (7) et en résolvant, on obtient le résultat annoncé. Ml

x[{x]x{x|x|1][2]|x
3|4]x x | x
z zzbrz0aTTZ
x| x x[x|[x|{x|x]|1][2][x]|3
314x X |x X
Iz zzbrzaaTTza
x|x[x x|x{x|x|{x|1]|2]|x]5
x 3[4({x]6 x| x X
zzb zzbzzaaTTzaT
x|x|x|x x|x|x|x|{x|1]2|x|5
x 3/4[x]|6]7]|x]|x X
zzbz zzbz10aTTTaTT
X |x|[x|x|x x[{x|x|x|x[1{2]|x]|5]x
X 314|x|6{7|x|x x|x
zzbzz zzbzzaaTTzaTTd
x|x]|x|x|x]|1 x|x|{x|x{x{1]2|{x|3|x]8
x X 3/14|x[6]7[x]|x Xx|x|x
zzbzza zzbzrzaaTrzraTzba
x[x|x]x|x}|1 x|x|x|x[x]|1]|2]|x|{5|x|8]9
x 314(x]|6[7|x|x x|x|x|x
zzbzzaa zzbzzaaTizaZzbaa
x|{x|x|x|x]|1]2 x|x|{x|x|{x[1]|2]|x|5]|x|8]9
3 X x|x 314 [x|6({7|x|x[10]x|x|x[x
zzbrzaaT zzbzzaaTIzaTIbaaT
x[x|{x|{x|[x]|1]2
314 |x x| x

zzzbzzaaTz

Figure 7

Théoréme 4 La sériet = Y, t2, 22"y qui énumere les tableauz de Havender de hauteur 2 (ou
t2pq est le nombre de tableauz Havender ayant 2 lignes, p colonnes et q cases vides) est égale a:

V-2 uly=4){1-23%) -/ (- 23y 2)7) (1= 2%7)

t= 2z-(1-zy7)

PREUVE:
Il suffit de remarquer qu’un tableau est une suite alternée non vide de tableaux de type a et de
tableaux de type 3. Il y a quatre possibilités:
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® les suites ayant un nombre impair d’éléments premiers et commengant par un tableau de type
a (énumérées par I/(1 - sl)),

o les suites ayant un nombre impair d’éléments premiers et commengant par un tableau de type
B (énumérées par s/(1 - Is)),

o les suites ayant un nombre pair d’éléments premiers et commengant par un tableau de type
a (énumérées par Is/(1 - Is)),

o les suites ayant un nombre pair d’éléments premiers et commengant par un tableau de type
B (énumérées par si/(1 — sl)).

La série t est donc égale a (s + 1 + 2sl)/(1 - sl). En remplagant s et | par leurs valeurs, on
obtient le résultat annoncé. Bl

Si on on ne s’intéresse plus seulement aux tableaux rectangulaires mais aux tableaux dont la
deuxiéme ligne est de longueur inférieure ou égale a celle de la premiére, on peut calculer par la
méme méthode que la série 3, ; up ¢zPy? (ol up 4 est le nombre de tels tableaux ayant au plus deux
lignes, p cases dont ¢ vides) est égale a:

Azly-dz’-zy-2s-1 . V(1-z3y(y~4))1-2%y3) - \/(1 23 (y=2)°)(1-2%y°) 3/(1 z3y(y+4))(1-23(y~2)?)
23 (1-zy] 4z (1-z-y°) 4z%(1-zy)(1-z(y+2))

4 Enumérations

Théoréme 5 I, = Y27 Iy, , le coefficient de 22 dans I, est égal & (pour p > 1):
P g=0'2pq

e ST ENCH1 + (y + 12PN (y + 1)
o T A0GE) (1 + gyt

PREUVE:
L’équation(4) peut sécrire:

=221+ y)? + 221+ (1 = y)*) + 2212 (8)

En faisant le changement de variable I’ = ?Tl_vT-' on obtient a partir de (8) ’équation suivante
pour I':
=142+ (1 +y)?) + 241+ y)U"? (9)

Or le coefficient de z" dans la série b solution de I’équation:
b=1+ zub+ z°vb® (10)

est égal 3 3.1 n/2) (3)Ciu™~¥v'. En effet b est la série énumératrice des mots de Motzkin ol les Z
sont valués par v, les y sont valués par u et les x sont valués par 1 (cf. (5} et [18!).
Le coefficient de z?? dans la série I' est donc fo/oz PICi(1+ (1= y)?)P2(1+y)%
Et ainsi le coeﬂic:ent de z2P dans la série | est égal a:
T NG+ (v + 1Py =B
D’autre part un mot de Dyck non vide est:
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e soit zZ,
e soit de la forme zZf ou f est un mot de Dyck non vide,

soit de la forme zfZ ol f est un mot de Dyck non vide,

o soit de la forme zfZg ol f et g sont des mots de Dyck non vides.

Si on remplace dans chaque mot de Dyck non vide chaque facteur zF par zyZ, le langage A
obtenu vérifie I’équation non commutative:

A = zyT + zyTa + TAT + TATA (11)

La série énumeératrice a = a2,,22Py? , ol ay compte les mots de A ayant ¢ lettres y,
p.q 92p.9 P q Y, p
lettres z et p lettres T, vérifie donc I’équation:

a=z%y+ 2%(1 + y)a + z%a? (12)

Or azp, compte aussi les arbres ayant p arétes et ¢ feuilles. Il est bien connu que azp¢ est le
nombre de Narayana p"(z) P,) que Kreweras {14] appelle aussi distribution 8 et qui est parfois
appelé Runyon number. En rapprochant les équations (12) et (8), on s’appergoit que I3, 4 compte

les arbres aya.m. p arétes et ¢ feuilles, chaque feuille étant valuée par (1 + y)2.

Donc | -_1 ,l,( )(. 1)(1"9) = f=1; ',7 (i—x) (1+y)*-+2 W

Théoréme 6 r, = Z:{’__o repq » le coeﬂ?cient de z% dans la série r, est égal &
s eae s gy
PREUVE:

En faisant le changement de variable r' =
suivante pour r':

73,7 on obtient, & partir de I'équation (7), I’équation

r=1+yz? (2 + y)r + 2y (13)
L’équation (13) est de la méme forme que I’équation (10), le coefficient de z?? dans r' est donc

g
Y25 (B)Ci(2+ y)P %iy" . En reportant cette valeur dans la série r, on obtient le résultat annoncé.

Théoréme 7 t, = Z:io tapq , le coefficient de z%P dans t est égal &:
Ly . n e . i
v + S ST (RGPt (1 4+ )1 (1)) -y (2 )Y
PREUVE:

En rapprochant les théoréme 1 et 2 et le théoreme 4 , on peut établir la relation:

(- 51) (=)

D’autre part, considérons la série w(z,y) = ..o wpz??. Le coefficient de z? de la série wlzy)

1-z-y-
est égal a 30 way?Pon
H 2p ! r 1
En portant dans (14) la valeur des coefficients de z°” dans (=, ey et 157> on

obtient le résultat annoncé.

-
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Théoréme 8 Le coefficient de y? dans
acl| i ) i i
y2p + ZP=1 ):.L& J nﬁl)c.,yzp 2n((l + y)2'+2(1 + (1 + y)2)n -1 _ yn+l(2 + y)n 2§ 1) ,
c’est a dire le nombre de tableauz de Havender ayant 2 lignes, p colonnes et q cases vides (p > 0,
coal 5. LY p!(4p—29-2;)!

0<q<2p) est égal 21’=mu(0.ﬁ-q) (2r—q-27)'5+1)!(2p~q-1])'(2p=q = 1) (a-pP~1)" ~

PREUVE:

Soit v(z,y) = X, 4 v2p.z°Py? la série définie par v(z,y) = t(zy, %) Le coefficient de z?q dans
v(z,y) est le nombre de tableaux de Havender ayant 2 lignes, p colonnes et 2p — ¢ cases vides.

( )= Y1-z°-4z%y /1-22-423y—4z%y? _
vz.y) = 2233V 1-z° W
Soit w(z,y) = T, , wapzPy? la série définie par w(z,y) = 1—:-"(7_3' y) .
Les coefficients vzp ¢ et wy, j sont liés par la relation: vzpq = T7_r /o (B waig -

V1-4z%y \/1-4z2y-4z3y° _

w(z,y) est égal a 2257 277y T+z° *

Or le développement de Taylor de @ est égal a: —n—wkfv_ - X0 Cpz?Pyr-!
. 1-4z3(y+y2) p+1 1 -1+k

et celui de —% a g v- + 0P Lhio (1) CpyP 1t

Les coefficients w3y 4 sont alors donnés par les formules:
o wy, = (S )Cpour 0<p<g<2p
o wapo=(-1)""! pourp>1
® Woo = 0
On obtient ainsi pour vap 4 les valeurs suivantes:
— s~mn(p, 4) i1

V2pq = 2‘-,.;/2‘ )(Z‘z-q)c

_ me(p 1_1) p'(2i)!

- -=[q/2: Tp=1)1(21-q) (g—s+1)0a0a"

Z q/2' (29-25)p’'
j=maz(0.9-p) (P—4~1)M4-27)'+1)"(9-2)"{g-s)!

Notons que cette formule est vraie pour ¢ = 0 (vzpo = 1) puisque L7_, (?)(-1)"*! = 1. 1l suffit
de constater que tjpq est égal & vap 2p—, pour obtenir le résultat annoncé. La figure 8 donne les

premiéres valeurs de t3,,. B

42 | 252 | 700 | 1190 | 1380 | 1152 | 670 [ 260 65 10 | 1
132 | 924 | 3024 | 6132 | 8610 | 8862 | 6904 | 4012 | 1680 | 490 | 96 | 12 | 1

p/q| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10|11]12
1 1 2 1
2 2 6 8 4 1
3 5 20 36 38 21 6 1
4 14 | 70 | 160 | 220 | 202 | 116 40 8 1
5
6

Figure 8

Soit Y) l'alphabet {z,Z.y,a} et ¢; le morphisme de Y;" dans {z,Z}" défini par ¢1(z) = ¢1(y) =

0(T)=Tet ¢1(a)=1.
Le langage U C Y| est défini de la fagon suivante: f € Y|" appartient a U si et seulement si il

vérifie les 2 conditions suivantes:
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i) ¢1(f) € D, le langage de Dyck,
i) une suite de a est soit au début de f, soit précédée par un Z.
U, forme le langage des mots de U commencant par le lettre a et U, le langage des mots de U
ne commengcant pas par une lettre a.
On a donc les équations de langages:
U=U,+U,
U, =aU, + aU,
D’autre part, un mot f de U, est:

e soit le mot vide 1,
e soit un mot de la forme f = zf1Zfa o0 fE U, et o €U,
e soit un mot de la forme f = yf1Zfo 00 fL €U, et fo€ U .

Donc U, vérifie I’équation: U; = 1 + zU,ZU + yU.ZU et ainsi U est donné par le systéme
d’équations:
U=U,+U,
Us=aU, +al; (15)
Uy =1+zU,7U + yU',TU

Théoréme 9 La série énumératrice u = Y., 5qunz™ des mots de U (0% u, compte les mots de

U ayant n lettres dans Ualphabet {z,y,a}) est égale @ u = %= 42(1119:))(1_2) et u, est égal @

E?:O Ci?i (':) .
PREUVE:

A partir du systéme d’équations (15), en passant en commutatif aprés avoir appliqué le mor-
phisme qui transforme les lettres z, y et a en z et la lettre Z en 1, on obtient le systéme:
u=u; +u;
Uy, = zZu, + zu,
u; =1+ 2zu,u
Apreés élimination, on trouve pour u l’équation du second degré:
2z -z +(z-1u+1=0.

. . . . 1-z-/(1-9z)(1-
La solution qui donne des coefficients positifs pour u est — “( 1_:)( ) .

D’autre part, un mot f de U ayant n lettres dans ’alphabet {z,y,a} est un mot de Dyck de
longueur 21 (0 < i < n) ou les les lettres z sont remplacées par des z ou des y (2° possibilités) et
ol les n - i lettres a sont mises dans les 1 + 1 intervalles délimités par les Z ((7) possibilités). u,
est donc égal a 17 Ci2'(7). M
Soit Y3 I'alphabet {z,Z,a} et ¢; le morphisme de Y;" dans {z,%}" qui efface les lettres a. Le langage
V C Y, est défini de la facon suivante: f € Y, appartient a V si et seulement il vérifie les deux
conditions suivantes:

i) ¢2(f) € D, le langage de Dyck,

il) une suite de a est soit au début de f, soit précédée par un T .

V, forme le langage des mots de V' commencant par la lettre a et V, le langage des mots de V'
ne commengant pas par un a .

On a donc les équations de langages:
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V+V,+V;
V,=aV,+aV;
D’autre part un mot f de V; est:

e soit le mot vide 1,
e soit un mot de la forme f = zf1Zfo ou /i €V et f€V .
Donc V, vérifie I’équation V; = 1 —~ zV,ZV et ainsi V est donné par le systéme d’équations:

V=V,+V,
Vo =aV, +aV, (16)
Ve =1+2zV,ZV

Théoréme 10 La série énumeératrice v = 3,5, vaz" des mots de V (ot v, compte les mots de V

ayant n lettres dans l'alphabet {z,a}) est égale a v = 1-z- h(ll-_s:)m_z) et v est égal @ 10, Ci(7).

PREUVE:
A partir du systéme d’équations (16), en passant en commutatif aprés avoir appliqué le mor-
phisme qui transforme les lettres r et a en z et la lettre T en 1, on obtient le systeme:
v=1v, + vz
Vg = Tvg + TV,
vz =1+ zvv
Apres élimination, on trouve pour v I’équation du second degré:
(z-22)v*+(z-1)v+1=0.
La solution qui donne des coefficients positifs pour v est '—”ZJZZ(ST"—;,—-—'W
D’autre part, un mot f de V ayant n lettres dans l'alphabet {z,a} est un mot de Dyck de
longueur 2i (0 < ¢ < n) ou les n — 1 lettres a sont mises dans les i + 1 intervalles délimités par les
Z ((7) possibilités). v, est donc égal 3 £7L,Ci(7). B

Théoréme 11 h(z) = X ;50 h2pz?? , la série énumératrice des tableauz de Havender de hauteur
deuz (ot hgp est le nombre de tableauz de Havender ayant 2 lignes et p colonnes), est égale &

1-52°-y/1-92z% : ..
%id_:; 1 et hyp est égal a:

hyp = P_o ('?)(2'.‘H - l)C
=1+%%, 2.1_.8 Yo 1)C, (4+15n- -1 _ gn=2i-1)

2 02 -mz(O.p q) (2p-v-21)!(1-v-l)!(g;p-qzj))fgz)p—q-W(?-P*i)! :

PREUVE:

Il suffit de voire que h(z) = t(z,1). Ainsi, en utilisant le théoréme 4, on obtient h(z) =
’%’féﬁ@ — 1. En utilisant les résultats des théoremes 9 et 10, on trouve pour h, la formule
exacte hyp = F_o (F) (27! - 1)C, .

En utilisant le théoréme 7, on obtient pour ha, une deuxiéme formule exacte:

hap=1+3F_, ZL—'J ("SHC (415 B gneTicl)
Enfin en utilisant le théoreme 8, aprés sommation sur g, le nombre de cases vides. on trouve la

faia 2p [ZQJ p!(4p-2¢-23)!
troisiéme formule exacte hzp = z =0 -—'J—m-xz(op q) (2p=q-2;)"7~1)"(2p—q-2)"(2p—q-3)(g—-p+1)! *
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Les premiéres valeurs de hgp sont (1 < p < 12): 4, 21, 127, 831, 5722, 40879, 300440, 2258455,
17291704, 134417955, 1058279251, 8422155293. I

Théoréme 12 Le nombre de tableauz de Havender de hauteur 2 ayant p colonnes est asympto-
tiquement égal @ 8—\}%%’5 + O(9°p~2) et le nombre moyen de cases vides dans un tel tableau est
asymptotiquement égal a

3p+0(1).

PREUVE:
Le nombre de tableaux de Havender de hauteur deux ayant p colonnes du point de vue asymp-

totique est obtenu en étudiant les singularités de la série Y1=32oylo02”

La somme du nombre de cases vides des tableaux de Havender ayant p colonnes est obtenue en
8 (\/(l-z’v(vﬂ))(l-z’v’)-\/(l-zz(vﬂ)’)(l-:’v’))||
y=1

étudiant les singularités de la série 3 =TT

3

Ce qui donne, en utilisant le systeéme de calcul formel Ay [6]: 279?;’% +0(%p~3). B
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