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INTRODUCTION

ES POLYNOMES harmoniques pour le groupe symétrique sont obtenus comme so-
L lutions d’un ensemble d’équations aux dérivées partielles. Un théoréme classique
montrent qu’ils sont tous obtenus comme dérivées (d’ordre quelconque) du déterminant
de Vandermonde et que ’espace ainsi obtenu est de dimension n!. Nous allons en pré-
senter des généralisations naturelles qui soulévent de nombreux problémes intéressants

de combinatoire algébrique.

Pour délimiter le contexte, on peut situer le début de notre histoire il y a quinze ans
au séminaire lotharingien ot Macdonald a introduit une nouvelle classe de fonctions
symétriques & deux paramétres — maintenant appelées polyndmes de Macdonald — qui
sont en correspondance avec les partages d’entiers. Exprimés dans la base des Schur,
ces polyndmes ont pour coefficients des expressions rationnelles en ¢ et t — qui sont
nommés coefficients de ¢,t-Kostka car ils généralisent les nombres de Kostka. On a montré
depuis que les ¢,t-Kostka sont en fait des polynémes. De plus, il était conjecturé que ces
polynémes appartenaient a Ng,t]; conjecture dite M PK pour «Macdonald’s positivity
conjecture ». Afin de démontrer MPK, A. Garsia et M. Haiman en sont venu a formuler
une conjecture plus générale indiquant que les polynémes de Macdonald apparaissent
comme caractéristiques de Frobenius bigraduées de S,,-modules bigradués bien choisis,
appelons-la conjecture C' = H. Plus tard, il a été démontré que cette conjecture était
équivalente a la conjecture n! voulant que les S,,-modules en question soient de dimension
n! (vers 1990). M. Haiman a récemment démontré cette conjecture a ’aide d’outils

sophistiqués de la géométrie algébrique. Mais tout n’est pas dit, loin s’en faut!

Il existe d’autre part une autre conjecture plus générale: celle de la récurrence a quatre

termes, de F. Bergeron, N. Bergeron, A. Garsia, M. Haiman et G. Tesler, faisant inter-
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venir les Frobenius bigradués de S,,-modules correspondants avec des partages troués(!).
De plus, les espaces impliqués dans la conjecture n! sont tous sous-espaces de ’espace

D,, des harmoniques diagonales. Une autre conjecture stipule & leur propos que
fq,t(Dn) = V(en)’

ou V est un opérateur défini en terme des polynémes de Macdonald. Méme des preuves

élémentaires de différentes spécialisations de cette formule reléve toujours du défi:

dimD, = (n—i—l)(n_l), pour g =t =1,

(Far(Dn)sen) = Culgit).

Remarquons que dans [9] a remporté la course aux interprétations combinatoires du

q,t-comptage représenté par les q,t-Catalans.

Un autre groupe de conjectures intervient dans le contexte suivant. Soit D,, I’espace
Lo[E“Ay | € N™].
Nous avons alors la conjecture suivante. L’espace de linéarisation (sans dérivation)
LIE“A, | € N]
serait inclus dans la composante isotypique alternée de D,, et sa série de Hilbert — le

degré en x répertorié par g, celui en y par ¢ — correspondrait au ¢,t-Catalan C,(q,t).

Cette thése sera organisée de la maniére suivante. Au chapitre I, nous présenterons
I’essentiel de la théorie des fonctions symétriques dans le but d’introduire rapidement
les polyndmes de Macdonald renormalisés. Pour bien décrire les opérateurs V, nous
aurons besoin des A-anneaux et de la A-substitution. Un bref formularium concernant

cet opérateur terminera le chapitre.

Au deuxiéme chapitre, nous verrons de quelle maniére les harmoniques diagonales gé-

néralisent les harmoniques classiques. En fait les harmoniques proviennent de ’étude
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du module des invariants polynomiaux sur lesquels un groupe de réflexion agit. Nous
définirons les différents S,-modules dont les caractéristiques de Frobenius correspondent
expérimentalement aux polynoémes de Macdonald renormalisés. Nous mettrons en évi-
dence les structures qui admettent une généralisations aux harmoniques diagonales. La
récurrence a quatre termes (un condensé combinatoire de conjectures qui ont été prou-

vées géométrico-algébriquement depuis) sera abordeée.

Le troisiéme chapitre contiendra les nouveaux résultats a proprement parler. On y déve-
loppe une approche élémentaire & I’étude des harmoniques diagonales en plongeant D,,
dans un espace plus grand dont la combinatoire est plus facile & maitriser. En particu-
lier on y étudie les modules DA/(X Sym ® Y Sym) et une base de HD.A en terme de
diagrammes compacts, constructions inédites associées aux permutations. Nous y discu-
terons des méthodes algorithmiques de calculs a ’aide d’exemples mais nous reporterons

3 I'annexe le code et les calculs en MAPLE.

Nous espérons qu’a la lecture de ce travail les néophytes aurons le gotit de s’investir dans
ce domaine passionnant, et que les érudits sauront trouver quelques nouveautés. Bonne

lecture.

Francois Lamontagne,

Montréal, le 30 avril 2003.
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Chapitre 1

MODULES BIGRADUES ET CARACTERISTIQUES DE
FROBENIUS

L "ETUDE des harmoniques diagonales et des modules de polynomes exigent des outils
de la théorie des représentations linéaires des groupes finis. Ce chapitre se veut un

bref rappel des éléments nécessaires. Les monographies [24] et [25] ont servi & cette fin.

1.1  S,-modules bigradués et caractéristiques de

Frobenius

Le but ultime étant la présentation des caractéristiques de Frobenius bigraduées, le

lecteur déja au fait peut sauter cette section sans perdre le fil de la présentation.

1.1.1 Partages et permutations
Définition 1.1.1. Un partage A est une séquence

A= (A1, A2, ..y A, oal)
d’entiers non-négatifs décroissants,

M A > .2 >
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et contenant un nombre fini d’éléments non-nuls. Ces éléments sont appelés parts du
partage. La longueur du partage \, notée £(N), est le nombre de parts de \. Le cardinal
d’un partage X\, noté |\|, est

Al =X+ +....

Réciproquement, pour un entier non-négatif n donné, la notation X\ = n (lire \ partage
de Uentier n) signifie que le partage \ est tel que |\| = n.

Remarque 1.1.2. Un partage A\ peut étre écrit dans la notation multiplicative. Dans cette
notation, seules les parts non-nulles apparaissent et elles sont affublées d’un exposant
correspondant & leur multiplicité dans le partage. Par exemple, (5,3,3,2,1,1,1) devient

132325. La tradition veut que les parts soient dans I’ordre croissant.

Le groupe S,, est constitué de toutes les permutations de l’ensemble [n] = {1,2, ... ,n}.

Les éléments o € S,, peuvent s’exprimer de deux fagons. Premiérement, en format deux

<1 2n>
o = ,
0109 ...0p

ot o(i) = o0;. Deuziémement, via leur décomposition en cycles disjoints. Un cycle est

lignes:

constitué d’un élément de a € [n| et de toutes ses images par les itérées de o (orbite):
(a,0(a),0?(a), ..., 0" 1 (a)) ot k > 1 est le plus petit entier tel que o*(a) = a. Un tel
cycle est dit de longueur k (écriture non unique). Chaque entier i € [n]| apparait dans
un et un seul cycle. Supposons qu’il y ait dj, cycles de longueurs, alors 19129 . ndn est
un partage de lentier n en notation multiplicative (voir remarque 1.1.2) appelé forme
ou structure cyclique de la permutation o et est noté \(o).

Exemple 1.1.3. La permutation o € [8] suivante
o = (3,5,6)(2,1)(4)(7,8),
(12345678
- \21546387
est de forme \(o) = 1223,

Deuzx éléments o,7 € S,, sont conjugués si et seulement s’ils possédent la méme structure

cyclique. Les classes de conjugaison de S, sont donc en bijection avec les partages de
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Uentier n. Le nombre d’éléments de la classe de conjugaison \ = 191292 ndn est égal

anl/z\ ot

= 19d)12%d,! .. nnd,,! (1.1.1)

1.1.2 Représentations

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie d, GL(V') le groupe général linéaire de V
(c.-a-d. le groupe des transformations linéaires inversibles de V vers V) et GLg le groupe

des matrices inversibles d x d a entrées pris dans C.

Définition 1.1.4. Soit G un groupe fini et V ci-haut. Une représentation (linéaire) de
G est un homomorphisme de groupes p : G — GL(V'). Une représentation matricielle
est un homomorphisme de groupes p: G — GLg. L’espace V' est un G-module s’il est

muni une action G X V. — V' compatible avec les opérations vectorielles, c.-a-d.

1. cvevV,
2. (o71).v =0.(TV),
3. idw =w,

4. 0.(av 4+ bw) = a(o.v) + b(o.w).

Ce sont des définitions équivalentes et I’on peut passer d’une description a [’autre de
fagon naturelle (modulo le choiz d’une base de V). La dimension d est appelée degré de

la représentation.

Définition 1.1.5. Soit p : G — GL(V') une représentation. Le caractére de p est la
fonction x, : G — C définie par

Xp(@) = tr(p(a)),

ot tr(p(o)) est la trace de la transformation linéaire p(o) (qui est égale a la trace de la

matrice dans la représentation matricielle correspondante).

Lorsqu’il est question du G-module V', on adopte la notation xyv pour le caractére. Les
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caractéres sont des fonctions centrales, c.-a-d. pour tout g.h € G on a

x(g9) = x(hgh™").

Définition 1.1.6. Soient V, W des espaces vectoriels et p : G — GL(V), ¢ : G —
GL(W) des représentations du groupe G. La transformation linéaire 0 : V. — W est un

homorphisme de représentation si, pour tout g € G,

0o p(g) =1v(g) 0.

Les représentations ¢ et 1 sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de représenta-
tion 6 entre les deux. On peut définir les homomorphismes et équivalence de G-modules
de facon similaire.

Définition 1.1.7. Soit V un G-module. Un sous-module de V' est un sous-espace W C
V' qui est G-invariant, c.-a-d. st w € W alors, pour tout g € G, ona g-w € W. Un
sous-module est dit trivial si W = {0} ou W =V

Définition 1.1.8. Un G-module V est réductible s’l contient un sous-module non tri-

vial. Sinon, il est dit irréductible.

Soient V' un G-module, W un sous-module de V' et ( , ) un produit interne invariant

sous l'action de G. Alors,

Wt={veV| (v,w)=0vYwe W} (1.1.2)
est aussi un G-sous-module. Pour un produit scalaire ( , ) quelconque sur V et B une
base de V' qui lui est orthogonale, le produit scalaire défini par

1
({0, w)) = > (g, gw) (1.1.3)

geG

est évidemment G-invariant. En itérant la décomposition 1.1.2 jusqu’a ce que tous les
modules considérés soient des modules irréductibles, nous obtenons le résultat important
suivant.

Théoréme 1.1.9 (Maschke). Soit G un groupe fini et V un G-module non nul. Alors,

il eziste des G-modules W jrréductibles et sous-modules de V tels que

V=wWaew®g. owh,
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Théoréme 1.1.10 (Lemme de Schur). Soit V un G-module, alors V admet l'unique

décomposition (a isomorphisme et ordre prés)
Vam VO emuw® e @m,V(r)

ot les V) sont des G-modules irréductibles non équivalents deuz a deus et les coefficients
m; devant VO signifie VO o VO @ ... @ VO avec m; termes.
Proposition 1.1.11. Le nombre de V® irréductibles et non équivalents est égal au

nombre de classes de conjugaison dans G.

Considérons l'algébre de groupe de G, noté C, qui consiste en les combinaisons linéaires
formelles d’éléments de G:
CIG] ={D cgg | cg € C}.
geG
Or, le groupe G agit naturellement par multiplication & gauche. L’action étendue aux

combinaisons linéaires par

h(z cq9) = Z cg(h.g)

geG geG

fait de C[G] un G-module. La représentation correspondante est dite représentation ré-

guliére. La représentation réguliére posséde une décomposition remarquable.

Proposition 1.1.12. Si C[G] = ®;m; VD est la décomposition en modules irréductibles

deuzr o deux non équivalents de la représentation réguliére, alors

(i) S m;dim(V®) = |G,
(i) Smi? =GP
Définition 1.1.13. Soient x et ¢ deuz fonctions centrales de G vers C. Alors on définit
1 __
e > x(9)¥(g). (1.1.4)

geG

Or, pour un G-module V' et une base B orthonormales, quitte a prendre le produit scalaire

de 1.1.3, la représentation matricielle correspondante associe a chaque g € G une matrice
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unitaire. Ainsi, la définition 1.1.4 peut se réécrire:

- ﬁ S x(@)v(g ).

geG

(X, )
Proposition 1.1.14. Soient x,y des caractéres irréductibles. Alors,

(X)w> = 5Xﬂlf

et les caractéres irréductibles forment une base orthonormale des fonctions centrales.
Proposition 1.1.15. Soient V et W deur G-modules de caractéres xy et xw. Alors, V

est irréductible si et seulement si (xv,xw) = 1. Aussi, V est irréductible si et seulement

st (xv,xv) = 1.

Théoréme 1.1.16. Soit V un G-module de décomposition
= mlv(l) ® mQV(2) DD mkV(k)

ot les G-modules VO sont deuz & deuz non équivalents et de caractéres Xy i) - Alors les

multiplicités m; s’obtiennent par
mi = (Xv, Xy ) -

Les caractéres irréductibles jouent donc un réle primordial dans la décomposition d’un

module quelconque. Le lien avec les fonctions symétriques sera développé a la section 1.5.

1.1.3 Produit tensoriel de représentations

Définition 1.1.17. Soient U un G-module et V un H-module (G et H des groupes finis).
Alors, le produit tensoriel d’espaces vectoriels URV posséde la structure de G x H-module

en posant, pour (g, h) € G x H,
(9,1)-(v ® ) = (g:0) ® (hw).
Au niveau des caractéres, on vérifie aisément que xXuev (g, h) = xv(g9)xv(h).

Proposition 1.1.18. Si U (resp. V') est un G-module (resp. H-module) irréductible
alors U @V est un G x H-module irréductible. Si {U®} (resp. {V)}) est un ensemble
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complet de G-modules (resp. H-modules) irréductibles et deuzr & deuxr mon équivalents
alors {U® @ VU} est un ensemble complet de G x H-modules irréductibles et deuz d

deux non équivalents.

1.1.4 Représentations induites et restreintes

Définition 1.1.19. Soit V un G-module et soit W un sous-H-module de V. Le module
V' est dit induit de W si et seulement si V = @pcprW ot R = {r1,...,7} est un

systéme de représentants de classes & gauche de H dans G.

On peut montrer que le choiz de R est arbitraire dans la définition et qu’étant donné W
un H-module il existe un et un seul G-module induit de W a isomorphisme prés. Voir
par exemple le traitement qu’en fait J.-P. Serre, sections 3.3 et 7.1 de [25].

Définition 1.1.20. Soit V' un G-module. Si l’on considére l'action H x V. — V' (0b-
tenue de G x V.— V') alors les conditions de la définition 7?7 sont encore satisfaites.

Le H-module ainsi obtenu est dit restreint.

Certains préféereront l’analogue au niveau des représentations matricielles.

Définition 1.1.21. Considérons H < G des groupes finis. Soit X (resp. Y ) une repré-
sentation matricielle de G (resp. H). Alors, la représentation matricielle du groupe H

donnée par

X 1% (h)=X(h),Yhe H

est dite représentation matricielle restreinte. Soit {r1,...,r;} un ensemble de représen-
tants des classes a gauche de H dans G et posons Y(g) = 0 pour g ¢ H. Alors, la

représentation matricielle du groupe G donnée par
X 15 (9) = (Y (rigry)ij, Yh € H
est dite représention matricielle induite.

Soit x (resp. 1) le caractére du G-module (resp. H-module). Notons x |G (resp. 15 )
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le caractére du module induit (resp. restreint). Alors, il est prouvé que

X1 (h) = x(h),VeH, (1.1.5)
016 () = = > vy (1.1.6)
"l 2
v lgveH

En fait, les équations 1.1.6 et 1.1.6 servent de définition a f lg, g Tfl pour n’importe
quelles fonctions centrales f : G — C et g : H — C. Aussi, le lemme de réciprocité

de Frobenius stipule que
WX 1)y = W15 06

ot les produits scalaires sont ceux de la définition 1.1.13.

1.1.5 Les S,,-modules

Nous allons maintenant considérer le cas ou le groupe G est S, et les espaces V' sont
des espaces de polynomes, plus particulierement des sous-espaces de Q[X,)Y] (o0 X =
Ti,...,xy €Y = yi,...,yn). Pour en faire des S,-modules, on considére l’action

diagonale de S,

o.P(X;Y) = P(%oys - s Ton;Yors - You)-
Pour o, € N", notons X°Y? le monome z323? ... a8ry?y . yir. Soit mp, Ve

tension linéaire & Q[X,Y] de la projection

XYP siSa;=metd B=1,
ﬂm,l(XaYB) _ z 7

0 sinon.

Définition 1.1.22. Un polynéme P € Q[X,Y] est dit bihomogeéne de bidegré (j,k) si
7 k(P) = P; et un sous-espace S de Q[X,Y] est dit bihomogéne si 7; j(P) € S pour tout
P € S et pour tout j,k.

Bien sir, l'action diagonale de S,, préserve les bidegrés. On peut donc faire la décompo-
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sition suivante. Soit M un S,-module et, pour tout r,s > 0, M;; = m; (M), alors

M = P My (1.1.7)
J20,k20

et l’on dit de M qu’il est bigradué.

1.2 Fonctions symétriques classiques

Nous suivrons ici, pour l’essentiel, les notations de Macdonald (voir chap. I de [21]).

1.2.1 L’anneau A,

Soit Z]x1, ..., xy] Uanneau des polyndmes a coefficients entiers ayant n variables indé-
pendantes X = x1,...,x,. Considérons laction du groupe de permutations S, sur les

indices des variables:

0.P(X) = P(0.X),

pour tout o € S, et 0t 0.X = Tgyy, ..., Ts,. Un polyndme P est dit symétrique si
P(X)=0.P(X),
pour tout o € S,,. Posons A\,, = Z|x1, ...,mn]S" l'anneau des polyndmes symétriques en

n variables. L’anneau A, est gradué par le degré puisque tout polyndme symétrique est
décomposable en somme de polyndémes symétriques homogénes. Donc,
An = DA
k>0
ot AF est le sous-anneau des polynomes symétriques homogénes de degré k en n variables
(ainsi que le polynémes identiquement nul).
Définition 1.2.1. Pour A\ k et k > n, posons
ma(T1,@2, o) = Y 2%,

aeNn

ot les a = (o, ...,an) sont les permutations distinctes de (A1,A2,...,\,). On pose

ma(z1,...,2n) =0 pour £(X) > n.
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Proposition 1.2.2. L’ensemble {m |¢(\) < n} est une base de A, sur Z et l’ensemble

{mx]l(A) <n et \Fk<n} est une base de A sur 7.

1.2.2 L’anneau A

Pour éviter la nullité de polynémes symétriques par manque de variables (comme ci-
haut), on construit ’anneau des fonctions symétriques en un nombre dénombrables de
variables de la facon suivante. Rappelons d’abord quelques concepts de la théorie des
catégories.
Définition 1.2.3. Soit C une catégorie et soit (I, <) un ensemble ordonné filtrant
supérieurement, (c.-a-d. Vx,y € 1,3z € I,x,y < z). Un systéme projectif est la donnée
d’une famille (X;);cr d’objets de C et, pour chaque paire de i < j, d’un morphisme
wij 1 Xj — X; tels que @i = idx, et si i < j < k alors or; = @ji 0 ok
Définition 1.2.4. La limite projective d’un systéme projectif (X;);c; dans une catégorie
C est la donnée d’un objet P € Obj(C) et d’une famille de morphismes (¢;)icr, i : P —
X; tels que

©ij 0 i = pj,Vi,j €I
De plus, pour Q € Obj(C) et (1;)icr satisfaisants aur mémes conditions, il existe un
unique Y : Q — P tel que

v = p;o,Vi € I.

La limite projective est notée @iel X;.

Dans la catégorie Z-modules, pour un k fixé, considérons le systéme projectif (AX),>o
avec pour morphismes les pfmn : Ak — AX obtenus comme suit. Considérons les mor-
phismes surjectifs
Pmn t A — Ay, (1.2.1)
qui consistent & garder les n premiéres variables et remplacer les autres par 0. Ainsi,
m)\(xlv s 7xn) E(A) < n,

ma(Z1, ... Tm) —
0 sinon.
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Les pk . s’obtiennent par restriction aux polynémes de degrés k; ils sont des isomor-

phismes lorsque m > n > k. A partir de ce systéme projectif, on construit la limite

projective
A* = lim A%,
iatl
n>0
Par suite,

pri At — Ay

f:(fn)nzo — fn:fn($1a'-->$n)

est un isomorphisme quand n > k. Donc, il existe une base {m |A b k } sur Z de I’anneau
AF définie par

pE(my) = ma(x1,...,2,),Yn > k.

Définition 1.2.5. Posons, A = @, A". L’anneau gradué A est dit anneau des fonc-

tions symétriques.

Par construction, I’anneau A est engendré par les my, A parcourant tous les partages.
Définition 1.2.6. Pourr > 0, les riéme fonctions symétriques élémentaires, homogénes

et somme de puissances sont, respectivement,

e = mpr= g Ty Tig -+ - Tiys (1.2.2)
11 <t9<...<ir
hr = E my = E L Ljg « v« Ly (1.2.3)
[A|=r 11<i2<...<ip

pr = mr:Z:L‘f. (1.2.4)

Remarque 1.2.7. Soit f un symbole générique pour e,h ou p. La sommation explicite dans
I’équation 1.2.4 pour 'expression de f, fait intervenir un nombre infini de variables. Une
sommation ne comportant que n variables explicite le polynéme symétrique py,(f,). En

particulier, py(e,) = 0 pour r > n.
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1.2.3 Les bases usuelles de A

Proposition 1.2.8. Les fonctions de la définition 1.2.6 ont les propriétés suivantes:

1. A =17Z[ey, ez, ...] et les e, sont algébriqguement indépendantes sur Z,
2. A ="7[h1,ha, ...] et les h, sont algébriquement indépendantes sur 7,
3. A®z Q= Qlp1,p2, ...] et les p, sont algébriguement indépendantes sur Q.

Remarque 1.2.9. L’indépendance algébrique des sommes de puissances sur QQ plutot que
sur Z découle naturellement des relations entre les séries génératrices introduites a la

prochaine section (voir I’équation 1.2.6).

Pour pouvoir passer d’'une base de fonctions de symétriques & une autre sans devoir
changer le contexte d’utilisation, nous allons adopter la version définitive suivante de
I’anneau des fonctions symétriques.

Définition 1.2.10. Dorénavant, pour ne pas alourdir la notation, nous ferons l’abus de

notation qui consiste & écrire A en lieu et place de
A=A®zQ.

Similairement pour AF.

Définition 1.2.11. Soit A = (A1,\2,...) un partage.

1. €N = E€C\ €Ny .-
2. hy=hyhy, ...,

3. P =DxPry - -

Pour A =[] ;J™ nous avons donc, en utilisant la remarque 1.1.2 sur la notation multi-
plicative, fy =] j fjm 7 ot le symbole générique f peut étre remplacer par e, h ou p. Pour
cette raison, les fonctions symétriques élémentaire, homogéne et somme de puissances
sont dites multiplicatives.

Proposition 1.2.12. Les familles {e)}, {hx} et {pr} (partages quelconques) sont des
bases de A. Aussi, les familles {ex |\F k}, {ha|AFEk} et {px |\ F k} sont des bases de
AF.
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1.2.4 Les fonctions de Schur

Les fonctions de Schur, fonctions symétriques riches de propriétés, peuvent étre définies

d’au moins trois fagons équivalentes.

1. Comme quotient de deux polyndémes antisymétriques.
2. Via les identité de Jacobi-Trudi (déterminant en les fonctions homogenes).

3. Comme somme de polynémes de Schur, eux-mémes sommes de moénomes corres-

pondant aux mots de lecture de tableaux semi-standards (définis plus loin).

Soit o un n-tuplet (aq,...,0p) € N". Posons z® = 27" z5? ... z%". Nous définissons le
polyndéme a, par
o
ao(x1,...,xn) = det(z;” )i<ij<n = g e(w)w.x®.
wWES,,

Ce polyndéme a,, est antisymétrique, c.-a-d. que pour tout w € S,,
w.aq = £(w)agy,

Il s’annule donc lorsque les «; ne sont pas tous distincts.

Définition 1.2.13. le déterminant de Vandermonde & n variables est défini par

Ap=Ap(r,.omn) = ] (wi—ay),

1<i<j<n

= det(z} i<ij<n

On pose A; = 1. Ce polynéme divise tout polyndme antisymétrique et est lui-méme

antisymétrique. On vérifie que A, = as, (21, ...,2,) o0 6, = (R —1,...1,0).
Définition 1.2.14. Soit A un partage que nous écrirons comme un n-tuplet A\ = (A1, ...,A\p)
tel que

AM>A > >N, 2>0.

Nous supposerons que (()\), c.-a-d. le nombres de parts non-nulles, satisfait £L(\) < n.
Posons

Adop=N+n—-1,..., -1+ 1,\).
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Alors, le polyndome de Schur & n variables pour le partage \ est défini par

_ W6, (21, - Tn)
s)\(xl, ,$n) - a(;n(ﬁl, 7$n) '

On pose sy(z1, ..., x,) = 0 lorsque £(\) > n.
Proposition 1.2.15. Les Sy, pour £(\) < n sont des polyndémes symétriques en les

variables x1,...,x, et homogénes de degré |\|. Aussi, {sx(x1,...,xn) [€(N) < n} est une

base de A, et {s\(x1,...,2n) [((A) F k <n} en est une de AF.

Pour passer des polyndémes de Schur aux fonctions de Schur, il faut considérer les mor-

phismes pp, », : Ay, — Ay, de la section 1.2.2. Il suffit de voir que

Pntin(Sx(x1, oo xng1)) = salx1, ..o 2p).

Or, pour 4(\)l(n), en développant le déterminant de axys,,,(z1,22,...,2,,0) selon la

derniére rangée nous obtenons

Art5,.1 (1,02, .., 20, 0) = 2122 ... T Args, (21, T2, ..., Tyy)

ou

A4 0pt1 = ()\1+n,/\2+n—1, ...,)\n+1,)\n+1),et

A46, = M+n—1+n—2,...,\,).
Ainsi,
T1T2 ... TnGxts, (1,22, ... ,Tn)
S)\(m.laer"vxnvO) - . : .
T1T2 ... Tpas, (T1,T2, ..., Tp)
= s)\(wl,xg, ces ,xn).

Définition 1.2.16. Un tableau T de forme A est une application de [’ensemble des
cases de \ vers N. Un tableau est dit standard ou de Young si les valeurs dans les cases
sont strictement croissantes de gauche a droite et de bas en haut. Un tableau est dit
semi-standard si les valeurs sont strictement croissantes de bas en haut mais faiblement

croissantes de gauche & droite.
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Proposition 1.2.17. Les polyndmes de Schur satisfont lidentité combinatoire
S\ — Z JIT,
T

ol la sommation est faite sur les tableauz T semi-standards de forme X & valeurs dans
{1,2,...n} et 2T =]\ Tr(c)-

Proposition 1.2.18 (Formule de Jacobi-Trudi). Si l’on pose hg =1 et h, = 0 pour
r < 0 alors

sx = det(hy—itj)1<ij<n:

1.2.5 Les séries génératrices et les changements de bases

Les séries génératrices sont un puissant outil dans 1’obtention de formules reliant les
différentes fonctions symétriques.
Définition 1.2.19. 1. Q(t) = 3,50 het” =[50 =55

2. E(t) =3 ,s0ert” =[50 1 + tai;

8. P(t) = 2721 Pr% = Zizl ZTZI %tr'

Mais en fait, une seule suffit en regard des relations suivantes:

QUOB(-t) = 1,

d 0
—P(t) = .

La derniére relation étant obtenue par le calcul classique

%P(t) = > pt =)0 A

r>1 i>1 r>1
i d 1
= = —l
Zl—xit Zdt REE—
i>1 i>1

d 1
- 9, .
dt Ogil;[ll—xit
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Des équations 1.2.5 et 1.2.5, on obtient les systémes d’équations

n

> (-1)erhn_p = 0, pour tout n > 1, (1.2.5)
r=0
n
Zprhn_T = nhy,, pour tout n > 1, (1.2.6)
r=1

desquels on extrait les formules déterminentales classiques. Qui plus est, I’équation 1.2.5,
alliée & l'indépendance algébrique des e,, montre que l'application suivante est en fait

un isomorphisme involutif.

Définition 1.2.20. L’application w : A — A est définie par
w(er) = hy,

pour tout r > 1.

Proposition 1.2.21. L’involution w se comporte bien pour les fonctions multiplicatives:

w(e,) = hy, w(ey) = hy,
wlhy) = e, w(en) = ey,
wlpr) = (=) 'pr,  wpa) = eapa,

et de facon remarquable sur les fonctions de Schur:
w(sy) = sy
Ici, N est le partage conjugué de \ et

ey = (—1)A=A,

1.3 X-Anneaux et A-substitutions

Les A-anneaux sont des anneaux munis d’une structure additionnelle. Pour les décrire, il
faut d’abord présenter les polynomes dit universels. Soit &1,82,...,&q et n1,m2,...,n, des

variables indéterminées. A la maniére des séries génératrices des fonctions symétriques
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élémentaires, posons pour k € N, o = [[,(1 +&t)|x et 7 = [[;(1 + nit)|,x. Mainte-
nant, en vertu du théoréme fondamental des fonctions symétriques, il existe un unique

polyndéme P, & coefficients entiers tel que pour tout ¢, > n,

Py (01, yOpyTLy oo yTn) = H(l + ﬁinjt)’tn

i?j
De méme, il existe un unique polynéme P, ,, & coeflicients entiers tel que pour tout

q = mnm,

Pn,m(017027--~70nm) = H (1 +§i1€i2 "‘gimt)ltn'

1<i1<ia < <im<q
Définition 1.3.1. Un A-anneau est un anneau A commutatif unifére doté des opérations

N A— A, pour i€ N satisfaisant:

1) =1 et \¥(1) = 0 pour tout k > 1,

x)=1cet )\l(a:) =z, pour tout x € A,

Mz +y) =g N (@) (y),

"ay) = Pu(A () A2 (), .. X () M (1),A2(y), ... ,A"(y)), pour tout z,y € A,
(

"(A™(x)) = Pom(A(2), ... , A" (2)), pour tout x € A et n,m > 0.

L’exemple le plus simple de A\-anneau est 'anneau (Z,+,-) avec les opérations \" définies
par A\"(i) = (fl) Si l'anneau contient des éléments z; de degré un (c.-a-d. tels que
MNe(x;) = 0 pour tout k > 1) considérés comme des indéterminées, alors les axiomes ci-
haut décrivent des propriétés des fonctions symétriques élémentaires. Toutefois, dans ce
contexte, les € A ne peuvent étre remplacés par des sommes infinies. Fait intéressant,
le contexte peut étre augmenté en utilisant une limite projective.

Proposition 1.3.2. Soit A un A-anneau. Alors il existe une unique structure de -

anneau sur I’anneau de polynémes Alz] telle que \*(x) = 0, pour tout k > 1.

Ainsi, pour une suite d’indéterminées x1,r2,x3,..., on peut construire la séquence de
A-anneaux Qo = Z, Q = Zlz1], Q2 = Z[z1,r2], etc. Maintenant, pour m > n, les

morphismes py, 5, : £, — 1, définis de maniére analogues & ceux en 1.2.1, c.-a-d. tels
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que

Pm.n (551) =
0 sinon,

permettent de construire la limite projective

La limite projective de Ad-anneaux est obtenue en faisant la limite projective des anneaux
et en imposant la A-structure naturelle. Maintenant, la famille de fonction symétrique
élementaire {e,(x1,22,...,x%)}x correspond & une unique fonction symétrique élémen-
taire e, € €. Aussi, \"(e;) = e, dans Q puisque la relation tient dans chacun des
Q. Désignons par A le sous-A-anneau de 2 engendré par e;. Par les opérations A", il
contient tous les e,. C’est un A-anneau libre & un générateur. Mais en tant qu’anneau,
A = Z[z1,x9,...] est polynomial en une infinité de variables. Il s’avére que cet anneau

A et celui de la définition 1.2.5 sont un et un seul.

1.3.1 Opérateurs d’Adams

Dans le contexte des séries génératrice de la définition 1.2.19, les sommes de puissances
PE=. xf sont liées au fonctions symétriques élémentaires par la formule de Waring;:

d

G OEE0) = St = TP

Soit A un A-anneau. Un principe de vérification (voir [20]) permet de définir formellement

des opérateurs " en utilisant la relation

d 11 d
a1ogZA”(gg) = > ()t = - (=P(1). (1.3.1)
n>0 n>0
Les 9™ sont appelés opérateurs d’Adams. La propriété (v) de la proposition suivante dit

que ces opérateurs sont des endomorphismes du A-anneau.

Proposition 1.3.3. Soient z,y éléments d’un A-anneau A et des entiers m,n > 1. Alors,

() w(1) =1,
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On aurait pu tout aussi bien procéder a 1’envers, c.-a-d. définir une structure de ¥-anneau
en exigeant les propriétés énumeérées a la proposition précédante (sauf (v)) pour ensuite
prouver que les opérateurs \" définissables via la relation 1.3.1 sont des endomorphismes
de P-anneaux possédant les propriétés énoncées a la définition 1.3.1. La propriété (vi)
traduit le pléthysme p, o P, = ppm dans A. L’anneau des fonctions rationnelles en
g,t a coefficients dans Q, dénoté Q(g,t), posséde une structure de ¥-anneau (et donc
de M-anneau) en posant ¥"(R(q,t)) = R(q",t") pour toute fonction rationnelle R(q,t).
Maintenant, posons Ag(qs = Q(g,t) ®z A. Or, le produit tensoriel de deux A-anneaux
(resp. ¥-anneau) est encore un A-anneau (resp. U-anneau). Il suffit d’apposer une struc-
ture de M-anneau sur le produit tensoriel d’anneaux comme suit: \"(a ® 1) = \"(a) ® 1,
AM(1®b) =1 A"(b) et A"(a®@b) = A" ((a®1)(1®0)). Aussi, ¥ (a®b) = ¥"(a) @ V" ().

Maintenant, on sait que

AQ = A®Z@ - Q[pl)p27p37 o ]

et que les p, sont algébriquement indépendant sur Q. On peut donc considérer un élé-
ment de A, comme une fonctions symétriques (en 21,72, ... ) a coefficient dans Q(g,t).
L’effet de U™ est donc d’élever & la puissance n les variables qui apparaissent dans les
fonctions symeétriques ainsi que les parameétres ¢,t. On reviendra sur I'anneau Ag a la
prochaine section. L’usage dans le domaine est d’employer la notation de substitution plé-
thystique (voir [16]) plutot que les opérateurs d’Adams. D’abord, on considére ’anneau
des séries formelles de Laurent en les variables ¢, 9,3, ... (dépendent du contexte).

Pour un élément E(tq,ta, ...), on définit

def
U E(ty, to, t3, ...) == E(t],t9,t5, ...)
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que 'on écrit

] def

an[tl,tQ,tg, :E[ ’T’, g’, g’, ]

23

avec les crochets qui dénotent la substitution pléthystique. Pour une fonction symétrique

F' exprimable comme série formelle en les sommes de puissances

F= Q[pl’p27p3a e ']a

on définit

F[E] = Q[p1,p2, 3, - - -|pp—pp[E]-

Par convention, X, désigne z1 + z2 + - - - + x,. De sorte que pour f € A,
fI1Xn] = f(x1,29, ... x0).
De la méme maniére, l'alphabet X désigne x1 + x2 + 23+ . ...

En notation pléthystique,

pe[A+ B] = pi[A] + pr[B],
pe[A—B] = pr[A] — pi[0],
pe[AB] = pi[Alpk[B].

(1.3.2)
(1.3.3)

(1.3.4)

Aussi, un deuxiéme signe moins est nécessaire pour indiquer que I’on substitue & chaque

variable sa valeur opposée:

ol Xl 2= e Xallore e = (—1)Fpi[ X,

Ainsi 'involution w de la définition 1.2.20 se traduit par

ka[Xn] = (_1)k71pk[Xn}:pk[_7Xn]-

1.4 Polynémes de Macdonald renormalisés

Les fonctions symétriques & deux paramétres fournissent quantité de beaux problémes et

identités et il serait trop long d’en faire ici la présentation compléte (voir Macdonald [21])
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mais voici les ingrédients nécessaires a ’obtention des polynémes de Macdonald renor-
malisés qui seront utilisés a la prochaine section. D’abord, Macdonald a introduit une

famille de fonctions symétriques & deux parameétres {P,(z;q,t)}, qui satisfait

(i) Px=sx+ 2,00 suéur(at),
(ii) (Px, Pu),; =0 pour A # p,

ol le produit scalaire (,) ot fait intervenir les paramétres ¢,t selon

ZAPA [1—q} si A= p,

(PxPudgs (1.4.1)
0 sinon.
La famille {Q,(x; ¢,t)}, définie par
hu(g;t)
rqt) = LS P(wgit
QM($>Q7 ) hL(q,t) ,u(x7qa )

s’avere étre duale a {P,(x;q,t)}, par rapport au produit scalaire (1.4.1). La forme dite

intégrale est définie par

Ju(z;q,t) = hu(gt)Pu(z;q.t), (1.4.2)

= Dy, (¢,0)Qu(w; ¢,0),

Macdonald définit les ¢,t-analogues des nombres de Kostka, K ,(q,t) par la décomposi-

tion

w(5q,t) ZS)\ (1 —=t)] Ky u(g,0).
A
Maintenant, on pose
Hy(r:q0) = JJX/(1—1):q.d], (1.4.3)
> Kau(gt)sa. (1.4.4)
A

et finalement

H,(z;qt) = Hyu(w;q,1/t)t"W, (1.4.5)
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Les coefficients dans la décomposition des fonctions symétriques H u(2;5¢,t) en terme des

fonctions de Schur, c.-a-d. les K An dans
Hy(wiqt) = D Kau(at)sy
A
sont reliés aux ¢,t-Kostka par
Kni(at) = Koulg1/t)t"").

Mentionnons aussi qu’il existe un produit scalaire pour lequel les H . sont orthogonaux.
En effet, soit ( , ).« le produit scalaire défini par
sen(N)apa( - (18] siA=p,

(PAPp)s =
0 sinon,

ol le signe de X vaut sgn(\) = (—1)N=4XN)_ Alors (voir théoréme 1.1 dans [15])

<_E[ ﬁ > Bu(qvt)h,/u(qat) Si n=rv,
wdly)x =

0 sinon.

Les formules explicites pour les coefficients K Au S’avérent plutot sophistiquées et n’ont
pas I’élégance combinatoire des nombres de Kostka ordinaires. Le résultat est intimement
relié & Vopérateur V (lire nabla).

Définition 1.4.1. L’opérateur V est défini sur la base {I:fu(x;q,t)}# par

VH,(z;qt) = T,Hu(x;q.t). (1.4.6)

Soient v+ k et A = (n — k,y) b n, c.-a-d. le partage obtenu en adjoignant une premiére
part de longueur n — k devant le partage v avec la condition que v; < n — k. Le résultat
principal de [15] est l'existence d'un unique polynéme symétrique k- (z;q,t), de degré

inférieur ou égal a k, tel que

If;—/\u = kn,[B#(Qat),q,t] (147)
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Le résultat a pris la forme plus définitive dans [16]. Pour les A et v ci-haut, soit

1-—X
K (z;qt) = V! <s [— — 1D . 1.4.8
39 T—aa-n (49
Alors,
Kyulgt) = K, [Du(at);at]. (1.4.9)
Les k et k sont reliés par I’identité

I [X] = K[(1-q)(1—6)X —1]. (1.4.10)

Les tableaux 1.1, 1.2 et 1.3 présentent les matrices de V en terme des fonctions de Schur

pour n = 2,3 et 4.

M| 2] [1,1]
2] || 0 | —tq
1] ]| 1 [t+gq

TAB. 1.1 — Les coefficients de s, dans V(sy) pour A\,ut 2.

Mg || [3] [2,1] [1,1,1]

3] O t* ¢* (t+q)t* ¢*

2,1 o —(t+4q)tq —(t*+tq+q*)tq
L1 1 [ 2 4tq+@+t+q|B+2q+t+¢3+1q

TAB. 1.2 — Les coefficients de s, dans V(sy) pour A\,u bt 3.
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TAB. 1.3 — Les coefficients de s, dans V(sy) pour A\,u bt 4.
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1.5 Les caractéristiques de Frobenius bigraduées

Soit R™ le Z-module des fonctions centrales (engendré par les caractéres irréductibles
de S,,. Posons R = @®,>0R" (avec R® = Z). R est un anneau gradué commutatif et

associatif unitaire avec pour multiplication bilinéaire R™ x R" — R™*":
def Sm+n
f-9=(fxg) Tomss, s

voir section 1.1.4. Aussi, pour f,g € R, c-a-d. f =) fnet g = > gn, le produit

scalaire vaut
<f7 g) = Z <fn:gn>gn .
n>0

Définition 1.5.1. La caractéristique de Frobenius usuelle est ’application

F o R— A®yC,
def 1
f(f) - H Z f(g)ptype(a)y
’ UGSn
_ Z fupu
ukn e

ou f,, est la valeur (constante) de f sur la classe de conjugaison des éléments de type L.

Une propriété importante est que 1’évaluation sur les caractéres irréductibles donne les
fonctions de Schur: F(x*) = sy. Grace 4 la réciprocité de Frobenius, on peut montrer que
F est une isométrie d’anneaux gradués. En outre, c’est un isomorphisme de A-anneaux
(voir [20]). Soit M C Q[X,Y] un S,-module bihomogene pour 'action diagonale (donc
respectant le bidegré, voir définition 1.1.22). Posons M; ; Lot mi,j(M), la composante
bihomogéne de bidegré (i, 7).

Définition 1.5.2. La caractéristique de Frobenius du module bigradué bihomogéne M =

®i,jM; ; est la fonction symétrique a parametres q,t suivante:

fq,t(M) = qutjf (XMi,j) :
imj
Nous verrons qu’il existe des Sy,-modules M), dont la caractéristique de Frobenius bigra-

duée vaut ﬁM[X; q,t], le polynome de Macdonald renormalisé.
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1.6 Fonctions diagonalement symétriques

Dans I'étude des harmoniques diagonales, il serait intéressant d’avoir une description
détaillée de l'idéal des fonctions diagonalement symétriques (sans terme constant) dans
Panneau des polynomes Q[X,Y]. Jusqu’a maintenant, on se contente de dire que cet
idéal est engendré par les «power sums généralisés ». Ce qui suit est un compte-rendu de
la partie de la thése de M. Rosas concernant les fonctions symétriques & plusieurs jeux
de variables (dites de MacMahon) mais ou les résultats sont donnés dans le contexte
a deux jeux de variables (fonctions bisymétriques). Une notation inspirée de celle de
Macdonald [21] a été adoptée pour mettre en évidence les similarités avec les fonctions

symétriques usuelles.

1.6.1 Partages et relations d’ordre

Définition 1.6.1. Une part est un couple ordonné (a,b) dans N?. Pour des raisons esthé-

tiques, nous l’écrirons en colonne comme ceci: (Z) La composante a est dite composante

en x et b, celle en y. Nous adopterons la notation B(k) def (k;,rjj;)! pour les coefficients
’ 5

binomiauz, évitant ainsi toute ambiguité.

La part nulle est (8) et l'on peut additionner vectoriellement les parts. Nous définissons

d’abord un ordre sur les parts.

Définition 1.6.2. Soient (Z),(fl) des parts. Alors, (Z) > dlex (fl) si et seulement si

a+b=c+d et
a+b>c+d ou

a > cC.

Cet ordre est compatible avec la somme vectoriel: (Z) > dlex (2) implique (Z) + (7;;) > dlex
(@ + (2)-
Proposition 1.6.3. Soient (Z;),(Z;),(;i) et (gi) telles que (‘Zi) > dlex (‘Z;) et (21) > dlex

(d3)- Alors, (51) + (31) Zawex (53) + (&)
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Preuve: Il suffit d’étendre momentanément l’ordre dlex & Z? et de prouver le résultat

dans ce contexte. Nous avons alors la propriété suivante ou les parts sont dans Z2:

(), (@) { () Zaiex (3) = () Zaex ():() = @) + ()}

La vérification du résultat est alors directe.

Définition 1.6.4. Soit u = (Z;) une part non nulle. Un partages vectoriel de u est une
suite de parts A = (A1,A2,As,...) ou les parts sont, par convention, en ordre décroissant
pour lordre dlex, il n’y a qu’un nombre fini de parts non nulles et la somme des parts
donne u. La longueur d’un partage est le nombre de parts non nulles. Sauf mention
explicite, par partage nous entendrons partage vectoriel. Les parenthéses et virgules
sont omises pour alléger la notation. Aussi, A - u signifie que \ est un partage de u.
L’ensemble des partages de u est noté g, . L’ensemble (infini) des partages quelconques
est noté p.

Remarque 1.6.5. 11 est possible de définir des partages ayant leurs parts dans Z? plus
grandes que (8). Les propriétés énoncées dans cette section restent valide. Mais il existe

alors une infinité de A F u > gex (8).

Voyons maintenant les différentes relations d’ordre sur g, pour u fixé.
Définition 1.6.6. L’ordre lexicographique renversé, noté > (u sous-entendu), est

Dordre total sur g, défini par
A>pp = 3 >1),(N >diex 15 €t V(i < 7),M = ).

Au besoin, des parts nulles sont ajoutées pour que \ et i soient de méme longueur. Cet
ordre généralise l’ordre L,, trouvé [21].

Exemple 1.6.7. Il y a 16 partages de (g) La figure 1.1 les donne dans l'ordre >1,, du
plus grand au plus petit. Lire de gauche a droite.

Définition 1.6.8. La somme marginale d’une part (‘;) est SM (‘Z) At o+ b. Soit A F
(“;) La somme marginale de A = A\jA2A3... est définie comme étant le partage usuel

U

SM(A) def SM(A1)SM(A2)SM(Ag) ... de lentier sm(Z;)
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Fic. 1.1 — L’ordre lexicagraphique renversé sur )
2

La somme marginale n’est pas compatible avec 'ordre > gjox. En effet, dans ’exemple 1.6.7,
sm(599) =311 et sm(77) =32. Or, 311 <, 32.
Définition 1.6.9. Soient \,u € @, (complétés avec des parts nulles). L’ordre de domi-

nance sur @, est donné ainsi: \> p si et seulement si
Vi 1A+ + A Zdiex 1+ i

Cet ordre partiel généralise l'ordre de dominance usuel.

Exemple 1.6.10. L’ordre de dominance pour les éléments P Faire un diagramme.
2

Définition 1.6.11. Soient \,u € @, (parts nulles maintenant omises), de longueurs [

et m respectivement. L’ordre de raffinement sur g, est défini comme suit: A >g p si et

seulement s’il existe une fonction f : [m| — [l] telle que

VI<i<h A= Y uy
FG)=i

Une condition équivalente est

3 (409 Ahsizt) e = Ui,
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2221111000 3222100 .
Exemple 1.6.12. Nous avons (1111110111) <Rr (1211111) puIsque

() = Q)
(1) - G
) = Q)
() = @)
(1) = ()
(4) = Q)
(4) = Q)

Proposition 1.6.13. Pour tout A\,u € p, nous avons les implications suivantes.

(1) (2)
AZR U Z A Z A >dlex M-

Preuve: La démonstration des implications (1) et (2) est in extenso celle trouvée dans [21].
Voyons tout de méme quelles propriétés de >qiex sont requises par (1). Supposons A et u
de longueur [ et m respectivement. Par hypothése, il existe une fonction f : [m] — [I]
telle que pour 1 < i <1, \; = Ef(j):i pj. Posons, pour 1 < k <1, I, = f([k]). Alors,
nous avons, pour 1 < k </, .
1+ e <dlex Z)\j Sdlex AL+ -+ Ag.
J€lk
La deuxiéme inégalité est obtenue par la proposition 1.6.3. Puisque A et p sont partages

de la méme part u, on déduit que p < \.

1.6.2 Définitions des fonctions diagonalement symétriques

4 deux jeux de variables

Les définitions de cette section sont inspirées des définitions de fonctions diagonalement

symétriques & plusieurs jeux de variables telles que présentées par Mercedes Rosas [23].
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Un compte-rendu se trouve a la section B.2. Dans ce qui suit, X = {x1,x9,...} et
Y = {y1,y2, ...} sont deux jeux de variables infinis. Nous supposerons aussi que S, =
Ui>1S; agit de fagon diagonale sur les variables par permutations des indices, c.-a-d. pour

0 € Seo,

O . f(.’El,CL‘Q,{L‘g, <3 Y1,Y92,Y3, - - ) = f(ma(1)7$0(2)7x0(3)a Yo (1)1Y0(2)5Ye(3)) - - )

Dans cette section, sauf mention contraire, nous entendrons fonctions diagonalement

symétriques & deux jeux de variables lorsque nous dirons fonctions symétriques.

Définition 1.6.14. Une série formelle f € Q[[X,Y]] est dite fonction diagonalement
symétrique en deux jeux de variables si elle est invariante sous l’action diagonale de
Seo et si le multidegré est borné. Nous noterons I 'anneau des fonctions diagonalement

symétriques en deux jeuzr de variables). De plus M est un anneau gradué:

ot M, est lespace vectoriel des fonctions symétriqgues [ de degré multihomogéne u, c.-
a-d. ot chacun des mondmes apparaissant dans f est de dimension u; en X et uo en

Y.

Considérons la séquence infinie de parts dont un nombre fini sont non nulles:
_ a a a
a = (646,
Le monéme M® est défini par

« __ ,.a1,..a2, .03 b1, ba, b3
M = 2725?25 oyt Y ys®

Définition 1.6.15. Soit A un partage de u. La fonction symétrique monomiale m) est

def
my ==Y M®,
(03

ot la somme se fait sur toutes les séquences distinctes o obtenues par permutation des

parts de A.
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La famille de fonctions

{ma} \ partage vect. de u
est une base de 9M,, (implicitement dans [23]). Les autres bases sont obtenues par ma-
trices de transition.
Définition 1.6.16. La fonction symétrique somme de puissances pour le partage A =

A1g ... est donné par

def
PXx =—=DP\DPx; - -

ot

Définition 1.6.17. Soit une part (Z), €(2) est défini par la fonction génératrice
b

Z e(z)satb = H(l + x5 + yit),
(5) ‘

avec pour convention que e©) = 1. Ensuite, pour un partage A = A2 ..., la fonction
0

symétrique élémentaire est

def
EXN == €E\1€Exy ... -

Définition 1.6.18. Soit une part (Z), h(a) est défini par la fonction génératrice
b

agb 1
%h(z)s = H 1— a8 —yt’
b

. def 1
avec pour convention que h(g) = 1. Nous poserons H(s,t) =[], o i

Ensuite, pour
un partage A = A1As ..., la fonction symétrique compléte homogéne est

def
hy 2L oy

Lemme 1.6.19. Une définition alternative des h(q) est la suivante:

T

h(q) = Z Bama,
(a2 )

‘Mx:q

[Aly=r

. def
ou B/\ — B(al)B<a2)B(a3) e

b1 ba b3
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La preuve de ce résultat ainsi que d’autres considérations sur les relations entre les

différentes bases de fonctions bisymétriques se retrouvent a ’annexe B

1.7 Les modules Mx

Considérons un polynéme bihomogéne et diagonalement alternant A quelconque. Soit

Ma Vespace linéairement engendré par les dérivées partielles de A,

Ma = Lo[A] = Lo[d%0LA(X;Y)].

Un tel espace est appelé cone du fait que tout élément est obtenu comme combinaison
linéaire de dérivées d’un élément particulier, A, qui est le sommet du cone. L’espace
Ma C Q[X,Y] est un S,-module bigradué. L’idéal annulateur de Ma , noté Ia, est

composé des polynémes qui tuent tout élément de MAa:
In = {Q(X;Y)|Q(9x;0y)P = 0}.
Définissons le produit scalaire suivant sur Q[X,Y]:
(P,Q) = P(0x;0y)Q(X;Y)|x_y_-
Par rapport & ce produit scalaire,
Mx = Ia.
En effet, si Q € My alors pour tout tuplets p,q (Q,0%0%A(X;Y)) = 0. Ainsi,

Q(x Oy )L OLA(X;Y 0

)|X:Y:0 -
et par le développement en série de taylor multivarié Q (0% 05 ) A(X;Y) est identiquement
nul. Maintenant, en général, pour un espace vectoriel (bi)homogéne V C Q[X,Y] de
dimension finie, Q[X,Y] =V @ V+ et V14 = V. Par conséquent, M = Ix.
Définition 1.7.1. Soit A € Q[X,Y]| un polynome bihomogéne alternant. L’opérateur
flipp : MaA — Ma est défini par

flipp P(X;Y) = P(0x; 0y )A(X;Y).
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Proposition 1.7.2. Le flipp est un isomorphisme sur M qui, sous laction diagonale
de Sy, tensorise par le signe et qui complémente le bidegré de P(X;Y) par rapport a

celui de A(X;Y).

Preuve: L’injectivité est immédiate puisque P;(0x;0y)A(X;Y) = Py(0x;0y)A(X;Y)
implique (P; — P2)(0x;0y)A(X;Y) =0, cca-d. Pp — Py € In = ML et P, — P, = 0.
La surjectivité découle du théoréme 4.1 de [10] qui dit, entre autre, la chose suivante.
Soit V' C Q[X,Y] cone bihomogeéne de sommet A et B une base de Q[X,Y]/Ia (ou

simplement une base bihomogéne de V' lui-méme) alors
B* = {b(0x;0v)A | be B}

est aussi une base de V. Dans [10], le théoréme est énoncé dans le contexte d’un seul

jeu de variable mais facilement étendu & deux jeux.
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1.8 Eléments de la théorie des polynémes alternés

On définit un diagramme d comme étant un sous-ensemble fini de N x N. Aussi, le couple
(a,b) € d correspond aux coordonnées d’une case du diagramme située a 'intersection
de la b+ 11€1€ rangge (de bas en haut) et de la a + 11¥M€ colonne (de gauche & droite).

Par exemple, le diagramme

d= {(072)> (1,0), (1>1)> (Qal)}

est représenté 4 la figure 1.2

FiG. 1.2 — Un diagramme quelconque

Définition 1.8.1. Considérons le diagramme d = {(a1,b1),(az,b2), ... ,(an,by)}. On dé-
finit le déterminant

def o b
Ag = DNg(X;Y) == det(z}”y;" )1<i j<n,

o X = x1,22,...,&n €t Y = Y1,Y2,...,Yn- Le polynéme Ay est bihomogéne de degré
la| = a1 + ...+ a, en X et degré |b| = by + ... + b, en Y. Pour lever l’ambiguité
quant au signe du polyndme associé au diagramme d, on ordonne les cases selon ’ordre

lezicographique (comme il a été fait pour le diagramme de la figure 1.2).

Il y a une fagon naturelle de faire apparaitre des fonctions bisymétriques pures, c.-a-d.
qui ne s’expriment pas comme combinaison linéaire de produits de fonctions symétriques

en X et de fonctions symétriques en Y.
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Soient d = {c1,...,cp} et D = {C1,...,C,} deux diagrammes quelconques, mais dont
les cases sont triées selon 'ordre qui induit le signe des déterminants de Vandermonde.
Pour la cases ¢; = (a;,b;), dénotons par 25 (resp. 0zj') le monome at?lyg’l (resp. l'opé-
rateur différentiel (9/0x;)" (8/8yj)bi). Dans ce qui suit, nous aurons besoin des fonc-
tion bisymeétriques monomiales my[X,,; Y;,] mais restreintes aux jeux de variables finis
Xp=z14+ -+axnet Y, =y + -+ yn. Aussi, pour ¢ = (a,b) et C = (m,n) dénotons

par (C). le produit des factorielles descendantes:
(@)m(b)p =ala—1)...(a—m+1)bb—-1)...(b—n+1).

Donc, (C). est non nul si et seulement si C' — ¢ est dans N x N.

Proposition 1.8.2. Pour tous diagrammes d et D (chacun ayant n cases), le polynéme

Ay(0)Ap est bisymétrique. En fait, on a Uezpression explicite suivante.

Aql ZZ ) bxp M [ Xn; Yl

ot la premiére somme se fait sur les bipartages A=Y C; — > ¢;, la deuriéme somme se

fait sur les permutations p € S, telles que {C; — c,(»|li = 1,...,n} est un réarrangement

(i)

des biparts de \ et la constante by , vaut

Hm 'H Jepts

ot m(a) est la multiplicité de la bipart (Z) dans le bipartage A, incluant la bipart nulle.
b

Preuve:

Ag(B)Ap = (Z e(a)H@zf”(”) (Z e(r)Hzf@)>, (1.8.1)

0ESK TESH 7

Ci_co T(1
= Z e(o-T) H 1) o (Ci)ca(fu))’

o,TESy

= 2« HZT(% Ci)eptsy (1.8.2)

P, TES,

= ZZ Hm 'H Jeony MALXn; Yol

A pES,
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I’exemple suivant permet de clarifier les notations un peu rébarbatives.

Exemple 1.8.3. Soient d = {c1,c2,c3,c4} et D = {C1,C5,C5,C4} 0w

1 = (070)) Cl = (072)7
Cy = (O,l), CQ = (1,0),
€3 = (1)0)7 Cs = (171)7
ci=(12), Ci=(12).
Alors,
Ay(0)Ap = 8m(1000) - 8m(1000) — 4m(0100). (1.8.3)
1100 0110 2000

A chaque case (a,b) € d, on associe le vecteur (—a, — b) (voir figure 1.8.3 a)). La
permutation p dans l’équation 1.8.3 indique quel vecteur —c,;y agit sur la case C; de D.
Ainsi, les termes du membre droit de ’équation 1.8.3 correspondent, dans l'ordre, aux
permutations 2314, 2134 et 1324. Les biparts des fonctions bisymétriqgues monomiales

associées, toujours dans l’ordre, sont représentées par les gros points dans les figures 1.8.3

b) - d).

/] |‘ |“ B
Yo B U L

a) b) c) d)

F1G. 1.3 — Application de l'opérateur différentiel associé a un Vandermonde

1.9 Identités liées aux coins d’un diagramme de

Ferrers

Un cas particuliérement intéressant de diagramme est le diagramme de Ferrers associé

a un partage @ = p1 > po > ... > up > 0 de Uentier n. Il est défini par ’ensemble

{(i,)10<j <k—1,0<i< pit1},
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et on utilise le symbole u pour désigner a la fois le partage et son diagramme.

Plusieurs identités sur les fonctions symétriques & deux paramétres (g et ¢, voir sec-
tion?77) font appel & des statistiques définies sur les partages.

Définition 1.9.1. Soit u b n de longueur k et s = («, 3) une case du diagramme de
Ferrers. Le bras, la jambe, le cobras et la cojambe (notés respectivement a,(s), 1,(s),

a'u(s) et l',(s)) sont définis par:

ap(s) = pp1—a—1,

(s)
u(s) = Wap—B-1,
au(s) = a,
Uu(s) = B.

Remarque 1.9.2. 1. Respectivement, ces grandeurs sont le nombre de cases stricte-
ment au nord, & ’est, au sud et & l'ouest de la case s dans le diagramme p. Voir

la figure 1.4
2. L’indice u est omis lorsque le contexte est sans équivoque.

3. On peut étendre la définition pour s dans Z X Z.

A

I(s)

a(s)

‘a’(S)

U(s)

F1G. 1.4 — Les bras, jambe et autres dans un diagramme de Ferrers

Voici maintenant les définitions de quelques statistiques regroupées au méme endroit

pour consultation ultérieure.
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n(p) =Y (=D =Y 1(s)=> lu(s) (1.9.1)
i=1 SEN SEN
n(y) = Z i—1)p Za Zau(s) (1.9.2)
i=1 SEW SEW
Tu(q.t) = t"#Wg" ) = TT g thule) (1.9.3)
SEN
M=(1-t)(1-q)and M = (1-1/t)(1—1/q), (1.9.4)
= gl (1.9.5)
sep
D#(Qvt) = MBM<qat) - 17 (196)
Mu(gt) = J] (10— g, (1.9.7)
s€p/(0,0)
hu(q.t) = [ [ (g™ — ), (1.9.8)
SEW
R (g.t) = [[ (") — g, (1.9.9)
SsEN

tlu(s) — qau(s)‘H qau(s) — tlu(s)""l
C'“V(q’t) = H I,(s ay(s)+1 ay (s 1, (s)+1" (1910)

seRy b ) — gt s€Cu 1 ) — g+

av(s) _ 4lu(s)+1 th(s) _ a,,(s)—l—l

q

du(q,t) H — tl Sre H T T (1.9.11)

SGR‘W
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ou R,y (resp. C,y) désigne la rangée (resp. la colonne) contenant le coin p1/v.

Eu(qt) =Y "t ", (1.9.12)
i>1
ou u; =0 for i >1I(p).
E,(qt) = Eu(q,1/1), (1.9.13)
fi(gt) = >t g, (1.9.14)
=1

comme Sahi le fait (voir le théoréme 3.2 dans [16]).

Il y a un choix arbitraire dans le role des rangées et des colonnes (et d’un partage
par rapport & son conjugué). C’est pourquoi certaines identités révélent leur symétrie
lorsqu’exprimées en fonction des coins du partage plutdt qu’en fonction des parts.

Définition 1.9.3. Soit p un diagramme de Ferrers. Un coin ou coin externe est une
case s = (o, 3) de p telle que (o« + 1,0) € p et (o, 5+ 1) & p. Notons Ay,...,Ap les
coins de i, auzquels on adjoint le coin virtuel Ay = (—1, — 1). Notons By la case a
lintersection de la colonne contenant Ay et de la rangée contenant Ay (indices pris

modulo m). Les By, ...,By,—1 sont dits coins internes. Voir la figure 1.5

Remarque 1.9.4. Les cases Ag, By et B, n’appartiennent pas & .

. N . ~ / ’
Maintenant, & toute case s = (a, 3) € Z X Z, on peut associer le monéme tt <S)q“ (5) =
t%¢®. Soient zo, ..., Tm (resp. up,...,Um) les mondmes associés aux cases Ag,...,An,

(resp. By, ...,Bn).
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By Ay

B, Ay
A, By

Fi1G. 1.5 — Les coins externes et internes d’un diagramme de Ferrers

1.10 Identités circulaires, opérateurs de différences
et curiosité algébrique

La plupart des résultats sur les fonctions symétriques ont des preuves algébriques. Néan-
moins, des considérations combinatoires peuvent jeter un éclairage nouveau sur ces ré-
sultats. Il y a deux résultats dont les preuves reposent sur des développement en frac-
tions partielles. Les résultats des identités auxiliaires énoncées aux théoréemes 4.1 et 4.2
dans [16]:

Théoréme 1.10.1. Posons pour P € A
1
H,,P[X] = P[X — —|Q[zX]|m.
z
Alors, pour A = (A1,....A\p) 04 A\1 > ...\, >0, on a

S)\[X] = H)\lH)\2 .. .H)\ - 1.

n

Ce résultat utilise le développement en fractions partielles
n 1 n

QzX,] = H = A;i(z)
1

LL]l—zx, 4
=1 1=

1

b
1—zx;

(1.10.1)

ou
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Théoréme 1.10.2. Posons pour P € A

D{PIX,] = Y Ai(a: ) T PIX,),
=1

ot Ai(z;t) = [[1ey B2 ot Tq(i) est la substitution x; < qx;. Alors, pour tout P € A,

G ST
(n) _ £ 1-¢
DMP[X,] = ——P[X,]— — P[X, - —4)0[(1 - 1/8)X,)]
1—¢ 1—t¢ z 20
Ce résultat utilise comme «ingrédient crucial»
n n
l—zzi/t 1 t—1 A;i(z;t)

QU1 -1/t)zX,] = — == — 1.10.2

I /t)2Xa] £[1 1—zx; tn + tn ; 1—zx; ( )

On peut interpréter combinatoirement l'identité 1.10.1 comme suit. Prenons le cas n = 2,

1 1 2 1
Q = . )
(21 + )] 1 —x9 11—z + To—x1 1—zx9’

= Q [%} Qzzq] + Q [E} Q[zxs],
I i)

= Q [Q} Qlzx1] — 20 [E] Qlzxa],
I I I

en utilisant €2 [i—;} = —;—fQ [;—ﬂ On peut considérer 2 [i—ﬂ comme une famille d’opé-

rateurs (;—f) pour k£ > 0 qui diminuent le degré en x; de k et augmentent le degré en x5

d’autant. Cette famille d’opérateurs est appliquée simultanément & chacun des hy,(x1)

dans Q[zz;]. En considérant le coefficient de 2™:

z2 m+1
@ zl] 1 2 2 Lo
hm(z1) =27 +— a2+ wo+ 2 "5+ + 25" + +...
1 1 1 1 2 2 T
De la méme maniére,
,QQ{Q] xm—&-l xm+2
hon(T2) = 25" + 5+
I 1'1

En combinant, on obtient bien hny[r1 + z2] = 21" + m’lnflxg +---+a. Lecasn =3

permet de voir le principe d’inclusion-exclusion qui sous-tend le cas général:

0 [M [M} Q[za2]0 [M] Qza3),
T T2

x3

QzX3] = } Qzz1] +Q
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avec les choix

L I ] I T1

ol Xs—w2] _ _&Q[@}Q[@]
L i) ] I I )
X ]

al =] - el helR)
L T3 T Tr1] T2 )

La figure 1.6 illustre I’application de ces trois familles d’opérateurs. Un pas vers le haut
(resp. la droite) correspond & multiplier par i—j (resp. par i—f) le contenu de la case
précédente. Le premier opérateur ci-haut appliqué a h,,(z1) engendre tout le quadrant.
Le deuxiéme appliqué & h,,(x2) retranche la partie a droite de l’escalier (région en gris
moyen). Le troisiéme appliqué a h,, (x3) rajoute la partie en gris foncé. Il reste exactement

hm[X3]. On a évidemment

F1G. 1.6 — La fonction homogéne compléte par inclusion-exclusion.

- X, — x;
Qtx,] = O == Qltay]. 1.10.3
il = 30 | R ol (1103
que ’on peut établir par récurrence en n’utilisant que le fait que
oL fa]
-] = —xQ[z].
x

Donc, on se raméne & un contexte oil I’on peut prendre l’inverse de variables.
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Il y a un lien intriguant avec les identités circulaires de F. Patras et C. Reutenauer
(section 4 dans [22]). Dans leur contexte, &i,....,£, est une séquence d’éléments d’un
corps dont le produit £1&>...§, donne 1 et dont les sous-produits sont différents de 1.

Les auteurs y établissent 1’identité

! (&ip1-.. &)
S

=0 55 (TG = &imibiva) - (1= &Gnbiva - Einp1)

-1
§85...& t

A= G G —& . &) (11— 1)

ou t est une variable et les indices sont pris modulo p. Cette identité est établie en consi-

= 1+ (-1t

dérant les descentes circulaires d’une permutation. On peut arriver au méme résultat
en ne considérant que la fonction symétrique Q(x). La preuve est faite pour pour p = 3

mais le résultat se généralise de fagon naturelle. D’abord, pour p = 3 I'identité s’écrit

! & kb .
> <(1 )0 —66) TU—e)(—&a) Ta—a)a- §2§S)> t* (1.10.4)

k>0
&858

B 2
IR (praran G Gy

On part de
1/1 1 1
0 [_ <_ 4+ — 4+ —>] =1—Q[t(z1 + z2 + x3)].
t \x1 To XT3

En développant le membre gauche & 'aide de 1.10.3 et en utilisant 1.10.4, on obtient

1—Q[t(z1 + 22+ 23)] =
1 1 1
al=falg]sa e[S <o 2o ]
x1 1t T2 Tot T3 T3t

Z2

Maintenant il suffit d’effectuer le changement de variables & «— o &2 < ﬁ—;, 3 «— 4

3

et t «— :c%t (qui donne bien &;&2€3 = 1) pour obtenir 1.10.4.
|

Il serait intéressant de voir si le concept de descentes circulaires jette un éclairage com-

binatoire nouveau sur des identités qui utilisent les monémes de coins: xg,x1,...,Tm €t
UQ,U1, - . . , Uy qui ont ’heur de satisfaire
TOLL - Tm _ 4

UG UL - - - Um
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De telles identités sont, par exemple, les formules de Pieri:

1 Hs 0 _xi)~ _
O B Z sz 0 —961')H”<1)7

ot M = (1—1/t)(1 —1/q) et v est diagramme de Ferrers obtenu de p en retranchant

le 7iéme coin externe, c.-a-d. le coin dont le mondéme associé est x;.
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Chapitre 11

HARMONIQUES DIAGONALES

ES HARMONIQUES diagonales sont une généralisation des harmoniques classiques,
L c.-a-d. celles rencontrées dans 1’étude des invariants polynomiaux du groupe de
réflexions S,, (de type 4,1 dans le systéme de classification des groupes de Weyl). Voici
un bref résumé du contexte classique avec une emphase sur les éléments susceptibles

d’admettre une généralisation.

2.1 Harmoniques classiques

Considérons le produit scalaire (symétrique) sur Q[X| défini par

def
(P,Q) = PO)QX)|x—g, (2.1.1)
c.-a-d. le terme constant de 'application de l'opérateur P(0y,,0%,, - .. ,0z,) sur le poly-
noéome Q(z1,ze,...,r,). Posons
H, 2L {PeQ[X]| f(Ox)P(X) =0, Vf(X) symétrique sans terme constant},

= {PeQ[X]| D> 0zfP(X)=0,1<k<n}
i=1
Le déterminant de Vandermonde usuel

A= [T @iy,

1<i<j<n

= det(z} i<ij<n
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fait clairement partie de H, du fait qu’il est de degré minimal en tant qu’alternant et
qu’il divise tout alternant. Il est facile de voir que L5[A,(X)] C H,,. Mais en fait, il y a
égalité.

Théoréme 2.1.1. L’espace H, est un cone de sommet A, (X), c.-a-d.

et sa dimension est n!. De plus, en tant que S,-module, H,, est isomorphe a la représen-

tation réguliére.

Les éléments de H,, sont appelés harmoniques. Ces définitions proviennent du contexte
plus général des invariants de groupes de réflexions.

Définition 2.1.2. Soit V un espace euclidien doté d’une forme bilinéaire symétrique
définie positive (,). Une réflexion est un opérateur linéaire s sur V' qui envoie un vecteur
« sur son opposé —a et fize Uhyperplan H, orthogonal & . On note parfois s = s, et
limage d’un vecteur quelconque v est alors

2(v,)

()

SqV =V —
Un groupe fini de réflexions est un groupe fini engendré par des réflexions.

Maintenant, pour W un sous-groupe fini de GL(V') engendré par des réflexions (ou V' est
espace euclidien de dimension n) , on peut définir une action sur I’anneau des fonctions
polynomiale sur V. En effet, soit R def g (V*) Talgebre symétrique de l'espace dual
V*. Alors, R est identifiable & Q[X] o2 X est le jeu de variables zy,z9,...,x,. Pour

n’importe quel sous-groupe G de GL(V') on peut définir une action de G sur R comme

groupe d’automorphismes de Q-algébre: pour tout g € G, v e V et f € V¥,

(9-F)(v) <= f(g™ ).

Naturellement, f € R est G-invariant si et seulement si g.f = f. Notons RY la sous-
algebre des G-invariants. En tant que Q-algebre, R® est finiment engendré.
Remarque 2.1.3. Les groupes de réflexions sont des sous-groupes du groupe orthogonal.

Ainsi, 22 + 23 + - - + 22 est toujours un invariant.
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L’anneau R posséde une structure d’anneau gradué. Désignons par Rf I’anneau des
polynémes G-invariants sans terme constant. Par rapport au produit scalaire de (2.1.1),
posons Hga det (Rf)L. H,, est dit espace des harmoniques puisque par la remarque 2.1.3

P € Hq satisfait
n
» o2 pP=o.
i=1

Définition 2.1.4. Un polynoéme P(X) est dit étre G-harmonique si et seulement si
fOX)P(X)=0

pour tout invariant polynomial f(X) sans terme constant. On dénote Heg l'espace des

G-harmoniques polynomiales.
Il est clair que H¢ est un espace homogene de Q[X]. Ainsi, il est gradué par le degré:

Hg = @don(él),

avec chaque H(g ) G-invariant. Considérons a un point régulier de V, c.-4-d. un point tel

que [a] det {g.a | g € G}, son orbite sous G, est réduite a {id}. Maintenant, posons

T L {P(X) | P(g.a)=0,Vg € G},

ou l'on fait 'abus de notation qui consiste & considérer les éléments de G comme des
matrices orthogonales. Donc, J, est I'idéal des polyndmes s’annulant sur 'orbite. Pour
un élément P d’un idéal gradué J, on peut considérer h(P), sa composante homogéne

dominante (pas nécessairement un monoéme). On pose,

def

grJ = (h(P)|P€J),

I’idéal engendré par les composantes homogénes dominantes. La construction finale, c’est

de prendre le complément orthogonal

def
Hy = (erJ)"

Aussi, un groupe de réflexion est toujours engendré par les réflexions qu’il contient. Sans

entrer dans le détail des systémes de racines d’un groupe de réflexion, mentionnons que le
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discrimant (ou G-Vandermonde), A¢, est défini comme étant le produit des polynémes

a, associés aux hyperplans orthogonaux aux racines p du systéme.

Ag = Hap,

peCG
Le G-Vandermonde est gauche («skew») invariant, c.-a-d. pour g € G,
g-Ac = €(g9)A,

ou €(g) est —1 puissance le nombre de réflexions dans la description de g comme produit
de réflexions. La parité de ce nombre est un invariant et le nombre minimal est dit
longueur de g. Dans le cas de S, c’est le nombre d’inversions d’une permutation. Aussi,

A¢ divise tout gauche invariant de G. Dans le cas du groupe S,

AS = Anv

n

le Vandermonde usuel. Une généralisation du théoréme 2.1.1 s’obtient de résultats de
géométrie algébrique (Steinberg, Shephard-Todd, Chevaley).
Théoréme 2.1.5. Soit G un groupe fini de réflexions. Alors, le G-module Ha est une

version graduée de la représentation régquliére a gauche de G. En particulier,
dimHqe = |G|
Aussi, Q[X] est un Q[X]|%-module libre, c.-d-d.
QIX] ~ QIX]¢ & He.

Garsia et Haiman (voir théoréme 3.3 dans [10]) en donne une preuve selon la suite

d’inclusions
He C Lo[Ag] € Hy € Ha,

ol a est un point régulier quelconque. Soit Z 'idéal de Q[X| engendré par Rﬁ, I’en-
semble des invariants polynomiaux sans terme constant. Alors, I’anneau des coinvariants

Q[X]¢ est un G-module défini par

Q[Xle = Q[X]/Ze-
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Puisque Z¢ est homogeéne, Q[X]¢ est gradué par le degré et
QX]e =~ Hg

en tant que G-modules gradués. La caractéristique de Frobenius graduée de H, def Hs,,,

définie par

Fr(q) & > a' Zwa 7)PA(o)

d>0 n o€Sy,
vaut
n LG,
Fr,la) = Hl—q ZZ T
k=1 An A =1
= (¢ Qnhn [%] :
Une base homogene de Q[X]s,
s
Az = (71— z2)(21 — 73) (72 — 73) ¢’
0x1As = (xg—x3)(221 — 22 — T3) 7>
OroAs = (a1 —x3)(—222 + 21 + 23) ¢
0x3Ng = 2(zp — 3) q
Ox10z2A3 = 2(z1 — 22) q
030wy = 2 + 1

Série de Hilbert: ¢3 +2¢® 4+ 2¢+ 1
2.2 Harmoniques diagonales

On définit les harmoniques diagonales en se dotant d’un deuxiéme jeu de variables,
Y =Y1Y92,---Yn-
Définition 2.2.1. Un polynéme P(X,Y) est diagonalement harmonique si et seulement
st

fOX,0Y)P(X,)Y)=0
pour tout polynome f(X,Y) diagonalement symétrique sans terme constant. L’espace

DH,, est l’espace des harmoniques diagonales.
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L’espace D'H,, est bihomogéne:
DHn = @c,dZODH%Qd)’

d) . . .
avec chacun des DH%C’ ) invariant sous I'action de Sh.-

Théoréme 2.2.2 (Haiman). L’espace DH,,

a) est de dimension (n + 1)("_1),

b) est bigradué de caractéristique de Frobenius bigraduée V(ey,),

ot V est un opérateur sur les fonctions symétriques décrit en terme des fonctions symé-
triqgues de Macdonald & deux paramétres.

Remarque 2.2.3. DH,, n’est pas I'espace des harmoniques d’un groupe de réflections.

Plusieurs conjectures intéressantes ayant trait a ’opérateur V sont encore ouvertes (voir
[4]). La combinatoire de DH,, reste mystérieuse. Le coefficient de e,, dans la caractéris-

tique de Frobenius bigraduée Fpy, (¢,t) s’avére étre un beau ¢,t-Catalan:

fDHl (Q7t) = 81,
Foro(qt) = sa+(q+1t)su,
Fors(qt) = ss+ (@ +at+t2+q+1)soa+ (¢° +qt® + ¢t + ¢ + qt) su1.

q,t-Catalan

2.3 Les harmoniques de S, x S,

Du résultat énoncé plus t6t, il s’ensuit que I’espace
H =Hs, xs,

peut étre identifié avec ’espace linéairement engendré par toutes les dérivées partielles
de
AX)AY) = ] @i—=) [ wi—w)

1<i<j<n 1<i<j<n

dont la caractéristique de Frobenius bigraduée vaut

FE5n(q.8) = (63 @t [%q] @ h [}_J |
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En considérant S,, comme un sous-groupe diagonal de S,, X S,,, nous obtenons une action

de S, sur Hs, xs, - De plus, l'inclusion
DHy — Hs,xs,

est un morphisme de représentations bigraduées de S,,. Il s’ensuit de principes généraux
que

Fs,xsn (@5t) = (¢ Qn(t; O)nhn [(1(;((125)] -

Par exemple,

]:Sl xSt (Qat) = 81,
Fsoxss (@) = (gt +1)s2 + (g +t)s11,
Fsoxss (@) = (P + P2+ Pt + qt® + gt + 1)s3

(PP PP+ G+ PP P Pt gt A P gt g t)so

+ (P4 @+ gt + Pt + ¢ + gt ) s
q,t-Catalan

2.4 Polyndmes de diagrammes

L’introduction donne nouvelle classe d’objets combinatoires, les diagrammes compacts,
permet la description de belles propriétés des alternants diagonaux (nous le verrons a
la section 3.2). Mais voyons d’abord ce qui a déja été fait dans le cas des polyndomes de

diagrammes («lattice determinants »).

2.4.1 Diagrammes & un trou

Considérons les modules

Mp 2L £iAp),

ol D est un diagramme inclus dans N x N. On a vu a la section 1.7 que sous ’action

diagonale, c.-a-d. 'action telle que pour toute permutation o € S,

O-P(va) = P(xO'U:Z:O'Qu e 7x0n;y0'17y0'27 o 7y0'n)'
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Le polynéme Ap = Ap(X;Y) est un alternant. Par conséquent, Mp est un sous-espace
invariant de Q[X,Y]. De plus, puisque Ap est bihomogéne, Mp posséde une décomposi-
tion bigraduée. Posons H, s[Mp] le sous-espace des éléments bihomogeénes de degré r in
X et degré sin Y. On a la décomposition en somme directe possédent une décomposition
en somme directe de la forme

Ipl lql

Mp =P P Hr.s[Mp].

r=0 s=0
Le caractére bigradué de Mp est encodé par la fonction symétrique suivante :

Ipl lql

def r s
Fot(Mp) = Cp(X; ) ==Y > #"¢° Fxnt, i)
r=0 s=0

oU X, ,[Mp] désigne le caractére de H,s[Mp] et F est la correspondance de Frobenius
qui associe au caractére irréductible y* la fonction de Schur sy. La conjecture n! de
Garsia et Haiman dit que pour tout diagramme de Ferrers p, I’expression Cp(z;q,t) est
nul autre que le polynome de Macdonald renormalisé H u(X;q.t) associé a p. Ceci a été
montré récemment par Haiman avec une approche de géométrie algébrique. Il appert
qu’une approche naturelle, combinatoire et récursive & la conjecture n! implique des
diagrammes troués , c.-a-d. des diagrammes obtenus en supprimant une seule case du
diagramme de Ferres. Il a été conjecturé que pour un tel diagramme D, 'espace Mp est
somme directe de représentation réguliére a gauche de S,, (voir conjecture 1.2 dans [2]).
Plus précisément, si p est un partage de n+ 1, on désigne par p/ij le diagramme obtenu
en supprimant la case (i,j) du diagramme de Ferrers de p. On dit de la position (i,j)
qu’elle est le trou of p/ij. La conjecture en question affirme que le nombre de copie de
la représentation réguliere & gauche dans M,, /;; équivant au cardinal de I’ombre de (i,j),
c.-a-d. le cardinal de {(s,t) € p: s > it > j}. Ceci, et plus, est encodé dans récurrence
a quatre termes suivante liant les caractéristiques de Frobenius C, ;; des espaces M, ;;:

C t@ _ a+l t£+1 — a4 teJrl o qa+1

wiii = = g Cwligtt T g O

- Cujivrjr,  (24.1)

ou ¢ and a sont respectivement les longueur dejambe et de bras de la case (i,7) dans

p- En ce qui a trait aux conditions initiales, C),/; j+1 (resp. Cp/ip1; and Cpiijy1)
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s’annule lorsque la case (7,5 + 1) (resp. (i + 1,j) et (i + 1,5 + 1)) tombe & I'extérieur de
. De plus, si (4,7) est un coin (interne) de p, de sorte que p/ij est en fait un partage,

disons v, alors on pose

Cuyij = Ho.

Conjecture 2.4.1. Pour tout (i,j) € p, nous avons ﬁu/ij = Clij-

2.4.2 Traduction en terme des noyaux

Soit K7 2 er D x le noyau de 'application

DX : M;,L/Z] — M

Hit1,50

ou Dx det 0x1+ 0x2 + ...+ Oxy. Le choix de I’ensemble d’arrivée est justifié par le fait
que
DxApyij =cte Apjit -

Ici, le symbole "=." signifie ’égalité (& une constante non nulle prés). Similairement,

nous définissons Kfj def yer Dy pour Dy def Oy1 + Oya + ... + Oy, et Kfjﬁy def
ker(Dx Dy ). Finalement, considérons les noyaux suivants:
def def def
K} == Fu K, K== FuKY et K/ == F. K.
La récurrence a quatre termes de (2.4.1) est équivalente a 'identité
tf+1 __ A0 tf _ a+1
zy _ q AL S—y e (2.4.2)

i T P _ qa+1q 0 T gt

Rappelons la proposition 1.3 de [2].
Proposition 2.4.2. Soit D = 37" 0al, DF =37 9yF et Dy = Y21, 0l OyF, (les

«polarized power sums»). Alors,
D}DEM,, i = DM, i = My ih i (2.4.3)

L CM

/i aussitot que i’ > i et j > 7.

En particulier, M w/ij
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Par conséquent, Dx = D! : M — M, /i41,; est une application surjective. Dé-

w/ij
signons par K% le noyau de cette application. Aussi, désignons par K. le noyau de
g 1] Y )

Dy =D} :M

Ty

— Mu/i,j+1 et KZJ s celui de DXY = D:}:D; . Mﬂ/U I M,u/i+1,j+1-

w/ij
Soient K, Klyj et Kij les caractéristiques de Frobenius respectives. Du premier théo-
réme des isomorphismes de groupes, on obtient

M, /i1, = My,5/KG,

qui se traduit en terme de caractéristique de Frobenius par

Cupij — Kij

CM/H‘Lj — % (244)

Notons que t encode le degré de la composante en x, ainsi le quotient par ¢ est une
conséquence de Dyx. Similairement, on obtient

C K}

rij —
Cufign = ——— (2.4.5)
et vy
Cpupij — K
Cujit1j1 = R (2.4.6)
qt
En sustituant les équations (2.4.4), (2.4.5) et (2.4.6) dans (2.4.1), l'on obtient
co_ te_qa+1 CM/Z.]. _Klyj N A1 ga Cp/ij fKixj
B/ t#— q® q t — q® t
B L qa+1 Ou Jij — Kij
tt —qa qt ’

qui est équivalent a

qt(t" — ¢*)C,

u/ij {t(t" — ¢t + gt —a?) — (' = ¢"TH}Cyy

+{=t(t" = ¢"TEY — gt — at) K + (t7 — g" TG

Les coefficients de C),/;; s’annulent pour donner simplement

(! = g K —t(t — " KY — (¢ — a”) K =0, (24.7)
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ce qui prouve I’équation (2.4.2), tel qu’annoncé. Maintenant, en extirpant t¢ et ¢* dans

2.4.7) et en divisant par ¢t, l’on obtient
( par qt,

K% _ KY K'Y — K=&
té {szj Ty p v } — qa {sz] _ Uf”} . (248)
Posons - y
K7 — K’
P | 1}
q
et
KY — K=
Ay, def KY - %

Théoréme 2.4.3. La récurrence o quatre termes (2.4.1) est équivalente & l'identité

suivante surnommeée identité cruciale.

t'AY = ¢ A, (2.4.9)

N xr __ T T Yy _ y Y
ol Aij =K — K et Aij = Kij Ki+1,j'

Preuve: voir formule (1.20) dans [2]. A cet endroit, A7, est par définition K75 /K7, ., de
sorte que Afj est sa caractéristique de Frobenius (similairement pour Afj) Pour insérer

ceci dans notre contexte, il reste & montrer que

K'Y — KY
Ki, = ——F (2.4.10)
q
et
K'Y — K=~
Kl,; = —r—— ; o3 (2.4.11)
Or,

K = {PGMH/Zj|ny(P):O},

i.j
= {PeM,;; |Dy(P)=00r3Q € M, /; ;11 \ {0},DyP = Q € ker Dx },

= K!; ® {0} UDy (K 0 \ {0}).

Ceci implique Kf ]y = Kf’ ;T qufj 41 au niveau des séries de Hilbert bigraduées. C’est

précisément ’équation (2.4.10). L’équation (2.4.11) est établie de facon similaire.
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Remarque 2.4.4 (Auz évaluateurs). Cette section est encore en construction. Dans la
version finale, on devrait y trouver la description des atomes en terme des noyaux et
un compte-rendu des atomes tels que définis dans [2]. Aussi, une heuristique analogue a

celle trouvée dans [3] sera développée pour le cas des diagrammes troués.

2.5 Reécurrence pour les atomes

La récurrence a quatre termes pour les atomes est comme suit. Pour une case ¢ = (i,7),

on a

H, st a(p)(c) = U(u)(c) =0,

a_gm _ b l b_am

J -

= .14 =. Cte i
qa_tl ‘—’Z+1,] + qa_tl ‘—’Z,]+1 - qa_tl ‘—‘Z+1,j+1 Slnon*)
avec les conditions initiales Z; ; = 0 si ¢ ¢ pu. On observe les simplifications suivantes
poura=borl=m
_ Ei-f—l,j sil= m,
Sij =
Ei,j—i—l sia="b.
Cela correspond au fait que les atomes sont constants dans les régions de cases dont

I’ombre contient les mémes coins. Il est clair que

a(p)(i+1,5)

W) (i) + 1)

a()(i+1j+1) = b-1,
)

W(pw)(i+1,7+1

Maintenant, avec

T _ i, y — = .
Ai’j =q"E;; et A ”um

en téte (voir formule (5.22) dans [2]), on multiplie les deux cotés de (2.5.1) par ¢* — #!

pour obtenir

AT = AL = (qA Ly — Al ) + (AT — tAY ) — (@AT g — tAY ). (25.2)
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Il est a noter que cette relation tient toujours pour les cas a = b ou | = m, et qu’elle

peut se réécrire
(Aij - Ai]’—&-l) - q(A?-‘rl,j - Af+1,j+1) = (AZJ‘ - A?+1,j) B t(A?iJ,jJrl - Ai'/+1,j+1)' (2.5.3)

Remarque 2.5.1. Le contexte dans [2| est le suivant. La formule (5.19) y dit que

a)y Cﬂi,j = KZ + tcu/i-&-l,j’
aly Cuy = Kiyj +4Cu/ij+1, (2.5.4)
bl Ki;j = AT+ K,
by K = AL+ KLy
avec pour conditions initiales
K,qu-Jrl,’i = O = Kihu‘i+1’
puisque K,/ ; = {0} = K, 5, , - Récursivement,
lij
O/,L/l] = K,sz +t 7€E+1,j +...+t ]KH}_H_L]‘ (255)

o ljj = pjq —i— 1, la jambe de (i,7).
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Chapitre 111

DIAGRAMMES COMPACTS

LE BUT de ce chapitre est d’étudier la combinatoire de bipartages particuliers. Pour

ingérer cette étude dans un contexte classique, considérons la série génératrice
Pu(q) = Y d", (3.0.1)
o

ou la somme se fait sur les partages p’ = pj > ph > -+ > pl, > 0 & n parts distinctes
dont la derniére possiblement nulle (alternativement les p tel les parts n — 1,n —2,...,1

apparaissent chacune au moins une fois). On a l'identité classique

Pla) = == i . (3.0.2)
Il (1—¢)

qui s’interpréte de deux fagons différentes. En effet,

1
H?:1(1 -q")
peut étre considéré soit comme la série génératrice des partages N = (A} > A\, > -+ >

A, > 0) ou soit la série génératrice des partages A\ ou Ay < n pour tout k et £()\) est
quelconque. Dans le premier cas, le partage escalier 6], = 0y, det (n—1n-2,....1)F (g)
rend les parts de p’ distinctes par p’ = X' +0),, c.-a-d. pj = X, +n —k (voir figure 3.1(i)).
Dans le deuxiéme cas, les parts de d,, sont insérées dans le partage A pour obtenir p,

c-a-d. p = AU, (voir figure 3.1(ii)). Cette derniére interprétation permet de déduire

immeédiatement la récurrence
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(i) avec N = (N} > X, >---> X, >0) (i) avec A\, < n et £(\) quelconque

Fi1G. 3.1 — Les deux interprétations de l'identité sur P,(q)

3.1 Diagrammes compacts dans N x N

Maintenant, a chaque p’ de la série P,(q) correspond trivialement un diagramme de n

cases dans la premiére rangée de N x N:

P/ —d= {(p/n,O),(p;_l,O), s v(p/bo)}'

Et bien sir,
pr = #{(c1,c2) €d | 1 > k}.

On généralise P,(q) & P,(q,t) comme suit:

def
Pu(gt) = ) w(d) (3.1.1)
dCNxN
|d|=n
ott w(d) = [[.cqq®t®. Soient p et 1 les partages avec les parts de longueur inférieure

ou égale & n définis par:

pr = #{(ci,c2) €d| 1 >k},

. = #{(61,02) ed ’ co > k‘}

pour tout k. Ainsi, les partages p et n donnent les distributions marginales des cases
de d. Pour récupérer d, les distributions p et 1 ne sont pas suffisante; il faut étiquetter
les cases de d d’une quelconque facon et donner les listes d’étiquettes a distribuer sur
les partages p et 1. Le recoupement d’une méme étiquette donne la position de la case

étiquettée (voir figure 3.2). On se donnera un étiquettage canonique d’ici peu.
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k,a a k
b,u U b
r r
j,S s
k
J
b
a
r
s
u

FiG. 3.2 — Un diagramme et ses distributions marginales

Théoréme 3.1.1. L’ensemble {d C N x N | |d| =n} est en bijection avec [’ensemble
des triplets (o,\,pu) ot o € S,, et \,u sont des partages dont les parts sont de longueur

inférieure ou égale a n. De plus, au niveau de la pondération

w(d) = qeomai(o)yeomai/(e=) Allul.

Ainsi, la série génératrice pondérée des diagrammes d C N x N tels que |d| = n est

donnée par

ZO’ES qcomaj(a) comaj’ (o~ )

Pn(q,t):%:w(d) = OO (3.1.2)

S guai(@)maie
= I=on . . 1.
0= —) (3.13)

Avant de procéder a la preuve de ce résultat, quelques définitions et lemmes sont néces-
saires.

Définition 3.1.2. Soit 0 = 01,...,0, € S,,. L'ensemble des descentes de o, noté D(o)
est défini par

D(O’)dZGf{Z| ai>ai+1,1§i§n—l}.
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De méme, l’ensemble des montées, noté A(o), est défini par

A(O’) £ {Z’ ai<ai+1,1§i§n—1},

= [n—1]\ D(o).

Nous considérons quatre statistiques sur les permutations:

maj(o) £,
maj'(0) <Y i,
comaj(o) def Z n—i,
comaj' (o) Lot Z n—i.

Le lemme suivant clarifie I’énoncé du théoréme.

Lemme 3.1.3. Pour les statistiques ci-haut, nous avons les équidistributions suivantes:

Z qmaj(o)tmaj(o_l) _ Z qcomaj(a)tcomaj(cr_l)7 (314)
oES, 0ES,
Z qmaj(a)tmaj’(afl) _ Z qcomaj(a)tcomaj’(afl). (315)
O'ESn O'GSn

Preuve: Pour ¢ € S,,, considérons

wpo = n+1—o01,...,n+1—0p,
owyg = Op,...,01,
wogowyg = n+1—o,, ...,n+1—o0;.

ou wyg = n,n—1,...,1 (le mot le plus long). Maintenant, la vérification des relations
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suivantes est directe:
maj(wyo) maj’ (o),
comaj(wyo) comaj’ (o),
maj(owp) comaj’ (o),
comaj(owp) maj' (o),
maj(wyowp) comaj(o),
maj (wopowg) = comaj'(c).
Les équations (3.1.4) et (3.1.5) découlent des propriétés de l'involution o — wyowy.
|

Voici une généralisation aux diagrammes dans NxN des concepts de montées et descentes

d’une permutation.

Définition 3.1.4. Soient « et G deuz cases distinctes d’un diagramme d C NxN. Soient
01,04 deuz ordres totauz sur N x N. Le couple (a,3) est une (O1,02)-descente (resp.

une (01,02)-montée) si et seulement si

1) a<p, Bet Ayed, a <p, v <o, B, c.-a-d. a précéde immédiatement (3 dans d

selon l’ordre O,

i) a>, B (resp. a <o, B).

Autrement dit, si les cases de d sont c; <o, --- <o, ¢ lorsque triées selon l’ordre Oy,

alors l’ensemble des descentes de d est

def .
DESCOLO2 (d) — {’L | Ci >0, CZ'+1}.

Et celui des montées est

def .
1\/IONT(917(92 (d) ESS {Z ‘ ¢ <Oy Ci+1}~
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Il y a deux ordres totaux sur N x N qui jouent un roéle important dans la suite de cet ex-
posé. 11 s’agit de 'ordre d’écriture et de 'ordre de lecture, notés O, et O; respectivement.

Soient o = (ay,a2) et B = (b1,b2). Alors a <o, [ si et seulement si
as < by ou (ag = by et ay > by).
Aussi, a <, [ si et seulement si
a; < by ou (a1 = by et ag < by).

La figure 3.3 montre comment N x N est parcourru selon O, (en rouge) et O; (en vert).

On remarque d’abord les caractérisations suivantes.

F1G. 3.3 — Les ordres O, et O; sur une portion de N x N

Lemme 3.1.5. Soient o,3,0. et O; comme ci-haut. Alors,

i) (o) est une (0;,0,)-descente dans d si et seulement si
a) (a1 < by etag > by), et
b) Iy ed, a <o, v <o, B
i) (a,B) est une (Og,O0;)-montée (notez l'inversion des ordres) dans d si et seulement
st
a) (a1 < by etay < by), et

b) #y € d, o <o, 7 <o, B.

Ceci découle simplement de ’observation que les régions des conditions i)a) et ii)a) sont

deux des quadrants de la partition de N x N — {a} selon les O, et O; illustrée a la
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figure 3.4. Pour deux cases distinctes « et (3, on définit les relations suivantes:

BeQia) <= a<p feta<p,f,
b€ QH(O() — a<g 0 et a >0, 0,
B eQuie) <= a>p feta>p, S,
BeQvie) <= a>p feta<p, f.

Qv o) el )

n)
—~
R
~

Fi1G. 3.4 — La partition de N x N — {a} selon O, et O

D’autre part, les régions des conditions i)b) et ii)b) inspirent les définitions suivantes
pour les mouvements locaux permis d’une case dans un diagramme d.
Définition 3.1.6. Soit d un diagramme et ¢ = (c1,c2) € d une case quelconque. Un
mouvement vers le bas de la case ¢ (c.-a-d. ¢ — (c1,c0 — 1)) est permis si et seulement
st

By ed, v € Inas(c),

ol

Tas(€) 2L e e NX N | (e1,62 — 1) <o, € <o, €}

Aussi, un mouvement vers la gauche de la case ¢ (c.-a-d. ¢ +— (c; — 1,c2)) est permis si

et seulement si

By €d, v € Lau(c),
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ol

def
Igau(c) = {e e NX N | (c1,e2 — 1) <o, € <0, ¢}

(Voir la figure 3.5.)

Fi1G. 3.5 — Intervalles vides pour les mouvements permis

De ces définitions découlent deux lemmes.

Lemme 3.1.7. Soit d un diagramme et ¢ € d une case quelconque. Alors, l'ordre des
cases de d trié selon O, (resp. O;) est invariant sous n’importe quel mouvement permis

(& gauche ou en bas) de c.

Maintenant, soit ¢y, .. .,c, les cases de d trié selon 'ordre O,. Notons par bas;(d) (resp.
gau;(d)) le diagramme obtenu de d par le mouvement (permis ou non) vers le bas (resp.
vers la gauche) de la case ¢;. Notons By (resp. G4) 'ensemble des indices (ou étiquettes)

des cases dont le mouvement vers le bas (resp. la gauche) est permis, c.-a-d.

Bd d:ef {1§Z§n‘ Ibas(ci)ﬂd:@},
def

Ga {1<i<n| Igu(c)Nnd=0}.

Lemme 3.1.8. Il y a indépendance entre les mouvements permis vers la gauche et ceur

vers le bas, c.-a-d.

1) Vj € By, GbaSj(d) = G,

ii) Vi€ Gq, Bgauj(d) = By.
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Preuve: i) Supposons Gy # Ghas;(d)- Alors, on se trouve dans au moins I'un des cas

suivants:

a) Jk € GbaSj(d)a k ¢ Gd;
b) Ik € G, k & Gras;(a)-

a) Si j # k alors, puisque c; est la seule case & se déplacer, ¢; € Igu(k) dans d et
¢j & Igau(k) dans bas;(d). Il n’y qu’'une possibitité, ¢; = ¢ + (—1,0), c-a-d. ¢; est
immédiatement & gauche de c;. Mais cela implique ¢ € Ihas(j) dans d, contredisant

J € By. Si j = k alors, puisque c¢; est la seule case & bouger,
Tgan(¢j) \ Tgau(cj + (0, — 1)) = {¢; + (0, = 1)}
doit contenir une case de d. Or, ¢; + (0, — 1) € Ipas(cj), contredisant j € By.

b) Si j # k alors, initialement, I'intervalle I qyche(ck) ne contient aucune case de d. Or,
il est impossible d’y faire entrer la case ¢; par un mouvement vers le bas. Si j = k alors,

puisque c¢; est la seule case a bouger,
Tgan(cj + (0, = 1)) \ Jgau(cj) = {e; + (=1, - 1)}

doit contenir une case de d. Or, ¢j + (=1, — 1) € I1u5(c;), contredisant j € By.

ii) De fagon similaire.

Exemple 3.1.9. Pour le diagramme d de la figure 3.6, G4 = {5,6,7} et By = {1,4,6}.
Aussi, GbaS4(d) = {57677} et Bba54(d) = {1)576} # Bq.

Définition 3.1.10. Un diagramme d C N X N est dit compact si et seulement si
By =Gq=0,
c.-a-d. il n’y a pas de mouvements permis vers le bas ou la gauche.

Ces nouveaux objets, on le verra plus loin, ont de belles propriétés.
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F1G. 3.6 — Invariance de G4 sous un mouvement vers le bas

Lemme 3.1.11. A chaque diagramme d correspond un unique diagramme compact, noté
C(d), que l'on peut obtenir & partir de d par une séquence (pas nécessairement unique)

de mouvements permis.

Preuve: L’existence de C(d) est évidente puisque les mouvements permis rapprochent les
cases de d de lorigine et les cases doivent rester dans N x N. Il reste & montrer que C(d)
est unique, méme pour différentes séquences de mouvements permis. Par le lemme 3.1.11,
il est possible de séparer les mouvements horizontaux des mouvements verticaux. Il faut
donc voir que pour d quelconque, il existe un unique diagramme Cp(d) (resp. Cy(d))

tel que G, (q) = 0 (resp. Bey, (q) = 0). Ainsi, on aura
C(d) = Cu(Cv(d)) = Cv(Cu(d)).
Revenons a 'interprétation des d C N x {0} < N x N de la figure 3.1(ii) ou

pr = #{(ab) €d| a >k},

c.-a-d. le nombre de cases de d strictement a droite de la kiéme colonne dans N x N. Une
part de pg de p = AUJ,, provient de ,, (en rouge) si et seulement si une case c de d est dans
la kiéme colonne de N x N. Donc, la part pj provenant de ¢, signifie I'interdiction pour
les py, cases a la droite de la case ¢ de venir occuper la kiéme colonne par des mouvements
par la gauche (tant que c reste dans cette colonne). Ainsi, lors de mouvements permis

vers la gauche, la distribution p change (|p| diminue de un) mais §,, reste toujours inclus



CHAPITRE 3. DIAGRAMMES COMPACTS 71

dans p. Ceci admet une généralisation aux diagrammes d quelconques. On sait par le
lemme 3.1.7 que les mouvements permis vers la gauche préserve les ordres O, et O
sur les cases de d. Soient cq,...,c, les cases de d ordonné selon ;. Une part de p; de
p = AU p provient de p (en rouge, voir figure 3.7) si et seulement si une case ¢; de
d est dans la kiéme colonne de N x N et (¢;,¢;41) est une (O;,0,)-descente, signifiant
que les cases c¢;i1,...,c, doivent occuper des colonnes strictement & droite de la kiéme
colonne. Inversement, si (¢;,ci+1) n’est pas une (O;,0.)-descente alors par une séquence
de mouvements vers la gauche, la case ¢; 11 peut éventuellement venir se loger dans la
colonne occupée par ¢;. Donc, p reste invariant (quoique la disposition de ses parts dans
p varie). Pour

DESCo,.0, (d) = {i1,iz, ... is},

le partage p est donné par

P =n — ik, pour tout 1 < k < s={(p).

Donc, [p| = COMAJp, 0, (d) au sens usuel. Aussi, Cy(d) est obtenu lorsque p = p, c.-a-
d. A\ = (), et est indépendant de la séquence de mouvements permis vers la gauche. On
verra plus loin un résultat sur le degré de liberté dans les mouvements vers la gauche.
On peut faire la méme analyse pour les mouvements permis vers le bas. Soient c1, ... ,c,
les cases de d trié selon O,. Supposons ¢; dans la kiéme rangée de N x N. Alors la part
de ny, de n = AUT provient de 7 (en vert, voir figure 3.7) si et seulement si une case ¢; de
d est dans la kitme rangée de N x N et (¢;,¢;41) est une (O,,0;)-montée, signifiant que
les cases ¢ii1,...,c, doivent occuper des rangées strictement plus haute que la kiéme
rangée. Inversement, si (¢;,c;41) n’est pas une (O.,0;)-montée alors par une séquence de
mouvements vers le bas, la case ¢;11 peut venir se loger dans la rangée occupée par c;.

Donc, 7] reste invariant (quoique la disposition de ses parts dans 7 varie). Pour
MONTOE,OI (d) = {j17j27 cee 7j7’}7
le partage 77 est donné par

M, =n — jk, pour tout 1 < k < r = {(7).
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Et [7j| = COMAJ},_ o, (d) au sens usuel. Aussi, Cy(d) est obtenu lorsque 7 = 7, c.-a-d.

=0, et est indépendant de la séquence de mouvements permis vers le bas.

Fi1G. 3.7 — Les montées et descentes d’un diagramme

Les mouvements de cases dans les diagrammes
Définition 3.1.12. Soient d; et do deuz diagrammes. Un {O;,O,}-isomorphisme de

diagrammes est une application ¢ : di — do telle que pour tout o, € dy
a <o B = o(a) <o, ¢(B),
a <o, f < ¢la) <o, »(f).
Pour un {0;,0, }-isomorphisme de diagrammes ¢ quelconque, on a pour R = LILIILIV.

B e Qr(e) = ¢(B) € Qr(p(a)).

Aussi, (a,3) est une (O;,0,)-descente (resp. (O.,0;)-montée) si et seulement si (p(a),p(3))

en est une. Bref, toutes les constructions DESCp, 0., MONTp, 0,, COMAJp, 0. et
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COMAJ o, o, sont invariantes sous Iisomorphisme ¢. Finalement, si d’ est obtenu de d
par une séquence de mouvements permis, alors d et d’ sont isomorphes.

Définition 3.1.13. Soit d un diagramme quelconque avec ses cases €1,Co,...,Cp OT-
données selon O.. En parcourant N x N selon O, on rencontre, dans l’ordre, les cases
Coys- - - 5Co, POuT une certaine permutation o € S,,. C’est la permutation associée au dia-
gramme d, notée o = o4. Le graphe de permutation de o translaté de (—1,— 1), c.-a-d.

{(i—1,0, —1) e Nx N | 1<i<n}, est noté d,.

w

N
—f o Wiy

w

(i) Le diagramme et son compact (ii) Le graphe de permutation as-
socié

Fic. 3.8 — Le diagramme compact et la permutation associés a un diagramme

L’application ¢ définie par
¢ : ¢y — (i—1,0; — 1), pour tout 1 <i <mn,

est nécessairement un isomorphisme de diagrammes puisque

¢ <o, ¢j O‘i_1<0'j_1 = (o' —1,i—1) <g, (crj_l—l,j—l)

et

¢ <o, ¢ = 1<) <= (o0,

(2

'-1li-1) <o, (0;' - 1,j—1)

On peut étre plus précis en ce qui a trait aux différentes séquences de mouvements vers

la gauche (et similairement vers le bas).
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Corollaire 3.1.14. Soit d un diagramme a n cases, p sa distribution marginale horizon-
tale et p le partage construit dans la prewve du lemme. Alors, on peut garder ’historique
(la trace) des mouvements permis vers la gauche pour l’obtention de Cr(d) par numé-

rotation des cases du partage gauche p\p.

Preuve: La séquence de mouvements vers la gauche produit une suite de diagrammes d;,
une suite de distributions marginales ™ une suite de partages A mais un seul partage

7 (invariant) satisfaisant p( = \() U

d = dy — d — do ... — dn = Cy(d),
— p(o) — p(l) — p(2) . — p(T) — ﬁ,
= N0 5 O L @ L A = g

On numérote de l'entier k£ la case qui disparait en passant de p(k_l) a p(k), pour
k=1,...,r. Il y a exactement deux régles & respecter pour que la case numérotée k

corresponde & un mouvement permis vers la gauche:

1) La case numérotée k appartient a la frontiére de p*~1) mais n’est pas dans une

part provenant de p.

2) Si, dans pF—1), p; = pj+1 et pj41 provient de p alors la numérotation par l’entier

k)

k de la derniére case de p; fait en sorte que dans o). pj = pj+1 et c’est alors p;

qui provient p.

La regle 2) stipule donc que la disposition de p (de parts distinctes) dans p est canonique:

si une part pi de p provient de p alors

k=min{j | p; = pi}-
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La figure 3.9 illustre un remplissage de p\p.

- -
\
\ \ ~- \
\ N\ \
N\
\ \ \ \ LY \
1 1
2
\\
\
\ \ e 00 \ \
X X A\ VA
3 19 15 8 3
18 14 7
17 13 6
1 16 12 1
11 5
4 10 4
9 2

Fi1G. 3.9 — Le remplissage de p\p comme trace des mouvements vers la gauche
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Preuve du théoréme 3.1.1: Soit d un diagramme & n cases. On calcule o4 et les

distributions marginales p et 7. Les partages p et 7 sont calculés & partir des ensembles

DESColpe(d) = DESC(0y), et

MONTo, 0,(d) = MONT(o,;1).

Dés lors, les partages A et u sont extirpés des relations p = AUpet n = pUR. A d
correspond donc le triplet (og4,A,u). Il y a isomorphisme de diagrammes entre d, grph,,
(par définition de o, et entre d et C'(d) (puisque C(d) est obtenu par des mouvements
permis). Donc, pour ces trois diagrammes, les p et 77 sont identiques et les deux listes
d’étiquettes ([1,2,...,n] & distribuer sur n et [04(1),...,04(n)] & distribuer sur p) sont
les mémes (quoique les distributions marginales p et 1 soient propres a chacun des
diagrammes). La construction est réversible par la canonicité de l'insertion de p dans A
pour obtenir p (voir corollaire 3.1.14). Similairement pour 77 dans p. L’équidistribution
des numérateurs des séries génératrice (3.1.2) et (3.5.2) peut se prouver en changeant la
convention pour les ordres O, et O; (il suffit de renverser chacun d’eux) et les mouvements
permis de facon appropriée. Sous le changement de conventions, un diagramme d garde
les mémes p,p,n et 7. Mais o4 (donc I'étiquettage) change (voir figure 3.10). Ceci termine

la démonstration du théoréme.

Corollaire 3.1.15. Soit d un diagramme & n cases dans N x N dont le diagramme

compact est C(d). Soit (o4, 1) le triplet associé & d. Alors, le triplet associé a C(d) est
(Jda®7®)'

Bref, les diagrammes compacts & n cases sont en bijection avec les permutations o € S,
et I’on peut scinder ’ensemble infini {d | d C N x N et |d| = n} en exactement n classes
d’équivalence comportant chacune un et un seul diagramme compact. Les figures 3.11,
3.12 et 3.13 présentent la distribution des diagrammes compacts a 2, 3 et 4 cases. (Les
chiffres 1 dans les cases des diagrammes de la derniére figure sont nécessaires pour lever

Pambiguité du diagramme en forme de croix trouée.) La forme spéciale des tableaux tient
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Fi1G. 3.10 — La deuxieme convention d’ordres pour obtenir maj et maj

compte de la pondération. Un diagramme compact de poids ¢/t* est a l'intersection de
la k 4 1iéme rangée (a partir du bas) et de la j + 1i1€me colonne (& partir de la gauche).
Corollaire 3.1.16. Soit d un diagramme & n cases dans N x N. Soit o4 la permutation

associée a d. Alors, le diagramme compact C(d) se décrit explicitement par
Cd) = {0ouli)wyr(e) | 1<i<n},
ol

#{k| k<ietor>okt1},

def
def .
= #{k| k<ietor<opi1}-
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L1

Fi1G. 3.11 — Les diagrammes compacts pour n = 2

Fi1Gc. 3.12 — Les diagrammes compacts pour n = 3

3.2 Diagrammes compacts et harmoniques diago-

nales

Le sous-espace DA,, des alternants diagonaux de Q[X,Y] est I’espace engendré par tous

les

Ag(X,Y) = det ((fﬂgyf)(a,b)ed)

1<i<n

ol d est n'importe quel sous-ensemble de N x N, et les éléments de d sont triés lexi-
cographiquement pour fixer le signe. Pour d = {(4,0) | 0 < i < n — 1}, on obtient le
Vandermonde usuel dénoté par A, (X). On appelle d un diagramme et ses éléments, des
cases. On aborde 1’étude de

DAH,, :=DA, "NDH,

via celle de

T, =DA, N'Hs,xs,-
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]
[ a]
[] o [ 1] (1]
1] o O al (1]
] (1] 1] i O]
a1 a1 a a1 ] ]
al1] 1] 1 1[1] (11
1] 1]
annj

Fi1G. 3.13 — Les diagrammes compacts pour n = 4
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Ce dernier espace a pour dimension n! et sa série de Hilbert est

(¢ @)n(t; t)nen [m} :

Remarque 3.2.1. L’espace DAH,, a les q,t-Catalans pour série de Hilbert.

Nous reviendrons sur les ¢,t-Catalans a la section ?? Parmi les belles symétries de 7,,, il
vy a
7;/::{}“}:)()| }K)(J/)E 7h}
et
T, = {P(OX.0Y)A(X)A(Y) | P(X.Y) € T,}.

L’espace DA, est un (A, (X)® A, (Y))-module libre et n’importe quelle base vectorielle
de 7, fournit une base de DA,, en tant que module sur (A,(X) ® A,(Y)). En d’autres
termes,

DA, ~ A (X) @ Ap(Y) @ T,,.

On sait que {Ay(X;Y) | d C N x N,|d| =n} est une base des alternants diagonaux en
deux jeux de n variables. Maintenant, le théoréme 3.1.1 suggére une base de la forme:
Ay = Z folXnlgoYn]Ac,,
0ESK
ou le diagramme C, est le diagramme compact associé a la permutation o, f,[X,] est
élément de A, les fonctions symétriques sur les variables x1,zs,...,r,, similairement

pour g,[Yy].

L’annexe A rassemble des calculs par ordinateur illustrant cette conjecture.
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3.3 Diagrammes compacts et nombres de Catalan

?7? Parmi la multitude d’objets dénombrés par les nombres de Catalan C), = n+r1 (2:), il
v a les arbres binaires & n sommets. Maintenant, notons G, le graphe orienté obtenu du
diagramme grph, (mais en laissant tomber la translation (—1, — 1) pour ne pas alourdir
la présentation) dans lequel une (O;,0.)-descente (resp. (O,0;)-montée) de a vers 3
est codées par une aréte pleine (resp. pointillée) de « vers 3 . Il appert que chaque

arbre binaire se réalise une et une seule fois comme G, pour un ¢ € S,, donné avec pour

conventions:

1) la racine est le sommet le plus haut, c.-a-d. (o, 1,n),

2) les branches droites sont les (O;,0.)-descentes, c.-a-d. les descentes au sens usuel
de o (trait plein),
3) les branches gauches sont les (O.,0;)-montées, c.-a-d. les montées au sens usuel de

o1 (trait pointillé).

La figure 3.14 présente un G, et la figure 3.15, son arbre binaire usuel correspondant.

Bien sir, la présence de sommets isolés ou de sommets & plusieurs parents exclue la

2 Al 1 |
A |
4, 6
of” \8 3
\
51|
|
9 B A
-1-- ==t
D 2
13 | 1l
ef-=t==r="T"T \\1

Fi1G. 3.14 — Un arbre binaire comme graphe de montées et descentes d’un diagramme

de permutation
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Fi1G. 3.15 — L’arbre binaire selon la présentation usuelle

candidature d’un G, comme arbre binaire. Une condition supplémentaire est qu’il ne
doit pas y avoir de croisement d’arétes. Or, une descente (a,[3) croise une montée (vy,d)
si et seulement s’il existe une case ¢ € N x N (pas nécessairement dans le diagramme
grph, ) telle que a € Qrv(e), € Qu(e), v € Qui(e) et § € Q1(¢). En fait, on verra d’ici
peu que les ¢ € S,, qui donnent un arbre binaire sont caractérisés par I'évitement du
motif 312. La bijection entre les arbres binaires et les permutations évitant un motif a
trois nombres est bien connue (voir [26]). Cependant, il est intéressant de voir comment

; (g1 ) ..
comaj(e)gcomaj’(¢™") ge répercute dans les arbres binaires pour

la pondération w(o) = ¢
donner un ¢,t-Catalan. En partant d’un arbre binaire donné A, & chaque sommet, il faut
trouver les coordonnées (i,0;) du sommet correspondant dans G,, donc le ¢ lui-méme

éventuellement, de la maniére suivante.

— La premiére composante s’obtient en considérant les chaines droites maximales
(voir figure 3.16). On considére la plus longue liste de sommets s1,s9,...,s, de A
telle que s;11 est le fils & droite de s; et s1 est la racine. A chaque s;, par la branche
gauche, est rattaché un sous-arbre A;. Pour la premiére composante, on étiquette

de 1 & n les sommets rencontrés récursivement selon
A A1, ..., A, suivis de s1,...,5-_1,5,.

Encore une fois, on peut simultanément donner la pondération des branches droites.
Si un sommet est étiquetté de 'entier £ et qu’il posséde un fils a droite alors I'aréte

du parent au fils est pondérée par n — k.
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— La deuxiéme composante s’obtient en étiquettant de n & 1 les sommets lorsqu’on
parcourt récursivement A selon ’ordre postfixe. On peut simultanément donner la
pondération des branches gauches. Si un sommet est étiquetté de ’entier k et qu’il

est un fils & gauche alors I’aréte du parent au fils est pondérée par n — k.

Ce couple d’étiquettage donne des sommets dont les coordonnées sont telles que dans
la décomposition en chaines droites maximales, les sous-arbres se projettent sur des
intervalles disjoints de N. Soit I}, = proj; (Ay) l'intervalle de N des premiéres composantes
des sommets de Ay pour k = 1..r. Alors, par construction, les o(I}) sont les projections

selon la deuxiéme composante, et ils sont également distincts. Aussi,

{1,2,...n} = LHULU---UL UL U{n—r+1n—r,....n—1n},

=F

{1,2,...n} = o(L)U{on}Uoc(l2)U{on_1}U...

Uo(I,_1)U{on_r} Uo(l,)U{opn_ri1},

ou ce sont des réunions d’intervalles donnés en ordre croissant (voir figure 3.16). Cette
disposition en ordre croissant des sous-arbres fait en sorte qu'’il n’y a aucune descente
ou montée possible impliquant des sommets de deux sous-arbres différents, donc pas de
croisement ni de point isolé. Maintenant, il reste a voir I’évitement du motif 312.

Lemme 3.3.1. Soit G, dont la décomposition selon sa chaine droite mazimale est comme
ci-haut, et récursivement dont chaque sous-arbre Ay admet une décomposition analogue

de ses intervalles Iy, et o(1Iy). Alors, o évite le motif 312.

Preuve: soit 71 < 72 < i3 et montrons que o;, > 0;; > 0;, est impossible. Par récurrence,
supposons que pour tout j il est impossible d’avoir le motif 312 avec i1,i2,i3 € I;. Les

cas de figure sont:

1) Il existe un j tel que i1,is € I; et i3 & I;. Mais, pour k ¢ I;, ou bien o}, > max o (1)
ou bien o, < mino(7j).
2) Il existe un j tel que i9,i3 € I; et i1 ¢ I;. Le méme argument qu’en 1) s’applique.

3) I existe j; < jo < j3 tels que iy € I}, ia € I}, et i3 € I;,. Mais alors, 01 < 02 < 03.
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4) 1l existe un j tel que 1 < j <retig=n—j+1¢€ F. Pour que 0;, < 0y, il faut
que i3 € I; pour un certain [ = 1,...,j. Pour que o;, > oy, il faut que i; € I
pour un certain k = j+1,...,7. Mais | < k implique max o(/;) < mino(I;). Dol

0, < 04,. Donc, le motif 312 est impossible & faire.

Gy

A1
(I, I, 1L-NLI F ]

Fi1G. 3.16 — La décomposition d’un arbre binaire selon les chaines droites mazimales

1

T (2;‘), il y a le nombre de

Parmi les objets comptés par les nombres de Catalan C), =
permutations de S,, évitant un motif quelconque de S3 et le nombre d’arbres ordonnés
a n + 1 sommets (c’est un résultat classique, voir [26]). M. Jani et R. G. Rieper [19]
donnent une application injective m de I’ensemble des arbres ordonnés a n + 1 sommets
(ou n arétes) vers I'ensemble des permutations de S,, évitant le motif 132. Etant donné
Parbre ordonné T, la permutation associée 7(7T') est obtenue comme suit. On étiquette
des entiers n,m — 1, ...,1 les sommets de 7' (sauf la racine) rencontrés selon l'ordre
préfixe. La permutation 7(7") est obtenue comme mot de lecture des étiquettes selon
Pordre postfixe (étiquette transcrite lorsque lue pour la derniére fois). De ’égalité des

cardinalités, 'application 7 est bijective. Aussi, Jani et Rieper tirent des conséquences

sur les motifs croissants de 7(7) & partir de 7'. Dans notre contexte, on peut facilement
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voir ’application inverse de 7 et les conséquences quant aux motifs croissants d’une
permutations o € S,, évitant le motif 132. En effet, soit 0 € S,, qui évite le motif 132.

Soit k tel que o = n. Alors I'évitement du motif 132 signifie que

o{l,...,k—1}) = {n—k+1,...,n—1} et

o{k+1,....,n}) = {l,...,n—k—1}

(voir les régions encadrées de la figure 3.17). On peut décomposer récursivement chacune

FiG. 3.17 — Le graphe d’une permutation évitant le motif 152.

des régions a gauche et a droite de I’élément maximal. Ce que I'on obtient n’est pas un
arbre binaire mais il suffit de modifier le point d’arrivée des descentes (traits pleins)
pour en obtenir un. Il y a une branche droite (toujours en trait plein mais n’est plus une

O,0c-descente) de « (parent) a [ (fils) si et seulement si
g = n(loin{'y | a<p, 7} et a<p, .

Il y a une branche gauche (trait pointillé et toujours une O.,0;-montée) de a (parent)

a [ (fils) si et seulement si
g = Ir(loax{*y | a <o, 7} et B <o, a.

Pour la méme permutation qu’a la figure 3.17, on obtient I'arbre binaire de la figure 3.18.

Les motifs croissants de longueur k£ dans o correspondent & un choix de k — 1 branches



CHAPITRE 3. DIAGRAMMES COMPACTS 86
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Fi1G. 3.18 — L’arbre binaire obtenu en modifiant les descentes.

gauches (traits pointillés) dans un méme chemin qui relie un noeud & la racine dans
I’arbre binaire de la figure 3.18. Pour avoir la construction de Jani et Rieper, il suffit de
considérer la décomposition en chaines droites maximales pour obtenir un arbre ordonné
sur n+ 1 sommets dont toutes les arétes sont pointillées (voir figure 3.19). Soit T, 'arbre
ainsi obtenu. Notons que 7(7,) = ¢. On a donc une preuve alternative du résultat suivant
ou T est explicitement 7T, .

Théoréme 3.3.2 (théoréme 6 dans [19]). Une permutation o évite le motif 132 si et
seulement si o = w(T') pour un certain arbre ordonné T. Si tel est le cas, le nombre de

motifs croissants de longueur k dépend seulement des niveaur des sommets dans l’arbre

Z <nivezu(v1) - 1)‘

veT

et est donné par

Les ¢,t-Catalans seront abordés a la section 3.2 avec des considérations plus algébriques.
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Fi1G. 3.19 — L’arbre ordonné obtenu en considérant les chaines droites mazimales.

3.4 Configurations compactes dans N°

Les diagrammes compacts se généralisent aux configurations de n blocs dans N? et le
théoréme 3.1.1 admet la généralisation suivante. On se sert des variables de pondérations
q, t et w pour désigner trois axes orthogonaux dans N3.

Théoréme 3.4.1. L’ensemble {d C N® | |d| = n} est en bijection avec I’ensemble des
tuplets (o,7,\,u,v) ot 0,7 €S,, et \,u,v sont des partages dont les parts sont de longueur

inférieure ou égale a n. De plus, au niveau de la pondération

poids(d) _ qcomaj’(7'71)tcomaj'(a)wcomaj'(Toafl)q|)\|t|u|w|y| )

Ainsi, la série génératrice pondérée des configurations d C N> tels que |d| = n est donnée
par
ZO’,TESn qmaj’(T’I)tmaj’(a)wmaj’(Toafl)

2 podsld) = = S ey (341)

Preuve: Remarquons d’abord que le passage a la statistique maj’ dans la série 3.4.1 est
simplement une application de I'involution ¢ — wpowy (voir la preuve du lemme 3.1.3).

D’abord & (0,7) € S2, on associe le graphe de permutation

grph(aﬂ') d:ef {(i_Lo—i_l,Ti—l) ‘ 1 SZSTL}
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Les variables de pondérations dans 'ordre (q,t,w) servent & désigner les axes ortho-
gonaux de N2. Il faut aussi trois ordres totaux sur N3. Pour a = (a1,a2,a3) et 3 =

(b1, b2, b3):

a<p, f < a3 <b ou
(a1 = b1 et a3 > b3) ou

(a1 =bi,a3 =bz et as < bg),

(en vert sur la figure 3.20).

F1G. 3.20 — Un intervalle de l'ordre @y sur N3

a<p, f <= az<bzou

(ag = bs et ag > by) ou

(ag = bg,ag = bg et a1 < bl),

(en bleu sur la figure 3.21).

q

F1G. 3.21 — Un intervalle de Uordre Oy sur N3



CHAPITRE 3. DIAGRAMMES COMPACTS 89

a<p, f < az<byou
(ag = bz et a3 > by) ou

(ag =by,a1 = by et az < bg),

(en rouge sur la figure 3.22). Les définitions de mouvements permis vers la gauche, le

A &~
SN
j
——

Fi1c. 3.22 — Un intervalle de lordre Oy sur N3

bas et I’avant découlent directement des contraintes imposées par le respect d’invariance

des trois ordres (le détail est laissé au lecteur). Il y a aussi des contraintes a respecter

pour que deux blocs puissent occuper un méme plan:

1)

Soit ¢1 <@, -+ <@, ¢n les blocs de d. Si ¢; est dans le kiéme o t-plan de N? et que
¢i >0, Ci+1 alors aucun bloc de d ne peut passer par un mouvement vers la gauche
(g-négatif) du k + 1iéme gy kiéme ¢ t-plan. C’est donc ensemble DESCo, o, (d).
Avec nos conventions, il suffit de considérer le mouvement vers la gauche de la case
(i,7;) dans la projection illustrée a la figure 3.23(i). Cet état de fait est codé par
la statistique geomai’(m™"),

Soit ¢1 <@, -+ <, Cn les blocs de d. Si ¢; est dans le kitme g ¢-plan de N3 et que
¢i >0, Ci+1 alors aucun bloc de d ne peut passer par un mouvement vers le bas
(w-négatif) du k + 1iéme ay kiéme g ¢ plan. C’est donc I'ensemble DESCo, 0, (d).
Avec nos conventions, il suffit de considérer le mouvement vers le bas de la case
(2‘,7'0_;1) dans la projection illustrée a la figure 3.23(ii). Cet état de fait est codé
par la statistique weomai’(reo™"),

Soit ¢1 <@, -++ <o, ¢n les blocs de d. Si ¢; est dans le kiéme g w-plan de N3 et que

¢i >0, Ci+1 alors aucun bloc de d ne peut passer par un mouvement vers ’avant
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(t-négatif) du k + 1iéme ay kiéme g qp-plan. C’est donc 'ensemble DESCo, o, (d).
Avec nos conventions, il suffit de considérer le mouvement vers la gauche de la case
(i,04) dans la projection illustrée a la figure 3.23(iii). Cet état de fait est codé par

la statistique geomaj’(a)

On observe une propriété de cyclicité dans les définitions d’ordre et les contraintes de

mouvements.
w, w t
hl Al o J o o od'e
3 [
e o= He ortre
q t q

(i) (¢,7;) vers la gauche (ii) (i,Ta;1> vers le bas  (iii) (¢,0;) vers avant

Fiac. 3.23 — Le calcul des mouvements permis selon les projections de 01,02 et Os.

Les tableaux 3.1 et 3.2 donnent les termes explicites du polynéme

fn(q,t,w) g Z qmajl(T_1)tmaj/(0)wmaj'(7'oa_1)
o,TES),

pour n = 2 et n = 3. Donc, f,,(q,t,w) est un g, ¢, w-analogue de n!? et ’on peut montrer

les spécialisations suivantes:

falg,t,1) = [n]lg[n]l, (ou [n]ly = [1]4[2]4- .- [n]q et [kl = 111qq ),
fn(q,t,O) — Z qcomaj(a)tcomaj’(gfl),
oES,

le ¢,t analogue de n! rencontré a I’équation 3.1.2. Et finalement,

f(g,00) = ¢0),

le numeérateur de P,(q) a I’équation 3.0.2.

3.5 Compacts de diagrammes & cases multiples

A. Garsia et I. Gessel dans [8] ont produit une bijection de méme nature que celle du

théoréme 3.1.1. Pour cette bijection, il y a d’une part les bipartages («bipartite parti-
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o\7T| 12 |21
12 ||qtw | t
21 q w

TAB. 3.1 — Les termes du polynémes fo(q,t,w) en fonctions des (o,7) € S3.

o\T 123 132 213 231 312 321

123 | 23w | P3w? | qtBw | qt3w? | ¢t w t3

132 || A 2w? | Pw? | gt?w? | qt?w > t? 2w

213 || ¢Ptw FPtw | gtw? qt g tw

231 | ¢ tPw | ¢ tPw qt? | qt?wd | P2 w? | tPw?

312 || ¢®tw? >t gtw? | qtw | ¢*tw

321 7 q* w? qw quw? q°w w

TAB. 3.2 — Les termes du polynémes f3(q,t,w) en fonctions des (o,7) € S3.

tions» dans l'article) & au plus n biparts (certaines possiblement nulles) mais ou la
répétition est permise. Nous obtenons cette bijection dans le contexte de la section
précédante en apportant quelques modifications aux ordres et aux mouvements permis.
L’ordre de lecture, O, est inchangé. L’ordre d’écriture, O est différent de O,. Soient

a = (ay,a2) et B = (b1,b2). Alors a <o [3 si et seulement si
as < by ou (ag = by et a; < by).

A partir de ces ordres, on redéfinit les mouvements locaux permis d’une case dans un
diagramme d en fonction d’intervalles.

Définition 3.5.1. Soit d un diagramme et ¢ = (c1,c2) € d une case quelconque. Un
mouvement vers le bas de la case ¢ (c.-4-d. ¢ — (c1,c2 — 1)) est permis si et seulement
si

By ed, v e L),
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ol

Is(0) E£ {e e NX N | (cr,e2— 1) <o £ <oy ¢}

Aussi, un mouvement vers la gauche de la case ¢ (c.-a-d. ¢ — (c¢; — 1,c9)) est permis si
et seulement st
By ed v eI,

ou

02 (e eNxN| (cr,e0—1) <o, € <o, c}.

gau

On remarque que Igy, différe de Iéau par 'utilisation d’une relation faible <p,. Aussi, Ipas
differe de I{ ,, par I’ordre et par l'utilisation d’une relation faible <.s. Voir la figure 3.24

pour une illustration des intervalles Iy, et I} ..

F1G. 3.24 — Intervalles vides pour les mouvements permis (cases multiples)

Théoréme 3.5.2. L’ensemble {d multi-ensemble de N x N | |d| =n} est en bijection
avec l’ensemble des triplets (o, \, 1) ot 0 € S,, et A\, u sont des partages auzr parts de

longueur inférieure ou égale & n. De plus, au niveau de la pondération

w(d) _ qcomaj(o)tcomaj(cr_l)q\)\|t|,u|.

Ainsi, la série génératrice pondérée des diagrammes d, multi-ensemble de N x N tels que
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|d| = n, est donnée par

ZO’ES qcomaj(a)tcomaj(afl)
[Iim(I=g)(1 =)

des qmaj(ﬂ)tmaj(U_l)

T I —d) (3.5.2)

Po(git) =Y _ w(d) (3.5.1)
d

L’équidistribution est tributaire de ’équation (3.1.4). La preuve est similaire a celle
du théoréme 3.1.1. La figure 3.25 illustre un diagramme (avec cases multiples) et ses
distributions marginales. Les parts rouges sont celles qui correspondent & une (0;,0.)-
descente du diagramme d ot pour d = ¢1 <, - - <o, Cp,

def .
DESCo,,0.(d) = {i| « >01 Cit1} -

Similairement, les parts vertes sont celles qui correspondent a une (O.,0;)-descente du
diagramme d ou pour d = ¢1 <@y - <@ Cn,

def .
DESC@;OZ (d) - {Z | Ci >0, C7;+1}.

Ainsi, pour étiquetter les cases de d, une case multiple peut étre considérée comme étant
constituée d’un diagonale montante de cases (& étre étiquettées avant de passer a la case
suivante). Les monvements permis ont justement pour effet de comprimer une diagonale
montante de cases en une seule case. La figure 3.26(a) illustre 1’étiquettage des cases

selon O et la figure 3.26(b), le diagramme compact correspondant.

Dans la correspondance entre les triplets (o, A, i) et les diagrammes de n cases (avec mul-
tiplicités permises) du théoréme 3.5.2, A et u sont des partages constitués d’un nombre
quelconque de parts mais chacune de longueur égale ou inférieure & n. La correspondance
peut se décrire en terme des partages conjugués N et u/, comme le font implicitement
Garsia et Gessel dans [8].

Définition 3.5.3. Soit 0 = (01,09, ...,0,) une permutation. Un partage p = (p1 > p2 >

<+ > pn > 0) est o-compatible si et seulement o; > ;41 implique \; > \iy1, pour tout

1< <n.
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Fi1G. 3.25 — Un diagramme & cases multiples et distributions marginales

11

10

4,5

2 6,74 9

(a) Etiquettage selon O, (b) Diagramme compact

Fi1G. 3.26 — Un diagramme a cases multiples étiquetté et son compact.

Les diagrammes de n cases (avec multiplicités permises) dans N x N sont en bijection
avec les triplets (o, )\, ') ou o € S,, N est o-compatible et u' est o~ !'-compatible.

Les figures 3.27, 3.28 et 3.29 présentent la distribution des diagrammes compacts, selon
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les régles de cette section, a 2,3 et 4 cases. Le nombre dans chacune des cases indique
seulement la multiplicité; il ne provient pas de 1’étiquettage des cases du graphe de

permutation original.

Fi1G. 3.27 — Les diagrammes compacts pour n = 2

(3

Fi1G. 3.28 — Les diagrammes compacts pour n = 3
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Nous verrons & la section 3.7 que les deux facons d’obtenir des diagrammes compacts
peuvent se décrire par un algorithme plus général dans le contexte des tableaux semi-

standards & entrées dans N x N.

3.6 Liens avec les fonctions quasi-symétriques

Considérons uniquement les séries génératrices aux théorémes 3.1.1 et 3.5.2:

S, s, i@ mai’ o)

Pa(gt) = ) w(d) = B : —, (3.6.1)
Zd: [To (1 =g¢)(1—¢)
s gmai(@)pmaj(e™h)

Qu(g;t) =) w(d) = =5 : —— (3.6.2)
; [L= (I —¢)(1=¢)

o la somme dans (3.7.1) se fait sur les diagrammes d C N x N tels que |d| = n et

la somme dans (3.7.2) se fait sur les diagrammes d multi-ensemble de N x N tels que
|d| = n. On peut obtenir ces séries génératrices par substitution principale dans des
fonctions symétriques sur l'alphabet XY ol X = x1,x9,... et Y = y1,y0,... sont deux

jeux infinis de variables. En effet,

Pn(q,t) = myn [XY”:):Z’Hqi_l, )

gttt

= Sin [XY] |xi<—qi’1, )

yi—tiTt

Qnlgt) = Y my[XY]

AFn

)
i—1
Ti—q ’

yie—tiTt

= [ XY [y

Yttt
Remarque 3.6.1. En considérant le noyau de Cauchy et en utilisant la notation des A-

anneaux,

Puat) = |t

) = ]
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] 1]
] ] a0
al] al 1] a]
2]1] 1 1]
1] ] a o alij
]
@

Fi1G. 3.29 — Les diagrammes compacts pour n = 4
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Les séries P,(q,t) et Qn(q,t) peuvent s’obtenir par spécialisation principale dans les
identités du théoréme suivant (anticipé par H. Foulkes, voir [6], théoréme 7.23.2 dans
[26]):

Théoréme 3.6.2. Soit n € N. Alors,

D s XIalY] = ) Leoio) X Leoo-n) Y], (3.6.3)
An gES,
Z SA[X}S)\’ [Y] = Z Lco(a) [X}Lco’(crfl) [Y] (364)
AFn UESn

Voici comment les fonctions quasi-symétrique fondamentales L, sont définies. Pour une

composition o = (ay,...,ax) avec |a] =n et a; > 1, pour tout i et k > 1, posons
def
So —= {1, a1+, ...,a1+ -+ ak_1} C[n—1].
Inversement, pour S = {s1, s2, ...,sk—1} C [n — 1] avec les s; croissants, posons,
def
co(S) = (s1,52— 51, ..., — Sk_1)-

La définition est étendue pour o € S,, en considérant son ensemble de descentes:

co(o) def co(D(0)).

Définition 3.6.3. Soit o une composition de n. La fonction quasi-symétrique fonda-

mentale L, est définie par

La = E Ljy Lijg «« « Ly, +
11 <+,
1;<ijy1 St JESa

Le théoréme 3.6.2 s’obtient des noyaux de Cauchy
halXY] = ) s\[X]sA[Y],
A
en[XY] = ) si[X]sw[V],
A
et de I'identité suivante (connue de Gessel, théoréme 7.19.7 dans [26]):

$x = 3 Loy, (3.6.5)
T
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ou co(T) = co(D(T)). Avant de définir ’ensemble de descente, D(T") d’'un tableau,
quelques clarifications sur les tableaux sont nécessaires.

Définition 3.6.4. Soit A+ n pour n fizé. Un tableaux standard (de Young) de forme \
est un remplissage bijectif des cases du diagramme de Ferrers de forme A par les entiers

1 a n croissant selon les rangées et les colonnes. L’ensemble de ces objects est dénoté

SYT()).

Nous adoptons la convention francophone o1 la taille des rangées du diagrammes de Fer-
rers va décroissant de bas en haut. Malheureusement, pour les tableaux semi-standards,
les définitions varient d’un auteur a ’autre. Deux types sont inventoriés. Le premier type,
comme I. Macdonald dans [21] par exemple, met ’emphase sur la forme du remplissage
et nous le qualifierons de canonique.

Définition 3.6.5. Soit A - n pour n fizé. Un tableau semi-standard canonique de forme

X est une séquence de partages t = (A\O A X)) telle que

D=\ c XD c...c\)=)

i—1)

et, pour chaque i, () = X\ — X( est une bande horizontale, c.-a-d. un diagramme

pour lequel deuz cases ne sont jamais dans une méme colonne. La composition
(6%, .10
de n est le poids de t. L’ensemble de ces objects est dénoté SSYTC(N).

Rappelons que le nombre de Kostka, K,, est le nombre de tableaux semi-standards
canoniques de forme A et poids u. Il est prouvé que ce nombre est indépendant de
l'ordre des p;, de sorte que K, est souvent considéré comme étant indexé par deux
partages du méme entier n. Le deuxiéme type met ’emphase sur les éléments servant
au remplissage du tableau et nous le qualifierons d’ordinaire. Cette définition est utilisée
par exemple par W. Fulton dans [7].

Définition 3.6.6. Soit A - n pour n fizé. Un tableau semi-standard ordinaire de forme

A est un couple t = (A, f) constitué du diagramme de Ferrers \ de forme )\ (abus de
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notation) et d’une fonction de remplissage f : X — N\ {0} faiblement croissante selon

les rangées de X\ et strictement croissante selon les colonnes. L’ensemble de ces objects

est dénoté SSYTC(N).

En ce qui a trait aux nombres de Kostka,

Ky =#{t= 0| #£7{i}) = w,Vi},

d’ou le synonyme «contenu»pour désigner u. Clairement, le tableau standard est un
cas particulier du tableau semi-standard canonique, et ce dernier, un cas particulier du
tableau semi-standard ordinaire. Maintenant, on peut définir le concept de descentes

globalement pour tous ces objects en le définissant comme suit.

Définition 3.6.7. Soit 7 = (A, f) un tableau semi-standard ordinaire. Soit ay,az, ..., ay
les entrées du tableau en ordre faiblement croissant. Soit c1,ca, ..., cy les cases de A tel
que f(c;) = a; et si a; = a1 alors ¢; <o, ¢it1. Il y a une descente de tableau entre
les cases ci et cp41 St ax < agpy1 et cp <@, Ck+1, C--0-d. cx4+1 apparait dans une rangée
supérieure a celle contenant cy. L’ensemble des descentes, noté D(T), contient le rang
des descentes:

D(r) def {k| il y a une descente de ¢y & cxy1} .

Les indices majeur et comajeur du tableau sont donnés par

maj(T) def Z k,

keD(T)

comaj(T) def Z (n—k).

keD(r)

Notons que lorsque 7 est un tableau standard, D(7) peut se décrire simplement en terme
de positions relatives de ses entrées a;. La figure 3.30 présente trois types de tableaux
dont les cases grises correspondent aux cj tels qu’il y a descente de cx & cgy1. En fait,
pour A F n fixé, il y a une bijection entre les tableaux semi-standards ordinaire de forme
A et les couples (p,T') ol p est un partage aux parts de longueur inférieure ou égale a n

et T € SYT()). En effet, les séquences d’entrées a; (et leurs ¢; cases respectives) entre



CHAPITRE 3. DIAGRAMMES COMPACTS 101

3] 6] 11
719 516 1012
4(41416 2121314 4151619
2(213(4]5 111111313 112131718

(a) Semi-standard ordinaire (b) Semi-standard canonique (c) Standard

Fi1G. 3.30 — Deuz tableaux semi-standards correspondant au méme tableau standard.

deux descentes dans un tableau (quelconque) détermine une bande horizontale. D’une
bande horizontale & la suivante, la valeur des entrées doit impérativement augmenter de
1. Ce saut obligatoire est codé par le comaj du tableau 7. Par exemple, écrivons la liste

croissante de entrées des tableaux de la figure 3.30:

tableauen (c): 1 2 3 N\, 4 5 6 7 8 N\, 9 N\, 10 \, 11 12
tableauen (b): 1 1 1 N\, 2 2 3 3 3 N\, 4 N\, 5 N\, 6 6
tableauen (a): 2 2 3 N\, 4 4 4 4 5 N, 6 \, 7 \, 8 9

L’excédant des valeurs a; est codé par p selon la formule
flei) =a; =#{k <i| descente de ¢y & cpr1} +#{k | pr >n—i}. (3.6.6)

Remarque 3.6.8. Lorsque p = () dans ’équation 3.6.6, la statistique ) _,(a; — 1) rappelle
la charge d’un tableau 7', notée ¢(7") (voir la description qu’en fait Macdonald, [21][part.
ITI, ch. 6]), qui apparait dans l'identité (due a Lascoux et Schutzenberger):

KAu(t) = Z tC(T)y
T

ou les K, (t) sont les polynomes de Kostka-Foulkes de la décomposition des fonctions

de Schur en terme des polynémes de Hall-Littlewood:
SAlX] =) K Pu(Xt).
"

Le polynéme Py (X; t) peut s’obtenir par la spécialisation Py(X;0,q) des polynémes de
Macdonald (voir le début de la section 1.4).
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Cette bijection alliée a la définition combinatoire des fonctions de Schur,

s\ll—q9)7" = sal,q.4%...),

- Z qu(C)’

T7ESSYT? ced
=(d,f)

permet d’obtenir le résultat suivant (prouvé d’une autre fagon dans [26]).

Lemme 3.6.9. Soit A\ - n. Alors,

_ ZTESYT()\) geomai(T)

3/\[(1 - Q>_1] - Hn—l(l . ql)

Maintenant, sous nous spécialisons dans ), s[X]s\[y], nous obtenons

comaj(P) tcomaj(Q)

[(1—q) sal@ =07 = a .
2= oy eny I (= ) (=11

Or, par la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth, les permutations ¢ € S,, sont
en bijection avec les paires de tableaux standards (P,Q) de méme forme, disons A F n.
Or, il appert que D(c) = D(Q) et D(c~!) = D(P). Donc, en combinant tout cela, on
obtient
ZJES qcomaj(a)tcomaj(afl)
sll-ag a1 -7 = 2 : N
; I[2 (1 —a)(1—t)
s gmai(@)gmaj(e™h)
[[o(1—-¢)A—t)
= Qn(Qat)a

en utilisant 1’équidistribution. On obtient P, (g,t) de maniére similaire.

3.7 Tableaux semi-standards a entrées dans N x N

Considérons les séries génératrices suivantes:

S, s, i@ mai’ (e

Po(q.t) = zd:w(d) = T a—aa— (3.7.1)
maj(o)smaj(oc—1)
Qn(gt) = _ w(d) 2oes, 4 ! (3.7.2)

, T L (=) —t)
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ou la somme dans (3.7.1) se fait sur les diagrammes d C NxN tels que |d| = n et la somme
dans (3.7.2) se fait sur les diagrammes d multi-ensemble de N x N tels que |d| = n. Nous
avons vu qu’a chaque o les statistiques g™ (7)¢mai’(@) (regp. ¢Mai(9)¢mai(@)) correspondent
a un diagramme compact (définition de compacicité différente pour chacune des deux sé-
ries génératrices). Chaque terme du développement en série de ([T, (1 — ¢*)(1 — ti))_1
correspond & un couple (\,u) de partages — aux parts de longueur inférieure ou égale
& n — indiquant un décalage supplémentaire & introduire entre les cases du diagramme
compact. Or, on peut obtenir ces séries génératrices par substitution principale dans
fonctions symétriques sur I’alphabet XY ou X = z1,x9,... et Y = y1,y2,... (deux jeux

infinis de variables). En effet,

Pn(q7t) = min [‘)(}/”l‘lw—q’:*l7 9

gttt
= Sln[XY”

$i<_q1717 )

yie—t' !

Qulgt) = D ma[XY] ,

AFn wi—q'",

yie—t' !
= sa[XY],, -

yi—ti!

Mais qu’en est-il de s)\[XY][, . -1 pour A autre que (n) ou 1"? Des calculs par ordi-

Yttt
nateur (voir les tableaux 3.3 et 3.4) suggérent que pour tout A - n,

n
d f . .
Pa(g.t) == [ (1= )1 =) sa[ XY, g, (3.7.3)
i=1 yi—tiT!
est élément de N[g,t]. Cela n’est évident a priori puisqu’en général

n

[0 =)t =) ma XY i,

=1 yl«—t"*1
n’est pas élément de N|g,t] mais plutot de Z|g,t]. La question est maintenant de trouver
une interprétation combinatoire du polynéme Py (g,t) généralisant l'interprétation que

nous en avions pour les cas particuliers A =n et A = 1™,
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00 0 1 01 1 0 1 0 0O
01 1 0 1 1 1 1 01 1 0
0110 1111 01 10
1 0 0 O 01 1 0 0 0 01
(a) Ps(q,t) (b) Pa1(q;t) (c) Piii(q,t)

TAB. 3.3 — Les coefficients des polynomes Py(q,t) pour \ - 3.

Nous reformulons la définition 3.6.6 pour que les entrées de tableau puissent provenir de

N x N.

Définition 3.7.1. Soit A - n pour n fizé. Soit E un ensemble quelconque (fini ou infini)
doté d’un ordre total O. Un tableau semi-standard ordinaire de forme A\ et & entrées dans
E est un couple (A, f) tel que X est le diagramme de Ferrers de forme X\ et f : A\ — E.
Soit {c1,...,cnt<, les cases de A triées selon Oy), alors f doit satisfaire: pour i < j si
c; et c; sont dans une méme rangée de X alors f(c;) <o f(cj). Toujours pour i < j, si

c; et ¢cj sont dans une méme colonne de X alors f(c;) <o f(cj).

Lorsque O = O; et E = N x N nous obtenons les des tableaux semi-standards & entrées
dans Nx N. L’ensemble de ces objets sera dénoté SSYTnxn(\). Le diagramme de Ferrers
A peut toujours étre considéré comme un diagramme (4 cases nécessairement distinctes)
et le (multi-)ensemble image f(A) est un diagramme (& cases possiblement multiples,

donc multi-ensemble de N x N).

La spécialisation principale s)[XY]| i—1_donne la série génératrice des tableaux semi-

Tiq
yi—t' !
standards de forme A & entrées dans N x N (avec l'ordre O;):

S)\[XY]‘zi(_qi.—l’ = Z U)(f()\)),
yi—ti ™! TE€SSYTOxxn(N)
=(\, f)

ou
w(f(N) = [ a2,

pour a; = (a;1,ai2) def f(ei) € N x N. Cela se déduit de l'interprétation combinatoire

de la fonction de Schur et du produit XY de deux alphabets.
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00 0O0O0O0OT1 0001110 001 0100
0001 1 10 012 2 2 11 0112110
0011210 023 43 21 11 2 2 2 11
011 2 110 1 2 4 4 4 2 1 0 2 2 4 2 2 0
01 21100 1 2 3 4 3 20 112 2 2 11
01 11000 112 2 2 10 0112110
' 1000000] o1 11000] 001010 0]
(a) Pa(q.t) (b) Ps1(g:t) (c) Pr(qt)
0 1 1 1 0 0 07 1. 0 0 0 0 0 07
112 2 2 10 01 11000
1 2 3 4 3 2 0 01 21100
1 2 4 4 4 2 1 01 1 2 110
023 43 21 0011210
012 2 2 11 0001110
' 0o0oo01110] [o0oo000O0OT1)]
(d) Pai(g.t) (e) Pii(g;t)

TAB. 3.4 — Les coefficients des polynémes Py(q,t) pour )\ F 4.

Conjecture 3.7.2. Il existe une bijection entre SSYT nxn(\) et 'ensemble des tuplets
(0,T,v,p) ou o € S, T € SYT(X), v et p sont des partages dont les parts sont de
longueur inférieure ou égale a n. A (o,T,0,0) correspond un diagramme (& cases pos-
siblement multiples) compact C, 1 (selon des régles données plus loin). Au niveau des

séries génératrices,

Z(O’ T) w(Cy)
A - : - —.
TESSYTZONXM,\)w(f( ))’ Hz = 1”(1 — qz)(l _ tz)
=(A, f)

Au couple (d,T'), ou d est un diagramme a cases possiblement multiples et 7 € SYT(\),
on construit le diagramme compact Cy 7 comme suit. Considérons la suite faiblement
croissante des entrées (dans N\ {0}) obtenue en prenant p = () dans ’équation 3.6.6. C’est
donc la suite du tableau semi-standard ordinaire minimal associé au tableau standard

T. On étiquette les cases de d (lu selon ;) de cette suite de nombre. Ensuite, on déplace
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les cases étiquettées de d selon des régles mixtes de déplacements locaux permis.
Définition 3.7.3. Soit dp le diagramme étiquetté ci-haut et ¢ = (c1,c2) € dp une
case quelconque d’étiquette, disons, i. Un mouvement vers le bas de la case ¢ (c.-a-d.

¢ (e1,c2 — 1)) est permis si et seulement si

Py € dp, (7 € Lyas(c) et v est d’étiquette j # 1)
et simultanément

By edr, (v € I[,,(c) et v est d’étiquette j = 1).

Aussi, un mouvement vers la gauche de la case ¢ (c.-a-d. ¢ — (c1 — 1,c2)) est permis si
et seulement si

By € dr, (v € Igan(c) et vy est d’étiquette j # i)

et stmultanément

Pyedr, (v Igan(c) et vy est d’étiquette j = 1).

La figure 3.31(c)-(d) rappele les différents intervalles. A ce jeu, au départ, toutes les
étiquettes d’une case multiple de dp doivent étre identiques. La figure 3.31(a) repré-
sente un diagramme étiquetté par la suite 1,1,2,2,2.3 3. Cette suite peut étre obtenue
comme entrées de tableaux semi-standard ordinaires associés & deux tableaux standards
différents — et de formes nécessairement différentes — avec leurs descentes illustrées 4 la
figure 3.31(b). Le résultat de ’application des régles mixtes de mouvement permis donne
le diagramme compact de la figure 3.31(e). Maintenant, en appliquant ces déplacements
de cases sur les graphes de permutations grph  étiquettés par la suite croissante des en-
trées du tableau semi-standard ordinaire associé & un tableau standard 7', nous obtenons
les compacts C, 7. Les figures 3.32, , 3.33, 3.34 et 3.35 présentent les diagrammes com-
pacts dans des g,t-distributions compatibles avec celles des coefficients des polynémes
Py(q,t) définis a I’équation 3.7.3 (voir les tableaux 3.3 et 3.4). Par manque d’espace, ce
sont les multiplicités des cases, et non leurs étiquettes, qui figurent & 'intérieur. Bien

str, lorsque A = 1™, il n’y a qu’un seul tableau standard et les étiquettes sont toutes
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différentes de sorte que I'on se raméne au contexte de la section 3.1. De méme, lorsque
A =n, il n’y a qu’un seul tableau standard et les étiquettes sont toutes identiques de
sorte que l'on se rameéne au contexte de la section 3.5. Malheureusement, il n’y a pas

encore de formule simple pour Py(g¢,t) pour A général. Elle doit avoir la forme:

P)\(q,t) — Z qcornaj(o)tstat(cr_l,T)’

ogEeSy,
TeSYT(N)

ol la statistique positive stat(c~1,T) reste & déterminer (d’ou les points d’interrogation

a la figure 3.31(a)).
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6|7 313
BE 3[4] —(2]2
ERRRE 12]s5] [ifa]a]
p elE=EN
28 HHNEE» ol
202202 20 2 IT

7] [i]2]3]

(a) Le tableau semi-standard canonique (b) Tableaux pour 1,1,2,2,2,3,3

(c) Entre étiquettes différentes (d) Entre étiquettes identiques

(e) Le compact mixte

Fi1G. 3.31 — Sur le compact d’un tableau semi-standard canonique dans N x N,



CHAPITRE 3. DIAGRAMMES COMPACTS

| @
1‘ ‘1
Lt 1
[ 5] 11‘ ‘11 ‘1‘1
o 1 o 1
o olln
B nBInE T
21 1] 2

Fi1G. 3.33 — Les diagrammes compacts engendrant SSY T Ny (3,1).

L E L
= = el el o] R
£ |4 Byl
B B |ef o (o | | = e
o5 = = m | g =,
3 2 e o R DR o
N EI o
2 S L F R R L
2 B e BB | S|

109
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o

g i

4 riF

P

2l

st

A

i B B |8 | & S| S
B ai o | i g3
EE] EEmE]

Fi1G. 3.34 — Les diagrammes compacts engendrant SSY T Ny (2,2).
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o

i L

e i

I LT

Fodd | |5F

Fi1G. 3.35 — Les diagrammes compacts engendrant SSYT°Nnyn(2,1,1).

B B | Ee| e e |G | B

i A i O
% o) | e | o B B

T O
H = E £ | O o] Ty
2
galia0g ooy P | 5.8 58| =,
B | B B ol [T
EER] | ERE]

111



CHAPITRE 3. DIAGRAMMES COMPACTS 112

CONCLUSION

A THEORIE DES fonctions symétriques & deux parameétres g, ¢ est déja riche en ré-
L sultats purement algébriques. Durant la derniére décennie, nous avons eu la chance
de voir apparaitre dans la littérature des modules de polynémes dans Q[X,Y] dont les
Frobenius bigradués fournissent des fonctions symétriques déja connues, de sorte que les
conjectures n’ont pas manqué! Cependant, les résultats relevant purement de la combi-

natoire énumérative sont plutot rares.

Les correspondances avec des diagrammes de N x N énoncées aux théorémes 3.1.1 et 3.5.2
et a la conjecture 3.7.2 donnent des objets combinatoires explicites (facilement program-
mables) dont les propriétés doivent étre investiguées pour savoir s’ils contribuent de fa-
con significative aux résultats sur les Frobenius déja connus. En particulier, il est une

application,

L ®[X;qt] 2L LdlX;1/q,1/1], (3.7.4)

qui apparait a plusieurs endroits. Par exemple, dans I’heuristique de la Science-Fiction [3]

et dans le théoréme du flip d’atomes |2, théoréme 1.2]:
Ty L Al = Al (3.7.5)

Une explication combinatoire de (3.7.4) a l'aide de diagrammes compacts donnerait
de nouvelles armes pour le développement de la récurrence & quatre termes qui est

I’équivalent combinatoire de l'identité (3.7.5).
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Annexe A

CALCULS PAR ORDINATEUR

A.1 DA en tant que A[X] ® AlY]-module

Voici quelques relations illustrant la conjecture qui dit que pour un diagramme d & n
cases quelconque il existe une unique relation de la forme
Aa=Y folXalgolYalAc,
oESK
ou le diagramme C,, est le diagramme compact associé a la permutation o, f,[X,] est
élément de A,,, les fonctions symétriques sur les variables x1,xo,...,r,, similairement
pour g,[Y,]. Dans, ce qui suit, pour ne pas alourdir la notation, un diagramme d désigne

en fait le vandermonde Ag.
— Pour le diagramme d := [[0,2],[1,0],[1,1]]:
| 0
3 = 1/3m11[Xs]" —1/3my1[Ya] — +2/3m4[Y3] =

— Pour le diagramme d := [[0,2],[1,1],[2,0]]:

1 O 1

1 1
— gml [Xg]ml [YE;]EE + 6m271 [1/3][\:\]
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— Pour le diagramme d := [[0,1],[1,1],[2,0]]:

= —%le[Xg]H - gml[Xg] H + %le[YEJ,]\ |

Pour le diagramme d := [[0,1],[1,0],[2,1]]:

P = —émm[X:),]Hj + éml[XSﬂq + %ml»l[Y?’]‘ -

Pour le diagramme d := [[0,0],[0,1],[1,2]]:

- 1 1 2
H = gml[Xg}i — gle[Y},]HT + gml [YE;]FE
— Pour le diagramme d := [[1,1],[2,3],[3,0]] (attention au décalage horizontal):
8 1 1
o = 6m372,1[X3]m1[Y3]@ + §m2,2,1[X3](m2,1[Y3] +ma 1 ([Ys])
1 1

—§m2,1,1[X3}m1,1,1[Y3]ﬂ - §m2,2,1[X3] (ma[Y3] +mq 1[Ya])~

1 1
—§m2,1,1[X3}m2[Y3]$ + 6m1,1,1[X3]m3,1D/3]TH

Pour le diagramme d := [[0,0],[0,1],[2,0]]:
S0 o= m[Xgl 410
— Pour le diagramme d := [[0,0],[2,0],4,0]]:
oo = (moa[X3] 4 2ma [ Xs])
— Pour le diagramme d := [[0,0],]0,2],[2,0]]:

S = mu[XemaYal . +malVa) D — (X — 10

A.2 Bases empiriques des harmoniques diagonales

alternantes

A l’aide de 'ordinateur, il est possible de calculer une base vectorielle de l’espace des

harmoniques diagonales alternantes (décomposable en composantes bihomogéne). En
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fait, pour nous guider, nous utilisons la distribution des bidegrés donnée par la formule

Crn(g,t) = Ve[|

en’

ou Cp(q,t) est le g,t-Catalan de Haglund et Garsia, et Ve, [X] est le Frobenius bigradué
des harmoniques diagonales & deux jeux de n variables. Etonnament, les diagrammes
compacts associés aux permutations de S,, ont une distribution compatible (superpo-

sable) & celle des ¢,t-Catalans.

Il est difficile de trouver un critére combinatoire qui permette de déterminer si une
permutation quelconque doit étre considérée comme un Catalan ou non (au sens de
Haglund et Garsia). En particulier, il faudrait choisir un seul diagramme compact dans
chacune des cellules faiblement sous la grande diagonale dans la figure 3.13. Il est difficile
de discriminer entre les deux formes «L »de la cellule de pondération (3,3) (pondération
commence a partir de (0,0) au coin inférieur gauche). Aussi, la plupart des diagrammes
compacts sont tels que le déterminant de Vandermonde associé n’est méme pas une

harmonique diagonale.

On sait que les vecteurs dans les bases calculées par ordinateur de DH Alt,, pour n = 4,5
peuvent facilement s’exprimer & ’aide des opérateurs Ey:
n
def 0
B =) wig s
i=1 Yi
Un rappel sur les (malheureusement inévitables choix arbitraires de) conventions: les
cases sont numérotées par (cj,ce) ol ¢1 est I'abscisse et ¢ 'ordonnée, dans le calcul de
c1,..C2

déterminants, cette case compte pour x;'y;* et ce mondme est pondéré par ¢“*t“2. Les

cases sont ordonnées lexicographiquement pour fixer le signe du déterminant.

L’observation intéressante est que chaque vecteur de la base s’obtient du déterminant
de Vandermonde usuel en les variables y1,y2, . ..,y, (la colonne de longueur n) par ap-
plications d’opérateurs Ej et que le résultat est combinaison linéaire de Vandermonde
de diagrammes ol apparait un unique diagramme compact. La seule exception est I'uti-

lisation simultanée des deux diagrammes compacts de la cellule (3,3), ce qui justifie la
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difficulté d’en discriminer un dans la recherche d’une correspondance avec les Catalans

de Garsia et Haglund.

A.2.1 Lecasn=14

Dans les calculs suivants, pour ne pas alourdir la notation, un diagramme d désigne en

fait le vandermonde Ag.

— Pour le bidegreé (0,6):

— Pour le bidegré (1,5):

b5

— Pour le bidegreé (1,4):

— Pour le bidegreé (1,3):

bog = E7

= Ay
5 _ol +E,
GM‘ —3m1[Y]tL +m1,1[Y]Fﬂ
E1(Ay)
b1,4 = 3b —H\,
-4 —my],
= Ea(a0),
bl,3 = EE?
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— Pour le bidegré (2,4):

[ [
bos = 6 —3 420 — +3ﬁ7,
= 15 fmaV]E = —amyy]

F3malY] T +dm[X] —ma[X]ma[Y]

1
= §Ef (A4)
— Pour le bidegré (2,3):
[
byg = Hb —H +90,
e —2my[Y] +m1[X]F ,
1
= EEQEl(AZL)
— Pour le bidegreé (2,2):
by = o,
1
= 53

— Pour le bidegré (3,3):

0
[ O
b3z = 6~ —3 1 —31 +6F¥:‘ +0 0O 4o,

— 1007 4100 +5m1[X]EE — 5my [ X]my [Y]
5 [Y] 4 (malX] 4 maa (X)) + (mal¥] +mua[Y])

1
= BEf’(A4)

— Pour le bidegré (3,2):

boy = Hb —oo +AF,
= 4‘2"& +2m1[X]f:H —ml[Y]\:\j],

1
= §E2Ef(ﬁ4)
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— Pour le bidegreé (3,1):

b371 = H_L,

1
= —E2E/(A
5122 1(A4)

— Pour le bidegreé (4,2):
by = 607 —300 +9F 0 —wo +338,
= 15 —dmy Y] 4+
+(7m171[X] —i—mz[X])Hj —|—4m1[X]ﬂ 5 —ml[X]ml[Y]jJJ ,
1

= ﬂEf‘(AzL)

— Pour le bidegreé (4,1):
bin = 30+,
= 4 +m[X] o,
= 11—2E§E2(A4)
— Pour le bidegré (5,1):
bs1 = 3t +H + 20 o,

= 610 +3my[X] 0 +ml1[X] T,

_ 1 5
= EE1(A4)

— Pour le bidegré (6,0):

beo = (i1,

= %El (A4)

A.22 Lecasn=25

— Pour le bidegré (0,10):

.

118
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— Pour le bidegreé (1,9):

H
El(A5):—E +2+ +4§ e

Pour le bidegré (1,8):

E3(As5) = Qﬁj _6

E4(As5) = 24@;

— Pour le bidegreé (1,6):

— Pour le bidegré (2,8):
Ef(As) =
O O O
23 12 +24Et +4HH —16% 6D 80 —63° +12F -
— Pour le bidegré (2,7):

EyE1(As) =

6 -8 +6H7 +24& +24i —|—12rr BPYES —6%
— Pour le bidegré (2,6): attention, deux vecteurs!
- )
E3Ei(A5) = 24& oo—12+ —72ﬁj +24ﬁt +24ﬁ7 ,

1
E3(A5) = 24E Coyoat plaa —as

— Pour le bidegré (2,5): deux facons de ’obtenir!

EyE3(As) = 72 — 48+,

= —E1E4(As)
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— Pour le bidegré (2,4): deux facons de ’obtenir

E3(A5) = 288

= —2E5FE4(As)
— Pour le bidegré (3,7):

E}(As) =
| O O O
| O M | q
O | O
611 —61 0 —72W — 181 —72° " 4241 —18  +36 1

[
[

=
+10§D +36° 0 + 24H s 144ﬁ — 36E +48 1 — 720
— Pour le bidegreé (3,6):

EoE?(As) =

[}
—48\% +48\LH —24HD +72ﬁEF +12+ 0 +12+ +72ErF

O [ ] H
O ]
+48 7T — 961 — 1271 +24- 0 424 0 —48 1 +48 7

— Pour le bidegré (3,5): deux vecteurs

EVE3(As) =
.

[ j OJ J
961 — 144% + 288EED +24 1 42411 —48 " +96 1+ — 72@%

E}F5(A5) =
[
H - - 1 O
1445 - 144@4 +48 711 — 1271 —48 1 — 96 + 144E o + 72@:

— Pour le bidegré (3,4): deux vecteurs

OdJ
E3(As) = 432 48640 —14d |

O
E\EyFs3(A5) = 14457 — 988 48
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— Pour le bidegreé (3,3):

E3E)(A5) = 288ﬁu,

= 2E3E3(As)
— Pour le bidegreé (4,6):
E{(As) =
: : ™
11
288? - 192H‘ +961 | — 144 — 4321 +864\F — 96011

[ 0

R
+43ﬂj 0o+ 72TF +9288 1 — 576 4+288 + 576ﬂj + 432ﬁ H
O

O
OJ
—144 | +T72  +288 I —QGfJ — 247 +24E

— Pour le bidegré (4,5):
- - : Lﬂ Il
E3Fo(44)1= +288 1 —36: 1 + 14411 — 206 —216 4432
J O

—1—72\\ ‘—72‘”‘ — 144 +144%u — 481 —144 +216H‘L

\
12167 - — 14400 4144 T 412 o
— Pour le bidegré (4,4): deux vecteurs

E3E(As5) =

O
432H - 96T+ 288% —192 1
O

|
+288}Tu —576JH7 +288Rﬁ +144 110 +96 1

U
E3Es(As) = 432 414 144 44320 4432
[

1]
—432FFu — 432711 4 144 +144W -

— Pour le bidegré (4,3): deux vecteurs

(.
E3E(As) = —43271 +1728 —4321

E3FyE2(As) = 144 +4321 — 8641
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— Pour le bidegré (4,2):
E3(As) = 34561

— Pour le bidegré (5,5):

E7(As) =
O
O O

360# S — 2880 1 44320 ﬁu — 36010 +720111 — 2160%

| - ‘ H
+120- 1 — 2160# +4320-° +1440- - — 720ﬁ o 1440

ru O 0O O
+480 1111 — 480 +144oi“ — 1440 11 + 960 +2880FH”

- O O

H
—240 1 1 — 960~ —240 +120 o
— Pour le bidegré (5,4):

E{Ey(As5) =

U U
O

O
57611 + 576H o+ 1152# . — 86411 —288 1 + 288? o+ 144@ 0
0o O O O O q
—576 — — 481 o —19211 4576 1 + 57611 + 8641 —864&%

(]

[
—576711 1 + 864 — 57611 + 1728r¢1

— Pour le bidegreé (5,3): deux vecteurs

OdJ
El{Es(As) = 5760 1 —1728 - _576 1 4144 — 8641
O
F1728F 41728 0 — 1152
O 4
E3E}(As) = —864 1 1 486471 4576 £T720

O O
+864 11 — 1296 11 +5761+
— Pour le bidegré (5,2):

E2E3(As) = 259210 +17281

= CteE%EQEg(A5)
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— Pour le bidegreé (6,4):

EP(As) =

-
] []
—8640 1 " + 17280 + 2880~ 11 — 12960 111 — 5760 1 — 864OH ]

[
0 0

+2880E 48640011 — 7200011 + 1440 1

00
+432Oﬂ 0+ 4320010 |
\

[
—720- o+ 17280£ 4 25920H — 8640~ 11 + 288011

1 [ A
—2160 1 1 +12960~ — +2160~
— Pour le bidegré (6,3):

J [
E}Ey(As) = 5760 1 — 14401 — 28801 +2880 | 42880
O
] 1 ]
43200 — 72000 +43200010 + 1440 47200

O
—2880?’(\ o — 14401 4+2880 11 + 720ﬂ O
— Pour le bidegré (6,2):
E{E3(A5) =

]
11521 — 2880 111 + 3456 +2304° 11 +2304 11 +5761 o

J
E}FE3(As) = 28801711 — 8640 —2880~ 11 —28807 1 — 1440 O
— Pour le bidegré (6,1):
432011

= cte- EfEQEg(Ag,)

E{E3(As)

— Pour le bidegreé (7,3):

E{(A5) =

30240# 45040 110 +504oj T+ 120960 + 60480~
O

] [
+20160 1111 — 30240 (1 — 60480 11 +90720uﬁ +30240 1"

| O
+40320 - — 15120~ 1 — 20160 1 — — 1512001 1 — 60480mEu O
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— Pour le bidegreé (7,2):

ESEy(As) = 43200 — 48640~ 11 + 172801 457601

O O
—4320 171 +43207 0 + 17280 1 — 17280 111
— Pour le bidegré (7,1):

EE3(As) = 11520070 4 288011

Pour le bidegreé (8,2):

E}(As) =
O
161280 1 + 322560 — — + 24192001 1 — 120960 11

1806401 1 — 241920 1 | 483840 | 4120060 | — 40320 |
— Pour le bidegré (8,1):
ETEy(As) = 60480 77 4 10080~ 11 + 30240
— Pour le bidegré (9,1):
E{(As) = 1451520010 4 362880~ 111 + 725760~ 1 + 1088640 11
— Pour le bidegré (10,0):

E%(As) = 3628800111
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A.3 Code MAPLE pour les diagrammes compacts

= Prérequis

[ > restart, with(combinat);, with( plottools);, with( plots }; with(linalg)

Ordres totaux usuels

I L'ordre de lecture
> Ol :=proc(4, B)
option operator, arrow,
ifA[1] <B[1] then rue elif A{1]=B[1] and 4[2] < B[2] then true else faise end if
end proc
[ L'ordre d'écriture
> Qe = proc(4, B)
option operator, arrow,
if A[2] < B[2] then true elif A[2] = B[2] and B[ 1] < A[ 1] then frue else faise end if
L end proc
| L'ordre d'écriture prime
> Oep = proc(4, B)
option operator, arrow,
ifA[2] <B[2] then true elif A[2] = B[2] and A[ 1] < B[ 1] then true else false end if
L end proc
" Directions (vecteurs) de compactage
> gauche =[-1,0]}
[ > bas:=[0,-1]

Outils de manipulation de tableaux

[ Pour passer d'un partage 'mu' 4 un diagramme (liste de cases).
> cases := proc(p)
local 7, j,
option remember,
sort([seq(seq([/ - 1,i—1],j=1. p[i]),i=1. nops(un))], lexico)
L end proc
[ > lexico := proc(c, d)
ifc[1]+c[2]<d[1]+d[2] then true
elifc[1]+c[2]=d[1]+d[2]and ¢[1] <d[ 1] then frue
else false
} end if
| end proc
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[ > est_un_coin = (c,d) —> evalb( not (member(c +[1, 0], d) or member(c + [0, 11, d)))
[ Le tableau vide. En général, un tableau est un couple (diagramme, fonction)
1_ > vide :=[[ ], proc(x) end proc]
[ > diagramme =t — op(1, t)
[ > fonction =t — op(2, 1)
Retourne I'ensemble des tableaux standards, suppose 'd' le diagramme correspondant a un partage.
> standards = proc(d, n)
local c, rep,
if nargs = 1 then standards( { op(d) }, nops(d))
elif nops(d) = 0 then {vide }
elif » < nops(d) then {vide }

else
rep:={};
for cind do
if est_un_coin(c, d) then rep = rep union
map( (¢, n, ¢) — ajoute(n, ¢, t), standards(d minus {c},n— 1), n, c)
end if
end do;
rep
end if
L end proc

Pour pouvoir ajouter une case a un tableau déja existant.
> ajoute ;= (n, c, t) = [[ op(diagramme(?7)), c],
L subs(C =c, N =n, f="fonction(?), 'proc(x) if x = C then N else f(x) end if end proc')]
[ Pour pouvoir enlever une occurence d'une case (possiblement multiple) d'un tableau.
> enleve ;= proc(c, 1)
local d, f,
option operator, arrow,
d ;= diagramme(?);
f:=fonction(?);
member(c, d, 'k');
d:=[seq(d[il,i=1.k-1),seq(d[i],i=k+1. nops(d))];
RETURN([d, f1)
L end proc
[ Calcule I'ensemble des descentes d'un tableau standard
> D standard := proc(?)
locald, f, L, c, C,
d = diagramme(?),
f:=fonction(?),
L=[1
forcinddo for Cinddo
ifc[2]<(C[2]and f(C)=f(c)+ 1then L :=[op(L), f(c)] end if
end do
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end do;
sort(L)
L end proc
[ retourne les entrées du tableau semi-standard canonique associé au tableau standard
't' (construit avec bande horizontale selon I'ensemble de descentes du tab. t).
> semistd_canon := proc(f)
local D ¢,
D t:=D standard(?);
[ seq(nops(select( proc(y) evalb(y <i) end proc, D _t))+ 1,7i=1 .. nops(diagramme(?)))
]
end proc
Fait d'un diagramme 'd' quelconque un tableau en étiquettant les cases lues selon I'ordre Ol par la
séquence des entrées du tableau semi-standard canonique associé au tableau standard T.
> etiq semi = proc(d, T)
localt,7,dd, L,
dd = sort(d, Ol),
L = semistd_canon( T,
t:=[[ 1, proc(c) end proc];
for i to nops(dd) do 1 := ajoute(L[i], dd[i], t) end do,
RETURN(?)
L end proc

Outils d'affichage

Une case vide
> CASEVIDE = PLOT(
POLYGONS([[0, 01,0, 1],[1,1],[1,0]], COLOR(RGB, 1, 1, 1), THICKNESS(3)))
[ Pour afficher un tableau 't'; faire un "display” du résultat.
> Plot Tableau = proc(t, B)
local 4, f, figure, texte, bloc;
if nargs = 1 then bloc .= CASEVIDE else bloc := B end if;,
d = diagramme(?);
f = fonction(?),
figure := map(c — translate(bloc, c[ 1], ¢[2]), d),
texte := map(c — translate(PLOT(TEXT([1/2, 1 /2], convert(f(¢), string),
COLOR(RGB, 0, 0, 0), FONT(COURIER, BOLD, 8))), c[1], ¢[2]), d);
[op(figure), op(texte)]
L end proc
| > affiche_tableau =

proc(?) ; display(Plot_Tableau(t), scaling = constrained, axes = none) end proc

Outils de compactage

127
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| Vérifie si une case particuliére 'c' d'un tableau 't' peut effectuer un mouvement dans la direction
'pas’. 'ordreA' concerne les étiquettes différentes tandis que 'ordreB' concerne les étiquettes
identiques.
> possible = proc(c, t, pas, ordreA, ordreB)
local d, f, ddA, ddB, nbre_ill,
d = diagramme(¢);
f = fonction(?);
ddA = select( proc(x) evalb(f(c) # f(x)) end proc, d);
ddB = select(proc(x) evalb(f(c) = f(x)) end proc, d);
nbre_ill .= nops(
select( proc(x) (x = ¢ + pas or ordreA(c + pas, x)) and ordreA(x, ¢) end proc, dd4)
+ nops( select( proc(x) ordreB(c + pas, x) and ordreB(x, c¢) end proc, ddB));
RETURN(nbre_ill = 0)
. end proc
Fait un compactage directionnel du tableau t (étiquetté par les entrées d'un tableau semi-std
canonique) dans la direction 'pas’. 'ordreA’ est utilisé entre les cases
d'étiq diff tandis que 'ordreB' est utilisé entre les cases de méme étiq. (mais SIMULTANEMENT).
> compactage dir .= proc(tt, ordreA, ordreB, pas, compact)
local d, c, i, n, est positif, comp, dd, t,
est positif == proc(A4)
local 7, rep;
rep = true; for i to nops(A) do rep := rep and type(A[i], positive) end do; rep
end proc;
t=1,
d := sort(diagramme(?), ordreA),
n:=nops(d);
comp = true,
foriton do
c:=dlil];
while possible(c, ¢, pas, ordreA, ordreB) and est_positif( ¢ + pas) do
comp := false,
t:=enleve(c, 1);
t = ajoute(f(c), c +pas, t);
d = sort(diagramme( 1), ordreA);
¢c:=c+pas
end do
end do;
compact ;= comp,
| RETURN(/?)
L end proc
[ Retourne le compactat directionnel du diagramme 'd' dans la direction de ‘pas', respectant les ordres
pour étiquettes différentes/identiques.
> compactat dir .= proc(t, ordreA, ordreB, pas)

al




ANNEXE A. CALCULS PAR ORDINATEUR 129

local i, k, compact, tt,
1t := compactage dir(t, ordreA, ordreB, pas, 'k'),
while & = false do # ;= compactage dir(#, ordreA, ordreB, pas,'k') end do;
if & = true then 1t else ERROR( "pas compacte correctement") end if
L end proc
[ Calcule le tableau correspondant au compact associé au couple (d,T) ot 'd" est un diagramme et 'T'
un tableau standard.
| > compactat_univ = proc(d, T)
local 7,
t .= etiq_semi(d, T,
t .= compactat_dir(z, Ol, Ol, gauche),
t ;= compactat_dir(z, Oe, Oep, bas),
| RETURN(/)
L end proc

Un exemple

(> d=[[1,6],[2,7],(3,2],[4,5],[4,51,[4,51,[5,11.[6,51.[7.3),[7. 41, (7. 4]]
[ > T:=op(standards(cases([nops(d)])))
[ > affiche_tableau( T)

I

l > affiche tableau(etiq semi(d, 7))
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1

[ > t:= compactat_univ(d, T); print(affiche tableau())

130
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Annexe B

AJOUTS SUR LES FONCTIONS BISYMETRIQUES

Cette annexe contient d’une part des considérations sur les relations d’orthogonalité
entre les différentes bases de fonctions bisymétriques et d’autre part, les liens explicites
entre les définitions et résultats de M. Rosas et ceux contenus dans ’article [5] de P.

Doubilet.

B.1 Relations entre la série génératrice des fonc-

tions complétes homogénes et les autres bases

Les relations entre la série génératrice des fonctions complétes homogénes et les autres
bases ont été investiguées dans le but d’obtenir une bonne définition des fonctions de
Schur & deux jeux de variables. Malheureusement, aucun des candidats envisagés ne

donne pleine satisfaction.

Dans le cas des fonctions symétriques a un jeu de variables nous avons la relation (voir

formule (2.14) dans [21]):

_ 29N
H(t) = —= B.1.1
(=21 (B.11)
A
ot zy = [[, 7™ m,! pour A = 1"12™2 .. en notation multiplicative. Cela s’obtient de
d
P(t) = —logH(t)

dt
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ou

Lemme B.1.1.

Nous avons

Preuve:

Remarque B.1.2.

Pt) = Y prat’.

r>0

Considérons la série génératrice suivante:

P(st) <5 D Baypgysr'™

r

g>1
r>1
d d
P = ——logH .
<S7t> dS dt Og (S7t)
dd dd 1
L g H(st) = =4 -
dsdt 8 (s:2) dsdt °® H 1—xzjs—y;t

1 —xjs —yjt’

J
= Z Y5 Z(xjs + yjt)”,

n>0

j
= Big-nyazlyls? 1"
222 Byaypst e

J ogz21rz1

= 22 Buypps T

¢>1r>1 '

132

(B.1.2)

(B.1.3)

Le série génératrice usuelle, c.-a-d. P(s) selon formule (B.1.2), s’obtient

de P(s,t) avec les spécialisations t =0 et y; =y, =--- = 1.

Proposition B.1.3. La formule (B.1.1)admet la généralisation suivante:

Hst) = Y il
A

(B.1.4)
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m
o, pour A\ = H(q) (g) (*) en notation multiplicative,

m
Zy = I Clar) Wmy! (B.1.5)
()
(qfﬁ@! sig>1etr>1,
q siq>1etr=0,
Clgr) & (B.1.6)
T sigq=0etr>1,
0 siqg=r=20.

Preuve: en intégrant par rapport & s et ensuite par rapport & ¢ chaque membre de

l’équation (B.1.3) nous obtenons:

q¢r
log H(s,t) = 4 > Bla-1yp( 8—? + Ko(t) + Ki(s) + Ko,

r
>1
r>1

ou Ky et K1 sont des séries sans terme constant et K5 est une constante. Nécessairement,

K5 =0, et par exponentiation,

sqt
H(s,t) = exp E B - 1\P(a) exp{Ko(t)} exp{K1(s)}.
a>1
r>1

Maintenant, les substitutions ¢ = 0 et s = 0 nous donnent respectivement
H(s) = exp{Ki(s)} en les variables x;,

H(t) = exp{Ko(t)} en les variables y;.

Ce sont deux occurences de la situation classique que ’on sait résoudre formule (B.1.1):

exp(Ki(s)p = YRz

PG LA,
%Z@)

exp{Ko(t)} = Zp/\ Yy2, - - t|>‘|

p(o
= Z Z(Z) Sl(x)’ﬂg’(A)’y’
) (x)

A
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ol, pour un partage usuel A = A\ A2 ..., nous faisons ’abus de notation (8‘) = (’\01 ’\02 - )

et (g) = ()?1 /\02 ) Par définition, PRy = pa(x1,x9,...) et p(g) = pu(y1,y2, ... ). Main-

tenant,

sqtr >
e{ Sy st} - Iy L
i SO ()

p)\s‘)‘htl)"y
- X, Tz

A=TTaon (9) ()

r>1

ou il y a un nombre fini de m(a) non nuls dans la notation multiplicative de A. Posons

r

o= (i)}

A @ az Vi,a; > 1eth >1
by by .

!)
a1 CLQ )
<b1 by .. >

>
| \

Vi, aZZI}

A

{
oey = 4
-

Vi, b; >1}

SP\ ‘:ctp‘ ly S‘X/|xt|>\”|y 8|)‘/”‘xt‘)‘m|y

p)\/ p)\’ / D
2. > T | 2 T

)\lep(ii) )\Nep(%l) )\lllep(;)l)

Le lemme suivant nous permet de conclure.

0

Lemme B.1.4. Soient p, P10z et (o) comme ci-haut. Alors, la bijection natu-
>1 >1

bij . . s
relle p : p — P21 X ) X0 qui consiste a trier les parts selon les critéres servant
>1 0 >1
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d’indices auz ensembles posseéde les propriétés suivantes. Pour o(X) = (N N \"),

Z)\ == Z)\/ Z)\N Z)\N/,

Px = DPXNDI'DA,
Mz = |>‘,’x + |)‘”|x + |)‘m|x et
|)‘|y = |X’y+ ‘)‘H|y+ |)‘m|y~

Preuve: Premiérement, la définition par cas de C(gq,r) a l'intérieur de Z) sépare les cas
selon les mémes critéres que les indices des p. Deuxiémement, les p) sont multiplicatives.

Les deux derniéres égalités sont triviales.

B.1.1 Produit scalaire et relations d’orthogonalité

En théorie des A-anneaux, on identifie souvent un alphabet X = {x1,x9,x3,...} avec
le terme x1 + 9 + x3 + ... car cela est compatible avec la A-substitution. Aussi, le
produit de deux alphabets, XY = {z;y;|i > 1,j > 1}, reste identifiable avec (x1 + z2 +
zs+...)(y1 + y2 +ys + ...). Dans le cas & deux jeux de variables (X;Y), on utilise
une bijection y : X My pour définir Paction diagonale. (Cela est fait de maniére
implicite puisque les indices pris dans N sont naturellement ordonnés.) Soient S, T, U
et V des alphabets (finis ou dénombrables) tels que ¢ : S i, Tety:U i, V alors

(S;T)(U;V) gt (S xT;U x V) (noté (ST;UV) pour ne pas alourdir la notation) avec

ox:SxT 2L Uxv.
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Exemple B.1.5. Avec les notations précédantes:
p(q) [ST; UV] = Z(sitj)q(uivj)r,
i?j
= D (sful)(t]ol),

1,J

- (z<szuz>) S
J

)

= p(o)[5; Ulpo)[T5 V]
Puisque les sommes de puissances sont multiplicatives, nous obtenons pour un partage A

PAST;UV] = palS; TIpalU; V1.

Dans le cas & un jeu de variables, nous avons le développement du noyau de Cauchy sous

plusieurs formes:

1— 2y,
ij i

1 B PAlX|pAY]
11 = ZA:—ZA , (B.1.7)
= > hX]mp[Y], (B.1.8)
A
= > salXsa[Y]. (B.1.9)
A

Nous verrons que les deux premiéres formes se généralisent au cas & deux jeux de va-

riables.

Proposition B.1.6. Les équations (B.1.7) et (B.1.8) admettent les généralisations sui-

vantes:
1 pAlS; Ulpa[T; V]
S — B.1.1
H 1-— Sitj — U5 Z Z>\ ’ ( O)
i, A
= > halS;Ulma[T; V], (B.1.11)
A

Preuve: in extenso la preuve donnée dans [21]. Soit

1
Q[X,Y, S,t] d:ef H(S,t) = H Ts—yt
(2 (]

i
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L’égalité (B.1.10) concernant les sommes de puissances:

1
[[-————— = alstuv;iy,
i 1 —sit; — uv;
T.
_ Z M7 par la propostition B.1.3,
A Z)\
. T-
_ Z ]9)\[5, U;p)\[ ;V}’ par l’exemple B.1.5.
A
A

L’égalité (B.1.11) concernant mondmiales et complétes homogénes:

1
Hm = l;[Q[SaU;tj,ij
- HZh(g)[S,U]tjq’U;,
7

2y
_ > ha[S;U]Ht?j”?j’
=[G 32).] ]

somme sur les séquences de parts, les parts

non nulles étant en nombre fini,

— Zh,\[S;U]m)\[T;V]-
A

B.1.2 Un autre candidat pour Z) via ’isométrie ¢

Les calculs par ordinateur avec les Z) donnés par la formule (B.1.5) ne sont pas concluants.
Un autre candidat pour Z), peut étre obtenu via lisométrie ¢; : M, — Iy» ol

n = sM(u) = uy + uz. D’abord, introduisons quelques notations. Pour A = AjAa)A3...

m
nous avons Al S A1lA2!As! ... ot pour une part (§), (3)! Aot 411, Pour W= H(q) (9) (*)
en notation multiplicative, p!™! def H(q) m gy Finalement, (}) def #ﬁnul D’apres la

section B.2, nous avons pour A\, u - u

(Gu(H)), u(Mp))yn = (Hx, My), - (B.1.12)
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Or, d’une part,

(@52, 0u(0M) = (Ha M)

et d’autre part,

o, = (o (o)
_ <z> <Z> Alt™ (hy,my).

L’égalité B.1.12 permet la définition suivante.

Définition B.1.7. Soit un entier positif n et u une part telle que SM(u) = n. Nous

définissons le produit scalaire sur M, par

def n!
<h>\,mu)u — a(g)\u.

Ce produit scalaire concorde avec le produit scalaire usuel sur A, lorsque u = (8)

Maintenant, évaluons (px,p,),- D’une part, nous avons

(Du(Pr), 0 (Bu))in = (Pr, Bu)y, s
= () G,
BT,
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D’autre part,

@B, 6L B = (PP

La troisiéme égalité provient du fait que (pr,Ds)in = Oro 07 Iu( ol et la deuxiéme, du fait
que la fonction de Mobius ne dépend que de la forme de la partition 7. Or, nous savons
que pour n Fnolin = 1"12"3" .. partage usuel de I’entier n en notation multiplicative,

lp(0m)] = [(1=1)1"[(2—1)!1]"2[(3—1)!]" .. .. En combinant ces éléments, nous obtenons

n!
(P> Pu)y, = 5Ay_'ZA7

ol Z, = %_[m [%Ll)]m(r),

meq
pour A\ =[] (2) (g) (*) en notation multiplicative.

B.1.3 La matrice de transition M (p,m) & un et deux jeux de
variables

Dans le cas 4 un jeu de variables, considérons A, F n de longueur [ et m respectivement.

Nous avons l'identité

pr=Y Laymy, (B.1.13)
HZ>RA

ou Ly, est le nombre de fonctions f : [I[] — [m] telles que

p=1 >0 N ) A, Z Aj, -

=1 fG=2 ()=
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Une fagon de le voir est la suivante. Pour A - n, considérons m, la partition canonique

de forme A (utiliser I’ordre sur [n]). D’aprés la section B.2 nous avons

DPr. = Z mMe.

q’zﬂ'*
en appliquant ¢,, sur chaque membre:
1
by = Z[‘CypenU]!mu Mtype, o)
g
1
= Z et my,,

B>RA

ol ¢y, est le nombre de partitions o telles que type,o = p et que o > 7, (c.-a-d.
plus grossiére que la partition canonique). Il est alors aisé d’établir combinatoirement

I'égalité des coefficients Ly, = cM,u!mul.

Pour une part u = (Z;), tout ce préceéde peut étre repris en remplacant n par u pour
obtenir le résultat suivant.
Proposition B.1.8. Soit A F u. Nous avons l’identité suivante ot la somme fait inter-

venir lordre de raffinement sur @,.
bx = Z L)\,LLN
H>RA
ou, pour \ et u de longueur respective | et m, Ly, est le nombre de fonctions f : []] —

[m] telles que

o= Z )\j, Z )\j, /\j,... y

=1 (=2 fG)=3

les sommes étant des sommes vectorielles ici.

Nous pouvons alors obtenir la matrice de transition M (p,m) par ordinateur, et en in-

versant, la matrice M (m,p).

Exemple B.1.9. Un simple calcul nous montre que

1 1
T(569) T PG T 2PQPO) TPMPE) T 2POPOPO)
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On peut vérifier I'identité en fixant arbitrairement & trois ou plus le nombre de variables

dans chaque jeux et en utilisant les définitions.

B.1.4 Les nombres de Kostka pour le cas & deux jeux de

variables

Le but ici est d’obtenir explicitement, avec 1’aide de ’ordinateur , les fonctions de Schur.
La définition usuelle comme rapport de déterminants n’est pas généralisable. Cependant,
nous savons que les Schur usuels peuvent s’obtenir en orthogonalisant (ou orthonormali-
sant) par rapport au produit scalaire (my,h,) = 0, la liste de tous les monomiales m
ou les A F n sont ordonnés de facon croissante par rapport & >j. Nous savons comment
calculer les matrices de transition M (p,m) et M (m,p). Nous avons des candidats pour le
produit scalaire entre les sommes de puissances. Malheureusement, les résultats ne sont

pas concluant.

B.2 Fonctions diagonalement symétriques a plu-

sieurs jeux de variables

Dans un article(voir [5]) datant de 1972, Peter Doubilet a défini cing ensembles de fonc-
tions (M, Pr,Ex,Hr et Fr) qui, sous une pondération associant ménome en ’alphabet
X a chaque fonction, ont les fonctions symétriques monomiales, sommes de puissances,
élémentaires, complétes homogenes et oubliées pour séries génératrices respectives (& un
multiple entier prés). L’intérét vient du fait que les matrices de transition entre ces bases
de I’anneau des fonctions symétriques de degré n peuvent s’interpréter élégamment en
termes de fonction de Mdbius et d’inversion de Mo6bius sur le treillis des partitions de
[n]. Les relations concernant le produit scalaire de Hall et le produit de Kronecker ont
également ce type d’interprétation. Dans sa thése de doctorat, [23], Mercedes Rosas a
généralisé les définitions des ensembles de fonctions de Doubilet (ou plutdt leur pondeé-

ration) de sorte qu’ils ont pour séries génératrices les fonctions symétriques respectives
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a plusieurs jeux de variables (définitions plus loin).Le choix de la généralisation fait en
sorte que l’espace ¢ de Doubilet T est identifiable avec I’espace des fonctions diagonale-

ment symétriques unitaires My~ (définition plus loin).

Nous prenons la peine de réécrire la partie de [23] qui concerne les définitions de Doubilet
engendrant les fonctions symétriques avec des notations complétement différentes. En
fait, ce document se veut un guide d’adaptation des résultat de Doubilet & un contexte

plus général. Il est donc conseillé de le lire avec une copie de [5] dans l'autre main.

B.2.1 Les partages vectoriels et les partitions colorées

Voyons d’abord une généralisation du partage de l'entier n.
Définition B.2.1. Soit u = (uj,ug,...,u;) € N* un vecteur dont la somme des com-
posantes est n. Un partage vectoriel A\ de u est un multi-ensemble de vecteurs (parts)

\; € N* dont la somme (composantes & composantes) donne wu.

Nous écrirons \; = (a;,b;,¢;, - .. ) en rangée pour des raison typographiques mais il serait
toutefois plus naturel de penser A\ comme étant une matrice & k rangées avec ses parts en
colonnes. Notons aussi, m(a,b,c, ...) la multiplicité de la part (a,b,c,...) dans A. Aussi,

posons

T Doubilet utilise un symbole qui ressemble plus & un S scripte qu’a .

I La notation A!™"! est préférée a la notation |\| des références [5] et [23] puisque cette derniére ne
généralise pas la méme notation pour les partages usuels de entier n adoptée par Macdonald [21], i.e

lorsque u = (n,0,...,0).
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def
u! S Hui!,
i
def
Al = 11>
i

def

Almul def H m(a,b,c,...)!
(ab,c,...)

Il y a deux cas particuliers. Lorsque u = (n,0,...,0), noté u = (n), les partages de u
sont identifiables avec les partages usuels de l'entier n. Lorsque v = (1,1,...,1), noté
u = 1™, les partages vectoriels de u sont identifiables avec les partitions (d’un ensemble
en classes) de [n]. Par exemple, considérons la partition 7 = 12|3]|457|69|8 de [9]. Les
barres verticales séparent les blocs By a Bs dans ’ordre. Cette partition correspond au

partage vectoriel A ayant pour parts

1 2 3 45 6 7 8 9
M = (1, 1, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0) « B
X = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) < By
A3 = (0, 0, 0,1, 1, 0, 1, 0, 0) < Bs
MM = (0, 0,0, 0, 0, 1, 0, 0, 1) « By
s = (0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 1, 0) — Bs
total: w = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

Maintenant, voyons comment un vecteur u = (uy,us, ...) € N¥, dont la somme marginale
est n, peut induire une coloration sur une partition 7 de [n]. Considérons la partition

{C1,C5,Cs, ...} de [n] (tolérant des parties possiblement vides):

Cl = {1,...,’&1}
Cy = {U1+1,...,U1+U2}

Cy = {ur+us+1,... u1 +us+ usg}
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Les éléments de C7 seront de la 1lére couleur, ceux de (s, de la deuxiéme couleur, etc.
(Une partie vide correspond a un décalage dans la numeérotation des couleurs).

Définition B.2.2. Posons,
pu:n] — [n] X P:ir— (i,5).

ot lélément i est de la couleur j selon la coloration induite de u. Posons [n|, = p([n]).

Maintenant,

T S5 {pu(C1),pulCa); .},
c.-a-d. pour chaque bloc B de 7, on remplace chaque i € B par le couple ordonné (i,j).
Définition B.2.3. Posons Il le treillis des partitions de [n] avec la relation de raffi-
nement, c.-a-d. ™ < o si et seulement si chacune des classes de w est un sous-ensemble
d’une classe de o. Notons 0 la partition la plus fine et 1, la plus grossiére. Nous noterons
[o,7] Uintervalle entre o et . Posons Ilp,), le treillis des partitions de [n] colorées par

u avec la relation de raffinement induite de celle de 11};,).

Rappelons certaines propriétés de la fonction de Mobius sur IIj,). D’abord, u(0,1) =
(=1)»=D(n —1)! Si m = {B1,Bs,...,B;} et que pour obtenir o, chaque classe B; est

partitionnée en \; classes, alors
[0,71'] ~ H)\l X H)\Q X ... X H)\l'

Définition B.2.4. Soient m, o et A\ comme ci-haut. Le type d’un intervalle [o,7] est le

partage \ formé les parts \; (en réarrangeant en ordre croissant si nécessaire), noté
type(o,m) def ).
Aussi, typer def type(0,m). Le signe du méme intervalle est défini par
sign(o,m) ol ey = (=1,

Ce signe est justement le signe qui intervient dans la fonction de M6bius sur un intervalle:

l
p(o,m) = sign(o,m H (N —1)!
=1
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Définition B.2.5. Soit u un vecteur fizé et m € 1lj,. Le type de la partition colorée
my est le partage vectoriel \ de u obtenu comme suit. La jiéme composante de \; est le

nombre d’élément de la jiéme couleur dans la iiéme classe de w. Nous noterons cela
A = type, .
Lemme B.2.6. Soit \ partage vectoriel de u. Le nombre de 7 € 11}, tels que type,m = A

W\ def u!
A) AI\mul”

Exemple B.2.7. Considérons encore la partition m = 12|3|457|69|8 de [9] et le vecteur

vaut

u=(3,2,4,0,...,0). La partition m, est donnée par
m = (1,1)(2,1)[(3,1)[(4,2)(5,2)(7,3)[(6,3)(9,3)[(8,3)

et son type est donné par le partage vectoriel A ayant pour parts

Cy Cy Cs
Moo= (2,0, 0, 0, ..., 0) < B
N = (1, 0, 0, 0, ..., 0) < By
N o= (0, 2, 1, 0, ..., 0) < Bj.
Moo= (0, 0, 2 0, ..., 1) < By
s = (0, 0, 1, 0, ..., 0) < Bs
total: w = (3, 2, 4, 0, , 0)

Remarque B.2.8.

1. Pour v = 1", en prenant le type des partitions nous avons la bijection

" . artages vectoriels
( [n] B ) (H[n]u = g °
deu=1"

Mais si v admet un u; > 1 alors le passage au type est une application surjective

mais non injective:

M, — {partages vectoriels de u} .
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2. Siw < o dans II,,, c.-a-d. 7 est un raffinement de o, alors type,m < type,o au sens
suivant. Soient A et 1 deux partages vectoriels de u. On a A < n si et seulement
si pour tout i il existe A(?) partage vectoriel de n; et que, globalement, U;A\(®) = X

(réunion ensembliste des parts).

B.2.2 Les fonctions symétriques en plusieurs jeux de va-

riables

Définition B.2.9. Une série formelle f € Q[[X,Y,...,Z]] est dite fonction symétrique
en k jeur de variables si elle est invariante sous Uaction diagonale de So (action in-
dépendante sur chacun des jeuz de variables par permutations des indices) et si le mul-
tidegré est borné. Nous noterons I ’anneau des fonctions symétriques de MacMahon
(sous-entendu en k jeux de variables). De plus M est un anneau gradué:
m= J M,
ueNk
> Wm=t

ot M, est l’espace vectoriel des fonctions symétriques de degré multihomogéne wu.

Lorsque nous travaillons avec le vecteur u € N*¥ nous supposerons que nous disposons

que k jeux de variables infinis (alphabets) X = {z1,29,...}, Y = {y1,0,...}, Z =

{21,22, . }, .

Considérons la séquence infinie de vecteurs dans N* dont un nombre fini sont non nuls:

o = [(al,bl,cl, ce ),(CLQ,bQ,CQ, e ),(a3,63,03, ce ), e ] .

Le monéme M® est défini par

o __ ,.a1,.02, .03 b1 ba b3 c1.C2C3
M = a7 25?23 oy Yyt 2 2R

Définition B.2.10. Soit A un partage vectoriel de u. La fonction symétrique monomiale

m) est

def
mAéZM"‘,
o
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ot la somme se fait sur toutes les séquences distinctes o obtenues par permutation des

vecteurs de .

Dire que les fonctions suivantes sont des bases de 91, et en trouver la référence

puisque glissé en passant dans [23]. Je crois qu’il suffit de voir que

{ma} ) partage vect. de u

est une base; les autres découlent des matrices de transition.

Définition B.2.11. Les sommes de puissances pour le partage vectoriel A = AAa ... ol

i = (a3,bi,¢4, . .. ) est donné par
def
PN =P\ D)y - - -
ot
def a,b.c
Plabe..) = Z TjyYszj = Mabe,..):

Définition B.2.12. Soit (a,b,c,...) € NF, €(abe,..) €St défini par la fonction génératrice

Z e(a,b,c,...)rasbtc = H(l +xir+yis+zit+ ... )
(a,b,c,... )ENF i
Ensuite, pour un partage vectoriel A = A\ Xs ..., la fonction symétrique élémentaire est
def
EN == €\, €xy - -

Définition B.2.13. Soit (a,b.c,...) € N¥, Papie,..) est défini par la fonction génératrice
Z h(a7byc7”.)r“sbtc cee = H(l —xr — s — zit — ... )
(a,b,c,... )ENF i
Ensuite, pour un partage vectoriel A = A\ )Xo ..., la fonction symétrique compléte homo-
géne est
def
hy == hyhy,--- -
On pourrait définir les forgotten avec 1l’involution w suivant Doubilet et

ou Macdonald ?
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B.2.3 Morphismes et définitions en termes d’ensembles de

dispositions

Définition B.2.14. Une disposition est une fonction f : [n] — P avec un méme type
de configuration sur chaque ensemble f~({j}). Le type de configuration étant a spécifier
et pouvant dépendre de parameétres extérieurs tels le vecteur u et une partition .
Définition B.2.15. Soit f : [n] — P. Posons kerf la partition de [n] définie par la
relation d’équivalence

i~j e fli)= 1)

Le ker d’une disposition [ est défini comme étant le ker de la fonction sous-jacente.
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Définition B.2.16 (Doubilet). Soit m = {B1,Ba,...,B;} une partition de [n].

M. def {diSPOS@'tiOTLS f:[n] — P sans conﬁgumtion}
g T )

particuliére telles que ker f = .
fonctions [ : [n] — P telles f est constante

sur chacune des classes B; et difféere d’une

classe a lautre.
dispositions [ : [n] — P sans configuration

particuliére telles que ker f > .

B {fonctions f i [n] — P telles f est constante}

sur chacune des classes B;.

dispositions f : [n] — P sans configuration

particuliére telles que (ker f) Am = 0.

fonctions f : [n] — P telles que la restriction

de f sur chacune des classes B; est injective.

(dispositions f : [n] — P avec pour configu-)
ration sur chacun des f~1({j}) un ordre li-
Hr = néaire pour chacun des sous-ensembles consti- ) ,
tués des éléments d’une méme couleur (selon

coloration u). )
dispositions f : [n] — P constantes sur cha-

cune des classes B; et ayant pour configuration
sur chacun des f~1({j}) un ordre linéaire sur

Uensemble des B; C f~1({j}).

Définition B.2.17. Soit f : [n] — P. Posons

id?* ¢ [n], — P

pu(i) — [f(9).

Voici 'importante pondération qui va nous permettre de récupérer les fonctions symé-
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triques de MacMahon.
Définition B.2.18. Soit f : [n], — P.

v(f) = H Pu(i)f(i)

ot, pour py(i) = (i,5), pu(i) désigne le j iéme jeu de variables, par exemple

1 < X:{xl,xg,...},

2 < Y:{y1>y27"'}7

(pour chacun des ensembles de la définition B.2.16.) Nous posons alors ky, def ~ o id?v,

Comme dans les séries génératrices, pour F un ensemble de fonctions:

ku(F) = 3 kal).

feF
Nous posons
def
Mz = K/U(Mﬂ')a
def
Pru = tu(Pr),

B.2.4 Les théorémes principaux

Théoréme B.2.19. Pour u quelcongue, nous avons les matrices de transition suivantes:

Pru = Zma,u (B21)

gzm
ery = Z Moy (B.2.2)
qATr:ﬁ
hew = O _(type,(o,m)! Moy (B.2.3)
Jruw = Z(typeu(ﬂw))! Moy (B.2.4)

727
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Preuve: Les identités (B.2.1) et (B.2.2) sont obtenues en vertu des définitions de M,
Pr et E; tandis que les identités (B.2.3) et (B.2.4) sont démontrées suivant une argu-

mentation similaire & celle des théorémes 6 et 8(ii) de [5].
|

On peut dériver toutes les matrices de transition entre les mr v, Dru,€ru,ltru €t fru en
utilisant seulement les relations (B.2.1) a (B.2.4) et les techniques d’inversion de Mgbius
sur IIj,. Ce que fait Doubilet.

Théoréme B.2.20. Soient m € Ilj, et u € N*. Alors, nous avons les identités combi-

natoires suivantes (dans M, ):

May = (typeuw)!m‘11 Miype, s
Prou =  Dtype,ms

Cru = (typeuﬂ)! etypeuﬂv
hw,u = (typeuﬂ)! htypeum
fﬂ',u = (typeuﬂ-)!mul ftypeuﬂ'-

preuve: voir Rosas 23], pp.22-25.

Remarque B.2.21. Originalement, Doubilet a prouvé ce résultat seulement dans le contexte

u = (n). Mais tous les calculs peuvent étre repris in extenso. Ce que fait Rosas.

B.2.5 Identification de 9. avec ¢

L’espace 9~ joue un role particulier. Premiérement, il y a la bijection mentionnée en

premiére partie de la remarque B.2.8. Deuxiémement, il y a le fait que pour tout m € H[n],
(typenm)! = (typenm)™il = 1.

Ceci nous permet d’identifier 91~ avec ’espace ¢ défini comme suit par Doubilet.

Définition B.2.22. ¢ est l’espace vectoriel, & coefficients dans Q, librement engendré
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par les symboles M. On définit les autres éléments suivant les relations (B.2.1) a (B.2.4):

2L N (type, (o,7)) Vg

o

LN (type, (7.m) s

T2

(B.2.5)

(B.2.6)

(B.2.7)

(B.2.8)

Définition B.2.23. Soient u fizé et A un partage vectoriel de u. Posons, en utilisant le

lemme B.2.6 et le théoréme B.2.

M, 2L
p, 4t
B, &
H, L
F,

Posons, cette fois-ci dans 9yn:

20, les éléments de M, suivants:

Z M = (K) A\l my,

type, T=A

similairement pour Ey, Hy et F).

Nous définissons ensuite deur morphismes:

Gy IMin — My 1 My — Hu(MW) = (typeuﬂ—)!mul Mtype, ™

or My — Myn -

u

M)\ | — M)\.
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Ce sont des morphismes d’espaces vectoriels puisque {m,} et {M,} sont des bases de
Myn et M, respectivement. Le théoreme B.2.20 se lit alors ¢, o kin(My) = Ky(Mz),

etc.

Lemme B.2.24. Pour \ partage vectoriel de u nous avons

du(My) = M.

Preuve: simplement les définitions.

Théoréme B.2.25 (théoréme 11 dans [5]). Considérons u fizé et A parcourant les

partages vectoriels de u.

(i) Les éléments Py, Ey, Hy et Y sont dans ¢* (9, le sous-espace de Min engendré

par les My;

(i) Nous avons

ou(My) = My,
¢u(P) = Py,

similairement pour E\, Hy et F);

(11i) Le morphisme ¢}, est un relévement de ¢y, c.-d-d. ¢y, o ¢, = idon,,..
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fonction centrale, 7
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involution w, 18, 22

Jacobi-Trudi
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cycles disjoints, 5
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