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AVANT-PROPOS

L'année 2000, année mondiale des mathématiques sous 1'égide de 'UNESCO, marque, parmi
tant d'autres anniversaires, les dix ans du Laboratoire de Combinatoire et d'Informatique
Mathématique de 'UQAM. Les disciplines couvertes par le LaCIM ont connu des développements
remarquables au cours des dix derniéres années, que ce soit sur le plan théorique, en combinatoire et
en informatique, ou au niveau des applications, en analyse et en algébre, en calcul formel, en
géométrie algorithmique, en physique statistique, et, plus récemment, en bio-informatique.

Le but du Colloque LaCIM 2000, Combinatoire, Informatique et Applications, est de faire le
point sur quelques-uns de ces développements en réunissant des experts internationaux de ces
domaines. Nous souhaitons également marquer le dixi¢me anniversaire du LACIM en donnant la
chance aux chercheurs jeunes ou plus expérimentés, de faire connaitre leurs résultats récents.

Le programme comprend dix conférences pléniéres ainsi que 27 communications
sélectionnées par le comité scientifique et regroupées dans une séance d'affichage. Nous présentons
dans ce volume les résumés des conférences invitées ainsi que les résumés substantiels des
communications.

Nous remercions chaleureusement tous les participants et toutes les personnes qui ont
contribué a faire de ce colloque un franc succeés. Un merci particulier est adressé a nos
commanditaires:

- Le Ministére de la recherche, de la science, et de la technologie (Québec),

- Le Centre de Recherches Mathématiques (Montréal),

- L'Université du Québec & Montréal.

Pierre Leroux, pour les comités de programme et d'organisation.
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FOREWORD

Among the celebrations related to UNESCO World Mathematical Year 2000 , is the 10th
anniversary of the Laboratoire de Combinatoire et d'Informatique Mathématique (LaCIM). In the
last ten years many important developments have occurred in the areas covered by LaCIM, both at
the theoretical level, in combinatorics and in computer science, and in their applications, in algebra
and analysis, in statistical physics, in computational geometry, in computer algebra, and, more recently,
in bioinformatics.

The purpose of the LaCIM 2000 Conference, Combinatorics, Computer Science and
Applications, is to review some of these developments by bringing together international experts.
We also wish to mark our 10th anniversary by giving the opportunity to all researchers, young or
more experienced, to present their recent results.

The conference program includes ten plenary talks and 27 contributed communications selected
by the scientific committee and regrouped in a poster session. This volume contains the abstracts of

the plenary talks and the extended abstracts of the contributed communications.

We warmly thank all participants and all those who have contributed in making this Conference
a success. Special thanks are also addressed to our sponsors:

- The Ministere de la recherche, de la science, et de la technologie (Québec),
- The Centre de Recherches Mathématiques (Montréal),

- The Université du Québec 2 Montréal.

Pierre Leroux, for the program and organizing committees.
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Formal Properties of XML Grammars and Languages

Jean Berstel
Institut Gaspard Monge (IGM), Université Marne-la-Vallée
and
Luc Boasson
Laboratoire d’informatique algorithmique: fondements et applications (LIAFA),
Université Denis-Diderot

Abstract

XML (eXtensible Markup Language) is a format recommended by W3C in
order to structure a document. The syntactic part of the language describes the
relative position of pairs of corresponding tags. This description is by means of a
document type definition (DTD). In addition to its syntactic part, each tag may
also have attributes. If the attributes in the tags are ignored, a DTD appears to
be a special kind of context-free grammar. The aim of this talk is to study this
family of grammars.

One of the consequences will be a better appraisal of the structure of XML
documents. It will also show some limitations of the power of expression of XML.
Consider for instance an XML-document that consists of a sequence of paragraphs.
A first group of paragraphs is being typeset in bold, a second one in italic, and
there should be as many paragraphs in bold than in italic. As we shall see, it is
not possible to specify this condition by a DTD. This is due to the fact that the
context-free grammars corresponding to DTD’s are rather restricted.

The main results presented in this talk are two characterizations of XML-
languages. The first is set-theoretic. It shows that an XML-language is the big-
gest language in some class of languages. It relies on the fact that, for each
XML-language, there is only one XML-grammar that generates it. The second
characterization is syntactic. It shows that XML-languages have a kind of “satu-
ration property”.

As usual, these results can be used to show that some languages cannot be
XML. This means in practice that, in order to achieve some features of pages,
additional nonsyntactic techniques have to be used.

It appears that a new concept plays an important role in XML-languages. This
is the notion of surface. The surface of an opening tag a is the set of sequences
of opening tags that are children of a. The surfaces of an XML-language must be
regular sets, and in fact describe the XML-grammar. The characterization results
we mentioned heavily rely on surfaces, but the second one also uses the syntactic
concept of a context.

We also investigate decision problems. It is decidable whether the language
generated by a context-free grammar is well-formed (that is whether it is contained
in a set of Dyck primes), but it is undecidable whether there is an XML-grammar
for it. On the contrary, it is decidable whether the surfaces of a context-free
grammar are finite. At the end, we give some historical remarks. Indeed, several
species of context-free grammars investigated in the sixties, such as parenthesis
grammars or bracketed grammars are strongly related to XML-grammars. This
relationship is sketched.



Résumé

XML (eXtensible Markup Language) est un format recommandé par le consor-
tium W3C, pour la structuration de documents. La partie syntaxique du langage
décrit la position relative de paires de balises dans le texte. Cette syntaxe est
présentée, en XML, sous forme d’une description de type de document (DTD).
En plus de la partie syntaxique, chaque balise peut aussi porter des attributs. Si
Pon ignore les éventuels attributs des tags, une DTD s’apparente & une grammaire
context-free d’une forme particuliere. Le but de cet exposé est ’étude de cette
famille de grammaires.

Une de ses conséquences sera une meilleure compréhension de la structure des
documents XML. L’étude montrera aussi quelques limitations dans la puissance
d’expression de XML. Considérons par exemple un document XML qui consiste
en une suite de paragraphes. Un premier groupe de paragraphes est composé en
caracteres gras, un deuxiéme groupe est en italiques, et 'on demande qu’il y ait
autant de paragraphes en gras qu’en italiques. Nous verrons qu’il n’est pas possible
d’imposer cette derniére contrainte au moyen d'une DTD. Ceci est dii au fait que
les grammaires context-free correspondant aux DTD sont plutdt restreintes.

Les résultats principaux présentés dans cet exposé sont deux caractérisations
des langages XML. La premiére est ensembliste. Elle montre qu’un langage XML
est 'élément maximal dans une certaine classe de langages. Elle repose sur le
fait que, pour chaque langage XML, il n’existe qu’une seule grammaire XML qui
Pengendre. La deuxiéme caractérisation est syntaxique. Elle montre que les lan-
gages XML possédent une certaine propriété de “saturation”.

Comme d’habitude, ces résults peuvent servir & montrer que certains langages
ne sont pas XML. Ceci implique qu’en pratique, certains aspects de pages Web ne
pourront étre réalisés qu’en ayant recours a des techniques non syntaxiques.

Un nouveau concept joue un réle important dans ’étude des langages XML. 11
s’agit de la notion de surface. La surface d’une balise ouvrante a est I’ensemble des
suites des balises ouvrantes qui sont des enfants de a. Les surfaces d’un langage
XML doivent étre des langages rationnels. En fait, elles décrivent complétement
la grammaire. Les deux caractérisations que nous avons mentionnées reposent sur
la notion de surface. La deuxiéme utilise aussi le concept de contexte.

Nous étudions également des problémes de décision. Il est décidable si un lan-
gage engendré par une grammaire context-free est bien formé (c’est-a-dire contenu
dans un ensemble des mots Dyck premiers), mais il est indécidable s’il posséde
une grammaire XML. En revanche, il est décidable si les surfaces d’une grammaire
context-free sont finies. Nous terminons notre exposé par quelques remarques his-
toriques. En effet, plusieurs espéces de langages context-free étudiées dans les
années soixante sont trés liées aux grammaires XML. Il s’agit de grammaires pa-
renthétiques ou de grammaires crochetées. Ce lien est esquissé.



Two permutation set statistics

Richard Ehrenborg
KTH

Abstract

It is a classic result that the distribution of the descent set statistic is maximized
on the two alternating sets. Ira Gessel conjectured where the maximum occurs when
maximizing this distribution over sets with a fixed number of runs. I will explain the
techniques for proving this conjecture. They include the Viennot triangle for computing
this distribution and two orderings for comparing sets. Also asymptotic results for this
distribution will be presented.

Another statistic is the excedance set statistic. Even though the distributions of the
number of descents and of the number of excedances are the same, the distributions of
the descent set statistic and the excedance set statistic behave quite differently. I will
state what is currently known about the excedance set distribution and end with a few
conjectures.

Résumé

C’est un résultat classique que la distribution de la statistique «ensemble de des-
centes », sur les permutations, atteint son maximum aux deux ensembles alternés. Ira
Gessel a conjecturé la nature du maximum de cette distribution lorsque 1’on se restreint
aux ensembles ayant un nombre fixe de sous-séquences d’éléments consécutifs. Je vais
présenter des techniques permettant de démontrer cette conjecture. Elles comprennent
le triangle de Viennot pour le calcul de cette distribution et deux relations d’ordre sur les
sous-ensembles. Des résultats asymptotiques pour cette distribution seront également
présentés.

Une autre statistique est la distribution des permutations par « ensemble d’excédan-
ces ». Méme si les distributions du nombre de descentes et du nombre d’excédances sont
les mémes, les distributions par ensembles de descentes et par ensembles d’excédances
sont en fait trés différentes. Je vais présenter ce qui est connu a ce jour et énoncer
quelques conjectures.



Reconstruction d'un génome dupliqué ancestral

Nadia El-Mabrouk

Université de Montréal

Résumé

Cette présentation traite d’un phénoméne d’évolution particulier : la duplication
compléte de génome. Un tel phénoméne a été observé chez de nombreuses lignées
d’eucaryotes. La co-évolution des génes dupliqués entraine alors une évolution rapide
de I'espece. Le génome est représenté par un ensemble de séquences (chromosomes)
formés d’une suite de génes. A la suite du phénomene de duplication, le génome subit
une suite de mutations interchromosomales et intrachromosomales qui modifie gran-
dement P'ordre et I’orientation des génes dans le génome. Au bout du compte, on ne
détecte plus que des segments, plus ou moins longs, de chromosomes, apparaissant exac-
tement deux fois dans le génome complet. Le probléme est alors de retrouver le génome
ancestral juste aprés la duplication, ainsi que le nombre et le type de mutations surve-
nues. La méthode de parsimonie consiste considérer le nombre minimal d’opérations
de réarrangement nécessaire pour retrouver un génome dupliqué. La complexité et les
méthodes de résolution de ce probléme sont étroitement liées au type d’opérations de
réarrangement et de données biologiques considérées. Nous présentons des algorithmes
exacts et en temps polynomial pour résoudre le probléme dans le cas ot les génes sont
orientés et signés, et dans le cas ol les opérations de réarrangement considérées sont les
inversions et les translocations. Notre méthode se base sur les résultats de Hannenhalli
et Pevzner pour les remaniements génomiques.

Abstract

The genome can be modeled as a set of strings (chromosomes) of distinguished ele-
ments called genes. Genome doubling is an important source of new gene functions and
novel physiological pathways. Originally a duplicated genome contains two identical co-
pies of each chromosome, but through reversals or other intrachromosomal movements,
the gene orders in each copy of a chromosome change independently, and through re-
ciprocal translocation, the identical synteny of the two copies is disrupted. Eventually,
all that can be detected are several chromosome segments, each of which appears twice
in the genome, containing a series of paralogous genes in parallel orders. The problem
considered here is to reconstruct some or most of the original gene order at the time of
genome duplication, based on traces conserved in the ordering of those duplicate genes
still identifiable, i.e., still recognizably homologous despite evolutionary divergence in
nucleotide sequence. The complexity of this problem and the choice of methods depend
on the type of rearrangement operations considered and the kind of biological data
available. We present exact algorithms for reconstructing the ancestral doubled genome
in polynomial time, in the case of ordered and signed genes, and when rearrangement
operations considered are reversals and translocations. Our method is based on the
result of Hannenhalli and Pevzner for the comparison of two given genomes.



Permutations d’André et actions de groupes

Dominique Foata
Université de Strasbourg

Résumé

La notion de permutation d’André a été introduite en 1971 par Foata et Schutzen-
berger pour 1’étude de ’équation différentielle D”’=D’D”, avec les conditions initiales
D(0)=0, D’(0)=s, D”(0)=t. La solution analytique trouvée avait comme coefficients
dans son développement en série de Taylor des polynémes en deux variables, appelés
polynomes d’André, qui n’étaient autres que des polyndomes générateurs d’une classe de
permutations, appelées permutations d’André, qui pour chaque ordre n, sont énumérées
par les nombres tangents ou sécants.

En 1974, Foata et Strehl ont fait apparaitre ces permutations d’André comme des
systémes de représentants d’orbites de groupes agissant sur l’ensemble des arbres bi-
naires croissants et en 1998, Hetyei et Reiner les ont obtenues comme représentants
d’orbites pour une autre famille de groupes, agissant sur une autre famille d’arbres
binaires, que nous appellerons arbres de Hetyei-Reiner.

Il a donc semblé naturel de rassembler ces deux constructions dans un méme modele
et d’introduire un surensemble M(n) d’arbres binaires, dits minimax (la définition est
différente de celle qui avait été prise par Hetyei-Reiner) contenant a la fois les arbres
croissants et ceux de Hetyei-Reiner, tel que si T est un arbre minimax, il lui correspond
un arbre croissant c¢(T) («c»pour «complément ») et un arbre de Hetyei-Reiner r(T)
(«T »pour «retournement ») ayant la propriété que r et ¢ commutent et que rc(T)=cr(T)
est un arbre d’André, qui est en bijection avec une permutation d’André.

On obtient également les récurrences utiles et I’expression de la fonction génératrice
de ces arbres minimax par différentes statistiques.

Abstract

The notion of André permutation was introduced by Foata and Schutzenberger in
1971 in the study of the differential equation D”’=D’D”, with the initial conditions :
D(0)=0, D’(0)=s, D”(0)=t. The analytic solution of the equation has a Taylor expansion
whose coefficients are polynomials in two variables, called André polynomials. Those
polynomials are generating polynomials for a class of permutations, the so-called André
permutations, that are enumerated by the tangent and secant numbers.

In 1974 Foata and Strehl let those André permutations appear as systems of repre-
sentatives of orbits for a group acting on the set of increasing binary trees. In 1998
Hetyei and Reiner introduced another family of groups, acting on another family of bi-
nary trees and showed that the orbits were still enumerated by the André permutations.

It was then natural to include those two approaches into a common set-up. For
this purpose a new class M(n) of so-called minimax trees (the definition differs from
the definition proposed by Hetyei-Reiner) has been introduced that contains both the
increasing trees and the trees defined by those two authors. It is shown that to each



minimax tree T there corresponds first an increasing tree c(T), then a Heytei-Reiner
tree r(T) with the property that r and ¢ commute and that the tree rc(T)=cr(T) is an
André tree.

The necessary recurrences, as well as the generating functions for minimax trees by
various statistics are also derived.



Recent Developments on the Theory of Diagonal
Harmonics: Results and Conjectures

Adriano Garsia
UcCsSD

Abstract

We denote by DH,, the space of polynomials P(zy,zs,...,&n; Y1, Y2, -.,Yn) Which sa-
tisfy the differential equations ), 8;2 63’/",.P(:c;y) = 0. for h+ k > 1. It is easy to show
that DH,, is finite dimensional and consists of polynomials of total degree < (g) In
J. Algebraic Combin. 5 (1996), no. 3, 191-244 Garsia-Haiman gave an explicit conjec-
tured formula for the bigraded character of DH,, under the diagonal action of S,,. This
formula in particular implies that the subspace DHA,, consisting of the alternants of
DH,, has dimensions given by the Catalan number n—JJ()"). Part of this conjecture
may have recently been proved by Haiman using algebraic geometrical methods. In
any event to this date much remains to be done from the combinatorial and compu-
tational point of view. In this paper we report on some conjectures resulting from
an intensive computer study of DHA,,. Theoretical considerations and experimental
data indicate that DHAn is the linear span of the polynomials D}* D42 - .- D" ' A, (z)
where Dy = Y0 385 (for k > 1) and A,(z) is the Vandermonde determinant in
Z1,%9,...,L,. We also present some precise results concerning the ideal Z,, of polyno-
mials P(D1, Ds, ..., Dp_1) which “kill” A,(z).

Résumé

L’espace des polynomes satisfaisant les équations différentielles 3, 6;}‘.6'“‘P(:c; y) =0,
pour h+k > 1, est dénoté DH,,. Il est facile de montrer que DH,, est de dimension finie
et ne contient que des polynémes de degré < (7). Dans J. Algebraic Combin. 5 (1996),
no. 3, 191-244 Garsia-Haiman ont formulé une conjecture explicite pour le caractére
bigradué de DH,, sous ’action diagonale de S,. Cette formule implique en particulier
que le sous espace DHA,, des alternants de DH,, a comme dimension le nombre de
Catalan 7;'4-—1(2”) Une partie de cette conjecture semble avoir été prouvée récemment
par Haiman au moyen de méthodes de géométrie algébrique. Quoi qu’il en soit, il reste
beaucoup a faire du point de vue de la combinatoire et du calcul formel. Dans ce travail,
nous faisons le point sur des conjectures résultant d’une étude intensive par ordinateur
de DHA,. Des considérations théoriques de méme qu’expérimentales suggerent que
DHA,, est le sous espace engendré par les polynémes D{* D5? - - . DZ_"_’I‘ Ap(z) ou Dy =
i1 yi0s. (for k > 1) et A,(z) est le déterminant de Vandermonde en les variables
z1,%o,.. ,:L'n Nous présentons aussi des conjectures précises a propos de 1’idéal Z,, des
polynémes P(Dy, Ds, ..., Dp_1) qui « tuent »A,(z).



q-énumération des matrices & signes alternants n’ayant
qu’un seul -1

Pierre Lalonde
LaCIM

Résumé

Gréce & une suite de récurrences, on énumére les matrices 2 signes alternants qui
comportent exactement un —1, suivant leur nombre d’inversions. On peut tenir compte
de la position de la seule entrée non nulle en premiére ligne. D’autre part, conformément
aux conjectures de Mills, Robbins et Rumsey, on montre que ’énumération (selon le
nombre de parts) des partitions planes descendantes n’ayant qu’une seule part spéciale
vérifie les mémes récurrences.

Abstract

Using a set of recurrence relations, we enumerate the alternating sign matrices that
contain exactly one —1 according to their number of inversions. We can take into
account the position of the unique non-zero entry in the first row. On the other hand, as
suggested by the Mills, Robbins and Rumsey conjectures, we show that the enumeration
(according to the number of parts) of descending plane partitions with exactly one
special part follows the same relations.

1 Matrices a signes alternants

Une matrice carrée M = (m; j)1<i j<n est dite @ signes alternants si m; ; € {1,0,—1}
et si, dans chaque ligne et dans chaque colonne, les entrées non-nulles alternent entre 1
et —1, en commengant et finissant par un 1.

On remarquera que la premiére ligne d’une matrice  signes alternants ne comporte
qu’une seule entrée non-nulle, qui est nécessairement un 1. On parlera du premier 1.

A une matrice 3 signes alternants M = (m; ;), on associe certains paramétres (outre
Yordre n):

a. (M) est le nombre d’entrées & gauche du premier 1. Ona 0 < r(M) < n—1.

b. s(M) désigne le nombre d’entrées égales & —1.

. inv(M) = Fosi i T jMee = D 5 M j (Zk>i,£<j mk,g) est le nombre d’inversions
de M.
On définit les fonctions génératrices:

An = An(gt) = Y AD(g) = 3 gD
M

$20



(la derniére somme portant sur les matrices & signes alternants M d’ordre n); et

An g Anr q, ZA(s) Zqinv(M)ts(M)
520 M

(la dernitre somme portant sur les matrices a signes alternants M d’ordre n ayant r
entrées 3 gauche du premier 1). Evidemment A4, = 2o<r<n—1An,r-

2 Partitions planes descendantes

Nous allons lier les matrices & signes alternants & un autre objet combinatoire, les par-
titions planes des-cendantes (voir [MRR]). Comme la méthodologie de Gessel-Viennot
(voir [GV]) permet de les encoder par des configurations de chemins qui ne se coupent
pas, nous définissons directement les partitions planes descendantes a I’aide de chemins.

Pour les partitions planes descendantes d’ordre n (i.e. les parts ne dépassant pas n),

on utilisera des chemins dont les sommets se trouvent sur la grille {0, ...,n} x{0,...,n}.
Un pas Est joint un sommet (k,£) & (k + 1,¢); un pas Sud joint un sommet (k,£) &
(k,£-1).

Dans ce contexte, une partition plane descendante d’ordre n est une configuration de
chemins n’ayant aucun sommet commun, de points de départ {(0, ¢) }ie xu{n) et d’arrivée
{(4,0)}jef03ux (pour un certain X C {1,2,...,n —1}). (Voir la figure 1.)

A une partition plane descendante P, on associe un certain nombre de statistiques,
outre son ordre n. En particulier, on désignera par:

a. 7(P): le nombre de pas Est au niveau n;

b. s(P): le nombre de pas Est sous la diagonale {(%,?)}o<i<n (Pas spéciauz);

c. inv(P): le nombre de pas Est.

Ceci conduit & définir des fonctions génératrices associées aux partitions planes des-
cendantes. Ainsi,

P, = P,(g,t) = Z PB)(q) = Zqinv(P)ts(P),
P

s20

(la derniére somme portant sur les partitions planes descendantes P d’ordre n); et

Pop=Pog(g,t)= D PSA(g) =D ¢ PP,
P

s20

(la derniére somme portant sur les partitions planes descendantes P d’ordre n ayant r
pas Est au niveau n).

Autrement dit, chaque pas Sud est de poids 1 et chaque pas Est de poids ¢ ou ¢ ¢ selon
qu’il se trouve en haut ou en bas de la diagonale. (Le poids d’une configuration étant
le produit des poids des pas qui la composent.) On a bien sir: P, = Zosrsn—l P

On peut traduire certaines conjectures de Mills, Robbins et Rumsey [MRR] en terme
de ces fonctions génératrices:

a. An(1,1) = Pa(1,1) = [logjcn-1 %%1—1% (Démontrée par Zeilberger [Zel]; sim-
plification ultérieure par Kuperberg [Ku].)

b. A,.(1,1) = P, ,(1,1) """" Hnwﬂn 1 (311’_:']1), . (Démontrée par
Zeilberger [Ze2].)



10

c. Anr(g,t) = Pnr(g,t).
Nous allons montrer ici que A,(,l,)r(q,t) = ,S})(q, t).

3 Déterminants associés aux partitions planes des-
cendantes

Diverses modifications conduisent & un deuxiéme modgle graphique pour les partitions
planes descendantes. On utilisera cette fois la demi-grille supérieure: {(k, ) }o<e<k<n
sur laquelle on définit deux types de chemins:

a. Les chemins de type T, constitués (comme précédemment) de pas Est ( poids q)
et Sud ( poids 1).

b. Les chemins de type B, constitués cette fois de pas Est (poids 1) et Nord-Est
(poids gt). Le dernier pas doit étre Est.

Une configuration TB est une suite de chemins Q = (w1, ...,wn) telle que:

a. Chaque chemin w; est de type T ou de type B.

b. Iy a une permutation o telle que w; part de (0, ) et se termine en (o(5)—1, o(i)—
1).

c. Si deux chemins ont un sommet commun, ils sont de types différents.

(Voir la figure 2.)

Lemme 3.1 Les partitions planes descendantes sont en bijection avec les configurations
TB. Cette bijection préserve les poids (dans E [q,t]), l’ordre n et le nombre de pas Est
au niveau n.

Soit t; ; la somme des poids des chemins de type T de (0,1) & (5, 0) et b; ;(t) la somme
équivalente pour les chemins de type B. Pour une série formelle F(.'c, y) & coefficients
dans I [g,t], Pexpression [z'y/] F(z,y) désignera le coefficient de z'y/ dans F (z,9)-

Théoréme 31 Ong, pourl<i<net0<j<n-1:

Ltj=[zyY](1-z—qzy)~'.

2. Pour tenir compte du nombre r de pas Est au niveau n, il faut remplacer tn,j par
[="¥](gzy)z(l-z—qzy)~".

3 b i) =[z'¥](1—gqty)(l—z—qzy)~!.

La fonction génératrice P, est donnée par P, = det(t; j — b; j(—t)), ot 1 < i< n et
0<j<n-1. On ala méme relation pour P, , en changeant tn,; comme indiqué en 2.

(Les signes négatifs permettent de compenser les signes produits par le déterminant.)

Théoréme 3.2 Soit m;; = [¢'~ 'y~ |(1—z—qzy)~ (1 —zy+qty)~! (pour 1 <
1, <n), alors
P, = det(m,',j)lsi,an .

Pour obtenir P, ;, on remplace m, ; par [z"~ 1y~ (gzy)" (1—z ~qzy)"(1-zy+
gty)~t.



4 Le dernier modeéle

Le théoréme précédent suggére un troisiéme (et dernier) modéle pour les partitions
planes descendantes.

On utilisera la demi-grille triangulaire: {(k,£)}o<e<k<n. Sur celle-ci, on considere les
chemins qui se factorisent en deux parties consécutives (chemins miztes). La premiére
est constituée de pas Sud (de poids 1) et Est (de poids ¢) et provient du facteur (1 —
z—gzy)~!. Lasuivante, de pas Est (de poids 1) et Nord-Est (de poids —gt), provient
du facteur (1 — zy+ ¢ty)~'. Le nombre de pas Est au niveau n de la premitre partie
peut é&tre fixé.

Une configuration mizte d’ordre n est une suite de chemins mixtes Q@ = (wy,...,wn)
telle que:

a. Il y a une permutation ¢ telle que w; part de (0, ¢) et termine en (o(¢) — 1, 0'(%)).

b. La sous-configuration obtenue en effagant les secondes parties des chemins est
sans intersections.

c. La sous-configuration obtenue en effagant les premiéres parties des chemins est
sans intersections.

(Voir la figure 3.) On posera encore sgn(2) = sgn(o) (le signe de Q).

Corollaire 4.1 P, est la somme des poids signés des configurations miztes d’ordre n.
(De méme pour P, , ot le nombre de pas Est de la premiére partie au niveau n est firé

ar.)

5 Les coefficients de ¢

Nous allons maintenant nous concentrer sur les coefficients P,E},-) (et AS}}) Dans ce
cas, tous les chemins d’une configuration mixte sont horizontaux sauf deux chemins
consécutifs qui se croisent. Le signe de telles configurations est toujours positif.

Soit X, , le poids des configurations mixtes pour lesquelles la paire de chemins qui
se croisent commence au niveau n et comporte r pas Est au niveau n dans la premiére
partie. (On utilisera les notations [k] = 1+¢+¢*>+---+¢*~ et [K]! = [1][2] - - - [£].)

Théoréme 5.1 On a:
1L Prg:,l) =q" ,51_)1 +Xn,r-

_ g o n-—1 [n—1]
2 Xy = gln -2 n—l—-r [pn-1-71]]|

8 Xn=3 Xn,= (—1227)5[71 —2]! (ln— 1]2 — (n — 1)2g"~2).
Avec Pl(l) =0, (et la relation P, = EOSr <n-1Pnr ) ces résultats déterminent Py, ..
Théoréme 5.2 X, , est déterminé par la récurrence:
Xnr = ) Xnot,ret 4470 = 1= 1 Xnr + ¢ r)[n = 1= r]fn — 2]t
et par les valeurs initiales:

Xno=0 e Xpn_1=0.

Passons aux matrices & signes alternants. Soit Y, , = Y,/ g™ (M)¢s(M) | 1a somme
portant sur les matrices & signes alternants M d’ordre n ayant r entrées a gauche du

1
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premier 1, avec un seul —1, celui-ci se trouvant dans la méme colonne que le premier 1.
Soit Y, =3, Yo r.

2. A&’ []A(1)1+Y
3 Yur=qrYo-1 14+ ¢ [n—1=7]Ya 1, +¢[r][n -1 —r][n-2].
4. Ag)-—oetYnO—- nn 1—0

Corollaire 5.1 On a
Xnr =Y, et A =P,

0,6) 6_6
5 5 q

W wn

©0) 6.0)

fig. 1. Une partition plane descendante (2 gauche) avec le codage graphique (au centre). Ici, n=6, r=2,
s=3etinv=8... Les poids des pas associés.

q at
1|
1
type T type B

fig. 2. Poids des pas. Une configuration TB (correspondant 2 la partition plane descendante de la figure 1).

u JT

fig. 3. Une configuration mixte... Une configuration mixte avec exactement un pas Nord-Est.
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Abstract

We associate to each rational subset on a free abelian group, and more generally
to each (generalized) rational series on this group, a multivariate rational function.
The kernel of this mapping is precisely described, thereby extending Popoviviu’s
theorem. Another application is a valuation of rational polyhedra.

Résumé

Nous associons & toute partie rationnelle d'un groupe abélien libre, et plus
généralement a toute série rationnelle (en un sens généralisé) sur ce groupe, une
fraction rationnelle en plusieurs variables. Le noyau de cette fonction est ca-
ractérisé, ce qui étend le théoréme de Popoviciu. Une autre application est une
valuation des polyeédres rationnels.

Un sous-ensemble S d’un monoide M est rationnel s’il est obtenu & partir des sous-
ensembles finis par les opérations rationnelles, & savoir 1’union, le produit et I’étoile (=
sous-monoide engendré, noté *). La classe des sous-ensembles rationnels non-ambigus
de M est la plus petite classe £ de sous-ensembles de M contenant les sous-ensembles
finis et telle que [5]:

e s1.5; ethESetSlﬂSzz(O,alorsSluSgEz‘,';

¢ si 5) et Sz € & et si leur produit est non-ambigu (i.e 122 = Y1y, avec z;,Y; € 5;
implique z; = y;), alors 515, € &;

e si S €& etsiS est une base d’un sous-monoide libre de M alors S* € £.

Par définition tout sous-ensemble rationnel de M est décrit par une ezpression ra-
tionnelle, qui est une formule bien formée qui utilise les éléments de M et les opérations
rationnelles. De maniére analogue un sous-ensemble rationnel non-ambigu posséde une
expression rationnelle non-ambigiie, qui est une expression rationnelle ”sans multipli-
cités”. Tout sous-ensemble rationnel non-ambigu de M est clairement rationnel . De
plus, si M est un monoide libre, alors tout sous-ensemble rationnel est aussi non-ambigu
(conséquence directe du théoréme de Kleene [4]). L’hypothése que M soit libre est es-
sentielle ([5],p. 174); néanmoins, Eilenberg et Schiitzenberger ont montré que dans le



cas ou M est commutatif, tout sous-ensemble rationnel de M est aussi non-ambigu ([5]
Th. IV).

Nous considérons le cas M = Z* ot le théoreme d’Eilenberg et Schiitzenberger est
valide. Ceci nous permet d’associer une fonction rationnelle & chaque sous-ensemble
rationnel de Z* de la maniére suivante. Soit F un corps et zi,...,z; des variables
commutatives. On identifie Z* avec le groupe multiplicatif des monomes de Laurent en
les variables z1,..., z: ' _

ZF = {zral .. 2l | i € Z}

Maintenant, & chaque expression rationnelle E sur M, on associe I’ expression f(z) =
f(z1,...,zx) dans le corps F(z1,...,2x) en remplagant U par +, S* par (1 — S)~! et
le produit par le produit.

Par exemple I’expression rationnelle 2* U yz est remplacée par (1 — )~ + yz et
Iexpression z*(y~!)* Uz~ (z~})*par (1 —2) (1 -y 1)~ +2" (1 -2~ 1)1,

Théoréme 1 Si E est une expression rationnelle non-ambigie, alors f(x) est un é-
lément bien défini de F(z1,...,zx) qui dépend uniquement du sous-ensemble S de yAd
représenté par E.

Le fait que f soit bien définie n’est pas trop difficile & montrer car 1’étoile non-
ambigiie s’applique uniquement aux singletons, dans le cas commutatif. Nous établissons
un résultat plus général qui, en contrepartie, implique 'unicité. Dans le cas ou S est
un sous-ensemble rationnel de N* | la fonction f n’est autre que la fonction représentée
par la série formelle ) . ¢ m, laquelle est rationnelle, comme il découle directement du
théoreme d’Eilenberg et Schiitzenberger.

L’application S — f est loin d’étre injective comme on peut le voir dans I’exemple
suivant: S = {z" |n € Z} posséde ’expression non-ambigiie z* Uz~ (z~!)*. Alors

1 -1 1 1
f@)= —+———F=——+—==0

l—-2 1—2-1 l1-2 =z-1

Nous considérons maintenant ’espace vectoriel V' des séries formelles Eme M Omm,
a coefficients a,, € F. Nous définissons sur V les opérations (partiellement définies)
produit et étoile comme suit. Soit S =3 crramm, et T =3 Bmm,. Alors, les
opérations

ST=Y" tmm, ym= Y, by

meM Ty=m

S*=3 bm, Gm= Y. ...

meM 120,x;..x,=m
sont définies (ou convergentes) lorsque chaque coefficient v, et é,, est obtenu comme
somme finie.

Le sous-espace vectoriel S des séries rationnelles (en un sens généralisé) est le sous-
espace contenant les polynomes (séries finies) et vérifiant

e 515, T €S et si le produit ST est défini alors ST € S;
e 51 S €S etsiS* est défini alors S* € S.

Les séries rationnelles possédent une caractérisation matricielle. En effet, on considére

les matrices carrées sur ’algebre F[M] ol les opérations produit et étoile sont définies
s 2 o a ,

de maniere similaire: A* = 37\ A" est défini si pour tout m € M il n’y a qu’un

15
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nombre fini de puissances n € N telles que m apparaisse dans A™ avec un coefficient
non-nul.
Le résultat suivant est bien connu des spécialistes (cf. [8]).

Théoréme 2 Une série S est rationnelle si et seulement s'il existe une matrice A,

une matrice ligne A, et une matrice colonne v sur F telles que A* soit défini et que
S = AA*y.

Finalement, toute série rationnelle S posséde une expression rationnelle E & laquelle on
associe ’expression f(z1,...,zx) dans le corps F(z) = F(xy,...,zs) en remplacant les
opérations rationnelles comme précédemment. On obtient alors le résultat suivant qui
implique le théoréme 1.

Théoréme 3 La fonction f(z1, ..., xx) est un élément bien défini de F(z) ne dépendant
que de S. Si S est représentée par (X, A,7) alors 1— A (qui est une matrice de polynémes
de Laurent) est inversible sur F(z) et f(z1,...,zx) = A(1 — A)~14.

On remarque que si A est une partie rationnelle de Z¥, alors sa série caractéristique
Y mea M est rationnelle; le théoréme 3 implique donc le théoréme 1.

Si I’expression rationnelle pour S n’implique que des éléments de F[[z]], alors S est
rationnelle au sens classique dans F[[zy, ..., zx]], et alors f(z) est la fonction rationnelle
représentée par cette série.

Le noyau de ’application ® : S — f est complétement décrit par le résultat suivant.

Théoréme 4 S € ker(®) si et seulement si PS = 0 pour un certain polynéme de
Laurent P non nul.

Ce résultat implique le théoréme de Popoviciu ( [9], Th. 4.2.3).

Corollaire 5 Soit d € N et (a,)nez une suite satisfaisant une récurrence linéaire
propre: pour tout n dans Z ,

An4d = X1Untd-1+ Q20n44—2 + ...+ aqay,

ot a; EF et ag #0. Alors

E a,z" et E a,z"

n<0 n>0

sont des fonctions rationnelles en x et x~1 respectivement, et leur somme dans F(z)
est nulle.

Un exemple typique de cette situation est 1’exemple présenté apres le théoréme 1.

Un polyédre dans R* est ’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés. 11
est rationnel si ces demi-espaces sont définis par des coordonnées rationnelles. L’algébre
des polyédres P est le R-espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des
polyedres rationnels. Une valuation des polyédres est une application linéaire définie

Ysur P.

Nous utilisons les résultats précédents pour construire une certaine valuation sur les
polyedres. A chaque polyédre rationnel P nous associons la série Sp = Y mepnzk ™, en
identifiant monomes de Laurent et vecteurs dans Z*¥. Comme les ensembles rationnels de
Z* sont fermés sous I’intersection et la projection ([5]), et comme un polyédre rationnel
peut étre décrit par des formes linéaires ayant des coordonnées entieres, P N Z* est une
partie rationnelle de Z*. Donc Sp € S. La fonction P — Sp s’étend naturellement
en une application linéaire P — 8. Nous obtenons ainsi une valuation ¥ : P —»
R(zi,...,z) définie par P — ®(Sp).



Théoréme 6 Notons [P] la fonction caractéristique d’un polyedre P.

(1) Si Py, ..., P, sont des polyédres rationnels et si ay,...,a, sont des coefficients
réels tels que a1 [P1] + ...+ an[Py] = 0, alors

a1 0[P+ ...+ a,B[P,] = 0.
(2) Si P’ est le translaté de P par v € Z*, alors
B[P'] = 2" V[P],

ouz? =2a'r...2"% stv=(i1,...,0%).

(3) Si P contient un sous-espace de dimension I dans R¥, alors B[P] = 0.

Nous conjecturons que la valuation ci-dessus est la méme que la valuation § de J.
Lawrence [7] et A. Khovanskii, A. Pukhlikov [6] (voir aussi [1], Th. 3.1). On montre
aussi dans [1] que § a la propriété suivante: si pour (z1,...,zx) € C¥, lasérie ) cp 2"
converge absolument, alors sa limite est égale a §([P])(z1,...,Zk)-

Si F est un corps avec une valeur absolue, complet, ce qui précéde montre que la
conjecture suivante est certainement vraie: si S = ZveZ" ayz¥ converge absolument
pour un k-uplet (z1,...,2;) € F¥, alors sa limite est égale & V(S)(z1, ..., k).

On peut imaginer une généralisation non commutative des résultats ci-dessus. Par
exemple, en remplacant le groupe abélien libre Z* par le groupe libre G et le corps
F(z1,...,zx) par le corps libre [3]. Dans [2] nous donnons le contre-exemple suivant,
qui montre que cette généralisation n’est pas possible: G est une partie rationnelle
non-ambigué de lui-méme, comme il est bien connu en théorie des automates; nous en
donnons une expression rationnelle non-ambigué, laquelle peut étre interprétée dans le
corps libre, et nous montrons qu’elle n’y est pas définie, c’est-a-dire qu’on inverse 0 a
un moment donné.
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Flow Polytopes

Richard Stanley
MIT

Abstract

If G is an acyclic directed graph with source vertex s and sink vertex ¢, then the
flow polytope P(G) of G is the convex polytope of all nonnegative real flows of size
1 from s to t through the edges of G. We will give a survey of properties of this
polytope, including the computation of its vertices, volume, Ehrhart polynomial, an
explicit triangulation, etc., and its connection with Kostant’s partition function and the
Chan-Robbins conjecture. This lecture is based on joint work with Alexander Postnikov.

Résumé

Si G est un graphe orienté acyclique avec des sommets source s et puits ¢, alors le
polytope P(G) de flots de G est le polytope convexe de tous les flots réels non-négatifs
de valeur 1, de source s et de puits £, sur les arcs de G. Nous présentons les principales
propriétés de ce polytope, incluant le calcul des sommets, du volume, du polynéme
d’Ehrhart, une triangulation explicite, etc., ainsi que ses rapports avec la fonction de
partition de Kostant et avec la conjecture de Chan-Robbins. Cet exposé est basé sur
un travail conjoint avec Alexandre Postnikov.
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La beauté des mathématiques combinatoires

Xavier G. Viennot
CNRS et LaBRI

Université Bordeaux I

Résumé

La combinatoire connait actuellement une renaissance remarquable et est devenue un
domaine tres actif de la recherche contemporaine avec des interactions fructueuses avec
d’autres parties des mathématiques ainsi que 'informatique et la physique théorique. Je
donnerai un « pot-pourri »de quelques petites merveilles de cette combinatoire, appelée
aussi combinatoire énumérative, algébrique ou encore bijective. Ces morceaux choisis,
allant de l'algebre a ’analyse classique, passant par la physique, sont accessibles & un
large public. Une certaine beauté se dégage & partir de formules simples et profondes
associant calculs et constructions combinatoires. Quelques coincidences surprenantes
peuvent parfois faire penser a une combinatoire magique.

Abstract

Combinatorics is experiencing remarkable growth as a research area, with fruitful
interactions with other parts of mathematics, theoretical physics and computer science.
I will present a potpourri of selected marvels in the area called enumerative, algebraic or
bijective combinatorics. These selected pieces, ranging from algebra to classical analysis
and physics, are accessible to a large public. A certain beauty emerges from simple and
deep formulas associated with combinatorial computations and constructions. Some
surprising coincidences may suggest the existence of a combinatorial magic.



42 proofs of n"2

Doron Zeilberger
Temple University

Abstract

Cayley, Borchardt, Sylvester, Priifer, Gobel, Foata-Fuchs, Moon, T.L. Hill, JOYAL,
G. Labelle, ..., Ekhad, Majewicz.

Résumé

Cayley, Borchardt, Sylvester, Priifer, Gobel, Foata-Fuchs, Moon, T.L. Hill, JOYAL,
G. Labelle, ..., Ekhad, Majewicz.
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Exemples de suites de complexité inférieure a 2n

Ali ABERKANE
Institut de Mathématiques de Luminy, Marseille
aberkane@iml.univ-mrs.fr

Abstract
In 1940, MORSE and HEDLUND studied Sturmian words (words of complexity
exactly n + 1). In 1994, G. ROTE presented a study on the words of complexity
2n. We introduce here a class of words of complexity between n+1 and 2n, and we
prove that if the complexity is lower than 3n+ 1, then s(n) = p(n+1) —p(n) < 2
and that we can always build words of complexity very near to n + 1.

Résumé
En 1940, MORSE et HEDLUND ont étudié les suites sturmiennes (les suites de
complexité exactement n+1). En 1994, G. ROTE a présenté une étude sur les suites
de complexité 2n. Nous introduisons ici une classe de suites de complexité comprise
entre n + 1 et 2n, et nous démontrons que si la complexité est inférieure a %n +1
alors s(n) = p(n + 1) — p(n) < 2 et qu'on peut toujours construire des suites de
complexité trés proche de n + 1.

1 Introduction

Dans ce travail, on va étudier I’existence d’une classe de suites infinies de complexité
inférieure & 2n et essayer de donner quelques exemples sur ce genre de suites. Dans un
premier temps, on s’intéresse & regarder 1’évolution des graphes de RAUZY des suites
notées us (voir la notation dans le chapitre de définitions) et & calculer le nombre de
graphes consécutifs ayant plus d’un facteur spécial & droite. On démontre ainsi que si
u est une suite de type us; avec a < % alors ces derniers graphes auront une évolution
presque similaire et on déduit que s(n) = p(n + 1) — p(n) < 2 pour tout n € IN.
Dans un deuxiéme temps, on démontre qu’on peut construire des suites de tres faible
complexité, en donnant une preuve constructive ot on calcule la borne inférieure et
supérieure de ”(: (p(n) est la complexité de ces suites), et on donne un exemple de
point fixe de substitutions de type u,.

2 Définitions et notations

2.1 Définitions

1. Une suite finie sur un alphabet A est appelée un mot.
2. La longueur d’un mot est le nombre de lettres qui composent ce mot.

3. Un mot w de longueur n est un facteur d’une suite u si et seulement s’il existe
ng € IN tel que w = u(ng)u(ng + 1) ---u(ng +n —1).

23



24

. Soit u une suite. On note L, (u) I'ensemble des facteurs de longueur n de la suite u

et py(n) le cardinal de £, (u).
La fonction définie de la fagon suivante :

N — IN
n —> pyu(n)

est appelée fonction de complexité de la suite u.

. Soit u une suite sur un alphabet A.

Son graphe de RAUZY d’ordre n ou graphe des mots de longueur n, noté ', est
le graphe orienté tel que :
— Ses sommets sont les mots de longueur n de u.
- Il existe un arc du mot w vers le mot v s’il existe a et b, éléments de A vérifiant
wa = bv et wa facteur de longueur n + 1 de w.
On appelle a I’étiquette de cet arc.

. Soit u une suite sur un alphabet A et I';, son graphe de RAUZY d’ordre n.

Soit B = z123...%pn,T3...ZTpG1,-..,Thy1 ... Tna -..a; une branche orientée du
graphe I',,.

Le mot étiquetant de la branche B est le mot a;a; ... a.

La longueur de la branche B est |a1a2...ax| = k.

. Soit u une suite sur un alphabet A, w un facteur de u et z une lettre de A.

z est une extension gauche de w si zw appartient & £L(u).

w est un facteur spécial a gauche s’il accepte plusieurs extensions gauches.
z est une extension droite de w si wz appartient & £(u).

w est un facteur spécial a droite s’il accepte plusieurs extensions droites.
w est un facteur bispécial s’il est spécial & la fois & gauche et & droite.

. Un graphe de mots est dit sturmien s’il contient un seul facteur spécial & droite

et un seul facteur spécial & gauche.

2.2 Notations

1. On note G4(z,y) le graphe ci-dessous ol = et y sont les mots étiquetant les deux

boucles. On suppose que |z| > |y|.

¥
F1G. 1 - Le graphe G4(z,y)
Le mot x (resp. y) est le mot étiquetant la boucle commencant par 1’étiquette o

(resp. yo).
On remarque qu’il y a |zy| — 1 sommets, |zy| arétes et un unique facteur bispécial.
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2. Appelons suite de type us toute suite u qui satisfait :
-n+1<phn)<an+1olu1l<a<2(uest donc une suite binaire).
~ Vk,3n,p(n) > n + k (pour exclure les suites sturmiennes et quasi-sturmiennes).
— u est récurrente.

3 Les graphes de mots des suites u,
Lemme 1 Soit u une suite de type us, il existe une infinité de n € IN tels que I',, est
de la forme Gs(z,y)

C’est & dire qu’il y a une infinité de graphes de genre G, dans une suite u; (le lemme
se démontre par I’absurde). Dans ce qui suit, on va étudier 1’évolution des graphes de
mots entre deux graphes consécutifs de genre G.

Soit ', = Gs(z,y) un graphe de mots de type G5 d’une suite infinie u, le facteur
bispécial de ce graphe va subir un éclatement qui va donner un des graphes suivants :

%
G

G,

Fic. 2 - Fn+1

— Dans le cas de G; et G2, ce nouveau graphe est sturmien, et il évolue jusqu’a
Loylyl = Gs(zy,y) ou Ty = Gs(yz, 7).

Notation Notons O;, (respectivement O, ,) I’évolution d’un graphe sturmien

Gs(z,y) en faisant un tour sur la boucle z (respectivement y).
On peut noter ainsi :

Ol,y(Gs (l‘, y)) =G, (.'L‘y, y)

01,2(Gs(z,y)) = Gs(yz, )

et
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— Dans le cas de Gf3, le graphe I',, évolue de la facon suivante :

X ' y Iﬂn

<— 0 0 0 <—

%

// \\
x x>

G’z G’3

I

n+lyl+1

F1G. 3 - L’évolution du graphe G3

étudions les quatre cas :

— Dans le cas de G et G5, ’évolution va devenir de plus en plus compliquée,
ce qui va augmenter le nombre de cas qu’on doit étudier. De préférence, on va
éviter ces deux cas pendant toute 1’évolution.

- Dans le cas de G, on tombe sur une évolution d’un graphe sturmien.

— Dans le cas de G35, I’évolution va continuer pour faire un tour sur la boucle z
en donnant & la fin un des deux graphes A; et A, (& partir de G%, on suppose
que P’évolution ne donne pas un graphe de type G} ou Gb) :

Dans le graphe A;, le facteur bispécial wy va éclater et 1’évolution continue et



COo— G

F1G. 4 — L’évolution du graphe G}

devient de plus en plus incontrdlable, alors on doit éviter (de préférence) de tomber
sur un graphe comme ceci (A;), pour se ramener toujours a un graphe comme A,.
L’idée qu’on va utiliser dans cet article est de mettre quelques conditions sur la
complexité pour forcer les graphes & suivre le chemin et ’évolution qu’on désire.
Par exemple en empéchant la complexité d’étre trop proche de 2n, ce qui limite le
nombre de graphes consécutifs ayant plus d’un facteur spécial & droite, et interdit
donc les évolutions trés compliquées.

Remarquons que si I’évolution nous donne le graphe A,, alors la durée pendant
laquelle des graphes consécutifs ont plus d’un facteur spécial & droite est majorée
par |z| — 1. Dans le cas de Ay, elle est au contraire minorée par |z|.

Notation Notons I’évolution d’un graphe Gs(z,y) en faisant m tours sur la petite
boucle y et en s’arrétant aprés un temps inférieur a |z| — 1 par Op41.

On a donc Op41(Gs(x,y)) = Gs(y™* 'z, z), d’ott on remarque que O1(Gs(z,y)) =
Gs(yz, ) : on retrouve I’évolution O; ; définie ci-dessus.

Lemme 2 Soit u une suite de type us.
Sia < % alors s(n) = p(n+1) —p(n) < 2.

La preuve de ce lemme se base sur les propositions suivantes :

Proposition 1 Soit u une suite de type ug. Soit T la durée d’une évolution de graphes
consécutifs ayant plus d’un facteur spécial d droite, commencant par un graphe G4(z,y).
Sia< $alorsT < |z|-1

Proposition 2 Soit u une suite telle que p(n) <an+1,1<a <2
Sis(n) >2 Vné€ny,ngf alors T =ny —ng < g:;nl.

On peut déduire du lemme 2 et de ’étude des évolutions qui précéde le théoréme suivant :

Théoréme 1 Soit u une suite de type us avec a < %, et (T'y;) la suite de ses graphes
de mots de genre G,. Alors lévolution entre 'y, et T'y, 11, pour tout i > 1, est de l'un
des types O1,y ou Oy, m > 1. On a donc, en posant T'y, = Gs(zi,¥:) -

_ _ 1
Tit1 = ZiY; ou Tiy1 = y;"‘* T;
Yits1 = Yi Yi+1 = ;

oum > 0.

En contrélant I’évolution des graphes I'y,, on peut donc, griace a ce résultat,
construire des suites de type us dont la fonction de complexité a les propriétés désirées.
Ainsi, on peut construire des suites de tres faible complexité :

Théoréme 2 Pour tout nombre réel a, a > 1, il existe une suite u telle que :

1<@M<HEM<a
n n
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Preuve La preuve de ce théoréme est purement constructive. On fait subir au graphe
des mots ’évolution Oy, puis ! fois I’évolution O1,y, puis & nouveau O, ! fois Oy 4, etc.

Soit le graphe I'y, défini comme ceci : Ty, = Gs(zi,y;) = (0} ,-02)i(Ty, ) pour
I € N fixé et I'y,, = G4(10,0).

Notation Notons us; toute suite dont les graphes de mots subissent 1’évolution
(Oﬁyy.Oz)“(Fno). La fonction de complexité d’une telle suite ne dépend que de .

Cherchons les limites inférieure et supérieure de ’% des suites ug3. Le graphe Ty,
vérifie :

{ Tit1 = yizmi-i-l
Yi+1 = T
Donc )
[yl 1 0 Yo
D’ol
lxil - a(lil—;\/x)z +ﬁ(lj;15\/5)z
|Z/i| — al(lilj;z\/x)i +[31(lj:l;\/3)i

Avec \; = (%),/\2 = (%) les deux valeurs propres de la matrice (A =
2 ;s : — a3 p_{_ 3 1, 3-1 —
l +2€+9 est le discriminant de la matrice) et a = 1+ﬁ,ﬁ = 1——‘\/%,(}' =3 m,ﬂ’ =
1, 1=3
2 T 2

La durée des graphes consécutifs ayant deux facteurs spéciaux & droite (respective-
ment un seul facteur spécial & droite) entre deux graphes I'y; et Ty, , est |y;| (respec-
tivement (I + 1)|z;| — |yi|). On pose n} = n; + |y;|.

Le schéma ci-dessous nous donne la complexité des suites ugo :

p(n+1)

a+nl xil-lyil

21yl

a+nl xil -1 Y, |

""""""" gl"n

Iyl

i

n n=n+lyl Nivy

FiG. 5 — La complexité des suites uz



i—1
mp(n) - p(n} +1) T Z}:o(l’(@'jﬂ +1) — p(n); +1))

= pim DIzl = lysl + 20yl
j=oo (L4 1)|zj] = ly;] + lyj+1]

a 50+ VA +9

= MY 0 ace T roass
i1
. —opnjy1 +1) —p(n; +1
11_mp(n) ~ im p(n; +1) - lm Ej_o(P( i}_—:l ) — p(n; )
n im0 Mit i—v00 Y i—o(nj1 — nj)

_ g U Dl + Lyl
o 2
1+ —— =1+ .
I+ e I+1)VA+1+1)

On remarque que Tm2™ —1 ~ 1 et lim®™ -1 ~ L.
n [} n

l— o0 l— o0

Donc, on peut déduire que si l est tres grand alors la complexité p(n) est tres proche
de n + 1. Alors pour trouver une suite u telle que 1 < llm_@ < M@ < a, il suffit de
prendre une suite us avec un ! suffisamment grand pour que 1 + (mh <a.

On donne ci-dessous un exemple plus concret d’une substitution extraite de
I’évolution précédente.

En définissant le morphisme § par §(0) = 10 et §(1) = 00(10)!, on trouve que
Yi+1 = 0(y;) et x4 = 6(x;),Vn € IN. On peut démontrer par récurrence que y; est un
préfixe de y;2. Définissons maintenant la suite v comme ceci : v = lim;, o Y2i. Cette
limite existe pour les deux raisons suivantes :

lim |yq;]| = +o0
1—00
Vi € IN, y2; est un préfixe de y2;4+2 (preuve par récurrence)

On a ygi42 = 62(1‘/21‘)7 T2it2 = 62(w2,-),Vn € N et v = lim;_,00 Y2;- Ainsi v = (62)"’(0)
Donc la suite v est un exemple de suite de type us2 qui peut étre obtenue comme un
point fixe d’une substitution.

Remarque Pour ! = 0, on trouve ’exemple présenté par G. RAUZY dans [6].
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Enumeration of multi-colored rooted maps

Didier Arques *, Anne Micheli *

Abstract

We present a study of n-colored rooted maps in orientable and locally orientable
surfaces. As far as we know, no work on these maps has yet been published. We
give a system of n functional equations verified by n-colored orientable rooted maps
regardless of genus and with respect to edges and vertices. We exhibit the solution
of this system as a vector where each component has a continued fraction form
and we deduce a new equation generalizing the Dyck equation for rooted planar
trees. Similar results are shown for n-colored rooted maps in locally orientable
surfaces.

Résumé

Nous présentons une étude sur les cartes pointées n-coloriées sur des sur-
faces orientables et localement orientables. A notre connaissance, aucun travail
sur ces cartes n’a encore été publié. Nous donnons un systéme de n équations
fonctionnelles vérifiées par les cartes pointées n-coloriées orientables comptées in-
dépendamment du genre et en fonction des arétes et sommets. Nous montrons que
la solution de ce systéme est un vecteur dont chaque composante s’écrit sous forme
d’une fraction continue et déduisons une nouvelle équation généralisant ’équation
de Dyck pour les arbres planaires pointés. Des résultats similaires sont obtenus
pour les cartes pointées n-coloriées sur des surfaces localement orientables.

1 Introduction

The enumerative study of maps starts in 1962 with W. Tutte [10, 11], who counts the
number of rooted planar maps with n edges. In 1975, R. Cori [6] describes planar
maps as combinatorics objects. In 1987, D. Arqueés [1] determines functional relations
verified by generating functions of rooted maps on the torus and obtain closed formulae
to count these maps by vertices and faces. Many works follow on maps of greater
genus, orientable or not, as for example the works of E. Bender and E. Canfield and
also D. Arques and A. Giorgetti [5, 4]. Some works [10, 12] deal also with hypermaps,
equivalent to 2-colored maps.

The study of rooted maps counted regardless of genus is not much extended. This
study start with T. Walsh and A. Lehman [13] who give a recursive relation on the
number of rooted maps counted by edges. In 1990, D. Jackson and T. Visentin [8] use
an algebraic approach in order to obtain a closed formula for the generating functions
of rooted orientable maps counted by edges and vertices and extend this approach to
enumerate hypermaps [9]. The case of these maps in locally orientable surfaces is treated

*{arques,micheli}Quniv-mlv.fr, Equipe de synthése d’images, Institut Gaspard Monge, Unité C-
NRS UPRES-A 8049, Université de Marne la Vallée, 5 Boulevard Descartes, Champs sur Marne, 77454
Marne la Vallée Cedex 2, France
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by I. Goulden and D. Jackson [7]. More recently D. Arqués and J.-F. Béraud [2, 3], give
the functional equation verified by the generating function of rooted maps counted by
edges and vertices, and exhibit the function in continued fraction form.

We present a topological study (with exhibition of a functional topological equation)
of n-colored rooted maps counted regardless of genus. After recalling some basic notions
on maps, we prove that the generating function of n-colored orientable rooted maps is
a solution of a set of partial differential equations. Then we solve this set of equations
to obtain the generating function of n-colored orientable rooted maps with root vertex
of color ¢,1 < i < m, in continued fraction form. This continued fraction brings to the
fore a generalized Dyck equation for these maps. As these results extend themselves to
n-colored rooted maps in locally orientable surfaces, we next give the set of functional
equations verified by these maps and the solution with a continued fraction form.

2 Definitions

We recall some definitions used afterwards (for further details, see for example [6, 2]).

A topological map C in an orientable surface ¥ of R® is a partition of ¥ in three
finite sets of cells :

1. The set of vertices of C, which is a finite set of dots;

2. The set of edges of C, which is a finite set of open Jordan arcs, pairwise disjoint,
whose extremities are vertices;

3. The set of faces of C. Each face is simply connected and its border is the union of
vertices and edges.

The genus of the map C is the genus of . A cell is incident to another cell if one is
contained in the boundary of the other. An isthmus is an edge incident on both sides
to the same face. We call half-edge an oriented edge of the map.

We call B the set of half-edges of the map. To each half-edge is associated its initial
vertex, its final vertex and its underlying edge. a (resp. o) is the permutation in B
associating to each half-edge b its opposite half-edge (resp. the first half-edge met when
turning round the initial vertex of b in the positive way of the surface). The cycles of
a (resp. o) represent the edges (resp. the vertices) of the map. The cycles of o o
are the oriented borders of the faces of the map. (B,0,a) constitute the combinatoric
definition of the topological orientable map associated C.

A map is said rooted if a half-edge b is distinguished. The half-edge b is called the
root half-edge of the map, and its initial vertex is the root vertex. By convention, the
planar map reduced to an unique vertex is said to be rooted.

Two orientable maps of the same genus are isomorphic if there is a homeomorphism
of the surfaces, preserving its orientation, mapping vertices, edges and faces of one map
onto vertices, edges and faces respectively of the other map. An isomorphic class of
orientable rooted maps of genus g will simply be called orientable rooted map.

Definition 1 A n-colored orientable rooted map (n > 1) is a rooted map, where a
mazimum of n colors are used to color the vertices and such as each edge be incident to
two vertices of different colors.

The property “n-colored” is compatible with the equivalence relation whose classes
are the rooted maps.



Let Z, be the set {1,...,n}. Let ¢;, ¢ € I,,, be the variable whose exponent rep-
resents the number of half-edges with initial vertex of color i. Let y be the variable
whose exponent represents the number of vertices of the map. Let My ;, ¢ € Z,, be the
generating function of n-colored orientable rooted maps whose color of the root vertex
is 7, counted by vertices and half-edges whose initial vertex is of color j € Z,.

3 Functional equation

We present in this section a system of partial differential equations and show that the
vector whose components are the generating functions M, ;,1 < i < n, is the unique
solution of this system.

Theorem 1 Vi € I,, M, ; = M, i(y,c1,...,¢n) is solution of the following partial
n n
oM, ;
differential equation : Mn,; = y+ c¢iMn; Z ciMp; + ¢ Z c?a—cm (Ds)
J=1,j# J=1,j#i J

Furthermore (M, ;)1<i<n i the unique solution of the system {(D;),1 <i < n}.

Proof of theorem 1 1. The set of n-colored orientable rooted maps, with root ver-
tex of color 7 is composed of :

e the map reduced to the root vertex of color i,

e the set of n-colored orientable rooted maps, with root vertex of color 7, whose
edge supporting the root half-edge is an isthmus whose deletion disconnects
the map into two maps,

e the set of n-colored orientable rooted maps, with root vertex of color 7, whose
edge supporting the root half-edge is not an isthmus whose deletion disconnects
the map.

The generating functions of these sets are respectively :
e y (straightforward : a vertex, no half-edge).
n
o ¢iMy,; Z ¢jMy. ;. The deletion of the root isthmus b gives two n-colored
J=1,j#i

orientable rooted maps, one whose root half-edge is o(b) and root vertex is of
color 7, the other whose root half-edge is (6 0 a)(b) and root vertex is of a color
J € In, j # . The contribution of the isthmus is c;c;.

n
°c Z c?% The deletion of the edge supporting the root half-edge b
=155 7
dojesnj’faisconnect the map. To enumerate these maps, one counts the number
of ways to add an edge supporting the new root half-edge b to any n-colored
orientable rooted map, of root half-edge e;, of root vertex of color i, as follows :
— o(b) = e,
— the final vertex of b be any vertex of color j, j # 3.

For a given n-colored orientable rooted map, the number of ways to add the
edge supporting the root half-edge b as described, such as the final vertex of
b be of color j, j # 14, is the number of vertices of color j. Thus applying the
operator c; 3%; to the generating function M, ; gives us the generating function
of n-colored orientable rooted maps, with root vertex of color 7, of final vertex
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of the root half-edge of color 7, j # i, whose edge supporting the root half-edge
is not an isthmus whose deletion disconnects the map. The contribution of
the edge supporting the root half-edge b is c;c;.

2. uniqueness

L = Z[y)[[c1,- .. ,cn]], the algebra of the formal series in the commutative variables
C1,... ,Cn, with coefficients in Z[y], supplied with the distance defined for two series
Sy et Sy as follows : d(S;,S;) = 279 (51=52) where

w(S1) = min{ay +...4+ay, /the coefficient of ¢{* ... in S; is not equal to zero},
is a complete metric space. Then £" supplied with the product distance defined for

two elements S = (S1,...,5,) and T' = (Th,...,T,) as p(S,T) = sup d(S;,T;)
1<i<n

is a complete metric space. One can easily show that the system composed of
the right members of equations (D;),1 < i < n, define a contracting operator on
(£™,p) and has an unique fixed point ¢

4 Determination of the generating function of
n-colored orientable rooted maps

The theorem 2 presents a generalization of the system of partial differential equations
seen in theorem 1. This generalization defines a new family of formal series, which are
related to each other as shown in proposition 1. These relations lead to the solution of
the system of equations {(D;),1 < < n} (see theorem 3).

Let u;, i € T, be the variable whose exponent represents the number of vertices of
color i. Let M;(u), i € Z,, be the generating function of n-colored orientable rooted
maps whose color of the root vertex is ¢, counted by vertices of color j € Z,, and half-
edges whose initial vertex is of color j € Z,.

Theorem 2 Vi € Z,,, M;(u) = M;(u)(ca,...,cn) is solution of the following partial
n

n
differential equation : M;(u) = u;+c; M;(u) Z ciMj(u)+c; Z cfaj\;;( )- (Eiu)
J=1,j#i J=1,5i J

Furthermore (M;(u))1<i<n is the unique solution of the system {(E;,),1 <4 < n}.

Proof of theorem 2 The generating functions of the three sets given in the proof of
theorem 1 are obtained in a similar way in this case, except for the generating function
of the map reduced to the root vertex of color i which is u;.

The system composed of the right members of (E;,),1 < i < n, define a contracting
operator on the complete space (£™,p) and has an unique fixed point ¢

Remark 1 If u = (y,... ,y), theorem 1 implies M;(u) = M, ;.

Definition 2 Vi € Z,, let U(i,u) = (U1(i,u),...,Un(i,u)) be the vector such that
Vj € In, U;(i,u) = uj + 65, where &;; represents the Kronecker symbol.

Proposition 1 Vi € Z,,, the M;(u) are related to each other by the following formula :

(1)

U

Mi(u) =

n

l—c; Y ¢iM;(U(i,u))

j=1,j#i



The proof of this proposition is shown in section 6.

Remark 2 Observe that in M;(U(¢,u)), the exponent of u; does not count any more
the number of vertices of color 4, but the number of vertices of a sub-set of these vertices.

We deduce from this proposition :
Theorem 3 The generating function M, ; can be written in continued fraction form :

o

n (0,1)
£-3
c1 n (0,1,j1)
=2 1 _ Z 95,
21 - n a(O,l,jl,jz)
Je=Lj2#j1 1 _ Z J3
Cjg 1
Js=1,js#j2 Cis o

in which  a©® = (ago),... ,al) = (y,...,y)
0,1
a®) = (@™, ,a) =@+ 1L,y,....,1)

j j 0,1,51,--- 2k 15eee ke TR
aOLsdtseede) = (ag VERR]Y) ,aglO,lny, ,Jk)) = g(OLdtsde—1) 4 (6

igry 76ijk)

P

Proof of theorem 3 Using (1) repeatedly to infinity, one obtains :

Mn,l = . Y
C1 é e ZC]'M]' (U(l,a(o)))
—o
1 y (0,1) (0)
- = - asa'") =U(1,a")
€y Y
e _. n
=l N M (U(jl,a(o’”))
j2:11j2'—)£j1
_ L y =
C1 1 n y
C1 n a(ovlrjl)

J1=2 1 J
T X R ,
je=lje#j1 1 _ Z cjs M; (U(jz,a(o’l’“)))

Ciz . -
Jjz=1,j3#j2

From @(O1:dtd%) = U(jy,, al®1d1-:0x-1))  we obtain the equations verified by the

1,51y 5Jk
aio) 3J1y 7.7L) P

From proposition 1, one obtains :

Corollary 1 The generating function of n-colored orientable rooted maps with root ver-
tex of color i, is the solution of the following generalized Dyck equation :

n
Mui=y+ciMai Y c;M;(u)
j=Lii

in which v = (uj)1<j<n = (Y + 6ij)1<j<n-
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5 Application to 3-colored orientable rooted maps

The results obtained are applied to 3-colored orientable rooted maps.

Theorem 4 Vi,j,k € {1,2,3} with i,j,k all distinct, we have :

OMs ;
+ed =2 =0. (2)

OM3 ;
Y+ (cicj M3, + cici Ma g — 1) M3 ; + cic3 —— 5o

6Cj

Corollary 2 The generating function M3 can be written in continued fraction form

1 Y
cls—3
—_ y+1 _
; == -+¥2+1 ¥32 T y1+1 T~ 3 1 T
c Y Y ] — ¢ 1_ - L
VoSS - s Lo il L I
cy c3 c1 cg ) c c3
— T Yy
1 _ y _ Y
3 A- 3 T y2+1 - -ﬁ'f“ F1 F1 ! ES)
< 1 1 [ 1 Y '] Y ¥']
I R s Sl s st= =i B sl sl s Coias
c1 c3 cp 77 co <o c3 cy cg

6 Proof of proposition 1

6.1 Two preliminary lemmas

Lemma 1 Vj,k €T,
c.aMk(u) _

J 6Cj

c OM;(u)
k Bck

=0. 3)

Proof of lemma 1 The set C;_, of n-colored orientable rooted maps, with root vertex
of color j, of final vertex of the root half-edge of color k, whose edge supporting the

root half-edge is not an isthmus whose deletion disconnects the map, is in one-to-one

. M;(u) . . .
correspondence with Cy_,;. Furthermore cjc?ca—aci;ﬂ is the generating function of Cj_

and ckcf%“—) is the generating function of Cj_,;, both generating functions being

counted by vertices of color 7,7 € Z,, and half-edges whose initial vertex is of color
1,1 € I, (see proof of theorem 2) ¢

Lemma 2 Vi, j € 7,,

Cj 6M,~ (u)
M;(u) Oc;

M; (Ui, u) = Mj(u) + + dyj. (4)

Proof of lemma 2 Let us show that (4) is true for any given i € Z,.

Let us define the functions A; j(u) = M;(u) + Ff(%)az\g;gu) +0;;,1<j<n It
will be shown that the vector (A;;(u))i<j<n is a solution of the system of equations
{EG UG, 1 << n}. As {E;u(iu), 1 < j < n} has an unique solution (see theorem
2), (Aj;(u))1<j<n is a solution of the system of equations {EGuw),1 <7 < n},
implies M;(U(i,u)) = A;,j(u),V1 < j < n.
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n n 9 8Az U
Aiju) —uj = 8ij = cjhiz(w) D eehip(w)—¢; Y o 8cjk( :
k=1,k#j k=1,k#j
n i OM;(u
= (]WJ(U) - Uu; — Cij(u) z ckMk(u) — G Z Ci aé( ))
k=1,k#j k=1.k#j *
¢ 6]‘([1(“) n ( Cp; 8MZ(U) )
— i M | —— + dik
M;i(u) Oc; “ ](U)k=1z,k:¢jq Mi(u)  Bex '
c;j OM;(u) - ( cx OMi(u) )
o . M Jik
¢i (Mi(u) 5e; *0 k:lz,,;;e, T e

<Ub

e i ( 1 8Mi(u) 1 OM;(u) 8Mi(u)>

c; _
k=1 k;ﬁjk Mj(u) Ocrdc;  Mi(u)*  Ocx dc;

& aM
As from (E;,), M;(u)—u;—c;M;(u) Z ek M (u)— Z c: (u) =0, it gives :

=Lkt
¢j OMi(u) ( ¢, OM; (u) )
M;(u) dc; )k 1212;51 M;(u) Qe + Ok

z": e (Mi(u) + dix)

k=1,k#j

= . OM;(u =  0?M;(u
—bije; Y o (Mk(u) + Mc-,Eu) 5c£ ) + ‘sik) A ( .)
k=1,k#j ¢ v 3 j

Applying (3) to this equation :

= = (an(U)“Cij(U) i CkaMk(u) JaM() Z cr M ()

) s
Oei k=1,k#j Oe; k=1,ks#j

—8; (Mj(u) > aMuw)+ 3 & GA;ZIEU)>>

k=1,k#j k=1,k#j

Differentiating M(u) with respect to ¢; in (Ej) :

OM; = oM, -
——ajc—f,l-l‘—) =6iij(u) Z ckMk(u)+Cj—aJc§u—) Z ckMk(u)

n n
OM(u
+eiMj(w) D o a’”? ) 4 3 binciMi(w) M;(u)
k=1,ksj Ci k=1,ksj

n n
OM;(u ; ?M;(u
vy 3 A% 3 wee gl v 3 a%il
k=1 k] k=1,k#j Ci k=1,k=j 1UCk

n

Therefore A; j(u) — uj — 6;5 — ¢jAq j(u) Z cxlik(u) —¢j Z cz—a— =090
k=1,k#j k=1,k#j Ch



38

6.2 End of proof of proposition 1

n

. . o T _ ) . Cj 8M1(u) _
(4) 1mp11esj=lzj#c,cj (]\[J (u) = M;(U(¢,u)) + M) de; =0.

Multiplying by M;(u) then adding to each member M;(u), one obtains :

M;(u)|l —¢ Z ¢ M;(U (i, u))|+eiM;i(u) Z ¢; Mj(u)+e; cfa%;(i)
J

Jj=1j#i J=Lj#i J=1,j#1

n
It follows from (E;,) that : M;(u) (1 - ¢ Z chj(U(i,u))> = u;o
J=1,57#1

7 n-colored rooted maps in locally orientable surfaces

As the results on n-colored orientable rooted maps extend themselves rather easily to
the locally orientable case, this section presents some results on n-colored rooted maps in
locally orientable surfaces. After recalling the definition of a map in a locally orientable
surface, the set of functional equations of the generating functions of n-colored rooted
maps in locally orientable surfaces is given, which leads to the solution of this set of
equations, as a vector whose components are continued fractions. Then these results
are applied to 3-colored rooted maps in locally orientable surfaces.

7.1 Definitions

We recall some definitions that differ from those given in the orientable case (section 2).

A map in a locally orientable surface of R? will be called a locally orientable map.

Each edge of a locally orientable map has two ends and two sides, and therefore four
half-edges, each one corresponding to a side and an end.

Two locally orientable maps of the same genus are isomorphic if there is a homeo-
morphism of the surfaces, preserving their roots, mapping vertices, edges and faces of
one map onto vertices, edges and faces respectively of the other map. An isomorphic
class of locally orientable rooted maps of genus g will simply be called locally orientable
rooted map.

Let c;, i € I,, be the variable whose exponent represents the number of half-edges
with initial vertex of color i. Let y be the variable whose exponent represents the
number of vertices of the map. Let M, ; be the generating function of n-colored locally
orientable rooted maps whose color of the root vertex is i, counted by vertices and
half-edges whose initial vertex is of color j € T,.

7.2 Functional equation

Theorem 5 Vi € T, Mn,i = ~n,,~(y,cl,... ,Cn) 18 solution of the following partial

n n
—_ —_ —_ OM,, ; ~
differential equation : My ; = y + ¢; My ; E c; My ; + 2¢; E c?#. (Dy)
=L sorgwi 9

Furthermore (1\7”,,-)15,-5,, is the unique solution of the system {(l~),), 1<i<n}.
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Proof of theorem 5 The proof is the same as in the orientable case, except for the
term corresponding to n-colored locally orientable rooted maps whose removal of the
edge supporting the root half-edge b does not disconnect the map. The contribution of
the edge supporting the root half-edge b is 2¢;c;, as there is two ways to choose the side
of the half-edge o

7.3 Enumeration of n-colored locally orientable rooted maps

Let u;, ¢ € Z,, be the variable whose exponent represents the number of vertices of
color 7. Let M;(u) be the generating function of n-colored locally orientable rooted
maps whose color of the root vertex is i, counted by vertices of color j € Z,, and half-
edges whose initial vertex is of color j € Z,.

Theorem 6 Vi € T,, Mi(u) = ]\’Z//,»(u)(cl,..‘ ,Cn) is solution of the fq{{owing partial

n n
— —~ — M; ~
differential equation : M;(u) = y+c;M;(u) Z ¢ Mj(u)+2c; Z c?aacgu). (Biu)
Jj=1,j#i j=1,j#i J

Furthermore (Mi(u))lsis,1 is the unique solution of the system {(Ei,u), 1<i<n}.

—~

Remark 3 If u = (y,... ,y), theorem 5 implies M;(u) = My ;.

Definition 3 Vi € Z,,, let V(i,u) = (Vi(i,u),. .., Va(i,u)) be a vector such as Vj € I,
Vj(i,u) = uj + 26;5.
Proposition 2 Vi € 7,,, the ]\A/.fi(u), are related to each other by the following formula :

Miu) = —t

loe 3 o (Vi)

=15

Proof of proposition 2 The proof of this proposition is similar to the proof of propo-
sition 1. Therefore we only give here the lemmas needed for the proof :

OM(w)

Lemma 3 Vj,k€Z1,, c¢; Be; OM;(w) _

acy

—Ck

Lemma 4 Vi,j € 7, Mj(V(i,u)) = ]\A/fj(u) + 27\7?-(%5%9—) +26;; ©

We deduce from this proposition :

Theorem 7 The generating function 1\7,,,1 can be written in continued fraction form :

1 a(lo)
(0.1) ’

C1 n \
a.?l

1 z
c1 n a(ovlvjl)

1=2 1 _ J2
¢

J2=1,j2#j1 Ci2

1

in which a® = (a(lo),... ,al) = (y,... )

0,1
a0 — (ag ) ,al®) = (y+2,y,...,7)

0,1,51,...,3 0,1,4150003 0,1,j1,..,J 0,1,j1,. 5 Jk—
a(OLodtsein) — (a(l J1 ]k),_” ,ag, W1 dk)) = @(OLdrysik—1) +2(8ijys-- - 00, )-
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From proposition 2, one obtains :

Corollary 3 The generating function of n-colored locally orientable rooted maps with
root vertez of color i, is the solution of the following generalized Dyck equation :

n
Mn,i =y + CiMn,i Z cj]\/Ij(u)
J=1,j#i

m which u = (uj)i1<i<n = (¥ + 20ij)1<j<n.

7.4 Application to 3-colored locally orientable rooted maps
Theorem 8 Vi, j,k € {1,2,3} with i,j,k all distinct, we have :

— . — OMs ; OMs ;
Y+ (ciCjM;g,j + cicp M3 — 1)M3,i + 20,'0?—8i + 2c,~ci 3.
Cj 8ck

Corollary 4 The generating function ngl can be written in continued fraction form

Y
&1 CL_] PEw] . m

S R IR T R
€1 €3 ¢y c2 €2 €3 €1 €3

- +32 ¥
TR I T b e

c c

HERE S e E R =il EI S e sl

8 Conclusion

This work is a generalization of a work realized by D. Arqueés and J.F. Béraud (see (2, 3])
on the enumeration with a continued fraction, of the generating function of rooted maps
regardless of genus, with respect to vertices and edges.

We first wrote and proved the set of functional equation for the generating function
of n-colored rooted maps in orientable and locally orientable surfaces, regardless of
genus, with respect to vertices and half-edges whose initial vertex is of color i, € Z,.

To solve this set of equations, we exhibited a new set of equations for the generating
function of n-colored rooted maps in orientable and locally orientable surfaces, regardless
of genus, with respect to vertices of color i,i € Z,, and half-edges whose initial vertex is
of color 1,7 € Z,,.

Then it has been shown that the solution of the partial differential equation verified
by the generating function of n-colored rooted maps whose root vertex is of color i,
in orientable and locally orientable surfaces, can be written with a continued fraction
form.This enumeration with a continued fraction form leads to a generalization of the
classical Dyck equation for rooted planar trees. It should be interesting to interpret
topologically this generalized Dyck equation.

An interesting, but not trivial, extension of this work would be to give and solve the
functional equation for n-colored rooted maps for a given genus.
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Abstract

The aim of this work is to study some lattice diagram polynomials Ap(X,Y)
as defined in [4] and to extend results of [3]. We recall that Mp denotes the
space spanned by all partial derivatives of Ap. In this paper, we want to study
the space Mi’f]- (X,Y) which is the sum of Mp spaces where the lattice diagrams
D are obtained by removing k cells from a given partition, these cells being in
the “shadow” of a given cell (7,j) of the Ferrers diagram. We obtain an upper
bound for the dimension of the resulting space M,»'fj(X ,Y'), that we conjecture
to be optimal. These upper bounds allow us to construct explicit bases for the
subspace Mi’fj (X) consisting of elements of 0 Y-degree.

Résumé

Le but de ce travail est I’étude de certains polynémes Ap(X,Y’) associés a des
diagrammes du réseau carré, introduits dans [4], et d’étendre des résultats obtenus
dans [3]. Rappelons que Mp désigne P’espace engendré par toutes les dérivées
partielles de Ap. Dans cet article, nous voulons étudier ’espace M,"J (X,Y) qui
est défini comme la somme des espaces Mp ou D décrit ’ensemble des diagrammes
obtenus en enlevant k cases & une partition donnée, toutes ces cases étant dans
I“ombre” de (i,7) dans le diagramme de Ferrers. Nous obtenons une majoration
pour la dimension de cet espace que nous conjecturons comme optimale. Cette
majoration est exacte quand on se restreint au seul alphabet X, cas pour lequel
nous construisons une base explicite.

1 Introduction

Definition 1 A lattice diagram is a finite subset of NxN. For py > po > -+ > ug > 0,
we say that u = (p1, 2, ... ,4x) 8 a partition of n if n = py + --- + pr. We associate
to a partition p its Ferrers diagram {(i,j) : 0<i<k—1,0<j < pi+1 — 1} and we
use the symbol y for both the partition and its Ferrers diagram.

Most definitions and conventions we use are similar to [4]. For example, given the
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partition (4,2, 1), its partition diagram is

It consists of the lattice cells {(0,0), (0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(2,0)}.

Definition 2 Given a lattice diagram D = {(p1,q1), (P2,42),--- , (Pn,qn)} we define
the lattice determinant
- i g ||m
Ap(X;Y) = det [[«]’y}’ ”i,j:l ’

where X = X, = {21,%2,... , 20} and Y =Y, = {y1,92,--. ,yn}

The polynomial Ap(X;Y’) is bihomogeneous of degree |p| = p; + --- + p, in X and
of degree |g| = ¢1 +--- + ¢, in Y. To insure that this definition associates a unique
polynomial to D we require that the list of lattice cells be given with respect to the
following “pseudo-lexicographic” order: {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(0,2),(0,3)}.

For a polynomial P(X;Y’), the vector space spanned by all the partial derivatives of
P of all orders is denoted L5[P]. A permutation ¢ € S,, acts diagonally on a polynomial
P(X;Y) as follows: 0P(X;Y) = P(Zgy,Zoss-- yTon;Yo1sYoas--- »Ys, ). Under this
action, Ap(X;Y) is clearly an alternant. It follows that for any lattice diagram D with
n cells, the vector space Mp = L5[Ap(X;Y)] is an S,-module. Since Ap(X;Y) is
bihomogeneous, this module affords a natural bigrading.

The most general problem exposed in [4] and [5] concerns the space Mp. The
main question is to decide whether this space is S,-isomorphic to a sum of left regular
representations or not. In the particular case where D corresponds to a partition p
the question leads to the “n! conjecture” which asserts that the space M, is a single
copy of the left regular representation. Many efforts to prove this conjecture were only
sufficient to obtain it in some special cases (see [1], [2], [7], [8] for example). In [5], the
case where all the lattice cells of D lies on a single axis is solved.

The next class of lattice diagrams that is of interest is obtained by removing a single
cell from a partition diagram. Its interest comes in part from the fact that it gives a
possible recursive approach for the n! conjecture. If i is a partition of n+1, we denote by
p/ij the lattice diagram obtained by removing the cell (3, j) from the Ferrers diagram of
p. We refer to the cell (4, ) as the hole of u/ij. It is conjectured in [4] that the number
of copies of the left regular representations in M, ;; is equal to the cardinality (which we
denote by s) of the (4, j)-shadow, that is the cardinality of {(¢/,j') € p:4' >4, j' > j}.

A study of the subspace M,,/;;(X) of M,,/;; consisting of elements of 0 Y-degree can
be found in (3], in which the corresponding “four term recursion” is proved by using the
construction of explicit bases. 7

Here we study the following problem. Let u be a partition of n + k. This partition
is fixed and does not appear in the following notations.

Definition 3 Let Mi’fj denote the following sum of vector spaces

Mz',fj(X, Y)= Z Mﬂ/{(alybl)rN:(akybk)}7
(a1,b1),... ,(ak,bx)

where the sum is over all the k-tuples of cells in the shadow of (i, 7).



Because of the “shift” operators (see [4], Proposition 1.3 or section 2 in this paper) we
have M, /;; = Mi{j. Hence this space Mi’fj is a possible generalization of M, ;; if we
want to make k holes in the Ferrers diagram. That is precisely this space that we want
to study. In fact we obtain an upper bound for the dimension of this object, that we
conjecture to be optimal.

In the second section we introduce some “shift” operators which are useful to move
the holes and the cells in the diagrams. The third section is devoted to the proof of
an upper bound for the dimension of M,’”] that is conjectured to be optimal. In the
fourth section we study Mi’fj (X), the subspace of Mz-’fj(X ,Y) consisting of elements of
0 Y-degree, for which we obtain explicit bases.

2 The “shift” operators

For the sake of simplicity, we only state the following propositions for X-shifts. Of
course similar results also hold for Y '-shifts.

Proposition 1 Let L be a lattice diagram. Then for any integer k > 1 we have

n
P(OX)AL(X,Y) = ) ek (i L) Ay, 5,1y (X, Y)
i=1
where py(i, L) is obtained by replacing the i-th biexponent p;,q; by p; — k,q; and the
coefficient €(py(i; L)) is different from zero only if the resulting diagram consists of n
distinct cells in the positive quadrant. Its sign is the sign of the permutation that reorders
the obtained biezponents in increasing pseudo-lexzicographic order.

Proof. This is a particular case of Proposition I.1 in [4].

Remark 1 The diagram py (i, L) is the diagram obtained by pushing down the i-th cell
of L: its biexponent (p;, g;) is replaced by (p; — k, ¢;) which corresponds to k steps down.
The other biexponents are unchanged. This duality between the substractions on the
set of biexponents and movements of cells of the diagram will be extensively employed
all along this article, explicitly or implicitly.

Proposition 2 Let L be a lattice diagram. Then for any integer k > 1 we have
ex(0X)AL(X,Y) = > e(ex(ins- -y ik L)) Dey(in,nn ins L) (X, Y)
1<i1<ig< < <N

where the diagram ey (i1,...,ix; L) is obtained by replacing the biexponents (pi,, Gi,); - - -
(Dirs i) bY (0iy — 1,04,)5--- (i, — 1,0, ) and where the coefficient e(ex (i1, . .. ,ix; L))
is a nonnegative integer which is different from zero only when the resulting diagram
consists of n distinct cells in the positive quadrant.

Proof. The proof is almost the same as for the previous proposition.

For a lattice diagram L, we denote by L its complement in the positive quadrant
(it is an infinite subset). Again we order L = {(p;,q,;), (P2,32),- - - } using the pseudo-
lexicographic order.

Proposition 3

MOXALX;Y) = Y elhiin ik D) Anygirn inn) (X5 Y)

1< <d2 <+ <ig

45
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where hi(i1, ... iy, L) is the lattice diagram with the following complement diagram.
Replace the biexponents (p;,,q;,),- .. , (Pi,» Ts,,) of the complement L with @;, +1,7;,),
ooy (B, +1,T;,). The coefficient e(hi(iv,- .. ,ix, L)) is a nonnegative integer, differ-
ent from zero only if the resulting complement consists of distinct cells in the positive
quadrant.

Proof. We shall prove this proposition by induction on k. If k = 1, then h; = e; and
the result is true since moving down a cell is equivalent to moving up a hole. Assume
the result is true up to k — 1. Then we use the fact that hj = hy_ e; — hip—ses +--- +
(=1)*hyer—1 + (—=1)¥*e;. Indeed hy_; pushes up (k— 1) different holes. And €1 MOves
down one cell, that is pushes up a hole. But if this hole has already been pushed up by
hi—1, we can view this situation as k — 2 holes which have made one “step” and one
which has made two steps. But this situation is killed by the term —hj_se;. Thus by
looking successively at the terms in the previous formula for hy, we get what we want.

Remark 2 One efficient application of the previous propositions appears in the case of

two holes. They imply that for any couple of holes (h;, h3) in the shadow of (,7) then
Bufthahay € Mus((ig) ig+n)y + Muy(i) (i+1,9) thus

M; = Myuy(tg) 40} + MusiGg) i1}

The question of the generalization of the previous result when k > 3 appears spon-
taneously. Is it sufficient to take only the diagrams such that the holes form a partition
of origin (i,j) ? The answer is negative. For example it is easy to check that when

p=(3,2)

Bp/{0,0),(1,0),02} & Muy(0,0),(1,0),(0,1)} + Muy{(0,0),0,1),(0,2)}-

3 The upper bound

We define the annulator ideal of a vector subspace M of Q[X,,Y,] as the following
ideal: Iy = {P € Q[X,,Yy] : VQ € M, P(8)Q = 0}. If M = L[P] then we denote
its annulator ideal simply by Ip. In the case of le:] we denote I M, by I}fj.

We recall the following important result ([7], Proposition 1.1): M = I3;, where the
scalar product is defined by (P, Q) = Lo(P(8)Q) and where Ly is the linear form that
associates to a polynomial its term of degree 0.

3.1 About ideals

We want here to prove the following

Proposition 4

ko -y qdef
Ii,j - ﬂ Iax:‘l#lay:’tul...3z:ﬁ_k3y:l5}_kA“ n Q[‘Xn:}n] =1,
(a1,b1),...,(ax,br)

where the intersection is over the k-tuples of different cells in the shadow of (,7) that
we assume to be ordered in lexicographic order.



Proof. By expanding A, with respect to the last k columns, we obtain:

AIJ (Xntk) y'n-f-k) = Z + A{(alebl)w“ 1(ak7bk)}(X"’ Y’")
(a1,b1),... ,(ak,bk)

* Au/{(al sb1)5e5(@n,bi) } (Xn,Yn),
where X, = {Znt1,--+ s Tntr} and Y, = {Yn+1,-.. ,Yn+k }- Thus for example:
(%) 8(:vzl+1yzl+1 .- .wi’lkyflik)Au(XnH,sz) = CAu/{(a1,b1)... (arbi) } (Xns Yn) +C

where c is a rational constant (different from 0) and C a linear combination with coef-

ficients in Q[@n+1,Yn+1,--- > Tntk, Yntk) Of polynomials Ayt b0),... (a4 0003 (Xns ¥n),
with (a},b}) in the shadow of (a;,b;). Observe that in this case any polynomial that

Kills Ay ¢(ar,b1),... ,(anbi)} (Xn, Yn) also kills every terms in C.
Hence we get what we want because:

e T C I}fj follows from (*) by looking at the constant term of this equality in
Q[zn+1 sYn41y- -+ 5 otk yn+k];
o If; C I follows directly from (*).

3.2 Orbits

The reasoning is inspired from [4], Theorem 4.2.

Let u be a partition of n + k, h = p; and | = pj. We consider two sets a =
(a1,...,ap)and B8 = (B,.-..,H) of distinct complex numbers. To any injective tableau
T of shape p with entries 1,... ,n + k, we associate a point (a(T),b(T)) in C2("+) by
the classical process, ie: a;(T') = a,, (1), bi(T) = Be, () where r;(T) (resp. c;(T)) is the
number of the row (resp. column) of T where the entry 4 lies in T. We define p as
the orbit of (a,b) when T varies over the (n + k)! injective tableaux of shape u. We
introduce J, the ideal of polynomials that are zero all over the orbit, and I =grJ, and
H = I' (we recall that gr is an operator that associate to a polynomial its term of
maximum degree and that the gr of an ideal is generated by the gr of its elements). It
is now a classical result (cf. [7], Theorem 1.1) that I C Ia,,.

We now look at another set in C2®. We consider the set of tableaux T'of shape u
with n entries and k white cells such that the k white cells are in the shadow of (¢, j) (we
denote this set of tableaux by 7;’“]) By the same process as described above, we define
an set p* in C>". Since the cardinality of T}¥; is (})n! the set p* has this cardinality.
We introduce J,« the ideal of polynomials that are zero all over p*, and I* =grJ,. and
H* = (I*)*. We have of course dim H* = (})n!.

We want to prove that MF; C H* and by [7], Proposition 1.1, it is equivalent to
prove that I* C Z.

3.3 Inclusion

We want here to obtain the next proposition:
Proposition 5 We have the inclusion:

I*c1.



48

Proof. Let P be a polynomial in J . Let us consider

Q(Xntk, Ynik) = P(Xp, V) [] (@n41 — @) -+ [1 @nsr — )
=1 =1
J

Jj
x 1T @ns1 = B5) -+ T s — B5).

ji'=1 jl:1

We want to check that this polynomial is an element of J,. We take an element
(o, B) of p. If its projection on C?>" is in p* then Q(a, ) = 0 because of P. If not it
must have at .least one entry between n + 1 and n + k in the first 4 rows or the first j

columns and we have still Q(a, ) = 0. Thus gr(P) € Iazi}“ayi“"'31‘§.+k3yf.+kAu'

For any set of k cells {(a1,b1),...,(ak,bx)} in the shadow of (i,), we observe that
Vh, 1 <h <k, ap >iand by > j. Hence gr(P) is in Z, which was to be proved.

3.4 Conclusion

The main result is now a consequence of all what precedes:

Theorem 1 If p is a partition of n + k and s the cardinal of the shadow of the cell
(,7), then we have:
. k S
dim M;’; < (k)n!.

Remark 3 Recall the proof of Theorem 1.1 of [7]: the previous reasoning implies that
if equality holds in Theorem 1, then ij decomposes as (Z) times the left regular
representation.

Numerical examples and the fact that the construction described in the previous
subsection affords the “good” upper bound in the case of one set of variables (see the
next section) support the following conjecture, which was first stated by F. Bergeron.

Conjecture 1 With the notations of the previous theorem:

dim M}, = (Z) nl.

Remark 4 When k = 1, this conjecture reduces to Conjecture 1.2 of [4] and when s = k
or k = 0 to the n! conjecture.

4 Case of one set of variables

The goal of this section is to obtain an explicit basis for Mi’fj (X), ie the subspace of
M};(X,Y) consisting of elements of 0 Y-degree.

4.1 Construction

We recall that in [2] is constructed a basis for M) made of monomial derivatives
Ms(0)A, of Ay, where the objects S varies over a set S(u1) which depends on . The cor-
responding construction can be found in [2]. It is not necessary to know the details of the
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construction, just recall that we have a basis for M 3 of the form: {Ms(9)A,, S € S(n)}.
The cardinality of S(u) is equal to n!/u! where p! = pylpo!- - - pg!. This cardinality is
the number of injective, row-increasing tableaux of shape pu.

Then we choose in the Ferrers diagram p k cells which are simultaneously in the
shadow of (¢,7) and on the right edges of u. We denote by F Z; the set of these objects.
In the next figure, the chosen cells are cells with a circle and in the cell (¢, j) appears a
* + sign. In this example n = 142 and &k = 10.

Then to an object F in F, ,’; we associate up the partition of n obtained by pushing
up the circled cells and by removing the corresponding cells. We also define a partition
k. with k holes as follows. We look at the circled cells from the right to the left and
from bottom to top. For a circled cell in column j' > j such that there are ! possible
places where this circle could have been placed in the same column and under this one,
we put a hole in the cell (¢ + 1, j'). The following figure illustrates this construction for

the previous F' (the holes are as usual cells with crosses: x).

The object of the end of the article is to prove the following theorem.

Theorem 2 With the previous notations
BY,(X) = {Ms(8)A,4; S € S(ur), F € FL}

is a basis for Mf;(X).
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In the next paragraphs, the proofs are omitted or briefly described, because either too
long or a bit technical.
4.2 Upper bound

Definition 4 We denote by 7;’”] the set of injective, row-increasing tableauz of shape p
with entries 1,... ,n (whence each of these tableauz has k white cells) such that the k
white cells are in the shadow of (i, 7).

Proposition 6 We have this upper bound for the dimension of Mi'fj(X ):

dim Mf;(X) < #T,.

4.3 Cardinality
We claim that:

Proposition 7 We have the following equality
#B(X) = #TE,.

4.4 Independence

We want here to conclude by proving that

Proposition 8 The family B{f j (X) is linearly independent. Thus in particular equality
holds in Proposition 6.

Proof. Assume that we have a non-trivial dependence relation.

We define the depth of a hole to be the number of cells (different from holes) that
are above this hole. We look at the k-tuples of the depths of the k holes of the uk.:
(dy £dy <...<dg). The crux of the proof is the following result:

Lemma 1 The k-tuples (di,ds, ... ,dy) are all distinct.

Then if we have a non-trivial dependence relation, we consider the greatest k-
tuple of depths with respect to the lexicographic order that appear in this relation
(relative to an object F°): (d9,d3,...,d2). We then apply the differential operator
h(8)4 .k (8)%2=% .. by (8)%~%R-1 to the dependence relation. It kills all the terms
but those which come from the single object F°. These terms give in fact terms in
B = {Ms(0)-Au,o; S € S(upo)}, which are independent since B is a basis of ML’FO.

Acknowledgement. The author would like to thank Francois Bergeron for indi-
cating him this problem and for numerous valuable suggestions.
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Inequalities for Eulerian posets via doubling
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Abstract

We show a simple and efficient way to generate inequalities holding for the flag
f-vector of an Eulerian poset from the inequalities holding for the flag vector of
an arbitrary graded poset. The method allows us to generate all facet inequalities
of the cone of flag f-vectors of Eulerian posets up to rank 7. It also gives a
complete description of the cone of flag f-vectors of “locally wide” posets, which
are a generalization to Eulerian posets.

Résumé

Nous montrons une méthode simple et efficace pour engendrer des inégalités
linéaires valables pour le vecteur f drapeau d’un ensemble partiellement ordonné
eulérien, A partir des inégalités valables pour le vecteur f drapeau d’un ensemble
partiellement ordonné quelconque. Cette méthode nous permet d’engendrer toutes
les inégalités correspondant & une face maximale du coéne des vecteurs f dra-
peau des ensembles partiellement ordonnés “localement larges”, ce qui sont une
généralisation des ensembles partiellement ordonnés eulériens.

1 Introduction

The study of Eulerian partially ordered sets (posets) originated with Stanley ([11]).
Examples of Eulerian posets are the posets of faces of regular CW spheres. These
include face lattices of convex polytopes, the Bruhat order on finite Coxeter groups,
and the lattices of regions of oriented matroids. (See [7] and [8].)

The flag f-vector (or simply flag vector) of a poset is a standard parameter counting
chains in the partially ordered set by ranks. In the last twenty years there has grown a
body of work on numerical conditions on flag vectors of posets and complexes, especially
those arising in geometric contexts. Early contributions are from Stanley on balanced
Cohen-Macaulay complexes ([10]) and Bayer and Billera on the linear equations on flag
vectors of Eulerian posets ([1]). A major recent contribution is the determination of
the closed cone of flag vectors of all graded posets by Billera and Hetyei ([4]). Results
on flag vectors and other invariants of Eulerian posets and special classes of them are
surveyed in [12].

Currently we are working on describing the closed cone of flag vectors of Eulerian
partially ordered sets. This problem was posed explicitly in [6]. In a recent paper [4]

*This research was supported by University of Kansas General Research allocation #3552.
tOn leave from the Alfréd Rényi Institute of Mathematics, Hungarian Academy of Sciences. Partially
supported by Hungarian National Foundation for Scientific Research grant no. F 032325.
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we have described this cone up to rank 7. The extreme rays of the cone were obtained
from sequences of half-Eulerian posets via replacing each element in the poset with a
pair of elements. We call this operation horizontal doubling. (Half-Eulerian posets are
defined by their horizontal double being Eulerian. ) We made the conjecture that the
same construction will yield the entire cone of flag vectors of Eulerian posets in arbitrary
rank.

This conjecture is still open, but now we have gone an important step further. Half-
Eulerian posets up to rank 7 have the remarkable property that every linear inequality
holding for their flag vectors is equivalent modulo the half-Eulerian relations to an
inequality holding for all graded posets. If this was true in arbitrary rank then the
following theorem would imply the conjecture.

Theorem 1.1 If an inequality of the form ng[l,n] as fs(P) > 0 holds for every graded

poset of rank n+ 1, then 3 gcy . as2” ~I51f5(P) > 0 holds for every Eulerian poset of
the same rank.

An outline of the proof of this result is given in section 5. All we use about Eulerian
posets is that the width of every interval of rank at least 2 is 2 or more. The cone of
flag f-vectors for this class of graded posets may be explicitly described with a little
addition to Theorem 1.1. Analogous results may be stated for partially ordered sets
whose intervals of rank at least 2 have width at least &, where k is an arbitrary constant.

2 Preliminaries

2.1 Graded posets

A graded poset P is a finite partially ordered set with a unique minimum element 0, a
unique maximum element 1, and a rank function p : P — N satisfying p(0) = 0, and
p(y) — p(z) = 1 whenever y € P covers z € P. The rank p(P ) of a graded poset P is
the rank of its maximum element. Given a graded poset P of rank n + 1 and a subset
Sof {1,2,...,n} (which we abbreviate as [1,n]), define the S—rank-selected subposet of
P to be the poset
Ps:={z € P : p(z) e S}uU{0,1}.

Denote by fs(P) the number of maximal chains of Ps. Equivalently, fs(P) is the
number of chains z; < --- < 25, in P such that {p(z,),.. 5 p(z)s))} = S. The vec-
tor (fs(P) : SC[1,n]) is called the flag f-vector of P. Whenever it does not cause
confusion, we write f;, . s, rather than f{s1,..,s}; in particular, fim} is always denoted

fm-

2.2 Eulerian posets

The Mobius function of a graded poset P is defined recursively for any subinterval of P
by the formula

1 ifz =y,
u([a:,y]) = { _ Zz<z<y”([“”’z]) otherw!ijse.

A graded poset P is Eulerian if the Mébius function of every interval [z, ] is given
by p([z,y]) = (=1)7¥). (Here p(z,y) = p([z,]) = p(y) - p(z).)

The first characterization of all linear equalities holding for the flag vectors of all
Eulerian posets was given by Bayer and Billera in [1].



Theorem 2.1 (Bayer and Billera) Every linear equality holding for the flag vector
of all Eulerian posets of rank n + 1 is a consequence of the equalities

]
(D7 4+ (D)) fo o+ 3 (1) fougsy = 0

j=i

for S C[1,n] and [i, k] a mazimal interval of [1,n]\ S.

2.3 Locally wide posets

Given a graph G with two distinguished vertices u and v, the width of G is the size of
the smallest cutset separating u and v. Applying this notion to the Hasse-diagram of a
graded poset P of rank at least 2 and its distinguished vertices 0 and 1, the width of
a graded poset is the size of the smallest maximal antichain. We call a graded poset
wide if its width is at least two, and we call it locally wide if every interval [u, v] of rank
at least two has width at least two. It is easy to show that a graded poset is locally
wide if every interval [u,v] of rank 2 has at least four elements, and that the class of
locally wide posets is closed under rank selection. Since every interval of rank two in
an Eulerian poset has exactly four elements, Eulerian posets form a subclass of locally
wide posets.

3 Flag vectors of arbitrary graded posets

An interval system on [1,n] is any set of subintervals of [1,n] that form an antichain
(that is, no interval is contained in another). We say that a set .S C [1,n] blocks the
interval system Z if it has a nonempty intersection with every I € Z. The family of
all subsets of [1,n] blocking Z is denoted by Byi,,)(Z). The main result of [4] is the
following.

Theorem 3.1 An expression ZSC[l,n] as fs(P) is nonnegative on all graded posets P
of rank n + 1 if and only if we have

Z as >0 for every interval system I on [1,n]. (1)
SEB[I,,‘](I)

The proof of the necessity of the condition (1) involves constructing for every interval
system Z on {1,2,...,n} a family of posets {P(n,Z,N) : N € N} of rank n + 1 such
that we have

lim ! S asfs(P,Z,N)= Y as

N=eo fum(P(n,I,N)) (£ SeBy (D)

The difficult part of the proof of Theorem 1.1 necessitates revisiting the proof of the
other implication of Theorem 3.1.

Let P be an arbitrary graded poset, and assume that we have drawn its Hasse-
diagram in the plane. Given an interval [p, q] of P, let ¢(p, q) denote the leftmost atom
in [p,q]. (If ¢ covers p then we set ¢(p,q) := ¢q.) The operation ¢ has the following
crucial property:

If p € [2,y] C [z,2] and p = ¢([z, 2]) then p = ¢([z,y]). (2)
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For every S C [1,n] and i € 1, n] we define Mg(i) to be the smallest j € [i,n + 1] such
that j € SU {n + 1} Consider the set of maximal chains

Fs:={0=po<p1< - <pa<pup1=1:Vie [1,n] (pi = ¢ ([pi-1,PMs(1)])) } -

It is easy to verify that Fg contains exactly fs(P) elements. Moreover, there is a way of
assoclating a family of intervals Z¢ to every maximal chain C:= {0 =py < p; < --- <
Pn < Pns1 = 1} such that C belongs to Fs if and only if S blocks Z¢. (This farnlly is
not necessarily an antichain, but S blocks a family of intervals if and only if it blocks
the antichain of the minimal intervals in this family.) The fact that one may find such
a family of intervals is a direct consequence of property (2).

4 Half-Eulerian posets and their Eulerian horizontal
doubles

The horizontal double D(P) of a graded poset P is obtained by 1eplac1ng every = €
P\{0, 1} with two elements 1, 23 such that 0 and 1 remain the minimum and maximum
elements of the partially ordered set, and z; < y; if and only if 2 < y in P. (In the Hasse
diagram of P, every edge is replaced by X.) The flag vectors of P and its horizontal
double are connected by the formula fs(DP) = 2I5 f5(P).

Definition 1 A half-Eulerian poset is a graded partially ordered set whose horizontal
double is Eulerian.

Applying the definition of Eulerian property to the horizontal double of a poset we
get

Proposition 4.1 A graded partially ordered set P is half-Eulerian if and only if for
every interval [z,y] of P,

r(z,y)-1

3 DTl y) = (14 (—1)PEv) /2,

i=1

The analogue of the Bayer-Billera theorem holds for half-Eulerian posets, and it
is easy to show that the vector space generated by the flag f-vectors of half-Eulerian
posets of given rank has the same dimension as its Eulerian analogue. In other words,
the vector space automorphism

i (fs:SCLn))— (25f5 : 5 C[1,n)

maps the subspace generated by the flag vectors of half-Eulerian posets of rank n+1 onto
the subspace generated by the flag vectors of Eulerian posets. The question naturally
arises, whether the closed cone generated by the flag vectors of Eulerian posets of given
rank is also sent by D, onto the closed cone of flag f-vectors of Eulerian posets.

In [3] we have constructed the extreme rays of the cone of the flag vectors of half-
Eulerian posets up to rank 7 as limits of normalized flag vectors of sequences of graded
posets. We obtained the facets of the cones using PORTA [9]. (The documentation for
our use of PORTA is available online at [2].) They turn out to represent inequalities
holding for the flag vector of an arbitrary poset (and that’s how we saw that the cone
of flag vectors we generated is the entire cone).



Conjecture 4.2 Every linear inequality holding for the flag vectors of all half-Eulerian
posets of rank n+1 is equivalent modulo the half-Eulerian analogue of the Bayer-Billera
relations to a linear inequality that holds for the flag vector of an arbitrary poset.

Our paper [3] verifies Conjecture 4.2 holds for n < 6. Straightforward substitution into
the definition of D,, shows the following.

Proposition 4.3 If
> asfs(P)>0

SC[1,n]

s a facet inequality of the closed cone of half-Eulerian posets of rank n + 1 then

Y as2mBlfs(Q) >0

SC[Ln]

is a facet inequality of the closed cone generated by the doubles of half-Eulerian posets
of rank n+ 1.

Hence, Theorem 1.1 implies that for n < 6 the closed cone of flag vectors of Eulerian
posets of rank n + 1 equals the closed cone of flag vectors of doubles of half-Eulerian
posets of the same rank. (In [3] we had to verify the validity of the Eulerian facet
inequalities individually.) Moreover, we have the following.

Corollary 4.4 If Conjecture 4.2 holds for rank n+1 then every linear inequality holding
for the flag vector of every Eulerian poset of rank n+1 is the consequence of the following
set of equations and inequalities:

(i) the Bayer-Billera relations, and

(it) every inequality of the form ZSC[I,n] as2" 151 f5(Q) > 0 where ZSC[I,n] asfs(P) >
0 is an inequality holding for the flag vector of every graded poset P of rank n+ 1.

Evidently, it is sufficient to list the facet-inducing inequalities under (ii).

5 The main theorem
Theorem 1.1 is a consequence of the following slightly stronger statement.

Theorem 5.1 The inequality ZSC[I,n] asfs(P) > 0 holds for every graded poset P of

rank n + 1 if and only if as2""151f5(Q) > 0 holds for every locally wide poset
SC[1,n]
Q of the same rank.

The “if” part is a straightforward consequence of the fact that the horizontal double of
an arbitrary graded poset is locally wide. For the proof of the other implication, let us
assume that ZSC[I,n] asfs(P) > 0 holds for every graded poset P of rank n+ 1. W
may use a modified version of the proof of Theorem 3.1. As in that proof we start out
by drawing an arbitrary locally wide graded poset @ of rank n + 1 into the plane.

Given an interval [p, ¢] of @, let ¢(p, ¢) denote now the set of the leftmost and second
leftmost atoms atom in [p, ¢]. (If ¢ covers p then we set ¢(p, ¢) := {¢}.) In analogy with
(2), the operation ¢ now satisfies the following

It p € [,4] C [2,2] and p € 6([z, 2]) then p € ¢([z, 3]). 3)
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We proceed by modifying the definition of the sets Fg, and let
Fs:={0=po<p1 < - -<pn< Pat1=1:Vie([l,n](p€¢ ([Pi—lprs(i)]))} .

It may be verified that Fs has now 2”5/ (Q) elements. Furthermore, property (3)
may be used to prove that one may associate a family of intervals Z¢ to an arbitrary
maximal chain

C={0=po<p1<- <ppn<pnp =1}

such that C belongs to Fs if and only if S blocks Z¢. Given a system of intervals Z let
us denote by f7 the number of those maximal chains C' of Q for which the antichain of
minimal intervals of Zc is Z. (Note that f7 depends not only on @ but also on the way
we drew it in the plane!) We have

Yo as2 (@) = Y aslFsl= Y s Y #2

Sg[lvn] Sg[lvn] Sg[lrn] SEB[I.n](I)

zz:fz Z as.

S€By, (T)

By Theorem 3.1 the sums ZSGB[I .(T) @5 are all nonnegative, and so we have

Y as2Slf5(Q) > 0.

5¢[t,n]

6 Generalizations and ¢-Eulerian posets

Theorem 5.1 may be generalized in many ways. If we restrict ourselves to those graded
posets of rank n+1, for which every interval of rank 2 has width at least &, an inequality
of the form ZSC[I,n] ask”'|5'f5(Q) > 0 holds for all such posets @ if and only if
ZSC[I,n] as fg(P')_ > 0 holds for all graded posets P of rank n + 1. We can go even

further and prescribe the width of an interval [u, v] of rank 2 depending on the rank of
u.

Definition 2 Let k := (k1,...,ks) be a vector of positive integers. We say that a
graded poset P of rank n + 1 is locally k-wide if the width of every interval [u,v] C P
with w of rank i — 1 and v of rank i 4 1 is at least k;.

Theorem 5.1 has the following generalization.

Theorem 6.1 Let k := (ky,...,k,) be a vector of positive integers. An inequality of

the form
doas J] kefs(@) >0
SClin]  te[ln]\S
holds for all locally k-wide posets Q of rank n + 1 if and only if
D asfs(P)>0

SC[1,n]

holds for all graded posets P of rank n + 1.



The proof is the same as that of Theorem 5.1 except that ¢(u,v) will denote the set of
first k; atoms, if the rank of v is 7 — 1.

The interest of this generalization is the following. Let ¢ := (q1, - . ., ¢n) be a sequence
of real numbers. We may define a g-analogue of the MGbius function on the class of
intervals of graded posets of rank n + 1 by

(1) = 1 hern
rell2,Yl) = _uz([z,x])_zwqqﬁui([x,z]) otherwise.

We call a ranl\ n + 1 graded poset g-Eulerian, if every interval [z,y] in it satisfies

Hq ([x, ) = )p(w,y)
Given a seqhence of positive integers E = (k1,...,kn) and a rank n+ 1 half-Eulerian
poset P, we may construct a (";;}, ..., Ex)_Eulerian poset by applying the following

generalization of the horizontal doubhng operation. Let Dg(P) be the graded poset
obtained by replacing each = € P\ {0,1} of rank s with k, copies z1,...,2x, and by
setting ; < y; if and only if £ < y in P. On the other hand, every interval [z,y] of a
g¢-Eulerian poset satisfying p(z) = ¢ — 1 and p(y) = i+ 1 must have width 2g;, showing
that g-Eulerian posets exist exactly for those vectors ¢ in which each g¢; is the half of
a positive integer. For such vectors ¢ one may show that the g-analogue of the Bayer-
Billera theorem holds, and that the vector space of flag vectors of g-Eulerian posets
is spanned by the flag vectors of posets of the form Dg4(P) where P is an arbitrary
half-Eulerian poset. -

Hence Conjecture 4.2, together with Theorem 6.1, implies at once the description of
the closed cone of flag vectors g-Eulerian posets for every vector ¢ consisting of halves

of positive integers.
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Fast Implementations of Automata Computations

Anne Bergeron* and Sylvie Hamel

Abstract

In [M99], G. Myers describes a bit-vector algorithm to compute the edit dis-
tance between strings. The algorithm converts an input sequence to an output
sequence in a parallel way, using bit operations readily available in processors.

In this paper, we generalize the technique, and characterize a class of automata
for which there exists equivalent parallel, or vector, algorithms. As an application,
we extend Myers result to arbitrary weighted edit distances, which are currently
used to explore the vast data-bases generated by genetic sequencing.

Résumé

G. Myers a récemment décrit un algorithme basé sur les vecteurs de bits pour le
calcul de la distance d’édition entre deux chaines [M99]. Cet algorithme convertit
une chaine d’entrée de taille n en une chaine de sortie de taille n d’une fagon paralléle,
en utilisant des opérations standard sur les vecteurs de bits.

Dans cet article, nous généralisons cette technique et nous donnons une ca-
ractérisation d’une classe d’automates pour lesquels il existe un algorithme paralléle
équivalent. En guise d’application, nous donnons une extension du résultat de Myers
au calcul de distances valuées entre deux chaines. Ce type de distance est couram-
ment employé pour I’exploration des immenses banques de données générés par les
projets de séquencage génétique.

1 Introduction

Finite automaton are powerful devices for computing on sequences of characters. Among
the finest examples, very elegant linear algorithms have been developed for the string
matching problem [A90]. Automata are also widely used in fields such as metric lexical
analysis [CSY99] or bio-computing, where approzimate string matching is at the core
of most algorithms that deal with genetic sequences [G97]. In these fields, the huge
amount of data to be processed — sometimes billions of characters — calls for algorithms
that are better than linear.

One way to accelerate the computations is to exploit the parallelism of vector opera-
tions, especially bit-vector operations. For example, in [BYG92] and [HM99], bit-vectors
are used to code the set of states of a non-deterministic automaton. In this paper, as in
[M99], we want to accelerate computations done with deterministic automata, and we
use vectors to represent sequences of events or sequences of states.

Given a deterministic finite automaton, and an input sequence zj...Z,, we are
interested in the output sequence vy . ..ym of visited states. Since executing one transi-
tion is usually considered to be a constant time operation, the output sequence can be
obtained in O(m) time.

*LACIM, Université du Québec & Montréal, C.P. 8888 Succursale Centre-Ville, Montréal, Québec,
Canada, H3C 3P8. E-mail:anne@lacim.ugam.ca

61



62

In order to improve the efficiency of such algorithms, we have to find quicker ways
to obtain y; ...y, from z;...z,,. The best possible algorithm would do it in constant
time:

1Zo... Ty

1]
Viy2...Ym

Clearly, this can seldom be done when m is unbounded. The next best alternative
would be to obtain y; ...yn with a bounded number of vector operations on zj . ..2mn:

ry Ta ... Ty
o \)
Yy Y2 ... Ym

Indeed, vector operations can be implemented in parallel, in dedicated circuits, or
using high-speed bit-wise operations available in processors. The drawback is that vector
operations are applied component by component, meaning that the only computations
that one could hope to solve with pure vector operations are those where the value of
yi depends only on the value of z;, and its close neighbors.

On the bright side, some bit operations widely available in processors do have a
memory of past events. Using these, it is possible to parallelize complex computations
done with automata.

2 The Basics of Vector Algorithms
2.1 A First Example

As a simple example, consider the following automaton. On input sequence babba, it
will generate the output s;s9s;s250 — we omit the leading initial state.

Let’s associate to a string @1 ...z, the characteristic vector of a letter I, denoted
by the bold letter I, and defined by:

li—':{l lf:l:,'=l

0 otherwise



Characteristic vectors are sequences of bits, and we will operate on them with the
standard bit operations: bit-wise logical operators, left and right shifts, binary addition,
etc. We can obtain, for example, the characteristic vector of a set S of letters by
computing the disjunction of the characteristic vectors of the letters in S.

In our example, we have the following direct computation of the characteristic vectors
80, 81 and 85 of the output sequence y; ... ¥, in terms of the characteristic vectors a
and b of the input sequence.

So = a (1)
s1 = (Tis0)AD (2)
82 = —|(80 VSl) (3)

where 1,1 stands for a right shift of the vector I with the value b filled in in the first
position.

These three equations are used in the following way. Suppose, for example, that the
input sequence given to the automaton is babba. The characteristic vectors of the letters
a and b are thus:

a = 01001
b = 10110

Equation (1) states that the output is so if and only if the input is a, thus:

so = 01001

The output state is s; when the input letter is b, and the preceding state is sg. This
can be computed, as in equation (2), by shifting vector 8¢ to the right and taking the
bit-wise conjunction with vector b.

10100 A 10110
= 10100

81

In all other cases, the output state is so, which can be expressed, as in equation (3),
by the bit-wise negation of the disjunction of characteristic vectors sg and sy:

sz = ~(01001V 10100)
= 00010

If we assume that vector operations are done in parallel then, regardless of the length
of the input sequence, the characteristic vectors of the output can be computed with
4 operations! This example is simple, since the output state depends on at most two
input letters, but it gives the flavor of the technique. In general, the output states will
depend on arbitrarily ”far” events but, in some interesting cases, it will still be possible
to reduce the computation to direct bit-vector operations.
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2.2 Remembering Past Events

The simplest example of a computation that is influenced by past events is given by the
following automaton M.

b
- T
M p c/\ @) @3 a,c
\/\/\/
f a
In this case, whether input ¢ yields state sy or s; depends on events that can be
arbitrarily far, as shown by the two input sequences ac” and be”. Fortunately, we have

the following formulas that compute so and s; using binary addition with carry propa-
gation — performed from left to right on the bit-vectors:

The Addition Lemma: The characteristic vectors of states sg and 81 of M are

S0 bV[cA(=b+-(bVe))]
831 = aVicA-(a+ (aV)).

Proof: As noted in [M99], automaton M is similar to the classical bit addition Moore
automaton:

0,0/1
0,0/0 — L1/1
01/1 S, @ 0,1/0
1,0/1 Ll - 1,070
1,1/0

In this automaton, state s; means that the carry bit is set to 1. This state is reached
when both bits are 1, or when the two bits are different, and their sum is 0. Thus, if
two vectors @1 and 2 are added, the characteristic vector of state s; is

(:Bl A wz) Vv [(("(El A :1:2) \% (:B1 A _l(liz)) A _|(:l}1 + wz)].

Using the characteristic vectors associated with events a, b and ¢ of the automaton
M, define €1 = a and 3 = a V ¢. Then:

a = x1 Az
b = -z A-za
c = "eiAxs

With these identities, automaton M becomes a sub-graph of the bit addition au-
tomaton. Since @3 A -z is always false, we get, by substitution, the formula s; =
aV[eA=(a+(aV c))]. The formula for s¢ is derived in a similar way with 1 = —b
and 2 = (b V ¢). [ |

2.3 Solving More Complex Automata

In this section, we establish a sufficient condition for the existence of a vector algorithm
for an automaton.

Consider a finite complete automaton A on alphabet of events T, with states Q@ and
transition function Q x & z, Q. We say that a state s is decidable if, for all events
z € X that do not loop on s, either all states reach s with z, or none does.



Formally:

Vs'e@ T(s,z)=s or
Vs'#£s5€e@Q T(s,z)#s.

A decidable state can be removed from an automaton in the following sense. Let
E, be the set of events for which T'(s’,z) = s for all s, and A\ {s} be the automaton
obtained from A by removing s, and all its pending arrows. Then if s is decidable,
A\ {s} is still a complete automaton on the alphabet ¥\ Ej, since T'(s',y) # s if y is
not in Ej.

Definition 2.1 An automaton A is decidable if it has one state, or if it has one deci-
dable state s, and A\ {s} is decidable.

Theorem 2.1 If an automaton A is decidable, then there exists a vector algorithm for

A.

Sketch of Proof: When a state s is decidable, the Addition Lemma can be used to
compute the characteristic vector of s. Indeed, let E, be the characteristic vector of
the set E,, and L,, the characteristic vector of the events that loop on s but are not in
E;. Then:

_{ E,V[LsA(—~Es+~(E;V Lg))] or 4
=\ B, V[LoA—(Es+ (EsV L)) (4)

according to whether s is initial or not.

Suppose that we have computed the characteristic vect01s of a subset D of decidable
states, and let K be the disjunction of all those known characteristic vectors.

If s is a decidable state in A \ D, we will show that computing the characteristic
vector of s is essentially a local decision, and can be done in a vectorial way.

The value of s; will be equal to 1 in three circumstances. First, if the preceding
state is known, that is, when K;_; = 1, then the value of 8; = 1 can be decided with
the transition table of A. If the preceding state is unknown, then it belongs to A\ D,
and s; = 1 if the input z; is in E;. Let IN be the characteristic vector resulting from
these two possibilities.

Vector IN covers, at least, all the cases when s is reached from a different state. In
order to account for looping events in L,, we apply Equation 4 with E, = N. [ ]

Theorem 2.1 proves the existence of a vector algorithm, but does not give an efficient
way to construct one. In the following sections, we will study in details a non trivial
application.
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3 Approximate String Matching

A common way to formalize the notion of distance between two strings is the edit dis-
tance, based on the number of operations required to transform one string into another.
Three basic operations are permitted on individual characters: insertion, deletion and
replacement.

For example, in order to transform the string COMPUTER into the string SOLUTION,
we can apply to the first string the sequence of edit operations RMDRMMIRR, where
R denotes a replacement, D a deletion, I an insertion and M a match.

Such a transformation is usually displayed as an alignment of the two strings, where
matched or replaced letters are on top of each other, and insertions and deletions are
denoted by a properly placed dashes. With our example, we get the alignment:

COMPUT-ER
SO-LUTION

The edit distance between two strings is defined as the minimum number of edit
operations — excluding matches — needed to transform one string into another.

A crucial generalization of the edit distance for applications in biology is the weighted
edit distance. It comes from the observation - in biological sequences — that replacements
are not equally likely. Assigning different costs to different edit operations allows the
construction of alignments that are meaningful from an evolutionary point of view.

Let ¢ be the cost associated to an insertion or a deletion, and §(a, b) be the cost of
replacing a by b. We define the cost of a sequence of edit operations to be the sum of
the costs of the operations involved. Since a replacement can be achieved by a deletion
followed by an insertion, the replacement cost d(a, b) should be less than 2c.

Definition 3.1 The weighted edit distance §(A, B) between two string A and B is the
minimal cost to transform A into B.

In the sequel, we will focus on the following problem. Given a query sequence
P =p;...pm, and a text T = t;...t,, we want to find the approzimate occurrences
of P in T. Formally, the problem is to find all positions j in T such that, for a given
threshold ¢ > 0, we have ming §( P, T[g, j]) < t. Typically, P will be relatively short — a
few hundred characters —, while T' can be quite large.

The classic solution [S80] is obtained by computing the matrix C[0..m, 0..n] with the
recurrence relation:

Cli-1,j —1]+4(pi, ;)
Cli,j]=min C[i,j—1]+c (5)
Cli—1,j]+c¢c

and initial conditions C[0, j] = 0 and C[3, 0] = ic.

The successive values of C[m, j] give the desired distances and can be compared to
the threshold ¢. For example, suppose one wants to compute the approximate occur-
rences of TAT A in the text ACGTAATAGC ... with the usual edit distance, that is
¢ =1 and §(a,b) = 1 if a # b. The computation is done with the help of a grid whose
cells hold the values of C[i, j].



The following table gives a snapshot of the evolving computation:

A C G T A AT A G (C
0o 0 o0 0 0 0 0 0 O O o0
T{tr 1.1 1 o0 1 1 O 1 1 1
Al2 1 2 2 1 0 1 1 0 1 ...
T3 2 2 3 2 1 1 1 1 1
Linem|A|4 3 3 3 3 2 1 2 1 2
T T

In this table, we can see that, in two occasions, the query string is at one unit
of distance from substrings in the text — the substring TAA, at position 6, and the
substrings AT A, AAT A, and TAAT A, at position 8.

The whole computation can be carried out column by column, requiring O(nm) time
and O(m) space. In order to do better, we first state a useful lemma that bounds the
absolute value of differences between horizontal and vertical values in the matrix:

Lemma 1 |C[i,j]— C[i — 1,j]| < ¢ and |C[i,j] — C[i,j — 1]| < c. [ |

Since the horizontal and vertical differences are bounded, we can code this compu-
tation as an automaton, which will turn out to be decidable.

3.1 Computing Distances With an Automaton
With the notations of Equation 5, define:
Avij = ¢—(Cli,j]-Cli-1,5])

From Lemma 1, Av;; and Ah;; are in the interval [0..2¢], and if the successive
values of Ahy, ; are known, then the value of the score, C[m, j], can be computed by
the recurrence, C[m, j] = C[m,j — 1]+ Ahp, ; — ¢, and initial condition C[m, o] = me.

With elementary arithmetic manipulations, Equation 5 translates as:

Av; -1+ 6(pi,t;)
Ah,‘)j = min Avi,j_1 + Ah,’_l,]‘ (6)
2c

with initial conditions Ahg; = ¢ and Av; o = 0. We can thus define an automaton B
that will compute the sequence Ahj; = Ah; ;... Ahy ; given the sequence of pairs:

(Avj—1,8(p,85)) = (Av1j-1,8(p1,43)) .- (A j—1,6(pm, 1))

The states of B are {0,...,2c}, with initial state ¢, and the transition function
of B is given by following diagram, for an event (Av,d) in the cartesian product
[0..2¢] x [0..2¢— 1].

(Av,d)

GO ol
where k =min{ Av+ k'

2c.

Theorem 3.1 Automaton B is decidable.

67



68

Sketch of proof. We will show that, for k € [0..2¢), k is decidable in By_; = B\
{0,...,k — 1}, with the set of events (Av,d) such that Av+ 6 = k.

First note that the only remaining events in Bj_; are those that satisfy Av+6 > k.
If Av+6 =k, then min(Av + 8, Av + k', 2¢) = k, since k' > k for states in By_;. If
both Av+ 4 >k and k' > k, then the minimum is certainly greater than k. [ |

Theorem 3.1 can then be used to produce a corresponding vector algorithm. Note
that, in this case, looping events are easily detected, since if k = k' < 2¢, then either
Av=0or Av+6=k.

In order to complete the presentation of a vector algorithm for the computation of
Awvj, we use the relation Av; j = Ah;_y ; + Av; j_1 — Ah;; which leads to the vector
equation:

A'vj :TCAhj + A'Uj_l - Ahj.

4 A Bit-Vector Algorithm

This section contains brief notes on how to implement a bit-vector algorithm for the
approximate string matching problem. The actual implementation will be discussed in
a subsequent paper.

The first problem is to represent vectors of integers that are not necessarily 0 or 1,
but in the bounded interval [0..2¢]. This can be done easily with an [ x m bit-matrix,
where | = log(2c) + 1. There are well known algorithms for all the basic operations —
assignment, comparison and arithmetic — on these bit-matrices. These operations are
identified with arrows, and bold constants stand for constant vectors.

Assuming that Av is known, the next letter of the text is read, and §(p,t;) is
looked up in a pre-computed table. Three vectors, corresponding respectively to the
three cases of the proof of Theorem 2.1, are initialized in the following way:

Sumy; +— Av % Sum; will hold the values of Ah;_; + Av;.
Sums +— Av ¥ 6 % Sumg is used to test if (Av,d) € Ej.
Loop <+ (Av = 0) % Loop contains looping events not in E.

The characteristic vector IV of state k, from 0 to 2¢ — 1, is computed with the fol-
lowing equations, keeping track of the known states K.

N — (oK A(Sumy = k))V(Sumz = k) %b=(k>c).
N + N V[LoopA~(N + (N V Loop))]

N +— NA-K

K +~— KVN

Sumy; + Sum, F (1K)

The values of the vector Ah can then be set to k using the mask IN. According
to Theorem 2.1, when k = ¢, the initial state, the computation of IV should use an
alternative formula. But, in this case, the first bit of IV is properly set by the first
instruction since Sum; contains the value ¢ if Av; = 0.

Finally the algorithm computes the characteristic vector of state 2¢, the score, and
the new value of Aw.



5 Further Developments

As a first remark, we want to underline the fact that testing decidability for an automa-
ton is a simple procedure that can be easily automated. If an automaton is decidable, it
should also be possible to obtain automatically a corresponding vector algorithm, though
not necessarily optimal. Indeed, in order to produce an efficient algorithm, Section 4
relied on the fact that the transition table of the automaton had many “arithmetic”
symmetries. Is it possible to optimize the general algorithm?

Another interesting avenue is to broaden the class of automata that can be paralle-
lized. Clearly, not all automata are decidable, the simplest counter-example being;:

@ OpL

In this case, if one looks at an event z as a function from 2 : Q — @, then both a
and b are permutations. For an automaton to be decidable, it must have at least one
constant event. One way to generalize the notion of decidability would be to extend
it to constant composition of events, hinting at the possibility that properties of the
syntactic monoid (see [S94] and [P97]) are related to the existence of vector algorithms.
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Pattern frequency sequences and internal zeros

Mikl6s Béna * Bruce E. Sagan ! Vincent R. Vatter ¥

Abstract

Let ¢ be a pattern and let Sy q(c) be the number of n-permutations having
exactly ¢ copies of g. We investigate when the sequence (Sn,q¢(c))c>0 has internal
zeros. If g is a monotone pattern it turns out that, except for ¢ = 12 or 21, the
sequence always has internal zeros. For the pattern 132, the only possible places
for internal zeros are the next-to-last or the second-to-last positions. However, we
also show that there are infinitely many values of n for which the sequence does
not have any internal zeros.

Résumé

On démontre que la suite (Sn ¢(c))c>0, dénombrant les permutations de lon-
gueur n contenant ¢ copies du motif ¢ contient des zéros internes si g est monotone
et plus longue que 2. Nous prouvons aussi que dans le cas de ¢ = 132, il existe
un nombre infini d’entiers n tel que la suite (Sx,q(c))c>0 ne contient pas de zéros
internes.

1 Introduction

Let ¢ = q1q92...qx be a permutation in the symmetric group Si. We call k the length
of g. We say that the permutation p = pips...pp € S, contains a g-pattern if and
only if there is a set of indices 1 < 75, < iy, < ... < ig, < n such that the elements of
the subsequence p;, pi, . ..pi, are in the same relative order as those in ¢q. For example,
41523 contains exactly two 132-patterns, namely 152 and 153. We let

¢q(p) = the number of copies of ¢ in p,
so that ¢132(41523) = 2. Permutations containing a given number of ¢g-patterns have
been extensively studied recently [1-11].
In this paper, we consider permutations with a given number of g-patterns from a
new angle. Let

Sn,q(c) = the number of n-permutations with exactly ¢ patterns of type g.

*University of Florida, Gainesville FL 32611. Email: bona@math.ufl.edu.
tMichigan State University, E. Lansing, MI 48824. Email: sagan@math.msu.edu
tMichigan State University, E. Lansing, MI 48824. Email: vattervi@msu.edu
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For n and ¢ fixed, the sequence (S, 4(c))c>0 is called the frequency sequence of the
pattern ¢ for n. We also say that an n-permutation p is g-optimal if there is no n-
permutation with more copies of ¢ than p, and let

M, 4 = cq(p) for an optimal p.

The only ¢ for which the frequency sequence is well understood is ¢ = 21 (or equi-
valently ¢ = 12). Occurences of this pattern are called inversions. It is well known [12]
that for all n, the frequency sequence of inversions is log-concave, and so is unimodal.

When ¢ is has length greater than 2, numerical evidence suggests that the frequency
sequence of ¢ will no longer be unimodal, let alone log-concave. In fact, internal zeros
seem to be present in most frequency sequences. An integer ¢ is called an internal zero
of the sequence (Sn,q(€))cx0 if for some ¢ we have Sn,q(c) = 0, but there exist ¢; and ¢
with ¢; < ¢ < ez and S, g(c1), S g(c2) # 0.

In the rest of this paper we study the frequency sequences of the monotone pattern
g =12...k and for the pattern ¢ = 132. We will show that in the first case, when k > 3
(the case k = 2 has already been mentioned) the sequence always has internal zeros for
large enough n. For 132-patterns we will show that there are infinitely many n where
the sequence has internal zeros and infinitely many where it has none. Note that, by
symmetry, this completely characterizes what can happen for patterns of length at most
three. We point out that a somewhat related family of problems, the analysis of the
sequence (Sp,132(¢))n>1 for fixed ¢ has been studied in several papers following [8].

2 The monotone case

We will now consider the sequence (S, ¢(c))c>0 where ¢ = 12...1. For later reference,
we single out the known case when | = 2 discussed in the introduction.

Proposition 2.1 The sequence (S, 12(c))c>0 has no internal zeros (and is, in fact, log
concave). The unique optimal permutation is p = 12...n with

n
Mn,12 = (2> %

It turns out that this is the only monotone pattern (aside from 21) whose sequence
has no internal zeros. To prove this result, define an inversion (respectively, noninver-
sion) in p = p1pa...p, to be a pair (p;,p;) such that i < j and p; > p; (respectively,
pi < pj).

Theorem 2.1 Let g =12...1 wherel > 3. Then in S,, the unique optimal permutation

isp=12...n and
n
)



The set of permutations having the next greatest number of copies of ¢ are those obtained
from p by an adjacent transposition and this number of copies is

(7)) m

Proof: Consider any r € S, different from p. Then » has an inversion (r;,7;). So
the number of copies of ¢ in 7 is the number not containing r; plus the number which
do contain r;. The permutations in the latter case can not contain r;. So (1) gives
an upper bound for the number of copies of ¢ which is strict unless » has exactly one
inversion. The theorem follows. &

Corollary 2.2 Let ¢ =12...1 wherel > 3. Then (S, 4(c))c>0 has internal zeros

Proof: From the previous theorem, we see that the number of zeros directly before
Sn,q(Mn,q) =11s

(7)_(”;1)_ (7:3)2 (7::) >n-2>1

sincen>1>3. O

For use in the 132 case, we record the following observation.

Lemma 2.3 For any integer ¢ with 0 < ¢ < (g) there is a permutation p € S,, having
¢ copies of the pattern 21 and no copies of 132.

Proof: We induct on n. The result is clearly true if n < 2. Assuming it is true for n—1,
first consider ¢ < (";') and let p € S,_1 satisfy the lemma. Then the concatenation
pn € S, works for such ¢. On the other hand, if (";1) < ¢ < (3) then consider
d=c—-(n-1)< ("’;1). Pick p € S,,—; with ¢’ copies of 21 and none of 132. Then

np € S, is the desired permutation. &

3 The case ¢ = 132 and layered patterns

The rest of this paper is devoted to the study of the frequency sequences of the pattern
132. To simplify notation, we will write F,, for the sequence (Sn 132(c))c>0. One crucial
property of this pattern is that it is layered. This section gives an overview of some
important results on layered patterns.

A pattern is layered if it is the concatenation of subwords (the layers) where the
entries decrease within each layer, and increase between the layers. For example,
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321548769 is a layered pattern with layers 321, 54, 8 76, and 9. Layered patterns
are examined in Stromquist’s work [14] and in Price’s thesis [9]. The most important
result for our current purposes is the following theorem.

Theorem 3.1 ([14]) Let q be a layered pattern. Then the set of q-optimal n-permuta-
tions contains at least one layered permutation.

Layered 132-optimal permutations have a simple recursive structure. This comes from
the fact, which we will use many times, that to form a 132 pattern in a layered permu-
tation one must take a single element from some layer and a pair of elements from a
subsequent layer

Proposition 3.2 Let p be a layered 132-optimal n-permutation whose last layer is of
length m. Then the leftmost k = n—m elements of p form a 132-optimal k-permutation.

Proof: Let Dy be the number of 132-copies of p that are disjoint from the last layer.
The number of 132-copies of p is clearly L('g) + Dg. So once k is chosen, p will have the
maximum number of copies if Dy, is maximal. &

We point out that the proof of this proposition uses the fact that 132 has only two
layers, the first of which is a singleton. Let M,, = M, 132. Then the previous proposition

implies that
m
M, = 1r£nka<xn <Mk+k(2)) . (2)

The integer k for which the right hand side attains its maximum will play a crucial role
throughout this paper. Therefore, we introduce specific notation for it.

Definition 3.3 For any positive integer n, let k,, be the positive integer for which M, =
maxg (M + k(';)) 1s mazimal. If there are several integers with this property, then let
ky, be the largest among them. '

In other words, k, is the largest possible length of the remaining permutation after
removing the last layer of an optimal n-permutation p. When there is no danger of
confusion, we will only write & instead of k,, to simplify notation. We will also always
use m = n — k to denote the length of the last layer of p.

4 Construction of Permutations with a given num-
ber of copies

We will first show that there are infinitely many integers n such that F,, does not have
internal zeros. We will call such an integer, or its corresponding sequence, NIZ (no



internal zero), and otherwise IZ. Our strategy is recursive: We will show that if &, is
NIZ, then so is n. As k, < n, this will lead to an infinite sequence of NIZ integers.
There is a problem, however. In order for this strategy to work, we must ensure that
given k, then there is an n such that k& = k,. This is the purpose of the following
theorem.

Theorem 4.1 The sequence (kn)n>1 diverges to infinity and satisfies
knsl"n+1§kn+1

for all n > 1. So, in particular, for all positive integers k there is a positive integer n
so that k, = k.

The next section is devoted to a proof of this theorem. We suggest that the reader
assume the result now and continue with this section to preserve continuity. Before
starting the proof of our main theorem, we need only note the useful fact that

My > (1”; 1) 3)

which follows by considering the permutation 1k(k — 1)(k — 2) - - -32.
Theorem 4.2 There are infinitely many NIZ integers.

Proof: It is easy to verify that n = 4 is NIZ. So, by Theorem 4.1, it suffices to show
that if k, > 4 is NIZ then so is n. To simplify notation in what follows, we will write k&
for k.

Now given ¢ with 0 < ¢ < M, = M + k(";) we will construct a permutation p € S,
having c copies of 132. Because of (3) and k > 4 we have M), > k—1. So it is possible to
write ¢ (not necessarily uniquely) as ¢ = ks+¢ with 0 < s < (7)) and 0 <t < M. Since
k is NIZ, there is a permutation p’ € Si with ¢132(p’) = t. Also, by Lemma 2.3, there
is a permutation in Sy, with no copies of 132 and s copies of 21. Let p” be the result of
adding k to every element of that permutation. Then, by construction, p = p'p” € S,
and c¢132(p) = ks+1t = c as desired. &

One can modify the proof of the previous theorem to locate precisely where the
internal zeros could be for an IZ sequence. We will need the fact (established by com-
puter) that for n < 12 the only IZ integers were 6, 8, and 9, and that they all satified
the following result.

Theorem 4.3 For any positive integer n, the sequence F, does not have internal zeros,
except possibly forc = M, — 1 or ¢ = M,, — 2, but not both.

Proof: We prove this theorem by induction on n. As previously remarked, it is true if
n < 12. Now suppose we know the statement for all integers smaller than n, and prove
it for n. If n is NIZ, then we are done.
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If n is 1Z then, by the proof of Theorem 4.2, k = k,, is IZ. So k > 6 and we have
My > k+2 by (3). Now take ¢ with 0 < ¢ < M,, —3 so that we can write ¢ = ks+t with
0<s<(73)and0<t< M —3. Since the portion of F up to Sk 132(My — 3) has no
internal zeros by induction, we can use the same technique as in the previous Theorem
to construct a permutation p with c132(p) = ¢ for ¢ in the given range. Furthermore,
this construction shows that if S 132(Mg —1) # 0 for i = 1 or 2 then Sn32(Mp—1) #0.
This completes the proof. &

5 The sequence (k;)n>0

In order to prove Theorem 4.1, we first need a lemma about the lengths of various parts
of a 132-optimal permutation p. In all that follows, we use the notation

b = the length of the penultimate layer of p

a = the length of the permutation gotten by removing the last two layers of p
= n—-m-»
= k-0

Also observe that the sequence (Mpy)n>2 is strictly increasing. This is because there
exists a layered optimal permutation p € S, with n > 2 having at least two layers.
(In fact, for n > 3 it must have at least two layers.) So the permutation obtained by
inserting n + 1 between any two layers will have more 132-patterns than p. It follows
from (2) that m > 2 for n > 3, a fact that will be useful in proving the following result.

Lemma 5.1 Forn > 3, we have the following inequalities

(i) b<m—1,
(ii) a < (m—1)/2,
(#i) m > k which implies m > n/2 and k < n/2,
(iv) m < 2(n+1)/3.

Proof: The basic idea behind all four of the inequalities is as follows. Let p’ be the
permutation obtained from our 132-optimal permutation p by replacing its last two
layers with a last layer of length m’ and a next-to-last layer of length . Then in
passing from p to p’ we lose some 132-patterns and gain some. Since p was optimal, the
number lost must be at least as large as the number gained. And this inequality can be
manipulated to give the one desired.

For the details, the following chart gives the relevant information to describe p’ for
each of the four inequalities. In the second case, the last two layers of p are combined
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into one, so the value of ¥’ is irrelevant.

m’ o number of gained 132-patterns < number of lost 132-patterns
b+1 |m—1 (m=1)(3) <b(™57)
b+m — abm < (%)
m+1|b—1 (a+b-1)m < (7)+a(d—1)
m—1|b+1 (™71 +ab < (a+b)(m—1)

Now (i) and (ii) follow immediately by cancelling b(m — 1) and bm, respectively,
from the inequalities in the first two rows of the table. Note that neither of the canceled
quantities are zero because of the remarks preceding this lemma. From these two, it
follows that a(b— 1) < (7). So using the third line of the chart

m

k=1ym=(a+b-1)m < (2) +a(b-1)< 2<2> =m(m—1)
and cancelling m gives (iii). For (iv) we have

(m2—1> < (mgl) +ab< (a+b)(m—1) = (n—m)(m—1).

Canceling m — 1 and solving for m completes the proof. &

We now turn to the proof of Theorem 4.1. First note that, by Lemma 5.1 (iv), we

have
n—2

k=n-m>

So (kn)n>1 clearly diverges to infinity. For our next step, we prove that (k;)n>1 is
monotonically weakly increasing. Let p,; denote an n-permutation whose last layer is
of length n — ¢, and whose leftmost 7 elements form an optimal i-permutation, and let

Cn,i = €132(pn,i). Clearly .
n—i
Cn,i = M; + l( 9 )

Proposition 5.2 For all n > 1, we have k, < kpy1.

Proof: It is easy to verify that this is true for n < 3. Solet n > 3 and k = k,,. Then
it suffices to show that c¢,41,% > cny1, for all i < k. This is equivalent to showing that

1—k 1—i
Mk+k(n+2 )>M,-+i<"+2 Z). (4)
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However, by definition of k, we know that for all i < &,

Mk+k<";k)2M,~+i<";’). (5)

Subtracting (5) from (4), we are reduced to proving k(n — k) > i(n — i). Rearranging
terms so we can cancel k — i gives the equivalent inequality n > k +i. But k < n/2 by
Lemma 5.1 (iii), and so the bound on i gives k+i < 2k < n. O

The proof of the upper bound on k, 41 is a bit more involved but follows the same
general lines as the previous demonstration. Note that this will finish the proof of
Theorem 4.1.

Lemma 5.3 For all positive integers n, we have kp, < kpyq < kp + 1.

Proof: Induct on n. The statement is easy to check for n < 13. Suppose we the lemma
1s true for integers smaller than or equal to n, and prove it for n + 1. For simplicity, let
k=kn, m=mn—k, and ¢; = chy1,:. Since we have already proved the lower bound, it
suffices to show that

ci>cyifork+1<i< lnTHJ with strict inequality for i = k + 1. (6)

Note that we do not have to consider i > |(n + 1)/2] because of Lemma 5.1 (iii).

We prove (6) by induction on i. For the base case, i = k + 1, we wish to show

My + (k + 1)(’;") > Mo+ (k +2) (’"; 1). (7)

But since p, x is optimal by assumption, we have

Mk+k(’;) 2Mk+1+(k+l)(m2—1). (8)

Subtracting (8) from (7) and rearranging terms, it suffices to prove

m—1>(Myys— Miy1) — (Mgy1 — My). (9)

Let p’ € Sk, p” € Sk41, and p’”’ € Si42 be layered 132-optimal permutations having
last layer lengths m’, m”, and m’, respectively, as short as possible. Since n > 14 we
have k < n/2 as well as k +2 < n and so, by induction, these three permutations satisfy
the lemma. If m"” = m’ 4 1 then let z be the largest element in the last layer of p”
(namely z = k + 1). Otherwise, m"” = m’ and removing the last layer of both p’ and p”
leaves permutations in Sk_p,» and Sk_p,/41, respectively. So we can iterate this process
until we find the single layer where p’ and p” have different lengths (those lengths must
differ by 1) and let x be the largest element in that layer of p”. Similarly we can find
the element y which is largest in the unique layer were p” and p’’ have different lengths.



Now let
r = the number of 132-patterns in p’’ containing neither z nor y,
s = the number of 132-patterns in p’” containing = but not y,
t = the number of 132-patterns in p’” containing y but not z, and
u = the number of 132-patterns in p’”’ containing both = and y.

Note that there is a bijection between the 132-patterns of p””’ not containing y and the

132-patterns of p'’. A similar statement holds for p” and p’. So
My=7r, Mpy1=r+s, Myjpa=r+s+t+u.

Note also that s > t because increasing the length of the layer of x results in the most
number of 132-patterns being added to p’. It follows that (Mgy2 — Mig41) — (Me41 —
My)=t+u—-s<u

Now, by Lemma 5.1 (iii), to get inequality (9) it suffices to show that u < k. But
there are only k elements of p”’/ other than z,y, so u < k. If u = k then 2,y form a
132-pattern with every other element of p’”’. This forces p”’ to have exactly two layers
of lengths m" = 2,k" = k or m""" = k — 1,k = 1 depending on whether z,y are both
in the same layer or different layers, respectively. But n > 14 so £ > 5 which implies
m'" > 3 and k' > 2 by the induction on n. This contradiction completes the proof
of (9) and of the base case for the induction on <.

The proof of the induction step is similar. Assume that (6) is true for 7 — 1 so that

where | =n + 1 — ¢. We wish to prove
(1 . -1
M; +1 9 >Mip1+(i+1) 5 | (11)

Subtracting as usual and simplifying, we need to show
A—i—-1> (M1 — M;) — (M; — M;_y).

Proceeding exactly as in the base case, we will be done if we can show that 2l—i—1 > i—1
or equivalently ! > 7. But this follows because l=n+1—iand i < |[(n+1)/2]. ©
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Résumé Dans cette note nous appliquons une preuve bijective de la formule
d’inversion de Lagrange multidimensionnelle pour donner une explication com-
binatoire de deux formules d’énumération de cactus m-aires, selon la distribution
des couleurs et selon la distribution des degrés. Nous en déduisons un algorithme
de génération aléatoire pour ces structures.

Abstract. In this note we apply a bijective proof of the multidimensionnal La-
grange inversion formula to give a combinatorial explanation of two formulae for
the enumeration of m-ary cacti, with respect to the distribution of colors and
the distribution of degrees. We deduce from this explanations a uniform random
generation algorithm for these structures.

1 Introduction

Un m-cactus est un graphe simple connexe dans lequel chaque aréte appartient a
exactement un cycle élémentaire. De fagon équivalente, chaque composante 2-connexe
d’un cactus est un cycle élémentaire, c’est-a-dire un m-gone (un polygone & m c6tés).
Les premieres études combinatoires de ces graphes sont dues & Harary et Uhlenbeck
[14] et Harary et Palmer [13], suite & un article de Husimi [15]. Un m-cactus planaire
est un plongement d’un m-cactus dans le plan, de sorte que chaque aréte soit incidente
a la région infinie. Un cactus m-aire est un m-cactus planaire tel que les sommets
autour d’un m-gone sont coloriés successivement par les couleurs 1,2,... ;m dans le sens
trigonométrique. Dans cet article, nous nous intéressons aux cactus m-aires enracinés,
c’est-a-dire aux cactus m-aires dont un polygone (ou de maniére équivalente une aréte
joignant un sommet de couleur 1 et un sommet de couleur 2) est distingué. La Figure 1
présente un cactus ternaire dont le triangle racine (resp. I’aréte racine) est rempli (resp.
hachurée).

O couleur |
O @ couleur2

@ couleur 3

Figure 1: Un cactus ternaire enraciné.

Les cactus sont des objets combinatoires apparaissant dans divers champs des mathé-
matiques, comme 1’énumération des factorisations de permutations circulaires dans le
groupe symétrique [11] ou la classification topologique des polynémes complexes [8].
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On appelle distribution des couleurs d’un cactus C le vecteur n = (ny,... ,Mm) tel
que pour 7 € [m] n; est le nombre de sommets de C de couleur i. On note n = 31| n;.
Par exemple, la distribution des couleurs du cactus de la Figure 1 est (5,4,4).

On vérifie aisément (cf [4,5]) que pour une distribution des couleurs n donnée, il y a
au moins un cactus m-aire ayant n; sommets de couleur %, pour i € [m], si et seulement
s’il existe un entier p tel que (n — 1) = p(m — 1) (p est alors le nombre de polygones)
et, pour ¢ € [m], 1 < n; < p. On dit alors qu’une telle distribution n est valide.

Théoréme 1 [4,5] Soit n = (ni,... n,) une distribution des couleurs valide. Le
nombre de cactus m-aires de distribution des couleurs n est

%ilj <:i>’ @

oin=>3 . netp=(n-1)/(m-1).

On appelle degré d’'un sommet dans un cactus le nombre de polygones auxquels ce
sommet est incident. La distribution des degrés d’un cactus est une matrice D = (d; ;),
de taille m x 0o, o1 d;,; est le nombre de sommets de couleur i et de degré j. On considére
chaque ligne (d;,1,d;2,...) comme un vecteur d;. On note n; = 3 j d;; le nombre de
sommets de couleur i, n = 21";1 n; le nombre de sommets et on dit qu'une matrice D
est valide si et seulement s’il existe un entier p tel que (n — 1) = p(m — 1) et, pour
i € [m], 1 < n; < p. Par exemple, la distribution des degrés du cactus de la Figure 1 est

4100...
D=12200...
3010...

Théoréme 2 [11,4] Soit D = (d; j)mxoco une distribution des degrés valide. Le nombre
de cactus m-aires de distribution des degrés D est

1 (n;
m—1 il 4
P zI=I1 - ( di)’ )

oun; =35, dij,n=3 " n; etp=(n—-1)/(m—1).

Les preuves des Théorémes 1 et 2 données par Goulden et Jackson [11] ou Béna,
Bousquet, Labelle et Leroux [4] utilisent la forme explicite de la formule d’inversion
de séries formelles multivariées de Good-Lagrange (voir les ouvrages [10,3] pour une
description détaillée de cette formule et de ses différentes variantes).

Théoréme 3 [9] Soient R(x) = (Ry(x),... ,Rm(X)) un vecteur de séries formelles en
les variables x = (z1,... ,xm), telles que R;(0) # 0, pour i € [m], et A(x) un vecteur
de séries formelles satisfaisant

Ai(.'ltl, e ,.’L'm) = .'L‘iRi(Al,.. . ,Am), 1= 1, AN U (3)

Alors, pour toute série formelle F(x) et tout vecteur n de m entiers on a

[x“]F(A(x))=[x“J{det (- g 220 F(x)HR?*(x)} (@

ot [x"|G(x) est le coefficient de z7* -- -z dans G(x) et &;; =1 sii=j et 0 sinon.
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Il n’existe pas d’interprétation bijective directe connue de cette formule permettant
d’expliquer combinatoirement les résultats découlant de son application. Cela est no-
tamment di & la présence de termes négatifs dans le déterminant du membre droit de
(4). Récemment, Bender et Richmond, motivés par la recherche de formules asympto-
tiques pour les structures lagrangiennes [1,2], et Goulden et Kulkarni [12] ont proposé
une reformulation du Théoréme 3, que 'on appelle forme arborescente, basée sur la
notion de dérivée d’un vecteur de séries formelles selon une arborescence orientée.
Définition 1 Soient G un graphe orienté étiqueté ayant ensemble de sommets S =
{1,...,d} et ensemble d’arcs A, x = (z1,...,&q) un vecteur de variables formelles et
f(x) = (f1(%),-..,fa(x)) un vecteur de séries formelles en x. On définit la dérivée de
f(x) par rapport ¢ G par

of o}
6((.;[) - H H ozx; 1i(%)

jes R

Théoréme 4 [12,1] Soient R(x) = (R1(x),... ,Rm (X)) un vecteur de séries formelles
en les variables x, telles que R;(0) # 0, pour i € [m], et A(x) un vecteur de séries
formelles satisfaisant le systéme d’équations fonctionnelles (3). Alors, pour toute série
formelle F(x) et tout vecteur n de m entiers on a

[Xn]F(A(X)) — (H _1_) [xn—l] {Z 5(F(X),R?l (36(?7,- .. ,R:}—Lm (X)) } , (5)

i=1 i T
otn—1=(n; —1,... iy, — 1), la somme étant sur toutes les arborescences T ayant
{0,1,... ,m} pour ensemble de sommets, de racine 0, et dont les arcs sont orientés vers
0.

Goulden et Kulkarni ont montré que la formule (5), qui ne fait apparaitre dans son
membre droit qu’une somme de termes positifs, est équivalente & (4), et ont donné une
interprétation combinatoire des deux membres de (5), en termes d’endofonctions co-
loriées et d’arborescences coloriées. Deux preuves bijectives de cette forme arborescente
de la formule de Good-Lagrange ont été proposées [12,6], toutes deux basées sur une
bijection entre arborescences m-coloriées et endofonctions m-coloriées.

Le but de cette note est d’illustrer, en prenant I’exemple des cactus m-aires, deux
aspects intéressants de ces preuves. Premiérement, elles permettent d’expliquer com-
binatoirement des formules obtenues par application de la formule de Lagrange mul-
tidimensionnelle. Deuxiémement, de telles explications combinatoires peuvent induire
des algorithmes de génération aléatoire de structures lagrangiennes (structures dont la
série génératrice vérifie une équation de la forme (3)). Dans la section suivante, nous
présentons rapidement les structures combinatoires utilisées dans la preuve bijective
du Théoréme 4, puis nous décrivons une bijection entre les cactus m-aires et une fa-
mille d’arborescences, que nous appelons arborescences cactacées, qui met en évidence
le caractére lagrangien des cactus m-aires enracinés. Finalement, nous déduisons de ces
deux constructions une bijection entre les arborescences cactacées et une famille d’endo-
fonctions que nous appelons endofonctions cactacées. La Section 3 contient les preuves
combinatoires des Théorémes 1 et 2, basées sur cette bijection. Finalement la Section
4 propose un algorithme de génération aléatoire et uniforme pour les cactus m-aires de
distribution de couleurs ou de degrés fixée, & n sommets, en temps et espace O(n), basé
sur les preuves de la Section 3.
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Remarque 1. Les preuves bijectives du Théoréme 4 de [12, 6] utilisant des structures co-
loriées étiquetées, nous considérons des cactus m-aires enracinés étiquetés : pour chaque
couleur i € [m], on étiquette les n; sommets de couleur i par les entiers de 1 a n; (on
note alors j; le j™¢ élément de couleur i). Les cactus enracinés étant des structures
asymétriques (du fait de 'enracinement), il y an! = [~ n;! fois plus de cactus m-aires
enracinés étiquetés ayant n; sommets de couleur i que de cactus m-aires enracinés non
étiquetés ayant n; sommets de couleur 3.

2 Des cactus aux endofonctions

Dans cette section, nous nous plagons dans le cadre de la théorie des espéces de struc-
tures développée par 1’école de combinatoire montréalaise et particulierement adaptée
a ’énumération de structures arborescentes (voir [3,16]). Le premier paragraphe est un
rappel de [12, 6] (voir aussi [7]).

2.1 Arborescences, endofonctions et formule de Lagrange
multidimensionnelle

Soient R = (Ry,... ,Ry) un vecteur de m espeéces de structures m-coloriées et F' une
espece m-coloriée, de séries génératrices exponentielles multivariées respectives R; (x),
pour i € [m], et F(x) (x = (z1,... ,Zm)). Les preuves bijectives du Théoreme 4 font
intervenir deux types de structures combinatoires : les arborescences (F,R)-enrichies et
les endofonctions restreintes (F,R)-enrichies.

On note Ag,; 'espece des arborescences m-coloriées (chaque sommet est colorié par
une couleur choisie parmi les couleurs 1,...,m) R-enrichies (pour j € [m], la fibre -
P’ensemble des fils - d’un sommet de couleur j est munie d’une structure d’espéce Rj)
dont laracine est de couleur i. L’espéce des arborescences (F,R)-enrichies est 1’espece des
F-assemblées de (U2, AR, ;)-structures. L’ensemble des arborescences (F,R)-enrichies
ayant n; éléments de couleur i, pour i € [m], est noté F'(Ar)[n). Dans la suite de cet
article, on considere une arborescence (F,R)-enrichie sur [n] comme une arborescence
sur {0} U[n;]U---U[n,] = [0,n], de racine 0, telle que la fibre de 0 est munie d’une F-
structure, les fibres des sommets de couleur i étant toujours munies d’une R;-structure.
Ces arborescences sont reliées au Théoréme 4 par le fait que, si on note Ag ;(x) la
série génératrice exponentielle multivariée des AR, ;, on a linterprétation combinatoire
suivante du membre gauche de (5) [12,6]:

|F(AR)[0]| = n![x"|F(Ar,1 (%), ... ,AR,m(x)). (6)

Une endofonction partielle (F,R)-enrichie sur [n] est une fonction f de [n] dans [0,n]
dont chaque fibre f~'(u) est munie d’une R;-structure si u est de couleur i € [m] et
d’une F-structure si 4 = 0. Soit f une endofonction partielle (F,R)-enrichie sur [n]: on
appelle graphe des couleurs de f, noté G(f), le graphe orienté (non ordonné: les voisins
d’un sommet sont structurés en un ensemble non ordonné) étiqueté ayant [0,m] pour
ensemble de sommets et ayant, pour i € [n], un arc de i vers j (j € [0,m]) si et seulement
si 1; est dans la fibre d’un élément de couleur j (1; € f~1(k;), avec k € [n;]), et un arc
de 7 vers O si 1; est dans la fibre de 0 (1; € £~1(0)). On représente habituellement une
endofonction partielle f par le produit des fibres de ses éléments. Par exemple, si m = 3,
n1 =4, ny =4 et ng = 3, la figure suivante représente une endofonction partielle f de
[n] (un arc de i; vers k; indique que f(i;) = k;) et son graphe des couleurs G(f ).
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21 4
RB/'\ Rl/L/
23 33

Figure 2: Une endofonction partielle restreinte.

Une endofonction partielle (F,R)-enrichie f est dite restreinte si et seulement si G(f) est
une arborescence de racine 0 dont tous les arcs sont orientés vers la racine. L’endofonc-
tion partielle précédente est donc une endofonction partielle restreinte. Ces structures
sont reliées au Théoréme 4 par la relation suivante: si on note Endjg[n] I'ensemble
des endofonctions restreintes (F,R)-enrichies sur [n], on a I’interprétation combinatoire
suivante du membre droit de (5) [12,6]:

|EndE o] = (n ~ ity QERLRG - Har @)
T

On a alors le résultat suivant, reliant arborescences et endofonctions (et qui, combiné
a (6) et (7), prouve bijectivement le Théoreme 4).

Proposition 1. [12,6] Il existe une bijection ¢ entre les arborescences (F,R)-enrichies
sur [n] et les endofonctions restreintes (F,R)-enrichies sur [n].

Cette bijection @ vérifie de plus la propriété suivante (dite de conservation de la
structure des fibres), qui s’avérera nécessaire 3 la preuve du Théoréme 2.

Propriété 1 Soit A une arborescence (F,R)-enrichie sur [n] et u un sommet quelconque
de A: la fibre de u dans A contient j sommets de couleur k € [m] si et seulement si la
fibre de u dans l’endofonction restreinte (F,R)-enrichie sur [n] #(A) contient elle aussi
j sommets de couleur k.

2.2 Cactus m-aires et endofonctions

On note L ’espeéce des ordres linéaires, X; ’espéce des singletons de couleur i et,
pour un vecteur (V3,...,V,,) d’espéces, V; = IT i Vi P’espeéce du produit de tous les V;
excepté V.

On appelle arborescences cactacées I’espéce des arborescences (F,R)-enrichies telles
que F = X; et R; = L(Xi): la fibre de 0 est réduite & un seul sommet, de couleur
1, et pour tout sommet j;, sa fibre est structurée en une liste ordonnée de i-blocs, un
i-bloc étant un ensemble de (m — 1) sommets de couleurs différentes de 7 et deux & deux
différentes.

Proposition 2. Il existe une bijection ¥ entre les arborescences cactacées sur [n] et les
cactus m-aires sur [n].
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1l s’agit d’un résultat classique concernant les cactus m-aires enracinés, basé sur un
parcours en profondeur des polygones d’un cactus, en partant du polygone racine, au
cours duquel on remplace chaque polygone rencontré par un i-bloc si on est entré dans
ce polygone par un sommet de couleur i. On associe donc un bloc & chaque polygone
(excepté le polygone racine). La figure suivante, dans laquelle on a représenté les i-blocs
par des rectangles marqués i et on a “fusionné” les arétes joignant un bloc & son pére
en une seule aréte, illustre cette construction.

0

4

| 02,03 | | @301 ]
| N

(20|, 205 ],

[on,81,] [03, 4]

Figure 3: Un cactus m-aire et 'arborescence cactacée correspondante.

Si on appelle degré d’un élément d’une arborescence cactacée le nombre de blocs
présents dans sa fibre, on vérifie alors immédiatement la propriété suivante.
Propriété 2 Soit C' un cactus m-aire. Si un sommet j; de C différent du (resp. égal
au) sommet de couleur 1 du polygone racine est incident a k polygones dans C (k > 0),
alors j; a degré (k — 1) (resp. k) dans larborescence cactacée ¥(C).

Par la Proposition 1, on peut alors affirmer que les arborescences cactacées sont en
bijection avec la famille des endofonctions restreintes (F,R)-enrichies telles que F = X;
et R; = L(X ), que nous appelons endofonctions cactacées.

Propriété 3 Une endofonction cactacée f sur [n] satisfait notamment les contraintes
suivantes :
1. la fibre f~1(0) de O est constituée du seul élément 1, (par la contrainte sur le graphe
des couleurs d’une endofonction restreinte),
2. le graphe des couleurs est une arborescence de racine 0 ayant pour seul fils le sommet

1; (conséquence de la contrainte précédente) et dont tous les arcs sont orientés vers
0.

3 Enumération de cactus m-aires

Dans cette section, nous proposons une explication combinatoire des Théorémes 1 et
2 basée sur la bijection entre cactus m-aires et endofonctions cactacées. Dans un premier
temps, nous faisons un rappel sur une construction classique reliant arborescences et
mots, le codage de Priifer.

3.1 Codage de Priifer

1l s’agit d’une bijection entre les arborescences sur [n] et les mots de longueur (n—1)
sur l’alphabet [n] [17]. Soit m un.mot de (n — 1) lettres sur ’alphabet [n]. On construit
une arborescence A,, & partir de m de la maniére suivante:

— au départ A, est constituée des seuls sommets 1,... ,m, sans aucune aréte;
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- soit F ’ensemble des lettres de [n] non présentes dans m;

— pour i allant de 1 & (n — 1), soit u = m(4) la i®™¢ lettre de m et v le plus grand
élément de F': ajouter un arc de u vers v & A,,, supprimer v de F et si u n’apparait
plus dans m, ajouter u a F.

On peut alors faire les remarques suivantes.

— Tous les arcs sont orientés vers la racine, la derniére lettre de m étant la racine de
Ap,.

- Cet algorithme induit un étiquetage sur [n — 1] des arétes de Ay, : si Iaréte allant
de u vers v est créée lors de la i°™¢ étape, on ’étiquette par 7.

) 4

7 4

Figure 4: Arborescence et mot associés suivant le codage de Priifer.

3.2 Enumération de cactus selon la distribution des couleurs

Compte-tenu de la bijection entre cactus m-aires et arborescences cactacées et de
la Proposition 1, il suffit d’énumérer les endofonctions m-cactacées ayant n; eléments
de couleur ¢ € [m]. Nous réalisons I’énumération de ces endofonctions en trois étapes:
répartition des blocs, placement des éléments minimaux (éléments 1;) et placement des
éléments non minimaux. On rappelle qu’une endofonction cactacée ayant n; sommets
de couleur ¢ comporte exactement

_ iz n) -1

P m—1

blocs, et que la fibre de I’élément 0 est constituée du seul élément 1,. Un i-bloc étant
constitué de m — 1 éléments de couleurs deux a deux distinctes et autres que c;, on en
déduit la propriété suivante.

Le nombre de 1-blocs est p — n; + 1 et le nombre de i-blocs est p — n;, pour ¢ > 1.

(8)

1. Répartition des blocs. Le nombre de partitions d’un ensemble de k éléments indistin-
guables en | parts (ordonnées entre elles) éventuellement vides est

k+1-1
. 9
("1 ®)
On appelle partition des blocs d’une endofonction cactacée le vecteur (ki1,1,...,k1,n,,
. skm1,... » km,n,) de n entiers positifs ou nuls tel que k; ; est le nombre de i-blocs

présents dans la fibre de I’élément j;. On déduit de (8) et (9) que le nombre de partitions
des blocs possibles pour les endofonctions cactacées sur [n] est

) - ot n) o

=2 =1
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Maintenant, pour une partition des blocs fixée, nous regardons le nombre de répartitions
des éléments dans les blocs satisfaisant & la contrainte 2 de la Propriété 3 sur le graphe
des couleurs d’une endofonction cactacée.

2. Placement des éléments minimaux. Rappelons que I’élément 1; étant I’unique élément
présent dans la fibre de 0, il n’appartient & aucun bloc. On considére alors les éléments
minimaux 1;,7 = 2,... ,m, qui sont les seuls & intervenir dans la contrainte sur le graphe
des couleurs.

Iy a p™2(p—ny + 1) fagons de placer les éléments 1;,i =2,... ,m. (11

En effet, supposons les p blocs numérotés arbitrairement de 1 & p et considérons un
mot w de longueur (m — 1) sur Palphabet [p]: & chaque lettre de w correspond un des
p blocs de I'endofonction. A partir de w, on construit le mot w’ en remplacant chaque
numéro de bloc par son type: si le bloc a dans w est un i-bloc, on remplace a par i dans
w'. Ce mot w' est alors un mot de longueur (m — 1) sur l'alphabet [m]. En appliquant
le codage de Priifer au mot w’, on obtient une arborescence orientée sur [m] dont les
arcs sont étiquetés sur [m — 1] et orientés vers la racine. On peut alors associer & cette
arborescence le placement suivant des éléments minimaux: si on a un arc de i vers j,
étiqueté k, on place 1; dans le bloc associé a la k¥®™¢ lettre de w (il est clair que ce
bloc ne peut étre un i-bloc). Par exemple, pour m = 4 et n = (3,3,3,4), on considére la
partition des blocs donnée & la Figure 5 (les 4 blocs sont numérotés de 1 & 4 de gauche
a droite). Si w = 2.4.1, on a alors w' = 1.3.1 et le codage de Priifer appliqué & w’ donne
I’arborescence apparaissant au bas de la Figure 5.

|

0<1;,$2 3 125 25 $3,$ 135238 33 $1,$24$3,S 44

Figure 5: Arborescence correspondant au mot w = 2.4.1

On place donc 1, dans le bloc 4, 13 dans le bloc 1 et 14 dans le bloc 2. Pour que
la contrainte sur le graphe des couleurs soit vérifiée par ce placement des éléments
minimaux, il faut et il suffit que sa racine soit le sommet 1, ce qui est équivalent &
imposer que la derniére lettre de w' est la lettre 1 (on obtient alors une arborescence
de racine 1 que I’on relie & 0 par un arc de joignant 1 et 0) et donc que le bloc associé
a la derniére lettre de w est un 1-bloc. On a donc p choix pour chacune des (m — 2)
premieres lettres de w et (p — n; + 1) pour sa derniere lettre, ce qui prouve (11).

3. Placement des éléments non minimaux. Une fois que les éléments minimaux sont
placés, la répartition des éléments restants dans les blocs ne pose aucun probléeme. Par
(10), (11), la Remarque 1, et le fait qu’il y a (n— 1)! facons de répartir les éléments
non minimaux, et apres simplification, on obtient la formule (1).

3.3 Enumération de cactus selon la distribution des degrés

La preuve du Théoréme 2 est basée sur le méme principe que la preuve précédente. Si
on appelle degré d’un élément d’une endofonction cactacée le nombre de blocs présents
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dans sa fibre, par la bijection entre cactus m-aires et arborescences cactacées, la Pro-
position 1, la Propriété 1 de conservation de la structure des fibres et la Propriété 2,
I’ensemble des cactus m-aires de partition des degrés D et de racine de degré ! (le som-
met de couleur 1 du polygone pointé est incident & ! polygones) est en bijection avec
I’ensemble des endofonctions cactacées ayant

(a) d;,; éléments de couleur i et de degré j —1sii>1ou (i=1,7#letj# (I+1)),
(b) di; — 1 éléments de couleur 1 et de degré ! —1 et

(¢) dig41 + 1 éléments de couleur 1 et de degré .

l.a. Répartition des i-blocs pour ¢ > 1. Pour chaque couleur ¢ > 1, on a donc d;
éléments de degré (j — 1) et le nombre de facons de répartir ces i-blocs dans les fibres
des n; sommets de couleur 7 est
n;
. 12
(di,ladi,Qa . ) (12)

1.b. Répartition et pointage des 1-blocs. En ce qui concerne la couleur 1, apres avoir
réparti d; ; 1-blocs, pour tous les j > 0, il découle de (b) et (c) qu’il reste encore un
1-bloc & placer dans la fibre d’un élément de couleur 1. Comme le montre la Figure 6
(dans laquelle les blocs en pointillés représentent les positions possibles d’insertion d’un
bloc supplémentaire), on a exactement k + 1 facons de placer ce 1-bloc dans la fibre
d’un élément de degré k en le distinguant des autres blocs déja placés,

et on donc a exactement

m+Y (G-Ddj-l=m+@pP-m+1)-1=p (13)
i1

facons de placer un bloc distingué dans la fibre d’un élément de couleur 1. On en déduit
qu’on a

pH (du,dm, ) (14)

facons de placer les p blocs tout en distinguant un 1-bloc.

2. Placement des éléments minimaux. De la méme maniére que pour la preuve précé-
dente, on remarque que le nombre de placements des éléments minimaux 1; (¢ > 1)
respectant la contrainte sur le graphe des couleurs est donné, pour toute numérotation
arbitraire des blocs sur [p], par le nombre de mots de longueur (m — 1) sur ’alphabet
[p] tels que la derniere lettre est le numéro du 1-bloc distinguée. Il y en a exactement

P (15)

3. Placement des éléments non minimaux. Finalement, comme précédemment, le place-
ment des éléments non minimaux ne pose aucun probléme et on en a (n — 1)!, ce qui,
combiné & (14), (15) et & la Remarque 1, et apres simplification, donne la formule (2).
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4 Génération aléatoire de cactus m-aires

Les preuves présentées dans la section précédente, outre le fait qu’elles donnent la
premiere explication combinatoire, & notre connaissance, des formules d’énumération de
cactus m-aires, permettent aussi la mise au point d’algorithmes efficaces de génération
aléatoire uniforme de cactus m-aires, selon la distribution des couleurs ou des degrés.

Pour énumérer les endofonctions cactacées selon la partition des couleurs ou des
degrés, nous avons suivi un cheminement en trois étapes qui sous-tendent les grandes
lignes d’un algorithme de génération aléatoire de cactus m-aires. Pour engendrer aléa-
toirement et uniformément une telle structure selon la distribution des couleurs (resp.
des degrés), on peut alors appliquer I’Algorithme 1 suivant.

Algorithme 1: Génération aléatoire de cactus m-aire

Données : distribution n (resp. D) des couleurs (resp. des degrés)

Résultat : cactus m-aire

début
génération d’'une endofonction cactacée ayant distribution des couleurs n (resp. des
degrés D);

1. partition des blocs;

2. placement des éléments minimaux;

3. placement des éléments non minimaux;
application de la bijection & entre endofonctions cactacées et arborescences cac-
tacées;
application de la bijection ¥ entre arborescences cactacées et cactus m-aires;

fin

Lemme 1. L’algorithme 1 permet d’engendrer aléatoirement et uniformément un cac-
tus m-aire enraciné 4 n sommets selon la distribution des couleurs ou des degrés, en
temps et espace O(n).

Preuve. D’apres les preuves des Théorémes 1 et 2, il est clair que cet algorithme en-
gendre un cactus m-aire. Il reste & vérifier que cette génération est uniforme et que les
complexités en temps et en espace sont linéaires.

1. Génération uniforme. Le fait que cet algorithme engendre uniformément les cactus
m-aires, c’est-a-dire que tous les cactus de distribution des couleurs n (resp. des degrés
D) ont la méme probabilité d’étre engendré, découle du fait que lors de I’étape de
génération aléatoire des endofonctions cactacées:

— toutes les partitions des blocs ont la méme probabilité d’étre engendrées,

— le nombre de fagons de placer les éléments minimaux ne dépend pas de la partition
des blocs (et tous les placements sont donc équiprobables),

— le nombre de fagons de placer les éléments non minimaux ne dépend ni de la partition
des blocs, ni du placement des éléments minimaux (et tous les placements sont donc
équiprobables).

2. Complexité linéaire en temps et en espace. Dans les deux cas, la phase de répartition
des blocs consiste & partitionner ’ensemble des i-blocs en n; parts, ce qui se fait en
temps et espace linéaires. Le placement des éléments minimaux consiste & choisir un
mot aléatoirement sur un alphabet fixé, puis & appliquer le codage de Priifer, ce qui
13 aussi ce fait en temps et espace linéaires. Le placement des éléments non minimaux
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consiste & choisir aléatoirement une permutation sur les éléments non minimaux, ce qui
13 aussi se fait en temps et espace linéaires. Finalement, les bijections ¢ et ¥ pouvant
étre implantées en temps et espace O(n), on obtient bien une complexité linéaire. O

Remarque 2. Récemment, Dimitri Zvonkine [18] a proposé une autre preuve combina-
toire du Théoreme 2.

Remerciements. Nous remercions Pierre Leroux pour de trés utiles conversations.
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Algorithmes géométriques appliqués a la manipulation
de tissus dans un environnement virtuel *

Yves Chiricotal

Département d’informatique et de mathématiques, Université du Québec & Chicoutims,
555, boul. de I’Université, Chicoutimi (Québec), Canada, G7H 2B1

Abstract
This article presents geometrical methods for interactive modelling and dis-
placement of polygon meshes in three dimensions. Our main algorithm is based
in a breath first search in the graph associated to a polygon mesh. The edges are
sorted and their lengths corrected as to produce natural movement of the mesh,
whenever it is manipulated by an user. The main application of this work is related
to CAD systems used in garment industry.

Résumé

Ce travail présente une méthode géométrique de déplacement d’un maillage
dans un environnement virtuel. Le principal algorithme est basé sur un tri des
arétes du maillage permettant d’effectuer un déplacement par correction géomé-
trique de la longueur des arétes. Une des applications de cette méthode est la
manipulation de surfaces représentant des tissus dans un environnement virtuel.
Cette application est axée sur les systémes de conception de vétements assistés par
ordinateur.

Mots clefs: Algorithme, géométrique, simulation, vétement, virtuel, modéle, déformable

1 Introduction

Le contexte dans lequel se situe ce travail est celui de la simulation d’objets déformables
en informatique. Il porte plus particulierement sur la simulation de surfaces discretes
(maillages) servant & représenter des tissus. Les résultats concernant les objets déforma-
bles reposent en grande partie sur des algorithmes de simulation physique. Terzopoulos
[10] et al. ont introduit des méthodes de simulation physique d’objets déformables
basées sur la théorie de I’élasticité. On procede en calculant la solution d’une équation
différentielle décrivant la position d’une surface en fonction du temps. On retrouve dans
Breen et al. [1, 2] un algorithme de simulation basé sur la minimisation d’une fonction
décrivant I’énergie d’un systéme représentant une surface discrétisée. Certains travaux
portent sur la manipulation et I’édition interactive de surfaces. Mentionnons ceux de
Welch et al. [12, 13], de Fiume et al. [5], ainsi que ceux de Heckbert et al. [7], tous basés
sur des méthodes variationnelles et sur des simulations physiques. Une application
directe de ces travaux est la représentation de surfaces servant & modéliser des tissus
dans un environnement virtuel. Les travaux de Volino et al. [11] se situent aussi dans
ce contexte. La figure 1 donne un exemple de modele calculé par simulation de tissus
dans un systéme de conception de vétements assistée par ordinateur?.

*Travail réalisé grace au soutien financier du programme PAIR, UQAC
TCourriel: Yves_Chiricota@uqac.uquebec.ca
1Développé par PAD System Technologies, Montréal
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Figure 1:

Les méthodes de simulation physique demandent un temps de calcul relativement
long, ce qui n’est pas toujours pratique dans le contexte de la manipulation en temps réel
de surfaces représentées par des maillages, contexte dans lequel se situe notre travail. De
plus, ces méthodes peuvent produire un effet d’élasticité qui n’est pas toujours désirable.
Une partie de I’élasticité provient de la méthode d’intégration numérique utilisée pour
résoudre ’équation décrivant le mouvement de la surface. Il est possible de diminuer le
pas d’intégration pour obtenir un résultat moins élastique, au détriment du temps de
calcul.

Provot [9] a introduit une méthode de correction géométrique pour diminuer V'effet
d’élasticité produit par la méthode d’intégration. L’idée consiste & appliquer, durant la
simulation, une contraction (resp. une dilatation) aux arétes d’un maillage qui s’étirent
trop (resp. se contractent trop), ramenant celles-ci & leur longueur “au repos”. Cette
méthode permet d’augmenter le pas d’intégration avec la méthode d’Euler. Desbrun
et al. [4] ont utilisé cette méthode avec un schéma d’intégration semi-implicite dans un
environnement virtuel. Leur systéme permet la manipulation en temps réel de surfaces
discrétisées. Toutefois, le temps de calcul inhérent & la simulation physique représente
une partie importante du temps total.

Le principal algorithme présenté ici est une variante de la méthode de correction
géométrique de Provot. Il permet la manipulation d’une surface sans effectuer de sim-
ulation physique, entrainant ainsi un gain en temps de calcul. Cet algorithme a donné
lieu & un prototype logiciel grace auquel un utilisateur peut déplacer en temps réel une
surface discrétisée sous la forme d’un maillage. L’algorithme débute par le calcul d’un
maillage par grille d’une courbe polygonale représentant une pitce de tissu. Ensuite, il
effectue un tri des arétes du graphe simple associé au maillage. L’ordre de parcours des
arétes dépend du point servant & déplacer le maillage. Durant le déplacement, les arétes
sont ramenées a leur longueur naturelle selon 1’ordre établit par ce tri. Le déplacement
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du maillage se fait dans une direction établie par 1'utilisateur via l'interface graphique
du logiciel. L’effet d’élasticité lors du déplacement est acceptable®.

2 Maillages

2.1 Graphes et maillages

Etablissons d’abord quelques notations concernant les graphes (voir aussi [6],[8]). Soit
X un ensemble fini de sommets. Un graphe simple G sur X est un couple (X, A), ou
A C P(X) est un ensemble d’arétes (P2 désigne ’ensemble des parties de X & deux
éléments). Un graphe orienté sur X est un couple (X,U), ou U C X x X est un ensemble
de fléches. SiY C X, ’ensemble {z € X:3{z,y} € A,z € X \Y et y € Y} est appelé
I’ensemble des voisins de Y et est dénoté par V(Y').

Soit ¢ un triangle dans E? (I’espace euclidien de dimension 3). L’intérieur de t sera
dénoté par int(t). Un maillage M de deux dimensions dans E? est un polyedre formé
de triangles T = {t1,12,...,tn} satisfaisant les propriétés suivantes:

e Vi, j,i # j = int(t;) Nint(t;) = 0,
e Vi, j, sii# j alors un et un seul des cas suivant est possible: ¢; Nt; = 0, t;Nt; est
un point, ou encore ¢; Nt; est un coté commun aux deux triangles.

Considérons ’ensemble X des points formé par les sommets des triangles de M et
I’ensemble A des cotés de ces triangles. Le couple (X, A) détermine un graphe simple.
L’ensemble des arétes A est formé des paires {z,y} telles que z et y sont sommets d’un
méme triangle.

Dans ce qui suit, nous ne ferons pas la distinction entre un maillage et son graphe
associé (X, A), lorsque le contexte sera clair. Chaque triangle ¢ du maillage M corres-
pond & un sous-graphe de (X, A). Ce sous-graphe est complet d’ordre 3. Soit H un
sous-graphe de (X, A) obtenu par union de triangles. La frontiére de H est formée des
arétes correspondant a la frontiere des triangles d’origine dans le maillage.

A tout graphe (ou maillage) (X, A), on peut associer un sous-graphe orienté I' =
(Y,U) avec Y C X et (z,y) € U = {z,y} € A. On dira que le sous-graphe I" recouvre
M siY = X et T est connexe (si on ne tient pas compte de 'orientation des arétes). Si
c’est le cas, tout sommet de X est incident a une aréte de I.

Le graphe dual (X*, A*) associé & un maillage est obtenu en prenant ’ensemble des
triangles comme ensemble de sommets et en posant {t1,t2} € A* si et seulement si
t1 et t ont un coté commun. Un bande dans le graphe associé & un maillage est un
sous-graphe dont le graphe dual est une chaine.

Un sous-graphe séparateur ¥ dans un graphe simple (X, A) (correspondant & un
maillage M) est soit un seul point, soit un sous-graphe connexe (X', A') tel que A’ est
obtenu par 'union d’arétes et de triangles. De plus, ce sous-graphe doit satisfaire les
propriétés suivantes: (1) le graphe dual de ¥ est formé d’un ensemble de chaines et
(2) le graphe obtenu de (X, A) en retirant les sommets appartenant & X' et les arétes
incidentes a exactement deux composantes connexes (dont 'une peut étre vide). On
obtient ainsi une partition de X \ X' en une ou deux classes. Le rang d’un sous-graphe
séparateur est la longueur maximale des chaines dans le graphe dual de .

Le graphe de la figure 2 contient trois sous-graphes séparateurs. Les triangles ap-
partenant & ces derniers sont dessinés en gris. Le rang de ces sous-graphes séparateurs
est respectivement 0, 2 et 3.

21%élasticité varie d’environ 2% & 5%.
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Figure 2: Sous-graphes séparateurs.

2.2 Maillage par grille de courbes polygonales

Dans les systemes de conception assistée par ordinateur, les pieces servant & créer des
vétements sont généralement représentées par des courbes polygonales simples fermées.
On retrouvera ici une technique de triangulation permettant de calculer un maillage
a partir d’une courbe polygonale. Notons qu’il existe des méthodes classiques pour
effectuer cette tache. Nous présentons une technique adaptée 4 la manipulation géomé-
trique de maillages par ’algorithme décrit & la section 4.

Fixons d € R. Considérons I’ensemble des points de la forme p; ; = (id, jd) avec
i,J € Z. Sur cet ensemble, formons le maillage Q2 dont les triangles sont déterminés par
les points

Pi,js Pij+15Pi+1,5+1 € Pij, Pit1,j+1,Pi+1,5 si i+ j =0 mod 2
Di,j>Pij+1,Di+1,5 €6 Dit1,5,Pi,j+1,Pi+1,j+41 S 1+ j =1 mod 2.

Il est évident que ce maillage est de Delaunay (on trouvera une définition de maillage
de Delaunay dans [3]).

Soit C' une courbe polygonale plane simple fermée. Un maillage par grille de C est
obtenu en conservant la partie du maillage Q & I'intérieur de C et en complétant le
maillage en ajoutant & celui-ci les points de la courbe C, de fagon & avoir un maillage
de Delaunay.

La figure 3 illustre le calcul d’un maillage par grille d’une courbe polygonale. Dans
partie (a), on retrouve la partie de la grille & I'intérieur de la courbe C et la partie (b)
est la triangulation Delaunay résultante. Notons que certaines arétes du maillage initial
peuvent étre remplacées lorsqu’on calcule le maillage de Delaunay final, comme c’est le
cas dans la figure 3.

3 Algorithme de tri

L’algorithme de tri des sommets est basé sur un parcours en largeur du graphe, & partir
d’un sommet source s. On construit itérativement un graphe orienté I recouvrant M.
Ce graphe orienté est sans cycle et est tel que pour tout sommet z, il existe un chemin
qui va de z & s. Cet algorithme produit une suite de sommets Sy, de fleches F},, d’arétes
Cy et de sous-graphes £ = (Si,Cr). L’ensemble S est formé des sommets dont la
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(a) (b)

Figure 3: Maillage par grille d’une courbe polygonale.

distance relativement au sommet source est k. Les fleches de F} relient des sommets
de Si_1 avec ceux de Sj de telle sorte que tout sommet de Si est relié & au moins un
sommet de Sjp4+1 et réciproquement.

Algorithme 3.1 Soit M un maillage, (X, A) son graphe associé et s € X un sommet.
Poser Sy = {s}, Co =0, Fy = 0.
Par suite, pour k > 1,

Sk =V(SoUS1U:--USk_1),

Fr, = {(z,y):x € Sk,y € Sk—1 et {z,y} € A},

Cr = {{z,y} € A:z € S et y € Si}.

3k = (Sk, Ck)-
Construire itérativement les ensembles Sy, Fy, et Cy jusqu’a ce que S, = . Poser
ensuite ' = (SoUS1 U---,FoUF U--).

11 facile de voir qu’il existe N € NtelqueVn e Nyn > N = S, =0etVn € N,n <
N = S, #0. 1l s’en suit que l'algorithme se termine.

On dénotera par 61 (Z;) ensemble de chaines formées par les arétes qui constituent
la partie de la frontiére de X “visible” & partir de X;_;.

La figure 4 illustre I’algorithme. Les chaines 7 (Xj) sont représentées en pointillé.
Remarques:

1. Tous les sommets de X sont la source d’au moins une aréte de Fj.

2. Le graphe ' est connexe (si on ne tient pas compte de l'orientation des arétes),
orienté, sans cycle avec le sommet s comme puits.

3. Chaque sous-graphe Xy, = (S, Ci) est formé d’un ensemble de sous-graphes séparateurs
de M.

4. L’ensemble {Sg, S1,... Sp—1} forme une partition de X.

5. Si 67 (k) est convexe, alors Ly est une chaine.

6. Les triangles se situant entre deux sous-graphes séparateurs consécutifs forment des
bandes.

La figure 2 a été obtenue en appliquant l’algorithme & partir du sommet du coin
supérieur gauche. On retrouvera les ensembles d’arétes Fj en orientant les arétes
dessinées avec des traits fins vers le sommet en question.

Pour un maillage par grille, on a la proposition suivante.
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Figure 4: Algorithme de tri

Proposition 3.1 Si on applique Ualgorithme 3.1 sur un maillage par grille, les pro-
priétés suivantes sont vérifiés.

- Le sous-graphe ¥y = (Sk,Ci) est séparateur et de rang 0 ou 1.

- Le graphe ' détermine un ordre partiel sur les sommets de M. Cet ordre partiel
est obtenu en considérant la suite Fy, Fs,. ...

La figure 5 illustre I’application de l’algorithme de tri sur un maillage par grille.
Le sommet en gras est le sommet source. Les sous-graphes séparateurs sont en gras.
Chaque aréte en trait fin fait partie d’'un des ensemble F}, et elle est orientée vers le
sommet source.

Figure 5:

Le calcul de ’ensemble C}, se fait en temps c|Sk|. Le coiit du calcul des ensembles
Fy; est O(|A|) et celui du calcul des ensembles S est O(|X|). Le coiit total est donc
O(1X |+ |A)).
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4 Applications a la manipulation interactive de mail-
lages

Cette section présente une application de ’algorithme de tri. L’algorithme permet &
un utilisateur d’effectuer le déplacement d’un maillage de manieére interactive. L’implé-
mentation de ’algorithme & été réalisée dans un prototype logiciel. Un outil graphique
permet & l'utilisateur de choisir un point source et de déplacer ce point.

4.1 Déplacement géométrique d’un maillage

Lorsqu’on calcule un maillage & partir d’'une courbe polygonale, la longueur initiale
d’une aréte est appelée sa longueur au repos. Un mouvement d’un maillage est défini
par une application qui associe & chaque point 2 du maillage, un vecteur établissant une
translation de z. Lorsqu’on effectue un mouvement de maillage, la longueur des arétes
se trouve modifiée. L’algorithme de correction géométrique d’'un maillage consiste a
appliquer, suite & un mouvement, une homothétie & chaque aréte de telle sorte que la
longueur actuelle (aprés le mouvement) de 1’aréte soit ramenée a sa longueur au repos.
Puisque les arétes sont définies par les points du maillage, la correction d’une aréte
modifie la longueur des arétes voisines. En pratique, aprés avoir effectué la correction
géométrique, la différence de longueur est pratiquement imperceptible pour I'utilisateur.

Pour une aréte {z,y} ou une fleche (z,y) (avec z,y € E?) posons A = ﬁi—y, ou [
est la longueur au repos. On suppose qu’aucun mouvement est tel qu'on puisse avoir
z = y. Deux types d’homothéties sont utilisées dans l’algorithme de déplacement de
maillages:

A. Pour une flecche (z,y), on pose (z,y) — (Az + (1 — Ny, y).
B. Pour une aréte {z,y}, on pose {z,y} — {%(m -v), %(y —z)}.

Une aréte est donc dilatée relativement & son centre. Une fleche est dilatée relative-
ment au sommet d’arrivée.

Soit s un point dans un maillage M et v = (vp,v1,...,0,) une suite de vecteurs
(v; € R3). Le point s et la suite v définissent un chemin dans E3. Les positions du

chemin sont ¢, = s+ Z?:o v;. L’algorithme suivant effectue le déplacement du maillage
M le long du chemin <y en “tirant” sur point s.

Algorithme 4.1 Algorithme de déplacement
1. Appliquer Ualgorithme 3.1 au maillage M avec le sommet s comme source.
2. Pouri=0,1,...,n:
2.1. Poser s = s + v;.
2.2. Pourk=0,1,..., tant que Sy, # 0:
2.2.1. Appliquer une homothétie de type A auz fléches de Fy,
2.2.2. Appliquer une homothétie de type B auz arétes de Cy,

Remarque: Pour un maillage par grille, la déformation lors d’un déplacement donne
un résultat réaliste (qui s’apparente a ce qu’on obtiendrait si on tirant sur du vrai
tissu). Ceci est lié au fait que les fleches appartenant aux ensembles Fj sont orientées
approximativement dans I’axe de déplacement du point s et que les arétes des ensembles
C}, sont & peu pres perpenticulaires & ce déplacement.
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La complexité de cet algorithme est O(|X| + |A|). De plus, puisque le maillage est
trié une seule fois & I'étape 1, le colit d’'un mouvement isolé est O(|A4|). Le mouvement
(étape 2) s’effectue en temps linéaire qui dépend seulement du nombre d’arétes.

Si nous avions défini le déplacement & partir d’une force artificielle qui attire le
sommet s dans une direction donnée durant une simulation, il y aurait un effet de retour
en arriére du point s, due a I’élasticité. Ce retour en arriere se produit lorsque la force
cesse d’étre appliqué & la fin du déplacement. L’algorithme de correction géométrique
simple ne corrige pas cet effet puisque seules des corrections de type A sont appliquées
aux arétes de M. La proposition suivante nous assure que 'algorithme de déplacement
n’introduit pas d’effet de retour en arriére du point source.

Proposition 4.1 Les étapes 2.2, 2.2.1 et 2.2.2 de lalgorithme de déplacement ne mo-
difient pas la position du point source.

Notons qu’en pratique le chemin v est déterminé par les mouvement de la souris
dans le logiciel.

5 Conclusion

Les algorithmes présentés ici permettent la manipulation de surfaces déformables re-
présentant des tissus dans un environnement 3D. Ces algorithmes offrent un compro-
mis entre la rapidité d’exécution et le réalisme que donne une simulation physique.
L’implémentation a été effectuée dans un prototype logiciel par le biais d’un outil
graphique permettant de tirer sur un des points d’un maillage.

Le temps de calcul de déplacement a été mesuré empiriquement pour le maillage
comportant environ 65 points de la figure 6. Chaque mouvement se fait en environ
% secondes si on applique I’algorithme géométrique. Le calcul d’un pas d’intégration
avec la méthode d’Euler semi-implicite prend environ 12—0 secondes, pour un déplacement
équivalent.

Figure 6: Déplacement d’un maillage.
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Ce travail est étroitement lié & la conception d’interfaces graphiques. Une avenue de
recherche porte sur I'introduction d’éléments d’interface servant & manipuler des tissus
en trois dimensions. Par exemple, il est possible de modifier ’algorithme de tri de
facon & ce que Sy contiennent plusieurs points du maillage. Cette modification pourrait
permettre la conception d’outils d’interfaces plus variés pour manipuler les surfaces. La
principale application de notre recherche est la conception d’un systéme interactif de
couture dans un environnement virtuel.
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Towards the inverse of a word
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Abstract

Let w be a word, i.e., a permutation with repetitions. We present a construction
for the inverse of w in the case where w has at most three distinct letters, and
indicate steps towards the construction in the general case.

Résumé

Soit w un mot (avec répétitions). On présente ici une construction pour
I'inverse de w au cas ol w a au plus trois lettres distinctes. On indique également
des étapes vers la construction dans le cas général.

1 Introduction

The starting point of this investigation is an article by Dominique Foata and Guo-Niu
Han, [2], in which the authors investigate the notion of the inverse of a word. They
present four properties that such an inverse should satisfy and show that there exists a
transformation that satisfies all of these properties. However, they leave the construction
of the transformation as an open problem. In section 1 below we summarize Foata and
Han’s investigation, and in section 2 solve the problem for all words on fewer than four
distinct letters. In section 3 we indicate some steps towards a complete solution. The
constructions introduced in sections 2.1 and 3.1 are perhaps of independent interest.

1.1 Words

Consider the alphabet X' =[r] = {1,2,...,r}.

A word w = 2125 - - - &, on X is a finite string of not-necessarily distinct elements of X'.
The rearrangement class R(w) of a word w is the set of all words that can be obtained
by permuting the letters of w. If the letters of w are distinct, then w is a permutation
and R(w) is the set of elements of the symmetric group S, .

Let w = 129 - - -z, be a word. The non-decreasing rearrangement of w is the w01 _ W=

Yiy2 - Yn, w1th ¥i < yip1 and W € R(w). The biword associated to w is T'(w (ﬁ
Our task is now to define w™?!.

*Much of this work was carried out while the author was visiting Chalmers University in Géteborg,
Sweden, during spring 1999. The author thanks Einar Steingrimsson (Goteborg) for many valuable
conversations.
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1.2 Desirable properties of w™! and the Foata-Han inverse
Foata and Han [2] list the following desirable properties of the inverse of a word.

WO If w = o is a permutation then w=! = ¢~1.

W1 The map w — w™! is an involution.

W2 The number of occurences of any biletter ({) in I'(w) equals the number of occu-
rences of (Z) in T'(w™1).

W3 invw~! = invw, where
invw = #{(4,7) | i < j,wi > w; }.

They also define an inverse w* for a word w that satisfies the first three of these pro-

perties, but not the fourth. We describe their inverse briefly here.

Two biwords v and +' are equivalent if one can be obtained from the other by inter-

changing adjacent columns, where columns (biletters) (;) and ({,) are interchangeable

iff a #d.

A cycle is a biword zl ;1;2 zl‘) such that all z; are distinct. We use the
2 Z3 1

notation [zyzs...zx] for this cycle. The cycle is called a dominant cycle if 27 is the
largest element.

Theorem (Foata, [1]). Any biword is equivalent to a (juztaposition) product of do-
minant cycles. Any two such factorizations can be obtained from one another by inter-
changing two consecutive cycles having no letter in common.

To find the Foata-Han inverse w*, write I'(w) as a product of dominant cycles 7, .. .7.
Turn each cycle y; upside down to get d;, rearrange d;...8; so that the top row is
non-decreasing, then the bottom row is w*.

Theorem (Foata & Han, [2]). The Foata-Han inverse satisfies properties W0-W2.

1.3 Internal and external inversions

Let ¢ = 1°*...7° be a word in non-decreasing letters and let w € R(c). Write

c 10 2% .0 pCr
w wi wy ... Wy
Definition 1. For w as above, intinv w is the total number of inversions of w1, ws, .. . ,

w, and extinv w is the total number of inversions between letters of distinct words wy,
wa, ..., We.

Clearly inv w = intinv w + extinv w.

Definition 2. The type of w is the r x » matrix 4 = [a;;], where

a;; = number of letters j in w;
= number of biletters (;) in I'(w).



For example, if w=332331331222211, w3 =3323, wo=31331 and
w3=222211and

01 3
A=12 0 3
2 40

For a type matrix A,
¢; = 1 th row sum of A = ¢ th column sum of A.

Let R(c, A) be the set of all words in R(c) of type 4. Then property W2 is equivalent

to
w € R(c, A) <= w™! € R(c, AT).

Theorem (Foata & Han, [2]).

Z qintinv wo_ Z qintinv w (1)

weR(c,A) weR(c,AT)
For all w € R(c, A) and v € R(c, A7),
extinv w = extinvv (2)
Remark. This proves that the Foata-Han inverse w* satisfies
extinv w = extinv w”*.
However, it does not satisfy property W3.
Corollary. There is a bijection w — w™! on R(c) satisfying WO-W3.

Foata and Han leave the construction of w~! as an open problem.

2 The case r <3

2.1 Transposing classes

Consider rearrangement classes R(c) and R(d), where ¢ = 1¢1...r%" d = 1% .. .r4 and
the d; are a permutation of the ¢;. Then one can see by generating functions that inv
is equidistributed on R(c) and R(d). Here we construct a bijection expressing this fact.
We may assume that d is obtained from ¢ by interchanging the numbers of ¢s and ¢+ 1s,
for some 7. Thus for some 7 with 1 < i <7, d; = ¢i41, dig1 = ¢; and d; = c; otherwise.
We define a bijection 7; : R(c) = R(d) such that inv 7;(w) = invw for all w € R(c).
Consider w € R(c). Let v be the subword of w consisting only of letters ¢ and i+ 1. Let
u be the subword of w consisting of letters other than ¢ and 7 + 1. Let v’ be the word
obtained from v by first writing its letters in reverse order, then interchanging letters ¢
and i+ 1. Finally, let w’ be the word obtained by combining u and v’ so that the letters
of u retain the same positions in w’ as they had in w. Then we define 7;(w) to be w'.
Ezample 1. Let w = 4212312434 ¢ R(1°233%4%) and i = 2. Then invw =
74+2414+2+4+1=13. Nowu=41144andv=22323. Reversingvgives3 23 2 2 and
interchanging 2 and 3 gives v’ = 2323 3. Thusw' =4213213434¢ R(12223343).
Moreover, invw’ =7+2+2+1+4+1=13.

Problem. The transformations 7y, ..., 7»—1 form a group H that is not in general
isomorphic to S,. Identify H.
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2.2 The construction

Consider a rearrangement class R(c), where ¢ = 1°...7°" and r < 3. For each type
matrix A, we construct a bijection ®4 from R(c, A) to R(c, AT) that preserves intinv.
We can then define w=?! for any w € R(c) by w™! = &4 (w).

Fix a type matrix A = [a;;].

If » < 2, A will be symmetric, so we may define ®4 to be the identity, and w=! = w.
So suppose r = 3. We proceed by induction on the sum of the entries of A (i.e., on the
number of letters in any word w € R(c, A)). Thus we assume that v~ can be defined
for any word v of length shorter than a word in R(c, A).

Let ¢ = 1°2%23%. Let w = wywaows € R(c, A), so that w; € R(1%12%23%3),

Write F'(u) and L(u) for the first and last letters respectively of any word u.

Case 1la: a;; # 0.
Then w; contains £ = ay; letters equal to 1. Mark these letters and their positions

i,...,%. Let w' = wiwows be the word obtained from w by deleting the marked
1s. Then we define w™! = &4 (w) to be the word obtained from (w’)~! by inserting
1s into the positions 7y, ... , 4.

Case 1b: az3 # 0.
This follows similarly.

Case 2: a2 #0.
Notice that the argument for the previous two cases is not valid—removal and
reinstatement of 2s in w, will have unpredictable consequences for intinv.
Suppose that ass # 0. Let u = 7o(w;)72(ws)™2(w2). Then u € R(c', A"), where
¢/ = 1°12°3¢ and A’ is the matrix obtained by interchanging the second and third
rows and columns of A. Thus aj3 # 0. As in the proof of the previous case, we
may obtain u™! = v = vyvsv3 in terms of the inverse of the word obtained by
deleting the 3s from 75 (wy). Now we define

w™h = 73(v1)7a(vs)Ta(v2).
Case 3a: F(w;) =2, F(ws) = 1.

We assume each a;; = 0, or we are in a previous case.
Let w) and wy be the words obtained by deleting the first letters of w; and wo
respectively, and let w’ = wiw)ws. Let (w')~! = vvov3. We define w™! = v|vhvs,
where v} and v are the words obtained by inserting first letters of 2 and 1 in v,
and vy respectively.
The following 5 cases are similar.

Case 3b: F(w;) =3, L(ws) =1.

Case 3c: F(ws) =3, F(ws) = 2.
Case 3d: L(wi1) =2, L(ws) = 1.
Case 3e: L(wy) =3, F(ws) = 1.

Case 3f: L(ws) =3, L(ws) = 2.

Case 4a: F(wi) = L(w;) = 2, F(ws) = L(w2) = 3, F(w3) = L(ws) = 1.
Let wi, wh and wj be the words obtained by deleting the first and last letters of
wi, wa and w3 respectively, and let w’ = wjwhw}. Let (w")™! = vyvav3. We define
w™! = v{vhv}, where v}, v} and v} are the words obtained by inserting first and
last letters of 3, 1 and 2 into v1, v and v3 respectively.
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Case 4b: F(wy) = L(wy) = 3, F(ws) = L(w2) = 1, F(ws3) = L(ws) = 2.
This is similar to the previous case.

It is easy to see that at least one of the previous cases occurs, and that where two cases
occur, the order in which they are treated is immaterial. One can now easily prove the
following theorem.

Theorem 1. The mapping w — w™! described above is a bijection on R(c) that satisfies
properties W0O-W3.

Ezample 2. Let
11111222222233333
w= \23212233331121221)’

so that w = wywows with w; =23212, wa=2333311,ws=21221.

Note that intinvw = invw; + invws + invws =5+ 10+ 4 = 19.

Step 1  Now w; has a 1 in position 4. Delete this to get w}j =23 2 2.

Step 2 Also, wy contains a 2. Now v = 7a(w])m2(ws)T2(w2) = ujusuf, where uy =
3323, un=31331,uf=2222311. Deletethe 3 in position 5 of uj to get
u3 = 222211 We now have a word u = ujuouz = 332331331222211
containing no fixed points, whose inverse we calculate as follows.

word 1 word 2 word 3
3 323|313 31122 2 211

Step 3 S o T | Case 3b

Step 4 3 3 . . 11 Case 3b

Step 5 3 3 - 3 - 2 11 Case 3¢

Step 6 3 3 2 3 1 - 2 - 11 Case 3d

Step 7 3 3 2 3 1 3 2 2 - 11 Case 8¢

Step 8 3 32 (3133 (222 - 11 Case 3¢

Step 9 3 3 2 2313 3 322 2111 Case 4b
Hence v !=v=2332231333222111=v,v9v3, wherev; =3322,v,=31333,
13=222111.

Step 10 Insert 3 into position 5 in v to get v5=222131 1.
Step 11  Find m(v1)m2(v5)T2(v2) =3322233131121222. Finally, insert 1 into
position 4 of this word to get

w1=33212233131121222.

We have intinvw™! =7+ 11+ 1 = 19 = intinv w.

3 The general case

The above arguments for Cases 1 and 2 can be adapted to the general case. However,
it seems difficult to identify a small number of cases corresponding to cases 3 and 4
above that exhaust all possibilities. It is necessary to proceed in a different way, and
we outline below a possible approach.

3.1 Critical points

In this section we give a method of deleting a suitable element, an tntrovert, from a
word while fixing the number of inversions.
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Definition 3. Let w = 2,25 - -2, be a word. Then z; is a right trough of w if 2; > z;
and z; < z; for all j > i. Also, z; is a right peak of w if z; < z1 «ud z; > xz; for all
J < 1. Similarly, we define left trough and left peak of w.

The element z; is an introvert if z; is a right trough or a left peak; x; is an eztrovert
if x; is a right peak or a left trough; z; is a critical point if x; is an introvert or an
extrovert.

Note that the first and last elements of a word are always either introverts or extroverts.

Lemma 2. The word w contains an introvert if and only if F(w) < L(w); w contains
an extrovert if and only if F(w) > L(w).

Definition 4. A word w is said to be Type A if F(w) < L(w), Type B if F(w) > L(w),
Type M if F(w) = L(w).

Thus w contains an introvert if and only if w is of type A or M.

Let w = z;25 - z,, and suppose that ¢ = z; is a right trough of w. Let v = 2122 -+ - 2,
be the subword of w consisting of those letters of w that are greater than z, and let
u = y1y2 - - -y be the subword of w consisting of those letters of w that are less than or
equal to x = z;. (Note that all the letters of u will be to the left of ;). Suppose that

the letters in v occupy the places i1, s, ... %y, where 1 < i) < -+ < 4, < n. Form the
word w’ of length n — 1 as follows:

Firstly, insert the letters zq, ..., zp, of v into places iy — 1,49 —1,... %, — 1. Secondly,
insert the letters y1, ...,y of u from left to right into the vacant places in w'.

More succinctly, letters greater than z are moved one space to the left; the letters less
than or equal to ¢, other than @ = z;, are reinserted in the same order into the spaces
left; z itself is deleted.

Definition 5. The rt-deleted word w \ z is the word w’ obtained above.

Ezample 3. Consider w = 2513 664 345 and its right trough 29 = 4. Then
w\4=521663435.

If z is a left trough of w, we define the lt-deleted word w \ z in the same way as above,
interchanging “left” and “right”. Similarly, if z is a right peak or left peak of w , we
define the rp-deleted or lp-deleted word w \ z as above, with “less than” and “greater
than” interchanged.

The following theorem is not difficult to prove.

Theorem 3. Let x be an introvert of w. Then
invw \ z = invw.

Let x be an extrovert of the word w of length n, and suppose that w has m letters not
equal to x. Then
invw\ z =invw — m.

3.2 Insertion

Given any word w = z;z5---z, and any letter =, we can perfom the reverse of the
above construction and insert z into w as either a right trough, right peak, left trough
or left peak.

Suppose we wish to insert z into w as a right trough. Let z; be the right-most element
of w such that #; < z. If no such element exists, set ¢ = 0. Let v = 2720 -2,



109

be the subword of w consisting of those letters of w that are greater than z, and let
u=y1y» - - -y be the subword of w consisting of those letters of w that are less than or
equal to * = z;. (Note that all the letters of u will be to the left of #;4;). Form the
word w’ of length n + 1 as follows: letters greater than z are moved one space to the
right; the letters of w less than or equal to & are reinserted in the same order into the
spaces left; 2 itself is inserted into the remaining space (which will be place 7 + 1).

We call the word w’ created by the above process the rt-inserted word w+ & (or some-
times w +¢ 2).

Similarly, we can insert z into w in any of the other three ways.

Ezample 4. Consider w =52166 34 35. We can insert * = 4 into w in any of four
ways to form the words

w4 4=2513664345; w4p4=5621643534;
w+p4=4215636345; w+,;4=5426613453.

3.3 The Graph of a Word

Suppose now that we have a word w = wyws ... w,, where w; € R(1%*...r%r). Form
a directed graph G = G(w) as follows. The vertices of G are 1, 2, ..., r. A vertex i
is of type A, B or M according as the word wj; is of type A, B or M. If i is a vertex of
type A or M then an arrow of type A is drawn from i to each vertex j such that j is an
introvert of w;. If 7 is a vertex of type B or M then an arrow of type B is drawn from
i to each vertex j such that j is an extrovert of w;. Since from each vertex of G there
will be at least one arrow, G must contain an oriented cycle.

An A-cycle resp. B-cycle of G is an oriented cycle all of whose arrows are of type A
resp. B. Thus an A-cycle corresponds to a sequence of letters 73, ... , %, such that each
wj; is of type A or M and 4;4, is an introvert of w;;. Thus i;4, will be either a right
trough or a left peak of w;; (or possibly both). We denote the cycle by [i19s...1m],
where 41 is the largest letter in the cycle.

3.4 The construction of the inverse—first step

Suppose we wish to find the inverse of the word w, and assume the previous notation.
We may assume that we can find v=! for all words v that are shorter than w.

Suppose that w has an A-cycle. Then we can use the procedure described in section
3.1 to delete this cycle from w while fixing the number of internal inversions. Thus if
[i172 .. .im] is the cycle, we know that ¢ is an introvert of w;,. If 45 is a right trough,
form the rt-deleted word w;l = w;, \ 72. Otherwise, i must be a left peak and we can
form the lp-deleted word wgl = wj, \ 7. Continue in this way with i3,... ,ipy,%;. By
replacing each w; that occurs in the cycle by w! we will have a shorter word w’ with
the same number of inversions as w. Now find v = (w/)~! = v;...v,. We now insert
the inverse cycle [in, ...727;] into v’ as an A-cycle. Thus, if i3 was a right trough of
w;,, insert ¢ into v;, as a right trough using the procedure of section 3.2, to form the
rt-inserted word v}, = v;, +r ¢1. Continue in this way with is,...,4,. By replacing
each v; that occurs in the cycle by v/, we obtain the word v = w=?.

Suppose that w has a B-cycle. Then we use the analogous procedure. However in this
case the number of inversions of w does not remain fixed, and we must check that the
number of inversions lost when the cycle [i172 .. .%m] is deleted from w to form w’ equals
the number of inversions regained when the inverse cycle [ip, ...%2¢1] is inserted into
(w')~! to form w~!. This follows quickly from Theorem 3 (or from the observation
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that, if every subword w; is reversed, those vertices of G(w) of type B become type A,
and the B-cycle becomes an A-cycle).

3.5 Unresolved issues

A word w may have more than one A or B-cycle. In this case, one can decide which
cycle is to be used by ordering the cycles lexicographically. One needs to ensure that,
whatever method is used to choose an A or B-cycle a from w, the method will choose
the inverse cycle a~! from w~1.

The case in which w has neither an A nor a B-cycle, is as yet unresolved, but will
presumably involve a more general deletion/insertion process.

Ezample 5. Let

1111112222222333333344
w= \2433233313314222211112

sotllatu::w1w2w3w4withw1:243323,wg:3313314,w3:2222111,
Wy = 12.

Since 2 is a right trough of wi, 4 is a right trough of wy and 1 is a rlght trough of
wy, we have an A-cycle [412] which we may delete to obtain w' = = wjwhwsw), where
w; =43323, w2—331331 wh = 2.

Now 4 is a right peak of w}, 1 is a right peak of ws, 3 is a right peak of w) and 2 is a right
peak of w, so we have a B-cycle [4231] which we may delete to obtain w” = w}wfwjw!,
where w —3323 wy=31331,w5=222211,w)=0.

Now u = w” is the word on 3 letters considered in example 2, whose inverse we obtained
as v = v1vav3, where v; =3322,v,=3133 3, v3—222111

Then rp-inserting the cycle [4132] into v gives v/ = v{vhvhvs, where v} = 3 3 3 2 2,
v5,=431333,v5=2222111, v4_1

Finally, rt-inserting the cycle [421] into v’ gives w™! = v}/v}v4v}, where v =333224,
vy =1431333,v5=2222111,v,=12. Thus

~1=3332241431333222211112.
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Bisuites de parking

ou Configurations récurrentes dans les graphes bipartis complets

Robert Cori*
Dominique Poulalhon f

Résumé

Les suites de parking se sont révélées étre au centre de différents problémes
combinatoires. Nous introduisons ici des couples de suites d’entiers dont la défini-
tion est voisine de celle des suites de parking, que nous nous proposons d’appeler
bisuites de parking. Nous en donnons une interprétation imagée, tirée de la consti-
tution d’une liste de candidats pour un scrutin. Les suites de parking peuvent
d’autre part étre considérées comme les configurations récurrentes dans un auto-
mate du tas de sable sur le graphe complet; nous montrons que les bisuites de
parking correspondent aux configurations récurrentes sur le graphe biparti com-
plet auquel on a ajouté un puits relié & tous les sommets. Ceci nous permet d’en
donner une formule d’énumération.

Abstract

Parking functions are central in many aspects of combinatorics. We define in
this communication a generalization of parking functions which we call parking
bifunctions. These can be introduced in a very simple way as ordered lists of
candidates for elections which satisfy some constraints. We give a caracterization
of these bifunctions in terms of parking functions and we show that they can
be interpreted as recurrent configurations in the sandpile model for some graphs.
These are complete bipartite graphs to which is added a sink adjacent to all the
vertices. As a consequence we obtain an enumeration formula.

1 Introduction

Les suites de parking, introduites il y a plus de trente ans [9, 10] pour ’analyse
d’algorithmes de hachage, présentent un intérét majeur en combinatoire des objets éti-
quetés: comme le montre par exemple la jolie preuve de Pollack (voir [6]), elles sont
dénombrées par la famille (n"2),en, qui joue vis-a-vis des objets étiquetés un roéle
comparable 4 celui des nombres de Catalan en ce qui concerne les objets non étiquetés;
elles peuvent donc étre mises en bijection avec de nombreuses classes d’objets comme
les arbres de Cayley, les factorisations minimales d’un grand cycle de &,, en produit
de transpositions, les chaines maximales du treillis des partitions non croisées ou encore
les cellules de I’arrangement d’hyperplans sandwich (voir par exemple [4, 7, 13, 14]).

Parmi les multiples maniéres de définir ces suites, nous adopterons ici la suivante : une
suite de parking de longueur n est une suite d’entiers u = uy u2 ... u, compris entre
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TLIX, Ecole Polytechnique, France. poulalho@lix.polytechnique.fr
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0 et n — 1, telle qu’il existe une permutation @ = a; as ... a, dans &, satisfaisant,
pour tout 7, u; < a;. On dira que la permutation « est un certificat pour la suite u.
Par exemple, 3 0 1 3 1 est une suite de parking, dont la permutation 4 1 2 5 3 est un
certificat; en revanche, 0 3 2 3 2 n’en est pas une.

Cette terminologie s’explique par le fait que les suites de parking sont exactement
les mots pour lesquels 1’algorithme décrit ci aprés, dit de parking, réussit. Il s’agit d’une
version imagée de l'algorithme de hachage par adressage ouvert : considérons une rue 3
sens unique dans laquelle se trouve une rangée de n places de parking, numérotées de
0 & n — 1 dans l'ordre; n conducteurs arrivent 1’'un aprés I’autre, le i-éme conducteur
ayant l'intention de se garer en place u;. Si celle-ci est encore libre, il s’y gare, et sinon,
il continue sa route et se gare dans la premiére place libre située au-dela. Si I'un des
conducteurs ne parvient pas & se garer, il quitte la rue et 1’algorithme échoue.

Notre propos consistera ici 4 définir une classe d’objets pouvant étre considérée
comme une généralisation de 'ensemble des suites de parking, et susceptible de posséder
également des propriétés combinatoires intéressantes.

2 Définition

Dans la suite, pour tout couple d’entiers (a, ) avec a < b, [a,b] désigne I’ensemble
des entiers compris (au sens large) entre a et b.

Soit p et ¢ deux entiers, et n = p+¢; & toute permutation o = a; as ... a, dans G,,
on associe le couple formé par les deux suites L, = 27 z» ... Tpet Ro =91 92 ... Yqg
définies par:

Vi<p, 2i= [{1<7<q]apy; <ai}
et
Vi< yi={1<i<pl|ai <apy}l.

Ainsi par exemple, pour p = 5 et ¢ = 4, 4 la permutation 36 528 4 19 7 est associé
le couple (12213, 2054). On note que le couple (Lo, Ra) ne détermine pas o de
maniére unique puisque par exemple les deux suites précédentes sont aussi associées i
la permutation 256 38419 7.

Définition On appelle bisuite de parking de taille (p,q) un couple (u,v) de suites d’en-
tiers positifs tel qu’il eziste une permutation o satisfaisant l'inégalité (u,v) < (Lga, Ra),
ie:

Vi € [[Lp]l’ u; L z; et V] € [[]"QI]) V5 < Yj-

On dira que la permutation o est un certificat pour la bisuite (u,v).

On peut donner le prétexte de la constitution d’une liste électorale pour introduire ces
suites; il s’agit dans ce contexte de constituer une liste ordonnée de candidats & des élec-
tions, cette liste devant comporter p femmes Fy, Fs, . . . | Fy et ghommes Hy, Hy, ... ,Hy,
et satisfaire leurs exigences respectives : chaque femme F; indique le nombre maximum
u; d’hommes qu’elle accepte de voir figurer avant elle, et symétriquement, chaque homme
H; indique le nombre maximum v; de femmes qu’il accepte de voir figurer avant lui.

On vérifie aisément que ces demandes sont réalisables si et seulement si les suites '
et v' données par u} = q — u; et v; = p — v; forment une bisuite de parking. En effet,
soit & = @y a ... an un certificat pour (u',v’); on constitue une liste telle que, pour
i € [1,p], n + 1 — a; est la position de la femme F; et pour j € [1,q), n +1—aps; est
celle de 'homme Hj;. Réciproquement on vérifie qu’une liste satisfaisant les exigences



respectives des hommes et des femmes permet d’obtenir une permutation a qui est un
certificat pour (u',v’).

3 Lien avec les suites de parking

On se propose tout d’abord de donner un critére simple pour vérifier si un couple
de suites d’entiers positifs (u,v) est une bisuite de parking. Pour toute suite d’entiers
U =uj Uy ... Up, SOt py la fonction rang définie par 1’égalité, pour tout i € [1, p] :

pu(i) = |[{1<i<pluy <ud|+[{1<J<ilu;=u}|

pu est donc une bijection de [1,p] dans [0,p — 1] telle que les nombres u; + py,(4)
sont tous distincts et satisfont u; + py(7) < u; + pu(j) dés que u; < u;. Notons % la suite
dont le i-éme terme est u; + py(i). Alors:

Proposition 1 Un couple (u,v) de suites d’entiers forme une bisuite de parking si et
seulement si la suite w obtenue en concaténant @ et U est une suite de parking.

Démonstration

Soit p et ¢ les longueurs respectives de u et v et soit & une permutation dans &,
telle que pour tous 7,5 € [1,p + ¢], si w; < wj, alors a; < a;. Montrons que a est un
certificat pour w si et seulement si c’est un certificat pour (u,v).

Notons Ly = 71 ... Zp. Alors, pour tout i € [L,p], i = [{1 < j < q| ap4; < ai}|-
D’autre part, py(i) = ’{1 <k<<pla< ai}|. Comme a est une permutation, ceci
entraine que z; + py (i) = a; — 1, donc

Vie[l,p], zi —ui=a;— 1 —w;.

De méme, si Ry = y1 ... Yq, alors pour tout j € [1,q], yj — v; = apyj — 1 — wpyj.
Donc w < « si et seulement si (u,v) < (Lo, Re). Pour achever la preuve, il suffit de
remarquer que toute (bi)suite de parking posséde un certificat satisfaisant la contrainte
supplémentaire de monotonie qui a été imposée & a. Nous dirons d’un tel certificat qu’il

respecte [’ordre.
O

Un corollaire de cette caractérisation des bisuites de parking indique que I’ensemble
des suites de parking est en quelque sorte la diagonale de celui des bisuites:

Proposition 2 Une suite u = u; uz ... u, est de parking si et seulement si le couple
(u,u) est une bisuite de parking.

Démonstration

1l est clair que, si u est une suite de parking, alors p, + 1 en est un certificat. Donc
u est de parking si et seulement si, pour tout i € [1,n], u; < pu(%), c’est-a-dire si et
seulement si, pour tout i € [1,n], @; < 2p,(%).

Considérons la suite w, carré de 4 pour la concaténation. Remarquons que @ est une
suite d’éléments distincts, dont la fonction rang est p,,. La fonction rang de w est donc
donnée par:

Vi € [1,n], puw(i) =2pu(i) et pu(n + i) = 2py(3) + 1.

D’aprés ce qui précéde, w est donc de parking si et seulement si wp4; = w; < 2p4(2)
pour tout ¢ € [1,n], ce qui donne le résultat.
O

13
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4 Enumération

A la suite des travaux de D. Dhar ([3, 12], voir aussi [1]), on définit le modéle du
tas de sable sur un graphe de la maniére suivante. Soit un graphe G connexe ayant
pour sommets 1,2s,...,Zn, €t dont un des sommets, appelé le puits, est distingué.
Dans ce qui suit, le puits sera le sommet z,,, et on suppose que la suppression du puits
ne disconnecte pas le graphe. Une configuration est une suite d’entiers positifs ou nuls
U1,U2,... ,Up—1 attribués aux sommets de G distincts du puits; dans le contexte du
modéle physique, u; représente le nombre de grains de sable situés en z;, et d’autre
part on ne tient pas compte du nombre de grains situés dans le puits. L’ensemble des
configurations peut étre muni d’une loi d’addition + ((u + v); = wu; + v; pour tout
i € [1,n —1]) qui lui confére une structure de monoide isomorphe & N*~1.

Une configuration est dite stable si u; < d; pour 1 < i < n—1, ou d; dénote le degré
du sommet ;. Dans une configuration instable, un des sommets z; vérifie u; > d;, et
peut alors s’ébouler pour donner la configuration v donnée par :

(2 = U; — di
v; = uj+1 siz;est voisin de z;
vj; = wu; sinon.

On notera — la relation d’éboulement, et — sa fermeture transitive. On démontre
facilement que, pour toute configuration u, il existe une configuration stable unique %
telle que u — 4.

Parmi les configurations stables, certaines jouent un réle prépondérant dans ’étude
des tas de sable : les configurations récurrentes. Ce sont les configurations stables v telles
qu'’il existe une configuration v non nulle satisfaisant » + v — u. Rappelons quelques
résultats dis & D. Dhar:

- I’ensemble des conﬁguratlons récurrentes peut étre muni d’une structure de groupe

grace & l’opération (u,v) — © + v,

- il est en bijection avec I’ensemble des arbres couvrants de G,

- si une configuration u est récurrente, alors u + 8 — u, ou 8 est donnée par:

1 si z; est voisin du puits
Bi = .
0 sinon.

Les suites de parking s’interprétent naturellement comme les configurations récur-
rentes de 'automate du tas de sable sur le graphe complet (voir [2]); elles sont d’autre
part en bijection avec les arbres de Cayley. Nous introduisons ici un graphe dont les
configurations récurrentes sont les bisuites de parking, ce qui permet d’obtenir une bi-
jection entre ces bisuites et les arbres couvrants du graphe; cette bijection peut aussi
étre décrite directement comme ce sera fait plus loin. Ceci nous permettra d’énumérer
les bisuites de parking via le décompte de ces arbres.

Pour deux entiers p et g, considérons le graphe B, , & p 4+ ¢ + 1 sommets répartis
en trois sous-ensembles, X, = {z1,%2,... ,2p}, Yy = {y1,92,... ,4,} et {2}, et dont les
arétes sont les éléments de I’ensemble (X, x Y;) U (X, x {z}) U (Y, x {z}). On définit
alors 'automate du tas de sable en ch0131ssant pour puits le sommet z, qui est relié a
tous les sommets du graphe biparti complet K, ,.
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T )

EXEMPLE: By 3 = z

Y1 Y2 Ys
Alors:

Proposition 3 Les bisuites de parking de taille (p,q) sont en bijection avec les confi-
gurations récurrentes du tas de sable sur le graphe By ,.

Démonstration
Soit (u1 u2 ... up , ¥1 U2 ... Uq) une bisuite de parking qui a pour certificat
la permutation @ = a; a2 ... a,. On considére la configuration dans laquelle chaque

sommet z; (respectivement y;) posséde n — u; grains de sable (respectivement n — v;).
On peut vérifier qu’elle est récurrente en appliquant 1’algorithme de Dhar, qui consiste
4 ébouler le puits et & vérifier que cela entraine un éboulement de tous les sommets:
I’éboulement du puits ajoute 1 & chacune des valeurs attribuées aux sommets, et la
permutation a fournit ensuite un ordre d’éboulement des sommets cohérent du fait
qu’elle constitue un certificat pour (u,v).

O

On peut déduire la proposition suivante de ce qui précéde, mais nous préférons en
donner une démonstration directe:

Proposition 4 Les bisuites de parking de taille (p,q) sont en bijection avec les arbres
couvrants du graphe By 4.

Démonstration
Soit (u,v) une bisuite de taille (p,q), ¢e un couple tel que u est un mot de lon-
gueur p sur lalphabet [[0, g], et réciproquement pour v. On construit un graphe T par
P’algorithme suivant :
- on définit les indices 41, i2,..., ip pOUr que u;; < Ui, < ... < Ui, €6 8l uy; = Uy,
alors i; < ij+1: en d’autres termes, pour tout k € [1,p], ix = pg'(k — 1). Les
indices j1, j2,--., jq sont définis de maniére analogue.

- pour tout indice ¢ dans [1,p], T contient un arc d’origine z;, et d’extrémité z si
u; =0, Yju, sinon.

- pour tout indice 7 dans [1,q], T contient un arc d’origine y;, et d’extrémité z si
u; =0, i, sinon.

Iy T2

EXempPLE: (30,101) +— z

Y Y2 Ys
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On obtient ainsi un graphe partiel de B, , (orienté) & p + ¢ arétes, dont les compo-
santes connexes ont toutes autant d’arétes que de sommets, sauf celle qui contient z,
qui présente un déficit d’une aréte, et qui est donc un arbre.

Montrons que T est un arbre couvrant de B, 4 (les arcs étant orientés d’un sommet
vers son pére dans ’arbre) si et seulement si (u,v) est une bisuite de parking. En effet, si
(u,v) est une bisuite de parking, soit @ = a; as ... a, un certificat qui respecte I’ordre.
On constate alors que si (z;,y;) est un arc, alors a; > ap+j, et de méme si (y,z¢) est
un arc alors a,4x > a¢. Ainsi il n’y a pas de circuit dans T, qui est donc un arbre.

Réciproquement, si T' est un arbre, soit z sa racine; chaque aréte de T est alors na-
turellement orientée d’un sommet vers son pére. En numérotant d’une part les sommets
de Xp, et d’autre part ceux de Y7, dans l’ordre d’un parcours en largeur, on obtient un
étiquetage qui correspond aux indices iy, et ji, et permet donc de retrouver la bisuite
(unique) dont T est 'image. L’arbre fournissant de plus un certificat pour cette bisuite,
elle est de parking.

0O

Proposition 5 Le nombre d’arbres couvrants du graphe B, , est donné par
(P+q+1) (p+1)77" (g+1)P7

Démonstration

On s’inspire pour cela d’une construction d’A. Joyal [8] et G. Labelle [11]. On
note Spq = X, UY, U {z} ’ensemble des sommets de B, ,. On considére d’une part
I'ensemble 7 des arbres couvrants de B, , dont deux sommets sont distingués, I’'un dans
I'ensemble X, U{z}, Pautre dans Y; U{z}, et d’autre part, ’ensemble £ des applications
de l'ensemble S, ; dans lui-méme telles que 'image de X, soit incluse dans Y, U {z}, et
celle de Y, dans X, U {z}. L’ensemble £ a pour cardinal (p + g+ 1) (p +1)? (¢ + 1)?,
puisque I'image de z peut étre choisie parmi p+q+1 éléments, et celle de chaque élément
de X, (respectivement Y;) parmi g + 1 (respectivement p + 1).

On munit ’ensemble S, , de I'ordre suivant :

T1 <22 <...<zp, <2<y <y2<...<yq

Soit ¢ une endofonction de S, , qui appartient & £ ; elle définit un sous-graphe orienté
G, de By, constitué de composantes connexes contenant un seul circuit et des arbres
enracinés en chaque sommet du circuit. On considére les sommets minimaux (au sens
de l'ordre donné plus haut) de chacun de ces circuits; ce sont des éléments de X, U {z}.
Notons z;,, zi,,..., T;, ces sommets classés en ordre décroissant, on obtient alors de
la fagon suivante un arbre couvrant bipointé de By, :

- supprimer dans G, les arcs (¢~ !(z;;),z;;) pour j € [1,k].

- ajouter les arcs (¢~ (z;;),zi,,,) pour j € [1,k — 1].

- distinguer les sommets z;, et = (z;, ).

On vérifie que cette opération réalise une bijection entre £ et 7 par des arguments
analogues & ceux développés pour démontrer que la transformation de Foata [5] met en
bijection I’ensemble des permutations & k cycles et celui des permutations & k minima
locaux.

O
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5 Bisuites de parking croissantes

Une bisuite (u,v) de taille (p, q) sera dite croissante si u; < u;+1 pour tout ¢ dans
[1,p— 1], et v; < vj41 pour tout j dans [1,¢q — 1]. On montre:

Proposition 6 Le nombre de bisuites de parking croissantes de taille (p,q) est donné

par:
1 n+1 (n + 1)
n+1 p q
oun=p+gq.
Démonstration

Nous donnons ici une extension de la preuve de Pollack pour le dénombrement des
suites de parking (voir par exemple [6]).

Dans le cas d’une suite croissante u, la fonction p, est donnée par p,(i) = i — 1.
L’application u — # réalise donc une bijection entre I’ensemble des suites croissantes de
longueur p & valeurs dans [[0, g]] et celui des suites strictement croissantes de longueur p
a valeurs dans [0, p+ g — 1], e des sous-ensembles de [0, p+ ¢ — 1] de cardinal p. D’autre
part, d’aprés la proposition 1, dire qu’une bisuite croissante (u,v) est de parking se
traduit par le fait que la concaténation de @ et de ¥’ est une suite de parking.

Considérons un parking circulaire & p + ¢ + 1 places, numérotées de 0 & p + ¢, et
dans lequel la régle de parking impose de se garer dans la premiére place libre située
au-dela de la place initialement choisie en ordre cyclique; dans ce modéle, il n’y a donc
plus rejet de voitures tant qu’il reste des places libres.

Parmi les couples de sous-ensembles de [0, p + g]] de taille respective p et g, ceux qui
correspondent aux bisuites de parking croissantes sont ceux qui laissent la place p + ¢
libre. Le nombre de couples de tels sous-ensembles laissant une place donnée libre ne
dépendant pas de la place choisie parmi les p + g + 1 places du parking, on obtient le

résultat annoncé.
0O

Remarquons qu’une autre extension des suites de parking est proposée dans [7], sous
le nom de (k)-valet fonctions, dont le cas particulier & = 2 est équivalent & celui des

bisuites de parking croissantes.

L 1 1 .
Il est intéressant de noter que les nombres it ("'; ) (ZII), appelés nombres de

Narayana, ont de nombreuses interprétations, parmi lesquelles les arbres de Catalan &
n + 2 sommets dont p+ 1 de hauteur paire, les arbres de Catalan & n + 2 sommets dont
p + 1 feuilles, ou encore les partitions non-croisées de n + 1 en p + 1 blocs, et qu’une
bijection avec le premier de ces ensembles découle de la restriction de la bijection du
paragraphe précédent aux bisuites de parking croissantes.
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Abstract

We study some particular families of integer partitions related to discrete dyna-
mical systems called “sand piles”. Our aim is to understand the structure of these
combinatorial objects by decomposing and enumerating them. We first study the
Ice Pile model I PM (k). We give the area, width and height generating functions
and explicit asymptotic bounds on the number of sand piles in I PM (k) with area
n. We then study the L(#) model. Finally we propose a more general model called
Frobenius sand piles.

Résumé

Nous étudions des familles spéciales de partages liés aux systémes dynamiques
discrets que sont les piles de sable. Nous essayons de mieux comprendre la structure
de ces piles de sable en les décomposant et les comptant. Pour le modéle IPM(k),
nous trouvons les séries génératrices selon l'aire, la hauteur et la largeur de ces
piles de sable ; puis nous établissons des bornes pour le nombre de piles de sable
d’aire n dans /PM (k) pour n grand. Nous exposons ensuite la série selon I'aire et
la hauteur pour le modéle L(8). Enfin nous proposons un modéle plus général que
nous appelons piles de sable de Frobenius.

1 Introduction

Les piles de sable sont des objets mathématiques pour Bryslawski [5], des systémes
physiques dits “auto-organisants” pour Bak et al [4] et des objets combinatoires pour
Anderson et al [1], Spencer [14], Goles and Kiwi [7], Morvan et al [11, 9, 8, 12, 13] ...
Une pile de sable faite de n grains est un partage de D’entier n, c’est a dire une suite
d’entiers (my,...,mg) telleque 13 > m > ... > m > 1 et Zle m; = n. Nous assogions
4 tout partage une représentation graphique appelée diagramme de Ferrers. Nous le
dessinons “a la francaise” : la i*®™¢ ligne du diagramme de Ferrers contient m; carrés
ou grains, les lignes sont numérotées de bas en haut et justifiées & gauche. Notons que,
pour tout partage m = (71, ... ,mk), nous noterons {(m), le nombre de parts du partage
m (I(r) = k) et ' le conjugué, c’est a dire le partage obtenu en lisant le diagramme de
Ferrers colonne par colonne. De plus, nous considérerons que m; = 0siz < 1 ou i > (7).

*Travail effectué dans le cadre de I’Action de Recherche Coopérative INRIA Alcophys
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FiGg. 1: Pile de sable

dans IPM(1) F1G. 2: Régle verticale F1G. 3: Régle horizontale
_ 1 - OO~ OOo~ oo
~ A - - ~ [l l/
[]

an (In

S
F1G. 5: Construction de la pile de sable 7 = (7,6,5,3,3,2,2) appartenant a IPM(1)

Les régles qui permettent le mouvement d’un gra.in de sable sont les suivantes:

- Régle verticale (mf,... 75 ) = (7f,..., 7 = Ll +1,...,7%)
si mj —mi; > 2. Voir ﬁgure 2. Dans ce ca,s le ghssement est de longueur 0.

- Regle horizontale (71, ..., 7r;”)—)(7r1,... =Ly + 1,0, m )
sim—-l=mn,=..= 7rJ = 7rJ+1+1 J > z+1 V01rﬁgure3 Dansce cas, le

glissement est de longueur j — ¢ — 1.

Le modele SPM (n) (Sand Pile Model) a été introduit par Goles et Kiwi [7]. Dans ce
modele, la configuration initiale est faite d’une colonne de n grains et la seule régle est
la régle verticale. L’ensemble des configurations est un sous-ensemble de I’ensemble des
partages. Pour obtenir tous les partages de n, il faut aussi utiliser la régle horizontale.
Soit g = (p1, pa, ... ) et A = (A1, Ag, .. .) deux partages de n, alors p > ) si et seulement
si on peut passer de 4 & A en utilisant les régles verticale et horizontale. L’ordre ainsi
défini est isomorphe a I’ordre de dominance Lg(n), introduit par Brylawski [5] (il suffit
de prendre les conjugués des partages). Voir figure 4 pour n = 6. L’ordre (un treillis
en fait) est défini de la fagon suivante: p > X si et seulement si pour tout j > 1,

T Hh > f=1 Ai. Rappelons quelques résultats sur les modeles de piles de sable.

Théoréme 1 [5] Soit n un entier. L’ensemble de tous les partages de n muni de
Uordre précédemment défini est un treillis ou 1’élément maz‘zmal est (1 1,.. 1) l¢élé-

ment minimal (n) avec 1nf(,u,/\) = ™ avec o= mln( T S ZJ L T et

sup(p,A) = a avec o = max(}7_, ph, I N - 1 o} pour tout j>1.
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Brylawsky [5] a aussi montré que la longueur minimum d’une chaine maximumest 2n—3.
Goles et Kiwi dans [7] ont montré que la longueur maximum d’une chaine maximale
est 2(“;) +U'+1,avecn =U'+ (1 +1)/2,0 < I’ <. Ils ont aussi montré que l’ordre
SPM(n) est un treillis, qui est de plus un sous-ordre de Lg(n), calculé la longueur
maximum d’une chaine maximale et caractérisé le point fixe. Ensuite, Goles, Morvan
et Phan [8] ont défini le modeéle TPM(n, k) (Ice Pile Model) qui force la longueur des
glissements & etre inférieur a k. Ils obtiennent le méme genre de résultats que [7]. Le
modele L(n,8) a été introduit par Phan [13]. Dans ce modeéle, la configuration initiale
est faite d’une colonne de n grains. Dans ce modéle, seule la régle verticale est utilisée
avec la contrainte supplémentaire qu’une colonne ne peut donner un grain a la colonne
suivante que si la différence de hauteur entre les colonnes est supérieure a 6, avec § > 0.
Ainsi il est clair que SPM (n)=IPM(n,1) = L(1).

Le but de ce travail est de mieux comprendre la structure des piles de sable en
les décomposant sur des familles plus simples de partages et en les comptant. Dans la
section 2, nous étudions le modeéle 1P M (k). Nous trouvons les séries génératrices selon
’aire, la hauteur et la largeur de ces piles de sable; puis nous établissons des bornes
pour le nombre de piles de sable d’aire n dans IPM (k) pour n grand. Nous exposons
dans la section 3, la série selon I'aire et la hauteur pour le modéle L(6). Enfin, dans la
section 4, nous proposons un modéle plus général que nous appelons piles de sable de
Frobenius.

2 Piles de sable dans IPM (k)

Rappelons tout d’abord les caractérisations des piles de sable qui appartiennent a
IPM(n,k).

Proposition 1 [13] Une pile de sable appartenant & IPM(n,k) est un partage m =
(m,ma,...,m) den, telle que:

e 0<m—m41 <k+1, purl<i<l;

e Pour tout i < j avec m; — Tip1 = k+ 1 et mj — w41 = k+ 1, il existe z tel que
i<z<javeecm, —mq4q <k

Nous noterons IPM (k) I'union Up>o/ PM(n, k). Nous donnerons par la suite des
expressions des séries génératrices selon le nombre de grains de sable (aire, variable ¢),
la hauteur de la pile de sable (nombre de parts, variable z) et la largeur de la pile de
sable (plus grande part, variable y). Puis nous donnerons des bornes pour le nombre de
piles de sable dans IPM (n, k) pour tout k > 2.

2.1 Aire et hauteur

Soit D; I’ensemble des partages A = (A1,...,\), tels que 1 < A\; — A\iyq < k, pour
1 < 7 < I. Dans la suite, nous utiliserons une notation abusive mais simple. Soit A un
partage dans Dj. Nous dirons que A\; € D¢, s1 1 < A\ — Ajy1 < ket que \; € D, si
Ai — Ait1 = k. Donnons dés maintenant la forme de la série génératrice des piles de
sables appartenant & I PM (k), selon Daire (variable ¢) et le nombre de parts (variable
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). Soit Sk(g, ) cette série génératrice, i.e. Sk(g,z) =1+ doreIPM(K) gl mglml,

Théoréme 2 La série génératrice Sy.(q,z) s’exprime sous la forme

1 1
Stwo= Y 2 I = T (ekr) o
X€ Dy AeDe LTI\ ep 1-zq%

Avant de prouver le théoréme, définissons tout d’abord les notions nécessaires.

Définition 1 Etant donné un entier j, un pseudo-partage p est un couple ((p1, . .. , pj),
(r(1),...,p(5))) tel que pi >0 et 0 < p(i) <1,1<i<j.

Définition 2 Un pseudo-partage p = ((p1, ..., pj), (u(1), ..., p(j))) est dit compatible
avec un partage A € Dy si et seulement si j = I(\) et si pu(j) = 1 alors A\j € D= et
u; = 0. Laire d’un pseudo-partage p compatible avec un partage A € Dk est |u| =

Z_J/%)‘ + p(2).

Maintenant la preuve du théoréme est directe :
Preuve. A chaque pile de sable 7 = (7, - -, 7;) appartenant & [P M (k) on peut faire
correspondre de fagon unique un partage A = (Aq,---,\;) € Dy et un pseudo partage p
compatible avec ), tels que |A| + || = |r|. Chaque part A; de X est dupliquée p; fois et
augmentée de p(7) (cela correspond aux paliers de longueur k + 1). La bijection inverse
est aussi simple. m]

Exemples. Sur les figures, on représente \ en gris, les y; en blanc et les u(é) en noir.
A partir de A = (6,5,4,3,2,1) € D; et p = ((2,0,0,2,0,1),(0,0,1,0,1,0)), on obtient
7 =(6,6,6,5,5,3,3,3,3,1,1) € IPM(1). Voir figure 1.

Une autre fagon de prouver le théoréme précédent est d’écrire une g-équation pour
Sk(g, z). Il suffit ensuite de I'itérer pour retrouver (1).

Théoréme 3 Si(q,z) vérifie la g-équation

Sk(g,2) = lJrf_:1 75k (¢,2¢") + 24" ' Sk (g, 2¢%). (2)

Preuve. Une pile de sable dans TP M (k) est
e soit un partage vide (1)
e régle (I): soit pour 1 < 4 < k, un partage ol ’on duplique 7 fois la plus grande
colonne et I’on ajoute au moins une part %, (l—f‘%,—Sk(q, wqi)>,

e régle (II): soit un partage ot I'on duplique k fois la plus grande colonne et 1’on
ajoute une part de taille k + 1, (z¢*+1S;(q, z¢*)).

Il est simple de montrer qu’avec ces deux régles, on peut construire toutes les piles de
sable dans P M (k). 0O
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Exemple. La construction de la pile de sable # = (7, 6,5, 3,3,2,2) appartenant a
IPM(1) est illustrée sur la figure 5. A partir du théoréme 2, nous pouvons énoncer les
deux résultats suivants:

Corollaire 1

n
o 2 1
Si(gz) =143 2" I2]] (q + 1= xqi) .

n>1 i=1

Corollaire 2

1 1
Se(q.z) = 1(0) A - 5
w(gz)= D 2Py Hl_quj ,-1:111‘“"1’

A€Doo i
2.2 Aire et largeur
Soit Sk(g,y) la série génératrice des piles de sables appartenant a IPM(k), selon
’aire (variable ¢) et la plus grande part (variable y),1.e. Sk(¢,y) = 1+>:"€IPM(,€) g™y

Théoréme 4 La série génératrice Si(q,y) vérifie la g-équation :

1 — (yq)k+! - ke 5
Sk(g,y) = (—%+ykq‘ 1) Sk(g,99) — ¥* " Sk (g, y¢*). (3)

Preuve. Une pile de sable dans TP M (k) est

o régle (I) : soit une pile de sable ou I’on duplique 7, et pour 0 <! < k, on ’augmente

de! : (M) Sk(q,yq)

1-yg
o régle (II): soit une pile de sable avec m; > w2 ou 'on diminue 7; de 1, on la
duplique et on lui ajoute k + 1: ¢*¢*~1(Sk(q, yq) — Sk(g, yg?)) ; puisque la série
génératrice des partages m avec m; > m3 est Sk(q,y) — Sk (9, ¥9)- O

On peut alors trouver une expression de la série Si(g,y) pour k = 1.

Corollaire 3 La série génératrice S1(q,y) est
(n=1)/2 frl4g—gitt
S , =1 n_ n(n— LA S S
1(9,9) +n§>1y q z.|=|1 —¢

Preuve. Omise. (m}

2.3 Largeur et hauteur

Comptons maintenant nos piles de sable selon la hauteur et la largeur. Soit py(h, w)
le nombre de piles de sable appartenant & IPM (k) de hauteur h et de largeur w et
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Py n(y) la série génératrice 3, <, pr(h, w)y*.

Théoréme 5 La série génératrice Py ,(y) suit la récurrence

1 sih=0
k41 .
y 1 la_y sih=1
Pi,n(y) = 1yt (L—ﬁ _ 2<k+1)) sih=2 )
Y\ == 1-y y -

gkt y . .
(1—1% + y") Pih—1(y) — ¥* Pi h—2(y) sinon.

Preuve. Une pile de sable appartenant & IPM (k) de hauteur h et de largeur w est :

e soit une pile de sable 7 de hauteur h — 1 et de largeur w — i, ot m; a été dupliquée
et augmentée de ¢ (0 <7 < k),

e soit une pile de sable m de hauteur h — 1 et largeur w — k avec m; > ma, oit 7] a
été diminuée de 1, dupliquée et augmentée de k + 1.

De plus, le nombre de piles de sable 7 de hauteur h — 1 et largeur w — k avec m; > 9
est le nombre de piles de sable m de hauteur h — 1 et largeur w — k moins le nombre de
piles de sable m de hauteur h — 2 et largeur w — k. O

Soit Pk (z,y) la série génératrice des piles de sable selon la largeur (variable y) et la

hauteur (variable z) 3=, P n(y)z".

Théoréme 6
1— (g +1—y*) + 225 (1 - y)

Pr(z,y) = (5)
1—:c(l-_1{2¢+yk(l—:c))
Preuve. Le résultat découle directement de la récurrence. ]

Soit Hy,; le nombre de piles de sable de hauteur h appartenant & IPM (k) et Hy(z)
la série génératrice ), ., Hp pzh.

Corollaire 4 La série génératrice Hi(z) est (1 —z)/(1 — (k + 2)z + z?).

Preuve. Directe a partir de ’équation (5) comme Hi(z) = Pk(z, 1). o

Corollaire 5 Le nombre Hy j, de piles de sable de hauteur h appartenant a IPM(k) est

1+ A1 o 1+42 1op
Hyp = A - <
AT Tk ra Y rrd e

avec Ay = SFEEVEEYY W et Ay = EXIVE(EHY) Vzk(k+4) (racines de 1 — (k+2)z + 22 =0).

)

Preuve. Il est facile d’écrire Hi(z) = IT“;I—I + 1_“;2x, avec a1 = (14 A1)A;, a3 =

(1+ Az)Az, et p; = 1/A; 1= 1,2, puis d’utiliser 1/(1—z) =3, 5, 2" o

Soit px(n) le nombre de piles de sable appartenant & TPM (k) de demi-périmeétre
(hauteur+largeur) n. La série génératrice associéey . ., px(n)z™ sera notée P (z).

Corollaire 6

P _ (1 —z)%(1 — 2k+! 4 2k+2)
k(z) = 1 — 22 — 3xk+2 4 gk+3 4 ph+1°
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Preuve. Pi(z) = Pr(z, ). O

Remarque. Comme on peut le prédire, plus k est grand plus pg(n) est proche de
2™ (puisque on se rapproche de toutes les partages de demi-périmetre n). Ceci peut étre
vérifié avec Maple en utilisant la commande realroot sur le polynome 1 — 2z — 3z%+2 4
2*+3 4 ¢*+1 En effet le comportement asymptotique de pi(n) est cx/p avec cx € R et
pi plus petite racine de 1 — 2z — 32%+2 4 gk+3 4 gh+1,

2.4 Bornes asymptotiques

Les séries génératrices selon ’aire sont tellement compliquées que I’on ne peut espérer
calculer facilement le comportement asymptotique des nombres I , de piles de sable
appartenant & ITPM (n, k). De ce fait, nous allons donner une échelle de fonction, i.e.
nous allons trouver une suite {pi(n)}x>2 telle que pry1(n) < Ik n < prya(n). Le résultat
est le suivant :

Théoréme 7 Le nombre I, , de piles de sable appartenant a IPM (n, k) peut étre en-
cadré par

Cryrn~3* exp(Brp1n?)O(1 + n~4) < I (n) < Chyan™>/ 4 exp(By42n'/?)O(1 +n=14),
avec Cy, = ((k —1)/(6k3))}/%/2 et By = 2m\/(k — 1)/(6k).

Pour prouver ce theoreme nous énongons tout d’abord le lemme suivant. Pour £ > 2,
soit pi(n) = [¢"] [T;»4 ——q;-, ou [¢"]f(g) est le coefficient de ¢™ dans f(qg).

Lemme 1 Quand n — oo,
pe(n) = Cen~3*exp(Ben/?)0O(1 + n~1/*),

avec Cy, = ((k —1)/(6k3))1/%/2 et By, = 2m\/(k — 1)/(6k).

Preuve. Nous voulons utiliser le théoréeme de Meinardus (théoréme 6.2 [2]). Mon-

trons tout d’abord que nous avons les conditions requises pour appliquer le théo-

réme. Soit fi(7) = [Tneq (1 —¢")7%* = 14+ 377 pe(n)g", ol g = €77, |g| < Let
0 sin=0modk

4k =1 1 sinon . Nous devons considérer la série de Dirichlet Di(s) =
Yoy 2k = (1—k7*)¢(s), (s = o+ it). Comme ((s) est convergente pour o > « avec

a =1, Di(s) est convergente pour ¢ > a. De plus, comme ((s) a un prolongement ana-
lytique dans la région ¢ > —Cq avec Co = 1/2 et dans cette région, ((s) est analytique
sauf en s = 1 qui est un podle d’ordre 1 et de résidu A = 1, Dy (s) a un prolongement
analytique dans la région o > —Cy et Dy (s) est analytique dans cette région sauf en
s = 1 qui est un pole d’ordre 1 et de résidu A = (k —1)/k. Ensuite, il nous faut montrer
que Di(s) = O(|t|°?) uniformément dans ¢ > —Co quand |t| — oo et avec C; réel positif
fixé. En effet, ceci est vrai puisque ¢(s) = O(|t|P*) uniformément dans o > —1/2 quand
|t| = oo avec D; réel positif fixé. Comme |1 — k~%| < 1+ [k=°| = 1+ k7% < 1+ k12
et k est que une constante on obtient le resultat. Nous utilisons aussi la fonction
k(7)) = Lpcitnkd” = 7= P T—'i—; g = e~ 7. Nous devons nous assurer que si
T = y+ 2imz (z,y réels) et arg(r) > 71'/4 |z| < 1/2, pour y suffisamment petit, il
existe € > 0 et Cy = Co(€) (réel positif), tels que R(gk (7)) — gr(y) < —Cay™¢
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_ﬁﬁ¥* o

Fic. 7: Une pile
L(2)

— B - & -

an an o)

I

F1G. 8: Construction d'une pile de sable dans L(2)

Soit f(r) = —<—. Alors, pour y suffisamment petit, il est simple de montrer que
l-e p p

R(f(T)) - fy) < —I—ZE, pour y suffisamment petit et pour tout 8 > 0.

Maintenant nous devons borner R(gx (7)) — gx(y) = R(f(7)) — f(y)) — (R(f(kT)) —
f(ky)). De méme, on peut montrer que f(ky) —R(f(k7)) < ﬁ < % pour tout k > 2 et
y suffisamment petit. Par conséquent R(gx (7)) —gx (y) < (—=1+8)/(2y), pour y suffisam-
ment petit pour tout k > 2 et pour tout 8 > 0. Il suffit donc de prendre C, = (14 3)/2
avec > 0 et ¢ = 1. Maintenant nous avons les conditions requises pour appliquer le
théoréme de Meinardus et le lemme en découle directement. O

Preuve du théoréme. Le nombre pi(n) est le nombre de partages ol les parts peuvent
étre répétées au plus k — 1 fois. Par conséquent, il est facile de voir & partir de la carac-
térisation des piles de sable appartenant & TPM (n, k) que, px41(n) < ix(n) < pr2(n).
Nous n’avons alors qu’a appliquer le lemme. m]

3 Piles de sable dans L(6)

Proposition 2 [13] Une pile de sable appartenant & L(6) est un partage & = (w1, 73, . . . m)
telle que

d 772—”§+120—1,p0ur1§i<1r1;

e pourtouti < j avecmi—mi , =0—1etni—n’,, =01, il existe z aveci < z < j
) i+1 Jj Jj+1 J
tel que 7, — m), 12> 0.

Voir figure 7 pour exemple de partage appartenant a L(2). Nous voulons compter les
partages appartenant a L(0) pour tout theta entier positif selon leur aire (variable q) et
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leur hauteur (variable z). Nous notons la série génératrice correspondante L4(g, z).
Lemme 2 Ly(q,z) vérifie la g-équation

1 - (z9)° + ( (zg)°

Lolg 2) = 1—xzq 1—2x2q

T “1) Lo(g,20). (6)

Preuve. Une pile de sable dans L(f) est une colonne de hauteur ¢, 0 < ¢ < 6 -1, ou
un partage ou la plus haute colonne est dupliquée et augmentée d’au moins  — 1 ou un
partage ou la plus haute colonne est augmentée de 1, dupliquée et augmentée de 6—1. O

La construction de la pile de sable 7 = (6,5,5,4,3,3,3,2,2,2,1) appartenant & L(2)
est illustrée sur la figure 8. Par conséquent, si nous itérons la g—équation précédente,
nous trouvons

Théoréme 8 La série génératrice Lg(q,z) est

1—( Zx(o 1)n on(n+1)/21— zqt 0 ﬁ
].—il?q n>1 1—.’1?q"+1 i=1

)

Preuve. Directe a partir de (6). Notons que I’on peut aussi obtenir une preuve bijective
de ce résultat [6]. m]

Notons que comme pour I PM (k), nous pouvons encadrer le nombre [, y de partages
dans L(n,#) puisque

p>6-1(n) <lnp < pro(n),

ou psg(n) est le nombre de partages 7 de n tels que m; — m41 > 6. Des formes simples
de produits infinis des séries génératrices associées ne sont connues que pour § = 0,1, 2.
De ce fait, nous ne pouvons encadrer facilement [, 4 pour tout 4.

4 Piles de sable de Frobenius

La généralisation la plus naturelle des piles de sable est de laisser les grains tomber
plus seulement & droite mais aussi a gauche. Nous appellerons ce nouvel objet pile de
sable de Frobenius.
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Définition 3 Soit j un entier. Une pile de sable de Frobenius a est un couple formé

d’un indice pivot 1 < p(a) < j et d’une suite d’entiers (a1,as,...,a;) telle que 0 <
a; L az <... < @pa) 2 Ap(a)+1 = --- > aj > 0.
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= B A

e e
—E W (M B e
FiG. 12: Lp(4) FiGc. 13: Lrp(6)

Remarquons qu’une pile de sable de Frobenius n’est autre qu’un partage de Frobenius
ou F-partage [10, 3]. Rappelons qu’un partage de Frobenius de 'entier n est un 3-uplet
formé d’un entier k et de deux suites (by,...,bx) et (c1,...,cx) tels que by > ... >
by > 0,¢c10 > ...>2cs >0et b+ Zf=1(b,- + ¢;) = n. La bijection entre les deux
notations est triviale. Par exemple, sur la figure 9, on a la pile de sable de Frobenius
(3,(2,3,6,6,5,4,1,1)) et le F-partage (6,(2,2,1,0,0,0),(5,3,3,3,2,1)).

Comme pour Lp, nous définissons le mouvement d’un grain de sable par deux régles :
la régle verticale et la régle horizontale illustrées en figures 10 et 11.

Définition 4 Soit a = (p(a), (a1,as,...,a;)) et b = (p(b), (b1,b2,...,by)) deuz piles
de sable de Frobenius. Alors a > b si et seulement si pour tout i, j 2 0
p(a)+i p(b)+J
> x>
l=p(a)-i I=p(b)—

Le modéle que nous étudions est I’ensemble des F-partages obtenues & partir de (n)
en utilisant les régles horizontale et verticale. Comme pour les partages ordinaires [5],
il est simple de montrer que ’on obtient toutes les F-partages de 1’entier n. Soit Lg(n)
I’ensemble des partages de Frobenius muni de I’ordre >p.

Proposition 3 Lp(n) est un sous-ordre de Lr(n).

Preuve. Les partages sont des F-partages pour lesquelles la suite b n’a que des zéros. O

Définition 5 Un demi-treillis est un ordre (P, <) tel que pour tout couple (x,y) de P,
la borne supérieure existe. De plus si la borne inférieure n’existe pas, alors il n’existe
pas d’éléments z tel que z < x et z < y.

La proposition suivante se prouve aisément :

Proposition 4 Lp(n) est un demi-treillis d’élément mazimal ((n), 1) et d’éléments mi-
nimauz ((1,1,...,1),5), 1 <j<n.

LF(4) est représenté sur la figure 12. Pour retrouver un treillis, il suffit de forcer les
nombres de grains a droite et & gauche de la colonne & étre presque égaux :

Définition 6 Une pile de sable de Frobenius équilibrée est une pile de sable de Frobe-
nius avec 0 < Y P91 g, — Ei:p(a)+1 a; <1.
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Nous exposons quelques uns des résultats que I’on peut obtenir :

Lemme 3 L’ensemble des piles de sable équilibrés Lpp(n) muni de l'ordre >F est un
treillis d’élément mazimal (1, (n)) et d’élément minimal ([2£2],(1,1,...,1)).
(

Par exemple, le treillis Lgr(6) est présenté sur la figure 13. Maintenant que nous
avons établi la structure de Lp(n), nous allons étudier la longueur des chaines maxi-
males. Soient [ et I’ tels que n = 2I(I + 1) + 1’ avec 0 < I' < L.

Proposition 5 La longueur mazimale d’une chaine mazimale dans Lp(n) est 2(";1) +
w+1.

Proposition 6 Pour n > 3, la longueur minimale d’une chaine mazximale dans Lg(n)
est 2n — 4.

On peut aussi calculer les bornes supérieure et inférieure de deux éléments dans
Lp(n) puis limiter la largeur des glissements de la régle horizontale. Tout ceci est déve-
loppé dans [6] et sera exposé dans une version longue de ce résumé étendu.

Remerciements. Les auteurs tiennent a remercier J.P. Allouche, M. Latapy, M. Mor-
van et H. Phan pour leurs propositions constructives lors de I’élaboration de ce travail.
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Abstract

In this work, we revise the symbolic Biichi automata construction for linear
temporal logic. Our main goal was educational: design a technique easy to under-
stand, manage past operators and construct small automata for small formulas.
We submit a technique which answers to this three objectives and which is more
efficient than the previous symbolic constructions. We generalize our result to an
extended temporal logic. This allows us to handle the complementation problem
for Biichi automata in an optimal way.

Résumé

Dans ce travail, nous proposons de réviser les méthodes de construction sym-
bolique d’un automate pour une formule de logique temporelle linéaire. Notre
objectif initial était pédagogique : développer une technique facile & comprendre
intégrant les opérateurs du passé et construisant de petits automates pour de pe-
tites formules. La technique que nous proposons répond a ces trois objectifs et
est plus efficace que les techniques symboliques existantes. Nous avons généralisé
notre résultat 3 une logique temporelle linéaire étendue. Celle-ci nous permet de
traiter le probléeme du complément d’un automate de Biichi de maniére optimum.

1 Introduction

La logique temporelle est un langage puissant permettant de décrire des propriétés de
siireté, d’équité et de vivacité de systémes. Il est utilisé comme langage de spécification
dans des outils tel que SPIN [4] et SMV [6]. Cependant, vérifier qu’un systéme re-
specte une telle spécification est PSPACE-complet [8]. En pratique, les techniques de
vérification sont confrontées a un probléme d’explosion combinatoire du nombre d’états
du systéme et de celui de ’automate codant la formule. De nombreuses techniques ont
été élaborées pour faire face a ce probleme d’explosion. Nous pouvons noter les tech-
niques de vérification & la volée combinées avec des techniques de réduction ordre partiel
(SPIN [4]). La représentation symbolique par les diagrammes de décisions permet de
coder un systéme et ’automate d’une formule de maniére concise et ainsi de repousser
les limites de la vérification (SMV [6]). Chacune de ces méthodes ont leurs succes sur
des systémes industriels prouvant leur bien-fondé.

Dans ce travail, nous proposons de réviser les méthodes de construction symbol-
ique d’un automate pour une formule de logique temporelle linéaire. Notre objectif
initial était pédagogique : développer une technique facile & comprendre intégrant les
opérateurs du passé et construisant de petits automates pour de petites formules. La
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technique que nous proposons répond & ces trois objectifs et est plus efficace que les
techniques symboliques existantes [1, 6]. Nous avons généralisé notre résultat & une
logique temporelle linéaire étendue. Celle-ci nous permet de traiter le probléeme du
complément d’un automate de Biichi de maniére optimum.

2 Préliminaires

2.1 Logique temporelle linéaire étendue

La logique temporelle linéaire permet d’énoncer des propriétés sur les comportements
d’un systeme. Elle permet de parler de ’évolution d’un systéme au cours du temps
en examinant la suite des états que prend ce systéme. Les propriétés élémentaires que
vérifient ces états jouent un réle fondamental. Elles introduisent les premiéres formules
d’une logique temporelle : ”la propriété p est vérifiée & 'instant ¢”, ”la propriété p est
vérifiée dans un instant aprés t” et ”la propriété p est vérifiée dans un instant avant ¢”
sont des formules de logique temporelle linéaire. Pour un ensemble AP de propositions
élémentaires, les modeles de la logique temporelle sont les mots infinis sur ’ensemble 24P
des valuations de AP (i.e application de AP dans {0,1}). A partir de ces hypotheses,
le temps est discret, a un instant initial, est infini et dans un instant donné seulement
les valeurs des propositions élémentaires sont examinées.

Nous considérons une logique temporelle linéaire étendue (LTLE) dans laquelle
les termes sont construits & partir de propositions élémentaires et d’automates finis
étiquetés par des formules. Le critére de satisfaction d’une formule du type automate
est basé sur la reconnaissance de mots finis ou infinis par des chemins dans ’automate.
Cette logique est similaire aux logiques présentées dans [11, 12]. Une des particularités
de notre logique est qu’un automate A permet de définir quatre types de formules :
formule finitaire du futur Ap,, formule infinitaire du futur Az, formule finitaire du
passé Ar_, formule infinitaire du passé A;_. Les formules du futur sont évaluées pour
un mot Zo - 1 * 2 --- €t pour un instant ¢ en reconnaissant le suffixe ; - Tj41 - Tipo -
dans ’automate, alors que pour les formules passées, on considere le préfixe fini renversé
Zi*Ti-1-Ti—2 - -~ To. Les formules finitaires et infinitaires se distinguent par leurs critéres
d’acceptation : une formule finitaire est reconnu par un chemin fini dans ’automate ter-
minant dans un état dit d’acception alors qu’une formule infinitaire peut étre reconnue
par un chemin fini ou infini. La syntaxe d’une formule LTLE est donnée par:

1. Toute proposition p € AP est une formule LTLE.
2. Si f et g sont des formules LTLE, alors —f, f A g sont des formules LTLE.

3. Pour tout automate non déterministe étiqueté par des formules LTLE A = (S, —
,80, F') o1 S est un ensemble d’états, — une relation de transitions , sg est un état
initial, F' C S est un ensemble d’états d’acceptations, Ary, Ary, Ap_, Ap_ sont
des formules LTLE.

Nous utilisons la notation standard o,i = f pour représenter la satisfaction d’une
formule LTLE pour un mot infini ¢ et un instant i. L’évaluation de cette relation pour
Iinstant 0 définit la satisfaction d’une formule pour un mot : o = f = 0,0 = f. La
relation |= est défini par induction de la maniére suivante:

1. o,i =pssip€ z; pour p € AP;
2. 0,1 = ~f ssi ~(0,i = f);
3.00iE=fAgssioifEfetoikEg;



133

. .. . . . fn—
4. 0,i = Apy ssi il existe un chemin fini acceptant v = sg ﬂ> S1...8n-1 =% s,

dans A tel que Vk <n:o0,i+ k| fr and s, € F;

5. 0,i |= AL+ ssi 0 | Ap4+ ou il existe un chemin infini acceptant v = s —fi> $1...
dans A tel que Vk : 0,i + k = f,

. .. . . . fr-
6. 0,i = Ap— ssi il existe un chemin fini acceptant v = s —f—°) $1...8n-1 == s,

dans A tel que Vk < n:0,i—k | fr and s, € F;

7. 0,i = Ap— ssio,i |= Ap— ou il existe un chemin fini acceptant v = sg ﬁ) 81...84
de longueur ¢ dans A tel que Vk : 0,i — k = fi-

On peut aussi définir de maniere équivalente LTLE & partir d’opérateurs temporels
de la forme Asy(f1,--.,fn) (avec S = F,L) ou I'automate fini A est étiqueté par des
formules propositionnelles sur AP U {f1,..., fn}. Les opérateurs classiques de logique
temporelle linéaire ” Next” et ”Until”, ainsi que leurs versions sur le passé, peuvent étre
redéfinis en LTLE par :

o fUg = Apy(f,9), fU"g = Ap_(f,g)avec A = ({s1,8},{s1 > s1,81 5

32}7517 {32});

« O(f) = Api(f), O~(f) = Ap_(f) avec A = ({s1,82,83}, {51 —= 82,85 >
s3},s1,{s3});

2.2 Automates de Biichi a transitions

Le principe des méthodes de vérification automatique est d’associer & toute formule un
automate fini acceptant les mémes mots. L’acceptation d’un mot par ces automates
repose sur ’existence d’un chemin infini reconnaissant le mot tel que ’ensemble des
états parcourus infiniment souvent vérifie un certain critere. Un critére simple est
celui des automates de Biichi : le chemin doit passer infiniment souvent par au moins
un état d’acceptation. Dans le cadre de notre étude, nous utilisons les automates de
Biichi & transitions. Ils posseédent un ensemble de conditions d’acceptions et chaque
condition d’acception définit un ensemble de transitions. Un chemin est acceptant si il
passe infiniment souvent par au moins une transition de chaque condition d’acception.
Formellement, un automate de Biichi & transition posséde les composantes suivantes :

e S est un ensemble fini d’états;
e »C S x 24P x § est une relation de transitions
e Acc est un ensemble de conditions d’acceptation : Va € Acc,a C—;

e Sy est un ensemble d’états initiaux.

Un mot infini 0 = z¢.z;.z2 ... sur alphabet 24F est accepté par un automate de

Biichi & transitions si et seulement si il existe un chemin infini dans A
Z x z
P =80 —2 8 —> 83 — ...

tel que Va € Acc,Vi > 0,35 > i : (sj,zj,Sj+1) € a.

Un automate de Biichi & transitions peut étre défini symboliquement en identifiant
les états par des vecteurs de booléens. Cela offre un moyen simple et concis de les
construire et de les définir. Considérons un tableau de variables booléennes Now de la
taille des vecteurs de booléens. Un état associe une valeur booléenne & chaque variable
booléenne. Un ensemble d’états est alors représenté par une formule booléenne des
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Figure 1: Représentation explicite d’'un automate de Biichi & transitions

variables du tableau Now, cette formule rendant vrai pour les états de ’ensemble. De
la méme maniére, une transition est un vecteur de booléens codant 1’état source, I’état
destination et les valeurs des propositions élémentaires. En utilisant un tableau Nezt
pour identifier I’état destination, une transition associe des valeurs & chaque variable
booléenne des tableaux Now et Nezt, ainsi qu’a toutes les propositions élémentaires.
Une relation de transition et une condition d’acception peuvent étre représentées par des
formules booléennes. Nous utilisons les notations suivantes pour définir symboliquement
un automate :

e Now et Next sont des tableaux de variables booléennes indicées par un ensemble
fini VAR,

e S est une formule booléenne des variables du tableau Now. Elle identifie I’ensemble
des états

e R est une formule booléenne des variables de AP, Now et Nezt. Elle représente
la relation de transition.

e Acc est un tableau de formules booléennes des variables de AP, Now et Next,
indicées par un ensemble ACC. 1l code les conditions d’acceptation.

e Sy est une formule booléenne des variables du tableau Now. Elle identifie ’ensemble
des états initiaux.

Exemple 1. Considérons 'automate donné par sa représentation symbolique :

AP = {p,q}
VAR = {1}
ACC = {1}
S =1
So =1
R = (p+ Now[l])- (Now[l] & g+ Next[l])
Acc[l]] = -Nowl[l] +gq

Nous pouvons obtenir une représentation explicite de I’automate en évaluant dans
un premier temps la relation de transitions pour toutes les valeurs des états sources et

destinations : 0 P, 0,1-50et1 5 1. Dans un deuxiéme temps, on décompose les
transitions pour faire apparaitre celles qui sont dans I’ensemble Acc[1].
3 Construction d’un automate pour une formule LTL

Le principe de construction d’un automate pour une formule LTL est dii essentiellement
a Lichtestein, Pnueli, Vardi et Wolper [5, 10]. Une approche symbolique de ces construc-
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Formule VAR So

f f Now[f]
O(y) g

gUh gUh

0~ (9) 0~(g) ~Now[O~ (g)]
gU~h O~ (gU~h) | “Now[O~ (gU~h)]

Table 1: Définition du vecteur d’état et des états initiaux

Formule R Acc

f Nowlf] & f

O(g) Nowlg] & g

gUh Now[gUh] & h+g- Next[gUh] ~Now([gUh] + h
0~ (9) NeztlO~(9)] & g

gU~h Next[O~(gU"h)] & h+g-Now|O (gU™h)]

Table 2: Relation de transitions et conditions d’acceptation

tions peut étre trouvée dans [1, 6]. Notre méthode ne differe que treés légerement des
constructions précédentes. La différence vient du type d’automate que ’on construit.
Ces techniques sont basées sur les deux assertions suivantes:

gUh
gU™h

h+g-O0(gUh)
h+g-0~(gU™h)

La valeur d’une formule LTL & I’instant 0 pour un mot infini donné dépend unique-
ment des valeurs de ces sous-formules temporelles O(g), gUh, O~ (g) et gU ~h pour tous
les instants du mot ainsi que des valeurs des propositions élémentaires. Leurs valeurs
sont régies par les assertions précédentes. Dans notre construction symbolique, chaque
sous-formule est représentée par un bit dans le vecteur d’état et les assertions sont con-
sidérées comme des contraintes de la relation de transitions. Afin que ces assertions ne
fassent référence qu’a 'instant présent et suivant, nous associons aux bits des formules
O(g) et gU~h les formules g et O~ (gU~ f). Un bit spécial est associé a la formule ini-
tiale f dont l'objet est d’identifier les états initiaux. Nous ajoutons comme contraintes
que les formules du type O~ (g) et O~ (gU~h) ne peuvent étre vérifiée & un instant O.
Nous associons en plus une condition d’acception pour toute sous-formule gUh. En effet
une formule gUh est vérifiée si elle respecte son assertion et si la formule h est vérifiée
dans un instant futur. Notre construction peut se résumer par les deux tables 1, 2 dans
laquelle la formule f représente la formule initiale.

Les formules f, g et h apparaissant dans les contraintes de la relation de transitions
et les conditions d’acceptation doivent é&tre considérées comme des formules proposi-
tionnelles sur les propositions élémentaires et les variables des tableaux Now et Nezxt.
11 suffit d’identifier leurs sous-formules du type O(l), l;Uls, O~ (l) et I;U ™l par les
variables Next[l], Now[l,Ul,], Now[O~ ()] et Next[O~ (11Uly)].

Exemple 2. Construction d’un automate pour la formule f =pU(p - (gU~¢))
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p-¢.{f}

5 11)_ )p,0
p.{f}

Figure 2: Automate de Biichi & transitions pour f =pU(p - (gU"q))

Cette formule accepte les mots tel que la propriété q est vraie avant la propriété p.
Les états de Pautomate sont des vecteurs de bits & deux dimensions : VAR = {f, g}
avec g = O7(gU~¢q)). L’ensemble des conditions d’acception est réduit & {f}. En
effet, la formule ne contient qu’un opérateur du type U. En appliquant les regles de
construction d’un automate, nous obtenons :

S =1
So = Now[f] - ~Nowlg]
R (Now[f] & p- Next[g] + P - Next[f])
(Next[g] < g +7- Nowlg])
Acc[f] = -Now[f]+p- Nezt|[g]

La représentation explicite de cet automate est donnée figure 2. Nous pouvons noter
que I’état 00 peut étre éliminé de 'automate car il est non accessible & partir de 1’état
initial. Cependant, notre construction code la formule et la négation de formule : en
prenant I’état 00 comme état initial, ’automate code —f. O

Exemple 3. Construction d’un automate pour la formule f = O(p = Oq) :

Les opérateurs temporels © et O sont définis par O(g) = 1Ug et O(g) = O (g).
O(g) exprime que g sera vérifié au moins & un instant et O(g) exprime l'invariant
”g est vérifié & tout instant”. Dans le cas d’une formule invariante O(g), nous pouvons
simplifier la construction en n’associant pas 0(g) & un bit du vecteur d’états, en ajoutant
g comme contrainte de la relation de transition, et en prenant tous les états pour des
états initiaux. Ainsi pour la formule f = O(p = <gq), nous retrouvons I’automate de
I’exemple 1 (Figure 1). L’unique bit du vecteur d’états est associé & la formule Oq. O

La justification de notre construction symbolique est simple. Un chemin infini ac-
ceptant dans un automate décrit un mot infini vérifiant & chaque instant les formules
définies par le vecteur de bit de 1’état correspondant. En particulier, le mot infini doit
vérifier la formule initiale f. Cette preuve peut étre obtenue par récurrence sur la taille
des formules associées aux états. Réciproquement, & un mot infini vérifiant f correspond
un chemin infini dans ’automate tel qu’a tout instant le mot vérifie les mémes formules
que ’état correspondant.

La table 3 compare notre construction avec les principales techniques de la littérature
en se basant sur un ensemble de formules proposées dans [3]. La premiére colonne
reprend les résultats données dans [3] pour la premiere construction développé par
Vardi et Wolper [10]. Nous donnons comme résultat le nombre d’états accessibles de
l'automate obtenu. Nous distinguons ensuite les constructions locales des construc-
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Formules Premiere Locale Symbolique
a C S [10] CSB]|aC—[2]|aCS[l]|aC—
pUgq 8 3 2 8 2
pU(qUs) 26 4 3 32 3
=((pU(qU3s)) 26 7 3 32 3
GFp = GFyq 114 9 5 28 7
FpUGq 56 8 4 32 3
GpUq 13 5 4 16 4
-(FFp & Fp) - 22 3 1 1

Table 3: Comparaison des techniques de construction d’'un automate pour LTL

tions symboliques : ces derniéres définissent directement ’automate par des contraintes
symboliques alors que les premiéres calculent les états de proche en proche en cher-
chant 3 limiter le nombre d’états. Elles se distinguent aussi par le type des conditions
d’acceptation : soit elles sont définies par un ensemble d’états, soit par un ensemble de
transitions. Bien que ces formules soient minuscules, nous pouvons conclure qu'’il est
plus efficace de construire des automates de Biichi & transitions. Nous pouvons aussi
noter que notre nouvelle technique concurrence les méthodes de construction locale.
Ce dernier point constitue une petite surprise dans le sens ou cette technique n’a pas
été développée pour minimiser le nombre d’états mais pour améliorer et simplifier les
techniques de vérification symbolique proposées dans [1].

4 Construction d’un automate pour une formule LTLE

La premiére construction d’un automate pour une formule LTLE est due & Vardi et
Wolper [11]. Cette construction se limite aux formules du futur. Nous proposons une
construction symbolique simple et plus efficace que la précédente. Elle se base sur les
assertions induites par les formules du type automate :

Asy(s) Es_g),r:rgp 9-O(Asy(r)) + Zs_g,mep g
As_(s) p9 0 (As— (M) + X 5, cr9

sSHrirg

Les formules Ags(s) et As—(s) représentent des formules finitaires ou infinitaires
du futur et du passé dans lequel ’automate A a s comme état initial. La valeur d’une
formule LTLE & l’instant 0 pour un mot infini dépend des valeurs des sous-formules
Asi(s) et As_(s) pour tous les instants du mot. Leurs valeurs sont régies par les
assertions précédentes. Comme pour la construction symbolique d’une formule LTL,
chacune de ces sous-formules correspond & un bit dans le vecteur d’état et les assertions
définissent des contraintes de la relation de transitions. Pour les formules du passé, la
valeur du bit associée & As_(s) est celui de la formule O~ (As—(s)). Pour traiter les
formules du futur, nous introduisons un nouveau bit A%, (s) pour chaque sous-formule
Asy(s). Il est utilisé pour marquer les bits valant 1 pour les formules finitaires Ag(s)
et 0 pour les formules infinitaires Ar+(s). Leurs valeurs ne respectent les assertions que
lorsqu’elles correspondent & un bit marqué. Ce procédé permet de suivre 1’évolution
d’un sous-ensemble de formules Ap (s) (resp. Ap4(s)) valant 1 (resp. 0) pour chaque
formule Ap; (resp. Ap+). Quand une transition permet de prouver localement la
validité de cet ensemble de sous-formules, nous marquons dans 1’état suivant toutes
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Formule VAR S So

7 7 Now[f]

Apy Apy(s), A, (s) | Now[Ag, (s)] = Now[dp(s)]

A | A14(5),42,(5) | =Now[Ag, (5)] = ~Now[A, (5]

Afp- O~ (Ar—(s)) ~Now[O~™ (Ar_(s))
Ar_ O_(AL_(S)) “Now[O~ (AL_(S))]

Table 4: Définition du vecteur d’état, des états de I'automate et des états initiaux

Formule Ace
Afpt [Lgr ("Now[A%, (s)] + E(g r)reFasSr 9)
Apt Hng (Now[Af , (s)] + = Z(g,r):rES/\s-w 9)

Table 5: Définition des conditions d’acceptation

les formules As. (s). Ces transitions définissent les conditions d’acceptations de notre
automate ; il en existe une pour chaque sous-formule Ags,. Notre construction peut se
résumer par les tables 4, 5 et 6.

La justification de notre construction est plus difficile que pour celle de LTL. Dans
un sens, il est simple de prouver qu’un chemin infini acceptant dans un automate décrit
un mot infini vérifiant & chaque instant les formules définies par le vecteur de bits de
I’état correspondant. Réciproquement, & un mot infini vérifiant f correspond plusieurs
chemins infinis dans I’automate tel qu’a tout instant le mot vérifie les mémes formules
que l’état correspondant. Nous pouvons cependant construire un chemin acceptant de
proche en proche en effectuant le lien entre les formules marquées et des chemins dans
les automates des formules Ag..

Exemple 4. Construction d’un automate pour la formule O(Bp,)

avec B = ({s1, 52,83}, {s1 2 82,80 —2 51,80 — s3}, 51, {53});
Formule R
f Now[f] & f
Ars Nowldrr(s)] & 54,209 NewllArs ([ ¥ 5,5, 070
Now[Az, (s)] = X, 3,409 Next[A%, (r)]+ 2 Srrerd
Acc(Ary) = Hsesl\fézt[AF+ (s)] & Next[Apy(s)]
Ary Now[Ap+(s)] & X 3. rgr 9 Neat[Ap+(r)]+ 3 5, cr9
NowlA7, ()] < X o, .p9 Next{Af (NI+3 5 .9
Acc(ArLy) = Tlees Nﬁz ext[A} (s)] & Newt[AL+(s )]
Ap_ Next[O~(Ar—(s))] © zs_gy’_:rép g-Now[O~ (Ap-(r))] + Zs—g)r:rEF g
A- [ NeatlO (A-O)] & Sogoond Now[o-(AL_(r))] )

Table 6: Définition de la relation de transitions
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P, 0

p-q,0
p-¢,{Br+}
pavw

p, 0 (11)

Figure 3: Automate de Biichi & transitions pour O(Bp)

Comme notre formule est du type invariant, nous simplifions notre construction en
ajoutant Now[Bp4(s1)] comme contrainte & la relation de transitions et en prenant
tous les états comme états initiaux.

Les états de I’automate sont des vecteurs de bits & quatre dimensions : VAR =
{Br+(s1), B§(s1), Br+(s2), B§, (s2)}. L’ensemble des conditions d’acception est réduit
a {Br+}. En appliquant nos régles de construction, nous obtenons :

SS = gNOW[Bh(Sl)] = Now[Br+(s1)])-(Now[Bf, (s2)] = Now[Br+(s2)])
0 =
Acc(Bry) = —Now[Bry(s1)]- (~Now[Br+(s2)] +q)

R = Now[Br4(s1)]

- (Now[Br4(s1)] & p- Next[Br4(s2)))
(NoulBp, (1) = p- NestlB5. ()
(Now[Br+(s2)] © p- Next[Br(s1)] +¢)
(Now[B%, (s2)] = p- Next[Bg, (s1)] +q)
(Acc(Bry) = (NowlBrs (s1)] & Now|Bg, (s1)))
(Now[Br+ ()] Now[BE, (s2)]))

La représentation explicite de cet automate est donnée figure 3. Nous n’avons
représenté dans les états que les valeurs des bits associées aux indices B, (s1) et
B%, (s2). En effet les deux autres bits valent toujours 1. O

Une application directe de notre technique est la construction de la négation d’un
automate de Biichi. Récemment C. Liding [9] a développé une méthode de transfor-
mation d’un automate de Biichi vers un autre type d’automate : les automates faibles
alternants. Cette transformation s’adapte parfaitement & notre probléme. En effet un
automate de Biichi & n états A = (S,—, F, So) s’écrit Aspr, en LTLE & partir des
2n + 1 formules Aoy, Aipy, A2py, Aspy ... Aanps. Ces automates se déduisent de
l’automate A de la maniere suivante :

e Pour l'indice 0, I’automate est simplement défini par Ay = (S, —,0, So),

e Pour les indices pairs autre que 0, ’automate est donné par As.; = (S, =244, 0, So)
ot chaque transition (s, z,r) de A produit une transition (s, - Az;_1,,,7) dans
A2*i7

e Pour les indices impairs, ’automate est donné As.;—1 = (S U {0}, =2xi—1, {0}, So)
ou chaque transition (s,z,r) de A dont la destination est acceptante (r € F)
produit une transition (s, - Az;_2p,,0) dans As.;—1, les autres donnent la méme
transition (s, z,r) dans Ag.;—1.
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Notre construction déduit directement pour la formule —As,;, un automate de
Biichi & transitions avec au maximum 3 (27+1) états. Nous pouvons réduire le nombre
d’états en 20(n1°6 ™) en remarquant que Aoz (8) < A1 py(s) < Ao (s) < Aspy(s) <
... & Agnp4(s) et en imposant que des formules d’automates différents ne peuvent pas
étre marquées dans un méme état. La transformation d’un automate & transitions en
un automate de Biichi laisse le nombre d’états en 29("1087)  Ce coiit est essentiellement
égal 3 la borne inférieure du nombre d’états établie par M. Michel et a déja été atteint
par S. Safra [7] par une technique de déterminisation d’automates. Nous obtenons par
une méthode symbolique une construction essentiellement optimale de la négation d’un
automate de Biichi.
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A BIJECTION BETWEEN DIAGONALLY CONVEX DIRECTED
POLYOMINOES AND EVEN TREES, AND ITS APPLICATIONS

EMERIC DEUTSCH, SVJETLAN FERETIC, AND MARC NOY

Abstract

We present a simple bijection between diagonally convex directed (DCD)
polyominoes with n diagonals and plane trees with 2n edges in which every
vertex has even degree (even trees), which specializes to a bijection between
parallelogram polyominoes and binary trees. Next we consider a natural
definition of symmetry for DCD-polyominoes, even trees, ternary trees, and
non-crossing trees, and show that the number of symmetric objects of a given
size is the same in all four cases.

Résumé

On présente une bijection simple entre polyominos dirigés diagonalement
convexes (DCD) avec n diagonales et arbres planaires avec 2n arétes dont
les sommets sont de degré pair (arbres pairs); par restriction on obtient une
bijection entre polyominos parallélogrammes et arbres binaires. On considére
aussi une definition naturelle de symétrie parmi les polyominos DCD, arbres
pairs, arbres ternaires et arbres sans croisement, et on prouve que le nombre
d’objects symétriques d’une taille donnée est le méme dans les quatre cas.

1. INTRODUCTION

The Catalan numbers (M1459)', defined by =+ (®") for n =0,1,2, ..., are probably
the most frequently occurring combinatorial numbers after the binomial coefficients.
For example, in [17] there are given 66 combinatorial structures that are counted by
these numbers.

The next sequence in the hierarchy of generalized Catalan numbers is 1, 1, 3, 12,
55, 273, 1428, ... , defined by #ﬁ(i’:), (M2926). This sequence also appears in many
different contexts. In addition to the four instances that we will consider in more detail,
the sequence counts

(i) paths in the (z,y) plane from (0,0) to (2n,n) with steps (1,0) and (0, 1), that
never pass above the line y = 1z [11];

(ii) paths in the (z,y) plane from (0,0) to (3n,0) with steps (1,1) and (1, —2), that
never pass below the z-axis [17], p. 169;

(iii) certain two-line arrays (see [3]);

(iv) tree-involutions (see [7]; [17], p. 138);

(v) ways of decomposing the circular permutation (1,2, ...,n) into a product of n —1
transpositions (see [7]; [8]; [12]; [17], p. 93);

(vi) ways of associating n applications of a given nonassociative ternary operation
(see [4]; [11]; [17], p. 169);

1991 Mathematics Subject Classification. 05A15.

Key words and phrases. Ternary trees, non-crossing trees, diagonally convex directed polyominoes,
plane trees.

1These numbers are identifiers of the sequences in The Encyclopedia of Integer Sequences [16].
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(vii) ways of dissecting a convex 2n + 2-gon into n quadrilaterals by drawing n — 1
diagonals, no two of which intersect in its interior (see [11]; [17], p. 169).

Next we mention the four families of objects that we will consider.

Ternary trees. These are ordered trees in which each node has outdegree 0 or 3 (see
(4], [5], [7], [9], [14]; [15], p. 127 ; [17], p. 92; [18]). The size of a ternary tree is defined
to be the number of its internal nodes. In Fig. 1a we show a ternary tree of size 4. In
all drawings of trees throughout the paper, the root is always the topmost vertex.

Non-crossing trees. These are trees drawn on the plane having as vertices the vertices
of a convex polygon and whose edges do not cross (see [6]; [7]; [10]; [13]; [17], p. 93).
We consider them rooted, i. e. one vertex is distinguished. The size of a non-crossing
tree is defined to be the number of its edges. In Fig. 1b we show a non-crossing tree of
size 5

(a) (b) ©
FIGURE 1. a) A ternary tree; b) a non-crossing tree; c) an even tree.

Even trees. These are ordered trees in which each node has even outdegree (see [18)).
The size of an even tree is defined to be half of the number of edges. In Fig. 1c we show
an even tree of size 6.

In each of the above three examples, making use of the simple way in which set oper-
ations on combinatorial objects translate into operations on their counting generating
functions (see, for example, [15]), one can derive at once that the generating function
g = g(z) satisfies the equation

g=1+2¢%
where 2 marks the number of internal nodes, the number of edges, and the number of
edge pairs, respectively. From this equation, applying the Lagrange inversion formula,
a straightforward computation gives

= 1 [3n
1 = "
(1) 909 =3 g ()"
n=0
so that in each case the number of objects of size n is equal to 3 n1+1 (3:) We also obtain
o0
1 [3n+1
2 2 — n
@) 7= 5 (")

which will be needed later.

Diagonally convez directed polyominoes (DCD-polyominoes). A polyomino is a finite
connected union of elementary cells (i. e. squares [i,4+1]x [§,5+1] C Rx R with i and j
integers), whose interior is also connected. Polyominoes are defined up to translation. A
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polyomino P is said to be directed if every cell of P can be reached from a distinguished
cell, called the root, by a path which is contained in P and uses only North and East
steps. We will consider that the cell [0, 1] x [0, 1] is the root. A directed polyomino is said
to be diagonally convex if all cells with centers on a line of slope -1 form a continuous
chain of diagonal neighbors. These continuous chains of cells are the diagonals of the
diagonally convex directed polyomino. The size of a DCD-polyomino is defined to be
the number of its diagonals. DCD-polyominoes have been investigated in [1],[2] [5], [9],
and [14]. For a diagonal D of a DCD-polyomino we define its shadow as the union of the
cells that are either upper or right neighbors of the cells of D (they extend diagonally
South-East from the upper neighbor of the top cell of D to the right neighbor of the
bottom cell of D). Let Dy, Ds, ..., D, be the diagonals of a DCD-polyomino of size n,
numbered from the root upwards in the NE direction. Clearly, D; consists only of one
cell (the root). Due to the fact that the polyomino is directed, each D; (2 < i < n)
lies in the shadow of D;_;. A DCD-polyomino of size n can be coded by two sequences
(a1,a2,...,a,) and (b1, ba, ..., by), each consisting of n nonnegative integers. The number
a; (b;) is called the ith upper loss (lower loss) and is defined, for i € {2, 3, ...,n}, as the
number of cells in the shadow of D;_; and situated above (below) the cells of D;, while
a; = by = 0. The encoding of DCD-polyominoes by these numbers has been introduced
in [9].

To illustrate the above-defined concepts, we consider the DCD-polyomino P of Fig. 2
(its contour is drawn with a heavy line). P has size 7, the cells of the seven diagonals
being numbered accordingly. The shaded cells form the shadow of the fourth diagonal.
The upper losses a;, the lower losses b;, and the diagonal lengths d; of P are given in
Table 1.

SHE
NSKE
3| 4] 6
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FI1GURE 2. A DCD-polyomino of size 7.
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The rest of the paper is organized as follows. In Section 2 we establish a simple
bijection between DCD-polyominoes of size n and even trees of size n. This bijection
has several interesting features that we discuss in detail. In Section 3 we consider a
natural definition of symmetry for the four families of objects under study, and show
that the number of symmetric objects of size n is the same in all four cases.
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2. A BIJECTION BETWEEN DCD-POLYOMINOES AND EVEN TREES

Bijections between diagonally convex directed polyominoes and other combinatorial
structures have been defined before. More precisely, rather complex bijections between
DCD-polyominoes and ternary trees are given in [5] and [14] and a bijection between
DCD-polyominoes with n diagonals and paths in the (z,y) plane from (0,0) to (2n,n)
with steps (1,0) and (0, 1), and never passing above the line y = 1z is given in [9]. This
latter, by composition, yields another bijection between DCD-polyominoes and ternary
trees.

In this section we present a new simple bijection between DCD-polyominoes of size n
and even trees of size n. This bijection, as will be seen later, has the desired feature of
commuting with naturally defined symmetries on DCD-polyominoes and on even trees.
In addition, (i) under this bijection, the statistics “one-half of the perimeter of a DCD-
polyomino” and “number of leaves of an even tree” correspond to each other, and (ii)
the restriction of this bijection to parallelogram polyominoes is a bijection between the
latter and binary trees.

We consider a diagonally convex directed polyomino of size n, with upper losses
ai, ag, ..., an, lower losses by, by, ..., by, and diagonal lengths

i

(3) di=i—) (aj+b;)>0 (i=1,2,..,n),
i=1

(see [9], Prop. 1). It is immediate that

(4) dii=a;+bj+d; -1 (1=1,2,...,n; dy =0).

The even tree associated to this diagonally convex directed polyomino is constructed in
the following manner. We start with a root of degree 2d,, i. e. we hang 2d,, leaves on
the root. We label the leftmost leaf by A;, the righmost one by B;, and we hang on them
2a, and 2b, leaves, respectively. We have now 2d,, + 2a,, + 2b,, — 2 = 2d,,_; unlabeled
leaves. Note that 2d,_; > 2 if n > 1. We traverse the tree in left (right) preorder? and
we label the first unlabeled leaf by As (Bs). On Ay and B, we hang 2a,,_; and 2b,,_;
leaves, respectively. Now we have 2d,,_; + 2a,_1 + 2b,—1 — 2 = 2d,,_» unlabeled leaves.
Again 2d,_2 > 2 if n > 2. We continue in this manner and after the nth labeling (with
Ap and By,) we will have no unlabeled leaves ( 2d; + 2a; +2b; —2 =0 ). The obtained
even tree is defined to be the image of the given diagonally convex directed polyomino.
Making use of (3), one can see easily that the even tree has 2d,, + 2 Z 1(aj+b;) =2n
edges, i. e. its size is n. In Fig. 3 we show the successive steps for obtammg the even
tree corresponding to the DCD-polyomino of Fig. 2.

To obtain the inverse mapping, it is easy to retrace the steps of the above construction.
Namely, omitting the root of a given even tree, we label its nodes alternatively in left
and right preorder, by A;, By, Az, By, ..., A, By. For each i € {1,2,...,n} we define

a; = -;—outdegree of Apt1—s, b;= %outdegree of Bpy1—i.

Now, the inverse image of the given even tree is the diagonally convex directed polyomino
defined by the sequences of upper losses a1, az, ..., a, and lower losses by, b, ..., by.

Next we show that the semiperimeter of a DCD-polyomino is equal to the number
of leaves of the corresponding even tree. It is known (Proposition 1 in [9]) and easy to
prove that the semiperimeter of a DCD-polyomino is equal to the number of its zero

2The usual preorder traversal is called here left preorder traversal and then, right preorder traversal
has the obvious meaning.
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STEP

4,5,6,7

Fi1GURE 3. Illustrating the bijection.

losses. However, from the definition of our bijection it follows that each zero loss of a
DCD-polyomino contributes a leaf to the corresponding even tree.

Another statistics correspondence follows at once from the definition of the bijection.
Namely, the length of the last diagonal of a DCD-polyomino (called “pointure” in [14])
is equal to one-half of the root degree of the corresponding even tree.

Finally, a parallelogram polyomino is a polyomino bounded by two lattice paths®
which start together and end together but never meet in between. Equivalently, in a
way more convenient for our purpose, a parallelogram polyomino is a DCD-polyomino
such that (i) all its losses are equal to 0 or 1 and (ii) the length of the last diagonal is
1. Now, given a parallelogram polyomino, from the definition of the bijection it follows
that the corresponding even tree is a binary tree (since we keep hanging either 0 or
2 leaves on the existing nodes). Hence we obtain a bijection between parallelogram
polyominoes of semiperimeter n and binary trees with n internal nodes.

3By a lattice path we mean a path with steps (1,0) and (0,1).
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3. SYMMETRY

In each of the four families of combinatorial objects that we investigate, we can
consider a natural definition of symmetry.

Ternary trees. For a ternary tree T, we define its reflection 7" by interchanging
recursively left and right children at every node. Then we say that 7 is symmetric if
T =177 (see Fig. 4a).

Non-crossing trees. For a non-crossing tree T, we define its reflection 7" with respect
to a bisector through the root. Then we say that T is symmetric if T™ = T (see Fig. 4b).

(a) (b)

(© (d)

FIGURE 4. Symmetric objects.

Even trees. Reflection and symmetry are defined as for ternary trees (see Fig. 4c for
a symmetric even tree).
Diagonally conver directed polyominoes. For a DCD-polyomino P, we define its

reflection P" with respect to the bisector of the first quadrant. Then we say that P is
symmetric if P = P (see Fig. 4d).

Theorem 1. The number of symmetric objects of size n is the same in all cases. More-
over, it is given by

L_(3n/2) if n is even;

(5) Sp = {n—+1 nff_ . .
nz?(({o’n_ll))/f) if n is odd.
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This can be shown by using generating functions. If s, is the number of symmetric
objects of size n, in each case one shows that

(6) S(z) =Y saz" = g(2%) + 2(g(2?))?,
n=0

where

(7) 9(z) = 1+ zg(2)°.

For instance, in the case of ternary trees, let 7, 72,73 be the left, middle and right
ternary trees attached to the root of a ternary tree 7. If 7 is symmetric, then 7o is
symmetric, 7; is any ternary tree, and 73 is its reflection. Hence

S(z) = 1+ 25(2)g(2?),

from where
_ 1
T1- 29(22)

Now, making use of relations (1) and (2), we obtain easily the expressions in (5). The
sequence defined by (5) is obtained by alternating the terms of the sequences M2926
and M1782, while the latter is the convolution of the former with itself.

However, instead of the individual enumeration of the symmetric objects in each
of the four cases, it seems more interesting to define symmetry preserving bijections
between the four families of the considered combinatorial objects.

A bijection between ternary trees and even trees. To the empty ternary tree we make
correspond the empty even tree. Given a ternary tree 7 with 71, 72,73 as before, define
recursively an even tree 7' as indicated in Fig. 5.

5(2) = g(*) + 2(9(*)*.

T T

FIGURE 5. From ternary trees to even trees.

It follows easily by induction that through this bijection (i) the size is preserved, (ii)
the numbers of left and right leaves of a ternary tree sum up to the number of leaves of
the corresponding even tree, and (iii) the length of the central path of the ternary tree
is equal to half of the degree of the root of the corresponding even tree. In addition,
symmetry is preserved since, clearly, (77)' = (7')".

A bijection between even trees and non-crossing trees. We consider a non-crossing
tree as an ordered sequence of butterflies attached to the root, where a butterfly is an
ordered pair of non-crossing trees (the wings) with the roots identified. To the empty
even tree we make correspond the empty non-crossing tree. Let £ be an even tree, and
let €1,€2,...,£24 be the 2d subtrees attached to its root. Then we define recursively a
non-crossing tree €' as indicated in Fig. 6.
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FIGURE 6. From even trees to non-crossing trees.

It follows easily by induction that (i) the size is preserved, (ii) the number of leaves of
the even tree is equal to the number of empty wings of the corresponding non-crossing
tree, and (iii) half of the degree of the root of an even tree is equal to the degree of the
root of the corresponding non-crossing tree. In addition, symmetry is preserved since,
clearly, (e") = (¢')".

Finally, a bijection P — P’ between DCD-polyominoes and even trees has been
defined in Section 2. This bijection preserves symmetry since (P")' = (P')". Indeed,
the upper (lower) losses of P are the lower (upper) losses of P" and then, by the
definition of the bijection, the even tree (P")’ is the reflection of the even tree P'.

Remark. From (5) it follows that we have just found four more manifestations of
the sequence 2n1+1 (3:): (1) symmetric ternary trees with 2n internal nodes; (ii) sym-
metric non-crossing trees with 2n edges; (iii) symmetric even trees with 4n edges; (iv)
symmetric DCD-polyominoes with 2n diagonals.
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Abstract

A new bijection between ordered trees and 2-Motzkin paths is presented, toge-
ther with its numerous consequences regarding ordered trees as well as other com-
binatorial structures such as Dyck paths, bushes, {0, 1, 2}-trees, Schroder paths,
RNA secondary structures, noncrossing partitions, Fine paths, and Davenport -
Schinzel sequences.

Résumé

Une nouvelle bijection entre arbres ordonnés et chemins de Motzkin bicolorés
est présentée, avec ses nombreuses conséquences en ce qui concerne les arbres
ordonnés ainsi que d’autres structures combinatoires telles que chemins de Dyck,
buissons, arbres de type {0, 1,2}, chemins de Schréder, structures secondaires de
type RNA, partitions non croisées, chemins de Fine, et enfin suites de Davenport
- Schinzel.

1 Introduction

An ordered tree is a rooted tree where the order of the subtrees of a vertex is significant.
It is well-known that the numbered of all ordered trees with n edges is the Catalan
number C,, = ;l%( 21:") By a 2-Motzkin path we mean paths starting and ending on the
horizontal axis but never going below it, with possible steps (1, 1),(1,0), and (1,-1),
where the level steps (1, 0) can be either of two kinds: straight and wavy, say. It is less
well-known, but easy to show that the number of 2-Motzkin paths with n steps is given
by the Catalan number Cp ;. A bijection between 2-Motzkin paths and Dyck paths
(counted by the Catalan numbers) is the following: denoting an up (down) step of a
Dyck path or a 2-Motzkin path by U ( D), for a given 2-Motzkin path u we replace U
by UU, D by DD, a straight level step by UD, and a wavy level step by DU. Note
that the obtained path is a Dyck path except that it can go down to level -1. We place
a U at front and a D at back in order to fix things up. The Dyck path obtained this
way is the image of the 2-Motzkin path p.

In this paper we present a new bijection between ordered trees and 2-Motzkin paths.
The bijection is simple but not straightforward. It has numerous consequences regarding
ordered trees as well as other combinatorial structures such as Dyck paths, bushes,
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{0,1,2}-trees, Schroder paths, secondary structures, noncrossing partitions, and Fine
paths. In the last section we present a new simple bijection between bushes and certain
Davenport-Schinzel sequences and then, taking its composition with our main bijection,
we obtain another bijection between Motzkin paths and Davenport-Schinzel sequences.

2 Tree terminology

As mentioned above, an ordered tree is a rooted tree where the order of the subtrees of
a vertex Is significant. The outdegree of a vertex will be called its degree. A vertex of
degree zero is called a leaf. Contrary to adopted usage, by a node we mean a vertex
that is neither the root nor a leaf. Thus the vertices of a tree are partitioned into three
disjoint sets: the root, the nodes, and the leaves. The nodes of a tree are of two kind:
(1) branch node if its degree is at least 2 and (ii) lonely node if its degree is equal to 1.
By a lonely edge we mean an edge emanating from a lonely node (edges 1, 3, 10, 15, 18,
19,21, 24, 26 in Fig. 1). By a redundant edge we mean either an edge that is emanating

4 3

12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Figure 1: The bijection &

from the root, with the exception of the leftmost edge, or an edge emanating from a
branch node, with the exception of the rightmost and leftmost edges (edges 7, 9, 12,
16, 17, 22, 25 in Fig. 1). The leftmost (rightmost) edge emanating from a branch node
will be called a left (right) edge (edges 2, 4, 5, 13, 20 (6, 8, 11, 14, 23) in Fig. 1). By
a branch we mean a minimal succession of edges joining either the root with a branch
node, or two branch nodes, or a branch node with a leaf. The trees having as roots the
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children of the root are called the subtrees of the tree. By a right lonely edge we mean
a lonely edge that is on the rightmost path of some subtree of the tree (edges 1, 15,
18, 19, 24, 26 in Fig. 1). We have the following relation involving some of the newly
defined terms:

(1) # leaves = 1 + # redundant edges + # branch nodes.

3 The bijection

Let 7 be any nonempty ordered tree. Traverse 7 in preorder and for each edge encoun-
tered for the first time (i) do nothing for the first edge; (ii) draw an up step for a left
edge; (iii) draw a down step for a right edge; (iv) draw a straight level step for a lonely
edge; (v) draw a wavy level step for a redundant edge. It is easy to see that we have
obtained a 2-Motzkin path. The described mapping will be denoted by ®. For the
inverse mapping, given a 2-Motzkin path, we draw a tree in preorder by the following
rule: we start with an edge and then, traversing the 2-Motzkin path from left to right,
for each up step we draw a left edge, for each straight level step we draw a lonely edge,
for each wavy level step we draw a redundant edge emanating from the appropriate
vertex, and for each down step we draw a right edge emanating from the appropriate
node. For an example see Fig. 1.

The following correspondences under the bijection ® follow more or less immediately
from the definition of the bijection. The last one follows from equality (1).

ordered tree

left edge

right edge

lonely edge

right lonely edge

redundant edge

redundant edge emanating from the root
redundant edge emanating from a node
node of degree 2 whose left child is a leaf
left edge ending in a branch node

right edge ending in a branch node

7 leaves

2-Motzkin path

up step

down step

straight level step

straight level step at level 0

wavy level step

wavy level step at level 0

wavy level step at level > 0

peak

doublerise, i.e. 2 consecutive up steps
valley

1 + # wavy level steps + # up steps

4 An involution on ordered trees

There is a trivial involution # — = on the 2-Motzkin paths: interchange the straight
and wavy level steps. This involution and our bijection ® induce an involution 7 — 7/
on ordered trees (see example in Fig. 2). This involution on ordered trees can be defined
directly, without going through the 2-Motzkin paths. Roughly speaking, traverse the
tree in preorder and replace lonely (redundant) edges by redundant (lonely) edges. For
trees with 1-3 edges the involution is shown in Fig. 3.

If 7 is a tree with n edges and 7’ is its image under the tree involution, then one
shows that

(2) # leaves(7) + # leaves(t') =n + 1.

From (2) we have a bijective proof that the number of trees with n edges and k leaves
is equal to the number of trees with n edges and n + 1 — k leaves [2]. An immediate
consequence of (2) is
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Figure 2:

(3) # leaves(7) = # internal nodes(r’),
where, the term “internal node” has the usual meaning (root or node). Thus, we have
a bijective proof that the statistics “number of leaves” and “number of internal nodes”
are equidistributed, implying, in particular, that in all ordered trees with n edges, the
total number of leaves is equal to the total number of internal nodes.

From trivially equidistributed statistics on 2-Motzkin paths (obtained by interchan-
ging the straight and wavy level steps) we obtain the following nontrivial equidistribu-
tions on ordered trees (see the list of correspondences in Section 3): (i) the statistics
“number of lonely edges” and “number of redundant edges” are equidistributed; (i1) the
statistics “number of right lonely edges” and “number of redundant edges at root level”
are equidistributed.

Moreover, the number of ordered trees with n edges and k lonely edges (or k redun-
dant edges) is (";1)Mn_1_k, where M; is a Motzkin number (My = 1,M; = 1, M, =
2, M3 =4, ...). Indeed, if an ordered tree with n edges has k redundant edges, then the
corresponding 2-Motzkin path has length n — 1 and k wavy level steps. However, it is
easy to see that the number of these is ("‘;1) My_1_.

Remark. Making use of various known bijections, we can obtain combinatorial proofs
that (") M,—1—k counts also (i) the number of Dyck paths of length 2n with k peaks at
even level; (ii) the number of Dyck paths of length 2n with k dud’s (i.e. noninitial ascents
of length 1); (iii) the number of noncrossing partitions of {1,2,3, ...,n} with k singleton
blocks other than {1}; (iv) the number of noncrossing partitions of {1,2,3, ..., n} with
k adjacent point pairs in the same block.

As far as the statistics “number of right lonely edges” and “number of redundant
edges at root level” are concerned, clearly, they have the same distribution as the sta-
tistic “degree of root - 1”.
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5 Special cases

5.1 Planted full binary trees.

A planted full binary tree has neither lonely nor redundant edges. Consequently, their
images under the bijection ® are Dyck paths. This bijection (after removing the “plan-
ting stalk”) is nothing but the familiar “glove” bijection (traversing the tree in preorder,
to each edge passed on the way down (up) there corresponds a NE (SE) step). The
following correspondences between full binary trees and Dyck paths are immediate.

full binary tree Dyck path
left node doublerise
right node valley
left leaf peak
right leaf (except the last) doubledescent
level of leftmost leaf  height of first peak
level of rightmost leaf number of returns

From the obvious equidistribution of left and right statistics on full binary trees we
obtain at once the non-obvious but well-known (see for example, [1], [4], [5], [6], [10],
[15], [16], [17], [22], [23]) equidistributions of the following pairs of statistics on Dyck
paths: (i) “number of doublerises” and “number of valleys”; (ii) “number of peaks” and
“1 4 number of doublerises”; (iii) “height of first peak” and “number of returns”.

5.2 Bushes.

A bush is an ordered tree whose nodes have degree at least two (8], [9]. In other words,
a bush is a tree with no lonely edges. It follows from here that the restriction of the
bijection ® to bushes yields a bijection between bushes and Motzkin paths. Namely,
traverse the bush in preorder, do nothing for the first edge, draw an up step for each left
edge, draw a level step for each redundant edge, and draw a down step for each right
edge. The fact that the number of bushes with a given number of edges is a Motzkin
number is well known [8], [9]; this particular bijection may be new (see Fig. 4).
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Figure 4: Bijection bushes < Motzkin paths

5.3 {0,1,2}-trees.

A {0,1,2}-tree is an ordered tree all of whose vertices have degree not exceeding two
(8], [9], [12], [20]. In other words, a {0, 1,2}-tree is a tree which, after a planting stalk is
added, has no redundant edges. It follows from here that the restriction of the bijection
® to {0,1,2}-trees to which a planting stalk has been added, yields a bijection between
{0,1,2}-trees and Motzkin paths. Namely, traverse the {0, 1, 2}-tree in preorder, draw
an up step for each left edge, draw a level step for each lonely edge, and draw a down
step for each right edge. The fact that the number of {0, 1, 2}-trees with a given number
of edges is a Motzkin number is well known [8], [9]; this particular bijection may be new
(see Fig. 5).
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Figure 5: Bijection {0, 1,2}-trees +» Motzkin paths (The planting stalk, added to the
trees before the bijection, is not shown; nothing corresponds to it under the bijection)
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If we apply the bijection ® directly to the {0, 1, 2}-trees, without adding first planting
stalks, then we obtain the following new manifestation of the Motzkin numbers: 2-
Motzkin paths with at most one wavy level step which, moreover, is at level zero. The
M, = 9 such paths are given in Fig. 6.

4 ™\

Figure 6: At most one wavy level step which, moreover, is at level zero

Remark. The tree involution from Section 5, restricted to bushes and followed by
the removal of the edge emanating from the root, yields a bijection between bushes and
{0,1,2}-trees. Namely, given a bush, traverse it in preorder, replace each redundant
edge by a lonely edge, and remove the edge emanating from the root (see Fig. 7).
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Figure 7: Bijection bushes + {0, 1, 2}-trees
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5.4 Schroder paths.

A Schroder path of length 2n is a lattice path in the plane from (0,0) to (2n,0) with
steps (1,1),(2,0), and (1,—1), that never go below the horizontal axis. We assume
that the level steps of the Schroder paths, viewed as 2-Motzkin paths, are straight and
we apply to them the bijection ®~!. We obtain planted trees with nodes of degree
at most two and having all branches of odd length. We will call these Schréder trees.
The Schroder trees with 1, 3, and 5 edges are shown in Fig. 8. Now, after this new

BENIEPEN

Figure 8: Schroder trees (planted, all nodes have degree < 2, and branches have odd
length)

manifestation of the large Schroder numbers has been discovered, we sketch two proofs
via generating functions. Let G(z) be the generating function of the Schréder trees
according to number of edges. Each Schroder tree is either a path consisting of an
odd number of edges or it is such a path with two Schréder trees hanging at its end.
Consequently, G = P + PG?, where P = z 4+ 23 4 2° + ... = ;2. This equation leads
to the known generating function of the Schroder numbers. Alternatively, the Schroder
trees can be obtained from the planted full binary trees by replacing edges by paths
of odd length. Since the generating function of planted full binary trees is zC (2?),

where C(z) = IJ,_,IZ—E, it follows that the generating function of the Schroder trees is
P(C(P?)), leading again to the desired result.

5.5 Secondary structures.

A secondary (RNA) structure is a graph (without loops and multiple edges) on the
vertex set [n] such that (i) {¢,7+ 1} is an edge for all 1 < ¢ < n — 1; (ii) for all i,
there is at most one j such that {7, j} is an edge and |j —i| # 1, and (iii) if {7,} and
{k,1} are edges with i < k < j, then i < | < j [21]. For the sake of simplicity, in the
graphical representation of a secondary structure we shall delete all the edges required
by condition (i). The obtained graph is a noncrossing partition satisfying requirement
(ii) from the definition of a secondary structure.

Secondary structures are in a simple bijection with Motzkin paths without peaks
[19]. Indeed, given a secondary structure, we traverse it from left to right and for each
1solated vertex we draw a level step, for each vertex where an edge starts we draw an
up step, and for each vertex where an edge ends we draw a down step. For an example,
see Fig. 9.

Now we apply the bijection ®~! to these Motzkin paths. We can consider two cases.

(i) The level steps of the Motzkin paths, viewed as 2-Motzkin paths, are considered
to be straight. In this case we obtain planted trees with nodes of degree at most two
and such that the left child of a branch node is not a leaf. Alternatively, removing the



Figure 9:

planting stalk, we have trees with vertices of degree at most two and such that the left
child of a vertex of degree two is not a leaf. The eight such trees with five edges are
given in Fig. 10. We remark that this result can be obtained also via a bijection due to

4 )
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Figure 10: {0, 1, 2}-trees in which the left child of a vertex of degree two is not a leaf

Dershowitz and Zaks [3].

(i1) The level steps of the Motzkin paths, viewed as 2-Motzkin paths, are considered
to be wavy. In this case we obtain bushes such that the left child of a node of degree 2
is not a leaf. The eight such trees with six edges are given in Fig. 11.

If we apply the Dershowitz-Zaks bijection [3] to these bushes, then we obtain non-
crossing partitions satisfying the following two conditions: (a) there are no singletons,
except possibly the block {1} and (b) there are no blocks of two consecutive integers,
except possibly {1,2}. The eight such noncrossing partitions on six points are given in
Fig. 12.

5.6 Fine paths.

By a Fine path we mean a Dyck path without peaks of height 1. They are counted

by the Fine numbers, having generating function F(z) = Z—(lz,’:__% (F(z) =1+ 22+

223 + 62% + 1825 + 57z% 4 18627 + ...). A survey of the Fine numbers can be found in
[7]. Applying the bijection ®~! to the Fine paths, we obtain planted full binary trees.
Removing the planting stalk, we obtain full binary trees. However, the absence of peaks
of height one in the Fine paths implies that the full binary tree has no leaf as the left
child of a node on the rightmost path. The six such trees with eight edges are given in
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Figure 11: Bushes in which the left child of a node of degree two is not a leaf
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Figure 12: No singletons, except possibly {1}; no {4, + 1}, except possibly {1, 2}.

Fig. 13.

Making use of a well-known bijection between Dyck paths and ordered trees, it
follows at once that the Fine numbers count also the ordered trees with no leaves at
level 1. In order to see which 2-Motzkin paths correspond to these trees under the
bijection ®, we prefer to look at the 2-Motzkin paths obtained when we do have a leaf
at level 1. If a leaf at level 1 is the endpoint of the leftmost edge emanating from the
root, then the corresponding 2-Motzkin path is either empty or it starts with a wavy
level step. If a leaf at level 1 is the endpoint of the rightmost edge emanating from
the root, then the corresponding 2-Motzkin path ends with a wavy level step. Finally,
if a leaf at level one is the endpoint of an edge strictly between the leftmost edge and
the rightmost edge emanating from the root, then the corresponding 2-Motzkin path
contains two consecutive wavy level steps at level zero. Consequently, 2-Motzkin paths
that do not start or end with a wavy level step and do not have two consecutive wavy
level steps at level zero are counted by the Fine numbers. The six such 2-Motzkin paths
with three edges are given in Fig. 14.

It is known [7] that ordered trees having root of even degree are counted by the Fine
numbers. Applying to these the bijection ®, we obtain immediately that 2-Motzkin
paths with an odd number of wavy level steps at level zero are counted by the Fine
numbers. The six such 2-Motzkin paths with three edges are given in Fig. 15.

It is also known [7] that 2-Motzkin paths with no level steps at level zero are counted
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Figure 13: No leaf is the left child of a vertex on the rightmost path
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Figure 14: 2-Motzkin paths do not start or end with a wavy level step and do not have
two consecutive wavy level steps at level zero

by the Fine numbers. Let us apply the bijection ®~! to these paths. The absence of
straight level steps at level zero implies that the corresponding tree has no right lonely
edge, while the absence of wavy steps at level zero implies that the corresponding tree
is planted. After removing the planting stalks, the obtained trees are characterized by
the absence of lonely edges on the rightmost path. Consequently, trees with no vertices
(root or node) of degree one on the rightmost path are counted by the Fine numbers.
The six such trees with four edges are given in Fig. 16.

6 A bijection between Davenport-Schinzel sequences
and bushes

In this paper by a Davenport-Schinzel sequence (more briefly, a DS sequence) of rank n

we shall mean a finite sequence selected from the set [n] o {1,2,...,n} and satisfying

the following conditions: (a) each integer ¢ € [n] occurs in the sequence; (b) for each
pair ,j € [n],7 < j, the first appearance of ¢ in the sequence precedes that of j; (c)
no two adjacent symbols in the sequence are identical; (d) for each pair ¢, j € [n], the
sequence contains no subsequence of the form ijij. The number of symbols in a DS
sequence is called the length of the sequence.

Given a bush, using the sequence of positive integers, we label the nodes and the
leaves in preorder, except that each node and its youngest child (i.e. the rightmost
child) have the same label. It is immediate that the sequence of labels is a DS sequence.
Indeed, (i) there are no immediate repetitions in the sequence since a bush has no nodes
of outdegree 1 and (ii) the preorder rule precludes subsequences of the form ¢jij. The
inverse mapping can be easily defined. An example illustrating the bijection is given in
Fig. 17.

Obviously, the length of the DS sequence is equal to the number of edges. The rank
of the DS sequence is equal to the number of leaves since each label occurs at exactly
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Figure 15: 2-Motzkin paths with an odd number of wavy level steps at level zero
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Figure 16: Trees with no vertices of degree one on the rightmost path

one leaf. From here it follows that DS sequences, grouped by length, are counted by
the Motzkin numbers and, if grouped by rank, then they are counted by the Schréder
numbers [11], [13], [14], [18]. From relation (1) we can easily find that in a bush

# edges = 2 x # leaves — # redundant edges — 1.

From here it follows that if the number of leaves is prescribed, then the number of
edges is maximum if and only if the number of redundant edges is equal to zero, i.e.
if and only if the bush is a planted full binary tree. We obtain, applying the above
bijection, that the number of DS sequences with a prescribed rank and having maximal
length is given by a Catalan number [18].

Now, if we take the composition of this bijection with the bijection of Sec. 3 or,
more precisely, with its restriction to bushes (see Subsection 5.2), then we obtain a
bijection between Motzkin paths and DS sequences. This can be described directly:
given a Motzkin path, using the sequence of positive integers, label the step endpoints
in sequence from left to right, except that points that can be connected by a horizontal
line lying strictly under the path have the same label. It is immediate that the sequence
of labels, read from left to right, is a DS sequence. The inverse mapping can be easily
defined. An example illustrating the bijection is given in Fig. 18.

Obviously, the length of the obtained DS sequence is equal to the the length of the
Motzkin path increased by one unit and one can show that the rank of the DS sequence
is equal to 1 + (length of Motzkin path + number of level steps)/2.

Remark. This last bijection from Motzkin paths to DS sequences can be trivially
modified to a bijection from Schréder paths to DS sequences, in which the rank of the
DS sequence is equal to the length of the Schroder path increased by one unit.
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Interprétation bijective d'une récurrence des nombres
de Motzkin

Serge Dulucq et Jean-Guy Penaud *
LaBRI, Université Bordeauz 1, 851 cours de la Libération, 33405 Talence Cedez, France

Résumé
Cette note a pour objectif de donner une preuve combinatoire d’une formule
de récurrence a trois termes vérifiée par les nombres de Motzkin. Elle suit le méme
cheminement que la preuve bijective de Rémy [3] pour la récurrence des nombres
de Catalan, et que la preuve beaucoup plus récente donnée par Foata et Zeilberger
[2] pour la récurrence des nombres de Schréder [4].
Abstract
The purpose of this note is to give a combinatorial proof of the three-term
linear recurrence for Motzkin numbers. The present work is inspired by Rémy’s
combinatorial proof of the linear recurrence for Catalan numbers [3] and the more
recent proof given by Foata and Zeilberger [2] for Schroder numbers[4].

1 Dyck, Catalan, Motzkin et Schroder

Rémy|[3] a le premier donné une interprétation combinatoire de la formule de récur-
rence pour les nombres de Catalan,

22n+1)Cp, = (n+2)Cpy1, n>1 (1)

nombres qui comptent les mots ou chemins de Dyck. C’est en choisissant, parmi la longue
liste des objets énumérés par ces nombres, la classe des arbres binaires complets, encore
appelés par D. Knuth, les arbres binaires étendus, (c’est-a-dire des arbres binaires ou
tout sommet a exactement 0 ou 2 fils), qu’il a pu interpréter bijectivement cette formule.

Lorsqu’on insére dans les chemins de Dyck des paliers horizontaux, on obtient, en
énumérant ces chemins selon la longueur, soit les nombres de Motzkin [1] soit les nombres
de Schréder [4], selon qu’on attribue au palier horizontal élémentaire la longueur 1 ou
2. Les nombres de Motzkin vérifient la récurrence a 3 termes suivante,

m+2)mp=02n+1)mp_1 +3(n — 1)mp_g, n > 2 (2)

mg=m; =1,
et les nombres de Schroder (simples), la suivante,

3(2n—1)sp, = (N + 1)spy1 + (0 — 2)sp—-1, N > 2, (3)
s1=8 =1,

*Email: dulucq@labri.u-bordeaux.fr, penaud@labri.u-bordeaux.fr.
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Récemment, D. Foata et D. Zeilberger[2] ont établi bijectivement la formule de récur-
rence des nombres de Schréder [4], en introduisant une nouvelle classe d’arbres binaires,
dont les sommets sont judicieusement bicoloriés.

Dans le méme esprit nous donnons dans cet article une interprétation combinatoire
de la récurrence & 3 termes des nombres de Motzkin. Cette interprétation proceéde en
deux étapes,

1. interprétation des deux membres de 1'égalité comme les cardinaux de deux en-
sembles d’objets combinatoires,

2. définition d’une opération sur ces objets prouvant I’égalité.

La bijection de Rémy

Nous rappelons cette bijection car, outre son élégance, elle constitue un outil impor-
tant pour I'interprétation que nous présentons.

Le membre gauche de 1’égalité (1) énumére les couples constitués d’un arbre binaire
complet & n sommets internes, soit 2n + 1 sommets en tout, pointé sur un sommet
(interne ou feuille), et d’une direction choisie entre droite et gauche.

Le membre droit énumére les arbres binaires complets & n+ 1 sommets internes (soit
n + 2 feuilles) pointés sur une feuille.

s .
/s R R s /
//\\ / > \ ,/\

Sy d \\ f f // \\ Sy
Y I? 4
A

s

F1G. 1 - La bijection de Rémy.

L’opération bijective définie par Rémy permet de construire un objet du membre
droit & partir d'un objet du membre gauche; elle consiste & séparer en deux parties le
sommet pointé s. La partie haute s, reste associée a la partie supérieure de I’arbre, la
partie basse devenant un sous arbre de racine s;, et si le coté choisi pour la transfor-
mation est le coté gauche, alors s; devient fils gauche de sj, et une feuille f est ajoutée
comme fils droit de s, (opération que nous appellerons Rémy-gauche), tandis que si le
coté droit est choisi on fait I’opération identique en inversant gauche et droite, opéra-
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tion que nous appellerons Rémy-droite. Dans les deux cas, la feuille ajoutée est la feuille
pointée dans I’arbre binaire complet ainsi obtenu.
Cette opération est décrite dans la figure 1. C’est clairement une bijection.

2 Arbres binaires penchés

11 est classique d’associer aux nombres de Motzkin m,,, les arbres 1-2, c’est-a-dire des
arbres dessinés plantés dont les sommets ont 0, 1, ou 2 fils, & n arcs, ou n+1 sommets (on
ne représente pas le tronc, mais le qualificatif planté permet de rompre ’ordre circulaire
et de préciser que la racine a un premier fils, contrairement aux arbres planaires). Le
mot de Motzkin associé s’obtient par un parcours préfixe, en codant un point double
par la lettre x, un point simple par la lettre a et une feuille (sauf la derniére) par la
lettre y.

Ces arbres sont de fagon évidente en correspondance avec la famille dite des arbres bi-
naires penchés c’est-a-dire des arbres binaires dont tous les fils uniques sont fils gauches,
a n + 1 sommets, et également avec la famille des arbres binaires complétés associés,
c’est-a-dire & n + 1 sommets internes et n + 2 feuilles, donc 2n + 3 sommets en tout, que
nous noterons en abrégé abpc. Il s’agit clairement d’un codage bijectif.

La figure 2 montre un arbre 1-2 ayant 10 sommets (n = 9), le mot de Motzkin qui
le code, ainsi que l’arbre binaire penché et son complété (avec les 11 feuilles ajoutées
mises en évidence par des petits rectangles) qui lui correspondent.

ATAT G

xaxayyxya(y)

F1G. 2 — Un arbre 1-2, son code, et les deux arbres binaires associés.

Le membre gauche de I'identité (2) compte le nombre d’abpc de taille n pointés
sur une feuille, ensemble que nous appelerons M7, le premier terme du membre droit
compte les abpc de taille n — 1 pointés sur un sommet quelconque (interne ou feuille),
ensemble noté MS_,, et le second terme est égal & 3 fois le nombre des abpc de taille
n — 2 pointés sur un sommet interne, ensemble noté M} _,.

Pour prouver de fagon bijective la formule (2), il suffit de trouver une bijection entre
les ensembles comptés par les deux membres, c’est-a-dire, en suivant la méthode de
Rémy, une construction bijective permettant de construire un objet de M7 de facon
non ambigué, soit & partir d’'un objet de M?_,, et cela d’une facon, soit & partir d’un
objet de M}_,, et cela de trois fagons.
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F1G. 3 — Les 3 cas de Super-Rémy.

Les sept motifs de M/

Dans les abpc, il ne peut y avoir, aprés complétion, de feuille isolée gauche, puisque
par définition, les seuls fils uniques de I’arbre binaire penché sous jacent sont des fils &
gauche. Parmi les abpc pointés sur une feuille, c’est-a-dire éléments de M,{ , on distingue
ainsi 7 sous-ensembles disjoints, selon que la feuille pointée est isolée, (cas noté fid, car
C’est alors une feuille isolée droite), ou bien une feuille jumelle droite, et 1a nous dis-
tinguons 3 sous-cas selon que I'oncle (c’est-a- dire le sommet frére du pére) est un fils
droit feuille ou sommet interne, cas notés fjdOdf, et fjdOdi ou un fils gauche, nécessaire-
ment interne, cas noté fjdOgi, ou bien pour finir la feuille pointée est une feuille jumelle
gauche, avec de facon identique 3 sous-cas figOdf, figOdi et fjgOgi.

Pour I'ensemble M,;_,, on distingue 4 sous-ensembles selon que le sommet pointé
est un sommet interne, cas si, une feuille jumelle gauche ou droite, cas fjg et fjd, ou une
feuille isolée droite, cas fid. Il n’y a qu’un seul cas pour ’ensemble M:_,.

Construction de M a partir de M?_,

On applique systématiquement la demi-construction de Rémy, appelée ci-dessus
Rémy-gauche, sur un élément de M3_,, c’est-a-dire un arbre pointé soit sur un sommet
interne, soit une feuille de I'un des trois types fig, fid et fjd, et on obtient un arbre
de type respectivement fid, fjdOdf, fjdOgi; pour le 4™¢ cas, I’application directe de
Rémy-gauche engendrerait le cas fjdOgf, qui est interdit dans cette famille d’arbres;
on procéde alors & une symétrie verticale donnant le motif fjgOdf, impossible & obtenir
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directement par la construction.

Construction de M/ a partir de M} _,

Pour augmenter de 2 le nombre de sommets internes, on utilise la construction de
Rémy compléte, c’est-a-dire bilatére, mais on la modifie en ajoutant non pas une feuille
mais un sous-arbre composé de 3 sommets, un sommet interne et ses deux fils qui consti-
tuent deux feuilles jumelles. En pointant sur I’arbre obtenu la feuille jumelle gauche ou
droite ajoutée, on obtiendrait 4 cas différents. Cependant le cas ou les deux feuilles ju-
melles ajoutées sont & droite, et ol on pointe la plus & droite de ces deux feuilles redonne
le méme arbre que celui obtenu & partir du motif fid dans I’ensemble M7 _;. En suppri-
mant cette possibilité redondante, on obtient exactement 3 arbres pointés distintcs de
M/ pour chaque arbre de M} _,. La figure 3 montre les 3 arbres pointés que I’on peut
obtenir par cette construction, appelée un peu cavaliérement Super-Rémy.

La preuve s’achéve en vérifiant que les 7 arbres pointés obtenus en appliquant I’en-
semble de ces deux constructions sont bien distintcs. La figure 4 suivante récapitule les
sept cas de cette double construction.

...........................................................................................................

..........................................................................................................

L ON m
................... LSRR S SRR
M7{ M‘rsl—l M’Ill 2

F1G. 4 — Les 7 cas de construction
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ENUMERATION DE TABLEAUX STANDARDS DE HAUTEUR BORNEE

Francis Gascon

LACIM
Université du Québec a Montréal

Résumé
On sait que les séries génératrices des tableaux standards de hauteur bornée par h
satisfont des équations différentielles avec des coefficients polynomiaux, voir [5] et [7].
On a montré que 'ordre de ces équations différentielles est <h/2+1, ce qui correspond
aux P-récurrences conjecturées par Bergeron, Favreau et Krob pour les nombres de
tableaux standards de hauteur bornée, voir [2] et [3]. On démontre ici, en utilisant des
propriétés des fonctions de Bessel, que le degré et la forme de ces équations différentielles

correspondent également & ces P-récurrences.

Abstract
It is well known that the generating functions for Young tableaux of height bounded by h
satisfy linear differential equations with polynomial coefficients, see [5] and [7]. We have
proved, see [2], that the order of these differential equations is <h/2 +1 ; this corresponds
to P-recurrences conjectured by Bergeron, Favreaux and Krob for the number of bounded
height tableaux see [3]. We show here, using properties of Bessel’s functions, that the
degree and the shape of the differential equations correspond also to these P-recurrences.

1. DEFINITIONS ET RESULTATS

1.1 SERIES DE BESSEL

171

Les séries de Bessel combinatoires sont définies comme étant les solutions y=1I,(z) des

équations différentielles suivantes :

22y +xy — (n2+4x2)y=

ol n > 0 est un entier. On a

2k+n

In(@) = Zlc'(lc+n

k>0

Ces séries satisfont de nombreuses identités voir [1]. En particulier on a

Ii(z) = 211 (),
() = 2 Io(z) — iIl(x),
I(z) = (1 = n) In—1(z) + 2 In_o(x),

Ii(x)Ij(x)=Z <2l+lz'+j) (21;:‘;3’

1>0

(1.2)
(1.3)
(1.4)

(1.5)
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On remarque qu’en utilisant I'identité (1.4) on peut écrire les séries I, en termes de I
et I, par exemple

(22 +4) Ip(z) N (z* + 1822 + 24) I (z)

Is(iE) =—6 3 = s
() — (z* + 3622 + 120) Io(z) 3 (3z* + 3222 +40) I1(2)
6(1:) - x4 - _’1}5 .

En général on a

Lemme 1.1.1. Soit n > 0 un entier, alors

In(z) = P"f,?fg(m) 4 Gn@h(e)

n—1 ’

ou P, et @, sont des polynémes & coefficients entiers satisfaisant la récurrence
2
n =2 " Ap—o— (n—1)a,_;
avec les conditions initiales Py =272, P, =0, Qo =0 et Q; = 1. -

1.2 SERIES DIFFERENTIELLEMENT FINIES ET P-RECURSIVITE

On dit d’une série formelle f(x) quelle est différentiellement finie ou D-finie si elle
satisfait une équation différentielle homogene avec coefficients polynomiaux. C’est-a-
dire,

p(@)f O (@) + pia (@)D (@) + - + po(@) f(2) = 0,

ott fM(z) est la dérivée d’ordre i de f.

De fagon équivalente, la série f est D-finie si f et ses dérivées successives forment un
espace vectoriel de dimension finie sur C[z] (le corps des fractions rationnelles en z).

Une équation différentielle est d’ordre [ si | est 'ordre le plus élevé de dérivation de
I’équation et qu’elle est de degré n sin est le degré le plus élevé de tous les polynomes
apparaissant dans cette équation. Concernant ’ordre des équations différentielles on a

Lemme 1.2.2. Soit D; et D, des opérateurs différentiels linéaires d’ordre n et k
respectivement. Soit y;(x) et y2(z) deux séries formelles telles que D;(y;(z)) = 0 et
Ds(y2(z)) = 0, alors il existe des équations différentielles D* et D d’ordre < n - k
et < n + k respectivement qui seront satisfaites par y;(z)ya2(z) et yi1(z) + yo(z)
respectivement. =

Soit u(n), une fonction définie sur les entiers positifs; u(n) est dite P-récursive si il
existe des polynomes g;(n) pour 0 < i < m tels que

Z gi(n)u(n +1) = 0.

=0

On remarque que ces récurrences peuvent étre utilisées afin de calculer efficacement les
nombres u(n + d), voir [7]. Le théoréme suivant fait le lien entre les concepts de séries
D-finies et la P-récursivité.
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Théoréme 1.2.3. Soit f = >, fn2" une série formelle, alors on a que f est
différentiellement finie si et seulement si f, est P-récursive. =

1.3 SERIES GENERATRICES

Un partage p de n est une suite d’entiers positifs

H1 = p2 = o0t 2 fp,

telle que >, u; = n. On note I(x) = h le nombre de parts de u, on dit également que
I(1) est la hauteur de u. Le diagramme de Ferrers d’un partage p est 'ensemble des
points (,7) € Z* tel que 1 < i < p;.

Un tableau t de forme p (un partage de n) est une fonction qui associe pour chaque
case du diagramme de Ferrers de p un élément de {1,2,...,n}. On dit d’un tableau t
qu’il est standard si les conditions suivantes sont vérifiées :

t(i,7) < t(i+1,7) et t(i,7) <t(s,5+1).

Un tableau standard de forme p est de hauteur au plus h si [(1) < h. Par exemple, les
tableaux standards sur 5 cases de hauteur au plus 2 sont

:

1]273T4] [1]2]4]5] [1]2]3]5] [1[3[4]5]

5 2[5 3]5 2[4 3[4
1[2]3] [113]4] [1]2]4] [1]3]5] [1]2]5].

) K k] bl

Soit 7, (n) le nombre de tableaux standards de hauteur au plus h et 7, (2) (n) le nombre de

couples de tableaux standards de hauteur au plus h. Mentionnons, & propos de 'r,(l ) , que

la correspondance de Schensted [11] implique que T ( ) égal au nombre de permutations
de S, (le groupe symétrique sur n éléments) ayant des sous-suites décroissantes de
longueur au plus h. A partir d’un résultat de Gordon [6], Gessel [5] a obtenu les
formules suivantes :

e dét(Ih_”(.’E) + Ii+j—1(x))1§i,j§h/2 si h est pair
(@) =) m(n) = =
n>0 ’ ezdét(I“_ﬂ(iE) — Ii+j(27))1sfi,js(h+1)/2 si h est impair,
Yh(m Z T’(lo)(n) — 0 = = dét (I”_jl(x))lSi,jSh y
n>0
p2ktn
ou In(z) = kgo PITESI est la série de Bessel combinatoire.

Concernant la classification de ces séries, il est clair, puisque des sommes et des produits
de séries différentiellement finies sont différentiellement finies, qu’'on a les résultats
suivants :
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Proposition 1.3.4. Les séries yn(z) et Yj(z) sont différentiellement finies. .

Corollaire 1.3.5. Les fonctions définies par les nombres 7, (n) et T( )( ) sont
P-récursives. (]

De plus, en utilisant les identités (1.4) et (1.5), il est possible d’extraire le coefficient de
z™ de ces séries pour h < 5. On trouve, aprés simplification, des formules explicites, en
particulier
7a(1) =C|(nt1)/2) Clin+1)/21
Ln/2]

(2i +2)!
GZ( ) G+l +3)

1 21

ou C; = — ( ,Z) est le i-iéme nombre de Catalan.
1+1 \ 4

Pour ces deux identités, Gouyou-Beauchamps a donné des preuves bijectives, voir 8] et

[9]. Pour h > 5, il est également possible de simplifier y,(z) afin d’obtenir des formules,

mais cela est moins automatique, voir [4]. Par exemple

gn, k) (n—k+1)Cryr
=12
Z (mn—k+2)2(k+4)k’

ol g(n, k) = -6k — 11k +4kn+6n+2. o

De la méme fagon pour les couples de tableaux, voir [10] et [12], on a

2 1 2n
TQ( )(n)=n+1 <n>’

), 2k 2 3k2+2k+1-2kn
73 2;( )(;) Er D2+ 2) (n—k+1)’

(2) A
Ty (TL) =Z (Z) % (—l)kT4(k') 7_4(n _ k?),

k>0
n\ (n—k)! k
=> (k) @n =) Y Clor2iCram Cleyz) Cresm,
k>0
ous=k+lett=n—k+1. o
1.4 P-RECURRENCES LIEES AUX NOMBRES 7p(n) et T,(Lz)(n)

Puisque les nombres 7,(n) sont P-récursifs, ils doivent satisfaire une récurrence de la
forme

Zpk(n)Th(n —-k)y=0.
k=0

Bergeron, Favreau et Krob [3] ont énoncé des conjectures concernant le nombre de
termes de cette récurrence ainsi que la forme des polynémes py(n) & savoir

m= |h/2] +1, (1.6)
deg(pk(n)) < h/2, (1.7)
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pe(n) = qi(n) [[(n—i), 1<k <m (1.8)
Lh/2] -
po(n) = [[ (n+k(h-k)), (1.9)

k=1
ou les gx(n) sont des polynémes de degré au plus |h/2] — k + 1.
Pour h = 2m + 1, il y a deux conjectures supplémentaires
deg(qr(n)) =m—k+1, (1.10)
—pi(n) =npo(n) — (n—1)po(n — 1). (1.11)
On peut pour h < 20 les calculer explicitement, voir [2] et [3]. Par exemple
M+ ) —2mnMn-1)-4(n—-1)m(n-2)=0,
n+2)73(n) — (2n+1)m3(n—1)-3(n—-1)m3(n - 2) =0,
m+3)(n+4)1a(n) —4(2n+3)74(n—1) =16 (n — 1)n14(n — 2) =0,
(n+4)(n+6)75(n) — (3n> +17n+15) 15(n — 1) — (n — 1)

(13n+9)ms(n—2)+15(n—1)(n —2)s(n — 3) = 0. o

Pour les couples de tableaux, il y a des conjectures similaires voir[3]. Dans ce qui suit,
on appellera ces conjectures les conjectures BFK. Ces récurrences sont aisément vérifiées
pour h < 12, voir [2].

Afin de démontrer les conjectures BFK pour un h quelconque, on doit d’abord simplifier
les séries y,(z) et Yu(z). On utilise pour ce faire une idée de Gessel [5] et le lemme
(1.1.1). Par exemple, pour h = 6,

(Io(:z:) +L(z) Lz)+ L(z) IL(z)+ I3(£L‘))
yo(z) = dét | I(z) + Ia(z) Io(z)+ Is(z) In(z) + Is(z)
Ir(z) + Is(z) ©i(z) + La(z) Io(z) + Is(x)

=21 (z) Is(z) I (z) + L1 (z) Is(z) Is(x) + 2 Io(x) Is(z) Is(x)

— I3(x)? Ip(z) — 2 Io(zx) I1(z)? + Li(2) Io(z)? + I3(2) Io(x)?

— In(z) Iy(2)* + In(z)® — Ji(z)® = 2 Ix(z)? Ip(z)

+ I (z) I3(z) Io(z) — 2 J1(z) I2(2) To(z)—

2 I (z) Io(z) Is(x) + 2 I (z) In(z) Is(z) + 2 I1 (z) I3(x) Is(x)

+ I(z) I(z) Is(z) — Ix(2)? Is(z) — Is(z)®
= 21Ix(z) Is(z) Io(z) + Io(z) Is(z) Is(x) — 2 Lo(z) Ir () Is(z)—
Iy(z)? Is(z) + 2 Ia(x)? L1 (2)
+ 2 I(x)? Iy(z) + Io(x)? Is(x) — 211 (z)? Iy(z) — I) () I4(x)?
— L(2)’ Is(z) + 2 Ix(z) Ji(2)? + 2 I3(2) [ (2)? — 2 Ix(2) I3(z)?,

apreés simplification, on obtient

(4z —3) Io(x)® . (42% — 3z +6) I1(z) Io(z)?

ve(z) = —4 24 5
423 — 22 +3) I (2)? I, 428 — 22+ 52+ 1) I(x)3
+4(m m+$2 1(z) O(x)+4(x z xSx )1(93).

En général, on a
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Lemme 1.4.6. Soit h = 2g, alors
Yn(2) =dét(f|z' —jl@ + Ligj—1(2)1<ij<g

) I§*
—ZP —A(w) (1.12)
k>0
ou
1. Le degré de Py(x) pour k # 0 est donné par
39(9-1)—(k-1) si g est impair
N =
9(9—1)—(k—1)= 3 (1+(-1)**) sinon.

o=

Pour k=0, 0n a

ng = %g (9-1).
2. Py(z) est un polynéme & coefficients entiers tel que Py (0) # 0.
3. my est donnée par
glg-1) - (k1) sik#0
my =

glg-1) sinon.
[}

Pour le cas impair ainsi que pour les couples de tableaux, on a des résultats semblables,
voir [4].

2. ORDRE ET DEGRE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2.1 ORDRE ET DEGRE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE SATISFAITE PAR Ik Ip

Dans un premier temps, on remarque que le probléme consistant 3 construire des
récurrences qui seront satisfaites par les coefficients des séries I§ I7* peut étre résolu
en utilisant les bornes théoriques pour I'ordre (lemme 1.2.2). Par exemple, & partir des
équations différentielles satisfaites par I(z) et I (x), on construit

zty® +62%y" + (-162* +52%) ¢ + (—642° — z) ¢ + (-322% + y=0,
qui est satisfaite par Iy I;. Mais on peut faire mieux. On a
Lemme 2.1.1. La série I¥ IT satisfait une équation différentielle d’ordre < k +n + 1.

|}
Pour ce qui est du degré, on a la conjecture suivante :

Conjecture. Les séries I§ IT avec k # 0 et n # 0 satisfont des équations différentielles
de degré < k+n+1. o

En particulier, pour Iy I; on trouve
23y 442y + +(-162° + ) y' + (3222 — 1)y =0.

On peut egalement calculer des récurrences pour les coefficients des séries I kI?. Pour
ce faire, on définit les nombres (2 + n) :

> (24 +n) 2P = IE (2) 7 ().
Jj=20
Par exemple, les coefficients 1 (2;+1) de la série I I satisfont la P-récurrence suivante :
(=16n—32) 1 (n) + (n®* + 7n® + 150+ 9) v (n + 2) = 0,
ol 7(0)=0etn=25+1.
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2.2 ORDRE ET DEGRE DE L’'EQUATION DIFFERENTIELLE SATISFAITE PAR ¥, (Z)

On sait qu’il existe une équation différentielle satisfaite par yn(z) d’ordre au plus
(Lh/2])! 2", mais comme précédemment on peut faire mieux.

Proposition 2.2.2. Soit V}, Pespace vectoriel, sur C(x), engendré par les dérivées de
tout ordre de yp(x), alors dimV}, < |h/2] + 1. "

Corollaire 2.2.3. Pour tout nombre entier & > 0, il existe une équation différentielle
d’ordre plus petit ou égal & |h/2] + 1 satisfaite par la série yp(z).  om

Pour Yj(z), on a un résultat similaire, voir [2].

On sait maintenant que y(z) doit satisfaire une équation de la forme
Q@)Y+ @)y + Q@)Y +...+QyP =0,
oul=|h/2] +1 et Q; est un polynéme & coefficients entiers.

Soit H;LK) un opérateur différentiel défini de la facon suivante :

(K) Z Z qz,] .’1?‘7 Dz

=0 \ j=0

oul=|h/2] +1.
Concernant cet opérateur, on a le résultat suivant :

Lemme 2.2.4. Pour h un entier pair, lorsqu’on applique HflK) a yn(z) on obtient une
expression de la forme

h/2 mo/2+K+1

k h/2—k
(K) x.h) To(z)” L (2)
04 (yn(2)) = Z > <k P
k=0 i=—h/2
ou cfc i ") sont des combinaisons linéaires en les variables Qij- ]

On montrera que pour tout K > h/2, le systéme c,(fj”‘) =0 admet des solutions non-

triviales.

. . < . X K,h
Afin d’obtenir des matrices associées aux coefficients des systémes cfm. ) =0 les plus

simples possibles (blocs diagonaux), on ordonne les variables g; ; selon I’ordre croissant
de la différence j — i et selon ’ordre croissant du premier indice pour un j — i fixé.
On ordonne également les lignes de la facon suivante : la j-iéme ligne correspond aux
coefficients de ’équation
Ia Ih/2 a
™

(R(h,K)) =0,

Jjt+v

(h/2+1)
avec v=((1 + (K — h/2)) — h/4 (h/2 — 1)) (h/2 +1).

ou a=j+v—1—(h/2+1) {
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Par exemple, pour h = 4 et K = 3, si on considére seulement les lignes telles que
4 < j <18, on a la matrice suivante :

1 2-2 00 800 0 320 0 0

2 040016 00 0 640 0 0

-2 0000 000 O 00 O 0

0 1-4 2-2 -4 00 8 -8 0 0 32

0 2-6 0 4-28 0 0 16—160 0 0O 64

0-2 6 00 800 0 320 0 0

0 00 1-4 20 2-2 —4 68 0 8 -—88

cP=| 000 2-6 24 0 4-28 192 0 16-160

0 0 0-2 6-24 00 8 -720 0 32

0 00O0O O 1-4 20-120-2 —4 68

0 0000 0 2-6 24-120 4—28 192

00 00O 0-26-24 120 0 8 -T2

00000 OOOTO 0-4 20-120

00000 OOOD O 0-6 24-120

00000 OOOTO 0 6-24 120

Aprés I’étude de ces matrices, on conclut que

Lemme 2.2.5. Il existe un entier K tel que le systéme cg;’h) = 0 admet des solutions

non-triviales.
Lemme 2.2.6. Le systéme cfc’fj/ ) = 0 admet également des solutions non-triviales.

Corollaire 2.2.7. Pour un entier g > 1, la série génératrice

:L.n
Y2q(z) = ZTZg(n) w
n>0
satisfait une équation différentielle d’ordre g + 1 et de degré g de la forme

l

Zmi_l Qi(z)y® =0, (2.1)

i=0
ol =[h/2] +1 et Q; est le polyndme & coefficients entiers tel que

deg(Q:) = { I[Z;;J ~ z +1 :;m[)’:l(?J —i+1 est pair

Corollaire 2.2.8. Pour g > 1, les nombres Tog(n) satisfont des P-récurrences de la
forme

Zpk(n)ng(n —-k)=0.
k=0

ot m = |h/2] +1, deg(pr(n)) < h/2 et telles que

Lh/2]
po(n) = [[ (n+k(h-k))

k=1
k-1

pr(n) = g(n) [[(n - 1),

i=1
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o les gi(n) sont des polynémes de degré au plus |h/2] — k + 1. n

Ce qui démontre les conjectures BFK dans le cas pair. Dans le cas impair ainsi que
pour les couples de tableaux, on a des résultats semblables, voir [4].
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Abstract

We investigate a particular symmetry in labeled trees discovered first by Gessel,
which can be stated as follows: In the set of rooted labeled trees on n + 1 vertices
rooted at the smallest vertex, the number of trees with 7 descents and j 4+ 1 leaves
equals the number of trees with j descents and ¢+ 1 leaves. We present two new ways to
prove the symmetry resulting from decompositions of trees, which lead to three different
bijections from trees to trees in which leaves and descents are swapped. We also interpret
the symmetry in terms of parking functions: the number of parking functions on [n]
with ¢ descents and j unfavorable spaces (defined in this paper) equals the number of
parking functions on [n] with j descents and i unfavorable spaces.

Résumé

Nous étudions une symétrie particuliére dans les arbres étiquetés, découverte par
Gessel, qu’on peut énoncer comme suit: Dans I’ensemble des arbres étiquetés pointés
avec n + 1 sommets, pointés au sommet minimum, le nombre d’arbres avec ¢ descentes
et j + 1 sommets pendants égale le nombre d’arbres avec j descentes et 7 + 1 sommets
pendants. Nous présentons deux nouvelles démonstrations de la symétrie, qui resultent
des décompositions des arbres; & partir des décompositions, nous obtenons trois bijec-
tions des arbres sur les arbres qui échangent les sommets pendants et les descentes. De
plus, nous interprétons la symétrie en termes des “fonctions de stationnement” (park-
ing functions): le nombre des fonctions de stationnement avec ¢ descentes et j positions
défavorables (définies dans cette article) égale le nombre de fonctions de stationnement
avec 1 positions défavorable et j descentes.

1 Introduction

A labeled tree is a tree whose vertices are labeled with elements of some set. We
shall consider trees labeled by nonnegative integers. In particular, if ¢ is an integer and
S a finite set of integers for which ¢ ¢ .S, then 7; s will denote the set of rooted labeled
trees on |S| + 1 vertices with root labeled ¢ and other vertices labeled by the elements
of S (with each label used exactly once). In a rooted labeled tree, the parent of v is first
vertex after v on the unique path from v to the root; v is a child of the vertex w if w is
the parent of v. Two vertices w and v are siblings if they have the same parent.

We will consider two statistics. A leaf of a tree is a vertex with no children.
A descent of a labeled tree is a vertex whose label is greater than at least one of its
children’s labels (see [4], [6]). We will be considering two sets of trees, 7o o] and 7y [n—1)
(where we use [n]:={1,2,...,n}).

We will first focus on the fact, discovered first by Gessel [4], that the number of
trees in 7o (,) With 7 descents and j + 1 leaves equals the number of trees in 7 [) with j
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descents and i+1 leaves. Gessel’s proof used marked forests, instead of directly counting
the trees. For our proof, we use decompositions of trees. The decompositions lead to
a generalization of a well-known bijection from permutations of [n] to increasing trees
in 7o [n) (i.e., trees with no descents). They also lead to a generalization of an identity
found by Knuth [10] involving intransitive trees, which are labeled trees in which all the
vertices adjacent to 7 (i.e., the parent and the children of i ) are either less than i or
greater than ¢ (see [16, p. 90]).

It turns out the first decomposition for trees is related to a symmetry in parking
functions. A parking function on [n] is a function p : [n] = [n] such that for all j € [n],
[{i € [n] | p(?) < j}| > j. Parking functions were first considered by Konheim and
Weiss in 1966 [11]. Their name comes from the following colorful (and equivalent)
description: Consider n cars numbered 1 to n driving down a one-way street containing
n spaces numbered 1 to n. Each car ¢ has a preferred space p(i) it wishes to park in. In
increasing order of i, the cars try to park. When car ¢ goes to park, it goes straight to
space p(i); if that space is taken, the car proceeds forward looking for the next empty
space. If no space is empty, it drives away. The parking functions are the preference
functions p : [n] — [n] such that all cars park using the above algorithm. For more
on parking functions, see [1, 2, 7, 12] (the last deals with suites majeures, which are
equivalent to parking functions).

For a parking function p on [r], the permutation of parked cars resulting from
running the parking algorithm is called the output permutation of the parking function.
We then define a descent of a parking function to be a descent of the output permutation.
Next, for a parking function p € P,, let p([n]) denote the range of the function. We call
an element of [n] — p([n]) an unfavorable space. In other words, an unfavorable space is
a space in which no car prefers to park. For example, for the parking function p(1) = 2,
p(2) =4, p(3) =1, p(4) = 3, the output permutation is 2413, and p has 2 unfavorable
spaces and 1 descent (we do not consider the last element to be a descent). We will
show that number of parking functions on [n] with i descents and j unfavorable spaces
equals the number of parking functions on [r] with j descents and ¢ unfavorable spaces.

The following important definitions follow Gessel [3]. Given any object with n
different labels taken from an arbitrary totally ordered finite set S = {z; < z3< --- <
z, }, we can define the content of the object to be the set S. We define the reduction of
the object with respect to a set of n consecutive integers {a,a+1,...,a+ (n—1)} to
be the object obtained by replacing the label z; with the label @+ (i — 1). We note that
a tree with labels in a totally ordered set is determined by its content and its reduction
with respect to a given set of consecutive integers. For example, Figure 1 shows a tree
T with content {2,4,7,8} and its reduction with respect to the set [4] = {1,2,3,4}. In
this work, we will be chiefly concerned with reductions with respect to [n] and [n]JU{0 }.

T reduction of T with respect to [4]

Figure 1: A tree on 4 vertices and its reduction with respect to the set [4]
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Unless otherwise specified, the reduction of a rooted labeled tree in 7o [} will be
taken with respect to [n] U {0}. In addition, we can generalize parking functions to
functions p: A — [n] where A is a totally ordered set of n elements. We can then take
the reduction of such a function to obtain a parking function on [n]. The reduction of
a parking function on a set A with n elements will always be taken with respect to [n].

2 Descents and leaves in trees: First decomposition

We now define two sequences of polynomials. First, let u,(c, 8) be the polynomial
in which the coefficient of a’@3/ is the number of trees in To,[n) with 1 desc‘en.ts and
j + 1 leaves. Next, let ¢, (¢, 3) be the polynomial in which the coefficient of o’ is the
number of trees in Tn n—1] With 7 descents and j leaves. It is not hard to see that by
these definitions, afu, = tp41.

We first prove the following theorem.

Theorem 1 For all n > 0, un(«, B) is symmetric in a and S.

This result was first shown by Gessel [4], who obtained a functional equation for

the generating function U(z; o, ) = 21010=1 “"(a’ﬁ)%’

1+ U = (14 aU)(1+4 BU)e~(t-aF-abl), (1)

Gessel obtained this equation by considering marked forests, instead of directly counting
the trees. In this section and the next, we present two new proofs of Theorem 1, which
use various decompositions of labeled trees to obtain recurrences for the u,.

0 0 1
11 4 11 4 6/[8\10
3 1 N 3 £ — 2
6 - 9
8§10 7 7
9

T T Ty T T

Figure 2: First decomposition of trees.

To show u,, is symmetric, we obtain a recurrence for u, in terms of u;,1 < 1 < n—1.
We use a decomposition that involves forming two trees from a tree in 7 [, by deleting
the edge e connecting 1 to its parent. The decomposition works as follows. Given a tree
T, let T — e be the graph obtained by removing the edge e from 7. Then let T} be the
component of T — e containing the root of T' (labeled 0), and let T5 be the component
of T'— e containing the vertex labeled 1. We can then take the reduction of the two
trees T; and Ty. Figure 2 shows a tree T, the trees 77 and 7%, and the decomposition
of T into reduced trees, 77 and T3.

We can see that two reduced trees T7, T3, the content of T3, and the parent of 1
in T specify T. In Figure 2, the quadruple (77,7%,{0,2,3,4,5,7,11},11) specifies T.
Note that vertex 11, the parent of vertex 1 in T', comes from a vertex in 7] which is a
descent. We describe this by saying that the parent of 1 in T is a descent in T7.

To prove Theorem 1, we use the following lemma. In the statement of the lemma,
the arguments of the polynomials u, (e, 5) are suppressed.
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Lemma 1 Ifn> 1, then

/n-1 8 d
Up = Up-1 + Z ;) Un-1-i B——au; + a——Pu;
=1 )

3 7
; ) o (2)
+ @B+ i — ——au; - %ﬂui))

Note that this recurrence is symmetric in a and 3, as are the initial cases are
ug(a, B) = uy(a, B) = 1. Soif (2) holds, then the u,, must all be symmetric polynomials.
Hence, once Lemma 2 is proven, Theorem 1 follows immediately.

Proof. Let Tj be a tree in Tg ;) and T3 a tree in To,[n-i—1]- By considering four cases
of how we can obtain a tree T' € 7o,{n) which decomposes into T; and T, we can obtain
a recurrence for u,. In each case, to build T" from smaller trees, we first choose an i-
element subset A of {2,3,4,...,n} and form T} with reduction T} and content AU {0}.
Then we form T5 with content [n] — A and reduction T%; note that T5 will be rooted at
1. To form a tree T € 7o,in]» We can choose any vertex v of 77 and make the root of T}
a child v. The number of descents and leaves of T' depend upon the number of descents
and leaves of T} and T3 as well as the vertex of 77 chosen to be the parent of the root
of T2 .

In each case below, for j = 1 or 2, a; denotes the number of descents of T (as well
as of T;) and b; denotes the number of leaves of T} (as well as of T}). Since any tree
T{ € Ty has i non-root vertices, we must choose i labels from [n] — {1} to be the

content of T7; clearly, this choice can be made in (”:1) ways. We also assume n > 1.

Case i: i = 0. In this case, T} is a tree consisting only of a root node labeled 0.
When we attach the root of 75 (labeled 1) to 0, we get a tree on n + 1
vertices with as descents and b, leaves. These trees are simply counted by

un—-l(avﬁ)'

Case 1i: i > 0 and we attach the root of T» to a descent of Ty, or to the root of T} .
Here, the number of descents of the new tree will simply be a; + a5, and
the number of leaves will be b; + bs. Since there are b; descents and one
root in 77, the contribution of this case to u,, is

(n : 1> un_l_i(a»ﬂ)ﬂ(a%aui(a’ﬂ))'

We need the extra factor of 3 since the coefficient of 4/ in u;(a, 8) counts
trees with j + 1 leaves.

Case wi: © > 0 and we attach the root of Ty to a leaf of Ty . In this case, the number
of descents of the new tree will be a; + a3 + 1, since the parent of 1 in T
is a leaf in T} and hence not a descent in 73. The number of leaves of the
new tree will be b; + bs — 1. Recalling that the coefficient of 47 in u;(a, )
counts trees with j 4 1 leaves, the contribution to u,(a, 8) is

(n - 1) uﬂ_l_i(a’ﬁ)a(%ﬂui(a,ﬂ))'



Symmetries in trees and parking functions
185

Case 1v: i > 0 and we attach the root of Ts to a vertex of Ty which is neither a leaf
nor a descent nor the root. The new tree in this case will have a; +as + 1
descents and b; + b2 leaves, so that the contribution to u,(a, £) is

_ 14]
(” . 1)a,@un_1 (e, B) (i V(e 9) = —acus(a, ) ~ —ﬂﬁuz(a ).

We add up the contribution for each 7 from 0 to n — 1 to get the recurrence stated
in the lemma. O

. xr .
Note that in U(z; o, 8) = ZZ.°=1 Un (@, ﬂ)—n—'—, we do not include the constant term

ug = 1. If we wish, we can rewrite (2) without vy by simply replacing it with 1. By
multiplying both sides of (2) by 2"~!/(n — 1)! and summing both sides from 1 to oo,
we can obtain the differential equation (where all arguments have been suppressed)

1 d d
( T ) g =ﬁa—a(aU) + a7(ﬁU) + aﬂ—(-’vU)

P 3)
- aﬂ—az(a( ) —aﬂ—(ﬁU)

We will later use this differential equation to obtain Gessel’s functional equation
for U.

From the recurrence, it is easy to describe an involution II,, on 7y [,) which sends
a tree with ¢ descents and j + 1 leaves to a tree with j descents and 7 + 1 leaves. We
define the involution recursively.

It is trivial to describe IIg and II;. We now assume II; has been defined for i < n.
For simplicity, if the content of a tree T is some totally ordered set and T is rooted
at its smallest vertex, we let IT,(T") be the tree whose reduction is II, (7") and whose
content is the content of T'. By an increasing vertex, we shall mean a non-root vertex
which is neither a descent nor a leaf (that is, an increasing vertex is a non-leaf vertex
all of whose children are greater than it).

Consider a tree T' € To,[,) which decomposes into 77 and T3 (which are not reduced)
as in Figure 2. We denote the number of vertices of 71 by . We note whether the parent
pof 1 in T becomes a descent, leaf, an increasing vertex, or the root in 73. If p is the
root of Ty, let v the least leaf in II;(T1). If p is the least leaf of T3, let v be the root
of IL;(T1). In all other cases, suppose that the parent p is the kth greatest vertex of
its type—descent, leaf, or increasing vertex—in 7). Then let v be the vertex in II;(T})
which is, respectively, the kth greatest leaf, descent, or increasing vertex (that is, if p is
a leaf, v is a descent; if p is a descent, v is a leaf; and if p is an increasing vertex, so is
v). We then form II,, (T') by adding an edge from v in II;(77) to 1 in II,—;—1(T%).

It is not hard to show by induction that II, is an involution for any nonnegative
integer n. To obtain Theorem 1 from II,,, we need to consider how to obtain the number
of descents and leaves of I, (T') given T from each of the four cases, considered in the
proof of Lemma 1, of how T is formed from 77 and T%.

It turns out that IT, is an extension of a well-known mapping IIZ which takes
permutations to increasing trees (see, for example, [15, p. 25]). We can consider a
permutation m = m(1)7(2)...7(n) of [n] to be a rooted tree with a single leaf in 7g ),
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such that the parent of 7(1) is 0 and the parent of 7 (¢) is 7(¢—1). To map a permutation
™ to an increasing tree ITL (7) € To,[n], We use the following procedure:

' 1. Set i := 1. Define 7(0) = 0. Set the tree T to a lone root labeled 0.

I7 2. Let j be the largest index such that j < ¢ and 7(j) < 7(i). Set p := n(j).

7 3. Make 7(4) a child of p in T'.

N7 4. If i = n, stop; T is the 11 (7). If not, increase i by 1 and return to step
I 2.

Figure 3 shows how the image of the permutation = = 34816275 under I1} is formed
at three stages.

0 0
3 3 1 3 1
4 4 6 4 AN
8 8 8 £
348 34816 34816275

Figure 3: The bijection between permutations and increasing trees

It is not hard to prove by induction that II,, restricted to rooted trees with one leaf
is TI. First, note that for a given permutation , any element appearing to the right
of 1 will be a descendent of 1 in II{. Hence, to form IIZ(r), we can write 7 as m1ms.
In the example of Figure 3, we can take m; = 348 and 75 = 6275. We can then find the
increasing trees IIf (1) and II] _,_;(m2). We subsequently obtain I (r) by changing
the label of the root of IT/ (72) from 0 to 1 and making 1 a child of the root of IT! ().

However, if T is the tree with one leaf corresponding to m, note that if we decompose
T into two tress 77 and T3 as in Figure 2, the parent of the vertex 1 in 7" becomes the
sole leaf of 7. Therefore, when we combine II;(7}) and I,_;_;(T) to form IL,(T),
the vertex 1 must become a child of the root since in T it was a child of the only leaf
of T;. But by induction, II;(T1) = II{(T}) and I,_1-i(T2) = ,I,_l_i(Tz). Thus, the
procedure described for finding I (7) exactly mimics the procedure for finding II,, (T).

3 Descents and leaves in trees: Additional decompositions

The symmetry of the u, can be proved using two other recurrences, in which
switching o and f in one yields the other. Since the u, satisfy both, this will show
that the u, are symmetric. Since the proofs of these recurrences are very similar to the
proof of (2), they are only briefly sketched; details are in [8].

In the first additional decomposition, as before, we create two rooted trees from
one rooted tree in 7o [,). The only difference from the decomposition in Section 2 is that
now we delete the edge connecting n to its parent. We then relabel n to be 0 and take
the reduction of each resulting tree. Figure 4 shows the decomposition of a tree using
this procedure.
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311 2 /1
674810 — 3/ 446
$ 5
T 1 T ! ]

Figure 4: Second decomposition of trees.

As we similarly had for the first decomposition, the two reduced trees T} and T3, the
content of T}, and the parent of n in 7' determine 7". Using this second decomposition,
we obtain the following lemma (in which the arguments of u,, are suppressed).

Lemma 2 Ifn > 1, then

p] 0
Uy =——PBup_1+ B(nup_1 — —=Pun—1)

55 98
RS (""1)au ( O fus + (i + 1Jus — B2 ﬁU) ”
. n—1-i1\ (5 7 i~ Mo, 7
i=0 ! aﬁ 6’6

Idea of proof. We perform an analysis similar to that used in the proof of Lemma 1.
We will need four cases to obtain the recurrence. As in the proof of Lemma 1, in each
case, we start with 77 € 7o [}, where 0 < i < n—1, and T} € T [n—i—1), and form a tree
T € To,[n) by running the decomposition of Figure 4 backwards. The four cases are (1)
0 < i< n—2and node n is made a child of a leaf of T7; (ii) 0 < ¢ < n — 2 and node n
is made a child of a non-leaf of T3; (iii) ¢ = n — 1 and node n is made a child of a leaf
of T1; and (iv) ¢ = n — 1 and node n is made a child of a non-leaf of T;. d

From (4), we can derive the differential equation

(aU+ 1) 20 = ‘ﬁ(ﬁU) + B4 (@U) —ﬁﬁ(ﬁU)-H. (5)

Since (4) is not symmetric, it does not prove Theorem 1. However, we can derive
another recurrence from a different decomposition of trees which turns out to be (4)
with o and (8 swapped.

In this third decomposition, for T' € 7o 5], we remove all subtrees of T' rooted at
siblings of 1 (if there are any), and we make the roots of these subtrees the children of
a root node labeled 0. This tree will be called T5. We then remove 1 from what is left
of T and make the children of 1 into children of the parent of 1 in T". This tree is 77.
Finally, we take the reductions of T; and 75. Figure 5 demonstrates this procedure.
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0 0 0 0
4 11 4 ,}<\3 6 1 /1<\2
— SN 5 N7 — 273N § Ny

9 4

T 1 T I i

Figure 5: Third decomposition of trees.

From this decomposition, we obtain the following.

Lemma 3 Ifn>1,

5] 4]
Up =——QUn_1 + a(NUp_1 — —auU,_1)

O da

n—-2 n—1 8 9 (6)
+ E ( ' ; ):Bun—l—'i (a—aaui +a(i+ 1)u; — aa—aau;).
i=0

Idea of proof. As in the derivation of the previous recurrences, we first choose T] €
To,ii) and T3 € To [n—-i—1], and then run the decomposition of Figure 5 backwards. There
are five cases to consider, depending on the vertex v in 7} which becomes the parent of
linT: (i) 1 <4< n—2and v is a descent or the root of T}; (ii) 1< i< n—2and v is
neither a descent nor the root of 71; (iii) i = n — 1 and v is a descent or the root of 73;
(iv) i =n —1 and v is neither a descent nor the root of 73; and (v) i = 0. O

Note that (6) is simply (4) with o and 3 swapped. Equations (4) and (6) thus
provide another proof of Theorem 1.

As with the decomposition described in Section 2, we can use the decompositions
in this section to describe bijections which transform trees with i descents and j + 1
leaves to trees with j descents and i+ 1 leaves. The bijections are mutually inverse, but
neither is an involution. They can be defined recursively in a manner like the bijection
in Section 2. They are described explicitly in [8].

We now derive (1), Gessel’s functional equation. In (6), we can replace ug with 1.
Then, if we multiply both sides by z"~1/(n — 1)! and sum both sides on n from 2 to oo,
we can obtain the differential equation

! O =2 arsalat—alavsr 7)
—U = — a—al — a— .
8U +1 | oz o oz - “oa (

We can use (5) and (7) to eliminate the derivative with respect to o and 8 from
(3), obtaining

1 \o, _ a 3U+ B b o ﬂf‘) U B+1
U+1) 0z \avx1) o2 U1 ) 9z Mgl ma-ptL

If we integrate both sides of the last equation, using the condition U/ = 0 when z = 0,
we obtain (1).
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4 A generalization related to intransitive trees

Let v, (a, B) count trees in 7, [,—1) for which every vertex is either a descent or a
leaf. In other words, v, is the sum of the terms of total degree n in ¢,; so in particular,
v, is homogeneous. Using some known bijections [9,p. 333; 13; 14], it is not hard to
show that the coefficient of a?3"~% in v, also counts intransitive trees on [n] (rooted at
some vertex) in which ¢ vertices are larger than their respective parent and children and
n — i vertices are smaller than their respective parent and children. Knuth [10] found

that if V=35 ,_, Ls"ﬂl, we have
9 ]
ﬂ+< —+ﬁ—ﬁ)V:ﬁexp(a+a—aaV). (8)

This equation can be derived from (5). To do this, recall t,(e, 8) = afup—1(a, B),

n

and let T(z;0,8) = Y ors tn%-. Since t, counts trees in 7y, [,—1) by descents and

leaves, we have

"t (3 3) = vn(a, ), T (z; e ﬁ) -V (©)
z z 2=0 z z z2=0
Moreover, by the definition of the ¢,, we have
aﬂ/ Uy;a,8) dy = T(z; a, B). (10)
0

Integrating both sides of (5) and using the fact that U = 0 and T = 0 when z = 0,
we get

1 9 7] 0
1+ EB—JT = exp ((1 —ﬂ)%T+x<a—xT+a>> .

We then multiply both sides of the previous equation by # to obtain

0 ) 0
'B+8_T ﬂexp<%T+(m’a—mT ,B—IBT)+1:a> (11)

This equation generalizes (8), and we can easily obtain (8) from (11). We first
multiply both sides of (11) by . We then replace o with %, £ with 4, and z with

z. Finally, we set z = 0. Note that since vn is homogenous of degree n, we see that

P
* Ba ”"”aﬁ

(9), we obtain (8).

Vp = Ny, so that nV — f—V = a——V. From this and because of

3,3 Oa

n
We can also explain (11) combinatorially. The coefficient of %— in iT counts

Oz

rooted trees in T, [n]. On the right side, the term T counts trees in 7, [,—1) which

kel

are additionally rooted at a leaf; the term =z T — ’BB;QL?T counts trees in 7y [n-1]

E3
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additionally rooted at a non-leaf (perhaps the root); and ez simply counts a lone vertex,
which we can consider to be rooted tree additionally rooted at its root. To form an object
counted by the left side, we take a set of trees Ty, T, T, . . ., T;_1, whose reductions are
counted by the exponent on the right and the set of whose contents is a partition of
[n]. We add to these trees a tree T} consisting of a lone root labeled —co; this last tree
corresponds to the extra factor of 4 on the right side of (11). Note that the greatest
vertex in each tree is the root; we assume that if 1 < ¢ < j — 1, the root of Tjq1 1s
greater than the root of 7;. Next, for 1 < i < j — 1, we relabel the root of T;;; with
the root of T;, and we relabel the root of T} with co. Finally, for each 7 from 1 to 7—1,
we attach the root of Tj4; to the additional root of T;. We now have an object counted
by the left side of (11). Figure 6 gives an example of this procedure. In the figure, the
additional roots of the T} are marked with a circle, and the vertices which the additional
roots give rise to in 7" are also marked with a circle. Note that because of the relabeling
procedure, the circled vertices of T are labeled with a different set of elements from the
circled vertices of the T;.

To run this bijection the other way, given a tree T', identify the largest non-root
vertex vy in the tree (the vertex 10 in T in Figure 6). Eliminate the edge connecting v,
to its parent, relabel the vertex which was the root of T' by v,, and relabel the vertex
originally labeled v; by oc. Take component of the remaining graph containing the
former root of T', now labeled v;, and give it an additional root at the vertex which
was the parent of v; in T’; this component will be T}. Let C; be the other component.
We now perform the same procedure on C; as we did on T originally to get T and
another component C5. We continue recursively until, for some 7, Cj is a lone vertex.
We relabel this vertex —oc, and we are done.

10 ﬁ\ % —o0 o0
4
5 2 6 §5 9
1 7 9 I Tio
— 5 & e8
3
T, Ty s Ty T

Figure 6: Interpretation of (11)

5 A symmetry in parking functions

Recurrence (4) has a simple interpretation in terms of parking functions. We prove
the following theorem.

Theorem 2 The coefficient of o' 7 in u,, (c, B) is the number of parking functions on
[n] with i descents and j unfavorable spaces.

Proof. For the moment, we denote by wy(a,8) the polynomials counting parking
functions on [n] by descents (by a) and unfavorable spaces (by 3). We use a kind of
composition of parking functions to show the w,, satisfy recurrence (4). Since it is easy
to see that wo = 1, w; = 1, this will show w,, = u,, for all positive integers n.
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To derive the recurrence for the w,, we form a parking function p on n from a
parking function pj} € P; and a parking function pf), € P,_1-; (0 < i < n—1) as
follows. Let A = {aj,as,...,a; } be an i-element subset of [n — 1]. Then let p; be the
parking function with content A and reduction p}, and let p, be the parking function
with content [n — 1] — A = {b1,bs,...,b,_1-; } and reduction p5. We define a parking
function p € P, by letting p(n) be any element of [i + 1] and setting

plaj) = pi(a;), j€li;
p(bj) =p2(bj) +i+1, jE€[n—1-1].

Figure 7 demonstrates how this works. In the figure, if car a likes space j (i.e., p(a) = j)
in a parking function, a is written in space j of the diagram. Additionally, for a parking
function p, the notation p = (a; as ... a,) means p(i) = a;. In the middle step, we see
that A = {1,3,5}. In the last step, car 8 is assigned space 2 (i.e., p(8) = 2), and the
two sequences of spaces are joined by putting a new empty space between them.

To recover the original two parking functions, it is simplest to consider the parking
function as numbers written in boxes. Then, for a parking function on n cars, let 1 + 1
be the space car n parks in (often not equal to p(n)). If we simply erase car n from
the diagram and remove space ¢ + 1, we will end up with two parking functions (one
possibly the “empty” function). This follows because no car except car n will attempt
to park in the space car n parks in; see [7, sec. 5] for more on this property of parking
functions. If we take the reduction of the parking functions, we end up the original two.

[s[2] | [4fss] [2] — [is[3] | [7
pi=(121) ph=(2421) P P p=(16281652)

26] [4] — [wsfss] | [7[o6] [4]

Figure 7: Composition of parking functions

It is not too difficult to see that the composition process must yield a parking
function. By construction, the cars in A will park in the first ¢ spaces; and the cars in
[n — 1] — A will park in the last n — 1 — ¢ spaces. When car n goes to park, it will start
looking in one the first i + 1 spaces, but the only one of those spaces still empty will be
i1+ 1, so car n will park there.

We again consider four cases in order to obtain w, in terms of w; with ¢ < n. The
cases depend on how we choose p(n).

Case i: py € P; with 0 < i < n— 2 and either p(n) is an unfavorable space of p1
or p(n) = i+ 1. The parking function p will have one more descent than
the sum of the descents of p; and p2, since by p, car n will park in space
i+ 1 # n. As well, the number of unfavorable spaces of p equals the sum
of the number of unfavorable spaces of p; and ps. So the contribution to

w,, for this case is
n—1 .iﬁ )
i AWn—1-4 £, wj .

Case 4i: p1 € P, with0 < ¢ <n-—2, p(n) # ¢+ 1, and p(n) is not an unfavorable
space of p1. Again, the parking function p will have one more descent than
the sum of the descents of p; and p2, since by p, car n will park in space



192

L. H. Kalikow

i+1 # n. Moreover, p has one more unfavorable space than the sum of the
unfavorable spaces of p; and ps, since space i + 1 is an unfavorable space
of p. So the contribution to w, for this case is

<71 ‘Z— 1)&,@’11)”_1_,' ((1 + l)w,- — %ﬂwl) .

Case wi: p1 € P,_1 and p(n) is an unfavorable space of p1 or p(n) = n. The parking
function p will have the same number of descents as p;, since car n parks
in space n under p. Also, p has the same number of unfavorable spaces as
p1- The contribution to w, for this case is

0
7 Btn-1.

B

Case w: py € P,_1, p(n) # n, and p(n) is not an unfavorable space of p;. The
parking function p will have the same number of descents as p;, and p has
one more unfavorable space than p;. The contribution to w, for this case
is

/B(nwn—l - _ﬂwn—l)-

B

If we add up the four cases, we get exactly recurrence (4) with w written for u. Since
wo = Yo = w1 = u; = 1, we conclude that w, = u, for all positive integers n. Since
the u, are symmetric, this shows that the number of parking functions with ¢ descents
and j unfavorable spaces equals the number of parking functions with j descents and i
unfavorable spaces. O

6 Further comments

The symmetry in trees can be generalized to a symmetry in binary trees first found
by Gessel [5]. In a labeled binary tree, we can define left descents, right descents, left
ascents, and right ascents. There are several obvious symmetries, but Gessel showed
the non-trivial fact that the number of labeled binary trees on [n] with 7 left descents
and j right ascents equals the number of binary trees on [n] with j left descents and ¢
right ascents. Gessel showed this by establishing a particular function equation, but the
result can also be proven using decompositions similar to those in sections 2 and 3 [8].

Although Theorem 2 demonstrates a symmetry between unfavorable spaces and
descents in parking functions, a nice bijection on parking functions that swaps those
statistics seems elusive, since the recursion Theorem 2 is based on is not symmetric. It
seems nevertheless such a bijection should exist.
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Abstract

We study some new statistics on the partitions of a finite set whose ge-
nerating functions are the g-Stirling numbers of second kind. In particular
we prove a conjecture of Steingrimsson [7, Conj. 12].

Résumé

Nous étudions plusieurs nouvelles statistiques sur les partitions d’un
ensemble fini dont les fonctions génératrices sont les g-nombres de Stir-
ling de seconde espéce. En particulier on démontre une conjecture de
Steingimsson [7, Conj. 12].

1 Introduction

Les g-nombres de Stirling de seconde espéce, notés Sg(n, k), peuvent étre définis par la
relation de récurrence:

k—1 .
¢S (n— 1,k — 1) + [k]¢Sq(n — 1, k), si 1<k<n
Sq(n,k)—{ Onk si n=0ouk=0 (1)

o [k]lg=1+g¢+---+ ¢"~! pour tout entier k > 1.
Beaucoup d’auteurs [5, 4, 9, 1, 6, 7] ont étudié des interprétations combinatoires de
ces g-nombres. Comme Sy(n, k) compte le nombre de partitions en k blocs de [n] =

{1,2,...,n} lorsque ¢ = 1, il est donc naturel de chercher des statistiques sur les
partitions pour interpréter ces g-nombres. Soit P% I’ensemble des partitions en k blocs
de [n]. Pour toute partition 7 = By — --- — By € P} on convient que les blocs sont

classés par ordre croissant de leurs plus petits éléments et on note b; le cardinal de B;.

On pourrait distinguer deux types de statistiques sur P%: celles dont la vérification
de la récurrence (1) est facile et celles dont la vérification de la récurrence (1) est
difficile [9]. Par exemple, si ’on pose Mil(7) = Z:-;l(i — 1)b;, alors il est facile (voir [5])
de vérifier que Z,,E,P’,: ¢MI(™) satisfait (1). D’autre part, il existe des statistiques ayant
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pour fonction génératrice Sy(n, k), mais la récurrence (1) est beaucoup plus difficile a
vérifier (voir [9]). Dans cet article nous étudions quelques nouvelles statistiques sur P*
ayant pour fonction génératrice S,(n, k), mais la vérification de la récurrence (1) n’est
pas immédiate. Pour ce faire, on a besoin d’introduire quelques définitions.

Etant donnée une partition 7 de [n] nous répartissons les entiers de [n] en quatre
types de la maniére suivante:

e un ouvrant est le plus petit élément d’un bloc ;

e un fermant est le plus grand élément d’un bloc ;

e un passant est un élément ni ouvrant ni fermant d’un bloc non réduit & un

seul élément;

e un singleton est ’élément d’un bloc qui n’a qu’un seul élément.

On note respectivement O(w), F(r), P(7) et S(m) ’ensemble des ouvrants, fermants,
passants et singletons de 7. Il est évident que S(7) = O(m) N F(r). Par exemple, si
T=148-2-379-56, alors O(7) = {1,2,3,5}, F(r) = {8,2,9,6}, P(r) = {4,7} et

S(m) ={2}.
Definition 1 . Soit # = By — --- — By, € P¥ et soit B; Iindice du bloc comptenant
Pentier ¢ € [n]. On pose alors:

]

rosi(r) = #{j€O(n)|i>j, B; > Bi}.
robi(m) = #{j€O(n)|i<j, Bj > Bi}.
resi(m) = #{jEJ-'(W)IZ>J,B > B;}
rebi(m) = #{jeF(n)|i<j,B; > Bi}.
losi(m) = #{J'E@(W)|2>J,B < B;}.
lob;(r) = #{je€O(r)|i<j B;<B}.
lesi(m) = #{j€F(m)|i>j,B;j < B;}.
Icbi(r) = #{j€F(n)|i<j, Bj < Bi}.

Ainsi on peut définir ros(7) = ), ros;(7) et de méme pour les autres statistiques.

Remarque. ros est ’abréviation en anglais pour “right, opener, smaller”, et de méme
Icb est celle pour “left, closer, bigger”, etc (voir [7]). Les huit statistiques ci-dessus sont
essentiellement dues & Wachs et White [9).

La définition suivante est due & Steingrimsson [7], qui a remarqué qu’ il existe un
lien trés étroit entre la statistique mak et celle définie par Foata-Zeilberger [3] sur les
permutations, et qui porte le méme nom.

Definition 2 . Pour tout 7 € P¥, on pose
mak(m) = ros(m) + les(m), Imak’(7) = n(k — 1) — [lcb(m) + rob()].
mak'(r) = lob(7) 4 rcb(n), Imak (7) = n(k — 1) — [los(7) 4 rcs(7)].
Donnons un exemple de calculs des statistiques précédemment définies.
Exemple. Soit 1 =148 -2—-379— 586, alors on a:

mT= 148-2-379-56 T = 148—-2-379-56
ros;: 023 0 011 00 Iecb;: 000 1 110 22
les;: 000 O 112 11 rob;: 310 2 100 00
lob;: 000 0 000 00 los;: 000 1 222 33
rch;: 321 2 100 00 recs;: 012 0 011 00
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On en déduit donc d’apres la définition:

mak(m) =746 =13, lmak’(wx) =27 - (7+7) = 13,
mak/(r) =0+9=29, Ilmak(w)=27—-(13+5)=09.

Cet article a été motivé par la conjecture suivante de Steingrimsson [7, Conj. 12].

Conjecture 1 (Steingrimsson) Les quatre statistiques mak, mak’, Imak et Imak’ ont
pour fonction génératrice sur PE les g-nombres de Stirling Sq(n, k), c’est-a-dire,

Z qmak(n) — Z Imak’( Z qmak (m) — Z qlmal\(w) _ (,n ]x)

nePk TEPk TEePk nePE

En fait, la statistique mak’ a été introduite par Wachs et White [9], qui 'appelent
rb. On pourrait donc déduire une preuve de la conjecture ci-dessus d’un résultat de
Wachs et White [8]. Ici on propose une approche différente, qui nous a permis d’obtenir
un résultat plus général comme suit.

Pout tout ensemble fini B d’entiers on désigne respectivement par p(B) et g(B) le
plus petit et le plus grand élément de B.

Definition3. Soit 7 = B;—- - -—Bj une partition de P¥ et b un élément du bloc B;, on
définit rinv (b, B;) = #{a € B;|b > a} pour tout ¢ > j, et linv (b, B;) = #{a € B;|b < a}
pour tout i < j, ainsi que nrinv (b, ) = #{a € B;|i > j, b < a}. On peut alors poser:

rinv (b, m) = Zrinv (b, B;), linv (b, ) Zhnv (b, By)

i>7 i<j
rinv F(r) = Z rinv (b, 7), linv O(m Z linv (b, )
bEF () beO(m)
Pour tout 7 = B; —---— By, € PF et 0 <1 < k-1, on généralise la statistique mak

comme suit:
mak; (7) = mak(n) — nrinv(g(Bi41),7) + k—1—1, Vr e Pk

Théoréme 1 Pour 0 <! <k—-1,0ona

Z qmak,(n’ — (n ]»)

WG’P"

La démonstration de la conjecture et théoréme ci-dessus se décompose en plusieurs
étapes. Dans la section 2 on établit une involution sur P¥, qui échange mak et mak’.
Dans la section 3 on identifie les quatre statistiques ci-dessus deux par deux en intro-
duisant des nouvelles notations. Enfin, dans la section 4, on montre que la fonction
génératrice de mak satisfait la récurrence (1), ce qui achéve la démonstration. Nous
terminons ’article avec quelques remarques sur les problemes ouverts.

2 Bijection entre mak et mak’

Nous avons besoin de quelques définitions supplémentaires. Pour tout ensemble fini
d’entiers B et entier i, on note B(< i) la restriction de B sur [i], qui est soit complet,
si I’ensemble B est inclus dans [¢], soit incomplet, si une partie non vide de B est dans
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[¢]] et 'autre partie non vide dans [n] \ [i], soit vide si BN [i] = . Etant donnée une
partition m = By — By — --- — By, € PX et un entier 7 tel que 1 <1 < n, on définit la
trace T; de m sur [{] comme suit;:

Ti = Bi(< i) = Ba(< 1) — -+ = Bi(L ),
Il est clair qu’une partition est entiérement déterminée par ses traces 73,75, ..., Th.
Posons Ty = @, pour ¢ = 1,2, ..., n, on définit /; () comme le nombre de blocs incomplets

dans T;_; et 7;(7) — 1 le nombre de blocs incomplets situés & gauche du bloc contenant
i dans T;. Par exemple, si =148 —2—379 — 56, alors la trace sur [5] est

Ts=14.—2-3.-5.,

ou on ajoute un point dans chaque bloc incomplet. On remarque que Is(7) = 2 et
‘)’5(71') =3.

Nous donnons d’abord une involution ¢ : P%¥ — P¥ définie par I’algorithme sui-
vant:

1. Etant donnée une partition = de [n], on partage ’ensemble [n] en quatre
parties S(m), Os(m) = O(w) \ S(x), Fs(r) = F(r) \ S(7) et P(x), et on
calcule les v; pour tout ¢ € [n]. Notons f (resp. p) la suite croissante des
éléments de F,(7) (resp. P(7)). On forme alors les deux matrices:

<f>:<f1 fao.o. fr) (P)z(l’l P2 ... Ps)'
7 Yo Ve e )0\ i ez oo e
2. Posons &' = {n+1-ili € S(n)}, O, = {n+1-j|j € Fs(m)}, F. =

{n+1—-ili € Os(m)} et P'={n+1-1i|i€ P(m)}. Soient f' et p’ les
suites croissantes des éléments de F, et P’, formons les deux matrices:

<f’>:(f{ fi ... fr’) (p’>:(p’1 Py .. pé)_
' Yho Y oe- Y )] 5! Yoo Voecr -+ Vpi

3. Construisons les k blocs (complets ou incomplets) avec les éléments de (@':

71'0:B1 —Bg—“'—Bk.
Supposons que 1, 3, ..., T,_ est le réarrangement croissant des éléments
de F;UP'. Pour j =1,...,n—k on insére z; dans 7;_; en tenant compte

de 7, et on obtient m;.
4. Définissons ¢(m) = 7' = m,_y, alors S(7') = &', Os(n') = O, Fo(n') =
Fi, P(r') =P
On vérifie que ¢ est une involution sur P} telle que F,(p(7)) = {n+1—i|i € O,(n)}.

Remarque. On pourrait décrire I'involution ci-dessus dans le modéle de chemins
de Motzkin valués (voir [2]), dans lequel I'involution ¢ peut étre visualisée comme une
“symmétrie mirroir” par rapport a I’axe (Oy).

Exemple. Reprenons la partition 7 = 148—2—379—56 de I’exemple précédent, alors
0, ={1,3,5}, F, = {8,9,6}, P = {4,7} et S = {2}. On en déduit donc F/ = {9,7,5},
0, ={2,1,4},P' = {6,3} et S’ = {8}. Ainsion a

(D)=(s11) (2)-(11).
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et
fY_[(5 79 P\ _[(3 86
v )T \3 1 1) Yy J \2 1)
On obtient d’abord les k = 4 blocs (complets ou incomplets) formés des éléments de O’:
mo=1-2.—4.-8.

On insére successivement les éléments 7 de F; UP’ en tenant compte de +; et on obtient

m = 1.-23.-4.-8
m = 1.—23.—45-8
T3 = 16.-23.—45-8
Ty = 167—-23.—45-38
s = 167-239—458.

Doun'=n5=167—239—45— 8. On vérifie que (') = .

Lemme 1 Soit 7 € P¥ une partition fizée, on pose O = O(r), F, = F(m) \ S(m),
P =P(n), li =li(n) et vi = vi(w). Alors, les statistiques mak et mak’ peuvent s’écrire:

mak(m) = > (i-vi+#{e€Fla<i})+) #{a€Fla<i}.
i€ FUP i€0
mak'(m) = > (k—vi—#{a€Fla<i))+ > (k—li—#{ac Fla<i}).
1EF;UP i€0

Preuve : Pout tout 7 € [n], si i € F,UP, dans la trace T; de 7, on constate que ros;(r)
compte le nombre de blocs (complets ou incomplets) & droite du bloc contenant i, et
Ics;(m) le nombre de blocs complet & gauche de bloc contenant ¢, ainsi (ros; +lcs;)(7) =
li — v + #{a € Fla < i}; si i € O, alors ros;(m) = 0 et lcs;(7) = #{a € F(7)|a < i}.
D’otl la premiére égalité. De méme, comme rcb;(7) comptent non seulement les blocs
incomplets a droite du bloc contenant ¢ dans T;, c’est a dire [; —y; sii € Fs UP et 0
sinon, mais aussi les blocs qui ne sont pas encore créés, soit k —I; — #{a € F|a < i};
en sommant sur i on obtient la seconde égalité. []

Théoréme 2 Pour tout m € PE, on a mak(r) = mak’(¢(n)).

Preuve : D’aprés la construction de ¢(7), on a

Sw=> 7% Yw=D %

i€F, i€F! i€eP ieP’
D’autre part, pour tout ¢ € [n] on a

k= li+#{acOla>i}+#{a€ Fla< i}, si t€PUS, )
Tl 1+L+#{a€Ola>i}+#{aEFla< i}, si 1€0,UF;.

On en déduit donc

Yo li-w+#{acFla<il)= Y (k—vi-#{a€0la>i}).

1EPUS i€EPUS
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Il en résulte du lemme 1 que Iidentité mak(n) = mak’(¢(r)) équivaut a:

Y i+#facFla<ih)+ Y #lae Fla<i}

i1€F, €0,
=) (k=#{acOla>i )+ > (k—li—#{a€Ola>i}),
€0, 1€Fs

qui s’écrit encore
dD@i—k+#{a€Ola>i}+#{aeFla<i})
iE€F,
=Y (k—#{a€0la>i}—#{a€ Fla<i)).
€0,
Compte tenu de (2) I’équation ci-dessus équivaut a:
Zh‘: Z(l,-+1). (3)
i€Fs €0,

On remarque d’abord qu'’il y a autant de fermants que d’ouvrants dans =, et Vi € [n],
li >0etliy; =1; +1 (resp. liy1 =1;—1)sii€ O (resp. sii € F,). On va construire
une bijection de O, dans F; telle que si @ — a’, alors l, + 1 = l,;. Ce qui démontre
clairement 1’égalité (3). En effet, soit O; = {a1,...,a,} tel que a; < as < --- < a,.
Comme l;, = 0 et [; = 1, ol g est le plus grand fermant de 7, on définit a} comme
le plus petit fermant tel que l,, +1 = [, r Supposons ainsi définis les ¢ — 1 fermants
aj,...,a;_, associés avec les ¢ premiers ouvrants ai,...,a;—; respectivement. A a; on
associe le plus petit fermant, soit a}, dans F; \ {a,...,al_;} tel que l;, +1 = lg. D’on
la bijection. []

3 Quelques lemmes

Lemme 2 Pour toute partition m € PX, on a
mak(7) = lmak’(r) = Mil(7) — rinv F(7) + linv O(r).
mak'(7) = Imak(m) = n(k — 1) — Mil(7) — linv F ().
Preuve : On ne démontre que la premiére partie du lemme car la seconde peut étre

vérifiée de fagon analogue. Soit 7 = By — - - — By € P¥ | en utilisant les notations de la
définition 2, nous pouvons réécrire les statistiques les(m) et ros(m) de la facon suivante:

k-1
les() = ZZ(bj—l'inV(g(Bi))Bj))-

i=1 j>i
k

ros(w) = ZZlinv(p(Bi),Bj).
i=2 j<i

Ainsi, la statistique mak(m) peut s’écrire :

mak(m ZZ b; — rinv ( )+ZZth Bj).

i=1 j>1 1=2 j<i
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k

= Z(j—l)bj— Z rinv (b, 7) + Z linv (b, 7).

j=2 beF (m) beO ()
= Mil(x) — rinv F(r) + linv O(x).

D’autre part, on a:

k-1
leb(m) = ZZrinv (9(B;i), Bj) = rinv F(m).
i=1 j>i
k
rob(w) = ZZ[b — linv(p(B;), Bj) :Z (k= 7)b; — linv O(r).
i=2 j<1 Jj=1
Et donc la statistique Imak’ peut sécrire :
k
Imak'(r) = [n(k—1) =) (k—i)b]—rinv F(r) + linv O(r)
i=1
k
= [Z (k=1)b Z — rinv F(x) + linv O()

i=1
= Mll( — rinv F(7) + linv O(7).

Ce qu’il fallait démontrer.  []

Etant donné un sous-ensemble @ de [n], notons P%(O) ’ensemble des partitions de
P* ayant pour I’ensemble des ouvrants @. Pour tout i € [k] et m € PX+! on pose

stat ;(7) = k — rinv F(m) — nrinv (¢(B;), 7). (4)

Lemme 3 Pour tout i € [k] et tout sous-ensemble de [n] a k + 1 éléments O fizé, il
existe une bijection ¢ sur PXT1(O) telle que :

stat ;(m) = stat ;41 (p(m)) — 1. (5)
Preuve : Soit 7 = By —---— Biy1 € PE+1(0). On définit n’ = ¢(n) = Bj —---— B},
comme suit: B} = B; pour tout j # ¢,i+ 1,
g = { Bi\{a€Bila>g(Bis1)}U{g(Bir1)}, si biy1 > 1
¢ B,-\{aeBz-|a>g(B,+1)} si b,'+1 =1,
et
- Biy1\{9(Bi41)} U{a € Bi|a > g(Bi1)}, si biy1 > 1
i+l Bi+1 U {a € B; |a > g(Bi+1)}, si b,'+1 =1,

1l est clair que ’on peut construire de maniére analogue I’application inverse ¢~1. Donc
¢ est une bijection. Il reste & vérifier I’équation (5). On distingue trois cas suivants:

1. Sib; =bj41 =1, alors n’ = .

2. Sib; > 1 et biy1 = 1, alors il est évident que rinv F(#') = rinv F(7) — 1,
et nrinv (¢(B},,), 7’') = nrinv (g(B;), 7).

3. Sibiy1 > 1, onanrinv (g(B],),7') = biya+- -+ bky1 —rinv(g(B ), '),
et rinv F (') = rinv F () — rinv(g(B;), ) + bix1 — 1 + rinv(g(B!,,), ).
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Il est clair que ’égalité (5) a lieu dans les deux premiers cas; Pour le dernier cas, ’égalité
(5) découle du fait que rinv(g(B;), ) + nrinv(g(B;), m) = bjy1 + -+ bry1. [

Exemple. Prenonsi=3,k=3,n=9, 0 =/{1, 2, 3,5} et fixons B; = {1, 4, 8} et
By = {2}. Alors il y a 8 partitions dans PX+1((). Posons mp = 148 —2—-3-5679 et
m; = ¢(mj—1) pour j > 1, alors I'application de ¢ donne successivement :

partition stat;y1 — 1 | stat;
mo=148—-2-3-5679 -3 -6
m =148—-2-39-567 —6 -5
™ =148—-2—-37-569 -5 -5
m3=148—-2-379-56 -5 —4
4 =148—-2-36-579 —4 -5
5 =148—-2-369-57 -5 —4
T6e=148—-2—-367-59 —4 —4
m =148—-2—-3679-5 —4 -3

On constate que ;g = m; pour j > 0.

Lemme 4 Pour tout i € {1,...,k} et tout sous-ensemble de [n] a¢ k + 1 éléments O
fixé, on a
qz' Z q rinv F(m) _ Z qstat ,'+1(1r). (6)
TEPLT(0) TePET(0)

Preuve : On montre ce résultat par récurrence décroissante sur i:
- Pour ¢ = k le résultat est vrai car nrinv (g(B;4+1)) = 0.
- Supposons le résultat vrai & I’ordre 4, alors

qi—l Z q rinv F(m) _ Z qstat it1(m)-1

rePkt(0) TeP*+1(0)

Or le lemme 3 implique

Z qstat ipr(m)=1 _ Z qstat,-(w). (7)

reP 11 (0) mePy 1 (0)
Ce qui nous permet de conclure. []

Lemme 5 Pour tout sous-ensemble de [n] a k+1 éléments O fizé, la statistique Mil + linv
est constante sur P¥+1(0). Autrement dit, pour toutes partitions m,n' € PE1(0), on
a

Mil(7) + linv O(7) = Mil(r') + linv O(=’).

Preuve : Notons my = By — --- — By la partition de P¥+1(09), telle que tout non-
ouvrant a soit le plus a droite possible, c’est-a-dire, a € B; tel que p(B;) < a <
p(Bj41). Alors toutes les autres partitions 7 de P¥+1(() s’obtiennent & partir de mo
par déplacements successifs des non-ouvrants vers la gauche. Or lorsque I’on déplace
une lettre vers la gauche (de ¢ blocs), Mil(mg) diminue de 7, et linv Q(m) augmente de
i. Ainsi on montre que Mil +linv est constant sur ’ensemble P¥+1(0). []
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Lemme 6 On a
k
[k]q Z qmak(-n')z Z qmak(n) qu—nrinv(g(B,'.;.l),r) )
repPkt! repkt! i=0

Preuve : Du lemme 4 et I’expression (6) on déduit :

qi Z q rinv F(m)+linv O(m)+Mil(r) _ Z qstat i+1(m)+linv 0(1r)+Mil(7r)‘
TPt (0) meP;t1(0)

Compte tenu de (4) et le lemme 1, on obtient en sommant sur tous les ouvrants O

possibles :
qz’ Z qmak(w) — Z qmak(n)+k-nrinv(g(B,'.H),vr)' (8)
repkt! rrGP,’ff:

D’ot le résultat en sommant sur tous les i possibles.  []

4 La fonction génératrice de mak;

On est maintenant en mesure de démontrer que la fonction génératrice de mak sur P*
vérifie la relation de récurrence (1). Il est clair que c’est vrai pour n = 1. Etant donnée
une partition 7 € PX*!, on note n’ la partition obtenue en supprimant n. On distingue
alors deux cas selon que n est un singleton ou non.

1. n est un singleton. Alors 7 € P¥_, et on vérifie sans peine que
n—1 p q

Mil(r) = Mil(x') + k.
linvO(r) = linvO(r).
rinv F(r) = rinv F(n').

Ainsi mak(m) = mak(n’) + k. D’ou on déduit la fonction génératrice cor-

respondante:
qk Z qmak(1r ) )

m'ePk

n—1

2. n n’est pas un singleton. Alors n’ € P**1 Supposons que n soit dans le
g n-1

#€me ploc de 7. Alors

Mil(r) = Mil(r')+i— L.
linvO(mr) = linvO(n')+k+1—1i.
rinv F(m) = rinvF(7’') —rinv (g(B;), 7) + big1 + - - - + brga.

Ainsi, en vertu du lemme 1, on a
mak(m) = mak(7') + k — nrinv (9(B;), ).

On en déduit donc, d’aprés le lemme 5, la fonction génératrice correspon-
dante:

k
Z qmak(w) qu—nrinv(g(B.+1),1r) =[k]q Z qmak(n).
0

meP h = Pkt
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En récapitulant les deux cas précédants, on a:

Z qmak(w) - qk Z qmak(nl)_l_[k]q Z qmak(vr)'

e Pyt mePy_, meP )
Ce qui est exactement la relation de récurrence (1) pour les g-nombres de Stirling
Sq(n, k). Donc la fonction génératrice de mak sur P¥ est Sq(n, k).

En récapitulant tout ceux qui précédent, nous avons démontré la conjecture 1. Enfin,
en reitérant j (j < #) fois I’équation (7) on a

Z gorati(m) — i Z gstatir-5(m)
TEP(O) TEPE(O)
En posant | = ¢ — j, on en déduit en vertu des lemmes 3 et 4 :
Z g~ TV F(m)+linv O (m)+Mil(r) _ g~ Z gotatia () Hlinv O (m)+ Mil (r)
TEPE(O) TEPE(O)
En sommant sur tous les ouvrants O possibles on obtient en appliquant (4) et le lemme 2:
Z gmak(m) — o=t Z gk —1+mak(m)—nrinv (g(Bisr), )
TEPL TEPK

D’ot le théoréme 1 en vertu du résultat sur mak plus haut.

5 Remarques

La conjecture 1 n’est qu’un cas particulier d’une conjecture plus générale de [7]. Le
lecteur intéressé peut se reporter & [7] pour plus de détails. D’autre part, il serait
intéressant de savoir s’il existe des extensions analogues mak) pour mak’.

Références

(1] De Médicis (A.) and Leroux (P.), A unified combinatorial approach for q-
(and p, g-) Stirling numbers, J. Statistical Planning and Inference, 34 (1993),
89-105.

[2] Flajolet (Ph.), Combinatorial aspects of continued fractions, Disc. Math.
41(1982), 125-161.

[3] Foata (D.) and Zeilberger (D.), Denert’s permutation statistc is indeed
Euler-Mahonian, Studies in Appl. Math. 83(1990), 31-59.

[4] Garsia (A.) et Remmel (J.B.), Q-counting rook configurations and a formula
of Frobenius, J. Combin. Theory Ser. A 41 (1986), 246-275.

[5] Milne (S.), A g-analog of restricted growth functions, Dobinsky’s equality
and Charlier polynomials, Trans. Amer. Math. Soc., 245(1978), 89-118.

[6] Sagan (B.), A maj statistics for set partitions, European J. Combin. 12
(1991), 69-79.

[7] Steingrimsson (E.), Statistics on ordered partitions of sets, preprint, 1999.
(8] Steingrimsson (E.), Personal communication, juin, 2000.

[9] Wachs ( M.) and White (D.), p,g-stirling numbers and set partition statistics,
J. Combin. Theory ser. A 56 (1991), 27-46.



205

Identité du groupe du Tas de Sable sur des grilles
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Abstract

In 1991, Dhar [6],[7] proves that the recurrent configurations of the sandpile
automaton form an abelian group for the addition operator @. In this article we
study the identity element of this group for the sandpile automaton on rectangular
grids of size p x q. We prove that for ¢ > p(2 + 3v/2)/2, this identity is made of
3 parts (z < ﬂ%@,&f@ <z <p- ”(2+3‘/§), z>p— 3(1':&/@‘) Extremal
parts are symmetric whereas the central one has 2 grains of sand on every vertex.
We give a new method to compute the identity element of the group. This method
is twice as fast experimentally as the other known methods.

Résumé

En 1991, Dhar [6],[7] montre que I'on peut munir les états récurrents de I'au-
tomate cellulaire du Tas de Sable d’une structure de groupe abélien fini. Le but
de cet article est d’étudier la structure de l'identité de ce groupe dans le cas ou
I’automate est défini sur une grille rectangulaire de taille p x g. Dans cet article,
nous montrons que pour ¢ > p(2 + 3v/2)/2 alors il existe une bande 2-uniforme
de taille p x (¢ — 23(—“43—‘/5)) au centre de la configuration. Enfin, nous donnons
une nouvelle méthode pour calculer I'identité du groupe. Cette méthode se révele
expérimentalement 2 fois plus rapide que les autres méthodes connues.

1 L’automate cellulaire du Tas de Sable

Dans cette partie, nous définissons de maniere formelle le modeéle du Tas de Sable
et nous énongons les principaux résultats algébriques connus.

Cet automate introduit par Bak, Tang et Wiesenfeld [2] se comporte de maniére
semblable & différents phénomenes physiques. [1],[3],[8].

L’automate cellulaire est défini dans cet article sur une grille finie ou infinie mais la
généralisation & un graphe quelconque de ces définitions est triviale.

1.1 Description

Soit une grille & maille carrée dont les cellules sont repérées par un couple (z,y) €
[-n..n]2. Chaque cellule (i, j) est reliée & quatre cellules (¢ + 1,5), (1 — 1,4), (4,5 + 1),
(1,7 —1).

Une configuration u = (U—n,—p,U—n,—n+1, " sUn,n) € Z.(2n+1)? gt Passignation de
la valeur u;; au sommet (7,7). Une configuration est dite positive si u;,; > 0 pour tout
(4,5) € {1---n}2

Dans le cas du modéle du Tas de Sable, les sommets du graphe représentent les
cellules de automate et le nombre u; ; représente la hauteur de la pile de sable sur le
sommet (i, j).

Dans la suite de I’article on supposera qu’un sommet ou un ensemble de sommets
est distingué : Dans le cas de la grille, on crée un sommet supplémentaire p qui sera le
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puits. Les cellules du bord (i, 7 = %n) sont reliées par une aréte au puits tandis que les
4 coins de la grille sont reliés par deux arétes au sommet p.

On dira que deux configurations sont égales si le nombre de grains sur chaque sommet
est identique sauf éventuellement pour le puits.

Ainsi les configurations pouvant étre additionnées ou soustraites, ’espace des confi-
gurations est isomorphe & Z(27+1)*,

La regle de transition de 'automate est la suivante : Si un sommet (4, j) posséde 4
grains de sable au moins, alors ce sommet s’éboule, perdant 4 grains de sable et donne 1
grains a chacun de ses quatre voisins. Le puits, par contre, peut recevoir des grains mais
ne peut jamais en donner. Cette regle équivaut a I’addition de la configuration (A; ;)
a la configuration u, ol (A;;)i; = —4 et (Ai )k, = 1 ol (k,I) est un voisin de (i, 7).

Nous noterons u — v s'il existe (i, 7) tel que v =u+ A, ;.

La cloture transitive de — est noté —. Ainsi on dira que u — v si on peut
passer de u & v par une suite d’éboulements.

La cloture symétrique de —ssera notée =. Ainsi u = v si et seulement sil existe une
suite de configurations w; = u,--- ,wg = v telle que pour tout ¢ de {1,---,k—1} on
ait soit w; — wi4+1 soit w1 — w;.

Grace a la connexité du graphe et linterdiction d’ébouler le puits, on peut montrer
que si u est une configuration positive alors il existe une série d’éboulements partant
de u et conduisant & une configuration stable ou tous les sommets ont un nombre de
grains strictement inférieur & 4. De plus la configuration stable obtenue ne dépend pas
de T'ordre choisi pour réaliser les éboulements.

Nous noterons par 4 la configuration stable obtenue apreés éboulement de la confi-
guration u.

1.2 Configurations récurrentes

Le concept de configuration récurrente est important dans ce modele, car ce sont ces
configurations qui interviennent lors de 1’étude des différents phénomenes critiques.

Une configuration est dite récurrente si elle apparait un nombre infini de fois lors de
Pévolution d’un systéme. Cette évolution nous est donnée ici par une chaine de Markov.
Soit u une configuration positive stable. On répete les étapes suivantes :

1. On choisit un sommet (7,;) du graphe aléatoirement
2. On ajoute 1 sur le sommet (i, j) dans la configuration u

3. On éboule la nouvelle configuration pour obtenir une nouvelle configuration stable

ul

On obtient ainsi une suite de configurations stables. Dans ces configurations, cer-
taines apparaissent un nombre fini de fois, on les appellera configurations transcientes,
d’autres un nombre infini de fois, elles seront dites récurrentes.

Cette relation peut se traduire d’une maniére plus intrinséque aux configurations.

Définition 1. Une configuration u est dite récurrente si elle est positive, stable et s’il
existe une configuration positive v # 0 telle que u + v — u.

On définit 'opérateur @ sur les configurations positives de la maniére suivante :

Définition 2. Soient u et v deuz configurations positives. On notera u ® v la configu-
ration w telle que w = u + v.

Proposition 1. ([7]) L’ensemble des configurations récurrentes muni de l'opérateur &
forme un groupe abélien fini.
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Une autre maniere de voir les configurations récurrentes est de considérer la cloture
symétrique =. En effet, si I'on consideére les classes d’équivalence de cette cloture alors
on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2. [/] Dans chaque classe d’équivalence il existe une et une seule confi-
guration récurrente.

De plus les classes d’équivalence peuvent étre vues comme le quotient

. 2
Z(21l+1) /{AI,I, ey, A2n+1,2n+1}

2 Eboulement d’une pile de sable sur une grille uni-
forme

Dans cette partie, nous travaillons sur une grille infinie dont chaque case sera numérotée
par (i,j) € Z? ou i est I’abscisse et j ’'ordonnée de la case. Il n’y a donc pas de puits
dans cet automate.

Par raison de symétrie, nous travaillerons la plupart du temps sur un huitieme de
plan IT défini par les cellules (¢,7),7> 0,5 > 0,7 > j.

Nous étudions dans cette section la chute d’une pile de n grains sur la case (0,0)
d’une grille infinie uniforme remplie de 0. Remarquons tout d’abord que ’éboulement
d’une telle pile est fini.

Nous utilisons 'algorithme paralléle d’éboulement & savoir qu’a chaque étape ¢t on
éboule tous les sommets instables en paralléle le nombre maximal de fois : Par exemple
si un sommet posséde 9 grains de sable, alors on I’éboule 2 fois donnant 2 grains &
chacun de ses voisins et gardant 1 grain.

2.1 Etude de la forme du champ d’éboulement

u;,;(t) est le nombre de grains sur la cellule (7,5) & 'instant ¢.

Nous noterons n; j(t) le nombre de grains de sable tombés dans la cellule (4, j) a
'instant ¢ et par c; ;(t) le nombre de grains de sable qui sont tombés dans la cellule
(,7) entre I'instant O et ’instant ¢. Par raison de symétrie, les suites sont définies sur
les cellules de II.

Remarque 1.

t
cig(t) =Y mi;(7) (1)
T7=0
gt 1) = |20y ool G ) s
nig(t) = | 2ta)) Bty g ) Biga O, 3

u;,(t) uy(2)

wt+1) =i (- 4252+ Y|

v voisin de (%,5)

] (4)

Théoréme 1. Pour toutt,l,m les suites (¢i,2i+m)ieN,(C2i+m,1)ieN;(Clrii—i)ieN €t (Citii)ieN
restreintes a I1 sont décroissantes.

Démonstration. Le résultat est vrai pour ¢ = 1. Supposons maintenant qu’il est vrai
pour t < ip.



208

La premiere partie de la démonstration consiste & regarder le cas des deux derniéres
suites.

Soient deux cellules voisines a et b correspondant & des termes consécutifs dans
une des suites - par exemple (I + 4,0l —i) et ({ +4+ 1,0l —i —1). Pour ¢t = to, on
a Ci44i1-i(to) > Ci+it1,—i—1(to). Pour montrer cette relation pour ¢y + 1 on met en
correspondance par une bijection ¢ les voisins de la premiére cellule avec ceux de la
deuxieme cellule de sorte que

¢y (to) 2 cp(v)(to) ()

pour tout v voisin de la cellule a.
Dans le cas de la suite ¢;4,;—; la bijection ¢ est définie par :

¢(xay) = (1‘+1,y— 1)

pour les cellules (z,y) strictement & l'intérieur de II.

Pour les cellules situées au bord de II il faut tenir compte des symétries du probleme
comme décrit sur la figure ci-dessous.

Ainsi, par I’égalité (2) et 'inégalité (5), on déduit I'inégalité pour ¢o + 1.

La figure suivante décrit certains cas particuliers de la bijection ¢.

Dans ces figures, les fleches indiquent les images par la fonction ¢, leur étiquetage la
raison de la décroissance ou de 1’égalité des suites. Une fleche étiquetée par S indique
que les cellules correspondantes ont la méme valeur de c par symétrie du probleme.
L’étiquette HR ou D indique que ’on a décroissance par ’hypothése de récurrence du
théoréme 1 a ’instant £.

S Egalité¢ par symétrie

@ Voisins de - D Inférieur par décroissance diagonale
..... Axes de symétries HR  Inférieur par hypothese de récurrence

Notons que pour les suites horizontales et verticales, nous avons montré la décroissance
pour des cases éloignées de 2. En effet, si 'on consideére plutét des cases adjacentes
alors il n’existe pas de fontion ¢ vérifiant les propriétés requises. Néanmoins il apparait
expérimentalement que le théoréme est vrai pour les suites (c;,;)ien €t (ci)ien-

O
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2.2 Rayon d’éboulement sur une grille vide

Soit une grille infinie et une configuration u telle que u; ; = 0 pour tout (i, 7) # (0,0)
et ug,o = n. On définit le support de 1’éboulement par

Sp = {(i,5) € Z* 3t € N,n; ;(t) > 0}

Nous allons ici borner ce support a l'intérieur de deux boules centrées & 1’origine.
Nous définissons ainsi :

I = {(z,y), |z + ly| < r}
BT = {(mny)lel S T, |y| S ’I‘}

Remarquons que I, est la boule de rayon r pour la distance de Manhattan et B, la
boule de rayon r pour la norme infinie.

Théoréme 2. Il existe ro fini tel que :
I'ro—l _C_ Sn Q Bro

On appelera ro le rayon d’éboulement de cette configuration.

Démonstration. On appellera cellule active une cellule qui s’est éboulée pendant la re-
laxation de la pile de n grains.

Lemme 1. Si (,5) € II est active alors (i — 1,7) est active.

Démonstration. Si (i,j) active alors par le théoreme 1 (i — 2, j) est active. Par suite
(i—1,7 + 1) est active. Enfin, (: — 1,j — 1) est donc active.

Par conséquence comme les 4 voisins de la cellule (i — 1, ) sont actifs cette cellule
est aussi active. O

Soit g la distance maximale (pour la norme infinie) des cellules actives au centre de
la grille.

Par définition de r¢ I'inclusion S, C B(0,70) est évidente.

Comme I’éboulement de cette configuration est fini, on note (z,j) une cellule active
a distance maximale ry de l'origine. Par symétrie on suppose que cette cellule est située
dans II.

Par le théoréme 1, toutes les cellules (i, j') € II avec i’ + j' = i+ j sont aussi actives.
Par le lemme 1 on déduit que les cellules (i,j') € Mavec i <ietd' +j +1 =i+
sont actives.

Par (0, —2) croissance et (—1, —1) croissance on déduit que toutes les cellules (i, j') €
IT avec i’ < i et i +j <i+ jsont actives.

Par symétrie du probleme on déduit que toutes les cellules situées dans un octogone
sont actives donc & fortiori celles de ;1.

La figure ci-dessous montre les encadrements précédents.
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M Distance maximale du centre

Certainement en dehors du support
B (0,2)-décroissance

(1,-1)-décroissance

(1,1)-décroissance

B Pasde support dans cette zone

21 Tout les voisins éboulés
B includans le support

Appartenance indéterminée.
£+ M un support possible

O

Muni de cet encadrement nous pouvons maintenant trouver une majoration du rayon
d’éboulement 1. Pour cela nous admettrons le lemme suivant :
0

Lemme 2. Soit une configuration u. Soit S l’ensemble des cellules actives lors du calcul
de ’éboulement de la configuration u en 4.
Alors la configuration i restreinte aux cellules de S est récurrente.

Ainsi, la configuration restreinte & I, est récurrente. Or le nombre minimal de grains
de sable sur une configuration récurrente est au moins égal au nombre d’arétes internes
du graphe. Or, dans I, il y a 2r(r — 1) sommets internes donc 4r(r — 1) arétes internes.
Donc on a 4r(r — 1) < n, le nombre de grains de sable initialement sur la grille, d’ot la
proposition suivante :

Proposition 3. Le rayon d’éboulement sur une grille 0-uniforme satisfait :
ro <v/n/2

2.3 Extension aux cas des grilles 1 et 2-uniformes

Le résultat précédent peut s’étendre assez facilement au cas de la grille 1 ou 2-
uniforme. On obtient les majorations suivantes :

Théoréme 3.

1
Toﬁi\/ﬁ

Remarque 2. Expérimentalement on obtient les approzimations suivantes :
o = 0.383/n

1 ~ 0.484\/n
7o & 0.800y/7
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Démonstration. Considérons par exemple le cas d’une grille 1-uniforme avec une pile de
n grains située en (0, 0). Pour calculer la configuration stable obtenue aprés éboulement,
nous utiliserons ’algorithme suivant :

1. Ebouler la configuration formée d’une pile de n— 1 grains sur une grille O-uniforme.
2. Ajouter 1 grain sur toutes les cellules
3. ébouler cette nouvelle configuration

Le premier point de cet algorithme a été traité précédemment et conduit a une
configuration stable dont le rayon est majoré par \/n/2.
On peut majorer cette configuration stable par la configuration us suivante :

usi,j=3sii§r0etj§ro
us;; = 0 sinon
Pour cette démonstration nous allons coder une configuration u par la suite (v;)ien

A

ou

vi = max{{usy, (z = i et |y| < i} (6)
e, (v = i et 2] < d}} (7)
Ainsi la configuration us peut étre représentée par 333---3000---. Apres la deuxiéme
——
To
phase de ’algorithme on obtient la configuration 444 ---4111---. On peut démontrer
N——

7o
tres simplement les regles de réécriture suivantes :

- 41 32,42 33
~43...32 5 43.-.33
~ 43..-31 —»43..-32

Ces regles sont une conséquence directe des régles d’éboulement du Tas de Sable et
de la majoration de la valeur d’un sommet par une valeur plus élevée. Cette majoration
intervient pour le cas des coins des carrés centrés en (0,0).

Grace & ces regles, on peut écrire le mot associé Ausen 3---311--- démontrant ainsi

370/2
la deuxiéme majoration. Le cas de la derniére majoration est identique au précédent si

I’on ajoute quelques regles de réécriture.
O

3 Identité sur la grille rectangulaire

Dans cette partie, nous allons donner les différentes méthodes de calcul de I'identité
puis nous en adapterons une pour donner une nouvelle caractérisation de cette configu-
ration. Cette caractérisation se traduira par un nouvel algorithme rapide de calcul de
I’identité.

3.1 Calcul direct de l’'identité

Dhar montre que I'identité du groupe peut s’écrire comme une somme de trois confi-
gurations de la maniére suivante :
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Proposition 4.
Id=006dd

oL T est la configuration v telle que v; =4 — 1 — u;.

3.2 Calcul par classe d’équivalence

Notons Cpq4 la classe de I'identité, celle-ci contient la configuration 0 ainsi que la
configuration 3 tel que §; ; est le nombre d’arétes reliant le sommet (i, 5) au puits.

De proche en proche, on peut montrer que k3 € Cjq avec k arbitrairement grand. On
peut montrer qu’a partir d’un certain k, la configuration k8 est récurrente, stationnaire
et dans Cy4. Ceci donne lieu & un algorithme de calcul de I'identité appelé algorithme
de combustion.

3.3 Calcul sur une grille rectangulaire

Nous restreignons maintenant notre discussion au cas de la grille rectangulaire de
taille p x ¢. Nous prendrons g > (p(2 + 3v/2)/2).

Nous allons montrer dans cette partie le théoréme suivant :
Théoréme 4. L’identité sur une grille rectangulaire est égale par D ou D est la confi-
guration suivante :

ne6._ | illiiilﬁr

F1G. 1: Configuration D

Démonstration. Nous allons définir les configurations D) de la maniére suivante :
— Sur un sommet & distance ¢ du puits il y a 1 grain de sable.

- D) =2sij<i
-DW. . =2sij<i

n_j:]
_ @ _ .. .
Dj,p_j =2sij<1
-DY . =2sij<i

Les premieres valeurs de D) sont égales & :

1(1]1i1it1i1

—

11111

db el frfafage
1 L
1 ! T

1 1

2

1220 [ 7 [ @ L1 12]

i1
| i1

|
| | T |
| i i SRSy A RN RN S N RN RN

SN HBRITNIIEEE S N B

i
T T T

N = = = = [ = oo

Fi1c. 2: Configrations D) et D(2)

On remarque que DY) = 3 donc DM € Cyq.
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Proposition 5. Les configurations DV sont équivalentes a l’identité.

Démonstration. Supposons que la proposition soit vraie pour D), D ... D) Consi-
dérons maintenant la configuration A = D(*) + D) et forcons I’éboulement des sommets
a distance plus petite ou égale & I. On obtient D¢+, Comme A € Cy4 on a DU+Y €
Cra- O

La fin de la preuve du théoréme 4 découle du fait que

p/2 '
D =Y 2p"
=1

O

La configuration D est telle que D; > 2 pour tout ¢. Or la configuration 2-uniforme
est récurrente,il en est donc de méme pour D.

Pour démontrer I’existence d’une bande de cellule ayant pour valeur 2 au centre de
’identité nous allons montrer que I’éboulement des cellules instables de D ne se propage
pas jusqu’au centre.

Restreignons notre discussion & une moitié de la grille (p x ¢/2). Par symétrie, le
résultat s’étend & ’ensemble de la grille.

1l est possible de traiter I’éboulement de ces sommets par le méme mécanisme que
I’éboulement d’une pile de grains sur une grille uniforme.

Une autre méthode consiste & considérer les deux rayons suivants :

R R’

Cellule active Cellule active

R est la distance & laquelle va s’ébouler la configuration D tandis que R' est la
distance & laquelle va s’ébouler la configuration formée par une pile unique sur une
grille 2-uniforme. La hauteur de cette pile est la méme que la somme des valeurs de tous
les sommets instables de D.

En conjecturant que R’ > R , on peut utiliser les encadrements trouvés dans le
théoréme 3 pour majorer le rayon R.

Cette conjecture est basé sur des intuitions provenant du phénomeéne physique
modélisé. Nous avons une preuve plus compléte et rigoureuse qu’il serait trop long
d’exposer ici.

La pile de grains ayant ici une hauteur de p?/2, on en déduit le théoréme suivant :

Théoreme 5. L’dentité sur une grille rectangulaire de cotés p par q (q > p(2+3v2) est
‘ 2
formée de deuz bords symétriques U'un de l'autre de taille &4’431_2—) X p et d’une bande

centrale 2-uniforme de taille ¢ — 2% bordée de deux colonnes formées de trois
grains dans chaque case.
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p(2 + 3v3) p(2 +3V2)
- —

kel
[\V]
alelwlelo]e

A
4

Démonstration. Il reste & démontrer ’existence des deux colonnes de 3 & la bordure de
la zone d’éboulement.

Notons A I’ensemble des cellules actives lors de 1’éboulement de D. Soit une cellule
extérieure a A. Cette cellule avait deux grains & 1'origine dans la configuration D. Comme
cette cellule ne s’est pas éboulée elle n’a pas perdu de grains pendant le calcul de D.

Cette cellule a donc gagnée au maximum un grain de sable. Cela veut dire qu’au
plus 1 voisin de cette cellule est actif.

Cela implique que la frontiere des cellules actives est une ligne. Dans ce cas les
cellules non actives voisines de la frontiére ont gagné un grain donc en posseédent 3. O

4 Conclusion

Nous avons étudié ici I’éboulement d’une pile de sable de hauteur n dans le modele
en dimension 2. Ainsi, nous avons prouvé le fait que I’on obtient un support d’aire en
O(y/n) comme observé expérimentalement par D. Dhar [5].

De plus l'algorithme de calcul de I'identité du groupe que nous proposons semble
plus performant que les algorithmes connus -par addition ou algorithme de combustion-
comme l’attestent les résultats expérimentaux suivants.
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F1G. 3: Nombre d’éboulements dans le calcul de 1'identité

L’algorithme nommé BR représente ’algorithme basé sur I’éboulement de la confi-
guration D.

Enfin, nous avons pu caractériser la forme de la configuration identité pour une grille
rectangulaire.

La forme de ’identité sur la grille carrée reste encore a ce jour une question ouverte.
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Abstract

We compare the performance of a system consisting of one large cluster contai-
ning q processors with a system where processors are grouped into k clusters
containing u processors each. A parallel program, consisting of any number of
processes and of any set of synchronization signals except deadlock, is executed on
this system. Processes may be relocated between the processors within a cluster
only. We have previously calculated an explicit formula for a function G(k,u, q)
representing the worst case ratio of the completion times in the two cases. Provi-
ded that we can find optimal or near optimal schedules, G(k, u, g) gives an optimal
upper bound on the gain of using one cluster containing ¢ processors compared
to using k clusters containing u processors each. However, the complexity of this
formula is exponential in the variables k and gq. Hence the formula can be used
only for moderately sized multiprocessors.

In this paper we present an iterative technique allowing the calculation of the
values of G(k,u,q) in polynomial time. The computational complexity is loga-
rithmic in k, cubic in ¢ and independent of u. This allows optimal comparisons
of the performance of massively parallel multiprocessors. One immediate practi-
cal consequence is that one should avoid building large systems with clusters of
unit size. Increasing the cluster size to 4 or 8 processors improves the worst-case
behavior significa