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RESUME

Cette these est axée sur les méthodes combinatoires de résolution des syste-
mes d’équations différentielles et aux dérivées partielles. Elle comprend quatre
chapitres.

Dans le premier chapitre, nous développons tous les résultats que nous ju-
geons nécessaires pour une étude complete de ces systemes. Nous étudions en
particulier les problemes de la pondération des ensembles possiblement infinis
et des compléments relatifs a la théorie des L-especes, notre outil de base. Nous
traitons notament du comportement des transformations naturelles et isomor-
phismes vis-a-vis des opérations élémentaires, du probleme de ’équipotence et
de la réduction des L-especes. Nous terminons par 'introduction d’une nouvelle
variante en théorie des especes, les espéces mixtes.

Le deuxieme chapitre est réservé aux équations et systemes d’équations
différentielles combinatoires, leurs liens avec les opérateurs différentiels com-
binatoires et les grammaires algébriques. Nous y étudions en particulier les
équations et systemes d’équations différentielles avec des conditions initiales qui
sont des constantes non-nulles. C’est ici que les especes mixtes s’averent utiles.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons les historiographes introduits
par Viennot et leurs liens avec les systemes d’équations différentielles. Le cas
des historiographes de Schett, liés aux fonctions elliptiques de Jacobi, est étudié
en détail.

Dans le chapitre 4, nous travaillons particulierement sur les systemes d’équa-
tions aux dérivées partielles. L’un des faits remarquables dans ce cas est ’appari-
tion d’un diagramme commutatif sous forme d’un hexagone d’isomorphismes
naturels. Ce diagramme fournit une condition de cohérence assurant I’existence
et I'unicité des solutions qui se présentent sous forme d’arborescences croissantes
enrichies. Le cas particulier des systemes non autonomes est appliqué aux po-
lynémes orthogonaux.
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INTRODUCTION

L’interaction entre les systemes d’équations différentielles et les autres bran-
ches de la science (Mathématiques, Physique, Informatique, ECOHOHHG, etc ...
) n’est plus & démontrer. En combinatoire cette interaction se manifeste avant
tout par le calcul des fonctions génératrices ou les relations de récurrences se
transforment souvent en équations différentielles. Et réciproquement, la donnée
d’un systeme différentiel satisfait par une famille de fonctions permet, parfois,
de découvrir toute une théorie combinatoire sous-jacente a cette famille. Comme
exemple, citons les célebres fonctions tangente et sécante, satisfaisant le syteme

Y'=14+Y% Z/=YZ Y(0)=0, et Z(0) =1 (1)

et dont les coefficients des séries de Taylor sont les nombres d’Euler. De nom-
breux travaux ont porté sur I'interprétation combinatoire de ces nombres, induite
par le systeme d’équations différentielles (1), avec comme objectifs une analyse
aprofondie et des algorithmes de calcul efficaces de ces nombres. Mentionons D.
André [cf. (An. 1879)], qui le premier a introduit le concept de permutations
alternantes pour interpréter combinatoirement ces nombres et I'article de D.
Foata et M.P. Schutzenberger [cf. (Fo-Sc. 73)], dans lequel les auteurs utilisent
les équations différentielles satisfaites par D(u) = [ '[tan(t) + sec(t)]dt pour
définir les polynéomes d’André et entamer une étude combinatoire de ceux-ci.
Citons enfin les articles de A. Schett [cf.(Sch. 76) et (Sch. 77)], de Viennot [cf.
(Vi.1 80)] et de Dumont [cf (Dum. 80) et (Dum. 81)] sur les fonctions elliptiques
de Jacobi utilisant les systemes différentiels satisfaits par celles-ci.

A partir de ces constatations, on a vu apparaitre diverses tentatives de
formulation d’une théorie combinatoire des équations et systemes d’équations
différentielles. Citons entre autres les travaux de D. Foata et M. P. Schutzenber-
ger et un manuscrit non publié de Viennot [cf. (Vi.2 80)] sur les historiographes.
La naissance de la théorie des especes de structures de A. Joyal [cf. (Joy. 81)] a
permis de donner un soufle nouveau et particulierement riche a cette démarche.
Citons les travaux de:

—J.-F. Gagné [cf. (Ga. 85)] sur les rapports existant entre la théorie des espeéces
et les équations différentielles.

— G. Labelle, sur les équations différentielles combinatoires [cf. (LaG. 86)] et les
éclosions combinatoires [cf. (LaG. 85)], concept lié aux opérateurs différentiels.
— F. Bergeron sur les opérateurs différentiels en liaison avec les algebres de Lie

[cf. (Be. 85)].



— J.-B. Lévesque sur les anneaux pondérateurs [cf. (Lev. 89)]

— A. Longtin qui démontre dans [(Lo. 85)] de maniére combinatoire les formules
d’addition des fonctions tangente et sécante.

— F. Bergeron et C. Reutenauer sur les séries algébriques différentiellement
constructibles [cf. (Be.-Re. 90)].

— N. Baiz sur les équations différentielles de Brenig [cf. (Baiz 95)].

Soulignons plus particulierement les travaux de P. Leroux et G. Viennot
[cf. (Le.-Vi. 1. 86), (Le.-Vi. 2. 88) et (Le.-Vi. 3. 88)], dans lesquels les auteurs
donnent une méthode de résolution et développent une théorie combinatoire
des systemes d’équations différentielles fondée sur le concept d’arborescences
croissantes, et celui de F. Bergeron et U. Satler [cf. (Be.-Sa 95) et (Sat. 94)]
sur les séries algébriques différentiellement constructibles a plusieurs variables,
qui laisse entrevoir I'extension de cette théorie aux systemes d’équations aux
dérivées partielles de la forme

oy
T,

F(Y), i=1...n, Y(0,0,--,0,%) = Z. 2)

Considérons d’abord une équation différentielle combinatoire de la forme Y’ =
F(Y), Y(0,7) = Z, ou F est une espece donnée et Y =Y (T, Z) une espece in-
connue. Il s’agit ici de trouver une espece A telle que la dérivée A’ soit isomorphe
a l'espece composée F'(A). La méthode de Leroux-Viennot utilise le concept de
L-espece, c’est-a-dire d’espece de structures sur des ensembles totalement or-
donnés [cf. F. Bergeron, G. Labelle et P. Leroux (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98),
Chapitre 5]. Dans ce contexte, la solution existe et est “unique” a isomorphisme
pres; il s’agit de 'espece, dénotée A, des arborescences croissantes F-enrichies.
A titre d’exemple, "équation différentielle

Y'=14+Y% Y(0)=0 (3)

admet comme solution I’espece des arborescences binaires croissantes completes,
isomorphe a celle des permutations alternantes.

Notons que si on se place dans le cadre des B-especes (especes de struc-
tures sur des ensembles généraux non ordonnés) Y. Chiricota et Gi. Labelle [cf.
(Ch.-Lab 93)] ont montré que cette équation n’admet pas de solutions, tandis
que d’autres équations de la forme Y’ = F(X,Y) peuvent avoir une infinité (non
dénombrable) de solutions [cf. G. Labelle (LaG. 86)]. Ceci montre I'importance
de l'ordre sur les ensembles sous-jacents aux structures dans la méthode de
Leroux-Viennot.

Indépendamment de ces travaux, W. Chen [cf. (Ch. 91)] a montré que
des grammaires formelles algébriques peuvent étre utilisées pour étudier des
problemes de nature purement combinatoire. Dans son article [¢f. (Dum. 96)]
D. Dumont signale I’existence d’un lien entre les grammaires de Chen et les
éclosions combinatoires.



Dans cette these nous poursuivons les travaux de nos prédécesseurs. Nous
nous placons dans le cadre de la théorie des L-especes. Dans un premier temps,
nous donnons une solution au probleme des équations différentielles avec des
conditions initiales qui sont des constantes différentes de 0. Dans les travaux de
P. Leroux et G. Viennot, cette question n’est pas résolue de maniere entierement
satisfaisante. Notons que ces constantes sont des éléments d’un anneau de séries
formelles. C’est dire que les especes que nous considérons sont pondérées. Pour
ce faire, nous définissons une nouvelle classe d’especes, les especes mixtes, qui
sont des L-especes par rapport & une premiere sorte de points, dénotée T, et
des B-especes par rapport a une deuxieme sorte Z. Pour une espece mixte
G = G(T,7), 'ensemble des types d’isomorphie de G-structures par rapport a
la sorte Z est défini sur [n] par T7..F[n] = Upso F[Z’k], oll ~ est I’équivalence
5 ~ s’ < il existe une bijection o : [k] — [£] telle que G[1f,), 0](s) = s'. Dans une
Ty..G-structure, la variable z est un compteur de points de sorte Z. Considérons
I’équation

Y = F(Y), Y(0)=a (4)

ot F' est une B-espece. En dénotant Ap(T,7) l'espece mixte, solution de
I’équation différentielle Y’ = F(Y), Y (0) = Z, obtenue par la méthode de
Leroux-Viennot, nous démontrons que la solution combinatoire de I’équation
(4) est l'espece Tyz., Ap(T). Toutefois, cela se traduit au niveau de la série
génératrice y = Ty, Ap(t) par I"équation y = Zp(y,a,a?,---), y(0) = «,
Zr étant la série indicatrice de 'espece F. Ces méthodes se généralisent aux
systemes d’équations différentielles.

Deux remarques s’imposent:

1) Les ensembles (T'7.,Ar)[n] des types de Ap-structures sur [n] peuvent étre
infinis. D’ou la nécessité de reformuler certains principes fondamentaux de la
combinatoire énumérative, démontrés dans le cas des ensembles finis. Nous
démontrons en particulier une wversion infinie du principe des involutions de
Garsia-Milne [(Ga.-Mi. 81)], qui sera appliquée dans la suite.

2) Sous-jacente a une équation différentielle combinatoire, il y a I’équation
différentielle analytique satisfaite par les séries génératrices. Réciproquement,
soit une équation différentielle analytique y' = f(y), f étant une série formelle.
Sous certaines conditions, f peut étre considérée comme la série génératrice
d’une espece I'. Dans ce cas, nous avons aussi I’équation combinatoire Y/ =
F(Y) dont la solution sera un modeéle combinatoire de la série, solution de
I’équation analytique en question. Notons que le choix de F n’est pas tou-
jours unique; il peut arriver que les fonctions génératrices de deux especes F
et G coincident méme si F' n’est pas isomorphe & G (on dira que F' et G sont
équipotentes) [cf. remarque 4.6.2]. On aboutira & deux équations différentielles
combinatoires différentes, qui nous donneront deux solutions non isomorphes,
donc deux modeles combinatoires non isomorphes pour la série solution de
y" = f(y). Ce phénomene nous amene a ’étude de la notion d’équipotence.
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Nous démontrons en particulier que, moyennant des conditions particulieres sur
la pondération, si F et G sont équipotentes, alors il existe des sous-especes
“réduites”, dénotées Freq et (Gred, uniques a un isomorphisme pres, de F et
G respectivement, qui sont isomorphes. Nous appliquerons ces résultats pour
introduire la notion de réduction des L-especes et prouver un théoreme de
décomposition des L-especes qui est, d’une certaine maniere, la décomposition
moléculaire des L-especes.

e prochain sujet que nous abordons est le lien entre les grammaires a
L h t bord t le | tre 1
la Chen, les systemes différentiels et les opérateurs différentiels combinatoires.
ous démontrons en particulier que, sous certaines conditions, les données sui-
N d t ticul , t dit , les d
vantes sont équivalentes
— la donnée d’un systeme différentiel combinatoire
lad d’ t diff tiel binat ,
— la donnée d’un systeme différentiel analytique
b
— la donnée d’un opérateur différentiel,
— la donnée d’une grammaire.

D’autre part, la donnée d’un historiographe [cf. Chapitre 3], que nous quali-
fions d’additif, est équivalente a la donnée d’un systeme différentiel combinatoire
de la forme

dX;
dr

= i XU XY LX) XG(0) =, =1Lk,
j=1

ot a;; € N et les a; sont des variables formelles, donc a la donnée de 'opérateur
différentiel associé ou de la grammaire associée a ce systeme différentiel. Dans
ce cas, tous les modeles combinatoires de la série solution du systeme différentiel
analytique sont isomorphes. De plus, les histoires associées a des historiographes
initialisés particuliers peuvent servir de tremplin pour construire une bijection
entre deux modeles différentes. Notons que la version non commutative des
grammaires peut nous amener a des résultats intéressants.

Nous entreprenons ensuite une étude des équations aux dérivées partielles
de la forme

Y

= B =T Y0, 0,7) = 7

Dans le cas o n = 2, moyennant une condition de cohérence die a I’égalité

22y 92y . . . . cpz .
0T, = 3,07, la méthode de Leroux-Viennot pour les équations différentielles

ordinaires nous donne une solution en termes d’arborescences croissantes F-

enrichies ot F = (F1, F2). Dans le cas ot n > 2, les dérivées partielles d’ordre 3,
Y
BT,0T, 5T *
appliquant sur un multiensemble de la forme (@, ---,(,U), on obtient des hexa-
gones d’isomorphismes ayant la forme donnée par la figure 0.1, et qui consti-

tuent des conditions de cohérence assurant I'existence et 'unicité des solutions

font apparaitre des hexagones commutatifs d’isomorphismes. En les
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Figure 0.1: Hexagone d’isomorphismes

qui sont des arborescences croissantes ]*;)—(enrichies7 ot F = (Fy,---, F,). No-
tons qu’analytiquement, ces isomorphismes se transforment en des égalités. Une
étude du comportement des transformations naturelles et en particulier des iso-
morphismes vis-a-vis des opérations élémentaires est donc nécessaire.

Les résultats obtenus se généralisent facilement au cas des systemes différen-
tiels plus généraux de la forme

KYP =FI(Y), jl...n, Y?(0,0,...,0)=2Z"; p=1...r,
et aux systemes non autonomes de la forme

8.Y = Fy(Ty,...,T,,Y), Y(0,0,...,00=2, i=1...n.

Le probleme de I'intégration multivariée {0;Y = B;(Ty,---,T,), i=1...r,
Y(0,---,0) = 0} et les systémes a variables séparables de la forme {9;Y =
Bi(Ty, Ty,--- , T,)F(Y), Y(0) =%, 1< i< n} sontdes cas particuliers im-
portants des systemes non autonomes. Dans ces cas, les hexagones se réduisent
a des triangles de la forme,

] — (]

aku” aiﬂ']k

N 7

Notons que ces cas particuliers contiennent les équations aux dérivées partielles
satisfaites par les séries génératrices des polyndmes orthogonaux classiques, et
permettent de définir des modeles combinatoires de ces polynémes.

Cette these comporte donc quatre chapitres.
Le chapitre 1 est a la fois un rappel et un complément a la théorie des L-
especes. Apreés une mise au point [section 2] sur les ensembles pondérés, et sur les



involutions pondérées (en anglais “sign reversing weight preserving involutions”)
d’un ensemble pondéré quelconque (possiblement infini), les définitions générales
sur les L-especes sont rappelées a la section 3.1. Les opérations élémentaires sont
introduites a la section 3.2, et sont suivies de pres par I’étude du comportement
des transformations naturelles et des isomorphismes. Notons en particulier que
I'opérateur de dérivation % fait apparaitre des isomorphismes canoniques qui
refletent les regles de dérivation de la somme, du produit (Formule de Leibniz)
et de la dérivation en chaine. Ces résultas se généralisent facilement au contexte
multisorte [section 5]. La notion de réduction des L-especes, abordée dans la
section 4, utilise surtout les résultats de la section 2. Nous étudions, en plus
du lien entre isomorphisme et équipotence, la décomposition des L-espeéces et
obtenons un théoreme équivalent a la décomposition moléculaire dans le cas des
B-especes. La section 6 est réservée a I’étude des especes mixtes. Le résultat
principal de cette section est la formule du pléthysme, dans le cas des especes
mixtes, pour le dénombrement des types par rapport a la B-sorte 7 .

La section 1 du chapitre 2 débute par une étude du lien entre équation
différentielle analytique et équation différentielle combinatoire. Apres un rappel
de la méthode de Leroux-Viennot pour les équations et systemes d’équations
différentielles combinatoires, une attention particuliere est portée & I’étude des
conditions initiales du type Y (0) = «a, a étant une constante (un élément
de I'anneau pondérateur). Les résultats obtenus dans le cas des équations
différentielles sont ensuite prolongés au cas des systemes différentiels. Cette
section se termine par une généralisation du théoreme de F. Bergeron et C.
Reutenauer [cf. (Be.-Re. 90)] qui fournit une majoration des coefficients des so-
lutions d’une équation différentielle, et par une breve étude du cas des équations
différentielles non autonomes. Dans la section 2, nous étudions les opérateurs
différentiels combinatoires. A ces opérateurs sont associés des opérateurs d’éclo-
sion qui génerent les solutions combinatoires d’un systeme d’équations différen-
tielles approprié. Nous donnons, en particulier, une démonstration purement
combinatoire et plus simple d’un théoréme de Ginocchio [(Gin. 94)] sur les puis-
sances d’un opérateur différentiel a plusieurs variables. La section 3 est réservée a
la notion de grammaires de Chen et a ses relations avec les systemes d’équations
différentielles et les opérateurs différentiels. Dans la section 4, nous introdui-
sons, a titre d’application, les especes hyperelliptiques. Ce sont les solutions du
systeme différentiel {Y/ = a;Yy ---Y;_1Yiyq---Y,, i=1...n}. Ici nous posons
le probleme de l'existence d’une formule d’addition pour ces especes. Dans le
cas ol n = 2, nous établissons combinatoirement cette formule. Pour n = 3, on
connait les formules d’addition pour les fonctions elliptiques de Jacobi, mais on
ne sait pas encore les démontrer combinatoirement.

Le chapitre 3 commence par une introduction aux historiographes de Viennot
[cf. (Vi.2 80)] [section 1] et aux historiographes “additifs”. Puis nous étudions le
lien entre les historiographes additifs et les systemes d’équations différentielles



[section 2]. Nous montrons comment les historiographes additifs s’identifient
a un systeme différentiel particulier, donc a un opérateur différentiel ou a une
grammaire. Il est & noter que diverses interprétations combinatoires des solutions
d’un systeme différentiel analytique peuvent étre des réalisations différentes d’un
méme historiographe. Elles sont donc isomorphes. Nous étudions le cas des
historiographes de Schett [section 3], liés aux fonctions elliptiques de Jacobi.
Nous montrons en particulier comment obtenir une bijection entre le modele de
Dumont et le modele de Viennot, pour les fonctions elliptiques. D’autre part, la
génération récursive des mots définis par la grammaire non commutative associée
a I’historiographe de Schett, étudiée a la section 4, nous amene & une méthode
simple de calcul des nombres de Catalan. De plus, les mots de Jacobi, c’est-a-dire
les mots ne contenant pas la variable z, sont dénombrés par une suite (k,,) lié aux
nombres de Catalan. Selon M. Noy [(Noy 98)], k2, dénombre les arbres auto-
évitants sur n points et, d’autre part, k9,_1 dénombre les arbres auto-évitants
sur n points et contenant I'aréte (1,n). Mais nous n’avons pas d’explication
bijective a ce résultat. Le chapitre se termine par l'introduction d’une méthode
d’engendrement de suites que nous appellons développement-compression. Nous
appliquons la méthode au cas des nombres de Catalan et de la suite associée,
ainsi qu’au cas des nombres d’Euler.

Le chapitre 4 est consacré aux systemes d’équations aux dérivées partielles

Y
oT;

F(Y), i=1...n, Y(0,0,---,0,7)=Z.

Dans la section 2, nous étudions le cas des systemes a deux variables. Tandis
que dans la section 3, nous entamons I’étude des conditions de cohérence as-
surant ’existence et I'unicité des solutions, conditions qui s’expriment par des
hexagones commutatifs d’isomorphismes naturels ayant la forme donnée par la
figure 0.1. Dans la section 4, nous précisons la notion de solution. En sup-
posant la convention sur l'ordre relatif des éléments des ensembles totalement
ordonnés sous-jacents, [ = Iy +, I3 +, - - - +, [,,, ces solutions se présentent sous
forme d’arborescences croissantes enrichies. Notons qu’on a aussi un concept
d’opérateur d’éclosion associé a ces systemes. Dans la section 5, nous généralisons
les résultats des sections 3 et 4 aux cas des systemes de plusieurs fonctions a plu-
sieurs variables et des systemes non autonomes. Le cas particulier des systemes
de la forme {0;Y = B;(Ty,---,T.)F(Y), i = 1...n} est appliqué aux po-
lynémes orthogonaux dans la section 6.

Cette these a été écrite sous la direction effective de Gilbert Labelle et Pierre
Leroux, professeurs a I’Université du Québec a Montréal. Elle est impreignée de
leurs idées. Mes sinceres reconnaissances leur sont adressées.

Nous terminons en souhaitant que cette these puisse contribuer a I’avancement
des sciences, pour le bonheur de 'Humanité.






CHAPITRE 1

RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES L-ESPECES.

Ce chapitre est surtout un complément a la théorie des LL-especes de F.
Bergeron, G. Labelle et P. Leroux [cf. (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98), Chapitre 5].
Nous développons ici des résultats que nous jugeons nécessaires pour une étude
complete des systemes d’équations différentielles et des systemes d’équations aux
dérivées partielles.

1.1 Rappels

Pour les définitions et concepts de base sur la théorie des catégories, nous
renvoyons le lecteur a S. Mac Lane [(McL 71)] ou H. Herrlick et G.E. Strecker
[(He.-St 73)]. Nous considérons donc la catégorie des ensembles totalement or-
donnés finis et applications croissantes . Si aucune confusion n’est a craindre,
nous identifions le couple (I, <), ot < est un ordre total sur [, a ’ensemble [
lui-méme. Nous désignons par |/| le cardinal de I’ensemble totalement ordronné

l.

Un isomorphisme d’ensembles totalement ordonnés est une bijection crois-
sante, 7 : [y — [3. Un tel isomorphisme existe si et seulement si |l1| = |l3]; 7 est
alors unique, et nous le notons 7 : [;=l5. En particulier 'unique automorphisme
de [ est I'identité de [, notée 1;.

Dans la suite nous considérons la sous-catégorie L. des ensembles totalement
ordonnés finis et isomorphismes.

La somme ordinale des ensembles totalement ordonnés [y, ---,[,, est notée
li4olo+o- - ++o1.. En particulier on dénote par 1+, I'ensemble ordonné {0} U/,
ou 0 ¢l et 0 < z pour chaque 2 € [. Le r-uplet d’ensembles totalement ordonnés
(l1,13,- -+, 1) peut étre identifié au couple (I, y) ou ! = l1+,-- -+, est lasomme
ordinale des ensembles ly,---,[,, et x : [ — [r] est défini par y(2) =i 2z € [,.
Les r-uplets (Iy,l2,--- 1) = (I,x) et (4,05, ---,1) = (I',\') sont isomorphes
si et seulement si pour chaque i on a un isomorphisme 7; : [;>I!. Dans ce cas
I'unique isomorphisme 7 = (71, -+, 7.) : (I1, {2, - -+, )= (1], 15, - - -, 1]) s’identifie
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a lisomorphisme 7 : [5I” tel que x = x’' o 7 c'est-a-dire que 7(z) = 7;() si
x(x) =i.

Chaque sous-ensemble m d’un ensemble totalement ordonné [ est muni de
I'ordre total induit. D’autre part, étant donné w, une partition de I, I'ordre
des éléments minimums de chaque bloc induit un ordre total sur ’ensemble des
blocs. Une partition d’un ensemble totalement ordonné sera toujours munie de
cet ordre.

1.2 Notes sur les ensembles A-pondérés

Définition 1.2.1 Etant donné un anneau topologique A [cf. Bourbaki (Bo. 60)],
un ensemble A-pondéré (ou pondéré) est un couple (A, v) ou A est un ensemble
quelconque et v: A — A est une application. L’ensemble pondéré (A, v) est dit
A-sommable (ou sommable si aucune confusion n’est a craindre) s’il existe un
élément s € A tel que pour tout voisinage V de 0 dans A, il existe une partie
finie Ag de A telle que pour toute partie finie B de A contenant Ag, on ait
5= ,epv(z) € V. L’élément s est alors appelé poids total de A, et on pose

[Aly =8 =2 2eav(2). .

Remarquons que si A est fini alors A est A-sommable. D’autre part, on
vérifie facilement que si (A;);er est une famille finie d’ensembles pondérés A-
sommables, alors la réunion disjointe > ._; A; est A-sommable. Dans le cas
général, nous avons besoin du concept d’anneau pondérateur introduit par Le-
vesque J.B. dans son mémoire [cf. (Lev. 89)].

Définition 1.2.2 Un anneau pondérateur est un anneau topologique A pour
lequel les deux propriétés suivantes sont vraies:

1. Si A est A-sommable, alors toute partie B de A est A-sommable.

2. Si (A;)ier est une famille finie d’ensembles pondérés A-sommables,
alors le produit cartésien [],.; A; est A-sommable. "

Rappelons que la pondération sur [],.; A; est définie par w((a;)icr) =
[I;crv(ai). Nous avons alors | [[;c; Ailw = [Lier [Ailw:-

Les exemples d’anneaux pondérateurs incluent le corps des nombres réels R
ainsi que les annneaux de séries formelles [cf. (Lev. 89)]. Dans la suite, nous sup-
poserons que 'anneau topologique A est un anneau pondérateur. Généralement
A sera un anneau de séries formelles A = K[[X]], ou X est un ensemble de
variables formelles, et K un anneau intégre de caractéristique nulle. Rappelons
que:

e Tout élément de K[[X]] s’écrit de maniere unique sous la forme a =
> peMon(x) utty ol a, € K et Mon(X)= {u = aitay?eeak e, € X}
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est ’ensemble des mondomes commutatifs finis dont les variables z; sont
des éléments distincts de X.

e Un ensemble A de séries formelles € K[[X]] est sommable si et seulement
si pour tout u € Mon(X), 'ensemble {a € Ala, # 0} est fini.

Définition 1.2.3 Un morphisme d’ensembles pondérés est une application f :
(A,v) — (B, w) compatible avec les pondérations, c’est-a-dire telle que le dia-
gramme suivant soit commutatif:

a—L g

N lw

A
On dira aussi que f préserve le poids. Comme les morphismes d’ensembles
pondérés sont stables sous la composition, nous obtenons la catégorie £, des

ensembles A-pondérés sommables. Un isomorphisme d’ensembles pondérés est
alors un morphisme bijectif.

Exemple 1.2.4 Etant donné un ensemble fini S, un graphe G sur S est un
couple (S, A) ol S est un ensemble fini et A un sous-ensemble de ’ensemble
P<2(S), des parties de cardinal < 2 de S. Les éléments de S sont les sommets
du graphe et les éléments de A sont les arétes. Il est clair que I'ensemble G des
graphes sur S est fini.

En prenant plutét pour A un multiensemble dont les éléments sont dans
P<2(S), on obtient un multigraphe. Il est clair que I’ensemble M des multi-
graphes sur un ensemble S non vide est infini. Si pour chaque multigraphe G,
on pose v(G) = y*, ol k = |A|, alors (Mg, v) est sommable. De plus si |S| = n,

ﬂ"—"'Q-l—k—l n+1
alors |MG|v:ZkZO( * Jy* = (i—y)( 2).

4o o7 6 6 9 ®5
y
1
0 s O y/lo
8 e 77 4y 3
2 e °
3 10 y

@a) ()
Figure 1.1: (a) Un graphe ; (b)Un multigraphe de poids y'*

La figure 1.1(a) représente un graphe sur I’ensemble [10] = {1,2,---,10} et
1.1(b), un multigraphe de poids y'?. "

Définition 1.2.5 Une involution pondérée d’un ensemble pondéré (A,v) est
une bijection ® : A — A telle que
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1. Pod =1y,

2. Pour tout a € A, si a n’est pas un point fixe de ®, alors v(®(a)) = —v(a).

Proposition 1.2.6 Soit ® est une involution pondérée de A. On note Fix(®)
Uensemble des points fives de ®. Si A est sommable, alors Fix(®) est sommable

et |Al, = [Fix(®)],. .

Définition 1.2.7 Un ensemble pondéré (A, v) est dit réduit si pour tout couple
(z,y) € A? tel que z # y on a v(z) # —v(y). On dira aussi que A est réduit. =

Exemple 1.2.8 Soit S,, I'ensemble des permutations de [n] = {1,--- ,n}.

i) Posons v(c) = sgn(a) = (—1)"~%(9)  of ¢(0) et sgn (o) sont respectivement
le nombre de cycles et le signe de . Si A,, est le sous-groupe alterné de S,,, c’est-
a-dire des permutations o telles que sgn(c) = 1, et si n > 2, alors toute bijection
€, + A, — S, \ A, se prolonge en une involution pondérée ®,, de S, telle que

Fix(®,) = 0. On a alors [S,|, = 0.

ii)Posons maintenant v(a) = sgn(a)t(?). Alors Pensemble (S,,v) est réduit,

car sinon, il existe o et o’ telles que 0 # o' et v(o) = —v(o’). On a d’une
part ¢(o) = ¢(0’) et d’autre part, sgn(o) = —sgn(c’) c’est-a-dire ¢(o) — ¢(0’') =
1(mod2). Ce qui est une contradiction. n

Proposition 1.2.9 Un ensemble pondéré (A,v) est réduit si et seulement si
Uidentité est l'unique involution pondérée de (A,v).

Démonstration La condition est évidement necessaire. Si (A,v) n’est pas
réduit, et si a et b sont tels que a # b et v(a) = —v(b), alors en posant ®(a) =
b,®(b) = a et ®(x) = = dans les autres cas, on aura une involution pondérée. m

Soit ® une involution pondérée d’un ensemble pondéré (A, v). 1l est possible
qu’il existe un couple (z,y) d’éléments de Fix(®P) tel que z # y et v(z) = —v(y).
Si Fix(®) est réduit, une telle situation ne se produit pas. Dans ce cas ® est un
élément maximal de I’ensemble des involutions pondérées de (A, v) ordonné par
® < ' si et seulement si | 4\pix(@) = PlA\Fix(a)-

Définition 1.2.10 Une involution pondérée ® est dite réductrice si ’ensemble
Fix(®) de ses points fixes est réduit. n

Exemple 1.2.11 Soit un entier naturel n. Notons Parg[n] 'ensemble des par-
titions de [n] en k blocs, et considérons ’ensemble S = {(o, 7)|7 € Parg[n], 1 <
k < mn,o € S[r]|} ou S[r] est I'ensemble des permutations sur #. I’ensemble S,
pondéré par v(o, ) = (—1)"~ 17|, n’est pas réduit. Soit (o, 7) € S.
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e Si chaque bloc de 7 est un singleton et si ¢ = 1y}, alors on pose (o' 7)) =

(o, 7).

e Sinon soit 7 le plus petit des chefs des blocs (minimum dans chaque blocs)
b tels que ou bien |b] # 1 ou bien |b| =1 et o(b) # b. Notons b, le bloc de
7.

— Si |by| # 1, alors on définit le couple (o, 7’) de la maniére suivante:
m = {id, b} Ugb € m, b b}, ot b = bo\{i}; o ({3}) = bo, o"(b) =
a(b,), o'(c71(b,)) = {i} et o'(b) = o(b) dans les autres cas.

— Si |b,| = 1 et o(b,) # b,, alors on définit le couple (o, 7) en posant

= {bYud{b € m, b # b, et b # (b)), ou b, = a(b,) U by;
a' (b)) = a(a(b,)), o' (c71(b,)) = b, et o'(b) = o(b) dans les autres

cas.

En posant ®(o,7) = (o', %), on vérifie facilement que & est une involution
pondérée telle que Fix(®) = {(1},),7,)}, 7, étant la partition triviale de [n]
dont chaque bloc est un singleton.

On déduit de ce résultat que S 7_o(—1)""*k!IS(n, k) = 1, S(n, k) étant le
nombre de Stirling de deuxieme espece [cf. L. Comtet (Co. 70)]. n

Proposition 1.2.12 Tout ensemble pondéré (A,v) admet une involution pon-
dérée réductrice.

Démonstration Considérons ’ensemble F des couples (B, ®pg) tel que B C A,
et ®p une involution pondérée réductrice de B telle que pour tout z € Fix(®p)
et tout y € A\ B, v(z) # —v(y), ordonnée par (B, ®g) < (B',®p/) < B C
B’ et 5 = ®p/|p. Il est clair que F est non vide car (B, ®g) € F. Si F admet
un élément maximal (A4,, ®,) alors A, = A. Car sinon soit 2 € A\ A4,.

i) S’il existe y € A\ A, tel que v(y) = —v(x), on prolonge &, sur A, U{z,y},
en posant ®,(z) = y.

ii) Sinon, pour tout y € A\ A,, v(y) # —v(z), et on prolonge ®, sur A,U{z}
en posant ®,(z) = z.

On obtient ainsi (B, ®) € F tel que (A,, ®,) < (B, ®). Ce qui contredit la
maximalité de (A4,, P,).

D’apres le lemme de Zorn [cf. P. Halmos (Ha 74)], il suffit de montrer
que F est inductif, c’est-a-dire que toute sous-famille totalement ordonnée de
F est majorée dans F. Or, si (B;, ®p,)icr est une sous-famille totalement or-
donnée, alors on vérifie facilement que le couple (B, ®pg) défini par B = U;c1 B;
et ®p(z) = Pp,(x) si @ € B;, est un élément de F et que c’est un majorant de
(Bi, ®B,)ier- [
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Proposition 1.2.13 Si C est une partie réduite de A telle que pour tout x € C
et tout y € A\C, v(z) # —v(y), alors il existe une involution pondérée réductrice

¢ de A telle que C' C Fix(®).

Démonstration: Il suffit d’appliquer le méme raisonnement a I’ensemble G des
couples (B, ®p) tels que B C A, &g une involution pondérée réductrice de B
telle que C' C Fix(®p) et pour tout 2 € Fix(®g), y € A\ B, v(z) # —v(y). =

Nous avons la proposition suivante qui est une variante et une généralisation
du principe des involutions de Garsia et Milne [cf. (Ga.-Mi. 81), ou Stanton et
White (St.-Wh. 86)].

Proposition 1.2.14 Soit (A, v) un ensemble pondéré A-sommable n’ayant qu’un
nombre fini d’éléments de poids nul. Si ® et U sont deux involutions pondérées
réductrices de (A,v), alors il existe un isomorphisme d’ensembles pondérés

v : Fix(®) — Fix(¥).
e

Figure 1.2: Graphe T’

Démonstration: Considérons le graphe I' sur A formé par la superposition des
graphes associés & ® et & U (figure 1.2). Chaque sommet étant de degré < 2,
les composantes connexes de I' seront soit des points isolés, soit des chaines, soit
des cycles.

e Les points isolés sont des éléments 2 de Fix(®) N Fix(V) , on pose alors
(@)=

e Toutes les chaines sont finies et de longueurs paires.

En effet, supposons qu’on ait une chaine infinie. Soit (;);en une telle chaine.
Pour chaque 4, on a v(z;11) = —v(z;). Donc pour tout ¢, v(z;) # 0 car il
n’existe qu’un nombre fini de points dont le poids est nul. Alors v(zg;) = v(20),
c’est-a-dire que dans 'anneau A, la famille (v(22;)):ien est une sous-famille non
sommable de la famille sommable (v(z)ye4). Ce qui est impossible, A étant un
anneau pondérateur.

Une chaine de longueur impaire reliera deux points fixes 2 et y de ® (ou
de W) et alors v(z) = —v(y), ce qui est impossible car Fix(®) et Fix(V) sont
réduits. De plus une chaine de longueur paire relie un point fixe x de ® a un
point fixe y de ¥. On pose alors y(z) = y.

e Un cycle ne contient aucun point fixe. ]
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Remarque 1.2.15 1. Si A contient une infinité d’éléments de poids nuls, il
est possible d’avoir une chaine infinie. Dans ce cas, 'existence d’une bijection
conservant le poids n’est plus assurée comme le montre le contre-exemple suivant:

[’ensemble des entiers naturels N, pondéré par v(2i + 1) = 2* et v(2i) = 0
est Z[[z]]-sommable. Les applications ® et ¥ définies par ®(2i + 1) = ¥(2: +
1) = 2+ 1, B(di) = 4i +2, B(4i +2) = 4i, B(0) = 0, V(4i + 2) = 4(i + 1)
et W(4(i + 1)) = 4i + 2 sont des involutions pondérées réductrices. De plus,
Fix(®) = {2i 4+ 1] ¢« € N} et Fix(¥) = {2t + 1] 7 € N} U {0} ne sont pas
isomorphes.

2. 1l en sera de méme dans le cas ol I'une des involutions, par exemple ®,
n’est pas réductrice, car on pourait avoir Fix(®)=Fix(¥)U{z,y} ol = # y et
v(z) = —v(y). n

Proposition 1.2.16 Si l'ensemble X des variables formelles est fini et A =
K[[X]], alors tout ensemble A-sommable A ne contenant qu’un nombre fini
d’éléments de poids nuls est fini ou dénombrable. n

1.3 [L-espeéces

Considérons la catégorie L des ensembles totalement ordonnés finis et iso-
morphismes. Nous utiliserons la notation 7 : [y, pour dire que 7 est 'unique
bijection croissante de [; sur [5.

1.3.1 Généralités

Définition 1.3.1 Une L-espéce pondérée F est un foncteur de la catégorie L
dans la catégorie &4 ; des ensembles A-pondérés sommables, out A est, rappelons-
le, supposé étre un anneau pondérateur [cf. Définition 1.2.2]. C’est-a-dire que
F est une regle qui permet d’associer a tout ensemble totalement ordonné fini
[, un ensemble pondéré sommable F[I], ’ensemble des F-structures sur [, et
a tout morphisme 7 : [5{" de L, un morphisme d’ensembles pondérés F[r] :
F[l] = F[l'], appelé transport des structures, vérifiant Flo o 7] = F[o] o F[7] et
F[1}] = 1pp)- Nous disons que I’ = F, est trivialement pondérée si pour chaque

structure s, v(s) = 1. n
a b & d
e
f
F

Figure 1.3: Une F-structure génériquesur [ ={a<b<c<d<e< f}

La figure 1.3 représente une F-structure générique.
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Définition 1.3.2 Un morphisme ¢ : FF — G est une transformation naturelle,
c’est-a-dire une famille ¢ = (¢;) de morphismes d’ensembles pondérés, ¢; :
F[l] = G[l], telle que pour tout 7 : [m le diagramme suivant soit commutatif:

(] [cn ]
Fir) alr]
[ ] [ 61|

Rappelons que si F -2 @ i> H sont deux transformations naturelles, alors la
composée 1 o, défini par (1) o ¢); = ¥ 0 ¢, est une transformation naturelle.
Nous obtenons ainsi la catégorie Lg; des L-especes.

Observons aussi que si ¢ est un isomorphisme, c’est-a-dire que pour chaque
[, est une bijection conservant le poids, alors ¢=! = (c,ol_l) est aussi une

transformation naturelle. On dira alors que F et GG sont isomorphes. ]

Remarque 1.3.3 1. Les transports de structures sont en fait des isomor-
phismes d’ensembles pondérés. Donc le poids total |F[[]|, des F-structures
sur [ ne dépend que de ||.

2. Etant donnés [ et m ou |I| = |m], le transport des structures s’effectue &
I’aide de I'unique bijection croissante 7 : [ = m. Souvent, ce transport
consiste a remplacer ¢ par 7(7), autrement dit il s’agit d’un réétiquetage.

3. Conformément a Bergeron, Labelle et Leroux[(B.L.L. 94), ou (B.L.L. 98)],
nous disons que deux structures s et s’ sur [ et !’ respectivement, sont
isomorphes si |I| = |I'| et F[o](s) = &', ou ¢ est I'unique bijection croissante
[=0'. Sil =1 alors s est isomorphe a s’ si et seulement si s = s’. Donc
la notion de type d’isomorphie est triviale dans le cadre des L-especes. La
notion de série indicatrice de cycles n’existe pas dans ce contexte. n

Définition 1.3.4 On appelle série génératrice (exponentielle) de F la série
F(t) = 3,50 faly, ot fo = |F[n]| est le poids total des F-structures sur
’ensemble [n] = {1,2,---,n}.

Exemple 1.3.5 1. Diverses constructions utilisant 'ordre peuvent étre consi-
dérées. Citons par exemple I'espece AT des arborescences croissantes, I’espece BT
des arborescences binaires croissantes, ’espece Alt des permutations alternantes,
etc. Remarquons que les séries associées sont

AT(t):log(%), 3%):%, ATE(E) = te(f) + sec(t).

2. Rappelons qu’une B-espece est un foncteur de la catégorie des ensemble
finis et bijections dans la catégorie &4 5 des ensembles A-pondérés sommables [cf.
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A. Joyal (Joy. 81) ou (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98)]. Toute B-espece donne lieu a
une L-espece. Plus exactement, on a un foncteur A : Bg, —Le, , F' — F?, tel que
sil= (U, <), alors FA[[] = F[U] et si 7 : [=m alors FA[r] = F[r]. Lorqu’aucune
confusion n’est & craindre, on écrira F au lieu de F*. De cette facon, nous avons
les L-especes suivantes: 0, ’espece vide; 1, 'espece de ’ensemble vide; I'espece
F, des ensembles de cardinal n; 'espece F des ensembles; 'espece T" des listes
de longueur n; 'espece L des listes; 'espece S des permutations; I'espece C' des
cycles; I'espece A des arborescences, etc. En particulier, 'espece des singletons
est dénotée T'. La série génératrice exponentielle de ces Li-espeéces coincide avec la
série génératrice de la B-espece associée. Ainsion a: 0(t) =0, 1(t) =1, E,(t) =
T (t) =t", E(t)=¢', L(t) =S(t) = 1, C(t) =log(t5). [cf. (B.L.L. 94)

u (B.L.L. 98)]. .

nm

Remarque 1.3.6 La donnée d’une L-espece I’ permet de construire une B-
espece F” en posant:

FilUl= 3 FlU,9),

<eL[U]

c’est-a-dire qu’on a un foncteur 3 :Lgs — Beo, F +— 2. Et si la série génératrice
de Fest F(t) = Y., faly, alors la série génératrice exponentielle F4(z) de Fj
est: FP(z) = Zn>; n'fn% = 3 oo faa™. Notons que FP est une B-espéce
asymétrique. [cf. (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98) ou (LaG. 85)]. n

Théoréme 1.3.7 Deux L-espéces F = F, et G = G, sont isomorphes si et
seulement si pour chaque n, il existe un isomorphisme d’ensembles pondérés
©n + F[n] = G[n]. En particulier, deux L-espéces trivialement pondérées, F et
G, sont isomorphes si et seulement si F(t) = G(t).

Démonstration: La condition est évidemment nécessaire. Si elle est satisfaite
alors, pour tout ensemble totalement ordonné [ tel que |I| = n, on définit ¢; par
o1 := Glo]o ¢, 0 Flo]™t, ot ¢ : [n]=1. La bijection ¢; conserve les poids car
0, et les transports de structures sont des isomorphismes d’ensembles pondérés.

Etant donnés 7 : [=sm et o’ : [n]=m, on a o/ = 7o par raison d’unicité. Done
F[r]F[o] = Flo'] et G[r]Glo] = G[o’], et le diagramme suivant est commutatif:

i .
/
}_,‘ Gln Glr]
F \
om Glm]

C’est-a-dire que G[r]¢; = G[r]Glo]p,Flo]™! = Glo |, Flo' |7 F[7] = @ FlT].
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Exemple 1.3.8 1. L(t) = S(¢t) = 4. Un isomorphisme LS est défini en
associant a la liste o : 222 ---2,, la permutation o tel que o(:) = x;. Un autre
isomorphisme est donné par la transformation fondamentale de Foata-Fuchs [cf.
(Fo-Fu 70)] que I'on peut décrire de la maniere suivante: étant donnée la liste
c=91210711418 3256, on lui associe la permutation ¢ obtenue en prenant
comme chefs de cycles, les éléments saillants, c’est-a-dire les minimum relatifs,
de gauche a droite (soulignés). Ainsi a notre o, on peut associer la permutation

o' =(91210)(7 11)(4)(18 32 5 6), décomposée en cycles.

De méme, BY(t) = L(t) = &. Un isomorphisme BT L, est obtenu en

projetant ’arbre binaire sur un axe horizontal.

2. AM(t) = C(t) = log(1X;). L’isomorphisme [cf. Burge (Bu. 72)] AT=C
peut étre décrit de la maniere suivante : étant donnée une arborescence crois-
sante A, les fils de chaque sommet seront ordonnés de maniere décroissante de
gauche a droite. La permutation circulaire o4 associée a A est alors la per-
mutation obtenue en effectuant un parcours en profondeur sur A (Voir figure
1.4).

o=(181211945107263)

Figure 1.4: Isomorphisme entre AT et C

Définition 1.3.9 Deux L-espéces pondérées F' et GG sont dites équipotentes si

F(t) = G(1). .

On dénote par F' = G cette relation d’équipotence. Remarquons que si
F ~ G alors F = G la réciproque étant généralement fausse. Par exemple,
'espece S, des permutations sur des ensembles de cardinal > 2, pondérée par
v(o) = Sgn(o) est non nulle, alors que S>3 ,(t) = 0. n

1.3.2 Opérations et isomorphismes canoniques

La classe des L-especes de structures est munie des opérations usuelles,
somme, produit, substitution, dérivation, et intégration, compatibles avec le
passage aux séries génératrices; c’est-a-dire que si * est une opération binaire
élémentaire, alors (F x G)(t) = F(t) * G(t). Soient donc ' = F,, et G = G,
deux L-especes dont les pondérations sont respectivement u et v, et soient [ et
m deux ensembles ordonnés tels que |l| = |m|, et 7 : {>m.
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Somme

Par définition la somme F'+( est le coproduit de F' et G dans la catégorie Lg;
. Nous avons donc (F + G)[l] = F[l] + G[I] (réunion disjointe). La pondération
est définie par w(s) = u(s) si s € F[l] et w(s) = v(s) si s € G[l], et le transport
des structures par (F'4 G)[1](s) = F[r](s) si s € F[l] et (F+G)[7](s) = G[r](s)
si s € G.

Figure 1.5: Une F' + G-structure sur [ = {a,b,c,d, e, f}

La figure 1.5 représente une F + G-structure typique. ]

Il est facile de vérifier que (F'+G)(t) = F(t)+G(t). De plus F+G =G+ F,
(F+G)+H=F+4+ (G+H),et F+0 = 0+ F = F. D’autre part, les
injections canoniques F' < F 4+ G et G — F 4+ G sont des morphismes de
L-especes. Et si ¢ : FF — H et ¢ : G — K, sont deux morphismes de LL-
especes, la propriété universelle du coproduit F 4+ G nous permet de définir
I’unique morphisme ¢ + ¢ : '+ G — H + K tel que le diagramme suivant soit
commutatif:

[F] = [F+c] « [4]
S v
[A] = [H+K] « [K]

Il est uniquement déterminé par la relation (¢ + ¥)(s) = ¢(s) si s € F[I] et
(p+¥)(s) = 1(s) si s € G[I]. Et si ¢ et 1p sont des isomorphismes, alors ¢ +
en est un également. Nous avons alors la proposition suivante, précisant le
comportement de la composition des transformations naturelles introduite plus
haut par rapport a la somme.

Proposition 1.3.10 Etant données des transformations naturelles F; —5 G

% H;, (i =1,2), nous avons (11 + 12) o (g1 + ¢2) = (1 0 1) + (P2 0 ¢2).

Démonstration: Soient [ un ensemble totalement ordonné et s € (I} + F3)[l].
Si s € Iy[l] alors (@1 4+ ¢2)(s) = ¢1(s) € G1[l]. Done (11 4 1h3) o (¢1 + ¢2)(s) =
(11 4+ P2)(@1(s)) = ¥1(e1(s)). Sinon, s € Fy[l], et on aura (11 + ¥3) o (¢1 +
pa(s)) = ¥2(pa(s))- .

Notation Si ¥ : G — K est un morphisme, nous posons F' + ¢ := 1p + % et
Y4+ F =Y+ 1F.
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Produit

Le produit de deux L-especes F' = F, et G = G, est défini par (F -G)[l] =
>t 41,=1 Flli] x G[lo], ol la notation Iy 41 = [ veut dire que la somme est prise
sur tous les couples (/y,[3) de sous-ensembles totalement ordonnés de [ tels que
ll N 12 = @ et ll U 12 =1 (Figure 1.6)

c d e
a b f
F G

Figure 1.6: Une F - G-structure sur [ = {a,b, c,d, e, f}

Une F' - G-structure est donc un quadruplet s = (Iy,13,81,82) o [y + I3 =
l, sy € F[li] et s3 € G[l3], la pondération étant définie par w(s) = u(sq)v(sy), le
transport des structures par (F-G)[7](l, l2, 51, S2) = (my, mg, Fl11](s1), G[m2](s2)),
ou m; =1;i(l;) et 7 =T|p;.

Proposition 1.3.11 Etant donné des L-espéces F et G, (F-G)(t) = F(t)G(t).

Démonstration On a

|F-Glollw =220 =) FT] X Gl = 320, =y T - |G
=2 ko (IFIR] - |Gln = K]l = nl["](F ( )G (1)) .

Remarquons que cette démonstration utilise la propriété 2 des anneaux
pondérateurs [cf. Définition 1.2.2], a savoir que le produit d’ensembles som-
mables est sommable.

Considérons maintenant ¢ : F — H et b : ¢ — K deux transformations
naturelles de L-espeéces. On définit le produit de p et ¥, - : F-G — H - K,
en posant (¢ -¥); = 32 1 _;¢n X Yy, cest-a-dire que (¢ - )il 12, 51, 82) =
(117 127 YL (81)7 ¢l2 (82))'

Proposition 1.3.12 a) Le produit ¢ -1 est une transformation naturelle de
L-espéeces.

b) Posons ¢ -G = ¢ -1 et H -1 = 1y - 1. Le diagramme suivant est
commutatif:

/ wa
-H K
F\A w- K

c) Si ¢ et i sont des isomorphismes, alors ¢ -1 est un isomorphisme. n
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Démonstration: a) Soit 7 : [5m. Il s’agit de montrer que le diagramme
suivant est commutatif:

(oo <-4 [or )

(F -G | l(H KD

F

Soit s = (Iy, 13, 81, 82) € (F-G)[l]. Posons m; = 7(l;) et ; = 7|;,. En remarquant
que ¢ et 1 sont des transformations naturelles, on a

(H - K)[r]o(¢-¥)i(s) = (H - K)[7](l, 12, ¢1,(s1),
= (my,my, H[m(] 0 @1, (51),
= (m1, ma, o, 0 Flr1](s1)
Z o ;

Vi1, (s2))

K[rs] 0 91, (s2))
s s 0 G[12](52))
1), Gm2](s2))

o V)m (mhm% Flr]

b)m o (F - G)[7](s).

b) Montrons que (H -¢)o (¢-G) = ¢ -1. Si s = (ly,ls, 51, 52), alors (H -
Do (¢ Gils) = (H - )il by iy (s1),52) = (hs Loy 1, (1), 9 (52)) = (- 9) (5)-

c) Facile a démontrer en utilisant la proposition suivante. n

Proposition 1.8.13 Etant données F; =5 G, BN H;, (i=1,2), alors

(1 -1h2) o (1 p2) = (Y1 0¢1) - (Y20 02).

Démonstration: Nous avons

(1 -h2) o (1 - p2) (L Loy s1,82) = (V1= P2) (L1, 2, p1(51), 2(s2))
= (l1, 12, ¥1(p1(51)), Palp2(s2)))-

Proposition 1.3.14 a) Etant données des L- especes I, G, H et K, nous avons
F-G~GF,F-(GH)~(F-G)H,F-1=1F=F, et (F+G)- H_FH—I—G H.

b) Etant données des transformations naturelles wit F, = Gy, (1 <1<3),
le diagramme suivant est commutatif:

(Fi+ F)-Fs| | F1-F34+F-F3

(wl-l—wz)wsl lwrws-l—wzws

(Gh +G2)-Gs —>|G1'G3+G2'G3|

Démonstration: Il suffit d’utiliser les définitions. n
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Composition partitionnelle ou Substitution

Soient F' = F, et G = G, des L-especes pondérées, avec G(§) = (. La
composition partitionnelle ou substitution de F par G est la L-espece F(G),
notée aussi F'o G, définie par: F(G)[l] = 32 cpapy FI7] X I1,e, Glpl, ot Par(l]
désigne ’ensemble des partitions de [. Une F(G)-structure est donc un triplet
s = (7, o, (Sp) per) OU 7 est une partition de [, o € F[r] et s, € G[p] (Figurel.7).
On parle alors d’une F-assemblée de G-structures. La pondération est définie
par: w(s) = u(a)ll,c v(sy) si s = (7, , (Sp)per). Pour le transport des struc-
tures, remarquons qu’un isomorphisme d’ensembles totalement ordonnés 7 : [ =1’
transforme chaque partition 7= de [ en une partition #’ de I’, et induit une bi-
jection 7, : 757, ol pour chaque p € ®, 7.(p) = {7(2),2 € p}. On pose alors

F(G)[r](s) = (x', Flre](), (G7[p]($p) )per) - .

Figure 1.7: Une F(G)-structure sur [ ={a <b<c<d<e< f}

Proposition 1.3.15 Si F et G deux L-espéces telles que G(§) = 0, alors
F(G)(t) = F(G(1)).

Démonstration: Posons f, = |F[n]|, et g, = |G[n]|,. Par définition, une
F(G)-structure est un triplet (7, &, (s,)per), ot T est une partition de [n], a une
F-structure sur 7 et s, une G-structure sur le bloc p. Choisissons d’abord une

partition ordonnée w, ayant k classes non vide de cardinales ny,no,---,ng. 1l
est clair que le nombre de facon de choisir une telle partition est (77‘17?2774@) Donc

le poids total des F(G)-structure sur [n] est

F@OE =Y Y filaden) A0, = nIEIF(G(),

— K
k=0 E]=1 ny=n
en remarquant que la division par k! revient & ignorer 'ordre des blocs. n

Soit ¢ : ' — H et ¥ : G — K, deux transformations naturelles de L-
especes. Supposons que G(0) = K(0) = . Alors la composée partitionnelle

w() : F(G) — H(K) est définie par ¢(v); = ZWEPar[l] er X (Hperthy), cest-a-
dire-que (@(v))i(7, @, (sp)per) = (7, or(a), (¥p(sp))per)-

Proposition 1.3.16 a) La famille ¢(1) est une transformation naturelle de
L-espéeces.

b) En notant ¢(G) = ¢(lg) et H(y) := 1y (), le diagramme suivant est
commutatif:
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o(G
(¥)

(¥)
o o
F(%; w(K)

F(K)

c) Si ¢ et 1 sont des isomorphismes, alors ¢(v) est un isomorphisme.

Démonstration a) Montrons que si 7 : [5m, alors le diagramme suivant est
commutatif:

Soient s = (7, f, (8p)per) € F(G)[I], 7" : #>x’ la bijection induite par 7, 7, = 7|,
la restriction de 7 & p. En remarquant que ¢ et 1 sont des transformations
naturelles, on a

H(K)[rJow(d)ls) = HEK)F}(% er(f)s (Vu($p))pen

b) H(¥) o p(G)(s) = H($)(7, ¢x(f); (sp)per)) = (7, @x(f)s (¥p(5p))per))-

c) Facile a démontrer en utilisant la proposition suivante. n
Proposition 1.3.17 Soient F; 2% G, LN H;, v =1,2. 5i les substitutions

Fi(F) %) Gy(Ga) ") 1y (1)

sont définies, alors (11 0 1) (12 0 2) est définie et
V1(1ha) 0 p1(p2) = (1 0 ¢1) (2 0 @2).

Démonstration: Nous avons

b1(2) 0 pr(@2) (T, s (splper) = Y1(¥2) (75 p1(a), (¢2(sp) )per)
= (7, d1(@1(a)), ($a(p2(5p)))per)-

Proposition 1.3.18 a) Si F, G, et H sont des L-espéces telles que H(0) =0,
alors:

i) F(G(H)) ~ (F(G))(H) et T(F) = F(T) = F, T étant l’espéce des singletons.
i) (F+G)H)~FH)+G(H), et (F-G)(H)~ F(H)-G(H).

b) Etant données des transformations naturelles ¢; : F;, — G;, 1 <1 < 3,
les diagrammes suivants sont commutatifs:
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((F+R)B) | [ AE) +BE)| [ R ) Fa(F)
(o1 + ¥2)(¥3) l l%(@s) + w2 (p3) (1 - ¥2) l l%(@s) w2 (p3)
‘(G1+G2)(G3)‘—>‘G1(G3)+G2(G3)‘ ‘(Gl - Go)( Gs)‘—>‘G1 G3) - G2(G3)‘

Démonstration Cette proposition est évidente en passant par les définitions.

Remarque 1.3.19 1. En général F(G + H) # F(G) + F(H), F(G-H) #
F(G) - F(H), et F(G) # G(F).

2. Comme l'espece T est neutre pour la composition partitionnelle, on peut
écrire F'= F(T).

Dérivation

La dérivée I’ de F,, aussi dénotée par %F, est définie par F'[I] = F[I'], ou l' =
14, 1, la pondération étant définie par w(s) = u(s), ou s € F[1 4+, 1], et le
transport de structures par F'[r] = F[r'l,ou 7 = 14,7 : 1 +, (31 4+, m
La figure 1.8 représente une F’-structure sur {a,b,c,d, e, f}. Notons aussi que

(F))(1) = (F(1)"

Figure 1.8: Une F'-structure sur [ = {a,b,c,d,e, f}

Proposition 1.3.20 Si ¢ : F — G est une transformation naturelle, alors
¢ F' — G’ définie par ¢} = @14, est une transformation naturelle. Si ¢ est
un isomorphisme, alors ¢' est un isomorphisme.

Démonstration C’est évident sachant que F'[r] = F[1 +, []. "

Nous obtenons ainsi un opérateur de dérivation % sur Lg, , qui, a F associe
d S /) 3 : sy d V]
7P = F', et a une transformation naturelle ¢, associe ¢ 1= ¢'.

Proposition 1.3.21 L’opérateur de dérivation % induit des isomorphismes:
o: (F+G)YSF + G,
2.0 (F-GYSF -G+ F-G' (Formule de Leibnitz),
3.0 (FoG)YSF'(G) -G (Régle de dérivation en chaine).

De plus, si o : F — G ety : H— K sont des morphismes de Lgs , alors
les trois diagrammes suivants sont commutatifs:
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crl lg A A
e A e N e PR vy oy

—»

FUG) -G |2 Y Ty K

Démonstration: 1. Nous avons (F + G)'[l] = (F+ G)[1+,1] = F[1 4+, ]+
Gl +,1] = F'[l]+ G'[l] = (F' + G")[I]. 1l suffit alors de poser o(s) = s si
s € (F‘|‘G)[1+o l] :F[l‘I'ol]‘l’G[l‘l'o l]

2. Ona (F-G)Y[l] = (F-G)[1+,1] = > 41,=14.0 Fll1] x G[lo]. Soit
s = (l1,12,81,82) € (F-G)'[l] et posons 1 = {0} avec 0 ¢ [. Si 0 € [y, alors
li = 14,1 avec | = I} +, I3, et sy € F'[l{]. Donc s € F'[l{] x G[l3]. On
pose alors A\;(s) = A(l1,l2,81,82) = (l1,12,81,82) € (F' - G)[l]. De méme si
0 € ly, alors s € (F[lLh]) x G'[l}]) ou lya = 14,1, et I =11 +, 1. On pose alors
Ai(s) = Al lg, s1,82) = (l1, 2, 81, 82) € (F - G’)[l] Il est alors facile de vérifier

que:

M) = AVt = > (Sraans i)t > (1, Y1e,) = (¢ 0+8-¢) A

lh+lx=l lh+lx=l

3. On a [F(G)]l] = [F(G][L 4o ] = X reparit.g FI7] X HperGp]. Soit done
7 € Par[l 4+, [] et notons p, = 14, [3 le bloc de 7 contenant le nouvel élément
minimum 0, et Iy = [\ ls. Alors 7’ = 7\ {p,} est une partition de /4. Sachant
que 'ordre de 7 est 'ordre induit par les éléments minimums, nous avons p, < p
pour tout p € w. Dans = remplacons p, par un bloc vide supposé inférieur a tous
les autres blocs. Par transport de structures, on peut considérer la F-structure
sur 7 comme une F-structure sur 1+, 7’. Nous pouvons écrire:

[F@E= > (> Fli+, )< (J] Gl)) x G[1+, 5]

141 =l W'EPaI‘[ll] pEmr!

Si s = (m,0 (sp)per) € [FG = [F(G)[1 +, 1] , nous posons di(s) =
(L1, po, (140 7'y e, (Sp)pent), Sp,) 0t 1 = {0} C po, 7" =7\ {po}, et [1 = Uperp.

i)

Figure 1.9: Regle de dérivation en chaine.
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D’un point de vue géométrique, on détache la G-structure contenant I’élément
minimum 0 et on la remplace par un bloc vide (Figure 1.9). La commutativité

du diagramme en découle immédiatement. m
Intégration

L’intégrale fF f F(X)dX de F = F, est définie par ([ F)[0] = 0, et
sil 0, (fF){] = F[l"] ot l = [\ {min/}. La pondération est deﬁnle par

w(s) =wv(s) si s € F[l_]7 et le transport de structures par ([ F)(r) = F(r7), si
TilSmyl#Qet 77 = 7.

Figure 1.10: Une fo X)dX-structuresur = {a <b<ec<d<e< f}

La figure 1.10 représente une fo X)dX-structure sur [ = {a < b < c<
d < e < f}. Remarquons que lelement minimum @ ne fait pas partie de la
F-structure, mais il fait partie de la fOT F(X)dX-structure.

Proposition 1.3.22 a) Nous avons (foT F(X)dX)(t) = fJF z)dx

b) Si ¢ : F — G est une transformation naturelle, alors [¢: [F — [G
définie par ([ ¢); = ©\min! €st une transformation naturelle. Si de plus ¢ est
un isomorphisme, alors [ ¢ est un isomorphisme.

¢) [F'=Fy et ([F) =F, ou Fy est défini par F [I] = F[I] sil # 0 et
Fy(0) = 0. En d’autre termes, F = F(0) + [ F'.

d) Soient F, G, H, et K des L-espéces. Alors
i) fOT(F—|-G)(X)dX: [T P(X)dX + [ G(x)dX.

i) [T FGX)NG(X)dX ~ [FTDPY)dY = ([ F)(G), si G(0)=0. =

1.4 Réduction des L-especes

Rappelons que si F' et GG sont trivialement pondérées et si F' est équipotente
a G (I’ = @) alors F est isomorphe a G (F ~ ) (Prop. 1.3.7). Dans ce qui
suit, nous étudions le cas ol les pondérations de F et GG ne sont pas triviales.
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1.4.1 La notion de réduction

Définition 1.4.1 Une involution pondérée d’une LL-espece pondérée F' est une
famille & = (®;), d’involutions pondérées ®; : F[I] — F[l], compatibles avec les
transports de structures. L’involution pondérée ® est réductrice si pour tout
I, ®; est réductrice, c’est-a-dire que Fix(®;) est réduit. "

Rappelons qu’un ensemble pondéré (A, v) est réduit si pour tout z et y € A,
si @ # y alors v(z) # v(y) [cf. section 1.2].

Lemme 1.4.2 Toute L-espece pondérée admet une involution pondérée réductrice.

Démonstration: Pour tout n, soit ®, : F[n] — F[n], 'involution réductrice
définie par la proposition 1.2.12. En posant, pour tout [, ®; := F[o;] o &, o
Floy]7!, ot 07 : [n]=1, on obtient une involution pondérée réductrice, de F'. m

Définition 1.4.3 1. La L-espéece G est dite une sous-espéce de F si pour
chaque [:

i) Gl < F[I;
ii) Pour tout o : I=m, Glo] := Flo]|ap)-

iii) Pour chaque s € G[I],w(s) = v(s) ot v et w sont les pondérations
respectives de F et G.

2. Une L-espece pondérée F = F,, est dite réduite si pour tout [, I’ensemble
pondéré F[l] est réduit. "

Exemple 1.4.4 a) Soient F' et GG des L-especes réduites. Alors F' et [ le
sont, mais F' + G, FG et F(G) ne sont pas toujours réduites.

b) Tespece S des permutations pondérées par v(a) = sgn(a)t°(?) est réduite
(Exemple 1.2.8).

Proposition 1.4.5 Toute espéce pondérée admet une sous-espéce réduite, qui
lui est équipotente.

Démonstration: Etant donnée une involution pondérée réductrice ¢ de I =
Py, la sous-espece Fieqa) telle que Floq(q)[l] = Fix(®;) est réduite. De plus
| Frea(@)[l]o = |Fix(®;) |, = [F[]]], (Prop. 1.2.6). "

Proposition 1.4.6 Soit F' = F, une L-espéce telle que pour chaque entier n,
{s € Fy[n]lv(s) = 0} soit finie. Si & et ¥ sont deux involutions pondérées
réductrices de F', alors Freqa) ~ Freq(w)-
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Démonstration: En effet ® et ¥ étant réductrice, la proposition 1.2.14 montre
que pour chaque n, il existe un isomorphisme d’ensembles pondérés v, : Freq(a) [n]
— Fred(q,)[n]. La proposition 1.3.7 nous donne alors le résultat. n

Un représentant de cette classe d’isomorphisme sera noté Fi.q et sera appelée
la réduite de F.

Définition 1.4.7 1. La pondération v d’un ensemble pondéré (A, v) est dite

monomiale si pour tout s € A, v(s) est de la forme v(s) = (=1)")z"() on
x = (x1,--,x) les (z;) étant des variables formelles indépendantes, v(s) =
(v1(8), - ,vi(s)) € NF, ¢(s) € Net 2¥(5) = wlfl(s)xgz)(s) . .xzk(s).

2. On dira que F est une L-espéce monomialement pondérée si pour tout [,
la pondération v; de F[I] est monomiale. "

Il est clair que la classe des L-especes monomialement pondérées est stable
pour les opérations élémentaires: addition, multiplication, composition, dérivation
et intégration.

Théoréme 1.4.8 5t F = F, et G = (5, sont deuxr L-espéces monomialement
pondérées telles que F' = G, alors Freq = Gred. Fn particulier si F' et G sont
monomialement pondérées réduites, alors on a 'équivalence F ~ G < F =G,

Démonstration: Notons d’abord que si F' est monomialement pondérée et
si s1 et sy € Fred[l], alors v(s1) = v(s2) & v(s1) = v(sz). Pour n € N et
a=(ay,---,a;) € N*, posons A, o(F) = {s € Fea[n]|lv(s) = a}. Dans ce cas, si
set sy € A, () alors v(s) = v(sq).

Supposons que F' = G. Alors |A, ,(F)] = |A,,.(G)| et pour tout s €
Ana(F), s € A, q(G), v(s) = w(s). En effet Feq(t) = Greal(t). Donc si
(—1)k(“)n![x“t”]Fred(t) = Cp,q alors ¢, 4, = |4, .(F)| = |An.(G)]. Soit alors
Ona t Ana(F) = Ap o (G) une bijection. On peut prolonger les (¢, ,) en une
bijection ¢, : Fred[n] = Grea[n], conservant le poids. 1l suffit d’appliquer la
proposition 1.3.7. L]

Remarque 1.4.9 Le théoreme précédent stipule qu’une L-espece monomiale-
ment pondérée réduite est caractérisée par sa série génératrice, dans le sens ou
on a “équipotencesrisomorphisme”, dans ce cas. Cette équivalence n’est plus
valable si on enleve I’hypothese de pondération monomiale. En effet, I'espece
T2+ T-a0+T(a)4as)2 dont le poids total est nul n’est pas isomorphe a I’espece
vide. m

Définition 1.4.10 La pondération v d’un ensemble A est dite admissible si
pour toute partie réduite B de A, telle que |B|, = 0 on a B = ().



29

Exemple Les pondérations monomiales sont admissibles.

Supposons donc que les pondérations sont admissibles. La proposition sui-
vante nous montre alors que toute sous-espece réduite équipotente a F' peut étre
définie par les points fixes d’une involution réductrice.

Proposition 1.4.11 La pondération de F étant admissible, une sous-espéce
réduite H de I’ est équipotente a F si et seulement si il existe une involution
pondérée réductrice ® de I' telle que H = F y3)-

Démonstration La condition est suffisante. Elle est aussi nécessaire. En effet,
si H = F, alors pour chaque I, |H[l]|, = |F[l]|s, donc |F[I]\ H[l]|, = 0. Soit ¢;
une involution pondérée réductrice de F[{]\ H[I] (prop. 1.2.12). On a |Fix(¢;)|, =
0, donc Fix(¢;) = 0, la pondération de F étant admissible. Tl suffit de prolonger
¢1 en une involution ®; : F[l] = F[l], en posant ®;(s) = s si s € H[I]. "

Corollaire 1.4.12 Sila pondération de F' est admissible et si H et K sont deux
sous-espéeces réduites de F, équipotentes a I, alors H ~ K.

Démonstration La proposition 1.4.11 montre qu’il existe des involutions pon-
dérées réeductrices ® et W telles que H = Fieqe) et K = Freqep). 1l suffit alors
d’appliquer la proposition 1.4.6. ]

Remarque 1.4.13 La condition “H et K équipotentes & I est nécessaire. En
effet si F =T, +T,+To, H=T, + T, et K =Ty, alors H= K mais H et K
ne sont pas isomorphes. "

Proposition 1.4.14 Soient F et G deux L-espéces, dont les pondérations sont
admissibles. Alors on a les isomorphismes suivants.

1. (F/)red =~ (Fred) 2. (f F)red =~ f(Fred)
3. (Fred + Gred)red =~ (F' 4+ G)red 4. (Fred - Gred)red =~ (- G)rea
5. (Fred(Gred))red =~ (F(G))red'

!

Démonstration: Soit & : FF — F et ¥ : G — G des involutions pondérées
réductrices.

1. On peut définir une involution pondérée réductrice &' : F' — I’ en posant
¢} := ®y4 5, on a alors Fix(®))=Fix(P14,1).

2. On définit une involution pondérée réductrice ([ ®): [ F — [ G en posant
([ @)1 = ®p\mini-

3. 1l suffit de remarquer que (Fred + Gred)red [1€SP.(Fred * Gred)red, T€Sp.
(Fred(Gred))red] €t (F 4 G)rea [resp. (F - G)red, resp. (F(G))red] sont des sous-
especes réduites de F'+ G [resp. F -G, resp. F o], équipotentes a F'+ G [resp.
F -G, resp. Fod]. "
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Notation 1. Soient & € A et F' = F, une L-espéce pondérée par v. On note
ol la L-espece F pondérée par w telle que w(s) = awv(s), pour chaque structure
s; c’est-a~dire que aF,, = F,,. En particulier on écrira —F pour (—1)F.

2. Etant donnée une L-espece pondérée F', nous notons F't la L-espece telle
que FT[P] = @ et FT[{] = F[l] si [ # (. Remarquons alors que F' =1+ Ft =
1— (=F7).

Exemple 1.4.15 1. Pour toute L-espece F'; F' + (—F) = 0. Une involution
pondérée réductrice est définie en associant a une structure s, la méme structure
dont le poids est multiplié par —1.

2. L étant ’espece des listes, on a (1 —T) - L = 1. En effet, une involution
pondérée sur L 4 (=T) L, dont le seul point fixe est la liste vide, est donnée par
la figure 1.11. Plus généralement, si F' est une L-espece telle que F'(0) = 1 alors,
en substituant (—F*) dans la relation précédente, on obtient F'- L(—=F*)=1.
Ce résultat nous permet de définir, & équipotence pres, l’inverse multiplicatif de
F comme étant L(—F71). Remarquons que si F est monomialement pondérée,
alors L(—F%) I'est aussi.

[.1 %%494>49._.} = [%—.%4>—-.>—.}

Figure 1.11: I’équipotence (1 = T) - L =1.

Par exemple, si on prend FF = F D'espece des ensembles, 1’équipotence
F - L(-F%) = 1 se traduit analytiquement par L(—ET)(t) = e7'. Or une
liste d’ensembles non vides pondérés par —1 sur [n] est un couple formé par une
partition de [n] en k blocs dont chaque bloc est pondéré par —1, et d’une permu-
tation de [k]. Donc |L(—E+)[n]] = S 7o (—1) kLS (n, k). On retrouve l'identité
Yo (=1)*EIS(n, k) = (=1)" de I'exemple 1.2.11.

3. FEtant donnée une arborescence binaire croissante b, appellons hauteur
droite (resp. gauche) d'un sommet s € b, le nombre d’arétes droites (resp.
gauches) du chemin reliant s & la racine, et posons v(b) = (=1)%(®), ot do(b) le
nombre de sommets de hauteur droite 0.

La bijection illustrée par la figure 1.12 est une involution pondérée réductrice
dont ’ensemble des points fixes est vide si le nombre de points est supérieur ou
égal & 2. Remarquons que ’espece B} est isomorphe a ’espece L._1~ des listes
dont les éléments saillants de gauche a droite sont pondérés par —1 ou a 'espece
S<_1> des permutations telles que chaque cycle est pondéré —1. Il correspond
donc & I’égalité “exp(—log(1)) = 1 — 7, ou a lidentité: Y_p_, (—=1)%c(n, k) =
0, sin > 2ot ¢(n, k) = (—1)""*s(n, k) est le nombre permutations de [n] ayant
k cycles, s(n, k) étant les nombres de Stirling de premiere espece [cf. (Co. 70)].
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Figure 1.12: L'identité S7_, (—1)%¢(n, k) = 0.

1.4.2 Décomposition canonique des L-especes

Chaque entier naturel £ peut étre considérée comme une L-espece k en
posant k =1+1+---+1, c’est-a-dire qu’on a k structures sur le vide, que 'on
peut noter 0,0y, -+, 0.

Définition 1.4.16 Ftant donnés un entier naturel k et une L-espece F' = F,, on
appelle espece des F-structure k-colorée, et on note k - I, le produit de 'espece
k par 'espece F.

Une k - F-structure sur [ est donc un couple (§;,s) ou 1 < j < ketsé€
F[1], le poids étant défini par w(0;, s) = v(s), et le transport de structures par

(k- F)[0](0,5) = (0, Flo](s))- .

Proposition 1.4.17 Toute L-espéce pondérée dans U'anneau A = Z[[z]], est
équipotente a une somme de LL-espéces monomialement pondérées réduites. Si
de plus F est une L-espéce monomialement pondérée et réduite et si |F[n]|, =

Zkzo (- 1)y(n’k)ank96k, alors

P~ ZZ(—l)”(”’k)xkank o

n>0 k>0

Démonstration Il suffit de remarquer que si /7 = F, une L-espeéce telle que
Fy(t) = 250 fuks, avec f, = |F[n]|, = Zkzo(—l)”(”’k)ankxk € A alors F =
Y ns0 2ok>o(@nk - F)y, chaque élément s de a,j - F,, étant pondéré par v(s) =
(1)t .

Considérons le cas général d’un anneau pondérateur A quelconque. FEt soient
F une L-espece pondérée, o € A, et n € N. L’ensemble {s € F,[n]|v(s) = a}
est fini. Posons ¢, o(F) = |{s € F,[n]|v(s) = a}| et notons F, , l'espece des
ensembles de cardinal n, pondérée par «. La proposition suivante est un théoreme
de décomposition des L-especes.
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Théoréme 1.4.18 Pour toute L-espéce pondérée ' = F,, on a

F=3"Y cnalF): Fpa

n>0 a€A

Démonstration Pour chaque couple (n,a), soit ¢, , : {s € F,[n]|v(s) = a} —
Cno(F) - B, o[n] une bijection. 1l est clair que ¢, , conserve le poids, et se
prolonge de maniére unique en une bijection ¢, : F,[n] — ZaEA[[T]] Cnol(l) -
E, «[n], conservant le poids. "

Notons, d’une part, que E, g(m-T) = m" - E, 5(T) et, d’autre part, qu’une
E,(Fy)-structure est une partition de [mn] en n blocs de taille m. Donc

Fro (i) = 8 - By 01y = 21,707, ety = - 7,

Proposition 1.4.19 Soient FF = F, et G = G, deuxr L-espéces pondérées.
Alors

i) F'~ G < Pour tout couple (n,a), c, o(F) = ¢,0(G).
i) ¢po(F 4+ G)=cpolF)+ cnalG).

i)

Cnoz F G Z Z nl,nQ CnlﬂJ' F)Cn2ﬁ(G)

w-f=ani+nz2=n

iv)

n k
aa(F@) =Y Y S il lmoes () [ enn (G)

k=1mn1+n2+--+np=n 51_[@ 1 M=o i=1

V) Cna(F') = cpy1,0(F), et coo([ F) = cno10(F).

Démonstration i), ii), et v) sont évidents.
iii) Pour [ et o donnés, 'ensemle Cy,(F) = {s € F,[l]|v(s) = a} est fini. 1 est
clair que

(F-GN= > Y CpulF)x (CipG).

li+la=1(u,B)ehA?

Soit aw € A. Nous avons C1o(F - G) =32 11,12 5-0 Cliu(F) X Cpp 5(G). En
effet, si s = (l1,l2,51,52) de C1o(F - G) et si u(sy) = p et v(sy) = J, alors
§ = (s1,82) € €y u(F)) X (Cr 5(G)) et w(3) = ulsi)v(s2) = pf = @ = w(s).
Et réciproquement, soient [y,ly tels que [y + Iy = [ et pu, 3 tels que uf = «,
et soit § = (s1,52) € Oy u(F) x C,5(G). Si s = (l1,la,51,52), alors w(s) =
u(sy)v(sz) = pf = a. Donc s = (l1,13,51,52) € Cp1o(F - G). Le résultat s’en
déduit de maniere évidente.
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iv) De la méme maniere,

FeM= Y FI[[cWl= > QO Crp(P) IO Coul@)).

m€Par(l] peET mePar[l] BEA PET uEA

Etant donné o, Cra(F(G) = ¥ repar) La(] o, ip)=o Crt (F) Tyen Couiy (G).
En effet, une F(G)-structure est un triplet s = (7, f, (gp)pex) o ™ € Parl], f €
Flr] et g, € G[p]. Si u(f) = B et v(sy) = pp, alors 5§ = (f,(9p)per) €
Cr5(F) [ er Cpoup (G). Et réciproquement. n

Proposition 1.4.20 Soit F = F,, une L-espéce pondérée dans un anneau
A = K[[X]]. Alors,

1) Cn,a (Fred) = sup{O, Cma(F) - Cn7_a(F)}

ii) I est réduite si et seulement si pour tout o € A, ¢, o (F)ep—o(F) =0

iii) Mon (X ) étant l’ensemble des monomes commutatifs dont les variables sont
dans X et

—Mon(X) = {—u, p € Mon(X)}; F est monomialement pondérée si et seule-
ment si pour tout o tel que ov ¢ Mon(X) U (—Mon (X)), ¢, o(F) = 0.

Démonstration i) Soient ), , = {s € F[n]lv(s) = a} et ® une involution
pondérée réductrice de F. Pour tout s € C,, , on a ®,(s) = sou ®,(s) € C), _,.
Comme & est réductrice, si ¢, o(F) < ¢, _o(F), alors Fix(®,) N C,, = 0,
done ¢, o(Fred) = 05 sinon ¢, o(F) > ¢u—o(F), et dans ce cas ¢, o(Fred) =
Cna(F) — e o(F).

ii) Rappelons que F est réduite si et seulement si pour tout n, s,s" € F[n],
si s # &, alors v(s) # —v(s'). Sl existe s € F[n] tel que v(s) = a, il est clair
que pour tout s € F[n], v(s') # —a.

iii) 1l suffit de se rappeler que la pondération v de F' est monomiale si et
seulement si pour toute F-structure s, v(s) = (—1)<=)¢"(), n

1.5 L-espeéces multisortes

Une extension a plusieurs variables des résultats précédents est possible.

1.5.1 Définitions générales

Définition 1.5.1 1. Une L-espece F = F, a r sortes est un foncteur F de la
catégorie produit L” = L x L X - - - X L (r facteurs) vers la catégorie £ 5. C’est
donc une regle qui permet d’associer:

e & un r-uplet [ = (Iy,lz,---,l,) d’ensembles totalement ordonnés, un en-
semble pondéré A-sommable F[l] = F[ly,ls, -+ ,1.], qui est 'ensemble des F'—st-
ructures sur [.
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e i tout isomorphisme 7 = (71,72, , 7)1 L = (I, Loy -+, 1) 2 = (13,15, -+, 1),
un isomorphisme d’ensembles pondérés F[7] : F[l] — F[I'] de telle sorte que

Floort]=F(o)o F(r) et F(1;) = 1pp.
2. Un morphisme ¢ : F' — (' est une transformation naturelle.

3. La série génératrice (exponentielle) de F est la série:

n14n2 n
tl t2 ...trr

F(ty,ta,---,t,) = E T ',0uan17...7nr:|F[n1,---,nr]|.
N1 NNy
n1 e nr 20
La L-espece F se note aussi F(Ty,---,T,) ot la variable T; représente la i
sorte de points. n

En utilisant I'identification (I1,lg,---, )=, x) ou l =11 +,la +5 - - - +4 I [cf.
section 1.1], on peut étendre facilement les opérations au cas multisorte. Dans la
suite, pour simplifier la notation, nous écrivons [ pour (I, x), et pour tout I’ C [
nous écrivons !’ pour (I'; x|y).

e La somme F' + G de deux especes a r sortes I’ et G vérifie
(F+ &)l = FlI + G-
e Le produit de deux especes a r sortes I’ et G vérifie

(F-an= |J FIxacp.

V=l
e La dérivée de F' par rapport a la sorte T}, est I'espece %, définie par
oF
Uy i ) = F(lyy e Ly Ly oo 1),
8TZ( 15 ’ ) ( 1 + )

e L’intégrale de F' par rapport a la sorte T; est:

Ti Flly, ..\ minl;, .. 1] sil;
(/ F(Th,X“,TT)dXZ)U]I { [17 s \mln PR ] S1 #@7
0

0 sinon.
e Si I’ est une L-espece a r sortes, et Gy,Go, -+, G, sont des L-especes a n
sortes, alors on définit la L-espece composée a n sortes F(Gy, Gy, -+ ,G,) comme

suit: une F(Gy,Gy,- -+ ,G,)-structure sur [ = Iy +, -+ -+, [, est un quadruplet
(777 €, f7 {(gc)cew}) Ofl:

- m € Par[l] est une partition de [,

-¢:m— {1,...,r} une application qui associe une “couleur” a chaque bloc
de 7,
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-gc € Ge(c) [C]7

- f € Fle7'], ou ¢! dénote le r-uplet d’ensembles totalement ordonnés

Fle7'], o ¢! dénote 1 let d’ bles totalement ordonné
(e71(1),--+,€e71(r)), chaque €71 (j) étant ordonné par I'ordre des éléments mi-
nimum (Figure 1.13).

Figure 1.13: Une F(Gy,---,G,)-structure (r = 3,n = 2)
Nous pouvons donc écrire
F(G17G27"' 7G7’)[l]: Z F(e_l) X (HGE(C)[C]) (11)
{(me), m€Par[l], exr—[r]} cem

o' G, Gy, Gy,---, G, H, K, K{, Kyg,---, K, étant des LL-espéeces multisortes,
p:F—H, ¢¥:G— K,et1,: G; » K; des morphismes (resp. isomorphismes)
de L-especes multisortes, i.e. des transformations naturelles de foncteurs, alors
on a les morphismes (resp. isomorphismes) suivantes:

o+ : F+G - H+K; - : F-G— H-K; S‘Ti:g—%%g—get
o1y ) F(Gy, .o Gr) = H(Ky, ..., K,) tels que

(PF0)1 = @00 (9001 = Xpprcy P X5 (T (o o ) = Pllr o bl )

o1, .. ) = > et X ([T ¥ee))- (1.2)

{(me), m€Par[l], exr—[r]} cem

Notations. Dorénavant, si aucune ambigiiité n’est & craindre, nous posons
oF = g—% et d; = %. Sil = (ly,--+,l;---,1,) est un multiensemble,
alors nous posons 1 +,; 1 := (l1,---,1; 4+, l;,---, 1), ou 1; = {0;}. Nous ob-
tenons donc opérateur, d;, de dérivation par rapport a la sorte T;, défini par

(0;F)[1] = F[1 +,,1]. .
1.5.2 Dérivées partielles et isomorphismes canoniques

La proposition suivante est une réécriture, a plusieurs sortes, de la proposi-
tion 1.3.21.

Proposition 1.5.2 L’opérateur d; induit des isomorphismes,
i) o @(F—I— G) — (@F) + (@G),
i) \j 1 0;(F-G) = O;F -G+ F-0,G (Formule de Leibnitz),

iii) & : (G, oo, Gr) = X051 (0, F) (G, -+ Gr)-0:Gj (Reégle de dérivation

en chaine),
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tels que, si o : W' — H, b : G — K et ¢, : G; = K; sont des morphismes, G=
(Gyy--+,Gy), K= (Ky,--+,K,) ety = (31, -+ , 1), alors les trois diagrammes
suivants sont commutatifs:

8F-|—8G M|8H K+ H- 8]&
9:(F(G)) 9ile (1) 9 (H(R))
51‘ 51‘

E 8]@( ) 95y

>, 8,F(G) - 8,6,

>, 0, H(R) - 9,K;

Les isomorphismes o;, A; et §; sont définis par

)Sise (F+G)l]=(F+G)[1+,:1]=F[14,;1+ G[1+,, 1] alors on pose

oi(s) = s.

ii) Soit s € 0;(F-G)[l] = (F-G)[1+4,,1]. Alors s = (I, 1", 51, s9) ou I'+1" = 14, ;1.

On pose A;(s) = (1; 45 1,12, 81,82) si ! = 1; 4+, 1, 1" =13 et X\i(s) = (I, 1; 4+,

la,81,89) si ' =11, 1" = 1; 4+, l3. Dans tous les cas, \;(s) = s.

i) Si s = (7, €, (s)eer) € F (G| = F(G)[1+,.1], avec 7 €Par[14,,1], a €

Fle™1], 5. € Geoylel, alors &;(m, €, @, (8¢(e)) cen) = (I's oy (1jAom's €, @, (Sc) cent), Seq )
ou 1, =40;} C co, j =€(co), # =7\ {co}, et ' = Ueenrc. n

Nous avons aussi les deux propositions suivantes qui sont démontrées dans
I’appendice A.

Proposition 1.5.3 a) Pour tout couple (i,j), 0;0;F = 0;0;F.

b) Soient I' une Li-espéce a r sortes, By, By, -+, B, des L-espéces a n sortes
et B=(By, By, -+, B,). Le diagramme suivant est commutatif, compte tenu de
la commutativité (a isomorphisme pres) du produit de deux L-espéces.

L 9,[(3-F)(B))] - 9; B+ , . 1 (8:0:F)(B)d,B:3; B
(0,15 (0. (ByoiBa] | s ol l(ﬁ R UL R o
> (9:F)(B)3;9:Bs +id > . (9:F)(B)3;0iBs
Iajs,' th 8i - 0;Bi+1d
9,0:F(B) 95 — A ¥, %il(9:F)(B))] - 9,Bt
= . ’ 9[22 (9:F)(B)9;B] +
8,0, F(B) 3, (8:F)(B)3;8, By

En d’autres termes (3, 8;-0; By+1d)oXjo0;0; = (>, 6;-0;Bs+1d)o);00;0;.
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Soient F, G, H, et K des LL-especes a r sortes, By, -+, B, des LL-espece a
n sortes, 8 : F'- G — H - K une transformation naturelle. Alors I'opérateur de
dérivation d; induit une transformation naturelle aﬂ ol -G+ F-0,G —

OH - K+ H-0,K telle que le diagramme suivant soit commutatif, c’est-a-dire
que ﬁ:/\koawo/\

Iy 6

|akF.G+F.akG|ﬁ,|akH.K+H.akK|

En particulier, si § = ¢ - ¢ alors ak—e I+ ¢ Okt

Proposition 1.5.4 Pour toute transformation naturelle d’espéces a r sortes
9:F.-G— H-K, et tout B = (B1, By, -+, B,), le diagramme suivant est
commutatif, compte tenu de la commutativité (a isomorphisme preés) du produit
de deux Li-espéces.

E ak[H(]i)]Ix (B) 5, ~K(§) N H(é) 5, Ei(aiH)(B_)l_akB,' - K(B)
H(B)o,[K (B)] H(B) (5K ) (B)o: By
‘ ar0)( T 9, Bi
@ D, [HEEICE) ] -G8 + F(B) 5 [ SO B)B: - G()
_I_
R FB) 5, (0,6 B)0

FEn d’autrgs termes . .
> (85)(B) - OrBi] o[ - G(B) + F(B)-6x] o\ = [6 - K(B) + H(B) - 8x] 0 A 0 0x0(B).
En particulier, si 8 = ¢ -1, alors .

(22 (B) 0 Bil = (X4(32)(B) - 0uBi) v + ¢ - (X, (38)(B) - 0k By).

1.6 Espéces mixtes

Dans cette section, nous développons les outils nécessaires pour I’étude des
conditions initiales de la forme Y (0) = «, o étant une constante, dans les
équations et systemes différentiels.

1.6.1 Définitions générales

La définition d’une espece mixte est semblable & celle des L-especes.

Définition 1.6.1 B étant la catégorie des ensembles finis et applications, une
espece mizte est un foncteur F': L X B — &4 5. C'est donc une regle qui:

e & chaque couple (I,U), ou [ est un ensemble totalement ordonné fini et U
un ensemble fini quelconque, associe un ensemble pondéré sommable F[l, U],
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e i chaque couple (1,0): (I,U)— (I',/U’), ot 7 :15l" et 0 : U — U’ est une
bijection quelconque, associe un isomorphisme d’ensembles pondérés F[r, o] :
F[l,U] — F[I',U’], appelé transport des structures et vérifiant F[r, o]F[7', o'] =
Flrr' o0’ et F(1;, 1) = 1pp -

Une espece mixte F' sera notée aussi F/(T, 7). Remarquons alors que F'(0, 7)
est une B-espece et F(T,0) est une L-espece. Les éléments de I'ensemble non
ordonné U sont appelés points de sorte B et les éléments de [ sont les points de
sorte L. ]

Comme dans le cas des especes multisortes, les opérations usuelles suivantes
peuvent étre définies: la somme, le produit, la composition partitionnelle, les
dérivées par rapport aux deux variables, I'intégrale par rapport a la premiere
variable.

Définition 1.6.2 Deux structures s € F[[,U] et t € F[I,V] sont isomorphes
s’il existe une bijection o : U — V telle que t = F[1;,0](s). On dira aussi
que s et t ont le méme type d’isomorphie, et on note s ~ t. La classe de s
modulo I’équivalence ~, notée 3, est le type d’isomorphie de s. Nous notons
M I’ensemble quotient de F[n, k] par 1’équivalence ~. "

Définition 1.6.3 Deux especes mixtes F' et G sont isomorphes §’il existe une
famille ¢ = (¢,r7) d’isomorphismes d’ensembles pondérés, naturelle; c’est-a-dire
telle que pour tout (7,0) : (I, U) — (I, U’) le diagramme suivant soit commutatif,

FILUY 222 |G U]

Flr, 0]

———

lG[mr]
F[l/, U/] Y u! G[l/, U/]

A une espece mixte ' = F,,, on peut associer les séries suivantes:

e la série génératrice exponentielle

tm 2k .
F(t,2)= ), fak—y7 ot fur = |Fn K.,
n,k>0 o

e la série génératrice des types d’isomorphie

Fln, k]

~

|’U7

- _qm -
F(LZ) = Z fn,kﬁzkv ou fn,k = |

n,k>0

e la série indicatrice des cycles

o1 , o
Zp(ty 21,22, +) = Z E(H Z |FixF[1, 7]|21 257...).
n,k>0 ’ " res,
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Remarque 1.6.4 Par rapport a la variable z ces séries se comportent exacte-
ment comme les séries correspondantes dans le cas des B-especes [cf.(B.L.L. 94)
u (B.L.L. 98)]. Par exemple, en utilisant le lemme de Burnside, on a

F(t,2) = Zp(t; 2,22, 2%, ). (1.3)

On peut aussi vérifier que

tn kl k2 k3

) _ . ) 2] 25 23
ZF(tazla22,~.')—Zm Z |F1XF[n’k1’k2""]|U1k1k !2’“2]{2!3’@3]@3!.”)’
n>0 k1+2ka+<oo

ou |FixF[n; k1, ke, - - )|, est le poids total des F-structures sur le couple ([n], [£]),
avec k = ) ik;, laissées fixe par (1f,],0), o étant une permutation du type
(151, 2k2 gha .y, .

1.6.2 Types par rapport aux B-sortes

Dans cette sous-section, nous allons construire la L-espece des types de F-
structures par rapport a la B-sorte.

Définition 1.6.5 Etant donnés s € F[l, U], le type d’isomorphie § de s est aussi
appelé type de s par rapport aux points de sorte B ou par rapport a la B-sorte
Z. m

Soit [ un ensemble totalement ordonné. Nous posons

T Fl) = S (FIL K/ ~).

kEN

La pondération de F étant notée v, soit § € Tz..F[l], tel que s € F[I,[k]]. On
pose w(3) = v(s)z*. Notons que cette définition est indépendante du représentant

s de la classe 3. En effet si § = §1 avec s; € F[l,U], alors il existe une bijection
o:[k] = U tel que sy = F[1;,0](s). Donc v(s) = v(sy) et |U| = k.

Soient maintenant 7 : [5I', et s € F[I, k] tel F[r,1j](s) = s'. Posons
Ty . F[T](8) = s'. Notons que si § = §; avec s; € F[l,U], alors il existe une
bijection o : [k] — U tel que sy = F[1;,0](s). D’autre part, si s] = F[r, 1i/](s1) €
F[I',U] alors s = s~’1. En effet, s§ = Flr,1y](s1) = F[r,1y] o F[1;,0](s) =
F[r,1y]o F[1;, 0] 0 F[r71, 1[k]](s’) = F[roljor™1, lyooolpy(s s = Fllp,o](s).
Donc notre définition a un sens. Nous avons alors:

o Tz .F[1)] = 11, -

e Soient I 25 1" B [" k un entier et 5 € F[l,k]. Par définition on a
Flrymy, 1[k]](s) = Flry, 1[k][(F[7'1, 1[k]](s)). Donc

Tz..Flran](3) = Tz.. F[r2)(Tz.. F[1](38)),

c’est-a-dire que Tz, F(morm) = Tz, F(m2) o Tyz.. F(11). n
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Figure 1.14: Une Ty., F-structure sur [ = {1,2,3,4,5}.

Définition 1.6.6 La L-espeéce Tz.. I’ ainsi obtenue est la Li-espéce des types par
rapport a 7 de F'-structures . n

La figure 1.14 est une 7., F-structure générique sur [ = {1,2,3,4,5}. No-
tons que dans une Ty, F-structure, z est un compteur de points de sorte Z. Ces
points sont indistinguables.

Proposition 1.6.7 La série génératrice Ty.. F(t) vérifie:

Ty F - t Zp(t,z, 2% 2%, ).
7 sz kz o ( Z) F(vzvzvzv )

n>0 k>0
Démonstration: Nous avons, par définition, |M|w = de Flngk] W(S) =
P D e Finsg V(s) = farz®. Done |Tz..Fln]|, = X k0 |M|w = Yks0 forz® =
F(t,2) = Zp(t,2,2%, 2%, ---), en utilisant la relation (1.3). n

Dans la suite nous allons étudier le comportement de Ty., F' vis-a-vis des
opérations usuelles. Elle nous permettra de considérer des conditions initiales
de la forme Y (0) = o dans les équations différentielles.

Proposition 1.6.8 Si F' = (T, 7) et G = G(T,Z) sont deux espéces miztes
alors:

TZZ(F‘I’G) = TZ:ZF—I_TZZZG; TZZ(%) = (TZZZF)/ et TZ:Z(F . G) =
TZ:ZF'TZ:ZG-

Démonstration Soient I et (7, deux espéces mixtes.

a) Une Tz..(F+G)-structure est une classe § ol s est une (F'4+G)-structure.
Donc § est soit une Tz, F-structure, soit une Ty.,G-structure.

b) (Tz:F)'ll] = (T7:.F)[1 4o [] = Yoo (FIL ol K]/ ~) = Lo (57 K]/ ~

¢) Remarquons que si s = (s1,s2) € (F'- G)[l,U], alors § = (s1,52). En
d’autres termes,
(F -G K] ~= 30, pty =tk ko =k (FT0G Ra] ) ~) X (G, R2]/ ~). Done
TZ:Z(F : G)U] = Zkzo(F : G)[l,k]/ ~= Zkzo le+12:l,k1+k2:k(F[Zlvkl]/ N) X
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(Glla, ko)) ~)

= 2ty plo=t (g, 50 Flls Fal/ ~) X (g, 50 Gllas kal/ ~) = 200, 41,2 Tz Fl] X
TZ ZGUQ] |

Le cas de la substitution est plus délicat. Soient F' = F,, une espece mixte
telle que F(0,0) = 0 et G = G, une B-espece. Alors G(I') est une espece mixte.
Nous posons, par définition,

GMLUI= > GEIx[[FlineUnd.
rePar[l+U] ceET
Une G(F)-srtucture sur (I,U) est donc un triplet (7, gx, (f:)cer) ol ® € Par[l+
Ul, g- € G[r], et f. € F[lIN¢,UNc]. Le poids d’une telle srtucture est t(s) =
v(9r) [Ioer w(fe). Soient maintenant 7 : [y =l3 et 0 : Uy — Us. Alors la bijection
T+0 : l1+U; — l3+Us, induit les bijections Par[r+c] : Par[l;4+U;] — Par[lo+Us]
et 7+ o 7 — 7, ot 7' = Par[r + o](r). Alors

G(F)[r, o] = Z Glr+a7] HF [71ymes Ol Ac)-

rePar[l+U] cET

Théoréme 1.6.9 SiG, = G, (Z) est une B-espéce et F, = F,,(T, Z) une espéce
mixte, alors

TZ:ZG’U(Fw) (t) =Za, (TZ:sz (t), Ty 2F, (0), Ty 2 F, (0), s )
et plus généralement,

Zay(Fu)(ti 21,22, 23,00+ ) =
Za, (Zr, (L 21, 29, 23, ) ZF, 5 (05 22, 24, 26, - -+ )y 27 (05 23, 26, 29,00+ )y - =+ ).
Démonstration La démonstration de ce théoréme s’apparente aux démonstra-

tions de la formule du pléthysme [cf. par exemple H. Décoste (De. 90) ou
(B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98)] et nécessite plusieurs étapes.

A I’espece mixte F,, on associe ’espece mixte auxiliaire EU définie par:
F,[l,U] = {(s,7)|s € Fu[l,U], 7 € S[U], tel que (1;,7) soit un automorphisme
de s}, la pondération étant définie par w(s, 7) = w(s), et le transport des struc-
tures par Eu[p,ﬁ](s,r) = (Fulp,B)(s),Br87Y), sip : I3l et 3 : U — U,
(s,7) € EU[Z, U]. Remarquons que (1;,37371) est bien un automorphisme de
Fulp, B](s) car

[Lvp, BrB715](s) = Fulp, B7](s)

Fulle, B3~ (Fulp, B1(s)) = Fu P, 3
Eulp, BIFTL, T](s) = Fulp, B](s).

Lemme 1.6.10 La série génératrice exponentielle de EU vérifie

Fo(t,2) = (Tz.F)t) = Zg, (12, 2%, 2°, - ).
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Démonstration On définit une opération S, x F[k,n] — F[k,n], en posant
7.5 = F[lg,7]|(s) si 7 : [n] = [n] est une bijection et s € F[k,n]. En uti-

lisant le lemme de Burnside nous avons |F,lk,n]| = [{(s,a)|la-s = s}, =

Yoes, {w(s)is € Fulk,nl,a-s = s} = nl|22Bm] = utf o Done F(t,2) =
k k

Zkzo 7};_' n>0 |F [k, n]|n' = 2.k>0 7};_!(ano f;mz ) = (T7::F) (). u

En définissant la pondération par (w- Z)(s,7) = w(s) - 2" zFa®--- ol

est le nombre de cycle de longueur ¢ dans 7, on obtient une espece pondérée,
dénotéeF, ;.

Lemme 1.6.11 Nous avons ]*:;U;‘(t, z) = Zp, (t; zxq, 2lxy, gy 4.

Démonstration En effet,

|Fw'f[n7 k]| = Z(S,U)EF[n,k]XSk,ms:s (w f) (8 U)
= 2uo€eSy ZsEFiX[l[n],a] w(s)xclrl x62T2 xgs o ]
= ZO’ESk[ZSEFiX[I[n] 0’] U)(S)]$§-l $g2$g3 ne

=2 oes, [Fixlpa, olwa ] 23?237 --

—— n PL . g1 .0 g
Donc F,, x(t Z) ZnZO ;' E>0 kl (degk |F1X[1[n]7 U]|w$11$22$33 o )
= Zn>0 Zk>0 i (ZO’ESk |Fix[1[n], llu(z21) 7 (2%29) 72 (2P23) 7 - - )

2 3
—ZFw(t ZX1, 2709, 2°T3, 0 0 ). n

Considérons une G, (F,)-structure s = (7, g, (fc)cer) sur (I, U). Tout auto-
morphisme (1;, 7) de s induit une bijection 7, : # — 7 qui est un automorphisme
de la G-structure g,. Notons que si ¢ € 7, alors 7, (¢) = {z|z € enl}U{r(z)|z €
cNU}. Doncsi enl#0, alors 70 (¢c) N ¢ # 0, c’est-a-dire que 7-(c) = ¢ (Figure
1.15(A)).

le) (o]
F © FO
e} o ©°

o o
F © F ©
o ©o O O

A
Figure 1.15: (A) Une G, (F,)-structure; (B) Une couronne de F,-structure

e

Soient maintenant N = 171272373 ... le type cyclique de 7, et G (Fy,)y la

sous-espece des G, (F,)-structures pour laquelle la permutation 7, est de type
cyclique N. Il est clair que G, (F,,) = Y n Gu(Fu)y. Conformément a A. Joyal

[(Joy. 81)] nous appelons couronne de F,,-structures une F(F,)-structure dont
la permutation 7, possede un seul cycle et K,,(F,) I'espece des couronnes de
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F,-structures dont le cycle est de longueur m. Remarquons qu’une F(F,)-
structure est un triplet (7, (f)eer, 7), tel que pour chaque ¢ € 7, f, ()
Fll:7]:](f:). Done, pour m = 1 une K;(F,)-structure s’identifie & un couple
(f,7) tel que F[1;,7](f) = f. En d’autres termes Ky (Fy,)[l,U] = EU[Z,U]. et
pour m > 2, les K,,(F,,)-structures sont des structures sur des points de sortes
Z seulement. La figure 1.15(B) représente une (K4F,)(0,7)-structure. Soit
une couronne (7, (f.)ecer, T) tel que 7, est un cycle de longueur m > 2. En
pointant un bloc ¢,, on obtient une liste de F(0, 7)-structures isomorphes I =
(feor Full, T1(feo)s - Full, 7 1(fe,)) dont le poids total est []... w(fe) =
w™(f.,) (Figure 1.16).

Oo
Fo
o

Figure 1.16: Isomorphisme entre une couronne pointée et une liste de

OO

F(0, Z)stucture isomorphe.

Notons aussi que [1,7™] est un automorphisme de f.,, et que (f.,,7") est
une Ky (F(0, Z))-structure. D’autre part chaque élément x de (7,)%(c,) est de la
forme z = 7%(z,), 2, € ¢,. Donc L s’identifie & une K;(F,m)(0, Z™)-structure.
Réciproquement, considérons une Ky(F,m (0, Z™)-structure ((7', f, (Ic)cer), p),
avec lo = (Z1,6s%260 s T ). Soit 7 = {eile; = {xi0c € 7'}, 1 < @ < m}.
Pour chaque 7, on définit une K;(F,(0,7))-structure (f.,0;) sur chaque ¢;
en considérant la Ky(F,m(0,7))-structure f et en remplagant chaque blocs
¢ par z;., le poids w™ par w, et en posant Ui(acm) = Ti,)- On obtient
ainsi une liste de F, (0, Z)-structures qui s’identifie a une K,,(F,)-structure
pointée. Donc I'espece des K, (Fy,)-structures pointées est isomorphe a ’espece
Kq(Fym(0,2)) o Z™. On en déduit que mK,,(F,)(0,z) = Kq(F,m)(0,2").
Nous avons donc le lemme suivant, la deuxieme partie étant une conséquence
du lemme 1.6.11.

Lemme 1.6.12 La série génératrice de Uespéce K., (F,,) vérifie Ki(Fy,)(t, z) =

Fy(t,2), et pourm > 2, K, (F,)(0, 2) = W. De plus, en notant K, (F,,.z)
Pespéce des couronnes de F,, z-structures dont le cycle est de longueur m, on a

Ki(F,.z)(t,2) = Zg, (t; 231, 2229, 203, - +) et pour m > 2, mK,,(F,.7)(0,2) =

.M 2m 3m
Zme(Ovz Tmy 27 T2m,y 2 $3m7"')' n

Suite de la démonstration du théoréme 1.6.9 Remarquons aussi que pour

e

N donné une G(F,)y-structure est entierement déterminée par G,-structure
laissée fixe par une permutation du type N et une assemblée de couronnes de
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Gy-structures de la forme E, (K(G))E,,(K2(G)) . ... Donc

(GU(Fw))N(t,Z) — |F1XG[N]|U ([(1(Fw)(t’z))nl (I(z(Fw)(O’Z))n2 (1(3(Fw)(0’2))n3

77,1! 77,2! 77,3!

Nous avons alors

TrGyo(F)(t) = Gy(Fu)(t,2) = Z Gv(fw))nw( z} K (P07
_ 5 [Fix GIV et (,z)) 2(Fu)(0,2))™? (Ka(Fu)(0,2))

(K
=Yy |Fix G[N]|, 1"1n1 L (P, 20 )) 2(F 3753 3).) s
3 7.5 Fw) 2 F 2 2 (T, ,aF, 5(0)™3
= Y IFix GIN]|, Lzefell, oy (1 2nm(y) ( 3n3n3(1 N
:ZGU((TZ:sz)( )TZZ2F1,U2( )

)n
TyaFya(0), ).

De la méme maniere, les lemmes 1.6.11 et 1.6.12 montrent que

Za,(Fa) (b le,zzxz,z z3,) =G
t

o(Puz)(t,2) = 3y Go(Fug)y (L, 2)
LS i GV, Bl Kot

b
)(0,2))™2 K5(Fuw.2)(0,2)"2
na! ns!
_ Fix G Zr, (t;231,2 x2,~~~)"1 ZF 2(Oz zo,ztmy,- )2 pra(O;ze’xg,,zsxs,m)"?’
_ZN| 1X [ ]|U 1m1nq! 2m2n4! 3n3na!

= ZGU (ZFw (ta 2T, szZa o ')a ZFW2 (Oa 279, Z4l‘4, o ')a ZFwa (Oa 23l‘3, Z6x6a o ')a c )
En posant z; = 2'z; on obtient le résultat. n
D’autre part, si F(0,7) = Z, alors Ty, xF,«(0) = 2¥. D't le corollaire

suivant.

Corollaire 1.6.13 Si F' = F,,(T,Z) est une espéce mizxte telle que F(0,7) = Z
et G une B-espece, alors

TZ:ZGU(Fw)(t) = ZGU (TZ:sz(t)v 227 237 o )

En particulier, si G est asymétrique, alors Tz..G(F)(t) = G(Tz=,F(t)). n



CHAPITRE 11

SYSTEMES D’ EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES, OPERATEURS DIFFERENTIELS ET
GRAMMAIRES

Nous développons dans ce chapitre des rappels et des compléments sur les
méthodes combinatoires de Leroux-Viennot (Voir (Le.-Vi. 1. 86), (Le.-Vi. 2. 88),
(Le.-Vi. 3. 88) (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98)) pour les systemes d’équations différen-
tielles. Une étude du lien entre les systemes d’équations différentielles, les
opérateurs différentiels et les grammaires est faite aux sections 2.2 et 2.3. Dans
ce chapitre le mot espéce désigne soit une L-espece, soit une B-espece. Une
précision sera donnée lorsque nécessaire.

2.1 Rappels et compléments sur la méthode de Leroux-Viennot
pour les systemes différentiels combinatoires

En plus des rappels de la méthode de Leroux-Viennot pour les systemes
d’équations différentielles, nous étudions dans cette section les équations et
systemes d’équations différentielles avec des conditions initiales spéciales du type
Y (0) = a, o étant une variable formelle.

2.1.1 Equations différentielles analytiques et équations différen-
tielles combinatoires

Soient ¥ = (xy,23,---) une suite de variables formelles, ¢ une variable
formelle distincte des x; et H la sous-algebre de Q[[Z,t]] des séries formelles
s'écrivant sous la forme f(t) = >, 50 an%, ot a, € A = Z[[7]], alors on a le
résultat suivant.

Lemme 2.1.1 Tout élément de H est la série génératrice d’une Li-espece pondérée.

Démonstration f(t) 20 a, 5y avec a, = an(—l)l’(” L =

A ot k= (ky, -, k.) € N et a,x € N, est la série génératrice de la L-espece
F= ano Yok @nk - By, les ay - I, étant pondérées par (—1)” v(nk) ]fl A

En d’autres termes, tout élément f(¢) de H admet un relevement combi-
natoire (non unique), que nous noterons par F'(T). Donc, a toute équation
analytique y' = f(y), ou f € H, on peut associer une équation combinatoire
Y'=F(Y),ou F'= F(T) est une espece dont la série génératrice est f(¢).
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En toute généralité, la donnée d’une L-espece ou d’une B-espece F quel-
conque nous permet d’écrire I’équation différentielle combinatoire

Y = F(Y), Y(0)=7 (2.1)

ol Z est une sorte de points représentant la condition initiale. Intuitivement,
pour résoudre (2.1), il s’agit de trouver une espece Y = G = G(T, Z) vérifiant
9% ~ F(G) et G(0,7) = Z. En d’autres termes, I"équation (2.1) s’écrit aussi
sous la forme

aY

or
La condition initiale Y (0) = Z dans (2.1) se traduit par Y (0, Z) = Z, qui signifie
que Y[0, U= Z[U]=4{U}si |[U| =1, et Y0, U] = 0 si |U| # 1.

F(Y(T, 7)), Y(0,7)=Z. (2.2)

Définition 2.1.2 Une solution de I’équation (2.1) (ou de (2.2)), est un couple
(G ) ot

i) G = G(T,7) est une L-espéce, si F' est une L-espece, et une espece
mixte, si I est une B-espece, telle que G(0,7) = 7,

ii) ¢ : 2% — F(G) est un isomorphisme de L-espéces ou d’espéces mixtes
suivant le cas. .

Notons qu’a I’équation (2.2) est associée I’équation différentielle analytique

9y _

5, = Flu(t,2), w(0,2) ==, (2.3)

satisfaite par la série génératrice y = y(t, z) de toute solution, F(¢) étant la série
génératrice de I'espece F.

2.1.2 Reésolution des équations différentielles combinatoires par
la méthode de Leroux-Viennot

Considérons I’équation différentielle combinatoire (2.2). Nous pouvons I’écrire
sous la forme intégrale suivante:

V(T,7)= 7 + /T F(Y(X, 7))dX. (2.4)

Cette équation intégrale est interprétée par la figure 2.1(a). Pour construire
une Y-structure il nous suffit d’itérer ce processus. On obtient 'espece Ap des
arborescences F-enrichies croissantes. La figure 2.1(b) représente une arbores-
cence F-enrichie croissante sur le couple (I,U)ou ! =[12] et U = {a,b,---,m}.
Notons que la fibre de chaque sommet interne (noir sur la figure) est munie d’un
F-enrichissement, et que les fils de chacun de ces sommets sont placés de gauche
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@
@ =0z ou F
min
(a)

Figure 2.1: (a) Equation intégrale, (b) Une arborescence croissante F-enrichie

a droite par ordre de grandeur. Notons aussi que dans les Ap-structures, les
points de sorte Z se trouvent aux feuilles.

La fonctorialité de Ap se démontre par récurrence. Soit (7,0) : ([,U) —
(I",U") tel que 7 : 150" et ¢ : U — U’ une bijection quelconque. Si |I| = |I'| = 0,
alors Ap[l,U] et Agp[l’, U’] sont non vides si et seulement si |U| = |U’| = 1. Dans
ce cas, Ap[r, 0] est défini de maniere canonique. Si |I| = 1, alors un élément de
Ap(l,U) est une arborescence ayant a sa racine I'unique élément de [ dont la fibre
est muni d’une F-structure. Nous posons donc Ap[r, o] = (7, F[c]) ou (7, F[o])
est la bijection qui consiste a remplacer 'unique élément s de [ par 'unique
élément 7(s) de !’ et la structure f sur la fibre de s par F[o](f). 1l est clair
que Ap[rT',o0'] = (r7',F(o0’)) = (r7/, F(o)F(0")) = (1, Flo])(7, Flo']) =
Ap[r,0]Ap[r, 0']. Supposons que pour tout [ tel que |I] = n — 1 et tout (7,0) :
(1, U)— (I'U"), on a Ap[r, 0], et que de plus si (7/,0) : (I',)U") — (I",U"), alors
Ap[rr' o0’) = Ap[r, 0] Ap[r, 0’]. Soit [ tel que |l| = net (7,0): (I,U) — (I',U").
Posons m 1’élément maximal de . Si A est une Ap-structure sur ([, U), alors la
fibre de m est munie d’une F-structure f sur une partie V de U. Dans ce cas
A s’identifie & un couple (A’, B), ou A" est une Ap-structure sur (I\ {m}, (U \
V) U {x}), avec x ¢ U, et B est I'arborescence sur ({m}, V) dont la fibre de
m est munie de la méme F-structure f. En notant 7y = 7|pn), T2 = Tl
oy =olv et o (U\V)U{s} = (U'\V)U{¥'} avec V' = o(V), 01(2) = 0(2)
siz € U\V et o1(x) = «/, nous posons Ap[r,0] = (Ar[m,01], AF[T2, 03]). En
utilisant I’hypothese de récurrence, on démontre facilement que Ap[r7/,00’] =
Aplr, o)Ap[r’, o). u

25—

Figure 2.2: [’isomorphisme ¢

Observons aussi qu’une arborescence F-enrichie croissante sur un couple
(1,U), avec [ # (), est constituée du point minimum de [, auquel est attaché une
F(Ap)-structure. L’isomorphisme ¢ : AL, — F(Ap) se définit canoniquement
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en oubliant la racine, comme il est indiqué sur la figure 2.2. On obtient les
deux théoremes suivants. La démonstration complete du premier est donnée
dans [(Le.-Vi. 1. 86)], [(B.L.L. 94)] ou [(B.L.L. 98)], tandis que le deuxiéme s’en
déduit facilement.

Théoréme 2.1.3 Si F' est une L-espece, alors l'équation (2.1) admet comme
solution “canonique”, le couple (Ap, ), ot Ap est la L-espéce a deux sortes des
arborescences croissantes F-enrichies, et ¢ : df—TF — F(AF) est l'isomorphisme
qui oublie la racine de l'arborescence. De plus, cette solution est unique a iso-
morphisme preés, c’est-a-dire que pour toute solution (B,1) il existe un unique
isomorphisme d’espéces ® : Ap — B tel le diagramme suivant soit commutatif

(o1t A= Ap).

s 2

oT lF(@)

(%] —
D’autre part, la série génératrice y = Ap(t,z) est solution de [’équation
différentielle (2.3). n

Théoréme 2.1.4 Si F est une B-espéce, alors l'équation (2.1) admet comme
solution canonique, le couple (Ar, ¢), ou Ap est l'espéce mizte des arborescences
croissantes F-enrichies, et ¢ : dpr — F(AF) est l'isomorphisme qui oublie la

racine de l'arborescence. De plus cette solution est unique a isomorphisme preés.

2.1.3 Analyse des conditions initiales

i) Condition initiale Z=0. Une telle condition initiale correspond a
I’équation différentielle combinatoire

Y'= F(Y), Y(0)=0. (2.5)

Elle signifie que les arborescences solutions ne contiennent pas de feuilles de
sorte Z. Ici la solution est la L-espece Ap(T) = Ap(T,0). Notons que la série
génératrice y(t) = Ap(t) est solution de I’équation différentielle

y'=F(y), y(0)=0. (2.6)
Remarque 2.1.5 Si F'(0) = 0 alors on peut vérifier que I’équation (2.5) n’admet

pas d’autre solution que la solution nulle, Ax(7,0) = 0.

ii) Condition initiale Z=1,. Rappelons que 1, est I’espece 1 de poids
«. La condition Z = 1, correspond analytiquement a une condition initiale du
type y(0) = a. Considérons donc ’équation différentielle combinatoire

Y'= F(Y), Y(0)=1,. (2.7)
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Pour interpréter Ap(T,1,) il nous faut d’abord donner une définition générale
de H(T,1,), c’est-a-dire de la substitution de ’espéce 1, pour 7 dans une espece
quelconque H (T, 7) donnée.

1. Supposons que H = H, est une espéce mizte el que o est une variable
formelle. Dans ce cas nous posons H(T,1,) = (T7.,H)(T) [voir définition 1.6.6].
Une H(T,1,)-structure est un type d’isomorphie de structures par rapport a la
sorte /7, c’est-a-dire que les points de sorte Z ont perdu leur étiquette, et la
variable « est un compteur de points de sorte Z. Le poids d’un tel type de
structures est par définition le poids de la H-structure initiale multiplié par o
si k est le nombre de points indistinguables de sorte 7.

2. Supposons que H = H, est une espéce mizte et que o est une constante
numérique. Considérons la L-espece Tz, H(T) dont la série génératrice s’écrit

Tz H(t) = 3,50 10 iLmek)%. Si pour entier n, la somme >, INzn’koek
- 1: H(n,k] N

existe, alors la réunion disjointe ), est A-sommable pour la pondération

w définit par w(s) = aFv(s), si s € AlnH - Nous définissons la nouvelle espece

~

Tyz.oH(T), pondérée par w, en posant Tz, H[l] = Tz, H[l]|.=4.

. .. ;s 7 k
Notons que si H est trivialement pondérée, alors la somme Zkzo o o
existe si et seulement si c’est une série convergente. En particulier, si o« = 1, et
comme les h, j sont des entiers, alors cette série converge si et seulement si ses
termes sont nuls a partir d’un certain rang, c’est-a-dire qu’il existe un entier k,,
tel que si k > k,, alors h,, ;, = 0. Nécessairement, h,; = 0 a partir du rang k.

Définition 2.1.6 a) Une espece I’ est dite polynomiale si il existe k, € N tel
que pour tout n > k,, F[n] = 0.

b) Une espece mixte H = H(T, 7) est dite polynomiale en 7 si pour tout
ensemble totalement ordonnée [, la B-espece H[l, —] est polynomiale. n

Proposition 2.1.7 i) Si H = H(T,7) est trivialement pondérée, alors la L-
espéce Tz H(T) est définie si et seulement si H est polynomiale en 7.

i1) Si F'= F(Z) est est une B-espéce polynomiale, alors l'espéce Ap(T,7) est
polynomiale en 7.

Démonstration: ¢) Sachant que o = 1 et que H est trivialement pondéré,

H[Z’k] est A-sommable si et seulement si il est fini.

’ensemble >,

i1) Le principe de la démonstration est le méme que pour la démonstration
de la fonctorialité de Ap, c’est-a-dire par récurrence sur |/|. "

3. Supposons que H est une Li-espéce a deux sortes. Dans ce cas, la notion
de type d’isomorphie n’a aucun sens. En effet les points indistinguables ne
pourront plus étre ordonnés. Il est donc impossible de donner une interprétation
a H(T,1,) dans ce cas.
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Supposons donc que dans (2.1), F' est une B-espéce. Dans ce cas, Ap(T,7)
est une espece mixte. Dans ce qui suit, si o € A, alors nous considérons les deux
hypotheses suivantes:

Hi: « est une variable formelle,
H,: « est une constante numérique, auquel cas nous supposons que F est poly-
nomiale.

Considérons la L-espece G = G(T) = (Tz..Ar)(T) des types, par rapport
a 7, de Ap-structures. Sachant que Ap(0,7) = 7, il est clair que G(0) = 1,.
D’autre part G' ~ F(G) car G' = (T2, Ap)(T) = Tr.0(ZAR(T, 7)) ~
Ty F(AR(T, 7)) =~ F(Tz..Ar)(T)) = F(G). Utilisant le corollaire 1.6.13 du

théoreme 1.6.9, on obtient le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.8 Si F' est une B-espéce et v € A, alors, moyennant les hy-
pothéses Hy ou Hy, Iéquation (2.7) admet comme solution la L-espéce (T'7., Ar)(T).
Dans ce cas, la série génératrice y(t) = (Tz.4Ar)(t) est solution de I’équation
différentielle

y/: ZF(%O&270437“‘)7 y(O) = «, (28)

Zr étant la série indicatrice des cycles de F. n

Remarque 2.1.9 a) Si F est asymétrique alors Zp(xy, 29, 23--+) = F(21), et
’équation (2.8) est équivalente a y' = F(y), y(0) = a.

b) D’autre part, pour toute B-espece F', Zr(x,0,0---) = F(z). Donc, po-
sant o = 0 dans I"équation (2.8), on retrouve I’équation (2.6). n

2.1.4 Exemples

Exemple 2.1.10 Arborescences m-aires croissantes

Considérons I’équation différentielle combinatoire
Y'=Y", Y(0)=1. (2.9)

Dans ce cas, F/(X) = X est une B-espece asymétrique et la remarque précédente
s’applique. La methode d’intégration décrite un peu plus haut nous donne
comme solution 'espece Y = Ain, des arborescences m-aires croissantes. La
figure 2.3(I) représente une arborescence quaternaire (m = 4) croissante. Re-
marquons que les points blancs sont indistingables.

En considérant I'équation y'(t) = y™(t), y(0) = 1, on obtient la série
génératrice, A, (t)=(14+(1- m)t)ﬁ sim>1,et AI(t) = ¢e'. Donc le nombre
aglm) d’arborescences m-aires croissantes sur n points s’obtient par extraction
des coefficients:
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(0] an
Figure 2.3: (I) Une arborescence quaternaire croissante; (II) Une arborescence
binaire croissante

ol = AL = w1+ (1= m)t) ==
=1-m@2m—-1)Bm—=2)---((n—1)m-n+2)=T[1Z(1+k(m—1))
Dans le cas particulier olt m = 2, on obtient 1’espece BT des arborescences bi-
naires croissantes (Fig. 2.3 (II)). Par projection sur un axe horizontal, on voit
que Pespece BT est isomorphe a I'espece I des listes ou a Iespece S des permu-
tations via la transformation fondamentale [cf. exemple 1.3.8].

Par exemple, a I’arborescence de la figure 2.3(I1) est associée la permutation
c=121048611137259=(12)(10)(486)(1 1137 259). On en déduit

plus directement que BT(t) = 1.

Supposons que dans I’équation (2.9) on ait comme condition initiale Y (0) =
0, on peut alors vérifier par récurence sur |{|, en utilisant I’équation intégrale
associée, que Y[[] = 0. u

Exemple 2.1.11 Arborescences m-aires croissantes complétes

L’espece Aimc des arborescences m-aires croissantes completes est la solution
canonique de ’équation différentielle combinatoire

Y =14Y™, Y(0)=0. (2.10)

La figure 2.4 représente une arborescence quaternaire (m = 4) croissante
complete sur [21].  Notons que cette espece vit sur des ensembles de cardinal

Figure 2.4: Une arborescence quaternaire croissante complete

mk+1, k € N. D’autre part, la série génératrice s’obtient en intégrant I’équation
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v =14y", y(0) =0. Les coefficients e, ,, de cette série vérifient la relation
de récurrence e, 1 =1, €2 =" = €mn, =0, et

_ E n
em,n—l—l — (n17n2,~~~,nm)€m7n1 o 'em,nm-
ny+ng+-Fnm=n

Dans le cas particulier ou m = 2 on obtient I'espéce des arborescences
binaires completes impaires, isomorphe par projection sur 1’axe horizontal a
’espece des permutations (listes) alternantes sur [2n + 1] (n € N). La série
génératrice est y(t) = tan(t), solution de I’équation différentielle 3y’ = 1 +
y?, y(0) = 0. Les nombres €3 ,,41 = €341 sont donc les nombres tangents.

Exemple 2.1.12 Arborescences 1 — n croissantes

Considérons I’équation Y’ = F3(Y), Y(0) = Z, ou FE; est la B-espéce
des ensembles de cardinal 2. La solution canonique est I'espece ATE2 (T, 7) des
arborescences Fy-enrichies. En remarquant qu’on a une Fs-structure sur les fils
de chaque sommet, nous prendrons comme convention que ces fils seront placés
de gauche a droite par ordre de grandeur. Nous obtenons une arborescence ayant
la forme donnée par la figure 2.5.

Figure 2.5: Une ATE2 (T, Z)-structure sur [y = [12] et U = {a,b,--- ,m}.

Notons que cette espece vit sur des couples (I,U) d’ensembles telles que
|U| = |I| + 1, et que sa série génératrice (exponentielle), Y (¢,z) = ATE2 (t, 2)
9y _ 2z

solution de I’équation différentielle =% = %yz, y(0,2) = 2z, est y(t,2) = 575

La solution de I’équation similaire Y/ = F5(Y), Y (0) = 1, obtenue en pre-
nant les types par rapport & 7, Y = TZzlATE2 (enlever les étiquettes des points
blancs), est isomorphe & la L-espéce des arborescences 1 — 2 croissantes [cf.
Viennot (Vi. 81-82)]. En se rappelant que Zg, (21,22, +) = 1(27 + 22), la série
génératrice est solution de I'équation y'(t) = Zg, (y(¢),1,1,--+) = %, y(0) =
1, et s"éerit y(t) = tg(2ET) = tg(t) + sec(t). Les coefficients de cette série sont

les nombres d’Euler, ou nombres tangents et sécants.

Plus généralement, les arborescences 1 — n croissantes sont les solutions de
I’équation

Y = B, (Y), Y(0) = 1.
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Chaque sommet de ces arborescences admet au plus n fils et la série génératrice
est la solution de I'équation différentielle y' = Zg, (y,1,1,---), Y (0) = 1. Sa-
chant que Zpg, (z,2,2,++) = Hz(z+ 1) (z + k- 1) = lj> est le polynome
générateur des permutations o € Sy selon le nombre de cycles, nous avons

ZEn(Z—I_t?Z?Z?”') :ZEn(Zl+t7227Z37”')|Z,‘:Z

k k
= ZZ—O Z_raa_kZEn (Zl + tv 29y 23y ')|z,‘:z,t:0
tn k

=2 = 07 )ZEk(Z 2 2,0)
ko <k>

Zkotn 1 kT
= 0 (n— k'ka(Z‘|’1) (24 k-1).

En prenant z = 1, nous pouvons déduire que la série génératrice des arbores-
cences 1 — n croissantes est la solution de ’équation différentielle

/ - (y_l)k : ! vt
y :ZT7 y(0) =1, ou bien, u :ZF = Fcn(u), u(0)=0,

k=0 ’ k=0

en posant u =y — 1.

Le calcul qu’on vient de faire se généralise au cas d’une B-espece G quel-
conque. Nous notons G*¥) la dérivée k-ieme de G. En posant 3 = y — o et en
utilisant la formule de Taylor, on a

Za(y,a? a3, ) = Zgla+ (y — 04),042,043, )
—Zg(oe—l—ﬁ,oe )
Z AN kZG($170‘2 0‘3 D | g
:ZFZG (a,a? 0’ )
= Z%é(k (a) = k>0 I é(k)(a)-

Nous obtenons donc la proposition suivante
Proposition 2.1.13 Soit G une B-espéce quelconque. I’équation différentielle

Yy = Za(y,a? o> --+), y(0) = a, est équivalente a
J— a o~
y =3 W= G0 a), y(0) = a. (2.11)

En d’autres termes, la série génératrice de ’espéce Ty., Ar solution de l’équation
(2.7), est solution de l’équation (2.11). "



54

Exemple 2.1.14 (a) Si G = L, I'espece des listes, on a G®) = kLA Donc
G () = kL. T équation (2.11) est alors équivalente &

ek
k
N~ W) 1 et S e & o — L _
y = kE>0 A k! (= o)t c’est-a~dire a y' = et y(0) = a.

Ce résultat était prévisible puisque 'espece I des listes est asymétrique, donc
Za(y,a? a3, ) = L(y) = ﬁ [Remarque 2.1.9 a)].

(b) Si G = C, 'espece des cycles, alors pour k > 1, GW) =
L est I'espece des listes. Donc G(a) = Ca) = 725 et si k >
(k= 1)!

%)k. [’équation (2.11) prend donc ici la forme

=

, « (y — a)* « -«
Y 1—a+;k(1—0¢)k 1—04+n( ) y(0) =a

(c) Si G = F, I'espece des ensembles, on a G®) = E pour tout k, et é(k)(oe) =
E(a) = 1. On obtient 1’équation

1—a*

(d) Si G'= S, Pespéce des permutations, on a G*) = k'S - L*. Puisque 5(04) =
HnZl ﬁ, on obtient y' = Zkzo %k!(ﬁnZl ﬁ)ﬁ7 qui se simplifie
comme suit ) )

Y (I1 ), y(0) = a.

:1—yn>21—04”

Ce résultat peut étre obtenu directement de la proposition 2.1.8 en remarquant
que

Zs(x1, 9,23, ) = [[; 7= [Voir (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98)]. n

1 1—x;

2.1.5 Les systemes différentiels

Etant donné des especes a k sortes F; (1 <14 < k) qui sont toutes soit des L-
especes, soit des B-especes, et des sortes de points 7; représentant les conditions
initiales, considérons le systeme d’équations différentielles combinatoires

Y/ =F (Y, Yy, Y2), Y;(0)=2;, 1<i<k. (2.12)
Définition 2.1.15 Une solution du systéme (2.12) est un couple (A, ¢) ot A =
(A1, Ag, -+, A) est un k-uplet d’especes mixtes du type L x B¥ — £, si tous

les F; sont des B-espéces, ou de L-especes a (k+1)-sortes si tous les F; sont des L-
especes, et ¢ = (@1, P2, -+, ¢r) un k-uplet d’isomorphismes ¢; : % — Fi(A).m
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Posons F = (Fi, Fa, -+, Fy), ¥ = (Y1, Yo, Vi) et Z = (71, Za, -+, 7).
Le systeme 2.12 g’écrit sous forme intégrale

T
Yi(T, Z) = ZZ»—|-/ F(Y(X,Z)dX, 1<i<k (2.13)
0

Une interprétation de ces équations intégrales est donnée par la figure 2.6(a),
ot I’élément minimum est de couleur 7, et est suivi d’une F;(Yy,Ys, -+, Yg)-
structure. L’itération de ce processus, pour 1 < ¢ < k, nous donne 'espece

(@ (b)
Figure 2.6: (a) Equation intégrale; (b) Une arborescence F-enrichie croissante

des arborescences F-enrichies croissantes du type ¢, que nous noterons A, z =
142,715»(T7 Z1y -+, Zy) [figure 2.6(b)], et qui est caractérisée par le fait que chaque
sommet est coloré par j € [k]. La fibre d’un sommet interne de couleur j, vue
comme un k-ensemble, est alors munie d’un Fj-enrichissement (Fj-enrichissement
pour la racine). Nous avons le théoréme suivant, démontré dans [(Le.-Vi. 1. 86)

ou (B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98)].

Théoréme 2.1.16 Le systeme (2.12) admet comme solution canonique le couple
(A)F»,c,o) ot ( _)F’ est le k-uplet Eﬁ = (A Ay A p) et o = (@i)i<i<k ot
©; Ai,ﬁ — FZ(A)F») est l'isomorphisme canonique qui oublie la racine. De plus,
en notant §(t) = (y1(t), y2(t), -+, yx(t)), les séries génératrices des A; @, sont
solutions du systéme différentiel

yi = E(g(t), 4:(0) =z, 1<i<k, (2.14)

Supposons maintenant que tous les F; sont des B-especes. Pour chaque 1,
soit a; une variable formelle. La proposition 2.1.8 se prolonge comme suit:

Théoréme 2.1.17 Les F; étant des B-espéces, le systeme différentiel {Y, =
F(Y), Y;(0) =1,,, 1 <i <k} admet comme solution le k-uplet de L-espéces

A

—

Ts Ts

VAL ﬁ:( Z:a Ty

v TraAs o TraAr )

ot Z : & signifie que pour tout i, Z; : o;. De plus, les séries génératrices des
Ts_ LA, = sont solutions du systéme
Z=a""i,F

2 3 2 3 2 3 .
yz/':ZF,‘(ylvahah"';y2704270427"';"';yk7ak7ak7"')7 yz(o):azv 1§Z§k7
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ou ZFi($117 T12: 013y ** 3021, 222,223y * 5 3Tk, T2, T3,y ) désigne la série
indicatrice de la B-espece a k sortes F;. n

Exemple 2.1.18 Arborescences m—aires croissantes complétes

Soit m > 2 et considérons le systeme,

U'=14+U™, U(0)=0,
Vi=UmY, V(0) = Z.

Il est clair que U est I'espece Aimc des arborescences m-aires completes

(2.15)

croissantes de ’exemple 2.1.11. Rappelons qu’elle vit sur un ensemble de cardinal
mk + 1, kK € N. D’autre part, 'espece V' vit sur les ensembles de cardinal
mk, k € N. Nous I'appellons espece des arborescences m-aires completes du
deuxieme type et la dénotons V = 3;76. Une arborescence m-aire (m = 4)
complete du deuxieme type est donnée par la figure 2.7. L’unique point blanc
est un point de sorte 7.

Figure 2.7: Une arborescence quaternaire (m = 4) complete du deuxiéme type
De plus, en posant V(1) = ano fmm%, on a

—_ e
fm7n+1 - z : (no,nl,“',nm_l)fm7n0€m7n1 em7n2 6777‘777‘777,—1'
no+ni+-+nm—_1=n

Notons que dans le cas le cas particulier ou m = 2, les solutions du systeme
(2.15) sont les arborescences binaires complétes et semi-complétes, ¢’est-a-dire
que fy, = €2y, €, étant le n-ieme nombre d’Euler. Les suites e,, ,, de I'exemple
2.1.11 et f,, , forment donc une généralisation des nombres d’Euler.

Proposition 2.1.19 Les espéces U = A%c etV = BTTWC, o on a posé 7 = 1,
satisfont les équations:

(B0 = [ (AL 0™ et B B[ (4] )7

Done les solutions du systéme analytique {y' = 1+ y™, 2/ ym L
0, 2(0) = 1} satisfont auz identités ™ (1) = 14+ y™ (1) et z(t) = e/ v"7 ()L,

Démonstration les isomorphismes sont illustrés par les figures 2.8 et 2.9.
Dans le premier cas il s’agit, en partant d’une (BTTH7c)m—structln’e7 de chercher
le plus grand des sommets, disons s, dont I'un des fils est un point blanc (de
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sorte 7). En notant Uy, .-+ ,Up_1 les Aimc—structures attachées a ce point,

on remplace les points blancs des autres B;7c—structures par les U;. Pour la

réciproque, il suffit de remarquer s sera alors la plus petite des feuilles situées

sur la branche droite principale de chaque Aimc—structure, et on peut reconstituer

les U; en cherchant, sur chacune de ces branches droites, les couples de sommets

(51, 52) tels que 51 < s < so. Notons que B;C(O) =1 alors que A;C(O) =0. =m
Pl ®

@@213@%fﬁg Eﬁ%g@gjém

1
Figure 2.8: Isomorphisme entre (B;c) et 1+ (A37C)

m@fw@. H®\? @V@s @f?

| 3

@QQ@

Figure 2.9: Tsomorphisme entre B;c et E[f(A;C)Q]

Exemple 2.1.20 p-arborescences de Fermat

Soit p un entier, et considérons le systeme différentiel

X'=vr, X(0)=1,
Y= X?, Y(0)=0.

(2.16)

Les solutions combinatoires seront appelées arborescences de Fermat d’ordre p.

(A) (B)

Figure 2.10: (A) Une arborescence de Fermat d’ordre 3 et de type X; (B) Une
arborescence de Fermat d’ordre 3 et de type Y

Les figures 2.10(A) et (B), ou les étiquetages croissantes ont été éliminées
par souci de clarté et ou les points blancs sont des X-structures sur le vide,
représentent des arborescences de Fermat d’ordre 3. Notons que pour p donné,
ces arborescences sont caractérisées par le fait que pour I'espece X (resp.Y)
chaque sommet de hauteur paire (resp. impaire) a exactement p fils et chaque
sommet de hauteur impaire (resp. paire) a au plus p fils dont les positions sont
bien déterminées.
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Comme on le verra a la section 2.2, & ce systéme est associé l'opérateur
différentiel F, = ypa% + xpaa—y. Cet opérateur est lié a la recherche d’une pa-
ramétrisation z(t) = >, g zolr et y(t) = 2 on>0 Yy, L: de la courbe de Fermat
flz,y) = aPTt — yPT1 = 1 satisfaisant la condition de Kepler 2y’ — 2’y = 1.
Cette paramétrisation est donnée par z(t) = Zn>0(]:g(x))$:17y:0%, et y(t) =
ano(]—'g(y))leyzo%. Comme on g’y attend, nous avons la proposition sui-
vante.

Proposition 2.1.21 Les arborescences de Fermat d’ordre p vérifient XPH! ~
1+ YrH,

Démonstration ['isomorphisme est illustré par la figure 2.11. n

%0}5@@? @@7@@@@ 5® W el

1

Figure 2.11: Isomorphisme entre X* et 1 +Y*, pour p =3

Exemple 2.1.22 Application aux séries D-finies

Nous montrons dans cette exemple qu’il est possible de définir un modele
combinatoire pour certaines séries D-finies, au sens de Stanley [(Sta. 80)]. No-
tons que ces séries sont des CDF-series au sens de [(Be.-Re. 90)] [ Voir aussi
U. Sattler (Sat. 94) et Bergeron-Sattler (Be.-Sa 95)]. Rappelons d’abord la
définition.

Définition 2.1.23 [(Sta. 80)] Une série formelle y € C[[z]] est dite différentiab-
lement finie ou D-finie si le sous-espace vectoriel de C[[z]], considéré comme
espace vectoriel sur C[z], engendré par la famille (y(”))neN est de dimension
finie. En d’autres termes, s’il existe une famille finie de polynémes non tous nuls

(pi(2))o<i<m tel que py, (2)y™ + -+ pi(2)y’ + po(z)y = 0. o

Pour 0 < ¢ < m — 1, soient «; des variables formelles et F; des L-especes et
soit F,, une L-espece telle que F,,(0) = 1. Considérons I’équation différentielle

F (TyYY™ =N" Fy(r)yvy®;  vO()=1,,. (2.17)

Posons G, (T) = L(—FE})(T) [cf. exemple 1.4.15] et considérons ’équation

m—1

7 =N G (T Fy(T) 29y 20(0) = 1. (2.18)

1=
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Il est clair que les solutions Y et Z de (2.17) et (2.18) sont équipotentes. Donc,
toute solution de (2.18) est un modele combinatoire de la série génératrice des
solutions de (2.17). D’autre part, en posant Z; := Z() I’équation (2.18) est
équivalente au systeme

=7 (0 =1,.0<i<m-—
{ZZ Zivt, Z2i(0) =14, 0<i<m-—1, (2.19)

Zm =T Gn(T)F(T)Z;

Il suffit donc de résoudre (2.19) pour avoir le modeéle combinatoire en question.
Notons qu’en général, ce modele n’est pas une solution de (2.17). ]

Exemple 2.1.24 A titre d’exemple, soit la série y = y(t) définie par I’équation
(1= M)y = Bty + py, y'(0) = a et y(0) = b, (2.20)

A, B, p, a et b étant des variables formelles. A cette équation est associée
I’équation différentielle combinatoire (1 — AT2)Y" = BTY' + u¥, Y'(0) =
1, et Y(0) = 13, dont les solutions sont équipotentes aux solutions de 1’équation
Y" = BTL\T?)Y' 4+ uL(A\T?)Y, donc aux solutions Y du systéme

Y'=27, 7' = BTLATHZ 4+ pL(AT?)Y, Z(0) = 1, et Y(0) = 1,.  (2.21)

Nous dénotons par Y = F,, la L-espece pondérée, solution canonique du systeme
2.21. Des exemples de F,-structures sont donnés par la figure 2.12. Re-

5
1

);18117 ‘I 20 loIk kI 16 AIISRI7 AI 20 '<.A NI 16
3 @0 @12 14 o 15 17 3 e @2 S 17 13 9
Py - b | 5%/ - /E .&
2 p 4 " 6 8 1@ e —o u 8 p

B1IB 3 M 2 B 4 0 g 13

Figure 2.12: Deux exemples de F,-structures et leurs composantes connexes.

marquons que la dérivée de lespece F,, F) = Z, est isomorphe & une sous-
espece de 'espece des permutations définie comme suit. Pour tout entier n et
toute permutation o € §,, 'ensemble C(o) des cycles de o est totalement or-
donné par l'ordre naturel des éléments minimum de chaque cycle. Fixons n
et dénotons P[n — 1] I’ensemble des permutations o de [n — 1] dont tous les
cycles sont de longueur paire sauf le plus grand élément de C(o) qui sera de
longueur impaire si n est pair (donc n — 1 impair). Soit o € P[n — 1] telle que
C(o) ={01 < 03 < ---< 0p}. Posons ¢; = ’élément minimum de o; et |o;| sa lon-
gueur. Il est clair que ¢; < ¢;41. Pour n donné, nous choisissons arbitrairement
des éléments de I'ensemble {o; € C(0)||o;| paire et o7 (c;) < ¢;41}, qui seront
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logl=2 12 , s

pondérés par w(o;) = pA" 2, les éléments restants dans C(o) étant pondérés
Joi 2 , . o =1

parw(o;) = AT 2, saufsi |og| est impair, auquel cas on pose w(og) = pA .

On définit ainsi une pondération w sur P[n — 1] en posant w(o) = [[, w(o;).
Remarquons qu’en appelant p-cycles (resp. f-cycles) les cycles pondérés par p
(resp. 3), alors un p-cycles o; est soit de longeur impair, auquel cas il est unique
et m — 1 est impaire, soit il vérifie O'Z»_l(CZ') < ¢i+1, tandis que les [-cycles sont
quelconques mais toujours de longueur paire.

Proposition 2.1.25 Les ensembles pondérés F)[n] et P,[n] sont isomorphes.

Démonstration La figure 2.13 illustre un isomorphisme qui permet de trans-
former chaque composante connexe d’une F)-structure en un cycle w-pondéré.

- 8 17

L A A
12 16

%
7 u @13

Figure 2.13: Isomorphisme entre F, et P,

Remarque 2.1.26 Notons que ’équation (2.20) contient [cf. Zwillinger (Zw. 92)]
i) ’équation d’Hermite: y” —ty' +ny =10

ii) ’équation de Gegenbauer: (1 —?)y” — (2m + 3)ty' + Ay =0

iii) I’équation de Legendre: (1 —*)y" — 2ty + n(n+ 1)y =10

iv) I’équation différentielle hypersphérique: (1 — ¢2)y” — 2aty’ +by =0

v) I’équation différentielle ultrasphérique: (1—t%)y” — (2a+1)ty'+n(n+2a)y = 0

vi) I’équation de Tchebytchef: (1 —t2)Y" — ty' + n?y = 0. -

Considérons maintenant le systeme différentiel

Y! = Fy(Y1,Ys, -+, Vi), Yi(0) = 0,i=1...Fk. (2.22)
Supposons que la série génératrice des solutions Y; = A, ss’écrit Y; (1) = A, a(t) =

. ny ng .
.t . _ (@) Y1y (@)
ZnZO a%nm et que E(yh o 7yk) - an,m,nk Qny - np nyleng! ) avec Qing ... ny €

C. Alors nous avons la proposition suivante qui nous fournit une majoration des
coefficients a;,, et généralise le théoreme 3(i) de F. Bergeron et C. Reutenauer
dans [(Be.-Re. 90)], ot les séries F;(y1,---,yx) sont supposées polynomiales.
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Théoréme 2.1.27 57l existe des constantes oy, -+ -, oy telles que pour tout 1
el pour tout

(ny, -+, ng), |0‘7(121),~~~,nk| < aft-caknglecong! o o € Ry, alors il existe une
constante « telle que pour tout n et pour tout 1,

la; | < (k4 1)”_104”_1(71 -l

Démonstration Considérons le systeme auxiliaire (2.23), dont les solutions
combinatoires sont des arborescences obtenues en itérant le processus décrit par
la figure 2.14.

k
7 =[] (e Z), Z;i(0) =0, (2.23)

i=1

ol les a; € Ry. Et soit Z;(t) = > 5 bi,n% la série génératrice de la i*™®
composante de la solution. B

Figure 2.14: Solution combinatoire du systeme auxiliaire

Lemme 2.1.28 Soit a; € Ry. Si pour tout i et pour tout (ny,---,ng),
|0‘7(121),~~~,nk| <aftak gl ong!, alors, pour tout i et pour tout n, |a;,| < b; .

En effet, les équations (1.1), (2.22) et (2.23) montrent que nous avons les
relations de récurences suivantes

bins1= Y D e L ()l T O 'H H bm

r€Par[n] exr—[k] J=lecee1 (5
Qi nyl1 = E E Oé H H j,|c|'
r€Par[n] exr—[k J=1c€e=1(j
On vérifie facilement par récurence que |a;,| < b; . n

Suite de la démonstration Il est clair que les solutions de (2.23) vérifient,
pour tout 4, j, Z; = Z; = Z, Z étant la solution de ’équation 7' = Hle L(a;2),
Z(0) = 0. Soit @ =max{a;, 1 < i < k} et considérons I'équation U’ =
[T, L(aU) = LF(alU), UO)=0.SiU1) =3 0 u, L5, alors le lemme 2.1.28

entraine que pour tout n, b;, < u,. Comme U(t) est la solution du systéeme
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analytique v’ = ( 7, u(0) =0, alors U(t) = 1[1 — (1 — a(k + 1)t)k1T] La

1—oau)

formule du binéme montre que u, = k(2k+1)(3k+2) - ((n—1)k+n—2)a""".
Il suffit alors de remarquer que k(2k + 1)(3k +2)---((n — )k +n — 2) <
k+1)2k+2)Bk+3)---(n—Dk+n—-1)=(k+1)""(n-1). n

2.1.6 Cas des systéemes non autonomes

Remarquons seulement que, comme en analyse classique, la donnée du systeme
non autonome & k inconnues Y7, Ys, ..., Y,

Y/ = F/(T,Y), Y;(0)=Z;; 1<i<k
est équivalente a la donnée du systeme autonome
Y/ =FUY), U =1,Y(0)=72, U0)=0; i =1...k

a k+ 1 inconnues Yy,Ys, -+, Yy, U. Donc la résolution des systéeme non auto-
nomes se ramene aux cas des systemes autonome. Voir aussi [(B.L.L. 94) ou
(B.L.L. 98)], & ce sujet.

Notons aussi que I’équation Y/ = H(T)F(Y), Y (0) = Z [cf. (Le.-Vi. 3. 88)]
admet comme solution 1’espece AF(fOTH(X)dX)7 ou Arp est Iespece des ar-
borescences croissantes F-enrichies, solution de I’équation différentielle Y/ =
F(Y), Y(0)= Z. Dans ce cas H est nécessairement une L-espece.

2.2 Opérateurs différentiels combinatoires

Le présent paragraphe a pour but d’étudier le lien entre les systemes différen-
tiels et les opérateurs différentiels combinatoires.

2.2.1 Généralités

Définition 2.2.1 On appelle opérateur différentiel combinatoire tout opérateur
D défini sur la classe des espeéces a k sortes (k > 1), qui

(a) & chaque espece F', associe une espece D(F), tel que pour toutes especes

FetG,
D(F + G) = D(F) + D(G) et D(F -G) =~ D(F) -G + F-D(G),

(b) a chaque morphisme ¢ : F' — (, associe un morphisme D(¢) : D(F) —
D(G), tel que pour tous morphismes ¢ : F'— G, ¢ : H — K,

D(p+4)=D(p) +D(¢), et D(p-¥)=D(p) ¢+ ¢ D).

Propriétés 2.2.2 Soit D un opérateur différentiel combinatoire. Alors
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ii) En posant D" = Do D" ! et P;[n] 'ensemble des parties & 7 éléments de
[n], on a

D (Fy - Fy) = Pin] x (DY) - D" ().
1=0
iii) Pour tout scalaire o, D(aF) = aD(F). n

A tout opérateur différentiel combinatoire D est associé canoniquement 1’opé-

rateur différentiel |D|, appellé cardinal de D [cf.(Be. 85)], défini sur I’anneau des
séries formelles A[[zy, 2o, - - -]], et tel que pour toute espece F', la série génératrice
de D(F) vérifie D(F)(z1, 22,--+) = |D|(F(z1, z2,--*)).
Exemple 2.2.3 Opérateur de dérivation L’opérateur de dérivation D — %
est défini au chapitre 1. Il permet d’associer a une espece F, 'espece dérivée
D(F) = F' | et a tout isomorphisme ¢, I'isomorphisme D(¢) = ¢'. Rappelons
qu’on a les isomorphismes D(F + G) ~ D(F) + D(G), D(F -G) ~ D(F) -G +
F - D(G). De plus D(F)(2) = F'(x).

Exemple 2.2.4 Opérateur de pointage C’est 'opérateur TD = T%. Pour
les B-espéces, c’est ['opérateur de pointage usuel tel qu’il est défini dans [(Joy. 81)
ou (B.L.L. 94) Chap.2].

Figure 2.16: Pointage d’une arborescence croissante

Dans le cas des L-espece, pour avoir une T%(F)—structure sur un ensemble
totalement ordonné [, il faut choisir un élément particulier dans [, construire une
F'-structure sur les éléments restants, et remplacer 1’élément minimum provi-
soire par 1’élément choisi. Dans ce contexte il faut retrouver la bonne position
de cet élément, en remplacant chaque élément 7 de {0,1,---,k— 1} par i+ 1, si
I’élément pointé est k, comme le montre la figure 2.15.

Notons que pour le cas particulier des arborescences croissantes, la figure
2.16 illustre une autre facone de le faire. Ici I’élément pointé est 10. II suffit
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de repositionner 10 a partir de la racine en le comparant successivement au
plus petit des fils de chacun des sommets considérés tant que la croissance de
I’arborescence n’est pas brisée.

La méme méthode s’applique aux arborescences binaires croissantes et aux
arborescences binaires croissantes completes. Notons que (T4=(F))(¢) = tF'(t).

Exemple 2.2.5 F-pointage: Etant donnée une L-espece F', considérons 'opé-
rateur F'(T) 4. La construction d'une F(T)-=(G)-structure est similaire a celle
du cas précédent. On construit une F-structure sur une partie b de I’ensemble
considéré et une G’-structure sur la partie complémentaire. Si k est I’élément

minimum de b, on remplace chaque élément ¢ de {0,1,---,k—1} par i+1 comme
le montre la figure 2.17. On a F(T) 4= (G)(t) = F(t)G'(t). n

Figure 2.17: Un F - (G)-sructure

aT —

Au systeme différentiel {2 F(Yy, - Ye), Yi(0,72)=7;, i =1...k},
est canoniquement associé 'opérateur différentiel D = Zle Fi(Zy, -, Zp) =

DZ; "
qui & toute espece a k sortes, GG, associe D(G) = Zle Fi(Zy, -+ ,Zk)%, et a

tout morphisme, ¢, associe D(p) = Zle Fi(Zy,--- ,Zk)%. Nous avons alors
la proposition suivante.

Proposition 2.2.6 SiD = Zle Fi(Zy,--- ,Zk)%, alors |D| = Zle Fi(%) %,

ot F;(Z) = Fi(z1, 29, , z,) est la série génératrice de F;.
Démonstration

Remarquer que D(G) (217 e 7Zk) = Ef:l E(Zlv e 7Zk) aaziG(Zh e 7Zk)-

2.2.2 Opérateurs d’éclosion

Cette section traite plus particulierement des opérateurs différentiels com-
binatoires de la forme

k

0
D=> F(Z,-, %)
=1 8ZZ

(2.24)
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Etant donnée une espéce multisorte G = G(T, 71, Za, -+, Zx), on définit
une (TD)(G)-structure comme la structure obtenue en choisissant un point du
sorte T et en appliquant D a G, comme l'indique la figure 2.18. Ce qui revient
a remplacer un point minimum (virtuel) de sorte 7; de la G-structure par un
point de sorte T suivi d’une Fj-structure. On dira que le point de sorte Z; en
question a subi une éclosion [cf. (LaG. 85)].

T: ®
T remplacant un point de sorte Z X @
Z; O
Zy: 2]
Z5: O

Figure 2.18: Une G-structure ayant subi une éclosion du type TFQ(Z)%.

‘P m
& o

E,

Figure 2.19: Une G-assemblée d’arborescences croissantes enrichies

Choisissons alors les éléments de sorte T dans un ensemble [ tel que |I| =
m = n+k. Supposons que la G-structure initiale contient les k éléments de sorte
T d’une partie [; de [, et considérons la structure obtenue apres n itérations de
Popérateur (TD). Parmi les n! ordres possibles d’apparition des éléments de
ly = I\ l1 lors des éclosions successives, il en existe un et un seul qui coincide
avec 'ordre de [,. Une division par n! revient a identifier toutes les n! structures
a cette derniere. On obtient de cette fagon une (L-D")(G)-structure qui est
une (G-assemblée d’arborescences croissantes enrichies par les diverses especes F;
(Fig. 2.19). Pour une explication plus détaillée, voir [(B.L.L. 94) ou (B.L.L. 98),
Chapitre 5].

Définition 2.2.7 L’opérateur e’ P = Ym0 %D” est appellé opérateur d’éclo-

stons multiples associé a D. n

Nous avons la proposition suivante dont la démonstration est donnée dans

[(Le~Vi. 1. 86), (B.L.L. 94), ou (B.L.L. 98)].

Proposition 2.2.8 La solution Y = Ap = (Ap [, Ap,, -+ Ag,), du systéme
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(V! = Fi(Vi, i) Yi(0) = Zi, 1< i <k}, verifie

K3

Ap = (Apy Ap g Ap ) = (€7P(20),eTP(Za), - eTP(Z1)). (2.25)
Plus généralement, pour toute espéce G = G(7Z1,- -+, Zk),
eTP(G(Zy, -+ 7)) =G(Ap). (2.26)

La donnée d’un systeme différentiel combinatoire est donc équivalente a la
donnée d’un opérateur différentiel combinatoire.

Proposition 2.2.9 Pour tous scalaires oy, oy et toutes espéces Gy, Go on a
€TD (Gng) = €TD (Gl)-eTD (Gz) et €TD (041G1—|—042G2) = oquD (G1)+0426TD (Gz)

Démonstration Ceci se voit en prenant G = (1G4 dans I'égalité e’ P (G(7)) =
G(AF»). La deuxieme partie est évidente et se voit en prenant G = a1G1 + asGy

dans Pégalité e’P (G (7)) = G(Agz). n

2.2.3 Sur les puissances d’un opérateur différentiel

Le théoreme 2.2.8 montre que la recherche des solutions combinatoires d’un
systeme d’équations différentielles peut se faire par le calcul des puissances de
l'opérateur différentiel associé. Le théoreme de Ginocchio [(Gin. 94)] suivant,
dont le cas n = 1 a été démontré par F. Bergeron et C. Reutenauer dans
[(Be.-Re. 87)], nous donne une facon de les calculer.

Notation. Pour 0 < r < n, soit( ,u;, = (41,42, -, %) ot ¢; € [n]. On définit
_ ar Mr) :
8Mr = m7 et on pose F; = 8MTE‘

Soit D = Zle Fi(Zy,--- ,Zk)% un opérateur différentiel. Considérons

’ensemble F,, des foréts d’arborescences croissantes sur [n], et ¢ € F,. A
chaque sommet m de ¢, associons une variable entiere ¢, tel que 1 <4, <k, et
la suite de variables entieres p;,, = (im,s tmys " s im,) OU M1, Mg, -, M, sONt
les fils de m (si m est une feuille on pose y;,, = (0)). Le sommet m sera pondéré
par ]72»(7:"’"). D’autre part, on pose pig = (t1,%j,,---,4;.) ou {1, jg,---,js} est
I’ensemble des racines des arborescences de la forét ¢. Le poids de la forét ¢
est, par définition,

n
o)=Y T 0.
lsil,ig,“'insk s=1
Ainsi, en posant p;, = (i2,13,07), i, = (0), iz = (I8,%10)s " s iy, = (0)
et po = (i1, 11, 76), nous avons w(@) = X\ i1 <k pl) plre) Ll
pour la forét ¢ de la figure 2.20.
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8 210 11
3 7 .
2% \5) 9 == |12
1 4 *6
@ ®)
Figure 2.20: Pondération des foréts d’arborescences.

Proposition 2.2.10 [(Gin. 94)] Soit F,, l’ensemble de toutes les foréts d’arbo-
rescences sur [n]. Alors D" = 37 r w(p). En particulier si k =1 et D =
F(Z)% alors D" = Zwe}-nw(cp), ot w(p) = Hie[n] F(a(i))dm, ou d = %, a(1)
est le nombre de fils du sommet 2, et m est le nombre d’arborescences constituant
la forét .

Démonstration Par récurence sur n. Supposons que D" =3 w(p).

Alors D" = D(D") = D(Xcr, () = Y er, P(w(p)). Or une forét ¢f
sur [n + 1] est obtenue en prenant une forét ¢ € F,, et en plagant le som-
met n + 1 correspondant & ¢,41, soit sur un sommet k, ce qui revient a cal-

culer Fj ., azl.an_H (E(kwk ), soit en considérant n + 1 comme une nouvelle ar-
borescence, ce qui revient a multiplier w(y) par F; 0
nera EWHH?:lE(JMJ)@% ot gy = (fosint1). On en déduit, en sommant, que

Une autre facon de montrer ce résultat est de remarquer que pour tout espece
G, une D" (G)-structure (Fig. 2.21(A)) s’identifie canoniquement a un couple
formé d’une assemblée d’arborescences dont les sommets sont pondérées par des
FZ»(M)—structln’es7 et d’une G#o)_structure (Fig. 2.21(B)).

ce qui nous don-

n+1 n+1

(A) (B)

Figure 2.21: Une D''(G)-srtucture.

2.3 Lien avec les grammaires algébriques

Dans [(Ch. 91)], Chen utilise les grammaires formelles pour étudier des
problemes d’énumération. Cette idée a été reprise par Dumont [cf. par exemple
(Dum. 96)] et par nous-méme dans notre mémoire de D.E.A [cf. (Ran. 93)].
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Dans cette section nous allons établir le lien entre grammaire algébrique et
opérateur différentiel. Rappelons la définition de grammaire formelle.

Définition 2.3.1 [G. Lallement (Lal. 79)] Une grammaire formelle est un tri-
plet ' = (V, A, 7), ot V est un ensemble fini de lettres, A C Vet 7 C (V\A)t x
V* ot V* est le monoide libre engendré par V et (V' \ A)T = (V' \ A)*\ {1}.
Si (u,v) € 7, alors on note v — v. Une grammaire formelle I' est algébrique
(context free) si pour tout (u,v) € m,on au € V' \ A, c’est-a-dire que u est une

lettre de V' \ A. "

Notons que cette notion est essentielemment non commutative. Chen I’appli-
que dans un contexte commutatif. Dans le cadre de ce travail, au lieu de
considérer V*, considérons 'ensemble A[[V']] des séries formelles a coefficients
dans un anneau commutatif unitaire intégre A de caractéristique 0. En d’autres
termes, une grammaire sur V est une application G' : Vo — A[[V]], V étant
un alphabet, possiblement infini, de variables formelles qui commutent deux a
deux, et Vg une partie non vide de V. ]

Supposons que Vo = { Xy, -+, X, }. Alors & la grammaire (G, nous pouvons
associer 'opérateur différentiel G, défini par G = Y7, G(Xi)aLXi et vérifiant
G(X;) = G(X;). De plus, soient t une variable formelle n’appartenant pas a V,
et u € A[[V]]. Posons

e tn
Gen(u,1) = 370" (u)2: € A,
n>0
Proposition 2.3.2 [(Ch. 91)prop. 3.2 et 3.4] Pour tout couple de (u,v) €
A[[V1]? nous avons:

Gen(u + v,t) = Gen(u,t) + Gen(v,t), Gen(uv,t) = Gen(u,t)Gen(v,t),
Gen(G(u),t) = ZGen(u,t).

Remarque 2.3.3 Supposons que A = Z et que V est un alphabet représentant
des sortes de points. Dans ce cas, un élément u € Z[[V]], en particulier G(X;), se
releve en une B-espece asymétrique, et 'opérateur G est un opérateur différentiel
combinatoire tel que Gen(u, T) = €79 (u). Dans ce sens, une grammaire s’identifie
a un opérateur différentiel combinatoire. n

Remarque 2.3.4 Chen, et par la suite Dumont, considerent les variables comme
des compteurs. Le passage du niveau n au niveau n + 1, pour une structure
donnée, s’interprete en terme de grammaires sur ces variables, comme on le
verra dans les exemples 2.3.7 et 2.3.8 ci-dessous. ]

Dans cette optique, soit & = {xy, 29, -+ ,2,} une famille de variables for-
melles, et pour i = 1...n, soit G;(Z) € C[[#]]. Notons G = > " | Gi(f)a%i
lopérateur différentiel associé a la grammaire définie sur 'alphabet &, par G :
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Proposition 2.3.5 Soit §(t) = (y;(t))i=1..n la solution du systeme différentiel
analytique

v = Gi(7(t), w(0)==x; i=1...n.
Alors pour chaque i, Gen(z;,t) = y;(t).

Démonstration Soit h;(t) = Gen(z;,t) = 3., 5, G (z:) L h(t) = (hi(t))im1..n-

ni
Il est clair que h;(0) = x;. D’autre part, la proposition 2.3.2 montre que

h;(tl = %(Gen(xi,t)) = Gen(G(z;),t) = Gen(G;(%),t) = G;((Gen(z;,t))icr) =
Gi(h(t)). -

Soit maintenant X = {X;, i =1...n} un alphabet de variables représentant
des sortes de points. A chaque X;, associons une variable formelle z; qui sera
un compteur de sortes de points, et soit (Gz(f))zzln une famille de B-espéces
asymétriques, telle que pour chaque i la série génératrice de GG; est G;(¥) ou

—

¥ = (#;)i=1..n- De plus, considérons l'opérateur différentiel combinatoire D =

) Gi(X)aiXi ainsi que I'opérateur différentiel analytique G = ;. ; Gi(%) 82’@'7

associé a la grammaire G : 2; — G(Z).

Théoréme 2.3.6 Nous avons
1. |D| =4,
2. Tz (e"P X)) (t) = Gen(z;, t), ol X : 7 signifie X; : x; pour chaque i.

FEn d’autres termes, étant donnée des espéces asymétriques (G;)i=1..n, les
données suivantes sont équivalentes:

i) La donnée du systéeme différentiel combinatoire:

V! =GiY), Yi(0)=X;, i=1...n,

K3

ii) La donnée de l'opérateur différentiel combinatoire

= = 0
D= ;Gi(X)é?—X/
iii) La donnée de la grammaire
Gia;—Gi(7),i=1...n,
iv) La donnée du systéeme différentiel analytique
yi(t) = Gi(g(t), yi(0) =a;t=1...n.

Démonstration Notons d’abord que si F est une B-espéce asymétrique, alors
Zp(T1, @0, 1Y, Y2, 21, 20,00 0) = F(a,y1,---,21). La partie 1 est
alors une reformulation du premier point de la proposition 2.2.6. Tandis que la
partie 2 est une conséquence des propositions 2.1.16, 2.2.8, 2.2.9 et 2.3.5. Les
solutions combinatoires de i) sont ¥ = (7P (X;));cr) et les fonctions génératrices
sont les solutions 7(t) = (v:(t))ier de iv).
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Exemple 2.3.7 [cf. (Ran. 93)] Dénombrement des permutations suivant
le nombre de points fixes. Rappelons que pour passer de S, a S,4q il
suffit de considérer une permutation o et de placer n + 1 sur une aréte de son
graphe sagital, ou bien de considérer n + 1 comme un point fixe. On aura une
permutation o’ de 8,11. Réciproquement, si on a une permutation ¢’ de 8,41,
on restreint ¢’ en une permutation o de S, en éliminant n + 1 de son cycle.
Soit donc z, y et z des variables formelles énumérant respectivement les points
fixes, les arétes (7,0(7)) avec o(i) # 17, et une aréte supplémentaire (). Pour
passer de S, & 5,41 il suffit de placer n + 1 sur une aréte. Si cette aréte est
une boucle (aréte du type z), on la remplace par deux arétes du type y, si c’est
une aréte du type y on la remplace par deux arétes du types y, s’il s’agit de
l’aréte du type z on doit la remplacer par une aréte du type x (boucle) et une
aréte du type z (§). On obtient la grammaire {z — y%, y — y?, 2 — 2z}
qui n’est autre que la grammaire associée au systeme différentiel combinatoire

(U'=Vv'=V2 W' =UW, U(0)=X, V(0)=Y, W(0)=Z}.

Figure 2.22: Dénombrement des permutations suivant le nombre de points
fixes

La figure 2.22 nous donne un exemple de W-structure. On en déduit d’une
part que G"(z) = 2 s 2fix(7)yn=fix(9) "ot d’autre part que

—fxlon " exp(r — y)t
W (o 2,8) = Gon (1) = = 3 (3 Xy 1y L
n>0 cESy '

(2.27)

2

en résolvant le systeme analytique {u' = v/ = v*, v’ = ww, u(0) =z, v(0) =

y, w(0) = z}.

Remarquons aussi qu’on a I'isomorphisme W ~ 2F, - D, ol F,, est 'espece
des ensembles dont chaque élément est pondéré par z, et D, est I'espece des
permutations sans points fixes ou dérangements dont chaque point est pondéré
par y, ce qui permet de retrouver (2.27). "

Exemple 2.3.8 [cf. (Ch. 91)] Dénombrement des partitions suivant le
nombre de blocs. Etant donnée une partition 7, chaque bloc b de cardinal ¢
sera pondéré par y;. On note a;(7) est le nombre de blocs de cardinal ¢ dans =,
et on pose v(7) = x| [ Lien yia"(w). Si 7’ est une partition de [n + 1], on obtient
une partition 7 de [n] en éliminant n + 1 de son bloc. Réciproquement, si «
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est une partition de [n], on peut prolonger 7 en une partition 7’ de [n + 1], soit
en placant n 4+ 1 dans un bloc de cardinal & > 1, soit en considérant {n + 1}
comme un bloc a part de cardinal 1. Dans le premier cas en remplacant gy par
Yr+1 dans v(r), on obtient v(r’), et dans le second cas il faut remplacer z par
Tg11Y1. Nous obtenons donc la grammaire infinie G définie sur {x;, y;41, i € N}
par {z; = xi41y1, ¥i = Yi+1,1 € N}. La figure 2.23 (a) nous donne un exemple
d’arborescence croissante appartenant a la solution du systeme différentiel com-
binatoire associé.

Figure 2.23: Dénombrement des partitions suivant le nombre de blocs

Proposition 2.3.9 [(Ch. 91)] Etant donnée la grammaire GH; — xip1y1, yi —
yi-l—hi € N}; on a

n

G"(z0) = Z$ank($17$27 e Tn)

k=1

ot les Bpp(x1,22,- -+ ,&,) sont les polynomes de Bell. "

2.4 Applications aux especes trigonométriques, elliptiques et
hyperelliptiques

Nous considérons le systeme
Y/ = aiYi oo Yie Yigr - Yig Yi(0) = Zi, 1< <k, (2.28)
ou k > 2 est un entier fixé.

2.4.1 Généralités.

La solution canonique du systeme (2.28) est donné par des arborescences k —
1-aires croissantes pondérées, (Ak,i)1§i§k7 telles que la racine de Ay ;, pondérée
par a;, est de couleur ¢. La figure 2.24 est un exemple de A4 -structure.

Définition 2.4.1 Pour un entier k& > 2 donné, le k-uplet AK) = (Aki)1<i<ks
solution du systeme 2.28, est appellé famille d’espéces hyperelliptiques d’ordre
k, Ag; étant la i#m¢ composante de AK¥). Les especes hyperelliptiques d’ordre
2 sont appellées espéces trigonométriques, les especes hyperelliptiques d’ordre 3
sont les especes elliptiques de Jacobi. ]

Notons que si k = 3, les coefficients Pﬁ)(zl, 29, 23), de T'z,.., Az i(t; 21, 22, 23)
sont les polynémes de Schett initialisées en z; [cf.(Sch. 76) et (Sch. 77)]. De
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Z1: O
Z, ®
Z3: 0
Z4:@

Figure 2.24: Une arborescence hyperelliptique d’ordre 4.

plus en posant a; = 1,a3 = —1,a3 = —k%, Z; = 0 et Zy = Z3 = 1 dans (2.28)
on obtient les arborescences de Jacobi qui interpretent combinatoirement les
fonctions elliptiques de Jacobi [cf. (Vi.1 80)]. Notons aussi que le cas ou k =4
a été étudié par D. Dumont dans [(Dum. 80)]. n

Définition 2.4.2 Soit A = (Az;), 1 < i <k, la famille d’especes hyperel-

liptiques d’ordre k, et posons 7 = (71, Zay -+, Z1). Llintégrale Amy(T, Z) =
fOT Ak (X, Z)dX est appellée amplitude de A% ou amplitude d’ordre k.

Proposition 2.4.3 Pour1 <i < k-1, on a Ay, (T, Z) = Ap—1,;(Amy (T, Z), Z)

(A) (B)
Figure 2.25: Décomposition d’une Ay ;-structure en As;(Amy(T, Z),Z)—
structures.

Démonstration La figure 2.25(A) nous montre, pour k& = 4, la fagon de
décomposer une arborescence Ay ;. Chaque F} est alors une Amy, structure. La
figure 2.25(B) est la Aj_y ;-structure sur les I, associée a cette arborescence. m

Proposition 2.4.4 FEtant donné k, alors pour i # j, aiZ]2 + ajAzﬂ» ~ a; 7% +
aiAzJ.

Démonstration La figure 2.26, ot k = 4,¢ =1, 7 = 2, décrit I'isomorphisme.
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@ &

Figure 2.26: L’isomorphisme a; 73 + agAil ~ ay 7t + agA?m

Corollaire 2.4.5 Pour k > 2, Uamplitude Amy, d’ordre k, est solution de [’équa-
tion différentielle:

Y
apZ? + al(a—T)2 =aZ; + apAi_1,(Y); Y(0,72)=0 (2.29)

Démonstration Nous avons a,Z; + alA?k ~ a1 7} + akAzJ. D’autre part,
A1 (T, 7)) = Ak—10(Amy (T, Z), Z) (Prop. 2.4.3). De plus, en posant ¥V =
Amy(T, Z), nous avons % = A (T, Z), par définition. D’ou le résultat. "

2.4.2 Aspects analytiques

Comme nous I’avons vu dans les deux sections précédentes, les fonctions
génératrices de ces structures peuvent étre obtenues en résolvant le systeme
différentiel

Yo = aiyr Y1 Yier Yk 4i(0) =z, 1 <0 < k. (2.30)

Mais on peut aussi les calculer d’une autre fagcon. Notons d’abord que si on

connait par exemple Ay, 1 (¢, ), par raison de symétrie on aura tous les Ay ;(¢, 2)

k—

E=a
Proposition 2.4.6 Soit U(u) = a,° fou( dy , et posons W<~1>

Ty (wF ) +aiv?)7)
Uinverse de W sous l'opération de substitution. Nous avons

Apa(t,2) = US> (¢ 4 U ().

Démonstration La proposition 2.4.4 montre que pour tout i, alAzi(t,Z) =
w? + a; A2 (1, %), ot Wi = a;z? — aiz]z. On en déduit que

7

k k
ay 7 [T ARt 2) = [T(wis + aiAR, (2, 2)).

Comme (A ;(t, 2)) sont solution de (2.30), alors (A}, ;)?(t, 2) = a;f%g) Hfﬁ(wgl—l—

A2 (¢ ‘ost-a-di k;s ¢ AZJ(“)d“ — D
a; kd( ,Z)), c’est-a-dire que a fo et ok + ¢. Donc
=2 (Wi TaiAy
k=3 i k—3
1 L—o
a,’ OAk’l( ) - 2d“ + =t + c. Posons ¥(u) = a,’ fou - 2d“ -,
[Ty (wf Fasu?) (o, (& +aiv?)?)

alors W(Ag1(t, 2)) =t + c. En particulier U(Ag1(0,2)) = ¥(z) = c. n
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Remarque 2.4.7 Les especes hyperellyptiques sont donc liées aux intégrales
hyperellyptiques.

2.4.3 Notes sur les formules d’additions

Un probleme ouvert concernant les especes hyperelliptiques est ’existence
d’une formule d’addition. A titre d’exemple, nous démontrons une formule
d’addition pour les especes trigonométriques (Prop 2.4.9). Dans le cas des
especes elliptiques, on connait les formules d’addition pour les fonctions ellip-
tiques de Jacobi (z; = 0), mais on ne sait pas les démontrer combinatoirement.
Si X = A91,Y = A9, 7 = Agz,a = a1,b = ay et ¢ = ag, alors cette formule
s’écrit

a’29% 232 X (u + v)
= a?2923 X (0)Y (0) Z(v) + a® 2923 X (0)Y (u) Z () + be X 3 (u) X 2(v) X (u + v),

ou, d’une maniére équivalente [cf. (Dum. 80)],

2o X (W)Y () Z(0) + Z5 X (0)Y (u) Z(u)
Alute)= 1= e X2(u) X (o)

a<zp“z3

Notons cependant que dans [(Lo. 85)], A. Longtin donne une démonstration
combinatoire des formules d’addition des fonctions tangente et sécante, qui sont
des spécialisations des fonctions elliptiques de Jacobi sn et cn. ]

Considérons donc les especes trigonométriques, solutions du systeme

Yll = 611Y27 Y1 (0) = Zl7

YQ/ = a2Y17 Y2 (0) = ZQ. (231)

Deux exemples de structures trigonométriques du type Y; sont données par la
figure 2.27.

1 2 3 4 5

1 23 45 6 Zg)
o e o o & o &
al 32 al a2 a]

al az al az al 212

Zy

Figure 2.27: Espeéces trigonométriques

Une Y;-structure s’obtient de la méme facon, en échangeant les roles de a; et

asz, et de z1 et zs.

Remarque 2.4.8 Les séries génératrices s’écrivent Yy () = 5=[(z1a+aq2)e* +
(mra—arz)e™ et Ya(t) = 5=[(22a+az21)e™ 4+ (z0a—azz; ) e~ ot a = \Jfaa;.
En prenant a; = 1, ag = —1, z; = 0 et zp = 1 on aura Yy () = %[e” — e
sint et Yy = %[ie” +ie™"'] = cost. Dans ce cas Y (resp. Y3) est ’espece des

ensembles ordonnés de cardinal impair (resp. pair) et dont les termes de rang
pair (resp. impair) sont pondérés par —1. En prenant a; = a3 =1, zy = 0 et
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z;=1on aura Y;(t) = £[e’ — '] =sinht et Y5 = 1[e’ + e7'] = cosht. Dans ce
cas Y7 (resp. Y3) est Iespéce des ensembles ordonnés de cardinal impair (resp.

pair).

Proposition 2.4.9 Formule d’addition pour les espéces trigonoméiri-
ques.

Nous avons les deux isomorphismes suivants:

a2V (Th + To) + a1 23[Y1(T1) Yo (T2) + Yo (T1) Y1 (T3)]
~ a1 23V (T + To) + 21[asY1(T1) Y1 (Ty) + a1 Y2 (Th) Y2 (T5)],

a227Y2 (Th + Ta) + 22[asY1(T1) Y1 (T2) + a1Ya(T1) Ya(T2)]
~ a1 22V Ty + To) + as 1 V1 (T1) Y (T) + Yo (T1) V2 (To)].

Démonstration Considérons par exemple le cas du premier isomorphisme (Fi-
gure 2.28).

o—.———o—o—ﬂzllz
4 a; a; %

o——0—¢o —9o & —
Ll 2 a; ay
az al a

2 1

(et g 0 e ?J}

Figure 2.28: Formules d’addition des especes trigonométriques

Soient [y et [5 deux ensembles ordonnés. Si |l1] est pair alors,

—une ayz3 Yy (Ty+Ty)-structure sur 14,1y est transformée en une agz, Yy (Ty) Yy (T)-
structure,

—une a129Y1(T1)Y2(Ts)-structure sur I;+,13 en une ay 2 Y (Th) Y2 (T3)]-structure,
—et une a122Y5(Ty) Yy (Ta)-structure sur Iy +,/2 en une ayz3Y; (Ty +T)-structure.
Si |l1| est impair alors,

—une ayz Yy (Ty+Ty)-structure sur [;+,/y est transformée en une a2, Yo (Ty) Y (T2)]-
structure,
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— une ay2Y; (Ty)Yz(Ty)-structure sur Iy +, Iy en une a;23Y; (T + Ty)-structure,

—et une ayz9Y2(T1) Y1 (Ty)-structure sur l14,l5 en une azz, Yy (T1) Y1 (T2)-structure.

Remarque 2.4.10 En posant w = ay2? — ay23, les isomorphismes précédents

montrent que
wYa(ti+te) = aszi[Yi(t1)Ya(ta)+Ya(t1)Yi(ta)]—2o[aaY1 (t1) Y1 (t2)+a1 Ya(tr)Ya(t2)]
WYy (ti+te) = z1laY1(t)Yi(t2)+a1 Yo (t1)Ya(te)]—ar 22[ Y1 (t1) Ya(t2)+Ya (1) Yi (t2)].

On en déduit que zoY7 (t1+1t2)+ 21 Ya(t1+t2) = Yi(t1)Ya(t2) + Yo (t1)Yi(t2) et
agz1Yi(t +to) +ar22Ya(t +12) = 22Y1(t1)Yi(t2) + 21 Ya(t1)Ya(tz), identités qui
contiennent les formules d’additions classiques pour les fonctions cos(t), cosh(t),
sin(t) et sinh(¢). n



CHAPITRE I11

HISTORIOGRAPHES ET SYSTEMES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

La notion d’historiographe a été introduite par G.X. Viennot [cf.(Vi.2 80)]
pour analyser les solutions combinatoires des systemes d’équations différentielles
et en particulier pour étudier les fonctions elliptiques de Jacobi. Nous mon-
trons comment les historiographes additifs sont liés aux systemes différentiels.
Nous appliquons I’aspect grammatical associé a ces problemes pour obtenir des
résultats intéressants. C’est le cas de la méthode du développement-compression,
pour engendrer des suites, que nous introduisons a la fin de ce chapitre.

3.1 Généralités sur les Historiographes

Définition 3.1.1 [cf.(Vi.2 80)] Un historiographe est un triplet H = (k, A, p)
ol

e L est un entier naturel supérieur a 1,

e A est un ensemble fini d’applications A : N¥ — NF, appelées opérations pri-
mitives.

o p: A x NF = N est une application, appelée fonction de possibilités.

Les éléments de NF sont appelés les états et Iensemble D(A) = {u €
N*| p(A,u) # 0} est le domaine de 'opération primitive A. "

Le nombre entier p(A, u) est le nombre de facons de passer de I’état u a I’état
v = A(u) en utilisant 'opération A. De plus, ces choix peuvent étre numérotés
de 1 a p(A,u). lls s’identifient donc a ’ensemble totalement ordonné P(A, u) =
{1,2,---,p(A,u)} que nous appellons ensemble des possibilités. Notons que si

u ¢ D(A) alors p(A,u) =0 et P(A,u) = 0.

Définition 3.1.2 Etant donnée une suite d’états u = (g, Ury -+ Up), Ug est
dit état initial de u et u, 1’état final. n

Soient w = wy - -w, € A* et ug € N*. En posant u; = w;(u;_;) on peut
passer de I’état initial ug & un état final u, en utilisant le chemin ¢(w) = ug “
uy 3 ug — -+ 2B u,. Le nombre de facon de le faire, p(w) = T plws, wiz1),
est non nul si et seulement si pour tout 7, u;—y € D(w;).
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Définition 3.1.3 Un historiographe initialisé est un couple (H,ug) ot H est

un historiographe et ug un état initial fixé. Une histoire h de taille |h| = n
de (H,ug) est alors la donnée d’une suite h = (w, my, mg,- -+, m,) ol w est un
mot de A* de longueur n tel que p(w) # 0, et m; des entiers naturels tels que
L <my < plwiy ui—). .

Dans la suite, nous posons A = {4y, Ay, ---, A, }. A chaque opération primi-
tive A;, associons une variable formelle a;. Considérons I’application a : NF —<
T1, Xy, up >0 telle que av(ng, ng, -+ mp) = @l -k, < xy, @, 2 >C

dénotant I’ensemble des mots commutatifs sur ’ensemble des variables formelles
X= {$17 Tyt 7$k}.

Définition 3.1.4 Etant donné un motw = wy - - -w,, € A*, nous appelons image

commutative de w le mot w® = c(wy -+ wy,) = a‘fla‘{‘) ceal ou = |{jlwy =

A2}| [ |

Posons M, [n] = 'ensemble des histoires h de taille n associées a I’historiog-
raphe initialisé (H, u,). Soit h = (W, p1,p2, -+, Pn) € Hy,[n] tel que I'état final
de h soit u, = (ny,ng,---,ng). Le poids de I'histoire h est, par définition,

T(h) = wca(un) = a*l‘la%zw .. .a#rx?lxga . ka

Soient [ est un ensemble totalement ordonné tel que |[| = n, et o; : [n] > est
I’unique bijection croissante. Si w = wjwq---w, est un mot de longueur n,

alors nous notons ow le mot 0w = w,(1)Ws(2) " * *Ws(n) indexé sur [. Posons
Huo[l] = {(ow, p)|h € Hyy[n]} = Huoln] X {01}, De cette faccon, H,, est une
L-espece pondérée, dont la fonction génératrice est donnée par

Houy (t; A, x) = Z|7—lu0

n>0
ot [Hag [l = S jppn w51t (), [Hag 0]} = (o).

Définition 3.1.5 Une réalisation (ou représentation, ou implémentation) d’un
historiographe initialisé (H,ug) est un couple (F,¢) ot F est une L-espece et
© = (¢n)nen est une famille ¢, : F[n] — H,,[n] d’isomorphismes d’ensembles
pondérés. n

Notons que H,, est une réalisation de (#, ug). Nous I’appelons la réalisation
banale.

3.2 Historiographes additifs
Définition 3.2.1 Un historiographe H est dit additif si

e Pour tout A € A, I'élément A(u) —u de Z* est indépendant de u; c’est-
a-dire qu’il existe un vecteur 7(A) € Z*, appelé pas, tel que A(u) = u 4 7i(A),

e Pour tous u,v € N¥, et A € A, p(A,u+v) = p(A,u) + p(A,v). "
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Remarque 3.2.2 i). Il suit que si v = B(u) et si A € A, alors p(A4,v) =
p(A, u)+ p(A,7i(B)).

ii). L’application pg : N¥ — N telle que py(u) = p(A,u) est donc un
homomorphisme de monoides commutatifs. Il est donc uniquement déterminé
par les pa(e;), ot e; = (65,685, --- ,52). Plus exactement, p4(ny,---,ng) =
Zle nipa(e;). En particulier, p4(0,---,0) =0.

Lemme 3.2.3 Soient H un historiographe additif, u, u' et u" € N tels que
uw=u+u", alors

u € D(A) si et seulement si [u' € D(A) ou u” € D(A)].

En particulier, pour tout A € A tel que D(A) # 0, il existe au moins un i € [k]
tel que e; € D(A).

Démonstration Ce résultat découle immédiatement de la définition. n

Lemme 3.2.4 Siii(A) = (n1(A4),n2(A), -, ng(A)) et e; € D(A), alors nj(A) >
0 sij#i, et nj(A) > —1. Fn particulier, s’il existe i et j tels que i # j et
ei,€; € D(A) alors pour tout s, ns(A) > 0.

Démonstration En effet, si e; € D(A), alors A(e;) € N* et 7i(A) = A(e;) — e;.

Proposition 3.2.5 Si M est un historiographe additif et si ug = uf + ug, alors
on a lisomorphisme d’espéces pondérées H,, ~ Moy - Hyy. En d’autres termes
Uapplication ¢ : N¥ —Lg, , telle que p(u) = M, est un homomorphisme du
monoide additif N* dans le monoide multiplicatif Les des Li-espéces pondérées.

Démonstration Montrons, par récurrence sur n, qu’il existe un isomorphisme
d’ensembles pondérés ¢, : Hy,[n] — (Hyy - Hyp)[n].

Pour n = 0, notons que H,,[0] = {(ug)} et que (ug) s’identifie au quadru-
plet (0,0, (ug), (ug)), unique élément de (H,,; - H,»)[0]. Supposons qu’a toute

histoire h = (w,my, ma,---,my) € Hy[n], on peut associer un quadruplet
unique (I',", b’ h") tel que I + 1" = [n], B’ = (W', my, - ,mi) € Hy [l'], B =
(@ my, - mi) € Hp[l"], avec s =[], ¢ = |I"], o' = vy et 0" = wlp,
et dont les états finaux vérifient u, = ul + u}. Et soit une histoire h =
(W, m1,ma, -+, Mmuqq) telle que e(w) = ug d Y T & Upy1. Notons
hpy) la restriction de h a [n], cest-a-dire que hp,) = (W], M1, ma, -+, my) ol
c(w|[n]) =ug B u; B uy — - B u,. L’hypothése de récurence montre que .
s’identifie & (lfn]vlfg]vhfn]vhgz]) oil lfn] + lf;] = [n], hfn] = (w|lfn],m’1, ceeoml) €
Hyp [lfn]], hf%] = (w|lf/n],m’1’, cee,my) € %ug'[lf;]]v et ul +uf = u,. Le lemme

précédent montre que ul, € D(w,41) ou uf € D(w,41). D’autre part, on sait que
1 < mpgr < plwpst, tn) = p(Wngr, uh) + plwntr, uf). Définissons (I, 1" b, h")
de la facon suivante:
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i) St 1< muyr < p(wnyr, ug), alors on pose I' = I ,U{n+1}, mi ) = muy,
Wipq = Wnpt, W' = w|lfn]w;_|_1 (concaténation) et h' = (W', mf, -, ml,ml ),

no__gn no__pn
=1 b=

ii) Sinon, p(wpt1,ul) +1 < mppr < p(wpgr, ul) + pwr, uf), alors on pose
" " " / " " "
"= l[n] U{n+ 1}, miy = mpg1 = plwngr, 1), wily = wng, W7 = W|lf;]wt+1 et

" o__ n " n " ! ! __ !
B = (", ml,--- 7mt,ms_l_l)7 ' = l[n]7 h! = h[n].
!
S
Upp1 = ulyq +uy. En effet, comme H est additif, wypq (ty) — tn = wpgr (u) —ul,

donc g1 — u, = uyy — ul. Clest donc dire que wppy = uf g + uy — ul =

w4 uf. 1 suit que w(h) = (') - 7(h"). _

) alors
/!

Supposons par exemple que myp1 < plWngr, uy). Sioul = wigr(u

Notons donc que si 'histoire h s’identifie & (I, 1", h'; "), alors les états finaux
U, ut et uy de hyh' et b respectivement vérifient u,, = v/, + u}.

Corollaire 3.2.6 Si H est un historiographe additif et si ug = (o, -+, ) €
N*, alors on a lisomorphisme ., ~ Hle HZi. En d’autres termes, l'ensemble
{M.,, uo € NF} est parfaitement déterminé par la donnée de l'ensemble

{7{617 7_[627 e 7%ek}-
Démonstration En effet, ug = ayeq + - - - + apeg. n

Proposition 3.2.7 Soit H = (k, A, p) un historiographe additif. Posons A(i) =
{Ae Al e € D(A)} et Xi(t) = Hejr(t) = He, (3 A z), 1 < i < k. Alors la
famille (X;(t));ep est solution du systéme différentiel

%,

S Xi) = Y7 al) p(A, ) X)X @) X ),

AEA()
avec X;(0) =x; (1=1...k).

Démonstration Remarquons d’abord qu’une histoire h de longueur 0 est une
histoire telle que le mot w est vide. Dans ce cas, h est réduit a e;. Donc
M., (0) = a(e;) = z;. Rappelons aussi qu’a chaque opérateur A est associée une

variable formelle a(A)[voir définition 3.1.4]. Soit donc h = (w,my, -+, Mpy4q) €
M, [n+1]. 1est clair que wy € A(7). Posons uy = wy(e;) = (nq(wq), -+, ni(wr)+
Lo+, ni(wy)). On définit alors ' = (W', m),---,ml) € H,[n] avec w =
wiw' et m: = mypq. Notons qu’au niveau des poids on a 7(h) = win(h).
Réciproquement soit u; € NF tel que up = A(e;) et b = (W, m),---,ml) €
Hu,[n]. Simy est tel que 1 < my < p(A,e;), alors h = (w,my, m},---,m’) tel

que w = Aw’ est un élément de H.,[n + 1]. En d’autre terme, la donnée d’une
histoire h € H. [n + 1] est parfaitement déterminée par la donnée d’un triplet
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(A,mq, h') ot A € A(7), 1 <my < p(A,e;), et B € Hy.,)[n]. Nous avons alors:
%%eiﬂr(t) = ano[ZheHei [n+1] ﬂ-(h)];_r:
= YsolXaeat) Zicmep(ae) 2neta, i UATE)] G
= ZAeA(i) Zlgmgp(A,ei) a(A) ano Zhe?—{A(ei)[n] T(h)%
=2 aeap) MA) P(A, €)M () - (1)

Le corollaire 3.2.6 montre alors que H 4(c;) ~ He! .. HE AR “HZF. Dlou
le résultat. n

En d’autres termes, a un historiographe additif H est canoniquement associé:

— le systeme différentiel

8 : n n ng ;+1 n .

%XZ':ZO&Z'7]‘Q]‘X11’]X22’]---XZ» J ---ka’], Xi(O):xi, ZIl...k,
=1

oll ; ; € N, et a; une variable formelle, n; ; > —1 et si r # ¢, n,; > 0, — ou bien

la grammaire

K3

.
n1 no ni +1 n . .
{z; — E agiairy Tay a7 =100k j=1...r},
J

— ou bien 'opérateur différentiel

d

k r
_ o Y Y20 ny,5+1 Nk,
D—E E a;ia; X7 X7 X Xk X
1

K3

=1 j=1

Corollaire 3.2.8 FElant donnés des variables formelles (a;), et des entiers na-
turels (n;;) et (ag;), o 1 < j < retl<i<k, les quatres données suivantes
sont équivalentes.

1. Un historiographe additif H = (k, A, p), ou A= {Ay, Ag,---, A}
2. Un systéme différentiel

8Xz : n n nq n .
o = D e XXX XN XG(0) =, 1< <k, (3)
i=1

3. Une grammaire
.
n1 no Ty Nk .
xT; — E aga;ry txy ey e,V 1 <0 <k, (3.2)
j=1

4. Un opérateur différentiel

0
oX;

k r
_ X2y Ly R
D= g g a;a; X7 X, X; X,

=1 j=1

(3.3)
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Plus exactement toute solution combinatoire du systéme différentiel (3.1) est
une réalisation de la famille d’historiographes initialisés (H,€;)1<i<k, ot H =
(k, A, p) est défini par A = {A;,1 < j<r}avecA;(e;) = (1, -+ gy N j)
el p(A]‘, i) = ;.

a.
) min
@ est une couleur choisie parmi les ij possibles

Figure 3.1: Solution du systeme (3.1)

Démonstration Il reste & montrer que si on a 2, alors on a 1. On asso-
cie canoniquement au systeme différentiel de 2, ’historiographe # = (k, A, p)
défini par A = {A;,1 < j < r} avec Aj(e;) = (ny .-+, 0y, nk ) et
p(Aj,e;) = oy;. Rappelons que si u = (uy, ug,---,u) alors, linéarité oblige,
p(Aj,u) = Zle u;a;. Notons alors que la solution canonique du systeme (3.1)
est la famille d’arborescences croissantes enrichies (]—}T)KKk obtenue en itérant
la procédure donnée par la figure 3.1. Chaque point de ces arborescences est
coloré par le choix d’une couleur m tel que 1 < m < ay; pour un s donné. Ces
especes sont donc monomialement pondérés réduites. Il suffit alors de remarquer

que Aj(t; A1y ey Ty, 2) et He (tar, -+, ap, 21, -+, x) sont solutions
du systéme différentiel analytique associé a 2., donc Aj(t; A1y lpy Ty T) =
He (t;ar, -+ ar, 1, ,x). Do Aj:?—lei. "

3.3 Un exemple: historiographes hyperelliptiques

Dans cette section nous analysons certains historiographes dits hyperellip-
tiques. En particulier, diverses réalisations des historiograhes de Schett sont
données.

3.3.1 Généralités

Etant donné un entier k > 2, nous appellons historiographe hyperelliptique
d’ordre k I'historiographe H*) = (k, A, p), ot A = {A;, 1< i < k}, défini par

(on + 1,00 — Loy + 1,00 o+ 1), si o >0,
Aion, - o) :{ 0, sinon

et p(Aj,u) = oy, st u= (g, -+, ).

I’historiographe hyperelliptique d’ordre 3 est aussi appellé historiographe de
Schett ou historiographe elliptique. n

Lemme 3.3.1 Les historiographes hyperelliptiques sont addittifs.
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Démonstration On a A;(aq, -+, ar) — (o, -+ o) = (1,-+-,—1,---, 1) et si
u=(ay, -, o) et v=(~af, -, a}), alors p(A;,u+v) = o; + o} = p(A;,u) +
p(A;,v). "

Notons que pour tout 7,j, ¢, € D(A;) < i = j. Considérons alors les ini-
tialisations en z;, obtenues en prenant comme état initial le vecteur e;. Comme
p(Ai,e;) = 5{, les séries génératrices ”Héf) (t; (a;), (z;)), 1 <4,j <k, sont solu-
tions du systeme différentiel

0X;
ot

= ain---Xi_lXi+1---Xk, XZ(O) =; (3.4)

Les especes hyperelliptiques [cf. section 2.4] sont donc des réalisations de ces
historiographes. De plus, a une histoire h de poids 7 (h) = Hle alxl
pond une arborescence ayant u; sommets de couleurs ¢ (pondérés par a;) et o

feuilles de sortes p;.

corres-

Remarque 3.3.2 Pour 1 < ¢ < k, nous appellons polynomes hyperelliptiques
d’ordre k, initialisés en x;, la famille de polyndomes (Xflk’i)(A,z))neN telle que
x k0 (A,x) = n![t”]?—lgf) (t; A, x). Ces polynomes vérifient la relation x k) =
D(X(k’i))7 Xék’i)(O) =z, ouD = Zle ATy - T Ty - '$k8%i est "opérateur

n—1
différentiel associé & H*). "
Rappelons que si h = (wy - wp, My, -+, my) € ”Héf) [n] est une histoire
initialisée a x; de longueur n, dont I’état final est u, = (ay,---,ag), alors le

poids de h est w(h) = Hle a;”x?], ot p; = |{s| ws = A;}. On a alors les

relations suivantes:

Proposition 3.3.3 Les entiers u, et o vérifient les relations

DD TR i) S e, =nk—2)+1

i) o =1+ 25:175# Is ) sij#i, pu+oa;= ZS:LS# T
(3.5)

En particulier supposons que ooy = 0. Sit =1 alors n est impair et yuy = ”zil et

si v # 1 alors n est pair et iy = 3.

Démonstration Nous donnons deux preuves différentes pour les relations iii)
et iv).

Preuve 1 1l est clair que Zle s = n. Les autres résultats peuvent étre
démontrés par récurrence sur n. Soit h = (wy---wy,;my,- -, my,) une histoire
de longueur n initialisée en e;, telle que w(h) = H§:1 a;” x?J. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que ¢ = 1. Donc wy = Ay et my = 1. Soit
Ihistoire h' = (wo -« wp;ma, -+ ,my) € Hy[n — 1], ot ug = (0,1,-+-,1) =
Ai(er). Test clair que w(h') = a/* "2 Hf:z a;” x;”. Le corollaire 3.2.6 dit que
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My = Hey -+ He, . Done b’ s'identifie a (Ig, - -+, lg, ho, - -+, hy) ot lato- - Fol) =
[n—1] et h; € He,[l] pour i, 2 < i < k. Posons w(h;) = [, a7 2",

J=1%5 %
k k .. k
Alors iy — 1 = 355y piny i = Dlimg fiyj 1 J 2 2, et aj = 355 aij pour
tout j. D’autre part, 'hypothese de récurrence montre que Zle wig = |l

Zle ;= Lilk=2)+1, g =1 -I-Zled# iy et sis # b, fi s+ =
1+ Z;?:L#S i . En particulier p; 1 + a; 3 =14 Zf:z i ;. Nous avons alors

n)(sz; oajlz Y Yoy iy = i (L (k=2)+1) = (n= 1) (k=2)+ (k—1) =
nik — + 1.

i) p1 4oy = 1‘|‘Zf:2(04i,1‘|‘ﬂi71) = H‘Zf:z Zf:z Hij = 1+Zf:2(2f:2 i) =

iv) Sis# 1, ps+a, = Zf:z(,ui,s +is) = pss + s+ Zf:z,i;és(:“i,s +ais)
=1+ Z§=1,j¢s Hs,j + Zf:Q,i;és Zf:l,j;és i j
=1+ Z?:l,j;és Zf:z i j
=14+ Yy pia + Z?zlj;ﬁs Yoimo i
=1+ (m—-1)+ Zf:lj;és pj = Zle,j;ﬁs M

Supposons maintenant que oy = 0. Si ¢ = 1 alors gy = 14+ pg + - -y et
p1 A+ pe e = n.
Et p = ”zil donc n est impair. Si ¢ > 1 alors py = po + -+ -+ pg et pg + po +
copiy = n. Bt gy = 5 done n est pair.

Preuve 2 La figure 3.2 est une illustration bijective des relations iii) et iv) de
(3.5), utilisant les especes hyperelliptiques, avec k = 4,i = 1 et j = 2. En

Figure 3.2: Preuve bijective des relations iii) et iv) de (3.5)

effet, dans le premier cas, on associe bijectivement a chaque feuille et chaque
sommet interne de couleur 1 (sauf la racine), un sommet interne d’une autre
couleur. Dans le deuxieme cas, on procede de facon similaire avec les feuilles et
les sommets internes de couleur 2. m
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3.3.2 Quelques réalisations de I’historiographe de Schett

Le présent paragraphe a pour but de montrer que diverses interprétations
combinatoires des solutions analytiques d’un systeme différentiel peuvent prove-
nir de la facon de réaliser I’historiographe associé a ce systeme. Nous examinons
ici le cas des fonctions elliptiques de Jacobi qui sont essentiellement les solutions
du systeme différentiel (3.6) associé a I’historiographe de Schett & (modulo un
changement de notation approprié), en prenant z = 0, c’est-a-dire en considérant
les histoires dont I’état final vérifie oy = 0.

X'=aYZ, X(0)=z,
Y'=bXZ, Y(0)=y, (3.6)
27

7' =cXY, Z(0)

Ainsi, par spécialisation z = 0, la premiere réalisation nous donnera une in-
terprétation combinatoire des fonctions elliptiques de Jacobi en terme d’arbores-
cences de Jacobi, c’est-a-dire les aborescences binaires telles que chaque branche
gauche de hauteur droite non nulle est paire; la seconde est une interprétation
qui fait intervenir les hauteurs gauches et les hauteurs droites des sommets; la
troisieme réalisation nous donne aussi une interprétation, en termes d’arbores-
cences de Jacobi, qui est équivalente a 'interprétation donnée par Viennot dans
[cf.(Vi.1 80)]; la quatrieme nous donnera une interprétation en termes de per-
mutations alternantes et la cinquieme, celle de Dumont, en termes de pics de
cycles [cf. (Dum. 80)]. Certaines de ces réalisations nous ont été aimablement
communiquées par G.X. Viennot [ (Vi. 98)].

Notons également que P. Flajolet et J. Francon [cf.(F1.-Fr. 89)] donnent une
autre interprétation combinatoire des fonctions elliptiques de Jacobi, en termes
de permutations doublées, en utilisant les fractions continues. Cette interprétation
ne semble pas s’insérer dans le contexte des historiographes de Schett.

Remarque 3.3.4 i) Etant donné h € S, [n] telle que 7(h) = ak1 b2 chs 31 y2 203,
la proposition 3.3.3 montre que si ¢ = 1 et oy = 0, alors n est impair et
W = ”zil,oeg = 2us + l,a3 = 2us + 1o + s = ”51 et que si 1 = 2 et
a; = 0 alors n est pair et puy = % = pg + pz, a0 = 2u3z + 1,a3 = 2pus.
D’autre part, X, = nl[t"]X (¢t;a,b,¢c,2,y,2), Y, = nl[t"]Y(t;a,b,¢,2,y,2) et
Zn = nl[t"|Z(t;a,b,c,x,y, 2) étant les polynémes elliptiques ou polynomes de

Schett, il est clair que les coefficients des polynomes X, coincident avec les
coefficients des polynémes X, définit par Xg = z, X,31 = D(X,) ou D =
yzaa—l, + xzaa—y + xyaa—z (cf. remarque 3.3.2).

ii) Nous avons X,,(1,1,1,1,1,1) =Y, (1,1,1,1,1,1) = Z,(1,1,1,1,1,1) = nl.
En effet, en prenant a = b =c =2 =y = z = 1 dans le systeme (3.6), il est
clair que ses solutions vérifient X (¢) = Y (¢) = Z(t). Donc ce systeme est réduit
a Iéquation X’ = X2, X(0) = 1, dont la solution de 1’équation combinatoire
associée est ’espece des arborescences binaires croissantes [cf. exemple 2.1.10].
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On en déduit I'existence une bijection entre S, et I’ensemble des histoires de
Schett, S.;[n],1 <7 < 3.

iii) Rappelons que les fonctions elliptiques de Jacobi sn(t, k), cn(t, k) et
dn(t, k) sont les solutions de (3.6), avecz = 0,a =y =2=1,b= —1let c = —k*.
La remarque i) ci-haut montre que X (¢;a, b, ¢, 0,1, 1) est impaire et que ag,41,p =
(=) (2n+ D[k sn(t, k) = (2n + 1) a 0" PePt2 T X (¢ a, b, ¢,0,1, 1).
De méme, Y (t;a,b,¢,0,1,1) est paire, et en posant by, , = (—1)"(2n)![k?Ft*"]
en(t, k), on a by, , = (2n)![a™"PcPt?"Y (t;a,b,¢,0,1,1).

D’autre part Z(t;a,b,c,0,1,1) =Y (t;a,¢,b,0,1,1). [cf.(Dum. 80)]. Rappe-
lons aussi que Zp A2pt1,p = €2n41 €F Zp ban,p = €2n, €, étant le n-ieme nombre

d’Euler [cf.(Dum. 80) ou (Vi.1 80)]. n

Dans la suite, nous prendrons dans tous les cas, comme exemple de réalisation,
celle de I’histoire initialisée en x:

ho = (ABCAABCCBABABCBBAACC;1,1,2,2,1,3,1,2,3,4,1,3,3,1,3,1,1,1,3,5)

Premiére réalisation canonique

Une histoire h = (wq -+ w,, my, ma, -+, m,) de taille n sera réprésentée
par une arborescence binaire croissante sur [n] dont les feuilles sont pondérées
par z, y, ou z et les sommets internes, pondérés par a,b ou c. Cette ar-
borescence est construite récursivement de la maniere suivante. Supposons
qu’on ait 'arborescence associée a I’histoire h; = (wy - - -w;, my, ma- -+ ,m;) dont
I’état final est u; = (o, 3i,7:). Dans ce cas, p(u;, A) = a4, p(u;, B) = [; et
p(u;, C') = v;. Chaque feuille du type z (resp. y, z) sera alors numérotée de
1 & a; (resp. f;,7vi) de gauche a droite. Et si w;41 = A alors on remplace la
m;r1-eme feuille du type « par un sommet ¢4 1 pondéré par a suivi d’une feuille
y et une feuille z, et de facon semblable si w;41 = B ou C (voir Fig. 3.3(I)). La

y 2
A

X z
y B .
a%®isl b®iyg
X y
z C
O
c¥ i+l

@ (In

X
[e]

Figure 3.3: Premiere réalisation canonique

figure 3.3(I1) est une réalisation de I’histoire hg. Notons que cette réalisation
correspond & la grammaire non commutative GGy définie sur {a,b, ¢, z,y, z} telle
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que
Gi(z) = yaz, Gi(y) = zbz et G1(2) = zey.

Et de ce fait, elle reflete le systeme (3.6). Remarquons aussi que, pour une
arborescence binaire croissante, le chemin menant d’une feuille & la racine est
une alternance de suites d’arétes gauches et de suites d’arétes droites. Soit
donc s une feuille gauche (resp. droite). Supposons que le chemin menant de
s & la racine commence par une suite d’arétes gauches (resp. droites) ¢ =
(S,81,82,-,Sk), avec §; > Sg > --- > S, puis une suite d’arétes droites (resp.
gauche) cg = (Sk, Sp41,* , Sktr). Dans ce cas la suite ¢; = (s, 81, S2,- -+, k) est
appelée la branche gauche (resp. la branche droite) associée a s, le sommet sy
est la racine de cq; la longueur r de ¢y est appelée le bras de ¢y et est dénotée
par 3(ci). Par exemple, pour 'arborescence de la figure 3.3(II), la branche
gauche ¢ = (2,19) a pour racine 19 et 3(g) = 3, alors que la branche droite
d = (z,13,8,4) a pour racine 4 et §(d) = 1.

Observons que si I'arborescence b est la réalisation d’une histoire h € S, [n]
(resp. Se,[n]), alors la racine de toute branche gauche g de b telle que (g) soit
impaire, est pondérée, au point de branchement s;, par ¢. Notons aussi que les
arborescences ne contenant pas de feuilles de sorte x, sont les arborescences, ap-
pelées arborescences de Jacobi, dont tous les branches gauches sont paires, sauf
possiblement la branche gauche principale, c’est-a-dire avec §(g) = 0, si n est
impair. A la premiere réalisation canonique correspond donc l'interprétation
combinatoire suivante des fonctions elliptiques en termes d’arborescences de
Jacobi, donc de permutations de Jacobi [c¢f. (Vi.l 80) pour la définition des
permutations de Jacobi].

Proposition 3.3.5 Le coefficient asny1, = (—1)"(2n + 1)[E*Pe2" 1] sn(t, k)
(resp. ban, = (=1)"(2n)![k*1?"] en(t, k)) est le nombre d’arborescences de Ja-
cobi sur [2n + 1] (resp. [2n]) dont le nombre de branches gauches g tel que (3(g)
soit impaire est p. m

Deuxiéme réalisation canonique

Cette réalisation est essentiellement la méme que la précédente. La seule
différence réside dans le fait qu’une feuille du type y sera remplacé par un sommet
pondéré par b suivi de deux feuilles z et z, dans cette ordre (Figure 3.3(1)). La
figure 3.4(IT) est une réalisation de I’histoire hg. Notons qu’a cette réalisation,
correspond la grammaire non commutative G défini sur {a, b, ¢, z,y, z} telle que
G(2) = yaz, G(y) = zbx et G(z) = xzcy. Elle reflete aussi le systeme différentiel
(3.6).

Lemme 3.3.6 Soit 7(h) l'arborescence correspondant a la deuziéme réalisation
canonique d’une histoire h € S¢ [n] (resp. h € Sc,[n]). Si s est un sommet
de T(h), on note hy(s) (resp. hy(s)) la hauteur droite (resp. hauteur gauche),
c’est-a-dire le nombre d’arétes droites (resp. gauches) du chemin reliant s a la
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) D

Figure 3.4: Deuxieme réalisation réalisation canonique

racine. Alors:

i) s est pondéré par a ou est une feuille de sorte x si et seulement si hy(s) —
hg(s) =0 (mod 3) (resp. hq(s) — hy(s) =1 (mod 3)).

ii) s est pondéré par b ou est une feuille de sorte y si et seulement si hy(s) —
hg(s) =2 (mod 3) (resp. hq(s) — hy(s) =0 (mod 3)).

iii) s est pondéré par c¢ ou est une feuille de sorte z si et seulement si hy(s) —

hg(s) =1 (mod 3) (resp. hq(s) — hy(s) =2 (mod 3)).

Démonstration Par récurrence sur n. Soient A’ une histoire de longueur
n+ 1 et h la restriction de h' & [n], c’est-a-dire I’histoire obtenue en oubliant
wWnt1. 1l est clair qu’en supprimant le sommet s,11 de 7(h'), on obtient 7(h).
Réciproquement, w, 41 permet de placer n+ 1 sur 7(h), pour obtenir 7(h'). No-
tons aussi que toute feuille de 7(h') est soit une feuille de 7(h) soit une feuille
attachée a s,41. Si le sommet s,41 est pondéré par a alors w,+1 = A, et s,41
a remplacé une feuille 2 de 7(h) et hq(sp41) = hq(z) et hy(sp41) = hy(z). De
plus, il apparait une feuille y tel que hq(y) = hq(z) et hy(y) = hy(z) + 1 et
une feuille z telle que hy(z) = hg(z) + 1 et hy(2) = hy(z). Alors hq(Sn41) —
hy(5n1) = ha(z) —hy (o) = 0 ( mod 3), haly)—hy(y) = ha(x)—hy(z)—1 = 2
mod 3) et hq(z) — hy(2) = hg(z) + 1 — hy(z) = 1 ( mod 3). 1l en sera de
méme si s,41 est pondéré par b ou ¢. La réciproque est évidente car si, par
exemple, hi(s) —hy(s) =0 ( mod 3) et s est pondéré par b, alors on aura aussi

hq(s) —hg(s) =2 ( mod 3). n

La deuxieme réalisation canonique nous fournit donc l'interprétation com-
binatoire suivante, des fonctions elliptiques de Jacobi sn et cn.

Proposition 3.3.7 1. Soit By, l'ensemble des arborescences binaires crois-
santes sur [2n + 1] telles que pout tout sommet s, si hy(s) — hy(s) =1 (mod 3),
alors s a un fils gauche, et si hq(s) — hy(s) =2 (mod 3) alors s a un fils droit.
Alors:

i) En posant azui1, = (—=1)"(2n + D)E?P2" T sn(t, k), aznt1,, est le nombre
d’éléments de By,11 dont le nombre de sommets s tels que hq(s) — hy(s) =
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1 (mod 3) est égal a p.

i) |Bonsi| = €ang1, €n étant le ' nombre d’Euler.

2. Soit By, l'ensemble des arborescences binaires croissantes sur [2n] telles que
pour tout sommet s, si hq(s) — hy(s) =2 (mod 3), alors s a un fils gauche et si

hq(s) — hy(s) =0 (mod 3), alors s a un fils droit. Alors:

i) En posant by, , = (—1)"(2n)![k*Pt*"]en(t, k), ban,y est le nombre d’éléments
de By, dont le nombre de sommets s tel que hq(s) — hy(s) =2 (mod 3) est égal
ap.

11) |82n| = €9p.

Démonstration Les éléments de Bsy,q1 (resp.Bsy,) sont les réalisations des
éléments de S, [2n + 1] (resp. S,[2n]) ne contenant pas de feuilles de sorte
z. La figure 3.5(11) est une réalisation de I’histoire ho. n

Réalisation de Viennot

Cette réalisation est une variante des deux précédentes, en suivant le schéma

donné par la figure 3.5(1) [cf.(Le.-Vi. 1. 86)]. La figure 3.5(1I) est une réalisation
de Phistoire hqg.

Si hd<x> est impaire Sl h (x) est paire

04’13 i+1 \é

Flgure 3.5: Réalisation de Viennot

()

En faisant = 0, on obtient aussi les arborescences de Jacobi et 'interprétation
combinatoire suivante des fonctions elliptiques de Jacobi, qui n’est autre qu’une
réécriture de celle donnée par G. X. Viennot dans [cf. (Vi.1 80)].

Proposition 3.3.8 Le coefficient asny1, = (—1)"(2n + 1)! [K?P¢27F1] sn(t, k)
(resp. ban, = (=1)"(2n)[k*P¢*"] cn(t, k)), est le nombre d’arborescences de Ja-
cobi sur [2n+1] (resp. [2n]) dont le nombre de sommets de hauteur droite impaire
est 2p. n

Réalisation alternante.

La réalisation est faite de facon qu’en prenant x = 0, y = z = 1, on obtienne
une interpretation des fonctions elliptiques de Jacobi en termes d’arborescences
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AT BIET [

Feuille de hauteur O si
w;(h)=BouC

Cas general
Figure 3.6: Condition d’une réalisation alternante

A Y z
O —=
X e

Insertion sur une feuille de sorte x

: X0z y
KX./Zadoux) (aow vy bz Xou y bZ vz, or bZ
vy B y b \f B_i X x i \fBi
A RNARNVES a7 B, B

Insertion sur une feuille y

X Yo 2

¥~ |(aoux) (aoux) y z z Yoz ou ly 2 Yo %
z CKX./D z ¢ V C_we XX i Cc X cw;
O o | py C-eh ! V

Insertion sur une feuille z

Figure 3.7: Insertion des sommets

Figure 3.8: Réalisation alternante de hq

binaires completes, donc en termes de permutations alternantes. Les conditions
données par la figure 3.6 doivent étre remplies.

C’est-a-dire que toute feuille de sorte x, admet comme fréere un sommet
interne, et que toute feuille de sorte y ou z admet comme sceur, une feuille de
sorte y ou z, sauf dans le cas de la réalisation d’une histoire h € S.,[n] (resp.
h € S.,[n]) ot la feuille & I'extréme droite sera toujours une feuille de sorte y ou
de sorte z, suivant le cas. L’insertion du nouveau sommet 7 sera alors effectuée
suivant le schéma donnné par la figure 3.7. La figure 3.8 est la réalisation de

hg.
Réalisation & la Dumont

Rappelons que i est un pics de cycle de o si 07!(i) < i > o(i). Dans
[(Dum. 80)], Dumont a démontré que les polynémes de Schett vérifient (voir
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remarque 3.3.4):
in($7 Y, z) =7 Z $inci(0)yincp(g)zb(g)7

0'68277,

X2n+1 ($7 Y, Z) =Yy Z xinCi(g)yinCID(CT)Zb(cr)7

TESont1

ot inci(o) (resp incp(o)) est le nombre d’arétes incidentes a un pic de cycle
impair (resp. pair) et b(o) le nombre d’arétes non incidente a un pic de cycle.
Feuille de hauteur droite 0

y
TR A
\/ .\zj \/ Sile nombre de sommets | Si le nombre de sommets

Sommet impair | Sommet pair interne est pair interne est impair

<

Figure 3.9: Condition de I'insertion pour la réalisation a la Dumont

O\.O\f k\j\</@ o 1 o"\(io\j./g;
NVERN PIRRTS ANV

Insertion d’un sommet impair

WA wf WK
e R

Insertion d’un sommet pair

Figure 3.10: Insertion d’un sommet i

Figure 3.11: Réalisation de Dumont

Remarquons que sur une arborescence binaire croissante, les pics de cycles
correspondent aux feuilles (sauf la feuille de hauteur droite 0 s’il en existe). Les
conditions a réaliser sont données par la figure 3.9. Dans ce cas I'insertion d’un
élément dépend de la parité de celui-ci (Figure 3.10). La figure 3.11 est une
réalisation de hg.
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3.3.3 Bijections entre les diverses interprétations combinatoires
des fonctions elliptiques

Rappelons que (F,¢) est une réalisation de I’historiographe (H,ug) si et
seulement si ¢ : F' — H,,, est un isomorphisme de L-especes (définition 3.1.5).

Lemme 3.3.9 Si(F,¢) et (G, ) sont deux réalisations de l’historiographe (H, u,),
alors F' et G sont isomorphes.

Démonstration Ce lemme est évident car nous avons I'isomorphisme ¢~1 o ¢ :
F—@G. m

Ce résultat montre I’équivalence, via les histoires, des diverses interprétations
présentées ci-dessus. En particulier, le modele de Dumont satisfait aussi au
systeme différentiel (3.6). n

Exemple 3.3.10 Dans’exemple suivant, nous allons montrer comment construire
une bijection entre le modele de Dumont et le modele de Viennot. Cette bijection
consiste a:

i) reconstituer I’histoire ¢(A,), de ’arborescence A, associée a la permuta-
tion o,

ii) construire la réalisation de Viennot de ¢(A,).

s Y

[0=(8)(2743)(195106) depmdi [ o= 74238916 10 5 }

Sy

J
Realisation de Dumont \ / Realisation de Viennot

h ;=(ABCACABBCB,1,1,1,1,2,2,1,1 ,3,2)

. J

Figure 3.12: La bijection entre modele de Dumont et modele de Viennot

Soit o = (8)(2 7 4 3)(1 9 510 6) € S1o. Les pics de cycle impairs sont
7 et 9, tandis que 10 est le seul pic de cycle pair. Donc selon le modele de
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Dumont, le poids de o est par définition z°y%2*. En utilisant les relations de la
proposition 3.3.3, on démontre que le poids de I’histoire h, associée est 7 (h,) =
a®b*c325y? 2% En émondant I’arborescence binaire associée & o [figure 3.12(1)],
on arrive a reconstiter ’histoire h associée a A, [figure 3.12]. Par exemple, en
enlevant le sommet 10, on voit, d’une part, que 6 est un pic de cycle pair, auquel
est attaché normalement deux feuilles du type y et d’autre part, que la feuille
de hauteur gauche 0 est de sorte y. Donc le sommet 10 est pondéré b et a été
placé a la deuxieme feuille du type y. Et ainsi de suite... On en déduit que
h, = (ABCACABBCB,1,1,1,1,2,2,1,1,3,2). 1l nous suffit de construire la

réalisation de Viennot de h,. [

Remarque 3.3.11 Pour toute réalisation F, de &, il existe une pondération
w sur Iespece S des permutations [cf. remarque 3.3.4 ii)] pour que les especes
pondérés F, et S,, soient isomorphes. Ceci nous permet d’établir une bijection
entre les permutations alternantes et les permutations de Jacobi.

Exemple 3.3.12 Considérons ¢ = 114 76 8 1 3 2 13 10 12 5 9, une per-
mutation alternante. En remarquant que h, € S.,[13], c’est-a-dire que le som-
met 1 est pondéré par a, nous pouvons reconstituer I’histoire h, associée a b.
Ainsi, nous avons h, = (ACBAACBACAACA,1,1,1,1,1,1,1,2,4,2,1,5,1).
La réalisation de Viennot de h, nous donne l'arborescence de Jacobi dont la
permutation de Jacobi associée est ¢/ = 11 748 6 3113 1210 9 5 2 (Voir
figure 3.13). n

[0=114768]321310125()] [0=11748631131210952

(h = (ACBAACBACAACA, 1,1.1.1,1,1,1 242,151

Figure 3.13: Bijection entre permutation alternante et permutation de Jacobi.
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3.4 Les mots de Schett

Le but de cette section est de définir une méthode de génération des mots
non commutatifs engendrés par la grammaire de Schett. De cette génération, on
déduit une méthode de calcul des nombres de Catalan (section suivante). Pour
I’historiographe de Schett, nous utilisons la premiere réalisation canonique.

3.4.1 Mots de Schett

Notons M I’ensemble de tous les mots non commutatifs de longueur finie
sur 'alphabet A = {z,y,z,a,b,c}, P;(M) l'ensemble des parties finies de M,
et considérons la grammaire G : {2 — yaz, y — xbz, z — zcy}, associée
a I’historiographe de Schett. A cette grammaire, nous associons ’application,
dénotée G, G : M — Pr(M) telle que si w = ajay---a, et W' = ajay---a) ,,
alors w’ € G(w) si et seulement s'il existe i € [n] tel que pour tout j < i, 0} = aj,
a; € {z,y,z} et alaj, ol y = G(a;), et pour tout j > 142, o’ = a;_3. En
d’autres termes, w’ est obtenu de w en remplacant une lettre o; = z,y ou z par

G(ay). n

Considérons la suite C, (2) définie récursivement par Cy(z) = {2}, Cpy1(2) =
Ul ()9 (W), et posons Oy = U, O (). On définit de maniere analogue les en-
sembles C',(y), Cy, Cp(2) et C,. Notons que Cp,(z) N Cy(y) = Cp(z) NCp(2) =
Co(y)NCph(z) = 0.

Dans la suite, nous écrivons C,, pour I'un quelconque des ensembles C),(z),

Cnly), et Cu(2).

Définition 3.4.1 Les éléments de C; (resp. C), resp. () sont appellés mots
de Schett initialisés en z (resp. en y, resp. en z).

Remarque 3.4.2 i) Tout élément de C), est de longueur 2n + 1, de plus, si
W=ajay g,y € Oy alors agryy € {x,y, 2}, agr € {a,b,c}.

ii) § étant I’historiographe de Schett, si h € S, [n], alors la réalisation
de h est une arborescence binaire croissante ayant n sommets internes pondérés
par un élément de {a, b, ¢} et n+ 1 sommets externes pondérés par un élément
de {z, y, z}. En oubliant I’étiquetage de cette arborescence, et en projetant
sur un axe horizontal on obtient un mot de Schett. De plus tout mot de Schett
peut étre contruit de cette maniere.

w=yaxcybxcyaxcyazbz

Figure 3.14: Pondération d’une arborescence binaire complete non étiquetée
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D’autre part, étant donnée une arborescence binaire complete non étiquetée
ayant 2n+1 sommets (parmi lesquels n sont nécessairement des sommets internes
et n+ 1 des feuilles), il existe une seule fagon de pondérer les sommets internes
par les éléments de {a, b, c} et les feuilles par les éléments de {z,y, z} [Figure
3.14] de facon qu’en I’étiquetant de maniere croissante, on obtienne une instance
la premiere réalisation canonique d’une histoire de S, [n].

Proposition 3.4.3 Pour tout n, |Cy| = ¢,, ¢, étant le n-iéme nombre de Ca-
talan.

Démonstration Rappelons que le nombre d’arborescences binaires non étique-
tées n sommets, qui est égal au nombre d’arborescences binaires completes non
étiquetées ayant 2n + 1 sommet, est le n-ieme nombre de Catalan ¢, = #(22)
La remarque 3.4.2 ii) montre qu’il existe une bijection entre les mots de Schett
de longueur 2n + 1 est les arborescences binaires completes non étiquetées sur

2n 4+ 1 points.

Une autre facon de le voir est de remarquer que tout mot w, € () se
décompose de maniere unique sous la forme w, = wyaw,, ot w, € Cy et w, € C..
Donc le nombre des mots de Schett satisfont la récurrence d,, 41 =Y ;_o didp_p.

Remarque 3.4.4 i) Si G(a) = ajaqas, alors o # a; pour chaque 1.

ii) Si w et w’ deux mots distincts de Cy_q(2), et W’ € Cp(z) tels que w” €
G(w)NG(w'), alors il existe un couple (7, j) tel que w = vy -+ - g1y - - - g j_9m1
Y2Y3tg; c c c Oi2p—3, W= ap - sy 931 Ba B3y - - “Qigj_1 - Qgn-3 et W=y
Q23182 3009; + - - Qg _9Y1Y2Y302; * Qg 3, OU B1 32033 = G(%z’—ﬁ et y1v2y3 =
G(agj—1). Le couple (7,j) ainsi défini est unique et on a j > i+ 1. Notons
que si j = 7+ 1, alors agi_1 = 2z, agj_1 = &, W = Q- Q2207 Qgp_3,
W= rag_gzcr g,z et W= aq - ag_gxcyaz - - aig,_a.

iii) Si w et w’ sont deux éléments de G(@), alors G(w) N G(w') # 0. En effet,
siT=ay-a;-a oy, w=a-Gag) o, et =ay - -Gaj) - ay, et

siw#w alors i # j et aq -+ -G ) Gaj) -0, € Gw)NG(W). n

Proposition 3.4.5 Siw, W', sont deux éléments de C,_1 tels que w # ' alors

G(w)NG(') =0 ou [G(w) N G(w)] = 1.

Démonstration Soient w, w’, tels que w # W’ et G(w)NG(w’) # 0 et considérons
w; et wy deux éléments de G(w)NG(w'), ainsi que les couples (i, j) et (k, r) définis
par la remarque 3.4.4 ii) associés respectivement a wil et wg. Remarquons que
si (i,7) = (k,r), alors w; = w,.
Sans restreindre la generahte nous pouvons supposer que z < k. Posons w =

[ty Pan—t, @ = i ph g @) = 18y Ganq1 et wy = biby - b2n-|—1 Si
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i < k alors by;_1 = pia;—1 = ph;_, car pour tout | < 2k —1, by = p; = pj. D’autre
part, ag;_1agGzi41 = f;_y ;i = G (p2i—1). Ce qui est impossible. Donc on
doit avoir ¢ = k. Alors pour tout [ < min(2j — 1,2r — 1), a; = b;. Supposons
que 7 < r. Sij < r, alors d’une part, ag,43 = Hor41 = ,u’27,_|_1 car pour tout
1>2j41, ajgo = py = pj, d’autre part, comme pig,_ 1;12,,;12,,4_1 = G(,u% ). Ce
qui est impossible. Nécessairement j = r, c’est-a-dire que wl = w2 n

Proposition 3.4.6 Siw, &', et w" sont deux a deux distincts dans G(@), alors

G@)ng()ng(") =0.

Démonstration Soient maintenant w, w’, et w” trois éléments de G(@). Po-
sons W= gy, w=ay--Gla) oy, & =ay--Gaj) - -ay,, et W’ =
ay - --G(ag) -+ -ap, et supposons que w # w' et w # w”. La remarque 3.4.4 iii)
et la proposition précédente montrent que |G(w) N G(w')| = |G(w) NG(W")| = 1.
Soient wy € G(w)NG(W') et wy € Gw)NG(W"). Alors wy = aq -+ - G(ey) - - -G(oj)

cay et wy = aq---Glay) - -Glayg) - -ay. Dautre part, si G(w) N G(w') N
G(w") # 0, alors w1 = W), Cest-a-dire que j = k et ' = w". "

3.4.2 Génération des mots de Schett

Définissons un ordre total sur les ensembles C),(z). Remarquons que si
W= oy g1 € Cp(2), alors Pensemble G(w) est totalement ordonné par la
relation “aq -+ -G(a;) - -aguq1 < ag---G(ay) -+ aguyq si et seulement si i < j
”. Supposons que pour un entier n > 1, il existe un ordre sur C,(z), qui
prolonge les ordres des ensembles G(w), w € C)_1(2), et que Cy(z) = {w] <
wy < .-+ < wl}. Considérons les ensembles D(w?), 1 < i < ¢, tels que
D(w!) = G(w!) \ U;;llg(w;?). Il est clair que les ensembles D(w!) sont deux
a deux disjoints et que Cpyq(z) = U2, D(w). On définit alors un ordre sur
Chrgi1(x) en posant Chpq(2) =D(w] ) +,D(af) +, - - -+, D(w] ). Les ensembles
Cy(x) seront munis de 'ordre total ainsi défini récursivement. D’autre part,
posons ¢, ; = [D(w/)|.

Lemme 3.4.7 Soit w! = ay---aguq1 € Cp(z) tel que w”"’l = - -G(ogs—1)

cagpy1 € Chpr () est le plus petit élément de D(w]). Szw =ay---Gage—1) -
Qapq1 est un élément de G(w?), alors w € D(w!) si et seulement sir > s. En
particulier, s =n 4+ 2 — ¢, ;.

Démonstration La condition est suffisante. En effet, si r < s, alors w < wfi"l

dans G(wl'). Et comme w[; est le plus petit élément de D(w]), alors w ¢ D(w] ).
Réciproquement, supposons que w ¢ D(w?). Comme w € G(w?), alors il existe
un j < i tel que w € D(w}). 1l est clair que w < Wy dans C,41(z), donc dans

G(w!'), c’est-a-dire que r < s. n
PosonsD(w!) = {wn'H - < wn-H .}y avec wfi"l =y -G(ags—1) -+ Qant1-
Le lemme précédent montre que pour tout 0<j<ec;—1 0na wf;"_:l =

ap - G(ag(eqj)—1) * - Qany1. Soit, de plus, G(ag(syjy—1) = ﬁ]ﬁ2ﬁ3
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Proposition 3.4.8 Génération récursive des mots de Scheit

. . . o
Pour tout 7,0 < j < Cn,i_L D(wz;:_l) = {w =0y 'a2(s+j—1 ﬁ{ﬁ%ﬁg),OQ s—I—])
CGlagrqr) rrazpgr, s+J < r < nfU{w g, ws it otlwj = e angyo) G(3)
BB an(srg) - Qanpr€l wa ;= ar - qasyjo1) B BG(BL) aa(sgg) - angt.

Démonstration Il suffit de montrer que wy ; est le plus petit élément de ]D(wf‘]"l ).

Siw =y G(aggr) - ay(spjm1)B] BaB3002(s4j) -+ Qangr, avec 1 < < s 5 —

2, alors on peut écrirew = ay G (@2, 41) * + * Qg(s4j-1)G(Q(s4)=1) Va(sj) V2041
Cest-a-dire que, en posant @ = vy + -« G Q2 41) Qoo j—1) Qs )=1X2(s45) * " V2nt15
nous avons w € G(@). Comme r < s+j—2, alors @ < wm'l dans G(w!). D’ou il
existe @ € G(w?) tel que @’ <@ et w € D(w’). On en dedult que w ¢ D(w ”‘H).

La table 1 de ’appendice B nous donne les premiers mots de Schett, construits
a ’aide de cette méthode de génération.

Corollaire 3.4.9 Pour tout j, 1 < j < ¢, |]D)(w”]+1)| = ¢ +2—7j, ou

cni = [D(w])]. u
En effet, |]D)(w2]«)| =n—(s+j-—1)+2=n—(n+l—-c,i+j—1)+2=1c,;—j+2.
3.4.3 Mots de Jacobi et suite associée aux nombres de Catalan

Dans cette sous-section, nous introduisons les mots de Jacobi, qui sont les
mots de Schett associés aux arborescences de Jacobi non étiquetées, donc aux
histoires de Schett dont 1’état final est de la forme u = (0, o, 3). Ces mots sont
dénombrés par une suite liée aux nombres de Catalan.

Définition 3.4.10 Nous appelons mot de Jacobi tout mot de Schett ne conte-
nant pas la lettre z. n

Dans la table 1 de I'appendice B, les mots de Jacobi sont soulignés.

Proposition 3.4.11 Soitw = ay - - -aguy1, tel queD(w) = {w) < --- < w,}. Le
mot w est de Jacobi si et seulement si pour tout i, 1 < ¢ < r, Uélément minimum
de D(w;) est un mot de Jacobi.

Démonstration Notons d’abord que si w est de Jacobi, alors pour tout &’ €
G(w), w' contient une seule occurence de z. La condition est alors nécessaire.
En effet pour tout ¢, 1 < i < r, posons w; = ay - Gag(spiy=1) " 021 =
Q1 Qy(eqi—) TP onyr. La proposition 3.4.8 montre alors que I’élément
minimum de D(w;) est oy -+ - @y(oqi—1)ya2B583 - - @2,11. Donc il est de Jacobi.
Et réciproquement si I'élément minimum de w; = g - G(@g(eqi)=1) * * - Q2041
est de Jacobi, alors G(a2(s+i)—1) = xﬁ2ﬁ3, c’est-a~dire que ay(ep—1 # z. D'oli
w est de Jacobi. ]

Remarque 3.4.12 1) Si n est pair (resp impair), alors tout élément de D, ()
contient un nombre impair (resp pair) d’occurences de z, et tout élément de
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D, (y) contient un nombre pair (resp impair) d’occurences de z. En particulier,
les mots de Jacobi initialisés en z (resp. y, z) sont des éléments de U,enCoap11(2)

(resp. UnenCan(y), UnenCan(2)).

2) Pout tout entier n, posons Jant1(2) = {w € Cong1(x), tel que w est de
Jacobi}. On définit de maniére analogue les ensembles Ja,(y) et Jon(2). Et
si w € Jan—i1(z), posons J(w) = Tont1(2) N (Uy,enw)P(wi)). La proposition
3.4.11 montre que les ensembles Ja,t1(2), J2n(y) et Ja2,(2) sont engendrés par
la grammaire F =: {y — yazbz, z — yazcy}. Notons aussi que les éléments de
Jon+1(2) sont de longueur 4n + 3.

3) Les ensembles [J5,_1(z) étant munis de l'ordre induit par lordre de
Cant1(2), la proposition 3.4.7 montre qu’étant donnéw = vy -+ ~agpn—1 € Jan—1(2),
si w' = ay---agsF(ags—1) -+ -uun—1 est le plus petit élément de J(w) et @ =
ay - Fogr—1) + - ~an—y est un élément de F(w), alors @ € J(w) si et seule-
ment si r > s. En particulier s = 2n — |J(w)|+ 1. Donc, en posant J(w) =
{whw? - W'}, on aura @i = ar -+ F(a2n—rti)-1) " @an—1. Et si on pose
Flog@n—ryiy—1) = yazpify, alors F(w') = {aq - Flagj—1) - @an—1,j > 2n +
r— i} U{w],wy,wil, ol W) = o Qg(gn_pqiy—o)yazbzazBify a1, Wy =
Qay - ‘042(2n—r+i)—2)yayazcyﬁiﬁ§ e Ogpon et wy =aq - 'a2(2n—r+i)—2)yazﬁi]_—(ﬁ%)
-+ -4p—1. On en déduit en particulier que |F(w')| = r—i+3. On a des résultats
analogue pour J5,(y) et J2,,(2). 1l existe donc une génération des mots de Jacobi
semblable & celle des mots de Catalan (Appendice B tables 2 et 3). "

Posons kopt1 = |JTont1(2)] et K2, = |Ton(y)|. Remarquons que les nombres k,,
dénombrent les arborescences de Jacobi non étiquetées ayant n sommets.

Proposition 3.4.13 La suite k, satisfait la récurence:

n n

Kont2 = E Kokt1Kon—2k, €t Kopg1 = E KokpKon—2k-

En d’autres termes, si A(t) =Y oo Kanp1 82" et B(t) =3 o Kont?", alors
A(t) =tB*(t), et B(t) = 1+tA(t)B(t). (3.7)

Démonstration La relation de récurence vient du fait que tout élément w,
(resp. wy, resp. w,) de J(z) (resp. J(y), resp. J(z)) se décompose de maniere
unique sous la forme w, = wyaw, (resp. wy, = wybw,, resp. w, = wycw,) et que
| T2n(y)| = | T2n(2)|. D’autre part,

A(t) =t 30,50 Rans1 12" =130, 50 (3o)og Kakkan—ok)1?" = tB(t),

et B(t) = 1+ (3,50 kant2t™™) = 1+ 132, 50 (Xh0 Kokt Ron—ap)t?"H! =
1+ tA(t)B(1). "

1

Proposition 3.4.14 Nous avons kg, = m(%”) et Kopt1 = 3n1_|_2 (3n 2y,
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Démonstration Utilisons la formule d’inversion de Lagrange [cf. (B.L.L. 94)
ou (B.L.L. 98) Chapitre 3]. Nous avons B(t) = 1 +#?B3(t). Posons C'= B — 1,
alors C'(0) = 0 et C' = t*(1 + C)®. De plus, pour n > 1, ka, = [t*"]B(t) =
[£27]C'(t) = [t"]e(t) ot ¢ est la série telle que C'(t) = @(t?). 1l est clair que

n

o =t1+¢)?> SiRt)= (141 alors (R(t))) = (14+1)* = ano ()L
olt 7,(A) = n!(*)). On en déduit qu'en posant ¢(t) = 3 S antr, on a a, =

kg, = rp(n—1) = (n— DIEY)). Dot kg = L(37)) = 2;;1 .
D’autre part ko,q1 = [t*"]B*(t) = [t? ](1+C( )) [t (14¢(1))* = [t"]F (¢(t))
olt F(t) = (14t)%. Donc Kgpy1 = %(%ﬂ) 2(148) (144)*"|i=0 = Z(£)" 1+

DYz = 20714 0P = 200 = S ),

n ]

Remarque 3.4.15 Dans [(Du.-Pe. 91)], S. Dulucq et J.G. Penaud montrent
que le nombre d’arborescences ternaires non étiquetées sur n points est 7, =
2n1_|_1(32) . Voir aussi P. Hilton et J.Pedersen [(Hi.-Pe. 91)]. La figure 3.15
illustre une bijection entre une arborescence de Jacobi non étiquetée sur 2n
points et une arborescence ternaire sur n points . Elle est obtenue en identifiant
chaque couple de points entourés par une courbe pointillée dans la figure du

milieu.

Notons aussi que dans [(Noy 98)], M. Noy montre que k2, est le nombre d’arbres
auto-évitants sur n points et que ko,_1 est le nombre d’arbres auto-évitants sur
n points contenant ’aréte (1,n). n

M ® ®

Figure 3.15: Bijection entre les arborescences de Jacobi non étiquetées sur 2n
points et les arborescences ternaires non étiquetées sur n points

En utilisant le logiciel GFUN de X-Maple, S. Plouffe [(P]. 98)] a conjecturé
la proposition suivante. Nous la démontrons analytiquement. Bienvenue a toute
démonstration combinatoire.

Proposition 3.4.16 Posons f(t) =13 oo knt™ et g(t) = t(1+t Y, so(=1)" e t™ ).
Alors g(f(t)) =1t. - -

Démonstration

1l est clair que f(t) = t(A(t)+ B(t)). Comme Y o ent” = =Y alors g(t) =

2t
2=+ ] s’agit donc de montrer que (A(t) + B(t))(?)_ 1+4t(A(t)+B(t))) =1,

2
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ou encore

12 4
AW+ B0 T AD+BO)
La proposition 3.4.13 montre que A(t) + B(t) = 1+ tB(t)(A(t) + B(t)), donc

1+ 44(A(t) + B(t)) =9 —

(3.8)

A(t)+ B(t) = 1_53(75). L’équation (3.8) est alors équivalente a 1 4 ﬁé(t) =
9—12(1 —tB(t)) +4(1 — ¢tB(t))? ou encore a ’équation t2B3(t) — B(t) + 1 = 0,
c’est dire que B(t) = 1+ t2B3(t). n

3.5 La méthode de développement-compression

Nous présentons ici une méthode d’engendrement de suites d’entiers, que
nous appliquerons aux nombres de Catalan, aux suites Ky, et Ko,41, ainsi qu’aux
nombres d’Euler.

3.5.1 Description de la méthode

Nous notons S;(N) I’ensembles des suites finies d’entiers naturels.

Définition 3.5.1 i) Etant donnée une application ¢ : N2 — S¢(N), nous ap-
pellons fonction de développement associée a ¢ 'application 6, : N — S;(N),
définie par 6,(0) = ¢(0,0) et si d,(n — 1) = [Sp—1,1,50-1,2," " +Sn—1,r], alors
do(n) = [Ny Sn_11),@(nySp12), -+, @(n, S-1,0)], C’est-a-dire que d,(n) est
obtenue en concaténant les suites ¢(n,s,-1,),1 < ¢ <r.

ii) Nous appelons fonction de compression toute application v : Sf(N) — N. =

La donnée du couple (¢,7) permet donc de produire la suite d’entiers na-
turels (s,)nen telle que s, = v od,(n). Cette suite est dite engendrée par
développement-compression a partir du couple (¢,7). Réciproquement, on peut
vouloir chercher, pour une suite (s,) donnée, un couple (¢,v) tel que s, =
v 0d,(n). Dans ce cas on obtient un algorithme de calcul des éléments de la
suite s,,.

Remarque 3.5.2 Cette méthode généralise les concepts de régle de succession
et d’arbre de génération introduits par F.R.P. Chung & al. dans [(C.G.H.K. 78)]
et repris par E. Barcucci & al. dans [(B.D.P.P. 98)]. Dans ces deux cas la
fonction ¢(n, k) ne dépend que de k. Dans 'exemple 3.5.3 qui traite le cas des

nombres d’Euler, cette fonction dépend de n et k. n
Dans les exemples suivants la fonction + est définie par y(aq,---,ax) =
o+ oy

3.5.2 Développement-compression pour les nombres de Catalan
et la suite associée

et pour tout n >3 et 2< k< n,pnk)=[k+1,k---,2], ¢(n,k) =0 dans
les autres cas, et v définie par y(aq, -+, a) = aq + -+ - + .
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Proposition 3.5.3 Pour tout entier n, v o d,(n) = ¢,, ¢, €étant le n-iéme
nombre de Catalan.

Démonstration Cette proposition est une conséquence des propositions 3.4.3,
3.4.8 et du corollaire 3.4.9. En effet, moyennant les notations de la proposi-

tion 3.4.8, nous avons D@, = D@ — 1, d’autre part [D@},)| =
ID(@7)|+1 (Corollaire 3.4.9). Donc en supposant que [D(T7)| =k, ¢(n+1,k) =
(|]D)(U£7;))|7 1 <@ < k) (Voir table 4 Appendice B). n

La remarque 3.4.12 montre qu’on peut aussi engendrer la suite (k,) par
développement-compression.

Proposition 3.5.4 Considérons les applications ¢ : N* — S;(N telles que
99(070) = 99(27 1) = 99(170) = [1]7 99(37 1) = [2]7 @(nvk) = [k +2,k+1,-- 73] s1
2<k<n-3,eto(n,k)=10dans les autres cas, et vy définie par y(aq, -+, o) =
a4 -+ . Alors yody(n) = kK.

3.5.3 Développement-compression pour les nombres d’Euler

Proposition 3.5.5 Soit ¢ : N? — S;(N) telle que p(0,0) = ¢(1,1) = [1], ¢(2,1)
2], p(n, k) =[n,n—1,--- ,n—k+1] sil <k <n etpn,k)=0 dans les autres
cas. Alors v 08,(n) = e,, €, étant le n-iéme nombre d’Euler.

Démonstration La démonstration de cette proposition utilise ’algorithme de
Viennot [cf. (Vi. 79)] pour engendrer les permutations ayant une forme donnée.
Soit ¢ = 0109 -- -0, €S, rappellons que
i) Une montée (resp. descente) de o est un indice i tel que o; < 0,41 (resp.
o; > 0iq1).
ii) La forme (up-down sequence) de o est le mot f, = zy122 -~ z,—1 tel que z; = +
si ¢ est une montée, et z; = — sinon.
iii) Un élément = € [n — 1] est une avance (resp. recul) de o si 2 + 1 est a droite
(resp. a gauche) de z.
iv) La bijection ¢ — o~! transforme une montée (resp. descente) de o en une
avance (resp. recul) de o=t

Pour une forme f = zyz9---2,_1 donnée, 'algorithme de Viennot consiste
a placer ¢ a droite (resp. a gauche) de i — 1 si z,_; = + (resp. z1 = —),
dans toutes les positions possibles; ceci pour 2 < ¢ < n. Ce qui permet de
construire toutes les permutations o de S, telles que f,-1 = f. En appliquant
cette méthode a la forme alternante f = + — 4 — -+ (Figure 3.16) de longueur
n — 1, on obtient ’ensemble J,, des inverses des permutations alternantes sur
[n]. T est clair que o € @, si et seulement si pour chaque ¢, la lettre 2i est a
droite des lettres 20 — 1 et 2¢ + 1. Soient » un entier, & un élément de @,,_¢ et
@.(7), 'ensemble des prolongements de & dans Q.. 11 est clair que |Q, ()| =k
si et seulement si n — 1 occupe la k-iéme position pour n — 1 pair et la (n — k)-
ieme position pour n — 1 est impair. En définissant p, (o) comme 'entier j tel
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que o; = n, donc la position de n dans I’écriture de o, ’ensemble @, (5) de
ces prolongements sera ordonné par ¢ < o’ si et seulement si p,(o) < p,(o’)
(resp. pn(0) > pn(0’)) si n est impair (resp. pair). Posons donc Q,(5) =
{&',52%, -+, 5%}, 1l est clair que si n est impair (resp. pair) alors n occupe la i-
eme (resp. (n—i+1)-eme) positon dans &° et que par conséquent 6 admet n—i+1
prolongements. En d’autres termes, la suite ¢(n, k) = [n,n—1,--- ,n—k+ 1]
n’est autre que la suite des nombres de prolongements des éléments de ’ensemble
ordonné @,,(&), ou & est un élément de (),,—1, admettant k£ prolongements. Il
est facile de vérifier que d,(n) est la suite des nombres de prolongements des
éléments de I’ensemble (),, muni d’un ordre approprié. Donc

Yo 5@(") = Z |Qnr1(0)| = eny1.

0EQn

3412—— {53412, 35412}

312 3142—— {53142, 35142,31542}

3124—— {53124, 35124, 31524, 31254

1— 12
1342— {513427 15342, 13542}
132
1324— {51327 15324, 13524, 13254}
Qo Q1 Q2 Q3 Q4

Figure 3.16: Algorithme de Viennot appliqué a la forme + — +—

Voir Appendice B table 7. ]



CHAPITRE IV

RESOLUTION COMBINATOIRE DES SYSTEMES
D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

4.1 Introduction

On se propose de résoudre le systeme d’équations aux dérivées partielles
combinatoires suivant

Y .
ﬁ:Fj(Y); j=1...m; Y(0,0,---,0,7)= 7. (4.1)
j
ott (F;)1<;<n est une famille de B-especes, Y = Y (Ty,---,T,, 7). Pour simplifier
I’écriture, nous utiliserons la notation compacte 9; = %.
J
Pour cela, nous généralisons la méthode de Leroux-Viennot [cf. (Le.-Vi. 1. 86)]
pour les équations différentielles ordinaires et construisons une solution cano-
nique constituée d’arborescences F-enrichies croissantes, lorsque certaines condi-
tions de cohérence sont satisfaites. Dans le cas particulier ou n = 2, moyennant
2y 3%y

.. , T T _
une condition de cohérence diie a ’égalité 0T, — 50T, hous obtenons une

solution en termes d’arborescences croissantes F-enrichies ou F' = (Fy, F3). Sous
certaines conditions sur la pondération, cette solution s’exprime sous la forme
Ap(e1Th 4 ¢2Ty) ou F est une L-espece liée a Fy et F,. Dans le cas ol n > 2,

J . ) 93y N
les dérivées partielles d’ordre 3, IT. 9T, 9T, font apparaitre des hexagones com-

mutatifs d’isomorphismes qui constituent des conditions de cohérence assurant
I’existence et 'unicité des solutions.

Les résultats ainsi obtenus s’étendent aux systemes d’équations a plusieurs
especes inconnues:

KY  =FI(Y); p=1...r; j=1...n; Y?(0,0,---,0,7)= 7" (4.2)

ot Y = (YLY2 ... Y")et Z = (Z',---,7") et les Fjp sont des especes a r
sortes.

Remarquons aussi que ce systeme général contient les systéemes non autonomes
de la forme

;Y = Fj(Ty,---,T,,Y); Y(0,---,0,7) = Z, (4.3)

et le cas particulier important {0;Y = B;(Ty,Ts,--- , T,)F(Y), j = 1...n},
incluant l'intégration {0;Y = B;(T,T3,---,T,), j = 1...n}, et qui s’applique
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aux polynomes orthogonaux classiques. Le présent travail fait suite au mémoire
d’Ulrike Sattler [(Sat. 94)] [Voir aussi 'article de F. Bergeron et U. Satler
(Be.-Sa 95)] sur les séries différentiellement algébriques constructibles a plusieurs
variables (C'DF). Rappelons aussi I'article de F. Bergeron et C. Reutenauer
[(Be.-Re. 90)] qui traite le cas ot n = 1.

Définition 4.1.1 [(Be.-Sa 95)] Une série formelle Y € C[[t1, 2, - ,{,]] est une
série différentiellement algébrique constructible g’il existe une famille de po-

lynomes (pji)i=i..n,1<j<k et k séries Y1, Y5, -+ Y} telles que Y = Y) et pour
tout couple (1, j), %Yj =p;i(Yi,--, Ye). "

Dans ce chapitre nous utilisons les résultats des sections 1.3.2 et 1.5.2 qui
traitent du comportement des transformations naturelles et isomorphismes vis-
a-vis des opérations élémentaires.

4.2 Résolution des systéemes de deux équations a deux variables

Dans cette section, nous utilisons les principes d’intégration des équations
différentielles développés dans le chapitre deux. Considérons le systeme:

Yy
= = F(Y);
m H(Y); (4.4)

ou Fy et F, sont des B-especes. Supposons qu’il existe un triplet (A, o1, ¢2)
ot A = A(Ty, Ty, 7) est une espece mixte du type L? x B — &u s vérifiant
A(0,0,7)=Z, et, pour j = 1,2, ¢, : % — F;(A) est un isomorphisme.
J
hi2

1 1) Fl(A)
2 N A) | | Fl(A)9, A B

C12(e)

8 5 FI(A
20 R Ay |2 [ Fr(4)8,4 FiAes FI(A)Fy(A)
|

ha1
Figure 4.1: L’isomorphisme (j2(¢p)

Posons h;; = (Fj(A)p;) 08 0 0pp; 2 0;0; A — Fi(A)F;(A), ot §; est 'isomor-
phisme de la regle de dérivation en chaine, et définissons I'isomorphisme (12(¢) :=
hizo hy' : FI(A)Fy(A) — FL(A)F(A) [Voir figure 4.1]. Tl est clair que Ci2(¢p)
est un isomorphisme. En considérant le fait que A(0,0,7) = 7, on obtient
l'isomorphisme 615 = (i2(@)g 2 F{(2)F5(2) — FY(Z)Fi(Z). n
Définition 4.2.1 Le systeme (4.4) est dit cohérent s’il existe un isomorphisme

012 : FIIFQ — F2/F1

Proposition 4.2.2 Condition de cohérence. Soient Fy = F} ,, et Fy = I ,,
deuz espéces. Posons v(F;) = min{n € N, |F;[n]|,, # 0}.
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1) Si F|-F, ~ F}-Fy alors v(Fy) = v(Fy). De plus, siv(F;) =k et fi = |Fi[k]|.,,
alors nous avons fipFy(t) = for Fi(t).
2) D’autre part, si les pondérations de Fy et de Iy sont de la forme v;(s) = 2" ()
pour toute F;-structure s, alors on a F| - Fy ~ F} - Fy si et seulement si v(Fy) =

v(Fy) =k et fipFo(t) = forki(t).
Démonstration 1) Supposons que F} F2 FiFy, et posons I/(Fl) =k, v(Fy) =

r, Fy(t Z i, ny Z g1.at", et Fo(t Z fzn Z ga,nt”. Nécessaire-

n>k ! n>k n>r ! n>s
ment k = r. Car,si k> 1etr > 1,alors (k4 r — W[ "F () Fy(t) = firfor
(MY et (ke =D =EN (O Fi(t) = fipfor (FT77Y). Sachant que F (1) Fy(t) =

Fi(t)F5(t), alors (k}'ill) = (kjill), c’est-a-dire que k = r. D’autre part,

) . .. (AN

si k = 0 alors r = 0. Sinon, en écrivant Fy(t) = f10+ E flm—', ol s >
= n!

ts—l—r—l

4 et
(s—l—r—l)!+ ) ¢

Let fig # 0, nous avons F(OF(t) = fisher (i)
tr’—l

(r—1)!

@) F(t) = fiofa
sible.

+---.Doncs+r—1=r—1. Ce qui est impos-

Il est clair que fy 1 Fa(t) = forFi(t) si et seulement si pour tout r > k,
91.k92,r = 92.k91,-- Montrons done, par récurrence sur n, que pour tout n > k,

9LRG2n—kt1 = G2kg1n—kr1. Nous avons Fi(Q)Fj(t) = > (> (r+
m>2k rs>kir4+s=m

1)gir419;,5)t™. Comme F{(t)Fy(t) = Fy () F5(t), alors pour tout m, > (r+
r,s>kir+s=m

1)g1,r4192,s = > (r+1)g2,4191,s, Cest-a-dire que
r,s>kir+s=m
(m—k+4+1)g1 m-kt192.6 + (M — k) g1, m—tg2 k41 + -+ (K 4+ 1)g1 k+192,m—k =
(m—k+4+1)g2,m-k+191.6 + (M — k)g2,m—kg1 k41 + -+ (E+ 1) 92 k+191 m—k-
(4.5)

En particulier, pour m = 2k + 1 on a (k4 1)g1 k41926 = (k + 1)92 k+191 ks
c’est-a~dire que g1 g+192,k = 92,k+191,k- Soit donc n > 2k + 1 un entier tel que si
2k <m < n-—1,alors g1 m—k+192,k = 92,m—k+191,k- Fon prenant m = n — 1, nous
avons §1 n—k92.k = 92,n—kg1 k- DONC g1 n kG2 k92 k4191, k = 92,n—k91, k92, k+191,k =
92,n—k91,k91,k+192 k- D’ou INn—k92,k+1 = 92,n—k91,k+1- De la méme maniere, on a
I1n—k=192k4+2 = 92n—k—191,k+25 *** » 91, k+192,0—k = 92,k+191,n—k- De 'équation
4.5, on déduit alors que g1 n—gp+192,k = 92,n—k+191,k-

2) 1l nous reste a montrer que la condition est suffisante. Posons que
Jik = Zazk( Ja™ ol a;(n) € N. Alors Zalk( Ja" Fy(t) = Zazk( Yo" Fy(t).
En dérivant par rapport a t, on a aussi Zazk( Ja" Fi(t) = Zalk( Ja" Fi(t).

En multipliant, on en déduit que (Zalk(n)x”Fg(t))(Zx”agk(n)x”Fl’(t)) =
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(zn: ask(n)a"Fi(t)) (zn: arp(n)a"Fi(t)), c’est-a-dire que

(F{O (1) SIS ang()azk(n— )a"] = (FHFL (1) TLY azk(ars(n— j)a".

Nécessairement (Fy(t)Fy(t)) = (F3(t)F1(t)). Siles pondérations de Fy et de I,
sont de la forme v;(s) = t"(*) alors les produits F/ - F et F} - F} sont monomia-
lement pondérés réduits. D’ou F| - Fy ~ F} - Fy. [cf. Prop. 1.4.8]. n

Remarque 4.2.3 Moyennant I’hypothese de la deuxieme partie de la proposi-
tion précédente 4.2.2, si F et Iy sont des L-especes, alors nous avons I’équivalence
suivante: I - Iy ~ F}) - Fy & v(Fy) = v(Fy) = k et fiply(t) = forFi(t)
F(t)F2(t) = Fy(t) F5 ().

Exemple 4.2.4 i) Si F} = 1 F et Iy, = ¢oF ou ¢1 et ¢ sont des constantes non
nulles, alors F{Fy = cicoF'F = FiFy.

ii) Soient maintenant ny et ny deux entiers naturels non nuls et F' une L-
espece. Soient Fy = ny - F et Iy, = ny- F. Alors F{F;, = (n; X ng) - F'F, et
FiFy = (ny X ny) - F'F. Toute bijection o132 : ny X ny — ny X ny permet alors
de définir un isomorphisme 615 : F{Fy — F}Fy, en posant 012 = 013 - 1.

iii) Si fio = fao = 1 et si Fy et Fy sont des L-espéces monomialement
pondérées réduites alors F| Iy ~ F}Fy si et seulement si Fy ~ I, n

Supposons maintenant que le systeme (4.4) est cohérent, avec 01 : F{ Fo-=>Fy F}.
Nous avons Y (T1,T3) = OTl WY (X,T2)dX + Y (0,T5). Ce qui nous permet
d’écrire ’équation intégrale suivante, en donnant priorité & la premiere variable,
interprétée par la figure 4.2.

T, T
Y(Tl,Tz):/ Fl(Y(Xl,Tz))dX1+/ Y (0, X2)dXo+ 7 (46)

En partant de cette équation intégrale, et utilisant la cohérence, nous allons
effectivement construire une solution canonique ¥ du systeme (4.4).

=OZ Ou °u Q ).
g E, VN

min | Ominy

Figure 4.2: Equation intégrale

Etant donné un couple d’ensembles ordonnés (/1,/3), nous 'identifions a la
somme ordinale [{+,/5. Nous supposons donc que les points de sorte T} sont plus
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petits que les points de sorte Ty. I.’équation intégrale (4.6) est alors équivalente
au principe itératif suivant:

Yl:ll712:|:F1(Y)|:ll_712:|7 ol ll_ :ll\minll, si ll #@ (1)
Y0, = F(Y)[0,17], sily #0 (i)  (4.7)
Y[, 0] est un singleton de sorte 7, (iii)

Donc “tant qu’il reste des points du type Ty on itére (4.7)(i), ensuite on passe a
(4.7)(i1)”.  On obtient ainsi 'espece des arborescences croissantes F-enrichies,

Figure 4.3: Une arborescence croissante F-enrichie

ot F = (F1, F), que nous dénoterons par A . La figure 4.3 illustre une arbores-
cence croissantes F-enrichie avec [ = {1,2,...,9} et I = {a,b,c,--- ,k}. Nous
allons montrer que l'espece Y = Az est solution du systeme d’équations (4.4),
c’est-a-dire qu’on a des isomorphismes ¢y : %%Fl(A) et g : %%FQ(A), et

que de plus, 013(A) = (12(¢p).
@ @
NN ES,
. F ———— Vv F
| 1
(b)

Figure 4.4: (a) Une 88—{}1—structure7 (b) L’isomorphisme ¢y

Puisqu'une 01 Aplly, lo] = Ap[l 4,11, 15, une aaATf—structure sur un ensemble
quelconque a la forme donnée par la figure (4.4)(a), et ¢; est canoniquement
défini par oubli de la racine, comme le montre la figure (4.4)(b). La construction
de ¢y se fait par récurrence sur |ly| ou [ = (Iy,12).

Si |l1] = 0, alors la définition de 5 est identique a celle de ¢1, en remplacant
Fy par F,. Sinon soit | = (Iy,[3) tel que |l;] > 0. Supposons que pour tout

m = (mq,mg), tel que |my| < |l4], @2, existe. En remarquant que %[1] =

Allyo] = %[11], et que Fy(A)[l] = 01 (F2(A)[l{], ot l1g = (1,1 4, ly) et
Ii = (I \ {min /1 },l3), on peut définir ¢y ; par le diagramme 1 de la figure 4.5,
d; étant I'isomorphisme di & la dérivation en chaine par rapport a 7;.
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sam = A | 200 | Bmonm] — 2 [t
(ypec) | (F{(A)er)i

@21 | F102,1- (F{(A)F2(A))[H]

(612(A)) 1

(B0 = on (Bl | (3 oy | LA Gy Gy

Figure 4.5: Diagramme 1

@
2 / N\ Hypothese
’ de récurrence

Condition
de cohérence

Figure 4.6: Tllustration du diagramme 1 définissant ¢,

Une illustration de ce diagramme sur une arborescence est donnée par la
figure 4.6. De plus, le méme diagramme montre que pour tout [, (i2(¢); =
612(A); . On en déduit donc la proposition suivante:

Proposition 4.2.5 Sile systéme (4.4) est cohérent, c’est-a-dire qu’il existe un
isomorphisme 61y @ F{(Z)Fy(7) — Fy(Z)F1(Z), alors Uespece A = Ap, des
arborescences croissantes F-enrichies est une solution de ce systeme, dans le
sens ou l'on a des isomorphismes @; : g—é — Fi(A), i« = 1,2. Celte solution
est compatible, c’est-a-dire que (12(¢p) = 612(A), et de plus, pour toute solution
compatible (B, ), il existe un unique isomorphisme d’espéces ® : Az — B tel

que, pour i = 1,2, le diagramme suivant soit commutatif.

o A| — 2 | Fi(A)

57 ® lFi(<1>)

2B Y | |F(B)

Démonstration Il nous reste & montrer I’existence et 'unicité de ®. Pour cela,

nous renvoyons le lecteur a la démonstration du théoreme 4.4.4, en prenant 2 = 1
et 3 = 2. m
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Supposant que Fy = c1 F et Fy = coF, ¢q et cg étant des éléments de "anneau
pondérateur, 'exemple 4.2.4 ii) montre que le systeme (4.4) est cohérent, et il
est facile de voir dans ce cas que l'espece Az(T1,T3) est en fait isomorphe a
lespece Ap(c1Ty + ¢2T3) des arborescences croissantes F-enrichies dont chaque
point T} est pondéré par ¢; et chaque point Ty par cs.

Corollaire 4.2.6 Si F| — o1 F et Iy = o, ot ¢; et ¢y sont des éléments de
Uanneau pondérateur, alors le systéme (4.4) admet une solution de la forme

Ap(e1Ty + ¢2Ty). n

4.3 Condition d’existence de la solution dans le cas ot1 le nombre
de variables est > 3.

Revenons au systeme (4.1), avec n > 3. Supposons qu’il existe une espece
mixte B = B(Ty,---,T,, Z),du type L™xXB — &, 4, telle que B(0, 0 ,0 Z) =
7, et une famille ¢ = (p;) d’isomorphismes ¢ : B — Fp(B); 1 <k <n
Pour chaque couple (37, j) tel que i # j soient
i) hyj = [F]’(B)@Z] 0 §; 0 0;p;, 0; étant I'isomorphisme défini par la regle de
la dérivation en chaine par rapport a la variable T; (Voir figure 4.7 pour une
illustration).

8 . F!(B)g;
5;0;B| .71 |5, F;(B) | 5 ; L)%,F]’(B)Fi(B)

BHOO o\ e
A

Figure 4.7: Illustration de I'isomorphisme h;;

ii) Gij = Gij(p) « F{(B)F;(B) — F(B)F;(B) I'unique isomorphisme ren-
dant commutatif le diagramme 2 (Flgure 4.8), c’est-a-dire que h;; = (;; 0 hjj.

5775] b
Rp) e

Figure 4.8: Diagramme 2

Remarque 4.3.1 1) (;; = Q;l
2) (Gij)g : F{(Z)Fi(Z) — FAZ)F;(Z) est un isomorphisme. Donc chaque couple
(F;, I;) satisfait aux hypotheses de la proposition 4.2.2. "

Dérivons le diagramme 2 par rapport a Ty, et posons Ap l'isomorphisme
défini par la formule de Leibnitz, & l'isomorphisme défini par la regle de la
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dérivation en chaine par rapport a la variable T} , ¢ri; = [F]”(B)ckai(B)] +
[FI(B)F(B)@r]s Thij = @rij o [0k Fi(B) + FI(B)dg] 0 A et frij = Thij 0 Oxhij.

‘ak[F]’(B)]F,'(B)+F]’(B)8k[Fi(B)]‘ 85 Fi(B) + F(B)dx ‘FJ”( )(9xB)Fi(B) + F/(B )F;(B)(akB)‘
AkT l@ki]

oulF/(B)Fi(B)] This | 7/ (B)F(B)Fi(B) + F/(B)F{(B)Fi(B) |

Lemme 4.3.2 Les isomorphismes (;; induisent des isomorphismes Cr;i = Cri; ()
tels que le diagramme 3 soit commutatif, en d’autres termes, fri; = Crij frji-

fki]
¥
(i O o O G )
akC” Ckl]T
_Owhji, [ 8, [F!(B)F,(B)] _z_,‘ F'(B )FJ(B)Fk(B)-|—Fl.’(B)FJ’(B)Fk(B)‘
fk]z T

Figure 4.9: Diagramme 3

Lemme 4.3.3 Le diagramme 4 est commutatif, c’est-a-dire que fr;; = [Id+

FI(B)Cril fikj -

fku
¥

Id + F;( )i T
dihu;

o)) Fi(B)] f | F/(B)F.(B)Fi(B) + F/(B)F{(B)Fi(B) |
tky ¥

Figure 4.10: Diagramme 4

Démonstration Rappelons que h;; = [F]’(B)@Z] 0 d; 0 Jip; et que p; =
FY(B)or i (B) + FI(B)F](B) ¢k, Thij = ¢rij o [0xI:(B) + FI(B)dk]o A et firij =
Thij © Okhij. Et considérons les deux diagrammes (Dq) et (D3) des figures 4.11
et 4.12. Nous décomposons le premier diagramme (D) en des diagrammes plus

petits, (A), (A), (B), (B’) et (C).

La proposition 1.5.2 montre que les diagrammes (A) et (A’) sont commuta-
tifs. Les diagrammes (B) et (B’) sont chacune la somme de deux diagrammes
dont I'un donne, dans le cas de (B), [F/(B)di¢r]old = Ido[F}(B)d;¢y] et I'autre
est commutatif d’apres la proposition 1.3.12. Tandis que le diagramme (C) est
commutatif d’apres la proposition 1.5.3. 1l s’en suit que le diagramme externe
(D) est commutatif.

D’autre part, le diagramme (D;) est la somme des deux diagrammes D’
et D” de la figure 4.18. Or, la proposition 1.3.12 montre que le diagramme



111

‘ak[ ‘Jb‘akF’ B)+ F/(B ‘%HTQ{)F" )3xBF:(B) + F!(B)3[Fi(B )]‘
ak[F;(B)w]T ak[F;<B>]w+F;<B>aM T [F;’(B)akB]wi+F;(B)akwi‘[

‘ak[F’(B)aiB]‘ﬂ, ‘ak[F]'(B)]aiB+F]'(B)akaiB‘ %%ﬁ, ‘F;/(B)akBa,-BJrFJ'(B)aka,-B‘

R8s
0,9 F;(B) @

9;0,F;(B)

31‘51{
5,[F!(B)9yB] ‘L, ‘ 8:[F!(B)|oxB + F!(B)d;0, B ‘ 5i- OB ‘F]“(B)a,BakB + F!(B)3;0, B ‘
+1d

ai[F/(B)@k]l @ 3i[F}(B)lex + F/(B)di¢x [F]//(B)aiB]@k+FJ/(B)ai@kl

B) + F(B)oiF(B))| LB 1 (B)o.BE (B) + F(B)lFi (B)

Figure 4.11: Diagramme D,

1d + FI(B)5x ‘ F;/(B)akBFi(B)_|_F]’(B)Fi’(B))8kB‘

| 7/(B):BF(B) + F/(B)ox(Fi(B)) |

F//(B)exFi(B) + F)(B)F!(B))ex
| F//(B)Fu(B)Fi(B) + F/(B)F!(B))Fi(B)B |

‘: Id + F}(B)Cki

| 7(B)F(B)Fi(B) + F/(B)F{(B)F:(B) |

F]”(B)aka + F;(B)akapl‘

‘F]“(B)akBa,B + F/(B)9,0: B ‘

‘F;'(B)aiBakB + F!(B)9,04B ‘

FI'(B)¢iFx(B) + F}(B)F}(B))w:
Td + FI(B)3; ‘F]"(B)aiBFk( )+ FI(B)FL(B al-B‘

FI"(B)3;Byy + FI(B)diex

‘ F;'(B)al-BFk(B)+F]'(B)ai(Fk(B))‘

Figure 4.12: Diagramme Dy

(D) est commutatif, tandis que (D”) n’est autre que le diagramme commu-
tatif définissant (x;. Donc (Dz) est commutatif. En plagant cote a cote les
diagrammes (Dy) et (D3), nous obtenons un diagramme commutatif qui est

précisément le diagramme 4.



112

‘ F;’(B)akBFi(B)‘i,‘ FI'(B)9xBF,(B ‘ ‘ F!(B)o(F. ‘4, B)F!(B akB
FI(B)oyBe: FBYeuFi(B)  FJ(B)oe lF;(B)F{(Bm
‘ F!'(B)9,B3;B ‘ ‘ FI'(B)Fy(B)Fi(B) ‘ ‘ F!(B)34:B ‘ ‘ F!(B)F/(B)Fi.(B) ‘
I i I o
‘ F!'(B)9;Bo,B ‘ ‘ F!'(B)Fy.(B)Fi(B) ‘ ‘ F!(B)9;0,B ‘ ‘ F!(B)F}(B)F:(B) ‘
FJ”(B)@,'Bapkl TF”(B)@,Fk(B) FJ/(B)@,WJ T F!(B)F(B)ei
‘ F]”(B)a,'BFk(B)‘i,‘F]” ), BF,( )‘ ‘ F;(B)ai(Fk(B))‘ £y (B F!(B)F}(B)9;B
Figure 4.13: Diagrammes D’ et D”
Corollaire 4.3.4 L’hezagone 1 suivant est commutatif.
‘ FI'(B)F:(B)Fy.(B) + F]'(B)F;(B)Fk(B)‘ I( o ‘ F!'(B)Fy(B)Fi(B) + F;(B)Fé(B)Fz‘(B)‘
Chiy Ci]k\\
| FV(B)E,(B)F(B) + F!(B)F/(B)Fx(B) | | FU(B)F(B)F(B) + F{(B)F(B)F(B) |

Id+ F!(B){x Id—I—Flg(B)V
C]ik

[ 7(B)F,(B)F(B) + FL(B)F,(B)Fi(B)]

J

Figure 4.14: Hexagone 1

Démonstration Insérons afjkB = 0;0;01B au centre de I’hexagone, ainsi que
les six isomorphismes de la forme f;;; vers les sommets de I’hexagone.

\ F{'(B)Fy(B)Fy(B) + FL(B)F!(B)Fy(B) |41 Fi(B)lix

7 7y BYF!

Frji fi
IECECRGE 7(B) P ki L B B RB) + BB F(B) (R |

13
\\hi+F cjk%, \ Id+F,i(B)<,j/
Ciik

EEE I T HereR® + HEFRG 5B |

i

Une utilisation répétée des lemmes 4.3.2 et 4.3.3 montre que chacun des triangles
est commutatif. 1l s’en suit que 'hexagone lui-méme est commutatif. m
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Puisque B(0,...,0,7) = Z, en considérant les B-structures sur ), on obtient
I’hexagone commutatif suivant

1 1 1 (Id+ F;(Z)Czk)m 17 7 7
| 7R + R F@ R | T B @) R @) R + R R R |

/ij)m (Czjk)m\\

\ F/(2)F;(Z)Fa(Z) + F,’<Z>F;<Z>Fk<2>\ \ F(2)F{(2)Fi(Z) + F,L<Z>F;<Z>F,<Z>\

\QT FL(Z)¢ik)e (1d + F;i(zmj)q/'
(Ciirdo
| @R @@ + R R@ ) | | @R@ R + R 252 ]

Figure 4.15: Hexagone 2

Posons 02']‘ = (Q]‘)@ : FZ»/F]‘ — F]/F27 et j—zeij : FZ»”F]‘ + FZ/FJ/ — FJ//FZ + F]/Fz/
I"isomorphisme tel que Ao 8}, = %0@‘ oA [ Voir page 29]. Notons aussi que les 6;;
induisent des isomorphismes 6;;(B) : F/(B)F;(B) — Fi(B)F;(B). Cependant,
il n’est pas du tout assuré que ¢;;(¢) = 0;;(B). Néamoins, nous avons le lemme
suivant.

Lemme 4.3.5 Pour tou (i, j), les deux assertions suivantes sont équivalentes:
i) 0i5(B) = Gij(#)
ii) Pour chaque i,7j,k, Fk(B)(ddZ ) (B) = Chij

Démonstration Notons d’abord que 6;;(B) = (;; < pour tout k, 0(0;;(B)) =
OrG;;. La proposition 1.3.12 montre que le diagramme suivant est commutatif

F!'(B)&, BFi(B) + F/(B)F](B)o B ‘

(j—ze,j)(B)(akB/ \\RJ’JA(B)WE(B) + Fi(B)F/(B)¢y

F!'(B)&y, BF;(B) + F!(B)F.(B)o, B \

F{!(B)ey Fj(B) 4+ F(B)F/(B)ey Fy.(B)(350:5)(B)

| /() F(B)Fi(B) + FL(B)F}(B) Fu(B) |

Nous avons donc

Fu(B)(3:0:)(B) o [F{'(B)erF;(B) + F/(B)F}(B)¢x]
= [F}(B)erFi(B) + Fj(B)F/(B)er] o [(3:8:5)(B)(0x B)].

D’autre part, la proposition 1.5.4 montre que :
[0k Fo(B)+ F/(B)-03]oAr008;(B) = (-0i;) (B)(0x B)o[0Fj (B)+F!(B) 6o A
Alors

Thiy 0 Okbi; (B) = [FY'(B)or Fi(B) + FI(B)F!(B)gi] o [8x - Fi(B) + FJ(B) - 8] 0 Ax 0 940, (B)
= [F/(B)orFi(B) + FJ(B)F!(B)gx] o [(:6:,)(B)(9B) o [3 - F;(B) + F/(B) - 6x] 0 A
= PUB) (0, )(B) o [FY (B)owF(B) + FI(B)Fi(B)ex]o i Fi(B) + F/(B) - il o
= Fu(B)(<L6.))(B) o 7i:
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Donc si 0y(6;;(B)) = 0k(;j, alors, d’une part, 74, o '
8kQ']‘ = CkijOTkjh et d’autre part Tkijoak(eij(B)) = Fk(B)(di i
Fy(B)(££0;;)(B) 0 Tji = Cij © Thji, <est-a-dire que Fj,(B)(
Réciproquement, si Fy,(B)(2£6,;)(B) = (uij, alors Fi.(B
Tkji = Tkij © OrCi;. Comme Fk(B)(%Oij)(B) O Thji
Ok (0:5(B)) = 9xCij- .

~—
—~
&=
&
<

O ~— 1
Uj .
~—
e]
=
3
|
I
b
<
e]

[
5
B

Notons que si les conditions de ce lemme sont satisfaites, alors les hexagones
2 et 3 des figures 4.15 et 4.16 coincident.

4.4 Résolution du systeme différentiel & une inconnue dans le
cas oul le nombre des variables est > 3

Les résultats du paragraphe précédent nous obligent a préciser le concept de
cohérence défini au paragraphe 2.

4.4.1 Systemes cohérents

Définition 4.4.1 Un systéme cohérent est un couple ((F})i<j<n, (0i5)1<ij<n),
ot les F; sont des L-especes, ou des B-especes, déterminant le systeme d’équations
aux dérivées partielles,

8—Y:FJ‘(Y)7 j=1...n, Y(0,0,---,0,7) =7, (4.8)
aT;

et les 0;; : F{I; — IJI; sont des isomorphismes tels que

1) 0;; = Id et 0]‘2' = Oi_jl

2) Pour tous 1, j, k distincts, I'hexagone d’isomorphismes (Hexagone 3, figure4.16)
suivant est commutatif. ]

9.
‘ FI'FiFy + FIF!F ‘ Id+ Fjbix [ pVR,F; 4+ FIFF;
‘ F!'F;Fy, + F/F/F, ‘ ‘ F}F,F, + F|F!F;

\{HF;@]k 1d+F,;e/
Fy<L0,,
| FURE, + FIFF, | LE08 L FRE, + R |

Figure 4.16: Hexagone 3

Exemple 4.4.2 Soient (n;);=1.., une suite d’entiers naturels, F' une L-espece,
et des bijections o;; : n; X n; — n; X n; telles que O'Z»;l = 0j;. Posons F; = n; - F,
et pour tout couple (i, j), soit 6;; : F/F; =n; xn;- F'F — F/F; =n; xn; - F'F
la bijection telle que 8;; = 0;; -1 p. D’autre part, notons 7;; : n; X n; — n; X n;
la transposition définie par 7;;(z,y) = (y, z).

1 est clair que F/'F;Fy = n; xn; xng-F"F? et FZ’FJ’Fk =n;xn; xng-(F')*F
et %0@‘ =04 - 1F“F-|—(F')2 =04 lprp + 045 - 1(F')2- Donc Fk%@j =0 X1y -



115

Lpnge +0ij X ng - L2 . D’autre part, 'isomorphisme Id : F](’FiFk — F]”FkFZ'7
défini par la commutativité du produit de deux LL-especes, s’écrit Id = n; X 7 -

Lpnp2. On en déduit que la famille ((F})i<j<n, (6ij)1<ij<n) est cohérent si et

seulement si les deux diagrammes de la figure 4.17 sont commutatifs.

T4k X Iy

Oy X N

n; X ny; X ng

n,; X Tik

n; X o;x

n; X o;x

Oy X Ny

n, XCT]k

Figure 4.17: Un exemple ou I’hexagone est somme de deux autres hexagones

Contre-exemple Le systeme ((F})i<i<3, (eij)1<i,j<3) tel que F;(7) ~ 27 pour
tout 4, c’est-a~dire ou les F;-structures s’identifient & un point ayant deux cou-

leurs distinctes 0 et 1 (ﬁgure 4.18), et 0;; = o;; - g avec 0;;(0,0) = (1,1),
0i;(0,1) = (1,0) et 0j; = O'Z»;l = o;; pour tout i,j (figure 4.19), n’est pas

cohérent, .

©e ()-e

F,-structures

F,-structures F.-structures

Figure 4.18: F;-structure

- dfe [ @er @ 1e
o~ @ 0le [0} e —~ (M[0e

Figure 4.19: L’isomorphisme 0;;

@W
\
®,
\ i
- F’F'F

Figure 4.20: Non commutativité

En effet, F = 0, et le deuxiéme diagramme n’est pas commutatif, comme le
montre la figure 4.20. Par contre, si on définit 6;; en conservant les couleurs,
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on aura un systéeme cohérent. n

Définition 4.4.3 Une solution d’un systéme cohérent est un couple (A, (¢;)i=1..n)
ou:

i) A= A(Th,Ts,....,T,, Z) est une espece mixte du type L” x B — &, 5, vérifiant
A0,--+,0,7) = Z.

i) ¢; aiTiA — F;(A) sont des isomorphismes.

La solution (A, (¢;)) est dite compatible si pour tout (¢,7), (ij(¢) = 0;;(A). =

4.4.2 Résolution

Posons F = (F1, F3, ..., F,). Le n-uplet d’ensembles totalement ordonnés
l=(l1,ls,...,1,) sera identifié a la somme ordinale Iy +, I3+, - - -+, [,,, C’est-a-
dire que si ¢ < 7, les éléments de sorte ¢ sont considérés comme plus petits que
les éléments de sorte j. Dénotons par A = Ap = Ap(Ty, Ty, ..., T,, Z), I'espece
des arborescences croissantes F-enrichies définie sur tout couple (I,U) ol les
éléments de [ sont supposés inférieurs a ceux de U, et ou la fibre de tout élément
de sorte T; est munie d’une Fi-structure. De plus, Az[0,...0,U] = {U} si |U| =
1 et ) sinon. La figure 4.21 nous montre un exemple d’arborescence croissante

Figure 4.21: Une arborescence croissante F-enrichie

F-enrichie, avec F = (Fy, Fo, F5), 1 = (1,13, 13) ou Iy ={1,2,3,4,5,6,7,8}, [, =
{a,b,c,d e, f,g,h}etls={a,[,7,8,¢,(, 7, u,t} et U est ’ensemble des feuilles,
représentées par des cercles vides (la sorte 7), dont on a omis les étiquettes pour

plus de clarté.
—
e e
(b)

Figure 4.22: (a) Une arborescence sur [ = (0,...,0,6,...,1,), (b)
L’isomorphisme ¢;;, si j <1

Nous allons construire les isomorphismes ¢;, par récurence sur |I| = |l4| 4+
... |l-], de telle sorte que (A g, (;)1<;<,) soit une solution compatible du systeme

(F,0;;) (cf. définition 4.4.3). Remarquons que pour tout multiensemble [ =
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@y 05ty ..., 1,) tel que I; # (O, une arborescence F-enrichie sur [ est de la
forme donnée par la figure 4.22(a).

Done, pour tout j, j < i, on peut définir une bijection ¢;; : 0;Az[l] —
F;(Az)[l] canoniquement en oubliant la racine comme le montre la figure 4.22(b).
En particulier ¢; g sera obtenue en remplacant, dans la figure 4.22(b), les ar-
borescences A par des points de sorte Z. Soit m > 1, supposons que pour
tout (k,m) tel que |m| < n — 1, on sait construire ¢y ,,,. Soient [ tel que

|| = n et i le plus petit indice tel que I; # . Tl est clair que si k < i,

alors on sait construire ¢y, Soit alors k > ¢ et posons l; = [; \ {min/;},
=000y L) Lo U= (0, 0,k Lo Ly, L) T
est clair que [I'| = n — 1 et |1} +, ['| = n. Donc pour tout m tel que m C I,

©k,m est défini (hypothese de récurrence). D’autre part, nous avons la bijection
I %A[lk +,1] = %[Z] — F;(A)[1x 4+, I']. Alors nous pouvons définir
slkTo t

¢k, de facon que le diagramme 5 de la figure 4.23 soit commutatif.

i - - 8, i -
8 Al = 8,84 = 8iAlx +o 1| Potitell [ maiy 1071 = a0 |2 (rna iy
(Hyp. de réc.) (F:(A)gok)p
fht = Oio i [F}(4) Ry (AT
(elk(A))Tz
- 8o ) ] (FL@e Dy ; —
(A = 8, Py (AT il (FL(o AT [ 207 T R () Ry (A

Figure 4.23: Diagramme 5

De cette construction on peut déduire que si [ est un multiensemble et si ¢ le
plus petit indice tel que [; # 0 et k > i, alors ((ix); = (8ix(A))y. Ce qui revient
a dire que si 7 est tel que pour tout r < 7, [, = ), alors pour tout k > 4, ((;r); =
(0 (A)); ou plus généralement pour tout 7, k tel que j < i < k, ()1 = (0;5(A4))1.
En particulier, pour tout j, k, 6;5 = (jr(¢)g. Il nous reste donc & montrer que
(k)i = (05(A))1, sii < j et ¢ < k. Nous allons procéder par récurrence sur |/|.
Puisque 6;; = ((i;(#)g), on peut utiliser le lemme 4.3.5, appliqué a B = A. On
a done (1(A)1 = (G & (Gindy = (F(A) (E051) (A));-

Td 4 FL(A) (0 (A) |

\ FI/(A)Fi(A)Fy (A) + FL(A)FL(A)Fy (4) FI/(A)Fy (A) Fi(A) + FL(A)FL(A) Fi(A) \

Td+ FI(A) ik
Fk(A)(ﬁ(ezj)(fM Chij Csz(A)(%(ejk)(A))

| PR (A FLA) + R ()R () | | PR A F(A) + R (A R |

7

T+ Fl(4)8;)(4) \\n-i+ F(A) ¢ T+ F,Q(A)c,/l(d+ FL(A)(6:5(A)
CGik

| PR R () + FAFAF (A | Sy LA R R4 + R () (4 |

Fji(A) (£ (04

D’une part, ’hexagone 1 montre que
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Gy = - FL(A) ko G hpolT a4 LAY (Cielso () T o L+ FL(A) (€l
Et d’autre part la condition de cohérence (Hexagone 3) dit que

Fi(Z) 45056 = [1d + F{(Z)0:5] o [Fj(Z) (3£ 0ik)] o [Id + F{(Z)(05)] o [(Fk(Z) 450i5) "] 0

[(Td + F{(Z)8ix)~"]. Done

Fi(A) (75050 (A)) = [1d + FL(A) (03 (A)] o [F5(A) (0
)

(A
[7d + F{(A) (035 (A))] o [[F(A) ((F0:) (A [[Td+ Fj(A)bir (A)] ']

Comme pour tout multiensemble m C T' nous avons (Cii)m = (0i5(A)) . et
(Cik)m = (ezk(A))m alors, [Id+Fi(A)Gijlp = [Td+Fy(A)0i;(A)]; [F} (A)(%sz)(fl)]r =
(Gin)pis [F(A) (500 (AD]p = (Crig)ye et [(Td + F/(A) (O ) ()] = [Td + Ff(A) (Ginlp:-
De plus, ’hypothese de récurrence dit que pour tout m tel que |m| < n — 1,
(Cik)m = (0 (A))m. Donc [Id+ F{(A)Gjrli = [Id+ F{(A)(6x)(A)];. On déduit
que (Q]k)f = [E(A)(j—Zij(A))f], c’est-a-dire que (0;5(A)); = (¢x)i- Nous ob-
tenons le résultat fondamental suivant.

Théoréme 4.4.4 Le couple (Az, (¢;)), ot A est la L-espece des arborescences

F-enrichies croissantes et les w; sont les isomorphismes définis précédemment,
est une solution, dite canonique, du systéeme ((Fj)i<j<n, (0ij)1<ij<n)n>2. Cette
solution est compatible et, de plus, elle est universellg, ¢’est-a-dire &ue p_our toute
autre solution compatible (B, (v;)) il existe un unique isomorphisme ® : A — B
tel que, pour tout i, le diagramme suivant soit commutatif.

A | — % | Fi(4)
57 ® lFi(<1>)
d

s7=B| Y ,|Fi(B)

Démontration: Il nous reste & montrer que cette solution est universelle.

Soit done (B, (i)i=1..,) une autre solution compatible. Montrons qu’il
existe un isomorphisme ® : Az — B, en le construisant par récurrence sur
1] = [lil + ...+ [la]. Si |l =0, alors Az(0) = B(0) = Z. Donc &y = Id.
Sinon, soit » > 1 supposons que pour tout !’ tel que |[I'| < n — 1 on ait
Oy Ap[l'] — B[l']. Et soient [ tel que [l| = n et i le plus petit indice tel

que l; # 0. On a Az[l] = 0;Az [ ] wl—l> FZ(AF»)[ZZ] Rappelons qu’un élément
de FZ(AF)[ZZ] est un triplet (7, fi, (ap)per) OU 7 est une partition de T , fi une
Fi-structure sur 7 et pour tout p € 7, a, est une Ap-structure sur p. Smt donce
a € Apll] tel que ¢ i(a) = (ﬂ',fi,(ap)pew). Pour tout p € «, |p| < n -1,
donc ®, est défini (Hypothése de récurrence). Posons ®,(a,) = b,. Nous
définissons ®; en posant ®;(a) = b ou b = (7, fi, (by)per). En d’autres
termes, ®;(a) = (¢;1)7iﬂ(¢)7i @ 5i(a).

Montrons, par récurrence sur |l|77 que pour tout [ et pour tout j,1;;(d;®P); =
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Fj(®)ipj1-

Si I =0, le résultat est évident en utilisant la définition de ®. Sinon, soit n > 1
un entier tel que pour tout I’ et pour tout j, si |I'| < n, alors ¢;y(9;®)y =
F;(®)pp; . Considérons [ tel que |[| = n, et soit i le plus petit indice tel
que l; # 0. Si j < i, alors la définition de ® montre que si a € 9;A[l] =
All; +, 1], alors a%(bl(a) = &y 4 (a) = (b;ll o F;(®); o ¢;i(a). Supposons
que j > i. Sachant que (Az, @) et (B, ) sont des solutions compatibles, nous
avons (;;(¢) = 0;;(A) et () = 6;;(B). Le diagramme (2) définissant (;;
montre alors que d;p; = 87! o (FH(A)pi) ™" 0 8;5(A) o (F/(A)g;) 08 0 djpi et
dp; =671 o (FH(B);)~" 0 8;(B) o (F}(B)y;) 0 8; 0 9;4;. 1l suffit done de mon-

trer que le diagramme suivant est commutatif.

$i1 = 81<ijz

- Y
—1(85¢4)- F!(A)p;)dr 0;:(A FI(A)¢;)6;]t
8; All] = 8;8; A[l"] (O5¢i)7 ;5 (Fi(A)) M,{ F!(A)F;(A) ‘_](,)‘ FI(A)Fi(A) ‘[( 5 (A)ei)dil
@ lajm(@)) @ F{(@)Fj@)l @ lF;@)F,m Fi (@) J
. 1 1
8, Bll] = 6,6, B[T"] (95 vidg B [(B)F.

) ! s 9:7(B) [ [(FL(B)$;) 8]~
R IS ) Rl TP ) R AN [y
‘ Yig = O, g

Il est évident que le diagramme (I1T) est commutatif. Notons que si (II) est
commutatif, il en sera de méme pour (IV). Le diagramme (II) se décompose en
des deux diagrammes (II") et (I1”) de la maniere suivante.

|2, (Fi(4)) ‘L F/(4)(9;4) ] QN

8J<Fi<<1>>>l (r) F;<<I>>8J<I>l () lF;@)FJ(@)

[0, FB) |2 [Fimyo,m) | B, [rm)F )

La proposition 1.3.21 montre que le diagramme (IT’) est commutatif. D’autre
part, le diagramme (I1”) est commutatif par hypotheése de récurrence. 1l reste
a montrer que (I) est commutatif. Notons que 9;A[l] = A[l; +, ] = 0;A[1; +,
et que 1; 4,1 = (B,---,0,L;,---,1; 45 1;,---,1,). Done si a € 9;A[l] =
AL+ 1), alors (0,0)i(a) = @1, 500(a) = (07 D(R(®), | e, , )la) =
(aﬂbi);l@j(ﬂ(@))f(ajapiji)(a). Ce qu’il fallait démontrer.

Notons alors que ® est déterminée de maniere unique par les relations ¢y =
Id et ®;(a) = (¢;1)7iﬂ(¢)7i@i 7 (a), pour a € Ag[l]. n

4.4.3 Opérateur d’éclosion associé

Considérons le systeme cohérent suivant:

Y =F;(Y); j=1...m Y(0,0,---,0,7)= 7.
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Pour chaque ¢, posons D; = F;(7) _Z et D=7 T;D;. Appliquer D a une

e

Figure 4.24: Une G-structure ayant subi une éclosion de sorte ¢

G-structure revient a choisir un opérateur D; et appliquer 'opérateur d’éclosion
T;D;. On dira alors que la G-structure en question a subi une éclosion de sorte
i (Figure 4.24). Posons e? = > m>0 Lpm.

Proposition 4.4.5 Nous avons

D 1 - m T " m /‘Tlm1 my
e :ZE(ZT@) => > mnp n "'Om—l!pl'

m>0 =1 m>0mi+-+mnp=m

De plus, Uespéce Az, solution du systéme cohérent (4.1) vérifie

§oll
Ap(Ty, - To Z) = eZi TP (7).,

Démonstration Supposons qu’on itere m fois 'opérateur D. A chaque coup
on doit choisir un opérateur T;D;. En d’autres termes,

P =% (T:,Di,) - (T;,Di,) (T3, Diy).
(F5yi2,0 im)
Notons aussi que, pour toute espece GG, on a

DiD;(G(2)) = F'(Z)%[F'(Z)i(G(Z))

] =
~ F(Z)F{(2)G(7) + Fi(2)G"(Z)] = F{(Z) F{(2)GN(Z) + Fi(Z) F;(2)G" (7).

De la méme fagon D;D;(G(Z)) ~ F(Z)F;(Z)G'(Z) + F,(Z)F;(Z)G" (7).
Comme F/F; ~ FIF;, alors D;D;(G(7)) =~ D;D;(G(Z)) pour tout G. Clest-a-
dire que les opérateurs D; et D; commutent, et nous écrivons D;D; ~ D;D;.
Cette commutation nous permet d’affirmer que pour un entier m donné, nous

avons

n
= (Z szz)m = Z (ml,mg, ,mn)(Tmann) e (Tlmlpinl%
=1 mi+---+mn=m

le facteur (,,,, y,™. m,,) étant le nombre de fagons de choisir une suite (i;, i, -+ , )
dont my éléments sont égaux a 1, my égaux 2,---, et m,, égaux a n.

La derniere partie de cette proposition est tout simplement une reformulation de
la proposition 2.2.8. Notons que dans les arborescences F-enrichies croissantes,
si © < 7, alors les points de sorte T; sont plus petits que les points de sorte T;.
La division par m! correspond donc & l'unique ordre sur [ = {; +---+ [, ol
|l;| = my, qui coincide d’une part avec cet ordre, et d’autre part avec chacun des
ordres définis par les T/"'D["* sur les ensembles /; [cf. section 2.2.2]. "
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4.5 Cas d’un systéme de plusieurs équations a plusieurs incon-
nues

La méthode de résolution combinatoire se généralise aux systemes de plu-
sieurs équations a plusieurs inconnues.

4.5.1 Cas des systemes autonomes

Considérons le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant, avec Y =
1 2 r
(Y 7Y y " 7Y )7

VP =F/(Y), j=1...n, Y?(0,0,---,0)=7°; 1<p< r} (4.9)

les F? étant des B-especes. La donnée d’une famille de L-especes B = (B? =
B (T, -+ Tny Z°))1<p<r et d'une famille ¢ = (¢7) d’isomorphismes, ¢ : 9; B? —
Ff(Bl7 +++, B"), induit, pour i # j, une famille d’isomorphismes (Cf; = ¢ (¢)),
rendant commutatif tous les diagrammes d’isomorphismes du type donné par la
figure 4.25, o h; :_)Zgzl(aAFjp)(B))cp? <08 0;0%, 07 est I'isomorphisme dii &
la dérivation de FJP(B) par rapport a la variable T;.

Be ” ”
8;9;BP | 9 4 | 32521 (OAF))(B)F (B)

B

At 4
L S (AFP)(B)FNB)

Figure 4.25: Diagramme 6

Figure 4.26: [.’isomorphisme Cf]
Remarquons que pour un A donné, ¢ transforme une (OAE»’))(B))FJA(B))—

structure en une (@LFJ‘))(E)E“(E)—structure, comme le montre la figure 4.26,
ou p peut étre différent de A.

[ TR i@ F (B P (B FE(B]
O (5o (03 FE)(BY R (B)) | <41 +

SRz (O FP) (B (8u FD) (B) FY (B)]
ap.¢Y; T i

X, u=1[(8udn FY)(B)F) (B) Ff (B)]

P
A (T521 (82 FO)(B) F} (B)) |E3

T3 =[O F)(B) (8, F}) (B) FY (B)]

Figure 4.27: Diagramme 7

Sin > 3, on en déduit d’une part, en considérant la dérivée du diagramme (6)
par rapport a Ty, ou k # i et k # j, qu’il existe un isomorphisme Cl?ij = C;fij(@)
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tel que le diagramme 7 de la figure 4.27 soit commutatif, T]fij étant la composée
de la regle de dérivation de la somme, du produit, de la dérivation en chaine et des

isomorphismes Y1 1 (9,0, F7)( B)g F)(B) + St (W FP) (B)(,F)(B).

D’autre part, le diagramme 8 de la figure 4.28 est commutatif. Notons
que la vérification de la commutativité de ce diagramme est essentiellement la
méme que celle du lemme 4.3.3. La différence vient du fait que la regle de
dérivation en chaine s’écrit [/ (B)] % Yo 8AFJP(B)8Z'BA. Donc, par exemple,
les diagrammes (A), (A7), (B) et (B’) seront des sommes de diagrammes qui
seront commutatifs pour les mémes raisons. D’autre part, le diagramme (C)
sera exactement le théoreme 1.5.3 b). Le diagramme (D) sera commutatif pour

les mémes raisons.

(X851 (O Ff

.
| 8, 8;0; BP = 8,6, 8; B° |

P
la,hkj

0,52 (s FY) A (B) |

ikj

Thu=i (0 FO(B) (9 R (B) FY (B))]

— o [ TRl @rea F B B L (B)]
B P (B | T . o
S5 l(03 F2) (B) (8 1) (B) P (B)]

A hf;
Id+ 5o (8 FE)(B)¢R,
-0 SR i (0r 0 F) (B F (BY P (B]

+

Figure 4.28: Diagramme 8

Ces deux résultats montrent que I’hexagone (5) ci-dessous, ou efjk =Id+
S (8yFF)(B) ]‘Akv est commutatif.

Chou=1l(9.0x F7)(B) FL (B) F} (B)] o TRon=1[(90x F;’+><J§>F:<J§>F, (B
TRu=il(OFE) (B) (8, FY) (B) Ff (B)] TR (B FF) (B) (8 FR) (B) FY (B))
& W
Thou=1l(038u F) (B) FL (B) F} (B)] Th w1 (8384 FL) (B)FF (B) FE (B)]
S hu=il(8 F:’><E?+><au F)(B)FL (B)] S hu=il(8 F,f)(f;)(au F})(B)FF (B)]
ijk i
DR uml@a T B BB | 2 Th 11838 F,f+><é>F:‘<é>F;<é>1
5wz (83 FE) (B) (8 F) (B) FE (B)] 5wz (B FE) (B) (8, F)) (B) FY (B)]

Figure 4.29: Hexagone 5

Notons en passant qu’en posant ij = ( fj)@, le lemme 4.3.5 prend la forme

suivante.

Lemme 4.5.1 Soit %9;} DY et (OuONFL )R435 ONFL O, F7 — Y\ (0406 F)) F+

Z::l aAFipaﬂFj)\?

lisomorphisme induit par les régles de dérivation par rapport a la variable 7,,.
Pour tous 1, j, p, les deux propositions suivantes sont équivalentes

i) 00,(B) = ¢

i
i) Pour tout k, Cl?ij =

Sy (B (5202 (B).
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Définition 4.5.2 1. Le systéme (4.9), défini par la donnée d’un couple

((Fjp7 ij))1§p§r71§i7j§n, ol Fjp sont des especes, et ij : Zgzl(aAEp)(Z)FJA(Z)%
Zgzl(aAFjp)(Z)]*?(Z) (7 = (Z',---,7")) des isomorphismes, est cohérent
si pour tout triplet (p,1,7), (0;2»)_1 = 07 et pour m > 3, I'hexagone 6 de
la figure 4.30 est commutatif, ot 77 = Id + Y \_(D\F)(72)07, et af,; =

do=1 B 8% 07;, est commutatif.

TR o1 l(Bu0x FO) FE R . TR =1 l(Bu0x FO) L]
+ +

Lh oz l@F) (8 PR L T =i l(0x PO (8, PR FE

TR a1 (958 FT) ]
+

TR =i (B FO) (8. F}) FY]

p
\Trz]k Theij

Ziu= 1[(8udx FY) F”FA] a?k Ziu= 1[(8A3qu)F”FjA]
+ ! +

T =il FE) (8u F) FY S5zt (O FD) (8 FY) FY

Figure 4.30: Hexagone 6

2. Une solution d’un tel systéme cohérent est alors un couple (A, ¢%)1<,<ri=1..n
tel que:

i) A= (A?(Ty, -+ ,Ts))1<p<r est une famille de L-especes,
ii) ¢ : 0;A? — F7(A) sont des isomorphismes.

De plus, si ij(A) = fj pour tout triplet (p,1,7), alors on dit que cette
solution est compatible. n

Figure 4.31: Une A’-structure, avec r = 3 et n = 2.

Une solution compatible se construit comme dans la section 4.4.2. Le mul-
tiensemble [ = (Iy,ls,- -, l,) est identifié a la somme ordinale | = l1+,l3+,- - - L.
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Soit p, 1 < p < r. Notons A% I’espece des arborescences croissantes ]:ﬁ)—(enrichies7
avec F = (Fjp)lgpgr,j:L..ny c’est-a-dire que si [ = (0,---,0,0;,---,1,), avec
l; # 0, alors une Af-structure sur [ est caractérisée par le fait que “la fibre de
tout point de sorte T; est munie d’une F]«A-structure avec 1 < A < r, sauf la

racine qui est munie d’une F!-structure”. La figure 4.31 est un exemple de A?,
avec [y ={1,2,---,9} et Iy = {a,b,c, - ,i}.

el

(b)
Figure®4.32: (a) Une g—fo—structure; (b) Ta bijection ¢ ; si pour tout i <
k, l;=0.

A = 0y Al 4oP) | Dt f;ﬁl’;;)[’l]] T (5 o Aon AT
%z = a]@k i (Egzl(aka)(A)@;)Tj Hyp. de Rec.
FE(A = 8, (FL (AP Shet HF AR (A)F]
(dy 7)™ (0% (A))p

S [OAFE) ()]

(31 (ONF) ()2, 40)[T] Shat AFL(AFN A

Figure 4.33: Diagramme 9

Les isomorphismes c,o? peuvent étre définis de la maniere suivante. Soit [
un multiensemble totalement ordonné, et j € [n] tel que, et pour tout i <
j, I; = 0. Pour un p donné et pour tout k < 7, une g—fo—structure sur [ est
une arborescence ayant a sa racine 1’élément minimum de sorte k, extérieur a [
(figure 4.32(a)). Dans ce cas, la bijection @7, peut étre définie en oubliant la
racine (figure 4.32(b)). Supposons maintenant que j est le plus petit indice tel
que I; # 0, et soit k > j. On a 9y A°[[] = 9;A?[1x +, '] = A?[1x 4, []. Alors on
peut définir L,QZJ par récurrence en utilisant le diagramme 9 de la figure 4.33.
Nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 4.5.3 Moyennant la condition de cohérence, le systéeme (4.9) ad-
met comme solution le couple (Ag, (¢f)) ou Ap = (A%)ISPST" De plus, cette
solution est compatible, dans le sens ou Cf] = Hfj. D’autre part, pour toute solu-
tion compatible (B, (¢1)), ot B = (B*), il existe une famille unique, ® = ($*),
d’isomorphismes ®° : A% — B? tel que, pour tout 1, le diagramme suivant soit
commutatif.

a% A%-—%—> Fip(A%)
9_pr FP(®P)
Ty 1 2

P

s Bf | % | FP(B)
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4.5.2 Cas des systemes non autonomes

Cas général
Considérons le systeme
oY = F,(Ty,---,T,,Y), Yi(0)=27, i=1...n. (4.10)

En posant, pour ¢ < n, Y = Tj, Ff"’1 =F, F! =1, FP =0sip#iet

p# n+1, et Y™ =V il est clair que le systéme (4.10) est équivalent au
systeme autonome suivant:

QY =F(YL Y2 YO YP0)=0sip<nd 1, et YT(0) = 7.
(4.11)
Notons alors que les isomorphismes 6. de la définition 4.5.2 sont nuls si
p # n+1 car les dérivées partielles ) F sont nulles. D’autre part, pour i < n,
ona ! =1etpour A # n+41,et A #£ i, F =0. Alors, Ki}(@AFf‘H)FJA =
(Op1 F3)F; + (0;F;) et que

Son szt (OO L) FLFN + 525 [(O8FP)(0u ) F] = [(07 41 Fi) i Fy + (9r0n g1 Fy) Fj+
(On410; Fi) Fie + (O 05 F3)] + [(On 41 i) On 41 F Fiy + (On 41 Fi) Or .
Dot en posant 971 = 0,; : (D1 F2) F 4 (9;F3) = (O Fj) Fi 4 (i Fy), mhij =

Tkt = Td+ (Ong1 Fp)0ij, onij = ot = Fe(Ong10i) + (91635) et i = ¢,
I’hexagone (6) est réduit a I’hexagone (7), et la définition 4.5.2 est équivalente
a la définition 4.5.4 suivante:

Définition 4.5.4 1. Un systéme non autonome cohérent est un couple
((Fi)i=1..ns (0ij)1<i j<n), olt les F; sont des especes a n + 1 sortes déterminant le
systeme d’équations aux dérivées partielles,

8Y = F(Ty,--\T,,Y), Yi(0)=2%, i=1...n, (4.12)

et 0;; ¢ (Op1 ) Fj + (0;F1) = (01 F;) Fi + (0;F;) des isomorphismes tels
que:
i) 0];1 = 0;;,
ii) si » > 3, ’hexagone 7 de la figure 4.34 est commutatif.

2. Une solution d’un systéme non autonome cohérent est un couple (4, (¢;))
tel que A = A(Ty,---,T,, 7) est une espece mixte et ¢; : GASE; (Ty, -+, Th, A),
des isomorphismes. Cette solution est compatible si pour tout ¢,7j,6;;(A) =

Gij ()

On définit I'espece AF(T,Y) des arborescences croissantes F (T, Y )-enrichies

en généralisant la notion d’arborescences croissantes F'(T,Y)-enrichies définies



par Leroux et Viennot dans [(Le.-Vi. 1. 86)], et les isomorphismes ¢;, en po-

sant ¢; = cp?"'l (voir section précédente). La figure 4.35 montre un exemple
d’arborescence croissante F(T,Y)-enrichie, sur /4y = {1 < 2 < --- < 9} et

12:{a<b<---<k}, aVeCﬁI(F17F2).

[(8721+1FJ)FkFi + (OOnt1 Fj) Fi

[(8721+1FJ)FkFi + (OkOnt1F;) Fy

+ o +
(8n+18,‘FJ)Fk + (8k8iFJ )] —ﬂk,_ (8n+18,‘FJ)Fk + (8i8kFJ )]
+ +
[(Orn41F5)Ont1 Fi Fiy + (On41 Fy) 05 F] [(Orn41F;)Ont1 FiuFi + (Ony1Fy)iFy]
Ny Nigk
(0741 F)FLF; + (9k0n11 FV)F) (On4 1 FR) S Fi + (90041 Fi) Fy
+ +
(On410;F3) Fy + (959, Fy)] (On410:Fy) Fy + (9:9;F)]
+ +
[(0rn41F)Ont1 Fj Fiy + (On41 Fi)Or Fy] [(Orn41Fg)Ont1 Fj Fy 4+ (Opy1 Fr)0; Fj]
Tigk Thkiy
[(82+1Fi)FkFJ + (3k8n+1Fl‘)F] [(82+1Fk)FiFJ + (3i8n+1Fk)F]
+ +
(8n+18JF,‘)Fk + (ajakF,‘)] ik (8n+18JFk)F,‘ + (ajal‘Fk)]
+ +
[(Ont1Fi)On41 FFy + (On41£3)0;F] [(Ont1F%)0n41 Fi Fy + (On41 )95 Fi]

Figure 4.34: Hexagone 7

Figure 4.35: Une arborescence croissante ﬁ(f, Y)-enrichie.

Proposition 4.5.5 Sile systéme non autonome (4.12) est cohérent, alors il ad-
met comme solution compatible le couple (AF(T,Y)7 (¢:)). De plus, pour toute so-
lution compatible (B, (1;)), il existe un unique isomorphisme ® : A = AF(T,Y) —
B tel que, pour tout 1, le diagramme suivant soit commutatif:

d 1 2
oA pery) | —E BT T Apry) |
20 JFi(T1,~~~ T, @)
2B Vi L[ F(Ti, - Ta,B)|
o Fy(Ty,---,T,,®)=F,(1g,,---,17,,P). "
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Cas particulier de l’intégration pure:

Considérons le systeme
oY = B;(Ty,---,T,), i=1...n, Y(0,---,0)=0. (4.13)

Notons que la donnée d’un couple (B, (¢;)i=1..n), ou B = B(Ty, Ty, ---,T,)
est une espece telle que B(0,---,0) = 0 et ¢; : ;B — B;(T1,Ts,---,T,) des
isomorphismes, nous permet de définir un isomorphisme (;;(¢) : 9;B; — 0;B;,
en posant (;;(¢) = dip; o (0;1) ™"

‘ T (i)

;0B ﬂ,

Rappelons aussi que dans I’hexagone 7 de la définition 4.5.4, 7p;; = Id +
(On41Br)0:;, ari; = Brp(0n416:;) + (0r0;;). D’autre part, les dérivées partielles
On+1B; sont nulles. Donc le systeme (4.13) est cohérent s’il existe des isomor-
phismes p;; : 0;B; — 0;B; tels que pj; = ,ui_jl et que si n > 3, alors le triangle 1
(Hexagone 7 réduit) de la figure 4.36 soit commutatif, pour tout ¢ < j < k.

| 040, B q==| 001 B;

Ok flij it

N
\\ajakBiM\aj@Bk/

Figure 4.36: Triangle 1

Une solution de (4.13) est alors un couple (B, (¢;)i=1..n) ot les ¢; : 9;B —
B;(Ty, Ty, --,T,) sont des isomorphismes. Cette solution est compatible si ji;; =

Cij(p) = digj o (9;90i) 7"

Proposition 4.5.6 Sile systéme (4.13), {0;Y = Bi(Ty,---,T,), i=1...n,
Y (0) = 0}, est cohérent, alors il admet comme solution compatible 'espéce

B=> [ Bi(0,--+,0,X;,Tigy, -+, Tn)dX:. (4.14)
i=1 70

Démonstration Supposons que le systéme (4.13) est cohérent, c’est-a-dire qu’il
existe des isomorphismes y;; : 9; B; — 0;B; tels que p;; = ,ui_jl et que le triangle 1
soit commutatif. Construisons des isomorphismes ¢; : ; B — B;(Ty, T2, ---,T,),
ol B est donné par (4.14). Remarquons d’abord que si { = (@, -+, 0,l;, -+, 1)
est un multiensemble totalement ordonné tel que /; # (), alors une B-structure
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Q© °5 0© ©
®W\ o i O
B B, /5\ B,

Figure 4.37: Les B-structures (n = 3)

sur [ est un élément de (fOT’ Bi(0,---,0,X;, Ty, -+, Tn)dX;)[l], car il est clair
que si j # 1, alors (fOTJ B;(0,--+,0,X;,Tj41,---,T)dX;)[{] = 0. La figure 4.37
représente les trois types de B-structures pour » = 3. Soit maintenant [ =
@y, 0,4+ 1), un multiensemble totalement ordonné tel que [; # 0. Si j <
i alors 8]B[l] = B[lj +o l] = (fOTJ B] (07 w0, X]7 T]-l—lv s 7Tn)dX])[1] +o l]7 ou
pour tout multiensemble [ = (Iy,---,1,)), L4+l = (1, -+, 14,1, -+ ,1,). Donc,
par définition, 0;B[l] = B;[l]. Nous pouvons donc définir ¢;; canoniquement
par ¢;; = Idg . En particulier c,o]@ = IdB ,[0]- Supposons maintenant que
j > 1. Alors 0; BH 1 —I—O fO z 707Xi7Ti-|—17"' ,Tn)dXi)[lj +0
= Bi[l;+,11=09B [ ] f (@, - 7'(Z),li \ minl;,---,1,). D%autre part,
0; B[l ] = B;[l] et s 1 0;B; [7] — 9;B;[I'] est un isomorphisme. Alors nous
POSONS )1 = f1,.7i-

Montrons maintenant que pour tout couple (5, k), ujx = 8¢k o (re;) ",
c’est-a-dire que pour tout multiensemble [, le triangle suivant est commutatif.

3
8,0, B[N |57 5, B[]

HEgl

o
2,0, B[ |20, [ 9,By1]

Soit i le plus petit indice tel que I; # (). Sachant que pj; = ,u,;jl, nous
pouvons supposer que j < k. On a soit j < 1, soit ¢ < 7. Supposons que j < 1.
Alors (Okpj)i = @j1,+00 = 1dp,[1,4,17- D'autre part, (9;05)1 = Q14,0 = Hjk,l-
Supposons maintenant que ¢ < j. Alors (0p¢;)1 = @jip4al = Biit ot = Oppt.

17, l
t (0jr)1 = Pra 40l = Pipa, +o_‘ = @,uikji. Moyennant le triangle 1, nous avons

Pikg = Oipt ) 30 = O,y i 0 aku = (9ion)1 0 (D) .

Remarque 4.5.7 A titre de comparaison, nous donnons ici la démonstration
de la version analytique de ce théoreme, avec n = 3, pour faciliter le cal-
cul. Notons que dans ce cas la condition de cohérence se traduit par des
égalités%]fj (ty, o, t3) = aat (t1,ta,t3), pour 1 < i,j < 3.

Il s’agit de montrer que la fonction Y = B(ty,ts,t3) = fgl Bi(z1,t2,t3)da, +
fgz) B3 (0, 24, t3)d$2—|—f£3 Bs(0,0, z3)dxs est solution du systeme &Y = By (1, ta,t3),
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82Y = Bz(t17t27t3)7 83Y = B3(t17t27t3). OIl a

S5 = Bi(ty,, t3),
& = 8% (Jol Bi(1,to, ta)da1) + Ba(0, to, t5)
0 at Bl(xl,tg,tg)dxl—l—Bg(O to,t3)
0 3 Bg(wl,tg,tg)dwl + B3 (0,t3,13), car % = %
Bo(thta,t3) — Ba(0, ta, 1) + Ba(0, 1, 1)
= Bz(t17t27t3)
gz; 8t3 fo Bi(2z1,t2,13 dacl—l—f B3 (0, 29,t3)dz3) + Bs(0,0,ts3)
0 at 9 By(x1,ty,13) dxl—l—f02 8? By(0, 29, t3)dxs + Bs(0,0,t3)
= fg B3 (w1, 19,13 dacl—l—fo 55 9 Bs(0, 29, t3)dzg + B3(0,0,ts)
= B3(T1,t2,t3) Bs3(0,ts,t3) —|—B3(0 to,t3) — B3(0,0,t3) + B3(0,0,t3)
= By(Ty, by, 13). .

Considérons maintenant le systeme plus général
oY = B;(Ty,Ty,--- \ T,)F(Y), i=1...n, Y(0,---,0)= 7. (4.15)

Posons Fi(Z1, -+, Zny1) = Bi(Z1, -+, Zp)F(Zyy1). Alors 0,41 F; = B F',
(8n_|_1FZ')F]‘ + (GJFZ) = BZ'B]‘F/F + (ajBZ’)F, et

(0541 F) FiFy + (k041 Fi)Fy + (Ong195F3) Fi + (9595 F3)] + [(On41 Fi) g1 Fj Fi + (9ng1 i) 91 ]
= (BB, By F"'F2 + (94 BBy F'F + (9, B1) B F'F + (9,0, Bi)F] + [Bi By By(F"\2 F + Bi(9xB,)F'F]
:L( 7]7 )-l—M( ,],k)

ol L(i,j, k) B, B B]CFHF2 (akBi)BjF’F+(8jBi)BkF’F—|—(8k8jBi) = L(i, k,j)
et M(i,j, k)= B; B Bp(F')2F + B;(0xB;)F'F. Alors (4.15) est cohérent [Déf.
(4.5.4)] si et seulement si il existe des isomorphismes 0;; : B;B; F'F+(0,B;)F —
B;B;F'F + (9;B;)F, tel que I’hexagone suivant soit commutatif,

[ LG k) + Mik) | % LG ki) + MG ki) |
Qi g A5k
(1G4, 0) + Mk | [(Z00.0) + M(E,5,9) |

Thkiy
Tigk /

‘L(i,k,j) + M(i,k, §) ‘ ok ‘L(k,i,j) + M(k,i,5) ‘

Figure 4.38: Hexagone 8

ol Tijk = L(i,j, k) + BiF/Ojk et ap;; = BkF(é?ZOij) + (ak@])
D’autre part, la donnée d’un couple (A, (¢;)i1<i<n) tel que 9; : ;A — B; F(A)
soit un isomorphisme, nous permet de définir un isomorphisme (;; (1) tel que le
diagrame suivant soit commutatif.
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oo [ BB F(A)
oA | B, Fay | 2 () + B, F(A)o 4 | A+ B (A 'y
d F'(A)BiF(A)
()]
, - 3,B,F(A)
‘@&A‘ﬂ B (A) 22N ajB,'F(A)+B,'F’(A)8JA‘WJ, g

B,F'(A)B;F(A)

Donc, si le systeme (4.15) est cohérent, alors une solution compatible est un

couple (A, (¥i)1<i<n) tel que 0;;(A) = (i ().

Associons au systeme (4.15) le probleme d’intégration pure, obtenu en posant

F(Y)=1.
O.U = By(Ty, Ty, -+, T,), i=1...n, U(0,---,0)=0. (4.16)

Proposition 4.5.8 Si le probleme d’intégration pure (4.16) est cohérent, alors
le systéme (4.15) est cohérent.

Démonstration Supposons donc que (4.16) est cohérent, c’est-a-dire qu’il existe
des isomorphismes p;; : 0;B; — 0;B; tels que pu;; = ,ui_jl et que le triangle 2
suivant soit commutatif.

Posons 02']‘ = BZ'B]‘F/F + F,ui]‘ : BZ'B]‘FF/ + ajBiF — BZ'B]‘FF/ + aiB]‘F.
Nous avons alors
Tk = L(3,5,k) + BiF'8,5 = L(i, 5, k) + B; By Bx (F')*F + B F' F,x,
= B;B;BrF"F? + (0xBi)B;F'F + (8;B;)Br F'F 4 (019, B;)F + B;B; Bi,(F')?F + B;F'F»

iy = Br(Ont18i5) + (Okbij)
= BiB,;BrF"F? + BiB; By(F')F + By F'Fpui; + (9x B)B,F'F + Bi(0xB;)F'F + Foj ;.

Examinons les restrictions de chacune des deux transformations a7 ik o
et Tk ;o ikmik sur chacune des composantes de L(1, j, k) + M (i, j, k). Notons
d’abord que B; B;B,F"F? et B;B;By(F")?F sont invariants par ces deux trans-
formations. Nous avons:

ap;; =1d mie = 1d agip = BiF Fug
I &B;B,F'F| " | |oB;BFF|_" i H

8y, BjB;F'F 8;ByB;F'F
—— . I N —— . I N ——
y 8;ByB;F'F 8;ByB;F'F
Tk = BiF Fujy ajip =1d Thij =1d

, ] ] ajr = 1d
Qpij = By F ' Fuij|0;B;BpF'F | — — 4 | 8;BjByF'F

9;,B; B F'F 9;B;B F'F
7 k I I 1Pk
————————> | §;B;ByF'F |——————————> | 9; B, By F'F | —————*

mk = 1d ajx =1d Thij = BkF’FM,j
Qg = jik = BjF Fugy ”k =
4>- 4>
akBBFF BB F'F| aBkBFFg,aBkBFF
mije = Id jik = By P/ Frg, Thij =T

i = FOpu, ik = Id i = FO;
Ny kMg akal‘BjF Tk akalB]F Nigk M5k

_—
910, B F 9,8;ByF
\“—’14> 953, BiF | ————— 9,8, B, F 4>M

gk =1d ajip = FOjug Triy =1d
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Dans le dernier cas, la commutation vient du fait le triangle 2 ci-dessus
commute. D’ou I’'Hexagone 8 de la figure 4.38 commute. L]

Proposition 4.5.9 Sile probléme d’intégration pure (4.16),
O = Bi(Ty, Tay -+ Ty)y i=1...r, U(0,...,0) =0,
est cohérent, alors le systeme (4.15),
QY = Bi(Ty, -\ T)F(Y), i=1...r, Y(0,--,0) = Z,
admet comme solution compatible l’espéce
A= Ar(B,7), (4.17)

ou B =%, fOTi Bi(0,---,0, X, Tig1,--+, Tn)dX;, 7, et Ap est lespéce des
arborescences croissantes F-enrichies, solution de 'équation différentielle Y' =

F(Y), Y(0)=Z. .
7o =
AXF
ah QK O 7,=0
Bz\cﬁ/F Q z=0
®s éeQ s
; T
(0% s F B /,‘Z\F
B, ) 2 ¢ B, d_F .
aCL \\ / b 7 /'QU B JO
e \\\ / /,//O Y ,}2
8 ’\\\):\ F O j»O
) B VF 0 g 0O

Figure 4.39: Une Ap(B, Z)-structure.

Démonstration Supposons que (4.16) soit cohérent. Soit p;; : d;B; — 0;B;
tel que pour tout ¢,j,k, on a O = Oip;jrOkpi;. Et considérons le couple
(B, (¢:) te uge B = 0 [T F(0,--+,0, Xs, Tigr, -+, Tn)dXs, @i : ;B —
Bi(Ty,---,T,) et (B, ;) soit solution de (4.16). Rappelons que, dans ce cas,
dip; = pij o 0;¢;. D’autre part, la proposition (4.5.8) montre que le systeme
((BZ'F)7 (02']‘)), ol 02']‘ = BZ'B]‘F/F + F,ui]‘7 est, cohérent.

Soit 7 : AL — F(Ap) l'isomorphisme tel que (Ap,7) soit solution de
PPéquation Y’ = F(Y). Tl induit des isomorphismes 7(B) : Ar(B) — F(Ar(B)),
7" (B) : An(B) = F'(Ap(B))A%(B) et 70)(B) : AL(B)0;B — F'(Ar)0i(Ar(B))
définis par 7()(B) = §; 09;(r(B)) 06;'. De plus le diagramme de la figure 4.40
est commutatif, c’est-a-dire que F'(Ap(B))&; o 7()(B) = 7" (B)d;B.

Posons ; := (7(B)g;) 0 é; : 0;(Ar(B)) % Al-(B)o; B "Bl F(Ar(B))B;.
L’isomorphisme (;; (1) est défini par le diagramme commutatif (III) ci-dessus
(Figure 4.41).
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Ap(B):BI;B | L()(B)g,+ F'(A)fiABﬂ F'(A)5;B;+1d F'(A)A'FJ(FB)@BBJ
+ —_
Ap(B)3i3;B | 7(B)dj; F(A)3;B, F(A)d;B;
TS,BJB-Hd @ 5iB]+IdT
9;[A%(B)]9,B 9;7(B)oj+ 3, [F(A)]B; F'(A)7(B)g;B;+1d
+ EARRACEE +
A" (B)8;9;B | 7(B)diyp; F(A)3;B,
F'(A)F(A)B;B;
TM‘ @ /\zI +
5 5:(r(BYo3) F(A)8; B,
9 T @
9i0;A ‘——‘] 8:i[A%(B)9;B] | ———— L | 8:i[F(A)B;]
| Aitpy

Bs () Cis ()
[ s
9,004 ‘aj_é’,‘ 8;[ A" (B)d;B] ‘

lAJ F'(A)FJ(FA)B]Bi
F(A)d,B;
9;[A%(B)12:B
_|_
A’ (B)5;5;B
yal J7t
F'(A)r(B)g;Bi+1d
léjaiB-l—Id
A7 (B)9,B0:B | 10)(B)p:l F’(A)fJABi F/(4)8, Bi1d | T (A AR(B)7;BB;
_|_
A%(B)2;9;B | 7(B)d,p; |_F(A)9;B; F(A)3,;B;

Figure 4.41: ¢;;(v)

Il reste & montrer que 6;;(B) = (;;(¢)). D’une part, la proposition 1.5.2
montre que les diagrammes (1), (I'), (IT) et (II’) sont commutatifs. D’autre part,
la proposition 1.5.3 montre que le diagramme suivant est commutatif.

TT
AR (B)9; B8, B
+

;8 by §,0,B+1d
[0,004] 2% aJ[A’F(B)aiB]‘_l,‘8][A’F(B)]8iB+A§,(B)8]8,'B‘L, A (B)0;6:B
| 1
;6 A §;0,B+1d AL (B)d;Bd;B

[8,0:4 ‘L.‘,aJ[A'F(B)aiB] ‘_, ‘ 8;[A%(B)]8:B + A%(B)d;0; B ‘J;, LA

AR (B)9;8; B

Le diagramme suivant (cf. figure 4.41) est donc commutatif.
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F'(A)7(B)¢iBj
F(A)8; Bj +1d F(A)8; Bj

A;(B)B,BBjB r(D(B)g;+ | FI(A)8iAB; |F'(A)s,B; F'(A)A%L (B)d; BB;
+

Al (B)8;8; B

T(B)d;i¢;

| o

A;:(B)ajBalB ) (B)p;+ F'(A)8; AB; F'(A)§;B; F'(A)A%L (B)d; BB; F/(A)r(B); B; F'(A)F(A)B;B;
+ e + — + +

AL (B)9;8; B F(A)8; Bi +1d F(A)8; Bi

T(B)9j¢i

C’est-a-dire que
Ciy () = [(F'(A)7(B)@iB; +1d) o (F'(A):B; +1d) o (1) (B)y; + 7(B)dip;)]o
( )#; 1d) o (F'(A)8;Bi +1d) o (1)(B)ei + 7(B)3;:)] ™!
(F'(A)8:B;) o (1) (B)e;)]o
Jo;Bi) o (F'(A)8;Bi) o (1) (B)ei)] ™! + [7(B)die;)] o [7(B)d;0)] ™"

Le diagramme suivant est commutatif.

G (B)y; F'(A)8,; B
Al(Bye;Bo;B | (B¢ F'(A)8; AB; ()48 1(A) AL (B)o; BB, [P A T(B)eiBi [ pi(a)r(a)B; B,
G) (B A)§; By F'(A)7(B)e; Bi
B)a, Ba; B a AB, B)a, BB, F'(A)F(A)B;B;

En effet, une application répétée de la proposition 1.3.12 montre que

(F/(A)7(B)@iB;) o (F'(A)8;B;) o (10)(B)e;)
= (F'(A)7(B)@iB;) o (F'(A)8:B;) o [F'(4)9;Ag; o 7()(B)d;B]
= (F'(A)7(B)¢iB;) o [(F'(A)8:B;) o F'(A)9;Ag;] o (71)(B)3; B)
= (F'(A)7(B)¢iB;) o (F'(A)sig;) o (71)(B)d, B) ,
= [F/(A)F(A)gig;] o [F'(A)7(B)2iBd; B o [F'(A)6:9;B] o [r(*)(B);B]

De la méme facon, nous avons

(F'(A)7(B)¢;Bi) o (F'(A)8;Bi) o (71)(B)g;)
= [F'(A)F(A)pip;] o [F'(A)r(B)3;Bd;B] o [F'(A)8;8;B] o [+1)(B)8;B].

Il suffit alors de remarquer que
[F'(A)6:0; B) o [r)(B); B] = 7" (B)d; BY; B = [F'(A)8;0; B] o [r11)(B); B].

D’autre part, il est clair que F(Ap(B))u; = [r(B)dig,] o [r(B)d;p]~". On
en déduit que

Gij(p) = F/(Ar(B))F(Ar(B))B:B; + F(Ap(B))pi; = 0;;(B).m

Par conséquent, pour résoudre le systeme (4.15), il suffit trouver les solutions de
(4.16) et de I’équation Y’ = F(Y).

Corollaire 4.5.10 Si F(Y) = Y™, alors A = A}, (B, Z) oi Al, Uespéce des
arborescences m-aires croissantes. En particulier, sim = 1, alors A = 7 - F(B).
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Définition 4.5.11 Soit F' une L-espece telle que F'(0) = 0, et soit G = E(F).
On dit que les F-structures sont les composantes connexes des G-structures, et
on écrit F' = log(G).

Remarque 4.5.12 Etant donnée une variable formelle «, rappelons que si F' =
F, est une L-espece pondérée, alors oF = F,, est la L-espece F' pondérée par
w telle que w = aw.

Soit donc F' et G des L-especes telles que F' = logG. Alors, les composantes
connexes de la L-espece H = F(aF) sont les F-structures, et la variable o est
un compteur de composantes connexes. Notons aussi qu’au niveau des séries
génératrices, on a H(t) = G(t).

Réciproquement soit F', G et H des epeces telles que F'=logG. Si F et H
sont monomialement pondérées réduites et si H (t) = G“(t), alors H ~ F(aF) =
E(alogG). En effet, H(t) = G(t) = exp(alogG(t)) = exp(al'(t)). 1l suffit
d’appliquer la proposition 1.4.8, en remarquant que si I’ est pondérée par v,
alors F(aF) est pondérée par w = awv. n

4.6 Applications aux polynémes orthogonaux

Dans cette section, nous utilisons les méthodes précédentes pour obtenir des
modeles combinatoires des polynémes orthogonaux classiques. Ces polynémes
sont définis par leurs séries génératrices [cf. Chihara (Chi. 78) ou J. Labelle
(LaJ. 84)] et nous allons analyser les équations aux dérivées partielles satis-
faites par ces séries génératrices. Dans la majorité des cas, nous retrouvons les
modeles combinatoires traditionnels (Foata (Fo 83), Foata-Strehl (Fo-St. 84),
Foata-Labelle (Fo-La. 83), Viennot (Vi. 83), F. Bergeron (Be. 90)).

4.6.1 Introduction

Considérons une famille de polynémes orthogonaux (@, (z))nen, ot @, (z) =

S a,ra®, dont la série génératrice Q(t,z) = 3. Qn(x)—' satisfait a un systeme
k>0 n>0 n.
différentiel de la forme

d d
—y=B(t,2)F —y = By(t,2) F(y). 4.1
Cy= Bl FG), Sy = Bt ) Fly) (4.15)
Nous lui associons le systeme différentiel combinatoire
iY—B(T X)F(Y) iY—B(T X)F(Y)
T — D1 3 3 X — D2 3 3

ol By, By, et F sont des especes dont les séries génératrices sont respectivement
Bi(t,z), Ba(t,z) et F(t). Dans ce cas la condition de cohérence se traduit par
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I’existence d’un isomorphisme p : % — % [cf. Définition 4.2.1]. Dans tous

les cas étudiés, nous avons % = %. Alors, en appliquant la proposition 4.5.9
ou le corollaire 4.5.10, on obtient une L-espéce P dont la série génératrice P(t, z)

est aussi solution du systeme (4.18).

Notons que dans tous les cas étudiés ici (niveau 0, 1, et 2 du tableau d’Askey
de J. Labelle [cf. (LaJ. 84)]), nous avons, d’une part By(0, X) = 0, donc seul

fOT B1(7Z, X)dZ intervient, et d’autre part, By(T,X) = mXa(T) + (T) ou
o et G sont des especes a une sorte, et m € Z. Donc l'ordre des éléments de
deuxieme sorte n’intervient pas dans le processus de construction des structures.
En d’autres termes, étant donnée une structure s, tout réétiquetage de s par
rapport a la deuxieme variable nous donnera une nouvelle structure. Posons

LA
alors P(t,2) = Y. > puk—~
n>0 k>0

St ou pur = |P[ly,15]| avec |l1]| = n,|l3] = k. Nous
avons pui = kla,y. Le facteur k! correspond au nombre d’étiquetages par rapport
aux points de la deuxieme sorte. Donc

anr, €st le nombre de structures non étiquetées par rapport o la sorte X.

4.6.2 Les polynomes d’Hermite

Les polynéomes d’Hermite peuvent étre définis par leur série génératrice ex-
ponentielle,

H(t,2) = ZHn(x)% — exp(at — %), (4.19)

qui est solution du systeme {22 = (z —t)H (t,2); 2L = tH(t,z); H(0,0) = 1}.

) Br
Considérons alors le systeme a deux variables suivant:

{% = (X = T)Y (T, X) = B (T, X)Y (T, X);

9 TY(T, X) = By(T, X)Y (T, X), Y(0,0)=1 (4.20)

ol X et T sont les especes des singletons associées aux deux sortes de points,
Bi(T,X) = X =T, Bo(T,X) = T et Y D'espéce inconnue. Sachant que

T
- 3

- ’ ng/go

¢ 4 b \1

17! °2/O“ 8

o——e

o) (I1)
Figure 4.42: (I) Composantes connexes; (II) Interprétation des polynomes
d’Hermite.

% = % = 1, le systeme est cohérent. En vertu de la proposition 4.5.9, la
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solution s’écrit Y (T, X)) = Her(T, X) = E(B) ou B(T, X) = fOT B(7Z, X)dZ +
fOX By(0,2)dZ = fOT By(Z,X)dZ puisque By(0,7) = 0. En d’autres termes,
B(T,X)=XT — Ey(T), et Her(T, X) = E(XT — Ey(T) (figure 4.42(I1)). On
retrouve ainsi 'interprétation combinatoire usuelle des polynémes d’Hermite en
termes d’involutions [cf. J. Labelle et Y.N. Yeh (La.-Ye. I 89)], les points
blancs (de sorte X) étant des compteurs de points fixes.

4.6.3 Les polynomes de Laguerre

Les polynomes de Laguerre sont définis par leur série génératrice:

o " 1 —xt
:ZL%)($)HI e exp(l_t)7 (4.21)

n>0
qui satisfait au systeme suivant:

Y a+1 — Y —t

o = o gy = T ()Y (0,0) =

Considérons donc le systeme suivant

{—g = Loy (T) + (= X)L2(TYY (T, X) = By(T, X)Y (T, X); )
Y — (_T)L(T)Y (T, X) = Bo(T, X)Y (T, X); V(0,0) =

ou T (respectivement X') est I'espece des singletons de sorte T' (respectivement
X), L = L(T) l'espece des listes de points de sorte T, L(,41) I'espece des
listes pondérées par a + 1, Bi(T, X) = Loy (T) + (=X)L*(T), Bo(T, X) =
(=T)L(T) = =L (T), Ly étant I'espece des listes non vides, et Y = Y (T, X)

une espece inconnue. Puisque % = % = —L*(T), le systéme est cohérent.

En remarquant que By(0, X)) = 0, la solution s’écrit Y(T', X') = Lag(7T, X) =

|I 10 17

D

Flgure 4.43: (I) Composantes connexes ; (II) Une Lag-structure

E(B(T, X)) ot BT, X) = [ [Las1)(2)+ (—X) E(D)dZ = Clap)(T) +(~X) Ly (T)
(figure 4.43), C(a-|-1) est 'espece des cycles pondérés par o + 1. On obtient
I’interprétation combinatoire usuelle des polyndomes de Laguerre due a Foata-

Strehl [(Fo-St. 84)][Voir aussi (La.-Ye. IT 89) ou (Be. 90)].
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4.6.4 Les polynémes de Tchebichef de 2°™¢ sorte, de Legendre
et de Gegenbauer

Les polynomes de Tchebichef de 2/°™¢ sorte sont définis par

= Ual ; (4.23)

2
"0 — 2zt +t

et les polynomes de Gegenbauer, par

=> Pa (1= 2at 4+ 37 = UMNt, 2). (4.24)
n>0

Donc, moyennant la remarque 4.5.12, nous avons G\ = F(AlogU).

La série U(t, z) est solution du systeme différentiel {aU =20z - t)U?* X =

o= =
2tU2, U(0,0) = 1}. Rappelons que si k est un entier naturel et I une L-espéce,
alors k- I est I'espece des F-structures k-colorées. Considérons alors le systeme

gg =2 (X -T)Y?2 = By (T, X)Y?, (4.25)
=2.TY? = By(T, X)Y?, U(0,0) = '
Comme % = % = 2, le systéme (4.25) est cohérent. D’une part, le systeme

8T = Bi(T,X), & = B(T, X), Y(0,0) = 0} admet comme solution B(T, X) =
fo Bi(Z,X)dZ = 2+ XT — T? car By(0,X) = 0. D’autre part, I’équation
Y’ = Y2 Y(0) = 1, admet comme solution Y = Bin(T) ~ L(T) ~ S(T) o
Bin est 'espece des arborescences binaires croissantes, L 'especes des listes et
S I’especes des permutations [cf. Exemple (1.3.8].

Donc le systeme (4.25) admet comme solution
U=Bin(2-XT-T*)~L(2-XT-T?* ~S(2-XT-T?%.

La figure 4.44 nous donne un exemple de U-structure sur [y = [15] et Iy =
{a,b,c,d,e}. Notons que dans l'arborescence binaire (II), la croissance est
prise, par rapport a I’élément minimum de chaque T2-structure et chaque X 7T-
structure (qui est égal au point de sorte T dans ce cas) conformément a la
définition de l'ordre d’une partition d’ensemble (cf. section 1.1).

Notons que l'interprétation en termes de listes nous donne l'interprétation
combinatoire usuelle des polynémes de Tchebitchef (figure 4.45), en termes de
couplages de chaines.

Sachant que S = FE(C) ot C' est Iespece des cycles, nous avons U = F/(C/(2-
XT —T?). Dot logU = C(2- XT — T?) et, par conséquent,

Gr=E(Cxs(2-XT —T?)) = Scxs(2-XT - T%),
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13 be d 5 14 12 ¢ a g

(b)

Figure 4.44: Structure de Tchebichef:(a) Arborescence Binaire, (b) Liste, (c)
Permutation

O 0
2 2 2\ 2
A 2 T A -1 -1 |
7 3 118 2 5 1 10 14 6 12 15 3 9 4

Figure 4.45: Couplages de chaines

Figure 4.46: Pieuvre de Gegenbauer

ou () est I'espece des cycles pondérés par A, et Scs l'espece des permutations
dont chaque cycle est pondérés par A (figure 4.46).

Les polynomes de Legendre sont définis par

Leg(t, z) ZP2 1—2xt—|—t2)_%:G
n>0

(t,z).

1
2

On obtient donc une interprétation combinatoire, en prenant A = % La figure

1
4.47 représente les quatre structures sur {1, 2}, dont le poids total est Py (z) =

322 —
DR SR |t ES

Figure 4.47: Les quatres structures de Legendre-Gegenbauer sur [y = {1, 2}.

‘ R

Remarquons que la série Leg(t, ) satisfait également le systeme différentiel

oy
ot

oy

_ _ 3

=1Y?, (4.26)
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La solution canonique du systeme combinatoire associé est 1’espece Leg(T, X) =
Ter(X T — F5(T)), ou Ter est ’espece des arborescences ternaires croissantes, so-
lution de I’équation différentielle Y/ = Y? Y (0) = 1. La figure 4.48(1) représente
une Ter(XT — Ey(T))-structure sur {y = [16].

Lemme 4.6.1 Soit Aj, lespéce des arborescences planes croissantes, solution
de Uéquation Y' = L(Y), Y(0) = 1. Alors nous avons l'isomorphisme Ter
~ L(AL) ~ S(AL)

Démonstration Il suffit de remarquer que Ap(t) = 1—+/1 — 2t. Donc A} (t) =
Ter(t). Une bijection peut étre construite récursivement de la maniére suivante.
En partant d’une liste d’arborescences planes croissantes, on cherche 1’élément
minimum 1. En isolant cet élément, on obtient trois listes, la premiere a gauche,
la deuxieme au dessus et la troisieme & droite. On construit la branche gauche
(resp. centrale, resp. droite) en considérant de nouveau la liste & gauche (resp.
centrale, resp. droite), et réciproquement. n

® W am
Figure 4.48: Structure de Legendre: (I) Arborescence ternaire, (II) Liste
d’arborescences planes croissantes, (III) Permutation d’arborescences planes
croissantes

Ainsi la figure 4.48(IT) nous donne la liste d’arborescences planes associée
a l’arborescence ternaire de 4.48(1), et 4.48(111), la permutation.
2

Figure 4.49: Les quatre structures de Legendre sur [; = {1,2}, en termes de
liste.

Remarque 4.6.2 Les structures de Legendre et de Legendre-Gegenbauer ne
sont pas isomorphes comme le montre les figures 4.47 et 4.49. Sur ’ensemble
{1,2},il y a 2 structures de Legendre-Gegenbauer de poids _71, une structure de
poids 22 et une structure de poids 2z2. D’autre part sur le méme ensemble, il y a
une structure de Legendre de poids —1, et trois de poids 22, donnant également
un poids total 322 — 1. Notons que les structures de Legendre-Gegenbauer ne
sont pas monomialement pondérées. Signalons aussi le fait que les structures de
Gegenbauer sont obtenues a partir d’un systeme d’équations de degré 2 en Y
[cf. Systeme 4.25], alors que le systeme 4.26 est de degré 3 en Y. "
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4.6.5 Les polynéomes de Charlier et de Meixner
Les polynomes de Charlier sont définis par leur série génératrice Ch(t, z) =
ay, " . . . c s .
> cl )(w)—' = ¢e”(1 — t)”, qui est solution du systéme différentiel
n>0 n.
Y x oY 1
Doy T ey Y(0,0)
Nous lui associons le systeme différentiel combinatoire

W = XL = BT, X)Y, D = —o()Y = Bo(1, X)Y, Y (0,0) = 1,
oT X

(4.27)
ou C'= C(T) est I'espece des cycles. Ce systéme est cohérent car % = % =
—L(T). Comme By(0, X) = 0, nous obtenons la solution ¥ = Ch(T, X) (Figure

4.50), donnée par
ChT,X)= E[/T(la - XL(7))dZ] = E(aT — XC(T)).

On retrouve ainsi un résultat de J. Labelle et Y.N. Yeh [(La.-Ye. II 89)].

’ﬁl 6 4 )
5
3 11 7 5
o @ ®
9 10 (l. 12 o

Figure 4.50: Interprétation des polyndmes de Charlier

( R
15 9 7
p g
g 14 .lO
el
11 13
o 6 16 17
1 @4
- ¢ J

(¢4

Figure 4.51: Polynémes de Meixner

D’autre part, la fonction génératrice des polynomes de Meixner de premiere
n

t
espece s'éerit M(z,t) = 3 my(2;a,8)— = (1—at)®(1—1)""7P et est solution

n>0 ﬁ
Y —ar x+f Y
d 1 — = Y, — = (-1 1 Y}. N
usyseme{at (1—at 1—t)’8x ( Ogl—at+0g1—t) }. Nous
lui associons donc le systeme différentiel combinatoire
{% = [~aXL(aT) + (X + 15) L(T)]Y, (4.28)
oY _ _ :
S =[-ClaT)+C(T)]Y, Y(0,0)=1.
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Sachant que 25+ = 282 = —a[(aT) + L(T), le systeme est cohérent et admet

comme solutlon

M(T, X) = E[-XC(aT) + XC(T) + BC(T)].

La figure 4.51 est un exemple de M-structure. On retrouve ainsi l'interpréta-
tion donnée par D. Foata et J. Labelle [(Fo-La. 83)] [Voir aussi J. Labelle et Y-N.
Yeh [(La.-Ye. I 89)].

4.6.6 Les polynomes de Bessel et de Jacobi

Remarquons d’abord que les interprétations combinatoires connues pour ces
polynémes sont des structures sur des ensembles non ordonnés, c’est dire que

ce sont plutot des B-especes, et qui utilisent les endofonctions de Jacobi dues a
Foata et Leroux [(Fo.-Le. 83)][Voir aussi P. Leroux et V. Strehl (Le.-St. 85)].

Les polynémes de Bessel

Les polynomes de Bessel sont définis par

1 2 2t
BeS t $ YO( 1 — 2zt 24— an S
7; ) {1—|—\/1—2$t} p{l—l—\/l—th

Dans le cas des polynomes de Bessel, la série génératrice du modele combinatoire

}.

connu [(Le.-St. 85)] se décompose sous forme produit de la maniére suivante

1—|—\/1—2xt){ 2 Yo e 2t
ex —
21 =22t " 1+ /1 -2zt P 1+ /1 -2zt

Dans ce qui suit, nous donnons deux interprétations possibles, la premiere

A(t,z) = ( } = Bes(t,z).

utilisant cette décomposition et la seconde utilisant directement la définition.
Nous obtenons deux especes A et B équipotentes mais non isomorphes puisque
A ne sera pas monomialement pondérée. Pour éviter la pondération par %
de chaque point de sorte X, nous allons considérer A(t,2z) que 'on suppo-

141 —4xt
3 Fz(t7$) =
2¢/1 — 4zt

). Puis nous allons considérer

sera comme le produit des trois fonctions Fy(t,z) =

2 2t
eV V- an
Bes(t,2z) comme le produit des fonctions G (t,2) = (1 — 4xt)_%, Ga(t,z) =
1 et Gig(t, x) = exp( 2t ).

14++/1—4zxt

Premiére interprétation. La fonction Fy (¢, z) est solution du systeme différen-
tiel {5 = a(=142y)% = 2(142y3)% 5% = t(=142y)* = t(14+2y4)?, y(0,0) =
1}, ou y4(t,z) = y(t,2) — y(0,0). Nous lui associons le systeme différentiel
cohérent suivant

ay 5 Y
o7 = X1+ 2v,)" o=

)2t et Fa(t, 2) = exp(

{#
1+/1—4zt

=T(142Y4)% Y(0,0)=1 (4.29)
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Figure 4.52: Une Fj-structure.

dont les solutions sont des arborescences ternaires croissantes sur des XT-
structures et dont les arétes sont bicolorées (figure 4.52).

L’espece Fy s’écrit Fy = E((a+ 1)loglU) ou U est telle que U(t,z) =

141 —4axt
oy dy
ot dz

Un modele combinatoire de U est donc donné par les solutions du systeme

cohérent suivant

Y Y
Z—T = X(142F (T, X))Y?, g—X =T(1+2F (T, X))Y? Y(0,0)=1, (4.30)

ou Fy = Fy—1. En posant A (T, X) = X (142F, +(T, X)), 'espece fOT A(Z,X)dZ
se présente sous I'une des formes données par la figure 4.53.

| | ®

] ) |t

Figure 4.53: Les trois formes d’une fOT Ay (7, X)dZ-structure.

. La fonction U(t, z) est solution du systeme

w(=142F (t,2))y?, t(—142F(t,2))y* y(0,0) = 1.

De plus, U = Bin( [ Ay(Z, X)dZ) ~ L(J;| A1(Z,X)dZ) ~ S([] A(Z, X)dZ).
Les composantes connexes de U sont donc les cycles de fOT A(Z, X )dZ-structures,
c’est-a-dire que log U = C(fOT A (Z,X)dZ). D’ou

T T
(T, Z) = E((a + 1)0(/ A7, X)d7) = s<a+1>(/ A7, X)d7),

oll Sc¢ot+1> est 'espece des permutations dont chaque cycle est pondéré par a+1.
La figure 4.54 est un exemple de Fy-structure.

D’autre part, on a F5(t,2) = exp(tU(t, z)). Donc

F(T,X) = E(TU(T, X)) = E(TL(/T A(Z,X)dZ)).
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Figure 4.54: Une Fy-structure.

La figure 4.55 montre qu’une TL(fOT A(Z, X)dZ)-structure s’identifie canoni-
quement & un cycle de structures dont une seule est un singleton de sorte T, les
autres étant des fOT Ay (Z, X)dZ-structures. Ce sont les composantes connexes
des F3(T, X)-structures.

O™ O ) O
4 6 1 10 8

Figure 4.55: Transformation des TL(fOT Ay (7, X)dZ)-structures en cycles.

3

De ces résultats nous pouvons déduire que 'espece A(T,7) s’écrit sous la
forme

AT, Z) = F\(T, Z)Fy(T, Z)F5(T, Z)
= (T, Z) - Scapis ([ Av(Z,X)dZ) - E(TL(f] A(Z, X)dZ)).
(4.31)

Deuxiéme interprétation.

Considérons maintenant les fonctions G (t,2) = (1 — 4xt)_% et Ut,z) =

2
———— . Nous avons
1++/1—4at
68th = 22G3; % =42G1U?,
o 5 s N (4.32)

Le systeme différentiel {% =2.XY3, % = 2.TY? Y(0,0) = 1} est
cohérent est admet comme solution Gy (T, X) = Ter(2- XT) ~ L(Ar(2-XT)) ~
S(AL(2-XT)).

15
By(T, X)U? U(0,0) = 1} est cohérent car % = 88& =4-Gy+4-XTGS.
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Figure 4.56: Composantes connexes des B-structures

Donc U(T, X) = Bin[4 - fOT XTer(2- XZ)dZ]. Comme Ter~ L(Ar) ~ (Ar)’, on
aU(T,X)=Bin[2- A(2- XT)]~ L(2-Ar(2-XT)) ~S(2-Ar(2- XT)).

On en déduit que logU = C'(2-Ar,(2-XT)), done Go(T, X)) = FlaC(2- AL(2
XT))] = Scas(2-Ar(2- XT)). D’autre part, G(T,7) = E[TL(2-Ar(2-XT))].

Dans ce cas,
B(T,7)=S(An(2-XT)) - Scas(2-An(2-XT))- E[TL(2- Ar(2- XT))].

La figure 4.56 nous donne les trois composantes connexes des B-structures.

Les polyndmes de Jacobi
Les polynémes de Jacobi, (Péa’ﬁ)(x))neN, peuvent étre définis par leur fonc-
tion génératrice

Jap(t,z) =Y PP =21 —t+ Ry (14+t+R )R
n>0

avec R(t,z) = Leg(t,z) = (1 — 2zt + tz) . Nous considérons J,s(t, z) comme
produit des trois fonctions R, F'(t,z) = 2“(1 —t+ RN et G(t,z) = 2°(1 +
t+ R~

Rappelons que [cf. section 4.6.4] R(t,z) = Leg(t, 2) est solution du systéme
différentiel {2 = (z — 1)Y?, 2 = #V®}. Ta solution du systeme différentiel
combinatoire associé est l'espece Leg(T, X) = Ter(XT — Fo(T)) ~ L(AL(XT —
Ey(T))) ~ S(AL(XT — Ey(T))) (Figure 4.48).

La fonction Fy(t,xz) = 2(1 — ¢+ R™!)~! est solution du systeme différentiel

D =21+ (z —t)R)Y?, ZX = 2tRY? y(0,0) = 1}. Le systeme différentiel
combinatoire associé,

ov _

oT

est cohérent car 254 = 582 = 2.R4-2-(X —T) R®. D’autre part, fo By (Z,2)dZ =

2.T+2- [T(X = Z)L(AL(X Z— Fy(%)))dZ = 2-T+2- A (XT — F5(T)). Donc

oY

2 _ 2 O
2-(1+(X -TR)Y’ = Bi(T. X)Y*, 5

=2.TRY’? = Bo(T, X)Y?, Y(0,0) =1,
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FU(T,X)= B2 -T+2-Ap(XT — Eo(T))] =~ L[2-T +2- A (XT — Eo(T))] =
S[2-T+2-Ar(XT—FEy(T))]etlogFy =C[2-T+2-Ar(XT — FEy(T))]. Comme
F(t,z) = F{(t,z), on a

F(T,X)=F(alog ) = Scos[2-T+2- A (XT — Ey(T))].

La figure 4.57 (1) montre une composante connexe d’une F-structure.

@ (I {1n

Figure 4.57: Les composantes connexes des structures de Jacobi

D’autre part, la fonction Gy (t,z) = 2(1 + ¢ + R™!)~! satisfait au systéme
différentiel {2X = 2(—1+(t—2)R)Y?, 2£ = —2¢tRY?2, y(0,0) = 1}. Le systeme
différentiel associé,

oy _
or

Y

2. (=14+(T - X)R)Y?, F3e

=2.(=TR)Y? Y(0,0) =1,

,X)=BN2 - (-T)+2-Ap(-XT+
~ S[2:(=T)+2-Ar(—XTHFEo(T))].

est cohérent et admet comme solution G4 (T
Ey(T))] ~ L[2-(-T)+2-Ar,(-XT+FEy(T))]
On en déduit que

G(T,X)=FE[plogGi] = Scp>[2: (-T)+ 2 Ap(—XT + Ey(T))].
La figure 4.57 (III) montre une composante connexe d’une G-structure.

On en déduit que

Jap(T, X) = S(AL(XT=-E2(T)))S<a>[2T+2-AL(XT-Fs(T)))S<p>[2:(=T)+2- AL (=X T+E>(T))]-
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CONCLUSION

La premiere conclusion a tirer de cette these est le fait que si nous considérons
une équation différentielle combinatoire de la forme

V' = F(Y), Y(0) = Z,

nous avons intérét a considérer F' comme une B-espece, afin de pouvoir passer
aux types d’isomorphie et de considérer des équations différentielles avec des
conditions initiales qui sont des constantes. D’autre part, si nous considérons
une série formelle f et ’équation différentielle y’ = f(y), un bon choix de modele
pour [ est nécessaire, afin que la solution de I’équation combinatoire associée
reflete les propriétés combinatoires de la série solution de y' = f(y) (Voir la
section 4.6.6).

Les questions suivantes restent ouvertes:

1) Existence d’une formule d’addition pour les espéces hyperelliptiques. En
particulier, trouver une démonstration combinatoire des fonctions elliptiques de
Jacobi.

2) Rappelons que kg, est le nombre d’arbres auto-évitants sur n points et
que Ko,_1 est le nombre d’arbres auto-évitants sur » points contenant ’aréte
(1,n) (Remarque 3.4.15). Existe-t-il une explication bijective de ce résultat?

3) Nos modeles des polynémes de Bessel et de Jacobi vérifient-ils les relations
de récurrences satisfaites par ces polynomes?



148



APPENDICE A: DERIVEES PARTIELLES ET
ISOMORPHISMES CANONIQUES

Rappelons que 'opérateur de dérivation @; induit des isomorphismes:

e 0,:0;(F+G)— (0,F) + (0:,G),

o )\ :0;(F-G)— 0;F-G+ F-0;G (Formule de Leibnitz),

® 0;: OiF(Ghy.o o \Gr) = 3001 (0;F)(Ghy -+, Gr)-0:G (Regle de dérivation

en chaine).

Nous nous proposons de démontrer les propositions 1.5.3 et 4.6.6.
Proposition 1.5.3

a) Pour tout couple (i,j), 0;0;F = 0;0;F.

b) Soient F' une L-espéce a r sortes et By, Bay,---, B, des L-espéces a n

sortes, et B = (B1, Ba,- -+, B,). Le diagramme suivant est commutatif, compte
tenu de la commutativité (a isomorphisme preés) du produit de deux L-espéces.

87 (T (0u F) (B)8; By) | N T aj[(auFl(é))]'alB” T b 0iButld | Lu,u(OOuF)(5)0; B0 By
(8w F)(B)8;8; Bu ¥, (0uF)(B)9;0i By
8,6, TE” 8; - 8;By+1d
8,8, F(B) 8;6; — A 2, 8il(8w F)(B))] - 85 By
= | Jam,eundes, +
8,8, F(B) (80 F)(B)8:9; By

FEn d’autres termes (3, 6;-0; By +1d)oX;00;0; = (3>, 8;-0;Bs +1d) o X;00;4;.
Démonstration Soient donc 1; = {0;} et 1, = {0,}.

a) Il suffit de remarquer que pour i # j 9;0; F[l] = F[ly,- -+, Li4+oliy- -+, 14,
Liy--- 1] = 0;0, F).

b) Soit 7 une partition de 1; 4+, 1; +, 1 = l1 4o -+ 4o (Li+o ;) 40 - -+ +o
(1; 40 1) 40 -+ 4o Iy, et solent ¢, ¢ € ™ tel que 0; € ¢; et 0; € g, et 5 =
(6, f, (50)eer) € B:0; F(B)[I] = 8;0:F(B)[1] = F(B)[1; 4+ 1; 4. []. Supposons
que €(cq) = u et €(e2) = v, c’est-a-~dire que s, € Bu[C_ﬂ et s., € Bylea]. Alors
8i5j(8) = (lv €2, (1 +o 7y, f, (SC)CEfr)v 502) € 82@U(F)(B) : 8JBU][Z] et 8j5i(8) =
g, ety (U 4o 76, f, (Se)eent), 5ey) € 0j[0u(F)(B) - 0;Bu][l], ot 1; +5 1+, 1 =
l+¢c3 =14 c, 1 (resp. 1') un bloc vide remplacant ¢z (resp. ¢y) dans ,
7 =n\ {cz} une partition de [ et 7’ = 7\ {¢1} une partition de I. Deux cas se
présentent:
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1. ¢4 # ¢3. Dans ce cas, 0; € [ et 0; € . Supposons que [ = 1; +, ' et
[ = 1; 4, 17. Alors

i) D'une part (1 +, 7, ¢, f, (se)eez) € O:[(B,F)(B)][I. Donc Ai(l, ez, (1 +,
Ty € [y (Se)eer), 8C2) (1; —I—Ol ca, (14, Ty €, f,(Se)ees)s Se,) €st un élément de
(~ 1[0, (F)(B)] - 8;B,)[l]. En posant & (1 +o T, €, f, (sczc ) = (myer, (14,14,
Te [ (s )G)Scl) (0.0, F)(B) - i B[\ eg] ot & = &\ {er}, m = Uz,
on a (& - 9;By)(1; 4o U2, (1 +, 7y € f,( c)eei)s Sey) = (myery 9, (14,1 4,
T, € f (8c)oez)s Sers Sep)- On en déduit que (35, 6; - 9;B, + Id) o A; 0 0:6;(s) =
(my ey e, (1 4o 1+, 7,6, f, (5c)eez)s Sers Sey) €St un élément de ((8,0,F)(B) -
0;B,0;B,)[l].

ii) D’autre part, (14,7, €, f, (8c)cen’) € 3j[(8uF)(§)][l_]. Donc /\j(z, 1y (14,
€, [y (Se)eent)s Sey) = (4ol 1, (L4407 €, f, (Sc)eent)s S, ) st un élément de
(8;[8.(F)(B)] - 8;B,)[l]. Remarquons qu’en posant 7” = 7'\ {ey} on a 7" = 7
alors

—

§i(14oms €, £y (8e)een) = (my o, (V4,14,7" €, £, (Se)eenn), Sey) € ((0,0,F)(B)-
Bu)[l\cl]- D’ou (5]"82'Bu)(1j+ol_7 C1, (1+O7T/7 €, f7 (SC)CEW/)7 Scl) = (m7 C2, €1, (1
T4, 7" €, [y (Se)eent)y Seys Sey ). On en déduit que

(3>, 0;:0; By+Id)o);00;0;(s) = (m, ca, 1, (4o 1407", €, f, (Sc)een), Sens Sy )
est un élément de ((8,0, F)(B)-8;B,d;B,)[l]. En tenant compte de la commuta-
tivité du produit et de a) nous pouvons donc écrire (3>, 6;-0;B,)0X;00;8;(s) =
(>°,0;-0iBy)oX;00;6;(s). La Figure 1 est une illustration du calcul que nous
venons de faire.

Figure 1

2. ¢4 = ¢y. Dans ce cas [ = [ et # = #’. Supposons que Sey = Se, € Bylel] =
0;0;B,[e1 \ {04,0;3]. Alors, X;(I, e1, (1407, €, f, (c)eer)s Se,) = (1i+o U ey, (14,
ﬁ—v 67 f7 (Sc)cefr)v 801) = (1] —I_O l_7 Cl7 (1 —I_O ﬁ-v 67 f7 (SC)CGfF)7 801) = /\j(l7 Cl7 (1 —I_O
76, [y (Se)eer)s 5o ) est un élément de (8,(F)(B) - 8;0;B,)[l]. Cest-a-dire que
Ai00;0;(s) = Aj 0 0;61(s). Dot la commutativité du diagramme. n
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Figure 2

Rappelons aussi que si F, G, H, et K, sont des LL-especes a r sortes,
By,---,B,, des L-espece a n sortes, § : F'-G — H - K, une transformation
naturelle, alors 'opérateur de dérivation dy induit une transformation naturelle

% O -G+ F-0hG — O H - K + H - 0y K telle que le diagramme suivant

. o s ond —1
soit commutatif, c’est-a-dire que ﬁ = Aok o N
0,(F - G) %4 O (H - K)
Ak d 1Ak
ot 0
|8kF~G-|—F~8kG| LN |8kH~K-|—H~8kK|

Proposition 1.5.4 Pour toute transformation naturelle d’espéces a r sortes
9:F.-G— H-K, et tout B = (B1, By, -+, B,), le diagramme suivant est
commutatif, compte tenu de la commutativité (a isomorphisme preés) du produit
de deux Li-espéces.

ax[H(B)K(B . . (9, H)(B)o,B; - K(B
AR L Al (+)] (B) 5, - K(B) + H(B) - 5 > (B H)( lk (B)
H(B)ak[K(B)] H(B) 3, (8:K)(B)dy B

—_—

S (20)(B) - 01 B;

=2

[ FBIGE) | 6,-G(B)+ F(B) -5, [ £.0:F)(B)oxBi - G(B)
oulF(B)G(B)) |2~ + +

F(B)ox[G(B)] F(B) ¥,(9:G)(B)B:

[solt
[suft

En d’autres termes:
[0 (22)(B) - 0 Bilo [0k - G(B) + F(B) - 8k) o A = [8 - K (B) + H(B) - 8] 0 A, 0 0 [0(B)].

Démonstration:
Notons d’abord que si s = (I1,ly, (7, €4, f, (Sp)per)s (7/s €4, 9, (Sp)per)) € (F(B)-
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G(E))[l] et si O(E)(S) =5 = (mlvm%(uvéhvhv (Sp)pEM)v(,u/v ékvkv(sp)peu'))v
alors U = pUp, 8(m, 7', fg) = (o' k) et {s,, penUn'} ={s,, p €

pup'}.

Soit, donc s (ll,lg, (7, ef,f, (8p)per), (7' €4, 9, (5p)perr)), un élément de

O4(F(B) - GBI = (F(B) - G(B)[1x-+o1) tel que (0)(B)(s) = &' = (my, ma.
(t6s €ny by (Sp)pen)s (1, €k ey (Sp)peur)), et soit ¢, le bloc de 7Ur’" = pUp’ contenant
le nouvel élément minimum 0. Sans perte de généralité nous pouvons supposer
que ¢, € TN p, et s., € Bjle,]. Alors 0 € [y N my, c’est-a-dire que [} =
Ik 4+, I} et my = 1 4+, m}, et il existe ¢ tel que €f(c,) = €p(c,) = i. Donc
7 (respectivement u) s’identifie a 1; +, 7 (respectivement 1, +, i) ou 7 = 7\
{eo} (respectivement i = p\ {¢,}). D'ou (7,7, f,g9) € (0;F - G)[x Ur'] et
(0:0)(m, 7', f,9) = (p, i’  hy k) € (0;H - K)[nU p'].

Nous avons:

( ) (1k +o lllv [, (777 €f I (Sp)p@r)v (77/7 €9, 9, (Sp)p@r’)) € (8k[F(§)] :

/\k( /) = (1k +o mllv ma, (:uv €, b, (Sp)pEM)v (:ulv €k k, (Sp)pEM’)) (8k[ (E)]
K(B))[1].

2. Sachant que (7, ¢y, f, (Sp)per) est un élément de F( B)[l1] = 0n(F(B)[I]
et (i ens hy (Sp)pey) est un élément de H(B)[my] = 0 (H(B))[m/], on peut écrire
on(my€p, fo (p)pen) = (I, cop (140 T, €5, [ (Sp)per)s Se,) €t Op(p, en, hv (Sp)pen) =
(M, oy (1 46 [y €y by (Sp)pei), Se,) OU i = 11\ ¢, (resp. my = myq \ ¢,) et
T=m\{c,} (resp. i =\ {c,}). On en déduit que :

O - G(E) o Ag(s) = ([17 Cosl2y (1i +o 7, €f [, (Sp)pefr)v Seqy (7 € 9, (Sp)pEW’))

d’une part, et

5k'lﬁr(§)oAk(8/) = (777&1, Coy M3, (1i+0ﬂ7 €n, s (Sp)peﬂ)v Sco (:u/v €k k, (Sp)pEM’))v
d’autre part,

3. Notons alors que 23?(12» +, 7,7 f,9) = % o Ni(m, 7', f,9) = X\ o
(0;0)(m, 7', f,9) = (1; 4+, fi, ', hy k). Nous en déduisons que:

(F5)(B) (1 Loy (Vi o 7o, £ (3p)pen)s (7 €9, 0, (5p)perr)) =
(M1, ma, (1 +o fiy €ny hy (Sp)pei)s (W €ry ke (Sp)pew))'

Donc (6 - K(B) + H(B) - 6) o Ay o (9:8) (B) (s) = ([(F7)1(B) - 0k By) o (6 -
G(B)4F(B)-6;)0A(s). La commutativité du diagramme s’en déduit facilement.
|




APPENDICE B: GENERATION DES MOTS DE SCHETT ET
DE JACOBI, ET DEVELOPPEMENT-COMPRESSION:
TABLE

Table 1: Arbre de génération des mots de Schett initialisés en «

yazbzazbzaz,xbxcyazbzaz,xbzaxcybzaz,

xbzazbzaz —* xbzazbxcyaz,xbzazbzaxcy,

yayazcybzaz,yaxcxbzbzaz,yaxcybxcyaz,
yaxcybzaz __, | =————
yaxcybzaxcy

shyazcyaz . xbxbzazcyaz,xbyaxcycyaz,xbyazcxbzaz,

xbyazcyaxcy

yazbzaz
yazbxcyaz __, ‘ yazbyazcyaz,yazbxcxbzaz,yazbxcyaxcy ‘
yazbzaxcy __, ‘ yazbzayazcy,yazbzaxcxbz

xbxcxbzaz__,. | xbxcyazbzaz,xbxcxbxcyaz,xbxcxbzaxcy

xbzaxcxbz—> | xbzaxcyazbz,xbzaxcxbxcy

xbzaz____, xbxcyaz
xbxcyaxcy__,. | xbxcyayazcy, xbxcyaxcxbz
xbzayazcy — | xbzaxbzazcy,xbzayaxcycy,xbzayaczxbz
xbzaxcy

X yaz
i yayazbzazcy,yaxbxcyazcy,yaxbzaxcycy,
yaxbzazcy — | ———

yaxbzazcxbz

SN N

yaxcyazbz . | yaxcxbzazbz,yaxcyaxycbz,yaxcyazbxcy

yayazcy yayaxcycy —* ‘ yayayazcycy,yayaxcxbzcy,yayaxcycxbz
yayazcxbz —> ‘ yayazcyazbz,yayazcxbxcy
yaxcy

yaxcxbz

RN

anCXbxcy_,| yaxcxbyazcy,yaxcxbxcxbz




154

Table 2: Arbre de génération des mots de Jacobi initialisés en «

yazbzazbzaz yazbzazbzazbzaz,yayazcybzazbzaz,yazbyazcyazbzaz
—

yazbzayazcybzaz,yazbzazbyazcyaz,yazbzazbzayazcy
ayazcybzaz yayazbzazcybzaz,yayayazcycybzaz,yayazcyazbzbzaz
yayazcybyazcyaz,yayazcybzayazcy
yazbzaz

arbvancvar yazbyazbzazcyaz,yazbyayazbzcyaz,yazbyazcyazbzaz,
yazbyarcy ’ yazbyazcyayazcy
yaz

yazbzayazcy __, yazbzayazbzazcy,yazbzayayazcycy,yazbzayazcyazbz |

yayazbzazbzazcy,yayayazcybzazcy,yayazbyazcyazcy
yayazbzazcy yayazbzayazcyzy,yayazbzazcyazbz

yayazcy é yayayazbzazbzcy,yayayayazcybzcy,yayayazbyazcycy
ayayazbzcy yayayazbzcyazbz

yayazcyarzcy —s | vyayazcyazbzazcy,yayazcyayazcycy,yayazcyazcyazcy

Table 3: Arbre de génération des mots de Jacobi initialisés en y

yazbzazbzazbz,yayazcybzazbz,yazbyazcyazbz

yazbzazbz yazbzayazcybz,yazbzazbyazcy

yayazbzazcybz,yayayazcycybz,yayazcybyazbzbz
yayazcybyazcy

y yazbz yayazcybz ————

yazbyazcy4,| yazbyazbzazcy,yazbyayazcycy,yazbyazcyazbz |
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Table 4: Développement-compression pour les nombres de
Catalan

5—[6,5,4,3,2]
4——1[54,32]
33— [4,3,2]

2 —[3,2]
4——1[54,32]
33— [4,3,2]

2 —[3,2]

3 —[64,3,2]

2
: 2 —[3,2]

4 — [5747372]

l— 12

—[4,3,2]
—[3,2]
< —[4,3,2]
1 1 2 5 14 42 132

Dans ce tableau on a, par exemple, ¢(5,3) = [4,3,2],¢(6,4) = [5,4, 3, 2].
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Table 5: Développement-compression pour les nombres associés
de rang impair

6— [8,7,6,5,4,3]

H>— [776757473]

4 4—16,5,4,3]
3—[5,4,3]
9 55— [7,6,5,4,3]
3 < 4——1[6,5,4,3]
3—[5,4,3]
1 2 7 30 143

Table 6: Développement-compression pour les nombres associés
de rang pair

55— [7,6,5,4,3]

1 1 3 4——[6,5,4,3]

3—1[5.4,3]
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Table 7: Développement-compression pour les nombres d’Euler
5—[6,5,4,3,2]

4——16,5,4,3]

4 3— [67574]
2 ——[6,5]
5— [675747372]
3 3 4 — [6757473]

3 [6,5,4]
5— [675747372]

2
: 4 — [6757473]

5—1[6,5,4,3,2]

l— 2

4 — [6757473]

4
3— [67574]
2 [6,5]
2
5 [6,5,4,3,2]
3

4 — [6757473]
3 [6,5,4]

1 1 2 5 16 61 272

Dans ce tableau on a, par exemple, ¢(4,3) = [4, 3, 2], ¢(5,3) =[5, 4, 3].
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