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A.1 Les polynômes indicateurs d’asymétrie pour M ∈ M5 . . . . . . . . . . 161
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Notations

N {0, 1, 2, 3, · · · }

N∗ {1, 2, 3, · · · }

[[n]] {1, 2, 3, · · · , n}

|W | le cardinal de l’ensemble W

U ⊆ W U est un sous-ensemble de W

[µ] α le coefficient de µ dans la série α

cn1,n2,··· [µ] α le coefficient de µ
cn1,n2,···

dans la série α

s∈W/R s parcourt un système de représentants de la relation

d’équivalence R sur W⊎
la réunion disjointe

Sn le groupe symétrique

An le groupe alterné

Dn le groupe diédral

Zn le groupe cyclique

H
G

la classe de conjugaison de H dans le groupe G

H la classe de conjugaison de H dans le groupe symétrique

Hσ σHσ−1

H ≡G K H est conjugué à K dans G

H ≡ K H est conjugué à K dans le groupe symétrique

H ≈ K H est conjugué à un groupe isomorphe à K

H ≤ G H est un sous-groupe de G

sg(H) l’ensemble des sous-groupes de H

cc(Sn) l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de Sn

conj(H) l’ensemble des classes de conjugaison d’éléments de H

CH [h] le commutateur de h dans H

< a > le groupe engendré par a

stab(s) l’ensemble des automorphismes de s

aut(σ) 1σ1σ1!2
σ2σ2! · · ·

sgn(σ) le signe de σ



viii

O(s) l’orbite de s

O(F [U ]) l’ensemble des types de F -structures sur U

s1 ∼F s2 les F -structures s1 et s2 sont de même type

Φ̂
⊎

K∈ΦK

Tλ(H,K) |{τ∈Sλ\Sn/H | τHτ−1 ∩Sλ ≡ K}|

TΦ
λ (H) |{τ∈Sλ\Sn/H | τHτ−1 ∩Sλ ∈ Φ̂}|

mol(Φ) {M = Xn/H | H ∈ Φ ∩ sg(Sn), n ≥ 0}

χ(P ) la valeur de vérité d’un énoncé P

B la catégorie des ensembles finis et bijections

EA la catégorie des ensembles A-pondérés sommables

N[[A]] le demi-anneau des espèces sous les opérations de somme et de produit

M l’ensemble des espèces moléculaires

Mn l’ensemble des espèces moléculaires concentrées sur le cardinal n

A l’ensemble des espèces atomiques

An l’ensemble des espèces atomiques concentrées sur le cardinal n

P l’ensemble des espèces primitives

E l’espèce des ensembles

Epair l’espèce des ensembles de cardinal pair

E± l’espèce des ensembles orientés

P l’espèce des polygones

P bic l’espèce des polygones bicolorés

C l’espèce des cycles orientés

Cpair l’espèce des cycles orientés de longueur paire

Cimp l’espèce des cycles orientés de longueur impaire

L l’espèce des ordres linéaires

D l’espèce des dérangements

S l’espèce des permutations

ALT l’espèce des permutations paires

NALT l’espèce des permutations impaires

A l’espèce des arborescences

Ar l’espèce des arbres

End l’espèce des endofonctions

Λ(α) l’espèce pondératrice des composantes connexes



Résumé

Le but de ce travail est de présenter un contexte de la combinatoire algébrique

généralisant les notions de série indicatrice des cycles, ZF = ZF (x1, x2, · · · ), au sens

de A. Joyal [18] et de série indicatrice d’asymétrie, ΓF = ΓF (x1, x2, · · · ), au sens de

G. Labelle [24, 25, 26], d’une espèce de structures F .

Dans le cadre de la théorie des espèces de structures, nous définissons à partir d’un

ensemble Φ de groupes, non conjugués deux à deux, choisis parmi les sous-groupes des

groupes symétriques Sn, n ≥ 0, la série indicatrice des Φ-symétries (ou Φ-série) d’une

espèce de structures quelconque F . Il s’agit d’une série formelle, ΦF = ΦF (x1, x2, · · · ),

qui traite de l’énumération des types de structures (pondérées) dont le stabilisateur

d’un représentant est conjugué à un groupe appartenant à Φ.

Nous nous intéressons particulièrement au comportement de la Φ-série face aux

opérations combinatoires usuelles. Plus précisément, nous dégageons des conditions

qui, imposées à l’ensemble Φ, font en sorte que la transformation F 7→ ΦF préserve

les opérations combinatoires de somme, de produit, de dérivation, de pointage et

de substitution. Notons que ces conditions sont systématiquement satisfaites par les

ensembles représentés par Z et par Γ, uniformisant ainsi les démonstrations des

propriétés des séries ZF (x1, x2, · · · ) et ΓF (x1, x2, · · · ). Nous présentons, en plus de Z et

de Γ, des exemples d’ensembles Φ tels que la Φ-série possède des propriétés analogues

à celles des séries indicatrices des cycles et d’asymétrie.

La version pondérée du lemme de Burnside due à Stockmeyer [51], qui utilise

l’inversion de Möbius dans des treillis de sous-groupes, est interprétée dans le contexte

des Φ-séries et ceci permet d’obtenir certaines identités faisant intervenir les valeurs de

la fonction de Möbius dans des treillis de sous-groupes.

Enfin, la théorie générale est appliquée au calcul de formules explicites nouvelles

pour les Φ-séries, ΦF (x1, x2, · · · ), d’espèces F particulières. Ces Φ-séries généralisent les

résultats correspondants pour les séries ZF et ΓF dispersés dans la littérature récente

[10, 12, 18], [22] à [28], [30] et [33].



Introduction

Le cadre catégorique pour l’étude des structures est dû à Ehresmann [14]. Ce sont

par contre les espèces de structures telles que présentées par Joyal dans [18], qui ont

permis d’établir leur rôle fondamental pour la combinatoire énumérative. Il en résulte

une algèbre combinatoire constituant un relèvement au niveau structurel des opérations

usuelles sur les séries génératrices exponentielles, génératrices des types et indicatrices

des cycles.

La série indicatrice des cycles est une généralisation, à des familles d’actions, des

polynômes indicateurs de cycles de la théorie de Pólya-Redfield. Rappelons que les

problèmes en combinatoire qui concernent l’énumération des types de structures sont,

en général, résolus à l’aide de cette théorie [17, 41, 42]. La démonstration du théorème

fondamental de Pólya-Redfield repose sur celui de Cauchy-Frobenius, plutôt connu sous

le nom de Burnside, où l’inventaire des orbites de l’action d’un groupe, sur un ensemble

donné, est obtenu en ne considérant que les éléments fixés par l’action.

En revanche, la notion d’énumération selon les types de symétries est attribuable à

Burnside [7]. Basé sur la marque (mark, voir [7, 21]) d’un groupe sur un ensemble, le

lemme de Burnside est un raffinement du théorème de Cauchy-Frobenius qui permet

d’énumérer les orbites de l’action d’un groupe sur un ensemble donné selon les classes

de conjugaison de ses sous-groupes. Notons que, basé sur la théorie de Pólya-Redfield

et à la lumière de l’inversion de Möbius dans des treillis de sous-groupes (telle que

présentée par Rota dans [44, 45]), Stockmeyer [51] a obtenu un équivalent pondéré du

résultat de Burnside. Ainsi, le problème du dénombrement des structures selon leurs

types de symétries est maintenant résolu dans le cadre de la théorie des actions de

groupes en utilisant l’inversion de Möbius et la théorie des fonctions symétriques.

Dans le but d’effectuer le dénombrement des structures asymétriques, c.-à-d. : ne

possèdant que la symétrie triviale, G. Labelle a introduit [26] la série indicatrice d’asy-

métrie d’une espèce de structures. De la même façon qu’on considère la série indicatrice
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des cycles d’une espèce comme une généralisation des polynômes indicateurs de cycles

utilisés par Pólya, la série indicatrice d’asymétrie de G. Labelle peut être interprétée

comme une généralisation, à des familles d’actions, d’un cas particulier des résultats de

Burnside où les structures considérées n’ont aucune symétrie. En basant sa définition

de la série indicatrice d’asymétrie d’une espèce F sur la notion de partie plate F de

F , G. Labelle a montré que la série indicatrice d’asymétrie ΓF (x1, x2, · · · ) possède des

propriétés analogues à la série indicatrice des cycles ZF (x1, x2, · · · ). À la lumière de ces

propriétés, il a obtenu des résultats qui auraient été beaucoup plus difficiles a obtenir

par les méthodes classiques.

Le but de ce travail est de présenter, dans le cadre de la théorie des espèces de

structures, une généralisation à des familles d’actions de la notion d’énumération selon

les types de symétries. À partir d’un ensemble Φ de groupes, non conjugués deux à deux,

choisis parmi les sous-groupes des groupes symétriques Sn, n ≥ 0, nous définissons la

série indicatrice des Φ-symétries (ou Φ-série) d’une espèce pondérée F = Fw. Il s’agit

d’une série formelle, ΦF = ΦF (x1, x2, · · · ), qui généralise simultanément les notions de

série indicatrice des cycles, ZF = ZF (x1, x2, · · · ), au sens de A. Joyal [18] et de série

indicatrice d’asymétrie, ΓF = ΓF (x1, x2, · · · ), au sens de G. Labelle [24, 25, 26]. Nous

nous intéressons particulièrement au comportement de la Φ-série face aux opérations

combinatoires usuelles.

Le premier chapitre est consacré à la définition de la Φ-série d’une espèce pondérée.

Dans le contexte des espèces pondérées sommables, nous présentons les notions de

base de la théorie des actions de groupes pour définir l’espèce F̃Φ, Φ-associée à une

espèce pondérée F = Fw. Celle-ci généralise la notion d’espèce associée F̃ de Joyal et,

par un choix judicieux de l’ensemble Φ, elle s’identifie à la partie plate F de F . On

démontre que l’énumération des types de Φ-symétries des F -structures peut se faire

par le biais de la série génératrice exponentielle de l’espèce F̃Φ. Basé sur la notion

d’espèce Φ-associée nous définissons la série indicatrice des Φ-symétries (ou Φ-série),

ΦF (x1, x2, · · · ), d’une espèce pondérée F = Fw. La transformation F 7→ ΦF préserve

l’opération combinatoire de somme et la série génératrice des types de Φ-symétries est
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obtenue par la spécialisation des variables dans la Φ-série.

Puisque la transformation F 7→ ΦF préserve la somme, les propriétés de la Φ-

série d’une espèce pondérée se déduisent, par linéarité, des propriétés de la Φ-série

d’une espèce moléculaire non pondérée générique. Nous nous concentrons donc, au

deuxième chapitre, sur les Φ-polynômes des espèces moléculaires. Nous dégageons des

conditions, qui imposées à Φ, font en sorte que la série génératrice d’une espèce pondérée

est obtenue par la spécialisation des variables dans sa Φ-série. Les Φ-polynômes que

nous obtenons sont décrits à l’aide de classes bilatérales et ceci permet de donner

explicitement les Φ-polynômes des espèces moléculaires concentrées sur un cardinal

inférieur ou égal à 4. De plus, nous donnons à l’appendice A les polynômes indicateurs

d’asymétrie des espèces, respectivement moléculaires et atomiques, concentrées sur 5 et

6 points ; contribuant ainsi aux tables existantes [5].

Dans le contexte des structures asymétriques, la série ΓF (x1, x2, · · · ) possède des

propriétés analogues à celles de la série indicatrice des cycles ZF (x1, x2, · · · ) mais est,

en général, beaucoup plus difficile à calculer explicitement ; très peu de formes closes

pour ΓF sont connues. Notre approche nous permet, entre autre, d’obtenir une forme

close pour la série indicatrice d’asymétrie ΓE± de l’espèce E±, des ensembles orientés.

Nous avons aussi obtenu la q-série associée à ΓE± (au sens de Décoste [12, 13]).

À la fin du chapitre 2, nous établissons le rapport entre l’approche classique et la

théorie des espèces. En fait, la version du lemme de Burnside due à Stockmeyer [51]

qui utilise l’inversion de Möbius dans des treillis de sous-groupes, fournit une méthode

alternative au calcul des Φ-polynômes des espèces moléculaires. Nous obtenons, par le

biais des deux approches, des identités faisant intervenir les valeurs de la fonction de

Möbius dans des treillis de sous-groupes. En particulier, grâce à nos résultats concernant

l’espèce des ensembles orientés, nous obtenons des identités entre la valeur de la fonction

de Möbius dans le treillis des sous-groupes du groupe alterné, analogues aux identités

classiques concernant le groupe symétrique. De plus, nous examinons, dans le contexte

des Φ-séries, le résultat des substitutions simultanées ∆ : xk := (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1,

introduites par Décoste [12] pour le q-dénombrement des structures.
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Nous nous intéressons, au troisième chapitre, au comportement de la Φ-série

face à certaines opérations combinatoires. En employant les techniques d’inversion

de Möbius, il est difficile de déterminer efficacement les propriétes de nos Φ-séries

en rapport aux opérations combinatoires usuelles. Nous préférons l’approche par

les classes bilatérales et dégageons des conditions qui, imposées à Φ, font en sorte

que la transformation F 7→ ΦF préserve les opérations de produit, de dérivation,

de pointage et de substitution. Notons que ces conditions sont systématiquement

satisfaites par les ensembles de groupes représentés par Z et par Γ, uniformisant ainsi

les démonstrations des propriétés des séries ZF (x1, x2, · · · ) et ΓF (x1, x2, · · · ). Nous

présentons ensuite des exemples d’ensembles Φ, en plus de Z et de Γ, tels que les séries

ΦF (x1, x2, · · · ) possèdent des propriétés analogues à celles des séries ZF (x1, x2, · · · ) et

ΓF (x1, x2, · · · ). Nous proposons, en fait, une façon de les générer en considérant les

espèces dites primitives généralisées, analogues aux espèces primitives [6] de Bouchard

et de Ouellette.

Au dernier chapitre, la théorie générale est appliquée au calcul de formules explicites

pour les Φ-séries ΦF (x1, x2, · · · ) d’espèces F particulières : E (les ensembles), C (les

cycles orientés), S (les permutations), ALT (les permutations paires), NALT (les

permutations impaires), A (les arborescences), End (les endofonctions), Ar (les arbres)

et Λ(α) (l’espèce pondératrice des composantes connexes). Ces Φ-séries généralisent les

résultats correspondants pour les séries ZF et ΓF dispersés dans la littérature récente

[10, 12, 18], [22] à [28], [30] et [33].

Nous recourons à la numérotation pseudo-décimale pour les subdivisions des

chapitres. Ainsi, les définitions, les lemmes, les propositions, les remarques, etc, d’une

même section sont numérotés les uns à la suite des autres. Par exemple, à la section 2

du chapitre 3 on trouve les items :

Lemme 3.2.3 Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0} · · ·

Définition 3.2.4 Pour deux ensembles finis U et V tels que · · ·

Remarque 3.2.5 Si M = Xn/H, H ≤ Sn, n ≥ 0, et · · ·

Par contre, la numérotation d’une formule indique d’abord le chapitre dans lequel elle se
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situe et ensuite son ordre par rapport aux autres formules de ce chapitre. Par exemple,

la formule (2.5) est la 5ème formule du 2ème chapitre. Il en est de même pour la

numérotation des tableaux et des figures.

Nous utilisons un carré noir pour indiquer la fin d’une démonstration, un carré

blanc 2 pour la fin d’une remarque, un losange ♦ pour la fin d’un exemple et un

triangle △ pour indiquer qu’un résultat est donné sans démonstration.

Notons que, comme cas particuliers de la série indicatrice des Φ-symétries des

espèces ALT et NALT, nous obtenons ZALT, ΓALT, ZNALT et ΓNALT que nous avons

présentés dans [30] mais que nous avons depuis, généralisés. Une partie du contenu

des deux dernières sections du chapitre 2 est le fruit d’une collaboration avec Gilbert

et Jacques Labelle et est parue dans [27]. La section concernant la série indicatrice

d’asymétrie de l’espèce des ensembles orientés et la q-série qui lui est associée a été

écrite en collaboration avec Gilbert Labelle et est parue dans [30]. Les résultats des

chapitres 3 et 4 ont été présentés [31] au 7ème Colloque international des Séries

Formelles et Combinatoire Algébrique, Marne-la-Vallée, et feront l’objet de publications

futures.



Chapitre 1

La série indicatrice des

Φ-symétries d’une espèce

pondérée

Never underestimate a theorem that counts something

— John B. Fraleigh, [16]

À partir d’un ensemble Φ de groupes, non conjugués deux à deux, choisis parmi

les sous-groupes des groupes symétriques Sn, n ≥ 0, on définit la série indicatrice des

Φ-symétries d’une espèce de structures quelconque F . Il s’agit d’une série formelle,

ΦF = ΦF (x1, x2, · · · ), qui généralise simultanément les notions de série indicatrice des

cycles, ZF = ZF (x1, x2, · · · ), au sens de A. Joyal [18, 41, 42] et de série indicatrice

d’asymétrie, ΓF = ΓF (x1, x2, · · · ), au sens de G. Labelle [24, 25, 26].

Nous nous plongeons d’abord dans l’univers des espèces pondérées sommables où

les opérations de base (de somme, de produit, de produit cartésien, de dérivation, de

pointage, de substitution, etc.) se font comme dans celui des espèces pondérées. À toute

espèce pondérée F = Fw correspond une famille d’actions. Nous présentons donc, à la
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section 1.2, les notions usuelles de la théorie des actions de groupes et leur utilisation

dans le contexte de la théorie des espèces. Nous nous intéressons, en particulier, à la

correspondance [33, 34] entre l’ensemble des espèces moléculaires concentrées sur le

cardinal n, n ≥ 0, et l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de Sn.

Dans [18], Joyal introduit l’espèce F̃ , dite associée à une espèce F , qui sert à l’énumé-

ration des types de F -structures. Dans le même ordre d’idées, nous présentons à la

section 1.3, l’espèce F̃Φ, Φ-associée à une espèce pondérée F = Fw. Celle-ci généralise la

notion d’espèce associée F̃ de Joyal et, par un choix judicieux de l’ensemble Φ, s’identifie

à la sous-espèce F de F , définie par G. Labelle [25] dans le but de donner une définition

uniforme pour les séries indicatrices ZF et ΓF . Il est bien connu [5, 12, 18] que, pour

deux espèces pondérées Fw et Gv, (Fw+Gv)
∼ = F̃w+G̃v et que (Fw ·Gv)

∼ = F̃w ·G̃v mais

que (Fw◦Gv)
∼ 6= F̃w◦G̃v. De même [25], (Fw +Gv) = Fw+Gv et Fw ·Gv = Fw·Gv mais,

Fw ◦Gv 6= Fw◦Gv. En général (Fw+Gv)
∼Φ = F̃w

Φ
+G̃v

Φ
mais, (Fw ·Gv)

∼Φ 6= F̃w
Φ
·G̃v

Φ
.

Nous nous interrogeons alors sur les conditions à imposer à Φ afin que, quelles que soient

les espèces Fw et Gv, on ait (Fw ·Gv)
∼Φ = F̃w

Φ
· G̃v

Φ
.

Joyal [18] a montré que la série génératrice des types de F -structures est égale à

la série génératrice exponentielle de l’espèce associée F̃ . De même, à la section 1.4, on

constate que l’énumération des types de Φ-symétries des F -structures peut se faire par

le biais de la série génératrice exponentielle de l’espèce F̃Φ.

Basé sur la notion d’espèce Φ-associée, nous terminons le chapitre par la définition

de la série indicatrice des Φ-symétries, ΦF (x1, x2, · · · ), d’une espèce pondérée F = Fw.

La transformation F 7→ ΦF préserve l’opération combinatoire de somme et la série

génératrice des types de Φ-symétries est obtenue par la spécialisation des variables

dans la Φ-série ΦF (x1, x2, · · · ).

1.1 Les espèces pondérées sommables

Soient K un corps contenant Q et t1, t2, · · · une famille dénombrable d’indéterminées

distinctes. Nous considérons l’anneau des séries formelles A = K[[t1, t2, · · · ]]. Pour une

série formelle α ∈ A, désignons par [µ]α le coefficient de µ dans la série α ; en particulier,
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[tn1
1 tn2

2 · · · ]α est le coefficient de tn1
1 tn2

2 · · · dans α et en général, cn1,n2,··· [t
n1
1 tn2

2 · · · ]α

est le coefficient de
t
n1
1 t

n2
2 ···

cn1,n2,···
dans α.

Un ensemble A-pondéré est un couple (W,w) tel que W est un ensemble et

w : W → A est une fonction qui associe à chaque élément s ∈ W un poids dans

l’anneau A.

Définition 1.1.1. Un ensemble A-pondéré (W,w) est sommable lorsque pour tout

monôme µ on a [µ]w(s) = 0 sauf pour un ensemble fini Wµ ⊆ W . On appelle l’inventaire

(ou poids total) d’un ensemble pondéré sommable (W,w) la série formelle, notée

|W |w =
∑

s∈W

w(s) ∈ A,

dont le coefficient d’un monôme quelconque µ = tn1
1 tn2

2 tn3
3 · · · est donné par

[µ]|W |w =
∑

s∈W

[µ]w(s) =
∑

s∈Wµ

[µ]w(s).

Définition 1.1.2. Une espèce A-pondérée sommable est un foncteur Fw : B → EA de

la catégorie des ensembles finis et bijections vers la catégorie des ensembles A-pondérés

sommables.

Pour ne pas alourdir la terminologie, nous désignerons simplement par espèces

pondérées les espèces A-pondérées sommables. Une espèce pondérée (F,w), notée Fw,

est donc une règle qui associe à tout ensemble fini U :

1. Un ensemble A-pondéré sommable (F [U ], wU ) dont les éléments de F [U ] sont

appelés des structures d’espèce F (ou encore, des F -structures) sur U et wU :

F [U ] → A est une fonction de poids (ou valuation) qui attribue un poids à

chacune des F -structures.

2. Pour tout couple (U, V ) d’ensembles finis et toute bijection f : U
∼
→ V , la règle Fw

associe à f une fonction F [f ] : F [U ]
∼
→ F [V ], appelée le morphisme de transport

ou simplement le transport, le long de f qui :

(a) préserve les poids, c.-à-d. : si s ∈ F [U ] et t = F [f ](s) ∈ F [V ] alors w(s) =

w(t),
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(b) effectue un transport fonctoriel, c.-à-d. : pour tout triplet (U, V,W ) d’ensem-

bles finis et tout couple de bijections, f : U
∼
→ V et g : V

∼
→ W , on a

F [g] ◦ F [f ] = F [g ◦ f ],

(c) préserve les identités, c.-à-d. : pour tout ensemble fini U on a pour l’identité

1U : U
∼
→ U que F [1U ] = 1F [U ].

Notons qu’une espèce pondérée F = Fw peut être vue comme une classe de

structures, munies de poids, qui est fermée sous les isomorphismes préservant les poids.

Exemples 1.1.3.

– Soit W un ensemble quelconque. Si ∀s ∈ W , w(s) = 1 alors (W,w) est sommable

si et seulement si W est un ensemble fini. Lorsque la valuation de chacun des

éléments d’un ensemble W est 1, |W |1 = |W | correspond à la notion usuelle de

cardinal d’un ensemble.

– Si W = {1, 2, 3, · · · } = N∗ et w(i) = ti alors (W,w) est sommable et |W |w =
∑

i∈N∗ ti.

– Soit Xti l’espèce des singletons de poids ti, i ≥ 1. L’espèce pondérée Xt1 +Xt2 +

Xt3 + · · · est définie par

∀U ∈ B, (Xt1 +Xt2 +Xt3 + · · · )[U ] =





{(i, u) | i ∈ N∗, u ∈ U} si |U | = 1

∅ si |U | 6= 1

où w((i, u)) = ti. On a |(Xt1 +Xt2 +Xt3 + · · · )[U ]|w =
∑

i∈N∗ ti lorsque |U | = 1.

– Si W est l’ensemble des arbres construits un ensemble fini U donné et w(s) =

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · où ni(s), i ≥ 1, désigne le nombre de sommets de degré i dans

l’arbre s, alors

|W |w =
∑

n1,n2,···≥0
n1+n2+···<∞

an1,n2,··· t
n1
1 tn2

2 · · ·

où an1,n2,··· est le nombre d’arbres de W ayant ni sommets de degré i, i ≥ 1.

En faisant varier l’ensemble U , on obtient ainsi l’espèce Arw des arbres pondérés

selon la distribution des degrés des sommets. ♦

Pour plus de détails concernant les propriétés des ensembles pondérés sommables,

voir [39]. Notons que les opérations de base (de somme, de produit, de produit cartésien,
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de dérivation, de pointage, de substitution, etc.) dans le contexte des espèces pondérées

sommables se font comme dans celui des espèces pondérées et qu’on en trouve un exposé

complet dans Bergeron, Labelle et Leroux [5].

Deux espèces A-pondérées Fw et Gv sont isomorphes et on note Fw ≃ Gv, s’il

existe un isomorphisme naturel γ entre les foncteurs Fw et Gv. Plus précisément, un

isomorphisme naturel γ est la donnée d’une famille de bijections γU : F [U ] → G[U ]

préservant les poids, c.-à-d. : v(γU (s)) = w(s), qui satisfait la condition de naturalité

suivante : pour toute bijection σ : U
∼
→ V entre ensembles finis, le diagramme suivant

commute.

F [U ]
γU−→ G[U ]

F [σ] ↓ ↓ G[σ]

F [V ]
γV−→ G[V ]

Deux espèces pondérées isomorphes possèdent essentiellement les mêmes propriétés

combinatoires. Nous considérons donc les isomorphismes d’espèces comme des égalités

combinatoires et écrivons Fw = Gv plutôt que Fw ≃ Gv.

1.2 Les actions de groupes et les espèces de structures

Considérons une espèce pondérée F = Fw quelconque. Pour tout ensemble fini U , le

groupe des permutations de U , noté SU , agit par transport de structures sur l’ensemble

F [U ] des F -structures sur U :

SU × F [U ] −→ F [U ]

(σ, s) 7−→ σ.s = F [σ](s).
(1.1)

En général, la structure σ.s est obtenue de la structure s en remplaçant chaque élément

u de son ensemble sous-jacent U , par l’élément correspondant σ(u) (ce transport est

dit usuel). La préservation des poids et la fonctorialité du transport nous assurent que

(1.1) est bien une action de groupe sur un ensemble pondéré au sens de la théorie des

groupes.

Remarque 1.2.1. À toute espèce pondérée F = Fw correspond une famille d’actions :

pour toute bijection β : U
∼
→ V entre ensembles finis, les actions γ1 : SU×F [U ] → F [U ]
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et γ2 : SV × F [V ] → F [V ] induites par le transport de structures sont équivalentes et

le diagramme suivant commute :

SU × F [U ]
γ1
−→ F [U ]

(φ, F [β]) ↓ ↓ F [β]

SV × F [V ]
γ2
−→ F [V ]

où φ : SU
∼
→ SV est l’isomorphisme défini par φ(σ) = βσβ−1, ∀σ ∈ SU . Lorsque U

parcourt la classe des ensembles finis, la famille d’actions (1.1) peut être représentée de

façon canonique par la famille d’actions particulières (γFn)n≥0

γFn : Sn × F [[[n]]] −→ F [[[n]]]

(σ, s) 7−→ σ.s = F [σ](s),

où [[n]] = {1, 2, · · · , n} et Sn := S[[n]], n ≥ 0. 2

Associées à l’action (1.1) sont les notions usuelles de la théorie des groupes :

– d’orbite d’un élément s ∈ F [U ], O(s) := {σ.s = F [σ](s) | σ ∈ SU} et l’ensemble

des orbites de l’action O(F [U ]) := {O(s) | s ∈ F [U ]} ;

– de stabilisateur d’un élément s ∈ F [U ], stab(s) = Hs := {σ ∈ SU | σ.s = s} ;

– d’ensemble d’éléments fixés par σ ∈ SU , FixF [σ] := {s | σ.s = s}.

Les types de F -structures sur un ensemble fini U correspondent aux orbites de

l’action (1.1) et deux structures s1, s2 ∈ F [U ] sont de même type (s1 ∼F s2 ou s1 ∼SU

s2) si elles ont la même orbite. Puisque le transport préserve les poids, toutes les

structures d’un même type ont le même poids et on peut définir sans ambigüıté le

poids d’un type comme le poids d’un de ses représentants, c.-à-d. : w(O(s)) = w(s).

L’ensemble O(F [U ]) des types de F -structures sur U forme donc, lui aussi, un ensemble

pondéré et est souvent noté O(F [U ]) = F [U ]/SU . Lorsque s parcourt un système de

représentants des orbites, nous conviendrons d’écrire s∈O(F [U ]) et

F [U ] =
⊎

s∈O(F [U ])

O(s).

Le stabilisateur d’un élément σ.s ∈ F [U ] est obtenu du stabilisateur de s par

conjugaison, Hσ.s = σHsσ
−1 = Hσ

s . La classe de conjugaison d’un sous-groupe H
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de SU est désignée par H = {σHσ−1 = Hσ | σ ∈ SU} et H ≡ K signifie que H et K

sont des sous-groupes conjugués dans SU .

Notons simplement par H ≤ SU le stabilisateur d’une F -structure s fixée vivant sur

U . Il est bien connu que l’application

O(s) −→ SU/H

σ.s 7−→ σH
(1.2)

est une bijection entre l’orbite O(s) de s et l’ensemble SU/H des classes latérales

gauches de H dans SU ; d’où l’égalité |O(s)| = |SU/H|. L’inventaire des types de F -

structures, par le lemme de Cauchy-Frobenius, surtout connu sous le nom de Burnside,

est donnée par

|O(F [U ])|w =
1

n!

∑

σ∈Sn

|FixF [σ]|w =
1

n!

∑

σ∈Sn

∑

s∈F [U ]
σ.s=s

w(s).

Définition 1.2.2. Une espèce M 6= 0 est dite moléculaire lorsqu’elle est indécomposable

sous la somme d’espèces, c.-à-d. : M = P + Q =⇒ P = 0 ou Q = 0. Une espèce

moléculaire A 6= 1 est dite atomique lorsqu’elle est indécomposable sous le produit

d’espèces, c.-à-d. : A = P ·Q =⇒ P = 1 ou Q = 1.

Désignons par M (respectivement par A) l’ensemble de toutes les espèces molécu-

laires (resp. atomiques), non pondérées et à isomorphisme naturel près,

M = {1, X,X2, E2, X
3, X · E2, E3, C3, · · · }

A = {X,E2, E3, C3, E4, E
±
4 , E2 ◦ E2, · · · },

et par Mn ⊆ M (respectivement par An ⊆ A) l’ensemble des espèces moléculaires

(resp. atomiques) concentrées sur le cardinal n, c.-à-d. : le sous-ensemble de M (resp.

de A) formé des espèces dont les structures n’existent que sur des ensembles ayant n

éléments.

Dire qu’une espèce M est moléculaire signifie que M est concentrée sur un seul

cardinal et que, pour tout ensemble fini U , l’action (1.1) est transitive, c.-à-d. : l’action

SU ×M [U ] −→ M [U ]

(σ, s) 7−→ M [σ](s)
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n’a qu’une seule orbite et M ne possède qu’un seul type de structures. Puisqu’il n’y a

qu’une seule orbite, toutes les structures d’une espèce moléculaire sont de même poids.

Nous désignons donc par Ma une espèce moléculaire dont les structures sont de poids

a ∈ A.

La décomposition moléculaire d’une espèce pondérée F = Fw correspond à la

décomposition de l’action (1.1) en une réunion disjointe d’actions transitives (toujours

à isomorphisme d’actions près). De plus, toute espèce pondérée F = Fw [54, 55] possède

une décomposition moléculaire et une décomposition atomique uniques, à isomorphisme

et à l’ordre des facteurs près,

F =
∑

M∈M
a∈A

fMa Ma =
∑

M∈M
a∈A

fMa

(∏

A∈A

AnA(M)

)

a

où fMa , nA(M) ∈ N et
∑

A∈A nA(M) < ∞. Cette dernière est la décomposition la plus

raffinée que l’on puisse associer à une espèce F relativement aux opérations de somme

et de produit. Le demi-anneau Esp formé des espèces sous les opérations de somme et

de produit est isomorphe à N[[A]] et les monômes de N[[A]] correspondent aux espèces

moléculaires. Pour tout ensemble fini U de cardinal n, Fw[U ] est sommable et son poids

total est

|F [U ]|w =
∑

M∈Mn
a∈A

fMa a |M [U ]|.

Remarque 1.2.3. Lorsque l’espèce F considérée est moléculaire et s ∈ F [U ] est

fixée, l’application (1.2) est une bijection entre l’ensemble des F -structures sur U et

l’ensemble des classes latérales gauches de H = stab(s) dans SU . Toute F -structure sur

U s’identifie donc à τH où τ ∈ SU et H = stab(s) ; ceci quelle que soit la structure

s ∈ F [U ] donnée à priori. 2

Remarque 1.2.4. Il existe une bijection [33, 34] entre l’ensemble Mn des espèces molé-

culaires concentrées sur le cardinal n et l’ensemble cc(Sn) des classes de conjugaison

de sous-groupes de Sn. Celle-ci permet d’écrire toute espèce moléculaire M ∈ Mn

comme le quotient Xn/H où H est un représentant de la classe de conjugaison dans

Sn, du stabilisateur d’une M -structure sur [[n]]. Plus précisément, l’espèce Xn/H est
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définie, pour tout ensemble fini U de cardinal n, comme (Xn/H) [U ] = Xn[U ]/H avec

le transport de structures usuel. Une Xn/H-structure sur U est simplement une orbite

de l’action de H sur l’ensemble Xn[U ],

H ×Xn[U ] −→ Xn[U ]

(σ, (u1, u2, · · · , un)) 7−→ (uσ−1(1), uσ−1(2), · · · , uσ−1(n))

qui permute les éléments des ordres totaux. 2

Exemples 1.2.5. Tout sous-groupe de Sn agit de façon naturelle sur l’ensemble

Xn[[[n]]] en permutant les facteurs. On peut donc représenter les espèces moléculaires

concentrées sur le cardinal n des ensembles En, des ensembles orientés E±
n , des

polygones Pn, des cycles orientés Cn et des ordres linéaires Ln par les quotients

suivants :

espèces groupes quotients

En : ensembles Sn : symétrique Xn/Sn

E±
n : ensembles orientés An : alterné Xn/An

Pn : polygones Dn : diédral Xn/Dn

Cn : cycles orientés Zn : cyclique Xn/Zn

Ln : ordres linéaires {idn} : trivial Xn

où le groupe indiqué est conjugué au stabilisateur d’une structure sur [[n]] de l’espèce

moléculaire considérée. ♦

Selon le contexte, nous utiliserons l’une ou l’autre des expressions

Fw =
∑

n≥0

∑

M∈Mn
a∈A

fMa Ma =
∑

n≥0

∑

H∈cc(Sn)

a∈A

fHa (Xn/H)a

pour désigner la décomposition moléculaire d’une espèce A-pondérée Fw. Conformé-

ment aux notations introduites plus haut, H∈cc(Sn) signifie que H parcourt un système

de représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de Sn.
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1.3 Les sous-espèces et les espèces associées

Définition 1.3.1. Soient F = Fw et G = Gv deux espèces pondérées. On dit que G est

une sous-espèce de F si ∀U ∈ B, G[U ] ⊆ F [U ], la pondération sur G[U ] est induite de

celle de F [U ] et l’injection canonique iU : G[U ] →֒ F [U ] est naturelle.

La définition 1.3.1 permet de construire de nouvelles espèces en recueillant les F -

structures ayant des propriétés particulières. Les morphismes de transport sont définis

par restriction et le poids d’une structure de la sous-espèce G est simplement son poids

comme F -structure. L’action de SU sur G[U ] est alors une sous-action de SU sur F [U ].

Remarque 1.3.2. Lorsqu’on s’intéresse aux espèces à isomorphisme près, on peut

définir [23] une sous-espèce G de F en précisant seulement que pour tout U ∈ B, il existe

une injection naturelle jU : G[U ] →֒ F [U ]. L’ensemble G[U ] ne sera pas nécessairement

un sous-ensemble de F [U ] mais G sera plutôt isomorphe à une sous-espèce de F . Ceci se

traduit sur les décompositions moléculaires F =
∑

M∈M
a∈A

fMaMa et G =
∑

M∈M
a∈A

gMaMa

par le fait que gMa ≤ fMa , ∀M ∈ M et a ∈ A. 2

Soient F = Fw une espèce pondérée et n ∈ N. Dans l’optique de la définition

1.3.1, nous pouvons toujours extraire de F une sous-espèce Fn ⊆ F en recueillant les

F -structures dont l’ensemble sous-jacent est de cardinal n.

Définition 1.3.3. Soit F = Fw une espèce pondérée. La sous-espèce Fn de F est

définie par

∀U ∈ B, Fn[U ] =





F [U ] si |U | = n

∅ sinon.

Si Fn = F , F est dite concentrée sur le cardinal n, ou encore, on dit qu’elle vit sur le

cardinal n.

Puisque toute F -structure est une Fn-structure pour un unique n ∈ N, F possède

la décomposition canonique

F = F0 + F1 + F2 + F3 + · · · =
∑

n≥0

Fn. (1.3)
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L’ensemble des symétries d’une F -structure s donnée est codé par son groupe

d’automorphismes. Gilbert Labelle introduit dans [25], la notion de partie plate d’une

espèce qui sert lors de l’énumération des structures n’ayant aucune symétrie non

triviale.

Définition 1.3.4. Soit U un ensemble fini. Une F -structure s sur U est dite asymé-

trique lorsque son stabilisateur (c.-à-d. : son groupe d’automorphismes) sous l’action

(1.1) est trivial, c’est-à-dire, stab(s) = {σ ∈ SU | σ.s = s} = {idU}.

Définition 1.3.5. La partie plate d’une espèce pondérée F = Fw est la sous-espèce

F ⊆ F donnée par, ∀U ∈ B, F [U ] = {s ∈ F [U ]| s asymétrique}. Une espèce est dite

plate lorsqu’elle cöıncide avec sa partie plate, c.-à-d. : lorsque F = F .

Parallèlement à (1.3), la décomposition canonique de F est donnée par

F = F 0 + F 1 + F 2 + F 3 + · · · =
∑

n≥0

Fn.

Exemples 1.3.6. L’espèce L des ordres linéaires est plate. Par contre, les espèces E,

E±, P et C ne le sont pas. En effet, pour tout n ≥ 0, l’espèce Ln est isomorphe à l’espèce

Xn et Xn = X
n
= Xn, n ≥ 0, car tout ordre linéaire sur n points est asymétrique.

Puisque Xn pour n ≥ 0 sont les seules espèces moléculaires plates, l’espèce F est

obtenue de l’espèce F en prenant les termes de sa décomposition moléculaire qui sont

de la forme kXn où k, n ∈ N. On a donc

E =
∑

n≥0En =
∑

n≥0X
n/Sn, E = 1 +X,

E± =
∑

n≥0E
±
n =

∑
n≥0X

n/An, E± = 1 +X,

P =
∑

n≥1 Pn =
∑

n≥1X
n/Dn, P = X,

C =
∑

n≥1Cn =
∑

n≥1X
n/Zn, C = X,

L =
∑

n≥0 Ln =
∑

n≥0X
n, L =

∑
n≥0 Ln =

∑
n≥0 Ln = L.

La décomposition canonique et la décomposition moléculaire de chacune des espèces E,

E±, P , C et L sont identiques. Ceci n’est pas toujours le cas. L’espèce des arborescences

A (voir [25]) a la décomposition canonique A = A0 +A1 +A2 +A3 +A4 + · · · où, par

exemple, A4 = 2X4 +X2E2 +XE3. ♦
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Dans [18], Joyal présente l’espèce F̃ dite associée à l’espèce F qui sert lors de

l’énumération des types de F -structures.

Définition 1.3.7. Soit Fw une espèce pondérée. On définit l’espèce pondérée F̃w,

dite associée à Fw, par ∀U ∈ B, F̃w[U ] = {(s, σ) | s ∈ Fw[U ], σ ∈ SU , σ.s = s},

∀(s, σ) ∈ F̃w[U ], w((s, σ)) = w(s) et ∀β : U
∼
→ V , F̃w[β](s, σ) = (β.s, βσβ−1).

Dans le même ordre d’idée, nous allons d’abord définir, pour tout sous-groupe K

de Sn, une espèce F̃w
K
, dite K-associée à Fw, en ne considérant que les structures

dont le stabilisateur est conjugué, à isomorphisme près, à K. Par la suite, nous allons

étendre cette définition à tout ensemble Φ de groupes non conjugués deux à deux. Pour

l’instant, nous avons besoin des notations suivantes.

Notations 1.3.8. Pour K ≤ Sn et β : [[n]]
∼
→ U une bijection arbitraire, on pose

Kβ := βKβ−1 = {βσβ−1 | σ ∈ K} ≤ SU .

Pour H ≤ SU , on écrit H ≈ K lorsque H est conjugué dans SU à Kβ, pour une

bijection β : [[n]]
∼
→ U .

Définition 1.3.9. Soient K ≤ Sn et Fw une espèce pondérée. On définit l’espèce F̃w
K
,

dite K-associée à Fw, par

∀U ∈ B, F̃w
K
[U ] =





{(s, σ) | s ∈ Fw[U ], σ ∈ stab(s) ≈ K} si |U | = n

∅ sinon.

Le transport est défini par restriction et le poids de toute F̃w
K
-structure (s, σ) est son

poids w(s) comme Fw-structure.

Remarque 1.3.10. Considérons deux bijections arbitraires

β1 : [[n]]
∼
→ U et β2 : [[n]]

∼
→ U

et la permutation δ de U formée par δ = β2β
−1
1 . On a, ∀ β1σβ

−1
1 ∈ Kβ1 ,

δβ1σβ
−1
1 δ−1 = (β2β

−1
1 )β1σβ

−1
1 (β2β

−1
1 )−1 = β2σβ

−1
2 .

Ainsi, Kβ1 ≡SU Kβ2 et F̃K [U ] ne dépend pas du choix de la bijection β. 2
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Remarque 1.3.11. Dans le cas où U = [[n]], on a, pour toute espèce pondérée Fw et

tout K ≤ Sn,

F̃w
K
[[[n]]] = {(s, σ) | s ∈ F [[[n]]], σ ∈ stab(s) ≡ K}.

Le stabilisateur des Fw-structures considérées dans l’ensemble F̃w
K
[[[n]]] est donc

conjugué au sous-groupe K. 2

Remarque 1.3.12. Soit F = Fw =
∑

n≥0

∑
H∈cc(Sn)

a∈A

fHa (Xn/H)a la décomposition

moléculaire d’une espèce pondérée. Pour un groupe K ≤ Sk fixé,

F̃w
K

=
∑

n≥0

∑

H∈cc(Sn)

a∈A

fHa (Xn/H)∼K
a =

∑

a∈A

fKa (Xk/K)∼a .

Plus particulièrement, pour M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire et pour

K ≤ Sn, un groupe fixé, on a :

M̃K =





M̃ si H ≡ K

0 sinon.

2

Proposition 1.3.13. Soit H ≤ Sn. La décomposition moléculaire de l’espèce associée

(Xn/H)∼ est donnée par

(Xn/H)∼ =
∑

h∈conj(H)

Xn/CH [h]

où conj(H) désigne l’ensemble des classes de conjugaison d’éléments de H et CH [h], le

commutateur de h dans H.

Démonstration. Nous devons partager l’action

Sn × (Xn/H)∼[[[n]]] −→ (Xn/H)∼[[[n]]]

(β, (τH, σ)) 7−→ β.(τH, σ) = (βτH, βσβ−1)

en orbites disjointes. Examinons d’abord l’action β.(τH, σ) d’un élément β ∈ Sn sur

une (Xn/H)∼-structure (τH, σ) où τ ∈ Sn et σ ∈ stab(τH) = τHτ−1. Toute structure

(τH, σ) est transportable, par β = τ−1, sur un élément de la forme (H,h) où h ∈ H.

En effet, on a τ−1.(τH, σ) = (τ−1τH, τ−1στ) où τ−1στ ∈ τ−1(τHτ−1)τ = H.
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Il faut maintenant déterminer sous quelles conditions deux éléments (H,h) et

(H,h′), h, h′ ∈ H, sont dans une même orbite. On a

(H,h) ∼(Xn/H)∼ (H,h′)

si et seulement s’il existe τ ∈ Sn tel que τH = H et τhτ−1 = h′. Ceci signifie que h est

conjugué à h′ dans H. L’orbite d’un élément (H,h) est donc {(H,h′) | h′ ≡H h} et on

peut paramétrer les orbites par un système de représentants des classes de conjugaison

d’éléments de H que nous désignons par h∈conj(H).

Pour un représentant h∈conj(H), cherchons le stabilisateur de la structure (H,h).

On a τ ∈ stab((H,h)) ⇔ τ.(H,h) = (τH, τhτ−1) = (H,h) ⇔ τH = H et τhτ−1 = h ⇔

τ ∈ H et τh = hτ ⇔ τ ∈ CH [h] = {h′ | hh′ = h′h, h′ ∈ H}.

Définition 1.3.14. Soient F = Fw une espèce pondérée et Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0},

un ensemble de groupes non conjugués deux à deux. On définit l’espèce F̃w
Φ
, Φ-associée

à Fw, par

∀U ∈ B, F̃w
Φ
[U ] =

⊎

K∈Φ

F̃w
K
[U ].

Le transport est défini par restriction et le poids d’une F̃w
Φ
-structure est son poids

comme Fw-structure.

Il est bien connu [5, 12, 18] que, pour deux espèces pondérées Fw et Gv, (Fw+Gv)
∼ =

F̃w+ G̃v et que (Fw ·Gv)
∼ = F̃w · G̃v mais que (Fw ◦Gv)

∼ 6= F̃w ◦ G̃v. De même [25, 26],

(Fw +Gv) = Fw +Gv et Fw ·Gv = Fw ·Gv mais, Fw ◦Gv 6= Fw ◦Gv. Qu’en est-il pour

les espèces F̃w
Φ
?

Proposition 1.3.15. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv,

(Fw +Gv)
∼Φ = F̃w

Φ
+ G̃v

Φ
.

Démonstration. Il suffit de se rappeler que les structures d’une somme d’espèces sont

obtenues par la réunion disjointe des structures de chacune des espèces de la somme et

le résultat suit.
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Remarque 1.3.16. Soit F = Fw une espèce pondérée. Lorsque K est le sous-groupe

trivial de Sn, c.-à-d. : K = {idn}, l’espèce F̃w
K

= F̃w
{idn}

s’identifie canoniquement à

la partie plate de Fn. En effet, ∀U ∈ B tel que |U | = n,

F̃n
{idn}

[U ] = {(s, σ) | s ∈ Fn[U ], σ ∈ stab(s) ≈ {idn}}

= {(s, idU ) | s ∈ Fn[U ]} ≃ {s | s ∈ Fn[U ]}.

Ainsi, si Φ = {{idn} | n ≥ 0} alors

F̃Φ =
∑

n≥0

F̃n
{idn}

=
∑

n≥0

Fn = F .

De plus, si Φ = {K∈cc(Sn) | n ≥ 0} alors F̃Φ = F̃ . 2

En général, (Fw · Gv)
∼Φ 6= F̃w

Φ
· G̃v

Φ
. Ceci nous amène à nous interroger sur les

conditions à imposer à Φ afin que, quelles que soient les espèces Fw et Gv, on ait

(Fw ·Gv)
∼Φ = F̃w

Φ
· G̃v

Φ
.

Remarque 1.3.17. Rappelons que le produit de deux espèces moléculaires est aussi

moléculaire [54, 55]. Pour deux groupes H1 ≤ Sn et H2 ≤ Sm,

Xn

H1
·
Xm

H2
=

Xn+m

H1 ⋆ H2
,

où le produit externe H1 ⋆H2 est le sous-groupe de Sn+m, isomorphe au produit direct

H1 ×H2, défini par

H1 ⋆ H2 = {h1 ⋆ h2 | h1 ∈ H1, h2 ∈ H2},

où les éléments h1 ⋆ h2 de H1 ⋆ H2 sont définis par

(h1 ⋆ h2)(i) =





h1(i) si 1 ≤ i ≤ n

n+ h2(i− n) si n+ 1 ≤ i ≤ n+m.

Plus généralement, pour H1 ≤ SU1 et H2 ≤ SU2 , tels que U1∩U2 = ∅, le groupe H1⋆H2

est le sous-groupe de SU1⊎U2 , isomorphe à H1 ×H2, défini par

H1 ⋆ H2 = {h1 ⋆ h2 | h1 ∈ H1, h2 ∈ H2},
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où les éléments h1 ⋆ h2 de H1 ⋆ H2 sont définis par

(h1 ⋆ h2)(u) =





h1(u) si u ∈ U1

h2(u) si u ∈ U2.

2

Critère de réductibilité de Yeh [54] Soit M = Xn/H, H ≤ Sn, n ≥ 2, une espèce

moléculaire. S’il existe un ensemble U ⊆ [[n]], ∅ 6= U 6= [[n]], tel que les conditions

– σ ∈ H ⇒ ∀u ∈ U , σ(u) ∈ U et ∀u ∈ [[n]]− U , σ(u) ∈ [[n]]− U

– σ ∈ H ⇒ σ|U ⋆ id[[n]]−U ∈ H.

sont satisfaites, alors M est réductible sous le produit, c.-à-d. : M n’est pas atomique.

Afin de simplifier la description des propriétés de l’espèce Φ-associée, F̃w
Φ
, introdui-

sons la terminologie suivante.

Définition 1.3.18. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn)|n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Le saturé de Φ sous la conjugaison, noté Φ̂, est défini par

Φ̂ =
⊎

K∈Φ

K

où K désigne la classe de conjugaison du sous-groupe K dans le groupe symétrique.

De plus, on dit que Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes, ⋆, si

{id0} ∈ Φ̂ et si

∀K1, ∀K2 : K1 ⋆ K2 ∈ Φ̂ ⇐⇒ K1 ∈ Φ̂ et K2 ∈ Φ̂.

Proposition 1.3.19. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn)|n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv,

(F ·G)∼Φ = F̃Φ · G̃Φ

si et seulement si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes.

Démonstration. Il suffit de se restreindre aux cas où F = Xn/H1, H1 ≤ Sn, et

G = Xm/H2, H2 ≤ Sm, sont des espèces moléculaires non pondérées ; le résultat suivra

par linéarité.
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Désignons par χ(P ) la valeur de vérité d’un énoncé P . À la suite des remarques

1.3.12 et 1.3.17, on a :

(
Xn

H1
·
Xm

H2

)∼Φ

=

(
Xn+m

H1 ⋆ H2

)∼Φ

= χ(H1 ⋆ H2 ∈ Φ̂)

(
Xn+m

H1 ⋆ H2

)∼

= χ(H1 ⋆ H2 ∈ Φ̂)

(
Xn

H1

)∼

·

(
Xm

H2

)∼

et

(
Xn

H1

)∼Φ

·

(
Xm

H2

)∼Φ

= χ(H1 ∈ Φ̂)χ(H2 ∈ Φ̂)

(
Xn

H1

)∼

·

(
Xm

H2

)∼

.

On a donc l’égalité pour tout H1 ≤ Sn et pour tout H2 ≤ Sm,

(
Xn

H1
·
Xm

H2

)∼Φ

=

(
Xn

H1

)∼Φ

·

(
Xm

H2

)∼Φ

si et seulement si

χ(H1 ⋆ H2 ∈ Φ̂) = χ(H1 ∈ Φ̂)χ(H2 ∈ Φ̂)

et le résultat suit.

Les classes de conjugaison de sous-groupes de Sn s’identifient naturellement aux

espèces moléculaires concentrées sur le cardinal n.

Définition 1.3.20. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. On définit l’ensemble mol(Φ) par

mol(Φ) =
⊎

n≥0

{M = Xn/H | H ∈ Φ ∩ sg(Sn)} ⊆ M

où sg(Sn) désigne l’ensemble des sous-groupes de Sn.

Proposition 1.3.21. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. L’ensemble mol(Φ) est un monöıde commutatif libre, sous le

produit d’espèces, engendré par un ensemble d’espèces atomiques si et seulement si Φ̂

est fortement stable sous le produit externe de groupes.
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Démonstration. Clairement, ∀H1 ≤ Sn et ∀H2 ≤ Sm,

χ(H1 ⋆ H2 ∈ Φ̂) = χ(H1 ∈ Φ̂)χ(H2 ∈ Φ̂)

si et seulement si

Xn+m

H1 ⋆ H2
∈ mol(Φ) ⇐⇒ Xn/H1 ∈ mol(Φ) et Xm/H2 ∈ mol(Φ). (1.4)

Supposons que mol(Φ) soit engendré par un ensemble A1, A2, A3, · · · d’espèces ato-

miques alors (1.4) est satisfaite puisque les éléments de mol(Φ) sont de la forme

Aα1
1 Aα2

2 Aα3
3 · · · , αi ∈ N, i ≥ 1. Ainsi Xn+m/H1 ⋆ H2 = Aα1

1 Aα2
2 Aα3

3 · · · ∈ mol(Φ) si

et seulement si ∃βi ∈ N et ∃γi ∈ N tels que βi + γi = αi et X
n/H1 = Aβ1

1 Aβ2
2 Aβ3

3 · · · ∈

mol(Φ) et Xm/H2 = Aγ1
1 Aγ2

2 Aγ3
3 · · · ∈ mol(Φ).

Inversement, si (1.4) est satisfaite alors mol(Φ) est certainement un monöıde

commutatif sous l’opération, ·, produit d’espèces. Soit A∩mol(Φ), l’ensemble des espèces

atomiques de mol(Φ). Il est facile de voir, par l’absurde, que mol(Φ) doit être librement

engendré par A ∩mol(Φ).

Exemples 1.3.22. La proposition 1.3.21 permet de construire des ensembles de

groupes fortement stables sous le produit externe en utilisant des espèces atomiques.

1. Si A ∩mol(Φ) = {X} alors mol(Φ) = {1, X,X2, X3, · · · }. Ainsi, Φ̂ correspond à

l’ensemble des sous-groupes triviaux et pour toutes espèces pondérées Fw et Gv,

Fw ·Gv = Fw ·Gv.

2. Si A ∩mol(Φ) = A alors mol(Φ) = M et Φ̂ correspond à l’ensemble de tous les

groupes. Pour toutes espèces pondérées Fw et Gv, (Fw ·Gv)
∼ = F̃w · G̃v.

3. Si A ∩ mol(Φ) = {Ci | i ≥ 1} alors mol(Φ) = {Cα1
1 Cα2

2 Cα3
3 · · · | αi ∈ N}. Ainsi

Φ̂ correspond à tous les produits externes de groupes cycliques et, pour toutes

espèces pondérées Fw et Gv, (Fw ·Gv)
∼Φ = F̃w

Φ
· G̃v

Φ
. ♦

Remarque 1.3.23. Une composition ν de l’entier n, n ≥ 0, est une suite ν =

(n1, n2, · · · ) de nombres naturels ni ∈ N tels que
∑

i≥1 ni = n. Une ν-décomposition de

l’ensemble [[n]] est une suite (U1, U2, · · · ) de sous-ensembles disjoints de [[n]] telle que

|Ui| = ni, i ∈ N∗ et [[n]] =
⊎

i≥1

Ui.
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Le produit externe des groupes symétriques, appellé sous-groupe de Young,

SU1,U2,··· := SU1 ⋆SU1 ⋆ · · · := {π ∈ Sn | ∀i : π(Ui) = Ui}

est isomorphe au produit direct Sn1 × Sn2 × · · · où S0 := {id0}. On peut toujours

associer à une composition ν de n, la décomposition canonique obtenue en posant

Ui :=





i−1∑

j=1

nj + 1, · · · ,
i∑

j=1

nj



 , i ≥ 1.

Le sous-groupe SU1,U2,··· = S[[n1]],[[n1+n2]]−[[n1]],··· ainsi obtenu permute les n1 premiers

éléments de [[n]] entre eux, les n2 suivants entre eux et ainsi de suite. Il s’identifie donc

canoniquement au groupe

Sn1,n2,··· := Sn1 ⋆Sn2 ⋆ · · · = S[[n1]] ⋆S[[n2]] ⋆ · · ·

où les éléments de S[[n1]] ⋆S[[n2]] ⋆ · · · sont définis par

(h1⋆h2⋆h3⋆· · · )(i) =





h1(i) si 1 ≤ i ≤ n1

n1 + h2(i− n1) si n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2

n1 + n2 + h3(i− n1 − n2) si n1 + n2 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2 + n3

...
...

l’analogue de ce qui est fait à la remarque 1.3.17 pour le produit externe de deux

groupes.

Notons que tous les sous-groupes de Young Sn1,n2,··· ≤ Sn provenant d’une

composition (n1, n2, · · · ) de n dont le partage sous-jacent est λ sont conjugués dans

Sn. 2

Exemple 1.3.24. Parallèlement aux exemples 1.3.22, si A ∩ mol(Φ) = {Ei | i ≥ 1}

alors mol(Φ) = {Eα1
1 Eα2

2 · · · | αi ∈ N}. Ainsi, Φ̂ correspond aux sous-groupes de Young

et, pour toutes espèces pondérées Fw et Gv, (Fw ·Gv)
∼Φ = F̃w

Φ
· G̃v

Φ
. ♦

1.4 Les séries génératrices

À toute espèce pondérée Fw = Fw(X) = F (X) à une sorte de point X, on associe

généralement [5] les trois séries Fw(x), F̃w(x) et Fw(x) suivantes.
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Définition 1.4.1. La série génératrice (exponentielle), la série génératrice des types et

la série génératrice des types d’asymétrie d’une espèce pondérée Fw, sont les séries, en

une indéterminée x, définies respectivement par

Fw(x) =
∑

n≥0

fn,w
xn

n!
où fn,w =

∑

s∈F [[[n]]]

w(s)

F̃w(x) =
∑

n≥0

f̃n,w xn où f̃n,w =
∑

s∈O(F [[[n]]])

w(s)

Fw(x) =
∑

n≥0

fn,w xn où fn,w =
∑

s∈O(F [[[n]]])

stab(s)={idn}

w(s),

où s∈O(F [[[n]]]) signifie que s parcourt un système de représentants des types de Fw-

structures.

La série génératrice Fw(x) est de type exponentiel, c.-à-d. : elle contient des

factorielles en dénominateur, tandis que F̃w(x) et Fw(x) sont des séries génératrices

ordinaires. En général, F̃w(x) et Fw(x) sont plus difficiles à calculer que Fw(x). Joyal

[18] (Décoste [12] dans le cas pondéré) montre que F̃w(x) est égale à la série génératrice

exponentielle de l’espèce associée F̃w. Ceci fournit une interprétation alternative pour

les coefficients f̃n,w. Nous généralisons ce phénomène comme suit.

Définition 1.4.2. Soient K ≤ Sn et Fw une espèce pondérée. La série génératrice

ordinaire des types de K-symétries de l’espèce Fw est le monôme, en une indéterminée

x, défini par

F̃w
K
(x) = f̃n,w

K
xn où f̃n,w

K
=

∑

s∈O(F [[[n]]])

stab(s)≡K

w(s).

Proposition 1.4.3. Le coefficient f̃n,w
K

du monôme F̃w
K
(x) est donné par

f̃n,w
K

=
1

n!
| F̃w

K
[[[n]]]|w.

Démonstration. La démonstration est basée sur le fait que, pour s ∈ F [[[n]]] et stab(s) ≡
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K ≤ Sn, |O(s)| = n!/|K| d’où

f̃n,w
K

=
∑

s∈O(F [[[n]]])

stab(s)≡K

w(s) =
∑

s∈F [[[n]]]
stab(s)≡K

w(s)

|O(s)|
=

∑

s∈F [[[n]]]
stab(s)≡K

w(s)
|K|

n!

=
1

n!

∑

s∈F [[[n]]]
stab(s)≡K

|K| w(s) =
1

n!

∑

s∈F [[[n]]]
stab(s)≡K

∑

σ∈stab(s)

w(s)

=
1

n!

∑

(s,σ)∈F̃K [[[n]]]

w(s) =
1

n!
|F̃K [[[n]]]|w.

La proposition 1.4.3 nous assure que la définition 1.4.2 est cohérente avec celle de la

série génératrice exponentielle de l’espèce F̃K .

Définition 1.4.4. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. La série génératrice ordinaire des types de Φ-symétries d’une

espèce pondérée F = Fw, en une indéterminée x, est définie par

F̃w
Φ
(x) =

∑

n≥0

f̃n,w
Φ
xn où f̃n,w

Φ
=
∑

K∈Φ

f̃n,w
K
.

Proposition 1.4.5. Soient Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux, et Fw une espèce pondérée. On a :

F̃w
Φ
(x) =

∑

n≥0

|F̃Φ[[[n]]]|w
xn

n!
.

Démonstration. De la proposition 1.4.3, on a :

F̃w
Φ
(x) =

∑

n≥0

f̃n,w
Φ
xn =

∑

n≥0

∑

K∈Φ

f̃n,w
K

xn =
∑

n≥0

∑

K∈Φ

|F̃K [[[n]]]|w
xn

n!
.

L’ensemble F̃Φ[[[n]]] est formé par la réunion disjointe des structures de F̃K [[[n]]] pour

K ∈ Φ, ainsi

|F̃Φ[[[n]]]|w =
∑

K∈Φ

|F̃K [[[n]]]|w

et le résultat suit.

La série génératrice ordinaire des types de Φ-symétries d’une espèce pondérée F =

Fw est donc obtenue par le calcul de la série génératrice exponentielle de l’espèce Φ-

associée F̃w
Φ
.
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Proposition 1.4.6. Soient Fw une espèce pondérée, Z = {K∈cc(Sn) | n ≥ 0} et

Γ = {{idn} ≤ Sn | n ≥ 0}. On a F̃w
Z
(x) = F̃w(x) et F̃w

Γ
(x) = Fw(x).

Démonstration. D’une part, F̃w
Z
(x) =

∑
n≥0 f̃n,w

Z
xn où

f̃n,w
Z

=
∑

K∈Z

f̃n,w
K

=
∑

K∈cc(Sn)

f̃n,w
K

=
∑

K∈cc(Sn)

∑

s∈O(F [[[n]]])

stab(s)≡K

w(s)

=
∑

s∈O(F [[[n]]])

stab(s)≤Sn

w(s) =
∑

s∈O(F [[[n]]])

w(s) = f̃n,w.

D’autre part, F̃w
Γ
(x) =

∑
n≥0 f̃n,w

Γ
xn où

f̃n,w
Γ
=
∑

K∈Γ

f̃n,w
K

= f̃n,w
{idn}

=
∑

s∈O(F [[[n]]])

stab(s)={idn}

w(s) = fn,w.

Corollaire 1.4.7. On a :

F̃w(x) =
∑

n≥0

f̃n,w xn =
∑

n≥0

|F̃ [[[n]]]|w
xn

n!

et

Fw(x) =
∑

n≥0

fn,w xn =
∑

n≥0

|F [[[n]]]|w
xn

n!
.

△

Ainsi, lorsqu’il n’y a pas de restriction sur le stabilisateur des représentants

de structures dénombrées, on obtient naturellement la série ordinaire des types de

structures. De plus, en ne considérant que les structures dont le stabilisateur est le

sous-groupe trivial, on obtient la série ordinaire des types d’asymétrie.

Lemme 1.4.8. Soit Ma = (Xn/H)a, H ≤ Sn, une espèce moléculaire concentrée sur

le cardinal n dont chaque structure est de poids a ∈ A. On a Ma(x) = a xn/|H| et,

pour Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non conjugués deux à deux,

M̃a
Φ
(x) = χ(H ∈ Φ̂) a xn.
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Démonstration. Puisque M est moléculaire, il n’y a qu’un seul type de M -structures

sur [[n]]. De plus, chaque structure et chaque type de structures sont de poids a ∈ A.

Le nombre de M -structures sur [[n]] est égal au nombre de classes latérales gauches de

H dans Sn, c.-à-d. : |M [[[n]]]| = n!/|H|. Ainsi,

fn =
∑

s∈M [[[n]]]

a = a |M [[[n]]]| = a
n!

|H|
et Ma(x) = a

n!

|H|

xn

n!
= a

xn

|H|
.

Toutes les M -structures sur [[n]] ont un stabilisateur conjugué à H dans Sn, ainsi,

f̃n
Φ
=

∑

s∈O(M [[[n]]])

stab(s)∈Φ̂

a = a χ(H ∈ Φ̂) et M̃a
Φ
(x) = χ(H ∈ Φ̂) a xn.

Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv, (F + G)(x) = F (x) + G(x) et

(F ·G)(x) = F (x) ·G(x). En particulier, pour Φ un ensemble de groupes non conjugués

deux à deux, (F + G)∼Φ(x) = (F̃Φ + G̃Φ)(x) = F̃Φ(x) + G̃Φ(x) et (F̃Φ · G̃Φ)(x) =

F̃Φ(x) · G̃Φ(x). On a cependant (F ·G)∼Φ(x) 6= F̃Φ(x) · G̃Φ(x), en général.

Proposition 1.4.9. Soit Φ un ensemble de groupes non conjugués deux à deux. Pour

toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv, (F · G)∼Φ(x) = F̃Φ(x) · G̃Φ(x) si et

seulement si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes.

Démonstration. La condition sur Φ̂ est clairement suffisante par la proposition 1.3.19.

Soit M = Xn/H1, H1 ≤ Sn, et N = Xm/H2, H2 ≤ Sm, deux espèces moléculaires, du

lemme 1.4.8, on a :

M̃Φ(x) =





xn si H1 ∈ Φ̂

0 sinon

d’où

(M ·N)∼Φ(x) =





xn+m si H1 ⋆ H2 ∈ Φ̂

0 sinon

et

M̃Φ(x)ÑΦ(x) =





xn+m si H1 ∈ Φ̂ et H2 ∈ Φ̂

0 sinon.

Ce qui entrâıne la nécessité de la condition sur Φ̂ et, par linéarité, le résultat suit.
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Exemple 1.4.10. On considère S l’espèce des permutations et D celle des déran-

gements, c.-à-d. : l’espèce des permutations sans point fixe. Celles-ci sont reliées par

l’égalité combinatoire S = E ·D où E désigne l’espèce des ensembles. On a les égalités

S = E ◦ C =
∏

i≥1


∑

n≥0

En(Ci)


 .

Lorsque Φ̂ est un ensemble de groupes tel que la transformation F 7→ F̃Φ préserve

l’opération de produit, nous pouvons écrire

S̃Φ(x) =
∏

i≥1


∑

n≥0

(En(Ci))
∼Φ(x)


 .

Rappelons que E0 = 1, E1(Ci) = Ci, i ≥ 1, et E2 = C2. Ainsi, voir les exemples 1.3.22,

si mol(Φ) = {Cα1
1 Cα2

2 · · · | αi ∈ N} alors

ẼΦ(x) =
∑

n≥0

Ẽn
Φ
(x) = 1 + x+ x2.

De plus, puisque pour n ≥ 3, (En(Ci))
∼Φ(x) = 0 et pour i ≥ 2, (E2(Ci))

∼Φ(x) = 0,

S̃Φ(x) =
∏

i≥1

(
1 + C̃i

Φ
(x) + (E2(Ci))

∼Φ(x)
)
= (1 + x+ x2)

∏

i≥2

(1 + xi).

On en conclut

D̃Φ(x) =
S̃Φ(x)

ẼΦ(x)
=
∏

i≥2

(1 + xi).

Si mol(Φ) = {Eα1
1 Eα2

2 · · · | αi ∈ N}, voir l’exemple 1.3.24 , alors

ẼΦ(x) =
∑

n≥0

Ẽn
Φ
(x) =

∑

n≥0

xn =
1

1− x
.

Puisque, pour n ≥ 1 et i ≥ 3, (En(Ci))
∼Φ(x) = 0, on a

S̃Φ(x) =


∑

n≥0

Ẽn
Φ
(x)




∑

n≥0

(En(C2))
∼Φ(x)


 =

1

1− x

(
1 + x2

)

et

D̃Φ(x) =
S̃Φ(x)

ẼΦ(x)
= 1 + x2.

♦
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1.5 La série indicatrice des Φ-symétries

La notion de série indicatrice d’asymétrie ΓF (x1, x2, · · · ) d’une espèce de structures

F à été introduite dans [25] comme outil de dénombrement des F -structures asymé-

triques. La série ΓF (x1, x2, · · · ) possède des propriétés analogues à celles de la série

indicatrice des cycles ZF (x1, x2, · · · ). Une définition uniforme pour ces deux séries est

présentée dans [26].

On introduit d’abord l’espèce pondérée Xt = Xt1+Xt2+ · · · dont les structures sont

des singletons de sorte X et de poids ti, i ≥ 1. On considère ensuite l’espèce auxiliaire

Fw,t = Fw(Xt) = Fw(Xt1 +Xt2 + · · · ) où une Fw,t-structure est une Fw-structure dont

chaque élément de l’ensemble sous-jacent est muni d’un poids choisi arbitrairement

dans l’ensemble {ti | i ≥ 1} ; en fait, Fw,t = Fw ×E(Xt) = Fw ×E(Xt1 +Xt2 + · · · ) où

E désigne l’espèce des ensembles et ×, le produit cartésien d’espèces (superposition).

Le poids d’une Fw,t-structure est le poids de la F -structure multiplié par le produit des

poids des éléments de l’ensemble sous-jacent.

Ceci permet de définir simultanément les séries indicatrices des cycles ZF ([26], voir

aussi [12] p. 29) et d’asymétrie ΓF d’une espèce quelconque F comme les expressions

des fonctions symétriques en variables ti, i ≥ 1, de F̃w,t(x)|x:=1 et de Fw,t(x)|x:=1 dans

la base algébrique des sommes de puissances xi := pi(t1, t2, · · · ) = ti1 + ti2 + · · · , i ≥ 1.

Plus précisément, les types de Fw,t-structures sur un ensemble fini U sont les orbites

de l’action

SU × Fw,t[U ] −→ Fw,t[U ]

(σ, s) 7−→ σ.s = Fw,t[σ](s)
(1.5)

du groupe des permutations de U , SU , sur l’ensemble Fw,t[U ] des Fw,t-structures sur

U , voir la section 1.2. Les types d’asymétrie sont les orbites de l’action (1.5) dont les

éléments sont asymétriques. Les séries génératrices des types et des types d’asymétrie

des Fw,t-structures prennent alors les formes

F̃w,t(x) =
∑

n≥0

f̃n,w(t1, t2, · · · ) x
n et Fw,t(x) =

∑

n≥0

fn,w(t1, t2, · · · ) x
n

où les coefficients f̃n,w(t1, t2, · · · ) et fn,w(t1, t2, · · · ) sont des fonctions symétriques en
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variables ti, i ≥ 1, de degré n, n ∈ N. Posant x = 1, les séries indicatrices des cycles

ZFw(x1, x2, · · · ) et d’asymétrie ΓFw(x1, x2, · · · ) sont caractérisées par

ZFw(x1, x2, · · · )|xi:=
∑

k≥1 t
i
k
= F̃w,t(1) =

∑

s∈F̃w,t

w(s) t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · (1.6)

ΓFw(x1, x2, · · · )|xi:=
∑

k≥1 t
i
k
= Fw,t(1) =

∑

s∈Fw,t

w(s) t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · (1.7)

où s∈F̃w,t et s∈Fw,t signifient que s parcourt respectivement un système de représen-

tants des types et des types d’asymétrie de Fw,t-structures et, ni(s), désigne le nombre

d’occurrences du poids ti dans le représentant s, pour tout i ≥ 1.

Exemples 1.5.1. Soit xk =
∑

i≥1 t
k
i , k ≥ 1. Considérons E l’espèce des ensembles

(ici chaque ensemble est de poids 1). Deux Et-structures s1 et s2 sont de même type

lorsqu’elles vivent sur des ensembles de même cardinal et qu’elles ont le même nombre

d’occurrences du poids ti pour chaque i ≥ 1. Les types de Et-structures se classent donc

selon le cardinal de l’ensemble sous-jacent et ensuite par la distribution des poids. Par

conséquent,

ZE(x1, x2, · · · ) =
∑

s∈Ẽt

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · =

∑

n≥0

∑

s∈(̃Et)n

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · ·

=
∑

n≥0

∑

n1+n2+···=n

tn1
1 tn2

2 · · · =
∏

i≥1

1

1− ti

=
∏

i≥1

exp




∑

n≥1

tni
n



 = exp




∑

i≥1

∑

n≥1

tni
n





= exp




∑

n≥1

1

n

∑

i≥1

tni



 = exp




∑

n≥1

xn
n





=
∑

n≥0

1

n!

∑

σ∈Sn

xσ1
1 xσ2

2 · · ·xσn
n

où (σ1, σ2, · · · , σn) désigne le type cyclique de la permutation σ ∈ Sn.

Toute E-structure sur un ensemble de cardinal supérieur ou égal à 2 possède au

moins un automorphisme non trivial. Une Et-structure ayant plus d’une occurrence du



32

poids ti, quel que soit i ≥ 1, n’est pas asymétrique et

ΓE(x1, x2, · · · ) =
∑

s∈Et

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · ·

=
∑

0≤n1,n2,···≤1

tn1
1 tn2

2 · · · =
∏

i≥1

(1 + ti)

=
∏

i≥1

exp




∑

n≥1

(−1)n−1tni
n



 = exp




∑

i≥1

∑

n≥1

(−1)n−1tni
n





= exp




∑

n≥1

(−1)n−1

n

∑

i≥1

tni



 = exp




∑

n≥1

(−1)n−1xn
n





=
∑

n≥0

1

n!

∑

σ∈Sn

sgn(σ) xσ1
1 xσ2

2 · · ·xσn
n

où sgn(σ) = (−1)n−
∑

σi = (−1)
∑

σ2i . ♦

Comme la série des types d’asymétrie fait appel aux structures dont le stabilisateur

est trivial et que la série des types n’impose aucune restriction au stabilisateur d’une

structure, il est naturel de chercher à définir une série indicatrice pour tout ensemble

de groupes d’automorphismes donné.

Définition 1.5.2. Soient Φ ⊆ {K∈cc(Sn)|n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux et Fw, une espèce pondérée. La série indicatrice des Φ-symétries,

ou Φ-série indicatrice (ou simplement Φ-série), de l’espèce Fw est caractérisée par les

équations

ΦFw(x1, x2, · · · ) = F̃w,t
Φ
(x)|x:=1 =

∑

s∈F̃w,t
Φ

w(s) t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · ·

où ni(s), i ≥ 1, désigne le nombre d’occurrences du poids ti dans s et s∈F̃w,t
Φ

signifie que s parcourt un système de représentants des types de Fw,t-structure dont

le stabilisateur est conjugué à un groupe de Φ. La série ΦFw est l’expression de la

fonction symétrique F̃w,t
Φ
(x)|x:=1 en variables ti dans la base algébrique des sommes de

puissances, xi := pi(t1, t2, t3, · · · ) = ti1 + ti2 + ti3 + · · · , i ≥ 1.
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La définition 1.5.2 est inspirée des expressions pour les séries indicatrices (1.6) et

(1.7) en terme de F̃w,t où les restrictions sont imposées selon le contexte, c’est-à-dire :

ZFw(x1, x2, · · · )|xi:=
∑

k≥1 t
i
k
=

∑

s∈F̃w,t
Z

w(s) t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · ·

et

ΓFw(x1, x2, · · · )|xi:=
∑

k≥1 t
i
k
=

∑

s∈F̃w,t
Γ

w(s) t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · ·

où Z = {K∈cc(Sn) | n ≥ 0} et Γ = {{idn} | n ≥ 0}. La série indicatrice des Z-

symétries de l’espèce Fw correspond à sa série indicatrice des cycles [18] et la série

indicatrice des Γ-symétries correspond à sa série indicatrice d’asymétrie [25, 26].

Il est bien connu [5] que les trois séries génératrices Fw(x), F̃w(x) et Fw(x) s’ob-

tiennent des séries indicatrices ZFw(x1, x2, · · · ) et ΓFw(x1, x2, · · · ) par les spécialisations

des variables x1, x2, · · · ,

Fw(x) = ZFw(x, 0, 0, · · · ),

F̃w(x) = ZFw(x, x
2, x3, · · · ),

Fw(x) = ΓFw(x, 0, 0, · · · ),

Fw(x) = ΓFw(x, x
2, x3, · · · ),

et que les transformations Fw 7→ ZFw et Fw 7→ ΓFw préservent les opérations

combinatoires usuelles de somme, de produit, de substitution et de dérivation :

ZFw+Gv = ZFw + ZGv ,

ZFw·Gv = ZFw · ZGv ,

ZFw◦Gv = ZFw ◦ ZGv ,

ZF ′
w

= ∂
∂x1

ZFw ,

ΓFw+Gv = ΓFw + ΓGv ,

ΓFw·Gv = ΓFw · ΓGv ,

ΓFw◦Gv = ΓFw ◦ ΓGv ,

ΓF ′
w

= ∂
∂x1

ΓFw ,

où ◦ désigne la substitution pléthystique.

La transformation Fw 7→ ΦFw préserve l’opération de somme. De plus, tout comme

pour les séries des types et des types d’asymétrie, la série des types de Φ-symétries

d’une espèce pondérée F = Fw est obtenue de sa Φ-série.

Proposition 1.5.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn)|n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv,

ΦF+G(x1, x2, · · · ) = ΦF (x1, x2, · · · ) + ΦG(x1, x2, · · · ).



34

Démonstration. De la proposition 1.3.15 on a :

((F +G)(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ = (F (Xt1 +Xt2 + · · · ) +G(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ

= (F (Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ + (G(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ.

Le résultat est obtenu en posant x = 1 dans leur série génératrice.

Corollaire 1.5.4. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv,

ZF+G(x1, x2, · · · ) = ZF (x1, x2, · · · ) + ZG(x1, x2, · · · ),

ΓF+G(x1, x2, · · · ) = ΓF (x1, x2, · · · ) + ΓG(x1, x2, · · · ).

△

Proposition 1.5.5. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn)|n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toute espèce pondérée F = Fw,

ΦF (x, x
2, x3, · · · ) = F̃Φ(x) :=

∑

n≥0

f̃n,w
Φ
xn

où f̃n,w
Φ
désigne le poids total des types de Fw-structures sur [[n]] dont le stabilisateur

est conjugué à un groupe de Φ.

Démonstration. Il suffit de considérer le cas où F est une espèce moléculaire non

pondérée et le résultat suivra par linéarité. Soit M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce

moléculaire. Par définition,

ΦM (x1x, x2x
2, · · · ) = (M(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ(x) (1.8)

où xi :=
∑

k≥1 t
i
k. Posant t1 = 1 et ti = 0 ∀i 6= 1 dans (1.8), on obtient

ΦM (t1x, t
2
1x

2, t31x
3, · · · )

∣∣
t1:=1

= ΦM (x, x2, x3, · · · )

= M(Xt1)
∼Φ(x)

∣∣
t1:=1

= M̃Φ(x)

et le résultat suit.
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Corollaire 1.5.6. Pour toute espèce pondérée F = Fw,

ZF (x, x
2, x3, · · · ) = F̃ (x) et ΓF (x, x

2, x3, · · · ) = F (x).

△

En ce qui concerne la série génératrice exponentielle F (x) pour les F -structures

étiquetées, on a cependant

ΦF (x, 0, 0, · · · ) 6= F (x), (1.9)

en général, bien que ZF (x, 0, 0 · · · ) = F (x) = ΓF (x, 0, 0, · · · ). En effet, prenant Φ =

{Sn | n ≥ 0} et F = E on obtient, après calculs,

ΦE(x1, x2, x3, · · · ) = 1 + x1 + x2 + x3 + · · · .

D’où ΦE(x, 0, 0, · · · ) = 1 + x 6= ex = E(x). Nous dégageons, à la section 2.2, une

condition sur Φ qui fait en sorte que (1.9) devienne une égalité pour toute espèce

pondérée F = Fw.



Chapitre 2

Les Φ-polynômes indicateurs des

espèces moléculaires

Puisque la transformation F 7→ ΦF préserve la somme, les propriétés de la Φ-série

d’une espèce pondérée

Fw =
∑

n≥0

∑

M∈Mn
a∈A

fMa Ma

se déduisent, par linéarité, des propriétés de la Φ-série d’une espèce moléculaire non

pondérée générique. En effet,

ΦFw(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥0

∑

M∈Mn
a∈A

fMa ΦMa(x1, x2, · · · )

=
∑

n≥0

∑

M∈Mn
a∈A

fMa a ΦM (x1, x2, · · · ).

Les Φ-séries d’espèces moléculaires sont en fait, par la relation xk =
∑

i≥1 t
k
i , des

polynômes en variables xk, k ≥ 1, et des séries en variables ti, i ≥ 1.

Nous nous concentrons, pour commencer, sur la décomposition moléculaire de

l’espèce M(Xt1 +Xt2 + · · · ) où M est elle-même moléculaire. Cette décomposition est

décrite à l’aide de classes bilatérales et nous permet de donner explicitement les Φ-séries

des espèces moléculaires concentrées sur un cardinal inférieur ou égal à 4 pour tout

ensemble générique Φ de groupes non conjugués deux à deux. De plus, nous obtenons
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à l’aide du langage de calcul symbolique Maple [8], les séries indicatrices d’asymétrie

des espèces moléculaires et des espèces atomiques concentrées respectivement sur 5 et 6

points (voir l’appendice A). Celles-ci sont nouvelles et prolongent les tables existantes.

À la section suivante, nous dégageons des conditions nécessaires et suffisantes à

imposer à l’ensemble Φ, pour que la série génératrice F (x) de l’espèce pondérée F = Fw

soit obtenue par la spécialisation des variables, (x1, x2, x3, · · · ) := (x, 0, 0, · · · ), dans sa

Φ-série.

Très peu de formes closes pour ΓF sont connues. À la section 2.3, nous obtenons

une forme close pour la série indicatrice d’asymétrie ΓE± de l’espèce E± des ensembles

orientés ; illustrant ainsi l’utilité de la décomposition moléculaire présentée à la

section 2.1 lorsque les classes bilatérales sont simples à traiter. Nous donnons aussi

la q-série, au sens de Décoste [12, 13], correspondant à ΓE±(x1, x2, · · · ).

Aux sections subséquentes, nous nous intéressons à une version pondérée du lemme

de Burnside due à Stockmeyer [51]. Celle-ci utilise l’inversion de Möbius dans des

treillis de sous-groupes telle que présentée par Rota dans [44]. Elle fournit une méthode

alternative pour l’énumération des K-symétries d’une espèce pondérée M(Xt1 +Xt2 +

· · · ) où M est moléculaire et K ≤ Sn. Nous obtenons finalement quelques identités

reliant la série des types de K-symétries de l’espèce M(Xt1 + Xt2 + · · · ), aux valeurs

de la fonction de Möbius sur des treillis de sous-groupes et nous examinons, dans le

cadre des Φ-séries, le résultat des substitutions simultanées ∆ : xk := (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1,

introduites par Décoste [12] pour le q-dénombrement des structures d’une espèce.

2.1 Les classes bilatérales dans la décomposition molé-

culaire d’une espèce

De façon générale, le calcul de la série indicatrice des Φ-symétries est difficile si on ne

se sert que de la définition 1.5.2. Nous utiliserons un outil important de calcul, présenté

et démontré dans [25], faisant appel aux espèces multisortes. Ce dernier nous permet

d’obtenir la décomposition moléculaire de l’espèce à une sorte M(Xt1 +Xt2 + · · · ) où
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M est elle-même moléculaire.

Rappelons qu’une espèce multisorte pondérée F = Fw = F (T1, T2, · · · ) est définie

sur des ensembles formés d’un nombre fini ou infini de sortes de points T1, T2, · · · .

Plus précisément, les F -structures vivent sur des multiensembles finis de la forme U =

(U1, U2, · · · ) où les éléments de Ui sont dits de sorte Ti, i ≥ 1. Il est souvent utile de

représenter le multiensemble U = (U1, U2, · · · ) par la réunion disjointe U = ⊎i≥1Ui.

Les espèces multisortes pondérées se distinguent des espèces pondérées à une sorte par

le fait que les transports s’effectuent le long de bijections qui préservent la sorte des

points, c.-à-d. : les morphismes de transport F [σ] : F [U ] → F [V ] sont effectués le long

de bijections σ : U → V de la forme σ = σ1 + σ2 + · · · où σi : Ui
∼
→ Vi, i ≥ 1,

U = ⊎i≥1Ui et V = ⊎i≥1Vi. Le transport des structures dans le contexte des espèces

multisortes pondérées doit donc non seulement préserver le poids global des structures

mais aussi en préserver les sortes.

Proposition 2.1.1 (G. Labelle [25]). Soit M = M(X) = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce

moléculaire et soient T1, T2, · · · une infinité de sortes de singletons. La décomposition

moléculaire de l’espèce multisorte M(T1 + T2 + · · · ) est donnée par

M(T1 + T2 + · · · ) =
∑

n1+n2+···=n

∑

τ∈Sn1,n2,···\Sn/H

Tn1
1 Tn2

2 · · ·

(τHτ−1) ∩Sn1,n2,···

où Sn1,n2,··· := Sn1 ⋆ Sn2 ⋆ · · · ≤ Sn, K\G/H = {KgH|g ∈ G} désigne l’ensemble des

classes bilatérales de G selon (K,H) et τ∈K\G/H signifie que τ parcourt un système

de représentants de K\G/H.

Démonstration. Considérons la composition n = n1 + n2 + · · · et l’ensemble formé par

la réunion disjointe :

U = [[n]] = {1, 2, · · · , n1} ⊎ · · · ⊎ {nk + · · ·+ n1 + 1, · · · , nk+1 + · · ·+ n1} ⊎ · · · .

Soit M(T1 + T2 + · · · )|n1,n2,··· l’espèce de toutes les M(T1 + T2 + · · · )-structures vivant

sur l’ensemble U ci-dessus. Nous voulons partager l’action

Sn1,n2,··· ×M [U ] −→ M [U ]

(σ, s) 7−→ σ.s = M [σ](s)
(2.1)
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en orbites disjointes. Puisque M = Xn/H est moléculaire et que toute M -structure

s s’identifie à une classe latérale gauche de H dans Sn, c.-à-d. : s = τH ∈ M [U ] où

τ ∈ Sn, le stabilisateur de s dans Sn1,n2,··· est donné par

stabSn1,n2,···
(τH) = stabSn(τH) ∩Sn1,n2,···

= (τHτ−1) ∩Sn1,n2,···.

Ainsi, s = τH vue comme une M(T1 + T2 + · · · )|n1,n2,···-structure appartient à l’espèce

moléculaire multisorte

Tn1
1 Tn2

2 · · ·

stabSn1,n2,···
(τH)

=
Tn1
1 Tn2

2 · · ·

(τHτ−1) ∩Sn1,n2,···

et l’orbite de s = τH sous l’action (2.1) est donnée par la classe bilatérale

Sn1,n2,··· · (τH) = Sn1,n2,···τH.

La conclusion est obtenue du fait que les classes bilatérales forment toujours une

partition du groupe ambiant.

Proposition 2.1.2. Soit M = M(X) = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire. La

décomposition moléculaire de l’espèce à une sorte M(Xt1 +Xt2 + · · · ), où Xti désigne

l’espèce des singletons de poids ti, i ≥ 1, est donnée par

M(Xt1 +Xt2 + · · · ) =
∑

n1+n2+···=n

∑

τ∈Sn1,n2,···\Sn/H

(
Xn

(τHτ−1) ∩Sn1,n2,···

)

t
n1
1 t

n2
2 ···

.

Démonstration. Puisque la substitution d’espèces à une sorte dans une espèce

multisorte donne lieu à une espèce à une seule sorte, voir [5, 54],

M(Xt1 +Xt2 + · · · ) = M(T1 + T2 + · · · )|Ti=Xti ,i≥1

=
∑

n1+n2+···=n
τ∈Sn1,n2,···\Sn/H

Tn1
1 Tn2

2 · · ·

(τHτ−1) ∩Sn1,n2,···

∣∣∣∣
Ti=Xti ,i≥1

=
∑

n1+n2+···=n
τ∈Sn1,n2,···\Sn/H

Xn1
t1
Xn2

t2
· · ·

(τHτ−1) ∩Sn1,n2,···
.

Il suffit maintenant de constater que le poids total d’une
X

n1
t1

X
n2
t2

···

(τHτ−1)∩Sn1,n2,···
-structure est

tn1
1 tn2

2 · · · et le résultat suit.
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Proposition 2.1.3. Soit M = M(X) = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire, on a

M(Xt1 +Xt2 + · · · ) =
∑

λ⊢n

∑

(n1,n2,··· )+=λ

∑

τ∈Sλ\Sn/H

(
Xn

(τHτ−1) ∩Sλ

)

t
n1
1 t

n2
2 ···

où (n1, n2, · · · )
+ désigne le partage formé des entiers non nuls de la suite (n1, n2, · · · ).

Démonstration. Rappelons que tous les sous-groupes de Young Sn1,n2,··· ≤ Sn

provenant d’une composition n1 + n2 + · · · = n dont le partage sous-jacent est λ sont

conjugués dans Sn, c.-à-d. : ∃ω ∈ Sn tel que ωSn1,n2,···ω
−1 = Sλ. De plus,

τ ∈ Sn1,n2,··· σH ∈ Sn1,n2,···\Sn/H ⇐⇒ ωτ ∈ Sλ ωσH ∈ Sλ\Sn/H.

En effet, τ ∈ Sn1,n2,··· σH si et seulement si ∃β ∈ Sn1,n2,··· et h ∈ H tels que τ = βσh.

Or, ωτ = ωβσh = ωβω−1ωσh = θ(ωσ)h où θ = ωβω−1 ∈ Sλ si et seulement si

ωτ ∈ Sλ ωσH. De plus, puisque

ω
(
(τHτ−1) ∩Sn1,n2,···

)
ω−1 =

(
ωτHτ−1ω−1

)
∩
(
ωSn1,n2,···ω

−1
)

=
(
(ωτ)H(ωτ)−1

)
∩Sλ,

(τHτ−1) ∩ Sn1,n2,··· est conjugué à (ωτ)H(ωτ)−1 ∩ Sλ et, par le regroupement des

termes du résultat énoncé à la proposition 2.1.2 selon les partages sous-jacents des

compositions de n, le résultat suit.

Définition 2.1.4. Soient H et K, deux sous-groupes de Sn et λ un partage de n. On

définit les nombres Tλ(H,K) par

Tλ(H,K) :=
∣∣{τ∈Sλ\Sn/H | (τHτ−1) ∩Sλ ≡ K}

∣∣ .

De plus, pour Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non conjugués deux à

deux, on définit les nombres TΦ
λ (H) par

TΦ
λ (H) :=

∑

K∈Φ

Tλ(H,K) =
∣∣∣{τ∈Sλ\Sn/H | (τHτ−1) ∩Sλ ∈ Φ̂}

∣∣∣

où Φ̂ désigne le saturé de Φ sous la conjugaison.
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Pour M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire et λ un partage de n, Tλ(H,K)

(respectivement TΦ
λ (H)) désigne le nombre de types de M(Xt1 +Xt2 + · · · )-structures

dont la distribution sous-jacente des poids est λ, c.-à-d. : (n1, n2, · · · )
+ = λ, et dont le

stabilisateur est conjugué à K ≤ Sn (resp. à un groupe appartenant à Φ).

Remarque 2.1.5. Soit M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire. Toute M -

structure sur [[n]] a un stabilisateur conjugué à H dans Sn. Lorsqu’on colore les M -

structures, c.-à-d. : chaque élément de l’ensemble sous-jacent est muni d’un poids dans

l’ensemble {ti | i ≥ 1}, et qu’on ne considère que celles dont le stabilisateur est conjugué

à un groupe K donné, nous aurons Tλ(H,K) 6= 0 seulement si K est conjugué à un

sous-groupe de H, c.-à-d. : seulement si K ∩ sg(H) 6= ∅. 2

Proposition 2.1.6. Soient M = M(X) = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire et

K un sous-groupe de Sn. On a :

M(Xt1 +Xt2 + · · · )∼K =
∑

λ⊢n

∑

(n1,n2,··· )+=λ

Tλ(H,K)

(
Xn

K

)∼

t
n1
1 t

n2
2 ···

.

Démonstration. De la proposition 2.1.3, on a :

M(Xt1 +Xt2 + · · · )∼K =
∑

λ⊢n

∑

(n1,n2,··· )+=λ

∑

τ∈Sλ\Sn/H

(
Xn

(τHτ−1) ∩Sλ

)∼K

t
n1
1 t

n2
2 ···

=
∑

λ⊢n

∑

(n1,n2,··· )+=λ

∑

τ∈Sλ\Sn/H
(τHτ−1)∩Sλ≡K

(
Xn

K

)∼

t
n1
1 t

n2
2 ···

=
∑

λ⊢n

∑

(n1,n2,··· )+=λ

Tλ(H,K)

(
Xn

K

)∼

t
n1
1 t

n2
2 ···

.

La fonction symétrique monomiale associée à un partage λ de n est définie par

monλ(t1, t2, · · · ) =
∑

(n1,n2,··· )+=λ

tn1
1 tn2

2 · · · .

En particulier, voir [40],

mon(n)(t1, t2, · · · ) =
∑

i≥1

tni ,

mon(1n)(t1, t2, · · · ) =
∑

i1<i2<···<in

ti1ti2 · · · tin
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et

∑

n≥0

mon(n)(t1, t2, · · · ) =
∏

i≥1

1

1− ti
= ZE(x1, x2, · · · )|xk:=

∑
i≥1 t

k
i
,

∑

n≥0

mon(1n)(t1, t2, · · · ) =
∏

i≥1

(1 + ti) = ΓE(x1, x2, · · · )|xk:=
∑

i≥1 t
k
i
.

Proposition 2.1.7. Soit M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire. La série

indicatrice des Φ-symétries de l’espèce M est donnée par

ΦM (x1, x2, · · · ) =
∑

λ⊢n

TΦ
λ (H) monλ(t1, t2, · · · ) (2.2)

où xk =
∑

i≥1 t
k
i , k ≥ 1.

Démonstration. De la proposition 2.1.6, on a successivement

ΦM (x1, x2, · · · ) = (M(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ (1)

=
∑

K∈Φ

(M(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼K (1)

=
∑

K∈Φ

∑

λ⊢n

∑

(n1,n2,··· )+=λ

Tλ(H,K)

(
Xn

K

)∼

t
n1
1 t

n2
2 ···

(1)

=
∑

λ⊢n

(∑

K∈Φ

Tλ(H,K)

) ∑

(n1,n2,··· )+=λ

tn1
1 tn2

2 · · ·

=
∑

λ⊢n

TΦ
λ (H) monλ(t1, t2, · · · ).

Exemple 2.1.8. Afin d’illustrer l’emploi de l’expression (2.2), nous calculons la Φ-série

de l’espèce des polygones sur 4 points, P4. Notons que ce calcul a été effectué en partie

à l’aide de la librairie SF [49] disponible sur Maple [8]. Puisque le stabilisateur de toute

P4-structure sur [[4]] est conjugué au groupe diédral D4,

ΦP4(x1, x2, · · · ) =
∑

λ⊢4

TΦ
λ (D4) monλ(t1, t2, · · · ) (2.3)

où, voir [40, 49], pour xk =
∑

i≥1 t
k
i , k ≥ 1,
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λ ⊢ 4 monλ(t1, t2, · · · )

(4) x4

(3, 1) x1x3 − x4

(2, 2) 1
2

(
x22 − x4

)

(2, 1, 1) 1
2x

2
1x2 − x1x3 −

1
2x

2
2 + x4

(1, 1, 1, 1) 1
24x

4
1 −

1
4x

2
1x2 +

1
3x1x3 +

1
8x

2
2 −

1
4x4.

Pour chacun des partages de 4, nous décomposons le nombre de représentants τ des

classes bilatérales Sλ\S4/D4 (voir le tableau 2.1) selon les classes de conjugaison des

groupes (τD4τ
−1)∩Sλ. Nous en déduisons les nombres TΦ

λ (D4) de l’expression (2.3) en

terme de Φ et obtenons

ΦP4 = χ(D4 ∈ Φ̂)mon4 + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)mon3,1

+
(
χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂) + χ(S2,2 ∈ Φ̂)

)
mon2,2

+
(
χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂) + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)

)
mon2,1,1 + 3χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)mon1,1,1,1

= χ(D4 ∈ Φ̂)mon4 + χ(S2,2 ∈ Φ̂)mon2,2 + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂) (mon3,1 +mon2,1,1)

+ χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)mon2,2 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂) (mon2,1,1 + 3mon1,1,1,1)

= χ(D4 ∈ Φ̂)x4 + χ(S2,2 ∈ Φ̂)

(
x22
2

−
x4
2

)
+ χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)

(
x21x2
2

−
x22
2

)

+ χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)

(
x22
2

−
x4
2

)
+ χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x41
8

−
x21x2
4

−
x22
8

+
x4
4

)
.

Dans cette expression, H ≀K désigne le produit en couronne de deux groupes H et K

(voir la définition 3.2.4). ♦

Par des calculs analogues à celui effectué à l’exemple 2.1.8, nous avons obtenu la

Φ-série de chacune des espèces moléculaires concentrées sur un cardinal inférieur ou

égal à 4, voir le tableau 2.2. Les notations pour ces espèces moléculaires sont tirées de

[33].

Corollaire 2.1.9. Pour toute espèce moléculaire M = Xn/H, H ≤ Sn, on a :

ZM (x1, x2, · · · ) =
∑

λ⊢n

|Sλ\Sn/H| monλ(t1, t2, · · · )
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Tableau 2.1 – La décomposition de P4(Xt1 +Xt2 + · · · )

λ |Sλ\S4/D4| (τD4τ−1) ∩Sλ TΦ
λ (D4) TZ

λ (D4) TΓ
λ (D4)

(4) 1 D4 χ(D4 ∈ Φ̂) 1 0

(3, 1) 1 S2,1,1 χ(S2,1,1 ∈ Φ̂) 1 0

(2, 2) 1 S2 ≀S1,1 χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)+ 2 0

1 S2,2 χ(S2,2 ∈ Φ̂)

(2, 1, 1) 1 S1,1,1,1 χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)+ 2 1

1 S2,1,1 χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)

(1, 1, 1, 1) 3 S1,1,1,1 3χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂) 3 3

et

ΓM (x1, x2, · · · ) =
∑

λ⊢n

Tλ(H, {idn}) monλ(t1, t2, · · · ).

Démonstration. Il suffit de constater que

TZ
λ (H) =

∣∣∣{τ∈Sλ\Sn/H | (τHτ−1) ∩Sλ ∈ Ẑ}
∣∣∣ = |Sλ\Sn/H|

et que

TΓ
λ (H) =

∣∣∣{τ∈Sλ\Sn/H | (τHτ−1) ∩Sλ ∈ Γ̂}
∣∣∣ = Tλ(H, {idn})

et le résultat suit.

A l’aide de Maple [8] et de la librairie SF [49], nous avons calculé la série indicatrice

d’asymétrie de chacune des espèces moléculaires concentrées sur le cardinal 5 et pour

chacune des espèces atomiques concentrées sur le cardinal 6 (voir l’appendice A).
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Tableau 2.2 – Les Φ-polynômes de M ∈ Mn, n ≤ 4

M ΦM (x1, x2, · · · )

1 χ(S0 ∈ Φ̂)

X χ(S1 ∈ Φ̂)x1

E2 χ(S2 ∈ Φ̂)x2 + χ(S1,1 ∈ Φ̂)
(
x2
1
2 − x2

2

)

X2 χ(S1,1 ∈ Φ̂)x21

E3 χ(S3 ∈ Φ̂)x3 + χ(S2,1 ∈ Φ̂) (x1x2 − x3) + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
6 − x1x2

2 + x3
3

)

C3 χ(Z3 ∈ Φ̂)x3 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
3 − x3

3

)

XE2 χ(S2,1 ∈ Φ̂)x1x2 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
2 − x1x2

2

)

X3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)x31

E4 χ(S4 ∈ Φ̂)x4 + χ(S3,1 ∈ Φ̂) (x1x3 − x4) + χ(S2,2 ∈ Φ̂)
(
x2
2
2 − x4

2

)

+χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)
(
x2
1x2

2 − x1x3 −
x2
2
2 + x4

)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1

24 −
x2
1x2

4 + x1x3
3 +

x2
2
8 − x4

4

)

E±
4 χ(A4 ∈ Φ̂)x4 + χ(Z3 ⋆S1 ∈ Φ̂) (x1x3 − x4) + χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)

(
x2
2
2 − x4

2

)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1

12 − x1x3
3 −

x2
2
4 + x4

2

)

P4 χ(D4 ∈ Φ̂)x4 + χ(S2,2 ∈ Φ̂)
(
x2
2
2 − x4

2

)
+ χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)

(
x2
1x2

2 −
x2
2
2

)

+χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)
(
x2
2
2 − x4

2

)
+ χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x4
1
8 −

x2
1x2

4 −
x2
2
8 + x4

4

)

XE3 χ(S3,1 ∈ Φ̂)x1x3 + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)
(
x21x2 − x1x3

)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1
6 −

x2
1x2

2 + x1x3
3

)

E2
2 χ(S2,2 ∈ Φ̂)x22 + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)

(
x21x2 − x22

)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1
4 −

x2
1x2

2 +
x2
2
4

)

P bic
4 χ(Dbic

4 ∈ Φ̂)x4 + χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)
(
3x2

2
2 − 3x4

2

)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1
4 −

3x2
2

4 + x4
2

)

C4 χ(Z4 ∈ Φ̂)x4 + χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)
(
x2
2
2 − x4

2

)
+ χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x4
1
4 −

x2
2
4

)

XC3 χ(Z3 ⋆S1 ∈ Φ̂)x1x3 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1
3 − x1x3

3

)

X2E2 χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)x21x2 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x4
1
2 −

x2
1x2

2

)

E2 ◦X
2 χ(S2 ≀S1,1 ∈ Φ̂)x22 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x4
1
2 −

x2
2
2

)

X4 χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)x41
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2.2 Les séries génératrices obtenues par la spécialisation

des variables dans les Φ-séries indicatrices

En général, pour toute espèce pondérée F = Fw et tout ensemble Φ de groupes

non conjugués deux à deux, ΦF (x, 0, 0, · · · ) 6= F (x) comme nous l’avons vu à la fin du

chapitre 1. Afin de trouver les conditions à imposer à l’ensemble Φ pour que, quelle

que soit l’espèce pondérée F = Fw, on ait ΦF (x, 0, 0, · · · ) = F (x), nous abordons

rapidement la notion de changement de base dans l’espace des fonctions symétriques.

L’idée est d’obtenir une expression explicite pour la Φ-série en terme des sommes de

puissances xi := pi(t1, t2, · · · ) =
∑

k≥1 t
i
k, i ≥ 1, pour ensuite poser (x1, x2, x3, · · · ) =

(x, 0, 0, · · · ).

Soient {uλ}λ⊢n et {vλ}λ⊢n, deux bases totalement ordonnées de l’espace des

fonctions symétriques de degré n. La matrice de passage de la base {uλ}λ⊢n à la base

{vλ}λ⊢n, notée M(u, v), est la matrice (Mλµ) des coefficients de la famille d’équations

uλ =
∑

µ⊢n

Mλµvµ, λ ⊢ n.

On s’intéresse particulièrement à la matrice de passage de la base des fonctions symétri-

ques monomiales {monλ}λ⊢n à celle des sommes de puissances {pλ}λ⊢n.

Notons qu’il existe plusieurs interprétations combinatoires pour les matrices de

passage d’une base à l’autre. Stembridge [50] nous a communiqué l’interprétation

combinatoire suivante pour la matrice de passage de la base des sommes de puissances

{pλ}λ⊢n à la base des fonctions symétriques homogènes {hλ}λ⊢n :

Soit λ un partage de n, λ = (λ1, λ2, · · · , λℓ(λ)), et Lλ (respectivement Gλ) un graphe

sur n sommets formé de ℓ(λ) chemins (respectivement cycles) disjoints de longueurs

λ1, λ2, · · · , λℓ(λ). On a

pλ =
∑

µ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(µ) Aλµ hµ (2.4)

où Aλµ désigne le nombre de sous-graphes de Gλ isomorphes à Lµ.

Nous nous intéressons donc à une dualisation de (2.4) qui permet de passer des

fonctions symétriques monomiales aux sommes de puissances. Il est bien connu [40] que
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si {u′λ}λ⊢n et {v′λ}λ⊢n sont des bases duales de {uλ}λ⊢n et de {vλ}λ⊢n respectivement,

la matrice de passage M(u′, v′) entre les bases duales est obtenue de M(u, v) par la

transposition M(u′, v′) = M(v, u)T . Puisque

< monλ, hµ >= δλµ et que < pλ,
pµ

aut(µ)
>= δλµ,

où δλµ = χ(λ = µ), on a M(mon, p
aut) = M(h′, p′) = M(p, h)T et ainsi,

monλ =
∑

µ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(µ) Aµλ
pµ

aut(µ)
. (2.5)

Par linéarité, (2.5) donne lieu à l’expression explicite suivante pour la Φ-série d’une

espèce moléculaire en terme des sommes de puissances.

Proposition 2.2.1. Soient Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux et M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire. On a

ΦM (x1, x2, · · · ) =
∑

µ⊢n

(∑

λ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(µ) Aµλ TΦ
λ (H)

)
pµ

aut(µ)
(2.6)

où pµ = pµ1pµ2 · · · = xµ1xµ2 · · · . △

Proposition 2.2.2. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour une espèce pondérée Fw, on a

ΦFw(x, 0, 0, · · · ) = Fw(x) :=
∑

n≥0

fn,w
xn

n!

où fn,w désigne le poids total des Fw-structures sur [[n]], si et seulement si

{{idn} | n ≥ 0, Fn 6= 0} ⊆ Φ.

Démonstration. Soit M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire. On a :

ΦM (x, 0, 0, · · · ) := ΦM (x1, x2, x3, · · · )|x1:=x
x2=x3=···:=0

où ΦM est donnée par (2.6). En posant (x1, x2, x3, · · · ) := (x, 0, 0, · · · ), on obtient

pµ|x1:=x
x2=x3=···:=0

= xn χ(µ = (1n))
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et on vérifie facilement que A(1n)λ = χ(λ = (1n)). Ainsi A(1n)(1n) fournit le seul

coefficient non nul de ΦM (x, 0, 0, · · · ) et

ΦM (x, 0, 0, · · · ) = TΦ
(1n)(H)

xn

n!

où

TΦ
(1n)(H) =

∣∣∣{τ∈S(1n)\Sn/H | (τHτ−1) ∩S(1n) ∈ Φ̂}
∣∣∣

= |{τ∈Sn/H | {idn} ∈ Φ}| =
n!

|H|
χ({idn} ∈ Φ).

Par conséquent,

ΦM (x, 0, 0, · · · ) = χ({idn} ∈ Φ) M(x)

et, par linéarité, le résultat suit.

Corollaire 2.2.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toute espèce pondérée F = Fw,

ΦF (x, 0, 0, · · · ) = F (x)

si et seulement si Γ ⊆ Φ. △

Corollaire 2.2.4. Pour toute espèce pondérée F = Fw,

ZF (x, 0, 0, · · · ) = F (x) = ΓF (x, 0, 0, · · · ).

△

2.3 La série indicatrice et la q-série d’asymétrie de l’espèce

des ensembles orientés

Très peu de formes closes pour ΓF sont connues, voir par exemple [5, 24, 25, 26].

Dans cette section, nous obtenons une forme close pour la série indicatrice d’asymétrie

ΓE±(x1, x2, · · · ) de l’espèce E±, des ensembles orientés ; illustrant ainsi l’utilité de la

décomposition moléculaire présentée à la proposition 2.1.2 lorsque les classes bilatérales
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Sn1,n2,···\Sn/H sont simples à traiter. Nous terminons la section par le calcul de la

q-série d’asymétrie de E± (au sens de Décoste [12, 13]) obtenue par les substitutions

simultanées xk := (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1, dans la série ΓE±(x1, x2, · · · ).

Un ensemble orienté est un ordre total à une permutation paire près. Une structure

d’ensemble orienté peut aussi être interprétée comme une base orientée d’un espace

vectoriel de dimension finie ou comme une disposition des éléments d’un ensemble aux

sommets d’un simplexe orienté, ou encore, comme un ensemble de positions réalisables

au jeu de taquin [56]. Plus précisément, nous donnons la définition suivante.

Définition 2.3.1. Soit U , un ensemble fini de cardinal n. Une structure d’ensemble

orienté sur U est une orbite de l’action naturelle An×Xn[U ] → Xn[U ] du groupe alterné

An ≤ Sn sur l’ensemble Xn[U ] des n! façons d’ordonner totalement les éléments de U .

L’espèce des ensembles orientés concentrée sur le cardinal n s’écrit comme le

quotient E±
n = Xn/An et, sommant sur n, l’espèce des ensembles orientés s’écrit

comme la somme E± =
∑

n≥0X
n/An. Il n’y a qu’une structure d’ensemble orienté

sur un ensemble de cardinal 0 ou 1 et exactement deux structures sur tout ensemble de

cardinal supérieur à 1. La décomposition moléculaire de l’espèce E± est

E± = E±
0 + E±

1 + E±
2 + · · ·+ E±

n + · · ·

= 1 +X +X2 + C3 + E±
4 + · · ·+ E±

n + · · ·

où 1 désigne l’espèce de l’ensemble vide, X l’espèce des singletons et C3 l’espèce des

cycles de longueur 3.

Proposition 2.3.2. Soit E±
n , l’espèce des ensembles orientés concentrée sur le cardinal

n ≥ 2. La décomposition moléculaire de l’espèce E±
n (Xt1 +Xt2 + · · · ) est donnée par

E±
n (Xt1 +Xt2 + · · · ) = 2

∑

n1+n2+···=n
∀i:ni≤1

(Xn)tn1
1 t

n2
2 ··· +

∑

n1+n2+···=n
∃i:ni≥2

(
Xn

An ∩Sn1,n2,···

)

t
n1
1 t

n2
2 ···

.

Démonstration. De la proposition 2.1.2, on a :

E±
n (Xt1 +Xt2 + · · · ) =

∑

n1+n2+···=n
τ∈Sn1,n2,···\Sn/An

(
Xn

(τAnτ−1) ∩Sn1,n2,···

)

t
n1
1 t

n2
2 ···

.
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Pour n ≥ 2, l’ensemble des classes bilatérales

Sn1,n2,···\Sn/An = {Sn1,n2,···τAn|τ ∈ Sn} = {Sn1,n2,···An,Sn1,n2,···(12)An}

contient au plus deux éléments. Distinguons deux situations selon que ∀i : ni ≤ 1 ou

que ∃i : ni ≥ 2 :

1. Si ∀i : ni ≤ 1, alors Sn1,n2,··· = {idn} et Sn1,n2,···\Sn/An = {An, (12)An}. Ainsi,

quel que soit le représentant τ∈Sn1,n2,···\Sn/An, on a :

(τAnτ
−1) ∩Sn1,n2,··· = {idn}.

2. Si ∃i : ni ≥ 2, alors Sn1,n2,···\Sn/An = {Sn}. Quel que soit le représentant

τ∈Sn1,n2,···\Sn/An,on a : τAnτ
−1 = An et

(τAnτ
−1) ∩Sn1,n2,··· = An ∩Sn1,n2,··· .

Puisqu’il y a deux éléments dans l’ensemble Sn1,n2,···\Sn/An dans la première situation

et un seul dans la seconde, on a pour n ≥ 2,

E±
n (Xt1 +Xt2 + · · · ) = 2

∑

n1+n2+···=n
∀i:ni≤1

(Xn)tn1
1 t

n2
2 ··· +

∑

n1+n2+···=n
∃i:ni≥2

(
Xn

An ∩Sn1,n2,···

)

t
n1
1 t

n2
2 ···

.

Le prochain résultat décrit explicitement la série ZE± et est bien connu en théorie

des espèces de structures [5, 12] et en théorie de Pólya [41, 42]. Nous en donnons une

démonstration, basée sur la décomposition moléculaire de la proposition 2.3.2, qui a

l’avantage de préparer au calcul, plus complexe, de la série ΓE± .

Proposition 2.3.3. La série indicatrice des cycles de l’espèce des ensembles orientés

est donnée par les formules équivalentes

ZE±(x1, x2, · · · ) = exp




∑

n≥1

xn
n



+ exp




∑

n≥1

(−1)n−1xn
n



− 1− x1

= ZE(x1, x2, · · · ) + ZE(x1,−x2, x3,−x4, · · · )− 1− x1

= 1 + x1 +
∑

n≥2

1

n!

∑

σ∈Sn

(1 + sgn(σ)) xσ1
1 · · ·xσn

n

où σi, i ≥ 1, désigne le nombre de cycles de longueur i dans la permutation σ.



51

Démonstration. Rappelons que ZF (x1, x2, · · · ) = F̃t(x)|x:=1 exprimée dans la base

des sommes de puissances xk :=
∑

i≥1 t
k
i . En sommant sur n le résultat énoncé à la

proposition 2.3.2, on obtient successivement

ZE± = E±(Xt1 +Xt2 + · · · )∼(1)

= 1 + (t1 + t2 + · · · ) + 2
∑

n1+n2+···=n≥2
∀i:ni≤1

tn1
1 tn2

2 · · ·+
∑

n1+n2+···=n≥2
∃i:ni≥2

tn1
1 tn2

2 · · ·

= −1− (t1 + t2 + · · · ) +
∑

n1+n2+···=n≥0
∀i:ni≤1

tn1
1 tn2

2 · · ·+
∑

n1+n2+···=n≥0

tn1
1 tn2

2 · · ·

= −1− (t1 + t2 + · · · ) +
∏

i≥1

(1 + ti) +
∏

i≥1

1

(1− ti)

= −1− x1 + exp




∑

n≥1

(−1)n−1xn
n



+ exp




∑

n≥1

xn
n





= −1− x1 + ZE(x1,−x2, x3,−x4, · · · ) + ZE(x1, x2, · · · )

= 1 + x1 +
∑

n≥2

1

n!

∑

σ∈Sn

(sgn(σ) + 1) xσ1
1 · · ·xσn

n .

La série ZE±(x1, x2, · · · ) correspond à la somme sur n, n ≥ 0, des polynômes

indicateurs des cycles du groupe alterné An agissant naturellement sur [[n]], voir [40].

Notons, de plus, que cette dernière expression découle de la définition, voir [5], de la

série ZF en terme du nombre de F -structures fixées par une permutation σ. En effet,

pour n ≥ 2, si une permutation σ est paire, elle laisse les deux E±-structures sur [[n]]

fixes et, si elle est impaire, elle n’en laisse aucune fixe.

Proposition 2.3.4. La série indicatrice d’asymétrie de l’espèce des ensembles orientés

est donnée par les formules équivalentes

ΓE±(x1, x2, · · · ) = (2 + x2 − x3 + x4 − x5 + · · · ) exp




∑

n≥1

(−1)n−1xn
n



− 1− x1

= (2 + x2 − x3 + x4 − x5 + · · · ) ΓE(x1, x2, · · · )− 1− x1

= 1 + x1 +
∑

n≥2

1

n!

∑

σ∈Sn

(2 + σ1 − n) sgn(σ) xσ1
1 · · ·xσn

n

où σi, i ≥ 1, désigne le nombre de cycles de longueur i dans la permutation σ.
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Démonstration. Pour simplifier l’écriture de la démonstration qui suit, nous utilisons

la notation multiplicative pour les partages, c.-à-d. : ω = (1ω12ω2 · · ·nωn) ⊢ n signifie

que ω a ωi parts de longueur i, i ∈ [[n]]. Notons d’abord que pour n1, n2, · · · ∈ N tels

que n1 + n2 + · · · = n ≥ 2,

An ∩Sn1,n2,··· = {idn} ⇐⇒





∀i : ni ≤ 1

ou

∃ ! j : nj = 2 et ∀i 6= j : ni ≤ 1.

(2.7)

Rappelons que ΓF (x1, x2, · · · ) = Ft(x)|x:=1 exprimée dans la base des sommes de

puissances. On s’intéresse uniquement aux termes de la décomposition moléculaire où

(τAnτ
−1) ∩Sn1,n2,··· = {idn}. En tenant compte de (2.7), on obtient successivement

ΓE± = E±(Xt1 +Xt2 + · · · )(1)

= 1 + (t1 + t2 + · · · ) + 2
∑

n1+n2+···=n≥2
∀i:ni≤1

tn1
1 tn2

2 · · ·+
∑

n1+n2+···=n≥2
∃!j:nj=2

∀i 6=j:ni≤1

tn1
1 tn2

2 · · ·

= −1− (t1 + t2 + · · · ) + 2
∑

n1+n2+···=n≥0
∀i:ni≤1

tn1
1 tn2

2 · · ·+
∑

j≥1
∀i 6=j:ni≤1

tn1
1 tn2

2 · · · t2j · · ·

= −1− (t1 + t2 + · · · ) + 2
∏

i≥1

(1 + ti) +
∑

j≥1

t2j
∏

i 6=j
i≥1

(1 + ti)

= −1− (t1 + t2 + · · · ) +
∏

i≥1

(1 + ti)


2 +

∑

j≥1

t2j
1 + tj




= −1− x1 + exp




∑

n≥1

(−1)n−1xn
n






2 +

∑

k≥2

(−1)kxk




= −1− x1 + ΓE(x1, x2, · · · )


2 +

∑

k≥2

(−1)kxk




= −1− x1 +
∑

n≥0

∑

σ⊢n

sgn(σ)
xσ1
1 · · ·xσn

n

aut(σ)


2 +

∑

k≥2

(−1)kxk


 .
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Or,

∑

k≥2

∑

σ⊢n

(−1)k sgn(σ)
xσ1
1 · · ·xσk+1

k · · ·xσn
n

aut(σ)

=
∑

k≥2

∑

σ⊢n

(−1)k (−1)
∑n

i=1(i−1)σi
xσ1
1 · · ·xσk+1

k · · ·xσn
n

1σ1σ1! · · · kσkσk! · · ·nσnσn!

=
∑

k≥2

∑

τ⊢n+k
τk≥1

(−1)
∑n

i=1(i−1)τi+1 kτk
xτ11 · · ·xτkk · · ·xτnn

aut(τ)

=
∑

k≥2

∑

τ⊢n+k
τk≥1

−sgn(τ) kτk
xτ11 · · ·xτnn
aut(τ)

=
∑

k≥2

∑

σ⊢n

−kσk sgn(σ)
xσ1
1 · · ·xσn

n

aut(σ)
.

Ainsi,

ΓE±(x1, x2, · · · ) = −1− x1 +
∑

n≥0

∑

σ⊢n


2 +

∑

k≥2

−kσk


 sgn(σ)

xσ1
1 · · ·xσn

n

aut(σ)

= −1− x1 +
∑

n≥0

∑

σ⊢n

(2 + σ1 − n) sgn(σ)
xσ1
1 · · ·xσn

n

aut(σ)

= 1 + x1 +
∑

n≥2

1

n!

∑

σ∈Sn

(2 + σ1 − n) sgn(σ) xσ1
1 · · · xσn

n .

À l’aide du langage de calcul symbolique Maple [8], nous avons calculé les premiers

polynômes indicateurs d’asymétrie de E±
n , voir le tableau 2.3.

L’analyse (2.7) permet de déduire que pour n ≥ 2 et λ ⊢ n on a :

Tλ(An, {idn}) =





1 si λ = (1n−22)

2 si λ = (1n)

0 sinon.

On a donc, en particulier, les égalités

ΓE±
n
(x1, x2, · · · ) = mon(2,1,1,··· ,1)(t1, t2, · · · ) + 2 mon(1,1,1,··· ,1)(t1, t2, · · · )

=
1

n!

∑

σ∈Sn

(2 + σ1 − n) sgn(σ) xσ1
1 xσ2

2 · · · xσn
n
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Tableau 2.3 – Les polynômes indicateurs d’asymétrie de E±
n , n ≤ 8

n ΓE±
n
(x1, x2, · · · )

0 1

1 x1

2 x21

3 2
3!

(
x31 − x3

)

4 2
4!

(
x41 − 4x1x3 − 3x22 + 6x4

)

5 2
5!

(
x51 − 10x21x3 − 15x1x

2
2 + 30x1x4 + 30x2x3 − 36x5

)

6 2
6!

(
x61 − 20x31x3 − 45x21x

2
2 + 90x21x4 + 180x1x2x3 − 216x1x5 + 30x32

−180x2x4 − 80x23 + 240x6
)

7 2
7!

(
x71 − 35x41x3 − 105x31x

2
2 + 210x31x4 + 630x21x2x3 − 756x21x5

+210x1x
3
2 − 1260x1x2x4 − 560x1x

2
3 + 1680x1x6

−525x22x3 + 1260x2x5 + 1050x3x4 − 1800x7
)

8 2
8!

(
x81 − 56x51x3 − 210x41x

2
2 + 420x41x4 + 1680x31x2x3 − 2016x31x5

+840x21x
3
2 − 5040x21x2x4 − 2240x21x

2
3 + 6720x21x6 − 4200x1x

2
2x3

+10080x1x2x5 + 8400x1x3x4 − 14400x1x7 − 315x42 + 3780x22x4

+3360x2x
2
3 − 10080x2x6 − 8064x3x5 − 3780x24 + 15120x8

)
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où, pour k ≥ 1, xk =
∑

i≥1 t
k
i .

Dans [12] Décoste présente les substitutions simultanées ∆ : xk := (1−q)k

1−qk
xk,

k ≥ 1, dans la série indicatrice des cycles d’une espèce F , qui donnent un q-analogue

naturel de la série génératrice de cette espèce. En effectuant ces substitutions dans les

séries indicatrices des cycles et d’asymétrie de l’espèce des ensembles elle retrouve les

deux q-analogues classiques de la fonction exponentielle [12, 13],

ZE(x1, x2, · · · )|∆ := E(x; q) =
∑

n≥0

xn

[n]!q
(2.8)

ΓE(x1, x2, · · · )|∆ := E < x; q > =
∑

n≥0

q(
n
2)

xn

[n]!q
(2.9)

où [n]!q =
(1−q)(1−q2)···(1−qn)

(1−q)n . Décoste a aussi démontré que

ZE±(x1, x2, · · · )|∆ = E±(x; q) =
∑

n≥0

e±n (q)
xn

[n]!q

où

e±n (q) =





1 si n = 0, 1

1 + q(
n
2) si n ≥ 2.

(2.10)

L’analogue de ce dernier résultat s’énonce comme suit dans le contexte asymétrique.

Proposition 2.3.5. La q-série d’asymétrie de l’espèce E± des ensembles orientés est

donnée par

ΓE±(x1, x2, · · · )|∆ := E± < x; q > =
∑

n≥0

e±n < q >
xn

[n]!q

où,

e±n < q > =





1 si n = 0, 1

q(
n−1
2 ) + q(

n−1
2 )+1 + · · ·+ q(

n
2)−1 − (n− 3)q(

n
2) si n ≥ 2.

(2.11)

Démonstration. Effectuant les substitutions ∆ : xk := (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1, dans la

première expression de ΓE±(x1, x2, · · · ) de la proposition 2.3.4 et se servant de l’égalité
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(2.9) on obtient

ΓE±(x1, x2, · · · )|∆

= −1− x+


2 +

∑

i≥2

(−1)i
(1− q)i

1− qi
xi


∑

j≥0

q(
j
2)

xj

[j]!q

= 1 + x+
∑

n≥2

(
2q(

n
2) +

n−1∑

k=1

(−1)k−1(1− q)k
[n][n− 1] · · · [n− k]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 )

)
xn

[n]!q

où [n] = 1−qn

1−q . Il suffit maintenant de démontrer l’égalité

2q(
n
2) +

n−1∑

k=1

(−1)k−1(1− q)k
[n][n− 1] · · · [n− k]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 )

= q(
n−1
2 ) + q(

n−1
2 )+1 + · · ·+ q(

n
2)−1 − (n− 3)q(

n
2),

pour n ≥ 2. En fait, nous démontrons l’égalité équivalente, obtenue par de simples

manipulations algébriques,

nq(
n
2) =

n−1∑

k=0

(−1)k(1− q)k
[n][n− 1] · · · [n− k]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 ). (2.12)

Notons d’abord que

[n]

[k + 1]
= 1 + qk+1 [n− k − 1]

[k + 1]
, 0 ≤ k ≤ n− 1. (2.13)

Par ailleurs, l’égalité

q(
n
2) =

n−1∑

k=0

(−1)k(1− q)k[n− 1][n− 2] · · · [n− k]q(
n−k−1

2 ), (2.14)

se démontre facilement par induction sur n, n ≥ 2.

En employant l’astuce (2.13), l’égalité (2.14) et ensuite un argument d’induction sur



57

n, on obtient successivement

n−1∑

k=0

(−1)k(1− q)k
[n][n− 1] · · · [n− k]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 )

=
n−1∑

k=0

(−1)k(1− q)k[n− 1][n− 2] · · · [n− k]q(
n−k−1

2 )

+
n−2∑

k=0

(−1)k(1− q)k
[n− 1][n− 2] · · · [n− k − 1]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 )+k+1

= q(
n
2) + qn−1

n−2∑

k=0

(−1)k(1− q)k
[n− 1][n− 2] · · · [n− k − 1]

[k + 1]
q(

n−k−2
2 )

= q(
n
2) + qn−1(n− 1)q(

n−1
2 ) = nq(

n
2).

Notons que c’est en utilisant le langage de calcul symbolique Maple [8] que nous

avons d’abord conjecturé la forme explicite des e±n < q > que nous venons d’établir. On

trouvera au tableau 2.4 les polynômes e±n < q > pour n ≤ 10.

L’égalité

nq(
n
2) =

n−1∑

k=0

(−1)k(1− q)k
[n][n− 1] · · · [n− k]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 )

peut aussi être obtenue [57] de l’identité bien connue, voir [1] p. 225,

n−1∏

i=0

(x− zqi) =
n∑

k=0

[n
k

] k−1∏

j=0

(y − zqj)
n−k−1∏

h=0

(x− yqh),

où
[
n
k

]
=

[n]!q
[n−k]!q [k]!q

. On pose z = 0 et y = 1,

xn =
n∑

k=0

[n
k

]
(x− 1)(x− q) · · · (x− qn−k−1).

On dérive des deux côtés par rapport a x et on pose x = 1,

n =
n−1∑

k=0

[n
k

]
(1− q)(1− q2) · · · (1− qn−k−1).

Ensuite, par les changements de variables k := n− k − 1 et q := q−1,

n =
n−1∑

k=0

(−1)k
(1− qn)(1− qn−1) · · · (1− qn−k)

1− qk+1
q−

(2n−k)(k+1)
2

+k+1,
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et une multiplication par q(
n
2), on obtient finalement

nq(
n
2) =

n−1∑

k=0

(−1)k
(1− qn)(1− qn−1) · · · (1− qn−k)

1− qk+1
q(

n−k−1
2 )

=
n−1∑

k=0

(−1)k(1− q)k
[n][n− 1] · · · [n− k]

[k + 1]
q(

n−k−1
2 ).

Tableau 2.4 – Les q-coefficients d’asymétrie de E±
n , n ≤ 10

n e±n < q >

0 1

1 1

2 1 + q

3 q + q2

4 q3 + q4 + q5 − q6

5 q6 + q7 + q8 + q9 − 2q10

6 q10 + q11 + q12 + q13 + q14 − 3q15

7 q15 + q16 + q17 + q18 + q19 + q20 − 4q21

8 q21 + q22 + q23 + q24 + q25 + q26 + q27 − 5q28

9 q28 + q29 + q30 + q31 + q32 + q33 + q34 + q35 − 6q36

10 q36 + q37 + q38 + q39 + q40 + q41 + q42 + q43 + q44 − 7q45
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2.4 L’utilisation de l’inversion de Möbius dans le calcul

des Φ-séries

Nous adaptons, aux contexte des espèces de structures, ce que Kerber [20] appelle

le lemme fondamental dû à Stockmeyer [51]. Étant donnée une espèce moléculaire

M = Xn/H, H ≤ Sn, et un sous-groupe K de Sn, ceci permet d’obtenir une expression

pour la série

(M(Xt1 +Xt2 +Xt3 + · · · ))∼K (1)

en terme de la fonction de Möbius du treillis des sous-groupes de H.

Rappelons qu’une structure de l’espèce pondérée Mt := M(Xt) = M(Xt1+Xt2+· · · )

sur [[n]] est un couple (m, f) où m ∈ M [[[n]]] et f : [[n]] → N∗ est une fonction qui permet

d’associer à chacun des sommets i de m un poids tf(i),

Mt[[[n]]] = {(m, f) | m ∈ M [[[n]]], f : [[n]] → N∗}.

Fixons m ∈ M [[[n]]] telle que stab(m) = H et formons l’ensemble

Ω = Ωm = {(m, f) | f : [[n]] → N∗}.

Considérons l’action de H sur Ω,

H × Ω −→ Ω

(h, s) 7−→ h.s,
(2.15)

où h.s est obtenue de s = (m, f) en remplaçant chaque sommet i de m par l’élément

correspondant h(i). Puisque H = stab(m) ≤ Sn, on vérifie facilement que l’action du

groupe H sur Ω se résume à

H × Ω −→ Ω

(h, (m, f) = s) 7−→ h.s = h.(m, f) = (m, f ◦ h−1),

et que cette action préserve les poids. Puisque les types de Mt-structures s’identifient

aux orbites de l’action (2.15), on oublie simplement la nature des sommets de l’ensemble

sous-jacent, on peut écrire

∑

s∈M̃t[[[n]]]

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · =

∑

s∈Ω̃

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · (2.16)
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où s∈Ω̃ signifie que s parcourt un système de représentants des orbites de l’action (2.15)

et, pour i ≥ 1, ni(s) désigne le nombre d’occurrences du poids ti dans s.

Dans [20], Kerber donne une démonstration simple du résultat de Stockmeyer [51].

Ce qui suit est une adaptation de cette dernière au contexte des espèces de structures.

Lemme 2.4.1. Soient M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire et µ la fonction

de Möbius sur le treillis des sous-groupes de H. Pour un sous-groupe Q de H, soit Q
H

sa classe de conjugaison dans H. On a

∑

s∈M̃t[[[n]]]

stab(s)∈Q
H

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · =

|Q||Q
H
|

|H|

∑

Q≤V≤H

µ(Q, V )
∑

s∈Ω
V ≤stab(s)

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · (2.17)

où Ω = {(m, f) | f : [[n]] → N∗}, m ∈ M [[[n]]] étant une M -structure fixée telle que

stab(m) = H, et, pour i ≥ 1, ni(s) désigne le nombre d’occurrences du poids ti dans la

structure s.

Démonstration. Posons w(s) = t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · et considérons la somme des poids de

toutes les Mt-structures contenues dans Ω dont le stabilisateur contient le groupe Q.

En regroupant les termes de la somme selon le stabilisateur des structures, on a :

∑

s∈Ω
Q≤stab(s)

w(s) =
∑

Q≤V≤H

∑

s∈Ω
stab(s)=V

w(s). (2.18)

Rappelons que pour deux groupes V1 et V2 conjugués dans H, il existe h ∈ H tel que

V1 = h−1V2h. De plus, si stab(s) = V1 alors stab(h.s) = hV1h
−1 = V2. Puisque les

éléments d’un même type (d’une même orbite) ont le même poids,

∑

s∈Ω
stab(s)=V1

w(s) =
∑

s∈Ω
stab(s)=V1

w(h.s) =
∑

s∈Ω
stab(s)=h−1V2h

w(h.s)

=
∑

s∈Ω
stab(h.s)=V2

w(h.s) =
∑

s∈Ω
stab(s)=V2

w(s),

on peut regrouper les termes de l’expression (2.18) selon les classes de conjugaison de

sous-groupes de H pour obtenir

∑

Q≤V≤H

∑

s∈Ω
stab(s)=V

w(s) =
∑

Q≤V≤H

1

|V
H
|

∑

s∈Ω

stab(s)∈V
H

w(s).
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Puisque le poids d’un type est le poids d’un de ses représentants, on peut effectuer

un regroupement supplémentaire selon les types de Mt-structures contenues dans Ω.

Rappelant que le nombre de types (d’orbites) est donné par |H|/|stab(s)| on obtient

finalement
∑

s∈Ω
Q≤stab(s)

w(s) =
∑

Q≤V≤H

|H|

|V
H
||V |

∑

s∈Ω̃

stab(s)∈V
H

w(s)

et, par l’égalité (2.16) et l’inversion de Möbius, le résultat suit.

Proposition 2.4.2. Soient M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire et K ≤ Sn

un groupe fixé. On a

M̃t
K
(x)
∣∣∣
x:=1

=
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V≤H

µ(Q, V )
∑

s∈Ω
V ≤stab(s)

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 t

n3(s)
3 · · ·

où K est la classe de conjugaison de K dans Sn, sg(H) est l’ensemble des sous-groupes

de H, µ(Q, V ) est la valeur de la fonction de Möbius de l’intervalle [Q, V ] dans le

treillis des sous-groupes de H et Ω = {(m, f) | f : [[n]] → N∗}, m ∈ M [[[n]]] étant une

M -structure fixée telle que stab(m) = H.

Démonstration. On s’intéresse à la somme des poids de tous les types de Mt-structures

dont le stabilisateur est conjugué à K dans Sn, c.-à-d. :

M̃t
K
(x)
∣∣∣
x:=1

=
∑

s∈M̃t[[[n]]]

stab(s)∈K

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 t

n3(s)
3 · · · .

Notons que celle-ci sera non nulle seulement si K ∩ sg(H) 6= ∅. De plus, l’ensemble

K ∩ sg(H) se partitionne en k classes de conjugaison dans H :

K ∩ sg(H) =
k⊎

i=1

Qi
H
.

Ainsi,

∑

s∈M̃t[[[n]]]

stab(s)∈K

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 t

n3(s)
3 · · · =

∑

Q∈K∩sg(H)

1

|Q
H
|

∑

s∈M̃t[[[n]]]

stab(s)∈Q
H

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · · .

Par (2.17), le résultat suit.
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Proposition 2.4.3. Soient M = Xn/H, H ≤ Sn, une espèce moléculaire et K ≤ Sn

un groupe fixé. On a

M̃t
K
(x)
∣∣∣
x:=1

=
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V≤H

µ(Q, V ) xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · · (2.19)

où, pour i ≥ 1, xi =
∑

k≥1 t
i
k et Vi désigne le nombre d’orbites à i éléments de l’action

naturelle de V sur [[n]].

Démonstration. En vertu de la proposition précédente, il suffit de démontrer que

xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · · =

∑

s∈Ω
V ≤stab(s)

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 t

n3(s)
3 · · · .

Puisque V ≤ stab(s) = {h ∈ H | h.s = s}, chaque orbite de l’action de V sur [[n]] ne

contient que des sommets de même poids d’où,

∑

s∈Ω
V ≤stab(s)

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 t

n3(s)
3 · · · = (

∑

k≥1

tk)
V1
(
∑

k≥1

t2k)
V2
(
∑

k≥1

t3k)
V3

· · · = xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · · .

Remarque 2.4.4. Lorsque M = Xn/H, H ≤ Sn, est une espèce moléculaire et

K ≤ Sn est un groupe fixé, la série M̃t
K
(x)
∣∣∣
x:=1

exprimée dans la base des sommes

de puissances est en fait la Φ-série indicatrice de l’espèce M où Φ̂ est l’ensemble ne

contenant que les groupes conjugués, dans Sn, au groupe K. 2

Il est bien connu que la série indicatrice des cycles d’une espèce moléculaire M =

Xn/H, H ≤ Sn, est donnée par

ZM (x1, x2, x3, · · · ) =
1

|H|

∑

σ∈H

xσ1
1 xσ2

2 xσ3
3 · · · (2.20)

où (σ1, σ2, σ3, · · · ) désigne le type cyclique de la permutation σ. L’analogue s’énonce

comme suit dans le contexte asymétrique.

Proposition 2.4.5. La série indicatrice d’asymétrie d’une espèce moléculaire M =

Xn/H, H ≤ Sn, est donnée par

ΓM (x1, x2, x3, · · · ) =
1

|H|

∑

V≤H

µ({idn}, V ) xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · · (2.21)
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où µ désigne la valeur de la fonction de Möbius dans le treillis des sous-groupes de H

et, pour i ≥ 1, Vi est le nombre d’orbites à i éléments de l’action naturelle de V sur

[[n]].

Démonstration. Puisque ΓM (x1, x2, · · · ) = M̃t
{idn}

(x)

∣∣∣∣
x:=1

exprimée dans la base des

sommes de puissances, en posant K = {idn} dans (2.19), le résultat suit.

Rappelons que le polynôme (2.20) est en fait le polynôme indicateur de cycles de

l’action du groupe H sur l’ensemble [[n]] bien connu de la théorie de Pólya-Redfield.

De même, (2.21) correspond à un cas particulier du résultat dû à Stockmeyer [51]

concernant l’énumération d’orbites suivant les classes de conjugaison des stabilisateurs.

De plus, l’expression (2.21) permet de démontrer facilement l’égalité ΓF (x, 0, 0, · · · ) =

F (x) quelle que soit l’espèce pondérée F = Fw. En effet, pour M = Xn/H, H ≤ Sn,

une espèce moléculaire, on a

ΓM (x, 0, 0, · · · ) =
1

|H|

∑

V≤H

µ({idn}, V ) xV10V20V3 · · ·

d’où

ΓM (x, 0, 0, · · · ) =
1

|H|
xn = M(x)

et, par linéarité, ΓF (x, 0, 0, · · · ) = F (x). En fait, l’expression (2.19) permet de

démontrer la proposition 2.2.2 donnant les conditions à imposer à Φ pour que

ΦF (x, 0, 0, · · · ) = F (x), quelle que soit l’espèce pondérée F = Fw.

Exemple 2.4.6. Afin d’illustrer l’emploi de l’expression (2.21) nous calculons la série

indicatrice d’asymétrie de l’espèce moléculaire E±
4 . Celle-ci correspond au quotient

E±
4 = X4/A4 où A4 est le sous-groupe des permutations paires de S4. Le treillis des

sous-groupes de A4 est donné à la figure 2.1 où la valeur de la fonction de Möbius, pour

chacun des éléments du treillis, est indiquée entre parenthèses. La notation utilisée à

travers le texte pour les éléments de S4 est celle de [3] : sous forme de mots, id4 =

1234, σ1 = 2341, σ2 = 3412, σ3 = 4123, σ5 = 4321, σ8 = 2143, τ1 = 1342, τ2 = 1423, τ3 =

3241, τ4 = 4213, τ5 = 2431, τ6 = 4132, τ7 = 2314, τ8 = 3124, α2 = 3214 et α5 = 1432.
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Les éléments de calcul sont fournis au tableau 2.5, et

ΓE±
4
(x1, x2, x3, · · · ) =

1

12

∑

V≤A4

µ({id4}, V )xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · ·

=
1

12

{
x41 − 3x22 − 4x1x3 + 2x4 + 4x4

}

=
1

12

{
x41 − 4x1x3 − 3x22 + 6x4

}
.

♦

Tableau 2.5 – Les éléments de calculs pour ΓE±
4
(x1, x2, · · · )

V µ({id4}, V ) xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · ·

{id4} 1 x41

{id4, σi} -1 x22

i = 2, 5, 8

{id4, τi, τi+1} -1 x1x3

i = 1, 3, 5, 7

{id4, σ2, σ5, σ8} 2 x4

A4 4 x4

Rappelons qu’on s’intéresse à l’énumération des structures selon la classe de conju-

gaison de leur stabilisateur dans le groupe symétrique. La notation qui suit fournit

une alternative élégante au codage des classes de conjugaison. Notons que nous l’avons

utilisée dans [27].

Notations 2.4.7. Soient M = Xn/H, H ≤ Sn, et N = Xn/K, K ≤ Sn, deux espèces

moléculaires. On désigne par NM (x1, x2, · · · ) la série M̃t
K
(x)
∣∣∣
x:=1

exprimée dans la

base des sommes de puissances xi =
∑

k≥1 t
i
k.

Exemple 2.4.8. Nous illustrons le type de calcul à effectuer pour obtenir le polynôme

NM (x1, x2, · · · ) lorsque N et M sont des espèces moléculaires en calculant

(E2 ◦X
2)P4(x1, x2, · · · )
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A4

(4)

{id4, σ2, σ5, σ8}
(2)

{id4, τ1, τ2}
(-1)

{id4, τ3, τ4}
(-1)

{id4, σ2}
(-1)

{id4, σ5}
(-1)

{id4, σ8}
(-1)

{id4, τ5, τ6}
(-1)

{id4, τ7, τ8}
(-1)

{id4}
(1)
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Figure 2.1 – Le treillis des sous-groupes de A4.

où P4 est l’espèce des polygones sur 4 points et E2 ◦ X2 celle des paires de couples

ordonnés.

Soit m la P4-structure sur l’ensemble [[4]] illustrée à la figure 2.2. Le stabilisateur

de m est stab(m) = {id4, σ1, σ2, σ3, σ5, σ8, α2, α5} = D4, le groupe diédral sur 4 points,

dont le treillis des sous-groupes est illustré à la figure 2.3. Le stabilisateur de la E2 ◦

X2-structure (voir la figure 2.4) est K = {id4, σ5} et sa classe de conjugaison dans

S4 est K = {{id4, σi} | i = 2, 5, 8}. Les sous-groupes {id4, σ2}, {id4, σ5}, {id4, σ8}

sont conjugués dans S4 mais ne le sont pas dans D4 : {id4, σ2}
D4

= {{id4, σ2}} et

{id4, σ5}
D4

= {{id4, σ5}, {id4, σ8}}. On a :

(E2 ◦X
2)P4(x1, x2, · · · )

=
1

8

∑

Q∈{{id4,σi}|i=2,5,8}

2
∑

Q≤V ≤D4

µ(Q, V )xV1
1 xV2

2 · · ·

=
2

8

∑

{id4,σ2}≤V ≤D4

µ({id4,σ2}, V )xV1
1 xV2

2 · · ·+
2 · 2

8

∑

{id4,σ5}≤V ≤D4

µ({id4,σ5}, V )xV1
1 xV2

2 · · ·

=
1

8
(2 · 0 + 4(x22 − x4)) =

1

2
(x22 − x4) .
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Figure 2.2 – Une P4-structure sur [[4]].

D4

{id4}
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Figure 2.3 – Le treillis des sous-groupes de D4.

Pour obtenir la série indicatrice des cycles d’une espèce moléculaire M , on doit faire

la somme des poids de tous les types de Mt-structures. En prenant la notation décrite

ci-dessus, cela signifie que

ZM (x1, x2, · · · ) =
∑

N∈Mn

NM (x1, x2, · · · ).

Cette expression est beaucoup plus laborieuse à évaluer que l’expression (2.20) mais on

s’y intéresse tout de même par souci d’uniformité.

Exemple 2.4.9. La série indicatrice des cycles de l’espèce E±
4 est

ZE±
4
(x1, x2, x3, · · · ) =

∑

N∈M4

NE±
4
(x1, x2, x3, · · · ) (2.22)
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Figure 2.4 – Une E2 ◦X
2-structure sur [[4]].

où M4 = {E4, E
±
4 , P4, X ·E3, E

2
2 , P

bic
4 , C4, X ·C3, X

2 ·E2, E2 ◦X
2, X4}. Le tableau 2.6

contient les polynômes NE±
4
(x1, x2, · · · ) non nuls. En effectuant la somme (2.22), on

obtient

ZE±
4
(x1, x2, x3, · · · ) =

1

12
(x41 + 8x1x3 + 3x22).

♦

Tableau 2.6 – Les éléments de calculs pour ZE±
4
(x1, x2, · · · )

N NE±
4
(x1, x2, x3, · · · )

E±
4 x4

X · C3 x1x3 − x4

E2 ◦X
2 1

2(x
2
2 − x4)

X4 1
12(x

4
1 − 4x1x3 − 3x22 + 6x4)

Remarque 2.4.10. Kerber nous a signalé que les calculs effectués aux exemples 2.4.6,

2.4.8 et 2.4.9 sont largement simplifiés par l’utilisation de la matrice de Burnside, voir

[21], puisque celles-ci sont connues explicitement pour les groupes D4 et A4. Notons que

les résultats de Burnside [7] étaient plutôt en terme de la matrice des marques (table

of marks), inverse de la matrice de Burnside. Soient H et K deux sous-groupes de Sn.

Rappelons que K ∩ sg(H) se partitionne en k classes de conjugaison dans H :

K ∩ sg(H) =
k⊎

i=1

Qi
H
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et que la somme
∑

Q≤V≤H

µ(Q, V ) xV1
1 xV2

2 · · ·

ne dépend que de la classe de conjugaison de Q dans H. L’égalité (2.19) se présente

donc, pour M = Xn/H, H ≤ Sn, et N = Xn/K, K ≤ Sn, sous la forme

NM (x1, x2, · · · ) =
k∑

i=1

|Qi||Qi
H
|

|H|

∑

Qi≤V≤H

µ(Qi, V ) xV1
1 xV2

2 · · ·

où pour i ≥ 1, Vi est le nombre d’orbites à i éléments de l’action naturelle de V sur

[[n]]. Pour i ≥ 1 fixé, l’expression

|Qi||Qi
H
|

|H|

∑

Qi≤V≤H

µ(Qi, V ) xV1
1 xV2

2 · · · (2.23)

s’obtient à l’aide de la matrice de Burnside, B(H), du groupe H.

On suppose d’abord que les groupes Qi, i = 1, 2, · · · , k, représentant les classes de

conjugaison des sous-groupes de H sont numérotés de façon à ce que l’ordre partiel

d’inclusion dans le treillis des sous-groupes de H soit préservé c.-à-d. : si G1 ∈ Qi
H

et

G2 ∈ Qj
H

sont tels que G1 ≤ G2 alors i ≤ j. La matrice de Burnside du groupe H est

formée des entrées

bij =
|Qi||Qi

H
|

|H|

∑

V ∈Qj
H

µ(Qi, V ).

Tous les groupes V ∈ Qj
H

agissent de la même façon sur l’ensemble [[n]]. Le monôme

xV1
1 xV2

2 · · · ne dépend donc que de la classe de conjugaison de V dans H.

Soit X le vecteur colonne formé des monômes xV1
1 xV2

2 · · · , où, pour k ≥ 1, Vk désigne

le nombre d’orbites à k éléments de l’action naturelle du groupe Qi sur [[n]]. Pour Qi

fixé, l’expression

|Qi||Qi
H
|

|H|

∑

Qi≤V≤H

µ(Qi, V ) xV1
1 xV2

2 · · ·

est obtenue en effectuant le produit de la i-ème ligne de B(H) par le vecteur X. Pour

de plus amples détails, voir [21]. 2

Exemple 2.4.11. Nous reprenons l’exemple 2.4.8 mais cette fois-ci, nous calculons

(E2 ◦ X2)P4(x1, x2, · · · ) à l’aide de la matrice de Burnside, B(D4), pour le groupe
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diédral. Nous utilisons la même numérotation que Kerber [21] pour le système de

représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de D4.

i V = Qi xV1
1 xV2

2 · · · i V = Qi xV1
1 xV2

2 · · ·

1 {id4} x41 2 {id4, σ2} x22

3 {id4, σ5} x22 4 {id4, α2} x21x2

5 {id4, σ2, σ5, σ8} x4 6 {id4, σ2, α2, α5} x22

7 {id4, σ1, σ2, σ3} x4 8 D4 x4

Puisque B(D4) est


1/8 −1/8 −1/4 −1/4 1/4 1/4 0 0

0 1/4 0 0 −1/4 −1/4 −1/4 1/2

0 0 1/2 0 −1/2 0 0 0

0 0 0 1/2 0 −1/2 0 0

0 0 0 0 1/2 0 0 −1/2

0 0 0 0 0 1/2 0 −1/2

0 0 0 0 0 0 1/2 −1/2

0 0 0 0 0 0 0 1




on trouve le vecteur suivant.

B(D4)X =




1
8x

4
1 −

1
4x

2
1x2 −

1
8x

2
2 +

1
4x4

0

1
2x

2
2 −

1
2x4

1
2x

2
1x2 −

1
2x

2
2

0

1
2x

2
2 −

1
2x4

0

x4




Les groupes Q2 et Q3 sont conjugués dans S4 et correspondent tous les deux à l’espèce

E2 ◦ X2, c.-à-d. : X4/Q2 = X4/Q3 = E2 ◦ X2. On doit donc faire la somme de la

deuxième et de la troisième composante de B(D4)X pour obtenir

(E2 ◦X
2)P4(x1, x2, · · · ) = (B(D4)X)21 + (B(D4)X)31 =

1

2

(
x22 − x4

)
.
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En fait, le vecteur B(D4)X contient toute l’information nécessaire au calcul des poly-

nômes NP4(x1, x2, · · · ) pour N ∈ M4. ♦

Les différents polynômes NM (x1, x2, x3, x4) obtenus à partir des espèces moléculaires

sur 4 points sont donnés à l’appendice B. On remarque que ces polynômes cöıncident

avec ceux qui ont été présentés au tableau 2.2, où les classes des conjugaison de sous-

groupes de S4 sont maintenant codées par les espèces moléculaires. En effectuant

la somme des éléments d’une colonne on retrouve la série indicatrice des cycles

et à la dernière ligne, la série indicatrice d’asymétrie. De plus, les éléments de la

diagonale (NN (x1, x2, · · · )) reflètent le critère de réductibilité de Yeh [54] concernant

les espèces moléculaires qui ne sont pas atomiques. Pour une espèce moléculaire N ,

NN (x1, x2, x3, · · · ) 6= xn si et seulement s’il existe un ensemble non vide W ⊂ [[n]] qui

satisfait la première condition du critère de Yeh. Une espèce atomique peut satisfaire

la première condition du critère sans toutefois en satisfaire la deuxième, par exemple :

prendre l’ensemble W ∈ {{1, 4}, {2, 3}} pour la E2 ◦X
2-structure de la figure 2.4.

Nous terminons cette section en donnant une généralisation des notations 2.4.7 telle

que nous l’avons utilisée dans [27]. Lorsque l’espèce M = Xn/H, H ≤ Sn, est A-

pondérée, c.-à-d. : M = Ma où chaque M -structure est de poids a ∈ A, on a, pour

K ≤ Sn un groupe fixé,

M̃a,t
K
(x) = a M̃t

K
(x)

et, pour N = Xn/K, NMa(x1, x2, · · · ) = a NM (x1, x2, · · · ).

La correspondance entre les classes de conjugaison de sous-groupes, dans Sn, et

les espèces moléculaires permet de coder tout ensemble Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, de

groupes non conjugués deux à deux, par une espèce G :

G =
∑

N∈mol(Φ)

N =
∑

N∈M

gNN

où gN = χ(N ∈ mol(Φ)). Puisque toute espèce A-pondérée F = Fw possède une

décomposition moléculaire unique, à isomorphisme naturel près,

F =
∑

M∈M
a∈A

fMa Ma
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et que la transformation F 7→ ΦF préserve la somme, on peut facilement étendre la

notation précédente pour écrire ΦF (x1, x2, · · · ) = GF (x1, x2, · · · ) où

GF (x1, x2, · · · ) =
∑

N,M∈M
a∈A

gN fMa NMa(x1, x2, · · · ).

En particulier, on a

ΓF (x1, x2, · · · ) = LF (x1, x2, · · · )

où L désigne l’espèce des ordres linéaires et

ZF (x1, x2, · · · ) =

( ∑

N∈M

N

)

F

(x1, x2, · · · ).

De plus, on vérifie facilement que pour trois espèces ordinaires G1, G2, G codant des

ensembles de groupes et trois espèces pondérées F1, F2, F , on a, pour α ∈ N,

1) (G1 +G2)F (x1, x2, x3, · · · ) = G1F (x1, x2, x3, · · · ) +G2F (x1, x2, x3, · · · )

2) G(F1+F2)(x1, x2, x3, · · · ) = GF1(x1, x2, x3, · · · ) +GF2(x1, x2, x3, · · · )

3) (αG)F (x1, x2, x3, · · · ) = αGF (x1, x2, x3, · · · )

4) GαF (x1, x2, x3, · · · ) = αGF (x1, x2, x3, · · · ) .

2.5 Quelques identités où intervient la fonction de Möbius

Les deux approches présentées dans ce chapitre pour le calcul des séries M̃t
K
(x)
∣∣∣
x:=1

lorsque M = Xn/H, H ≤ Sn, est une espèce moléculaire et K est un sous-groupe

de Sn, permettent d’obtenir des identités qui font intervenir la valeur de la fonction

de Möbius dans des treillis de sous-groupes. En particulier, comme conséquence des

propositions 2.1.6, 2.4.2 et 2.4.3 on obtient les égalités

(
Xn

H

)∼K

t

(x)

∣∣∣∣∣
x:=1

=
∑

λ⊢n

Tλ(H,K) monλ(t1, t2, · · · ) (2.24)

=
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V≤H

µ(Q, V )
∑

s∈Ω
V ≤stab(s)

t
n1(s)
1 t

n2(s)
2 · · ·

=
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V≤H

µ(Q, V ) xV1
1 xV2

2 · · · (2.25)
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où Tλ(H,K) = |{τ∈Sλ\Sn/H | (τHτ−1) ∩ Sλ ≡ K}|, Ω = {(m, f) | f : [[n]] → N∗},

pour m ∈ Xn

H [[[n]]] fixée telle que stab(m) = H, ni(s) est le nombre d’occurrences du

poids ti dans s, pour k ≥ 1, xk =
∑

i≥1 t
k
i et, pour i ≥ 1, Vi est le nombre d’orbites à i

éléments de l’action naturelle de V sur [[n]].

En utilisant la notation multiplicative pour les partages, c.-à-d. : σ = (1σ12σ2 · · · ) ⊢

n signifie que σ a σi parts de longueur i, i ≥ 1, et l’expression (2.6) où Φ̂ = K, des

égalités précédentes on obtient, par passage aux sommes de puissances,

∑

σ⊢n

(∑

λ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(σ)Aσλ Tλ(H,K)

)
xσ1
1 xσ2

2 · · ·

aut(σ)

=
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V≤H

µ(Q, V ) xV1
1 xV2

2 · · ·

où aut(σ) = 1σ1σ1!2
σ2σ2! · · · et ℓ(σ) =

∑
i σi.

Nous dirons qu’un groupe V ≤ Sn est de type σ ⊢ n si l’action naturelle de V sur

[[n]] a, pour i ≥ 1, σi orbites de longueur i. Ainsi, en regroupant les termes du côté droit

de la dernière égalité selon le type des groupes on obtient

∑

σ⊢n

(∑

λ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(σ)Aσλ Tλ(H,K)

)
xσ1
1 xσ2

2 · · ·

aut(σ)

=
∑

σ⊢n


 1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V ≤H
V de type σ

µ(Q, V )


xσ1

1 xσ2
2 · · ·

et on en tire la famille d’identités suivantes.

Proposition 2.5.1. Pour tout partage σ ⊢ n et tous groupes H ≤ Sn, K ≤ Sn, on a

1

aut(σ)

∑

λ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(σ)Aσλ Tλ(H,K) =
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V ≤H
V de type σ

µ(Q, V )

où l’interprétation des coefficients de la matrice A est donnée à la section 2.2. △

En particulier, lorsque K = {idn}, on a

[xσ1
1 xσ2

2 · · · ] ΓXn/H(x1, x2, · · · ) =
1

aut(σ)

∑

λ⊢n

(−1)ℓ(λ)+ℓ(σ)Aσλ Tλ(H, {idn})

=
1

|H|

∑

V ≤H
V de type σ

µ({idn}, V ).
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Il est donc possible d’obtenir des familles d’identités entre les valeurs de la fonction

de Möbius lorsque l’on possède une expression explicite pour les coefficients d’une

série indicatrice (calculée indépendamment de l’inversion de Möbius). Illustrons ce fait

en faisant appel à l’espèce En = Xn/Sn, des ensembles de cardinal n, et l’espèce

E±
n = Xn/An, des ensembles orientés de cardinal n.

Corollaire 2.5.2. Pour tout σ ⊢ n ≥ 0, on a l’identité

sgn(σ)

aut(σ)
=

1

n!

∑

V ≤Sn
V de type σ

µ({idn}, V ).

Démonstration. On sait d’une part que la série indicatrice d’asymétrie de l’espèce En

des ensembles à n éléments est

ΓEn(x1, x2, x3, · · · ) =
∑

σ⊢n

sgn(σ)
xσ1
1 xσ2

2 xσ3
3 · · ·

aut(σ)
(2.26)

où σ parcourt les partages de l’entier n, sgn(σ) = (−1)n−
∑

σi = (−1)
∑

σ2k et aut(σ) =

1σ1σ1!2
σ2σ2! · · · .

D’autre part, en posant M = En = Xn/Sn dans (2.21), on obtient une deuxième

expression pour cette série,

ΓEn(x1, x2, x3, · · · ) =
1

n!

∑

V≤Sn

µ({idn}, V ) xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · ·

=
∑

σ⊢n


 1

n!

∑

V ≤Sn
V de type σ

µ({idn}, V )


xσ1

1 xσ2
2 · · · .

Par identification des coefficients de xσ1
1 xσ2

2 · · · , le résultat suit.

En particulier, pour σ = (n), on obtient un résultat bien connu [48] concernant les

valeurs de la fonction de Möbius dans le treillis des sous-groupes de Sn :

∑

V ≤Sn
V transitif

µ({idn}, V ) = (−1)n−1(n− 1)!. (2.27)

Corollaire 2.5.3. Pour tout σ ⊢ n ≥ 2, on a l’identité

(2 + σ1 − n)
sgn(σ)

aut(σ)
=

2

n!

∑

V ≤An
V de type σ

µ({idn}, V ).
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Démonstration. Nous avons trouvé à la section 2.3, que la série indicatrice d’asymétrie

de l’espèce E±
n des ensembles orientés à n éléments est donnée par

ΓE±
n
(x1, x2, x3, · · · ) =

∑

σ⊢n

(2 + σ1 − n) sgn(σ)
xσ1
1 xσ2

2 xσ3
3 · · ·

aut(σ)
, n ≥ 2.

De plus, en posant M = E±
n = Xn/An dans (2.21), n ≥ 2, on a

ΓE±
n
(x1, x2, x3, · · · ) =

2

n!

∑

V≤An

µ({idn}, V ) xV1
1 xV2

2 xV3
3 · · ·

=
∑

σ⊢n


 2

n!

∑

V ≤An
V de type σ

µ({idn}, V )


xσ1

1 xσ2
2 · · · .

Par identification des coefficients de xσ1
1 xσ2

2 · · · , le résultat suit.

En particulier, pour σ = (n), on obtient

∑

V ≤An
V transitif

µ({idn}, V ) = (−1)n−1
(
1−

n

2

)
(n− 1)!, n ≥ 2, (2.28)

qui est un résultat analogue à (2.27) pour le groupe An.

Un résultat intéressant apparâıt lorsqu’on soustrait (2.28) de (2.27) :

∑

V ≤Sn
V transitif

µ({idn}, V )−
∑

V ≤An
V transitif

µ({idn}, V ) = (−1)n−1n!

2
, n ≥ 2. (2.29)

Ce coefficient est conjecturé (dans [48], p. 166 exercice 53c) comme la valeur de la

fonction de Möbius du groupe symétrique.

Rappelons que dans [12], Décoste présente les substitutions simultanées

∆ : xk :=
(1− q)k

1− qk
xk, k ≥ 1

dans les séries indicatrices d’une espèce pondérée F = Fw :

F (x; q) =
∑

n≥0

|F [[[n]]]|q
xn

[n]!q
:= ZF (x1, x2, · · · )|∆ ,

et

F < x; q > := ΓF (x1, x2, · · · )|∆
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où [n]!q =
(1−q)(1−q2)···(1−qn)

(1−q)n . L’analogue, dans le contexte des Φ-séries, est désigné par

F (x; q)Φ := ΦF (x1, x2, · · · )|∆ .

Considérons le cas où F = M = Xn/H, H ≤ Sn, n ≥ 0, est une espèce moléculaire

non pondérée et rappelons que

ΦM (x1, x2, · · · ) =
∑

λ⊢n

TΦ
λ (H) monλ(t1, t2, · · · ) (2.30)

où xk =
∑

i≥1 t
k
i . Puisque

(1− q)k

1− qk
xk =

∑

i≥1

tki

∣∣∣∣∣∣
ti:=(1−q)qi−1x

,

en effectuant les substitutions simultanées ti := (1− q)qi−1x, i ≥ 1, et xk := (1−q)k

1−qk
xk,

k ≥ 1, dans (2.30), on obtient l’égalité

M(x; q)Φ =
∑

λ⊢n

TΦ
λ (H) monλ((1− q), (1− q)q, (1− q)q2, · · · ) xn.

Or, Décoste a montré que

monλ((1− q), (1− q)q, (1− q)q2, · · · ) =
1

[n]!q

(n2)∑

i=0

cn(λ, i) q
i (2.31)

où les coefficients cn(λ, i) sont des entiers pour lesquels elle donne l’interprétation sui-

vante :

cn(λ, i) =
∑

µ,ν∈P
6=
<n,µ⊳ν

<µ>+=λ,ν⊢i

(−1)ℓ(ν)−ℓ(µ),

où P 6=
<n = {(µ1, µ2, · · · ) | n > µ1 > µ2 > · · · } est l’ensemble de tous les partages en

parts distinctes de taille strictement inférieure à n, ℓ(µ) est le nombre de parts du

partage µ, ℓ(∅) := 1, µ ⊳ ν si et seulement si les parts de µ sont des parts de ν et < µ >

est la composition de n formée des marches de µ, < µ >=< n−µ1, µ1−µ2, · · · , µs−2−

µs−1, µs−1 >.

Ainsi,

M(x; q)Φ =
∑

λ⊢n

TΦ
λ (H)

(n2)∑

i=0

cn(λ, i) q
i xn

[n]!q
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et
[

xn

[n]!q

]
M(x; q)Φ =

(n2)∑

i=0

(∑

λ⊢n

TΦ
λ (H) cn(λ, i)

)
qi.

Le contexte des Φ-séries permet de répondre en partie aux questions posées par

Décoste [12] concernant l’interprétation des substitutions simultanées ∆ dans la série

indicatrice d’asymétrie d’une espèce. En fait, dans l’expression

|Fw[[[n]]]|q =

(n2)∑

i=0

(∑

λ⊢n

cn(λ, i) tλ

)
qi

obtenue par Décoste, l’interprétation de ses tλ est, dans le cadre des Φ-séries, le nombre

(la somme des poids) de représentants des types de Fw(Xt1 +Xt2 + · · · )-structures où

la distribution sous-jacente des poids est λ et dont le stabilisateur est conjugué à un

groupe de Φ.

Décoste [12] a introduit les polynômes Pn(λ; q) lors du q-comptage des permuta-

tions :

S(x; q) =
∑

n≥0

∑

λ⊢n

n∏

i=1

(1− qi)1−λi
xn

[n]!q

=
∑

n≥0

∑

λ⊢n

Pn(λ; q)
xn

[n]!q
.

Elle a montré que les Pn(λ; q) sont des polynômes en q de degré
(
n
2

)
à coefficients

entiers.

Nous terminons cette section en donnant, dans le contexte des Φ-séries et en terme

de la fonction de Möbius, une expression analogue à

|Fw[[[n]]]|q =
∑

λ⊢n

λ=1λ12λ2 ···

pF (λ1, λ2, · · · )

aut(λ)
Pn(λ; q)

où pF (λ1, λ2, · · · ) = |{s ∈ F [[[n]]] | σ.s = s}|, σ ∈ Sn étant une permutation de type

λ. En fait, nous nous limitons au cas où F = M = Xn/H, H ≤ Sn, est une espèce

moléculaire et où Φ = {K}, K ≤ Sn. Le cas plus général, où F est une espèce pondérée

quelconque et Φ est un ensemble de groupes non conjugués deux à deux, s’obtient

facilement par linéarité.
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Proposition 2.5.4. Soient H et K deux sous-groupes de Sn, n ≥ 0. Pour Φ = {K},

on a :

[
xn

[n]!q

]
Xn

H
(x; q)Φ =

(n2)∑

i=0

(∑

λ⊢n

Tλ(H,K) cn(λ, i)

)
qi

=
∑

λ⊢n


 1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤V ≤H
V de type λ

µ(Q, V )


Pn(λ, q).

Démonstration. Puisque (1−q)k

1−qk
xk =

∑
i≥1 t

k
i

∣∣∣
ti:=(1−q)qi−1x

, en effectuant les substitu-

tions simultanées ti := (1 − q)qi−1x, i ≥ 1, dans (2.24) et xk := (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1, dans

(2.25), on obtient l’égalité

∑

λ⊢n

Tλ(H,K) monλ((1− q), (1− q)q, (1− q)q2, · · · ) xn

=
1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤v≤H

µ(Q, V )
n∏

k=1

(1− qk)1−Vk
xn

[n]!q
.

Utilisant (2.31) et regroupant les termes de la dernière expression selon les partages

induits des actions naturelles de groupes V sur [[n]], on obtient

∑

λ⊢n

Tλ(H,K)

(n2)∑

i=0

cn(λ, i) q
i xn

[n]!q

=
∑

λ⊢n


 1

|H|

∑

Q∈K∩sg(H)

|Q|
∑

Q≤v≤H
V de type λ

µ(Q, V )


Pn(λ, q)

xn

[n]!q
.

Par identification des coefficients de xn

[n]!q
, le résultat suit.

Corollaire 2.5.5. On a :

[
xn

[n]!q

]
Xn

H
< x; q > =

n∑

i=0

(∑

λ⊢n

Tλ(H, {idn}) cn(λ, i)

)
qi

=
∑

λ⊢n


 1

|H|

∑

V ≤H
V de type λ

µ({idn}, V )


Pn(λ, q).

△



Chapitre 3

Les conditions préservant les

opérations

Quelles que soient les espèces pondérées F = Fw et G = Gv, on a vu au chapitre 1

que

ΦF (x, x
2, x3, · · · ) = F̃Φ(x)

et que

ΦF+G(x1, x2, · · · ) = ΦF (x1, x2, · · · ) + ΦG(x1, x2, · · · ).

Par contre, on a vu au chapitre 2 que, pour toute espèce pondérée F = Fw,

ΦF (x, 0, 0, · · · ) = F (x)

si et seulement si Γ ⊆ Φ, c.-à-d. : pour que la Φ-série contienne les informations

relatives aux structures étiquetées, Φ doit contenir tous les groupes triviaux. L’objet

de ce chapitre est donc de poursuivre l’étude, amorcée aux chapitres précédents, des

propriétés de la série indicatrice des Φ-symétries.

Puisque les séries indicatrices ZF et ΓF sont des cas particuliers de Φ-séries, nous

dégageons, aux sections 3.1 et 3.2, des conditions qui, imposées à Φ, plus précisément

imposées à son saturé sous la conjugaison, font en sorte que la transformation F 7→ ΦF

préserve les opérations de produit, de dérivation, de pointage et de substitution. Le



79

calcul des Φ-séries est alors largement simplifié par l’utilisation d’égalités combinatoires

caractérisant, explicitement ou implicitement, les espèces où interviennent ces opéra-

tions.

Finalement, nous proposons à la dernière section de ce chapitre, une façon de générer

des ensembles explicites Φ tels que les séries ΦF (x1, x2, · · · ) possèdent des propriétés

analogues à celles des séries indicatrices des cycles et d’asymétrie.

Notons qu’afin d’uniformiser la notation pour les produits en couronne avec celle

des espèces, nous avons inversé l’ordre des groupes de la notation classique.

3.1 Les opérations de produit, de dérivée et de pointage

On a vu, au chapitre 1, que l’espèce Φ-associée à un produit est égale (isomorphe)

au produit des espèces Φ-associées à chacune des espèces du produit si et seulement

si le saturé de Φ sous la conjugaison est fortement stable sous le produit externe de

groupes. Ceci donne lieu au résultat suivant.

Proposition 3.1.1. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv,

ΦF ·G(x1, x2, · · · ) = ΦF (x1, x2, · · · ) · ΦG(x1, x2, · · · )

si et seulement si l’ensemble Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes.

Démonstration. D’une part, si pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv on a

ΦF ·G(x1, x2, · · · ) = ΦF (x1, x2, · · · ) · ΦG(x1, x2, · · · ),

de la proposition 1.5.5, ]F ·G
Φ

(x) = F̃Φ(x) · G̃Φ(x) et de la proposition 1.4.9, Φ̂ est

nécessairement fortement stable sous le produit externe de groupes.

D’autre part, lorsque Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes, on

a, par la proposition 1.4.9,

((F ·G)(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ(x)

= (F (Xt1 +Xt2 + · · · ) ·G(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ(x)

= (F (Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ(x) · (G(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ(x).
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Il suffit de poser x = 1 dans ces séries génératrices et le résultat suit.

Corollaire 3.1.2. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv,

ZF ·G(x1, x2, · · · ) = ZF (x1, x2, · · · ) · ZG(x1, x2, · · · ),

ΓF ·G(x1, x2, · · · ) = ΓF (x1, x2, · · · ) · ΓG(x1, x2, · · · ).

△

Désignons par F ′ la dérivée d’une espèce quelconque F . En utilisant les tables

de J. Labelle [33] et de Yeh [55] concernant les dérivées des espèces moléculaires, nous

avons calculé ΦM ′(x1, x2, · · · ) (voir le tableau 3.1) et ∂
∂x1

ΦM (x1, x2, · · · ) (voir le tableau

3.2) pour M ∈ Mn, 1 ≤ n ≤ 4. Une comparaison de ces deux tableaux nous a menés

au résultat suivant.

Proposition 3.1.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si {id0} ∈ Φ̂ et si Φ̂ est fermé sous le produit externe par {id1},

c.-à-d. : que 1 ∈ mol(Φ) et que mol(Φ) est fermé sous la multiplication par X, alors

pour toute espèce pondérée F = Fw,

ΦF ′(x1, x2, · · · ) =
∂

∂x1
ΦF (x1, x2, · · · ).

Démonstration. Ajoutons une nouvelle variable t0 à la famille de variables (ti)i≥1. La

définition de la dérivée d’une espèce entrâıne que

F (Xt0+Xt1+Xt2+· · · ) = F (Xt1+Xt2+· · · )+Xt0 ·F
′(Xt1+Xt2+· · · )+O(t20)(X) (3.1)

où O(t20)(X) désigne une espèce dont le poids de chaque structure est un multiple de

t20. Puisque mol(Φ) est fermé sous la multiplication par X, on a :

(
Xt0 · F

′(Xt1 +Xt2 + · · · )
)∼Φ

= X̃t0

Φ
·
(
F ′(Xt1 +Xt2 + · · · )

)∼Φ
. (3.2)

Les égalités (3.1) et (3.2) entrâınent, par passage aux Φ-séries et en utilisant le fait que

X ∈ mol(Φ),

ΦF (t0 + t1 + t2 + · · · , t20 + t21 + t22 + · · · , · · · ) =

ΦF (t1 + t2 + · · · , t21 + t22 + · · · , · · · ) + (3.3)

t0 ΦF ′(t1 + t2 + · · · , t21 + t22 + · · · , · · · ) +O(t20)
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où O(t20) désigne une série dont chaque terme est un multiple de t20.

Notons que, pour zi := ti0 + ti1 + ti2 + · · · , i ≥ 1, on a :

∂

∂t0
ΦF (t0 + t1 + t2 + · · · , t20 + t21 + t22 + · · · , · · · )

∣∣∣∣
t0=0

=
∑

i≥1

∂

∂zi
ΦF (z1, z2, · · · )

∂zi
∂t0

∣∣∣∣
t0=0

=
∂ΦF

∂x1
(t1 + t2 + · · · , t21 + t22 + · · · , · · · )

puisque ∂zi/∂t0|t0=0 = 0 si i > 1. Ainsi, on a le développement taylorien d’ordre 1 en

t0 suivant :

ΦF (t0 + t1 + t2 + · · · , t20 + t21 + t22 + · · · , · · · ) =

ΦF (t1 + t2 + · · · , t21 + t22 + · · · , · · · ) + (3.4)

t0
∂ΦF

∂x1
(t1 + t2 + · · · , t21 + t22 + · · · , · · · ) +O(t20).

Le résultat annoncé découle donc par comparaison de (3.3) et de (3.4).

Proposition 3.1.4. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ satisfait toutes les conditions de la proposition 3.1.3 alors,

pour toute espèce pondérée F = Fw,

ΦF •(x1, x2, · · · ) = x1
∂

∂x1
ΦF (x1, x2, · · · )

où • désigne l’opération de pointage.

Démonstration. Il suffit de se rappeler que l’espèce F •, F point, satisfait l’égalité

combinatoire F • = X · F ′ et le résultat suit.

Corollaire 3.1.5. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si {id1} ∈ Φ̂ et si Φ̂ est fortement stable sous le produit

externe de groupes alors, pour toute espèce pondérée F = Fw,

ΦF ′(x1, x2, · · · ) =
∂

∂x1
ΦF (x1, x2, · · · ),

ΦF •(x1, x2, · · · ) = x1
∂

∂x1
ΦF (x1, x2, · · · ).

△
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Corollaire 3.1.6. Pour toute espèce pondérée F = Fw,

ZF ′(x1, x2, · · · ) =
∂

∂x1
ZF (x1, x2, · · · ) et ZF •(x1, x2, · · · ) = x1

∂

∂x1
ZF (x1, x2, · · · ),

ΓF ′(x1, x2, · · · ) =
∂

∂x1
ΓF (x1, x2, · · · ) et ΓF •(x1, x2, · · · ) = x1

∂

∂x1
ΓF (x1, x2, · · · ).

△
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Tableau 3.1 – Les Φ-polynômes de M ′ pour M ∈ Mn, n ≤ 4

M M ′ ΦM ′(x1, x2, · · · )

X 1 χ(S0 ∈ Φ̂)

E2 X χ(S1 ∈ Φ̂)x1

X2 2X χ(S1 ∈ Φ̂)2x1

E3 E2 χ(S2 ∈ Φ̂)x2 + χ(S1,1 ∈ Φ̂)
(
x2
1
2 − x2

2

)

C3 X2 χ(S1,1 ∈ Φ̂)x21

XE2 E2 +X2 χ(S2 ∈ Φ̂)x2 + χ(S1,1 ∈ Φ̂)
(
3x2

1
2 − x2

2

)

X3 3X2 χ(S1,1 ∈ Φ̂)3x21

E4 E3 χ(S3 ∈ Φ̂)x3 + χ(S2,1 ∈ Φ̂) (x1x2 − x3)

+χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
6 − x1x2

2 + x3
3

)

E±
4 E±

3 = C3 χ(Z3 ∈ Φ̂)x3 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
3 − x3

3

)

P4 XE2 χ(S2,1 ∈ Φ̂)x1x2 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
2 − x1x2

2

)

XE3 E3 +XE2 χ(S3 ∈ Φ̂)x3 + χ(S2,1 ∈ Φ̂) (2x1x2 − x3)

+χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
2x3

1
3 − x1x2 +

x3
3

)

E2
2 2XE2 χ(S2,1 ∈ Φ̂)2x1x2 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x31 − x1x2

)

P bic
4 X3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)x31

C4 X3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)x31

XC3 C3 +X3 χ(Z3 ∈ Φ̂)x3 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
4x3

1
3 − x3

3

)

X2E2 2XE2 +X3 χ(S2,1 ∈ Φ̂)2x1x2 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
2x31 − x1x2

)

E2 ◦X
2 2X3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)2x31

X4 4X3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)4x31
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Tableau 3.2 – ∂
∂x1

ΦM pour M ∈ Mn, n ≤ 4

M ∂
∂x1

ΦM (x1, x2, · · · )

X χ(S1 ∈ Φ̂)

E2 χ(S1,1 ∈ Φ̂)x1

X2 χ(S1,1 ∈ Φ̂)2x1

E3 χ(S2,1 ∈ Φ̂)x2 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x2
1
2 − x2

2

)

C3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)x21

XE2 χ(S2,1 ∈ Φ̂)x2 + χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)
(
3x2

1
2 − x2

2

)

X3 χ(S1,1,1 ∈ Φ̂)3x21

E4 χ(S3,1 ∈ Φ̂)x3 + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂) (x1x2 − x3)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
6 − x1x2

2 + x3
3

)

E±
4 χ(Z3 ⋆S1 ∈ Φ̂)x3 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x3
1
3 − x3

3

)

P4 χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)x1x2 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
x3
1
2 − x1x2

2

)

XE3 χ(S3,1 ∈ Φ̂)x3 + χ(S2,1,1 ∈ Φ̂) (2x1x2 − x3)

+χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
2x3

1
3 − x1x2 +

x3
3

)

E2
2 χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)2x1x2 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)

(
x31 − x1x2

)

P bic
4 χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)x31

C4 χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)x31

XC3 χ(Z3 ⋆S1 ∈ Φ̂)x3 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
4x3

1
3 − x3

3

)

X2E2 χ(S2,1,1 ∈ Φ̂)2x1x2 + χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)
(
2x31 − x1x2

)

E2 ◦X
2 χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)2x31

X4 χ(S1,1,1,1 ∈ Φ̂)4x31
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3.2 L’opération de substitution

Le but de cette section est de dégager des conditions à imposer au saturé d’un

ensemble Φ pour que, quelles que soient les espèces pondérées F = Fw et G = Gv, on

ait

ΦF◦G(x1, x2, · · · ) = ΦF ◦ ΦG(x1, x2, · · · ).

Remarque 3.2.1. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toute espèce pondérée F = Fw, on aimerait d’abord

s’assurer que

ΦF◦X(x1, x2, · · · ) = ΦF ◦ ΦX(x1, x2, · · · ) (3.5)

et que

ΦX◦F (x1, x2, · · · ) = ΦX ◦ ΦF (x1, x2, · · · ). (3.6)

Notons que les égalités (3.5) et (3.6) sont satisfaites si et seulement si

ΦF (x1, x2, · · · ) = ΦF ◦ ΦX(x1, x2, · · · ) = ΦX ◦ ΦF (x1, x2, · · · ). (3.7)

Distinguons les deux situations suivantes.

– Si {id1} ∈ Φ alors ΦX(x1, x2, · · · ) = x1 et les égalités (3.7) sont vérifiées.

– Si {id1} 6∈ Φ alors ΦX(x1, x2, · · · ) = 0 et

ΦF ◦ ΦX(x1, x2, · · · ) = ΦF ◦ 0 = ΦF0(x1, x2, · · · ).

De plus,

ΦX ◦ ΦF (x1, x2, · · · ) = 0 ◦ ΦF (x1, x2, · · · ) = 0.

Mais en général,

0 6= ΦF (x1, x2, · · · ) 6= ΦF0(x1, x2, · · · ).

Seuls le cas Φ = ∅ donne lieu à l’égalité ΦF (x1, x2, · · · ) = ΦF0(x1, x2, · · · ) = 0

quelle que soit l’espèce F .

Pour éviter ce cas dégénéré, nous introduisons le lemme suivant. 2
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Lemme 3.2.2. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble non vide de groupes

non conjugués deux à deux. Si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de

substitution alors {id1} ∈ Φ.

Démonstration. La démonstration est immédiate à la suite de la remarque 3.2.1.

Il est intéressant de remarquer que si la transformation F 7→ ΦF préserve la

substitution alors elle préserve "presque" le produit. Plus précisément nous avons le

lemme suivant.

Lemme 3.2.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non conjugués

deux à deux. Si {id0} ∈ Φ et si ΦF◦G(x1, x2, · · · ) = ΦF ◦ ΦG(x1, x2, · · · ) pour toutes

espèces F et G, G[∅] = ∅, alors, pour toutes espèces pondérées A = Aw et B = Bv,

ΦA·B(x1, x2, · · · ) = ΦA(x1, x2, · · · ) · ΦB(x1, x2, · · · )

si et seulement si {id2} ∈ Φ.

Démonstration. Puisque {id0} ∈ Φ, il suffit de se restreindre au cas où (A+B)[∅] = ∅.

Considérons le cas où F = X2 et G = A+B. On a :

ΦX2(x1, x2, · · · ) = X̃2
t

Φ
(x)

∣∣∣∣
x:=1

= χ({id2} ∈ Φ) x21.

D’une part, par hypothèse,

Φ(A+B)2(x1, x2, · · · ) = ΦX2 ◦ ΦA+B(x1, x2, · · · )

= χ({id2} ∈ Φ) (ΦA+B(x1, x2, · · · ))
2

= χ({id2} ∈ Φ) (ΦA(x1, x2, · · · ) + ΦB(x1, x2, · · · ))
2

= χ({id2} ∈ Φ)
[
(ΦA)

2 + 2ΦA · ΦB + (ΦB)
2
]
.

D’autre part,

Φ(A+B)2(x1, x2, · · · ) = ΦA2+2A·B+B2(x1, x2, · · · )

= ΦA2(x1, x2, · · · ) + 2ΦA·B(x1, x2, · · · ) + ΦB2(x1, x2, · · · )

= ΦX2◦A(x1, x2, · · · ) + 2ΦA·B(x1, x2, · · · ) + ΦX2◦B(x1, x2, · · · )

= χ({id2} ∈ Φ)(ΦA)
2 + 2ΦA·B + χ({id2} ∈ Φ)(ΦB)

2.
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En comparant les deux expressions obtenues pour Φ(A+B)2 on a, après simplification,

ΦA·B(x1, x2, · · · ) = χ({id2} ∈ Φ) ΦA(x1, x2, · · · ) · ΦB(x1, x2, · · · )

et le résultat suit.

Définition 3.2.4. Pour deux ensembles finis U et V tels que |U | = n et |V | = k et

deux groupes H ≤ SU et K ≤ SV , le produit en couronne H ≀ K est le groupe des

permutations σ sur l’ensemble U × V de la forme suivante :

pour (u, v) ∈ U × V : σ((u, v)) = (h(u), α(u)(v))

où h ∈ H et α : U → K est une fonction. Le produit de deux permutations, σ =

(h, α) ∈ H ≀ K et σ′ = (h′, α′) ∈ H ≀ K, est défini par σσ′ = (hh′, αα′
h) où ∀u ∈ U ,

αα′
h(u) = α(u)α′(h−1(u)), c.-à-d. : ∀(u, v) ∈ U × V ,

σσ′((u, v)) = (hh′(u), α(u)α′(h−1(u))(v)).

L’élément identité IH≀K de H ≀K est IH≀K = (IH , ι) où ι : U → K(u 7→ IK), l’inverse

de σ = (h, α) ∈ H ≀K est σ−1 = (h−1, α−1
h−1) et l’ordre du groupe H ≀K est |H ≀K| =

|K||U ||H|.

Remarque 3.2.5. Si M = Xn/H, H ≤ Sn, n ≥ 0, et N = Xk/K, K ≤ Sk, k ≥ 1,

sont deux espèces moléculaires, le résultat de la substitution de N dans M est aussi

moléculaire [5, 54] et M ◦N = Xnk/H ≀K.

On considère le groupe H ≀K comme le sous-groupe de Snk obtenu en considérant les

couples (u, v) ∈ [[n]]× [[k]] comme les coordonnées des éléments ν ∈ [[nk]]. Tout élément

σ = (h, α) ∈ H ≀K s’écrit σ = (h, ι) ◦ (idn, α) où h ∈ H et α : [[n]] → K. On considère

le rectangle suivant.

k k 2k 3k · · · nk
...

...
...

... · · ·
...

3 3 k + 3 2k + 3 · · · (n− 1)k + 3

2 2 k + 2 2k + 2 · · · (n− 1)k + 2

1 1 k + 1 2k + 1 · · · (n− 1)k + 1

K
H 1 2 3 · · · n
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D’abord, une fonction α : [[n]] → K associe à u ∈ [[n]] une permutation α(u) ∈ K

qui permute les éléments de la u-ième colonne. Ensuite, h ∈ H permute l’ensemble

des colonnes sans en changer les composantes. Ainsi, pour ν ∈ [[nk]] et (u, v) ses

coordonnées, l’image de ν par σ = (h, α) ∈ H ≀K est l’élément σ(ν) dont les coordonnées

sont

(h, α)(u, v) = (h(u), α(u)(v)).

2

Définition 3.2.6. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. On dit que Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne

si {id1} ∈ Φ̂ et si

∀H ≤ Sn, n ≥ 0, ∀K ≤ Sk, k ≥ 1 : H ≀K ∈ Φ̂ ⇐⇒ H ∈ Φ̂ et K ∈ Φ̂.

Proposition 3.2.7. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Pour toutes espèces moléculaires M et N ,

(M ◦N)∼Φ(x) = ΦM (ÑΦ(x), ÑΦ(x2), · · · )

si et seulement si Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne.

Démonstration. Soient M = Xn/H, H ≤ Sn, n ≥ 0, et N = Xk/K, K ≤ Sk, k ≥ 1.

D’une part,

(M ◦N)∼Φ(x) =

(
Xnk

H ≀K

)∼Φ

(x) = χ(H ≀K ∈ Φ̂) xnk

et

ÑΦ(x) =

(
Xk

K

)∼Φ

(x) = χ(K ∈ Φ̂) xk.

D’autre part, par la proposition 1.5.5,

ΦM (ÑΦ(x), ÑΦ(x2), · · · ) = ΦM (χ(K ∈ Φ̂)xk, χ(K ∈ Φ̂)x2k, · · · )

= ΦM (t, t2, · · · )
∣∣
t:=χ(K∈Φ̂)xk

= M̃Φ(t)
∣∣∣
t:=χ(K∈Φ̂)xk

= χ(H ∈ Φ̂) tn
∣∣∣
t:=χ(K∈Φ̂)xk

= χ(H ∈ Φ̂) χ(K ∈ Φ̂) xnk.
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Par conséquent,

(M ◦N)∼Φ(x) = ΦM (ÑΦ(x), ÑΦ(x2), · · · )

si et seulement si

χ(H ≀K ∈ Φ̂) = χ(H ∈ Φ̂) χ(K ∈ Φ̂)

et le résultat suit.

On ne peut malheureusement pas utiliser ce résultat pour trouver une condition

nécessaire et suffisante à ce que ΦM◦N (x1, x2, · · · ) = ΦM ◦ ΦN (x1, x2, · · · ) puisque l’es-

pèce N(Xt1 +Xt2 + · · · ) n’est pas moléculaire. Nous allons utiliser le concept de produit

en couronne généralisé classique et s’inspirer de l’utilisation qu’en fait Yeh [54, 55] dans

le contexte des espèces multisortes pour obtenir un théorème pour la substitution,

c.-à-d. : pour établir des conditions sur l’ensemble Φ̂ pour que, quelles que soient les

espèces pondérées F = Fw et G = Gv, G[∅] = ∅, à une sorte, on ait ΦF◦G(x1, x2, · · · ) =

ΦF (x1, x2, · · · ) ◦ ΦG(x1, x2, · · · ).

Définition 3.2.8. Soient U1, U2, · · · , Uℓ, V1, V2, · · · , Vℓ des ensembles finis tels que

|Ui| = ni et |Vi| = ki, 1 ≤ i ≤ ℓ et soit SU1,U2,··· ,Uℓ
le groupe des permutations h de

⊎ℓ
i=1Ui telles que h(Ui) = Ui, 1 ≤ i ≤ ℓ. Soient H ≤ SU1,U2,··· ,Uℓ

et Ki ≤ SVi , 1 ≤ i ≤ ℓ.

Le produit en couronne H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ) est le groupe formé des permutations

σ = (σ1, σ2, · · · , σℓ) de l’ensemble U1 × V1 ⊎ U2 × V2 ⊎ · · ·Uℓ × Vℓ de la forme suivante,

pour 1 ≤ i ≤ ℓ,

σ((ui, vi)) = σi((ui, vi)) = (h(ui), αi(ui)(vi)) ∈ Ui × Vi

où (ui, vi) ∈ Ui × Vi, h ∈ H et αi : Ui → Ki. Le neutre de H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ) est

IH≀(K1,K2,··· ,Kℓ) = (IH , ι) où ιi : Ui → Ki(ui 7→ IKi), 1 ≤ i ≤ ℓ. Le produit de deux

permutations σ, σ′ ∈ H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ) se définit de façon analogue à celui du produit

en couronne simple où σσ′ = (σ1σ
′
1, σ2σ

′
2, · · · , σℓσ

′
ℓ) de même pour l’inverse σ−1 de σ,

σ−1 = (σ−1
1 , σ−1

2 , · · · , σ−1
ℓ ). L’ordre du groupe H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ) est

|H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ)| = |K1|
|U1||K2|

|U2| · · · |Kℓ|
|Uℓ| |H|.
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Remarque 3.2.9. Soient 1 ≤ ℓ < ∞ et n1, n2, · · · , nℓ ∈ N. De façon analogue au

produit en couronne, lorsque H ≤ Sn1,n2,··· ,nℓ
et Ki ≤ Ski , ki ∈ N∗ pour i ∈ [[ℓ]], on

considère le groupe H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ) comme un sous-groupe de S
∑

niki .

Tout élément σ ∈ H ≀ (K1,K2, · · · ,Kℓ) s’écrit σ = (h, α1, α2, · · · , αℓ) où h ∈ H ≤

Sn1,n2,··· ,nℓ
et αi : [[ni]] → Ki, i ∈ [[ℓ]]. On considère la suite de rectangles suivante :

R1 R2 · · · Rℓ

où le i-ème rectangle Ri, i ∈ [[ℓ]], est formé des ni colonnes suivantes.

Ri

n1k1 + · · ·+ ni−1ki−1 + ki n1k1 + · · ·+ ni−1ki−1 + niki

... · · ·
...

n1k1 + · · ·+ ni−1ki−1 + 2 n1k1 + · · ·+ ni−1ki−1 + (ni − 1)ki + 2

n1k1 + · · ·+ ni−1ki−1 + 1 n1k1 + · · ·+ ni−1ki−1 + (ni − 1)ki + 1

1 · · · ni

D’abord, une fonction αi : [[ni]] → Ki associe à ui ∈ [[ni]] une permutation αi(ui) ∈ Ki

qui permute les éléments de la ui-ième colonne de Ri. Ensuite, h ∈ H ≤ Sn1,n2,··· ,nℓ

permute les colonnes à l’intérieur de chacun des rectangles sans en modifier le contenu.

Ainsi, pour ν ∈ [[
∑ℓ

i=1 niki]], un élément du i-ème rectangle, et (ui, vi) ses

coordonnées dans le rectangle Ri, l’image de ν par σ = (h, α1, α2, · · · , αℓ) est l’élément

σ(ν) du même rectangle, dont les coordonnées sont (h(ui), αi(ui)(vi)). 2

Définition 3.2.10. Soient H ≤ Sn, n1, n2, · · · ∈ N tels que n1 + n2 + · · · = n < ∞

et Ki ≤ Ski , i ∈ N∗, ki ∈ N∗. On définit le produit en couronne généralisé indicé

H ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) ≤ Sn1k1+n2k2+··· par

H ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) = (H ∩Sn1,n2,···) ≀ (K1,K2, · · · ).
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Définition 3.2.11. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. On dit que Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne

généralisé si {id1} ∈ Φ̂ et si ∀n1, n2, · · · ∈ N tels que n1 + n2 + · · · = n < ∞, ∀H ≤ Sn,

et ∀Ki ≤ Ski, i ∈ N∗, ki ∈ N∗ :

H ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) ∈ Φ̂ ⇐⇒





H ∩Sn1,n2,··· ∈ Φ̂

et

∀i, tel que ni 6= 0,Ki ∈ Φ̂.

Théorème 3.2.12 (Yeh). Soient T1, T2, · · · , Td, d sortes de points, d ≥ 1, H ≤ Sn et

Ki ≤ Ski , i ∈ [[d]], ki ∈ N∗. On a ∀n1, n2, · · · , nd ∈ N tels que n1 + n2 + · · ·+ nd = n

Tn1
1 Tn2

2 · · ·Tnd
d

H ∩Sn1,n2,··· ,nd

∣∣∣∣
Ti=Xki/Ki,i=1,2,··· ,d

=
X

∑
niki

H ≀n1,n2,··· ,nd
(K1,K2, · · · ,Kd)

.

Démonstration. Voir le théorème III.2.3 de [54].

Remarque 3.2.13. Quels que soient n1, n2, · · · ∈ N tels que n1 + n2 + · · · = n < ∞,

H ≤ Sn, et Ki ≤ Ski , i ∈ N∗, ki ∈ N∗, on peut toujours ramener l’expression du

groupe H ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) à une expression de la forme H ≀m1,m2,··· (H1, H2, · · · ) où

m1,m2, · · · ∈ N∗ et (H1, H2, · · · ) est simplement la suite obtenue de (K1,K2, · · · ) en

omettant les groupes Ki lorsque ni = 0, i ≥ 1, et en décalant le tout vers la gauche.

Par exemple, pour H ≤ S11,

H ≀0,0,3,0,4,1,0,1,0,2,0,··· (K1,K2, · · · ) = H ≀0,0,3,0,4,1,0,1,0,2 (K1,K2, · · · ,K10)

= H ≀3,4,1,1,2 (K3,K5,K6,K8,K10)

Ceci nous permet de dire que Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne

généralisé lorsque {id1} ∈ Φ et ∀n1, n2, · · · ∈ N∗ tels que n1 + n2 + · · · = n < ∞,

∀H ≤ Sn, et ∀Ki ≤ Ski , i ∈ N∗, ki ∈ N∗ :

H ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) ∈ Φ̂ ⇐⇒





H ∩Sn1,n2,··· ∈ Φ̂

et

K1,K2, · · · ∈ Φ̂.
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De plus, ∀n1, n2, · · · , nℓ ∈ N∗ tels que (n1, n2, · · · , nℓ)
+ = λ ⊢ n, on sait qu’il existe

ω ∈ Sn tel que ωSn1,n2,··· ,nℓ
ω−1 = Sλ et que ∀H ≤ Sn,

H ∩Sn1,n2,··· ,nℓ
= Hω ∩Sλ.

Soit f une bijection qui associe au vecteur (n1, n2, · · · , nℓ) le vecteur (n1, n2, · · · , nℓ)
+ =

λ, c.-à-d. : ni 7→ λf(i), on a :

H ≀n1,n2,··· ,nℓ
(H1, H2, · · · , Hℓ) ≡ Hω ≀λ (Hf−1(1), Hf−1(2), · · · , Hf−1(ℓ)).

Reprenons l’exemple ci-dessus. Soit ω ∈ Sn telle que ωS3,4,1,1,2ω
−1 = S4,3,2,1,1, on a :

H ≀3,4,1,1,2 (H1, H2, H3, H4, H5) ≡ Hω ≀4,3,2,1,1 (H2, H1, H5, H3, H4)

= Hω ≀4,3,2,1,1 (K5,K3,K10,K6,K8).

Nous pouvons donc dire que Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne

généralisé lorsque {id1} ∈ Φ̂ et ∀λ ⊢ n < ∞, en ℓ ≥ 1 parts, ∀H ≤ Sn, et ∀Ki ≤ Ski ,

i ∈ [[ℓ]], ki ∈ N∗ :

H ≀λ (K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂ ⇐⇒





H ∩Sλ ∈ Φ̂

et

K1,K2, · · · ,Kℓ ∈ Φ̂.

2

Exemples 3.2.14. Examinons quelques cas de produits en couronne généralisé.

1. Soient H ≤ Sn, n1, n2, · · · ∈ N∗ tels que n1 + n2 + · · · = n < ∞. Si ∀i ∈ N∗,

Ki = {id1}, alors

Tn1
1 Tn2

2 · · ·

H ∩Sn1,n2,···

∣∣∣∣
Ti=X,i≥1

=
Xn

H ≀n1,n2,··· ({id1}, {id1}, · · · )

=
Xn

H ∩Sn1,n2,···

et H ≀n1,n2,··· ({id1}, {id1}, · · · ) = H ∩Sn1,n2,···.
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2. Soient H ≤ Sn et Ki ≤ Ski , i ∈ N∗, ki ∈ N∗ des groupes fixés, si λ = (1n) alors

X
∑

λiki

H ≀λ1,λ2,··· (K1,K2, · · · )
=

T λ1
1 T λ2

2 · · ·

H ∩Sλ

∣∣∣∣∣
Ti=Xki/Ki,i≥1

=
T1T2 · · ·Tn

{idn}

∣∣∣∣
Ti=Xki/Ki,i≥1

= T1T2 · · ·Tn|Ti=Xki/Ki,i≥1

=
Xk1

K1
·
Xk2

K2
· · · · ·

Xkn

Kn

=
X

∑
ki

K1 ⋆ K2 ⋆ · · ·Kn

et H ≀1,1,··· ,1
n
,0··· (K1,K2, · · · ,Kn, · · · ) = K1 ⋆K2 ⋆ · · ·Kn. Par conséquent, lorsque

{id0} ∈ Φ̂, {id2} ∈ Φ̂ et Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne

généralisé, Φ̂ l’est aussi sous le produit externe de groupes, voir le lemme 3.2.3.

3. Soient H ≤ Sn et Ki ≤ Ski , i ∈ N∗, ki ∈ N∗ des groupes fixés, si λ = (n) alors

X
∑

λiki

H ≀n (K1,K2, · · · )
=

T λ1
1 T λ2

2 · · ·

H ∩Sn

∣∣∣∣∣
Ti=Xki/Ki,i≥1

=
Tn
1

H

∣∣∣∣
T1=Xk1/K1

=
Xn

H
◦
Xk1

K1
=

Xnk1

H ≀K1

et H ≀n,0,··· (K1,K2, · · · ) = H ≀ K1. Ainsi, lorsque Φ̂ est fortement stable sous le

produit en couronne généralisé, il l’est aussi sous le produit en couronne. ♦

Lemme 3.2.15. Soient Φ,Ψ et Ω, trois ensembles formés de groupes non conjugués

deux à deux. Pour une espèce moléculaire M = Xn/H, H ≤ Sn, et pour une espèce

A-pondérée Gv =
∑ℓ

i=1

(
Xki

Ki

)
ai

où Ki ≤ Ski , ki ∈ N∗, ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ ℓ < ∞, et où

ai 6= aj lorsque i 6= j on a :

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = ΨM (G̃v

Ω
(x), G̃v2

Ω
(x2), · · · )

si et seulement si,
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∀n1, n2, · · · , nℓ ∈ N tels que n1 + n2 + · · ·+ nℓ = n,

∑

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂)

=
∑

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ
∈ Ψ̂)

ℓ∏

i=1

χni(Ki ∈ Ω̂).

Démonstration. D’une part, employant la proposition 1.5.5, la décomposition molé-

culaire de la proposition 2.1.1, la commutation sous l’addition et le théorème 3.2.12, on

obtient successivement

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = (M ◦Gv)

∼Φ(x)

=




∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

Tn1
1 Tn2

2 · · ·Tnℓ
ℓ

Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

∣∣∣∣∣∣∣∣Ti:=(Xki/Ki)ai
1≤i≤ℓ




∼Φ

(x)

=
∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H


 Tn1

1 Tn2
2 · · ·Tnℓ

ℓ

Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

∣∣∣∣
Ti:=(Xki/Ki)ai
1≤i≤ℓ




∼Φ

(x)

=
∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

(
X

∑ℓ
i=1 niki

Hτ ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ)

)∼Φ

a
n1
1 a

n2
2 ···a

nℓ
ℓ

(x)

=
∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂)

ℓ∏

i=1

ani
i xniki .

D’autre part, on a

G̃v
Ω
(x) =

ℓ∑

i=1

(
Xki

Ki

)∼Ω

ai

(x) =
ℓ∑

i=1

χ(Ki ∈ Ω̂) ai x
ki ,

d’où

ΨM (G̃v
Ω
(x), G̃v2

Ω
(x2), · · · ) = ΨM

(
ℓ∑

i=1

χ(Ki ∈ Ω̂)aix
ki ,

ℓ∑

i=1

χ(Ki ∈ Ω̂)a2ix
2ki , · · ·

)
.

Par définition,

ΨM (t1 + t2 + · · ·+ tℓ, t
2
1 + t22 + · · ·+ t2ℓ , · · · ) = M(Xt1 +Xt2 + · · ·+Xtℓ)

∼Ψ(1)
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et ainsi,

ΨM (G̃v
Ω
(x), G̃v2

Ω
(x2), · · · )

= M(Xt1 +Xt2 + · · ·+Xtℓ)
∼Ψ(1)

∣∣
ti:=χ(Ki∈Ω̂)aix

ki

1≤i≤ℓ

=
∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

(
Xn

Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

)∼Ψ

t
n1
1 t

n2
2 ···t

nℓ
ℓ

(1)

∣∣∣∣∣
ti:=χ(Ki∈Ω̂)aix

ki

1≤i≤ℓ

=
∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ
∈ Ψ̂) tn1

1 tn2
2 · · · tnℓ

ℓ

∣∣∣ ti:=χ(Ki∈Ω̂)aix
k
i

1≤i≤ℓ

=
∑

n1+n2+···+nℓ=n

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ
∈ Ψ̂)

ℓ∏

i=1

χni(Ki ∈ Ω̂)ani
i xniki

Par comparaison de l’expression obtenue pour ΨM (G̃v
Ω
(x), G̃v2

Ω
(x2), · · · ) avec celle

obtenue pour (M ◦Gv)
∼Φ(x), le résultat suit.

Remarque 3.2.16. Dans le cas particulier où

G =
(
Xk1/K1

)
a1

+
(
Xk2/K2

)
a2

on a :

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) =

∑

n1+n2=n
τ∈Sn1,n2\Sn/H

∑
χ(Hτ ≀n1,n2 (K1,K2) ∈ Φ̂) an1

1 an2
2 xn1k1+n2k2

et

ΨM (G̃v
Ω
(x), G̃v

Ω
(x2), · · · ) =

∑

n1+n2=n
τ∈Sn1,n2\Sn/H

χ(Hτ ∩Sn1,n2 ∈ Ψ̂)χn1(K1 ∈ Ω̂)χn2(K2 ∈ Ω̂)an1
1 an2

2 xn1k1+n2k2 .

Lorsque a1 = a2, les conditions du lemme 3.2.15 sur les ensembles Φ,Ψ et Ω sont

suffisantes pour que

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = ΨM (G̃v

Ω
(x), G̃v2

Ω
(x2), · · · )

sans toutefois être nécessaires. Par contre, lorsque a1 6= a2 même lorsque K1 ≡ K2, les

conditions sur Φ,Ψ et Ω demeurent nécessaires et suffisantes. 2
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En pratique, on s’intéresse aux conditions qui, imposées à Φ̂, sont suffisantes pour

que, quelles que soient l’espèce moléculaire M et l’espèce pondérée Gv, on ait

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = ΦM

(
G̃v

Φ
(x), G̃v2

Φ
(x2), · · ·

)
.

Remarque 3.2.17. Soient M et Gv, deux espèces telles que définies au lemme 3.2.15.

Lorsque Φ̂ = Ψ̂ = Ω̂, on a

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = ΦM

(
G̃v

Φ
(x), G̃v2

Φ
(x2), · · ·

)

si et seulement si

∑

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂)

=
∑

τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H

χ(Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ
∈ Φ̂)

ℓ∏

i=1

χni(Ki ∈ Φ̂).

Clairement,

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = ΦM

(
G̃v

Φ
(x), G̃v2

Φ
(x2), · · ·

)
(3.8)

si ∀n1, n2, · · · , nℓ ∈ N tels que n1 + n2 + · · ·+ nℓ = n et si ∀τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H,

χ(Hτ ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂) = χ(Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

∈ Φ̂)
ℓ∏

i=1

χni(Ki ∈ Φ̂).

Or, lorsque Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne généralisé, on a : ∀ℓ ∈ N∗,

∀n1, n2, · · · , nℓ ∈ N tels que n1 + n2 + · · · + nℓ = n, ∀K ≤ Sn et ∀Ki ≤ Ski , i ∈ N∗,

ki ∈ N∗,

χ(K ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂) = χ(K ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

∈ Φ̂)

ℓ∏

i=1

χni(Ki ∈ Φ̂).

En particulier, ∀τ∈Sn1,n2,··· ,nℓ
\Sn/H,

χ(Hτ ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ) ∈ Φ̂) = χ(Hτ ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

∈ Φ̂)
ℓ∏

i=1

χni(Ki ∈ Φ̂).

Ainsi, le fait que Φ̂ soit fortement stable sous le produit en couronne généralisé est

suffisant pour qu’on ait l’égalité (3.8). 2
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Proposition 3.2.18. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne généralisé

alors, pour toute espèce moléculaire M et pour toute espèce A-pondérée Gv, G[∅] = ∅,

ΦM◦Gv(x, x
2, · · · ) = ΦM

(
G̃v

Φ
(x), G̃v2

Φ
(x2), · · ·

)
.

Démonstration. Puisqu’une M ◦ Gv-structure est toujours formée d’une M -assemblée

finie de Gv-structures on peut supposer que Gv est de la forme

Gv =
ℓ∑

i=1

(
Xki

Ki

)

ai

(3.9)

où Ki ≤ Ski , ki ∈ N∗, ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ ℓ < ∞. Les conditions étant imposées à Φ̂ et non

aux espèces M et Gv, on peut considérer distincts les poids ai ∈ A, i ≥ 1, intervenant

dans la décomposition (3.9). En tenant compte du lemme 3.2.15 et de la remarque

3.2.17, le résultat suit.

Proposition 3.2.19. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne généralisé

alors, pour toutes espèces pondérées Fw et Gv, Gv[∅] = ∅,

ΦFw◦Gv(x1, x2, · · · ) = ΦFw ◦ ΦGv(x1, x2, · · · ).

Démonstration. Notons d’abord qu’on peut se restreindre au cas où Fw est une espèce

moléculaire non pondérée et le résultat suivra par linéarité. Soit Fw = M = Xn/H,

H ≤ Sn. D’une part, on a, par définition,

(M ◦Gv,t)
∼Φ(x) = ((M ◦Gv) ◦Xt)

∼Φ(x)

= ΦM◦Gv(x1x, x2x
2, · · · ).

D’autre part, par la proposition 3.2.18, si Φ̂ est fortement stable sous le produit en

couronne généralisé alors

(M ◦Gv,t)
∼Φ(x) = (M ◦ (Gv ◦Xt))

∼Φ(x)

= ΦM ((Gv ◦Xt)
∼Φ(x), (Gv2 ◦Xt2)

∼Φ(x2), · · · ),
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et, par conséquent,

ΦM◦Gv(x1x, x2x
2, · · · ) = ΦM ((Gv ◦Xt)

∼Φ(x), (Gv2 ◦Xt2)
∼Φ(x2), · · · )

= ΦM (ΦGv(x1x, x2x
2, · · · ),ΦGv2

(x2x
2, x4x

4, · · · ), · · · )

= ΦM ◦ ΦGv(x1x, x2x
2, · · · ),

le résultat suit.

Corollaire 3.2.20. Pour toutes espèces pondérées F = Fw et G = Gv, G[∅] = ∅, on

a :

ZF◦G(x1, x2, · · · ) = ZF ◦ ZG(x1, x2, · · · )

et

ΓF◦G(x1, x2, · · · ) = ΓF ◦ ΓG(x1, x2, · · · ).

△

3.3 Les espèces primitives et g-primitives

Dans le but de construire divers exemples d’ensembles Φ de groupes tels que les

transformations F 7→ ΦF possèdent des propriétés particulières, nous introduisons

maintenant les concepts de groupe g-primitif et d’espèce g-primitive. Essentiellement

(voir les définitions 3.3.1 et 3.3.5), les groupes g-primitifs sont irréductibles sous le

produit en couronne généralisé, tandis que les groupes primitifs sont irréductibles

sous le produit en couronne simple. Commençons par quelques rappels concernant

la primitivité simple au sens de Bouchard et de Ouellette [6].

Définition 3.3.1. Une espèce atomique P 6= X est dite primitive si elle est indécom-

posable sous la substitution d’espèces, c.-à-d. : P = M ◦N ⇒ M = X ou N = X. On

dit qu’un groupe H ≤ Sn est primitif lorsque l’espèce Xn/H est primitive.

Désignons par P, l’ensemble de toutes les espèces primitives non pondérées et à

isomorphisme naturel près,

P =
{
E2, E3, C3, E4, E

±
4 , P

bic
4 , C4, · · ·

}
.



99

En particulier, pour k ≥ 2, toutes les espèces Ek et Ck sont primitives.

Remarque 3.3.2. Une notion "plus exigeante" d’action primitive existe déjà dans

la littérature, voir par exemple Rose [43]. Essentiellement, pour H ≤ SU , on dit que

B ⊂ U est un bloc de l’action de H sur U si 0 6= |B| 6= 1 et si ∀σ ∈ H, σ(B) = B

ou σ(B) ∩ B = ∅. L’action du groupe H sur l’ensemble U est dite primitive si elle est

transitive et si elle n’admet aucun bloc. 2

Dans notre contexte, un groupe atomique H 6= {id1}, c.-à-d. : l’espèce Xn/H est

atomique, est primitif s’il est indécomposable (sauf trivialement) sous le produit en

couronne, c.-à-d. : H = H1 ≀H2 ⇒ H1 = {id1} ou H2 = {id1}.

Proposition 3.3.3 (Bouchard et Ouellette [6]). Pour toute espèce atomique A 6= X

il existe une espèce primitive P et une espèce moléculaire M , uniques à isomorphisme

naturel près, telles que A = P ◦M . De plus, si B, C et D sont des espèces moléculaires

alors (B ◦ C = B ◦D ⇒ C = D) et (B ◦ C = D ◦ C ⇒ B = D). △

Remarque 3.3.4. Puisque tout ensemble Φ̂ fortement stable sous le produit en

couronne généralisé l’est nécessairement sous le produit en couronne, on a : P ◦ M ∈

mol(Φ)∩A ⇐⇒ P ∈ mol(Φ)∩P et M ∈ mol(Φ), où A désigne l’ensemble de toutes les

espèces atomiques non pondérées et à isomorphisme naturel près. 2

En ce qui concerne le produit en couronne généralisé, nous introduisons la définition

suivante.

Définition 3.3.5. Le produit en couronne généralisé,

H = K ≀n1,n2,··· ,nℓ
(K1,K2, · · · ,Kℓ),

où 1 ≤ ℓ < ∞ et n1, n2, · · · , nℓ ∈ N, est trivial si

H =





K ∩Sn1,n2,··· ,nℓ

ou

Ki, pour un i ∈ [[ℓ]].
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Un groupe H 6= {id1} est g-primitif, ou primitif généralisé, s’il est indécomposable, sauf

trivialement, sous le produit en couronne généralisé. De plus, on dit que l’espèce Xn/H

est g-primitive lorsque le groupe H est g-primitif.

Proposition 3.3.6. Toute espèce g-primitive différente de 1 et de X2 est primitive.

Démonstration. Il est évident que toute espèce atomique g-primitive est primitive.

Nous allons démontrer qu’une espèce moléculaire non atomique n’est pas g-primitive

à moins que celle-ci ne soit l’espèce 1 ou l’espèce X2. Nous considérons M = Xn/H,

H ≤ Sn, une espèce moléculaire non atomique. Soit M = A1A2 · · ·Aℓ la décomposition

de M en produit d’espèces atomiques Ai, i ∈ [[ℓ]], ℓ ≥ 2. Posons Ai = Xni/Hi pour

i ∈ [[ℓ]]. On a

M =
Xn

H
=

Xn1

H1
·
Xn2

H2
· · · · ·

Xnℓ

Hℓ
= A1A2 · · ·Aℓ

d’où

H ≡ H1 ⋆ H2 ⋆ · · · ⋆ Hℓ = {idℓ} ≀1,1,··· ,1 (H1, H2, · · · , Hℓ). (3.10)

On vérifie facilement que le produit en couronne (3.10) est trivial si et seulement si

H1 = H2 = · · · = Hℓ = {id1} et ce, si et seulement si H = {idℓ}, c.-à-d. : M = Xℓ,

ℓ ≥ 2. Or, pour tout ℓ ≥ 3, on peut toujours écrire le groupe {idℓ} comme le produit

en couronne généralisé non trivial

{idℓ} = {id2} ≀1,1 ({id1}, {idℓ−1}).

Par conséquent, une espèce moléculaire non atomique n’est pas g-primitive à moins que

celle-ci ne soit l’espèce 1 ou l’espèce X2. Par contraposée, le résultat suit.

Corollaire 3.3.7. Toute espèce g-primitive différente de 1 et de X2 est atomique. △

Remarque 3.3.8. Une espèce peut être primitive sans être g-primitive. Par exemple,

considérons l’espèce primitive X2C3/Z2 = X5/Q où, voir [9, 33],

Q = {id5, (23)(45), (12)(45), (13)(45), (123), (132)} ≤ S3,2.

Le groupe Q ≀3,2 ({id1}, {id2}) ≤ S7 est primitif sans être g-primitif. En effet, d’une

part, l’espèce quotient, voir [9],

X7

Q ≀3,2 ({id1}, {id2})
=

(X2)2C3

Z2
=

X7

< (123), (12)(45)(67) >
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est atomique ; l’action de Z2 sur une (X2)2C3-structure consiste à changer l’orientation

des deux ordres linéaires et du cycle simultanément. D’autre part, si l’espèce

X7/Q ≀3,2 ({id1}, {id2})

n’est pas primitive, alors il existe M = Xm/H 6= X et N = Xk/K 6= X telles que

M ◦N = X7/Q ≀3,2 ({id1}, {id2}).

Puisque M ◦N est concentrée sur le cardinal mk = 7 et que 7 est un nombre premier,

M = X ou N = X et il y a une contradiction. L’espèce X7/Q ≀3,2 ({id1}, {id2}) est

donc primitive. 2

Définition 3.3.9. On dit qu’un ensemble Φ̂ de groupes est engendré sous le produit

externe par un ensemble G de groupes si

– {id0} ∈ Φ̂ et Ĝ ⊆ Φ̂,

– ∀H1 ∈ Φ̂ et ∀H2 ∈ Φ̂, H1 ⋆ H2 ∈ Φ̂,

– Φ̂ est le plus petit ensemble saturé de groupes satisfaisant les deux premières

conditions.

De même, on dit qu’un ensemble Φ̂ de groupes est engendré sous le produit en couronne

(simple) par un ensemble G de groupes si

– {id1} ∈ Φ̂ et Ĝ ⊆ Φ̂,

– ∀H1 ∈ Φ̂ et ∀H2 ∈ Φ̂, H1 ≀H2 ∈ Φ̂,

– Φ̂ est le plus petit ensemble saturé de groupes satisfaisant les deux premières

conditions.

Proposition 3.3.10. Un ensemble Φ̂ engendré sous le produit en couronne (simple) et

sous le produit externe par un ensemble de groupes primitifs est fortement stable sous

ces deux opérations.

Démonstration. Le résultat est obtenu, par contradiction, comme conséquence des lois

de simplification données à la proposition 3.3.3 et de la proposition 1.3.21.

Par contre, l’exemple suivant montre, qu’en général, il ne suffit pas qu’un ensemble

Φ̂ soit fortement stable sous le produit en couronne (simple) et sous le produit
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externe pour que, quelles que soient les espèces F et G, on ait ΦF◦G(x1, x2, · · · ) =

ΦF ◦ ΦG(x1, x2, · · · ).

Exemple 3.3.11. Considérons Ω̂, le plus petit ensemble saturé de groupes qui contient

Γ et qui est engendré sous le produit en couronne et sous le produit externe par

l’ensemble ne contenant que le groupe Q décrit à la remarque 3.3.8.

Rappelons que si Γ ⊆ Φ et que la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de

substitution alors
(
X2C3

Z2
◦ (X +X2)

)∼Φ

(x) = ΦX2C3
Z2

(x+ x2, x2 + x4, x3 + x6, · · · ). (3.11)

Dans le cas de Ω, l’affirmation (3.11) est fausse. Il suffit de comparer les coefficients

de x7 dans les expressions

(
X2C3

Z2
◦ (X +X2)

)∼Ω

(x) et ΩX2C3
Z2

(x+ x2, x2 + x4, x3 + x6, · · · ).

D’une part, posant Y = X2 dans la décomposition moléculaire de X2C3

Z2
◦ (X + Y )

fournie à l’appendice 2.14 de [5], on trouve

[x7]

(
X2C3

Z2
◦ (X +X2)

)∼Ω

(x) =

χ

(
(X2)2C3

Z2
∈ mol(Ω)

)
+ χ

(
X7 ∈ mol(Ω)

)
+ χ

(
XE2(X

3) ∈ mol(Ω)
)
.

Clairement, l’espèce primitive (X2)2C3

Z2
et l’espèce moléculaire XE2(X

3) n’appartiennent

pas à mol(Ω) et, puisque X7 ∈ mol(Ω), on a :

[x7]

(
X2C3

Z2
◦ (X +X2)

)∼Ω

(x) = 1.

D’autre part, en utilisant Maple [8] et le principe décrit à l’exemple 2.1.8, voir le tableau

3.3, on obtient

ΩX2C3
Z2

(x1, x2, x3, · · · ) =
∑

λ⊢5

TΩ
λ (Q) monλ(t1, t2, t3, · · · )

= mon5 + 2mon3,2 + 3mon3,1,1 + 4mon2,2,1

+10mon2,1,1,1 + 20mon1,1,1,1,1

=
1

6
x51 −

1

6
x21x3 −

1

2
x1x

2
2 +

3

2
x2x3
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et

[x7] ΩX2C3
Z2

(x+ x2, x2 + x4, x3 + x6, · · · ) = 2.

♦

Tableau 3.3 – La décomposition de X2C3

Z2
(Xt1 +Xt2 + · · · )

λ |{τ∈Sλ\S5/Q}| (τQτ−1) ∩Sλ
X5

(τQτ−1)∩Sλ

(5) 1 Q X2C3

Z2

(4, 1) 1 < (123) > X2C3

1 < (12)(34) > XE2(X
2)

(3, 2) 1 Q X2C3

Z2

1 < (12)(34) > XE2(X
2)

1 {id5} X5

(3, 1, 1) 1 < (123) > X2C3

3 {id5} X5

(2, 2, 1) 2 < (12)(34) > XE2(X
2)

4 {id5} X5

(2, 1, 1, 1) 10 {id5} X5

(1, 1, 1, 1, 1) 20 {id5} X5
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Définition 3.3.12. On dit que Φ̂ est engendré sous le produit en couronne généralisé

par un ensemble G de groupes si

– {id1} ∈ Φ̂ et Ĝ ⊆ Φ̂,

– pour n1, n2, · · · ∈ N∗, si K ∩Sn1,n2,··· ∈ Φ̂ et K1,K2, · · · ∈ Φ̂ alors

K ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) ∈ Φ̂,

– Φ̂ est le plus petit ensemble saturé de groupes satisfaisant les deux premières

conditions.

Si le saturé Φ̂ d’un ensemble de groupes est fortement stable sous le produit en

couronne généralisé alors il est engendré par l’ensemble des groupes g-primitifs qu’il

contient. En particulier, si G1 = {H∈cc(Sn) | n ≥ 0, H est g-primitif} alors l’ensemble

Ẑ de tous les groupes est engendré par G1 sous le produit en couronne généralisé.

De même, si G2 = {{id0}, {id2}} alors l’ensemble Γ̂, de tous les groupes triviaux, est

engendré par G2 sous le produit en couronne généralisé.

Exemples 3.3.13. Un sous-ensemble G de {H∈cc(Sn) | n ≥ 0, H est g-primitif}, ne

contenant pas {id0} ou {id2}, peut très bien engendrer, sous le produit en couronne

généralisé, un ensemble Φ̂ qui n’est pas fortement stable sous le produit externe de

groupes. En particulier,

– si G = ∅ alors Φ̂ = {{id1}} et le seul élément de mol(Φ) est l’espèce X des

singletons ;

– si G = {{id2}} alors Φ̂ = Γ̂∗ = Γ̂ − {{id0}} et les éléments de mol(Φ) sont de la

forme Xn, n ≥ 1 ;

– si G = {SN}, où N est fixé et N ≥ 2, alors

{{id1},SN ,SN ≀SN ,SN ≀SN ≀SN , · · · }∧ ⊆ Φ̂

et les espèces X,EN , EN ◦ EN , EN ◦ EN ◦ EN , · · · sont éléments de mol(Φ) ;

– si G = {ZN}, où N est fixé et N ≥ 3, alors

{{id1},ZN ,ZN ≀ ZN ,ZN ≀ ZN ≀ ZN , · · · }∧ ⊆ Φ̂

et les espèces X,CN , CN ◦ CN , CN ◦ CN ◦ CN , · · · sont éléments de mol(Φ). ♦
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On s’intéresse particulièrement aux ensembles Φ̂ qui sont fortement stables sous

le produit en couronne généralisé et sous le produit externe de groupes. Ainsi, le

calcul de la Φ-série d’une espèce pondérée F = Fw peut être largement simplifié

par l’utilisation d’égalités combinatoires faisant intervenir la somme, le produit, la

dérivation, le pointage et la substitution d’espèces.

Exemples 3.3.14. Rappelons qu’un ensemble Φ̂ fortement stable sous le produit

en couronne généralisé qui contient Γ est fortement stable sous le produit externe

de groupes. Ainsi, n’importe lequel des ensembles générateurs (d’ensembles fortement

stables sous le produit en couronne généralisé) présentés aux exemples 3.3.13, par la

réunion avec l’ensemble {{id0}, {id2}}, donne lieu à un ensemble qui est fortement

stable sous le produit en couronne généralisé et sous le produit externe de groupes.

Notons que chacun de ces ensembles contient {id1}.

ensemble générateurs : G

{{id0}, {id2},Sk | 2 ≤ k ≤ N < ∞}

{{id0}, {id2},Sn | 2 ≤ n < ∞}

{{id0}, {id2},Zk | 2 ≤ k ≤ N < ∞}

{{id0}, {id2},Zn | 2 ≤ n < ∞}

{{id0}, {id2},Sn,Zk | 2 ≤ n < ∞, 3 ≤ k < ∞}
...

♦

Remarque 3.3.15. Nous désignons par Ê l’ensemble engendré sous le produit en

couronne et sous le produit externe par G = {Sn | n ≥ 2}. Évidemment, il contient

Γ et tous les sous-groupes de Young. Plus précisément, les espèces de mol(E) sont de

l’une des formes suivantes

1. 1 ou X

2. Aa1
1 Aa2

2 · · ·Aaℓ
ℓ où, pour 1 ≤ i ≤ ℓ < ∞, Ai ∈ mol(E) ∩ A

3. En(M) où n ≥ 2 et M ∈ mol(E)
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où les seules espèces atomiques de mol(E) sont X et En(M), n ≥ 2, où M ∈ mol(E).

De plus, nous désignons par Ĉ l’ensemble engendré sous le produit en couronne et sous

le produit externe par G = {Zn | n ≥ 2}. Il contient Γ ainsi que tous les produits

de groupes cycliques. Plus précisément, les espèces de mol(C) sont de l’une des formes

suivantes

1. 1 ou X

2. Aa1
1 Aa2

2 · · ·Aaℓ
ℓ où, pour 1 ≤ i ≤ ℓ < ∞, Ai ∈ mol(C) ∩ A

3. Cn(M) où n ≥ 2 et M ∈ mol(C)

où les seules espèces atomiques de mol(C) sont X et Cn(M), n ≥ 2, où M ∈ mol(C).

Notons que, par la proposition 3.3.10, les ensembles Ê et Ĉ sont fortement stables

sous le produit en couronne (simple) et sous le produit externe. 2

En général, les ensembles engendrés sous le produit en couronne (simple) et sous

le produit externe par un ensemble de groupes primitifs, même s’ils contiennent Γ, ne

sont pas pour autant, engendré sous le produit en couronne généralisé par un ensemble

de groupes g-primitifs, voir l’exemple 3.3.11 à cet effet. Par contre, nous allons voir à la

proposition 3.3.19 que l’ensemble Ê est engendré sous le produit en couronne généralisé

par

GE = {{id0}, {id2},Sn | 2 ≤ n < ∞}

et que Ĉ est engendré sous le produit en couronne généralisé par

GC = {{id0}, {id2},Zn | 2 ≤ n < ∞}.

Nous montrons, par ces exemples, que certains ensembles engendrés sous le produit en

couronne (simple) et sous le produit externe de groupes par un ensemble de groupes

primitifs, sont aussi engendré sous le produit en couronne généralisé par un ensemble

de groupes g-primitifs.

Définition 3.3.16. Le saturé Φ̂ d’un ensemble de groupes est dit Young-fermé si

∀n ≥ 1, ∀H ≤ Sn, ∀λ ⊢ n, si H ∈ Φ̂ alors H ∩Sλ ∈ Φ̂.
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Proposition 3.3.17. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ est Young-fermé alors

∀M ∈ mol(Φ), ΦM (x1, x2, · · · ) = ZM (x1, x2, · · · ).

Démonstration. Pour M = Xn/H ∈ mol(Φ), H ≤ Sn, on a

ΦM (x1, x2, · · · )|xk=
∑

i≥1 t
k
i
=
∑

λ⊢n

TΦ
λ (H) monλ(t1, t2, · · · )

où TΦ
λ (H) = |{τ∈Sλ\Sn/H | Hτ ∩ Sλ ∈ Φ̂}|. Puisque ∀H ∈ Φ, ∀τ∈Sλ\Sn/H, on a

Hτ ∈ Φ̂, le fait que Φ̂ soit Young-fermé implique que TΦ
λ (H) = |Sλ\Sn/H| et que

ΦM (x1, x2, · · · )|xk=
∑

i≥1 t
k
i
=
∑

λ⊢n

|Sλ\Sn/H| monλ(t1, t2, · · · ) = ZM (x1, x2, · · · ).

Lemme 3.3.18. Soient K ≤ Sν et ν1, ν2, · · · ∈ N tels que ν1 + ν2 + · · · = ν ≥ 2. Si

K ∩ Sν1,ν2,··· est réductible sous le produit externe de groupes alors pour tous groupes

K1,K2, · · · tels que Ki ≤ Ski , i ∈ N∗, ki ∈ N∗ le groupe

K ≀ν1,ν2,··· (K1,K2, · · · )

est réductible sous le produit externe de groupes.

Démonstration. Par le critère de réductibilité de Yeh, si K ∩ Sν1,ν2,··· est réductible

sous le produit externe de groupes alors il existe W ⊂ [[ν]], ∅ 6= W 6= [[ν]], tel que

∀σ ∈ K ∩Sν1,ν2,···,

– ∀ω ∈ W , σ(ω) ∈ W et ∀ω ∈ [[ν]]−W = W ∗, σ(ω) ∈ W ∗

– σ|W ⋆ idW ∗ ∈ K ∩Sν1,ν2,···.

Représentons les éléments de W et ceux des colonnes correspondantes par ·, de même,

représentons les éléments de W ∗ et ceux des colonnes correspondantes par ⊙.
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· ⊙ ⊙ ⊙

· ⊙ ⊙ ⊙

· ⊙ ⊙ · · · ⊙ ⊙ ⊙

· ⊙ ⊙ · · · ⊙ ⊙ ⊙ · · ·

· ⊙ ⊙ · · · ⊙ ⊙ ⊙

· ⊙ ⊙ · · · ⊙ ⊙ ⊙

· ⊙ ⊙ · · · ⊙ ⊙ ⊙ · · ·

ν1 colonnes ν2 colonnes · · ·

A la suite de la remarque 3.2.9, on constate que le groupe K ≀ν1,ν2,··· (K1,K2, · · · )

s’identifie à un produit

(H1 ≀w1,w2,··· (K1,K2, · · · )) ⋆
(
H2 ≀w∗

1 ,w
∗
2 ,···

(K1,K2, · · · )
)

où, pour i ≥ 1, wi + w∗
i = νi,

H1 ∩Sw1,w2,··· = {σ|W ⋆ idW ∗ | σ ∈ K ∩Sν1,ν2,···}

et

H2 ∩Sw∗
1 ,w

∗
2 ,···

= {idW ⋆ σ|W ∗ | σ ∈ K ∩Sν1,ν2,···} .

Proposition 3.3.19. Les ensembles Ê et Ĉ sont respectivement engendré, sous le

produit en couronne généralisé, par GE et GC.

Démonstration. On doit montrer que pour Φ̂ = Ê et Φ̂ = Ĉ, ∀n1, n2, · · · ∈ N tels que

n1 + n2 + · · · = n, ∀K ≤ Sn tel que K ∩Sn1,n2,··· ∈ Φ̂ et ∀K1,K2, · · · ∈ Φ̂,

K ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) ∈ Φ̂.

Puisque dans les deux cas, Φ̂ est engendré sous le produit externe de groupes par un

ensemble de groupes g-primitifs, par le lemme 3.3.18, il suffit de considérer le groupe

K ∩ Sn1,n2,··· comme irréductible sous le produit. Autrement dit, l’espèce Xn

K∩Sn1,n2,···

est atomique.
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De plus, puisque dans les deux cas, Φ̂ est engendré sous le produit en couronne

par un ensemble de groupes g-primitifs, comme conséquence de la proposition 3.3.3, on

peut se restreindre au cas où

Xn

K ∩Sn1,n2,···
= P ◦M où P =

Xp

Q
∈ mol(Φ) ∩ P et M =

Xm

H
∈ mol(Φ).

Examinons la décomposition moléculaire de

P ◦M (T1 + T2 + · · · )|Ti=Ni:=Xki/Ki
.

Par l’associativité de la substitution, on a :

P ◦M (T1 + T2 + · · · )|Ti=Ni:=Xki/Ki

=
∑

n1+n2+···=mp

∑

τ∈Sn1,n2,···\Smp/(Q≀H)

X
∑

niki

(Q ≀H)τ ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · )

= P ◦


 ∑

m1+m2+···=m

∑

σ∈Sm1,m2,···\Sm/H

X
∑

miki

Hσ ≀m1,m2,··· (K1,K2, · · · )




= P ◦

(
Xµ1

H1
+

Xµ2

H2
+ · · ·

)

=
∑

p1+p2+···=p

∑

ρ∈Sp1,p2,···\Sp/Q

X
∑

piµi

Qρ ≀p1,p2,··· (H1, H2, · · · )
.

Ces égalités signifient que ∀n1, n2, · · · ∈ N tels que n1 + n2 + · · · = mp et

∀τ∈Sn1,n2,···\Smp/(Q ≀H),

(Q ≀H)τ ≀n1,n2,··· (K1,K2, · · · ) ∈ Φ̂

si et seulement si ∀p1, p2, · · · ∈ N tels que p1 + p2 + · · · = p et ∀ρ∈Sp1,p2,···\Sp/Q

Qρ ≀p1,p2,··· (H1, H2, · · · ) ∈ Φ̂.

Le fait que les ensembles ĜE et ĜC soient Young-fermé (ce qui est facile à vérifier)

nous assure que ∀Q ∈ ĜE ∩P, respectivement ∀Q ∈ ĜC ∩P, et ∀ρ ∈ Sp1,p2,···\Sp/Q, on

a Qρ ∈ ĜE , respectivement Qρ ∈ ĜC .
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Ainsi, pour tout groupe primitif Q de Φ̂, que Φ̂ soit Ê ou Ĉ, Q ≤ Sn, n ≥ 1,

∀p1, p2, · · · ∈ N tels que p1 + p2 + · · · = p et ∀ρ∈Sp1,p2,···\Sp/Q

Qρ ≀p1,p2,··· (H1, H2, · · · ) ∈ Φ̂

lorsque H1, H2, · · · ∈ Φ̂.

Il suffit de procéder par induction sur l’ordre des produits en couronne généralisé et

le résultat suit.

Notons qu’un ensemble de groupes peut très bien être engendré sous le produit en

couronne généralisé sans toutefois être Young-fermé. Il suffit de considérer l’ensemble

engendré sous le produit en couronne généralisé par {{id0}, {id2},S3}. Celui-ci n’est

pas Young-fermé puisque S3 ∩S2,1 = S2,1 6∈ Φ̂.

Comme nous l’avons vu, il n’est pas difficile, en utilisant la notion de groupes

g-primitifs, de construire des exemples d’ensembles saturés de groupes Φ̂, qui sont

fortement stables sous le produit en couronne généralisé et sous le produit externe.

La difficulté est plutôt de démontrer que ces ensembles sont différents de Ẑ, soit en

trouvant la forme explicite des éléments de mol(Φ) ⊂ M, soit en montrant que tout

produit en couronne généralisé de Φ̂ 6= Ẑ ne s’écrit qu’à l’aide des groupes engendrés

par l’ensemble des groupes g-primitifs de Φ̂.

Proposition 3.3.20. Les ensembles Ê et Ĉ sont fortement stables sous le produit en

couronne généralisé. 1 △

1. Au dépot initial de cette thèse, cette proposition était, en fait, une conjecture. Étant donné les

propriétés des groupes symétriques et celles des groupes cycliques, nous étions convaincus de la véracité

de celle-ci, il nous manquait, par contre, l’argument mathématique appuyant notre intuition. G. Labelle

l’a démontrée au cours de l’été 1995. En fait, il a démontré le résultat suivant : si un ensemble saturé

Φ̂ de groupes est engendré, sous le produit en couronne généralisé, par un ensemble saturé de groupes

g-primitifs alors Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne généralisé.



Chapitre 4

Une exploration des Φ-séries

indicatrices : formules explicites

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie générale développée aux chapitres

précédents au calcul de formules explicites pour les séries indicatrices des Φ-symétries,

ΦF (x1, x2, · · · ), d’espèces F particulières : E (les ensembles), C (les cycles orientés), S

(les permutations), ALT (les permutations paires), NALT (les permutations impaires),

A (les arborescences), End (les endofonctions), Ar (les arbres) et Λ(α) (l’espèce pondéra-

trice des composantes connexes). Ces Φ-séries généralisent les résultats correspondants

pour les séries ZF et ΓF dispersés dans la littérature récente [10, 12, 18], [22] à [28],

[30] et [33].

4.1 Les ensembles

Plusieurs familles de structures combinatoires sont obtenues en considérant des

assemblées de structures connexes. Nous commençons donc par étudier la série

indicatrice des Φ-symétries de l’espèce E des ensembles.

Proposition 4.1.1. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non
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conjugués deux à deux. La Φ-série de l’espèce E, des ensembles, est donnée par

ΦE(x1, x2, · · · )|xi=
∑

k≥1 t
i
k
=
∑

n≥0

∑

λ⊢n

χ(Sλ ∈ Φ̂) monλ(t1, t2, · · · ). (4.1)

Si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes alors

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k



 (4.2)

où les coefficients ξk sont donnés par

∑

k≥1

ξk
xk

k
= ln

(∑

n∈J

xn

)
, J = {n | Sn ∈ Φ̂}. (4.3)

Si, de plus, {id1} ∈ Φ̂ alors ξ1 = 1.

Démonstration. Puisque E =
∑

n≥0En =
∑

n≥0X
n/Sn, pour démontrer (4.1), il suffit

de poser H = Sn dans l’expression (2.2) et de constater que TΦ
λ (Sn) = χ(Sλ ∈ Φ̂).

Si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes alors {id0} ∈ Φ̂ et

ΦE(x1, x2, · · · )|xk=
∑

i≥1 t
k
i

= (E(Xt1 +Xt2 + · · · ))∼Φ (1) =
∏

i≥1

(E(Xti))
∼Φ (1)

=
∏

i≥1


∑

n≥0

(En(Xti))
∼Φ (1)


 =

∏

i≥1


∑

n≥0

(En)
∼Φ
tni

(1)




=
∏

i≥1


∑

n≥0

χ(Sn ∈ Φ̂) tni


 =

∏

i≥1

(∑

n∈J

tni

)

où J = {n | Sn ∈ Φ̂}. Puisque {id0} ∈ Φ̂, on peut écrire

ΦE(x1, x2, · · · )|xk=
∑

i≥1 t
k
i
=
∏

i≥1

(∑

n∈J

tni

)
= exp




∑

i≥1

ln

(∑

n∈J

tni

)


et poser

ln

(∑

n∈J

xn

)
= ln


1 +

∑

n∈J−{0}

xn


 =

∑

k≥1

ξk
xk

k
.

Ainsi, pour xk =
∑

i≥1 t
k
i ,

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

i≥1

∑

k≥1

ξk
tki
k



 = exp




∑

k≥1

ξk
k

∑

i≥1

tki



 = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k
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et (4.2) suit. Finalement, en comparant les coefficients de x1 dans les expressions

∑

n∈J

xn = exp




∑

k≥1

ξk
xk

k



 = 1 + ξ1x+O(x2),

si {id1} ∈ Φ̂ alors 1 ∈ J et ξ1 = 1.

Corollaire 4.1.2. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes alors la

série des types de Φ-symétries de l’espèce E, des ensembles, est donnée par

ẼΦ(x) =
∑

n∈J

xn où J = {n | Sn ∈ Φ̂}.

Démonstration. Puisque ΦE(x, x
2, x3, · · · ) = ẼΦ(x), de (4.2) on a :

ΦE(x, x
2, x3, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
xk

k



 = exp

{
ln

(∑

n∈J

xn

)}
=
∑

n∈J

xn.

Notons que si Φ = Z = {K∈cc(Sn) | n ≥ 0} alors J = {n | Sn ∈ Ẑ} = N et

ln


∑

n∈N

xn


 = ln

(
1

1− x

)
=
∑

k≥1

xk

k
.

Ainsi, ∀k ≥ 1, ξk = 1 et on retrouve bien la série indicatrice des cycles

ZE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

xk
k



 .

De plus, puisque {n | Sn ∈ Φ̂} = N lorsque Φ = E et Φ = Z, on a :

EE(x1, x2, · · · ) = ZE(x1, x2, · · · ).

Si Φ = Γ = {{idn} | n ≥ 0} alors J = {n | Sn ∈ Γ̂} = {0, 1} et

ln

(∑

n∈J

xn

)
= ln (1 + x) =

∑

k≥1

(−1)k−1x
k

k
.

Ainsi, ∀k ≥ 1, ξk = (−1)k−1 et on retrouve bien la série indicatrice d’asymétrie

ΓE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

(−1)k−1xk
k



 .

On a aussi le résultat plus général suivant.
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Proposition 4.1.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes et

est tel que {n | Sn ∈ Φ̂} = {0, 1, · · · , N − 1} où 1 ≤ N < ∞ alors

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k





où

ξk =





1−N si k = 0 mod N

1 autrement.

De plus, on a la relation

ΦE(x1, x2, · · · ) =
ZE(x1, x2, · · · )

ZE(xN , x2N , · · · )
.

Démonstration. Si N = 1 alors J = {n | Sn ∈ Φ̂} = {0} et

ΦE(x1, x2, · · · ) = ΦE0(x1, x2, · · · ) = 1

et le résultat suit. Si N ≥ 2 alors J = {n | Sn ∈ Φ̂} = {0, 1, · · · , N − 1} et

∑

j∈J

xj =
N−1∑

j=1

xj =
1− xN

1− x
.

Nous allons extraire les coefficients ξk, k ≥ 1, pour la série

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k





de la relation
∑

j∈J

xj =
1− xN

1− x
= exp




∑

k≥1

ξk
xk

k



 .



115

En développant l’expression 1−xN

1−x , on obtient successivement

1− xN

1− x
= exp

{
ln
(
1− xN

)
− ln (1− x)

}

= exp




∑

k≥1

xk

k
−
∑

k≥1

xNk

k





= exp




∑

k≥1

xk

k
−N

∑

k≥1

xNk

Nk





= exp





∑

k≥1
k=0 mod N

(1−N)
xk

k
+

∑

k≥1
k 6=0 mod N

xk

k





= exp




∑

k≥1

ξk
xk

k



 .

Par comparaison des deux dernières expressions,

ξk =





1−N si k = 0 mod N

1 si k 6= 0 mod N .

Remplaçant ξk, k ≥ 1, dans la Φ-série de l’espèce des ensembles, on obtient

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp





∑

k≥1
k=0 mod N

(1−N)
xk
k

+
∑

k≥1
k 6=0 mod N

xk
k





= exp




∑

k≥1

xk
k

−
∑

k≥1

xNk

k





et, en passant au quotient des exponentielles, le résultat suit.

En posant N = 2 à la proposition 4.1.3, on retrouve la relation entre la série

indicatrice d’asymétrie et la série indicatrice des cycles de l’espèce des ensembles :

ΓE(x1, x2, · · · ) =
ZE(x1, x2, x3, · · · )

ZE(x2, x4, x6, · · · )
.

De plus, puisque {n | Sn ∈ Ĉ} = {0, 1, 2}, on a

ξk =





−2 si k = 0 mod 3

1 si k 6= 0 mod 3
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et la relation

CE(x1, x2, · · · ) =
ZE(x1, x2, x3, · · · )

ZE(x3, x6, x9, · · · )
.

Plus généralement nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.1.4. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe de groupes et

est tel que

{n | Sn ∈ Φ̂} = {0, N ℓ−1, 2N ℓ−1, · · · , (N − 1)N ℓ−1},

où ℓ ≥ 1 et N ≥ 2 sont fixés, alors

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k





où

ξk =





N ℓ−1(1−N) si k = 0 mod N ℓ

N ℓ−1 si k = 0 mod N ℓ−1 et k 6= 0 mod N ℓ

0 autrement.

De plus, on a la relation

ΦE(x1, x2, · · · ) =
ZE(xNℓ−1 , x2Nℓ−1 , x3Nℓ−1 , · · · )

ZE(xNℓ , x2Nℓ , x3Nℓ , · · · )
.

Démonstration. Le cas où ℓ = 1 a été traité à la proposition 4.1.3. Fixons les entiers

N ≥ 2 et ℓ ≥ 2. Posons

J =
{
0, N ℓ−1, 2N ℓ−1, · · · , (N − 1)N ℓ−1

}
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et suivons le même cheminement qu’à la démonstration de la proposition 4.1.3. On a :

∑

j∈J

xj =
N−1∑

i=0

xiN
ℓ−1

=
1− xN

ℓ

1− xNℓ−1

= exp
{
ln
(
1− xN

ℓ
)
− ln

(
1− xN

ℓ−1
)}

= exp




∑

k≥1

xkN
ℓ−1

k
−
∑

k≥1

xkN
ℓ

k





= exp



N ℓ−1

∑

k≥1

xkN
ℓ−1

kN ℓ−1
−N ℓ

∑

k≥1

xkN
ℓ

kN ℓ





= exp




N ℓ−1

∑

k≥1

k=0 mod Nℓ−1

xk

k
−N ℓ

∑

k≥1

k=0 mod Nℓ

xk

k





= exp




∑

k≥1

ξk
xk
k



 .

D’où

ξk =





N ℓ−1(1−N) si k = 0 mod N ℓ

N ℓ−1 si k = 0 mod N ℓ−1 et k 6= 0 mod N ℓ

0 autrement.

Par conséquent,

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp





∑

k=0 mod Nℓ−1

k 6=0 mod Nℓ

N ℓ−1 xk
k

+
∑

k=0 mod Nℓ

N ℓ−1(1−N)
xk
k





. (4.4)

D’une part, posant k = N ℓ−1m,

∑

k=0 mod Nℓ−1

k 6=0 mod Nℓ

N ℓ−1 xk
k

=
∑

m≥1

N ℓ−1 xNℓ−1m

N ℓ−1m
−

∑

m≥1
m=0 mod N

N ℓ−1xNℓ−1m

N ℓ−1m

=
∑

m≥1

xNℓ−1m

m
−
∑

m≥1

xNℓm

Nm
. (4.5)

D’autre part, posant k = N ℓm,

∑

k=0 mod Nℓ

N ℓ−1(1−N)
xk
k

=
∑

m≥1

N ℓ−1(1−N)
xNℓm

N ℓm
=
∑

m≥1

(
1

N
− 1

)
xNℓm

m

=
∑

m≥1

xNℓm

Nm
−
∑

m≥1

xNℓm

m
. (4.6)
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Lorsqu’on remplace le résultat de l’addition de (4.5) et de (4.6) dans (4.4) on obtient

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

m≥1

xNℓ−1m

m
−
∑

m≥1

xNℓm

m





et le résultat suit.

Dans le cas particulier où N est un nombre premier et ℓ ≥ 1, l’expression

∑

j∈J

xj = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k





de la proposition précédente est intimement liée aux polynômes cyclotomiques définis

par

Cn(x) =
∏

d|n

(
1− xn/d

)µ(d)
(4.7)

où µ désigne la fonction de Möbius classique. Lorsque n = pℓ, p est premier et ℓ ≥ 1,

on trouve que (4.7) se ramène à

Cpℓ(x) =
∏

0≤j≤ℓ

(
1− xp

ℓ−j
)µ(pj)

=
1− xp

ℓ

1− xpℓ−1 = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k





où

ξk = −
∑

i|(k,pℓ)

i µ(
pℓ

i
) (4.8)

=





pℓ−1(1− p) si k = 0 mod pℓ

pℓ−1 si k = 0 mod pℓ−1 et k 6= 0 mod pℓ

0 autrement.

L’expression (4.8) est obtenue en développant le logarithme de (4.7) et (n,m) désigne

le plus grand commun diviseur des entiers n et m.

Plusieurs familles de structures combinatoires sont obtenues en considérant des

assemblées de structures connexes où chacune des composantes est de poids α ∈ A,

où A est un anneau pondérateur.

Proposition 4.1.5. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si {id1} ∈ Φ̂ et si Φ̂ est fortement stable sous le produit externe
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de groupes alors

ΦE(Xα)(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk αk xk
k





où Xα désigne l’espèce des singletons de poids α ∈ A et les ξk, k ≥ 1, sont donnés par

(4.3).

Démonstration. Puisque {id1} ∈ Φ̂, à la suite de la remarque 3.2.1, on a

ΦE(Xα)(x1, x2, · · · ) = ΦE ◦ ΦXα(x1, x2, · · · )

où ΦXα(x1, x2, · · · ) = α x1. De la proposition 4.1.1, le résultat suit.

4.2 Les cycles orientés

Dans [25] G. Labelle a montré que, pour T1, T2, · · · une infinité de sortes de

singletons,

C(T1 + T2 + · · · ) =
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· Cn/d(T
i1
1 T i2

2 · · · ) (4.9)

où C désigne l’espèce des cycles orientés et λi1,i2,··· est le nombre de mots de Lyndon

sur l’alphabet totalement ordonné {t1 < t2 < · · · } dans lesquels il y a exactement ik

occurrences de la lettre tk, k ≥ 1. Il a aussi montré que la forme explicite des coefficients

λi1,i2,··· est

λi1,i2,··· =
1

i1 + i2 + · · ·

∑

δ|(i1,i2,··· )

µ(δ)

( i1+i2+···
δ

i1
δ ,

i2
δ , · · ·

)
(4.10)

où δ|(i1, i2, · · · ) signifie que δ|i1, δ|i2, · · · .

Proposition 4.2.1. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. La Φ-série de l’espèce C, des cycles orientés, est donnée par

ΦC(x1, x2, · · · ) =
∑

(n,d)∈I(Φ)

1

d

∑

δ|d

µ(d/δ) xδn/δ

où I(Φ) = {(n, d) | 1 ≤ d|n,Cn/d(X
d) ∈ mol(Φ)}.
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Démonstration. La décomposition moléculaire de C(Xt1 + Xt2 + · · · ) est obtenue de

(4.9) en posant, pour i ≥ 1, Ti := Xti . Ainsi

C(Xt1 +Xt2 + · · · ) =
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· Cn/d(X
i1
t1
Xi2

t2
· · · )

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,···

(
Cn/d(X

d)
)
t
i1n/d
1 t

i2n/d
2 ···

et

ΦC(t1 + t2 + · · · , t21 + t22 + · · · , · · · )

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,···

(
Cn/d(X

d)
)∼Φ

t
i1n/d
1 t

i2n/d
2 ···

(x)

∣∣∣∣
x:=1

=
∑

(n,d)∈I(Φ)

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· t
i1n/d
1 t

i2n/d
2 · · ·

où I(Φ) = {(n, d) | Cn/d(X
d) ∈ mol(Φ)}. Or, pour (n, d) ∈ I(Φ) fixé on a, par (4.10),

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· t
i1n/d
1 t

i2n/d
2 · · · =

∑

i1+i2+···=d

1

d

∑

δ|(i1,i2,··· )

µ(δ)

( d
δ

i1
δ ,

i2
δ , · · ·

)
t
i1n/d
1 t

i2n/d
2 · · · .

Posant, pour k ≥ 1, ik = δjk on a : i1 + i2 + · · · = d ⇔ j1 + j2 + · · · = d/δ. Ainsi,

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· t
i1n/d
1 t

i2n/d
2 · · ·

=
1

d

∑

δ|d

µ(δ)
∑

j1+j2+···=d/δ

( d
δ

j1, j2, · · ·

)
t
δj1n/d
1 t

δj2n/d
2 · · ·

=
1

d

∑

δ|d

µ(δ)
(
t
δn/d
1 + t

δn/d
2 + · · ·

)d/δ

=
1

d

∑

δ|d

µ(δ) x
d/δ
δn/d =

1

d

∑

δ|d

µ(d/δ) xδn/δ

et le résultat suit.

Proposition 4.2.2. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne et sous le

produit externe de groupes alors

ΦC(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥1

cΦ(n) ln

(
1

1− xn

)
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où

cΦ(n) =
∑

d|n
n/d∈I

µ(d)

d
, I = {i ≥ 1 | Ci ∈ mol(Φ)}. (4.11)

Démonstration. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne alors X ∈ mol(Φ)

et, puisque Φ̂ est fortement stable sous le produit externe, ∀d ≥ 1, Xd ∈ mol(Φ). Ainsi,

Cn/d(X
d) ∈ mol(Φ) ⇔ Cn/d ∈ mol(Φ). Soit I = {i | Ci ∈ mol(Φ)}, de la proposition

4.2.1 on a successivement

ΦC(x1, x2, · · · ) =
∑

i∈I

∑

d≥1

1

d

∑

δ|d

µ(d/δ) xδid/δ =
∑

i∈I

∑

j≥1

∑

δ≥1

1

δj
µ(j) xδij

=
∑

i∈I

∑

j≥1

µ(j)

j

∑

δ≥1

xδij
δ

=
∑

i∈I

∑

j≥1

µ(j)

j
ln

(
1

1− xij

)

=
∑

n≥1

∑

d|n
n/d∈I

µ(d)

d
ln

(
1

1− xn

)

et le résultat suit.

Corollaire 4.2.3. La série indicatrice des cycles, la série indicatrice d’asymétrie et la

E-série de l’espèce C, des cycles orientés, sont données par

ZC(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥1

φ(n)

n
ln

(
1

1− xn

)
,

ΓC(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥1

µ(n)

n
ln

(
1

1− xn

)
,

EC(x1, x2, · · · ) = ΓC(x1, x2, · · · ) + ΓC(x2, x4, x6, · · · )

où φ désigne la fonction d’Euler.

Démonstration. Dans les deux premiers cas, il suffit de calculer les coefficients cΦ(n)

pour Φ correspondant à Z et à Γ. Pour la série indicatrice des cycles, on a I = N∗ et

cZ(n) =
∑

d|n

µ(d)

d
=

φ(n)

n
.

Pour la série indicatrice d’asymétrie, on a I = {1} et

cΓ(n) =
∑

d|n
n/d=1

µ(d)

d
=

µ(n)

n
.
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Pour la E-série indicatrice on a : Cn/d(X
d) ∈ mol(E) ⇔ n/d = 1 ou n/d = 2. Ainsi,

cE(n) =
∑

d|n
n/d=1,2

µ(d)

d
=





µ(n)
n si n est impair

µ(n)
n + µ(n/2)

n/2 si n est pair

et on obtient successivement

EC(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥1

cE(n) ln

(
1

1− xn

)

=
∑

n≥1
n impair

µ(n)

n
ln

(
1

1− xn

)
+
∑

n≥1
n pair

[
µ(n)

n
+

µ(n/2)

n/2

]
ln

(
1

1− xn

)

=
∑

n≥1

µ(n)

n
ln

(
1

1− xn

)
+
∑

n≥1
n pair

µ(n/2)

n/2
ln

(
1

1− xn

)

=
∑

n≥1

µ(n)

n
ln

(
1

1− xn

)
+
∑

n≥1

µ(n)

n
ln

(
1

1− x2n

)

= ΓC(x1, x2, · · · ) + ΓC(x2, x4, · · · ).

Lorsque Φ̂ satisfait les conditions de la proposition 4.2.2, les coefficients cΦ(n) ne

dépendent que de l’ensemble {i ≥ 1 | Ci ∈ mol(Φ)}. Ainsi cC(n) = cZ(n) pour tout

n ≥ 1 et

CC(x1, x2, · · · ) = ZC(x1, x2, · · · ). (4.12)

Notons que l’égalité (4.12) est aussi obtenue du fait que Ĉ contient tous les groupes

cycliques. En fait, compte tenu de l’expression (4.9), ce sont les deux prochains résultats

qui, initialement, ont donné lieu à la proposition 3.3.19.

Proposition 4.2.4. Soient T une sorte de singleton et u ∈ N∗. On a

C(uT ) =
∑

n≥1

∑

d|n

θd(u)Cn/d(T
d)

où les coefficients θd(u) sont donnés par

θd(u) =
∑

i1+i2+···+iu=d

λi1,i2,··· ,iu =
1

d

∑

δ|d

µ(δ) ud/δ.
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Démonstration. Par (4.9), on obtient successivement

C(uT ) = C(T1 + T2 + · · ·+ Tu)|Ti:=T,1≤i≤u

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···+iu=d

λi1,i2,··· ,iu Cn/d(T
i1
1 T i2

2 · · ·T iu
u )
∣∣∣
Ti:=T,1≤i≤u

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···+iu=d

λi1,i2,··· ,iu Cn/d(T
d)

=
∑

n≥1

∑

d|n

θd(u) Cn/d(T
d)

où

θd(u) =
∑

i1+i2+···+iu=d

λi1,i2,··· ,iu .

En appliquant l’opérateur T ∂
∂T des deux côtés de l’égalité

C(uT ) =
∑

n≥1

∑

d|n

θd(u) Cn/d(T
d),

sachant que C ′
n/d = Xn/d−1, on obtient

∑

n≥1

unTn =
∑

n≥1

∑

d|n

θd(u) d Tn.

Par identification des coefficients de Tn, n ≥ 1,

un =
∑

d|n

θd(u) d

et, par l’inversion de Möbius, le résultat suit.

Proposition 4.2.5. Soient T1, T2, · · · une infinité de sortes de singletons et u1, u2, · · ·

une suite de nombres naturels non tous nuls. On a :

C(u1T1 + u2T2 + · · · ) =
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) Cn/d(T
i1
1 T i2

2 · · · )

où

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) =
1

i1 + i2 + · · ·

∑

δ|(i1,i2,··· )

µ(δ)

( i1+i2+···
δ

i1
δ ,

i2
δ , · · ·

)
u
i1/δ
1 u

i2/δ
2 · · · .
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Démonstration. De (4.9), on obtient successivement

C(u1T1 + u2T2 + · · · ) = C(T1 + T2 + · · · )|Ti:=uiTi,i≥1

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· Cn/d(T
i1
1 T i2

2 · · · )
∣∣∣
Ti:=uiTi,i≥1

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· Cn/d(u
i1
1 u

i2
2 · · ·T i1

1 T i2
2 · · · )

=
∑

n≥1

∑

d|n

∑

i1+i2+···=d

λi1,i2,··· Cn/d(uT )

∣∣∣∣∣∣ u:=u
i1
1 u

i2
2 ···

T :=T
i1
1 T

i2
2 ···

=
∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,··· C(uT )

∣∣∣∣∣ u:=u
i1
1 u

i2
2 ···

T :=T
i1
1 T

i2
2 ···

=
∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···

∑

j≥1

θj(u) C(T j)

∣∣∣∣∣∣ u:=u
i1
1 u

i2
2 ···

T :=T
i1
1 T

i2
2 ···

=
∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···

∑

j≥1

θj(u
i1
1 u

i2
2 · · · ) C((T i1

1 T i2
2 · · · )j)

=
∑

0<i1+i2+···<∞
j|(i1,i2,··· )

λi1/j,i2/j,··· θj(u
i1/j
1 u

i2/j
2 · · · ) C(T i1

1 T i2
2 · · · ).

Posons

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) =
∑

j|(i1,i2,··· )

λi1/j,i2/j,···θj(u
i1/j
1 u

i2/j
2 · · · ).

Pour trouver la forme explicite des coefficients λi1,i2,···(u1, u2, · · · ), procédons comme

dans [25], c.-à-d. : appliquons l’opérateur
∑

k≥1 Tk
∂

∂Tk
des deux côtés de l’égalité

combinatoire

C(u1T1 + u2T2 + · · · ) =
∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) C(T i1
1 T i2

2 · · · ). (4.13)
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Puisque C ′ = L =
∑

n≥0X
n, le côté gauche de (4.13) devient successivement

∑

k≥1

Tk
∂

∂Tk
C(u1T1 + u2T2 + · · · ) =

∑

k≥1

Tk L(u1T1 + u2T2 + · · · ) uk

= L(u1T1 + u2T2 + · · · )
∑

k≥1

ukTk

= (u1T1 + u2T2 + · · · ) L(u1T1 + u2T2 + · · · )

=
∑

k≥1

(u1T1 + u2T2 + · · · )k

=
∑

n1,n2,···

(
n1 + n2 + · · ·

n1, n2, · · ·

)
un1
1 un2

2 · · · Tn1
1 Tn2

2 · · · .

De même, le côté droit de (4.13) devient successivement

∑

k≥1

Tk
∂

∂Tk

∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···(u1, u2, · · · )C(T i1
1 T i2

2 · · · )

=
∑

k≥1

Tk

∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···(u1, u2, · · · )
∂

∂Tk
C(T i1

1 T i2
2 · · · )

=
∑

k≥1

Tk

∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) L(T
i1
1 T i2

2 · · · ) ik · · ·T
ik−1

k−1 T
ik−1
k T

ik+1

k+1 · · ·

=
∑

k≥1

∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) ik T i1
1 T i2

2 · · · L(T i1
1 T i2

2 · · · )

=
∑

0<i1+i2+···<∞

λi1,i2,···(u1, u2, · · · ) (i1 + i2 + · · · )
∑

k≥1

(T i1
1 T i2

2 · · · )k

=
∑

0<n1+n2+···<∞
k|(n1,n2,··· )

λn1/k,n2/k,···(u1, u2, · · · )
n1 + n2 + · · ·

k
Tn1
1 Tn2

2 · · · .

Par identification des coefficients de Tn1
1 Tn2

2 · · · , on obtient

(
n1 + n2 + · · ·

n1, n2, · · ·

)
un1
1 un2

2 · · · =
∑

k|(n1,n2,··· )

λn1/k,n2/k,···(u1, u2, · · · )
n1 + n2 + · · ·

k
.

Il suffit maintenant d’appliquer l’inversion de Möbius et le résultat suit.

Ainsi, quelle que soit l’espèce G, les espèces moléculaires de la décomposition de

C(G) ne font intervenir que des produits en couronne d’un groupe cyclique par un

produit externe de stabilisateurs des G-structures.
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4.3 Les permutations, les permutations paires et les per-

mutations impaires

Une permutation est naturellement formée d’une assemblée de cycles. Nous sommes

donc en mesure, à la suite des deux sections précédentes, d’obtenir les Φ-séries des

espèces S, des permutations, ALT, des permutations paires, et NALT, des permutations

impaires. De plus, la Φ-série de l’espèce des ensembles, voir (4.2), permet d’obtenir

facilement les séries correspondantes aux espèces S, ALT, et NALT pondérées par le

nombre de cycles, c.-à-d. : le poids d’une permutation σ est αc(σ) où α ∈ A et c(σ) est

le nombre de cycles de σ.

Rappelons qu’un ensemble Φ̂ contenant Γ = {{idn} | n ≥ 0} qui est fortement stable

sous le produit en couronne généralisé l’est aussi sous le produit externe de groupes.

La transformation F 7→ ΦF préserve alors les opérations de somme, de produit, de

dérivation, de pointage et de substitution.

Proposition 4.3.1. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors la Φ-série de l’espèce S, des permutations, est donnée par

ΦS(x1, x2, · · · ) =
∏

n≥1

(
1

1− xn

)sΦ(n)

où

sΦ(n) =
1

n

∑

d|n

ξn/d d cΦ(d),

les cΦ(n), n ≥ 1, sont donnés par (4.11) et les ξk, k ≥ 1, par (4.3).

Démonstration. Les restrictions imposées à Φ̂ nous permettent d’utiliser l’égalité

combinatoire S = E ◦ C pour calculer ΦS(x1, x2, · · · ). De l’expression (4.2) et de la
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proposition 4.2.2, on obtient successivement

ΦE ◦ ΦC(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
k

(ΦC)k





= exp




∑

k≥1

ξk
k

∑

n≥1

cΦ(n) ln

(
1

1− xnk

)


= exp




∑

n≥1

ln

(
1

1− xn

)
1

n

∑

d|n

ξn/d d cΦ(d)





= exp




∑

n≥1

sΦ(n) ln

(
1

1− xn

)
 .

En passant au produit des exponentielles, le résultat suit.

Corollaire 4.3.2. On a les séries indicatrices suivantes :

ZS(x1, x2, · · · ) =
∏

n≥1

1

1− xn
,

ΓS(x1, x2, · · · ) =
1− x2
1− x1

,

ES(x1, x2, · · · ) =
1

(1− x1)(1− x2)
,

CS(x1, x2, · · · ) =
∏

n≥1
n 6=0 mod 3

1

(1− xn)
.

Démonstration. Dans les trois premiers cas, il suffit de calculer les exposants sΦ(n)

lorsque Φ = Z, Φ = Γ et Φ = E et de les remplacer dans l’expression ΦS(x1, x2, · · · ) de

la proposition précédente. Les valeurs que prennent les coefficients ξk, k ≥ 1, ont été

trouvés dans la section portant sur les ensembles et les coefficients cΦ(n), n ≥ 1, dans

celle portant sur les cycles orientés.

Pour la série indicatrice des cycles, on a ∀k ∈ N∗, ξk = 1 et ∀n ∈ N∗, cZ(n) =
φ(n)
n .

Ainsi,

sZ(n) =
1

n

∑

d|n

ξn/d d cZ(d) =
1

n

∑

d|n

φ(d) = 1, ∀n ≥ 1,

et le résultat suit. Pour la série indicatrice d’asymétrie, on a ∀k ∈ N∗, ξk = (−1)k−1 et
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∀n ∈ N∗, cΓ(n) =
µ(n)
n . Ainsi,

sΓ(n) =
1

n

∑

d|n

(−1)n/d−1 d cΓ(d) =
1

n

∑

d|n

(−1)n/d−1µ(d) =





1 si n = 1

−1 si n = 2

0 si n ≥ 3,

et le résultat suit. Pour la E-série, on a ∀k ∈ N∗, ξk = 1 et ∀n ∈ N∗,

cE(n) =





µ(n)
n si n est impair

µ(n)
n + µ(n/2)

n/2 si n est pair.

Ainsi,

sE(n) =
1

n

∑

d|n

ξn/d d cE(d) =
1

n

∑

d|n

d cE(d)

=
1

n



∑

d|n
d impair

µ(d) +
∑

d|n
d pair

(µ(d) + 2µ(d/2))




=
1

n

∑

d|n

µ(d) +
2

n

∑

d|n
d pair

µ(d/2)

=





1 si n = 1 ou si n = 2

0 si n ≥ 3,

et le résultat suit.

La série CS(x1, x2, · · · ) est facilement obtenue en utilisant le fait que

CE(x1, x2, · · · ) =
ZE(x1, x2, x3, · · · )

ZE(x3, x6, x9, · · · )

et que CC(x1, x2, · · · ) = ZC(x1, x2, · · · ).

Soit S(α) l’espèce des permutations pondérées par αnombre de cycles. En utilisant

l’égalité combinatoire S(α) = E(α)(C) où E(α) = E(Xα), il est maintenant facile

d’obtenir la Φ-série de l’espèce S(α).

Proposition 4.3.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération
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de substitution alors la Φ-série de l’espèce S(α) est donnée par

ΦS(α)
(x1, x2, · · · ) =

∏

n≥1

(
1

1− xn

)s
(α)
Φ (n)

où s
(α)
Φ (n) = 1

n

∑
d|n ξn/d αn/d d cΦ(d), les cΦ(n), n ≥ 1, sont donnés par (4.11) et les

ξk, k ≥ 1, par (4.3). △

Nous nous intéressons maintenant aux éléments du groupe alterné comme tels.

Afin d’adapter le concept de permutation paire à la théorie classique des espèces de

structures, nous en donnons une définition qui ne fait pas appel à la notion d’inversion

relativement à un ordre total donné à priori.

Définition 4.3.4. Soit U un ensemble fini de cardinal n. Une structure de permutation

paire sur U est une endofonction bijective (c.-à-d. : permutation) σ : U → U dont la

décompostion en cycles disjoints possède un nombre pair de cycles de longueur paire.

Cette définition est basée sur le fait que le signe sgn(σ) d’une permutation de

U ayant σi cycles de longueur i, i ∈ [[n]], est donné par sgn(σ) = (−1)n−
∑

σi =

(−1)
∑

σ2i . Désignons par ALT l’espèce de toutes les permutations paires. On a l’égalité

combinatoire

ALT = E(C1 + C3 + C5 + · · · ) · Epair(C2 + C4 + C6 + · · · )

= E(Cimp) · Epair(Cpair) (4.14)

où E, Epair, Ck, Cimp et Cpair désignent respectivement l’espèce des ensembles, des

ensembles de cardinal pair, des cycles de longueur k, k ≥ 1, des cycles de longueur

impaire et des cycles de longueur paire. Notons que contrairement à l’espèce E±,

la décomposition moléculaire de l’espèce ALT ne correspond pas à sa décomposition

canonique.

L’équation (4.14) découle simplement du fait qu’une permutation paire σ s’identifie

canoniquement à un couple (α, β) de permutations disjointes où α est formée d’un

nombre quelconque de cycles de longueur impaire et β est formée d’un nombre pair de
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cycles de longueur paire. Notons que lorsque U = [[n]] on a

ALT[U ] = ALT[[[n]]] = An

conformément à la notation précédente pour le groupe alterné.

Désignons par NALT l’espèce des permutations impaires. Une permutation, qu’elle

soit paire ou impaire, est naturellement formée d’un ensemble de cycles de longueur

impaire suivi d’un ensemble de cycles de longueur paire, d’où les égalités,

S = E(Cimp) · E(Cpair) = ALT + NALT (4.15)

où S désigne l’espèce des permutations.

Lemme 4.3.5. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non conjugués

deux à deux. Si Φ̂ est fortement stable sous le produit en couronne et sous le produit

externe de groupes alors

ΦEpair(x1, x2, · · · ) =
1

2
[ΦE(x1, x2, · · · ) + ΦE(−x1, x2,−x3, · · · )] ,

ΦCpair(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥1
n pair

cΦ(n) ln

(
1

1− xn

)
+

∑

n≥1
n impair

cΦ(n)

2
ln

(
1

1− x2n

)
,

ΦCimp(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥1
n impair

cΦ(n)

2
ln

(
1 + xn
1− xn

)
.

Démonstration. Il suffit, dans un premier temps, de remarquer que pour toute série

indicatrice formelle

f(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥0

1

n!

∑

σ⊢n

fσ xσ1
1 xσ2

2 · · ·

on a

f(−x1, x2,−x3, · · · ) = f((−1)1x1, (−1)2x2, (−1)3x3, · · · )

=
∑

n≥0

1

n!

∑

σ⊢n

fσ (−1)n xσ1
1 xσ2

2 · · · .

Ainsi,

ΦEpair(x1, x2, · · · ) =
1

2
[ΦE(x1, x2, · · · ) + ΦE(−x1, x2,−x3, · · · )]
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et, puisque Φ̂ satisfait les conditions de la propositon 4.2.2,

ΦCpair(x1, x2, · · · ) =
1

2
[ΦC(x1, x2, · · · ) + ΦC(−x1, x2,−x3, · · · )]

=
1

2

∑

n≥1

cΦ(n)

[
ln

(
1

1− xn

)
+ ln

(
1

1− (−1)nxn

)]

=
1

2

∑

n≥1

cΦ(n) ln

(
1

(1− xn)(1− (−1)nxn)

)

=
∑

n≥1
n pair

cΦ(n) ln

(
1

1− xn

)
+

∑

n≥1
n impair

cΦ(n)

2
ln

(
1

1− x2n

)
.

Pour ΦCimp(x1, x2, · · · ), on utilise l’égalité combinatoire C = Cpair + Cimp pour

obtenir

ΦCimp(x1, x2, · · · ) = ΦC(x1, x2, · · · )− ΦCpair(x1, x2, · · · )

=
1

2
[ΦC(x1, x2, · · · )− ΦC(−x1, x2,−x3, · · · )]

=
1

2

∑

n≥1

cΦ(n)

[
ln

(
1

1− xn

)
− ln

(
1

1− (−1)nxn

)]

=
1

2

∑

n≥1

cΦ(n) ln

(
1− (−1)nxn

1− xn

)

=
∑

n≥1
n impair

cΦ(n)

2
ln

(
1 + xn
1− xn

)
.

Proposition 4.3.6. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors les Φ-séries des espèces ALT, des permutations paires, et NALT,

des permutations impaires, sont données respectivement par

ΦALT(x1, x2, · · · ) =
1

2


∏

n≥1

(
1

1− xn

)sΦ(n)

+
∏

n≥1

(
1

1− x2n

)s′Φ(2n)

(1 + x2n−1)
sΦ(2n−1)


 ,

ΦNALT(x1, x2, · · · ) =
1

2


∏

n≥1

(
1

1− xn

)sΦ(n)

−
∏

n≥1

(
1

1− x2n

)s′Φ(2n)

(1 + x2n−1)
sΦ(2n−1)


 ,
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où

sΦ(n) = s
(1)
Φ (n) =

1

n

∑

d|n

ξn/d d cΦ(d)

et

s′Φ(n) = s
(−1)
Φ (n) =

1

n

∑

d|n

(−1)n/d ξn/d d cΦ(d).

Démonstration. Les restrictions imposées à Φ̂ nous permettent d’utiliser l’égalité

combinatoire ALT = E(Cimp) · Epair(Cpair) pour calculer

ΦALT(x1, x2, · · · ) = ΦE ◦ ΦCimp(x1, x2, · · · ) · ΦEpair ◦ ΦCpair(x1, x2, · · · ).

Pour simplifier l’écriture de ce qui suit, nous utilisons les variables intermédiaires :

ν1(n) =
1

2n

∑

d|n
d impair

ξn/d d cΦ(d) ν ′1(n) =
1

2n

∑

d|n
d impair

(−1)n/d ξn/d d cΦ(d)

ν2(n) =
1

n

∑

d|n
d pair

ξn/d d cΦ(d) ν ′2(n) =
1

n

∑

d|n
d pair

(−1)n/d ξn/d d cΦ(d).

D’une part, puisque ΦE(Cimp)(x1, x2, · · · ) = ΦE ◦ ΦCimp(x1, x2, · · · ), on obtient

successivement

ΦE(Cimp)(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
k

(
ΦCimp

)
k





= exp




∑

k≥1

ξk
k

∑

n≥1
n impair

cΦ(n)

2
ln

(
1 + xnk
1− xnk

)




= exp




∑

n≥1

ln

(
1 + xn
1− xn

)
1

2n

∑

d|n
d impair

ξn/d d cΦ(d)





=
∏

n≥1

(
1 + xn
1− xn

)ν1(n)

.

D’autre part, puisque ΦEpair(Cpair)(x1, x2, · · · ) = ΦEpair◦ΦCpair(x1, x2, · · · ), on obtient

ΦEpair(Cpair)(x1, x2, · · · ) =
1

2


exp




∑

k≥1

ξk
k

(
ΦCpair

)
k



+ exp




∑

k≥1

(−1)k
ξk
k

(
ΦCpair

)
k
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où

exp




∑

k≥1

ξk
k

(
ΦCpair

)
k





= exp




∑

k≥1

ξk
k



∑

n≥1
n pair

cΦ(n) ln

(
1

1− xnk

)
+

∑

n≥1
n impair

cΦ(n)

2
ln

(
1

1− x2nk

)







= exp




∑

n≥1

ν2(n) ln

(
1

1− xn

)
+
∑

n≥1

ν1(n) ln

(
1

1− x2n

)


=
∏

n≥1

(
1

1− xn

)ν1(n)+ν2(n) ∏

n≥1

(
1

1 + xn

)ν1(n)

et, par un calcul semblable,

exp




∑

k≥1

(−1)k
ξk
k

(
ΦCpair

)
k



 =

∏

n≥1

(
1

1− xn

)ν′1(n)+ν′2(n) ∏

n≥1

(
1

1 + xn

)ν′1(n)

.

La série ΦALT(x1, x2, · · · ), du produit de ΦE(Cimp)(x1, x2, · · · ) par

ΦEpair(Cpair)(x1, x2, · · · ), est alors

1

2


∏

n≥1

(
1

1− xn

)ν2(n)+2ν1(n)

+
∏

n≥1

(
1

1− xn

)ν1(n)+ν′1(n)+ν′2(n)
(

1

1 + xn

)ν′1(n)−ν1(n)

 .

Examinons les différents exposants intervenant dans l’expression ci-dessus. On

vérifie facilement que ν2(n) + 2ν1(n) = sΦ(n) et, par un regroupement stratégique,

on obtient

ν1(n) + ν ′1(n) + ν ′2(n)

=
1

2n

∑

d|n
d impair

(
1 + (−1)n/d

)
ξn/d d cΦ(d) +

1

n

∑

d|n
d pair

(−1)n/d ξn/d d cΦ(d)

=
1

n

∑

d|n
d pair

(−1)n/d ξn/d d cΦ(d) +
1

n

∑

d|n
d impair
n/d pair

ξn/d d cΦ(d).

On constate que dans ces deux expressions, n doit nécessairement être pair. Or, lorsque

n est pair et d est impair, n/d doit être pair et (−1)n/d = 1. On a donc

ν1(n) + ν ′1(n) + ν ′2(n) =





0 si n est impair

s′Φ(n) si n est pair.
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Finalement,

ν ′1(n)− ν1(n) =
1

2n

∑

d|n
d impair

(
(−1)n/d − 1

)
ξn/d d cΦ(d)

=





0 si n est pair

−sΦ(n) si n est impair

et, replaçant le tout dans ΦALT(x1, x2, · · · ), on obtient

ΦALT(x1, x2, · · · ) =

1

2



∏

n≥1

(
1

1− xn

)sΦ(n)

+
∏

n≥1
n pair

(
1

1− xn

)s′Φ(n) ∏

n≥1
n impair

(1 + xn)
sΦ(n)


 .

En utilisant l’égalité combinatoire S = ALT+NALT,

ΦNALT(x1, x2, · · · ) = ΦS(x1, x2, · · · )− ΦALT(x1, x2, · · · ),

le résultat suit.

Remarque 4.3.7. L’espèce Ssgn des permutations pondérées par leur signe, c.-à-d. :

le poids d’une permutation σ est sgn(σ) = (−1)n−
∑

σi = (−1)n+
∑

σi , nous permet de

donner une démonstration alternative de la proposition 4.3.6. D’une part, de l’égalité

combinatoire Ssgn = S(−1)(X−1), on a

ΦSsgn(x1, x2, · · · ) = ΦS(−1)
◦ ΦX−1(x1, x2, · · · ) =

∏

n≥1

(
1

1− (−1)nxn

)s
(−1)
Φ (n)

=
∏

n≥2
n pair

(
1

1− xn

)s
(−1)
Φ (n) ∏

n≥1
n impair

(
1

1 + xn

)s
(−1)
Φ (n)

=
∏

n≥2
n pair

(
1

1− xn

)s
(−1)
Φ (n) ∏

n≥1
n impair

(1 + xn)
sΦ(n)

où la dernière égalité est obtenue du fait que, pour n impair, s
(−1)
Φ (n) = −sΦ(n).

D’autre part, on a aussi l’égalité combinatoire Ssgn = ALT + NALT−1 où NALT−1
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désigne l’espèce des permutations impaires dont chaque structure est de poids −1.

Ainsi,

ΦSsgn(x1, x2, · · · ) = ΦALT(x1, x2, · · · )− ΦNALT(x1, x2, · · · )

et, puisque ΦS(x1, x2, · · · ) = ΦALT(x1, x2, · · · ) + ΦNALT(x1, x2, · · · ), on trouve

ΦS(x1, x2, · · · ) + ΦSsgn(x1, x2, · · · ) = 2 ΦALT(x1, x2, · · · ) (4.16)

d’où

ΦALT(x1, x2, · · · ) =
1

2

(
ΦS(x1, x2, · · · ) + ΦSsgn(x1, x2, · · · )

)
.

La connaissance de ΦS et de ΦSsgn est donc équivalente à celle de ΦALT et de ΦNALT.

Notons, par contre, que l’égalité (4.16) entre Φ-séries indicatrices ne se relève pas,

comme telle, au niveau combinatoire, c’est-à-dire que

S + Ssgn 6= 2 ALT,

d’où l’intérêt de l’égalité combinatoire ALT = E(Cimp) · Epair(Cpair). 2

Il est tout à fait remarquable que la série indicatrice d’asymétrie de l’espèce S des

permutations ne dépende que des variables x1 et x2 [25, 26],

ΓS(x1, x2, · · · ) =
1− x2
1− x1

.

Ce phénomène persiste dans le cas des séries indicatrices d’asymétrie des espèces ALT

et NALT.

Corollaire 4.3.8. On a les séries indicatrices suivantes :

ZALT(x1, x2, · · · ) =
1

2


∏

n≥1

1

1− xn
+
∏

n≥1

(1 + x2n−1)


 ,

ΓALT(x1, x2, · · · ) =
2− x21 − x2
2(1− x1)

,

EALT(x1, x2, · · · ) =
1

2

[
1

(1− x1)(1− x2)
+

1 + x1
1− x4

]
,

CALT(x1, x2, · · · ) =
1

2




∏

n 6=0 mod 3

1

(1− xn)
+

∏

n 6=0 mod 3
n impair

(1 + xn)


 .
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Démonstration. Puisque, ∀n ≥ 1, sZ(n) = 1 et que

s′Z(n) =
1

n

∑

d|n

(−1)n/dd cZ(d) =
1

n

∑

d|n

(−1)n/dφ(d) =





−1 si n est impair

0 si n est pair,

on a

ZALT(x1, x2, · · · ) =
1

2


∏

n≥1

1

1− xn
+
∏

n≥1

(1 + x2n−1)


 .

Rappelons que

sΓ(n) =





1 si n = 1

−1 si n = 2

0 si n ≥ 3.

De plus,

s′Γ(n) =
1

n

∑

d|n

(−1)n/d (−1)n/d−1 d cΓ(d) = −
1

n

∑

d|n

µ(d) =





−1 si n = 1

0 si n ≥ 2.

D’où

ΓALT(x1, x2, · · · ) =
1

2

[
1− x2
1− x1

+ (1 + x1)

]
.

On a vu que sE(n) = χ(n = 1 ou n = 2). De plus,

s′E(n) =
1

n

∑

d|n

(−1)n/d d cE(d)

=
1

n

∑

d|n
d impair

(−1)n/dµ(d) +
1

n

∑

d|n
d pair

(−1)n/d [µ(d) + 2µ(d/2)]

=
1

n

∑

d|n

(−1)n/dµ(d) +
2

n

∑

d|n
d pair

(−1)n/dµ(d/2)

=
1

n

∑

d|n

(−1)n/dµ(d) +
2

n
χ(n pair)

∑

d|n/2

(−1)n/2dµ(d)

=





−1 si n = 1

1 si n = 4

0 autrement.

D’où

EALT(x1, x2, · · · ) =
1

2

[
1

(1− x1)(1− x2)
+

1 + x1
1− x4

]
.
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De la C-série de l’espèce S, on a sC(n) = χ(n 6= 0 mod 3). Distinguons les deux

situations suivantes pour le calcul de s′C(n) :

– si n 6= 0 mod 3 il est facile de voir que s′C(n) = −χ(n impair) ;

– si n = 0 mod 3, on a

s′C(n) =
−2

n

∑

d|n
d=0 mod 3

(−1)n/d φ(d) +
1

n

∑

d|n
d 6=0 mod 3

(−1)n/d φ(d)

=
−3

n

∑

d|n
d=0 mod 3

(−1)n/d φ(d)− χ(n impair)

et
1

n

∑

d|n
d=0 mod 3

(−1)n/d φ(d) = −χ(n impair)
3r − 1

3r

où r est la multiplicité de 3 dans la décomposition de n en produit de nombres

premiers.

On constate alors que s′C(n) est nul pour tout n pair. En remplaçant les différents

exposants intervenant dans ΦALT(x1, x2, · · · ) de la proposition précédente, le résultat

suit.

Corollaire 4.3.9. On a les séries indicatrices suivantes :

ZNALT(x1, x2, · · · ) =
1

2


∏

n≥1

1

1− xn
−
∏

n≥1

(1 + x2n−1)


 ,

ΓNALT(x1, x2, · · · ) =
x21 − x2
2(1− x1)

,

ENALT(x1, x2, · · · ) =
1

2

[
1

(1− x1)(1− x2)
−

1 + x1
1− x4

]
,

CNALT(x1, x2, · · · ) =
1

2




∏

n 6=0 mod 3

1

(1− xn)
−

∏

n 6=0 mod 3
n impair

(1 + xn)


 .

Démonstration. On utilise l’égalité

ΦNALT(x1, x2, · · · ) = ΦS(x1, x2, · · · )− ΦALT(x1, x2, · · · )

et le résultat suit.
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Notons que pour obtenir les Φ-séries des espèces ALT(α) et NALT(α) des permu-

tations, respectivement paires et impaires, pondérées par le nombre de cycles, il suffit

d’effectuer les changements de variables ξk := ξk αk, k ≥ 1, dans les Φ-séries données à

la proposition 4.3.6.

C’est en se servant de Darwin [4] que nous avons d’abord conjecturé la forme

explicite de la série indicatrice d’asymétrie de l’espèce NALT. Sa démonstration a été

publiée dans [30]. Nous terminons cette section par une preuve combinatoire directe de

la formule explicite pour ZNALT(x1, x2, · · · ), indépendante du corollaire 4.3.9.

La série indicatrice des cycles de ZNALT(x1, x2, · · · ) prend la forme

ZNALT(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥0

1

n!

∑

σ∈Sn

pNALT(σ) x
σ1
1 · · ·xσn

n

où pNALT(σ) est le nombre de permutations impaires de [[n]] fixées par σ,

pNALT(σ) =
∣∣{β ∈ Sn| σβσ

−1 = β, β impaire}
∣∣

=
∣∣{β ∈ Sn| β

−1σβ = σ, β impaire}
∣∣

ou bien le nombre de permutations impaires fixant σ. Distinguons les deux situations

suivantes :

– si stab(σ) = {β ∈ Sn| β
−1σβ = σ} contient une permutation impaire alors

pNALT(σ) =
|stab(σ)|

2
=

aut(σ)

2
;

– si stab(σ) ≤ An alors pNALT(σ) = 0.

Ainsi,

ZNALT(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥0

1

n!

∑

σ∈Sn
stab(σ) 6≤An

aut(σ)

2
xσ1
1 · · ·xσn

n .

Examinons le type cyclique d’une permutation σ dont stab(σ) ≤ An.

1. Si σ contient deux cycles de même longueur impaire α = (α1α2 · · ·α2i−1) et δ =

(δ1δ2 · · · δ2i−1) alors la permutation β = (α1δ1)(α2δ2) · · · (α2i−1δ2i−1) ∈ stab(σ).

Or β est une permutation impaire et ne peut appartenir à un sous-groupe de An.

2. Si σ contient un cycle de longueur paire α = (α1α2 · · ·α2i) alors α ∈ stab(σ). Or

α est une permutation impaire et ne peut appartenir à un sous-groupe de An.
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Une permutation σ dont stab(σ) ≤ An correspond donc à un partage de n en parts

distinctes de longueur impaire (PPDIn) d’où

ZNALT(x1, x2, · · · ) =
∑

n≥0

1

n!

∑

σ∈Sn
stab(σ) 6≤An

aut(σ)

2
xσ1
1 · · ·xσn

n

=
∑

n≥0

∑

σ⊢n

1

2
xσ1
1 · · ·xσn

n −
∑

n≥0

∑

σ⊢n
σ∈PPDIn

1

2
xσ1
1 · · ·xσn

n

=
1

2

∏

n≥1

1

1− xn
−

1

2

∏

n≥1

(1 + x2n−1).

4.4 Les arbres, les arborescences et les endofonctions

Dans [22] et [24], G. Labelle présente un relèvement de l’inversion multidimen-

sionnelle de Good au niveau des séries indicatrices. Ce relèvement, généralisé au

contexte des Φ-séries, nous permet d’obtenir les Φ-séries des espèces A, des arbores-

cences, End, des endofonctions et Ar, des arbres.

Proposition 4.4.1. Soient Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux et AR = X · R(AR), l’espèce des arborescences R-enrichies. Si

Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de substitution, alors pour

tout partage σ = (σ1, σ2, · · · ) et toute espèce F ,

[xσ1
1 xσ2

2 · · · ] ΦAR
(x1, x2, · · · ) = [xσ1

1 xσ2
2 · · · ] x1

∏

k≥1

(
1−

x1
∂ΦR
∂x1

ΦR

)

k

(ΦR)
σk
k (4.17)

et

[xσ1
1 xσ2

2 · · · ] ΦF (AR)(x1, x2, · · · ) = [xσ1
1 xσ2

2 · · · ] ΦF

∏

k≥1

(
1−

x1
∂ΦR
∂x1

ΦR

)

k

(ΦR)
σk
k . (4.18)

Démonstration. Il suffit de démontrer (4.18), puisque (4.17) en est un cas particulier.

Simplifions d’abord la notation en posant

r = r(x1, x2, · · · ) = ΦR(x1, x2, · · · )

a = a(x1, x2, · · · ) = ΦAR
(x1, x2, · · · )

f = f(x1, x2, · · · ) = ΦF (x1, x2, · · · ).
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Les restrictions imposées à Φ̂ nous permettent d’écrire, pour AR = X ·R(AR),

ΦAR
(x1, x2, · · · ) = ΦX·R(AR)(x1, x2, · · · )

= ΦX(x1, x2, · · · ) · ΦR ◦ ΦAR
(x1, x2, · · · )

= x1 r(a1, a2, · · · ).

Calculons ΦF (AR)(x1, x2, · · · ) = ΦF ◦ΦAR
(x1, x2, · · · ) en utilisant la relation a = x1r(a).

Notons que ce qui suit est calqué sur les démonstrations données par Labelle dans [22]

et dans [24] pour les cas où Φ = Z et Φ = Γ.

Posant gk = g(xk, x2k, x3k, · · · ), l’égalité a = x1r(a) donne lieu au système infini

d’équations ak = xkrk(a1, a2, · · · ), k ≥ 1. Pour un système fini d’équations

ak = xkrk(a1, a2, · · · , am), 1 ≤ k ≤ m,

la formule classique d’inversion multidimensionnelle de Lagrange-Good s’écrit

[xσ1
1 · · ·xσm

m ] f(a1, · · · , am) = [xσ1
1 · · ·xσm

m ] f(x1, · · · , xm) det

(
δij −

xi
∂ri
∂xj

ri

)
m∏

k=1

rσk
k .

La matrice impliquée dans le déterminant est triangulaire supérieure et

det

(
δij −

xi
∂ri
∂xj

ri

)
=

m∏

k=1

(
1−

xk
∂rk
∂xk

rk

)
=

m∏

k=1

(
1−

x1
∂r
∂x1

r

)

k

.

Puisque la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de dérivation, en passant à la

limite m → ∞, le résultat suit.

Proposition 4.4.2. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors la Φ-série de l’espèce A, des arborescences, est donnée par

ΦA(x1, x2, · · · ) =
∑

n1+n2+···<∞

aΦ(n1, n2, · · · )
xn1
1 xn2

2 · · ·

1n1n1!2n2n2! · · ·

où

aΦ(n1, n2, · · · ) =





nn1−1
1

∏
k≥2

(
θnk
k − knkθ

nk−1
k

)
si n1 6= 0

0 si n1 = 0

et θk =
∑

d|k ξk/d d nd.
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Démonstration. L’espèce des arborescences satisfait l’égalité combinatoire A =

X · E(A). Calculons ΦA(x1, x2, · · · ) en nous servant de (4.17). Puisque {id1} ∈ Φ̂,

ΦX(x1, x2, · · · ) = x1. De plus,

r = ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

i≥1

ξi
xi
i





et, puisque les restrictions imposées à Φ̂ impliquent que la transformation F 7→ ΦF

préserve l’opération de dérivation et que {id1} ∈ Φ̂,

r′ =
∂

∂x1
ΦE(x1, x2, · · · ) = ξ1 r = r.

Par (4.17) on a :

aΦ(n1, n2, · · · ) = 1n1n1!2
n2n2! · · · [x

n1
1 xn2

2 · · · ] x1
∏

k≥1

(1− xk) exp



nk

∑

i≥1

ξi
xki
i



 .
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En développant le côté droit de l’égalité ci-dessus, on obtient successivement

x1
∏

k≥1

(1− xk) exp



nk

∑

i≥1

ξi
xki
i





= x1 exp




∑

k≥1

∑

i≥1

nk ξi
xki
i




∏

k≥1

(1− xk)

= x1 exp




∑

m≥1


∑

d|m

d nd ξm/d


 xm

m




∏

k≥1

(1− xk)

= x1 exp




∑

m≥1

θm
xm
m




∏

k≥1

(1− xk)

= x1
∏

k≥1

(1− xk) exp
{
θk

xk
k

}
= x1

∏

k≥1

(1− xk)
∑

j≥1

θjk xjk
kj j!

= x1
∑

0≤i1,i2,···≤1

∑

j1,j2,···≥0

(−1)i1+i2+··· θ
j1
1 θj22 · · · xi1+j1

1 xi2+j2
2 · · ·

1j1j1!2j2j2! · · ·

= x1
∑

σ1,σ2,···≥0

xσ1
1 xσ2

2 · · ·
∑

0≤i1,i2,···≤1

(−1)i1+i2+··· θσ1−i1
1 θσ2−i2

2 · · ·

1σ1−i1(σ1 − i1)!2σ2−i2(σ2 − i2)! · · ·

=
∑

σ1,σ2,···≥0

xσ1+1
1 xσ2

2 · · ·
∏

j≥1

(
θ
σj

j − jσjθ
σj−1
j

jσjσj !

)

=
∑

σ1,σ2,···≥0

xσ1+1
1 xσ2

2 · · ·

1σ1σ1!2σ2σ2! · · ·

(
θσ1
1 − σ1θ

σ1−1
1

)∏

j≥2

(
θ
σj

j − jσjθ
σj−1
j

)
.

Ainsi, si n1 = σ1 + 1 ≥ 1 alors

aΦ(n1, n2, · · · ) = n1

(
θn1−1
1 − (n1 − 1)θn1−2

1

)∏

j≥2

(
θ
nj

j − jnjθ
nj−1
j

)
.

Puisque θ1 = ξ1n1 = n1, on a

n1

(
θn1−1
1 − (n1 − 1)θn1−2

1

)
= n1

(
nn1−1
1 − (n1 − 1)nn1−2

1

)
= nn1−1

1

et le résultat suit.

En particulier, on retrouve les formules de G. Labelle [25, 22, 24, 26] pour ZA et ΓA

puisque, pour Φ = Z, θk =
∑

d|k d nd et pour Φ = Γ, θk =
∑

d|k(−1)k/d−1d nd. Voir

[10], pour une démonstration bijective du résultat pour ZA. Notons que nous aurions
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pu démontrer la proposition précédente en précisant seulement que

aΦ(n1, n2, · · · ) = 1n1n1!2
n2n2! · · · [x

n1
1 xn2

2 · · · ] x1
∏

k≥1

(1− xk) exp
{
θk

xk
k

}

est l’analogue de (3.1.5) de G. Labelle [24], où seule l’expression pour les exposants θk

est différente. En fait, puisque la Φ-série ne dépend essentiellement que des valeurs de

θk, k ≥ 1, et que ceux-ci ne dépendent que des valeurs de ξi, i ≥ 1, il est facile d’obtenir

la Φ-série de l’espèce des arborescences lorsqu’on connâıt la Φ-série de l’espèce des

ensembles.

Proposition 4.4.3. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors la Φ-série de l’espèce End, des endofonctions, est donnée par

ΦEnd(x1, x2, · · · ) =
∑

n1+n2+···<∞

endΦ(n1, n2, · · · )
xn1
1 xn2

2 · · ·

1n1n1!2n2n2! · · ·

où

endΦ(n1, n2, · · · ) =
∏

k≥1

∑

0≤i≤nk

(
nk

i

)
(1− sΦ(k))

(i) (−k)i θnk−i
k ,

n(k) = n(n− 1) · · · (n− k + 1), θk =
∑

d|k ξk/d d nd et où l’on prend comme convention

que 00 = 1.

Démonstration. L’espèce des endofonctions satisfait l’égalité combinatoire End = S(A)

où S désigne l’espèce des permutations et A, celle des arborescences. De (4.18), on a

endΦ(n1, n2, · · · ) = 1n1n1!2
n2n2! · · · [x

n1
1 xn2

2 · · · ] ΦS(x1, x2, · · · )
∏

k≥1

(
1−

x1r
′

r

)

k

rnk
k

où r = ΦE(x1, x2, · · · ). De ce qu’on a vu à la démonstration de la proposition 4.4.2,

endΦ(n1, n2, · · · ) =

1n1n1!2
n2n2! · · · [x

n1
1 xn2

2 · · · ] ΦS(x1, x2, · · · ) exp




∑

m≥1

θm
xm
m




∏

k≥1

(1− xk)

où θm =
∑

d|m ξm/d d nd. Puisque

ΦS(x1, x2, · · · ) =
∏

k≥1

(
1

1− xk

)sΦ(k)
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on a :

endΦ(n1, n2, · · · ) = 1n1n1!2
n2n2! · · · [x

n1
1 xn2

2 · · · ] exp




∑

m≥1

θm
xm
m




∏

k≥1

(1− xk)
1−sΦ(k).

Développant le côté droit de l’expression ci-dessus, on obtient successivement

exp




∑

m≥1

θm
xm
m




∏

k≥1

(1− xk)
1−sΦ(k)

=
∏

k≥1

(1− xk)
1−sΦ(k) exp

{
θk

xk
k

}

=
∏

k≥1


∑

i≥0

(
1− sΦ(k)

i

)
(−xk)

i
∑

j≥0

θjk xjk
kj j!




=
∑

i1,i2,···≥0
j1,j2,···≥0


∏

k≥1

(
1− sΦ(k)

ik

)
(−1)ik

θjkk xik+jk
k

kjk jk!




=
∑

i1,i2,···≥0
j1,j2,···≥0


∏

k≥1

(1− sΦ(k))
(ik)(−k)ikθjkk (ik + jk)!

ik!jk!


 xi1+j1

1 xi2+j2
2 · · ·

1i1+j1(i1 + j1)!2i2+j2(i2 + j2)! · · ·

=
∑

n1,n2,···≥0
0≤i1,i2,···≤n1,n2,···


∏

k≥1

(
nk

ik

)
(1− sΦ(k))

(ik)(−k)ikθnk−ik
k


 xn1

1 xn2
2 · · ·

1n1n1!2n2n2! · · ·

=
∑

n1,n2,···≥0

∏

k≥1


 ∑

0≤i≤nk

(
nk

i

)
(1− sΦ(k))

(i)(−k)iθnk−i
k


 xn1

1 xn2
2 · · ·

1n1n1!2n2n2! · · ·
.

Corollaire 4.4.4. On a les coefficients suivants :

endZ(n1, n2, · · · ) =
∏

k≥1

θnk
k où θk =

∑

d|k

d nd

et

endΓ(n1, n2, · · · ) = nn1
1

(
θn2
2 − 4n2θ

n2−1
2 + 4n2(n2 − 1)θn2−2

2

)∏

k≥3

(
θnk
k − knkθ

nk−1
k

)

où θk =
∑

d|k(−1)k/d−1d nd. De plus,

endC(n1, n2, · · · ) =
∏

k 6=0 mod 3

θnk
k

∏

k=0 mod 3

(
θnk
k − knkθ

nk−1
k

)
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où θk =
∑

d|k ξk/d d nd, pour j = 0 mod 3, ξj = −2, et pour j 6= 0 mod 3, ξj = 1.

Démonstration. L’expression pour endZ(n1, n2, · · · ) s’obtient facilement en constatant

que (1− sZ(k))
(i) = χ(i = 0). Lorsque Φ = Γ, on a :

sΓ(k) =





1 si k = 1

−1 si k = 2

0 si k ≥ 3.

Distinguons les trois situations suivantes :

– si k = 1, (1− sΓ(1))
(i) = 0(i) = χ(i = 0), alors

∑

0≤i≤n1

(
n1

i

)
(1− sΓ(1))

(i)(−1)iθn1−i
1 = θn1

1 = nn1
1 ;

– si k = 2,

(1− sΓ(2))
(i) = 2(i) =





1 si i = 0

2 si i = 1 ou i = 2

0 si i ≥ 3,

alors

∑

0≤i≤n2

(
n2

i

)
(1− sΓ(2))

(i)(−2)iθn2−i
2 = θn2

2 − 4n2θ
n2−1
2 + 4n2(n2 − 1)θn2−2

2 ;

– si k ≥ 3, (1− sΓ(3))
(i) = 1(i) = χ(i = 0 ou i = 1), alors

∑

0≤i≤nk

(
nk

i

)
(1− sΓ(k))

(i)(−k)iθnk−i
k = θnk

k − knkθ
nk−1
k .

En effectuant le produit de ce qui précède, le résultat pour endΓ(n1, n2, · · · ) suit.

Lorsque Φ = C, sC(k) = χ(k 6= 0 mod 3). Distinguons les deux situations suivantes :

– si k 6= 0 mod 3, (1− sC(k))
(i) = 0(i) = χ(i = 0), alors

∑

0≤i≤nk

(
nk

i

)
(1− sC(k))

(i)(−k)i θnk−i
k = θnk

k ;

– si k = 0 mod 3, (1− sC(k))
(i) = 1(i) = χ(i = 0 ou i = 1), alors

∑

0≤i≤nk

(
nk

i

)
(1− sC(k))

(i)(−k)i θnk−i
k = θnk

k − k nk θnk−1
k .
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En effectuant le produit de ce qui précède, rappelant que

θk =
∑

d|k

ξk/d d nd, où ξj =





−2 si j = 0 mod 3

1 si j 6= 0 mod 3,

le résultat suit.

Proposition 4.4.5. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors la Φ-série de l’espèce Ar, des arbres, est donnée par

ΦAr(x1, x2, · · · ) =
∑

n1+n2+···<∞

arΦ(n1, n2, · · · )
xn1
1 xn2

2 · · ·

1n1n1!1n2n2! · · ·

où

arΦ(n1, n2, · · · ) =





1
n1

aΦ(n1, n2, · · · ) si n1 6= 0

− (−1)χ(S2∈Φ̂)

2 2n2+n4+··· aΦ(n2, n4, · · · ) si n1 = n3 = · · · = 0

0 autrement

et où aΦ(n1, n2, · · · ) = 1n1n1!1
n2n2! · · · [x

n1
1 xn2

2 · · · ] ΦA(x1, x2, · · · ).

Démonstration. Nous utilisons le théorème de dissymétrie pour les arbres [37, 38, 5]

qui lie l’espèce des arborescences à celle des arbres,

A + E2(A) = Ar + A2,

pour obtenir l’égalité

ΦAr(x1, x2, · · · ) =

(
x1 + χ(S2 ∈ Φ̂)x2 −

1

2
(x21 + x2)

)
◦ ΦA(x1, x2, · · · ), (4.19)

par passage aux Φ-séries. Puisque la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de

dérivation et que A = X ·Ar′, on a :

ΦAr(x1, x2, · · · ) = x1 ΦAr′(x1, x2, · · · ) = x1
∂

∂x1
ΦAr(x1, x2, · · · ).

On en déduit que

ΦAr(x1, x2, · · · ) =

∫ x1

0

1

y
ΦA(y, x2, x3, · · · ) dy + ΦAr(x1, x2, · · · )|x1=0 .
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De (4.19),

ΦAr(x1, x2, · · · )|x1=0 = −(−1)χ(S2∈Φ̂) 1

2
ΦA(x2, x4, x6, · · · )

où

1

2
ΦA(x2, x4, x6, · · · ) =

=
∑

ν1+ν2+···<∞

aΦ(ν1, ν2, · · · )

2

xν11 xν22 · · ·

1ν1ν1!2ν2ν2! · · ·

=
∑

n2+n4+···<∞

aΦ(n2, n4, n6, · · · )

2
2n2+n4+n6+··· xn2

2 xn4
4 xn6

6 · · ·

2n2n2!4n4n2!6n6n6! · · ·
.

La dernière égalité étant obtenue du fait que

1n22n43n6 · · · =
2n24n46n6 · · ·

2n22n42n6 · · ·
.

Puisque

∫ x1

0

1

y
ΦA(y, x2, x3, · · · ) dy =

∑

n1+n2+···<∞

aΦ(n1, n2, · · · )

n1

xn1
1 xn2

2 · · ·

1n1n1!2n2n2! · · ·
,

on obtient

ΦAr(x1, x2, · · · ) =

=
∑

n1+n2+···<∞

aΦ(n1, n2, · · · )

n1

xn1
1 xn2

2 · · ·

1n1n1!2n2n2! · · ·

− (−1)χ(S2∈Φ̂)
∑

n2+n4+···<∞

aΦ(n2, n4, · · · )

2
2n2+n4+n6+··· xn2

2 xn4
4 · · ·

2n2n2!4n4n4! · · ·

et le résultat suit.

4.5 L’espèce pondératrice des composantes connexes

Soit E+ = E − 1 l’espèce des ensembles non-vides. Dans [19], Joyal a montré que

E+ possède un inverse sous la substitution, (E+)<−1>, donné par

(E+)<−1> = X −∆X +∆2X −∆3X + · · ·

= X − E2 +XE2 − E3 −X2E2 +XE3 − E4 + · · ·
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où ∆ est l’opérateur de différence combinatoire défini par ∆G = G◦E+−G, pour toute

espèce virtuelle G.

G. Labelle et P. Leroux présentent dans [28] une espèce virtuelle pondérée Λ(α), dite

pondératrice des composantes connexes, définie par

Λ(α) = E ◦Xα ◦ (E+)<−1> (4.20)

où Xα désigne l’espèce des singletons de poids α.

Pour toute espèce pondérée Fw, Fw[∅] = 1, de la forme Fw = E(F c
w), où F c

w désigne

l’espèce des Fw-structures connexes, et pour toute variable formelle α, le résultat de la

substitution de F+
w = Fw − 1 dans Λ(α) est une espèce Fw(α) := Λ(α) ◦ F+

w obtenue en

posant, pour toute Fw-structure s,

w(α)(s) = αc(s) w(s)

où c(s) est le nombre de composantes connexes de s. Par exemple, pour F = E,

l’espèce des ensembles, on a Λ(α) ◦ E+ = E(Xα) et pour l’espèce S des permutations,

on a Λ(α) ◦ S+ = S(α), l’espèce des permutations pondérées par αnombre de cycles.

Lemme 4.5.1. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non conjugués

deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de

substitution alors la Φ-série de l’espèce (E+)<−1> est donnée par

Φ(E+)<−1>(x1, x2, · · · ) =
∑

j≥1

µΦ(j)

j
ln(1 + xj)

où µΦ(1) = 1 et µΦ(j), pour j ≥ 2, est donné par les formules équivalentes

µΦ(j) =
∑

n≥1

(−1)n
∑

(d1,d2,··· ,dn)
di>1,

∏
di=j

ξd1ξd2 · · · ξdn

=
∑

n≥1

(−1)n
∑

(a2,a3,··· )∏
i≥2 i

ai=j,
∑

i≥2 ai=n

(
n

a2, a3, · · ·

)
ξa22 ξa33 · · · .

Démonstration. Rappelons que

ΦE(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
xk
k



 . (4.21)
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Puisque

E ◦ (E+)<−1> = 1 + E+ ◦ (E+)<−1> = 1 +X,

et que la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération de substitution, on a :

ΦE◦(E+)<−1>(x1, x2, · · · ) = ΦE ◦ Φ(E+)<−1>(x1, x2, · · · )

= ΦE ◦Θ = 1 + x1

où, pour simplifier l’écriture, Θ = Φ(E+)<−1>(x1, x2, · · · ). Substituant Θ dans (4.21) et

prenant le logarithme de part et d’autre, on trouve

∑

k≥1

ξk
Θk

k
= ln(1 + x1),

où Θk = Φ(E+)<−1>(xk, x2k, · · · ), et

∑

k≥1

ξk
Θnk

nk
=

1

n
ln(1 + xn). (4.22)

Soit Ξ = (Ξij) la matrice triangulaire supérieure inversible définie par

Ξij =





ξj/i si i divise j

0 autrement.

Considérons la décomposition Ξ = I + U où I est la matrice identité infinie et

Uij =





ξj/i si i divise j et i 6= j

0 autrement

pour écrire

Ξ−1 =
∑

n≥0

(−1)n Un.

L’égalité (4.22) donne lieu au système d’équations

Ξ




Θ1
1

Θ2
2

Θ3
3
...



=




ln(1+x1)
1

ln(1+x2)
2

ln(1+x3)
3
...






150

et on en déduit que

Θ =
∑

j≥1

(
Ξ−1

)
1j

1

j
ln(1 + xj).

D’où

(
Ξ−1

)
1j

=
∑

n≥0

(−1)n (Un)1j

=
∑

n≥0

(−1)n
∑

1|k1|k2|···|kn−1|j

1 6=k1 6=k2 6=···6=kn−1 6=j

ξk1ξk2/k1 · · · ξj/kn−1
.

La dernière sommation s’effectue donc sur les chemins de longueur n allant de 1 à j

dans le treillis des diviseurs de j. Posant d1 = k1, d2 = k2/k1, · · · et dn = j/kn−1, on

obtient
(
Ξ−1

)
1j

=
∑

n≥0

(−1)n
∑

(d1,d2,··· ,dn)
di>1,

∏
di=j

ξd1ξd2 · · · ξdn = µΦ(j)

tel que nous l’avons annoncé. La deuxième expression pour les coefficients µΦ(j) est

obtenue en considérant ai comme le nombre d’occurrences de i ≥ 2 dans le vecteur

(d1, d2, · · · , dn) et le résultat suit.

Proposition 4.5.2. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors la Φ-série de l’espèce Λ(α) est donnée par

ΦΛ(α)(x1, x2, · · · ) =
∏

n≥1

(1 + xn)
λ
(α)
Φ (n)

où

λ
(α)
Φ (n) =

1

n

∑

d|n

ξd µΦ(n/d) α
d.

Démonstration. Les restrictions imposées à Φ̂ permettent d’utiliser l’égalité combina-

toire (4.20) pour obtenir

ΦΛ(α)(x1, x2, · · · ) = ΦE ◦ ΦXα ◦ Φ(E+)<−1>(x1, x2, · · · )

= ΦE ◦ (αx1) ◦ Φ(E+)<−1>(x1, x2, · · · )
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où, du lemme 4.5.1,

αx1 ◦ Φ(E+)<−1>(x1, x2, · · · ) = αΦ(E+)<−1>(x1, x2, · · · )

= α
∑

j≥1

µΦ(j)

j
ln(1 + xj).

Par conséquent,

ΦΛ(α)(x1, x2, · · · ) = exp




∑

k≥1

ξk
k

αk
∑

j≥1

µΦ(j)

j
ln(1 + xkj)





= exp




∑

k≥1

∑

j≥1

ξkα
k

kj
µΦ(j) ln(1 + xkj)





= exp




∑

n≥1


 1

n

∑

d|n

ξd µΦ(n/d) α
d


 ln(1 + xn)





= exp




∑

n≥1

λ
(α)
Φ (n) ln(1 + xn)





=
∏

n≥1

(1 + xn)
λ
(α)
Φ (n) .

Lorsque les ξk sont complètement multiplicatifs, on a

µΦ(j) = ξj µ(j)

où µ(j) désigne la fonction de Möbius classique. Voir [48] pour des détails concernant

l’inversion de Möbius dans le treillis des diviseurs d’un entier positif. Ainsi, dans le cas

particulier où Φ = Z,

λ
(α)
Z (n) =

1

n

∑

d|n

µ(n/d) αd

et on retrouve exactement la série ZΛ(α)(x1, x2, · · · ) de [28].

Proposition 4.5.3. Sous les hypothèses de la proposition 4.5.2, les exposants λ
(α)
Φ (n)

satisfont la récurrence

λ
(α)
Φ (n) =

1

n


ξnα

n −
∑

d|n
d 6=n

ξn/d d λ
(α)
Φ (d)


 .
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Démonstration. D’une part, Λ(α) ◦ E+ = E(Xα) et

ΦΛ(α)◦E+(x1, x2, · · · ) = ΦE(Xα)(x1, x2, · · · )

= ΦE ◦ ΦXα(x1, x2, · · · )

= exp




∑

n≥1

ξn αn xn
n



 . (4.23)

D’autre part, puisque E+ = E − 1, on a :

ΦΛ(α)◦E+(x1, x2, · · · ) = ΦΛ(α) ◦ ΦE+(x1, x2, · · · ) =
∏

n≥1

(1 + (ΦE+)n)
λ
(α)
Φ (n)

=
∏

n≥1

(1 + (ΦE − 1)n)
λ
(α)
Φ (n) =

∏

n≥1

(ΦE)
λ
(α)
Φ (n)

n

=
∏

n≥1

exp



λ

(α)
Φ (n)

∑

k≥1

ξk
xkn
k





= exp




∑

n≥1

∑

k≥1

n λ
(α)
Φ (n) ξk

xkn
kn





= exp




∑

n≥1

∑

d|n

d λ
(α)
Φ (d) ξn/d

xn
n



 . (4.24)

Par comparaison des expressions (4.23) et (4.24), on obtient

ξn αn =
∑

d|n

ξn/d d λ
(α)
Φ (d) (4.25)

et, isolant λ
(α)
Φ (n) de (4.25), le résultat suit.

Dans [28], Labelle et Leroux ont obtenu un certain nombre d’identités concernant les

séries associées à une espèce Fw(α) = Λ(α)◦F+
w lorsque F [∅] = 1. Celles-ci se généralisent

facilement au contexte des Φ-symétries. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de

groupes non conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve
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l’opération de substitution alors

Λ̃(α)
Φ
(x) =

∏

n≥1

(1 + xn)λ
(α)
Φ (n) ,

ΦF
w(α)

(x1, x2, x3, · · · ) =
∏

n≥1

(ΦFwn (xn, x2n, x3n, · · · ))
λ
(α)
Φ (n) ,

F̃w(α)

Φ
(x) =

∏

n≥1

(
F̃wn

Φ
(xn)

)λ(α)
Φ (n)

,

et, posant

F (x; q)Φ = ΦF (x1, x2, · · · )|∆

où ∆ : xk := (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1,

Fw(α)(x; q)Φ =
∏

n≥1

(
Fwn

(
(1− q)n

1− qn
xn; qn

)

Φ

)λ
(α)
Φ (n)

.

De plus, pour deux variables formelles α et β, on a l’identité suivante

λ
(αβ)
Φ (n) =

∑

i·j=n

λ
(αj)
Φ (i) λ

(β)
Φ (j).

L’espèce Λ(α) permet d’obtenir une expression équivalente pour les exposants

s
(α)
Φ (n), n ≥ 1, de la proposition 4.3.3 en terme des λ

(α)
Φ (n), n ≥ 1.

Proposition 4.5.4. Soit Φ ⊆ {K∈cc(Sn) | n ≥ 0}, un ensemble de groupes non

conjugués deux à deux. Si Γ ⊆ Φ et si la transformation F 7→ ΦF préserve l’opération

de substitution alors

s
(α)
Φ (n) =

∑

d|n

sΦ(n/d) λ
(α)
Φ (d).

Démonstration. Pour obtenir l’espèce S(α), on substitue dans Λ(α) l’espèce S+ = S−1 =
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E ◦ C − 1 des permutations ne vivant pas sur le vide. Ainsi, on obtient successivement

ΦS(α)
(x1, x2, x3, · · · ) = ΦΛ(α) ◦ ΦS+(x1, x2, x3, · · · )

=
∏

n≥1

(1 + (ΦS(xn, x2n, x3n, · · · )− 1))λ
(α)
Φ (n)

=
∏

n≥1


∏

k≥1

(
1

1− xnk

)sΦ(n)



λ
(α)
Φ (n)

=
∏

n,k≥1

(
1

1− xnk

)sΦ(k) λ
(α)
Φ (n)

=
∏

n≥1

(
1

1− xn

)s
(α)
Φ (n)

,

où s
(α)
Φ (n) =

∑
d|n sΦ(n/d) λ

(α)
Φ (d), et le résultat suit.



Conclusion

La définition générale et l’étude des propriétés de la série indicatrice des Φ-symétries

d’une espèce, pour un ensemble Φ de groupes non conjugués deux à deux, donne

lieu non seulement à une uniformisation des définitions des séries indicatrices des

cycles et d’asymétrie, mais également à des démonstrations uniformes de propriétés

de commutation (entre opérations sur les espèces et opérations sur les séries) et à des

calculs uniformes de séries pour des espèces données. Plusieurs voies de recherche sont

encore à explorer et nous en indiquons quelques-unes dans ce qui suit.

Le calcul de la série génératrice

FΦ
w (x) =

∑

n≥0

fΦ
n,w

xn

n!
,

où fΦ
n,w désigne le poids total des Fw-structures sur [[n]] dont le stabilisateur est conjugué

à un groupe appartenant à Φ, n’est pas abordé. Le développement d’outils appropriés

à son calcul est encore à faire.

Nous ne nous sommes pas préoccupés d’optimiser la programmation en Maple

[8] afin d’obtenir les polynômes indicateurs d’asymétrie des espèces moléculaires

concentrées sur de petits cardinaux. Une programmation plus efficace est nécessaire

à l’obtention de ces polynômes pour les espèces moléculaires concentrées sur des

cardinaux plus élevés.

Telle que nous l’avons vu au chapitre 2, l’utilisation des résultats de Stockmeyer [51]

dans le cadre des Φ-séries fournit une méthode de calcul alternative pour, entre autre,

la série indicatrice d’asymétrie d’une espèce. En particulier, ses résultats concernant les

valeurs de la fonction de Möbius dans les treillis des sous-groupes des groupes diédraux

permettent d’obtenir la série indicatrice d’asymétrie des espèces Pn des polygones à n,

n ≥ 1, sommets : si n est impair,

ΓPn =
1

2n

∑

d|n

µ(d) x
n/d
d −

1

2

∑

d|n

µ(d) xdx
(n−d)/2d
2d
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et, si n est pair,

ΓPn =
1

2n

∑

d|n

µ(d) x
n/d
d −

1

2

∑

d|n
d 6 |(n/2)

µ(d) xdx
(n−d)/2d
2d −

1

4

∑

d|(n/2)

µ(d)
(
x2dx

(n−2d)/2d
2d + x

n/2d
2d

)
.

Nous pouvons aussi en déduire la série indicatrice d’asymétrie de l’espèce P bic des

polygones bicolorés :

ΓPbic =
1

2

∑

k≥1

µ(k)

(
1

k
ln

(
1

1− x2k

)
−

x2k
1− x2k

)
.

Il est donc important de ne pas perdre de vue le travail accompli dans le cadre classique.

L’étude des substitutions simultanées ∆ : xk = (1−q)k

1−qk
xk, k ≥ 1, de Décoste [12] dans

les Φ-séries d’espèces pondérées que nous n’avons ici qu’amorcée, doit maintenant être

effectuée de façon systématique. Notons que plusieurs résultats de Décoste [12] sont

faciles à relever au niveau des Φ-séries. Par exemple, puisque

lim
q→0

(1− q)k

1− qk
= 1 et lim

q→1

(1− q)k

1− qk
=





1 si k = 1

0 si k > 1,

on obtient facilement, pour toute espèce pondérée F = Fw,

lim
q→0

ΦF (x1, x2, · · · )|∆ = F̃Φ(x)

et, si Γ ⊆ Φ,

lim
q→1

ΦF (x1, x2, · · · )|∆ = F (x).

Une étude exhaustive des substitutions ∆ dans le cadre des Φ-séries ne peut qu’enrichir

le répertoire des identités qu’elle a su trouver.

Aux chapitres 2 et 3, nous avons dégagé des conditions qui, imposées à Φ, font en

sorte que la transformation F 7→ ΦF préserve les opérations combinatoires de somme, de

produit, de dérivation, de pointage et de substitution. Par contre, le comportement de

la Φ-série face aux opérations ×, de produit cartésien, et 2, de composition fonctorielle,

n’a pas été traité. Pour deux espèces pondérées F = Fw et G = Gv, il est bien connu

[5] que

ZF×G(x1, x2, · · · ) = ZF (x1, x2, · · · )× ZG(x1, x2, · · · )
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où l’opération × de droite est interprété comme le produit terme à terme des coefficients

de
x
σ1
1 x

σ2
2 ···

aut(σ) . Par contre, G. Labelle [25] a montré qu’en général

ΓF×G(x1, x2, · · · ) 6= ΓF (x1, x2, · · · )× ΓG(x1, x2, · · · )

et que ΓF×G(x1, x2, · · · ) n’est pas fonction de ΓF et de ΓG. Dans le contexte des Φ-

séries, on doit s’interroger sur les conditions à imposer à Φ pour que

ΦF×G(x1, x2, · · · ) = ΦF (x1, x2, · · · )× ΦG(x1, x2, · · · ).

Du moins, on aimerait savoir pour quels Φ, ΦF×G est fonction de ΦF et de ΦG. De

plus, ΦF2G(x1, x2, · · · ), même lorsque Φ = Γ, est encore entourée de mystère. Une

étude du comportement de la Φ-série face aux opérations × et 2 permettrait d’obtenir

des Φ-séries associées à l’espèce des graphes, des multigraphes et de certaines de leurs

sous-espèces. Notons que la forme explicite pour la série indicatrice d’asymétrie des

graphes est encore inconnue.

Au chapitre 2, nous avons utilisé les Φ-séries d’espèces pour obtenir certaines familles

d’identités concernant les valeurs de la fonction de Möbius sur des treillis de sous-

groupes. Pouvons-nous trouver, à la lumière des propriétés de nos Φ-séries, de nouveaux

résultats concernant ces valeurs ?

Si Φ et Ψ sont deux ensembles de groupes non conjugués deux à deux, peut-on

donner une "signification combinatoire" à ΦF ◦ ΨG pour F et G deux espèces ? Le

lemme 3.2.15 semble être un pas dans cette direction. Les cas ZF ◦ ΓG et ΓF ◦ ZG sont

intéressants. Notons que dans [5], au lemme 4.4.6, Bergeron, Labelle et Leroux donnent

une interprétation combinatoire de la substitution ΓFw(G̃v(x), G̃v2(x
2), G̃v3(x

3), · · · ) en

terme des types d’assemblées F -injectives de G-structures.

À la suite de la proposition 3.3.20, il faut maintenant construire d’autres exemples

élégants d’ensembles Φ, pour lesquels la série ΦF préserve l’opération de substitution.

Aussi, un ensemble de groupes qui risque d’être intéressant mais qui n’a pas été traité

est celui formé des groupes diédraux.

À la section 4.4, nous avons obtenu les Φ-séries des espèces A, Ar et End. Celles-

ci ne sont que des cas particuliers des espèces R-enrichies AR, ArR et EndR où



158

l’enrichissement R = E est l’espèce des ensembles. Quelles sont les Φ-séries de ces

espèces pour les enrichissements R = 1 + C, R = S, R = X + C4, R = X + E2 + E3,

etc ?

Puisque l’expression (4.5.2) pour ΦΛ(α) est plutôt rébarbative, une étude parallèle

à celle de G. Labelle et P. Leroux dans [28] pour la série indicatrice d’asymétrie ΓΛ(α)

est de mise. En considérant un ensemble Φ̂ contenant Γ qui est fortement stable sous

le produit en couronne généralisé et qui est tel que {n | Sn ∈ Φ̂} = {0, 1, · · · , p − 1}

où p est un nombre premier, le calcul de la série ΦΛ(α) peut être effectué à partir des

relations

Λ(α) = E ◦X(α) ◦ (E
+)<−1>

et

Z(E+)<−1>(x1, x2, x3, · · · ) = Φ(E+)<−1>(x1, x2, x3, · · · )− Φ(E+)<−1>(xp, x2p, x3p, · · · ).

Ceci généraliserait les calculs effectués par Labelle et Leroux [28] pour obtenir ΓΛ(α)

qui correspond au cas p = 2 et permettrait d’obtenir facilement CΛ(α) .

Finalement, il est naturel de s’intéresser aux Φ-séries des modèles combinatoires

pour les familles classiques de polynômes orthogonaux 1. En fait, la généralisation au

contexte des Φ-séries de certains résultats de H. Décoste [12], qui concernent leurs

séries indicatrices des cycles, sont, à la lumière des résultats du chapitre 4, assez facile à

obtenir. Illustrons ce fait en considérant un des modèles pour les polynômes de Charlier

[12, 35]. Soit Char l’espèce pondérée définie par l’isomorphisme Char = S(−z)(X1/a) ·

E(X), où S(−z) désigne l’espèce des permutations dont chacun des cycles est de poids

−z. On a :

ΦChar(x1, x2, · · · ) =
∏

n≥1

exp(ξnxn/n)

(
1

1− a−nxn

)s
(−z)
Φ (n)

où

s
(−z)
Φ (n) =

1

n

∑

d|n

d ξn/d (−z)n/dcΦ(d).

1. Voir D. Foata [15] pour un exposé de synthèse sur l’utilisation de techniques combinatoires dans

l’étude des familles classiques de polynômes orthogonaux.
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Notons en terminant que pour d’autres suites que {Sn}n≥0, telle que la suite

{Bn}n≥0 formée des groupes hyperoctaédraux, on pourrait aussi faire une théorie des

Φ-séries pour une classe Φ de leurs sous-groupes.



Annexe A

Polynômes indicateurs

d’asymétrie

Les polynômes indicateurs d’asymétrie des espèces moléculaires et atomiques,

respectivement sur 5 et 6 points, présentés dans cet appendice ont été calculés à l’aide

de Maple [8] en nous servant de l’expression

ΓXn/H(x1, x2, · · · ) =
∑

λ⊢n

TΓ
λ (H) monλ(t1, t2, · · · )

où TΓ
λ (H) = |{τ∈Sλ\Sn/H | Hτ ∩ Sλ = {idn}}| et où les fonctions symétriques

monλ(t1, t2, · · · ) ont été traduites en terme des sommes de puissances xk =
∑

i≥1 t
k
i à

l’aide de la librairie SF [49]. La notation pour les espèces moléculaires et atomiques est

tirée de Chiricota [9].
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Tableau A.1 – Les polynômes indicateurs d’asymétrie pour M ∈ M5

M ΓM (x1, x2, · · · )

E5
1

120x
5
1 −

1
12x

3
1x2 +

1
6x

2
1x3 +

1
8x1x

2
2 −

1
4x1x4 −

1
6x2x3 +

1
5x5

E±
5

1
60x

5
1 −

1
6x

2
1x3 −

1
4x1x

2
2 +

1
2x1x4 +

1
2x2x3 −

3
5x5

X · E4
1
24x

5
1 −

1
4x

3
1x2 +

1
3x

2
1x3 +

1
8x1x

2
2 −

1
4x1x4

P5/Z2
1
20x

5
1 −

1
4x1x

2
2 +

1
5x5

X · E±
4

1
12x

5
1 −

1
3x

2
1x3 −

1
4x1x

2
2 +

1
2x1x4

E2 · E3
1
12x

5
1 −

1
3x

3
1x2 +

1
6x

2
1x3 +

1
4x1x

2
2 −

1
6x2x3

P5
1
10x

5
1 −

1
2x1x

2
2 +

2
5x5

X · P4
1
8x

5
1 −

1
4x

3
1x2 −

1
8x1x

2
2 +

1
4x1x4

X2 · E3
1
6x

5
1 −

1
2x

3
1x2 +

1
3x

2
1x3

E2 · C3
1
6x

5
1 −

1
6x

3
1x2 −

1
6x

2
1x3 +

1
6x2x3

(X2 · C3)/Z2
1
6x

5
1 −

1
6x

2
1x3 −

1
2x1x

2
2 +

1
2x2x3

C5
1
5x

5
1 −

1
5x5

X · E2
2

1
4x

5
1 −

1
2x

3
1x2 +

1
4x1x

2
2

X · P bic
4

1
4x

5
1 −

3
4x1x

2
2 +

1
2x1x4

X · C4
1
4x

5
1 −

1
4x1x

2
2

X2 · C3
1
3x

5
1 −

1
3x

2
1x3

X3 · E2
1
2x

5
1 −

1
2x

3
1x2

X · (E2 ◦X
2) 1

2x
5
1 −

1
2x1x

2
2

X5 x51
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Tableau A.2 – Les polynômes indicateurs d’asymétrie pour A ∈ A6 (1)

A ΓA(x1, x2, · · · )

E6
1

720x
6
1 −

1
48x

4
1x2 +

1
18x

3
1x3 +

1
16x

2
1x

2
2 −

1
8x

2
1x4 −

1
6x1x2x3

+1
5x1x5 −

1
48x

3
2 +

1
8x2x4 +

1
18x

2
3 −

1
6x6

E±
6

1
360x

6
1 −

1
18x

3
1x3 −

1
8x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 +

1
2x1x2x3 −

3
5x1x5

+ 1
12x

3
2 −

1
2x2x4 −

2
9x

2
3 +

2
3x6

X6/S5b
1

120x
6
1 +

1
24x

4
1x2 −

1
8x

2
1x

2
2 −

1
4x

2
1x4 −

2
3x1x2x3 +

6
5x1x5

−1
8x

3
2 +

5
4x2x4 +

2
3x

2
3 − 2x6

X6/A5b
1
60x

6
1 +

1
24x

4
1x2 −

1
4x

2
1x

2
2 −

1
4x

2
1x4 −

2
3x1x2x3

+7
5x1x5 +

5
24x

3
2 +

1
2x2x4 +

5
6x

2
3 −

11
6 x6

E2(E3)
11
720x

6
1 −

5
48x

4
1x2 +

1
9x

3
1x3 +

3
16x

2
1x

2
2 −

1
8x

2
1x4 −

1
3x1x2x3

+1
5x1x5 −

5
48x

3
2 +

3
8x2x4 +

1
9x

2
3 −

1
3x6

C2
3/Z4

1
36x

6
1 +

1
24x

4
1x2 −

2
9x

3
1x3 −

1
4x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 +

1
3x1x2x3

−1
8x

3
2 +

1
2x2x4 −

1
18x

2
3 −

1
2x6

E2(E
±
3 )/Z2

1
36x

6
1 +

1
24x

4
1x2 −

2
9x

3
1x3 −

1
4x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 +

1
3x1x2x3

− 7
24x

3
2 + x2x4 −

1
18x

2
3 −

5
6x6

E2(C3)
1
18x

6
1 +

1
24x

4
1x2 −

5
18x

3
1x3 +

1
4x

2
1x4 −

1
6x1x2x3 −

1
8x

3
2 +

2
9x

2
3

E3(E2)
1
48x

6
1 −

1
16x

4
1x2 +

1
6x

3
1x3 −

1
16x

2
1x

2
2 −

3
8x

2
1x4 −

1
2x1x2x3

+x1x5 +
13
48x

3
2 −

1
8x2x4 +

1
2x

2
3 −

5
6x6

X6/S4d
1
24x

6
1 +

1
6x

3
1x3 −

3
8x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 −

1
2x1x2x3 +

1
12x

3
2

+2
3x

2
3 −

1
3x6

X6/S4c
1
24x

6
1 +

1
6x

3
1x3 −

1
8x

2
1x

2
2 +

1
2x1x2x3 − x1x5 −

1
6x

3
2

−3
4x2x4 −

5
6x

2
3 +

13
6 x6

C3(E2)
1
24x

6
1 −

1
8x

4
1x2 +

1
6x

3
1x3 +

1
8x

2
1x

2
2 −

1
2x

2
1x4 +

1
2x1x2x3

+1
8x

3
2 − x2x4 −

5
6x

2
3 +

3
2x6

X6/A4b
1
12x

6
1 +

1
6x

3
1x3 −

1
4x

2
1x

2
2 +

1
2x1x2x3 − x1x5 +

1
6x

3
2 − x23 +

4
3x6
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Tableau A.3 – Les polynômes indicateurs d’asymétrie pour A ∈ A6 (2)

A ΓA(x1, x2, · · · )

P6
1
12x

6
1 −

1
4x

2
1x

2
2 +

1
2x

2
1x4 + x1x2x3 − 2x1x5 −

1
6x

3
2

−3
2x2x4 −

5
6x

2
3 +

19
6 x6

P bic
6

1
6x

6
1 +

1
6x

3
1x3 +

1
2x1x2x3 −

1
2x

3
2 −

5
6x

2
3 +

1
2x6

C6
1
6x

6
1 + x1x5 +

1
2x2x4 +

1
3x

2
3 − 2x6

(E±
3 )

2/Z2
1
18x

6
1 +

1
24x

4
1x2 −

5
18x

3
1x3 −

1
2x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 +

5
6x1x2x3

−1
8x

3
2 +

1
2x2x4 −

5
18x

2
3 −

1
2x6

E3(X
2) 1

6x
6
1 +

1
6x

3
1x3 −

1
2x

2
1x

2
2 −

1
2x1x2x3 +

2
3x

2
3

C3(X
2) 1

3x
6
1 +

1
6x

3
1x3 +

1
2x1x2x3 − x23

(E±
2 E

±
4 )/Z2

1
24x

6
1 −

1
6x

3
1x3 −

3
8x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 +

1
2x1x2x3 +

1
4x

3
2 −

1
2x2x4

X6/D4d
1
8x

6
1 −

5
8x

2
1x

2
2 +

1
4x

2
1x4 +

1
4x

3
2

E2(XE2)
1
8x

6
1 −

1
4x

4
1x2 +

1
8x

2
1x

2
2 −

1
4x

3
2 +

1
4x2x4

X2C4/Z2
1
8x

6
1 −

3
8x

2
1x

2
2 +

1
4x2x4

X6/Ke 1
4x

6
1 −

1
4x

2
1x

2
2 −

1
2x

3
2 +

1
2x2x4

X6/C4b
1
4x

6
1 −

1
4x

2
1x

2
2 +

1
2x

2
3 −

1
2x6

X6/Kd 1
4x

6
1 −

3
4x

2
1x

2
2 +

1
2x

3
2 +

1
2x

2
3 −

1
2x6

E2 ◦X
3 1

2x
6
1 −

1
2x

3
2 +

1
2x

2
3 −

1
2x6



Annexe B

Burnside et l’énumération des

K-symétries

Cet appendice contient les polynômes M̃t
K
(1), exprimés dans la base des sommes

de puissances, pour chacune des espèces M ∈ M4 et chacun des groupes K ≤ S4.

Ceux-ci ont été calculé à l’aide des matrices de Burnside appropriées, voir l’exemple

2.4.11 de la section 2.4 et [21]. Nous utilisons les notations 2.4.7 en terme d’espèces,

c.-à-d. : NM (x1, x2, x3, x4) = M̃t
K
(1) où N = X4/K,K ≤ S4.



165

Tableau B.1 – NM (x1, x2, x3, x4) pour N ∈ M4 (1)

NM E4 E±
4

E4 x4 0

E±
4 0 x4

P4 0 0

X · E3 x1x3 − x4 0

E2
2

1
2

(
x22 − x4

)
0

P bic
4 0 0

C4 0 0

X · C3 0 x1x3 − x4

X2 · E2
1
2

(
x21x2 − 2x1x3 − x22 + 2x4

)
0

E2 ◦X
2 0 1

2

(
x22 − x4

)

X4 1
24

(
x41 − 6x21x2 + 8x1x3 + 3x22 − 6x4

)
1
12

(
x41 − 4x1x3 − 3x22 + 6x4

)

ZM
1
24

(
x41 + 6x21x2 + 8x1x3 + 3x22 + 6x4

)
1
12

(
x41 + 8x1x3 + 3x22

)
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Tableau B.2 – NM (x1, x2, x3, x4) pour N ∈ M4 (2)

NM P4 X · E3

E4 0 0

E±
4 0 0

P4 x4 0

X · E3 0 x1x3

E2
2

1
2

(
x22 − x4

)
0

P bic
4 0 0

C4 0 0

X · C3 0 0

X2 · E2
1
2

(
x21x2 − x22

)
x21x2 − x1x3

E2 ◦X
2 1

2

(
x22 − x4

)
0

X4 1
8

(
x41 − 2x21x2 − x22 + 2x4

)
1
6

(
x41 − 3x21x2 + 2x1x3

)

ZM
1
8

(
x41 + 2x21x2 + 3x22 + 2x4

)
1
6

(
x41 + 3x21x2 + 2x1x3

)
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Tableau B.3 – NM (x1, x2, x3, x4) pour N ∈ M4 (3)

NM E2
2 P bic

4 C4

E4 0 0 0

E±
4 0 0 0

P4 0 0 0

X · E3 0 0 0

E2
2 x22 0 0

P bic
4 0 x4 0

C4 0 0 x4

X · C3 0 0 0

X2 · E2 x21x2 − x22 0 0

E2 ◦X
2 0 3

2

(
x22 − x4

)
1
2

(
x22 − x4

)

X4 1
4

(
x41 − 2x21x2 + x22

)
1
4

(
x41 − 3x22 + 2x4

)
1
4

(
x41 − x22

)

ZM
1
4

(
x41 + 2x21x2 + x22

)
1
4

(
x41 + 3x22

)
1
4

(
x41 + x22 + 2x4

)
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Tableau B.4 – NM (x1, x2, x3, x4) pour N ∈ M4 (4)

NM X · C3 X2 · E2 E2 ◦X
2 X4

E4 0 0 0 0

E±
4 0 0 0 0

P4 0 0 0 0

X · E3 0 0 0 0

E2
2 0 0 0 0

P bic
4 0 0 0 0

C4 0 0 0 0

X · C3 x1x3 0 0 0

X2 · E2 0 x21x2 0 0

E2 ◦X
2 0 0 x22 0

X4 1
3

(
x41 − x1x3

)
1
2

(
x41 − x21x2

)
1
2

(
x41 − x22

)
x41

ZM
1
3

(
x41 + 2x1x3

)
1
2

(
x41 + x21x2

)
1
2

(
x41 + x22

)
x41
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Ouellette pour les espèces de structures, dans : Actes du 21ème Séminaire
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[18] Joyal, A. Une théorie combinatoire des séries formelles, Advances in Mathe-
matics 42, 1981, 1-82.

[19] Joyal, A. Foncteurs analytiques et espèces de structures, dans : [29], 1986,
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[33] Labelle, J. Quelques espèces sur les ensembles de petite cardinalité, Annales
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Functions, Zeitschrift für Wahrscheinlichkeitstheorie 2, 1964, 340-368.

[45] Rota, G.-C. Baxter Algebras and Combinatorial Identities, II, Bulletin of the
American Mathematical Society 75, 1969, 330-334.

[46] Rota, G.-C. et B.E. Sagan, Congruences Derived from Group Action,
European Journal of Combinatorics 1, 1980, 67-76.

[47] Rota, G.-C. et D.A. Smith, Enumeration under group action, Annali Scuola
Normale Superiore Pisa, Classe di Scienze, Série IV, Vol. IV, 1977, 637-646.

[48] Stanley, R. Enumerative Combinatorics, Volume 1, Wadsworth &
Brooks/Cole Mathematics Series, 1986.

[49] Stembridge, J. SF, Maple Share Library Package, disponible sur Maple V,
3ème édition.
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