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Résumé

Nous proposons des modeéles combinatoires pour interpréter trois classes d’ap-
proximants rationnels : les approximants de Padé, de Padé en deux points et de
Padé vectoriels. Notre méthode consiste & représenter les coefficients des séries
formelles comme sommes de valuations de certains chemins étiquetés, & som-
mets dans le réseau carré. La géométrie de ces modeéles permet d’unifier certains
calculs portant sur les déterminants de Hankel, la structure de la table de Padé,
ou encore les fractions continues (P-fractions), arborescentes (T-fractions) ou
multicontinues (fractions de Lukasiewicz) respectivement liées a ces trois sortes
d’approximants. De nouveaux algorithmes de calcul découlent naturellement de
ces modeéles.

Deux applications a la combinatoire énumérative sont données : une nouvelle
bijection entre permutations et certaines “histoires d’Hermite”, conduisant a un
développement en fraction continue de Thron d’une série génératrice trivariée
sur le groupe symétrique, ainsi qu’une propriété de dualité pour ces mémes
fractions continues, relatives cette fois a 1’énumération d’objets planaires appelés
polyominos parallélogrammes, suivant hauteur, largeur, aire et périmetre.

Nous étudions enfin les fractions continues appelées C-fractions : leurs ré-
duites ne fournissent pas nécessairement des approximants de Padé et nous quan-
tifions — en général et dans le pire des cas — ce phénomene. Nous déterminons si
le développement d’une série formelle en C-fraction est une bonne méthode pour
une vérification algorithmique de sa rationnalité, et donnons un développement
inédit en C-fraction d’une série apparentée & la fonction théta.

Mots-clés. Approximants de Padé, fractions continues, permutations, poly-
ominos, séries formelles, séries génératrices.
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English abstract We develop combinatorial models for three families of ratio-
nal approximants: Padé approximants, two-point Padé approximants and vector
Padé approximants. Our method consists in writing the coefficients of formal
power series as sums of valuations of some labelled paths on the square lat-
tice. The geometry of these paths provides a uniform framework for computing
Hankel determinants, investigating the structure of the Padé table and studying
the three classes of continued fractions linked to the these approximants, respec-
tively named P-fractions, T-fractions, Lukasiewicz multicontinued fractions. Our
models also provide new algorithms for the computation of these approximants.

We give two applications to enumerative combinatorics. First, we describe
a new bijection between permutations and “Hermite histories”, which leads to
a T-fraction expansion of a trivariate generating function on the symmetric
group. The we prove a T-fraction duality property for the generating function of
staircase polygons, counted according to their width, height, area and perimeter.

We also study general C-fractions: their convergents are not Padé approx-
imants and we give a measure — in the general case and in the worst case
— of this phenomenon. Expanding a power series in C-fraction is a theoretical
method to test the rationality of the series; we explain why it is not a convenient
algorithmic method. We finally give the C-fraction expansion of a power series
related to a theta function.

Keywords. Continued fractions, formal power series, generating series, Padé
approximants, permutations, polyominos.
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Introduction

Un approximant de Padé d’une fonction est une fraction rationnelle F' dont le
développement de Taylor coincide avec celui de la fonction, jusqu’a la puissance
égale a la somme des degrés du numérateur et du dénominateur de F. L’intérét
majeur de cette notion réside dans les renseignements sur la fonction que 1’on
peut tirer en étudiant ses approximants de Padé : détermination de la nature et
du lieu des singularités, réalisations de prolongements analytiques ..

L’étude des approximants de Padé a connu un développement spectaculaire
depuis une vingtaine d’années, sous 'impulsion des physiciens en particulier,
qui ont attiré & nouveau ’attention sur cette branche de I’Analyse. En amont de
I’étude analytique, on trouve les problemes consistant a déterminer les conditions
d’existence des approximants de Padé, a les calculer — au moyen de formules
closes ou d’algorithmes —, a établir leurs liens avec les fractions continues, a
déterminer les relations algébriques qui les lient : toute la partie qu’on pourrait
qualifier de formelle.

Le projet. Notre these est consacrée a la mise en place d’une théorie combina-
toire de cette partie formelle. Nous étudions plus précisément les approximants
de Padé d’une série formelle a coefficients dans un corps commutatif, noté K.
Deux autres sortes d’approximants rationnels retiennent notre attention : les
approximants de Padé en deux points et les approximants de Padé vectoriels.
Voici leur définition :

1. Etant donné un couple de séries formelles a coefficients dans K, un approx-
imant de Padé en deux points de ce couple est une fraction rationnelle dont
les développements de Taylor et asymptotique coincident respectivement
avec la premiere et la seconde série formelle, jusqu’a un certain ordre.

2. Etant données d > 1 séries formelles, un approximant de Padé vectoriel est
un vecteur constitué de d fractions rationnelles, de méme dénominateur, et
dont le développement de Taylor coincide avec les séries formelles données
jusqu’a un certain ordre.

Dans les deux cas, les ordres optimaux sont exprimés en fonction des degrés des
numérateurs et dénominateurs des fractions rationnelles (les définitions précises
sont données au début des premier, troisiéme et quatriéme chapitres).

1



2 Introduction

La méthode. Elle s’inspire des travaux de Flajolet [37], Francon et Viennot
[42] et Viennot [84]. Elle consiste a exprimer les coefficients des séries formelles
comme sommes des valuations de certains chemins sur ’ensemble des couples
d’entiers naturels, ou bien sur certains arbres (une valuation est une applica-
tion & valeurs dans le corps K). Nous avons ainsi trois familles de chemins,
correspondant aux trois sortes d’approximants étudiés.

Pour chacune d’elles, nous adoptons la démarche suivante : définir les séries
génératrices des chemins valués et prouver qu’une certaine fagon de borner les
chemins donne naissance 3 des séries génératrices rationnelles, qui sont les ap-
proximants cherchés des séries génératrices de départ. Il reste alors a déterminer
quelles séries formelles sont susceptibles d’étre écrites comme séries génératrices
de chemins valués, & démontrer qu’une telle écriture est unique, et a donner des
moyens de la calculer.

De plus, nous obtenons grace a cette approche combinatoire trois types de
fractions continues : les P-fractions, les fractions continues de Thron (ou T-
fractions) et celles de Lukasiewicz. Si les liens entre approximants de Padé usuels
et P-fractions d’une part, et approximants de Padé en deux points et T-fractions
d’autre part sont connus, le lien entre approximants de Padé vectoriels et frac-
tions de Lukasiewicz est nouveau.

Quoique notre ’objet de notre thése ne soit pas une étude systématique de
la combinatoire des fractions continues, le point de vue des séries génératrices
de chemins nous permet d’esquisser une classification générale des fractions con-
tinues, qu’il sera sans doute fructueux de développer.

Les résultats. D’une part, la géométrie des chemins nous permet de donner
des preuves combinatoires de théorémes connus, comme par exemple ’existence
de la structure en blocs carrés de la table de Padé ou la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une suite de polynémes soit orthogonale de dimension d,
établissant ainsi Defficacité de la méthode utilisée.

Nous apportons d’autre part un certain nombre de résultats nouveaux : trois
algorithmes de calcul des approximants de Padé usuels, en deux points ou vec-
toriels, qui effectuent un nombre de divisions linéaire par rapport au nombre de
coefficients des séries formelles pris en compte, un algorithme de passage entre
fractions continues de Thron et fractions continues de Jacobi et de Stieltjes, une
étude des liens entre approximants de Padé usuels et réduites des C-fractions,
et enfin un algorithme de développement en C-fraction.

Les chemins valués de Dyck ou de Motzkin furent introduits pour résoudre
des problémes d’analyse d’algorithmes et de combinatoire énumeérative. Nous
montrons que les chemins utilisés pour interpréter les approximants de Padé
en deux points peuvent aussi étre mis & profit pour résoudre des problémes de
combinatoire énumérative. Nous donnons deux exemples : une nouvelle bijection
entre le groupe symétrique et les “histoires d’Hermite restreintes” est décrite,
ainsi que ses conséquences sur les expressions des séries génératrices; une curieuse
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propriété de dualité est mise en lumiére dans I’énumération de certaines figures
planaires, les polyominos parallélogrammes et les polyominos convexes dirigés.

Nous donnons par ailleurs un développement en T-fraction d’un quotient
de g-analogues de fonctions hypergéométriques, ainsi quun exemple inédit de
développement en C-fraction, pour une série dont les exposants sont les carrés
et les carrés moins un.

Dessiner des calculs, calculer des dessins. La nature géométrique des
objets étudiés suggere de s’aider de dessins et nous n’y manquons pas, comme
I'indique le titre de ce paragraphe, que nous empruntons a Xavier Viennot.
Soixante-quatorze figures illustrent ce mémoire, qui sont ’axe de certaines dé-
monstrations.

Nous montrons en particulier comment s’applique le calcul de Gessel et Vien-
not (voir I’annexe A de ce mémoire et [49]) en exprimant les déterminants de
Hankel comme sommes de valuations de configurations de chemins sans sommets
communs. Nous calculons ainsi les déterminants de Hankel diagonaux en fonction
des coefficients du développement en P-fraction de la série correspondante, et
démontrons combinatoirement 1’identité de la croix, qui lie cinq déterminants
voisins dans la C-table d’une série formelle.

Enfin, ’écriture des algorithmes utilise de fagon essentielle le support visuel
que fournissent les chemins.

Le réle du corps K. Pour chaque résultat énoncé, nous nous sommes at-
tachés & dire s’il dépendait ou non du corps des coefficients. Dans le cas d’une
réponse positive, nous nous sommes efforcés de donner les variantes possibles.
Par exemple, le probléme de 'unicité d’un développement d’une série formelle en
T-fraction admet des réponses différentes suivant que les coefficients sont dans
le corps a deux éléments ou non.

Nous examinons régulierement la situation dite générique, qui correspond au
cas ou les valuations des chemins sont des indéterminées indépendantes et ou K
est le corps des fractions rationnelles sur @ de cette famille d’indéterminées.

Voici maintenant un résumé des chapitres.

Chapitre 1 : Présentation des fractions continues. Nous mettons en
place la notion de modéle combinatoire de fraction continue a ’aide des séries
génératrices de chemins valués. La classification que nous proposons fait ap-
paraitre deux grands groupes : les fractions multicontinues et les fractions ar-.
borescentes. Les premieres se divisent a leur tour en deux sous-groupes : les
Z-fractions multicontinues et celles de Lukasiewicz. Nous montrons que des
spécialisations de ces familles fournissent les fractions continues usuelles : celles
de Jacobi, de Stieltjes, de Thron, les P-fractions et les C-fractions.
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Chapitre 2 : Approximants de Padé ordinaires et P-fractions. Le
modeéle combinatoire des P-chemins permet de calculer les déterminants de Han-
kel appartenant 3 une diagonale de la C-table d’une série formelle quelconque,
de démontrer ’identité de la croix, expression de ’identité de Sylvester dans la
C-table, et de démontrer que les zéros apparaissent dans cette derniére sous la
forme de blocs carrés, & I’exclusion de tout autre motif.

Nous retrouvons aussi la structure diagonale de la table de Padé (les approx-
imants d’une diagonale sont les réduites des développements en P-fraction de la
série formelle de départ qu’on a multipliée par une puissance adéquate de la vari-
able) ainsi que sa structure de blocs (aux blocs de la C-table correspondent des
blocs carrés de la table de Padé, en dehors desquels ’existence des approximants
est assurée et dans lesquels se produisent des dégénérescences).

Enfin un algorithme de développement en P-fraction apparait naturellement
lorsque 1’on tente de représenter les coefficients d’une série formelle comme
somme de valuations de P-chemins. Nous obtenons ainsi un moyen de déterminer
l’existence des approximants de Padé de toute série formelle et, le cas échéant,
de les calculer.

Chapitre 3 : Approximants de Padé en deux points et T-fractions.
Ce chapitre se divise en deux parties. La premiére partie est consacrée a une
preuve combinatoire du théoréme de Jones, Thron, McCabe et Murphy [54, 64]
qui établit le lien entre les réduites des T-fractions et les approximants de Padé
en deux points. Le modéle combinatoire utilisé est celui des arbres en forme de
peigne. A la dualité purement algébrique des T-fractions correspond une dualité
entre arbres valués en forme de peigne et arbres valués en forme de brosse.

Un algorithme inédit de développement en T-fractions duales d’un couple de
séries formelles est décrit. Il est numériquement plus stable que le FG-algorithme
de Jones et Thron [55]. Nous donnons aussi un algorithme de transformation
d’une T-fraction en fraction de Jacobi ou de Stieltjes. Nous nous attachons par
ailleurs a résoudre les questions de 1’existence et de 1’unicité d’un développement
en T-fraction.

Deux exemples de développements en T-fraction sont donnés, portant I'un
sur un quotient de Gauss, I’autre sur une série génératrice de certaines “histoires”
combinatoires, appelées histoires d’Hermite restreintes.

La deuxiéme partie comprend deux applications du modele des T-fractions
3 la combinatoire énumérative. C’est une nouvelle bijection entre groupe sy-
métrique et histoires d’Hermite restreintes qui nous conduit a la premiere ap-
plication. Il s’agit du développement en T-fraction, puis du calcul d’une série
génératrice trivariée sur le groupe symétrique (les permutations sont énumérées
suivant leur nombre d’inversions, d’éléments saillants supérieur gauches et infé-
rieurs droits). Nous retrouvons alors les résultats de Dumont et Kreweras [33]
et de Zeng [91] par une méthode bijective.
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La seconde application porte sur des objets connus en physique statistique
sous le nom d’animaux sur réseaux, et en combinatoire sous le nom de polyomi-
nos. Si I’énumeration des objet généraux est un probléeme ouvert, de nombreuses
classes, définies par des propriétés de direction privilégiée ou de convexité, ont
été étudiées (cf. 'article de synthese [89] de Viennot).

Nous calculons explicitement une T-fraction et sa duale qui correspondent
a un couple de séries formelles énumérant des polyominos parallélogrammes —
selon hauteur, largeur, aire et périmetre —, la deuxiéme série se déduisant de
la premiére par permutation et inversion de certaines variables. Un résultat
analogue portant sur un couple de séries énumérant cette fois les polyominos
convexes dirigés en résulte.

Chapitre 4 : Approximants de Padé vectoriels et fractions de Luka-
siewicz. Les approximants de Padé vectoriels introduits par Van Iseghem [83]
apparaissent dans notre travail en lien avec les fractions de d-Lukasiewicz. Le
modéle combinatoire de ces fractions a été introduit par Viennot [84] : il utilise
des chemins planaires dont les pas descendants forment des “chutes” de hauteur
bornée par d, que nous appelons chemins de d-Lukasiewicz. Outre une preuve
que certaines réduites des fractions continues de d-Lukasiewicz sont des approx-
imants de Padé vectoriels, ce modeéle nous permet de retrouver un théoreme de
caractérisation des suites de polynémes orthogonaux de dimension d, donné par
Maroni [67].

Un algorithme de calcul des approximants de Padé vectoriels résulte na-
turellement du modele des chemins de d-Lukasiewicz.

Chapitre 5 : Etude des C-fractions. Aprés avoir exposé le modele combi-
natoire des C-chemins, nous examinons les conditions dans lesquelles les réduites
des C-fractions sont des approximants de Padé : nous énoncons une condition
suffisante et nous donnons a contrario des exemples ou cela n’arrive jamais. Nous
donnons des majorations précises du “défaut d’approximation” et étudions son
comportement asymptotique dans le cas le pire.

L’algorithme de développement en C-fraction prouve l’existence et 1'unicité
de ce développement pour toute série formelle et souleve la question de savoir
s’il est efficace pour la “détection” des fractions rationnelles parmi les séries
formelles. Nous apportons des éléments de réponse a cette question et donnons
pour terminer un exemple non trivial de développement d’une série en C-fraction.

Organisation du mémoire. Nous avons choisi une rédaction permettant,
apres la lecture du paragraphe 1.1.1, de passer directement a 1’'un quelconque
des quatre chapitres suivants. En contrepartie, on trouvera un certain nombre
de redites dans les introductions des chapitres. La figure ci-dessous décrit les
liens logiques entre les différentes parties du mémoire.
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* | Chapitre 2 Chapitre 5 I l Chapitre 4 Chapitre 3 I"_

Paragraphe 1.1.2
et section 1.3

Paragraphe 1.1.2
et section 1.2

Annexe A Annexe B

Paragraphe 1.1.1

Notation des fractions continues. Nous adoptons dans ce mémoire la no-
tation horizontale, c’est-a-dire que ’expression

ap ax (/7%
bo 4 — 20 . S A
0+b1 + b + bnt1 +( )

désigne la fraction continue finie ou infinie

ao

bo +
a

b1 +
a3

by +

an

Fhn ()



Chapitre 1

Présentation des fractions
continues

1.1 Introduction.

La lettre K désigne un corps commutatif, dont les éléments sont appelés les
scalaires.

1.1.1 Les modeéles combinatoires connus.

Nous donnons tout d’abord la définition d’un approximant de Padé d’une série
formelle & coefficients dans un corps commutatif K. Il s’agit de la définition
notamment adoptée par Baker et Graves-Morris [7], Brezinski [14], Gilewicz [50].

Définition 1.— Soit f = Y, 5 cnt" une série formelle a coefficients dans K.
Soient p et g deuz nombres entiers.

Une fraction rationnelle irréductible R = 5 de K(t) est l’approzimant de
Padé de f de type [p/q] si les degrés de P et () sont respectivement inférieurs
ou égaur d p et q et si ’approzimation

f(t) = R(t) + o(t7*9) (1.1)

est vérifiée en t = 0, c’est-d-dire que le développement de Taylor de R en 0 doit
coincider avec f jusqu’a la puissance p + q.

Ol

Il est facile de vérifier 'unicité d’une telle fraction rationnelle, ce qui autorise
a parler de l'approximant de Padé de type [p/q]. En revanche, si f est donnée,
une telle fraction n’existe pas nécessairement pour tous les entiers p et q.

Le terme de forme de Padé, ou encore d’approzimant de Padé-Frobenius de
type [p/q] est réservé aux fractions rationnelles g avec deg(P) < p,deg(Q) < get
satisfaisant I’approximation Q f — P = o(tP*9) en t = 0, qui est une conséquence
de la relation (1.1), mais ne lui est pas équivalente.

Voici maintenant la définition de deux objets d’usage courant en combina-
toire énumérative.
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Définition 2.— Un chemin de Motzkin est une suite w = (S, ...,Sn) de points
de IN x IN vérifiant les propriétés suivantes. '

1. Son origine sg est le point (0,0).
2. Son arrivée s, est le point (n,0).

3. Ses pas, c’est-d-dire les couples (s;,si+1), sont montants, descendants ou
horizontaux, comme l’indique la figure 1.1.

Un chemin de Dyck est un chemin de Motzkin sans pas horizontauz.

La longueur de w = (so, ..., S,) est le nombre n. Nous la notons |w|. C’est
aussi ’abscisse de ’arrivée du chemin w. Remarquons que la longueur d’un
chemin de Dyck est paire. Nous matérialisons toujours les sommets des chemins
par des cercles, et les pas par des traits joignant ces cercles.

v(w)=A2 A2 Aabob b2 v(m)=AFAZA3
by b 3

b() 1 1

n=2;
Figure 1.1: un chemin de Motzkin et un chemin de Dyck valués.

Le lien entre approximants de Padé et chemins de Motzkin (ou de Dyck)
résulte de 1’article fondateur de Flajolet [37], qui fournit une interprétation
combinatoire des fractions continues de Jacobi et de Stieltjes. Voici leur forme
générale :

) t2 2
1 1 Lt . (1.2)
1—bot— 1-—0byt— 1 — bit—
1 At Axt

S@i) = T T - T (1.3)

J(t)

ol les lettres Ay et by sont des éléments du corps K. Nous rappelons a cette
occasion que les fractions continues sont écrites en notation horizontale, définie
dans ’introduction.

Les familles de fractions continues sont souvent désignées par une initiale
suivie du mot fraction. Ainsi, les fractions de Jacobi sont elles plus brievement
appelées J-fractions, et celles de Stieltjes, S-fractions.

Les interprétations que donne Flajolet en termes de chemins de Motzkin ou
de Dyck permettent, comme le fait remarquer Viennot [84] dans sa monographie
sur les polynémes orthogonaux formels, de retrouver le lien entre les réduites
de ces deux types de fractions continues et les approximants de Padé de type
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[k/k] et [k/k + 1]. Nous rappelons ci-aprés leurs résultats, dans le cadre de
nos hypotheéses : le corps K est commutatif et les fractions continues ont les
formes (1.2) et (1.3).

Soient deux suites de scalaires A = (Ax)r>1 et b = (bg)r>0. Soit £ un pas d’un
chemin de Motzkin ou de Dyck dont le niveau (ordonnée du premier sommet du
pas) est k. Nous définissons la valuation de £ comme suit :

1 i £ est un pas montant,
v(€) = ¢ b si & est un pas horizontal (cas d’un chemin de Motzkin), (1.4)
Ar si & est un pas descendant.

La valuation d’un chemin w, notée v(w), est par définition le produit des valua-
tions de ses pas (cf. figure 1.1). Nous convenons que la valuation du chemin de
longueur nulle est 1. Nous définissons deux séries génératrices de chemins valués,
éléments de K[[t]] :

MObt) = S w(w)tkl, (1.5)
DN = Sw(wit, (1.6)

ol la premiére somme (resp. la seconde) porte sur tous les chemins de Motzkin
(resp. de Dyck). Nous abrégeons souvent les notations de ces séries en M(t)
et D(t). Le résultat suivant [37, 84] est en quelque sorte le paradigme de I’ap-
proche combinatoire des fractions continues et des approximants de Padé.

Proposition 3.— 1) Les séries M(t) et D(t), respectivement définies par (1.5)
et (1.6) admettent les développements en fraction continue J(t) et S(t) donnés
par (1.2) et (1.3).

2) Les séries génératrices My(t) et Di(t) des chemins de Motzkin et de Dyck
bornés au niveau k sont rationnelles. Ce sont les approzimants de Padé des
séries M(t) et D(t), respectivement de type [[%J/I_%ﬂj] et [k/k + 1], ou la
notation |z| désigne la partie entiére du nombre réel z.

3) Les fractions rationnelles My(t) et Di(t) sont respectivement égales auz
réduites d’ordre k des fractions continues J(t) et S(t) données par (1.2) et (1.3)

A partir de ces résultats et de la méthode de Gessel et Viennot [49] in-
terprétant combinatoirement des déterminants — exposée a ’annexe A —, il
est possible de mettre en ceuvre une théorie combinatoire des approximants de
Padé : le point 2 de la proposition ci-dessus constitue le premier pas de cette
théorie.

Mais on achoppe rapidement sur le probléme suivant : étant donné une série
formelle F € K{[t]], il n’existe pas nécessairement deux suites de scalaires A
et b (resp. une suite A) telles que F(t) soit la série génératrice des chemins de
Motzkin valués M(,b;t) (resp. la série D(A;t) des chemins de Dyck valués).
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Cela signifie en d’autres termes que certaines séries formelles n’admettent pas
de développement en fraction continue de Jacobi ou de Stieltjes.

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser d’autres chemins que ceux de
la définition 2 et nous résumons ainsi la démarche de ce mémoire :

“Représenter les coefficients des séries formelles comme sommes de
valuations de certains chemins, la longueur des chemins corre-
spondant aux indices des coefficients.”

Pour trois sortes d’approximants rationnels (les approximants de Padé usuels de
la définition 1, les approximants de Padé en deux points et les approximants de
Padé vectoriels), nous appliquerons le programme suivant.

1. Décrire les chemins valués utilisés et définir leur(s) série(s) génératrice(s).

2. Décrire une maniére de borner les chemins qui conduise aux approximants
de Padé adéquats; en déduire leurs propriétés formelles.

3. Déduire, grace aux équations fonctionnelles portant sur les séries généra-
trices, des développements en fractions continues.

4. Etant donné une (plusieurs) série(s) formelle(s), résoudre les problemes de
l’existence et de I’unicité d’une valuation sur ces chemins qui permet de
représenter les coefficients de la (des) série(s).

L’ordre indiqué n’est pas impératif. Les problémes du point 4 seront résolus en
donnant des algorithmes, inspirés de la géométrie des chemins, permettant de
passer des coefficients aux valuations et vice-versa.

Par ailleurs, dans le cas des approximants en deux points, nous utiliserons le
modeéle développé pour résoudre deux probléemes de combinatoire énumérative.
Le dernier chapitre est consacré aux chemins permettant une interprétation com-
binatoire des C-fractions, qui n’ont pas nécessairement de lien avec les approxi-
mants de Padé : le programme ci-dessus n’y est donc pas respecté.

Notations. — Nous réservons la lettre ¢ pour désigner la variable courante,
la lettre n pour les indices des coefficients des séries formelles et les longueurs
des chemins, et la lettre k pour les indices des valuations des pas et ceux des
réduites des fractions continues.

Le lecteur peut maintenant passer directement au chapitre de son choix, ou
bien achever de lire celui-ci.
1.1.2 Deux généralisations possibles.

La figure 1.1 présente les chemins de Motzkin et de Dyck sous une forme bidi-
mensionnelle, pour faciliter leur lecture. Mais il est clair qu'un tel chemin est
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parfaitement défini si I’on ne retient que la suite des ordonnées de ses sommets,
c’est-a-dire si I’on consideére sa projection sur ’axe des ordonnées.

On obtient alors des chemins 3 sommets dans IN, dont les pas vont de ¢ &
i—1, 4 ou i+ 1 dans le cas des chemins de Motzkin, et seulement de ¢ 4 ¢ —1 ou
i+ 1 dans le cas des chemins de Dyck. Par exemple, la projection du chemin de
Motzkin de la figure 1.1 est la suite d’entiers (0,0,1,2,2,2,3,2,1,0,1,2,1,1,0).
Nous avons représentée cette suite a la figure 1.2.

e
N

o

Figure 1.2: la projection sur IN du chemin de Motzkin de la figure 1.1.

C’est & partir de cette version unidimensionnelle que nous décrivons deux géné-
ralisations possibles.

1. Nous changeons la nature des pas, qui peuvent aller de : € IN & 7 € IN,
avec ou sans restriction sur ces valeurs.

2. Nous changeons le support des chemins, en choisissant un arbre de forme
quelconque au lieu de I’ensemble IN.

Dans les deux cas, nous obtenons des classes de chemins trop vastes pour
que le probléme de I’unicité (point 4 du programme de la page 10) admette une
réponse positive. En revanche, ces généralisations permettent de décrire d’une
maniére unifiée la plupart des fractions continues rencontrées dans la littérature.
Nous précisons maintenant quelques points de vocabulaire.

Les fractions continues arborescentes' sont étudiées depuis une trentaine
d’années, en particulier en Ukraine, autour de Skorobogat’ko [77]; voir aussi

! Branching continued fractions, suivant la terminologie anglaise.
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Cuyt et Verdonk [25], Kuchminskaya et Siemaszko [57], Siemazko [75, 76]. Choisi
3 cause de la forme d’arbre sous-jacente & ’écriture d’une telle fraction, ce nom
recoit sa signification combinatoire avec Viennot [84] : ses résultats sont rappelés
en section 1.3, avec quelques compléments.

1l reste & nommer les fractions continues qu’on obtient en généralisant les pas
des chemins de Motzkin. Le terme “multicontinues” — en référence a la facon
dont se déroulent les itérations des équations fonctionnelles des pages 19 et 22 —
4 été proposé par Viennot [84]. Ce terme n’est pas encore consacré par 1'usage :
Arques, Francon, Jacques et Orieux [4, 5, 6] utilisent I’adjectif multicontinues
pour qualifier les fractions qui sont ici appelées arborescentes.

Notons pour terminer que d’autres types de généralisations ont été con-
sidérées par Labelle et Yeh [59] : ils étendent la notion de chemins de Dyck &
des chemins sur 7Z, et le premier auteur [58] obtient ainsi des fractions continues
différentes de celles que nous étudions dans la suite de ce mémoire.

1.2 Fractions multicontinues.

1.2.1 Définitions et notations.

Les chemins sur IN que nous allons étudier ici sont des successions de pas mon-
tants — analogues aux pas montants de la définition 2 —, ou descendants, qui
sont cette fois des “chutes” de hauteur quelconque. Plus précisément, nous don-
nons la définition suivante.

Définition 4.— 1) Un chemin sur IN est une suite w = (So,...,S,) d’entiers
vérifiant les conditions

Siv1 £ 143 (1.7)

pour tout nombre entier ¢ tel que 0 <1< n—1.

2) Sin>1etsiw=(so,...,5n) est un chemin sur IN, les couples (s;,Si+1)
pour 0 < 1 < n— 1 s’appellent les pas du chemin w. Lorsque s;41 = $; + 1, on
dira que le pas est montant, et l’on parlera de pas descendant de hauteur h si le
nombre s; — ;41 est positif ou nul et vaut h. Si h = 0, on dira aussi que le pas
est une boucle.

Le sommet sg est l’origine de w et s, est son arrivée. Ces deux sommets
sont les extrémités de w. Nous notons Q(IN) I’ensemble des chemins sur IN dont
les extrémités sont égales & 0. Si w = (so,-..,8,) €t n = (7o,...,7p) sont deux
chemins sur IN tels que s, = 7o, nous définissons le produit wn par

WN = (80, -+y8nyT1y:++Tp) - (1.8)

Puisque les extrémités des chemins de Q(IN) sont égales a 0, le produit de
deux tels chemins est toujours défini, Nous obtenons ainsi une structure de
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monoide sur Q(IN). L’élément neutre de ce monoide est le chemin (0), qui com-
porte un seul sommet.

Soit A = (Ai,k)o<k<i une famille d’éléments d’un corps commutatif K.

Définition 5.— La valuation d’un cheminw = (sq,. .., S,) sur IN est la quantité

n—1
v(w) = H v(8i, Si41) (1.9)
1=0
ot les valuations des pas sont données par

o(€) = { 1 st € est un pas montant (1.10)

Mg si€ est le pas descendant (1, k).
Nous convenons que la valuation des chemins réduits @ un seul sommet vaut 1.
Exemple. — Soit le chemin w = (0,1,2,3,1,2,3,4,5,6,3,3,4,3,0). Alors

pw) = 1X1Ix1XA31Xx1Xx1IX1IX1IX1XA3XA33X1XA30,

= A3,126,343,3A3,0

L’application v : Q(IN) — K, restriction de la valuation aux chemins a extré-
mités nulles, est multiplicative, c’est-a-dire que v(wn) = v(w)v(n) pour tous les
chemins w et 7 de (IN).

Définition 6.— 1) Une piéce est un intervalle non vide de IN, c’est-d-dire un

ensemble de la forme {k,k + 1,...,1}, que Uon note aussi [k,l]. La longueur
d’une telle piéce est | — k + 1. Un pavage de {0,...,n — 1} est un ensemble
fini, éventuellement vide, de piéces incluses dans {0,...,n — 1} et deuzr d deuz
disjointes.

2) La valuation de la piéce [k,l] est v([k,1]) = Aix et le poids d’un pavage a
est

w(e) = J[(~v(p)).- (1.11)

PEx

Cette quantité vaut 1 par convention lorsque le pavage est vide.
3) Nous définissons le polynome de pavage de {0,...,n — 1} par

Pa(t) = > w(a)ti®) ' (1.12)
ot la somme porte sur les pavages de {0,...,n — 1}, et dans laquelle le nombre
entier lib(c) désigne le nombre d’éléments de {0,...,n — 1} n’appartenant d

aucune piéce de a. Ces éléments sont appelés les points libres du pavage.
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La convention du point 2 de la définition nous dit que Py(¢) = 1. Nous avons
par exemple :

P](t) = 1 - )\0,0 R

Py(t) 2 — (Moo + A1)t + A1doo — Ao,

Ps(t) — (Moot A1+ Ag2) 8
+  (Ao,0A,1 4 A1A2,2 + Az22h00 — A21 — Ap0)t
= A22A1,120,0 + A2,120,0 + A22A1,0 — A2p0.

Il

I
o~
w

Le polynéme P,(t) est unitaire de degré n : c’est une conséquence immédiate de
la définition.

1.2.2 Les applications de déploiement.

Soit w un chemin sur IN dont les extrémités valent 0. Il existe deux facons
naturelles de définir sa longueur, suivant que l’on s’intéresse plutét au support
de w — qui est I’ensemble IN — ou & w pour lui-méme. Définissons d’abord
I’écart d’un pas £ :-

1 si € est un pas montant ou une boucle ,

h si £ est un pas descendant de hauteur A > 0. (1.13)

écart(§) = {

Définition 7.— 1) La longueur de cheminement du chemin w = (Sg,...,Sn)
sur IN est la quantité

n—1
le(w) = Z écart(si, Sit1) - (1.14)
rd
2) La longueur propre du chemin w = (so,...,Sn) sur IN est la quantité
Ip(w)=mn, (1.15)

c’est-a-dire le nombre de ses pas.

On peut vérifier que les expressions (1.14) et (1.15) coincident dans le cas
ol w est composé exclusivement de pas montants, de boucles et de pas descen-
dants de hauteur 1. Autrement dit, ces deux notions de longueur sont confondues
dans le cas des chemins de Motzkin.

Donner des représentations bidimensionnelles claires des chemins de Q(IN),
en rapport avec chaque notion de longueur est ’objet de ce paragraphe.

Pour cela, nous introduisons les applications de déploiement de cheminement
DC et de déploiement propre DP. Ces deux applications vont de Q(IN) dans
P’ensemble des suites de points de IN?, qu’on désigne aussi par le terme “chemin”.
La description qui suit doit étre lue en méme temps que la figure 1.3.

Soit w € Q(IN). Les chemins DC(w) et DP(w) sont définis en mettant bout
4 bout, & partir du point (0,0) de IN?, les déploiements respectifs des pas de w.
Il reste donc a définir ces derniers :



DC(w)

le(w) ~"19

DP(w)

Ip(w) = 14
w=(0,1,2,3,1,2,3,4,5,6,3,3,4,3,0)

Figure 1.3: le déploiement de cheminement et le déploiement propre de w.

15
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e le déploiement de cheminement du pas { = (I, k) est de la forme ((z, k), (z+
écart(¢),1));
e le déploiement propre du pas £ = (I, k) est de la forme ((z, k), (z + 1,1)).

Le nombre entier z est choisi de fagon & pouvoir concaténer le pas déployé avec
les précédents. La figure 1.3 présente les deux déploiements du chemin

w=(0,1,2,3,1,2,3,4,5,6,3,3,4,3,0).

Définition 8.— Un Z-chemin? est I’image d’un chemin de Q(IN) par le déploie-
ment de cheminement DC. Un chemin de Lukasiewicz® est l’image d’un chemin
de Q(IN) par le déploiement propre DP.

Comme on le constate en regardant la figure 1.3, la seule différence entre les
deux applications de déploiement réside dans la fagon dont sont transformés les
pas descendants de hauteur supérieure ou égale a 2.

Remarque. — Lorsque le chemin 7 sur IN? va de (0, Q) & (m, 0), nous posons
|n| = m. La construction des applications de déploiement de cheminement et de
déploiement propre est faite de facon que ’on ait

IDC(w)] = le(w),
IDP(w)| Ip(w) -

Le résultat qui suit est clair.

Lemme 9.— Siw et 1) sont deuz chemins de Q(IN), nous avons
le(wn) = le(w)+1le(n), (1.16)
Ip(wn) = Ip(w)+Ip(n)- (1.17)

Les applications de déploiement nous permettent donc de voir les chemins
unidimensionnels de Q(IN) sous la forme de Z-chemins ou de chemins de Lu-
kasiewicz, qui sont des chemins planaires. Dans les chapitres suivants, cette
visualisation sera essentielle pour pour écrire des algorithmes qui permettent
d’écrire les séries formelles de K[[t]] (ou certaines d’entre elles) comme des séries
génératrices de chemins valués, dont nous donnons la définition ci-dessous.

Définition 10.— Soit A = (Ax)o<k<i une famille d’éléments d’un corps com-
mutatif K. La série génératrice de cheminement et la série générairice propre
des chemins sur IN sont les éléments de K[[t]] respectivements définis par

fle,ht) = Y v(w)te® (1.18)
fp,At) = D w(w)?) (1.19)

w

2Terme que nous proposons.

3Terme proposé par Viennot dans [84]. En effet, une certaine spécialisation de (1.36)
est image commutative de 1’équation fonctionnelle définissant un langage sur l’alphabet
{zo0,%1,...,%Zn,...}, précisément appelé langage de Lukasiewicz.
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ot v est la valuation définie par (1.9) et ou les sommes sont étendues aux chemins
sur IN dont les extrémités valent 0.

Lorsque la longueur choisie, lc ou lp, ainsi que la famille A, sont précisées,
on omettra la plupart du temps de les mentionner dans le nom de la série
génératrice. On dira ainsi : “Soit f(t) la série ...”.

Si k est un nombre entier, les notations

felle,xit) = Y vo(w)te®) (1.20)
fillp,it) = Do o(w)t™), (1.21)

désignent respectivement la série génératrice de cheminement et la série géné-
ratrice propre des chemins de Q(IN) dont les sommets sont inférieurs ou égaux
3 k. Nous disons que ces chemins sont bornés au niveau k. Leurs images par les
applications de déploiement sont des chemins contenus dans la bande horizontale
IN x {0,...,k}.

Le temps est maintenant venu d’expliquer le titre de cette section : les séries
de K[[t]] définies par (1.18) et (1.19) admettent respectivement un développe-
ment en fraction multicontinue et un dveloppement en fraction arborescente
dont les coefficients sont les valuations A, des pas descendants. Les réduites
de ces développements sont respectivement données par les expressions (1.20)
et (1.21).

Examinons d’abord le cas de la série génératrice de cheminement.

1.2.3 Z-fractions multicontinues.

Une famille A = (A x)o<k<i de scalaires est fixée.

Le cas général. Soit f(t) la série génératrice donnée par (1.18). Nous allons
écrire une équation fonctionnelle satisfaite par f(t), qui résulte d’une factorisa-
tion des chemins.

Nous disons qu’un chemin appartenant & Q(IN) est premier s’il comporte
plus de deux sommets et si ses seuls sommets égaux a 0 sont ses extrémités. Le
chemin w = (0,1,2,3,1,2,3,4,5,6,3,3,4,3,0) dont il est question a la figure 1.3
est premier. Il est évident que tout chemin w € Q(IN) ayant au moins deux
sommets admet une unique factorisation

w=mn...Mp

en chemins premiers [le terme factorisation est relatif au produit défini par (1.8)].
Notons k(t) = ¥, v(w)t*«) la série génératrice (de cheminement) qui porte
sur les chemins premiers. Le caractére multiplicatif de la valuation v, le lemme 9
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et enfin ’existence et 'unicité de la factorisation en chemins premiers prouvent

alors que
1
) =10 "oR (1.22)

Soit w € Q(IN) un chemin premier. L’alternative suivante est vraie.

¢ Ou bien w est la boucle (0,0), dont I'image par I’application DC est le pas
horizontal e—eo.

¢ Ou bien il existe un unique nombre entier p > 1 et une unique factorisation
W= Uwy .. Upwp€ (1.23)

dans laquelle £ est le pas descendant (p,0), les u; sont des pas montants et
w; est un chemin sur IN, éventuellement réduit & un seul sommet, qui va
de 7 & ¢ sans sommet inférieur a ¢. La figure 1.4 présente cette factorisation
pour p = 3 et wy réduit & un seul sommet. En fait, la factorisation est vue
sur le Z-chemin DC(w).

...............

.........

u1| w1 |U2IU3| w3 | 5 T

Figure 1.4: un Z-chemin premier et sa factorisation (1.23).

Nous notons é§ I’application de décalage ainsi définie : si E est une expres-
sion algébrique contenant les termes de la famille A, la notation 6E désigne
Pexpression E dans laquelle on a effectué la substitution

Al,k — /\l+1,k+1 . (1.24)

Par exemple, la série génératrice (de cheminement) des chemins w; sur IN, dont
les extrémités sont égales a l’entier ¢ et dont tous les sommets sont supérieurs
a 1, s’écrit :

fle, 8%;t) = 6% (le, A\ t) = 6%(2) -
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Grace au caractére multiplicatif de la valuation v, au lemme 9, & I’existence
et & lunicité de la factorisation (1.23) et enfin, & I'identité (1.22), nous avons
I’équation fonctionnelle

1
£t) = s : (1.25)
1= Aot — Y Apo [] 65 (As2) ¢%7
p=1 1=1
Notation. — Dans la suite de ce mémoire, les termes cas générigue ou

situation générique signifient que le corps K est le corps des fractions rationnelles
Q(X), les lettres A; x étant considérées commes des indéterminées indépendantes.
Nous pourrions choisir, a la place du corps @ des nombres rationnels, un corps
de caractéristique nulle, sans que cela modifie les résultats énoncés (cela n’est
en revanche plus vrai si ’on remplace @ par un corps de caractéristique p > 0).

Voici alors le résultat essentiel de cette section.

Théoréme 11.— 1) La série formelle fr(lc, \;t) définie par (1.20) est une frac-
tion rationnelle et elle vérifie l’approzimation suivante ent =10 :

Flle, st) = fr(le, A t) + o(t*¥1) (1.26)

c’est-g-dire que les coefficients des séries f et fi coincident jusqu’a la puis-
sance 2k + 1. Cette approzimation est optimale dans le cas générique, défini par

la notation de la page 19.
2) La série f(lc, A\;t) admet le développement Z(\;t) en Z-fraction multicon-

tinue

1
= 5 . , (1.27)
=gt - 3 e T e
p=1 ELL = Nt = Y Agrait™ [T
= e T N LA

obtenu en itérant I’équation fonctionnelle (1.25).

Démonstration : 1) La série fi s’obtient a partir de f en substituant par 0
tous les scalaires A;; tels que [ > k + 1. Il est clair qu’on obtient une fraction
rationnelle en itérant k + 1 fois I’équation fonctionnelle (1.25) dans laquelle on
a effectué ces substitutions.

L’approximation (1.26) est vraie car les chemins de Q(IN) de longueur infé-
rieure ou égale & 2k + 1 sont nécessairement bornés au niveau k. Parmi les
chemins de Q(IN) de longueur 2k + 2, au moins un n’est pas borné au niveau &.
En fait, il y en a p(2k + 2), ou p(n) désigne le nombre de partages de ’entier n.
Dans le cas générique, le coefficient de t2¥*2 dans la différence f — fi est donc
un polynéme en les variables A; ; a coefficients entiers strictement positifs.
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2) L’approximation (1.26) prouve la convergence formelle des fractions ra-
tionnelles fi vers la série f, c’est-a-dire dans 1’espace vectoriel K[[t]] muni, par

exemple, de la norme ||ul| = g-ordre(u)
O

Définition 12.— 1) La fraction rationnelle fi(lc, A;t) est la réduite d’ordre k
de la Z-fraction multicontinue donnée par (1.27).

2) Le développement (1.27) est fini s’il existe un nombre entier k > 0 tel que
Ak = 0 pour tout I > k.

Autrement dit, un développement en Z-fraction multicontinue est fini s’il cor-
respond 2 la série génératrice (de cheminement) des chemins bornés au niveau k,
pour un k > 0. Le développement est dit infini dans le cas contraire. Voici la
réduite d’ordre 2 :

falle, A1) = - (1.28)

1— Moot — :

Remarque. — Nous avons pris soin de distinguer la série f(¢) du dévelop-
pement Z();t), car une série formelle peut admettre plusieurs développements
en Z-fraction. En d’autres termes, lorsque F' = 3", 5 ¢,t™ est donnée dans K[[t]]
avec F(0) = 1, il existe éventuellement plusieurs familles A de scalaires telles
que F = f(le, A t).

Voici une maniére de rendre vraisemblable cette derniére affirmation : cher-
cher une famille \ telle que F' = f(lec, A;t), c’est chercher a résoudre pour tout n
les systemes :

(Sn) Vie{l,...,n}, =) vw),

ol la somme porte sur les chemins de Q(IN) de longueur de cheminement égale
3 i. Le systéme (S,) comporte n équations et (L?i"'l)v inconnues (plus une, si n
est impair) : ce sont les A pour 0 < k <1< % (sauf )\%% si n est pair). Bien
que ces systémes ne soient pas linéaires, on peut avancer qu’ils admettent en

général plus d’une solution. L’exemple suivant compleéte cette heuristique.

Exemple. — La série F(t) = 3,50t admet le développement fini 2.
Mais elle admet aussi un développement infini de la forme Z(A;t) ol la
famille A vérifie

Ann = 0 pour tout n,

Mr = 1 si(l,k)n’est pas de la forme (n,0) ou (n,n) pour n entier.
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Les conditions A, , = 0 impliquent que la valuation de tout chemin de longueur
de cheminement impaire est nulle. Il suffit alors de vérifier qu’il existe une suite

(An,0)n>1 telle que

com=1=) vw), (1.29)

la somme étant étendue aux chemins de Q(IN) de longueur de cheminement
égale a 2n. Nous allons en fait montrer qu’une telle suite existe et est unique,
en raisonnant par récurrence.

Pour n = 1, il est clair que A1 9 = 1 est la seule solution possible. Supposons
trouvées les valeurs Aq g, ...Aq o telles que I’équation (1.29) soit satisfaite. Parmi
les chemins de longueur de cheminement 2n + 2, un seul fait intervenir la valua-
tion inconnue A, 41,0 : c’est le chemin formé de n 4+ 1 pas montants, suivis d’un
pas descendant du niveau n + 1 au niveau 0. Au rang n + 1, I’équation (1.29)
s’écrit donc :

1 = Ap41,0 + termes connus .

Cette équation admet une unique solution. Voici la forme que prend alors le

développement correspondant de F'(t) = 3,50 2n .
1
Z(A\t) = - .
’\p,Otzp
1- Z P
p=1
0 129
1- Z o J2r q
9=1
-y

Z0-))

Nous remarquons que ce résultat est indépendant du corps K : les valua-
tions A\;x appartiennent en fait au sous-corps premier de K. Ce type de raison-
nement sera abondamment utilisé dans les chapitres suivants.

Quelques cas particuliers.

Les fractions de Jacobi. Nous supposons que les scalaires A;  sont nuls si
le couple d’indices (I, k) n’est pas de la forme (7, n) ou (n+1,n) pour n > 0. Nous
abrégeons alors A, en b, pour n > 0 et A\, ,_1 en A, pour n > 1. L’équation
fonctionnelle (1.25) et le développement en Z-fraction (1.27) se simplifient alors
considérablement et nous obtenons le développement en fraction continue de
Jacobi :

1 A2 Apt?
bot— 1 —bit— 1 — byt—

Z(t) = J(t) = 1=
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Le cas des chemins sans boucle. Supposons A, , = 0 pour tout n > 0.
La série génératrice f(lc, A;t) est alors paire. Autrement dit, seuls les chemins
sans boucle — cf. définition 4 — apportent une contribution a la série génératrice
et, la longueur de cheminement de ces chemins étant paire, la série f(lc, A;t)1’est
aussi. Nous utilisons alors plutét la série

3 w(w)est) (1.30)

la somme portant sur les chemins sans boucle de Q(IN). Par abus de notation,
nous ’appelons encore f(le,A;t) ou f(t); ceci ne prétera pas a confusion car
chaque chapitre ultérieur utilisera une et une seule des séries (1.18) ou (1.30).
L’équation fonctionnelle (1.27) devient alors

1

00 k ’
1= 5" Mo [T 8F(X5t) ¢

k=1 =1

ft) = (1.31)

Il est facile d’imaginer un énoncé analogue au théoreme 11 portant sur cette
nouvelle série.

Les P-fractions. Ce cas reléve des chemins sans boucle de la rubrique
précédente. La description des scalaires A;j qu’il faut supposer nuls pour que
le développement issu de I’équation fonctionnelle (1.31) soit une P-fraction est
assez long. Le lecteur est renvoyé au deuxiéme chapitre, ot I’on menera une
étude systématique des P-fractions, en lien avec les approximants de Padé.

Les C-fractions générales. Ce cas reléeve lui aussi des chemins sans
boucle. Les C-fractions, dont voici la forme générale :

1 Aqt®1 Aptor

1 - 1 - ’
seront étudiées au cinquiéme chapitre. Dans I’expression ci-dessus, la suite a est
formée de nombres entiers strictement positifs. Dans le cas ou cette suite est

constante et vaut 1, nous retrouvons les fractions de Stieltjes décrites par la
formule (1.3).

Ct) =5 (1.32)

1.2.4 Fractions multicontinues de Lukasiewicz.

Les résultats de ce paragraphe ont été établis par Viennot [84]. Nous nous con-
tentons de les rappeler brievement.

La série génératrice (1.19) satisfait I’équation fonctionnelle

1

o0 Y4 R
1- /\0,0t - Z )\p’otp-i-l H 67([}), /\; t)

p=1 =1

flp,\t) = , (1.33)
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ol la lettre § garde la signification attribuée au paragraphe précédent par la
formule (1.24). La factorisation des chemins de Q(IN) permettant de démontrer
cette équation fonctionnelle, vue sur un chemin de Lukasiewicz, est donnée 3 la
figure 1.5. Le résultat suivant est le pendant du théoréme 11.

7

Uy | w1 [ ug | ug | w3 £
w=(0,1,2,3,1,2,3,4,5,6,3,3,4,3,0)

Figure 1.5: la factorisation du chemin de Lukasiewicz premier DP(w).

Théoréme 13.— 1) La série fi(Ip, A;t) définie par (1.20) est une fraction ra-
tionnelle. Elle s’exprime a ’aide des polynomes de pavages donnés par (1.12) :

8P, (%)

fi(t) = P (1.34)

ot la notation S*(t) désigne le polynéme réciproque t"S(t~1) du polynéme S(t)
de degré n.
2) L’approzimation suivante est vérifice ent =10 :

fp, A1) = fe(lp, A;t) + o(tF+1) . (1.35)

Elle est optimale dans le cas générique, défini par la notation de la page 19.
3) La série f(A;t) admet le développement L(A;t) en fraction multicontinue
de Lukasiewicz ou L-fraction

1

o p
1- /\0,0t — Z )\p,otp-H H 7 1
p=1

oo
=1 Aiit — Z )\q+i’,’tq+1 H
g=1 j=1 L= Aigjigit =

(1.36)

issu de l’itération de I’équation fonctionnelle (1.33).
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Les fractions rationnelles fi(Ip, A;t) s’appellent les réduites du développe-
ment (1.36). Ce développement est fini sous les mémes conditions qu’a la défi-
nition 12 (nous aurions pu donner, pour les réduites fi(lc,A;t) du paragraphe
précédent, une interprétation en termes de certains polynomes de pavages, ana-
logue & l’interprétation (1.34) ci-dessus).

Voici la réduire d’ordre 2 du développement (1.36) :

1
Ip, \;t) =
fa(lp, i) A1ot? Az of®
1—/\0,ot— 2 2
D WS L WS,
T VN BT 2 gt

La seule différence entre cette réduite et celle donnée par (1.28) réside dans
la valeur d’une puissance de t, qui vaut 3 ici et 4 dans le cas des Z-fractions.
Les différences sont plus nettes sur les réduites d’ordre 3, mais leur grande taille
rend impossible leur écriture sous forme développée.

Un cas particulier. Soit d > 1 un nombre entier. Nous supposons que A;x = 0
sil—k > d+ 1, ou encore, nous restreignons la série génératrice (1.19) aux
chemins ayant des chutes de hauteur inférieure ou égale a d. Les fractions cor-
respondantes s’appellent fractions de d-Lukasiewicz. Le chapitre 4 leur est con-
sacré, ol nous interpréterons des résultats de Van Iseghem [83] sur les approxi-
mants de Padé vectoriels et de Maroni [67, 68] sur ’orthogonalité de dimension
detla %—orthogonahté des polynomes.

Remarque. — Lorsque d = 1, nous retrouvons a nouveau les fractions conti-
nues de Jacobi, vues cette fois comme fractions multicontinues de 1-Lukasiewicz.

1.2.5 Qu’est-ce qu’un modéle combinatoire?

Nous avons & plusieurs reprises utilisé ’expression “modeéle combinatoire d’une
famille de fractions continues”, sans lui donner de définition précise. Au terme
de cette section, nous sommes en mesure de réparer cette négligence.

Les exemples donnés dans les pages précédentes sont tous obtenus suivant
le méme principe : aprés le choix d’une notion de longueur certains A; sont
spécialisés & zéro. On peut voir cette opération comme le choix, parmi tous les
pas descendants, d’un certain nombre de pas autorisés (les autres, ceux dont les
valuations ne sont pas spécialisées & zéro). L’ensemble 7 des pas (I, k) autorisés
s’appelle I’ensemble des transitions. Nous proposons alors la définition suivante.

Définition 14.— 1) Un modele combinatoire de fraction multicontinue est la
donnée d’un ensemble T de transitions (ou encore d’une famille de tels ensem-
bles), et d’une des deuz longueurs définies par les formules (1.14) et (1.15).
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2) La série génératrice du modele combinatoire donnée par ’ensemble T et
la longueur | est la la série
Z o(w)t«)

ot la somme porte sur les chemins dont les pas descendants sont dans 7T .
3) Lorsque la longueur est la longueur de cheminement lc et que les pas
horizontauz n’appartiennent pas ¢ T, la série génératrice sera plutit

ot la somme porte sur les chemins dont les pas descendants sont dans T .

On ajoute éventuellement des hypothéses supplémentaires : entre autres, on
peut supposer que les chemins sont premiers et modifier les séries génératrices
en conséquence. Les exemples des paragraphes précédents se reformulent ainsi :

1. Pour les J-fractions, on choisit la longueur de cheminement et I’ensemble
de transitions 7 = {(l,k) |l = koul = k + 1} (il revient au méme de
choisir la longueur propre, comme nous 1’avons remarqué).

2. Pour les S-fractions, on choisit la longueur de cheminement et I’ensemble
de transitions 7 = {(k + 1,k) |k > 0}.

3. Pour les P-fractions, on choisit la longueur de cheminement et la famille
d’ensembles de transitions décrite au deuxiéme chapitre.

4. Pour les C-fractions, on choisit la longueur de cheminement et la famille
des ensembles de transitions 7 = {(sk,sk-1) | K > 1}, ol la suite (s )r>0
est formées des sommes partielles d’une suite de nombres entiers a; > 1.

5. Pour les fractions de d-Lukasiewicz, on choisit ]a longueur propre et 1’en-
semble de transitions 7 = {({,k)|0 <! -k < d}.

On trouvera a la fin de ce chapitre un tableau récapitulatif des modeéles combi-
natoires, classés par ordre de spécialisation croissante (page 37).

1.3 Fractions continues arborescentes.

Nous avons signalé au début de ce chapitre, & la page 11, les deux possibilités
de généralisation que suggere le modéle combinatoire des chemins de Dyck ou
de Motzkin. Dans cette section, nous allons examiner la seconde. Les résultats
sont diis & Viennot.
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1.8.1 Terminologie.

Arbres valués. Un graphe est un couple G = (S5, A) dans lequel S est un
ensemble, dont les éléments s’appellent les sommets du graphe, et A est un
ensemble de paires d’éléments de S, appelées arétes du graphe*. Nous disons
que deux sommets s et s’ sont adjacents si {s,s'} € A et qu'une aréte e est
adjacente & un sommet s si s € e. Un cycle du graphe G = (A, 5) est une suite
finie (so,- - .,8s) telle que so = s, et que {s;,s;+1} est une aréte de G' pour tout
nombre entier ¢ vérifiant 0 < i< n— 1.

Un arbre est un graphe T' = (5, A) sans cycle, dont un sommet est distingué.
Ce sommet s’appelle la racine de l’arbre et nous le notons 7. Nous convenons
que le graphe vide (celui pour lequel ’ensemble des sommets S est vide) est lui
aussi un arbre. Dans ce mémoire, la lettre T' désignera toujours un arbre. Nous
désignons parfois par S(T') ’ensemble de ses sommets et par A(T) I’ensemble
de ses arétes, en particulier lorsque plusieurs arbres sont en jeu. Voici I’exemple
le plus simple d’arbre infini.

Définition 15.— L’arbre filiforme a pour sommets I’ensemble IN des nombres
entiers et pour arétes les paires {n,n+1} pour n > 0. On le note simplement IN.

La donnée de la racine détermine une orientation des arétes d’un arbre T' =
(4,5), qu’on peut décrire brievement de la maniere suivante : si s1,...,s, sont
les sommets de ’arbre adjacents a r, les arétes {r,s;} sont orientées dans le
sens r — 8;, les arétes {s;, ¢} telles que = # r sont orientées dans le sens s; — =
etc. Si une aréte {s, s'} est orientée dans le sens s — &', nous disons que s’ est
un enfant de s et que s est le parent de s'. Nous parlons aussi d’ancétres et de
descendants (la signification est claire).

Le sous-arbre de T issu du sommet s est 1’arbre dont les sommets sont les
descendants de s dans T et dont les arétes sont les arétes de T joignants ces
descendants.

Soit K un corps commutatif.

Définition 16.— Une valuation sur l’arbre T = (S, A) est une application
définie sur AU S, a valeurs dans le corps commutatif K.

Nous notons en général v une valuation et A (resp. b) la restrictiondeva A =
A(T) (resp. S(T)). Si e est une aréte et si s est un sommet de 7', nous utilisons
les notations v(e), A(e) ou A, d’une part, et v(s), b(s) ou b, d’autre part, suivant
leur commodité. Nous considérons parfois que A et b désignent respectivement
les familles d’indéterminées (Ae)eca(T) €t (bs)ses(T)- Nous convenons de dessiner
les arbres munis d’une valuation comme l’indique la figure 1.6.

4Plus précisément, nous venons de définir un graphe sans boucle non orienté.
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Figure 1.6: un arbre valué.

Remarque. — La définition que nous avons donnée d’un arbre ne fait pas
référence 3 un ordre sur les enfants de chaque sommet. En ce sens, la figure 1.6
est trompeuse, de méme que la proposition “Soient sq,...,s, les enfants de la
racine r...”, car elles semblent indiquer la présence d’un ordre. Il faut imaginer
les enfants de chaque sommet & permutation pres.

Chemins sur un arbre.

Définition 17.— Un chemin w sur T, d’origine s et d’arrivée s,, est une suite
de sommets (Sq,...,5,) de T telle que, si 0 < 1 < n— 1, le sommet s;4; est
un enfant de s;, ou bien le parent de s;, ou encore s; lui-méme. Les sommets so
ets,, s’appellent les extrémités de w

Nous disons que le pas (s;, si+1) est montant dans le premier cas, descendant
dans le deuxiéme cas et qu’il s’agit d’une boucle dans le dernier cas. L’entier n
est la longueur du chemin w, que ’on note aussi |w|.

On vérifie immédiatement, dans le cas ou T est I’arbre filiforme, que cette
notion de longueur coincide avec les deux notions de longueur de cheminement
et de longueur propre, respectivement définies a la section précédente par les
expressions (1.14) et (1.15).

Attention : 'usage veut que les arbres soient dessinés avec la racine en haut,
comme le montre la figure 1.6. Les termes “montant” et “descendant” font donc
référence, non pas a l’orientation de la page, mais a la botanique. Une autre
raison nous pousse & adopter ces termes : c’est qu’il existe une exception, bien
connue, A la régle de représentation des arbres. Il s’agit de I’arbre filiforme de la
définition 15 : lorsque I’on représente ce dernier, naturellement plongé dans le
plan IR x IR, sa racine est en bas.

Le produit wn de deux chemins tels que arrivée de w = (s0,...,8,) et
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Porigine de n = (7o, ...,Tp) sont confondues est le chemin

W0 = (S0y--+ySn—135n,T1y+ 4, Tp) -

La longueur et le produit satisfont l'identité |wn| = |w| + |7].

Soit U un sous-arbre de T issu du sommet s. L’ensemble des chemins sur U
et d’extrémités s est noté Q(U). La notation Q(7') désigne dons 1’ensemble des
chemins sur ¢ dont les extrémités sont égales a la racine r.

Enfin, la profondeur d’un sommet s de T est la longueur du plus court chemin
allant de la racine r au sommet s. Ainsi, la racine de T est le seul sommet a la
profondeur 0, les enfants de la racine sont & la profondeur 1 etc. La profondeur
d’un arbre est un élément de IN U {00} : c’est le supremum de la famille des
profondeurs de ses sommets. Elle est finie si, et seulement si, I’arbre est fini.

La donnée d’une valuation v = (A,b) — définition 16 — permet de définir
sur Q(T') une application & valeurs dans K. Par abus de langage, nous I’appelons
aussi valuation et nous la notons encore v.

Définition 18.— 1) La valuation d’un chemin w = (so,...,8n) sur Uarbre T
est la quantité

n—1
v(w) = H v(si; Sit1) (1.37)
1=0

ot les valuations des pas sont données par:

1 si (s,t) est un pas montant
v(s,t) =< A5y Si(s,t) est un pas descendant (1.38)
bs si (s,t) est une boucle.

On convient que la valuation du chemin r réduit @ la racine de T vaut 1.
2) La série génératrice des chemins sur un sous-arbre U de T' est ’élément
de K[[t]] donné par

fUNB)= Y (), (1.39)

weQ(U)

ot la somme est étendue auz chemins sur U d’extrémités la racine de U.

Notons que 1’application v : Q(T) — K est multiplicative, c’est-a-dire que
v(wn) = v(w)v(n) pour tout couple (w,n) de chemins de Q(T).

Nous abrégeons souvent la notation (1.39) en f(U;t). Par exemple, la série
f(T;t) est la série génératrice des chemins valués de Q(T'). Si T est réduit a sa
racine 7, il est immédiat que

F(T5t) =14 bt + (byt)? + -+ = ———
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Si la racine de T' admet p enfants, notés sy, ..., sy, les premiers termes de f(T';t).
sont

Lt bt (B4 A0+ Ap) 24 (B3425, [+ -+ A Aabgy 4+ dpbs, )24+,

olt nous avons appelé A; la valuation Ay, .} de I’aréte joignant la racine & son
enfant s;.

Pavages d’un arbre.

Définition 19.— Soit U un arbre fini. Un pavage de U est un sous-ensemble
de A(U)U S(U), formé d’arétes et de sommets de U deuz a deuz disjoints.

Les éléments d’un pavage a s’appellent les piéces. Parmi ces piéces, nous
distinguons celles qui appartiennent a A(U), les dominos, de celles qui apparti-
ennent a S(U), les monominos. Les sommets libres de o sont les sommets de U
qui n’appartiennent & aucune piéce de ¢; leur nombre (fini, car I’arbre U est
fini) est noté lib(a).

La donnée d’une valuation v sur T donné a la définition 16 permet de définir
une application de ’ensemble des pavages, a valeurs dans K, que nous appelons
poids et que nous notons w.

Définition 20.— 1) Le poids d’un pavage o de U est

w(a) = [[(-v(p)),

pEa

ot le produit porte sur toutes les piéces de a. Nous convenons que ce poids vaut 1
lorsque o est le pavage vide.
2) Le polynéme de pavage de l’arbre U est donné par

P(U,A;t) = > w(a)ti®) (1.40)

o

ot la somme porte sur tous les pavages o de U. Si l’arbre U est vide, la conven-
tion ci-dessus impose que P(U,\;t) = P(0,\;t) = 1.

Nous adoptons des notations spéciales pour les arbres déduits de T’ par tron-
cature, ainsi que pour leurs polynémes de pavage.

Définition 21.— Soient T un arbre valué et k un nombre. entier.

1) L’arbre obtenu en effagant les sommets de T' de profondeur supérieure ou
égale a k et leurs arétes ajacentes est noté Tj.

2) Son polynéme de pavage est P(Ty,A;t) en vertu de la définition 20, et
nous le notons plus briévement Py(t).
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Ainsi, Tp est ’arbre vide et Py(t) = 1,1’arbre T} est I’arbre réduit a la racine r
de T et P(t) = t—b,,’arbre T, comporte la racine , ses enfants notés sy, ..., sp
et les arétes qui les joignent, etc.

Notation. — Dans la suite de ce mémoire, les termes cas générique ou
situation générique signifient que nous supposons que le corps K est le corps
des fractions rationnelles Q(),b), les familles A et b étant considérées commes
des familles d’indéterminées indépendantes. Nous pourrions choisir, a la place
du corps @ des nombres rationnels, un corps de caractéristique nulle, sans que
cela modifie les résultats énoncés (cela n’est plus vrai si 'on remplace @ par un
corps de caractéristique p > 0).

1.3.2 Développement en fractions continues arborescentes.

Nous proposons de rappeler ici le résultat de Viennot [84] donnant un dévelop-
pement de la série f(T';t) définie par (1.39) en fraction continue arborescente,
dont les coefficients sont les valuations des sommets et des arétes. Nous précisons
quelques résultats dans le cas générique.

Commencons par établir une équation fonctionnelle satisfaite par cette série.
Nous supposons que la racine r de T’ posséde p > 1 enfants, notés sy,...,s,.
Notons T'() le sous-arbre de T issu du sommet s;. On veillera & ne pas confondre
ces arbres avec les arbres T} de la définition 21.

Définition 22.— Un chemin w de Q(T') est premier s’ n’est pas réduit d (r)
et si les seuls sommets de w égauz ¢ r sont ses extrémités.

1l est clair que tout élément w € Q(T') de longueur strictement positive admet
une unique factorisation

W=M ...k (1.41)
en chemins premiers. Si h(T;t) = Y v(w)t”l désigne la série génératrice des
chemins valués premiers sur T, ’existence et 'unicité de la décomposition (1.41)

prouvent l’identité .

Tit)= ————-
. H(T32) 1 - h(T;t)
Soit alors w un chemin premier. L’alternative suivante est vraie :

e ou bien w est la boucle (r,7);
o ou bien il existe i tel que 1 < i < pet tel que w est le produit (7, s;)¢i(si,7)
dans lequel ¢; € Q(T)) est un chemin sur I’arbre T(), d’extrémités égales
a s;.
Ceci démontre 1’équation fonctionnelle

1
FT30) = T B @0 — W2 fT®5 )

(1.42)

Nous pouvons alors démontrer le résultat suivant, di & Viennot [84].
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Théoréme 23.— Soit T' un arbre dont la racine r admet p fils notés sy, ..., s,.
Soit T le sous-arbre de T issu du sommet s;. Soit b, la valuation de la racine r
et soit \; la valuation de l’aréte {r,s;} pour 1 < i< p.

1) L’approximation suivante est vérifiée ent =0 :

F(T58) = F(Teysit) + o(t+1), (1.43)

c’est-d-dire que les séries f(T;t) et f(Tk41;t) définies par (1.39) coincident
jusqu’a la puissance 2k + 1. Si la profondeur de T est strictement supérieure
a k et si nous somme dans le cas générique (cf. la notation de la page 30), cette
approzimation est optimale.
2) Si T est fini, la série f(T';t) est une fraction rationnelle et s’exprime de
la fagon suivante a l’aide des polynomes de pavage de la définition 20 :
?:1 P*(T(t)a t)

f(T5t) = T (1.44)

ot la notation S*(t) désigne le polynéme réciproque t"S(t™1) du polynéme S(t)
de degré n. Dans le cas générique, la propriété réciproque est vraie : si f(T;t)
est une fraction rationnelle, alors l’arbre T est fini.

3) La série f(T;t) admet le développement en fraction continue arborescente

_ 1
T(\bt) = W WY , (1.45)
b — At
S ey S 1—byt—---

obtenu en itérant l'identité (1.42).

Démonstration : 1) ’approximation (1.43) entre séries génératrices résulte de
Pégalité des ensembles Q(T,2k + 1) et Q(Tk+1,2k + 1). Si la profondeur de T
est strictement supérieure a k, 'ensemble Q(Tk41,2k + 2) est strictement inclus
dans Q(T, 2k + 2). Puisque K = Q(X,b), on a alors

coefficient de ¢2**2 dans f(T;t) = coefficient de t***% dans f(Tky1;t) + S,

ol § est un polynéme a coefficients entiers strictements positifs, dans les indé-
terminées A, et b;.

2) Si T est fini de profondeur /, 'itération de 1’identité (1.45) pour chacune
des séries génératrices f(T(*);t) conduit en au plus / étapes 3 un développement
en fraction arborescente finie, car la série f(U;t) d’un arbre U réduit a sa racine r
vaut 1—1W

Examinons la réciproque dans le cas ou Q(A,b). Si f(T';t) = 3,50 cnt” est
une fraction rationnelle, on sait qu’il existe deux entiers q et N, ainsi que des
éléments ag, ...,aq—1 dans K tels que

Vn >N, Cntq = 0Gq-1Cntq—1+ "+ GoCn . (1.46)
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Tous les coefficients ¢, s’expriment donc linéairement en fonction des N + ¢
premiers d’entre eux. Les sous-familles de A et b, constituées des indéterminées
figurant d’une part dans les N + ¢ premiers coefficients et, d’autre part, dans les
éléments ao, . . ., @41, sont finies. Par suite, tous les moments s’expriment poly-
nomialement en fonction de ces familles finies d’indéterminées, ce qui implique
que T est fini.

Nous renvoyons le lecteur a [84] pour une preuve de I’expression (1.44).

3) L’approximation (1.43) assure la convergence formelle vers f(T';t) de la
suite des séries f(Tk+1;t), C’est-a-dire dans 1’espace vectoriel K[[t]] muni de la
norme || f|| = 2-°rdre($),

O

Remarque. — Les preuves de I’optimalité de I’approximation (1.43) ainsi
que de la propriété réciproque du point 2 ne sont valables que dans le cas
générique. Ces restrictions proviennent, un arbre T étant fixé, de ce qu’une série
formelle sur un corps quelconque admet en général plusieurs® développements
de la forme (1.45). En d’autres termes, si F' € K[[t]] vérifie F(0) = 1, il existe
éventuellement plusieurs familles A et b de scalaires telles que F = f(T, A, b;1).

Définition 24.— 1) La fraction rationnelle f(Tky1,A,b;t) définie par (1.39)
s’appelle la réduite d’ordre k du développement (1.45).

2) Le développement (1.45) est fini s’il existe un nombre entier k tel que
toutes les valuations des arétes joignant les sommets de profondeur k d ceuz de
profondeur k + 1 soient nulles.

L’écriture effective d’un développement en fraction arborescente devient vite
impossible, pour peu que T soit un arbre “touffu”. De facon générale la distri-
bution des traits de fraction reflete la structure de ’arbre T et nous parlons plus
brievement d’un développement de forme T'.

Voici f(Ts;t), la réduite d’ordre 2 correspondant a l’arbre valué de la fig-
ure 1.6.

1
L bt Mt? Agt?
— bt — -
’\{sl,as}t2 )‘{31,84)’52 ’\{51,85}t2 >‘{32.a(-x}t2 )‘{~!2.a7}t2
1—bs, t— - - 1—byyt— -
1-bsgt  1-bgyt  1=bsgt 1-begt 1-beqt

(1.47)

Quelques cas particuliers.

5 Voir au chapitre 3 la page 88, ol I’on examine en détail le cas de ’arbre en forme de peigne.
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Le cas de ’arbre filiforme. Si T = IN, les fractions continues arbores-
centes de forme T sont les fractions continues de Motzkin :

1 Apt? Apt?

TGO = T30 Toes " Tote

ou la lettre A, (resp. la lettre b,) désigne la valuation de l’aréte {n — 1,n}
(resp. la valuation du sommet n). Si une série formelle F' € K[[t]] admet un tel
développement, alors il est unique : c’est un résultat classique [37, 55, 84, 90].
Cette propriété d’unicité est d’ailleurs propre a ’arbre filiforme

La variante des chemins sans boucle. Supposons que les valuations b;
des sommets soient toutes nulles ou, ce qui revient au méme, supposons que
les seuls chemins sur 7' considérés soient sans boucle. Ces chemins sont alors
de longueur paire et les fonctions génératrices f(U;t) définies par (1.39) sont
paires.

Nous utilisons alors plus volontiers 'indéterminée u telle que v = 2. En fait,
nous remplagons, dans la définition 18, les expressions (1.39) par les suivantes :

U= 3 vzl (1.48)

weQU)

Le développement (1.45) en fraction arborescente de forme 7" deviendra alors

T(A\;t) = - . (1.49)

Le troisieme chapitre se place dans ce cadre. Il est consacré a 1’étude du cas
ol T possede la forme d’un peigne et permet d’explorer les liens entre fractions
continues de Thron et approximants de Padé en deux points.

L’exemple suivant est lui aussi relatif a des chemins sans boucle, et conduit
a un développement en fraction arborescente d’une série génératrice de cartes
planaires.

1.3.3 Un exemple : cartes planaires et arbre 37°.

Arbres ternaires. Un arbre est dit ternaire si chaque sommet interne possede
trois fils. Nous notons en particulier 3T 1’arbre ternaire complet infini : c’est
I’arbre dont les sommets sont tous les mots w sur ’alphabet {a,b,c}, et qui
vérifie les propriétés suivantes.

e La racine est le mot vide.

e Les trois fils gauche de w sont les mots wa, wb et we.
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Si i est un nombre entier, on désigne par 3T le sous-arbre de 3T enraciné
en le mot b* = pb...b et dont les sommets sont les mots w tels que |w|c > |w|q.
PN
% 1018
La figure 1.7 présente ’arbre 370 et décrit sa structure; le signe ~ signifie “est
isomorphe a”.

Nous notons f la série génératrice des chemins sans boucle sur I’arbre 3T,
allant de la racine & la racine c’est-a-dire, d’aprés la formule (1.48) de la page 33,

lw]
2 .

fiy=fCeT5n= Y ¢ (1.50)

weR, (3T7)

La valuation implicitement utilisée ci-dessus est la valuation de comptage sur
les arétes, constante et égale a 1.

r=0

370 ~ et, pourz>1, 3pi ~
3T0 3T1 3Ti—1 3Tz' 3Ti+l

Figure 1.7: structure de ’arbre 37°.

Nous pouvons alors, en utilisant (1.49), établir le résultat suivant : la série f©
admet le développement en fraction arborescente issu de I’itération des identités

1
1-tfot) - tf1(2)’
1

1O = e -ro-gee Pt

)
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___Autrement dit, si A est la valuation constante et égale a 1, le développement
3TO(A;t) vaut :

Les cartes planaires. Soit n un nombre entier. Une carte a 2n brins est un
couple (o, 0) dans lequel a est une involution sans point fixe et o une permu-
tation, toutes deux appartenant au groupe symétrique S, : voir Cori [21]. Les
arétes de la carte sont les cycles de «, ses sommets sont les cycles de o et ses
faces sont les cycles de ao. Lorsque le sous-groupe de S,, engendré par a et o
est transitif, la carte est dite connexe. Le genre d’une carte est le nombre entier
positif ou nul

g=3(0+2-20) - 2(0a) ,

dans lequel z(7) est le nombre de cycles de la permutation 7. Lorsque g = 0, la
carte est planaire.

Tutte [79] étudie la série génératrice f(t) = 3,50 ant", ou a, désigne le
nombre des cartes planaires pointées — c’est-a-dire dont une aréte et un sommet
adjacent & cette aréte sont distingués — ayant n arétes. Il montre que f satisfait
le systéme d’équations algébriques

f(t)

9()

On en déduit, a ’aide de la formule d’inversion de Lagrange, la valeur suiv-
ante pour n > 0 :

(t) - tg’(t)
g+ 3t (g(1)* . (1.51)

(2n)!

_ n .
an = 2 X3 e T )

Cori et Vauquelin [22] ont donné une preuve bijective de ce que f satisfait
le systéme ci-dessus. Cette preuve est en deux parties

1. Une bijection est construite entre ’ensemble des cartes planaires pointées
3 n arétes et celui des arbres bien étiquetés & n + 1 sommets. Un arbre
est bien étiqueté si chaque sommet regoit un nombre entier (son étiquette)
de sorte que 1’étiquette de la racine soit 0 et que les étiquettes de deux
sommets issus d’un méme pere different d’au plus 1.

2. Une deuxiéme bijection est construite entre I’ensemble des arbres “mal”
étiquetés et I’ensemble des triplets de mots de Dyck.
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Viennot a décrit dans [84] une bijection entre arbres bien étiquetés et chemins
de Q,(3T?), établissant ainsi ’égalité

f:fo,

ot fO est définie par (1.50). Par conséquent, donnous avons un développement
en fraction arborescente de la série génératrice f des cartes planaires pointées,
de forme 3T°. Ce développement est relatif & la premiére partie de la preuve
de Cori et Vauquelin, et ne permet pas de prouver directement la validité du
systéme (1.51).

Notons que Frangon a donné dans [41] une preuve de ce dernier résultat qui
contient implicitement la bijection entre arbres bien étiquetés et chemins sans
boucle sur 37°.
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Résumé du premier chapitre. Le tableau ci-dessous présente la classifica-
tion que nous avons établie dans ce chapitre. Nous y avons fait figurer tous
les types de fractions continues rencontrés dans ce mémoire. Voici de breves
indications sur celles qui figurent seulement dans les chapitres ultérieurs. Les T-
fractions, ou fractions continues de Thron, sont étudiées au troisieme chapitre;
les é—fractions apparaissent comme une sous-famille des T-fractions dans un ar-
ticle de Lange [60]. Les fractions continues de Ramanujan, ou R-fractions, sont
définies au dernier chapitre comme une famille particuliere de C-fractions.

Les fractions continues y sont rangées de haut en bas, les traits horizontaux
signalant un degré de spécialisation croissant. On remarquera qu’il ne s’agit pas
d’une classification au sens exclusif du terme, car un méme type de fractions
continues peut &tre réalisé de plusieurs facons.

fractions multicontinues | fractions continues arborescentes
L-fractions | Z-fractions
Lg-fractions

C-fractions
P-fractions

J-fractions
S-fractions

J-fractions
S-fractions
R-fractions

J-fractions
S-fractions
T-fractions

é-fractions

Table 1.1: une classification des fractions continues.




Chapitre 2

Approximants de Padé et
P-fractions

La lettre K désigne un corps commautatif, dont les éléments seront appelés les
scalaires.

2.1 Introduction.

Si f =3",50¢nt™ est une série formelle a coefficients dans K, si p et ¢ sont deux
nombres entiers, nous notons [p/q]; 'approximant de Padé de f de type [p/q]
s’il existe : cf. la définition 1 de la page 7. Ces approximants sont disposés dans
la table de Padé de f, qui comporte, a I'intersection de la colonne p et de la
ligne q, ’éventuel approximant de Padé de type [p/q] : voir la figure 2.1.

Nous notons C¢(p/q), ou plus simplement C(p/q) lorsqu’il n’y a pas de risque
de confusion, le déterminant de Hankel det(c,—_q—14i+;)1<i,j<q, de taille ¢ X ¢ :

Cp—q+1 **°  Cp
Cl/e)=| S (2.1)

p “tt Cptg-1

Nous convenons que ¢, = 0 si » < 0 et que C(p/0) = 1 dans Iexpression
ci-dessus

La C-table de f est obtenue en disposant, & ’intersection de la colonne p et
de la ligne g, le déterminant Cf(p/q). La figure 2.2 présente la C-table d’une
série formelle, ou I’on a calculé quelques déterminants.

Ce chapitre a pour but de présenter les approximants de Padé d’une série
formelle, & 1’aide d’une représentation des ses coefficients comme des sommes
de valuations de certains chemins (cf. le programme de la page 10 au premier
chapitre). Nous montrons que 1’on peut déduire, en partant de cette seule in-
terprétation combinatoire, un certain nombre de leurs propriétés formelles. Deux
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[0/0] | [1/0] | [2/0] | [3/0] | [4/0] | [5/0]

[0/1] | [1/1] | [2/1] | [3/1] | [4/1] | [5/1]

[0/2] | [1/2] | [2/2] | [3/2] | [4/2] | [5/2]

[0/3] | [1/3] | [2/3] | [3/3] | [4/3] | [5/3]

[0/4] | (1/4] | [2/4] | [3/4] | [4/4] | [5/4]

[0/5] | [1/5] | [2/5] | [3/5] | [4/5] | [5/5]

Figure 2.1: la table de Padé de la série formelle f = 3,50 cat™.

thémes retiendront plus particuliérement notre attention : la structure de la ta-
ble de Padé dans le cas le plus général et le lien avec les fractions continues du
type P-fraction.

Certains passages ne different pas des présentations classiques. Ils figurent
néanmoins dans ce mémoire, car nous souhaitons donner des démonstrations
complétes. Voici le plan du chapitre.

La section 1 présente le modeéle combinatoire des P-chemins et le développe-
ment en P-fractions qui s’en déduit.

La deuxiéme section montre que les séries génératrices des P-chemins bornés
sont des approximants de Padé, et décrit les positions qu’ils occupent dans la
table de Padé. Les P-chemins les plus simples, dits de Jacobi, donnent lieu a
des développements en fractions continues de Jacobi, qui different 1égérement de
celles du premier chapitre : nous expliquons comment se ramener d’un P-chemin
de Jacobi & un chemin de Motzkin.

La section 3 calcule, de maniére combinatoire, les déterminants de Hankel
appartenant 3 la diagonale de la C-table, en fonction des valuations des P-
chemins. Nous prouvons aussi 1’identité de la croiz. Tous ces calculs reposent
sur les résultats de I’annexe A.

Nous retrouvons i la section 4 les structures en blocs carrés de la C-table et
de la table de Padé d’une série formelle.

La section 5 est consacrée a la description d’un algorithme de calcul des
valuations des P-chemins représentant une série formelle donnée (c’est-a-dire un
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Co C1 Co C3 C4q Cs

c(o/2) | c1/2) | c(2/2) | c2/2) | c(a/2) | c(5/2)

C(0/3) | C(1/3) | ©(2/3) | C(3/3) | C(4/3) | C(5/3)

C(0/4) | C(1/4) | C(2/4) | C(3/4) | C(4/4) | C(5/4)

C(0/5) | C(1/5) | ©(2/5) | C(3/5) | C(4/5) | C(5/5)

Figure 2.2: la C-table de la série formelle f = ano cat™.

algorithme de développement en P-fraction). Il est nouveau a notre connaissance.

2.2 Le modeéle combinatoire.

2.2.1 Les P-chemins.

Dans ce chapitre le terme chemin désigne une suite finie w = (sg,...,8,) de
points de IN x IN. L’origine du chemin (sp,...,s,) est le sommet sq, son arrivée
est le sommet s,. Ces deux sommets constituent ses extrémités.

Ses pas sont les couples (s;, $;+1) pour 0 < i < n— 1. Le niveau de (s;, Si+1)
est 'ordonnée du point s;.

Définition 25.— Soit N = (Ny)r>1 une suite de nombres entiers strictement
positifs et soit M = (My)r>1 la suite définie par :

My = 0,
k-1

My = 2) N;i+ Ni. (22)
=1

Un P-chemin associé a la suite N est un chemin sur INXIN vérifiant les propriétés
sutvantes.

1. Son origine est (0,0).
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2. Son arrivée est de la forme (2n,0) pour n > 0.

3. Il est premier, c’est-d-dire que ses seuls sommets au niveau 0 sont ses
extrémités.

4. Ses pas ont l’une des quatre formes suivantes :
e pas montant ((a:, h), (a:+1,h+1)) d’un niveau h > 0 au niveau h+1;
e grand pas descendant ((m, Ny), (z+ Ny, 0)), du niveau N1 au niveau 0;
e grand pas descendant ((m,MkH),(m + N + Nk+1,Mk)), du niveau

Myy1 au niveau My, pour un nonbre entier k > 1;

e petit pas descendant ((z,Mk +1),(z+ i,Mk)), du niveau My + ¢ au
niveau My pour des nombres entiers k > 1 et i tels que 1 < ¢ < Ni.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la suite N = (Ng)k>1, nous parlons plus
simplement d’un P-chemin. La longueur d’un P-chemin w d’arrivée (2n,0), no-
tée |w|, est le nombre 2n : ce n’est pas le nombre de sommets du P-chemin. La
figure 2.3 présente un P-chemin de longueur 60, associé a la suite N = (3,5,...)
[la figure ne nous renseigne pas davantage sur la suite N].

s s, AL T LT L EAE A EA A A PP E LI P A T AT

2=2NJ+N2:: T T E T AN T EA T E T B T E T EA TEA T N FA T T

LI ::1::7?'::\“}: ::7?: COTEATETEA TN L L

- I—Z.:_‘:- CATETEAT EA T EAT A T ER T O T EAT R T EH TN

Mo =0 oo
Figure 2.3: un P-chemin de valuation A1A3a1,1a1,3a2,5a2,2.

Remarques. — On peut paraphraser la définition 25 pour donner la des-

cription géométrique que voiei. La suite N = (Ny)r>1 étant fixée, on superpose
dans le quart de plan IRT xR des bandes horizontales, alternativement sombres
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et claires, de hauteur Ny pour k£ > 1 : une bande sombre et une bande claire de
hauteur Ny, puis une bande sombre et une bande claire de hauteur N, etc.

Les grands pas descendants enjambent alors exactement une bande sombre de
hauteur N4 et la bande claire de hauteur Nj, située immédiatement en dessous,
3 I’exception du plus bas d’entre eux, qui n’enjambe que la bande sombre la plus
basse, de hauteur N;. Les petits pas descendants vont d’un niveau quelconque
dans une bande claire de hauteur Ny jusqu’au niveau le plus bas de cette bande,
c’est-a-dire Mj. Par conséquent, les niveaux (ordonnées) des seconds sommets
des pas descendants des P-chemins associés a la suite N sont tous les nombres
de la forme M} pour k € IN, et eux seuls.

Au vu de la figure 2.3, on pourrait croire que les pentes des pas des P-chemins
ne sont pas +1 ou —1, mais il n’en est rien. Pour des raisons de mise en page,
nous avons dii choisir une unité de longueur sur ’axe des ordonnées double de
celle sur ’axe des abscisses.

Le lecteur ayant lu la section 1.2 du premier chapitre pourra vérifier que les
P-chemins associés & la suite N sont les images, par ’application de déploie-
ment DC, des chemins premiers sur IN, dont ’ensemble des transitions est

T = {(Mg, Mx_1) | > 1}U{( Mg+, M) | k> let1 <3< Ni}.

En particulier, la quantité que nous avons notée |w| est la longueur de chemine-
ment du P-chemin w, définie par ’expression (1.14). Le modéle combinatoire des
P-chemins s’insére donc dans le cadre général de l’interprétation combinatoire
de ce que nous appelons les Z-fractions multicontinues.

Soit A = (Ag)k>1 une suite de scalaires et soit @ = (@;)k>1,1<i<N, une
famille de scalaires. Lorsque k£ > 1, le polynéme Pj, de degré inférieur ou égal
a Ni, est défini par

Pe(t)=1—apit — - — ap Nt . (2.3)

Soit enfin un polynéme Py, en la variable 71, qui peut étre nul. S’il ne I’est pas,
nous notons Ng son degré et nous définissons les scalaires ag; par ’expression :

(7 a
PO(t)=a0,0+—(;;1+---+t0#];{°, (24)

avec ag,N, # 0. Nous définissons la valuation d’un pas £ d’un P-chemin comme
suit :

1 si £ est un pas montant,
A1 si £ est le grand pas descendant ((z, N1),(z + Ny,0)),
v(6)= A, si € est le grand pas descendant ((z, Mky1), (2 + Nk + Ny, Mi)),
ak;si € est le petit pas descendant ((z, My + ), (z + 4, My)).
‘ (2.5)
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La valuation d’un P-chemin w = (so,...,Sp) de longueur strictement positive,
notée aussi par la lettre v, est le produit des valuations de ses pas :

p—1
v(w) = H v(Si, Sit1) - (2.6)

1=0

La valuation du P-chemin réduit au seul sommet (0,0) est Py(t), contrairement
d la convention en usage dans les autres chapitres. La figure 2.3 montre un
P-chemin de longueur 60, de valuation /\1/\§a1,1a1,3a2,5a2,2.

La série génératrice des P-chemins valués est, par définition

lwl

f(N, Py, A, a;t) = Ev(w)t z (2.7)
ol la somme porte sur les P-chemins (rappelons qu’ils sont premiers par défi-
nition). $’il n’y a pas de risque de confusion, on abrége souvent f(N, Fo, A, a; 1)
en f(t). C’est a priori une série de Laurent, a coefficients dans K, dont voici les
premiers termes :

f(N’ PO’ )‘7 a; t) Po(t) + )\ltNl + Alal,ltNl +1 + cee

Qo,N, Q0,1
7\,0—" +ot - a0 + At 4 Agag  tNM 4

C’est une série de Taylor de K[[t]] si, et seulement si, le polynéme P, est constant.

Nous définissons aussi la série génératrice des P-chemins bornés au niveau h
par
lwl
fh(N’ PO,)Ha;t): qu(w)t 2, (28)
ol la somme porte sur les P-chemins dont les niveaux (ordonnées) des sommets
sont inférieurs ou égaux a h. Cette série est souvent notée fj(t). Lorsque h =
2(Ny+ -+ -+ Ni) = My + Ny, nous obtenons la série far, +n, (%), qui joue un réle
privilégié dans la suite.

2.2.2 Développement en P-fraction.

Dans les propositions 26 et 27, nous allons successivement donner le dévelop-
pement de la série f(N, Py, A,a;t) en P-fraction, et énoncer que toute série de
Laurent s’écrit de maniére unique comme série génératrice de P-chemins.

Proposition 26.— Soient N = (Ni)r>1 une suite de nombres entiers stricte-

ment positifs et M = (M)k>o la suite définie par (2.2). Soit Pp € K[t™'] et

sotent A = (Ap)k>1 €t @ = (axi)k>1,1<i<N, une suite et une famille de scalaires.
1) La série génératrice far,+n,(t) définie par (2.8) est rationnelle et vaut

)\ltNl ,\2tN1+N2 ,\ktNk-1+Nk
Pty - Rl - R

I, (2) = Po(t) + (2.9)
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ot les polynémes Pi(t) sont donnés par (2.3).
2) L’approzimation suivante est vérifi¢e ent =0 :

f(t) = ka+Nk (t) + o(th+Nk) . (2'10)

En d’autres termes, les séries f(t) et far,+n,(t) coincident au moins jusqu’d la
puissance My + Ni.

3) La série génératrice f(t) définie par (2.8) des P-chemins valués admet le
développement suivant en P-fraction :

)\ltNl )\2tN1+N2 )‘ktNk—l‘I'Nk

BO= RO = R - (2.11)

P(t) = Po(t) +

Démonstration : 1) la preuve que nous donnons est une reprise de la preuve
du théoréme 11, au premier chapitre.

Notons 6 le décalage ¢ gauche, qui est le prolongement aux expressions
algébriques de 1’application suivante : si u est la suite (un)n>1 (resp. la famille
(¥n,i)n>1,icl, ) alors fu est la suite (unt1)n>1 (Tesp. la famille (Un41,i)n>1,€Tns1)-

Les P-chemins de longueur strictement positive commencent par Ny pas mon-
tants et se terminent par un grand pas descendant, du niveau N; au niveau 0.
Entre ces pas, on trouve des chemins dont tous les sommets ont un niveau h > Ny
et qui vérifient la propriété 4 de la définition 25 (ils ne sont pas nécessairement
premiers). Voici une décomposition et une factorisation imagées de ces chemins
intermédiaires , dans lesquelles le niveau de base est Ny :

a1
ai, AZ
/\/\/\/\z .+\A/V\/\+ s NM+

N; termes

Nous en déduisons une équation fonctionnelle sur les séries génératrices :

MtM
ajqt—---— al,NltNl - f((SN,O,(S)\,&I,;t)

f(N’P07)‘,a’7t): PO(t)+ 1—

Nous obtenons le développement (2.9) par itération de cette équation fonction-
nelle, puis substitution de Ag+1 par O : cette derniere opération est clairement
équivalente a borner les chemins au niveau My, + Ny.

2) 1l suffit de constater quun P-chemin de longueur inférieure ou égale
3 2(My + Ni) est nécessairement borné au niveau My + Ni. Nous donnons
un résultat plus précis a la proposition 28.

3) Cela résulte de ce que la série fys, 4N, converge formellement vers la
série f, d’apres le point 2.

a
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Nous disons que le développement (2.11) est finis’il existe un nombre entier k
tel que A, = 0 pour tout p > k.

Remarque. — Définissons la suite (ax)s>1 par

Azphap_a. .. Az

Qopt1 = ’
Pt A2pt1Azp_1..- A1
A2p—1A2p-3 ... A1
Qop = — 9
AgpAzp—2... A2
et multiplions, dans le développement (2.11), le numérateur AetNVe-1+Nk ot son
dénominateur Pyy1(t) + --- par axt~"Vk. Nous obtenons la fraction continue
1 1 1
Bo(t) + (2.12)

Bi()) + Ba(t) + B +

dans laquelle Bg(t) est un polynome en la variable t71, de degré exactement Ny.
Ces polynomes sont donnés par

Bo(t) = P(t),
P(t .
Bk(t) = ak—tl;g—k)’ sik>1.

L’écriture (2.12) est la présentation habituelle des P-fractions telle qu’on peut
la trouver dans [65, 66]. C’est aussi la forme sous laquelle ’analogie avec le
développement en fraction continue des nombres réels apparait le mieux. Les
polynémes en la variable t~! jouent, pour les séries de Laurent, le réle de la
partie entiére pour les nombres réels et la division euclidienne des polynomes
joue le réle de la division euclidienne des nombres entiers.

Une abondante littérature traite de I’aspect arithmétique des ces fractions
continues : citons notamment Allouche [2], Christol, Kamae, Mendés France et
Rauzy [18], Mills et Robbins [69]. Nous n’avons pas abordé ces problémes dans
ce mémoire.

Nous avons pris soin, comme il est préconisé au chapitre 1, de distinguer la
série f(t) et la P-fraction P(t). Cette précaution s’avere inutile a l'issue de la
proposition suivante.

Proposition 27.— Soient s € Z et f = 3,° ¢,t™ une série de Laurent a coeffi-
cients dans K. Nous supposons que f est rationnelle (resp. n’est pas rationnelle).
Il eziste alors un unique quadruplet (N, Py, \,a) tel que f(t) = f(N, Po, A, a;t),
dans lequel

o N = (Ni)r>1 est une suite finie (resp. infinie) de nombres entiers stricte-
ment positifs,

e P, est un polynéme en la variable t71,
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o )\ est une suite finie (resp. infinie) de scalaires tous non nuls,
o a = (ak;)k>1,1<i<N, est une famille finie (resp. infinie) de scalaires.

Autrement dit, la série f admet un unique développement en P-fraction de la
forme (2.11), et ce développement est fini si et seulement si f est rationnelle.

Démonstration : nous donnons a la fin de ce chapitre un algorithme de calcul
des scalaires g, ai; et des nombres Ny a partir des coefficients c,, qui prouve du
méme coup ’existence et ’unicité du développement en P-fraction. Nous prions

le lecteur de bien vouloir se reporter au paragraphe 2.6.1.
O

2.3 Approximants de Padé.

2.3.1 Esquisse de la structure de la table de Padé.

Proposition 28.— Soient a et b deur nombres entiers, positifs ou nuls. Soient
(i) et (ii) les deux assertions suivantes.

(i) Nous avons 0 < a+ b < Niyq.

(ii) La fraction rationnelle far, 4+n, (t) — Po(t) donnée par (2.9) est approzi-
mant de Padé de f(t) — Po(t) de type

[ Ef:l Nz + a’:l .
Zf:l Ni + b
L’assertion (i) implique l’assertion (ii) et, dans le cas ou le produit A1)z ... Apqq

est non nul, ces deuzr assertions sont équivalentes.

Démonstration : il est immédiat de vérifier, par récurrence sur k, que les
degrés du numérateur et du dénominateur de la fraction rationnelle

/\1tN1 )‘2tN1+N2 ,\ktNk-1+Nk
Pl - RE)-  P)

sont tous deux inférieurs ou égaux a Ny + - - -+ N. lls sont a fortior: inférieurs
ou égaux a Ny +---+ N +aet Ny+---+ Ni+b respectivement. Les conditions
de degré de la définition 1 sont donc remplies pour que l’assertion (ii) soit vraie.

Soit maintenant 7 un nombre entier compris au sens large entre 0 et Ni4.
Considérons les deux ensembles suivants :

¢ l’ensemble des P-chemins bornés au niveau My + Ny et de demi-longueur
My + Ng + j;

o l’ensemble des P-chemins (sans restriction) de demi-longueur My + Ny + 5.
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Ces deux ensembles coincident lorsque 0 < j < Ng41. Pour j = Ng4q, le second
contient exactement un chemin de plus que le premier. Il s’agit du P-chemin en
forme de chevron : /\, constitué de Mgy = 2 25‘:1 N; + Ng41 pas montants,
suivis de k + 1 grands pas descendants. La valuation de ce chemin est le produit
A1z ... Aky1. Nous en déduisons que

f(t) - ka+Nk (t) =
[£(2) = Po(t)] = [fae+ni(2) = Po(8)] =

Atda .. Aggp tVr o tNetal + [Nt Nitt] + (Nipr=(a+0)] 4 ... .

La quantité Ny, — (a + b) étant strictement positive si et seulement si a + b <
Ni41, la proposition s’en déduit.
a

Nous avons ainsi déterminé les conditions d’existence et, le cas échéant, la
valeur de certains approximants appartenant au voisinange de la diagonale de
la table de Padé. Voici un résultat analogue pour une diagonale quelconque de
cette table.

Corollaire 29.— Soit f(t) = Y o2gcat™ une série de Taylor a coefficients
dans K et soit s € 7ZL. Nous notons (N,gs))kzl, (Mks))k21 et (/\scs))kzl les suites
d’entiers et de scalaires apparaissant dans le développement en P-fraction de.la

série de Laurent t° f(t). Nous supposons que le produit Ags) .. .)\gil)_l est non nul.
Soient enfin a et b deuzr entiers positifs ou nuls.

Alors la fraction rationnelle t~ sf(s(s) N(“)( ), définie par (2.8), est l’approzi-

YE, N(s) s+a
Yry Ni(S) +b

mant de Padé de type

de la série f(t) si et seulement si0 < a+b< N,Ei)l.

Démonstration : l'existence du développement de t°f(t) est assuré par la
proposition 27. Alors la proposition 28 (plus précisément, sa démonstration),
assure que

() (s) (s)
tsf(t)— (s)s) N(s)(t)zctz(Nl +o NN +

avec ¢ = Ags) ... Ak +1() &£ 0. Nous obtenons le résultat souhaité en multipliant
cette égalité par t~° et en constatant que le degré du numérateur (resp. du
dénominateur) de t~° fM;(c’) +N1(c’)(t) est inférieur ou égal a Nl(s) +--+ N ,ﬁs) -5

(resp. inférieur ou égal & Nl(s) +- 4 N,Es)).
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case de coordonnées (s,0)

* * *
* *

?
*

Figure 2.4: les approximants de Padé le long de la diagonale s.

Gréace a ce corollaire, nous avons établi de maniére combinatoire le lien entre

e certains approximants appartenant a la diagonale s de la table de Padé
de f, c’est-a-dire de la forme [n — s/n]s (plus quelques autres au voisinage
de cette diagonale : voir la figure 2.4, ou les astérisques * indiquent que
I’approximant de Padé correspondant existe et est égal a celui désigné par
le symbole t);

o certaines réduites du développement en P-fractions de t° f(t).

En fait, nous avons obtenu ainsi tous les approximants de Padé de la série f :
les approximants de Padé de f n’existent pas dans la zone marquée d’un “?” &
la figure 2.4. Mais avant de pouvoir le démontrer, avant de passer de la visite
locale de la table de Padé (diagonale par diagonale) & une ’étude globale (les
blocs carrés et leur structure interne), il nous faut étudier la C-table de f : c’est
I’objet de la section 2.4.

Nous nous y consacrerons apres avoir examiné les P-fractions les plus simples,

celles de Jacobi.

2.3.2 Le cas des P-chemins de Jacobi.

Les notations sont celles du paragraphe 2.2.1. Lorsque la suite (Ng)i>1 est
constante et vaut 1 et lorsque Pp(t) = 1, le développement de la série géné-
ratrice f(N, Po, A, a;t) fait apparaitre une fraction de Jacobi. Si la lettre a) est
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mise pour ai,n,, NOUS avons :

At Agt? Agt?
1—-a1t— 1—aqgt— 1—ait—

f#$) =1+

(2.13)

11
Figure 2.5: un P-chemin de Jacobi w et le chemin de Motzkin 7(w).

Cependant, les P-chemins que nous obtenons dans ce cas et que nous ap-
pelons P-chemins de Jacobi, ne sont pas les chemins de Motzkin de la définition 2,
au début du premier chapitre. La figure 2.5 explique comment passer des pre-
miers aux seconds, en tassant les pas des P-chemins de Jacobi. Plus précisément,
cette figure explique I’action sur un P-chemin w d’une application de tassement T,
analogue 3 I’application T+ de I’annexe B, page 202. Nous donnons une descrip-
tion rapide de 7.

Les pas de w sont lus de deux en deux, a partir du second; a chaque fois que
deux pas de w sont lus, un pas d’un chemin de Motzkin est créé, avec les regles
suivantes.

1. Si les deux pas de w sont montants, le pas créé est montant.
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2. S’il s’agit d’un pas montant suivi d’un petit pas descendant, le pas créé
est horizontal.

3. S’il s’agit d’un grand pas descendant, le pas créé est descendant.
4. Le premier et le dernier pas de w sont inchangés.

Le lecteur vérifiera sans peine que le chemin 7(w) obtenu en mettant bout
a bout les pas ainsi créés est effectivement un chemin de Motzkin, puis que 7
est une bijection entre P-chemins de longueur strictement positive et chemins
de Motzkin premiers de longueur strictement positive.

De plus, il est clair que les valuations se transportent “pas a pas”, de sorte que
v(w) = v(r(w)) et que l’on ait |w|+ 1 = 2|7(w)]|. Ceci explique I’équation (2.13).

2.4 Déterminants de moments.

Nous supposons donnée une série formelle f(t) = Y o2, cnt™, admettant le
développement (2.11) en P-fraction, avec Py = cp. Nous souhaitons calculer
les déterminants de Hankel donnés par (2.1) en fonction des coefficients du
développement (2.11).

Pour cela, nous utilisons l'interprétation — unique d’apres la proposition 27
— des coefficients ¢, comme somme de valuations de P-chemins. Nous utilisons la
méthode de calcul des déterminants mise au point par Gessel et Viennot [49, 84].
La description de cette méthode fait I’objet de I’annexe A.

Nous nous intéressons en particulier aux trois déterminants C(n/n + 1),

C(n/n)et C(n+1/n):

cO .o Cn
Cafnt1) = |+ & |,
Cn Can
Cl .. cn
Clnfn) = | : L, (2.14)
cn “ .. C2n
() cre Cpdd
Cn+1/n) = :
Cpt1 *°° C2p

Notations. — Nous introduisons, pour tout entier positif ou nul ¢, les points
du plan A; = (—2:,0) et B; = (21,0). Par définition, l’origine d’un P-chemin
de longueur 2n est le point (0,0) et son arrivée est le point (2n,0). Dans les
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calculs qui vont suivre, il est utile de translater ces chemins par des vecteurs
de coordonnées (—21,0), pour les entiers ¢ € {1,...,n}. Ils vont alors de A; =
(—24,0) & B,—; = (2n — 2¢,0). Par abus de langage, nous appelons encore P-
chemin ces P-chemins translatés.

t o

Ay As A, Ay Ao=By B B, Bs B,

Figure 2.6: les points A; et B;. -

Le résultat suivant est clair.

Lemme 30.— Pour tous les nombres entiers positifs ou nuls i et j, nous avons

Citj = Z v(w), (2.15)

ot la somme porte sur les P-chemins allant de A; a B;.

2.4.1 Le calcul du déterminant C(n/n).

Nous allons d’abord interpréter le déterminant C'(n/n) a l'aide des résultats
généraux de l’annexe A, et le calculer pour les premieres valeurs de n.

Lemme 31.— 1) L’ensemble Q, , des P-chemins allant des points A,,..., Ay

auz points By, ..., B,_1 vérifie les hypothéses de finitude et de stabilité énoncées
a la page 194 et lon a
Cla/ny= 3 (-1)™v(wi)...v(wn), (2.16)

(o,(w1yeeswn))

ot la somme porte sur les couples (o, (w,...,wn)) formés d’une permutation o
de S, et d’une configuration de P-chemins sans sommets communs (wy,...,wn),
telles que w; va de A; @ Bo(;)_1.

2) Les déterminants C(1/1),...,C(N1—1/Ny—1) définis par (2.14) sont tous
nuls et l’'on a

C(N1/N1) = (=1 (wy) .. .o(wn,) = (1) AN (2.17)
ot w; désigne un chemin allant de A; d B,(;y—1 et ol o désigne la permutation

de SN, donnée par o(j)= Ny —j+1.

Démonstration : 1) Il est clair que Q, , vérifie ’hypothese de finitude. Si w =
wiwe et § = mne appartiennent a ,, et possedent l'arrivée de w; et de m
comme sommet commun, les chemins w7, et M wo
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o satisfont clairement les conditions 1, 2 et 4 de la définition 25;

e sont premiers, car aucun A; pour ¢ € {1,...,n} n’est un B; pour j €
{0,...,m —1}.

Par suite, O, , vérifie 'hypothése de stabilité. Puisque
C(n/n) = det(ciyj)i<i<n,0<j<n—1 »

la formule (2.16) résulte du lemme 30 et de la proposition 100.

2) Le plus court P-chemin de longueur strictement positive est un “chevron”,
de la forme /\, constitué de N, pas montants suivi d’un grand pas descendant,
du niveau N; au niveau 0. Il est de longueur 2V; et sa valuation est A;. Il est alors
clair qu’il n’existe pas de configuration satisfaisant aux conditions définissant le
domaine de validité de 1’expression (2.16) pour 1 < n < N; — 1. Par suite, les
déterminants C(1/1),...,C(Ny — 1/Ny — 1) sont nuls.

A
- L L, L L L L
Lo oo
niveau Ny | | | | N
1IN N LN
L L L L _ L _ |2 LN L L L _—
| | | | | I\ I\ I\ I\ | |
__L_L_ ¥ _L_ LY _ L ML L L _L_—
| | | | | | | | | | | | | |
I Y VAN Y A R "4 B VA NN SN SN S I N A B
C T 0 T 0 A N N N
oy N N LN "
Ay As As Ay Bg B, B, B3

Figure 2.7: I’unique configuration associée au déterminant C(Ny/Ny).

L’examen de la figure 2.7 — dans laquelle N; vaut 4 — nous convainc par
ailleurs qu’une seule configuration intervient dans le calcul de C'(N1/Ny). Elle
est constituée d’une barriére de Ny chevrons, allant de A; & By, —;, c’est-a-dire
un motif de la forme /5. Elle correspond a la permutation miroir de S,
qui envoie ¢ sur Ny — 7 + 1. Le nombre d’inversions d’une telle permutation
est (V 12_1). Chaque chevron étant valué Aq, la valeur de C(N1/N;p) s’en déduit

immeédiatement.
a

Attention : la configuration de la figure 2.7 montre des chemins qui sem-
blent se croiser, car nous avons matérialisé les pas par des traits joignants deux
sommets successifs. Cependant, ces chemins sont bel et bien sans sommets com-

muns.
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Remarque. — La figure 2.8 montre ce qui peut se produire si certains des A;
sont égaux a certains des B; et si

w = W,
T2 = 1.

Alors le chemin w2, réduit & un seul sommet, est bien un P-chemin, mais le
chemin wyn; = wn n’est pas premier, et n’est donc pas un P-chemin. Dans les
notations de la section A.3 de ’annexe A, cela signifie que le couple (w,7n) n’est
pas stable. Réciproquement, il est facile de vérifier qu’un couple non stable de
P-chemins est nécessairement de la forme indiquée par la figure 2.8.

A,’sz

Figure 2.8: un couple de P-chemins non stable, au sens de la section A.3.

Proposition 32.— Le calcul de C(n/n) par la proposition 100 fait apparaitre
au plus une configuration de chemins sans sommets communs et l’on a :

k
(_1)(N12—1)+..-+(Nk2—1) H )\1{\7.'+N.'+1+...+Nk sin=N;+---+ Ng,
C(n/n) = i=1

0 sinon.
(2.18)

Démonstration : il s’agit de déterminer ’ensemble des couples (o, (w1, . . .,wn))
sur lesquels porte la somme (2.16). La figure 2.9, ot Ny = 3,N; = 1,N3 = 4
et Ny = 2, suggére 'hypothése (Hj) suivante.

e SiN,+:--+ Nk_y <n< Ny+ -+ N, le déterminant C(n/n) est nul.

e Sin = N;i+-:-+ N, il existe une seule configuration possible de P-chemins
dans la somme (2.16) qui exprime C(Ny + -+ -+ Ng/Ny + -+ -+ Ni). Cette
configuration est obtenue en superposant :

— I’unique configuration associée au déterminant C(N1+- - -+ Ng_1/N1+
oo+ Nig_1);
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— une barriére de Ny, chevrons, allant du point An, 4...4+N,_,+: au point
BN, 4.4 Ny_ + Ny —i, pour ¢ variant de 1 & N.

La preuve de ’hypothese (H;) a fait 'objet du point 2 du lemme 31. Contempler
la figure 2.9 est a notre avis la seule facon raisonnable de se convaincre de la
mystérieuse structure de barricade [23] que posséde la configuration associée

a C(n/n).

N
S S

AN1+ 4N, AN1+N2+N3 AN1+N2 ANI Bo BN1+N2 BN1+N2+N3

Figure 2.9: calcul de C(Ny + -+ + N4/Ny + --- + Ny) par superposition de 4
barriéres.

De la propriété (Hy), on tire la relation

C(Ni+ -4 Ny/Ni+ -+ Ni) =
C(Ny+ -+ Njot /Ny + -+ i) x (D)8 D dg .. A0 Ne (2.19)

Il suffit pour cela de constater que la valuation d’un des chevrons les plus hauts
est A;...)\; et de compter le nombre d’inversions supplémentaires qu’apporte
la barriére de Ny chevrons allant de An, ...t N_ +i @ BNy 4+ Nyp_; +Np—i POUT &
variant de 1 & Nj. L’expression (2.18) en résulte, par une récurrence immédiate.

a

Remarque. — Nous retrouvons les résultats classiques [84] lorsque tous
les Ni valent 1. Dans ce cas, le calcul de C(n/n) par la proposition 100 fait
intervenir une seule configuration pour tout n, et C(n/n) vaut AFAZ™1 ... \,.

Corollaire 33.— Soient f(t) = Y%, cqt" une série de Taylor et s € 7L.
Nous notons (N,Es))kzl (resp. (/\'gf))kzl) la suite des nombres entiers (resp. des
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scalaires) apparaissant dans le développement en P-fraction de la série de Lau-
rent t° f(t).

Alors le déterminant Cy(n — s/n) est non nul si et seulement si n est de la
forme N1(5)+- -+N ,Es). Dans ce cas, sa valeur est donnée par l’ezpression (2.18)

dans laquelle on a substitué N,i(s) aN; et )\z(s) a ;.

Démonstration : il suffit de constater que Cy(n — s/n) = Cysy(n/n) — simple
décalage d’indices dans la définition de ces déterminants — et d’appliquer la

proposition 32.
a

2.4.2 Une preuve de I’identité de la croix.

L’identité de la croix lie 5 déterminants de la C-table d’une série formelle
lorsqu’ils occupent des positions géographiques rappelant les points cardinaux :
nous avons indiqué 3 la figure 2.10 le moyen mnémotechnique par lequel on
retient cette identité.

Nord

Ouest | Centre| Est C?=FEO-NS&S.

Sud

Figure 2.10: I'identité de la croix.

Nous fixons une série f(t) = Yoo, ¢,t™ et nous appelons (Ni)x>1 la suite des
nombres entiers apparaissant dans le développement (2.11) de f en P-fraction.
Les points A; et B; sont définis par la figure 2.6.

Définition 34.— Nous disons qu’une configuration (w,...,wn) de P-chemins,
ot wy va, pour tout p, d’un point A; a un point B;, est presque sans sommets
communs si les seuls éventuels sommets communs d w; et w; apparaissent au
sein d’un motif du type “figure 2.8”.

Si nous voulons interpréter C(n/n + 1) = det((cit+;j)o<i j<n), Nous devons
considérer ’ensemble Q,, 41 des P-chemins allant des points Ao, A4y, . .., Ap aux
points By, By,. .., B,. Nous avons Ag = By, et l’avertissement de la remarque de
la page 54 s’applique : 'ensemble Q, 41 ne vérifie pas ’hypothese de stabilité.
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Voici alors ’expression du déterminant C(n/n + 1), déduite de la proposi-
tion 101 : :

C(n/n+1)= S (1)@ y(wo)v(wr) ... v(wn) (2.20)

(Ur(wo w1 7"'ywn))

ol la somme porte sur les couples (o, (wp,w; ...,w,)) formés d’une permuta-
tion o de l’ensemble {0,1,...,n} et d’une configuration de P-chemins presque
sans sommets communs (wp,wr, .. .,wy), telles que w; va de A4; & Ba(,-).

En revanche, le probleme ne se pose pas pour C(n+1/n) = det((ci4;)1<i,j<n)-
L’ensemble 2,41, correspondant est constitué des P-chemins allant des points
Ai,..., A, aux points Bi,...,B, : aucun A; n’est un B; dans ce cas. Par
conséquent, l’ensemble ,,4; vérifie 'hypothése de stabilité de la page de
P’annexe A et nous en déduisons I’expression du déterminant C'(n + 1/n), grace
a la proposition 100 :

C(n+1/n)= Z v(wi)...v(wn), (2.21)

(o)(wiyeeywn))

ol la somme porte sur les couples (o, (w; ...,w,)) formés d’une permutation o
de ’ensemble {1,...,n} et d’une configuration de P-chemins sans sommets com-
muns (wy, . ..,ws), telles que w; va de 4; & B,(;).

Proposition 35.— Soient | et m deux entiers strictement positifs. Dans la C-
table de f, la relation suivante est vérifiée :

C(p/9)*=C(p+1/9)C(p—1/q9)— C(p/qg+1)C(p/q—1). (2.22)

Cette relation s’appelle ’identité de la croix.

Démonstration : elle se fait en trois étapes. Seule la premieére est traitée de
maniére combinatoire.

1. Nous prouvons la relation (2.22) dans le cas ol p = ¢ et ou tous les Ny sont
égaux 3 1, grace aux résultats de I’annexe A. Ceci fait I’'objet du lemme
36 a venir.

2. Nous nous affranchissons ensuite de I’hypothése “Ny = 1 pour tout k¥ > 1”
par un argument d’analyse : le déterminant est une fonction continue de ses
coefficients et le sous-ensemble des suites des coefficients de séries formelles
pour lesquelles Ny = 1 quel que soit k¥ > 1 est dense pour la norme || ||oo
par exemple.

Pour s’en convaincre, on peut se reporter a l’algorithme de la section 2.6
et examiner les conditions, portant sur les coefficients des séries, dans
lesquelles un nombre Nj > 1 apparait (on peut en fait se ramener des
séries formelles aux polynoémes car la relation (2.22) ne fait intervenir qu’un
nombre fini de coefficients).



58 Chapitre 2 : Approximants de Padé et P-fractions

3. Nous nous affranchissons enfin de I’hypothése p = ¢ en considérant la
série formelle g(¢) = 372 cup(0,0—q) cnt™t97!. Cette série vérifie Cy(n/n) =
C¢(p/q) et nous sommes alors ramenés a 1’étape 2.

a

Lemme 36.— Dans les conditions précisées ci-dessus a l’étape 1, nous avons

C(n/n)? = C(n+1/n)C(n—1/n) - C(n/n—1)C(n/n+1). (2.23)

Démonstration : appelons h P’application qui, a un couple (p,((i,...,(x))
adéquat, fait correspondre la quantité (—1)™(?)v(¢y)...v((k). D’apres les ex-
pressions (2.16), (2.20) et (2.21), nous devons prouver que

Y. hOWD)= Y. REWF)- . hWGNH),
(C,D)ECnXCn (E,F)€EnxFpn (G,H)EEn—1xFn
(2.24)
ou les notations employées sont les suivantes.

e C, est ’ensemble des couples constitués d’une permutation o sur {1,...,n}
et d’une configuration (wy,...,wy,) de P-chemins sans sommets communs
, ot w; va de A; & By(;)_1-

e &, est ’ensemble des couples constitués d’une permutation 7 sur {1,...,n}
et d’une configuration de P-chemins sans sommets communs (7y,...,7,)
ol 7; va de A; a B,(;).

e F, est 'ensemble des couples constitués d’une permutation 8 de {0,...,n}
et d’une configuration (ko,...,&k,) de P-chemins presque sans sommets
communs, ol k; va de A; & B, ;).

Puisque nous sommes dans le cas ou tous les N; valent 1, la relation de récur-
rence (2.19) se traduit sur le membre de gauche de (2.24) par :

C(n/n)? = (MAz... 0 Cn—1/n—1).

Le lemme est démontré si nous parvenons a prouver que le membre de droite
de (2.24) satisfait la méme relation de récurrence. Cela peut se faire sans aucun
calcul, a I’aide des figures suivantes. .. et de quelques explications.

Tout d’abord, nous constatons que &, et F, contiennent plusieurs éléments.
L’existence des “grands pas descendants” (qui vont d’un niveau de la forme 2p+1
au niveau 2p — 1 et qui peuvent enjamber des pas montants) et, pour Fp, la
présence possible d’un motif du type “figure 2.8”, permettent des situations
variées. Deux d’entre elles sont dessinées ci-dessous (le disque noir dans la con-
figuration de droite indique la présence du P-chemin réduit & un seul sommet).
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Figure 2.11: les deux types de configurations dans &, ou F,.

Nous constatons que les configurations des éléments de &, ou F, ont deux
chevrons maximaux entrecroisés ou un seul /" \. Nous appelons A, (resp.
B,) le sous ensemble de &, (resp. de F,) constitué par les configurations qui
possédent deux chevrons maximaux entrecroisés (resp. un seul chevron maxi-
mal).

La figure 2.12 définit une bijection entre (€,\An) X Frn—1 €t En_1 X (F\By).
Elle consiste a 6ter son unique chevron maximal & F pour en coiffer F. On
obtient ainsi E’ et F’, qui vérifient h( E)h(F) = h(E')h(F"). En effet, les valeurs
absolues sont égales, car on a simplement déplacé le produit A;...A,a, d’un
terme & l’autre, et les signes sont égaux, car le nombre d’inversions n’a été
modifié pour aucun des termes.

transport
=N h A

An Bn An—l Bn-—l An—-l Bn—l An Bn
h(E) X h(F) h(E") X h(F")

Figure 2.12: simplification du membre de droite de (2.24) par transport d’un
chevron. '

13

La bijection qui vient d’étre décrite et le signe “—” du membre de droite

de (2.24) prouvent la simplification suivante :

> h(E)h(F) - > h(G)h(H)
(E,F)€EnxFn-1 (G,H)EEn—1xFn

= 3 WEWF) - > h(G)h(H)(2.25)

(E,F)EAnX}-n_l (G,H)ng_l X Bn

La figure 2.13 indique une factorisation du deuxiéme membre de (2.25),
égalité que nous venons d’établir. Elle consiste a Oter les deux chevrons max-
imaux de E et H, qui existent par définition de A, et B,, faisant ainsi ap-
paraitre E” et H".
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/A

An Bn An—l Bn-—l A'nl—l Bn—l An Bn
+  hK(E) X h(F) - h(G) X h(H)

N

L

l factorisation

A A
An—2 Bn—2 An—l Bn—l An—l Bn—l An—z Bn—2
h(E") X h(F) - hG) X h(H")

Figure 2.13: factorisation de deux chevrons.

Le terme mis en facteur est —()\;...)\,)? : une inversion a en effet disparu,
d’ou le signe. Par suite, nous avons

h(E)A(F) — h(G)A(H) = (A1 ... An)? (R(E")A(F) — h(G)h(H")) .

Les configurations E” et H” pouvant prendre toutes les valeurs, respectivement
dans &,_2 et F,_2, nous en déduisons que

> MEW(F) - Y h(G)h(H) =

(E,F)€EnxFn—1 (G,H)EEn—1XFn
(A...An)? ( > MG H") - > h(E")h(F)) ,
(G, H")€En—1xFp—2 (E",F)€€En—2XFn_1

qui est la relation de récurrence cherchée.
a

Remarque. — Soient Fo = 1, F; = let,pour n > 1, Fryy = F + F
les nombres de Fibonacci. On vérifie aisément que & est vide, que &; contient

I'unique configuration que Fo contient la seule configuration réduite
Wt Ao = By = (0,0) et enfin que F; contient les deux configurations

°

et ., . . La structure des configurations de &, ou F,, possédant
deux chevrons maximaux ou un seul, prouve que les cardinaux de ces deux
ensembles sont soumis 3 la relation de récurrence #p4+1 = Un + Un—1. En tenant
compte des conditions initiales, on a finalement

|€n| = Fn—17
l]:nl = Fn+1.
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L’identité de la croix (2.23), évaluée lorsque A; = a; = 1 pour tout ¢, apparait
alors comme la relation bien connue

l=F,1F, - F —2Fn+1

entre nombres de Fibonacci, ou encore F,f - FhFhi=1.

2.5 Structure de la C-table et de la table de Padé
d’une série formelle.

Nous fixons une série formelle f(t) = > o2 ¢,t™ non nulle. Nous allons montrer
que 1’on peut retrouver, a partir de I’écriture des coefficients comme somme de
valuations de P-chemins, les structures en blocs carrés de la C-table et de la
table de Padé de f. Les raisonnements que nous tenons reposeront d’une part
sur le corollaire 29, et d’autre part sur l'identité de la croix (2.22).

En cela, ils ne different pas des raisonnements classiques que I’on peut trouver
dans les ouvrages consacrés aux approximants de Padé, quoique le lien entre les
P-fractions et les approximants de Padé soit en général établi apres ’étude des
blocs [7, 14, 50]. De plus, en donnant des preuves completes, nous poursuivons
un de nos objectifs : construire une théorie combinatoire des approximants de
Padé, ou du moins, jeter les bases de la partie formelle de cette théorie. Le
lecteur est donc averti qu’au sein de ce chapitre, cette section ne prétend pas a
Poriginalité.

Commencons par le lemme suivant, qui ramene au cas ou le terme constant
de la série est non nul.

Lemme 37.— Soit m un nombre entier. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Onaco=--=cm_1=0c¢€tc, #0.

2. Les m premiéres colonnes de la C-table de f sont identiquement nulles (a
Uezception de leur premiére case) et la (m + 1)*€™€ colonne ne contient

aucune case nulle.

Démonstration : supposons vraie la premiére condition. Mettons en évidence
la répartition des coefficients dans le déterminant générique de la C-table :

(¢ < p) -
C(p/e) = : : (2.26)
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Alors C(0/1) = --- = C(p—1/I) = 0 quel que soit I > 1 et C(m/l) = (—1)(;)(%)’
pour tout /. Nous obtenons la condition 2, ainsi que la valeur des déterminants
de la (m + 1)'*™€ colonne.
La réciproque est immédiate car le déterminant C(I/1) vaut ;.

a

Nous venons de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe un bloc rectangulaire infini de zéros, orienté verticalement, & gauche de la
C-table de f. En factorisant au besoin t? dans f, nous sommes ramenés au cas
ol le terme constant de f est non nul, ce que nous supposons dans toute la suite
de cette section. La ligne et la colonne zéro de la C-table sont donc entierement
occupées par des déterminants non nuls.

2.5.1 Position des zéros dans la C-table.

Les blocs de zéros sont rectangulaires, éventuellement infinis. Consta-
tons tout d’abord que les quatre motifs de la figure 2.14 sont exclus de la C-table
de f. Il suffit, pour chaque motif, d’appliquer l'identité de la croix (2.22) lorsque
C(p/q) occupe la case marquée du symbole “# 0”, et I'on aboutit alors a une
contradiction.

#£0| 0 0 |#0
0 0
0 0
#0| 0 0 |#0

Figure 2.14: quatre motifs exclus de la C-table de f.

Deux cases de la C-table de f sont dites voisines si elles ont une aréte com-
mune (une cas posséde quatre voisines, sauf sur le bord). Elles sont dites proches
si elles ont une aréte ou un sommet en commun (une case posséde huit proches,
sauf sur le bord).Ceci permet de définir deux notions de connexité discréte : la
4-connexité et la 8-connexité, relatives & des chemins formés de cases Voisines
ou proches, respectivement.

Nous appelons alors bloc de la C-table une composante 4-connexe de la partie
formée des cases occupées par les déterminants nuls.

En raisonnant sur sa frontiere — au sens de la 4-connexité —, on montre
facilement qu’un bloc est rectangulaire en s’aidant des quatre motifs exclus. Cela
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signifie qu’il est rectangulaire fini, ou bien qu’il est rectangulaire et infini dans
une, voire les deux directions. Puis I’on montre que les cases de sa frontiére au
sens de la 8-connexité sont occupées par des déterminants non nuls.

Voici alors la situation pour un bloc fini.

£0[#£0[#£0[#0[£0[£0[£0[£0[£0[£0

#0 #0
#0 #0
bloc de zéros
#0 £0
#0 #0

£0|#0[#0|#0[£0[#0|£0[#£0|{#0|#0

Figure 2.15: bloc dont les cases proches contiennent des déterminants # 0.

On montre enfin qu’il existe au plus un bloc de zéros infini dans les deux

directions (sinon, le motif 990 | apparait).
0

Les blocs de zéros sont carrés. Nous considérons un bloc rectangulaire de
zéros dont la case supérieure gauche appartient a la diagonale s de la C-table,
ot s € 7ZZ. Nous appelons sommet du bloc la case notée A sur la figure 2.16.

Les traits doubles définissent la forme du bloc étudié. Les traits gras délimi-
tent la zone ou l’on sait, d’apres le corollaire 29, que les approximants de Padé
de f existent et sont égaux a celui du sommet du bloc.

Nous supposons dans un premier temps que le bloc n’est pas infini dans les
deux directions et nous prouvons qu’il est carré en raisonnant par ’absurde.
Supposons qu’il posséde [ lignes et ¢ colonnes avec 1 <! < ¢ < 0.

o Appliqué & la diagonale s, le corollaire 29 démontre I’existence d’un entier
k tel que les cases A et B aient respectivement pour coordonnées (N
At N s, N o Ny et (N - 4 NS =, N 4. +N,£s)
De plus les apprommants de Padé de f des cases A et C existent et sont
égaux.

o Appliqué & la diagonale s + 1, le méme corollaire 29 démontre 1’existence
d’un entier p tel que les cases C et D- aient respectivement pour coor-
données (N + -+ N(s) ~1, N9 4.4 Ny et (NED 4oy
NG 1, N(SH) +---4 N(SH)) . De plus, les approximants de Padé

p+1
de f des cases C et E existent et sont égaux.
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g | D
\Qiagonale s

Figure 2.16: déroulement de la preuve de ce qu’un bloc de la C-table est carré.

e Nous en déduisons que N 1521 = ;1’;1) = ¢+ 1 et que l'approximant

de Padé de la case E existe et est égal a celui de la case A: ceci est en
contradiction avec le fait que N ,gi)l = ¢ + 1, toujours d’aprés le corollaire
29, appliqué a la diagonale s.

Ce qui précede prouve que ¢ < [. Symétriquement, on prouve que ! < ¢, et
finalement, nous avons [ = c.

Nous supposons maintenant que ce bloc est infini dans les deux directions. Le
corollaire 29 appliqué avec N ,Si)l = oo montre que tous les approximants Padé
de f correspondant aux cases situées dans ce bloc et sur son pourtour existent
et sont égaux 3 celui correspondant au sommet du bloc. Alors f est rationnelle
et sa forme irréductible est égale & I’approximant correspondant au sommet du
bloc (la réciproque est évidente).

Nous venons de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 38.— 1) Les déterminants nuls de la C-table de f apparaissent
sous forme de blocs carrés finis entourés (au sens de la 8-connezité) par des
déterminants non nuls et d’au plus un bloc carré infini dans les deux directions,
entouré lui aussi de déterminants non nuls.

2) Il existe un bloc carré infini de zéros si et seulement si f est la série de
Taylor d’une fraction rationnelle F. Dans ce cas, le représentant irréductible de
F est Uapprozimant de Padé correspondant au sommet du bloc infini.
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Figure 2.17: ce que ’on sait sur les blocs de la table de Padé apres le théoreme 38.

2.5.2 Structure de la table de Padé.

Dans chacune de figures de ce paragraphe, nous avons dessiné des éléments qui
appartiennent tantét a la C-table de f, tantot a sa table de Padé. Nous savons
déja que, pour une case ot C(p/q) n’est pas nul, ’approximant de Padé de f
existe. Nous connaissons la structure de la C-table et de la table de Padé d’une
fraction rationnelle au voisinage de leur bloc infini. Nous savons enfin qu’a tout
bloc carré de zéros de la C-table de c6té ¢, correspond un bloc carré de c6té c+1
de la table de Padé, comme I'indique la figure 2.17 et le théoréme 38.

Il reste & examiner ce qui se passe pour les cases du bloc situées dans la
partie inférieure (elles sont recouvertes d’une trame fine dans la figure 2.18).
Nous raisonnons par ’absurde et supposons que l’approximant de Padé de f
correspondant & la case (p, q) existe et vaut P/Q).

Soit g la série de Taylor de P/Q en 0. Puisque g est une fraction rationnelle,
sa C-table comporte un bloc infini de zéros, indiqué par une trame grossiere a
la figure 2.18. II se peut que le bloc en question soit plus étendu, pour peu que
le degré de P (resp. de Q) soit strictement inférieur a p (resp. a ¢), mais cela ne
modifie en rien la démonstration qui va suivre.

Nous disposons de ’approximation f — P/Q = f — g = o(tP*?). Par consé-
quent, les déterminants Cy¢(I/m) et Cy(I/m) coincident tant que le plus grand
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colonne p

RN
o

#0[£0|#0[£0{£0|#0
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Si I’approximant [p/gq]s existe, alors la case marquée d’une f
est & la fois nulle et non nulle.

Figure 2.18: visualisation de la preuve du théoréme 39.
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indice de leurs coefficients reste inférieur ou égal a p + ¢, c’est-a-dire tant que
l+m-1<p+gq

Les “antidiagonales” d’équation [+ m =p+qget [+ m — 1= p+ ¢ sont ap-
pelées respectivement Dy et D; et sont tracées a la figure 2.18. Les déterminants
Cs(l/m) et Cy(l/m) coincident donc dans la partie de la C-table située au-dessus
de la droite D;.

Ce raisonnement prouve en particulier que les déterminants de g et de f
occupant les cases marquées d’une astérisque * sont égaux. La C-table de g
contient donc le motif suivant, composé de déterminants non nuls sur le pourtour
et nuls le long du bord intérieur.

#£0|#0|#0[#0]#0|#0[#0
£0[0 0 0 0 0 |#0
£0| 0
£0| 0
£0| 0
£0{ 0
£0|#0

D’aprés le théoréeme 38, cette amorce de bloc se referme. La C-table de
g contient donc le méme bloc carré que la table de f. La contradiction vient
alors de ce que le déterminant Cy(I/m) occupant la case marquée d’une { & la
figure 2.18 est a la fois nul et non nul.

Nous venons de prouver' que les approximants de Padé de f n’existent pas
pour les cases situées dans la partie inférieure d’un bloc. Nous résumons les
résultats de ce chapitre par la figure et le théoréme suivants.

Théoréme 39.— Soit f € K|[[t]] une série formelle de terme constant non nul.
1) La table de Padé de f admet une partition en blocs carrés de céoté c + 1
correspondant auz blocs de zéros (en traits doubles) de taille ¢ de la C-table de f.
2) Lorsque ¢ = 0, c’est-da-dire lorsque le déterminant C¢(p/q) est non nul,
l’approrimant de Padé de f de type [p/q] existe et il est de degrés génériques :
son numérateur est de degré p et son dénominateur de degré q.
3) Lorsque ¢ > 0, le bloc de la table de Padé se divise en deuz, comme
Uindique la figure 2.18.

o Dans la partie supérieure (entourée en gras), les approzimants de Padé
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c+1

« |£ol|£0[£0|#£0[#0
#0 e
#0
£0
#0

| e R R A

c+1

Figure 2.19: structure de la table de Padé.

existent et sont égaux d celui correspondant au sommet du bloc (désigné par
le symbole *). Ce dernier est, dans son bloc, le seul de degrés génériques.

o Dans la partie inférieure (grisée), les approzimants de Padé de f n’existent
pas.

2.6 Un algorithme de calcul des approximants de
Padé.

Nous avons vu au corollaire 29 le lien entre les réduites du développement en
P-fraction de ¢° f(t) et approximants de Padé de la série f, situés le long de la
diagonale s. Le théoréme 39 nous assure qu’on obtient ainsi tousles approximants
de Padé de f. Munis de ces deux résultats, nous pouvons affirmer que la méthode
ci-dessous répond aux deux questions suivantes : ’approximant [p/q]y existe-t-il?
Si oui, quelle est sa valeur?

Méthode :
1. Poser s = g — p.

2. Calculer le développement de t° f(t) en P-fraction jusqu’a ce que I’on soit
assuré que

N4 4 N <qg< NP+ 4 N (2.27)
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3. Si2(q-— Nl(s) — e — Igs)) > N,Ej_)l, I’approximant n’existe pas. Sinon, il

. —s £(s) N 194 P .

existe et vaut ¢t=° fM,(j)+N,E’)(t)’ Il reste alors a I’écrire sous la forme o> s
besoin est.

Cette section a précisément pour objet de donner un algorithme pour le
point 2. Expliquons plus en détail le point 3 : la condition (2.27) dit que ¢ s’écrit

Nl(s) +.-++N ,Es) +bavec0<b< N ,Ej_)l 11 suffit d’appliquer alors le corollaire 29

ou a est défini par ’égalité p = Nl(s) +-4 N,gs) -s+a.

Nous remarquons que cette méthode donne, au fur et a mesure du déve-
loppement de t° f(t) en P-fraction, tous les approximants de Padé deux a deux
distincts de la diagonale s. Si ’on doit calculer des approximants appartenant
a des diagonales différentes, il faut reprendre a chaque fois le développement
indiqué au point 2 (ou bien utiliser d’autres méthodes, comme les relations entre
approximants voisins [7]).

Cette méthode raméne donc la détermination de ’existence et de la valeur
d’un approximant de Padé au développement d’une série de Laurent en P-
fraction. Le paragraphe 2.6.1 fournit du méme coup la preuve de la proposition
27.

2.6.1 Une vue d’ensemble.

Soit f(t) = Yo%, cat™. Si f est la série génératrice de certains P-chemins valués,
le polynéme Py est nécessairement défini par Po(t) = 3 ,<q¢at". Nous allons
ensuite résoudre, pour tout n > 1, les équations

Cn = Z v(w), (2.28)

w est un P-chemin de longueur 2n

dans lesquelles les inconnues sont les nombres entiers Ny ainsi que les scalaires
Ak et ag ;. La possibilité de résoudre successivement ces équations repose sur les
remarques suivantes.

Remarques. — 1) Si les nombres Ny,..., Ni sont connus et si My < n <
My + Ny, [ou encore 2(Ny +- - -+ Nk—1)+ Ng < n < 2(N1+-- -+ Ny)], il existe un
seul P-chemin w de longueur 2n qui atteint le niveau n. Ce chemin est composé
de n pas montants, suivis d’un petit pas descendant du niveau n au niveau My,
suivis de k grands pas descendants, allant sucessivement du niveau M; au
niveau M;_; pour j = k,...,1. I a la valuation v(w) = axiAg...A1, ol ¢
vaut n — M.

2) Si le nombre Ni4q est connu a son tour et si n = Mgy = 2(Ny + -+ +
Ni41), il existe de nouveau un seul P-chemin 7 de longueur 2n qui atteint le
niveau n. Ce chemin est composé de n pas montants, suivis de k£ + 1 grands
pas descendants, allant sucessivement du niveau M; au niveau M;_, pour j =
k+1,...,1. 1 ala valuation v(w) = Agg1 Ak ... A1.
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Voici alors la description de I’étape n de l’algorithme. Nous supposons connus
les nombres Ny, ..., Ni ainsi que les scalaires tous non nuls A; ...\ et a;; pour
1<Il<ketl<i< N Léquation (2.28) s’écrit, respectivement dans le premier
et le second cas, sous les formes suivantes :

Cp, = ak,,-)\k ALt TC,}:'; s (2.29)
A1k ..M+ TCE, (2.30)

Cn

ou TC,%’,. et TC? désignent des termes connus puisqu’ils sont donnés par

TC! = Z v(w),

lwl=2( My, +5)
w est borné au niveau Mp+i—1

Z v(w).

|w|=2Mk+1
w est borné au niveau My + Ny

TC}

Seules les valuations aj; et Axyq sont inconnues. Ces équations admettent tou-
jours une et une seule solution car les quantités A; pour j < k sont toutes non
nulles par hypothése.

I1 nous reste a indiquer la facon dont nous avons déterminé Niy;. Clest le
plus petit nombre entier ¢ > 1 tel que

CMy+Np+i 7 TCI?,Nk+i (2.31)

Comme précédemment, la notation TC,::’, N,+i désigne un terme connu, puisqu’il
vaut
3
TCk,Nk_H- = 2 'l)((d) . (232)

|wl=2( M} + Ny +1)
w est borné au niveau M+ N

Si Np41 = 00, algorithme s’arréte et f est la fraction rationnelle fas, 4+n, -

Sous la forme que nous venons de décrire, I’algorithme n’est pas exploitable.
Il reste en effet & organiser les calculs des termes dits connus, apparaissant dans
les équations (2.29), (2.30) et (2.31). Le paragraphe suivant est consacré a ce
probléeme.

Auparavant, nous prouvons la proposition 27. Ce qui précéde démontre
Pexistence et ’unicité du quadruplet (N, Po, A, a) adéquat lorsque f n’est pas ra-
tionnelle. Il nous reste & montrer que le développement d’une fraction rationnelle
est nécessairement fini. C’est ’objet du lemme suivant.

Lemme 40.— Si la série de Laurent f = 3,5, cat™ d coefficients dans K est
rationnelle, alors son développement en P-fraction est fini.

' . . . . . ~ - n
Démonstration : si f est rationnelle, il en est de méme pour f — 3, cat”.
Cette derniére série est par conséquent égale a ses approximants de Padé d’ordre
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assez grand. Plus précisément, il existe n € IN tel que f— Py = [n+a/n+b];_p,
pour tous les entiers a et b positifs. La proposition 28 implique alors que le

développement est fini.
a

2.6.2 Le détail des calculs.

Nous adoptons les notations suivantes, dans lesquelles p est nombre entier,
éventuellement négatif :

¢ Dy, est la droite d’équation = + y = 2(Mj + p);

® hip, est la somme 3 v(w) portant sur les P-chemins d’origine (0,0) et dont
le dernier sommet est le point de Dy, d’ordonnée M;;

o hj ,1; désigne la somme précédente restreinte aux chemins bornés au
HHrhy
niveau My + 1.

Ainsi, les termes connus TC’,ﬁ’i, TCE et TC’,‘E’, N,+i du paragraphe précédent sont
respectivement donnés par

1 — !
TCk,i - hk,i,O,i—l ’
2 /
TCIC - k,Ng+Nk41,0,Ng 2

TCine+i = Minsion, -
La figure 2.20 illustre ces définitions. Enfin, nous désignons par Ay le produit
Ak = )\1 e /\k . (233)

C’est un auxiliaire de calcul qui évite de faire des multiplications inutiles.

Dans les pages qui suivent, la multiplication des indices ne doit pas cacher
qu’une seule idée guide les calculs : pour évaluer une somme hgp; ou h;c’p’,ﬂ-,
nous examinons d’ot sont susceptibles de provenir les P-chemins aboutissant
au point en question. A cette fin, nous utilisons les remarques de la page 42,
ainsi que I’expression (2.2) des nombres My, qui implique notamment la relation
My = My_1 + Nig_1 + Ni. Ceci nous permet d’écrire ’égalité

Pkpi = Rk—1,p+Ny+Np_y 0 5

que nous utilisons sans y faire explicitement référence, en particulier lorsqu’il
apparait au cours de l’algorithme que le nombre p est négatif.

Initialisation (étape 0). Les trois assertions suivantes sont claires et ne
nécessitent aucun commentaire.
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Dk,P

N AN

M

Pi,p,i

M,
1
PN

<y

2(Mi+p

Figure 2.20: les sommes hg 1 et hj ;..

e Le polynéme Py vaut

)0 si s> 0;
Po(t) = { 0 cat" sis<O. (2:34)

e L’entier Ny est min{n > 1,¢, # 0}. Si Ny = oo, l'algorithme s’arréte et
f=F.
e Si N1 < o0, la valuation A; vaut cp;.

Poser de plus hg10 =0 et Ay = Ag.

Calcul de Py, de Ni;; et de A¢41 (étape k). Nous supposons connus
o les nombres Ny,..., Ng;
o les scalaires tous non nuls Ay...Ax;
o les scalaires g pour 1 <I<k—-1letl< 1 < Np;

o les nombres A1, pour [ variant de 1 a k —1et pour 1+ Ni + Ng_1 —
Ny — Nij1 < p < N1+ Nig;
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M +1

M, o
* Pki—jk

2(Mg—1 +79) 2(M; + iT

Figure 2.21: le calcul de hj ;. ;.

Calcul de P(t). Pour i valant successivement 1,..., N, effectuer les ins-

tructions suivantes.
1. Calculer la quantité TC} ; = R} ;o ;_1- Cela se fait en plusieurs étapes que

nous regroupons en quatre cas.

(a) Calculer

1—1
!
hiikio1 = hk-vik-1 + Y @k jhrizjp -
j=1
Nous convenons que la somme ci-dessus vaut 0 lorsque 7 = 1.
(b) Pour ! valant successivement £ — 1,...,2 et dans cet ordre, calculer
/
IeS h’k,'i,l,i—l par
N
/ — . ! By
kyiim1 = k=i N=Nioy 1=1 + N bl iy + ) aniheioji -
=1

M

(c) Calculer hj ;. 1 = A2hf 0 1+ Zal,jhk,i—j,l :
i=1

(d) Calculer h;c,i,o,i—l = /\1h;c,i,1,z'._1-
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' Dy ;

Dk,i—N,—N,_l\

h . .
M k,i,0+1,0-1

Ry
M, k,i,li—1

M;_;

hii—Ny=N;_1 11

N\

2(My +1i— Ny - Ni_,1) 2(Mj +1)

Figure 2.22: le calcul de hj;,; ; lorsque k —1 > 12> 2.

A Dy i \\ Dk,i\h;c' ‘
M, 42,2,0—1

!
Riai-1

N

2(My +i - J) 2(Me +3)

M =M

hii—ja

Figure 2.23: le calcul de A} ;,; ;.

\ Dk,i\
hl .,
My =N, k.i3,1,3—-1

A1

/
o ki0—1
2(Mk + z)

Figure 2.24: le calcul de A} ;¢ ;_;.
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2. Calculer a; par
. /
CMy+i = P01

Qg = i , (2.35)
en vertu de 1’équation (2.29).
3. Mettre a jour les sommes hy;; par
hiig = hpiric1 + ride .. Ay,
en convenant que le produit Ag...A;41 vaut 1sil = k.
Calcul de Niy; et de Agyi. Pour i valant successivement 1,2,..., ef-

fectuer la boucle suivante.

1. Calculer la quantité TCI?,Nk +i = hkiyn, 0N, Cela se fait en plusieurs
étapes que nous regroupons a nouveau en quatre cas. Ces calculs ainsi que
les figures susceptibles de les illustrer sont analogues a ceux de la rubrique
précédente (il est légitime d’utiliser les sommes hy ;; pour 1 < j < Nj car
nous avons mis a jour leur valeur).

N,
(a) Calculer Ay ;.\ n. kN, = Pkjik—1 + 2521 @k jhkitNe—jk -
(b) Pour ! valant successivement k£ — 1,...,2 et dans cet ordre, calculer

/ —_
P it Ni LN, =
N,

!
hk,i+Nk—Nl—Nl_1,l—1 + AI'{"lhk,‘i-i-l\[k,l-f-l,]\,k + Z al,jhk,i+Nk—j,l :
Jj=1
/ _ / N . .
(c) Calculer Ay n. 1 N, = A2hk N, 2N, T 2 j=1 02,5k, i+ Np—j,1-
1 — /
(d) Ca‘]-CUIer hk1i+Nk101Nk - Alhk1i+Nkvlka.
. _ ‘
2. Tester si hk,H—Nk,O,Nk = CMy+Ny+i-

(a) Tant que la réponse est oui, ajouter 1 a ¢ et continuer la boucle apres
avoir mis & jour les valeurs des sommes hy ;4 N, par

ot
Pk,itNig = Pk iy N 1Ny -

Si la réponse est affirmative pour toutes les valeurs de ¢ > 1, c’est
que f est une fraction rationnelle et elle vaut fas, 4+n,.

(b) Sila réponse est non, les équations (2.30) et (2.31) nous disent que

Nk+1 = i?

li
CMy+Ni+i = R iy N, o N
k1 = = A SRR (2.36)
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Mettre alors & jour la valeur du produit des A; en posant Agyq =
)\k+1Ak.
Mettre enfin 3 jour les valeurs des sommes hg ;4,1 = hky1,00 Par

hit1,00 = B iy Ny N + Akt Ak - A
et passer a ’étape k + 1.

On peut vérifier que les équations de I’étape k ne nécessitent la connais-
sance préalable que des h,, mentionnés a la page 72, au début de la rubrique
“Etape k”. Pour I’étape suivante, il conviendra de garder en mémoire les quan-
tités que voici.

o Les valeurs des hy;, pour ! variant de 2 & k4 1 et pour 1 + Ny + Ngy1 —
N;— Nj_1 < p < Ng + Niy4q (nous sommes censés les connaitre).

o Les valeurs des hg,1,, pour 14+ Np 4+ Ngpy — Ny <p< N+ Ni41 (méme
remarque).

Remarque. — En renversant l'ordre des calculs, on imagine aisément un
algorithme qui détermine les coefficients ¢, d’une série formelle, connaissant la
suite A et la famille a des coefficients de son développement en P-fraction.

2.6.3 Etude du nombre de divisions.

Durant 1’étape k, I’algorithme effectue Ny + 1 divisions : les Ny premieres sont
nécessaires au calcul des aj; par la formule (2.35), et la derniére sert a cal-
culer A\g41 grace a (2.36).

Notons ¢(n) le nombre de divisions effectuées par 1’algorithme apres la lec-
ture des coefficients ¢, ...,c, de la série f (nous ne tenons pas compte ici des
coefficients c;, ..., co). L’étude attentive de I’algorithme fournit les valeurs sui-
vantes, dans lesquelles 1 < ¢ < Ni et 1 < j < Niqa.

n $(n)
2(Na+++Ng—1)+Nk k—1+Ny+-+Ny_1=k-142- Tk
2(N1+-++4Ng—1)+Nr+i k—14+Ni+-+Ng_y+i=k-1+5— Ebz-——'
2(N14++Ng_1)+Ng+Ni+5 | k=14+Ni+-4Np_1+Np=k-1+5 - L

Les inégalités satisfaites par ¢ et j conduisent alors a I’encadrement :

k14 ™ max{ N, Nx41}

2 2

valable pour My < n < Mgy, c’est-a-dire 2(Ny + ++-+ Ny—1) + Ny < n <
2(Ny + ++++ Ni) + Niy1. Puisque les N sont des entiers strictement positifs,

<@m)<k-1+3, (2.37)
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nous avons k — 1 < Ny + -+ Ny < % et, par conséquent, la majoration
suivante est toujours valable :

Vo, ¢(n)<n-1.

Nous pensons que cette majoration donne une idée de la stabilité numérique
de notre algorithme. Ce nombre n est & rapprocher du nombre de divisions
qu’effectue le qd-algorithme, de I’ordr e de n%. Examinons pour terminer trois cas
particuliers, qui montrent des comportements asymptotiques distincts pour ¢(n).

1. Le cas des fraction de Jacobi, pour lequel la suite N est constante et vaut
1. Nous avons alors

¢(n)=n—17

et nous retrouvons un des résultats obtenus par Viennot [84].

2. Le cas ou les nombres Ny sont bornés : 1 < A < N < B < 0. les
inégalités (2.37) montrent que nous avons, 3 un terme constant pres :

n

(3) s <3 (103).

3. Le cas ou Ny ~ k% pour un nombre réel strictement positif a. Nous
déduisons de (2.37) le comportement suivant :

¢(n):§+o(no++f) N—g.



Chapitre 3

Approximants de Padé en
deux points et T-fractions

La lettre K désigne un corps commutatif dont les éléments sont appelés les
scalaires.

3.1 Introduction.

La notion d’approzimant de Padé en deuz points est née du probléme consis-
tant & approcher une fonction par une fraction rationnelle, a la fois au voisinage
de zéro et de l'infini. Une partie des coefficients de cette fraction rationnelle
est utilisée pour faire coincider son développement de Taylor avec celui de
la fonction, alors que les autres coefficients servent & faire coincider les deux
développements asymptotiques.

Définition 41.— Soient A un élément de K[[t]] et B un élément de K[[t™!]]
ayant respectivement les formes :

Alt)=co+ > eat™ et B)= Y cat®, (3.1)

n>1 n<-1

avec ¢g # 0. Une fraction rationnelle F(t) = % est un approximant de Padé
en deuz points d’ordre k du couple (A, B) si les trois conditions suivantes sont
réalisées.

(i) Les degrés des polynémes P et Q vérifient

deg(P)<k-1 et deg(@)<k. (3.2)
(ii) Ent = 0, on a l’approzimation
A(t) = F(t) + ot (33)

c’est-a-dire que les coefficients du développement de Taylor de F en 0 et ceuz de
A coincident jusqu’a la puissance k de la variable t.

79
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(iii) Ent = oo, on a lapprorimation
B(t) = F(t) + o(t~*-1) (3.4)

c’est-a-dire que les coefficients du développement asymptotique de F' en oo et
ceuz de B coincident jusqu’d la puissance k — 1 de %

On trouvera, a la page 92, un exemple illustrant cette définition, qui porte sur
une fonction réelle d’une variable réelle.

Comme ’ont démontré McCabe, Murphy [64] et Jones, Thron [54], les ré-
duites des T-fractions fournissent des approximants de Padé en deux points. En
appliquant les résultats du premier chapitre aux arbres en forme de peigne, nous
présentons a la section 3.2 un modéle combinatoire pour les fractions continues
de Thron [78], ou T-fractions, qui s’écrivent sous la forme

Ao At At
1—bit— 1—bot— 1 —bgyrt—

(3.5)

Nous appelons aussi T-fraction une fraction continue obtenue a partir de
Pexpression (3.5) en remplacant la constante Ag par le mondéme Agt. La notion
de T-fraction duale d’une T-fraction apparait alors naturellement comme la série
génératrice de certains chemins valués sur un arbre en forme de brosse.

Nous montrons en section 3.4 comment ’on peut, grace a la notion de dé-
ploiement introduite au premier chapitre, donner un algorithme développement
de deux séries formelles en T-fractions duales. A notre connaissance cet algo-
rithme est nouveau, et il permet le calcul des approximants de Padé en deux
points.

Par ailleurs, en nous inspirant de I’algorithme quotient différence de Rutis-
hauser [73, 53] et de son interprétation combinatoire par Viennot [84, 87], nous
décrivons & la section 3.5 un algorithme transformant une T-fraction en une
fraction de Jacobi ou de Stieltjes.

En section 3.6, nous interprétons combinatoirement des développements en
T-fraction relatifs & certaines séries hypergéométriques et a leurs g-analogues.
Nous retrouvons ainsi des résultats de Dumont, Kreweras [33] et Zeng [91].
L’interprétation repose sur une bijection entre permutations et certaines histoires
combinatoires. Cette nouvelle bijection joue, pour les T-fractions, le méme role
que celle de Francon et Viennot [42] pour les fractions de Jacobi et que celle de
Foata et Zeilberger [40] pour les fractions de Stieltjes [30].

La notion de dualité pour les T-fractions souléve de nouveaux problémes
d’énumération. Deux exemples en sont donnés & la section 3.7, qui conduisent
3 de surprenants rapprochements relatifs aux séries génératrices de figures pla-
naires appelés polyominos.
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3.2 Le modéle combinatoire.

3.2.1 Peigne et T-fractions.

Nous appelons arbre en forme de peigne, ou plus brievement peigne, I’arbre
binaire infini dont tous les enfants gauches sont des feuilles. Nous le notons T’
dans tout ce chapitre. Nous appelons 7 sa racine, rq,...7,,... les descendants
a droite successifs de la racine et, pour tout entier non nul =, nous appelons f,
P’enfant a gauche de 7, : voir la figure 3.1.

To

w = (7‘0,”‘1,f2,7‘1,7‘2,7‘1,f2,7‘1,7‘0,f1,7‘0) )
A1 v(w) = 1X1xXbyXx1XA2X1XbyxXA X1Xby,
= AAghibl.

T4

fa

Figure 3.1: I’arbre infini en forme de peigne et la valuation d’un chemin.

Nous considérons des chemins sans boucle sur T, c’est-a-dire des suites de
sommets (Sg, 81, ..,5,) de T, telles que s;;1 soit le parent ou bien I’enfant de
s;, pour 0 < 7 < n— 1. En particulier, deux sommets consécutifs sont distincts,
ce qui justifie le qualificatif “sans boucle”.

Si w = (80,81,-..,5) est un tel chemin, ’entier n est sa longueur, que ’on
note aussi |w|; le sommet so est son origine et le sommet s, est son arrivée,
et ces deux sommets sont les eztrémités de w. Enfin, les couples (s;, si+1) pour
0 <1< n-—1sontles pas de w.

Le produit de deux chemins dont I’arrivée du premier est égale a l’origine du
second est défini comme la mise bout & bout de leurs sommets. Un chemin de
longueur strictement positive apparait alors comme le produit de ses pas. Un
pas (i, Si+1) s’€loigne de la racine si s;;; est I’enfant de s; et s’en rapproche
dans le cas contraire.
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Nous convenons que le symbole A, (resp. b,,) désigne la valuation de I’aréte
{Tn-1,7n} (resp. de aréte {r,_1, fn}) : cette convention est un abus de notation
par rapport au premier chapitre, dans lequel les lettres b dénotaient les valuations
des sommets.

La valuation d’un pas £ est définie par

1 si & s’éloigne de la racine ,
v(€) =< A siéestlepas (r,riz1), (3.6)
b; si ¢ estle pas (fi,ri—1).

Enfin, la valuation d’un chemin de longueur nulle vaut 1 et celle d’un chemin
w = (80,-.-,8,) de longueur strictement positive est le produit des valuations
de ses pas :

n—1
v(w) = H V(Siy Sit1) - (3.7)
1=0
Toutes ces définitions sont illustrées par la figure 3.1.

Conformément & la définition 21 du premier chapitre, I’arbre partiel d’or-
dre k, noté T}, est I’arbre déduit de T en effacant les sommets r; et f; pour
1 > k ainsi que les arétes adjacentes a ces sommets.

Nous appelons respectivement f(X,b;t) et fi(A,b;t) les séries génératrices
des chemins sur T et sur T4, dont les extrémités sont égales a la racine 7o :

bty = Ao 3 v, (38)
wsurT

fnbit) = do Y vkt (3.9)
w sur Tkqq

Nous abrégons ces notations en f(t) et fi(t) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur
les suites A = (Ag)r>0 et b = (bx)k>1 et nous parlons de situation générique ou
de cas générique lorsque K est le corps des frations rationnelles Q(A,b).

Voici les premiers termes de la série f(t) :

F(@) = Ao+ Ao(A1 4 b1)t 4+ Xo(AZ + 20161 + AT + Ao + Apbg)t2 + -+ -

Désormais, le terme chemin sur U désigne un chemin sans boucle sur I’arbre
U dont les extrémités sont égales 4 la racine de U. La proposition suivante donne
un développement de f(t) en T-fraction.

Proposition 42.— 1) La série f(t) donnée par l’ezpression (3.9) est une frac-
tion rationnelle et admet le développement en T-fraction suivant :

X At Y,
fe®) =12 bii— 1—bgt— 1 — bpt— Mgt

(3.10)
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Le degré de son numérateur est inférieur ou égal ¢ k — 1 et celui de son déno-
minateur est inférieur ou égal a k. Ces inégalités sont des égalités dans le cas
générique.

2) L’approzimation suivante en t = 0 est vérifiée :

£(8) = fi(t) +o(t") . (3-11)

En d’autres termes, les séries f et fi coincident jusqu’d la puissance k. Cette
approzimation est optimale dans le cas générique.

3) La série f(t) donnée par lexpression (3.8) admet le développement suivant
en T-fraction :

)\0 /\1t ‘ /\kt
1—bit— 1—byt— 1= bppat—

f(t) = (3.12)

Démonstration : 1) notons é le décalage a gauche défini sur I’ensemble des
suites : si @ = (an)n>o0 est une suite, le n-iétme terme de la suite da est an4;.
Désignons par éf(A,b;t), ou plus simplement §f(t), la série formelle f(6A, &;1).
Cette série admet l'interprétation combinatoire suivante :

5 (1) = M 3 w(w)ts

ol la somme porte sur les chemins sur le sous-arbre de T issu du sommet 7;.
Vu la structure récursive de I’arbre T et en vertu du théoréme 23 du premier
chapitre, on obtient

Ao
fbt) = 1 — byt —t6f (A, b5t)°
- At ’
1 -0yt -
VT — bt — t6%(, ;1)
X Mt At .
- 1- blt-— 1- bgt— 1- bk+1 - t6k+1f()\,b; t)

La série fi(t) s’obtenant & partir de la série f(t) en substituant Agy1 et bryq
par 0, la propriété 1 de la proposition résulte des égalités ci-dessus.

2) L’ensemble des chemins sur 7" de longueur inférieure ou égale a 2k coincide
avec I’ensemble des chemins sur Tk4; de longueur inférieure ou égale a 2k (rap-
pelons que T4 est le sous arbre de T constitué des sommets ro, ..., 7k, f1,..., f&
et de leurs arétes adjacentes).

En revanche, I’ensemble des chemins sur T' de longueur 2k+2 contient exacte-
ment deux chemins de plus que ’ensemble des chemins sur T+ de longueur 2k +
2 : il s’agit des chemins allant de la racine rg au sommet 7 par k pas, faisant un
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aller et retour de 7 & k41 ou bien de rx & fk, puis revenant a la racine par k
pas. Nous en déduisons que

f(t) = fk(t) +A1.. ')‘k(’\k-l-l + bk)tk+l 4+

L’approximation (3.11) et son caractére optimal s’en déduisent.

3) Cela résulte de la convergence formelle de fi vers f.
a

Remarque. — Le calcul des degrés pour fi et le caractére optimal de
I’approximation (3.11) montrent que la réduite fx(t) n’est pas en général un
approximant de Padé de la série f(t).

3.2.2 Chemins de Dyck et T-fractions.

Déploiement des chemins sur le peigne. Nous conservons les deux suites
A = (Ap)ko et b = (bg)k>1 définies précédemment et nous fixons une suite
B = (Br)k>1 dans le corps K. Nous nous proposons, en nous inspirant de la
section 1.2 du premier chapitre, de décrire un déploiement des chemins sur le
peigne susceptible de conduire & un algorithme de développement en T-fraction.

Nous rappelons de fagon imagée ce que nous appelons un déploiement : il
s’agit d’une “version bidimensionnelle” d’un ensemble de chemins sur un arbre
donné. La premiére dimension (celle des abscisses) représente le temps discret de
la succession des sommets, alors que la seconde dimension (celle des ordonnées)
représente la position des sommets dans ’arbre. Nous précisons ci-apres ce que
nous entendons par pic, creux et couple de pas associés dans un chemin de Dyck
de la définition 2.

Définition 43.— Soit w un chemin de Dyck.

1) Un pic de w est un sommet commun d un pas montant et un pas descen-
dant consécutifs dans cet ordre.

2) Un creux de w est un sommet commun d un pas descendant et un pas
montant consécutifs dans cet ordre.

3) Un couple de pas associés de w est un couple constitué d’un pas montant
¢ et d’un pas descendant € tels qu’il existe un chemin de Dyck 7 vérifiant la
propriété suivante : le chemin w admet la factorisation w = afnép.

La figure 3.2 illustre ces définitions.

Soit £ un pas d’un chemin de Dyck w de longueur non nulle. Soit £ le niveau
de &, c’est-a-dire ’ordonnée de son premier sommet (on dit aussi que £ est issu
du niveau k). Nous définissons ainsi la valuation de £, notée encore par la lettre
v:

1 i & est un pas montant,
v(f) = { Bk si € est un pas descendant et est adjacent a un pic,

Ar si & est un pas descendant et n’est pas adjacent a un pic.
(3.13)
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@® : un pic;

W @ un Creux;

7 < :\ : deux pas associés.

Y

& . O

Figure 3.2: pics, creux et pas associés d’un chemin de Dyck.

La valuation du chemin de Dyck w, encore notée v(w), est par définition le
produit des valuations de ses pas.

La série génératrice des chemins de Dyck ainsi valués est

DA, Bit) = Ao Y v(w)t's (3.14)

ot la somme porte sur tous les chemins de Dyck. Nous abrégeons parfois cette
série en D(t) s’il n’y a pas d’ambiguité. Enfin, nous posons

DiMBi)=h 3 w(wW)tS . (3.15)

w borné au niveau k

C’est la série génératrice des chemins de Dyck dont le niveau des sommets est
inférieur ou égal & k. Nous I’abrégeons parfois en Dy(?).

Proposition 44.— 1) La série Di(t) donnée par lexpression (3.15) est une
fraction rationnelle et elle vaut :

Ao At o Agp_1t )
1—(B1—AM)t— 1- (B2 — A2)t— 1 —(Br — Ak)t — At

Le degré du numérateur de Dy(t) est inférieur ou égal @ k — 1 et celui de son
dénominateur est inférieur ou égal a k. Ces inégalités sont des égalités dans le
cas générique.

2) L’approzimation suivante est vérifi¢e ent =0 :

Di(t) = (3.16)

D(t) = Di(t) + o(tF) . (3.17)

En d’autres termes, les séries D et Dy coincident jusqu’a la puissance k. Cette
approzimation est optimale dans le cas générique.
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3) La série D(t) définie par Pezpression (3.14) admet le développement en
T-fraction :
)\0 )\1t . Ak_lt )
1—(B1—M)t— 1=(B2—Aa)t—  1—=(Br— M)t — Axt

Démonstration : nous notons & nouveau § le décalage ¢ gauche défini sur
Pensemble des suites : si @ = (an)s>0 est une suite, le nitme terme de la suite
& est an41. Nous désignons par éD(A,b;t), ou plus simplement éD(t), la série
formelle D(é\, &;t). La décomposition et la factorisation imagées ci-dessous

0

se traduisent sur les séries génératrices par I’équation fonctionnelle suivante :
1
A

D(t) = .+ (3.18)

D(A, B;t) = Ao + B1tD(A, B 8) + At [ éD(A, B;t) — 1] D(X,B;t).  (3.19)

Cette équation se réécrit
Ao
1= (B1— M)t —téD(A, ;1)
et fournit le développement (3.16) par itération, puis substitution de Agy; et

Br+1 par zéro.
Les points 2 et 3 s’établissent ensuite comme pour la proposition 42.

D(X, B;t) =

O

Nous voyons maintenant le lien entre les séries f(t) donnée par (3.8) et D(t)
donnée par (3.14) : elles sont égales si by = Br— A pour tout k > 1. De plus, cette
condition est nécessaire dans le cas générique. C’est en ce sens que nous pouvons
dire que les chemins de Dyck, valués comme l'indique ’expression (3.13), sont un
déploiement des chemins sur le peigne, valués comme I’indique I’expression (3.6).

3.2.3 Les problémes de ’existence et de ’unicité d’un dévelop-
pement en T-fraction.

Soit f(t) = Y_,>0 cnt™ une série formelle. Nous cherchons deux suites A et § de
scalaires telles que f(t) = D(),(;t). La proposition 44 nous dit alors que les
k + 1 premiers coefficients de Di(t) et de f(t) sont égaux.

Ecrire de telles égalités, c’est écrire k + 1 équations dont les inconnues sont
au nombre de 2k : il s’agit de Ao, ..., \k—1,01,--.,0k. Bien que les équations en
question ne soient pas linéaires, on peut avancer I’hypothése que ce probleme
admet plus d’une solution. L’interprétation de D(t) et de D(t) en termes de
séries génératrices de chemins de Dyck valués permet de démontrer le résultat
plus précis suivant.



87

Proposition 45.— Soit f(t) = 3,59 cnt™ € K[[t]] avec co # 0.
Pour toute suite (/\n)nzl de scalaires tous non nuls, il existe un unique Ao et
une unique suite de scalaires (Bn)n>1 tels que f(t) admette le développement
sutvant :
£(t) = Ao At Akt
1= (B1—A)t— 1=1(B2 — Ag)t— 1= (Brt1 — A1 )t—

autrement dit, tels que f(t) = D(], B;1).

Démonstration : soit (A;)n>1 une suite de scalaires tous non nuls. Si f(t) =
D(}, B;1), nous avons nécessairement Ao = ¢ # 0. Nous raisonnons ensuite par
récurrence sur n pour prouver que chaque 3, existe et est unique.

o Lorsque Ag = cg # 0 est connu, il existe évidemment un et un seul 8, € K
tel que

1 = /\0 Z ’U(U)) = /\Oﬂl .

|w|=2
e Supposons déterminés fy,...0, tels que

Vke{l,...,n}, c=2Xo Z v(w).

|w|=2k

Il existe un seul chemin de Dyck de longueur 2n + 2 dont la valuation fait
intervenir B4, :il s’agit du chemin en forme de chevron, constitué de n+1
pas montants suivis de n 4 1 pas descendants. L’équation d’inconnue 3,1

Cnt+l = )\0 Z v(w)

|w|=2n+2

se réécrit alors sous la forme c,4+1 = Bry1An . - - A1 Ao + termes connus. Elle
admet une unique solution car les A sont tous non nuls.

Nous notons Y D’application ainsi définie :

T (x\{opN — ¢
. ()‘n)nzl - ((/\n)nzo,(ﬂn)nzl)v

arrivant dans I’ensemble des développements en T-fraction de f(t), c’est-a-dire
Pensemble des couples (A, 3) de suites de scalaires telles que f(t) = D(A,S,1).
Cette application est évidemment injective. De plus, si f n’est pas rationnelle,
il est clair que ses développements en T-fractions ne font pas intervenir de A,
nul. L’application T est donc bijective dans ce cas.

La question suivante vient alors immédiatement a D’esprit : si f est une
fraction rationnelle, T est-elle encore bijective ou bien existe-t-il, comme cela se
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produit pour beaucoup d’autres classes de fractions continues, un développement
fini de f en T-fraction? Répondre & cette question n’est pas aussi simple que
cela parait.

On peut se reporter pour cela & Lange [60], ot 'auteur prouve (théoréme
2.4) existence d’un unique développement fini en §-fraction réguliére pour toute
fraction rationnelle appartenant & C(t). Une d-fraction est, suivant Lange, une
fraction continue de la forme

dqt dat . dit -
1—61t4+ 1 - 628+ 1 — 6xt+

by — 6ot + . (3.20)
ol by et les di sont des nombres complexes, et ot ; € {0,1}. La é-fraction (3.20)
est dite réguliére si dy4q = 1 pour tout k tel que 6 = 1.

On peut vérifier que la démonstration fournie dans [60] s’étend de € a un
corps commutatif K quelconque. Les §-fractions (ou plus exactement leurs in-
verses) étant une sous-famille des T-fractions, nous pouvons conclure : I’appli-
cation T n’est pas bijective lorsque f est rationnelle.

Nous résumons les résultats de cette étude de la maniére suivante. Soit f =
> >0 Cnt™ avec ¢ # 0.

e Supposons que le corps K soit Z/27L. L’ensemble (K \{0})]N est un sin-
gleton : son seul élément est la suite constante égale a 1. De plus, toutes
les §-fractions sont régulieres. Alors

— si f est rationnelle, elle admet exactement deux développements en
T-fraction : I’un est fini, ’autre est infini;

— sinon, elle admet un et un seul développement en T-fraction, qui est
infini.

e Supposons que le corps K ne soit pas Z/27.. Alors toute série formelle
3 coefficients dans K admet une infinité de développements infinis en T-
fractions. Si f est rationnelle, elle admet en outre un développement fini :
c’est le résultat de Lange (on peut en fait adapter sa démonstration au cas
des é-fractions quelconques et montrer qu’une fraction rationnelle admet
une infinité de développements finis en T-fraction).

Nous allons maintenant illustrer les définitions des T-fractions par deux ex-
emples.

3.2.4 L’exemple des histoires d’Hermite restreintes.

Ce paragraphe est consacré & un développement en T-fraction d’une série gé-
nératrice sur laquelle nous reviendrons a la section 3.6. Nous donnons a cette oc-
casion la définition de certaines histoires, notion introduite par Flajolet, Francon,
Viennot et Vuillemin dans [38, 42]. Cette notion joue un réle essentiel dans la
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théorie combinatoire des polynémes orthogonaux développée par Viennot dans
[84, 85].

Définition 46.— 1) Une histoire d’Hermite est un couple (w,p) formé d’un
chemin de Dyck w et d’un 2n-uplet p = (p1,...,P2n) de nombres entiers, appelés
choix. La valeur de p; dépend du i-éme pas §; de w, de la fagcon suivante :

(3.21)

_J1 st & est un pas montant,
pi= 1,2,...0uk sié&; est un pas descendant issu du niveau k.

2) Une histoire d’Hermite est restreinte si elle vérifie la condition supplé-
mentaire suivante : pour tout pas descendant &; adjacent a un pic, le choiz p;
vaut 1.

La longueur d’une histoire d’Hermite est par définition celle de son chemin
de Dyck. Ces objets combinatoires sont appelés ainsi a cause de leurs liens
avec les polynomes d’Hermite. En particulier, le nombre d’histoires d’Hermite
de longueur 2n est égal au moment d’ordre 2n des polynémes d’Hermite : cf.
la monographie [84]. En d’autres termes, le nombre d’histoires d’Hermite de
longueur 2n est p, = 1 X3 X ---X(2n —1), qui est aussi le nombre d’involutions
sans points fixes sur 2n éléments.

Au vu de la définition 46 et d’aprés la proposition 44, ce nombre est aussi
égal au coefficient de t™ dans la série D(A, 3;t), dans laquelle les suites sont
données par A\g = 1 et Ay = Bx = k pour tout entier £ > 1. La fraction continue
de Thron correspondante se réduit alors a une fraction continue de Stieltjes et
I’on retrouve le résultat bien connu que voici :

1 1t 2t
Sig, = 1x3X%:--x(2n+1), alors Z“” =—j—_—1—_---1k—i----(322)
n>0

Voyons maintenant ce qu’il en est pour les histoires d’Hermite restreintes,
qui conduisent a un développement en T-fraction non dégénéré, c’est-a-dire pour
lequel les suites A et § sont distinctes.

D’aprés la définition 46 et la proposition 44, le nombre h,, d’histoires d’Her-
mite restreintes de longueur 2n est le coefficient de t™ dans D(A, 3;t), ot Ao =
1, A\r = k et Br = 1 pour tout entier k¥ > 1. La série génératrice des histoires
d’Hermite restreintes H(t) = Y ,5¢ hnt" admet donc le développement en T-
fraction suivant : -

1 1t 2t kt
14+0t— 1+ 14— 1+2t— 1+ kt—

Voici les nombres h,, pour les premieres valeurs de n :

1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, ... .

H(t) = (3.23)

Il est tentant de conjecturer que h, = n!. Cette égalité est démontrée “algorith-
miquement” & la section 3.5 et “bijectivement” & la section 3.6.
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p=(1,1,1,1,2 1 1,1 1, 1,1,1,3 3 21)

b ’ b , ) b b , b ,

Figure 3.3: une histoire d’Hermite (w, p) restreinte.

3.2.5 Un quotient lié 4 la fonction hypergéométrique de Gauss.

Cooper, Jones et Magnus [19] ont explicité un développement en T-fraction
d’un quotient de Gauss de deux fonctions hypergéométriques ordinaires 2 Fj.
Nous donnons ici un g-analogue de leur résultat. Rappelons tout d’abord que
la factorielle montante (a), est I’expression a(a + 1)...(a + n — 1). La fonction

hypergéométrique de Gauss 2 F} ( | t) est définie par

2Fy (a;b ‘ t) v (@ B (3.24)

=0 (¢)n n!

Les notations [a;q], et [a;g],! désignent respectivement un g-analogue de
a+n —1 et un g-analogue de la factorielle montante (a), :

H 1 sin=0,
&« ) - a sin=1, (3.25)
atg+ gt sin>2,
1 sin=20
a:ql.! = . ’ 3.26
434l {[a;q]l[a;q]r“[a;q]n sin1. (3:20)

Mentionnons enfin deux identités élémentaires :

[ag—g;qln! = ¢"(a—1)[a;glna! pourn>1, (3.27)
. | .
[§+1;q] ! = % pourn > 0. (3.28)
n

Un g¢-analogue naturel de 2 F; est la fonction suivante :

[a; gla! [b5 qln! 2"
2Ql< 6’ ) ,;, [e;ala! (L4t (3.29)
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théorie combinatoire des polyndémes orthogonaux développée par Viennot dans
(84, 85].

Définition 46.— 1) Une histoire d’Hermite est un couple (w,p) formé d’un
chemin de Dyck w et d’un 2n-uplet p = (py,...,P2n) de nombres entiers, appelés
choix. La valeur de p; dépend du i-éme pas §; de w, de la fagon suivante :

& est tant
pi= { 1 st & est un pas montant, (3.21)

1,2,...0ouk si&; est un pas descendant issu du niveau k.

2) Une histoire d’Hermite est restreinte si elle vérifie la condition supplé-
mentaire suivante : pour tout pas descendant &; adjacent a un pic, le choiz p;
vaut 1.

La longueur d’une histoire d’Hermite est par définition celle de son chemin
de Dyck. Ces objets combinatoires sont appelés ainsi a cause de leurs liens
avec les polynémes d’Hermite. En particulier, le nombre d’histoires d’Hermite
de longueur 2n est égal au moment d’ordre 2n des polyndomes d’Hermite : cf.
la monographie [84]. En d’autres termes, le nombre d’histoires d’Hermite de
longueur 27 est g, = 1 X3 X ---X(2n —1), qui est aussi le nombre d’involutions
sans points fixes sur 2n éléments.

Au vu de la définition 46 et d’apres la proposition 44, ce nombre est aussi
égal au coefficient de t™ dans la série D(A, 3;t), dans laquelle les suites sont
données par A\g = 1 et Ay = B = k pour tout entier k¥ > 1. La fraction continue
de Thron correspondante se réduit alors & une fraction continue de Stieltjes et
I’on retrouve le résultat bien connu que voici :

1 1t 2t kt

Siphy, = 1x3%+--x(2n+1), alors Zuntnzl—_l—_l__...l___....(&ﬂ)
n>0

Voyons maintenant ce qu’il en est pour les histoires d’Hermite restreintes,
qui conduisent a un développement en T-fraction non dégénéré, c’est-a-dire pour
lequel les suites A et 8 sont distinctes.

D’apres la définition 46 et la proposition 44, le nombre h,, d’histoires d’Her-
mite restreintes de longueur 2n est le coefficient de ¢t dans D(A,§;t), ou Ag =
1, A\ = k et B = 1 pour tout entier £ > 1. La série génératrice des histoires
d’Hermite restreintes H(t) = 3,50 hnt™ admet donc le développement en T-
fraction suivant : -

1 1t 2t kt
1+0t— 1+ 16— 14+2t— 1+ kt—

Voici les nombres h, pour les premieres valeurs de n :

1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, ... .

H(t) = (3.23)

Il est tentant de conjecturer que h, = n!. Cette égalité est démontrée “algorith-
miquement” 3 la section 3.5 et “bijectivement” a la section 3.6.
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Figure 3.3: une histoire d’Hermite (w, p) restreinte.

3.2.5 TUn quotient lié & la fonction hypergéométrique de Gauss.

Cooper, Jones et Magnus [19] ont explicité un développement en T-fraction
d’un quotient de Gauss de deux fonctions hypergéométriques ordinaires 5 Fj.
Nous donnons ici un g-analogue de leur résultat. Rappelons tout d’abord que
la factorielle montante (a), est 'expression a(a + 1)...(a + n — 1). La fonction

hypergéométrique de Gauss 2 F3 (“c’bl t) est définie par

2F1(a;b‘t)=zw)—" e, (3.24)

% (e

Les notations [a;¢], et [a;g]n! désignent respectivement un g-analogue de
a+n — 1 et un g-analogue de la factorielle montante (@), :

1 sin=0,
la;q)n = a sin=1, (3.25)
at+q+---+q"! sin>2,
1 sin=0
a:ql,! = ) ’ 3.26
93 gl { [a; qli[a; )z --[a;q)n sim>1. (3.26)
Mentionnons enfin deux identités élémentaires :
[ag — ¢;qln! = ¢"(a—1)[a;gln—a! pourn2>1, (3:27)
a [a; glnt+1! '
-+1; ] ! = 2227 pourn >0. 3.28
[q 1 n aq™ (3.28)

Un g-analogue naturel de 2 Fj est la fonction suivante :

291(a,b
c

L) - laidatbigla! "t
"”)‘E, [;gla! 15 gla! (3:29)
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On prendra garde a ne pas confondre [a;q],! avec (a;q),, qui désigne le
produit [T*-4(1 — aq') : il n’existe en effet pas de relation simple entre ces deux
quantités, a ’exception du cas ou a = 1. Alors nous avons (1 — ¢)"[1;4],! =
(¢; ©)n, et 'on retrouve dans ce cas le g-analogue usuel de la factorielle n!.

Lemme 47.— La fonction ,; vérifie l’identité

b -1
b AR )
291(aé lq;t) N a=-b b(c—a)tzﬂl( e
,bg — B -1 -1 ab| .
.0 (acqq_ qqlq; t) c c(e—1) L0, ( ; t)

Démonstration : il s’agit de prouver que

a—b ble—a), o a,2+1 a,bg —q
INREDPLCT ) (), 030
2{ly = 284 ( 1) (:+1 )+21 cq—gq q ( )

ol ’on a omis de préciser les variables lorsque celles-ci valent a, b, q et t. Les ter-
mes constants des deux membres de 1’égalité (3.30) sont égaux et valent 1. Pour
n > 1, le coefficient de t” du membre de droite vaut, d’apres les relations (3.27)
et (3.28):

a=b [a;9)n—1![big]n—1! + b(c"a) [a’q]"_l'[ +1’q]"_ + ;2]n! [bg—g;q]n!
c=1 [cigln—1'[ligla—a? 7 ele—1) [Z+1iq]n- 1'[1,q]n 1! Icq—q;q n![1q]n!
_ a=b Ia,QIn—l-!byqln—l b(c—a) | iq)n—1! Ib,qln c a;q]n! [big]ln—1! b—1
T -1 [gala-a!tign—1? T c(c=1) [eig)n![1ig]n-1! cigln—1![1ig]n! c-1
—  [aigln=1[bigln-1! (@ . . . . b=17,,. .
= L[i"a;—rfl—q]':u— (z:f[C, qln[l; gl + £=5 (53 glnl1; gln + 2= (05 glnles ‘I]n) .

En écrivant que c—a = (¢—1)+(1—a) et que [¢; ¢]n = ¢c—1+[1; g]», on montre
que le terme entre parenthéses du produit ci-dessus est égal a

(a —b)[1; gl + 222[1; q)2 + [b; gla[1; q]n
+122[b; Jn[1; gl + (b — 1)[a; gJn + 165 qln[1; g

En regroupant le premier, le troisiéme et le cinquieme terme de cette somme
d’une part, et le deuxiéme, le quatrieéme et le sixiéme terme d’autre part, nous
obtenons :

(@i lofB5ln + L% (@ = B)[L, o + (1= @)bi gl + b~ Diai ]
= [a; qalb; qln + 22 a([1; q]n — [5; q]n) + B([a; g)n — [15 a)n) + [65 ) — [1; )|,

= [a; g)alb; gl + 222 a(1 = b) + b(a - 1)+b—a],
= [a; q]n[b; q]n -

Finalement le coefficient de t* du membre de droite de I’égalité (3.30) vaut

E—Z’% , qui est le coefficient de t™ de 2§24 ( )
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28 ( a.c,b q;t)

bg—
2 ac’q({_qq q;t

Proposition 48.— Le quotient de Gauss admet le développe-

ment (3.18)‘ en T-fraction dont les coefficients sont donnés par Ao = 1 et, pour
tout k > 1 :

e gl — ag®!
/\k = [b) q]k [C; Q]k—l[c; q]k ) (331)
B = a2 (3.32)

[c; le—alei ali

Démonstration : il suffit de constater que l'itération de l'identité du lemme 47
— en substituant a chaque étape g +1labet § +1 a ¢ — conduit a la T-fraction

voulue.
a

3.3 Approximants de Padé en deux points.

3.3.1 Introduction

Nous avons vu au paragraphe 3.2.3 que, si le corps K est différent de 7ZZ/27Z, une
série formelle de terme constant non nul admet une infinité de développements en
T-fraction, et nous avons lié ce phénomeéne au “défaut d’approximation” exprimé
par les relations (3.11) et (3.17). Les contraintes permettant de déterminer de
facon unique une T-fraction ont été explicitées par McCabe et Murphy [64] en
1976, puis Jones et Thron [54] en 1977, qui ont établi le lien entre ce probleme et
la théorie des approximants de Padé en deux points. Nous allons retrouver ce lien
de fagon combinatoire. On peut se reporter a (7, 32, 55] pour une présentation
compléte des approximants de Padé en deux points.

Nous adoptons les notations de la définition 41. Soit F' = % un approximant
de Padé en deux point d’ordre k£ du couple de séries formelles (A, B). Nous sup-
posons que le terme constant de @ est 1 lorsque nous parlons du dénominateur
et du numérateur de F. Nous rappelons qu’une fraction rationnelle F' = P/Q,
vérifiant la condition (3.2), est un approximant de Padé d’une série 5 € K[[t]]
si §(t) = F(t) + o(t*~ 1) en t = 0.

Exemple. — Soit h I’application définie sur R\[-3, —3%/5] par

1+2t
Alt) = V1o
Nous notons A (resp. B) le développement de Taylor en 0 de h (resp. son déve-

loppement asymptotique). Nous avons

Alt) = 1+t- %tz - %r"’ +o(t%);
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1
B(t) = T+ o(t™).
L’approximant de Padé [1/2], de h(t) existe et vaut ﬁ:t%-z- 11 satisfait par
définition ’approximation algébrique

A(t) = [1/2]a(t) = o(£)

ent = 0, et 'on peut vérifier qu’il fournit ’approximation uniforme suivante sur
R* :
sup;>olh(t) — [1/2]n(t)] = 0,467 a 1073 pres.

L’approximant de Padé en deux points d’ordre 2 du couple (A(t), B(?)) existe
et vaut FI1/2(t) = 4—:13';%. On I'obtient par exemple a I’aide de l’algorithme du
paragraphe 3.4. Il satisfait par définition les approximations algébriques suiv-

antes :

A(t) - FMA(1) = o(t?) ent=0;
B(t) - F/A(t) = o(t™!) ent=oo.

On peut en outre vérifier qu’il fournit une meilleure approximation uniforme
de h sur Rt que l’approximant de Padé ordinaire [1/2],. En effet, nous avons

supolh(t) — FI/2(t)] = 0,202 & 1072 prés.

Nous renvoyons le lecteur a Baker [7] pour les propriétés analytiques des approx-
imants de Padé en deux points.

3.3.2 Le lien entre T-fractions et approximants de Padé en deux
points.

Nous notons £ I’application qui, au couple de suites ((ux)r>0,(vk)r>1) de sca-
laires fait correspondre le couple de suites ((ux)k>0,(Vk — Uk)k>1)-

Nous supposons dans ce paragraphe que les trois suites de scalaires A =
(Ak)k>0, B = (Br)k>1 et b = (bg)k>1 sont liées par la relation L(A,8) = (A, b),
c’est-a-dire que by = Ay — B pour tout £ > 1. Nous supposons que les by sont
tous non nuls et nous posons by = —1.

Nous nous intéressons a la question suivante : les fractions rationnelles fi(?)
introduites au paragraphe 3.2.1 forment-elles la suite des approximants de Padé
en deux points d’un couple de séries formelles? A cette fin, nous allons examiner
le comportement de fi(t) au voisinage de l'infini en évaluant fi(t~1). Définissons
tout d’abord les deux suites 7 = (Y& )k>0 €t @ = (ax)r>0 par :

Tk (3.33)

ar = —- (3.34)
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Pulsque nous avons posé bg = —1 au début de ce paragraphe, nous avons 7y =
—-b-Q et ag = —1. Nous notons J ’application ainsi définie, qui envoie le couple
(A, b) sur le couple (,a). Enfin, le couple (y,a) est donné par :

(1,0)= (L7 0T o L) (A B). (3.35)

Remarquons que Papplication J — et par suite ’application L™ 0 7 o L —
est une involution. La relation ci-dessus est donc symétrique par rapport aux
couples (A, B) et (7, ). Voici écrites explicitement les formules de passage entre
les suites A et 3 d’une part, et les suites v et o d’autre part.

Ak
T = B = ) (Bret — Aer1)
Br+1 — Ae+1 + Ak

ar = ourk>1.
k (Br — Me)(Br41 — Ak41) POREE =

pour k> 1, (3.36)

Grace & I’expression (3.10) et aux notations (3.33) et (3.34), nous obtenons :

_ 7ot Mt Ve—2t Tr-1t
1) = , 3.37
fk( ) 1—ait— 1—agt— 1—-ag—1t— 14 %f —ait ( ] )

Nous voyons naturellement apparaitre une T-fraction dans I’expression ci-dessus.
Donnons de cette nouvelle T-fraction une interprétation combinatoire, analogue
a celle du paragraphe 3.2.1.

Pour cela, nous considérons l’arbre infini en forme de brosse, noté B, dont
les arétes sont valuées par v et a, comme il est indiqué sur la figure 3.4. Nous
déduisons des suites v et a une valuation pour les chemins sans boucle sur B,
avec les mémes régles que pour ’arbre en forme de peigne T' (nous renvoyons le
lecteur & I’expression (3.6) et (3.7) pour une explication de ces regles).

Pour éviter la confusion avec la valuation v définie sur I’ensemble des chemins
sur ’arbre T, nous notons v* la valuation des chemins sans boucle sur B.

Rappel. — Conformément 3 la définition 22 du premier chapitre, un chemin
sur un arbre U (sans boucle, dont les extrémités sont égales a la racine r de U)
est dit premier si les seuls sommets égaux & r sont ses extrémités.

Nous appelons g(7,a;t) la série génératrice des chemins valués par v* et
premiers sur B, donnée par :

gmet)= S v, (3.38)

w premtier sur B
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So

= (30’31’3%33, h4,33,$2,h3,82,31,80) )
I1X1IX1X1XazXyaX1Xags X791 X%,

= 707172a203 .

v*(w)

I

S1

ha

S4

hy

Figure 3.4: ’arbre infini en forme de brosse et la valuation d’un chemin premier.

Enfin, pour k¥ > 1, nous désignons par gx(y, @;t) la série formelle

gr(7,05t) = > v*(w)t]%l : (3.39)

w premier sur By 1

Rappelons a cette occasion que By est le sous-arbre de B obtenu en effacant
les sommets s; et h; pour ¢ > k41 ainsi que les arétes adjacents & ces sommets.
L’interprétation de g et de gx en termes de séries génératrices de chemins fournit,
comme a la proposition 42, les trois résultats suivants.

1. La série gx(t) donnée par (3.39) est une fraction rationnelle et elle admet
le développement suivant en T-fraction :

Yot nt Yk—2t . (3.40)
—ait— 1 —aqt— 1—ag_1t — yr-1t )

gk(t) = 1

2. L’approximation suivante est vérifiée au voisinage det = 0 :

g(t) = gi(t) + o(tF). (3.41)
3. La série g(t) donnée par (3.38) admet le développement suivant en T-
fraction :
Yot 71t Yi—at
1) = 49
9(t) 1—ait— 1-— aqt— 1—ag—1t — yg-1t (3.42)
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer, a 1’aide des modéles com-
binatoires reposant sur les arbres T et B, le résultat qui lie les réduites des
T-fractions et les approximants de Padé en deux points.

Théoréme 49.— Soit f(t) la série génératrice des chemins sur le peigne T,
valués par v, définie par (3.8). Soit g(t) la série génératrice des chemins premiers
sur la brosse B, valués par v*, définie par (3.38). Soit enfin un nombre entier
kE>1.

La fraction rationnelle fi(t), série génératrice des chemins valués par v sur
le sous-arbre Tiy1 de T, définie par (3.9), est l’approzimant de Padé en deuz
points d’ordre k du couple de séries formelles (f(t),g(t™1)).

Démonstration : nous savons déja que les deux premiéres conditions (3.2)
et (3.3) de la définition 41 sont réalisées (se reporter a la proposition 42).

Si nous comparons maintenant les derniers dénominateurs, d’une part de
l’expression (3.40), et d’autre part de l’expression (3.37), nous obtenons I’ap-
proximation

gk(t) = fit™) + o(t*71),
au voisinage de t = 0. Il suffit pour s’en convaincre de penser aux expres-
sions (3.40) et (3.37) en termes de chemins premiers sur B.

Cette approximation se reformule ainsi : nous avons gx(t™!) = fi(t) +
o(t_(k‘l)) au voisinage de t = oo. Ce dernier résultat, joint a ’approxima-
tion (3.41), montre que la condition (3.4) de la définition 41 est remplie.

a

Le théoréme 49, démontré sous sa forme purement algébrique dans [64] et
[54], fait naturellement apparaitre deux développements en T-fraction : celui de
f, donné par (3.12) et celui de g donné par (3.42). Ces deux développements
ne sont pas indépendants puisque les quatre suites de coefficients a, b, v et A
sont soumises aux relations (3.33) et (3.34). Suivant [54], nous donnons alors la
définition ci-dessous.

Définition 50.— Soient (\,b) et (v, a) deuz couples de suites de scalaires liés
par la relation (y,a) = J(A,b), ot J est Uapplication définie par les for-
mules (3.33) et (3.34). Nous disons que les deux T-fractions

Ao At Akt
ces - 43
1—byt— 1—bot— 1 — bry1t— ’ (3.43)
Yot 71t Ykt
: ces ce 3.44
1-— alt—- 1- azt— 1- ak+1t— ’ . ( )

sont des T-fractions duales.

Remarque. — Le théoréme 49 nous indique alors une méthode de calcul
des approximants de Padé en en deux points : si A et B sont deux séries comme
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dans la définition 41 et si nous savons développer A(t) et B(t™!) en T-fractions
duales, autrement dit si nous savons représenter les ¢oefficients de A et B comme
des sommes de valuations (duales) de chemins sur le peigne et la brosse, alors
les reduites du développement de A forment la suite des approximants de Padé
en deux points du couple (A(t), B(t)).

La section 3.4 présente un algorithme de développement en T-fractions duales
inspiré de cette remarque. Pour étre en mesure de donner une présentation
géométrique claire de cet algorithme, nous devons commencer par indiquer un
déploiement des chemins premiers sur I’arbre B, analogue en tous points a celui
du paragraphe 3.2.2.

3.3.3 Déploiement des chemins premiers sur la brosse et T-
fractions duales.

En reprenant la construction du paragraphe 3.2.2, nous donnons dans ce qui suit
une version déployée des chemins sur I’arbre B. Nous définissons pour cela une
valuation sur les chemins de Dyck, notée encore v* par abus de langage. Soit £
un pas de niveau k£ d’un chemin de Dyck; nous posons

1 si £ est un pas montant,
v*(€) = ¢ ag—y si& est un pas descendant adjacent & un pic, (3.45)
Yk—1 si € est un pas descendant non adjacent a un pic.

La série génératrice des chemins de Dyck premiers ainsi valués est

DP(y,0;t)= Y. v*(w)tikl, (3.46)

w premier

ol la somme porte sur tous les chemins de Dyck premiers. Nous abrégeons
DP(v,a;t) en DP(t) s’il n’y a pas d’ambiguité. Nous posons aussi

1
DPy(y,0;t) = > v*(w)tzl | (3.47)
w premier et borné
4 la hauteur
ot la somme porte sur les chemins de Dyck premiers dont ’ordonnée des sommets
est inférieure ou égale 3 k. Le résultat suivant, analogue a la proposition 44, est
clair.

Proposition 51.— 1) La série DPy(t) définie par (3.47) est une fraction ra-
tionnelle et vaut :

Yot "1t Ye—21 )
(a1 —m)t— 1—(az —72)t— 1 — (k-1 = Yk-1)t — Yk—1t
(3.48)
Les degrés du numérateur et du dénominateur de DPy(t) sont inférieurs ou

égauz ¢ k — 1. Ces inégalités sont des égalités dans le cas générique (c’est-a-dire

DPk(t) = -
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lorsque K est le corps des fractions rationnelles Q(v,a) en les indéterminées
YO, Y1y vy Olyens)e
2) L’approzimation suivante est vérifiée ent =0 :

DP(t) = DPy(t) + o(t*), (3.49)

ot DP(t) est la série définie par (3.46). Cette approxzimation est optimale dans
le cas générique.

3) La série DP(t) admet le développement en T-fraction :

~Yol 71t V-1t
DP(t) = e e e 3.50
®) 1- (a1 —m)t— 1= (g —72)t—  1— (o —m)t— (3.50)

A P’aide des interprétations basées sur les chemins de Dyck, la définition 50
se réécrit alors de la maniére suivante.

Définition 52.— Lorsque les couples de suites (A, 3) et (v, a) sont liés par les
relations (3.36), nous disons que les fractions continues

)\0 /\k—lt

1= (B1— M)t— 1= (B — Ap)t- Tt (3.51)
Yot k-1t
1— (1 —m)t— 1= (ar — 7= ; (3.52)

sont des T-fractions duales.

3.4 Un algorithme de développement en T-fractions
duales d’un couple de séries formelles.

Nous avons vu comment associer, & un couple (A,b) (resp. (A, 5)) de suites, un
couple (f(t),9(t)) (resp. (D(t), DP(t))) de séries formelles, admettant respec-
tivement les développements en T-fraction donnés par (3.51) et (3.52). Nous al-
lons maintenant examiner le probléme inverse. Fixons deux séries A et B comme
dans la définition 41.

Nous utilisons le modéle combinatoire basé sur les chemins de Dyck et, par
conséquent, nous recherchons deuz suites \ et ( telles que, si (y,a) = L1 o
J 0 L(A, B), Uon ait A(t) = D(A,B;t) et B(t™!) = DP(v,a5t).

Les conditions nécessaires et suffisantes assurant l’existence et l'unicité du
couple (A, B) sont connues : elles s’expriment a ’aide de certains déterminants
de Hankel des coefficients ¢, de A(t) et B(t). On trouve dans [55] les expressions
des Ar et des by en fonction de ces déterminants ainsi que la description du
FG-algorithme — cousin du célebre qd-algorithme — qui calcule les A, et les b,
en évitant I’évaluation directe des déterminants de Hankel.
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Nous présentons ici un nouvel algorithme qui suit les idées exposées a sec-
tion 2.6, consacrée au développement en P-fraction d’une série formelle. 1l est
numériquement plus stable que le F'G-algorithme car il n’effectue que 3n —1 di-
visions pour le calcul de Ag, A1,...,An,B1,. .., Bn, au lieu d’un nombre de I’ordre
de n2.

3.4.1 Une vue d’ensemble.

La description qui suit expose les grandes lignes de 1’algorithme. Tout d’abord,
on doit avoir Ag = ¢g et donc ¢o # 0 (& moins que les deux séries A(t) et B(t)
de départ soient nulles). Il s’agit ensuite de résoudre pour n = 1,2,... le
systéme (Sp ) constitué des deux équations suivantes

cn = Xo Z v(w),

w chemin de Dyck,

(Sn) "”'i” ), (3.53)

w chemin de Dyck premier,
|w|=2n

dans lequel les inconnues sont Aq,...,A,, B1,...,0,. La possibilité de résoudre
successivent ces systémes repose sur les remarques suivantes, analogues & celles
de la page 69.

Remarques. — Pour tout n > 1, il existe :

1. Un unique chemin de Dyck w de longueur 2n atteignant le niveau n. Ce
chemin, comportant n pas montants suivis de n pas descendants, a la
valuation v(w) = B1An, ... A1. Il est tracé en gras & la figure 3.5.

2. Un unique chemin de Dyck premier 7 de longueur 2n atteignant le niveau n.
Ce chemin, comportant n pas montants suivis de n pas descendants, a la
valuation v*(9) = @n—1Yn—-2-..70. I est lui aussi tracé en gras a la figure
3.5.

Voici alors la description de 1’étape n de ’algorithme. Pour 1 < m < n—1, nous
supposons connues les valuations des chemins de Dyck valués par v ainsi que
celles des chemins de Dyck premiers valués par v*, nécessaires a la réalisation
des systémes (Sm ) définis par (3.53). Le systéme (Sp) s’écrit alors

Cp = )\0/\1 oo )\n—lﬂn + TCl,n ) (354)
C.n = Y0---Yn—2Vn-1+ TC2,n ’ (3.55)
ou T'Cy,, et TCy,, désignent des termes connus. Seules les valuations 3, et

An—l

Tn-1 = (/Bn—l - )‘n—l)(ﬁn - /\n) (356)
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sont inconnues ou, ce qui revient au méme, seules les valuations (3, etA, sont
inconnues. Ce systéme admet une et une seule solution, sous réserve que les
quantités Ag, A1,...; An—1 déja calculées soient toutes non nulles.

Nous voyons donc apparaitre les trois divisions que nécessite cette étape :
la premiére pour calculer 8, & partir de (3.54), la deuxiéme pour calculer y,_;
A partir de (3.55), et la troisitme pour calculer 8, — A, via ’égalité (3.56). Le
probléme est maintenant de donner une méthode efficace pour calculer les termes
dits connus T'Cy, et TCyp.

3.4.2 Le détail des calculs.

Nous sommes amenés a tracer sur une méme figure des chemins de Dyck valués
par v et des chemins de Dyck premiers valués par v*. Pour une lecture plus aisée,
nous convenons de représenter les seconds aprés leur avoir appliqué une symétrie
par rapport a I’axe des abscisses.

Soit A, et V,, les droites d’équations respectives  + y = 2n et z — y = 2n.
Pour 0 < 7 < n, nous notons

e fin la somme des valuations des chemins de Dyck, valués par v, allant de
Porigine au point de A, d’ordonnée 7;

e f!. la somme précédente restreinte aux chemins dont tous les sommets
)
sont d’ordonnée inférieure ou égale & n — 1 (chemins sont bornés au niveau
n—1);

® gin la somme des valuations des chemins de Dyck premiers, valués par
v*, allant de l’origine au point de A, d’ordonnée i (sur la figure 3.5, ces
chemins apparaissent comme arrivant au point de V,, d’ordonnée —i);

¢ g, la somme précédente restreinte aux chemins bornés au niveau n — 1.
Faisons deux remarques 3 propos de sommes que nous venons de définir.

1. Les sommes accentuées et les sommes non accentuées ne different que par
la valuation d’un seul chemin (mentionné en gras sur la figure 3.5) et ’on
a

fim T+ BrAn-1.. Aiga, (3.57)
Gin = Gint On-1Vn-2-..%i- (3.58)

2. Avec les notations des expressions (3.54) et (3.55), le terme T'Cy, vaut
Xofb,n tandis que le terme TCy,, vaut gg -

L’algorithme consiste alors & calculer f}, et g, afin d’en déduire A, et S,
pour n valant successivement 1,2,... Pour économiser des multiplications, nous
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utilisons, dans ce qui suit, deux auxiliaires de calcul, notés Ay et I'x, qui mémo-
riseront respectivement les valeurs des produits

k
Ay = H)\,', (3.59)
]

k
II- (3.60)

1=0

T

Initialisation et étape 1. Nous savons que Ao = ¢o. Il s’agit de trouver \;
et 3 tels que

a = Ao, (3.61)

Mo
. 3.62
s (3.62)

Cela est possible, et de facon unique, si et seulement si ¢c_; # 0. Deux divisions
sont nécessaires pour exprimer Ay et .

c—l = ’70 =

Nous initialisons ensuite la valeur de foq1a %, celle de go1 a c_;. Puis, vu
les expressions (3.59) et (3.60), nous initialisons la valeur de A; & Ag)q et celle
deT 0 a Yo-

Etape n > 2. Nous supposons connus
o les scalaires f; -1, gin—1 €t A;jpour 0 << n—1,
o les scalaires §B; pour 1 <¢<n -1,
e les scalaires y; pour 0 <7< n— 2,
o les scalaires a; pour 1 < i§ n— 2,

e les scalaires A,_; et I';,_2 qui sont supposés non nuls.

1. Premier calcul : le systéme F,, fournit les nombres f] , pour 0 <i<n—1
(voir figure 3.5).

( ’ — !

n—-1l,n — Jn-2,n—-1"
 fln = Aimflin + Bivr = Aig) fin-1 + ficinm1 (1<i<n—2),
\ (,),n = ’\lf{,n + (ﬂl - )‘l)fo,n—l .

(3.63)
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2. D’apres ’équation (3.54) et la remarque 2 ci-dessus, la valeur de 3, est
donnée par
Cp — A()f(’),n .

,Bn = An—l

(3.64)

3. Premiére mise & jour : on calcule les nombres f;, pour 0 < i < n grace a
la relation (3.57). En fait, il est inutile de calculer fo, qui vaut c,.

ff-—m——m Sin = X411 0 HBit1 = Xit1) fin—1+ficina1

———————————————— 9! =il 1 nH(i=7i)gin-1 +Gi-1,n—1

Figure 3.5: les calculs des systéemes F, et G,.

4. Second calcul : le systéme G, fournit les nombres gf’n pour 0 <:<n-1
(voir la figure 3.5 pour la justification des équations).

( g:z-—l,n = gn-2,n-1,
< 9in = Yigly1n + (@i = %i)Gin-1+ gi-in-1 (259<n-2),
9in = m9sn+ (@1 —71)91n-1, (les chemins sont premiers)
{ %00 = 70915

(3.65)
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5. Test : on compare les valeurs de g, et de c_,. Si elles sont égales,
lalgorithme s’arréte. Sinon, ’équation (3.55) fournit une valeur non nulle
pour Y,—1, puis pour A,, et permet aussi de calculer a,_; :

!

c_ —
Tt = fO’”, (3.66)
e

1

Op—-1 = '7n—1+ ﬂ _1__' b\ l', (367)
n— n—

An_

An = B nl (3.68)

B 7n—-l(ﬂn—1 - ’\n—l) '

6. Seconde mise a jour : on calcule les nombres g; , pour 0 < ¢ < n grace a
(3.58). En fait, il est inutile de calculer go, qui vaut c_,. On calcule enfin
Apn=AAnr et Ty =1l

7. Fin de I’étape n. Le détail des équations permet bien de compter les 3n—1
divisions anoncées dans la présentation d’ensemble de I’algorithme.

Que se passe-t-il en cas d’arrét de l’algorithme, qui correspond au cas ou
An = Yn—1 = 0 pour la premiere fois? Il est clair que les séries génératrices D(t)
et DP(t) sont alors des fractions rationnelles.

o Si elles sont respectivement égales aux séries A(t) et B(1/t), I’algorithme
s’arréte sur un succes. Ce cas, a priori rare, correspond au cas ol les
séries de départ sont respectivement les développements de Taylor en 0
et asymptotique a 'infini d’une méme fraction rationnelle. Celle-ci doit
vérifier de plus des conditions de non nullité de déterminants de Hankel :
voir [55]. ‘

e Dans le cas contraire, la conclusion est que le couple de séries formelles
(A(t), B(t)) n’admet pas de développement en T-fractions duales.

Nous voyons donc que tout couple de séries formelles n’admet pas de déve-
loppement en T-fractions duales. Achuthan et Ponnuswarny [1] ont récemment
donné une généralisation des T-fractions permettant de traiter les cas singuliers,
ceux pour lesquels les déterminants susdits s’annulent. Ces fractions continues
jouent vis & vis des T-fractions le réle que jouent les P-fractions du chapitre 2
face aux fractions de Jacobi. Les auteurs retrouvent ainsi la structure de la table
de Padé en deux points [20].

Remarque. — Comme au paragraphe 2.6.2, renverser l’ordre des calcul
méne & un algorithme qui détermine les coefficients ¢, de la série formelle f
(resp. g) a partir des suites A et b (resp. v et a) d’un développement en T-
fraction.



104 Chapitre 3 : Approximants de Padé en deux points et T-fractions

3.5 Des algorithmes de passage des T-fractions aux
séries formelles et aux fractions de Jacobi et de
Stieltjes.

Dans cette section, nous nous proposons de résoudre le probleme suivant. Soit
une fraction continue de Thron, donnée sous la forme (3.18), que nous rappelons
ci-dessous :

AO Alt DY Ak—lt ..
1= (B = A)t— 1= (82— A2)t— 1—(Bk — Akt — Mgt

et soit D(A, B;t) = 143,51 cnt" la série formelle — qui est une série génératrice
de chemins de Dyck comme l’explique le paragraphe 3.2.2 — dont T'(t) est un
développement. Nous supposons connus les coefficients de T'(t), c’est-a-dire les
termes des suites A = (Ax)k>0 et B = (Bk)k>1. Comment peut-on alors calculer

T(t) = ., (3.69)

1. Les coefficients v; du développement de D(A, §;t) en fraction de Stieltjes,
si ce dernier existe?

2. Les coefficients ay et 7x du développement de D(A,f;t) en fraction de
Jacobi, si ce dernier existe?

3. Les coefficients ¢, de la série D(], 3;¢)?

Nous utilisons pour ce faire les résultats de la section 3.4 ainsi que ceux de
’annexe B, qu’on trouve & la page 199. Cette annexe, rédigée d’apres Viennot [84,
87], décrit de manire combinatoire le qd-algorithme de Rutishauser. Rappelons
que cet algorithme permet, les coefficients ¢, d’une série formelle f étant connus,
de calculer les coefficients v du développement de Stieltjes de f, s’il existe. Nous
commengons par répondre aux deux premieres questions.

Nous attirons I’attention du lecteur sur les notations employées. Puisqu’il
n’est question dans ce paragraphe que d’une seule T-fraction (sa duale n’inter-
venant pas), nous nous sommes permis d’utiliser les lettres a et y pour désigner
les suites des coefficients des fractions de Jacobi :

1 71t2 ’)’kt2
—apt— 1-—a1t— 1—art—

J(t) =
(=1
ces lettres étant préalablement réservées a la duale de la T-fraction (3.69).

3.5.1 Des fractions de Thron a celles de Jacobi et de Stieltjes.

L’énoncé du résultat principal (théoréme 54) est rendu plus explicite par 1’uti-
lisation de graphes dont les sommets sont des éléments de K et dont les faces
matérialisent ’existence de certaines relations algébriques entre les éléments en
question.
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Ces relations sont ’égalité de rapports ou bien 1’égalité de différences, ce qui
justifie le nom générique d’algorithmes quotient-différence, ou qd-algorithmes.
Nous indiquons a la figure 3.6 les deux regles régissant le fonctionnement de ces
graphes.

b e+b=c,

b e—b=c.

Figure 3.6: les régles du losange (a gauche) et du losange partiel (& droite).
Rappelons enfin que la letre § désigne ’application de décalage.

Lemme 53.— Soit (J,)n>0 une suite de fractions de Jacobi dont les coefficients
sont donnés par '

i e e
1-aMt- 1-a{Ve- 1-a(Mt—

Soit (Sn)n>0 une suite de fractions de Stieltjes dont les coefficients sont donnés
par

1 u{n)t u,(cn)t
1 - 1 = 71 =
Soit enfin (kn)n>0 une suite d’éléments du corps K.
Les égalités J, = Sp, et Jpy1 = 1+ knt8J, sont vérifiées pour tout n > 0 si,
et seulement si, les coefficients satisfont les relations ag") = V§") = kn_1 pour
tout n > 0, ainst que les relations indiquées a la figure 3.7.

Sn(t) =

Démonstration : d’apreés le lemme 102 de I’annexe A, les égalités S,, = J,, sont
équivalentes aux systémes suivants, pour n > 0 :

(n) _ (n) (n)
a(()n) — Vl(n) et Vk Z 1 { alfn) = V2k + ’/2k(-|;ll) ’ (3.70)

_ )
Yo' = Vapq XV -
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Figure 3.7: I'algorithme quotient-différence du lemme 53.

D’aprés le lemme 103 de ’annexe A, les égalités Sp41 = 1+ kntéJ, sont équiva-
lentes aux systémes suivants, pour n > 0 :

n+1 n+1
k. = (n+1) t “5:1)1 = V2(>k+1) + ”§k+2) Vk > 0, (3.71)
n="V € () _ ) (D) :
Thgr = Vor @ Xy VE21L

11 suffit ensuite de transcrire ces relations sous la forme usuelle de présenta-
tion des qd-algorithmes.
a

Attention : ce résultat n’est pas un corollaire du théoréme 105. On peut
vérifier que les positions des opérations arithmétiques — et + dans la figure 3.7
sont permutées par rapport i celles de la figure B.3. Cette différence provient
de I’opération de décalage § introduite dans les relations Jp41 = 1+ knptd/,.

Théoréme 54.— Soit (J,)n>0 une suite de fractions continues de Jacobi dont
les coefficients sont (af"));zo et (7;("));20.
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Soit (Sn)n>0 une suite de fractions continues de Stieltjes dont les coefficients
sont (an));zo.
Soit (kn)n>0 une suite d’éléments du corps K. Soit enfin T une fraction continue
de Thron donnée sous la forme du paragraphe 3.2.2 :

1 /\1t /\k—lt

T = cee oo (3.72
1= (B —M)t— 1—(B2—A)t— 1 —(Bk— M)t — Mgt (3.72)
1) Les relations suivantes sont vérifiées
nop _ Jn = S
Vo >0 0"T = Jnt1 et { Joi = 14k, t6l, (3.73)

si, et seulement si, les coefficients satisfont les relations indiquées par la fig-
ure 3.8 ainsi que les relations suivantes :

(n) _
(0) _ (9 71 - /\nﬂn+1
=N et Va2l { kn1 = a,gn) = v{n) = B,

(3.74)
2) La figure 3.8 fournit un algorithme pour calculer les coefficients des frac-
tions continues de Stieltjes Sy et de Jacobi Jy telles que T = S; = J;.

Démonstration : la seconde assertion est une conséquence immédiate de la
premiere, que nous prouvons ci-aprés. Le lemme 53 montre que les seules re-
lations restant a vérifier sont celles qui font intervenir les coefficients A; et S;.
Nous disposons des interprétations combinatoires suivantes:

o les fractions de Thron sont vues comme séries génératrices de chemins de
Dyck valués ainsi que l'indique le paragraphe 3.2.2;

o les fractions de Jacobi sont vues comme séries génératrices de chemins
de Motzkin valués ainsi que l'indique la figure 1.1, au début du premier
chapitre.

Ces interprétations permettent, comme a la page 86, d’écrire les équations fonc-
tionnelles suivantes :

T = 1+4pBtT+Mt(&- 1T,
_ () (1);2 (3.75)
Jl = 1+a0 tJl-I-")’l td]lJl.
Par suite, les équations T = J; et 8" = J, sont équivalentes au systéme
ﬁl = 'agl) )
M = kA
710 = R ) (3.76)
_ 04
I = 1+ —/{-l—t&h .

Connaissant le lemme 53, un raisonnement par récurrence permet alors de dé-
montrer que les relations 67T = J,41 pour tout n sont équivalentes aux systémes

(3.74).
(|
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Figure 3.8: passage d’une T-fraction a la J-fraction et a la S-fraction.

“L’entrée” de cet algorithme est constituée des deux colonnes de gauche de
la figure 3.8 et sa“sortie” est la bande diagonale supérieure. Les figures 3.10
ci-aprés et 3.26 & la fin de ce chapitre donnent deux exemples de déroulement
de cet algorithme.

3.5.2 De la fraction de Thron a la série formelle.

Le probleme étudié ici est le suivant : nous connaissons les valuations A; et B
d’un développement en T-fraction d’une série formelle f et nous voulons calculer
les coefficients ¢, de cette série.

Comme nous 1’avons remarqué a la page 103, il suffit d’extraire de I’algo-
rithme déduit de la section 3.4 les calculs portant uniquement sur une fraction
de Thron et sa série.
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Résumé. Nous rassemblons les résultats de cette section a la figure 3.9. Les
fleches y indiquent le sens de fonctionnement des algorithmes. Une série n’ayant
pas un développement unique en T-fraction (sauf dans le cas exceptionnel men-
tionné & la page 88), il n’est pas possible de faire fonctionner a l’envers ’algo-
rithme déduit de la section 3.4, ni I’algorithme exposé au théoréme 54.

algorithme extrait

de la section 3.4
T-fraction serie formelle

algorithme du qd-algorithme

théoreme 54 de Rutishauser

qd-tra,nsITorma,tion
de Panpexe A

Figure 3.9: passages entre T-fractions, S-fractions, J-fractions et séries formelles.

Le qd-algorithme de Rutishauser peut étre utilisé dans les deux sens, a con-
dition que les développements en question existent. Si nous ’appliquons a la
suite de ’algorithme du théoréme 54, nous obtenons une méthode de calcul “a
la quotient-différence” des coefficients de la série formelle correspondant a une
T-fraction donnée.

Cette méthode est a la fois plus longue et plus instable numériquement que
la fleche directe de la figure 3.9. Elle peut néanmoins présenter un intérét dans
le domaine de la combinatoire énumérative ou de ’arithmétique, pour le calcul
explicite des coefficients d’une certaine série dont on connaitrait seulement un
développement en T-fraction. Le paragraphe suivant illustre cette affirmation.

3.5.3 Un exemple d’application : les histoires d’Hermite res-
treintes.

Ce paragraphe constitue la démonstration “algorithmique” que nous avions an-
noncée a la page 89 : nous allons prouver que h, = n!. Nous avons vu au para-
graphe 3.2.4 que la série génératrice H(t) = ), 5 hnt™ des histoires d’Hermite
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restreintes admet le développement (3.23) en T-fraction donné par Ay = k
et Br = 1 pour tout -k > 1. La quantité AxfBi4q vaut donc k.

D’aprés le théoréme 54, on obtient les développements de H(t) en fraction
continue de Jacobi et de Stieltjes en effectuant le qd-algorithme indiqué a la
figure 3.10.
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Figure 3.10: Calcul de la S- et de la J-fraction pour la série H(t).

Il est aisé de montrer par récurrence que 7,?) = k2, af) = 2k + 1 et que
1/,(51) = |41]. La série H(t) admet donc les développements en fractions de
Jacobi et de Stieltjes suivants :

2 242
H@) = 1 t k2t .
1—t— 1-3i— 1—(2k+ 1)t—
1 ¢t 2 2 kt Kkt
HY) = ;— 1= 7= 7= " 7= 1= "

Connaissant I'un de ces deux développements, on peut faire fonctionner le
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qd-algorithme usuel pour calculer les coefficients h,, ou bien interpréter com-
binatoirement le développement en fraction continue de Jacobi. Cela a déja été
fait : se reporter par exemple a Flajolet [37], Francon et Viennot [42] ou & Vien-
not [84] pour trouver le terme général de la série H(t). On y lit que h, = n!.

3.6 Une bijection entre les permutations et les his-
toires d’Hermite restreintes.

Nous notons S, le groupe symétrique sur n éléments. Nous supposons dans ce
qui suit que les éléments en question sont les nombres entiers 1,2,...,n. Une
permutation appartenant 3 S, est notée comme un mot de n lettres distinctes
sur l’alphabet [n] = {1,2,...,n}. Ainsi

00=23185674 (3.77)

désigne la permutation telle que o¢(1) = 2, 0(2) = 3, 00(3) = 1, 0o(4) = 8 etc.
Nous avons vu au paragraphe précédent que la série génératrice ordinaire
Y n>o n!t" des permutations est égale a la série génératrice ordinaire H(t) des
histoires d’Hermite restreintes (cf. définition 46). Cette égalité a été prouvée par
le calcul.
A cette occasion, trois développements de )", 5o n!t" en fraction continue ont
été donnés. Nous les rappelons ci-dessous :

1 1242 2242 k22

alt" = e — ... (3.78
nzzg 1—t— 1-3t— 1-5t— 1—(2k+ 1)t— (3.78)
1 12t 2 kt Kkt (3.79)
T 1-1-1-1- 1-1- ’ b
1 1t 2t kt
— 8
140t— 1+1t— 1+ 2t— 1+ kt— (3.80)

Des interprétations bijectives des développements (3.78) et (3.79) sont déja
connues. Le premier développement correspond a une bijection de Francon et
Viennot [42, 84] entre permutations et histoires de Laguerre; le second résulte
d’une bijection contenue dans un article de Foata et Zeilberger [40] entre per-
mutations et histoires de Laguerre subdivisées. Un exposé pédagogique de cette
derniére bijection, par de Medicis et Viennot, se trouve dans [30].

Les interprétations bijectives permettent de donner des preuves élégantes
d’identités entre séries formelles, ou entre séries formelles et fractions continues.
Elles constituent un outil essentiel lorsqu’on veut raffiner I’énumération : les sé-
ries génératrices (resp. les développements en fractions continues) s’enrichissent
alors d’autant de variables que de statistiques étudiées.

Nous presentons ci-dessous une bijection permettant d’interpréter et d’enri-
" chir le développement (3.80). Donnons auparavant les définitions nécessaires.
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Définition 55.— Soit o une permutation de S, écrite sous forme de mot :
O=T1 2 ... Tp.

La lettre z; est un élément saillant supérieur gauche de o si z; < z; pour tout
entier j tel que 1 < j < i. Symétriquement, la lettre z; est un élément saillant
inférieur droit de o si x; > z; pour tout entier ] tel que 1 < j < n. On dit aussi
record et anti-record.

Nous illustrons cette définition sur I’exemple de la permutation (3.77). Les
éléments saillants inférieurs droits sont soulignés et les éléments saillants supé-
rieurs gauches sont surlignés :

0'0=§§l§5674

Sur la figure 3.11, nous avons signalé par des disques noirs (resp. des disques
blancs) les éléments saillants supérieurs gauches (resp. inférieurs droits) de oy.
Les autres sont représentés par des croix.

8
7
6
5
4 )
3o
20
1 &
1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 3.11: les éléments saillants de la permutation 0o =23185674.

3.6.1 La bijection.

Nous la décomposons en trois étapes; pour chacune d’elle, nous examinons ce
que devient la permutation oo de la figure (3.11).

Soit o € S, écrite sous la forme o = 2123 . ..2,. Dansla présentation qui suit,
nous commettons I’abus de notation consistant & appeler A ce qui est a la fois
la premiére “étape” et 1’application A,, B la seconde étape et Papplication B,
ete.



113

Etape A. Nous notons 7y,...,1, les positions des éléments saillants inférieurs
droits de o et u;...u, la factorisation de o (en ‘tant que mot), telle que la
derniére lettre du mot u; soit z;; pour tout j € {1,...,7}. Nous définissons les
mots v1,...,0, par

vy o= 12 ... (.’L‘i2-—1),

v = Ty (i +1) ... (25— 1), (3.81)

vy - zi, (zi, +1) ... n,
de sorte que le produit v1v;...v, soit égal au mot 1 2 ... n. Enfin nous posons
A(0) = u1v1ua0s . . . Up Uy (3.82)

Voici la construction du mot A(op), pour lequel r = 2. Les boites tracées ci-
dessous délimitent les 2r facteurs de la factorisation (3.82) :

S
&
I

2 3,
5678,
4|14 5 6 7 8.

1
4
7

Dans I’ensemble des mots de 2n lettres sur ’aphabet [n] = {1,...,n}, le sous-

def
ensemble M, =

suivantes.

A(S,) est constitué des mots p vérifiant les trois propriétés

1. Le mot u contient exactement deux occurences de chaque élément z de
[n].

2. Le sous mot de p constitué des secondes occurences des éléments de [n] est
12 ... n, ce qui permet de définir la factorisation de p analogue & (3.82).
On a alors p = wyv3ugv2 .. .U, v, avec V102...0, =12 ... n.

3. Dans la factorisation ainsi définie, la derniére lettre d’un mot u; est iden-
tique a la premiere du mot v;, pour 1 <7 <r.

Cette caractérisation prouve le caractére bijectif de 4 : S, — M,, et met en
évidence I’application inverse A1,

Etape B. Soit x un mot de 2n lettres sur I’alphabet [n] appartenant & M, =
A(S,). Nous définissons une involution sans point fixe I = B(u) sur 'ensemble
[2n] de la facon suivante : le couple (7, k) forme un cycle de I si une méme lettre
occupe les positions j et k& dans le mot yu. Nous disons alors que cette lettre
correspond au cycle (j,k).

La figure 3.12 donne la représentation graphique, sous forme d’arcs, de B o
A(0p)- La position de ’extrémité gauche (resp. droite) d’un arc est appelé une
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(720 [ AT

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Alog)=2 3 1 1 2 3 8 5 6 7 4 4 5 6 7 8

Figure 3.12: I'involution sans point fixe B o A(0g).

ouverture (resp. une fermeture). Les ouvertures de B o A(0p) sont les nombres
1,2,3,7,8, 10 et 11, alors que ses fermetures sont les nombres 4, 5; 6, 12, 13,
14, 15 et 16.

Compte tenu de la caractérisation de I’ensemble M, donnée a 1’étape A,

nous avons la propriété suivante : dans ’ensemble des involutions sans point fixe

sur [2n], le sous-ensemble 7, & B(M,,) est constitué des involutions I qui ne

possédent pas deux cycles (j,k — 1) et (k,[) tels que j < [. En d’autres termes,
cela signifie que la représentation de I sous forme d’arcs ne contient pas le motif

indiqué par la figure 3.13.

k-1 k&
Figure 3.13: le motif interdit dans I = B(u).

Soit alors I une involution dans Z,, définie par ses cycles (j1,k1),. - -, (Jn, kn)
avec ky < -+ < ky, et j; < k; pour tout l. Soit g = py - - - pion, le mot défini par
pp =1 si p=jousip= k.1l est clair que ’application I — y ainsi définie est
la réciproque de I’application B : M, — I,.

Etape C. Cette étape est la restriction aux éléments de Z, d’une bijection
classique [84] entre involutions sans point fixe et histoires d’Hermite. Néanmoins,
souhaitant donner un texte complet, nous la rappelons en détail.

Soit I une involution sans point fixe dans Z, = B(M,). Nous construisons
un couple C(I) = (w,p), oit w est un chemin de Dyck de longueur 2n et p un
2n-uplet de nombres nombres entiers strictement positifs, de la maniere suivante.

e La succession des pas montants et des pas descendants du chemin de
Dyck w correspond & la succession des ouvertures et des fermetures de
I (ces termes sont définis & I’étape B).
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o Les éléments de p sont définis ainsi : si (7, k) est un cycle de I, alors

p = 1, (3.83)
e = 1+|{le[2n),j<i<k et I)>k},  (3.84)

ou |E| désigne le cardinal de ’ensemble E. Autrement dit, pr — 1 est le
nombre d’arcs (I, m) de I croisés avec ’arc (j, k), c’est-a-dire tels que j <
l < k < m. Attention : la relation “étre croisé avec” n’est pas symétrique!
La figure 3.14 indique en gras les deux arcs croisés avec l’arc (7, k).

(=

J k
Figure 3.14: deux arcs sont croisés avec (j, k).

Lemme 56.— Le couple (w,p) ainsi construit est une histoire d’Hermite re-
streinte de longueur 2n.

Démonstration : les nombres p; correspondant aux pas montants de w valent 1
par définition. Soit maintenant (j,k) un cycle de I. Le k*™ de w est alors
descendant. Il est issu du niveau h si, et seulement s’il exite h — 1 arcs de I de
la forme (a,b) avec a < k < b. Il y a donc a fortiori moins de h — 1 arcs croisés
avec (j,k).

Par suite, nous avons px < 1+ (h — 1) = h. Ceci prouve que (w,p) est une
histoire d’Hermite.

Si le (k — 1)**™e et le k**™¢ pas de w sont respectivement un pas montant et
un pas descendant adjacents a un pic, c’est que k£ — 1 est une ouverture de I et
que k en est une fermeture. Puisque le motif de la figure 3.13 est interdit dans
I, c’est donc que (k — 1,k) est un cycle de I.

D’apres la formule (3.84), le nombre p; vaut 1. Ceci prouve que I’histoire

d’Hermite (w, p) est restreinte.
a

Si la lettre z du mot o correspond au cycle (j, k) — voir I’étape B — nous
disons encore qu’elle correspond au k**™¢ pas de w et au choix pi. L’histoire
d’Hermite restreinte C o B o A(0g) est représentée a la figure 3.15.

Nous allons prouver que C est une bijection de Z, sur H, en construisant
son application réciproque.
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Figure 3.15: ’histoire d’Hermite C o B o A(0yp).

Soit (w, p) € Hy. En lisant simultanément le chemin de Dyck w et le 2n-uplet
p de gauche a droite, on ouvre des arcs pour chaque pas montant de w et on
referme certains de ces arcs pour chaque pas descendant.

Lors d’une telle fermeture — supposée se produire en position k¥ € [2n] —
un ou plusieurs arcs encore ouverts & gauche de k se présentent; on les numérote
1, 2, ..., de droite & gauche, de sorte que ’arc ouvert le plus proche porte le
numéro 1. Le nombre p; nous indique alors le numéro de I’arc ouvert qu’il faut
refermer.

On trouve a la figure 3.16, pour k = 13, un “instantané” de ce processus,
appliqué & I'’histoire d’Hermite restreinte C o B o A(0yg). La vérification de ce
qu’on a effectivement construit 1’application réciproque de C est laissée au soin
du lecteur, qui peut aussi se reporter & [84].

=B

-
|
!
3

Figure 3.16: un instantané de la construction de C~1.

La bijection 1. Nous allons maintenant rassembler les propriétés des applica-
tions A, B et C. Nous rappelons qu’une permutation o sur [n] est dite conneze
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si, pour tout entier m tel que 1 < m < n, la restriction de o & [m] n’induit pas
une permutation. Nous disons que la lettre  du mot o présente h inversions s’il
existe exactement h lettres strictement plus grandes que z situées a la gauche
de z dans 0.

Remarque. Le nombre d’inversions de o est la somme des nombres
d’inversions que présentent ses lettres (nous venons en fait de donner la définition
de la table d’inversion de o).

Figure 3.17: 'application 1.

Le théoréme suivant expose les propriétés locales et globales de .

Théoréme 57.— Soit 1 ’application C o Bo A, comme l’indique la figure 3.17.
Soient o une permutation de S, et x une lettre du mot o. Notons £ (resp. p) le
pas descendant (resp. le choiz) qui correspond a x dans (o) = (w,p). Notons
enfin k le niveau du pas €. ’

1) L’application v est une bijection entre S, et Hy.

2) La permutation o est conneze si, et seulement si, le chemin de Dyck w
est premier.

3) La lettre z est un élément saillant inférieur droit si, et seulement si, le
pas £ est adjacent ¢ un pic de w.

4) La lettre x présente h inversions si, et seulement si, le choiz p est égal a
k—h.

5) La lettre z est un élément saillant supérieur gauche de o si, et seulement
st, le choiz p est égal a k.

Démonstration : 1) nous avons en effet prouvé, au fur et & mesure de la
construction de v, le caractére bijectif de chacune des applications A, B et C'.

2) Supposons que o ne soit pas connexe et appelons m le plus petit entier
tel que 1 < m < n et que la restriction de o & [m] soit une permutation. Notons
o1 cette restriction, o9 la restriction de o & {m + 1,...,n} et, avec un abus de
notation 1égitime, (o) = (w;, p;) pour ¢ = 1,2. Alors m est un élément saillant
inférieur droit de o, le mot A(o) est égal au produit A(o1)A(02) et w = wyw,
n’est pas premier. La réciproque se démontre aisément.

3) Supposons que la lettre z soit un élément saillant inférieur droit. Le mot
A(0) s’écrit alors [...]zz[.. ] et , par suite, il existe une position j € [2n] telle
que (j — 1,7) soit un cycle de B o A(0) et telle que = corresponde a (j — 1, 7).



118 Chapitre 3 : Approximants de Padé en deux points et T-fractions

Le pas descendant £ est donc précédé d’un pas montant, c’est-a-dire que £ est
adjacent & un pic. De plus, le nombre d’arcs de B o A(o) croisés avec (j — 1, j)
est nul; d’aprés la formule (3.84), le choix p vaut 1. La réciproque est laissée au
lecteur.

4) Nous utilisons ici l'interprétation dynamique des p; qui permet d’écrire la
suite d’équivalences que voici :
la lettre z présente h inversions;
<= il existe exactement h lettres y > z a gauche de z dans le mot o;
<= il existe exactement h lettres y > z de part et d’autre des deux occurences
de z dans le mot A(0);
<= il existe exactement h arcs de B o A(c) qui recouvrent ’arc auquel z cor-
respond;
<= le choix p vaut k — h.

5) 1l suffit de faire h = 0 dans la démonstration ci-dessus.

Nous déduisons du point 1 du théoréme 57 la preuve bijective de 1’égalité
h, = n!, annoncée a la page 89. Dans le paragraphe suivant, nous allons utiliser
les autres résultats du théoréme 57 pour calculer la série génératrice de la dis-
tribution jointe de trois statistiques sur les permutations.

3.6.2 Séries génératrices et T-fractions.

Soit o une permutation. Nous notons respectivement inv(o), sid(c), ssg(o) son
nombre d’inversions, d’éléments saillants inférieurs droits et d’éléments saillants
supérieurs gauches. Suivant Dumont et Kreweras [33], nous disons qu’un élément
saillant supérieur gauche est ezclusif s’il n’est pas saillant inférieur droit. Nous
définissons de méme les éléments saillants inférieurs droits ezclusifs. Leurs nom-
bres sont respectivements notés ssge(o) et side(o).

Nous définissons les deux séries génératrices F' et G par :

F(a,b,q,t) = E Z assg(a)bsid(a)qinv(u) " (385)
n>0 | OESn
G(a,b,q,t) = Z Z a*39()psid(0) ginv(a) | yn (3.86)
n>1 TESH
L o connexe

A partir de ces deux séries, nous en définissons quatre autres. Nous notons F*°
et G¢ les séries F et G dans lesquelles a**9(?) est remplacé par a*%9¢(?) | En-
fin, nous notons F* et G¢ les séries F et G dans lesquelles 5*4(?) est remplacé
par pside(o)
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Le but de ce paragraphe est de donner des développements en T-fraction des
six séries que nous venons de définir. Nous renvoyons aux définitions et propriétés
(3.25) & (3.28) pour la compréhension des calculs qui vont suivre.

Soit (w,p) une histoire d’Hermite restreinte; si £ est un pas du chemin de
Dyck w, nous rappelons que son niveau est I’ordonnée de son premier sommet et

que nous notons p¢ le choix correspondant. Enfin, si P est une propriété, x(P)
vaut 1 si P est vraie et 0 sinon. Nous définissons alors le poids de (w, p) par

7r(w, P) — H ax(niveau(&):pf) bx(§ est adjacent & un pic) qniveau(ﬁ)—pe .

¢ pas descendant de w

(3.87)

Corollaire 58.— Soit o € S,, une permutation et soit (w, p) l’histoire d’Hermite
restreinte ¥(o), ot ¥ est la bijection définie au théoréme 57. Nous avons alors
Pégalité

7r(w,p) - asid(a) bssg(a) qinu(a) , (388)

dans laquelle 7 est le poids défini par (3.87).

Démonstration : 1’égalité des exposants de a et b dans les deux membres
de (3.88) est une conséquence immédiate des points 3 et 5 du théoréme 57.
L’égalité des exposants de g résulte du point 4 de ce méme théoréme et de la

remarque de la page 117.
a

Proposition 59.— 1) Les siz séries génératrices définies ci-dessus satisfont les
relations

F = 1-G6)1, (3.89)

Fe=(1-G%™! et F=(1-G9)7, (3.90)

G=(ab-0b)t+G® et G=(ab—a)t+G". (3.91)

2) Les séries F, F* et G¢ admettent les développements en T-fraction suivants :

F = ! [aiglst e [aigle -1t e, (3.92)
1—(ab—[asql1)t— 1—(bg—[a;q)2)t— 1—(bg*F =2 —[asq] ) t—

Fe = ! [aight [aialk—1t cee, (3.93)
1-( b—[a;gh1)t— 1-(bg—[asq)2)t— 1—(bg* 1 —[a;q)t-

Gt = [aiqlit [a;q)k—1t e, (3.94)
1-(bg~[asgl2)t~ 1—(bg* 1= [a;q]k)t—

ot la notation [a; q], désigne le g-analogue de a + n — 1 défini par (3.25).

Démonstration : 1) les relations (3.89) et (3.90) résultent de I’existence et de
’unicité de la décomposition d’une permutation (resp. d’un chemin de Dyck) en
permutations connexes (resp. en chemins de Dyck premiers).
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Les relations (3.91) résultent de la remarque suivante : les séries G' et G°
(resp. G¢) ne different que par leur terme de degré 1, car les éléments saillants
supérieurs gauches (resp. inférieur droits) d’une permutation connexe sur [n]
sont tous exclusifs dés que n > 2. Il suffit ensuite d’examiner le cas n = 1, qui
est clair.

2) Pour transformer la série F, nous introduisons la valuation v des chemins
de Dyck, comme dans le paragraphe 3.2.2, a partir des suites A et 8 que voici :

A =1,
M = a4q+---+ k-1 _ a;qlr sik>1,
o=k q ¢ =laiq] (3.95)

D’aprés la définition (3.87) du poids 7, la valuation v(w) d’un chemin de Dyck

vaut aussi
v(w) =) m(w,p),
P

ol la somme porte sur les 2n-uplets p tels que (w, p) soit une histoire d’Hermite
restreinte.

Le théoreme 57 et le corollaire 58 nous permettent alors d’écrire les égalités
suivantes :
F(a, b, q,t) — Z Z assg(a)bsid(a)qinv(a) m ,

n>0 | 0€ESn

= Z Z W(w,p) ",

n>0 | (w,p)histoire d'Hermite
Lrestreinte de longueur 27

-

-2 T w|e
n>0 | w chemin de Dyck
L de longueur 2n

= D(\Bst),

oul D est la série génératrice définie par (3.14). Cette dernieére égalité et la propo-
sition 44 donnent alors le développement (3.92).

Le changement de 3; = ab en ; = b permet de compter seulement les
éléments saillants supérieurs gauches exclusifs et conduit au développement
(3.93). Pour obtenir le développement (3.94), on utilise les identités (3.89) et
(3.90) et le développement (3.92) déja obtenu. '

m]

Remarque. — Nous retrouvons le développement (3.23) de la page 89 en
substituant, dans le développement (3.92), les variables a, b et ¢ par 1.
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3.6.3 Séries génératrices et quotients de Gauss de fonctions hy-
pergéométriques. '

Nous notons 282 ( @bl g; ) le g-analogue suivant de la fonction hypergéometrique

b t) :
280 <a,

ou les quantités [z; g],! sont définies par (3.26). Nous allons donner des expres-
sions des séries du paragraphe précédent sous forme de quotients de Gauss de la
fonction Qg. Ces expressions sont basées sur le résultat suivant.

ordinaire 3 Fp (“’

) 3" [a; qlal[b; gl [1 ],, (3.96)

n>0

Lemme 60.— La fonction 2§Qq vérifie l’identité :

290(” 't) _ 290 I‘I,qt -
O RE.

Démonstration : Il s’agit de montrer, aprés réécriture, que

& l,b - ab t
290:(b—a)t290+at290<‘1+ ’q:qt>+290<aq 1 'q;a)’ (398)

ou l’on a omis de préciser les variables lorsque celles-ci valent a, b, ¢ et t. Les
termes constants des deux membres de (3.98) sont égaux & 1. Soit n > 1; le
coefficient de ™ du membre de droite est, d’aprés les identités (3.27) et (3.28) :

(- ottt poltt o g bl
1; q)n- 11! 2 4]n q
- G- ol q][",lq][b_ﬂ"_l LSO+ - ity
= et Biglotl [ — {1 gl + 163 1 o + (2~ )bl

Le terme entre crochets est égal a [a; ¢].[b; ¢], et on retrouve le coefficient de t»

du membre de gauche de (3.98).
O

Apreés avoir remarqué que l’identité ci-dessus conduit, par récurrence, au
développement (3.93) en T-fraction, nous pouvons énoncer le corollaire suivant.

Corollaire 61.— Les siz séries génératrices F', F¢, G, G¢, F¢ et G¢ s’expriment
simplement a l’aide de quotients de Gauss de q-fonctions hypergéométriques; on
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a par exemple :

a,b a’)b
2820 ( |(I;t 2820 < ‘(I; t)

Fe = et F¢ =
aq— q,b| 't a,bq — t\ "’
290( 11 \‘I;E) 2QO< 1 qu;&')

b
e a,-+1
20 ( it 1’b‘ q; qt) 280 1 q;qt)
G¢ = at et G° = bt .

a,b ,0
280 ( q; t) 282 (a I‘J;t>

Les expressions des séries F et G s’en déduisent, d Uaide des relations (3.89)
et (3.91).

Les résultats du corollaire 61 pour ¢ = 1 ont été démontrés par Dumont et
Kreweras [33] par récurrence sur les coefficients de la série G¢, en s’appuyant
sur un développement en fraction continue de Stieltjes des quotients de Gauss
alternés de 5 Fp, portant tantot sur une variable, tantdt sur 'autre. Zeng [91]
a donné ensuite un “g-analogue” de leur démonstration et a proposé une autre
approche en introduisant la notion de permutations discordantes.

3.7 Deux résultats de dualité dans ’énumération
des polyominos.

3.7.1 Introduction.

Au cours de ’étude de certaines statistiques sur le groupe symétrique, con-
duite 3 la section 3.6, nous n’avons utilisé que les résultats portant sur les
développements en T-fraction d’une seule série formelle. La notion de dualité
des T-fractions n’apparaissait pas.

Nous présentons ici deux exemples de dualité dans I’énumération des poly-
ominos parallélogrammes, puis dans I’énumération des polyominos convezes di-
rigés. Le premier exemple est traité grace au rapprochement de deux bijections
déja connues [28, 34] et nécessite un certain travail. Le second est plus facile a
obtenir : il suffit de substituer les résultats du premier dans une égalité entre
séries génératrices déja établie par plusieurs auteurs. Nous appliquons enfin le
qd-algorithme de la section 3.5 pour obtenir des développements en fractions
continues de Jacobi et de Stieltjes.

Un polyomino est une partie du plan euclidien réel dont I'intérieur est con-
nexe, constituée d’une union finie de carrés, comme l'indique la figure 3.18. Ils
apparaissent dans 1’étude de certains modgles sur réseaux de la physique statis-
tique, ol ils sont aussi connus sous le nom d’animauz. De nombreux travaux
portant sur I’énumération de certaines classes de polyominos ont paru au cours
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S S’

Figure 3.18: un polyomino et un polyomino convexe.

de ces derniéres années. Nous renvoyons & l’article de synthése de Viennot [89)
qui contient une centaine de références bibliographiques.

Un polyomino est dit conveze si son intersection avec toute droite paralléle
aux axes de coordonnées est connexe. Comme le montre la figure 3.18, le rect-
angle minimal qui contient un polyomino convexe permet de définir les points
N,N', 0,0, 5,5 E et E'. En imposant des conditions & ces huit points, on
peut définir des sous-classes de polyominos convexes.

Par exemple, un polyomino conveze dirigé est un polyomino convexe tel que
O’ = S et un polyomino parallélogramme est un polyomino convexe tel que
O’ = Set E' = N (il est donc convexe dirigé). La figure 3.19 donne des exemples
de tels objets.

Si P est un polyomino convexe, nous notons /(P) le nombre de ses lignes,
¢(P) le nombre de ses colonnes, a(P) son aire, c’est-a-dire le nombre des carrés
qui le composent, et p(P) son périmétre de lien, c’est-a-dire la longueur de son
bord (par opposition au périmétre de site, autre notion dérivée de la physique
statistique, que nous n’étudions pas ici). Dans la suite de cette section, nous
parlons simplement de périmétre.

Remarquons que P est un polyomino convexe si, et seulement si nous avons
la relation

p(P) = 2(I(P) + ¢(P)). (3.99)

En particulier, le périmétre p(P) est un nombre pair supérieur ou égal & 4. Posons
ensuite

Pt = DayOr0n 2,

9(z,9,9,t) = ZmC(P)yl(P)qa(P)ta(%)-_?,
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N' N N’ E’=N

=0’ S’ S=0’ S’

Figure 3.19: un polyomino convexe dirigé et un polyomino parallélogramme.

R(z,y,q,t) = Y aBy'® AP

ol la premiére (resp. la deuxiéme, la troisiétme) somme est étendue a tous les
polyominos parallélogrammes (resp. convexes dirigés, convexes) comptés a trans-
lation prés. Voici les premiers termes de ces séries, ordonnés suivant les puis-
sances de la variable ¢ :

P = zygt+ (2%y + zy?)? + ((23y + 22%9% + 29°)¢® + 2*y?¢H + -+,

Q zyqt + (22y + 2y d*t? + (2% + 32%9® + 29°)¢® + 2?92 + - -,
R zygt + (2%y + 2y?)d*? + ((23y + 42%y? + 29°) @ + 2?92 + - -.

Gréace 3 une bijection, due & Delest et Viennot [28], on peut donner un pre-
mier développement en T-fraction de la série y + P(z,y, ¢,1), considérée comme
un élément de Q(z,y,q)[[t]]. Ce développement est noté U. Comme il a été ex-
pliqué a la page 88, il en existe une infinité d’autres, et rien ne permet a prior:
de distinguer le développement U.

Par conséquent, nous ne devons pas nous attendre & ce que la série de Taylor
de la T-fraction U* — duale du développement U — posséde des propriétés
remarquables, comme par exemple “étre & coefficients entiers positifs”. La seule
chose que nous puissions dire de cette série de Taylor est que coefficient de ¢*
est une fraction rationnelle non polynémiale en les variables z, y et g.

Cependant, nous obtenons un résultat inespéré : nous sommes capables
d’interpréter combinatoirement la T-fraction U* et de montrer qu’elle compte
aussi des polyominos parallélogrammes. Plus précisément, la série de Taylor de
U* est égale & t + P(z,t,q,y!). C’est une bijection, due & Fédou et Viennot
[34], qui permet de prouver ce résultat étonnant.
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L’existence de ces deux développement n’est pas mystérieuse. En effet, étant
donné un couple (f,g) d’éléments de K[[t]], le probléme consistant & trouver
deux T-fractions duales qui soient respectivement des développements de f et g,
admet presque toujours une solution et une seule (voir la section 3.4). Nous avons
K = Q(z,y,q) dans le cadre de cette section, et deux bijections déja connues
nous permettent d’ezpliciter la forme générale des coefficients pour le probléeme
de développement en T-fractions duales relatif aux séries f(t) = P(z,y,q,t) et
9(t) = P(z,t,q,y7).

Nous ne savons pas résoudre le probléme analogue pour les séries Q(z, y, ¢,t)
et Q(z,t,q,y7!). Les calculs que nous avons effectués & 1’aide du logiciel Maple
ne semblent pas indiquer de forme simple pour les coefficients des T-fractions
duales. Nous obtenons en revanche un résultat simple lorsque nous nous dé-
sintéressons du parameétre aire, c’est-a-dire lorsque nous considérons les séries

Q(z,y,1,t) et O(z,t,1,y71).

Enfin, nous ne savons rien dire du probleme de développement en T-fractions
duales, relatif aux séries R(z,y,q,t) et R(z,t,q,y7}).

3.7.2 La bijection de Delest et Viennot.

Le codage suivant des polyominos parallélogrammes est proposé dans [28] par
Delest et Viennot. Nous renvoyons a cet article pour une démonstration et nous
nous contentons de donner le résultat illustré d’un exemple.

Théoréme 62 (Delest, Viennot).— Il existe une bijection g entre l’ensemble
des polyominos parallélogrammes de périmeétre 2n+2 et celui des les chemins de
Dyck de longueur 2n, telle que le nombre de pics (resp. la somme des hauteurs
des pics) de g(P) soit égale au nombre de colonnes (resp. a l’aire) de P.

Cette bijection est construite ainsi : si (e1,¢z,...,¢p) est la suite des hauteurs
des colonnes — lues de gauche a droite — du polyomino parallélogramme P,
si (a1, @a2,...,a,-1) est la suite des nombres de cases par lesquelles les colonnes
consécutives de P sont adjacentes, alors g(P) est I'unique chemin de Dyck

e dont la suite des hauteurs des pics est égale a (c1,¢2,...,¢p);
e dont la suite des hauteurs des creux est égale & (a; —1,a2—1,...,ap_1—1);

Les pics et les creux sont définis a la page 84. La figure 3.20 donne un exemple
pour lequel la liste des hauteurs des colonnes est (3,3,4,4,,5,3), le nombre p
vaut 6 et la liste des nombres de cases par lesquelles les colonnes consécutives
sont adjacentes est (3,2,4,1,3).

Définissons les suites A et 3 par

)‘k = Y SikZO,
{,Bk zg¥ sik>1. (3.100)
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| N N,

Figure 3.20: un polyomino P et le chemin de Dyck g(P).

et appelons v la valuation correspondante sur les chemins de Dyck. Nous avohs
alors
yv(g(P)) 57 = z¢(P)yH(P) ga(P)y 7 (3.101)

L’égalité des exposants des variables z, ¢ et ¢ dans les deux membres de (3.101)
est une conséquence immédiate du théoréme 62. L’égalité des exposants de y
résulte de la relation (3.99).

En calculant les séries génératrices correspondant aux deux membres de 1’éga-
lité (3.101) et en appliquant le théoréme 62, nous obtenons

Jwl
y+ P, y,0t) = yy vw)iz,

D(\, B;t),

ou D est la série définie par (3.14). La proposition 44 conduit alors au résultat
suivant.

Corollaire 63.— La série P*(z,y,q,t) = y + P(z,y,q,t), admet le développe-
ment en T-fraction

y yt yt
Ut) = ceee (3.102
(®) 1+ (y—zq)t— 1+ (y— zq¢?)t— 1+ (y — z¢F)t— ( )
Les suites 7 et a données par les relations de dualité (3.35) s’expriment simple-
ment en fonction de z = y~! :

k+1
= L2q k>1
*k z (1- a:zqk)(l — :vzqu) pour &= 2,
Y = I#qz , (3.103)
T = pour k> 1-

=221 - 2g)
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Figure 3.21: le huitieme de plan ordonné E.

3.7.3 La bijection de Fédou et Viennot.

Dans sa these de doctorat, Fédou [34] (voir aussi Fédou et Viennot [36]) donne
une bijection qui transforme les polyominos parallélogrammmes en multichaines
dans un huitieme de plan. Ces multichaines sont naturellement portées par des
chemins de Dyck, ce qui permet une interprétation combinatoire des coeffi-
cients (3.103). Nous rappelons en détail la construction de. cette bijection.

Chaines et multichaines. Soit (E,<) un ensemble partiellement ordonné.
Une chaine (resp. une multichaine) de E est une suite (sq,..., s,) croissante au
sens strict (resp. au sens large) d’éléments de E. Le nombre p est la longueur
de la chaine (resp. de la multichaine). Si M est une multichaine, la chaine sous-
Jacente & M est obtenue en prenant la suite des sommets de M sans répétition.

Exemple. — Soit E le huitiéme de plan constitué des points (z,y) de IN?
tels que y < z, muni de la relation d’ordre suivante :

(z,y) < (2, ¥) si y+z <y +z' ou si y+rz=y +z'ety>y.

La figure 3.21 donne les sens des points croissants dans E.

La bijection. Soit P un polyomino parallélogramme ayant n lignes et p co-
lonnes. Nous menons la construction de la bijection a I’aide du polyomino P,
dessiné a la figure 3.22, pour lequel » = 9 et p = 6. Numérotons les cases de P
comme indiqué et appelons A; = (a;,b;) le couple constitué du nombre occupant
la case la plus basse de la colonne i et du nombre qui en occupe la case la plus
haute.

Il est clair que P est entiérement déterminé par la liste Ay, ..., A,. Remarquons
qu’une telle liste provient d’un polyomino parallélogramme si et seulement si
a; =1 et si, ‘

pour 1<i<p—-1, a;<b; et ay <b. (3.104)
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919
818
7
6
5

Figure 3.22: la numérotation des cases du polyomino parallélogramme Fy.

_Soit H l’application affine du plan donnée par

a(5)-(50) () (F)=(2h )

Nous définissons une suite de points de ZZ> en posant
p(P) = (H(A),..., H(4p)). (3.105)

Les inégalités (3.104) montrent que p(P) est une multichaine de E. Nous
appelons M le sous-ensemble des multichaines de E obtenues de cette maniere.
La multichaine ainsi construite & partir du polyomino Py de la figure 3.22 et
représentée dans la partie haute de la figure 3.23. Le lemme suivant est essentiel
et nous renvoyons a [34, 36] pour une preuve.

Lemme 64.— Soit M une multichaine de M. Il existe un unique chemin de
Dyck w dont M contient tous les pics. De plus, ce chemin de Dyck est premier
et il contient tous les sommets de M.

La figure 3.23 illustre cette construction, qui ne dépend en fait que de la
chaine sous-jacente & M. Nous appelons Supp I’application

Supp: M — D (3.106)
M — w

ainsi définie. Lorsque w = Supp(M), nous disons que M est portée par w, ou
que w est le support de M. '
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Figure 3.23: une multichaine M € M et le chemin de Dyck premier Supp(M).

Théoréme 65 (Fédou, Viennot).— L’application p définie par (3.105) est
une bijection entre l’ensemble des polyominos parallélogrammes et l’ensemble
des multichaines de E appartenant a M.

Soit P un polyomino parallélogramme ayant n lignes et p colonnes. Soient
M = p(P) et w = Supp(M). Les propriétés suivantes sont satisfaites.

1) La demi longueur de w est n = I(P).

2) La longueur de M est p = c(P).

3) La somme des ordonnées des sommets de M est l’aire a(P).

Voici la liste des points A; pour le polyomino parallélogramme Py : A; =
(1,3), Ay = (1,3), Az = (2,5), Ay = (2,5), As = (5,9), Ag = (7,9) La multi-
chaine p(P) vaut alors (s1,...,Sg) avec

$1 =82 = (3, 3)3
83 =84 = (6, 4) 5
S5 = (13,5),
s6 = (15,3).

Cette multichaine est représentée sur les figures 3.23 et 3.24.

3.7.4 Développements en T-fractions duales : les polyominos
parallélogrammes.

Dans ce paragraphe, nous supposons que z = y~ L.
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919
818
77
6 Ss,
5/5(5 $3 =3
414 1 = 89 S6
3/13/3]3 p ’
21212(2
111 | N

Figure 3.24: la bijection p.

Le théoréme 65 nous indique une méthode de calcul de la série
P, t,q,2) = 3 oelPIIP) alP) B2

Attention 4 la place des variables! Il s’agit de définir une valuation w sur les
multichaines qui traduit les trois propriétés énoncées dans ce théoreme. Si P est
un polyomino parallélogramme, si M = (s1,...,Sp) est la multichaine p(P) et si
w est le chemin de Dyck premier Supp(M ), nous posons

.
w(M) = A3 H w(si)
et

ou la valuation d’un point du plan s d’ordonnée k est donné par
w(s) = z2¢" . (3.107)

Nous déduisons du théoréme 65 une relation analogue & la relation (3.101),
3 savoir :

w(p(P)) 5 = gePIP) ga(P) BHE=2 (3.108)
1l s’ensuit que
Pla,t,0,2)= 35 w(M)t's, (3.109)
w M

ot la premiére somme porte sur les chemins de Dyck premiers w, et la seconde
sur les multichaines portées par w et contenant tous ses pics.

Afin d’établir le lien entre P(z,1,q,z) et la T-fraction U*, il reste une étape
technique 3 franchir : la transformation de w — valuation définie sur les sommets
des chemins de Dyck — en la valuation v*, définie sur les pas descendants. Ceci
se fait en trois temps et la figure 3.25 illustre la construction qui suit.

Fixons un chemin de Dyck premier w = (sp, ..., S25).
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1. Nous constatons que la somme Z w(M) est égale au produit
MeSupp~? (w)
2n—-1
H w/(s;), ol la valuation d’un sommet d’ordonnée k est donnée par
=1
zzq* . .
_(I_k_ s1 8 est un pic,
w(s)=4 1-22¢" (3.110)
—— sinon.
1—zzq

Il faut pour cela se rappeler la définition de I’application Supp, page 128.
Les expressions différentes de w'(s) suivant que s est un pic ou non viennent
de ce que M contient nécessairement tous les pics de w = Supp(M).

2. Nous affectons ensuite la valuation w’(s) au pas dont s est I’origine. Chaque
pas se trouve ainsi pourvu d’une valuation, a 1’exception du premier que
nous valuons 1 par convention.

3. Nous affectons enfin la valuation de chaque pas montant au pas descendant
qui lui est associé (cf. définition 43 et figure 3.2). Nous retrouvons alors
presque les valuations a et 7 données par les formules (3.103) : la seule
différence réside dans la valuation du chemin de Dyck premier de longueur

2. La construction que nous venons de faire lui attribue la valuation %‘lz?,
1

1-zzq°

alors que v* lui attribue la valuation

Compte tenu du cas spécial, nous obtenons :

Y w(M)= { vw) sl >4, (3.111)

MeSupn-(w) v*(w)—1 si|w|=2.
Jointe a I’expression ci-dessus, la formule (3.109) montre que

t+P(z,t,q,2) = Zv*(w)tj%l,
= DP(y,051),

ott DP est la série définie par (3.46). Grace 4 la proposition 51 et au corollaire 63,
nous avons finalement prouvé le résultat suivant.

Théoréme 66.— La série P*(z,y,q,t) = y + P(z,y,q,t), ou P est la série
génératrice des polyominos parallélogrammes définie par (3.100), satisfait les
“équations de dualité”

P.(l‘, Y, 9, t) = U(t) ’
P’(:l), t,q, y_l) = U*(t) ’
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-a:zq

zzqk
T T 1—xzzgf 1-z2qk
1
1—zzq*
—1 .'l:zt.]""'1
1-z2zgk
_z/\wzq ) /\T“qk)(l_zzqku)

Figure 3.25: la transformation de w en v*.

(l—zzq")(l —zzqk+1)




dans lesquelles U(t) et U*(t) sont les deur T-fractions duales données par

1+ (y—zq)t— 1+ (y— z¢?)t— 1+ (y— zgk)t- ’
(4 Yyt
_yt g
Ut = y—2q (y—29(y—2¢")  (y—=2d")(y -2
- t 4 4
1 - - 1 —t
+ y—zq y-xq2 + y_qu-l-l

Nous résumons les résultats obtenus par le tableau suivant.
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Le parametre ...
de P est compté

par la variable ...dans
le développement
en T-fraction de U et

par la variable ...dans
le développement
en T-fraction de U*

nombre de colonnes T z

nombre de lignes Y t

aire q q
périmetre t z=y!

3.7.5 Développements en T-fractions duales
convexes dirigés.

: les polyominos

Il résulte des travaux de Chang et Lin [17] et Bousquet-Mélou [10] qu’on a

1—2t—yt—vA
2

P(z,y,1,t) =

Tyt
Q(m,y711t) = y

VA’
ol A est le polynéme 1 — 2zt — 2yt — 2zyt? + 2%t% + y%¢2. La relation

Tyt
-zt -yt — 2tP(z,y,1,t)

Q(x’yv 17q) = 1

s’en déduit et se réécrit sous les deux formes

zt

1-(z—y)t-2t(y+ P(e,y,1,1))° (3.112)

y—l Q((L‘, Y, 17 t) =

t719(z,t,1,y7Y) = (3.113)

y—z+t-2(t+P(z,5, L,y )

Une courte manipulation algébrique et le théoréme 66 prouvent alors le
résultat suivant.
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Théoréme 67.— La série Q°(z,y,1,t) = y~1Q(z,y,1,t), ot Q est la série
génératrice des polyominos convezes dirigés définie par (3.100), satisfait les
“équations de dualité”

Q*(z,y,1,t) = V(1),
Q’(:c,t,l,y_l) = V*(t),

dans lesquelles V (t) et V*(t) sont les deux T-fractions duales données par

Tyt 2yt yt
R e T T e s T e
V(@) s(y—=)t  2(y-=2)%  y(y—e)"H
1+(y—z) - 14 (y—2)t- 14 (y—2)"1t-

3.7.6 Fractions de Jacobi et de Stieltjes.

Nous allons appliquer le qd-algorithme du théoréme 54 aux développements
en T-fractions précédemment obtenus pour la série génératrice des polyomi-
nos parallélogrammes. Les notations adoptées ci-dessous respectent celles du
théoréme 54.

Les polyominos parallélogrammes. Le corollaire 63 nous dit que la série
P*(z,y,q,t) admet le développement en T-fraction dont les coefficients sont
Ar = y pour tout k > 0 et i = zq* pour tout k > 1. La quantité A\gfBk41 vaut
donc zyg*t!.

Nous cherchons les coefficients des fractions continues de Jacobi Jp et Jy
ainsi que ceux des fractions continues de Stieltjes So et Sy, telles que

U = y+P(z,9,4,1),
= y+azyqtdlo,
y + zyqt 850 ,
Ji,
= 51,

olt U est la fraction de Thron (3.102). D’aprés le théoréme 54, ces coefficients
sont obtenus par le qd-algorithme indiqué a la figure 3.26.

Nous retrouvons ainsi un résultat de Gessel [48] : la série génératrice des
polyominos parallélogrammes P(z,y,q,t) admet le développement en fraction
continue de Jacobi suivant.

P(z,y,9,t) = zyqtdo,
342 2k+1t2
_ zyqt zYq't . zyq L (3a14)
1-(z+y)gt— 1-(z+y)g’t- 1— (2 +y)gkt1t— |
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Figure 3.26: calcul de la J- et de la S-fraction pour les polyominos parallélo-
grammes.

Une démonstration combinatoire de ce résultat est donnée par Viennot [84],
grice a une bijection entre polyominos parallélogrammes et mots de Motzkin
colorés; voir aussi [28, 11].

Nous n’avons pas explicité les coefficients V,EO) pour k£ > 1. Si I/éo) se calcule
facilement (il vaut 1), les suivants se compliquent trés rapidement et nous n’avons
pas trouvé d’expression close pour le terme général.

En revanche, les coefficients des fractions continues J; et S; sont simples et
I’on a:

U = Yy +-1>($,1[,q,t),
2t2 2kt2
_ Yy TYq N -':yq _ (3.115)
1—-zqt— 1-—q(y+zq)t— 1—q*(y+ zq)t—
t t k¢ k¢
= ¥y ¢ v¢ | ¢t oygr (3.116)

1 -1 -1 - 1 -1 -
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Ces développements sont nouveaux, a notre connaissance.

Les polyominos convexes dirigés. Il est inutile de répéter la démarche
précédente pour la série génératrice des polyominos convexes dirigés. Il suffit
en effet d’utiliser la relation (3.112) et le développement (3.114) pour obtenir
le résultat suivant : la série Q(z,y,1,t) admet le développement en fraction
continue de Jacobi

zyt 2z yt? zyt? zyt?
l-(z+yt-1-(z+yt-1-(z+y)t— 1-(z+y)-
(3.117)
Nous n’avons pas trouvé de formule close pour les coefficients du développement
de 9(z,y,1,t) en fraction de Stieltjes.

Q(x7 y’ 17t) =



Chapitre 4

Approximants de Padé
vectoriels et fractions de
Lukasiewicz

Dans tout ce chapitre, la lettre d désigne un nombre entier supérieur ou égal d 1
et K est un corps commutatif.

4.1 Introduction.

Certains approximants de Padé simultanés, dits vectoriels ont été introduits par
Van Iseghem : voir I’article [80] ou sa thése de doctorat [83]. Le probléme consiste
a approcher d séries formelles au méme ordre, par des fractions rationnelles de
méme dénominateur et dont les degrés des numérateurs sont bornés par un méme
nombre.

D’autres notions d’approximants de Padé simultanés existent et nous ren-
voyons & de Bruin [26] et & Loxton et Van der Poorten [62] pour un panorama
sur cette question.

Définition 68.— Soit F(t) = (fOt),..., f*1(t)) un vecteur composé de d
séries formelles a coefficients dans K. Soient p et q¢ deuz nombres entiers. Nous
notons r le reste de la division euclidienne de q par d.

Le vecteur R(t) = (r°(¢),...,m%"1(t)) composé de d fractions rationnelles ¢ coef-
ficients dans K est un approximant de Padé vectoriel de type [p/q] de F(t) s’il
eziste d polynémes Py, . . ., Py_1 de degrés inférieurs ou égauz d p et un polynéme
Q de degré inférieur ou égal a q tels que r;(t) = g‘ tt et

. o(tPtlEH) s0<i<r—1,
VlE{O,...,d—l}, fz(t)—’f‘,(t)z{ OEtp+L§J) ) SiTZizd—l, (4'1)

Voici la justification heuristique de cette définition. Supposons que nous
cherchions des polynémes F,...,P;_; et @ vérifiant les conditions de degrés
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indiquées dans la définition 68, ainsi qu’un entier m le plus grand possible, tels

que
Vie{0,....,d—1}, fi(t)— g((:))

Nous pouvons supposer que le terme constant de ¢ vaut 1.
Grace & la multiplication par @ des égalités (4.2), le probleme se ramene
alors & la résolution d’un systéme linéaire de (m + 1)d équations et ¢ + d(p+1)

inconnues, qui sont les coefficients des polynémes. Ce systéme admet en général
une solution si ¢ + d(p+ 1) < (m + 1)d, autrement dit si

= o(t™) . (4.2)

q
m < =.
“p+d

Puisque m est un nombre entier, sa valeur optimale est p + 4], et il y a alors
g — d|%] = r inconnues de plus que d’équations. De 13 vient l’idée de raffiner
d’un cran 'approximation des r premiéres séries formelles, comme il est indiqué
dans les conditions (4.1).

Nous reprenons 3 la section 4.2 I’étude du modéle combinatoire des chemins
de Lukasiewicz, décrit au premier chapitre lors de la présentation des fractions
multicontinues. Nous lui donnons une présentation autondéme et introduisons la
notion de fraction multicontinue de d-Lukasiewicz.

Nous montrons, en section 4.2.2, pourquoi le vecteur des séries génératrices
des chemins de d-Lukasiewicz bornés au niveau k constitue approximant de
Padé vectoriel de type [k/k + 1] du vecteur des séries génératrices des chemins
de d-Lukasiewicz valués. Nous complétons ainsi le schéma général, qui associe
un type de fractions continues & chaque type d’approximants de Padé.

Poursuivant la description d’algorithmes entreprise aux deux chapitres pré-
cédents, nous donnons en section 4.4 un algorithme de calcul des fractions de
d-Lukasiewicz. A notre connaissance il est nouveau, et il permet de calculer les
approximants de Padé vectoriels.

Enfin, la section 4.5 est consacrée & une preuve combinatoire d’un résultat
“3 la Favart-Shohat”, établi par Maroni dans [67]. Il s’agit d’une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une suite de polynémes soit orthogonale de di-
mension d par rapport a d formes linéaires, notion introduite par Van Iseghem
(83].

4.2 Le modéle combinatoire.

4.2.1 Chemins, pavages et formes linéaires.

Dans ce chapitre le terme chemin désigne une suite finie w = (so,.. .y8n) de
points de IN2, avec s; = (4,%;) pour tout i, et satisfaisant la condition

ViG{O,...,n—l}, Vitr S¥it 1.
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En d’autres mots, les pas du chemin — c’est-a-dire les couples (s;,Si+1) —
sont des pas montants si ;41 = y; + 1 ou des pas descendants de hauteur y; —
Yi+1 sinon. Lorsque y; = %41, on parle aussi de pas horizontal. Le niveau du
pas (8, si+1) est 'ordonnée de son premier sommet, c’est-a-dire y;.

La longueur de w = (sg, ..., S, ), notée |w|, est le nombre n. Le sommet sq est
son origine et s, est son arrivée, ces deux sommets constituant ses extrémités.

Définition 69.— Un chemin de d-Lukasiewicz est un chemin a sommets dans
IN x IN qui vérifie les propriétés suivantes.

1. Son origine est (0,0).

2. Son arrivée est de la forme (n,a) ou n est un nombre entier et a appartient

a l’ensemble {0,1,...,d — 1}. Nous disons alors que le chemin arrive au
niveau a.

3. Les hauteurs y; — y;+1 de ses pas descendants sont inférieures ou égales a

d.

La figure 4.1 montre un chemin de d-Lukasiewicz pour lequel ’entier d est un
nombre supérieur ou égal & 3 (la figure ne nous renseigne pas davantage).

Remarque. — Lorsque d = 1, les chemins de d-Lukasiewicz sont les chemins
de Motkin de la définition 2 du premier chapitre.

1 s
b

3 4,3

Az
\/\3,0

< >

Figure 4.1: un chemin de d-Lukasiewicz arrivant au niveau 0.

Soit A = (Ark)o<i-k<d une famille de scalaires. La valuation d’un pas £ d’un
chemin de d-Lukasiewicz est donnée par :

o(€) = 1 si £ est un pas montant; (4.3)
"1 Ak si € est un pas descendant du niveau / au niveau k. )
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La valuation d’un chemin w = (sp,S81,...,82), comme dans tous les modéles
précédents, est le produit des valuations de ses pas :

n—1
v(w) = H (84, Sit1) -
1=0
Par convention, la valuation du chemin de longueur nulle est 1. Pour respecter
les notations du cas d = 1, nous utilisons parfois la lettre b, plutét que A, ,
pour désigner la valuation d’un pas horizontal au niveau n. Ainsi avons nous
v(w) = b3A3,106,304,3A3,0 si w désigne le chemin tracé 3 la figure 4.1.

Définition 70.— Soit a un nombre entier inférieur ou égal ¢ d — 1.

1) Nous notons u2 la somme ) v(w) des valuations définies par (4.3) des
chemins de d-Lukasiewicz de longueur n, arrivant au niveau a.

2) La forme linéaire T'* sur K[t] est définie par ses moments

Pe(im) = .
Nous notons T le vecteur (I°,...,T%71).

3) La série formelle f*(X;t) de K[[t]] vaut 3, 5o pat™. C’est la série géné-
ratrice des chemins de d-Lukasiewicz valués, arrivant au niveau a.

Lorsque d = 1, les chemins étudiés sont en fait les chemins de Motzkin. Voici
les valeurs des premiers moments y¢ pour d = 2.

py =1, =0, py =0,
M(f = bo, ,u'% =1, .u% =0,
1 = b + Mo, p3 = bo + b1, pi=1

g = b3 + 2b0A1,0 + b1A1,0 + A20, | p3 = %+ boby + Ag1, | 43 = bo + by + ba.

L’interprétation géométrique des moments montre que pu¢ = 0 lorsque n < a,
que p2 = 1 et que pd,; = bo+ -+ by. Les premiers termes de f%(A;t) sont
donc

ta+(b0+~--+ba)t“+1+-~ .

La série fO();t) est la série génératrice étudiée au premier chapitre : elle était
alors notée f(A;t). Si k est un nombre entier,

fr1) =Y v(w)t! (4.4)

désigne la série génératrice des chemins de d-Lukasiewicz, arrivant au niveau a
et bornés au niveau k. Si k < a, la série fg();t) est nulle car il n’y a bien sir
pas de chemin satisfaisant les propriétés requises.

A la section 4.3, nous montrons que les séries fg sont rationnelles et nous
donnons une expression de leur dénominateur en termes de polynémes de pavage.
Avant d’aborder cette partie, nous allons étudier pour eux-méme les polyndmes
de pavage associés au modéle combinatoire des chemins de d-Lukasiewicz. Nous
rappelons ci-dessous leur définition.
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Définition 71.— Soient r et s deuzr nombres entiers tels que r < s.

1) Une piéce est un sous-ensemble {k,...,l} de {r,r +1,...,s} avec 0 <
l— k < d. Nous la notons aussi [k, 1.

2) Un pavage de d-Lukasiewicz de {r,r+1,...,s} est un ensemble de pidces
deuz d deuz disjointes. Si o est un pavage, nous notons lib(a) le nombre de ses
points libres, c’est-d-dire le nombre des éléments de {r,r + 1,...,s} n’apparte-
nant @ aucune piéce de o.

Au prix de I’abus de langage consistant a confondre la piéce [k, 1] avec le pas
descendant du niveau ! au niveau k, nous définissons le poids d’un pavage a par

w(a) = [[(-o(»))- (4.5)

pEa

Le polynéme de pavage de {0,...,k — 1} est noté Py et vaut

Pi(t) = > w(a)ti®@) | (4.6)

o pavage de {0,...,.k—1}

Dans les expressions ci-dessus, nous convenons que la valuation du pavage
vide ainsi que le polynéme de pavage Po(t) du segment vide valent 1. Nous
pouvons définir de maniére analogue le polynéme de pavage de [r,s] et nous
constatons qu’il peut s’écrire

6rPs—'r+l(t) ’

ou la lettre 6 désigne le prolongement, aux expressions algébriques, de I’appli-
cation de décalage sur les valuations, qui & A fait correspondre Ajij g41. La
proposition suivante ne présente aucune difficulté.

Proposition 72.— La suite (P;)r>0 des polynémes de pavage, donnés par (4.6),
satisfait la relation de récurrence linéaire @ d + 2 termes suivante :

d

VkE €N, Pryat1(t) = (t = brsa) Prya(t) = D Aktdora—i Prta-i(t) . (4.7)
=1

Démonstration : soit @ un pavage de {0,...,k + d}. En distinguant & quelle

piéce éventuelle appartient le point k£ 4 d, nous prouvons que o se présente sous
une et une seule des formes de la figure 4.2. Dans cette figure, les boites en traits
pleins représentent les pieces de a tandis que les boites en pointillés représentent
un pavage quelconque du segment qu’elles entourent.

11 suffit ensuite de traduire sur les polynomes cette disjonction en d + 1 cas.
]
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| - —— - - — = - — .

B kT T T T T T Erd1 k+d

e —bk+d

I O s — — — — — — — — — T
o1 T T P k+d—1 k+d

e . —Aktdk4+d—1

| o—m—m—ee - = = - —— = - -

I D ECT T T T T k4d—1 k+d

e . —Ak+d,k

| ——— - - - — — |— = = |-

B B S A k+d—1 k+d

Figure 4.2: les d + 1 formes possibles d’un pavage de {0,...,k + d}.

Les conditions initiales de la relation de récurrence (4.7), c’est-a-dire la valeur
des polynémes de pavage de {0,...,a} pour a < d — 1, sont récursivement
données par :

Pt) = 1,

Pa.|.1(t) = (t - ba)Pa(t) - za: )‘a,a—iPa—i(t) .
i=1

4.2.2 Fractions multicontinues de d-Lukasiewicz.

Dans ce paragraphe, grice a la géométrie des chemins de d-Lukasiewicz, nous
donnons des développements en fraction multicontinue des séries f%(A;t) de la
définition 70. La méthode, déja utilisée de nombreuses fois, consiste a établir des
équations fonctionnelles portant sur les séries f°.

La lettre 6 désigne ’application de décalage qui, a la famille (A;x)o<i—k<d, fait
correspondre la famille (Ar41,k+1)o<i-k<d- Le prolongement de cette application
aux expressions algébriques est encore désigné par la lettre 6.

Les démonstrations sont les mémes que celles de la section 2 du premier
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chapitre, & ceci prés que certaines valuations doivent é&tre substituées par 0.
L’argument essentiel est la factorisation unique des chemins de d-Lukasiewicz
arrivant au niveau a. Si w est un tel chemin, il s’écrit de maniére unique

W = wWoliWiy ... UgWyq ,

ou les u; sont des pas montants et les w; des chemins de d-Lukasiewicz translatés,
dont les extrémités sont au niveau i. La figure 4.3 donne un exemple d’une telle

factorisation.

4

A 4

wo luyl w1y Ug | wa

Figure 4.3: la factorisation d’un chemin de d-Lukasiewicz arrivant au niveau
a=2.

Nous avons alors les résultats suivants.

Proposition 73.— 1) La série génératrice fO(\;t) satisfait I’équation fonction-

nelle
P(x) = - - (48)

d P
1 — Aot — Z Apo ]‘[ §F°(\;t) Pt

p=1 =1
2) Pour a € {0,...,d — 1}, la série génératrice f*(\;t) satisfait la relation

Fo50) = 2 [L 675 0). (49)

3) La série fO(t) se développe en fraction multicontinue de d-Lukasiewicz (ou
Lg-fraction), notée L(d, \;t) :

1

d P
1= Aot — X; Apot? T T 7 1
p=

d
1
=1 /\,',,'t - E )\q+;,;tq+l H
= j21 1= Aiggagit — o

(4.10)
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issu de litération de I’équation fonctionnelle (4.8).

1l est facile d’imaginer ce que donne litération de 1’équation fonctionnelle
(4.8) lorsqu’on I’applique & la relation (4.9) : un produit de développements de
la forme (4.10), que nous n’écrirons pas.

4.3 Approximants de Padé vectoriels.

arsy _ an e .
Nous rappelons que f%(t) = 5 u2t™ est la série génératrice des chemins de d-
Lukasiewicz valués, arrivant au niveau a, et que fZ(t) est la restriction de la
série précédente aux chemins bornés au niveau k.

Proposition 74.— 1) La série f2(t) est une fraction rationnelle et elle vaut

P, (1)
ISON

ot la notation P} (t) désigne le polynéme réciproque t"P,(t™1) du polynoéme de
pavage P,(t), défini par (4.6). Les degrés de son numérateur et de son dénomi-
nateur sont respectivement inférieurs ou égauz d k et k + 1. Ces inégalités sont
des égalités dans le cas générique, c’est-d-dire lorsque K = Q(X).

2) L’approzimation suivante est vérifiée ent =0 :

e =1 (4.11)

(1) - f2(t) = o(tHHLIRY (4.12)

FElle est optimale dans le cas générique.

Démonstration : 1) on peut donner de la relation (4.11), ou plus précisément
de la relation Py, ,(2)f¢(t) = t*§o+1pr_ (t), une démonstration ad hoc, analogue
3 la preuve de la proposition 78 a venir.

Plus élégamment, toute preuve de rationnalité d’une série formelle des che-
mins bornés d’un modele combinatoire résulte des théorémes généraux portant
sur les monoides d’empilements de piéces. On peut se reporter a l’article de
Viennot [86]. Les piéces ont en I'occurrence déja été définies, a la définition 71 :

elles sont de la forme [k, I ragpel {k,k+1,...,1} pour k et [ entiers, vérifiant 0 <
l-k<Ld.

Suivant cet article, il existe une bijection entre

¢ ’ensemble des chemins de d-Lukasiewicz arrivant au niveau a et bornés au
niveau k;

e ’ensemble des pyramides dont la piéce maximale est un chemin de d-
Lukasiewicz arrivant au niveau a et ne se recoupant pas, et dont les autres
pieces sont des cycles sur [0,k] (une pyramide est un empilement ayant
une seule piéce maximale).
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De plus, les pieces maximales de ’empilement obtenu en 6tant le chemin ne se
recoupant pas sont des cycles qui contiennent au moins un élément de {0, ...,a}.
Nous notons M? I’ensemble des cycles vérifiant cette propriété. Enfin, le chemin
ne se recoupant pas est nécessairement le chemin constitué de a pas montants,
du niveau 0 au niveau a.

Si nous attribuons a un cycle C' dont le support est [k, 1] la valuation V(C) =
Akt =%+1 la série génératrice f2(t) est égale a

S V(E), (4.13)

max(E)C M*?

ol la somme porte sur tous les empilements E de cycles sur {0,...,k} & pitces
maximales dans M¢?. Un théoréme d’inversion, généralisation de I’inversion de
Mocebius dans les monoides partiellements commutatifs (¢f. Cartier et Foata [16]),
nous donne une expression rationnelle de la série (4.13), & savoir

> (~)Flv(r)

F trivial,
N s max(F) N M%=9

‘DT o

F trivial

Il est alors facile de reconnaitre dans le dénominateur D, le polynéme réci-
proque du polynéme de pavage de {0,...,k} et dans le numérateur N, le poly-
néme réciproque du polynéme de pavage de {a + 1,...,k}. L’expression (4.11)
s’en déduit. L’assertion concernant les degrés vient de ce que P,(t) est de degré n
et de ce que son terme constant est non nul dans le cas générique.

2) Nous supposons que k —a = nd+r est Pécriture de la division euclidienne
de k—a par d. Nous allons examiner quelle est la longueur d’un plus court chemin
de d-Lukasiewicz arrivant au niveau a et dépassant strictement le niveau k.
Un tel plus court chemin commence nécessairement par k¥ + 1 pas montants,
puis rejoint le niveau @ par un nombre minimal de pas descendants. Ces pas
descendants doivent ainsi avoir la hauteur la plus grande possible.

Par exemple, n pas descendants de hauteur d aménent le chemin au niveau a+
1+ 7 et il manque encore un et un seul pas de hauteur r + 1 (qui est un en-
tier compris entre 1 et d) pour atteindre le niveau a. Ce pas de hauteur 7 + 1
peut évidemment étre intercalé avant I'un quelconque des n pas descendants de
hauteur d. Nous avons donc déterminé

e d’une part, la longueur minimale cherchée : c’est k+n+2 =k + [-]-%‘lj +2;

e d’autre part, tous les chemins ayant cette longueur, arrivant au niveau a
et dépassant strictement le niveau k.
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Nous en déduisons que la différence f%(t) — f2(t) vaut cthHLEF2H2 o e
coefficient ¢ est donné par la formule suivante, dans laquelle nous avons mis en
évidence la valuation du pas de hauteur r 4+ 1 :

d
D 0 Akt1kt1d -+ - Meb1—(i=1)dk+1—id Met1—idk—id—r Mk—id—r,k—(i+1)d—r - - - Ad+a,a-
1=0 ‘

L’approximation (4.12) et son caractére optimal en résultent immédiatement.
O

Théoréme 75.— Soit F(t) = (f°(t),..., f*1(t)) le vecteur des séries généra-

trices des chemins de d-Lukasiewicz valués arrivant au niveau a € {0,...,d—1},
données a la définition 70.
Le vecteur Fi(t) = (f2(t),..., f2~1(t)) des fractions rationnelles données par

Pexpression (4.11) est I’approzimant de Padé vectoriel de F(t) de type [k/k+1].

Démonstration : le premier point de la proposition 74 montre que les fractions
rationnelles f2(t) ont toutes le méme dénominateur Py, ,(t), de degré inférieur
ou égal a k + 1 et que leurs numérateurs sont de degré k£ ou moins. Il ne reste
alors plus qu’a vérifier les conditions d’approximation (4.1).

Supposons que ¢ et 7 soient respectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne de k + 1 par d. Notons que r — a — 1 < d pour tout a €
{0,...,d —1}. Nous avons alors k —a = gd + (r — 1 — a).

Cette derniére expression est I’écriture de la division euclidienne de k — a
par d si, et seulement si, 0 < 7 — 1 — a, ou encore a < r — 1. Nous en déduisons
que

ko, _ | K+ [H+1 si0<a<r-1,
k+1+|.d-|—{k+|_k—'c|lij sir<a<d-1.

Le second point de la proposition 74 montre alors que les conditions d’ap-
proximation 4.1 sont satisfaites.
a

Comme dans les deux chapitres précédents, nous allons maintenant examiner
le probléme inverse. Etant donné un vecteur F(t) = (f°(t),..., f©(t)) de séries
formelles, connues par leurs coefficients c¢%, peut-on déterminer si son approxi-
mant de Padé vectoriel de type [k/k + 1] existe et, si la réponse est oui, peut-on
le calculer? Ces questions se reformulent, via notre modéle combinatoire, de la
facon suivante : peut-on trouver une famille de valuations A = (A1x)o<i—k<a telle

que
= o),

la somme portant sur les chemins de d-Lukasiewicz valués par A, de longueur n
et arrivant au niveau a?
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Pour que la réponse soit positive, une condition nécessaire s’impose immédia-
tement : la série formelle f?(¢) doit commencer par t* + - - -, comme nous 1’avons
remarqué a la page 140. Nous ne savons pas comment remédier & ce défaut de
généralité. On pourrait par exemple étre tenté, les séries f2(¢) étant celles de la
définition 70 et des polynomes p*(t) de degré a — 1 étant fixés, d’affirmer que
’approximant de Padé vectoriel de type [k/k+1] de (f°,p'+ f1,...,p" 14 f41)
est le vecteur

0"+ s 4 D).

Les conditions d’approximation (4.1) seraient évidemment satisfaites. Mais,
d’aprés ’expression (4.12), la fraction rationnelle p* + f* s’écrirait N/D avec
deg(N) = k+a—1 et les conditions de degré de la définition 68 ne seraient alors
pas remplies.

4.4 Un algorithme de calcul des approximants de
Padé vectoriels.

4.4.1 Une vue d’ensemble.

La démarche adoptée ici est calquée sur les algorithmes donnés aux chapitres 2
et 3, respectivement consacrés aux approximants de Padé ordinaires et en deux
points. Nous allons résoudre successivement les équations suivantes

£ > v(w) =c?, (4.14)

w chemin de d-Lukasiewicz de longueur n,
arrivant au niveau a

dans l'ordre des entiers n croissants et, pour n fixé, dans ’ordre des entiers a
croissants. Les inconnues de ces équations sont les valuations A;; des chemins
de d-Lukasiewicz.

Dans les chapitres précédents, un argument essentiel assurait le bon dérou-
lement de I’algorithme : parmi les termes du membre de gauche d’une équation
du type &g, il était possible d’isoler la valuation v(w) d’un unique chemin dé-
passant un certain niveau. L’argument se présente ici sous une forme légérement
différente, que nous allons expliquer.

Un ordre partiel est défini sur les chemins de d-Lukasiewicz de la maniére
suivante : si w et 7 sont deux chemins de méme longueur et arrivant au méme
niveau, nous disons que w < 7 si, pour tout entier ¢, le i*™¢ sommet du premier
a une ordonnée inférieure ou égale 3 celle du i¥™¢ sommet du second. Cet ordre
partiel se traduit graphiquement par “w est au-dessous de n”.

Lemme 76.— Soient n et a deur nombres entiers; nous ne supposons pas a
priori que a € {0,...,d — 1}. Nous posons
n—a

d+1

p = n—-[—], (4.15)
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q b~

|-7I—Cl

-1, (4.16)

ou [z] désigne le plafond de z, c’est-d-dire le plus petit nombre entier supérieur
ou égal ¢ .

L’ensemble des chemins de d-Lukasiewicz de longueur n et arrivant au niveau a
admet un unique mazimum. C’est le chemin composé dans l’ordre :

1. de p pas montants;

2. d’un pas descendant du niveau p au niveau a + qd, qu’on appelle le pas
central;

3. de q pas descendants de hauteur d.

Démonstration : il suffit de chercher & maximiser p et g, lorsque ces deux
entiers sont d’une part soumis 3 ’égalité p + ¢ + 1 = n, et assurent d’autre part
I’existence d’un chemin vérifiant les conditions 1, 2 et 3 du lemme.

a

Deux de ces chemins sont tracés i la figure 4.4. Celui de gauche (resp. de
droite) correspond au cas ot n — a est (resp. n’est pas) divisible par d + 1 : le
pas central est dans ce cas un pas descendant de hauteur d (resp. strictement
inférieure a d). Il est indiqué en gras dans les deux cas.

p=10

p=8

a= a=2

Figure 4.4: deux exemples de chemins maximaux pour d = 4.

Voici la description de 1’étape (n,a). Nous supposons connues les valuations
nécessaires 3 la réalisation des égalités £2, définies par (4.14), pour m < n
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etbe {0,...,d— 1} d’une part,et pourm = net b € {0,...,a— 1} d’autre part.
Nous isolons la valuation du chemin maximal dans 1’égalité £2; cette derniére
s’écrit alors

Apgd+a (Aqdta,(g-1)d+a - - - Aatd,a) + termes connus = ¢j , (4.17)

ou seule A, 544, est inconnue. Cette équation admet une et une seule solution,
a condition que les valuations Aygiq (g-1)d+ar - - -» Aatd,a Précédemment calculées
soient toutes non nulles.

Comme aux deux chapitres précédents, ’algorithme ne présente donc qu’une
difficulté technique : I’organisation correcte du calcul des “termes connus” de
Péquation (4.17).

4.4.2 Le détail des calculs.
Soit (z,y) € IN x IN. Nous posons

hoy =3 v(w), (4.18)

la somme portant sur les chemins de d-Lukasiewicz dont le dernier sommet est
(z,y). Nous notons hg,y la somme portant sur les mémes chemins, 3 ’exception
de T'unique chemin maximal, arrivant au point (z,y), dont il est question au
lemme 76. La quantité h;, , est ainsi égale aux termes connus de ’équation (4.17).

Nous posons enfin
g—-1

Aa,q = H ’\(j+1)d+a,jd+a ) (419)
J=0

pour a € {0,...,d—1} et ¢ € IN (ce produit vaut 1 si ¢ = 0). C’est un auxiliaire
de calcul qui évite de répéter inutilement des multiplications.

Convention. — Nous posons h;_; = 0 pour tout z € IN. Nous évitons ainsi
les “effets de bord” désagréables dans les calculs & venir.

Initialisation (étape (1,0)). On a évidemment
/\0,0 = C(IJ .

Nous initialisons ensuite la valeur de hj o & Ay et celle de Agp a 1.

Etape (n,a). Les nombres p et g conservent au cours de cette étape les valeurs
données par (4.15) et (4.16). En particulier, ils vérifient la relation p+qg+1 = n,
qu’on utilise librement.

Nous supposons connus

o les scalaires hy,_q_1jpourgd+a—-1<1<p—1,
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n—q—1,qd+a

Figure 4.5: le calcul de Apg4+q lorsque n —a =1 (mod d+1).

o les scalaires hy—;—1; pour 0 <i< g—1let,aifixé, pourid+a—-1<1<
(14 1)d + a,

o le scalaire A, g, qui est de plus supposé non nul.

Ces quantités codent des sommes de valuations de chemins dont les extré-
mités sont réparties sur une ligne brisée en forme d’escalier : les marches de cet
escalier sont! de largeur 1 et ses les contremarches sont toutes de hauteur d.
Un tel escalier est indiqué en pointillé aux figures 4.5 et 4.6. Un point noir
signale sur ces mémes figures les extrémités des chemins que nous venons de
mentionner. Enfin, le point d’interrogation signale la place du pas portant la
valuation inconnue, que nous avons appelé pas central au lemme 76.

L’étape (n,a) se déroule ainsi.
1. Calculer h7, , grace aux instructions suivantes.

(a) Calculer

p—1—gd—a
A
hn—q,qd+a. = Z >‘qd+a+j,qd+ahn—q—l,qd+a+j + hn—q—-l,qd+a—1 .
=0

13 Pexception éventuelle de la plus haute et de la plus basse, dont la hauteur peut étre
moindre.
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Lorsque p—1—gd—a < 0, seul le dernier terme de la somme ci-dessus
est pertinent. A ’aide des valeurs de p et ¢, on peut vérifier que cette
situation se produit si, et seulement si,n —a =1 (mod d+ 1). Une
illustration en est donnée 3 la figure 4.5.

(b) Pour i = ¢ —1,...,0 dans cet ordre, calculer

hoiidta = )\(i+1)d+a,id+ah;—i,(i+1)d+a
d-1
+ ) Nidtatiidtahn-i-t idtats + Pnoictidia-

7=0
Remarquons que g peut étre nul, au début de l’algorithme, lorsque
n < 2d. Les calculs ci-dessus n’ont alors pas lieu d’&tre. D’autre part,
lorsque 7 et a sont nuls, le dernier terme de la somme ci-dessus est
hp—1,-1; d’aprés la convention de la page 149, cette quantité vaut
zéro, assurant ainsi la validité de cette sous-étape dans tous les cas.

!
hn—q—lqd+a

Figure 4.6: le calcul de Ay g44q lorsque n —a #1 (mod d+1).

2. La valuation A, g44q est donnée par 1’équation (4.17) qui se réécrit

li
A p __C%'— hnﬂ
p,9d+a Aa’q ?
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car Ay g est différent de 0 par hypothese.

3. Mettre ensuite & jour les sommes h;, nécessaires a la poursuite de I’algo-

rithme. Pour 7 = ¢, ...,0 et dans cet ordre, calculer
g-—-1
!
hn—iidta = Ma_iiara + Apgdta || AG+1)d+a,jd+a -
j=i

Danslecasoin—a =1 (mod d+ 1), et dans ce cas seulement, tester si
Ap,gd+a = 0.

(a) Si la réponse est non, poser
Aagt1 = Apgdtalayg

et passer 3 ’étape suivante, qui est I’étape (n,a + 1) ou bien I’étape
(n+1,0).

(b) Dans le cas contraire, ’algorithme s’arréte.

Le lecteur est invité & se reporter aux figures 4.5 et 4.6 pour se convaincre
de la validité de toutes les égalités écrites ci-dessus.

Les conditions d’arrét de ’algorithme peuvent étre décrites en termes de nul-
lité de déterminants de type Hankel, composés des coefficients cj. Ces conditions
sont données par Van Iseghem [80, 83]. Nous n’avons pas abordé le probleme de
leur interprétation combinatoire, & la maniére des déterminants de P-chemins
de la section 2.4, au deuxiéme chapitre.

Remarque. — L’algorithme que nous venons d’exposer est destiné au calcul
des valuations \;; connaissant les coefficients cy, mais il peut clairement étre
utilisé en sens inverse : les valuations A étant connues, il permet de calculer
les coefficients cj.

4.5 Les propriétés d’orthogonalité des polyndémes
de pavage.

Une suite de polynémes (Qn)n>0 & coefficients dans K est dite échelonnée en
degré si le degré de @, est n pour tout n € IN.

Dans le cas ol d = 1, la proposition 72 nous dit que la suite (Px)r>o0 des
polynémes de pavage définis par (4.6) vérifie la relation de récurrence a trois
termes suivante :

Pk+1(t) = (t - bk)Pk(t) - /\kPk_l(t) .
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Il est alors bien connu que les polynémes sont formellement orthogonaux par
rapport & la forme linéaire I'? : voir par exemple Viennot [84] pour une preuve
combinatoire.

Supposons maintenant que d > 2. L’égalité TO(¢Py(t)) = Az résulte des
valeurs des moments u, données a la page 140 et de la définition 4.6 des
polynémes de pavage. Il s’ensuit que la famille (Pg)r>o n’est pas, en général,
orthogonale par rapport 3 la forme I'°. - A

Cependant, certaines propriétés subsistent. Nous donnons ci-dessous les défi-
nitions de la 5-orthogonalité stricte et de 'orthogonalité de dimension d d’apres
Maroni et Van Iseghem [67, 68, 82, 83].

Définition 77.— Soit (Qn)n>0 une suite de polynémes échelonnés en degré.
1) Soit H une forme linéaire sur K[t]. La suite (Qn)n>0 est strictement
%-orthogona,le par rapport & la forme H si elle satisfait les conditions suivantes

H(Qu()Qi(t)) =0 sik>nd, (4.20)
H(Qa(t)Qk(t)) #0 sik = nd. (4.21)

2) Soit G = (G°,...,G%1) un vecteur constitué de d formes linéaires sur
K{[t]. La suite (Qrn)n>0 est orthogonale de dimension d par rapport ¢ G si les

conditions suivantes sont satisfaites pour tout a € {0,...,d— 1} :
G*(Qn(t)Qk(t)) =0 sik>nd+a, (4.22)
G (Qn(t)Qk(t)) #0 sik=nd+a. (4.23)

Remarque. — Une suite de polynomes orthogonale de dimension d par
rapport au vecteur (G°,...,G%1) est strictement %-orthogona,le par rapport a
la forme G°.

Nous allons démontrer que la suite des polynémes de pavage de d-Lukasiewicz
est orthogonale de dimension d dans le cas générique. Au lieu de la quantité
I'*(P,(t)Px(t)), nous allons interpréter combinatoirement I'*(#"Pg(t)), car les
calculs sont plus simples. Pour conclure, nous mettons a profit le caractere
échelonné en degré de la suite Py.

Proposition 78.— Soit I'* la forme linéaire sur K[t] de moments u® et soit
Py le polynéme de pavage de {0,...,k—1} : cf. les définitons 70 et (4.6). Alors,

pour tout nombre entier a € {0,...,d — 1}, nous avons l’égalité
Lt Pe(t)) = Y v(w), (4.24)
w

ot la somme porte sur les chemins de d-Lukasiewicz de longueur n+ k, arrivant
au niveau a, et dont les k premiers pas sont montants.
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Démonstration : la définition 70 et la formule (4.6) conduisent a priori a
I’expression

Te(¢" Pi(t))

Z ,w(a)l-\a (tn+lib(a)) ,

a pavage
de {o,...,k—1}

>, w(e)w),

(e w)EEE

Il

ol Ef,, désigne’ensemble des couples constitués d’un pavage a de {0, . -1}
et d’un chemin w de d-Lukasiewicz, de longueur n +hb(a) et arrlvant au niveau
a. Rappelons que lib(c) est le nombre d’éléments de {0, ...,k—1} n’appartenant
a aucune piece de a.

Nous désignons par F{,, le sous-ensemble de Ef , des couples (e, w) tels que
o soit le pavage vide et tels que les k£ premiers pas de w soient montants. Il s ’agit
de montrer que le domaine de la somme (4.25) se réduit a I’ensemble Fy .

Nous allons construire sur ensemble E{ \F}, une involution ¥ satisfaisant
4 la condition suivante : si ¥(a,w) = (o/,w'), alors

w(a)v(w) = —w(a)v(w'). (4.25)
1l est clair que l’existence d’une-telle involution prouve la proposition 78. La
condition (4.25) est dite condition des signes.
Nous définissons pour cela deux applications : ¢ (pour cycle) et p (pour
pavage) de E} . dans IN U {co} par : '
¢ c(a,w)=min{i, 0<i<k—-1,le(i+ 1)ime pas de w n’est pas un pas
montant}.
e p(a,w)=min{i, 0<i< k-1, le point ¢ appartient & une piéce de a}.

Nous remarquons que Fy,, est ’ensemble des couples (o, w) € Ek ., qui vérifient
c(a,w) = p(a,w) = co. La figure 4.7 illustre la démonstration qui va suivre.

Soit { = (a,w) € Ef \F§,; I'un des deux cas suivants se produit nécessai-
rement.

1. Premier cas : p(¢) < ¢(¢). Puisque ¢ n’est pas dans F},, la quantité 2(¢)
est finie. Pour des raisons pédagogiques, nous distinguons deux sous-cas.

(a) La pitce de a alaquelle p(¢) appartient est le monomino {p({)}. Nous
définissons alors ¥(¢) = (' = (o/,w') en transformant ce monomino
en un pas horizontal, A la suite des p(¢) premiers pas montants de w.

(b) La pitce de a & laquelle p(¢) appartient est égale & {p((), ..., p({)+1},
avec | > 1. Nous définissons alors ¥({) = ¢’ = (¢/,w’) en transfor-

mant cette piéce en un chevron composé de [ pas montants
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Y
c(¢)
— ] ]
2(¢)
le cas 1.a le cas 2.a
A C(C)A
¥
(-1 Aot
N =
p(¢) p(¢)+!
le cas 1.b le cas 2.b

Figure 4.7: 'involution V.
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suivis d’un pas descendant du niveau p({) + ! au niveau p({), le tout
étant inséré a la suite des p({) premiers pas montants de w.

2. Second cas : ¢(¢) < p(¢). Nous distinguons 13 encore deux sous-cas.

(a) Le (c(¢)+1)%*™e pas de w est horizontal. Nous définissons alors ¥({) =
(' en 6tant ce pas horizontal & w et en I’ajoutant sous la forme du
monomino {¢(¢)} a a.

(b) Le (¢(¢) + 1)¥®™e pas de w est un pas descendant du niveau ¢(() au
niveau ¢(¢) —, avec [ > 1. Nous définissons alors ¥(¢) = (' = (¢/,w')
en Otant 3 w le chevron constitué de ce pas descendant et des [ pas
montants qui le précédent, et en ’ajoutant 3 o sous la forme de la

picce {e(() = 1,...,(O)}.

On vérifie aisément que ¥ est une involution qui satisfait la condition des
signes (4.25).

O
Corollaire 79.— 1) Pour tout nombre entier a € {0,...,d — 1}, nous avons
0 sik>nd+a;
T%(P.(t)Pi(t)) = i ’
( n( ) k( )) { )‘nd+a,(n—1)d+a .. -}‘2d+a,d+a)\d+a,a. sik =nd+ a,
(4.26)
otu l’on convient que le produit ci-dessus vaut 1 lorsque n = 0.
2) La suite (Px)r>0 est orthogonale de dimension d par rapport ¢ I' =
(T9,...,T971) si, et seulement si, les valuations vérifient
Vk € N, Agydk £0. (4.27)

Démonstration : 1) les pas descendants des chemins de d-Lukasiewicz étant
de hauteur inférieure ou égale & d, 'extrémité d’un chemin de longueur n + &
et commencant par k£ pas montants posséde une ordonnée supérieure ou égale a
k — nd. L’ensemble F{  défini & la page 154 est donc vide si k > nd + a.

En revanche, lorsque k = nd + a, il existe exactement un chemin de d-
Lukasievicz dans cet ensemble : il est formé de k£ pas montants suivis de n pas
descendants de hauteur d, allant successivement des niveaux id+a a (i—1)d+a
pour i = d,...,1. La valuation de ce chemin est [T = 1" Ajaya (i-1)d+a-

Puisque le polynéme de pavage P; est de degré k pour tout entier k, les
conditions (4.22) sont équivalentes aux conditions analogues dans lesquelles on
a substitué t* & P,(t). De plus, ['*(Pp(t)Prita(t)) = I'*(t"Prata(t)) car les
polynomes de pavages sont unitaires. La formule (4.26) s’en déduit.

2) Cela résulte immédiatement de la définition 77 et de la formule (4.26).
a
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Remarques. — 1) Le corollaire 79 prouve que la famille (Pr)r>o est stricte-
ment é—orthogonale par rapport 3 la forme linéaire T,

2) La formule (4.24) appliquée avec n = 0 prouve que

0 sik>a;

1l sik=a. (4.28)

I*(Py(t)) = {

D’autre part, la définition méme des moments des formes linéaires I'* montrent
que I'%(t*) = 0'si k < a (il n’existe pas de chemin de chemin de d-Lukasiewicz de
longueur k arrivant au niveau a si k < a). Compte tenu de ce que les polyndémes
Py, sont échelonnés en degré, nous avons alors I'*(P;) = 0si k < a et, finalement :

Vae{0,...,d—1}, VkeN, T*(Py(t))=brq.

Ceci montre que I?,...,T%1 sont les premiers éléments de la base duale de
(Pr)k>0, considérée comme base de 1’espace vectoriel K[t].

2) Lorsqu’une suite de polyndmes est orthogonale — au sens usuel — par
rapport a une forme linéaire ¢, ’ensemble des formes pour lesquelles cette suite
de polyndémes est orthogonale est la droite privée de ’origine {A| A € K*}. La
condition de normalisation I'°(Pp) = 1 suffit alors & déterminer /.

Cherchons maintenant, la suite (Pp)s>0 et le vecteur I' = (T°,...,T-1)
étant fixés comme ci-dessus avec Agyq4x 7# 0 pour tout k, ’ensemble des vecteurs
G = (G°,...,G%!) par rapport auxquels la suite (Pr)r>0 est orthogonale de
dimension d. ,

Notons pour cela K,_1[t]®V, la décomposition en somme directe de K[t] dont
les facteurs sont le sous-espace vectoriel des polynémes de degré (resp. de valua-
tion) inférieur ou égal & a — 1 (resp. supérieure ou égale a a). Lorsque a > 1, les
égalités (4.22) et (4.23) déterminent, a la condition de normalisation G*(P,) =1
pres, la forme G® sur le facteur V.

En revanche, la restriction de G® sur K,_1[t] est quelconque. Nous en dédui-
sons que, pour tout a € {0,...,d — 1}, il existe une forme u* nulle sur V, et un
scalaire non nul 8¢ tels que

G* = u* 4+ p°T°.

Réciproquement, tout vecteur G constitué de formes linéaires comme ci-
dessus convient. L’ensemble cherché forme donc un sous-espace vectoriel de di-
mension (d‘gl) de (L(K[t], K ))d, privé de d hyperplans (car les scalaires §* ne
sont pas nuls).

Nous pouvons retrouver aussi, grace a ce modele combinatoire, une générali-
sation du théoréme de Favart et Shohat sur les polynémes orthogonaux. Il s’agit
de l'implication (i)==>(ii) du corollaire ci-dessous, établie par Maroni dans [68].
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Corollaire 80.— Soit (Qn)n>0 une suite de polynémes unitaires et échelonnés
en degré. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La suite (Qn)n>o0 satisfait une relation de récurrence linéaire a d + 2
termes :

d
VEEN, Qryar1(t) = (8 — brya)Qhtd(t) = D bt btd—iQrta—i(t) (4.29)

=1

telle que les coefficients Agyqx pour k € IN soient tous non nuls.
(i) La suite (@Qn)n>o0 est orthogonale de dimension d.

Démonstration : la condition (i) implique la condition (ii). Il suffit de pren-
dre les formes linéaires I'* dont les moments sont les sommes de valuations de
chemins de d-Lukasiewicz donnés a la définition 70 et d’appliquer le corollaire 79.
Cette démonstration est nouvelle et constructive, en ce sens que les moments des
formes I'* peuvent é&tre calculés grace a ’algorithme de la section précédente :
voir la remarque de la page 152.

La condition (ii) implique la condition (i) : cette partie est purement calcu-
latoire. Nous nous contentons d’indiquer la preuve. Notons G = (GY,...,G% 1)
un vecteur par rapport auquel la suite (@n)n>0 est orthogonale de dimension d.
Puisque les polynémes sont échelonnés en degré, et unitaires, il existe des coef-
ficients Ap x € K pour 0 < k < n tels que la relation R,

n+d
Rn . Qn+d+1 (t) = th+d(t) - Z /\'n.+d,n+d—iQ'n.+d—i(t) ) (430)

1=0

soit vraie pour tout n € IN (par commodité, nous n’avons pas distingué, dans
cette relation, les A, , des autres coefficients).

Il s’agit maintenant de démontrer que les relations R, sont de longueur
exactement d + 2, c’est-a-dire que les coefficients A, ; sont nuls pour n > k +
d, et que les A,44, sont non nuls. Cela se fait “par paquets”, en appliquant
simplement les formes linéaires G°, ..., G4~ aux relations déduites de R, aprés
multiplication par ¢/, dans un ordre et pour des entiers j et n bien choisis. Les
paquets en question dépendent du quotient et du reste de la division de n par d.

(]

Kim [56] a récemment donné une interprétation bijective des polynomes
biorthogonauz 3 1’aide de certains chemins dans le plan discret. La biorthog-
onalité, dont la définition fait intervenir un polynéme de degré d, est une notion
différente de I’orthogonalité de dimension d, bien que toutes deux généralisent
Porthogonalité formelle par rapport & une forme linéaire.

Notre travail sur les polynémes vectoriellement orthogonaux s’inscrit donc
dans un mouvement d’idées général, visant a construire une théorie combinatoire
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des propriétés d’orthogonalité des polynémes [84]. On peut maintenant poser le
probléme de définir et d’étudier des familles spéciales de polynémes orthogonaux
de dimension d (ou biorthogonaux), comme cela a été fait depuis plusieurs années
pour les polynémes orthogonaux usuels : voir par exemple ’article de synthése
de Foata [39] et les références bibiographiques qui s’y trouvent.



Chapitre 5

Etude des C-fractions

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif, dont les éléments seront appelés
les scalaires.

5.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a une étude combinatoire des C-fractions. Une C-
fraction est définie par une suite @ = (ax)r>1 de nombres entiers supérieurs
ou égaux & 1 et une suite de scalaires A = (Ax)g>1 :

1 Aok
CO=7— 1= "7z

(5.1)
Une C-fraction est dite finie si I’'un des scalaires Ag est nul. Si le premier d’entre

eux qui vaut 0 est A\;y1, nous écrivons la C-fraction (5.1) de cette maniere :

1 /\1ta1 )\[_lta‘_l
1 - 1 - 1— A\t

De telles fractions continues apparaissent naturellement lorsque I’on cherche
a pallier I'impossibilité de développer toutes les séries formelles en fraction de
Stieltjes. La section 5.2 expose un modéle combinatoire des C-fractions, basé sur
des chemins dans IN x IN appelés C-chemins.

Nous étudions a la section 5.3 les réduites des C-fractions. On sait qu’elles
ne sont pas nécessairements des approximants de Padé de la série formelle corre-
spondante. Frank [43] s’est intéressé au cas le plus favorable, dans lequel toutes
ces réduites sont des approximants de Padé. Il a donné une condition suffisante
pour que cela se produise, étudiée aussi par Wall [90].

Nous présentons une autre condition suffisante et étudions par ailleurs la
situation inverse : le cas ou aucune réduite d’'une C-fraction — sauf la premiere
— n’est un approximant de Padé de la série formelle correspondante. Nous
décrivons une famille de telles C-fractions et étudions le cas le pire, celui ou

161



162 Chapitre 5 : Etude des C-fractions

Pordre de I'approximation réalisée par une réduite est la plus petite possible
par rapport a la somme des degrés du numérateur et du dénominateur. Nous
prouvons que le quotient de ces deux nombres est au pire équivalent & %, lorsque
I’indice de la réduite tend vers I'infini.

Nous différons jusqu’a la section 5.4 une preuve combinatoire de 1’existence
et de 'unicité du développement en C-fraction. La preuve découle en fait d’un
algorithme, qui calcule ce développement. Basé sur la géométrie des C-chemins,
il est nouveau a notre connaissance. Trois algorithmes analogues ont déja été
décrits dans les chapitres 2, 3 et 4 de cette these.

Compte tenu de ce qu’une fraction rationnelle admet un développement
unique et fini en C-fraction, nous posons, a la section 5.5, la question suiv-
ante : un algorithme de développement C-fraction est-il efficace pour détecter,
connaissant les premiers termes d’une série formelle, si cette derniére est ra-
tionnelle? Nous étudions pour ce faire la C-longueur mazimale d’une fraction
rationnelle en fonction des degrés de son numérateur et de son dénominateur (la
C-longueur de F € K (t) est le nombre de coefficients de la série de Taylor de F’
qui sont nécessaires a la construction de son développement en C-fraction).

Nous démontrons que cette fonction se comporte parfois de maniére quadra-
tique par rapport aux degrés en question, ce qui nous permet de donner une
réponse négative a la question posée.

Enfin, nous donnons & la section 5.6 trois exemples de développements en
C-fraction. Les deux premiers constituent des rappels; ils sont relatifs & des g-
analogues des nombres de Catalan. La série génératrice d’un de ces g-analogues
se développe en une C-fraction étudiée par Ramanujan [3, 70, 88]. Le troisiéme
exemple est, & notre connaissance, inédit : il s’agit du développement en C-
fraction de la série 2n>1(t"2‘1 -t ), proche d’une fonction Théta.

5.2 Le modeéle combinatoire.

5.2.1 Les C-chemins.

Dans ce chapitre le terme chemin désigne une suite finie w = (so,...,5,) de
points de IN2. L’origine du chemin (so,...,s,) est le sommet so, son arrivée est
le sommet s,,. Ses pas sont les couples (s;, s;4+1) pour 0 < 7 < n—1. Le niveau du
pas (8;, si+1) est 'ordonnée de son premier sommet, c’est-a-dire y; si le point s;
s’écrit (2, vi).

Définition 81.— Soit a = (ar)k>1 une suite de nombres entiers et soit s(a) =
(sk(@))r>0 la suite des sommes partielles de a, données par

30((1) = 0 N
sp(@) = a1+---+a, pourn>1. (5.2)
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Un C-chemin associ€ d la suite a est un chemin sur IN x IN vérifiant les trois
propriétés suivantes.

1. Son origine est (0,0).
2. Son arrivée est de la forme (2n,0) pour n > 0.
3. Ses pas sont de deuz sortes :
e pas montants ((x, h), (:c+1,h+1)) d’un niveau h > 0 au niveau h+1;

e pas descendants ((m,sk(a)) , (z+ ak,sk_l(a))) d’un niveau si(a) au
niveau sx—1(a), pour un nombre entier k > 1.

L’entier 2n de la définition ci-dessus est alors la longueur du C-chemin associé
a la suite a; nous la notons |w|. La longueur d’un C-chemin est donc toujours
paire. En général, nous omettons de présiser la suite a et parlons simplement
de C-chemins. De méme, lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, nous notons
s = (sk)k>1 la suite des sommes partielles définie par (5.2).

Un exemple de C-chemin associé a la suite a = (2,1,3,...) est donné i la
figure 5.1. La figure ne nous renseigne pas davantage sur la suite a, car un seul
chemin ne suffit pas a la décrire.

Le lecteur ayant lu la section 1.2 du premier chapitre peut vérifier que les C-
chemins associés a la suite a sont les images, par ’application de déploiement DC,
des chemins sur IN dont 1’ensemble des transitions est

T = {(sk(a), sg-1(a)) | k> 1}.

Le modéle combinatoire des C-chemins s’insere donc dans le cadre général de
I'interprétation combinatoire des Z-fractions multicontinues.

A
S3=6
TR )= MM
s2=3 A A2
2
. 4 I O I I O I I B AN 4 AN
15

Figure 5.1: un C-chemin et sa valuation.

Soit A = (Ak)k>1 une suite de scalaires. Nous définissons la valuation d’un
pas € d'un C-chemin par:

_J 1 si&estun pas montant;
v(§) = { Ak si € est le pas descendant ((z,sk), (z + ak, Sk—1))- (5.3)
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La valuation d’un C-chemin w = (so,...,$p), notée aussi par la lettre v, est
le produit des valuations de ses pas :

p—1
v(w) = H v(8i, Sit1) - (5.4)
=0

Cette quantité vaut 1, par convention, lorsque le chemin est réduit a un seul
sommet. La série génératrice des C-chemins valués est

flaxit) = Y u@)r's (5.5)

qu’on abrége souvent en f(¢). La figure 5.1 montre un C-chemin de longueur 18,
de valuation A2A2)\3. Nous définissons aussi la série génératrice de C-chemins
bornés au niveau s par

fila, 1) = Y vyt (5.6)

ol la somme porte sur les C-chemins dont les niveaux (ordonnées) des sommets
sont inférieurs ou égaux a si. Cette série est souvent notée fi(t).

Remarque. — Nous aurions pu définir des séries analogues pour les C-
chemins bornés au niveau h, pour tous les entiers A > 0. Mais la définition 81
rend cela inutile : un C-chemin dépassant strictement le niveau sy atteint néces-
sairement le niveau si41, au vu des contraintes imposées sur les pas descendants.
Les notations de ce chapitre sont donc légerement différentes de celles adotées
au premier chapitre, au cours de I’étude des fractions multicontinues les plus
générales, qui ne présentaient pas les contraintes susdites.

Proposition 82.— Soit a = (ax)r>1 une suite de nombres entiers et soit A =
(/\k)kZI une suite de scalaires.

1) La série génératrice fi(t) définie par (5.6) est une fraction rationnelle et
vaut

1 Art® Ap—1t%k=1
t — .o . Je
) =1— 7= T — Apion (5.7)
2) L’approzimation suivante est vérifiée au voisinage de t =0 :
F(8) = fu(®) = o(t™+71), (58)

c’est-a-dire que les séries f et fy coicident jusqu’a la puissance sxy1—1. Plus pré-
cisément, nous avons f(t) — fe(t) = Ag41Ak... A1 t°%+1 4 .-+ et, par conséquent,
Papprozimation (5.8) est optimale si et seulement si les A\; pour 1 < i < k+1
sont non nuls.

3) La série génératrice f(t) définie par (5.6) admet le développement en C-
fraction suivant :

1 Art® Atk
1 - 1 -

C(t) = 7 (5.9)



165

Démonstration : 1) si nous spécialisons a 0 les valuations nécessaires dans
I’équation fonctionnelle (1.31), nous obtenons

1
f0 = 157 )

Le résultat souhaité s’obtient en itérant cette équation et en constatant qu’il est
équivalent de borner les C-chemins au niveau sx ou de substituer A4y par 0.

2) Il existe un unique C-chemin de longueur 25,4, composé de si41 pas mon-
tants suivis de k + 1 pas descendants, respectivements valués par Agt1,...,A1.
Par suite, nous avons :

f(t) - fk(t) = )‘k+1>\k oA TR L

L’approximation (5.8) en résulte, ainsi que I’étude de son caractere optimal.

3) L’approximation (5.8) prouve la convergence formelle de la suite des fi(t)

vers la série f(t).
]

Conformément aux dénominations usuelles, la fraction rationnelle fy donnée
par (5.7) est la réduite d’ordre k de la fraction continue (5.9). Nous avons pris
soin, comme il est préconisé dans la remarque de la page 32, de distinguer la
série f(t) de la fraction C(t). Cette précaution se révéle inutile a la suite de la
proposition qui vient.

Proposition 83.— Soit f une série de K([t]] dont le terme constant vaut 1 qui
n’est pas (resp. qui est) une fraction rationnelle.

Il existe alors une unique suite (resp. une unique suite finie) d’entiers stricte-
ment positifs a = (ax)r>o0 et une unique suite (resp. une unique suite finie) de
scalaires non nuls A = (Ap)k>1 telles que f(t) = f(a,A;t). Autrement dit, f
admet un unique développement en C-fraction et ce développement est fini si, et
seulement si, f est une fraction rationnelle.

Démonstration : nous renvoyons le lecteur a la section 5.4 ol un algorithme

de calcul des suites a et A est décrit.
a

5.2.2 Etude des degrés du numérateur et du dénominateur des
réduites.

Ce paragraphe prépare ’étude de la section suivante. Pour vérifier si une ré-
duite fi donnée par (5.7) est un approximant de Padé de f définie par (5.5), il
nous faut comparer ’ordre de I’approximation, a savoir sx41 — 1, avec la somme
des degrés du numérateur et du dénominateur de fx. Nous donnons ci-apres une
interprétation combinatoire de ces deux polynomes.
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Définition 84.— Soient a = (ax)r>1 une suite d’entiers strictement positifs
et s = (sk)k>0 la suite des sommes partielles définies par (5.2). Soit A = (Ak)k>1
une suite de scalaires. -

1) Une C-pitce est un ensemble de la forme {sk,...,Sk4+1} pour un nom-
bre entier k > 0. Un C-pavage est un ensemble fini de C-piéces deux a deuz
disjointes.

2) La valuation w(p) de la C-piéce p = {sk,...,5k4+1} est Ax. La valuation
d’un C-pavage o est le produit

w(a) = [](~w(@)). (5.10)

p€a

Soit k > 1. Le polynéme de pavage de {0,...,sx} est la somme
Pi(t) = > w(a)t®®) (5.11)

qui porte sur les pavages o dont les piéces sont incluses dans {0,...,st}, et
dans laquelle lib(a) désigne le nombre de points libres de a, c’est-d-dire le nom-
bre d’éléments de {0,...,sx} n'appartenant ¢ aucune piéce de a. On convient
que Py(t) =1

On peut vérifier que la définition 84 des pavages et de leur valuation est
conforme aux définitions générales du premier chapitre, section 1.2. En revanche,
nous avons adopté des notations différentes pour les polynémes de pavage, pour
des raisons analogues a celles exposées dans la remarque de la page 164.

La lettre § désigne le prolongement aux expressions algébriques de ’applica-
tion de décalage, qui fait correspondre la suite (#g+1)k>1 a la suite (ug)p>1. Les
polyndémes de pavage Py définis par (5.11) vérifient la relation de récurrence

Vk > 2, Pi(t) =t Pe_1(t) — MePr—2(2), (5.12)

ainsi que les conditions initiales Py(t) = 1 et Py(t) = t** — Ay (se reporter par
exemple 3 la figure 4.2 du chapitre précédent pour une idée de démonstration).
Cette relation de récurrence “par le haut” se démontre en fait pour les polynémes
de pavages généraux, définis au premiers chapitre. Dans le cas particulier des
C-pavages, on peut donner une autre relation de récurrence, “par le bas”, car
chaque entier n est contenu dans un nombre fini de pieces (et méme une seule).
Nous avons alors

Pi(t) = 11 6Pp_1(t) — M6°Pr—2(1) , (5.13)
ou § a la signification susdite et ol les conditions initiales sont les mémes que
précédemment.

Ces deux relations de récurrence permettent, de facon générale, le calcul

direct ou rétrograde! des réduites de fractions continues : voir par exemple [55].
En particulier, nous avons le résultat suivant.

! Forward and backward recurence algorithms, dans les ouvrages en anglais.
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Proposition 85.— La fraction rationnelle fi(a,\;t) donnée par (5.7), réduite
du développement en C-fraction de f(a, A;t) définie par (5.5), s’exprime a l’aide
des polynomes de pavages : nous avons

6Py 4(1)

et (5.14)

fk(av ’\) t) =
ot la notation S*(t) désigne le polynéme réciprogque t*S(t=1) du polynéme S(t)
de degré n.

Démonstration : il suffit de vérifier que le numérateur et le dénominateur sat-
isfont la relation réciproque (au sens des polynomes réciproques) de la relation
de récurrence (5.13). On peut aussi donner une démonstration entierement con-
binatoire, basée sur un théoreme d’inversion dans les monoides d’emplilement
de piéces [86]. C’est la démarche que nous avons adoptée & la proposition 74 du
quatrieme chapitre pour un probléme analogue.

a

Un rapide calcul montre qu’il n’y a pas d’espoir de trouver une formule close
pour les degrés de 6P;_, (t) et P(t) en fonction des a;. Néanmoins, en nous aidant
de la définition 84, nous allons poser ce probléme en termes de combinatoire des
suites.

Définition 86.— Soit a = (ar)r>1 une suite de nombres entiers supérieurs ou
égaur a 1.

Une suite b = (an;,@nys- -+ 0n,,...) extraite de a est épanouie?si npyq >
np + 2 pour tout p, c’est-a-dire si elle ne contient pas deuzx termes consécutifs
de la suite a. Lorsque k > 2, nous posons

ex(a) = max {Zx} , (5.15)

€L

ep(a) = max{Zy}, (5.16)

y€c

ot le premier mazimum est calculé sur I’ensemble des suites b épanouies extraites
de (a1,a3,...,a;) alors que le second est calculé sur l’ensemble des suites c
épanouies ectraites de (az, . ..,ar).

Ces définitions sont justifiées par le résultat suivant.

Lemme 87.— Le degré du dénominateur P} de la réduite fs, est inférieur ou
égal d ex(a). Le degré de son numérateur 6P;_, est inférieur ou égal d e (a).
Ces inégalités sont des égalités dans les deux cas suivants, entre autres :

2Nous avons emprunté ce terme a Joseph (Esterlé, qui I’utilise dans le cadre géométrique
suivant : une partie A de € est dite épanouie si la distance séparant deux points distincts de
A est supérieure ou égale a a 2.
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1. le cas générique, c’est-da-dire lorsque K est le corps des fractions ration-

nelles Q(\);

2. si une seule suite épanouie extraite de (ay,...,ax) [resp. de (agz,...,ax)]
réalise le mazimum pour ex(a) [resp. pour e}(a)] et que le produit Ay ...\
est non nul.

Démonstration : d’aprés la définition du nombre de points libres lib(a), le
degré d’un mondme de P correspondant & un C-pavage a de {0,1,...,s;} est
la somme des longueurs des piéces de a. Deux pieces quelconques d’un pavage
étant disjointes, leurs longueurs valent a; et a, avec |l — m| > 2. L’inégalité
portant sur le degré de Py en résulte, ainsi que celle portant sur le degré de
6P;_,, qui correspond aux pavages de {a1,a1 +1,...,5x}.

Il se peut que plusieurs suites épanouies réalisent le maximum dans les
égalités (5.15) et (5.16). Dans ce cas, le coefficient du mondéme ¢ ou {% corre-
spondant est un polynéme en les \;. Ce polynéme n’est pas nul lorsque les A;
sont des indéterminées.

Si, au contraire, une seule suite réalise le maximum dans les égalités (5.15)
et (5.16), le coefficient du mondéme correspondant est un produit de certains

scalaires \; pour ¢ < k, et ce produit est non nul par hypothese.
O

5.3 Approximants de Padé et C-fractions.

Nous nous intéressons a la question suivante : les réduites fi(t) des C-fractions
sont-elles des approximants de Padé pour la série formelle f(¢)? Nous constatons
tout d’abord que, si f(t) admet le développement (5.9), elle s’écrit f(t) = 1+
A1t% + .- . La réduite fi(t) = T:T\I,t_al est donc toujours un approximant de
Padé de f(2).

Nous définissons tout d’abord un parameétre qui mesure le défaut d’approxi-
mation d’une série formelle par une fraction rationnelle.

Définition 88.— Soient une série formelle a coefficients dans K, notée f, et

une fraction rationnelle écrite de fagon irréductible R = g. Notons p et q les

degrés respectifs de P et Q. Le défaut de Padé de R par rapport a f est le nombre
d(R, f) = max{0,p+ ¢ — m}, (5.17)

ott m est donné par f(t) — R(t) = ct™t! + ... avec ¢ € K\{0}; si f = R, on
convient que m = +00.

Dire que la fraction rationnelle R est un approximant de Padé de f, c’est
donc dire que son défaut de Padé par rapport & f est nul.
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Remarque. — Gréce au lemme 87, le défaut de Padé de la réduite f;, par
rapport a la série f est max{0,ex + €}, — (sk+1 — 1)} dans le cas générique, ou
dans le cas d’unicité des suites épanouies qui réalisent le maximum pour ey et €},
(il est toujours vrai que l¢ défaut de Padé est inférieur ou égal & cette valeur).

Les C-fractions les plus simples, obtenues pour la suite a constante égale & 1,
sont les fractions de Stieltjes. Nous avons rappelé, au début de ce chapitre, que
les réduites fi(t) des fractions de Stieltjes sont des approximants de Padé de

type [Lg]/[%’—l” pour tout k. Nous allons maintenant

o déterminer certains cas favorables otl, comme pour les fractions de Stieltjes,
toutes les réduites d’une C-fraction sont des approximants de Padé;

e montrer qu’il existe a contrario des cas ou aucune des réduites n’est un
approximant de Padé (saufla premiére) et étudier le cas le pire, c’est-a-dire
celui qui fournit un défaut de Padé le plus grand possible.

Ce programme est réalisé apreés la démonstration de plusieurs lemmes portant
exclusivement sur la combinatoire des suites. Le premier d’entre eux établit
des inégalités portant sur e; + €. Les suivants examinent les cas non triviaux
d’égalité.

Lemme 89.— 1) Pour tout k > 2 et toute suite a = (ak)k>1, nous avons
/ k k—1
sk <exte <25~ |5]-[Z]—a1. (5.18)

Nous appelons my, = my(a) = 28, — |§] — | 54| — a1 le majorant de (5.18).

2) Les égalités ex, + €}, = my, sont réalisés pour tout k > 2 si, et seulement
si, la suite a est constante et égale ¢ 1 & partir du deuziéme terme. Dans ce cas,
nous avons aussi sy = ey + ejc pour k > 2.

Démonstration : 1) par définition, nous avons ex > a3 + az + - + ak oy k-1
et aussi €}, > ag+ag+ -+ ag_1 oy . Il suffit d’ajouter ces deux inégalités pour
k p

obtenir la premiére inégalité de (5.18).

Une suite épanouie extraite de (a1, a3...,az,) comporte au plus n termes et,

P ’ P
par conséquent, nous avons ey, < S, —n. De méme, une suite épanouie extraite
de (a1,a3...,a2,41) comporte au plus n + 1 termes et, par conséquent, nous
1, 9 + p P » P q ’

avons €zp4+1 < Sop+1 — M.

Une suite épanouie extraite de (ag, . .., az,) comporte au plus n termes et, par
conséquent, nous avons €5, < (82, —a1) — (n —1). De méme, une suite épanouie
extraite de (ag,...,a2,+1) comporte au plus n termes et, par conséquent, nous

/
avons €51 < (S2n41 — @1) — 1.



170 Chapitre 5 : Etude des C-fractions

Nous rassemblons les majorations individuelles de e; ou e}, dans la liste
suivante :

€2n < Sg—m,
emt1 X Sl — 1,

5.19
e < (szmn—ar)—(n—1), (5.19)
€mt1 < (Sznp1—a1)—n.

La seconde inégalité dans (5.18) résume par une formule plus courte les quatre
cas que nous venons d’étudier.

2) Nous allons démontrer par récurrence sur N > 2 que les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

(i) les égalités ag = --- = ay = 1 sont vraies;

(i) les égalités e + €}, = my sont vraies pour tout k € {2,...,N + 1}.

L’implication (i) = (ii) est établie par un calcul facile.

Démontrons maintenant I'implication réciproque. Supposons que N = 2 et
que ei + €}, = my pour k = 2 et 3. La liste (5.19) nous dit que ces égalités sont
équivalentes au systéme suivant :

max{ai, az} = a+a—-1,

max{a; + a3,a3} = a1 +az+az—1,

az = (ap+a2—a1)—(1-1),
max{ag,as} = (a1 +ax+az—a1)-1.

La troisiéme égalité n’apporte aucune information. La premieére nous indique la
disjonction suivante.

e Ou bien a; > ap = 1 et alors le systéme est trivialement vrai.

e Ou bien a3 > a; = 1 et alors la derniere équation s’écrit max{a;, a3z} =
as + a3 — 1. Puisque a; > 2, c’est donc que a; > as; dans ce cas, ag vaut 1.
Mais alors la deuxiéme équation s’écrit az = ay — 1 : c’est impossible.

Nous avons donc prouvé que a; = 1. Le passage de N & N +1 dans la récurrence
s’effectue & ’aide d’arguments analogues. La seule différence est la présence
d’une suite de “1” entre a; et an41.

Enfin, il est immédiat de vérifier que, si a est constante et vaut 1 a partir du
rang 2, on a ex + e;c = 8, pour tout k > 2.
O

Ce lemme nous enseigne la chose suivante : si nous voulons trouver des C-
fractions dont la réduite f; approche le plus mal possible la série formelle as-
sociée f, il ne faut pas chercher i rendre systématiquement maximale la quantité
ek + €}, c’est-a-dire a réaliser pour tout k > 2 les égalités ex + e, = myg. 1l faut
plutét chercher des suites a telles les deux conditions suivantes soient réalisées
simultanément :

1. le défaut de Padé de fi par rapport & f est strictement positif, ou encore,
d’aprés la remarque de la page 169, ex + €}, — (Sk+1 — 1) > 0;
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2. la quantité ey + e}, est proche de my.
Le lemme 92 présente la construction d’une telle suite.

Lemme 90.— Nous supposons que la suite (ar)r>1 est décroissante au sens
large. Alors

ex = ar+az+ -+ ak oy k-1; (5.20)
a2+ a4+ -+ ag-1 ou k- (521)

€k

Démonstration : nous prouvons la premiére égalité (la seconde se prouve de la
méme fagon). Supposons que z = (@, ,...,an,) soit une suite épanouie extraite
de (a1,...,ar). Nous allons construire une chaine

"
e —z' -2 - > (ar,a3...,a2p-1)
de suites épanouies, extraites de (a1, ...,ax), dont les sommes des termes vont
en croissant.
[ - n __ « 2124 .
Nous posons &’ = (a1, @ny, ..., 0, ), 2" = (a1, a3, an,, . . +50n,) ... al’étapes,

nous diminuons au maximum l’indice n; de la suite 2 de départ pour conserver
une suite épanouie. L’éventuelle derniére étape consiste mettre bout & bout les
termes de I’avant derniere suite, notée Z, et les termes de rang impair de la suite
initiale z qui figureraient pas encore dans &. Il est clair la fonction “sommes des
termes” croit le long de la chaine, et que cela prouve le lemme.

a
Lemme 91.— Soit N > 2 un nombre entier. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.
(i) Pour tout n € {2,...,N}, on a ex + €} = s.
(ii) La suite (ay,az,...,an) est décroissante au sens large.

Démonstration : le lemme 90 prouve que (ii)=(i). Nous prouvons 'implication
réciproque par récurrence sur N.

Pour toute suite a, nous avons e; = max{as, az} et €5 = as. L’égalité eo+ef, =
82 = a1 + ag équivaut alors a a; > as.

Si Pimplication réciproque est vraie pour N et si N = 2p est pair, nous
savons déja que a; > ag > -+ > ag,. Alors

€p+1 = a1 taz+ -+ a1+ axyi,
max{az + a4+ -+ agp_2+ agp, g+ a4+ -+ agp_2 + agpy1} .

3,2p+1
Pour établir ces égalités, nous avons raisonné comme au lemme 89 en distinguant
deux cas, selon que la sous-suite épanouie de départ contenait ou ne contenait
pas le terme agpyq. L’égalité ezpiq + e’2p +1 = S2p41 est, aprés simplification,
équivalente & max{agp, @2p41} = agp, C’est-a-dire & azp > agpys.
Si N est impair, le raisonnement se déroule mutatis mutandis.
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Lemme 92.— Soit ¢ = (cx)r>1 une suite d’entiers strictement positifs telle que
c1 > 3. Soit a la suite définie par

a=(l,c,1,¢c9...,1,n,1,€n41,1,...). (5.22)

Nous rappelons que my(a) est le majorant de ex(a) + e} (a) défini par (5.18).
Nous avons alors les égalités

Vn>1 ean(a) + €5, (a) = man(a), (5.23)
Vn>1  emyi(a)+epqi(a) = mangr(a)—1. '

De plus, pour tout entier k, une seule suite épanouie réalise le mazimum dans
la définition de ex(a) et de €} (a).

Démonstration : la sous-suite des termes de rang pair est la seule suite
épanouie extraite de (a1,as,...,a2,) et de somme maximale. La somme de ses
termes est ex,(a) = Y i, ag;. Par ailleurs, sgn(a) = Y iy agi + n. L'inégalité de
la liste (5.19) portant sur ez,(a) est donc une égalité. Le méme résultat vaut
pour e, (a) et la premiére assertion de (5.23) s’ensuit. Nous remarquons qu’il
suffit que ¢; > 2 pour avoir ’unicité.

Prouvons la seconde inégalité de (5.23) : la sous-suite des termes de rang
pair est la seule suite épanouie extraite de (aj,az,...,a2n,a2n+1) €t de somme
maximale (ici, le fait que ¢; > 3 est essentiel pour l'unicité). La somme des
ses termes est eg,11(a) = Ef;‘}l ay;. Par ailleurs, sgnt1(a) = g a2i +n + 1.
Contrairement au cas précédent, 'inégalité de la liste (5.19) portant sur ezn(a)

est stricte puisqu’on a

62n+1(a) = 82n+1(a) -n—1.

Nous montrons comme précédemment que la sous-suite des termes de rang pair
est la seule suite épanouie extraite de (ag,...,a2n, @2n+1) de somme maximale
et que 'inégalité de la liste (5.19) portant sur ej,,(a) est une égalité.

O

Théoréme 93.— Soit A = (A)r>1 une suite de scalaires tous non nuls. Soit a =
(ak)k>1 une suite d’entiers strictement positifs. Soit enfin f une série formelle
admettant le développement infini suivant en C-fraction

T

1) Pour que toutes les réduites fy du développement ci-dessus soient des
approzimants de Padé de f, il suffit que la suite (ax) vérifie I'une des propriétés
suivantes.

(i) Elle est décroissante au sens large.
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(ii) Elle satisfait a1 +az+- - -+agk-1 < ag+ag+--+agx < az+as+- - -+agpsq
pour tout k > 1.

2) Pour qu’aucune des réduites fi, a lezception de la premiére, ne soit un
approzimant de Padé de f, il suffit que a soit de la forme indiquée au lemme 92.

3) L’ordre effectif de de l’approzimation de f réalisée par la réduite fy est,
dans le cas le pire, équivalent a %(ek + €},) lorsque k tend vers +oo, c’est-a-dire
a la moitié de l’ordre correspondant au cas ou fi est un approximant de Padé
de f.

De plus, ces trois assertions sont indépendantes de la suite A et du corps K .

Démonstration : 1) appliquant le lemme 91, nous obtenons ex+e}, = sk < Sg+1
lorsque la suite a est décroissante : le défaut de Padé de toutes les réduites est
donc nul, d’aprés la remarque de la page 169. Ceci prouve que la premiére
condition est suffisante.

La preuve du caractere suffisant de la seconde condition est donnée dans un
article de Frank [43], ou 'auteur indique de plus la position des blocs correspon-
dants dans la table de Padé.

Nous remarquons qu’une suite a vérifie simultanément les deux conditions si
et seulement si elle est constante : les fractions de Stieltjes (en la variable ¢%1)
relevent donc de ces deux conditions, et ce sont les seules. La condition (i) que

nous avons étudiée est en quelque sorte complémentaire de la condition (ii) de
Frank.

2) Soit a la suite définie au lemme 92. La remarque de la page 169 montre
que le défaut de Padé d( fi, f) vaut max{0, ex + €}, — (sk+1 — 1)} lorsque k > 2,
indépendamment du corps K. Or, pour une telle suite a, nous avons :

Vo > 1, egn(a)+ e, (a)— (sant1(a) — 1) =c+-+e,—mn,
Yn >0, ezi1(a)+ €hpp1(a) = (S2n42(@) = 1) = e1 4+ 4 cn— (cngy1 + 1) .

1l suffit donc de trouver une suite ¢ telle que,
pourtout n > 1, c1+---4c¢cp>cpp1+n.

Il est facile de vérifier que la suite définie par ¢; = 3 et ¢, = 1 pour n > 2
convient (c’est d’ailleurs la seule suite possible lorsque ’on fixe ¢; = 3). Dés que
c1 > 4, une infinité de possibilités se présentent. Mentionnons par exemple la
suite définie par ¢c; =4 et c, =nsin > 2.

3) L’ordre de I’approximation réalisé par la réduite fi est sxy1 — 1 d’apres la
proposition 82. Le cas le pire est donc le cas ou e + €}, est le plus grand possible
par rapport a sg41 — 1.

D’apreés I'inégalité (5.18), nous avons ex+ €}, < 2s;. Puisque sg41 = s+ax >
sk + 1, nous avons, pour toute suite a :

er + e < 2(sp1 — 1)
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Nous allons maintenant prouver que, dans I'inégalité ci-dessus, la constante “2”
est la plus petite possible, ce qui démontre ’assertion 3.

Les lemmes 89 et 92 nous disent qu’il existe des suites a telles que my — 1 <
ex + €, < my, le majorant my étant absolu. Or nous avons

my = 28— 5] - |52 - ar,

2((sk41 - 1) —arn +1) = 3] - 155 - ar -

Pour toutes ces suites, nous avons donc :

ertep _ mp+te
- ,
Sky1 — 1 Sk+1— 1
a k| 4 | kst _
gt Gnt B[] ate 2 (5.24)
Spy1— 1 Sgpy1 — 1 Sky1— 1
—— N ~ _

ou le nombre € vaut 0 ou 1. Lorsque k tend vers +oo, le dernier terme du
membre de droite de (5.24) tend vers 0, car sk41 tend vers +00. Le deuxieme
et le troisitme (distingués par les accolades) sont positifs et inférieurs ou égaux
3 1 pour tout k, car les a) sont des nombres entiers non nuls. Finalement, nous

avons .
) ex +e
Jim sup (@_) <2,
k—+oco \Sk+4+1 — 1

avec égalité lorsque ar = o(sx). L’exemple 2 ci-dessous donne une illustration
numérique de ce cas. Qui plus est, cet exemple est valable pour tout corps K.
a

Exemples. — 1) Soit a la suite définie par a; = k. Nous appelons fraction
continue de Ramanujan une C-fraction associée a la suite a :

1 Mt Aaf? Atk
fO=1— 1= 12 1 -

(5.25)

Il est clair que n2 = ay +az+ - -+ agm-1 <n(n+1l)=ay+as+---+a;m <
az + as + -+ + agnp1 = n(n + 2) : la suite a vérifie la condition (ii) de la
proposition 93. Les réduites des fractions continues de Ramanujan sont donc
toutes des approximants de Padé. On peut aussi le vérifier par un calcul direct,
que nous menons ci-apres.

k;—l)

La suite s des sommes partielles est donnée par s; = ( . Le tableau ci-

dessous donne les valeurs des ex(a) et des e} (a).

e2n(a) = n(n+1)  obtenu pour la suite (2,4,...,2n) et elle seule,

eb.(a) = n(n+1)  obtenu pour la suite (2,4,...,2n) et elle seule,
eant1(a) = (n+1)? obtenu pour la suite (1,3,...,2n + 1) et elle seule,
€hny1(a) = (n+1)?—1 obtenu pour la suite (3,5,...,2n + 1) et elle seule.
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Nous pouvons alors calculer le défaut de Padé de f;, par rapport & f : il vaut
2n+1
max{0,2n(n+ 1) — ( ¥ )} max{0,-n—-1}=0.

De méme, le défaut de Padé de fo,4+1 par rapport a f vaut

max{0,2(n + 1) -1 - (2n2+ 2)} = max{0,-n—2}=0.

2) La suite @ du lemme 92 avec ¢; = 4 et ¢, = n pour n > 2 conduit a une
C-fraction qui cumule les propriétés des points 2 et 3 de la proposition 93. En
effet, nous avons sj ~ k— alors que ar < k des que k£ > 3. Par conséquent, les
trois derniers termes du membre de droite de I’expression (5.24) tendent vers 0

et, par suite
/
lim (M) _ 9.
k—+400 \Sk41 — 1

La proposition 93 laisse de c6té la question suivante : est-il possible de car-
actériser simplement, en termes de conditions portant sur la suite a, les C-
fractions dont toutes les réduites fi pour k > 2 sont des approximants de Padé
de f7 Dans [74], Scott et Wall ont montré que, sous ’hypothése supplémentaire
a; = 1, la condition (ii) de la proposition 93 était nécessaire et suffisante. A
notre connaissance, c’est le seul élément de réponse a la question posée.

5.4 Un algorithme de développement en C-fraction.

Nous exposons le dermier des algorithmes de cette these de développement
d’une série formelle en fraction continue (ici, une C-fraction), qui reposent sur
I’interprétation combinatoire des coefficients de la série comme somme de valu-
ations de chemins (ici de C-chemins).

5.4.1 Une vue d’ensemble.

Soit f(t) = 1+ 3 ,>1 cnt™ une série formelle a coefficients dans K. Nous allons
résoudre, pour tout n > 1, les équations

n = > v(w), (5.26)

w est un C-chemin de longueur 2n

dans lesquelles les inconnues sont les nombres entiers aj ainsi que les scalaires Ag.
La possibilité de résoudre successivement ces équations repose sur la remarque
suivante, qui est le pendant, pour le modeéle combinatoire des C-chemins, des
remarques des pages 69, 99 et du lemme 76.
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Remarque. — Si les nombres ay,...,ak+1 sont connus et si n = Sg41 =
ay + +-+ + a41, il existe un seul C-chemin w de longueur 2n qui atteint le
niveau n. Ce chemin, en forme de chevron, est composé de n pas montants
suivis de k + 1 pas descendants, qui vont successivement du niveau s; au niveau
Si—1 pour ¢ = k+ 1,k,...,1. Ce chemin porte la valuation v(w) = Ag41Ag ... A1.

Voici alors la description de ’étape k + 1 de l’algorithme. Nous supposons
connus les nombres a1, ...,ax ainsi que les scalaires tous non nuls A;...A tels
que les équations (5.26) soient satisfaites pour tout n € {1,...,sx}. Le nombre
ax41 est alors nécessairement égal au plus petit nombre entier : > 1 tel que

Cspt+i 7 TChyi s (5.27)

ol TC}; désigne un terme connu puisqu’il vaut

TCy; = > v(w). (5.28)
lwl=2(s+1)
w est borné au niveau sg
L’équation (5.26) pour n = i + & = Sk + ax41 s’écrit alors
csk+ak = )\k+1)\k e /\1 + TCkyak+1 ) (529)

dans laquelle seule Az;; est inconnue. Par hypothése, nous avons T'Ck,a,,, #
€413 Dar conséquent, ’équation (5.29) admet une unique solution et cette so-
lution est un scalaire non nul.

Tel qu’il est exposé, I’algorithme est inexploitable : il faut encore expliquer
comment nous calculons les termes dits connus T'C,; de ’équation (5.28). C’est
I’objet du paragraphe 5.4.2.

Cette vue d’ensemble de ’algorithme prouve du méme coup la partie de
la proposition 83 concernant ’existence et 'unicité d’un développement en C-
fraction. Il nous reste seulement 3 prouver que, si f est rationnelle, alors son
développement est fini. C’est chose faite & I'issue du lemme suivant.

Lemme 94.— Soit f = %, une fraction rationnelle irréductible, différente de 1,
de terme constant égal ¢ 1. Nous supposons que le début de son développement
en C-fraction est
1 At
1 - '

Alors la fraction rationnelle R définie par f—l}f‘);- est un polynome de terme con-

stant égal a 1 et U’on a
1
t) = ——mm ,
0= 5T

avec, de plus, deg(R) + deg(P) < deg(P) + deg(@Q) — 1.

(5.30)
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Démonstration : par hypothése, il existe une série formelle g de terme constant

égal a 1 telle que .

=1

Nous en déduisons que g = /}\31%‘ Puisque P et () sont premiers entre eux,
c’est que % divise P — ). Ceci prouve que R est un polyndme. La série g étant
le développement de Taylor de R en 0, le terme constant de R vaut 1. L’inégalité

portant sur les degrés est évidente.
a

La condition de décroissance deg(R)+deg(P) < deg(P)+deg(Q)—1 conduit
conduit, par itération de ’égalité (5.30), a un développement fini en C-fraction.
La proposition 83 est donc démontrée.

5.4.2 Le détail des calculs.

Nous notons D, la droite d’équation = + y = 2(si + %) et hg;; la somme des
valuations des C-chemins d’origine (0,0) et dont le dernier sommet est le point
de Dy, d’ordonnée s;. La lettre hj ; , désigne la somme précédente restreinte aux
chemins bornés au niveau s. Ainsi les termes connus du paragraphe précédent
sont donnés par

TChi=hiig,
pour tout ¢ > 1. La figure 5.2 illustre ces définitions.

Enfin, nous désignons par Ay le produit
Ap=A.. Ak (5.31)
C’est un auxiliaire de calcul qui évite de faire des multiplications inutiles.
Initialisation (étape 0). Si f(t) = 1, l'algorithme s’arréte la. Sinon,

f(t) = 14 ¢pt™ + ---. 1l est alors clair que a; = m et A\; = c¢,,. Poser enfin
Al =Cnm et h0’1,0 =1.

Calcul de ag4; et de Ay (étape k). Nous supposons connus
o les entiers ay,...,ak,
o les scalaires \y,..., Ak, donc leur produit Ag,

o les scalaires hg_1 p,; pour! variant de 1 3 k—1 et, 3 [ fixé, pour sx+1—a; < p.

Pour ¢ valant sucessivement 1,2,..., effectuer la boucle suivante.

1. Calculer la quantité TCk; = hj,. Cela se fait en k étapes que nous
regroupons en trois cas.
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ﬂ Dy

Sk

s ki

[
hk,i,

2(sk + zj

Figure 5.2: les sommes hy;; et hj ;.

(a) Calculer hj ; ; = hk—1,ik-1.

(b) Pour [ valant successivement k —1,...,1 et dans cet ordre, calculer

! /
Riit = he-1itax—ai-1 + Aiprhi i -

(c) Calculer A} ;o= Athi;, -
. ’ —_ .
2. Tester si hy ;1 = Cspti-

(a) Tant que la réponse est oui, ajouter 1 & ¢ et reprendre la boucle apres
avoir mis & jour la valeur des sommes hg;; par

hiig = hiig -
Si la réponse est affirmative pour toutes les valeurs de 7 > 1, c’est

que f(t) est une fraction rationnelle et elle vaut fi(t).

(b) Si la réponse est non, les équations (5.27) et (5.29) nous disent que

k41 = ia
R N
Csiti — i i

A =
k+1 Ak

Mettre alors a jour la valeur du produit des A; en posant Agy; =
Ak+1 k-
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A
Dy
!

Syt Eilel

Dk—l,i+a.k—al A\

141
!
p k..l
Si—-1
hk—1itar—a,l
2(sk+t—a) 2(sk + 1)

Figure 5.3: le calcul de Ay ; ;.

Mettre enfin a jour les valeurs des sommes hy;; par
!
hk,i,l = hk,i,l + )‘k+1)\k ¥ ,

et passer a 1’étape suivante.

5.5 Fractions rationnelles et C-fractions.

Nous allons étudier la question suivante : le calcul d’un développement en C-
fraction est-il une bonne méthode pour “détecter”, connaissant ses premiers.
termes, si une série formelle est une fraction rationnelle?

Plus précisément, nous nous demandons combien de coeflicients de la série de
Taylor de £ il faut connaitre, en fonction des degrés de P et @, pour retrouver g

comme une réduite du développement en C-fraction.

L’algorithme décrit plus haut montre qu’il est nécessaire et suffisant de

connaitre s = a; + -+ + ai coefficients si f = g admet le développement
fini suivant : P ) \ o \ .
t 1 _ t k-1
= 2t . 2k (5.32)
Q 1 - 1 - 1 — Agtor

Définition 95.— 1) Lorsque f = % € K[[t]] est irréductible et admet le déve-
loppement (5.32), nous appelons C-longueur de f la quantité sy = a1 + - - -+ ak.

2) Nous notons M(p, q) le mazimum des C-longueurs des fractions g, lorsque
deg(P) = p et deg(Q) = q. Nous convenons que M(0,0) = 0.
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Nous avons a priori une fonction M pour chaque corps commutatif K et
nous verrons, a la proposition 98, que certaines valeurs de M sont différentes
suivant que K = 72/27Z ou non.

Voici des relations de récurrence qui vont nous permettre d’établir des ma-
jorations de la fonction M.

Lemme 96.— Nous avons l’égalité et les inégalités suivantes :

M(p,q) = max {a1+ M(q—a1,p)} sip<gq, (5.33)
1<a1<g
< L p = .
M(p,q) < max {al +Osgr%%§al{M(b,p)}} sip=4q, (5.34)
M(p,q) < lg}ggp{al + M(p—a1,p)} sip>q. (5.35)

Démonstration : soient P et Q deux polyndmes tel qu’au moins un des deux
nombres p = deg(P) ou ¢ = deg(Q) soit non nul. D’apres le lemme 94, le début
du développement en C-fraction de % s’écrit

P 1

=, (5.36)
Q 1-xuE

avec R = A71t7%(P - Q) € K[t]. Si p < g, le degré de R est deg(Q) — a;. Par
conséquent, nous avons

M(p,q) < max {a1+ M(q—a1,p)} .
1<a1<g

Pour obtenir ’égalité, il reste & prouver, lorsque a; est fixé dans {1,...,p},
que tous les polyndmes R de degré ¢ — a; et P de degré p peuvent apparaitre
dans le début du développement (5.36). Ceci est vrai : pour R et P ainsi choisis,
le polynéme

Q=P+MuR
est de degré q pour tous les choix possibles du scalaire non nul A, et g se
développe comme (5.36).

Si p = g, le degré de R peut chuter d’avantage : on a deg(R) < p — a; et
'inégalité (5.34) en résulte. Si p > ¢, nous avons deg(R) = p — a1, ce qui prouve
linégalité (5.35).

Nous ne pouvons pas affirmer que cette derniére est une égalité; contraire-
ment au premier cas, si nous fixons un entier a; € {1,...,p}, un polynéme R
de degré p — a; et un polynéme P de degré p, il n’est pas toujours® possible de
choisir un scalaire non nul A tel que le degré de Q = P+ A% R soit égala g < p.

La méme objection vaut pour la relation (5.34).
a

3rarement, en fait.
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La proposition 98 donne des exemples de ce “déficit” de croissance de la
fonction M. Nous appelons M* la fonction “sans déficit” des deux variables p
et ¢, définie récursivement par M*(0,0) = 0 et par les relations

M(p,q) = max {an+M*(g~a1,p)} sip<gq,  (5.37)

M*(p,q) = o {al +0S§%%§M{M (b,p)}} sip=¢q,  (5.38)

M*(p,q) = max {a1+M"(p—ai,p)} sip>gq. (5.39)
<a1<p

Il est clair que M™ majore M. Le lemme suivant calcule les valeurs de M*.

Lemme 97.— Soit (p, q) un couple de nombres entiers. Nous avons :

. p———(p; 3) sip>gq,
M®9)=9 4431 | (5.40)
Yy sip<gq.

Démonstration : la preuve se fait par récurrence sur m = max{p, ¢}.Sim = 0,
c’est évident.

Soit m > 1. Nous supposons que la propriété est démontrée lorsque max{p, ¢} <
m — 1 et nous distinguons deux cas.

1. Cas p < ¢ = m; ’hypothese de récurrence et la relation (5.37) montrent

que
M*(p,q) = max {a1+M*(g~a1,p)},
maXy—p<a;<g @1 T+ M} .

L’expression a; + MM (a2 - (2¢+ 1)a1 + q + 3q), considérée
comme un polynéme en al, est minimale pour a; = g+ 3. Par conséquent,
le premier maximum figurant dans ’accolade (5.41) est atteint poura; =1

et vaut q—(ﬂ.

Le second maximum est évidemment atteint pour a; = ¢ et il vaut ¢ +
—(ﬁﬁ < q+£q—l)— —(gil car nous sommes dans le cas p < ¢. Finalement,

IlOllS avons prouve que

ag+1)

M*(p,q) = 2

Nous remarquons en particulier que la valeur de M(p,q) est constante
lorsque p parcourt ’ensemble {0,...,q — 1}.
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2. Cas m = p > q. La remarque que nous venons de formuler nous permet
de rassembler les relations (5.38) et (5.39) sous une forme plus compacte,
car nous savons maintenant que l’application b — M*(b,p) est croissante
pour b € {0,...,p— 1}. Cette forme compacte est la suivante :

M*(p,q) = max {a1+M(p-as,p)} sim=p2gq. (5.42)

De plus, nous savons que M*(p — ay,p) = ﬂp—;—ll. Le maximum alors est

atteint, dans ’expression (5.42), pour a = p et il vaut ﬂp—zﬂ.
a

Si m désigne max{p, ¢}, nous remarquons que M*(p, q) est équivalent & mT?-
lorsque m tend vers +o00. Nous allons maintenant donner quelques éléments de
réponse 3 la question posée en téte de ce paragraphe, et que nous reformulons
ainsi, faute de pouvoir calculer M exactement : la majoration de M par M*
est-elle bonne ou grossiere?

En d’autres termes, si p = deg P et ¢ = deg @, la majoration de la C-longueur

de % par ﬂi’zil ou par 423 est_elle bonne ou grossiere?

Proposition 98.— 1) Les tableauz suivants donnent les valeurs de M*(p,q),
de M(p,q) lorsque K = 7ZL/27L, et de M(p,q) lorsque K # 7ZL/27L, pour p et q
au plus égauz a 3.

B B P
aN\|o|1]2]|3 aNJo|1]|2]|8] |9\Jo|l1]2]|3
0|o[2[5]9 0 |o]2]4][8 0 |0]2]4]8
1 [1[2]5]09 71 58 1 [1]2]5][8
2 [3]3]5]9 2 [3[3 (4|7 2 |3[3]5]8
3 |6|6|6]|9 3 |[5(6|6]7 3 |5]/6]6]8
M* M (K=27/2Z) M (K+7Z/27)

2) La fonction M satisfait les inégalités suivantes, valables sur tout corps K :

M(2k,0) > k%4 3k, (5.43)
M2k +1,0) > k*4+4k+2, (5.44)
M(0,2k) > k®+ 2k, (5.45)
M(0,2k+1) > K> +3k+1. (5.46)

Démonstration : 1) la démonstration qui suit est assez fastidieuse. Le lecteur
intéressé surtout par le comportement asymptotique de M peut donc passer

directement a la page 186.
Nous savons déja que M < M*. Deux arguments distincts sont alors utilisés

pour le calcul des valeurs de M.
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1. Pour prouver que M(p,q) = M*(p,q), il suffit d’exhiber une fraction ra-
tionnelle ayant un développement en C-fraction adéquat. Comme nous
souhaitons, si possible, des résultats valables quel que soit le corps K, la
plupart des exemples seront choisis parmi les fractions rationnelles a co-
efficients dans {—1,0,1} et dont le développement ne fait intervenir que
des coefficients A\; € {—1,0,1}. Les identités seront alors vraies aussi dans
7L /27L par projection.

2. Dans le cas contraire (lorsque M(p,q) < M*(p,q), ou lorsque M(p,q)
dépend de K, ou les deux a la fois), nous majorons la valeur de M (p, q) soit
par ’examen des divers cas possibles, soit en tenant compte des relations
du lemme 96 et des valeurs déja calculées. Nous obtenons ainsi un majorant
de M(p,q) plus fin que M*(p,q). Nous exhibons par ailleurs une fraction
rationnelle dont la C-longueur est égale & ce nouveau majorant.

Nous définissons 19 fractions rationnelles dans le tableau de la page 184. La
premieére colonne comporte, outre le nom de la fraction, les degrés du numérateur
et du dénominateur lorsqu’elle est écrite sous forme irréductible. La troisieme
exprime, autant que faire se peut, la fraction R; en fonction des R; pour j < 7. La
quatrieme comporte la C-longueur de la fraction rationnelle. Enfin, la derniére
colonne indique les corps commutatifs pour lesquels les tous les renseignements
contenus dans les colonnes précédentes sont vrais.

Le lecteur peut vérifier que toutes les fractions sont irréductibles sur les corps
indiqués en derniere colonne. En utilisant le premier argument invoqué a la page
182, on montre facilement que les fractions R; pour ¢ € {1,2,4,5,6,7,12,13}
permettent de prouver que M(p,q) = M*(p, q) pour (p,q) appartenenant a

{(0,1),(1,0),(0,2), (1,2),(2,0),(2,1), (1/3), (2,3)},

et ceci, quel que soit K. Nous allons maintenant nous intéresser aux autres cas.

Pour éviter les répétitions, nous désignons par fraction spéciale de type (p/q)
une fraction rationnelle irréductible g telle deg(P) = p, deg(@Q) = g et telle que
les termes constants de P et () valent 1. Remarquons de plus que si K = 72/27Z,
les coefficients dominants de P et ) valent 1 eux aussi.

Cas (p,q) = (1,1). Il n’existe pas de fraction spéciale de type (1/1) & coeffi-
cients dans 7ZZ/27Z, ce qui explique la case vide du tableau correspondant. Pour
tous les autres corps, la fraction R3 fournit la valeur M(1,1) = 2.

Cas (p,q) = (2,0). La fraction Rg montre que M(2,0) > 4 indépendamment
de K. Soit maintenant P = 1 + at + ft? une fraction spéciale de type (2/0).
¢ Si a # 0, nous avons .

2 ——
1+a—13t
1-at=%
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R(p/a9) || § 1% Allt_al /Ik-_l,\tk;_: sk K

Ry (0/1) i‘.lpz 1 tous
Ry (1/0) || 11t mll(Tt) 2 tous
R3 (1/1) | & e 2 | K #7227
R4 (0/2) Tﬁ ﬁ{ 3 tous

Rs (1/2) 1-|}t-:t2 ﬁ 3 tous
Re (2/0) || 1+ 12 ﬁr}z?(?") 4 tous

R (2/1) | BEE | m 5|  tous

Rs (2/2) | ¥ | =9m 5 | K # Z/2%
R (2/2) | £ i 4| K=7)27
Rio (2/2) || 2255 TR 3 | K=27/27
Ry (0/3) 1+_t1+t_3' 1+1Rs 5 tous
Ry2 (1/3) lTlt;% 1_1R7 6 tous
R13 (2/3) llf_tt_zt:ta TR 6 tous
Ris (3/0) || 1—12 4¢3 ﬁ 1’—2_ = 1+t}§i(—t) 8 tous
Ry5 (3/1) lﬂﬁ'f—s 1—t;R11 8 tous
Rie (3/2) 1?12-:12233 1 ! + 14::1%7 8 | K #7/27
Riz (3/2) || o4t = rhey 7 | K =72%
Ris (3/3) || L5525 RS 8 | K #£7/2Z
Ris (3/3) || 2ts | ohmm 7| K =%/2%
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Puisque ’on sait déja que M(1,2) = 3, la C-longueur de P est plus petite
que 4 dans ce premier cas.

e Si a =0, nous avons
1

1-—p3¢2

P =
ce qui montre que la C-longueur de P vaut 4 dans ce second cas.

Cas (p,q) = (2,2). La fraction Rg montre que M(2,2) =5 pour K # 7Z/27L.
Les deux seules fractions spéciales de type (2/2) a coefficients dans 7./27Z
sont Rg et Rjg, dont les C-longueurs valent respectivement 4 et 3.

Cas (p,q) = (0,3). Lafraction Ry; montre que M(0,3) > 5 pour tout corps K.
Soit maintenant % = m une fraction spéciale de type (0/3). Suivant
que @ # 0, ou que a = 0 et § # 0, ou encore que a = 3 = 0, nous avons :

1 1

P 1—at(l+a 18t + a14t2)’
1 1

P T 1-pB82(1+61t)’
11

P 1+

Compte tenu des valeurs de M(2,0) et de M(1,0), les C-longueurs de 4 sont
respectivement plus petites que 5, 4 et 3.

Cas (p,q) = (3,0). Lafraction R4 montre que M(3,0) > 8 pour tout corps K.
D’autre part, I'inégalité (5.35) nous dit que

M(3,0) < IISI(II?,)S(B{CLI + M(3 - a1,3)}
= max{l1+6,2+6,3+5}

= 8,

compte-tenu des valeurs déja calculées.

Cas (p,q) = (3,1). Lafraction R;2 montre que M(3,1) > 8 pour tout corps K.
Le méme raisonnement que celui tenu au cas précédent montre que M(3,0) < 8.

Cas (p,q) = (3,2). Un raisonnement analogue, portant sur la fraction Rie,
montre que M(3,2) = 8 lorsque K est différent de 7ZZ/27Z. Soit maintenant

P 1+ot+ 2+

Q l4qt41t2
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une fraction spéciale a coefficients dans 7Z2/27.. Le raisonnement tenu au cas
(p,q) = (3,1) montre que la C-longueur de g— est susceptible de valoir 8 dans les
seuls cas oll a; = 2 ou 3. Examinons les.

e Dire que a; = 2, c’est dire que o = v et que 8 = 0. Nous avons alors

P 1
A T T2 x>
Q 1+t
1 t t sia=0
- 1 +1 4+ 1 + 14+1¢2 -
1 12 3 .
sia=1.

1 + 1 4+ 14t
La longueur de P/Q est donc 6 dans ce premier cas.

¢ Dire que a; = 3, c’est dire que a@ = v et que § = 1. Nous avons alors

P
Q 14834’

ce qui montre que la C-longueur de g est plus petite que 7, car nous savons
déja que M(0,3) = 4 dans 7ZZ/27L.

Cas (p,q) = (3,3). Comme précédemment, nous avons M (3,3) < 8. Les frac-
tions Rig et Rig, respectivement pour K différent de ZZ/27Z ou égal & 7Z/27L,
sont de longueur 8, et nous avons terminé le calcul de M pour les petites valeurs
depetq.

2) Notons P, le polynéme 3", t'. Nous avons

Po = 1,
1
P = 141t = —F >
T
2 n 1
P, = 1+t+t+---4+1t" = 7 pour n > 2.
1] —
tﬂ
14—
+1+tPn_2

Il en résulte que la suite a des puissances qui apparaissent dans le développement
en C-fraction de P, est

(1,2k,1, 1,26=2,1, ..., 1,2,1) sin =2k,

(1,2k+1,1, 1,2k—1,1, ..., 1,3,1, 1,1) sin=2k+1. (5.47)
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La C-longueur de P;k, que l’on obtient en faisant la somme des termes de
la premiére suite, vaut 2k + 2("‘;1) = k? + 3k. La C-longueur de Py vaut
3k+2+ 2("';1) = k% + 4k + 2. Les minorations (5.43) et (5.44) s’en déduisent
immédiatement. Les deux minorations suivantes sont alors des conséquences de

I’identité
1 1

P, 1+tP,_1
o

Nous sommes désormais certains, grace aux tableaux de la page 182, que le
majoration de M par M* est stricte. Par ailleurs, les minorations (5.43) et (5.44)
sont de 1’ordre de —"}1—2, ou m désigne a nouveau le maximum des nombres p et q.
Cette estimation doit étre rapprochée de 1’équivalent calculé pour M* et qui
vaut "‘72 Nous avons donc les inégalités :

2 2
T+ o(m?) < M(p,q) < T +o(m?),

pour certaines familles de couples d’entiers (p,q). Nous ne savons rien dire de
plus sur le comportement asymptotique de M.

Ces majorations suffisent néanmoins pour comprendre pourquoi le dévelop-
pement en C-fraction n’est pas une bonne méthode pour détecter, connaissant
les premiers termes d’une série formelle, si elle est la série de Taylor d’une frac-
tion rationnelle. Le deuxiéme chapitre nous a en effet montré qu’il existait un
algorithme nécessitant la connaissance d’au plus p + ¢ < 2m coefficients de la
série de Taylor de —g pour retrouver son expression rationnelle.

5.6 Trois exemples de développement en C-fraction.

Dans un premier paragraphe, nous donnons sans démonstration les développe-
ments en C-fraction de deux séries liées aux nombres de Catalan. Un dévelop-
pement inédit est proposé au second paragraphe.

5.6.1 Nombres de Catalan et ¢g-analogues.

Nous définissons ici le nt®™€ nombre de Catalan C,, comme le nombre de chemins
de Dyck de longueur 2n. Il est bien connu [28, 37, 51] que

C. = 1 (272)
n+1\n

Un premier g¢-analogue C',(ll)(q) est le polynome énumérateur des chemins
de Dyck de longueur 2n suivant la somme des ordonnées des pics : voir la
définition 43 du troisieme chapitre 3.
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Y

Figure 5.4: un chemin de Dyck d’aire 9.

Un second g-analogue, noté C’n )(q), est le polynéme énumérateur des che-
mins de Dyck de longueur 2n suivant leur aire, c’est-a-dire le nombre de carrés
situés entre 1’axe des abscisses et le chemins de Dyck, comme l’indique la fig-
ure 5.4.

La série f((q,t) = 2n>0 ct )(q)t" est, par définition de cf )(q), la série
génératrice des chemins de Dyck valués comme l'indique la formule (3.100) de
la page 125, avec y = 1. C’est aussi la série génératrice des polyominos par-
allélogrammes comptés suivant l'aire (par ¢) et le périmetre (par t), d’apres
le paragraphe 3.7.2. Nous déduisons de la proposition 44 ou directement de
’expression (3.115), le développement suivant de fW(q,1) en C-fraction :

2 2

1 k k
) = g 9 9 U4 AN S
FO(g,1) = = i (5.48)

1-1-1-1-

La série f)(q,t) = Lon>0 0(2)(q)t" est la série génératrice des chemins de
Dyck valués comme l'indique le paragraphe 1.1.1 du premier chapitre par :

A= ¢t (5.49)

Comme le démontre Viennot dans [88], c’est aussi la série génératrice des demi-
pyramides de dominos, ol la valuation du domino [i, 4 1] est ¢*. Un théoreme
d’inversion prouve alors 1'identité (5.50) ci-dessous, ol (g; ¢)» désigne le produit

1-9)(1-¢*)--(1-¢"):

> (="

n>0 (q’ q)n

n2—n

> (= )”(q, -

n>0

(g, t) = (5.50)
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Nous en déduisons que

ot les séries Ry et Ry désignent les membres gauches des deux célebres identités
de Rogers-Ramanujan, que voici :

1

= s 5.51
s @ 5 = Lamma (551
IR | frre (

s . 5.52
w50 (4 9)n a0 (1= ¢*H2)(1 = ¢°n43) )

D’autre part, la proposition 3 du premier chapitre donne le développement de
f®(q, 1) en fraction de Stieltjes, considérée comme une série formelle de la vari-
able t. En substituant ¢ par —g dans le résultat obtenu, nous retrouvons un
résultat de Ramanujan [70]; la série f(2)(¢, —¢) admet le développement en C-
fraction donné ci-dessous :

R
2)(g. — — I
(e, —9) R (5.53)
qn2+n
a0 (6D (q;q)n
= 220 (5.54)
=0 (q,q)n
1 2 3 n
= g g ¢z ... ... (5.55)

1+1+14+1+ 1+

Voici les références bibliographiques nécessaires : pour la théorie des empile-
ments de piéces, on peut se reporter & Viennot [86]. Des preuves combinatoires
de I'identité (5.50), utilisant la théorie des empilements, sont données dans [11] et
dans [88]. Les identités (5.51) et (5.52) ont été découvertes indépendamment par
Rodgers [72] et Ramanujan [70]. Le développement (5.55) est dii & Ramanujan :
voir ’exposé que donne Andrews [3] du Ramanujan’s lost notebook.

Nous remarquons que (5.48) et (5.55) sont obtenus a partir de développe-
ments en fractions de Stieltjes en la variable ¢, qu’on spécialise ensuite a ¢ = 1.
Le paragraphe suivant donne un exemple plus authentique de développement en
C-fraction.

5.6.2 La série ¥, t" 1 —t".

Il est facile de constater, grice & des exemples simples, que les degrés des
numérateurs et des dénominateurs des réduites successives d’une C-fraction ne
forment pas une suite croissante. On peut néanmoins se demander si, comme
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pour les fractions continues de Stieltjes, Jacobi et Thron, ces degrés tendent
vers 400 lorsque la série formelle correspondante n’est pas rationnelle.

L’exemple qui suit montre qu’il n’en est rien et fournit un développement en
C-fraction. A notre connaissance, ce développement est nouveau.

Proposition 99.— Soit f la série suivante :

ft)y =Y "t - (5.56)

n>1

FElle admet le développement en C-fraction associé auz suites a et A définies par

asg = 1 ) A3k = -1 sik Z 1 y
azkyr = 2k+1 , Agpp1 = -1 sik2>0,
azg4+2 = 1 N /\3k+2 =1 sik Z 0.

Les numérateurs et dénominateurs N; et D; des réduites fs;, sont donnés par

k-1
Nap = Y61 sik>1 , Dy = Y.t sik>0,
i= =1 1=0
k+1 2 k 2 2k+1 )
=1 =1 1=0
k+1 2 k+1 "
N3k+2 = Ztt —I—Ztt 9 D3k+2 =1 SikZO.
3 =1
(5.57)

En particulier, la suite des degrés de D; ne tend pas vers +oo. De plus, les
résultats énoncés ci-dessus sont indépendants du corps K.

Démonstration : soit g la série dont le développement est donné par les suites a
et A\. Nous allons prouver, par récurrence sur k, que les numérateurs et les
dénominateurs des réduites de g sont donnés par les formules (5.57). Compte-
tenu de ce que D3k42 = 1, nous avons g = limg_, o0 N3kt2, c’est-a-dire g = f.

Nous avons vu plus haut que les dénominateurs @}, des réduites g,,, vérifient
les relations de récurrence déduites de ’expression (5.12) :

Q =1,
Qi = 1+1,
QF = Qf_,—At*"QL_, sin>2.

En particulier, @3 = 1. Supposons maintenant que les égalités Q3;,, = Dak+r
sont vraies pour 7 € {0,1,2}. Nous avons alors les égalités suivantes :

_ 2k+1 2k42 4i
Q3k43 = Qipqz — Aseat®2Q5,, =1 tkg:’_o izk 3 = Zizo 2k+3
Q3kpa = Qikys — Ask44l™ Q55 = 212;2 X 4t +2k+2 = 21—0 t'
Q3kys = Q3ppa — A3kt +5Q3 13 =250 t—ty e =



191

De méme, les numérateurs &7, , des réduites g,, vérifient les relations de

récurrence

Q1 =1,
s = 1-t,
@; = @;—1_)‘ntan@;_2 sin>2.

En particulier, 803 = 1. Supposons maintenant que les égalités &J3;,, = Dak4r
soient vraies pour r € {1,2,3}. Nous avons alors les égalités suivantes :

83k 44

Q3k 45

Q3k+6

0343 — A3k4at™ 48310,

k+1 ) k ) k ) k+1 )
2-1 _ 2k+2+i 2k+3 2-1 _ i

N R IS ER W B

=1 =1 i=1 =1

k+2 ) k+1 )
2-1 _ 2k+3+i

I S

=1 =1

5Q§k+4 - ’\3k+5ta3k+55Q§k+3 ’

k42 ) k+1 . k+1 ) k )
2-1 _ 2k4+3+i2 _ -1 _ 2k+2+i

Sur o st (St et )

=1 =1 =1 =1

k42 ” k+2 2

I 3

=1 =1

* a *
835 — Aak+6" M3ty

k+2 .2 k+2 ” k+2 ” k+1 ‘2
th —I_th +t<ztz —I_Zt2k+3+z> ,
=1 =1 =1

=1

k2 k+1 '
Z #0-1 _ E t2k+4+12 )
=1 =1

La vérification des deux premiéres suites d’égalités est une variation autour du
théme Y% 2i + 1 = (k + 1)?, tandis que la vérification concernant la valeur de
83116 st immédiate.

Puisque les coefficients A; valent 1 ou —1, la démonstration ci-dessus, dans
laquelle nous avons implicitement supposé que K = Q, vaut pour tout corps K.

a



Annexe A

L’interprétation des
déterminants selon Gessel et
Viennot

De nombreux déterminants dont les éléments sont des coefficients binomiaux
ont été calculés par Gessel et Viennot dans [49]. Leur méthode repose sur une
interprétation combinatoire des coefficients binomiaux et se généralise au cas
ol les éléments sont certaines sommes de valuations de chemins. Le deuxiéme
chapitre de cette theése utilise abondamment les résultats que nous rappelons
ci-dessous. Notre présentation est celle qu’en donne Viennot dans [84].

A.1 Notations.

Soit K un corps commutatif. Soit £ un ensemble dont les éléments seront appelés
points et soit v une valuation sur £ X &, c’est-a-dire une application

v: E€x& — K,
(s1,82) — v(s1,82).

Un chemin sur £ est une suite w = (sp,...,S,) de points de &£; sa longueurest n,
que ’on note aussi |w|, son origine est sy et son arrivée est s,. On dit que w
va de sp & Sp. Si w = (Sg,...,8n) € 7 = (70,...,Tm) sont deux chemins tels

que ’arrivée s, du premier soit égale a I’origine ro du second, on définit ainsi le
produit de concaténation de w par 7 :

W0 = (80y-++ySnyT1yeeeyTm) -

Nous avons alors |wn| = |w| + [7|. Une expression w = w; ...wy est une factori-
sation du chemin w.

Nous définissons une application de ’ensemble des chemins sur £ dans K,

193
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qui est encore notée v et appelée valuation, en posant
n—1
v(w) = [T v(si,sit1) 5
1=0

lorsque w est le chemin (so, .. ., s,). Nous convenons que la valuation d’un chemin
de longueur nulle vaut 1.

Fixons un nombre entier p > 1 et des points Ay,..., Ay (resp. Bi,...,Bp)
de £, deux 3 deux distincts (mais certains des A; peuvent étre égaux a certains
des B;). Soit Q un ensemble de chemins sur £, allant des points A; aux points B;.
Les sous-ensembles §;; de () sont définis par

Qij ={w € Q|w vade4; & B;}. (A.1)

Nous supposons que ) satisfait les deux hypothéses suivantes, respectivement
appelées hypothése de finitude et hypothese de stabilité. Cette derniére est il-
lustrée par la figure A.1.

1. Les sous-ensembles ;; sont finis pour tous les entiers ¢ et j dans {1,...,p}.

2. Pour tous les entiers ¢,j,k et [ telsque 1 <i<k<petl1<j<iI<Dp,
pour tous les chemins w € Q;; et € y; ayant un sommet commun, si s
désigne le premier! sommet commun & w et 7, alors les chemins

wine et wom

appartiennent respectivement a §2;; et a {x;, olt les chemins wy,ws, 7y et 72
sont définis par les factorisations
w = wwy et w; vade 4;as,

n = mnz et m vadeAjas.

A.2 Interprétation combinatoire des déterminants.

L’hypothése de finitude nous permet alors définir des éléments de K en posant

a;j; = Z v(w). (A.2)

weEN;;

Si o est une permutation des entiers 1,...,p, nous notons inv(c) son nombre
d’inversions, c’est-a-dire le nombre de couples (i,7) tels que 1 < i < j < p
et o(j) > o(2). La proposition suivante donne une expression du déterminant
des a;;.

!En suivant le chemin w de A; & Bj.
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A B Ag B
—w €y — twim € Qy
—:n€Qu — Mg € Q;

Figure A.1: ’hypothese de stabilité.

Proposition 100 (Gessel, Viennot).— Soit Q un ensemble de chemins sur £
vérifiant les hypothéses de finitude et de stabilité. Le déterminant des scalaires a;;
définis par (A.2) est égal a

det(aij)iciicp = D, (=1)™v(w)...0(w,), (A.3)

(03(w1y.e0wp))

ou la somme porte sur les couples formés d’une permutation o € S, et d’une
configuration (wi,...,w,) de chemins sans sommets communs telles que, pour
tout nombre entier v compris entre 1 et p, le chemin w; appartient a ) et va
de A; a Bo(;.

Démonstration : l’expression usuelle d’un déterminant en fonction de ses
éléments, ainsi que la définition des scalaires a;;, conduisent aux égalités

det(aijhigiize = D (=1)™ag,q). . ap()
0ESy

3 (-1)™p(wy)...0(w,),  (A4)

(a;(wl 1-"1“’}7))60

ou la somme est étendue a ’ensemble C' des couples formés d’une permuta-
tion o € Sp et d’une configuration (w,...,wp) de chemins telles que, pour tout
nombre entier i compris entre 1 et p, le chemin w; appartient a Q;,(;)-

Nous notons NC' le sous-ensemble de C' des couples dont la configuration
est constituée de chemins sans sommets communs. Il s’agit de prouver que le
domaine de la somme (A.4) se restreint a MC. Supposons qu’il existe une invo-
lution © : C\NC — C\NC vérifiant la condition suivante :

si O(o; (wl.’ oy wp)) = (05 (W, - 1 wp)),
alors (=1)™) = —(=1)2") et v(wy)...v(wp) = v(w]) ... v(wh).
(A.5)
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Ao ——— — — — — — — ®B,(1) AO———— —— — —— ®B,(1)
A — —— —— — — — — ®B.(2) A — — —— — —— —— ®55(2)
A Ba(i) A; Ba(i)
Am® 8 ®Bs(p) Amn® S ®Bq(p)
Ag Bo(k) Ay Bo(k)
Ap—1@ @B,(p—1) Ap-10 ®Bs(p-1)
Ap@ — — —@Bs(m) Are@ — — —0Bs(m)
—w; € Qia(i)a _ w,f = K1(2 € Qicr(lc)a
— Wk € Qka(k), . i w; = (1Kk2 € Q!ca(i),
— — Wy, avec m # 1, k. —— : w,, avecm # i,k

Figure A.2: l’action de I'involution © sur les configurations de chemins.

Les termes de la somme (A.4) qui correspondent aux éléments de C\NC se
simplifient alors deux & deux, et ’égalité (A.3) est démontrée.

Voici comment nous construisons I’involution ©. Soit (o; (wy,...,wp)) un élé-
ment de C'\ NC. Nous notons ¢ le plus petit entier m € {1,...,p} tel que wy, pos-
séde un sommet commun avec un autre chemin de la configuration (wy,...,wp).

Soit alors s le premier sommet de w; (en le parcourant de A; & B,(;)) qui
appartient 3 un autre chemin de la configuration (wy, .. .,w,). Soit enfin k le plus
petit entier m différent de 7 tel que le chemin w,, passe par s. Par construction,
P’entier k est en fait strictement supérieur a <.

La situation que nous venons de décrire est tracée dans la partie gauche de
la figure A.2. Le chemin w; se factorise en k1K ol kK1 va de A; a s et k3 va de s
a B,(;).- De méme, le chemin wy se factorise en (1(2 ou (; vade A a set (3 va
de s a B, (k). Soit T la transposition de S, qui échange o(i) et o(k).

Nous définissons alors le couple O(o; (wi, .. .,wp)) = (0'; (Wi, ...,wp)) par les
égalités suivantes :

o = 710, (A.6)
Wi, = wy pour m différent de i et k, (A.7)
wf = K1C2 . (AS)

w}c = C1K42~ (Ag)
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La configuration (wj,...,w;,) est tracée sur la partie droite de la figure A.2.

Le chemin w; est un chemin sur £ allant de A4; & B, ) = B,(;)- L’hypothese
de stabilité de la page 194 montre alors que w; € Qi51(;)- Le méme raisonnement
prouve que wj, € Qy,r(x)- De plus, w! et w, ont un sommet commun : le sommet s.
L’ensemble d’arrivée de ’application © est donc C'\NC.

Il est facile de montrer ensuite que © est une involution et qu’elle vérifie la
condition (A.5).
a

A.3 TUne variante.

Dans le deuxiéme chapitre de cette thése, nous sommes amenés & calculer des
déterminants dont les éléments sont des sommes de valuations de certains che-
mins sur £ = Z%. L’ensemble Q2 de ces chemins ne satisfaisant plus I’hypothése
de stabilité énoncée a la page 194, nous allons donner ci-dessous un résultat
analogue a la proposition 100, en modifiant de fagon adéquate le domaine de la
somme (A.3). Les notations adoptées sont les mémes qu’au paragraphe précé-
dent.

Notre variante consiste a restreindre le domaine de définition de I'involu-
tion ©. Pour cela, nous disons qu’un couple (w,n) € Q;; X Qx — ces notations
sont définies par (A.1l) — est stable s’il vérifie les deux conditions suivantes.

o Les chemins w et 7 ont au moins un sommet commun.

e Parmi les sommets communs 3 w et 7, il en existe un , noté s, tel que les
chemins
wine et wem

appartiennent respectivement a §2;; et & Q;, ou les chemins wy,ws, 71 et 7,
sont définis par les factorisations

w = ww; et w; vade A;as,

n = mn2 et m vadeAdjas.

Lorsqu’il s’agira de choisir un tel sommet, nous supposerons toujours que s

désigne le premier d’entre eux (en parcourant w de son origine a son ar-

rivée).
Nous notons SQ C 022 le sous-ensemble des couples stables. Dire que Q satisfait
I’hypothése de stabilité, c’est donc dire que tous les couples de ? ayant un
sommet commun sont stables.

Nous rappelons que C et NC' désignent les ensembles introduits au cours de

la démonstration de la proposition 100. Nous notons

SNC c C (A.10)
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le sous-ensemble de C dont les éléments (o; (w1, . ..,wp)) sont tels que la config-
uration (wy,...,wp) ne contient aucun couple stable. Nous avons les inclusions
NC Cc & C C. 1l y a donc deux sortes de configurations possibles pour les
éléments de QVC : celles qui contiennent exclusivement des chemins sans som-
met commun et celles dont les chemins se coupent, mais ne sont pas stables. La
proposition suivante généralise la proposition 100.

Proposition 101.— Soit Q un ensemble de chemins allant des points A; auz
points B; et satisfaisant hypothése de finitude. Le déterminant des scalaires a;;
définis par (A.2) est égal a

det(aij)igij<p = > (=)™ v(wr) ... v(wp), (A.11)
(o3(wr...wp)) €T

ot la somme porte sur les couples formés d’une permutation o € S, et d’une
configuration (w1, . ..,wp) appartenant ¢ l’ensemble SNC' défini par (A.10).

Démonstration : il suffit de construire une involution S0 : C\\NC' — C\NC
vérifiant la condition (A.5). La seule différence avec la construction de ©? réside
dans la détermination de 7 et k : ces entiers sont tels que (7, k) est le plus petit
couple, pour l’ordre lexicographique usuel, vérifiant la propriété: ”(w;,ws) est
stable”.

O

Un calcul de déterminant se raméne alors, dans le cas le plus général, a la
détermination de I’ensemble SNC. Cette tiche est évidemment facilitée lorsque
la plupart des couples de Q% ayant un sommet commun sont stables. C’est le cas
pour les calculs menés au deuxieme chapitre.

2Voir la démonstration de la proposition 100 pour toutes les notations utilisées.



Annexe B

Les relations de tassement et
I’algorithme
quotient-différence

L’algorithme quotient-différence, ou qd-algorithme, introduit par Rutishauser
[73], vise & calculer les coefficients du développement en fraction continue de
Stieltjes d’une série formelle f 3 partir de ses coefficients. Grace 3 Pinterprétation
des fractions continues de Stieltjes et de Jacobi basées sur les chemins valués,
Viennot [87] a donné une interprétation combinatoire de cet algorithme, faisant
intervenir des opérations de tassement des chemins. Nous suivons de prés son
exposé.

B.1 Tassements de chemins.

Tasser un chemin de Dyck w consiste & parcourir ses pas de deux en deux et,
pour chaque couple de pas, & définir un pas d’un chemin de Motzkin. Suivant
que le parcours débute au premier ou au deuxi®me sommet de w, nous obtenons
deux applications de tassement, notées T et T'.

B.1.1 Tassement T.

Si w est un chemin de Dyck de longueur 2n > 2, le tassement 7 = T(w) est le
chemin de Motzkin de longueur n > 1 défini par la figure B.1 : dans cette figure,
la partie supérieure explicite la définition ”locale” de T et la partie inférieure
donne un exemple. Nous définissons de plus I'image par T du chemin de Dyck
de longueur 0 comme étant le chemin de Motzkin de longueur 0.

Nous utilisons cette premiére application de tassement pour interpréter 1’éga-
lité entre une fraction continue de Stieltjes S et une fraction continue de Jacobi J,

199
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Vok Mk+1
Vok-1 Vak
T T

Yk = V2k X Vok-1

ar = Vag + Vak+1

T T
! | !
| T ! |
| | |
| | |
| [ !
| I |
| | |
| | |
| | |
Figure B.1: le tassement T'.
respectivement données par :
1 it vt
S = cen ces
1 -1 - 1 - ’
P 1 nt® 1kt
- 1- aot— 1- at— 1- apt—

Lemme 102.— L’ égalité J = §, considérée comme une égalité entre deuz
séries formelles, est réalisée si et seulement s

ap=1v, e Vk>1 G = Vok o+ Vaks1, (B.1)
Yk Vok—1 X Vak .

Démonstration : la figure B.1 nous indique comment déterminer I’ensemble
des antécédents par T d’un chemin de Motzkin 7 donné. Chaque pas horizontal
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au niveau k > 1 de 7 provient d’un couple de pas qui sont soit adjacents 3 un
pic, soit ajacents & un un creux. En revanche, un pas montant de 7 (resp. un
pas descendant, un pas horizontal au niveau 0) provient d’un seul couple de pas
montants (resp. de pas descendants, de pas adjacents & un pic au niveau 1). Si
les suites v, a et v satisfont les relations (B.1), il est alors clair que nous avons

v(n) = Y vw) (B.2)

w chemin de Dyck
lw|=2n et T(w)=n
pour tout chemin de Motzkin 7 de longueur n. L’égalité S = J en résulte
immédiatement.

L’implication réciproque résulte de I’unicité du développement d’une série
formelle en fraction continue de Stieltjes ou de Jacobi.
a

B.1.2 Tassement T.

Si w est un chemin de Dyck de longueur 2n+2 > 2, le tassement 7 = T+ (w) est
un chemin de Motzkin de longueur n > 0 défini par la figure B.2. En particulier,
l'image par Tt du chemin de Dyck de longueur 2 est le chemin de Motzkin
de longueur 0. Nous utilisons cette seconde application de tassement pour in-
terpréter 1’égalité S = 1 + atJ*t, ot o est un élément du corps K et J* la
fraction continue de Jacobi associée aux suites at et y¥.

Lemme 103.— L’ égalité S = 1+ atJ™*, considérée comme une égalité entre
deuz séries formelles, est réalisée si et seulement si

+
_ ap = Vokt1+vape2 VE >0,
a=v et { 72_ = vor X Varer k> 1, (B.3)

Démonstration : nous supposons que les relations (B.3) sont vérifiées. Alors
I’analogue de I’égalité (B.2) est le suivant :

vo(n) = > v(w) (B-4)

w chemin de Dyck
|lw|=2n42 et T+ (w)=7
pour tout chemin de Motzkin 7 de longueur n. L’égalité S = 1+ aotJ* en résulte
immédiatement.

Si maintenant S = 1+ atJ*, nous avons nécessairement o = v; : comparer
les coefficients de ¢ dans chaque membre. La fin de la démonstration résulte,
comme précédemment, de I'unicité du développement d’une série formelle en

fraction continue de Stieltjes ou de Jacobi.
O
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Vok+1 Mkn

V2 Yok

T+ T+

‘Yk+ = V2k X V2k+41

GZ' = Vok+1 t+ Vok+2

Figure B.2: le tassement T'F.

B.2 Le qd-algorithme.

B.2.1 La qd-transformation.

Munis des lemmes 102 et 103, nous pouvons maintenant décrire une étape
élémentaire du qd-algorithme, qui consiste & interpréter I’égalité 5 = 1+ atSt,
ot S et St sont les deux fractions continues de Stieltjes associées aux suites v
et vt.

Lemme 104.— L’%galité S = 1 + atSt, considérée comme une égalité entre
deux séries formelles, est réalisée si et seulement si

« = U, et VE>1 Vok41 + Vok+2 = U;;: + V$c+1 VkE >0,
n+tvy = Vi" R = Vok X Vok+41 = ujk_l X l/;-k VE>1.

(B.5)
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Démonstration : nous introduisons la fraction de Jacobi J* telle que St = J*+.
D’aprés le lemme 102, les coefficients de J* vérifient

+ o= ot
at =yt ot 4 % = VaptVgy VK20,
0=" W= vho xvh VE>1

L’égalité S = 1 + atSt est alors équivalente & § = 1 + atJ*t. Le lemme 103

permet de conclure.
a

Nous remarquons que la condition "exceptionnelle” vy +v; = v s’écrit aussi

n+ve =0+ ui" . Ceci permet, en convenant que vg = 1/6" = t/fl = 0, d’exprimer
les conditions (B.5) de fagon plus concise. Viennot [87] propose d’appeler ¢d-
transformation et de noter QD D’application qui fait correspondre, & la suite
v = (Vk)k>1, la suite vt = (v4)x>1 définie (si elle existe) par

+ 4+

v 122 = v, +v

VEk > 0 2k+1 + V2k+2 2k T Vokt1 » (B.6)
Vi X Vok41 = Vop_ g XVsp s

en convenant que vy = 1/6" = 1/'_'”1 = 0. Nous pouvons alors énoncer le lemme
104 comme suit : les fractions de Stieltjes S et §* vérifient § = 1+ 14t57 si et
seulement si v+ = QD(v).

B.2.2 Le qd-algorithme.

Traduire ’égalité S = f entre une fraction de Stieltjes et une série formelle se
fait en calculant les itérés successifs de la suite des coefficients de S par la qd-
transformation. En posant § = S et »( = QD"(v), nous obtenons, avec des
notations évidentes :

f =50,
= 1+ O,

= 1+ %% + M 4 O e gt

Il ne nous reste plus qu’a identifier les coefficients ¢, de f et a appliquer suc-
cessivement le lemme 104 aux égalités S(®) = 1 + uf”)tS (n+1) pour obtenir le
théoréme suivant.

Théoréme 105.— Soit f = 3,5 cnt™ une série formelle de terme constant
co = 1. Nous définissons les séries f(™ pour n > 0 par

f=14cit+--+cpt™ fFM .
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Figure B.3: ’algorithme quotient-différence.
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1) Nous supposons que chaque (™) admet un développement en fraction con-
tinue de Stieljes, noté S, dont la suite des coefficients est v = (u,(c"))k>1.
Alors les coefficients de f = f(© et ceuz des fractions S sont liés par les
relations

Vn > 1, u%n) = C—T'—l , (B.7)
n n n+1 n+1
V>0, Vk>1, { ”%’%rl + ”%kl? = ”%k +1; + "%kj;}; ’ (B.8)
Vo' XVpy1 = Vopy' XV -

2) Réciproquement, si une famille (u,(c") Jn>0, k>1 de scalaires non nuls vérifie
les relations (B.7) et (B.8), alors chaque (™) admet un développement en frac-
tion de Stieltjes et la suite des coefficients de son développement est v =

RSy

La figure B.3 indique la présentation usuelle, sous forme de graphe, des re-
lations (B.7) et (B.8) : les sommets sont les coefficients V,(cn) et les faces sont
étiquetées par une opération, qui est tantot le quotient, tantot la différence. Les
relations (B.7) y sont mentionnées en toutes lettres, tandis que les relations (B.8)
résultent de I’application des régles du losange, mentionnées a gauche dans la

figure B.4.

c
a+-b=c+d ae/+\b e—-b=c,
\ /
d
Cc
a—b=c-d ae/—\b erb=c
\ /

Figure B.4: les régles du losange et du losange partiel.

La figure B.3 donne des renseignements supplémentaires, qui ne figurent
pas dans ’énoncé du théoreéme 105 : il s’agit de la valeur des coefficients a}cn)

et 7,£n) des fractions de Jacobi telles que f(®) = J(#) 1l suffit pour les obtenir

de transcrire les relations du lemme 102 en convenant pour cela des régles du
losange partiel, mentionnées a droite sur la figure B.4.
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