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RESUME

Ce travail se divise en quatre parties.

Dans le premier chapitre, nous proposons une approche combinatoire uni-
fiée des nombres de Stirling de premiére et de deuxiéme espéces, en termes
de tableauz 0-1. Un tableau 0-1 consiste essentiellement en un remplissage des
cases d’un diagramme de Ferrers avec des “0” et des “1”, en exigeant qu’il y ait
exactement un “1” dans chaque colonne. Les parametres nombre d’inversions
et nombre de non-inversions, égaux au nombre de “0” apparaissant en dessous
(respectivement au-dessus) des “1” dans les tableaux 0-1, permettent d’obtenir
des modeles combinatoires des g-nombres de Stirling ainsi qu’un p, g-analogue
de ces nombres, en considérant la distribution conjointe des inversions et des
non-inversions.

L’objet du premier chapitre est de montrer que les tableaux 0-1 constituent
un outil combinatoire & la fois naturel et précieux pour 1’étude des nombres
de Stirling des deux espéces, ainsi que de leurs g et p,g-analogues. Pour ce
faire, nous exhibons plusieurs identités sur ces polynémes (certaines nouvelles,
d’autres déja connues) et nous les démontrons combinatoirement & l'aide de
cette interprétation. Il se trouve que dans la plupart des cas, les démonstrations
sont remarquablement simples et élégantes, et mettent bien en valeur la dualité
qui existe entre les nombres de Stirling de premiere et de deuxiéme especes.

Le chapitre 2 est consacré & des généralisations des nombres de Stirling,
suggérées par le modele combinatoire des tableaux 0-1.

La premiere généralisation consiste & restreindre les longueurs de colonnes
admises dans les diagrammes de Ferrers, et & remplacer le p, g-comptage du
remplissage de colonnes par une pondération sur les colonnes. Les familles
obtenues sont appelées 2A-nombres de Stirling, et sont aussi générales que les
fonctions symétriques élémentaires et homogenes. Le cas particulier des nom-
bres de Stirling a, d-progressifs, ol les longueurs des colonnes sont restreintes &
une progression arithmétique {a + id};>0, permet d’obtenir plusieurs familles
de nombres et de polynémes connues, et vaut la peine d’étre étudié plus en
détails. Nous lui consacrons une section du chapitre 2.

La seconde généralisation consiste & remplacer les tableaux 0-1 par des
tableauz 0-1 faibles, remplissages de diagrammes de Ferrers avec des “0” et
des “1”, de telle sorte qu’il y ait au plus un “1” par colonne. Les familles
de polyndmes obtenues, appelées nombres de Stirling partiels, apparaissent na-
turellement dans le p, g-analogue de formules de convolution de W. Chen [Ch]
et L. Verde-Star [VS], présentées dans le chapitre 1. De plus, le modele combi-
natoire de tableaux 0-1 faibles, enrichi de colorations, apparait comme modele
combinatoire alternatif pour les nombres de Stirling a, d-progressifs, et s’avere
gtile dans les démonstrations combinatoires de certaines identités sur ces nom-

res.
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Dans le chapitre 2 donc, nous relevons les identités du chapitre 1 au niveau
des différentes généralisations considérées. Un modele combinatoire des nom-
bres de Stirling partiels (respectivement a, d-progressifs) en termes de permu-
tations (colorées) & cycles marqués et de partitions partielles (colorées) est
introduit, généralisant les modéles combinatoires classiques en termes de per-
mutations et de partitions ensemblistes des nombres de Stirling usuels et de
leurs ¢ et p,g-analogues. Nous considérons également les propriétés de p, g-
concavité logarithmique des différentes familles de polynémes obtenues.

Le chapitre 3 traite de certains aspects combinatoires des polynémes or-
thogonaux de Charlier et de leurs g-analogues, dont les moments sont respec-
tivement les nombres et les g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce, soient

v =3 8(nk)ak, et v =" Soln, klak.
k=0 k=0

Nous démontrons principalement de maniere totalement combinatoire, en uti-
lisant des involutions préservant les pondérations mais inversant les signes,
I’orthogonalité des polynémes de Charlier et de leurs g-analogues. Nous établis-
sons plus généralement la série génératrice des coefficients de linéarisation des
polynémes de Charlier, ainsi que quelques résultats partiels et conjectures sur
les coefficients de linéarisation des g-polyndmes de Charlier. Nous utilisons pour
ce faire des interprétations combinatoires des classes de polynémes considérées
en termes de permutations partielles pondérées, et des interprétations de leurs
moments en termes de partitions ensemblistes, g-comptées selon les parametres
nombre d’inversions (inv(w)) ou nombre de non-fermetures (rs(r)).

Finalement, le chapitre 4 fournit une démonstration bijective, utilisant les
chemins de Motzkin valués (cf Francon et Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], et

Viennot [Vil]), du fait que les g-polynémes de Laguerre, notés Ln‘fg (z), dont
les moments sont

p) =(a+1)(a+1+qg)...(a+1+g+...4+¢"7Y),
satisfont la récurrence linéaire & trois termes
Lff-?hq(m) = (z—¢"([nlg+ a+ [n+ 1]g)) L) (z) — " nlg(a+ [n]q)Lff‘_)l,q(z),

(@)
lq

Selon la théorie combinatoire des polyndmes orthogonaux généraux déve-
loppée par X.G. Viennot [Vil], ce résultat repose sur le fait qu’'une certaine
statistique “lag” sur les histoires de Laguerre est Mahonienne, c’est-a-dire
qu’elle a méme distribution que les inversions ou que l'indice majeur sur les
permutations.

Pour montrer ceci, nous utilisons une bijection de D. Foata et D. Zeilberger
[FoZ3] entre les permutations de ’ensemble {1,2,...,n} et les histoires de La-
guerre de longueur n. Nous rappelons d’abord la trés ingénieuse construction

avec conditions initiales Lg”‘q) (z)=1let L) (z)=z—a—1.
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bijective, définie directement par D. Foata et D. Zeilberger, en la décomposant
en quatre étapes. Nous montrons ensuite comment la statistique “lag” sur les
histoires de Laguerre, correspondant aux coefficients de la récurrence linéaire
3 trois termes ci-dessus est transportée, via cette bijection, sur une statistique
dont il n’est pas évident & priori que ce soit exactement le nombre d’inversions
des permutations. Nous obtenons également de nouvelles statistiques sur les
permutations et les partitions ensemblistes, ayant méme distribution que le
parameétre “nombre d’inversions” sur ces objets, via une seconde bijection clas-
sique entre permutations et histoires de Laguerre, due & J. Francon et X.G.
Viennot [FrVi].

Nous terminons en esquissant une théorie combinatoire générale des g-
analogues des cinq classes de polynémes orthogonaux de Sheffer, soient les
g-polynémes d’Hermite, de Charlier, de Laguerre, de Meixner et de Meixner-
Pollaczek.
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NOTATIONS DES ENSEMBLES

N={0,1,2,...},

N* ={1,2,3,...},

GF(q) = le corps & ¢ éléments,

N[g] = les polynémes en ¢ & coefficients dans N,

N[p, q] = les polynémes en p et en g & coefficients dans N,

“1{1,2,...,n} sineN,

Fiz(p; E) = Fiz(p)= lensemble des points fixes d’une application
p: E— FE,

S, = les permutations de [n],

6&(n, k) = les permutations de [n] en k cycles disjoints,

&(n,l, k)= les permutations sur [n] en k cycles dont I sont marqués,
Supp(o)= le support de la permutation o,

CYCLE(oc)= ensemble formé des cycles de la permutation o,
CYCLE(g) = Ui.°=1 CYCLE(o;), ou 01,09,...,0k sont des permutations.

C(A,)= les permutations partielles (E, o) sur I’ensemble A,
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C(A,, k)= les permutations partielles (E, o) sur ’ensemble A,, telles que
o se décompose en k cycles disjoints,
INV[n]= ensemble des involutions sans points fixes sur [n],

P(An)= les partitions de ’ensemble A,

L(m(w)) = {i | m; est la premitre occurence de l’entier j, 1 < j < k, en

lisant le mot m(n) de gauche & droite }

R(m(m)) = {i | m; est la premiere occurence de l'entier j, 1 < j < k, en

lisant le mot m(w) de droite & gauche }

Supp(m;) = Ucen, Supp(c), olt m; désigne un bloc d’une partition 7 sur
I’ensemble CYCLE(g),

PP(n,l, k)= les partitions partielles (E;7) de [n] en k blocs telles que
Bl =1,
EC’(Q) =£C(n1, nz,... nk)

={(B.2)im) = (B1,0), (Br,02) -, (B, 03) ;) |

(E;,0;) € C ({i} x [n:]), et 7 est une partition

k
de l'ensemble CYCLE(g) = | C’YC’LE(U,-)}.
=1
P(h,7) = {A | A = (\1,-..,k) est un partage dont le diagramme de
Ferrers est inscrit dans un rectangle de base h et de hauteur 7},

Pd(h,r) = {\| A € P(h,r) et toutes les colonnes du diagramme de Ferrers

de forme )\ sont de longueurs distinctes },
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T(h,r) = {¢ = (A, f) | ¢ est un tableau 0-1, A = (Ay,...,Ax) possede au

plus h parts (non nulles) et A\; = r},

Td(h,7) = {¢ = (A, f) | ¢ € T(h,r) et le diagramme de Ferrers de A

contient des colonnes de longueurs deux & deux distinctes},

C(n) = {p=(\f) | p est un tableau 0-1 et le diagramme de Ferrers de A

a la forme d’une colonne de longueur n },

T2™(h,r) = {¢ = (A, f) | ¢ € T(h+ m,r) et les colonnes de ¢ sont de

longueurs supérieures ou égales & m},

Tdz™(h,r) = {o = (\, f) | ¢ € Td(h+ m,r) et les colonnes de ¢ sont de

longueurs supérieures ou égales & m},

T%%(h,r) = {¢ = (\, f) | ¢ € T(a+hd,r) et dont les longueurs des colonnes
font partie de I’ensemble {a,a + d,a + 2d,...,a + hd}},

Td*4(h,r) = {@o = (\, f) | ¢ € T*%(h,r) et le diagramme de Ferrers de A

contient des colonnes de longueurs deux & deux distinctes},
Fy(h,r) ={p= (A, f) | ¥ est un g-tableau et A € P(h,r)},
Fdy(h,7) = {p= (A, f) | ¥ est un g-tableau et A € Pd(h,r)},

Fy(h,r) = {p = (A, f) | ¥ € Fy(h,r) et aucune colonne du diagramme de

Ferrers de forme A n’est remplie exclusivement de “0”},

Fdi(h,r) = {p = (\,f) | ¥ € Fdg(h,r) et aucune colonne du diagramme

de Ferrers de forme A n’est remplie exclusivement de “0”},
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T'A(h, r) = {¢ | ¢ est un A-tableau, contenant r colonnes dont les longueurs

sont prises dans le multi-ensemble {ag,a1,...,ar}},

TdA(h, r)={¢| e TA(h, 1) et ¢ posséde des colonnes de longueurs deux

& deux distinctes},

Ty(h,m) = {¢ = (A1, f) | ¢ est un tableau 0-1 faible, A possede au plus h
parts (non nulles) et [ =r},

Tdg¢(h,r) = {¢p = N1, f) | ¥ € Ty(h,r) et 9 possede des colonnes de

longueurs deux 3 deux distinctes},

Ty(h,r,8) ={v =\, f) | ¥ € Ts(h,r) et ¢ contient s colonnes remplies
de “0”}’

Tdg¢(h,r,s) = { = (ML f) | v € Tdg(h,r) et ¢ contient s colonnes

remplies de “0”},

Tfc(h,7) = {(¥,7) | (¥,7) est un tableau 0-1 faible coloré tel que 9 est
dans ensemble T¢(h,r)},

Tdsc(h,7) = {(¥,7) | (¥,7) est un tableau 0-1 faible coloré tel que ¢ est
dans ensemble T'dy(h,7)},



INTRODUCTION

L’étude des g-analogues de suites de nombres ou de polynémes classiques
est un domaine de recherche en pleine évolution. De nombreux articles parais-
sent chaque année dans la littérature & ce sujet, dont le premier fut écrit par

F.W. Jackson [Ja] en 1910.

La propriété des g-analogues la plus intéressante du point de vue combina-
toire est la suivante: si une suite {ax(g)}x>0 de polyndmes & coefficients entiers
positifs en la variable ¢ est un ¢g-analogue d’une suite combinatoire d’entiers

positifs {ak}k>0, alors ax(1l) = ak, pour tout k € N.

Ainsi, on définit habituellement le g-analogue des entiers naturels par

—_nn

1 _ n—1 :
[n]q={—-—q—1_q—1+q+...+q , sin>1, 0.1)

0, sin=0.
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L’approche qu’utilisent les combinatoriciens aux g¢-analogues consiste &
trouver un parametre par(a) sur des objets a € A,, ol |A,| = an, de telle

sorte que
[Anlg = )" ¢7*"@ = a.(g). (0.2)
a€A,
Par exemple, en choisissant par(k) = k—1 comme statistique sur les entiers
k € [n] ={1,2,...,n}, on obtient une interprétation combinatoire de la suite

de g-analogues des entiers naturels {[n]q}n>0-

Dans ce travail, nous nous intéresserons plus particulierement aux g-analo-
gues des nombres de Stirling de premiere espéce (sans signes), notés cq[n, k), et
de deuxitme espéce, notés Sg[n, k], introduits par H-W. Gould [Gou] en 1961.

Ces suites de polyndémes satisfont les récurrences suivantes:

cqln+ 1,k + 1] = cq[n, k] + [nlgcq[n, k + 1], (0.3)
Sgln+ 1,k + 1] = Sg[n, k] + [k + 1]4Sq[n, k + 1], (0.4)

avec conditions initiales ¢;[n,0] = 6,0 = Sq[n, 0], et ¢4[0, k] = do,x = S4[0, k].

Dans le premier chapitre, nous proposons une approche combinatoire uni-
fiée des nombres de Stirling de premitre et de deuxiéme espéces, en termes de
tableauz 0-1. Un tableau 0-1 consiste en un couple ¢ = (A, f), ot A = (A1 >
A2 > ... > Ag) est un partage d’un entier m = ||, et f = (fij)1<j<x; est un
“remplissage” des cellules du diagramme de Ferrers de forme A correspondant
avec des “0” et des “1”, de telle sorte qu’il y ait exactement un “1” dans chaque

colonne.

Par exemple, la figure 0.1 illustre le tableau 0-1 ¢ = (A, f), ol A =
(8,7,6,2) et fis = fir = fis = for = fos = fao = faa = fase = 1, fi; =0
ailleurs (1 <7< As).



FIGURE 0.1: tableau 0-1 ¢

Les parametres nombre d’inversions, inv(p), et nombre de non-inversions,
nin(y), égaux respectivement au nombre de “0” apparaissant en dessous (res-
pectivement au-dessus) des “1” dans @, permettent d’obtenir des modeles com-
binatoires des g-nombres de Stirling, de méme qu’un p, g-analogue de ces nom-
bres, en considérant la distribution conjointe des inversions (variable ¢) et des

non-inversions (variable p).

Plus exactement, si T'(h,r) désigne ’ensemble de tous les tableaux 0-1
(A, f) tels que le nombre de parts non nulles de A est au plus égal & h, et
que la premiére part de A est exactement égale & r, pour h > 0, r > 0 (au
point de vue graphique, un tableau 0-1 dans ’ensemble T'(h, ) posséde exacte-
ment r colonnes de longueurs (non nulles) plus petites ou égales & h), et si
Td(k,r) désigne le sous-ensemble de T'(k, r) contenant les tableaux 0-1 dont les

longueurs des colonnes sont deux & deux distinctes, alors

Cq [n’ k] = Z qu(‘p)a (05)
p€Td(n—1,n—k)
Sqln k= Y ™) (0.6)
p€T(k,n—k)
cp’q [n, k‘] E Z pnin(‘P) qinv(‘l"), (0-7)
p€Td(n—1,n—k)
et Spln, k] = Z prin(e) ginvie), (0.8)

p€T(k,n—k)
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Les tableaux 0-1 ont été introduits par P. Leroux dans [Le3], pour établir
un résultat de g-log concavité conjecturé par L. Butler [But2] pour les nombres
de Stirling de deuxi¢me espece. M. Wachs and D. White [WaWh] ont été les
premiers & introduire les p, g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce comme
polyndme générateur de la distribution conjointe des statistiques d’inversions
et de non-inversions des fonctions & croissance restreinte. D’autres statistiques
et d’autres modeles combinatoires existent pour les g-nombres de Stirling des
deux espéces, notamment pour les g-nombres de Stirling de premiere espece,
le modele classique en termes d’inversions sur les permutations, et pour les g-
nombres de Stirling de deuxiéme espéce, des modeles en termes d’inversions, de
non-inversions ou d’une statistique “rs” sur les partitions ensemblistes ou sur
les fonctions & croissance restreinte (cf Milne [Mil] et Wachs et White [WaWh]),
de méme qu’un traitement combinatoire utilisant des espaces vectoriels de di-
mension finie sur le corps GF(q) de cardinalité ¢ (cf Milne [Mi2]). Mentionnons
également les modeles combinatoires en termes de placements de tours sur des
diagrammes de Ferrers, qui ont été considérés par Garsia et Remmel [GaR2],

Remmel et Wachs [ReWa), Sagan [Sad], et Wachs et White [WaWh)].

L’objet du premier chapitre est de montrer que les tableaux 0-1 cons-
tituent un outil combinatoire & la fois naturel et précieux pour ’étude des
nombres de Stirling des deux espeéces, ainsi que de leurs ¢ et p, g-analogues.
Pour ce faire, nous exhibons plusieurs identités sur ces polynémes (certaines
nouvelles, d’autres déja connues) et nous les démontrons combinatoirement &
laide de cette interprétation. Il se trouve que dans la plupart des cas, les
démonstrations sont remarquablement simples et élégantes, et mettent bien
en valeur la dualité qui existe entre les nombres de Stirling de premiere et de

deuxiéme espéces. Notre contribution en terme de nouvelles identités consiste
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en les formules (1.2.11), (1.2.14) & (1.2.17), (1.2.26), (1.2.28) & (1.2.30), (1.3.9),
(1.3.11), (1.4.6), (1.4.8) & (1.4.10), (1.4.17), (1.4.18) et (1.5.3).

Revenons briévement sur le modele combinatoire classique des g-nombres
de Stirling de premieére espece. Soit ¢ € &, une permutation de ’ensemble
[n] ={1,2,...,n}, on dira que o est ébm’te sous forme standard de produit de

cycles disjoints si o est écrite sous forme de produit de cycles disjoints, chaque
| cycle débutant par son minimum et les cycles étant ordonnés selon 'ordre
croissant des minima de cycles. La notation m(o) désignera le mot obtenu en
effacant les parenthéses dans I’écriture de o sous forme standard de produit de
cycles disjoints, et cyc(o) désignera le nombre de cycles disjoints que posséde
o. Alors,
n
ch[n, klz* = Z q™v(@) geve(e) (0.9)
k=0 e,
ou inv(c) = inv(m(o)) désigne le nombre d’inversions dans le mot m(o) =

M1My2 ... My, i.e. le nombres de couples (3, 5), 1 < i < j < n, tels que m; > m;.

Or toute permutation o € &, s’exprime également sous forme de mot,
o = 0(1)a(2)...0(n), et il est naturel de considérer la statistique “nombre
d’inversions du mot ¢”, notée inv(c), sur le groupe symétrique. La distribution

de ce parametre est bien connue (cf Foata [Fo]), c’est

[l = ) ¢, (0.10)
GGGn '
\ 1 in=0,
ot [nfg! = { o[ - - [ in> 1 (0.11)

On appelle ce genre de statistique, statistique Mahonienne, en ’honneur du

Major P.A. MacMahon [MM], qui a montré que les statistiques “indice majeur”
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et “nombre d’inversions” ont méme distribution sur le groupe symétrique et sur

toute classe de réarrangements d’un mot.

Les deux types de nombres d’inversions sur les permutations, inv(c) et
inv(o), sont utilisés dans ce travail. Nous indiquerons toujours clairement
de quel type d’inversions il s’agit, mais disons qu’en gros, les statistiques
d’inversions qui apparaissent dans les trois premiers chapitres sont celles rela-
tives aux nombres de Stirling de premiére espéce, alors que dans le chapitre 4,

il est plut6ét question de la statistique inv(o) Mahonienne.

Le chapitre 2 est consacré & des généralisations des nombres de Stirling,

suggérées par le modele combinatoire des tableaux 0-1.

La premiere généralisation consiste & restreindre les longueurs de colonnes
admises dans les tableaux 0-1 et & remplacer le p, g-comptage du remplissage de
colonnes par une pondération sur les colonnes. Plus exactement, si 2 = (A4, w),
ol A = (a;);>o désigne une suite croissante d’entiers non-négatifs (les longueurs
de colonnes admises), et w : N — K désigne une fonction de N 4 valeurs dans un
anneau K (le poids des colonnes selon leur longueur), on définit un A-tableau
comme une liste ¢ des colonnes ¢ du diagramme de Ferrers d’un partage d’entier
A (par ordre décroissant de longueur) dont les longueurs |c| apparaissent dans
la suite .4, et on pose

wy(¢) = [ ] w(lel)- (0.12)

c€P

Pour simplifier I’écriture, nous noterons w; := w(a;). Nous définissons alors les

A-nombres de Stirling

Amk) = Y w9, (0.13)

peTdA(n—1,n—k)
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et P k)= > wy(e), (0.14)
oeTA(k,n—k)

ou TA(h, r) désigne I’ensemble des .A-tableaux possédant exactement r colon-
nes dont les longueurs sont prises dans le multi-ensemble {ao, a1,...,ar}, €t
TdA (h,r) désigne le sous-ensemble de TA(h, r) contenant les A-tableaux pos-

sédant des colonnes de longueurs a; deux a deux distinctes.

Les 2-nombres de Stirling sont aussi généraux que les fonctions symétri-
ques élémentaires et homogenes. Plusieurs familles de nombres ou de polynémes
classiques apparaissent comme cas particulier, notamment les p, g-nombres de
Stirling des deux espéces, des formules de dénombrement des partages d’entiers
dont le diagramme de Ferrers est contenu dans un rectangle (cf Andrews [An]),
et le nombre de sous-espaces vectoriels (respectivement affines) de dimension k

d’un espace vectoriel (respectivement affine) de dimension n.

Le cas particulier des nombres de Stirling a, d-progressifs, ol les longueurs
des colonnes sont restreintes & une progression arithmétique A = {a + id}i>o,
permet aussi d’obtenir plusieurs familles de nombres et de polynémes connues,
et nous les étudions plus & fond. Parmi ces familles, mentionnons les coefficients
binomiaux, le nombre de sous-treillis booléens P(k) du treillis booléen P(n) (cf
Voigt [Vo]), le nombre de partitions partielles (colorées) sur n éléments, le nom-
bre de permutations (colorées) sur n éléments avec k cycles non marqués, les
nombres de Stirling non-centrés (cf Koutras [Kou)), et les nombres de Whitney

des treillis de Dowling (cf Dowling [Dow] et Leroux [Lel]).

La seconde généralisation consiste & remplacer les tableaux 0-1 par des
tableauz 0-1 faibles, remplissages de diagrammes de Ferrers avec des “0” et

des “1”, de telle sorte qu’il y ait au plus un “1” par colonne. Les familles
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de polynémes obtenues, appelées nombres de Stirling partiels, apparaissent na-
turellement dans le p, g-analogue de formules de convolution de W. Chen [Ch]
et L. Verde-Star [VS)], présentées dans le chapitre 1. De plus, le modele de
tableaux 0-1 faibles, enrichi de colorations, apparait comme modele combina-
toire alternatif aux A-tableaux pour les nombres de Stirling a, d-progressifs, et
s’avere utile dans les démonstrations combinatoires de certaines identités sur

ces familles.

Dans le chapitre 2 donc, nous étudions les généralisations présentées ci-
dessus en relevant les identités du chapitre 1 & ces différents niveaux de généra-
lités. Un modele combinatoire des nombres de Stirling partiels (respectivement
a, d-progressifs) en termes de permutations (colorées) & cycles marqués, et de
partitions partielles (colorées) est introduit, généralisant les modéles combina-
toires classiques en termes de permutations et de partitions ensemblistes des
nombres de Stirling usuels et de leurs ¢ et p,g-analogues. Nous considérons
également les propriétés de p, g-concavité logarithmique des différentes familles

de polynoémes obtenues.

Un des intéréts de ces généralisations est de mettre en valeur les différents
aspects combinatoires de ’approche des tableaux 0-1. Cela permet aussi de
voir jusqu’a quel point les propriétés des (q et p, ¢g-)nombres de Stirling peuvent

s’étendre ou non & un contexte plus général.

L’un des problémes auxquels on se heurte lorsqu’on s’intéresse aux
g-analogues est qu’en général, il n’existe pas qu’un seul bon g-analogue possi-
ble d’un objet donné. Certaines propriétés de ce dernier se généralisent & un
g-analogue mais pas & un autre. Dans ce sens, on ne peut pas dire qu’il existe

nécessairement de g-analogues “naturels”.
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Une illustration de ceci est fournie par les polynémes orthogonaux de Char-
lier. Les polynémes de Charlier {C,(,“) () }n>0 forment la classe de polynémes

orthogonaux par rapport & la suite de moments {z/r(f)}nzo, donnée par
n
vl = Z S(n, k)a®, (0.15)
k=0

ol S(n, k) désigne les nombres de Stirling de deuxiéme espeéce. Dans le chapitre
3, nous considérons la classe de polynémes {C’,(fz (z)}n>0 orthogonaux par rap-

port & la suite de moments {u,(;,‘z}nzo, donnée par
V,g?()] = ZSq[n, k]a®, (0.16)
k=0

ou Sy[n, k] désigne les g-nombres de Stirling de deuxitme espéce définis par

(0.6).

Notons que ce g-analogue des polynémes de Charlier n’est pas le g-analogue
classique que l'on retrouve dans la littérature (cf Hahn [Ha], Milne [Mi2], et
Andrews et Askey [AA]), mais plutét une version normalisée des polyndmes
d’Al Salam-Carlitz (cf Al Salam et Carlitz [AC], et Chihara [Chi]). Néanmoins,
ce g-analogue est “naturel”, puisque nous utilisons un g-analogue naturel des
moments pour ’obtenir. Cependant, comme on le verra dans le chapitre 3,
les coefficients de linéarisation de ces g-polynémes ne sont pas des polynémes
a coefficients positifs, comme le sont les coefficients de linéarisation des poly-
némes de Charlier ou de leur g-analogue classique. On a donc perdu cette

propriété des polynémes en passant au g-analogue C’T(f) (z).

Depuis les vingt-cinqg derniéres années, plusieurs mathématiciens se sont
intéressés au probléme de trouver des interprétations combinatoires pour les

coefficients de linéarisation des classes de polynémes orthogonaux classiques, et
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notamment pour les cing classes de polynémes orthogonaux de Sheffer. Citons
3 ce sujet les travaux de Even et Gillis [EG], Askey et Ismail [AI], Jackson [Jac],
Carlitz [Ca3], et de Sainte-Catherine et Viennot [dSCV] pour les coefficients de
linéarisation des polynémes de Laguerre A (z), Foata et Zeilberger [FoZ1] et
Gessel [Ge2] pour les polynémes de Laguerre généraux L (z), Godsil [God],
Azor, Gillis et Victor [AGV] pour les polynémes d’Hermite, et plus récemment,
Ismail et Stanton (non publié) et Zeng [Zen2] pour les polynémes de Charlier,

et Zeng [Zen2, Zen3] pour les polynémes de Meixner et Meixner-Polla¢zek.

Le chapitre 3 traite de certains aspects combinatoires des polynémes de
Charlier et de leurs g-analogues. Nous démontrons principalement de maniere
totalement combinatoire, en utilisant des involutions préservant les poids mais
inversant les signes, ’orthogonalité des polynémes de Charlier et de leurs g-
analogues. Nous établissons plus généralement la série génératrice des coefhi-
cients de linéarisation des polynémes de Charlier, ainsi que quelques résultats
partiels et conjectures sur les coefficients de linéarisation des ¢g-polynémes de
Charlier. Nous utilisons pour ce faire des interprétations combinatoires de
ces classes de polynémes en termes de permutations partielles pondérées, et
des interprétations de leurs moments en termes de partitions ensemblistes, g¢-
comptées selon le parametre nombre d’inversions (inv(r)) ou nombre de non-

fermetures (rs(w)).

Finalement, le chapitre 4 fournit une démonstration bijective, utilisant les
chemins de Motzkin valués (cf Frangon et Viennot [FrVi], Flajolet [Fla], et
Viennot [Vil]), du fait que les g-polyndmes de Laguerre, notés L,({fg (z), dont

les moments sont

pE) = (a+D(a+1+9)...(a+1+g+...+¢"), (0.17)
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satisfont la récurrence linéaire & trois termes

L), (@) = (@ —g"([n]y + a+ [n+ 1)) L) (2) — @ n)g(a+ [nlg) L ,(2),
(0.18)

avec conditions initiales L((f‘; (z)=1let Lg?'q) (z)=z—a-1

Selon la théorie combinatoire des polynémes orthogonaux généraux déve-
loppée par X.G. Viennot [Vil], ce résultat repose sur le fait qu’une certaine

statistique “lag” sur les histoires de Laguerre est Mahonienne.

Pour montrer ceci, nous utilisons une bijection de D. Foata et D. Zeilberger
[FoZ3] entre les permutations de ’ensemble {1,2,...,n} et les histoires de La-
guerre de longueur n. Nous rappelons d’abord la trés ingénieuse construction
bijective définie directement par D. Foata et D. Zeilberger, en la décomposant
en quatre étapes. Un premier avantage de ce découpage est d’ordre pédagogi-
que pour ce que nous voulons démontrer. Un second avantage est de souligner
que les deuxieéme et quatrieme étapes de la construction reposent en fait sur des
bijections ou constructions déja connues, intervenant dans d’autres théories rel-
atives aux polyndémes orthogonaux, ce qui permet d’inscrire la bijection Foata-
Zeilberger comme le chainon manquant d’une véritable théorie combinatoire

unifiée des polynémes orthogonaux.

Nous montrons ensuite comment la statistique “lag” sur les histoires de
Laguerre, correspondant aux coefficients de la récurrence linéaire & trois termes
(0.18) est transportée, via cette bijection, sur une statistique dont il n’est pas
évident & priori que ce soit exactement le nombre d’inversions (Mahoniennes)
des permutations. Nous obtenons également de nouvelles statistiques sur les
permutations et les partitions ensemblistes, ayant méme distribution que le

parameétre “nombre d’inversions” sur ces objets, en transportant le parametre
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“lag” le long d’une seconde bijection classique entre permutations et histoires

de Laguerre, due & J. Francon et X.G. Viennot [FrVi].

Remarquons que la classe de polynémes {LS{?J(:C)}.,,ZO, n’est pas le ¢-
analogue des polynémes de Laguerre que les analystes considérent habituelle-
ment. Ils apparaissent cependant dans la littérature comme cas particulier des

polynémes “little q-Jacobi’ p,(z,a,b; q) (cf Gasper et Rahman [GR]).

Nous terminons en esquissant une théorie combinatoire générale des
g-analogues des cing classes de polyndémes orthogonaux de Sheffer, soient les
g-polynémes d’Hermite, de Charlier, de Laguerre, de Meixner et de Meixner-

Pollaczek.

Les chapitre 1 et 2 ont été écrits en collaboration avec P. Leroux et sont
parus en partie dans [dML1] et [dML2], le chapitre 4 a été écrit en collaboration
avec X.G. Viennot, et le chapitre 3 fait 'objet de travaux communs avec

D. Stanton et D. White pour publication future.



CHAPITRE 1

UNE APPROCHE COMBINATOIRE DES
¢-(ET p,¢-)NOMBRES DE STIRLING

1.1 INTRODUCTION

Un tableau 0-1 consiste en un couple ¢ = (A, f),ou A= (A1 > A >... 2>
Ak) est un partage d’un entier m = |A| et f = (fij)1<;j<); est un “remplissage”
des cellules du diagramme de Ferrers de forme A correspondant avec des “0” et

des “1”, de telle sorte qu’il y ait exactement un “1” dans chaque colonne.

Par exemple, la figure 1.1 illustre le tableau 0-1 ¢ = (A, f), ol A =
(8,7,6,2) et fis = fir = fis =for=foa=fao =faa=fae =1, fij =0
ailleurs (1 <7 < Ay).

Nous définissons deux statistiques sur ces objets: d’abord, le nombre

d’inversions de ¢, noté inv(p), qui est égal au nombre de “0” en dessous d’un
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FIGURE 1.1: tableau 0-1 ¢

“1” dans ¢ (les étoiles dans la figure 1.2); et le nombre de non-inversions de
¢, noté nin(y), qui est égal au nombre de “0” au-dessus d’un “1” dans ¢ (les

signes plus dans la figure 1.2).

++l++| 1+ L]

L]+ |+ x| +| *

* 11 ] x]1]*x]1

* *

FIGURE 1.2: inversions et non-inversions
d’un tableau 0-1

Nous définissons ensuite les g et p,g-nombres de Stirling de deuxiéme

espéce comme étant respectivement les polynomes

Sqln, k= > g™, (1.1.1)
YET (kn—k)
et
Spaln k= ) pinlPlgnvie), (1.1.2)
€T (k,n—k)

ou T'(h,r) désigne ’ensemble de tous les tableaux 0-1 (A, f) tels que le nombre

de parts non nulles de A est au plus égal & h, et que la premiere part de A est
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exactement égale & r, pour h > 0, » > 0. Par convention, il y a un tableau
0-1, noté ¢ = 0, dans l’ensemble T'(h, 0), avec nin(@) = inv(f) = 0, le tableau
0-1 vide, pour h > 0, mais 'ensemble T(0,7) = @, pour » > 0. Au point de
vue graphique, un tableau 0-1 dans ’ensemble T'(h,r) posséde exactement r

colonnes de longueurs (non nulles) plus petites ou égales & h.

De méme, nous définissons les q et p, g-nombres de Stirling de premiére
espéce (sans signe) comme étant respectivement les polynémes

cqln, k] := Z g™, (1.1.3)
pETd(n—1,n-k)

et

ot k= 3 g, (1.1.4)
p€Td(n—1,n—k)

ou T'd(k,r) désigne le sous-ensemble de T'(k,r) contenant les tableaux 0-1 dont
les longueurs des colonnes sont deux & deux distinctes, avec les mémes conven-
tions. Plus formellement, T'd(h, r) est le sous-ensemble de T'(h,r) contenant les
tableaux 0-1 (), f) pour lesquels le partage conjugué A’ de A possede des parts

toutes distinctes.

Nous dirons que Sy[n, k] (resp. Sp.q[n,k]) est un g-comptage (resp. p,g-
comptage) de l’ensemble T'(k,n — k) et nous écrirons Sy[n, k] = |T(k,n —
k)|l (resp. Spgq[n,k] = |T(k,n—k)|pq). De méme, pour les nombres de
Stirling de premiére espéce, ¢4(n, k] = |Td(n — 1,n — k)|q et cpq[n, k] =
|Td(n —1,n — k)|p,q-

REMARQUE 1.1.1: Il découle de la définition et d’une involution simple
sur les colonnes des tableaux 0-1 que les polyndémes cp q[n, k] et Sp q[n, k] sont

symétriques dans les variables p et g, i.e.

cP»q [’I’L, k] = cq,P[na k]7 (115)
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S, o[, k] = Sy p[n, K. (1.1.6)

De plus, en posant p = 1 dans les p, g-nombres de Stirling, nous obtenons les

g-nombres de Stirling, i.e.

Cl,q[na k] = cq,l[n: k] = Cq[na k], (1.1.7)
S1,4[n, k] = Sg,1[n, k] = Sq[n, k). (1.1.8)

Par conséquent, toute démonstration ou formule utilisant les p, g-nombres de
Stirling des deux espéces se spécialise aux ¢g-nombres de Stirling en omettant,

au choix, la statistique d’inversions ou la statistique de non-inversions.

Mentionnons que les tableaux 0-1 ont été introduits par P. Leroux dans
[Le3], pour établir un résultat de g-log concavité conjecturé par L. Butler [But2]
pour les nombres de Stirling de deuxiéme espéce. Ils sont inspirés de certaines
matrices réduites, représentations de fonctions a croissance restreinte, enco-
dant des partitions d’ensembles. Plus précisément, nous disons qu’une matrice
de format k x n sur un corps K est réduite si elle est ligne-réduite échelonnée,
de rang k. Nous définissons une matrice 0-1 comme étant une matrice réduite
telle que tous ses éléments sont des “0” ou des “1”, avec exactement un “1”
dans chaque colonne. Il existe une correspondance naturelle entre les matrices
0-1 et les tableaux 0-1: un tableau 0-1 dans T'(k,n — k) (dans le troisiéme
quadrant!) est obtenu & partir d’'une matrice 0-1 de format k x n en enlevant
toutes les colonnes pivot ainsi que les “0” qui se trouvent & gauche des “1” des
colonnes pivot (voir la figure 1.3). De plus, les statistiques spéciales d’inversions
et de non-inversions, définies sur les fonctions & croissance restreinte par
S.C. Milne dans [Mil], correspondent exactement aux nombres d’inversions
et de non-inversions des tableaux 0-1, donnés plus haut. Remarquons que

cette correspondance induit une correspondance entre les tableaux 0-1 et le
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modele classique de partitions d’ensembles pour les nombres de Stirling de
deuxiéme espece. On peut, de la méme manieére, construire une bijection entre
les tableaux 0-1 dont les longueurs des colonnes sont distinctes, et les permu-
tations ayant un nombre fixé de cycles, le modeéle combinatoire classique des
nombres de Stirling de premiére espece. On obtient, par transport le long de la
bijection, de nouvelles statistiques d’inversions et de non-inversions sur les per-
mutations. Notons que la statistique d’inversions ainsi obtenue est différente

de la statistique classique d’inversions sur les permutations.

110100100 O0O0O0
0 01 00O0O0OO0OT1O0TGO01
0 00011010010
0 0000OOOOOT1ITTGO0ODO

FIGURE 1.3: correspondance entre matrices 0-1
et tableaux 0-1

M. Wachs and D. White [WaWh]| ont été les premiers & introduire les
p, g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce comme polyndéme générateur de
la distribution conjointe des statistiques d’inversions et de non-inversions des
fonctions & croissance restreinte. D’autres statistiques et d’autres modeles com-
binatoires ont également été considérés, notamment les placements de tours sur
des diagrammes de Ferrers (voir Garsia et Remmel [GaR2], Remmel et Wachs

[ReWa), Sagan [Sad], Wachs et White [WaWh]). Un traitement combinatoire
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des g-nombres de Stirling de deuxiéme espéce, utilisant des espaces vectoriels
de dimension finie sur le corps GF(q) de cardinalité g, se trouve dans Milne
[Mi2].

Puisque les définitions et les notations varient pour les p, g-nombres de Stir-
ling, on peut utiliser comme définitions alternatives les relations de récurrence
qu’ils satisfont (voir (1.2.3) et (1.2.4) ci-dessous) ou leur expression en termes
de fonctions symétriques ((1.2.5) et (1.2.6)), comme I’a d’ailleurs fait H. Gould

originellement pour p = 1 dans [Gou].

L’objet de ce chapitre est de montrer que les tableaux 0-1 constituent
un outil combinatoire & la fois naturel et précieux pour I’étude des nombres
de Stirling des deux espéces, ainsi que de leurs g et p, g-analogues. Pour ce
faire, nous exhibons plusieurs identités sur ces polynémes (certaines nouvelles,
d’autres déja connues) et nous les démontrons combinatoirement & ’aide de
cette interprétation. Il se trouve que dans la plupart des cas, les démonstrations

sont remarquablement simples et élégantes.

Nous avons divisé les résultats en trois groupes: §2, récurrences et iden-
tités de base; §3, orthogonalité et preuves involutives apparentées; §4, iden-
tités faisant intervenir des coefficients g-binomiaux et quelques identités reliées.
Nous terminerons avec quelques problémes ouverts. Notre contribution en
terme de nouvelles identités consiste en les formules (1.2.11), (1.2.14) & (1.2.17),
(1.2.26), (1.2.28) & (1.2.30), (1.3.9), (1.3.11), (1.4.6), (1.4.8) & (1.4.10), (1.4.17),
(1.4.18) et (1.5.3). Nous pensons, de plus, que les modeles combinatoires et les
constructions que nous introduisons enrichiront la littérature et donneront lieu

& d’autres développements dans le domaine.
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1.2 RECURRENCES ET FORMULES DE BASE

Le p, g-analogue usuel des nombres naturels est donné par

[O]p,q = 0’
et

" —q"
pP—q

[n]p,q = =p" 4" 24 ... +¢"Y, pouwrn>1.  (1.2.1)

Il sera utile de les considérer comme fonctions génératrices de tableaux 0-1

possédant seulement une colonne:

LEMME 1.2.1: Soit C(n) l’ensemble de tous les tableauz 0-1 ¢ = (A, f) tels
que le partage X\ est égal a A = (1™) = (1,1,...,1) (n fois). Alors

1C(n)|p,q = [nlp,q- (1.2.2)

DEMONSTRATION:

11 suffit de constater que si ¢ € C(n) et sile “1” est dans la i-ieme position

de la colonne (1 < ¢ < n), alors inv(¢) = n—1i et nin(y) = i—1. Par conséquent,

IC(M)lpg = Y p"Pgn®
peC(n)

=> " = [nlpe. a!
=1

Puisque les p, g-nombres de Stirling de premitre et de deuxiéme especes

ont tous les deux été définis en termes de tableaux 0-1, il n’est pas étonnant que
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leurs propriétés apparaissent par paires, et aient des démonstrations similaires.

Un premier exemple de ceci est leur récurrence de base.

PROPOSITION 1.2.2:
Cpqln, k] = cpgln — 1,k — 1]+ [n — 1]p,gCpq[n — 1, 4], (1.2.3)

sin > 1, avec conditions initiales cp,q(0, k] = bo,k-

Sp,q[n, k] = Spqln — 1,k — 1] + [k]p,¢Sp,q[n — 1, &, (1.2.4)

sin > 1, avec conditions initiales Spq[0, k] = 0o, k.

DEMONSTRATION:

Désignons par T'(h,r) (respectivement Td(h,r)) le sous-ensemble de
T(h,r) (resp. Td(h,r)) contenant tous les tableaux 0-1 dont la colonne la

plus longue est de longueur exactement égale & h. Alors
Td(n—1,n—k) =Td(n—2,n—k)UTd(n—1,n—k).
De plus,
|Td(n—1,n = k)|pq = |C(n—1)|pg|Td(n—2,n—k—1)|pgq

(Séparer la plus longue colonne du reste du tableau 0-1 et passer au p,g-

comptage).
On obtient alors la récurrence (1.2.3), puisque
CP’Q[na k] = |Td(’l’b - 17 n— k)lp:fh
= |Td(n —2,n —k)|p,q + ITd(n —1L,n—k)|p,qs
=|Td(n—2,n = k)|p,q +1C(n— 1)|pq|Td(n — 2,n — k — 1)|p,q,

= cp,q[n — 1L,k = 1]+ [n = 1]p,eCpq[n — 1, k].
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De méme, on a
T(k,n—k)=T(k—1,n—k)UT(k,n— k),

et
|T(k’ n— k)lp,q = IC(k) X T(kan — k- l)lp,qa

ce qui donne (1.2.4). a

Les identités suivantes deviennent évidentes lorsqu’elles sont interprétées

en termes de tableaux 0-1.

PROPOSITION 1.2.3: Les p,qg-nombres de Stirling satisfont les relations

suivantes:
a) (fonctions symétriques)

cp,g[ns k] = en—k([Up,g) [2lpigs - - -5 [ — 1p,g),

= > [i1]paliolpg - - - [in—tlpas  (1.2.5)
1<41<12<... <in—<n-—1

SP,Q[na k] = hn—k([]-]p,q, [2]p,q, ey [k]p,q),
= > litlpgliclpg - - - lintlpg;  (1.2.6)

1< <ieL...Sin-k <k

b) (fonctions génératrices) Pour n > 0,

Z Cp,a[ Ty 2" = z(z + [Up,gy) (z + [2p,qy) - - - (z + [0 = 1]p,q¥),

r>0
(1.2.7)
pour k >0,
1 1 1
5.k K" = . (128
Z pal ] 1-[lpgzl—[2pqz 11— [klpqz ( :

r>0
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de plus,

g% = Spqln, klz(z — [Upg) .- (& — [k — pa); (1.2.9)
k=0

c) (autres récurrences)

cp,q[n +1L,k+1]= i[nlp,q[n - 1]p,q it l]p,qcp,q[ja K], (1.2.10)
—~
Spaln+1,k+1] = zn:[k + 1377 Sp g4, K. (1.2.11)
i

DEMONSTRATION:

a) Construire tous les tableaux 0-1 dans T'd(n — 1,n — k) pour (1.2.5) ou dans
T(k,n — k) pour (1.2.6) en choisissant leurs colonnes (les “i;” représentent les
longueurs des colonnes).
b) Découle facilement de (a). L’identité (1.2.9) se démontre par induction sur
n, en utilisant la récurrence (1.2.4).
c) (1.2.11). Tout tableau 0-1 dans T'(k + 1,n — k) posseéde exactement n — j
colonnes de longueur (k + 1) pour un entier j uniquement déterminé (k < j <
n). Les j — k autres colonnes sont de longueurs plus petites ou égales & k. C’est
ce que 'identité (1.2.11) exprime.

(1.2.10). Dans ce cas-ci, les n — j premiéres colonnes des tableaux 0-1 dans

Td(n,n — k) forment un “escalier” maximal, partant de la longueur n jusqu’a

la longueur j + 1. Voir la figure 1.4. O

Voici des g-analogues d’autres récurrences de base pour les nombres de

Stirling (Comtet [Co2], chap.5, [6f] and [3c]).
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<—n—j—>__<-j-—k->
A oflofo]1 } 0|1 1
110{0]0 1 j—1
oflo]1 oj+_1__ 0
" lolo]o]o
oj1]ofofYy
olo]o
of o
Y]o

FIGURE 1.4: décomposition des tableaux 0-1 pour
I'identité (1.2.10)

PROPOSITION 1.2.4:

cgln+1,k+1] = Z (‘i) q" I eqln, 51, (1.2.12)
Jj=
n n .
Syln+1,k+1] = mz=o (m)q kS.m,k]  [Mel, Sun]. (1.2.13)
DEMONSTRATION:

Pour (1.2.12), soient n > k et ¢ un tableau 0-1 dans I’ensemble T'd(n, n—k).
Considérons toutes les colonnes de ¢ qui ne contribuent pas au nombre de non-
inversions de ¢, c’est-a-dire toutes les colonnes dans lesquelles le “1” est dans
la premicre ligne. Il y a exactement j — k telles colonnes, pour un certain j

dépendant de ¢ (k < j < n).
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[ I el ]
[y

{1,4,5}, ¢°

o J]OojJo |©o

(=2 Nl Nl ol No)

(=N Nell Noll Roll Nl L

FIGURE 1.5: décomposition des tableaux 0-1 pour
I'identité (1.2.12)

On peut extraire ces colonnes, en prenant note de leurs longueurs, sans
perte d’information. Si ¢’ désigne le tableau 0-1 restant apres cette opération,
alors ¢ fait partie de I’ensemble T'd(n,n — j), c’est-a-dire que ¢’ contient n — j
colonnes (de longueurs distinctes) et les j — k longueurs des colonnes enlevées
constituent un sous-ensemble des j longueurs de colonnes n’apparaissant pas
dans ¢’ (voir figure 1.5). C’est ce qui donne le coefficient binomial (i) De plus,
toutes les colonnes de ¢’ commencent avec un “0”. Si nous enlevons la premiere
ligne de “0”, nous obtenons un tableau 0-1 général dans T'd(n — 1,n — j) et un

facteur de ¢"~7 peut étre utilisé pour compabiliser les non-inversions perdues.

Il est clair que cette transformation est inversible et ainsi,

c‘][n+ 11 k+ 1] = le(n’ n-— k)lQ:l,
> (§)eiTdn - 1,0 s

J
j n—17 .
<k>q Teqln, 5]

Eod

n

J=

E
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La démonstration de (1.2.13) est similaire, sauf que ’encodage des colonnes
enlevées est plus délicat, & cause des répétitions de longueurs possibles. En
fait, il est plus facile dans ce cas de travailler avec les matrices 0-1. En effet, le
coefficient binomial (:1) apparaissant dans (1.2.13) représente alors le choix des
n —m colonnes de la matice 0-1 de format (k+ 1) x (n+ 1), & part la premiere,
qui auront un “l1” comme premiére coordonnée. Les détails sont laissés au

lecteur. 0

THEOREME 1.2.5: Les g-nombres de Stirling satisfont les formules de

convolution suivantes:

cqlm + n, k) = Z {<m+:_—z )qn(z+y k)[n] —Jj

i+j2k

cq[nyileg[m,m+k —i— j]}, (1.2.14)

Sglm+mn, k) = > (’;’)q“*’“"’“)[i];"‘jsq[n,z‘]SqLi,k—i]; (1.2.15)

i+j2k

n n—l—i
G+ Lk+1+1=3" 3 {<l+3> (D13 4 1)

=0 45=0

cqlt, k]c,,[n—i,l—f—j]}, (1.2.16)

n n—l—i
et Sgn+1,k+1+1]= Z Z {( ) gD =l=i=d) [k 4 1

i=0 j5=0

Sqliy k)Sqln — i — 4, l]}. (1.2.17)
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Remarquons que lorsqu’on considére le cas particulier n = 1 dans les iden-
tités (1.2.14) et (1.2.15), ou k = 0 dans les identités (1.2.16) et (1.2.17), on
obtient les identités (1.2.12) et (1.2.13) de la proposition 1.2.4.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 1.2.6: Notons T2™(h,r) (respectivement Td=™(h,r)), le sous-
ensemble de T'(h + m,r) (resp. Td(h + m,r)) contenant les tableauz 0-1 dont

les longueurs des colonnes sont au moins égales a m, alors

n—k

TdZ™(n—1L,n - K=Y (’“ N ‘) e E N mlcn k+4),  (1.2.18)
1=0
n—k
T2 (= K)g = 3 (’Z) O S —i K. (1.219)
=0

DEMONSTRATION:

Nous utiliserons ici la statistique de non-inversions des tableaux 0-1. Soit
@ € Td2™(n—1,n—k). Il y a exactement 4 colonnes de ¢ pour lesquelles le “1”
se trouve dans les m premieres lignes (facteur [m]f, dans le membre de droite
de (1.2.18)), pour un certain 7 dépendant de . Soit {a1,az,...,a:}, 'ensemble
des longueurs de ces % colonnes. On peut éliminer les m premieéres lignes des
n — k — i colonnes restantes, obtenant ainsi un tableau 0-1 ¢’ dans I’ensemble
Td(n — 1,n — k — i) (facteur cq[n, k + 4] dans (1.2.18)). Remarquons qu’on a
perdu ce faisant m(n — k — i) non-inversions (facteur g™(™~*-%). Connaissant
I’ensemble {a1,...,a;} et le tableau 0-1 ¢/, il est clair qu’on peut reconstituer la
forme de ¢. Pour ce faire, 'ensemble {a1—m,a2—m...,a;—m} doit néanmoins

constituer un sous-ensemble des k + % longueurs de colonne n’apparaissant pas
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dans ¢’, incluant la longueur 0 et étant plus petites ou égales & n — 1 (ce qui

explique le facteur (¥%) du membre de droite de (1.2.18)).

L’identité (1.2.19) se démontre de fagon similaire. a

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.5:

Les identités (1.2.14) & (1.2.17) sont des conséquences du lemme 1.2.6 et

des égalités ensemblistes respectives:

Tdim+n—-1,m+n—k) =

UTdn—1,n-i) x Td=*"(m - L,m—k+i),  (1.2.20)

=0

T(k,m+n—k)=|JT@n—1i)x Tk —i,m—k+1i), (1.2.21)
=0

Td(n,n—k—1) =

UTdG-1,i-k) x Td@* (n—i-1,n—1-14), (12.22)

=0

T(k+1+1,n—k—1)=JT(k,i-k)x T2 (l,n—1—-1). (1.2.23)
1=0

Les identités (1.2.20) et (1.2.23) sont évidentes: si ¢ € Td(m+n—1,m+
n—k) (resp. ¢ € T(k+1+1,n—k—1)), on considére d’un c6té le tableau 0-1
formé par les colonnes de longueurs inférieures ou égales & n — 1 pour (1.2.20)
(respectivement & k pour (1.2.23)), et de l'autre, le tableau 0-1 formé par les

colonnes dont les longueurs sont strictement supérieures & n — 1 (resp. k).
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Par contre, les identités (1.2.21) et (1.2.22) nécessitent quelques clarifica-
tions. Pour (1.2.21), si ¢ € T(k,m + n — k), on trouve 'unique entier 7 qui

satisfait les inégalités suivantes:

=1+ plitlple +... + |pli-1 < n
<i+ el +lele + -+ [elis (1.2.24)

ol |¢|; désigne le nombre de colonnes de longueur j dans . On décompose
alors ¢ en deux tableaux 0-1 (¢1,¥2), comme suit: ¢; est formé des n — 4
colonnes de droite de ¢, qui sont de longueurs plus petites ou égales a 4, et @2
est formé des m + ¢ — k colonnes restantes, qui sont de longueurs supérieures

ou égales a 1.

De méme, pour (1.2.22), Si ¢ € T'd(n,n — k — 1), on trouve I'unique entier

1 qui satisfait

i—lelhi—lele — ... —leli-1 =k
<@E+1)— ol —lelz — ... — el (1.2.25)

¢ est alors décomposé selon le méme principe que (1.2.21). Remarquons cepen-

dant que pour que (1.2.25) soit vérifiée, on doit nécessairement avoir |¢|; = 0.

Le g-comptage des ensembles (1.2.20) & (1.2.23) donne les identités (1.2.14)

3 (1.2.17). Les détails sont laissés au lecteur. m|

COROLLAIRE 1.2.7: FEn posant ¢ = 1 dans les identités du théoréme

1.2.5, on obtient les formules suivantes:

c(m+n, k) = Z

<m+k—i—j
i+j2k

kg )nm_jc(n, i)e(m,m+k —1i—j), (1.2.26)
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Sm4nk) =3 (?)im‘jS(n,i)S(J’,k—i); [Ch, VS]  (1.2.27)

i+j2k
n n—l—i .
cln+Lk+l+1)=>" > <l“;”>(i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>