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Résumé 

On élabore des systèmes de réécriture et on les applique à la théorie et aux calculs 
effectifs dans certaines structures algébriques libres. 

Dans le monoide libre, on étudie une famille de factorisations complètes; les mots d’une 
telle factorisation sont appelés des ‘mots de Hall’. Le système de réécriture qu’on y 
développe permet d’effectuer le calcul de la factorisation (unique) en produit de mots 
de Hall des mots du monoïde libre. Nous l’utilisons aussi pour montrer d’importantes 
caractérisations des mots de Hall, qui n’étaient connues que dans le cas où la factorisation 
est ‘celle formée des ‘mots de Lyndon’. 

On fait ensuite l’étude détaillée, dans l’algèbre de Lie libre, du redressement des bases de 
Hall généralisées, à l’aide du système de réécriture développé dans le monoide libre. Une 
version adaptée de ce système de réécriture nous permet de faire un travail analogue dans 
le groupe libre. Dans ce contexte, on montre que les éléments du groupe libre s’écrivent 
de façon unique comme produit de certains commutateurs. On donne aussi des identités 
pour calculer les multiplicités de ces commutateurs dans la décomposition d’un élément 
du groupe libre. 

On met au point des algorithmes de calcul des bases standard des idéaux à droite 
dans l’anneau des polynômes non commutatifs. Une des principales applications de nos 
résultats est de rendre effectif le travail avec les idéaux et dans le quotient de l’anneau 
par un idéal. Les résultats sur les idéaux sont ensuite généralisés aux modules à droite 
sur l’anneau des polynômes non commutatifs. 



Remerciements 

Je tiens à remercier: 

Monsieur P. M. Cohn pour l’honneur et le plaisir qu’il me fait en acceptant de se 
joindre au jury de cette thèse. 

Mon directeur C. Reutenauer, qui m’a amené à la combinatoire des mots. Je lui suis 
reconnaissant pour tout le temps qu’il m’a dédié et pour ses encouragements constants 
durant les années d’étude et de recherche qui m’ont conduit à la rédaction de cette 
thèse. 

Messieurs A. Joyal, P. Leroux et D. Thérien de s’être intéressés à ce travail et d’avoir 
accepté de faire partie du jury. 

Je remercie aussi les membres de l’équipe du LaCIM de leur soutien et leurs encourage- 
ments tout au long de ce travail. 

Enfin, cette thèse n’aurait pas vu le jour si je n’avais été chaudement entouré des membres 
de ma famille: Milicska, Maya et Elie. 

Je dédie ce travail à mes parents. 



iV 



Table des matières 

Résumé ......................................................................... ..i i 

Remerciements 
... 

.................................................................. ..n 1 

Table des matières ................................................................. . 

Introduction ....................................................................... . 

1. Réécritures dans le monoide libre et dans l’algèbre de Lie libre ................. .5 
1.1 Introduction ............................................................... . 
1.2 Arbres et mots de Hall: définitions et notations ............................ .7 
1.3 Factorisations des facteurs de mots de Hall ................................ .9 
1.4 Réécritures de suites standard de mots de Hall ............................ 13 
1.5 Propriétés ‘à la Lyndon’ des mots de Hall ................................ .19 

1.5.1 Conjugaison...........................................................l 9 
1.5.2 Facteurs droits ..................................................... ..2 6 

11.6 Réécritures dans l’algèbre de Lie libre .................................... .29 
11.7 Base duale et algèbre de mélange ......................................... 37 

2. Réécritures dans le groupe libre ................................................ .45 
t2.I Introduction ............................................................ ..4 5 
:2.2 Suites standard dans F(A) et système de réécriture ....................... .47 
t2.3 Confluence ............................................................. ..5 5 
:2.4 Unicité de la décomposition et calcul des exposants de Hall ............... .62 
t2.5 Les identités de Thérien ................................................. .68 
:2.6 Généralisation des identités de Thérien .................................... 71 

2.6.1 Fonctions représentatives de F(A) .................................... 73 
2.6.2 Topologie de Hall ..................................................... 77 

3. Constructions des bases standard des K<A>-modules à droite ................ .81 

3.1 Introduction ............................................................. .81 
3.2 Recteurs des polynômes et s-dépendance à droite ........................ .82 
3.3 Idéaux à droite dans ](<A>. ............................................. .88 



Vi 

3.4 Bases standard des idéaux à droite ....................................... .94 

3.5 K<A>-modules à droite et I-dépendance à droite ....................... 100 

Conclusion .................................................................... ..117 

Bibliographie ................................................................... .119 

Indexterminologique .......................................................... ..12 3 

Indexdesnotations ............................................................ ..12 5 

0 



Introduction 

Dans un travail sur l’étude de certains p-groupes, P. Hall [HP 331 effectuait des calculs 
profonds sur les commutateurs itérés et sur la série centrale descendante du groupe libre. 
Cet article allait être suivi de plusieurs autres travaux d’importance dans la ‘théorie com- 
binatoire des groupes’. Parmi ceux-là, les travaux de Magnus [Ma 35, Ma 371 et de Witt 
[Wi 371 ont permis de lier le groupe libre à une autre structure algébrique fondamentale: 
l’algèbre de Lie libre. M. Hall a construit dans [HM SOa] une suite ordonnée de commu- 
tateurs dans le groupe libre (qu’il a appelé les ‘commutateurs basiques’), qui donnent une 
base de la série centrale descendante du groupe libre. Dans le même article, il a utilise 
les commutateurs basiques pour obtenir une base de l’algèbre de Lie libre qui, depuis, est 
appelée la ‘base de Hall’. Divers auteurs ont par la suite proposé des généralisations des 
commutateurs basiques (Meier-Wunderli [MW 521, Schützenberger [SC 581, $irSov [si 621, 
Gorcakov [Go 691, Ward [Wa 691). Peu de temps après M. Hall, Lyndon [Ly 54, CFL 581 
construisait une autre base de la série centrale descendante, qui à l’origine semblait d’une 
nature différente de celle de la base de Hall. 

Les travaux de Viennot [Vi 761 ont réuni dans une même famille toutes les bases qui 
avaient alors été construites. Il a donné des conditions précises qui décrivent une large 
famille de bases de l’algèbre de Lie libre qui inclut la base classique de M. Hall et la 
base de Lyndon. Il a montré comment ces bases peuvent être obtenues à l’aide d’une 
gtinéralisation de la ‘méthode d’élimination de Lazard’. De plus, il ramenait l’étude des 
bises de l’algèbre de Lie libre à celle des factorisations du monoide libre. Ce sont les 
bases considérées par Viennot que nous appellerons les ‘bases de Hall ghhles’. Les 
factorisations qui leur correspondent dans le monoide libre sont appelées par Viennot ‘les 
factorisations de Lazard’; nous appellerons les’mots d’une telle factorisation, des ‘mots 
de Hall’. On peut construire, à l’aide d’une base de Hall générale, une base de l’algèbre 
enveloppante de l’algèbre de Lie libre, en vertu du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt 
(cf. [Hu 72, Ja 621). 0 n est donc amené à une autre structure algébrique libre. En effet, 
l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie libre est précisément l’algèbre associative libre 
(cf. [Ja 62, Lo 821). Cette algèbre est celle des polynômes en variables non commutatives; 
elle est aussi le module libre engendré par les mots du monoide libre. Dans [MR 891, 
Mielançon et Reutenauer présentaient un système de réécriture qui permet de calculer les 
mots dans la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée à la base de Lyndon de l’algèbre 
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de Lie libre. C’est ce système de réécriture qui est ici généralisé pour travailler avec les 
bases de Hall générales, dans l’algèbre de Lie et son algèbre enveloppante. 

Nous démontrons aussi certains résultats sur la factorisation des mots, de façon complète- 
ment combinatoire, en utilisant les propriétés du système de réécriture. Dans son travail, 
Lyndon [CFL 58) d onne quatre caractérisations des mots de Lyndon. Un paragraphe 
entier de [Lo 821 est consacré à l’étude des propriétés très fines de ces mots, par rapport 
à l’ordre lexicographique sur les mots. Nous montrons dans ce travail que plusieurs des 
propriétés des mots de Lyndon sont aussi partagées par les mots de Hall, par rapport à 
un ordre qui généralise l’ordre lexicographique. 

Ces calculs dans l’algèbre de Lie libre et dans le monoide libre trouvent leurs analogues 
dans le groupe libre. En effet, Magnus [Ma 35, Ma 371 a donné un plongement du groupe 
libre dans l’algèbre des séries formelles en variables non commutatives. Il met ainsi la 
filtration naturelle de l’algèbre associative libre en correspondance avec la suite centrale 
descendante du groupe libre. Aux bases de Hall générales de l’algèbre de Lie libre, il 
correspond des familles de commutateurs basiques, que nous appelons des ‘commutateurs 
de Hall’. Il nous a semblé naturel de chercher dans quelle mesure nos méthodes pouvaient 
être utilisées pour retrouver les résultats dans le groupe libre. On y développe un système 
de réécriture qui permet de calculer la décomposition des éléments du groupe libre en 
produit de commutateurs de Hall. Cependant, on n’a plus dans le groupe libre toute la 
rigidité d’une structure de monoide et par conséquent, le système de réécriture ne suffit 
plus à lui seul pour montrer l’unicité de cette décomposition. Pour y arriver, nous avons 
développé un argument algébrique, comme l’ont fait entre autres M. Hall [HM 5Oa] et 
Lyndon [CFL 581. N os calculs montrent que les fonctions qui calculent l’exposant d’un 
wnmutateur de Hall, dans la décomposition des éléments du groupe libre, sont dans 
l’algèbre des fonctions sous-mot. Ce résultat permet d’étendre au groupe libre tout entier 
des identités qui avaient été montrées par Thérien [Th 831 pour le monoïde libre. On en 
tire de nouvelles démonstrations de deux importants théorèmes. L’un de Magnus [Ma 371 
qui caractérise les éléments du némc groupe de la série centrale decendante du groupe 
libre; et l’autre de P. Hall [HP 33) qui donne une expression polynomiale pour l’exposant 
d’un commutateur de Hall, dans la décomposition d’une puissance d’un élément du 
groupe libre. Ce théorème lui avait permis de montrer plusieurs résultats importants de 
la théorie des p-groupes. 

Le calcul avec les sous-algèbres de Lie de l’algèbre de Lie libre est lié aux calculs avec 
les idéaux à droite dans l’algèbre associative libre. En effet, une sous-algèbre de Lie de 
l’algèbre de Lie libre est exactement égale à la partie de l’idéal à droite qu’elle engendre 
(dans l’algèbre associative libre), et qui se trouve dans l’algèbre de Lie libre (cf. [Di 741 
et [Reu 901). C’est ce résultat qui motive l’étude que nous faisons des idéaux à droite de 
l’anneau des polynômes non commutatifs. Il est connu depuis P. M. Cohn (CO 61, CO 691 
que les idéaux à droite de cet anneau sont des modules libres (sur l’anneau). Notre point 
de départ est un théorème de Berstel et Reutenauer [BR 881, qui affirme l’existence 
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de bases des idéaux à droite liées aux codes préfixes du monoide libre. L’un des buts 
recherchés était d’arriver à donner un calcul effectif des bases de Berstel et Reutenauer. 
Nous avons puise notre inspiration dans les travaux de P. M. Cohn [CO 61, CO 691 et défini 
les concepts ‘d’indépendance d’une famille de polynômes’, puis de ‘base indkpendante’et 
de ‘base standard’ d’un idéal. Nous donnons des caractérisations de ces bases en termes 
de codes préfixes associés; de sorte que, en particulier, les bases standard sont des bases 
qui satisfont les exigences du théorème de Berstel et Reutenauer. Les méthodes que nous 
employons pour le calcul des bases indépendantes et des bases standard sont analogues 
aux méthodes utilisées pour le calcul des bases des idéaux des anneaux de polynômes en 
variables commutatives. 





Chapitre 1 

Réécritures dans le monoïde libre 

et dans l’algèbre de Lie libre 

1.1 Introduction. 

Les bases des algèbres de Lie libres apparaîssent pour la première fois dans un article de 
M. Hall [HM SOa], bien qu’elles soient implicites dans les travaux de Philip Hall [HP 331 
et de Wilhem Magnus [Ma 371 sur le calcul des commutateurs dans le groupe libre. 
Ces bases, connues sous le nom de ‘Bases de Hall’, ont inspirées plusieurs auteurs et 
ont données lieu à plusieurs généralisations: Meier-Wunderli [MW 521, Schützenberger 
[SC 581, SirSov [Si 621, G orcakov [Go 691, Ward [Wa 691. Lyndon [CFL 581 a introduit 
des bases qui à l’origine semblaient différentes des bases de Hall. 

Viennot a donné une généralisation de toutes ces constructions et il a montré que, dans 
un certain sens, sa construction était optimale [Vi 76, Th. 1.21. Il a aussi montré que 
sa construction est équivalente au processus d’élimination de Lazard. Ce sont les bases 
considérées par Viennot que nous appellerons les ‘Bases de Hall’. 

La construction de ces bases repose sur une construction d’arbres et de mots. Nous ap- 
pelons ces arbres et ces mots, les arbres de Hall et les mots de Hall. Ils sont définis à l’aide 
de certaines inégalités (voir (l.l), (1.2) et (1.3) du paragraphe 1.2). L’ensemble des mots 
de Hall forme une factorisation du monoide libre, telle que définie par Schützenberger 
[SC 651. Viennot [Vi 761 a exposé de façon exhaustive le lien entre algèbres de Lie libres 
et factorisations du monoïde libre. 

Dams [MR 891, Melançon et Reutenauer présentaient un système de réécriture de suites 
de mots de Lyndon. Ce système de réécriture permettait de montrer plusieurs identités, 
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satisfaites par des polynômes construits à partir de la base de Lyndon, dans l’algèbre 
de polynômes non commutatifs et dans l’algèbre de shuffle. Bien avant, Schützenberger 
[SC 581 montrait des formules analogues pour un cas particulier de bases de Hall. C’est 
dans le but d’unifier ces résultats que nous avons entrepris nos travaux sur les arbres 
et les mots de Hall. Certaines démonstrations des résultats de [MR 891 utilisaient des 
propriétés très ‘fines des mots de Lyndon. Il semblait naturel d’une part, de chercher 
à voir jusqu’à quel point elles étaient ou n’étaient pas exclusives aux mots de Lyndon. 
D’autres part, il fallait tenter de montrer les identités de [SC 581 et [MR 891 pour le cas 
des bases de Hall générales. 

Le premier chapitre contient les résultats de ces recherches, qui ont en parties déjà été 
publiées (voir [Me 911). Il comporte trois volets. Nous donnons d’abord une nouvelle 
preuve combinatoire de la factorisation des mots en produit décroissant de mots de Hall, 
différente de celle de Viennot (Th. 1.4.6). Notre méthode se rapproche de Schützen- 
berger [SC 581. Nous utilisons un système de réécriture de suites de mots de Hall et 
exploitons ses propriétés: convergence, confluence (Prop. 1.4.8) et inversibilité (Prop. 
1.4.11). L’algorithme que nous fournit le système de réécriture pour calculer la factori- 
sation des mots est semblable au ‘collecting process’ de P. Hall [HP 331 et de M. Hall 
[HM 50a], bien que plus général, et généralise le système de réécriture de [MR 891 (voir 
Rem. 1.4.3). L’unicité de la factorisation est aussi une conséquence d’une propriété très 
subtile de la factorisation des facteurs gauches du feuillage des arbres de Hall en produit 
de feuillages de leurs sous-arbres, qui généralise la ‘décomposition normale gauche’ de 
[SC 58) (Lemme 1.3.1). 

Après avoir défini un ordre adéquat sur les mots du monoide libre, nous montrons que les 
propriétés des mots de Lyndon se généralisent aux mots de Hall. Les bases de Lyndon se 
construisent directement des mots de Lyndon, qui s’obtiennent en considérant certaines 
inégalités par rapport à l’ordre lexicographique sur les mots (voir [Ga 88, Lo 821 pour une 
présentation). C’est l’ordre lexicographique sur les mots que nous généralisons: étant 
donné un ensemble H de mots de Hall, on définit un ordre total <H sur le monoïde 
libre. Cet ordre coïncide avec l’ordre lexicographique lorsque H est l’ensemble des mots 
de Lyndon (Prop. 1.5.2). Nous montrons que les mots de Hall satisfont les mêmes 
propriétés que les mots de Lyndon. Ils sont caractérisés, par rapport à cet ordre <H, 
par les conditions équivalentes: 

(i) ils sont minimaux dans leur classe de conjugaison (Th. 1.5.5), 

(ii) ils sont strictement plus petits que leurs facteurs gauches propres (Th. 1.5.13). 

De plus, comme c’est le cas pour les mots de Lyndon, la factorisation standard d’un mot 
de Hall et la factorisation d’un mot en produit décroissant de mots de Hall s’obtiennent 
en calculant le facteur gauche minimal de ce mot. 
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N~OUS montrons aux paragraphes 1.6 et 1.7 que la plupart des résultats de [MR 89) se 
giinéralisent au cas des bases de Hall. Nous utilisons le système de réécriture pour 
calculer dans la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associé aux mots de Hall (PBWH). 
L”écriture d’un mot dans cette base est obtenu en cueillant les éléments de la base 
PBWH qui pendent aux feuilles d’un arbre de dérivation du mot (Th. 1.6.7). On retrouve 
les résultats du Th. 2 de (MR 891, en utilisant une propriété du système de réécriture 
(Lemme 1.4.7). Le théorème du paragraphe 4 du même article reprenait un résultat de 
Radford [Ra 791 et afErmait que l’algèbre de mélange est isomorphe à une algèbre de 
polynômes commutatifs. La démonstration de ce résultat repose sur une propriété des 
mots de Lyndon qui n’est pas vérifiée pour les mots de Hall généraux. Nous montrons 
pourquoi on ne peut obtenir une autre démonstration de ce résultat à l’aide des bases 
de Hall générales en fournissant un contre-exemple (Rem. 1.7.9). 

1.2 Arbres et mots de Hall: définitions et notations. 

Soit A un ensemble; on appellera les éléments de A des lettreset A lui-même un alphabet. 
On désigne par M(A) le magma libre sur A. Rappelons qu’un arbre binaire est un graphe 
orienté T = (V, E, ) r où V est l’ensemble des sommets, E est l’ensemble des arcs et r 
est un sommet distingué, la racine de l’arbre, tels que: (i) il n’y a pas d’arc arrivant en 
r, (ii) en chaque sommet s qui n’est pas la racine: il arrive en s exactement un arc et 
soit aucun arc, soit deux arcs sont issus de s, (iii) chaque sommet est accessible depuis 
la racine. Les feuilles de T sont les sommets d’où n’est issu aucun arc. Les éléments de 
&f(A) s’identifient à des arbres binaires dont les feuilles sont étiquettées par des lettres. 
Le degr6 d’un arbre t est le nombre de feuilles qui pendent à ses branches; on le note 121. 
Les arbres de degré un sont les lettres de l’alphabet. Tout arbre de degré au moins deux 
s’&rit t = It’,t”] où t” (respectivement t’) est son sous-arbre droit immédiat (resp. sous- 
arbregauche immédiat). Un sous-arbre droit de t est soit t”, soit un sous-arbre droit de t’ 
ou t”; un sous-arbre d’extréme droite de t est soit t”, soit un sous-arbre d’extrême droite 
de t”. On définit de façon analogue les sous-arbres gauches et sous-arbres d’extrême 
gauche de t. Un sous-arbre de 1 est un sous-arbre gauche ou droit de 2, ou t lui-même. 
Par exemple, soit A = {u, b}; la représentation en arbre de l’élément [[a,b][[a,b]b]] de 
M(A) est donnée à la Fig. 1.1. Pour cet élément, [a, b] est à la fois un sous-arbre gauche 
et un sous-arbre d’extrême gauche. Son sous-arbre droit immédiat est [[a, b]b]. 

On utilisera les notations ’ et ” pour désigner les sous-arbres immédiats gauches et 
droits. Par exemple, si t = [i’, t”j alors (2’)” et (f”)” sont les sous-arbres droits immédiats 
respectifs de t’ et t”. 

On désigne par A’ le monoide libre sur A; les éléments de A’ seront appelés des mots. Le 
produit sur A’ est le produit de concaténation. Si u = a1 . . . a,, et v = br . . . b,,, sont des 
mots de A’ alors leur produit est le mot ou = a1 . . . a,bl . . . b,,,. On définit une application 
canonique f qui va de M(A) vers A’, par f(a) = a si a E A et f(t) = f(t’)f(t”) si 



A b 
a ba b 

Figure 1.1: Représentation par arbre de [[a, b][[a, b]b]]. 

t = [t’,f”] est de degré au moins deux. Le mot f(t) est appelé le feuillage de t. Par 
exemple, le feuillage de l’arbre de la Fig. 1.1 est f([[a, b][[a, b]b]]) = ab@. Appliquer f 
revient donc à supprimer les crochets. Comme le degré de l’arbre t est égal à la longueur 
du mot w = f(t), on note la longueur de tu aussi par 1~1. 

Soit H(A) un sous-ensemble de M(A), muni d’un ordre total 5, qui contient l’alphabet 
A, et qui est tel que: pour tout 1 = [t’,t”] E H(A) de degré 2 2, on a t” E H(A) et: 

t < 1”. (l-1) 

Ce sous-ensemble sera appelé un ensemble de Hall si de plus, pour tout arbre h de degré 
12, on a h E H(A) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites: 

h’, h” E H(A) et h’ < II”, (l-2) 

soit h’ est une lettre, soit h’ = (k’,k”] et alors Ii” 2 h”. (l-3) 

Le deuxième cas de la condition (1.3) est équivalent à dire: si h = [h’, h”] alors (W)” 2 h”. 
Les arbres de H(A) seront appelés des arbres de Hall. 

Il est important de remarquer que les sous-arbres des arbres de Hall sont eux-mêmes des 
arbres de Hall. Les arbres de Hall de degré un sont les lettres de A et les arbres de Hall 
de degré deux sont tous de la forme [a, b] avec a, 6 E A et a < 6. 

Exemple 1.2.1 Voici la liste, en ordre ascendant, des arbres de degré au plus cinq d’un 
ensemble de Hall sur A = {a, b} avec a < b. 

M[a, W44 9 [[144b9 41 , bJd4 > [[[a, bl44 , 
[a, 4 , [[a, bl[I~~Vll , [[[~,Wl4 , [[a, WI , 

MbJJleJl4 9 a 9 NwJlwl~l 9 bwlbl 9 b - 
0 

Lemme 1.2.2 Soient h, k des arbres de Hall tels que h < k et h” 2 k. Alors 

rp = [[. . . [h,\ .: .]Aj 

P 

est un arbre de Hall, pour tout p 1 1. 
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Dëmonstration. On procède par récurrence sur p. On vérifie que les hypothèses sur h et 
k satisfont aux conditions (1.2) et (1.3); de sorte que rl = (h, k] est bien un arbre de 
Hall. Maintenant, supposons que rp est un arbre de Hall. Selon la condition (l.l), on a 
rp < rp = k et par construction de l’arbre r, T-I, = rp-l, donc (rp)” = k 1 k. De sorte 
que les conditions (1.2) et (1.3) sont satisfaites (avec h’ = rp, h” = k) et r,,+l = [r,,, k] 
est un arbre de Hall. 0 

Le~mg2&3 Soit h = [h’, h ] ” un arbre de Hall. Si hi est un sous-arbn droit de h 
, l- * 

DÉknonstration. On procède par récurrence sur le degré de l’arbre h. Soit h: est h” lui- 
mime, soit hy est un sous-arbre droit de h’ ou h”, par définition. Dans le premier cas œ 
a lbien hy 2 h”. Par récurrence, on a dans le second cas hy 2 (h’)“; et dans le troisième 
cas hl 2 (h”)“. Comme les conditions (1.3) et (1 .l ) donnent respectivement les inégalitk 
(h’)” 1 h” et (h”)” > h”, on obtient bien dans tous les cas hf 1 h”. 0 

1.8 Factorisations des facteurs de mots de Hall. 

Nous allons maintenant nous intéresser aux facteurs gauches et aux facteurs droits des 
mots de Hall. Nous allons montrer que l’application feuillage est injective, ce qui nous 
conduira éventuellement à montrer l’unicité de la factorisation des mots en produits 
décroissants de mots de Hall. Le lemme suivant est d’une importance cruciale. 

Lemme 1.3.1 Soit h un arbre de Hall et w = f(h) son feuillage. Supposons que soit 
donné une factorisation en mots non vides de w, w = UV. Alors il eziste des arbres de 
Hall kl, . . . , k,, h,, . . . , h, tels que: 

u = f(h). . . f(k) , v = f(h). . . f(k) (1.4) 

et ki,..., k,<h,, hl>...>h,1h”. 

Démonstration. En fait, nous allons montrer plus que ne contient l’énoncé du lemmt. 
Nous allons voir en cours de démonstration que les arbres hl , . . . , h, sont des sous-arbra 
droits de h. Soit h = [h’, h”]. Par définition, on a f(h) = f(h’)f(h”), et par hypothèse, 

f(h) = UV. Il se peut que u = f( h’) et v = f(h”) auquel cas on pose m = n = 1, e% 
k 1 = h’, hl = h”. Les conditions annoncées sont alors satisfaites puisque kl c hl et qnc 
h, est le sous-arbre droit immédiat de h. 

Sinon, on considère deux cas et on prockde par récurrence sur le degré de h. 

Cas 1: f( h’) = uz, v  = zf( h”), avec t non vide (voir Fig. 1.2). Par récurrence, appliquée 



10 

f  Ch’) f  Ch”) 

u ! : 2) 

\ J 

2 

Figure 1.2: f(h’) = ux, v = xf(h”). 

f  Ch’) f  (h”) 

u : I u 

X 

Figure 1.3: u = f( h’)x, f( h”) = xv. 

à h’, il existe des arbres k,, . . . , k,, hl, . . . , h,-1 tels que: 

u = f(k,)...f(kn) 7 x = f(b). . . f(b) 

et kr,..., k, < hl, hl 1 . . . 2 h,,-, 2 (h’)“, où hl, . . . , h,-l sont des sous-arbres droits 
de h’. Comme h’ est le sous-arbre gauche immédiat de h, hl,. . . , h,-l sont bien des 
sous-arbres droits de h. On a, par (1.3), (h’)” 1 h”. Si on pose h, = h”, on a alors 
u = xf(h”) = f(h,) . . . f( h,) et on obtient le résultat. 

Cas 2: u = f( h’)x, f( h”) = xu, avec x non vide (voir Fig. 1.3). Par récurrence, appliquée 
àh”,ilexistedesarbres kz ,..., k,,hl,..., h,telsque: 

x=f(kz)...f(km) > u=f(h,)...f(hJ 

et ks,..., k,,, < hl,h, 2 . . . 2 h, 2 (h”)“, où h,, . . . > h, sont des sous-arbres droits 
de h’. Comme h” est le sous-arbre droit immédiat de h, hl, . . . , h, sont bien des sous- 
arbres droits de h. On a, par (l.l), h” < (h”)” et par (1.2), h’ < h”. On combine 
ces inégalités pour obtenir h’ < h” < (h”)” 5 hl. Si on pose kl = h’, on a alors 
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-. *y..\ hn-l 

Figure 1.4: Décomposition des facteurs gauche et droit d’un mot de Hall. 

u = f(h’)z = f(k,). . .f(km), u = f(hi). . .f(h ,, e on obtient encore une fois le résultat. ) t 
0 

Remarques 1.3.2 Cette factorisation du facteur droit w peut se calculer en suivant pas 
à pas les étapes de la récurrence. En particulier, si le Cas 1 est rencontré au moins 
une fois durant le calcul de la factorisation, alors u = f(h,) . . . f(h,) avec n 2 2, et 
hl 2 (h’)“. Remarquez que le Cas 1 est rencontré si on a IV~ > lh”l. 

Si le Cas 2 est rencontré à la première étape du calcul, alors 

TJ = f(h,). ..f(h,,), avec hl 2 . . . L h, 2 (h”)“, 

puisque dans ce cas, v est un facteur droit de h”. Remarquez que si à chaque étape de 
la. récurrence, on ne rencontre que le Cas 2, alors on est assuré que u est le feuillage d’un 
sous-arbre d’extrême droite de h. En d’autres mots, si u ne se réduit pas au feuillage d’un 
sous-arbre d’extrême droite de h alors sa factorisation compte au moins deux facteurs. 
Ces observations nous seront utiles au paragraphe 1.5.2. 0 

Le Lemme 1.3.1 possède une intéressante interprétation géométrique. Les factorisations 
(1,.4) du facteur gauche u et du facteur droit w = au’ peuvent être obtenues en suivant 
l’unique chemin qui va de la racine de l’arbre & la feuille a, qui est la première lettre de 
u. Imaginons qu’on suit ce chemin, et qu’à chaque sommet interne de l’arbre on laisse 
tomber le sous-arbre qui y pend. Les sous-arbres qui tombent à la droite de a (y compris 
le sous-arbre dont a fait partie) donnent la factorisation de u en produit décroissant 
de feuillages d’arbres de Hall. Les arbres qui tombent à la gauche de a donnent la 
fa,ctorisation de u et satisfont la condition annoncée. (Voir Fig. 1.4). 

A partir de maintenant nous dirons qu’un mot est un mot de HaII s’il est le feuillage d’un 
arbre de Hall. Le prochain lemme nous dit que l’application ‘feuillage’ f est injective. 
Désignons par Hd l’ensemble des arbres de Hall de degré au plus d. Remarques que si 
h E Hd+l alors h’, h” E Hd. 
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Théoréme 1.3.3 Tout mot de Hall est l’image d’un unique arbre de Hall. Si un mot 
de Hall, w = f(h), peut être écrit en un produit décroissant de mots de Hall: 

w =. f(h,) . . . f(h,,), avec hl 1 . . . 2 h,, 

alorsona n=l. 

Dhnonstrstion. On montre le résultat par récurrence sur d, le degré des arbres. Le cas 
d = 1 est facilement vérifié. Supposons le théorème vrai pour les arbres de degré d et 
soit t = [t’,f”] un arbre de Hall de degré d + 1 tel que: 

f(t) = f(t’)f(t”) = f(h,). . .f(h,,), avec hl > . . . 2 h,. (1.5) 

Nous allons montrer que n = 1. Il nous faut distinguer trois cas selon les longueurs 
respectives de t” et h,. 

Cas 1: If'1 = Ih,J. C omme f préserve les longueurs, on a par (1.5), que f(t’) = f(h,) 
. . .f(h,-1) et f(hn) = f(P). L a récurrence appliquée à 2’ nous donne hl = t’ et n- 1 = 1, 
donc n = 2. La récurrence appliquée à t” nous donne h, = t”. Mais par (1.2), on a 
t’ < t” et par hypothèse hl 1 hz. On obtient donc une contradiction; le Cas 1 ne peut 
survenir. 

Cas 2: lt”l > Ih,,l. E ncore une fois, par (1.5), on a f( t”) = uf( hi+l) . . . f( h,) où u est un 
facteur droit propre de f(hi). Observez que u est non vide: si on suppose au contraire 
que u est vide, alors c’est que f( t”) = f( hi+,) . . . f( h,); d e sorte que par récurrence, cette 
factorisation ne contient qu’un seul facteur, d’où n = i + 1, ce qui contredit l’inégalité 
stricte 11”l > Ih,,l. 

Comme u est facteur propre de f(hi+,), on déduit du Lemme 1.3.1 une factorisation 
u = f(k,). . . f(k*) où kl,. . . , k,,, sont des arbres de Hall satisfaisant kl 2 . . . 2 k,,, 2 hl. 
De la condition (1.1) appliquée à hi, et de l’inégalité hi 2 hi+17 0~ obtient le1 2 . . . 2 
km 2 hi+1 2 . . . 2 h,; on a donc: 

Il y a dans ce produit au moins deux facteurs puisque i < n et m 2 1. On contredit 
donc l’hypothèse de récurrence faite sur t”. Le Cas 2 ne peut survenir. 

Cas 3: It”l < Ih,,l. Encore une fois, par (1.5), on a f(h,,) = uf(t”) où u est un 
facteur droit de t’. Le facteur u est non vide, en vertu de l’inégalité stricte If”1 < Ih,,l. 
Maintenant, si n > 1 alors u doit être un facteur droit propre de t’ et selon le Lemme 
1.3.1, il existe des arbres de Hall kl, . . . , k,,, tels que: 

u = f( k, ) . . . f( k,), avec kl 1 . . . 2 k, 1 (t’)“. 
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C~omme par (1.3), (t’)” 2 t”, le mot de Hall f(h,,) se factorise en: 

f(L) = f( kl) . . . f(km)f(t”), avec 81 1 . . . 2 k, 2 1”. 

Observez aussi que n > 1 implique h, E Hd, donc la récurrence s’applique à h,. Mais, 
comme dans le Cas 2, la factorisation de h, qu’on vient d’exhiber nous mène à une 
contradiction puisqu’elle compte au moins deux facteurs. 

On est donc force d’avoir n = 1. 

Il reste à montrer que si h et k sont des arbres de Hall tels que f(h) = f(k) alors . 
h = k. On procéde par récurrence sur le degré des arbres; on vérifie facilement que f 
est injective sur A. Soit h = [h’,h”] et k = [k’, k”], de sorte que f(h) = f(h’)f(h”) = 
fl:k’)f(k”) = f(k). 0 n peut supposer que lh”l 1 lk”l. Si lh”l = Ik”l, alors c’est que 
f(U) = f(k’), f(h”) = f(k”) et par récurrence h’ = k’, h” = k”, d’où h = k. Si 
~II”I > lk”l, alors f(V) = uf(k”) où u est un facteur droit propre de k’. Selon le Lemme 
1.3.1, on peut factoriser u en: 

u = f(r1) * -. f(rm). 
\ ou q,..., r, sont des arbres de Hall satisfaisant rl 2 . . . 2 r,,, 2 (k’)“. Selon la 

condition (1.3), (k’)” 2 k”, de sorte que: 

f(V) = f(rl) . . . f(r,)f( k”), avec r1 1 . . . 2 r, > k”. 

Cette factorisation compte au moins deux facteurs. On aboutit donc à une contradiction 
puisque par hypothèse I(V’) ne peut être écrit en un produit décroissant de feuillages 
d’au moins deux arbres de Hall. 0 

Le Th. 1.3.3 nous permet d’identifier un mot de Hall à l’unique arbre de Hall dont il est 
le feuillage. Nous désignerons aussi par H(A) l’ensemble des mots de Hall dans A’. Cet 
ensemble de mots est totalement ordonné par l’ordre 5 sur les arbres de Hall. 

1.4 Réécritures de suites standard de mots de Hall. 

En transportant, à l’aide de f, les arbres de Hall de H(A) dans A’, on importe aussi 
les propriétés que satisfont les arbres. Soit h un mot de Hall et t l’unique arbre de 
Hall dont il est le feuillage, h = f(t). Si h n’est pas une lettre alors t = [t’, t’l; soit 
h’ = f(t’),h” = f(t”). On a donc h = h’h”; nous appelons cette factorisation de h, sa 
factorisation standard. Nous utiliserons les notations ’ et ” pour désigner la factorkation 
standard des mots de Hall. Nous reprenons les inégalités (l.l), (1.2) et (1.3) dans le 
contexte des mots de Hall. 

SGt h un mot de Hall et h = h’h” sa factorisation standard, Alors: 

h < h”, U-6) 
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h’ < h”. (l-7) 

Soit k un autre mot de Hall tel que h < k. Alors hk est un mot de Hall de factorisation 
standard (hk)’ = h, (hk)” = k si et seulement si 

soit h est une lettre, soit h” 2 k. (1.8) 

Nous considérons maintenant des suites de mots de Hall: 

s=(ht >..., h,), hl >..., h,eH(A). 

La longueur de la suite s, qu’on note 1~1, est égale au nombre de termes qui la composent. 
Une telle suite sera appelée suite standard si pour tout i = 1,. . . , n - 1: 

soit hi est une lettre, soit hi = h:h” et alors hn 2 hi+l,. . . , h,. U-9) 

Une suite de lettres est une suite standard. Une suite décroissante de mots de Hall est 
standard. En effet, soit s = (h,,. . . , h,), avec hl 2 . . . 2 h,. Alors hi = h:h” et par 
(1.6), hr > hiy de sorte que h” > hi+17 . . . , h,. 

Une montée d’une suite s = (h,, . . . , h,) est un couple de mots consécutifs (hi, hi+l) tels 
que hi c hi+l. Une montée éloignée d’une suite est un couple de mots de la suite: 

(hi, hj) tels que i < j et hi C hj. (1.10) 

Soit s une suite standard qui n’est pas décroissante; une montée légale de cette suite est 
une montée (hi, hi+l) telle que: 

hi+1 2 ,hi+), - a - 7 hn. (1.11) 

Remarque 1.4.1 Toute sous-suite d’une suite standard est une suite standard. De plus, 
si s est une sous-suite d’une suite standard s et si h et k sont des termes consécutifs de 
s tels que (h, k) est une montée légale de s, alors (h, k) est une montée légale de 8. 0 

On définit deux suites s’ et s” obtenues de s par réécriture: 

s‘= (hi,..., h-1 9 hihi+ 9 hi+29 - - * 3 ha), 

s” = (hi,..., hi-19 hi+*, hi, hi+29 - - * 3 hn). 

(1.12) 

(1.13) 

Remarque 1.4.2 En d’autres mots, s’ est obtenue de s en concaténant les deux mots hi 
et h+l, et s” est obtenue de s en échangeant les deux mots hi et hi+l. Si s = (hl, . . . , h,) 
est une suite standard le mot tu = hl . . . h, obtenu de s en concaténant ses facteurs sera 
appelé le mot associé à s. Par conséquent, les mots associés à s et 3’ sont égaux. 0 



15 

Remarques 1.4.3 La suite s est donc réécrite en deux suites s’ et s”. Dans [MR 891, 
un système de réécriture similaire est défini; on y reécrit des suites standard de mots 
de Lyndon (voir la Rem. 1.5.1), en réécrivant à chaque étape la montée la plus à droite 
de la suite. Comme dans ce cas on a hi+, 2 hi+2 1 . . . > h,, la condition (1.11) est 
assurément vérifiée. 

Dans [SC 581, on ajoute à (1.6), (1.7) et (1.8) 1 a condition supplémentaire h < h’, pour 
que le mot h soit un mot de Hall. Un système de réécriture qui travaille sur des suites 
Jitites y est défini. La suite s = (hr , . . . , h,) est appelée licite si pour tout couple de 
mots .consécutifs (hi, hi+r), soit hi 2 hi+r, soit hihi+r est un mot de Hall. La condition 
supplémentaire h < h’ est alors utilisée pour montrer qu’on obtient une suite licite en 
réécrivant la montée la plus à droite d’une suite licite. 

Dans [HM 50a] et [HM 59, Chap. 111, 1 es arbres de Hall sont considérés comme des 
commutateurs dans le groupe libre sur l’alphabet A. Les suites de tels commutateurs 
sont réécrites en utilisant le ‘collecting process’. On réécrit les montées hi < hi+r ou 
h,+r est un mot maximal parmi les mots de la suite. La condition (1.11) est alors 
trivialement vérifiée puisqu’on a hi+, 2 hj, pour tout i. Nous aborderons la réécriture 
des suites standard de commutateurs de Hall au Chap. 2. 0 

Proposition 1.4.4 Soit s = (IL,, . . . , h,) une suite standard de mots de Hall. Si la 

montée (hi, hi+l) est légale, alors s’ et s” sont des suites standard de mots de Hall. De 
P~US, la factorisation standard du produit hihi+ est (hihi+l)’ = hi et (hihi+l)” = hi+l- 

Snonstration. On a hi < h;+r. Soit hi est une lettre, soit hi = h:ha et alors Il: > hi+r, 
selon (1.9). Donc, en vertu de (1.8), hihi+r est un mot de Hall avec la factorisation 
standard annoncée. 

Pour montrer que s’ est standard il faut montrer que (i) hl > hihi+r pour j = 1,. . . , i- 1 
et (ii) hi+r 2 hi+s, . . . , h,. Le point (ii) est vérifié puisque (hi, hi+r) est une montée légale 
de s. Soit hj = A>h; la factorisation standard de h,. Alors, par (1.9) on a h; > hi+r 
pour j < i, et par (1.6) on a hi+r > hihi+*. Donc hl > hihi+r, et la suite S’ est standard. 

Pour montrer que s” est standard, il suffit de vérifier que hy+, 2 hi. Mais on a hi < hi+r, 
puisque (hi, hi+,) est une montée de la suite et hi+1 < hy+,, par (1.6). Donc II~+, > hi 
et la suite s” est standard. 0 

Remarque 1.4.5 Le système de réécriture peut être utilisé pour effectuer des calculs 
dans l’algèbre de Lie libre et dans son algèbre enveloppante. En effet, lorsqu’aux suites 
on associe un produit de polynômes de Lie (obtenus des arbres de Hall), on a, dans 
l’algèbre des polynômes non commutatifs, s = s’ + s”. Cet aspect ne nous intéressera 
qu’aux paragraphes 1.6 et 1.7. Pour l’instant, nous concentrerons notre attention sur la 
su,ite s’. 0 
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Le résultat suivant a déjà été trouvé par plusieurs auteurs à divers degré de généralité (par 
rapport à l’ordre sur H(A)) (voir [Vi 761). N ous en donnons une nouvelle démonstration. 

ThBor&me 1.4.6 Tout mot w E A’ peut être éctit de façon unique en un pmduit 

décroissant de mots de Hall: 

w = h, . . . h,, avec h, 2 . . . 2 h,. 

Nous donnons d’abord un lemme qui sera utile dans la preuve du Th. 1.4.6 et ailleurs. 

Lemme 1.4.7 Soient IL~ = hI . . . h,, avec h, 1 . . . 1 h,, et v un facteur droit prvpr~ du 
mot hi. Alors si v  = rl . . . r,,, est la factorisation de v  donnée par le Lemme 1.3.1, on 

a r, > hi+1 et le mot vhi+l . . . h ,., peut être écrit comme produit décroissant de mots de 
Hall: 

vhi+l . . . h, = r, . . . rmhi . . . h,. 

Démonstration. Si v est vide il n’y a rien à montrer. Si v est non vide alors soit v = 
rl . . . r, la factorisation de v donnée par le Lemme 1.3.1. On a rl, . . . , r, E H(A) et 
rl 2 . . . 2 r, 2 hq. Comme hn > hi, par (1.6), et hi 2 hi+19 par hypothèse, on a 

rm > hi+1 et on peut écrire le mot vhi+, . . . h, comme un produit décroissant de mots 
de Hall: vhi+l . . . h, = rl . . .r,,.,hi . . . h,. 0 

Démonstration du Th. 1.4.6. Existence. Le système de réécriture nous fournit un 
algorithme pour calculer une factorisation d’un mot w en un produit de mots de Hall. 
On peut calculer des suites standard successives SO, sr = SO,. . . , s,, = sk-r avec sP = 

(h 1,. . . , h,), h, 2 . . . 2 h, et w = hl . . . h,. 

Si w = 01 . . .a, alors s = (a,,. . . , a,) est une suite standard. On prend SO = (a,, . . . ,an) 
et on calcule sr = ~0, s2 = si,. . . Après un moment, on arrive à s,, = (h,, . . . , h,), hI 2 

> h,. En vertu de la Rem. 1.4.2, on a w = hl . . . h,; on a donc montré l’existence de . . . _ 
la factorisation. 

Unicité. Supposons que le mot w possède plus d’une factorisation: 

w = k, . . . k, = hI . . . h,, 

où les ki et les hj sont des mots de Hall satisfaisant kr > . . . 2 k,, hl 2 . . . 1 h,. On 
procède par contradiction. On peut supposer n > 1 et m > 1, en vertu du Th. 1.3.3. De 
plus, on peut supposer que Ik,,,l > lhnl (puisque IL,,,1 = Ihnl implique, par récurrence, 
m = n et ki = hi). 

On doit donc avoir k, = vhi+l . . . h, où i < n et v est un facteur droit non vide de hi. 
Le cas v = h, ne peut se produire, en vertu du Th. 1.3.3. Donc, v est un facteur droit 
propre et non vide de hi et selon le Lemme 1.4.7, k,,, se factorise en: 

k, = vhi+l . . . h, = t-1.. .rP > hi+1 . . . h,, 
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avec rl, . . . , r,, E H(A) et rl 2 . . . 2 r,hi+l 2 . . . 2 h,. On contredit donc le Th. 1.3.3; 
ce qui termine la démonstration. 0 

Nous allons donner une deuxième démonstration de l’unicité de la factorisation des mots 
(wir Cor. 1.4.12) en utilisant les propriétés du système de réécriture. On définit une 
relation, qu’on note -+, sur l’ensemble des suites standard de mots de Hall, en posant: 
s-+t si et seulement si t = s’ où s’ est définie par (1.12). En d’autres mots, s+t si et 
seulement si t est obtenue de s en concaténant deux mots d’une montée légale de s. Si 
s-4, on dit que t est dérivée de s. 

Proposition 1.4.8 La relation -+ est conjhente. Plus précisément, si s,sl et s2 sont 
des suites standard dérivées de s, alors il eziste une suite standard t telle que si+t et 

S2-d. 

Nous formulons en un lemme un résultat nécéssaire dans la preuve de la proposition, et 
que nous utiliserons au Chap. 2. 

Lsmme 1.4.9 Soit s une suite standard et soient (hi,hi+l),(hj,hj+,) deuz montées 
légales distinctes de la suite s, avec i < j. Alors on a i + 1 < j. 

Dhonstration. Supposons qu’au contraire on ait i -t 1 = j. Alors hi+, = hj, de sorte que 
hi+el c hj+l puisque (hj, hj+l) est une montée de la suite. Comme la montée (hiy hi+l) 
es’t légale, on a aussi hi+, 2 hi+2,. . . , h,, en vertu de (1.11); de sorte que hi+1 2 hj+.l, 
et on obtient une contradiction. 0 

DGmonstration de la Prop. 1.4.8. Comme s-+sl et s-taz, il existe deux montées légales 
distinctes dans S, (hi, hi+l) et (h,, hj+l). 0 n sait, en vertu du Lemme 1.4.9, que i+ 1 < j, 
de sorte que: 

Sl =(hl,...,hi-l,hihi+l,...,hj,...,h,), 

S2 = (h~,...yhi,hi+~y.. .~~j~j+i,-**,h~)- 

Nous allons montrer que (hj, h,+i) est une montée légale de SI et que (hi, hi+*) est une 
montée légale de ~2. II est clair que (hj, h,+l). est une montée légale de ~1, puisque les 
termes qui se trouvent à droite de hj+l dans s1 sont les mêmes que ceux qui se trouvent 
à droite de hj+l dans S. Pour montrer que la montée (hi, hi+l) est légale dans 92, il suffit 
de montrer que hi+1 2 hjhj+l- Or, comme (hi, hi+l) est une montée légale de s, et que 
i -1 1 < j, on obtient de (l.ll), h+l 1 hj+l. De (1.6), on a hj+l > hjhj+l, de sorte que 
hi+1 1 hjhj+l- Par conséquent, on peut effectuer dans s1 et 82 les réécritures sur les 
montées (hj, hj+l) et (hi, hi+l), respectivement. Ces réécritures donnent la même suite 
t :  

t = (h,, . * * y hihi+l, . . ..hjhj+~...*,h,). 

0 
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On notera A la fermeture réflexive et transitive de la relation -+. On dira encore que t est 
dérivée de s si SA~. Si s:t est la chaine de réécritures s = SO-+S~+ . . . -u, = 2, alors 
on dira que la dérivation s>t est de longueur n. On montre facilement, par récurrence 
sur la longueur des dérivations et en utilisant la Prop.1.4.8, le corollaire suivant: 

Corollaire 1.4.10 Ld relation G est confluente. 0 

Les suites de lettres sont standard. Selon la Prop. 1.4.4, toutes les suites dérivées des 
suites de lettres sont standard. La proposition qui suit montre que toute suite standard 
est une suite dérivée d’une suite de lettres. 

Proposition 1.4.11 Soit 1 = (h,, . . . , h,) une suite standard. Si les mots de Hall 
h 1>***> h, ne sont pas tous des lettres alors il eziste une suite standard s telle gué s+t. 

DCmonstration. Soit hi un mot de Hall dans t, non réduit à une lettre et tel que pour tout 
j= l,...,i- 1, soit hj est une lettre, soit hy 2 h, (un tel mot existe, il suffit de prendre 
le mot le plus à gauche dans I qui n’est pas une lettre). Nous allons montrer que la suite: 

s = (hi,..., hi-1 3 hiy h”, hi+,, * *. y h,) 

est standard et que (hz, h”) en est une montée légale. 

On a par (1.6) que (h”)” > hy, et par (1.8) que (hi)” > hy, et que hy 2 hj pour 
j= i+l , . . . ,n, puisque t est standard. Comme hy 2 hy pour j = 1,. . . ,i - 1, par 
hypothèse, et h” > hi par (1.7), on a hy > hi, hy pour j = 1,. . . , i - 1. Cela montre que 
s est standard. Comme t est standard, la montée (hi, h?) est légale puisque par (1.9), 
hf 1 hi+l,. . ., h,. On peut donc dériver t de s. 0 

Corollaire 1.4.12 (Unicité de la factorisation) 

Démonstration. Premièrement, soit s = (h,, . . . , h,) une suite standard et w = hl . . . h, = 
a) . . . ap (ai E A) le mot associé à s. Alors, à l’aide d’une récurrence utilisant la Prop. 
1.4.11, on montre qu’il existe une dérivation (a,, . . . , a,,)&. 

Supposons que UJ possède plus d’une factoris$ion en produit décroissant de mots de 
Hall: 

w= h l... h, = Il, . . . k,, 

avec hl 2 . . . 2 h, et kl 1 . . . 2 k,,. Comme on l’a remarqué précédemment, les suites 
décroissantes SI = (h,, . . . , h,,,) et sz = (k,, . . . , k,) sont standard. Il existe donc des 
dérivations: 

(a1, . . . ,ap)L(hl , . . . , h,) et (a,, . . . ,a,)A(k,,. . . ,k,). 

Selon le Cor. 1.4.10, il existe une suite standard t telle que sl&t et ~2% Or, la seule 
suite qu’il est possible de dériver d’une suite décroissante est elle-même. On doit donc 
avoir s1 = t = 92, ce qui montre l’unicité de la factorisation. 0 
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a b 
0 a 

b 
b 

Figure 1.5: Mot circulaire associé à la classe de conjugaison de ah& 

1.5 Propriétés ‘à la Lyndon’ des mots de Hall. 

1.5.1 Conjugaison. 

Un mot non vide w E A’ est un mot primitif s’il n’est pas puissance d’un autre mot; 
c’est-à-dire w est primitif s’il est non vide et si w = z” implique n = 1 et w = z. Par 
exemple, le mot ababb est primitif alors que abbobb ne l’est pas puisque abbabb = (abb)2. 
Nous allons voir que les mots de Hall sont des mots primitifs. 

Deux mots w, .z E A’ sont conjugués si et seulement s’il existe deux mots u, u E A’ tels 
que w = UV et 2 = vu. Par exemple, les mots ababb et abhb sont conjugués; on peut 
prendre dans ce cas-ci u = ab et u = abb. La relation ‘être conjugué à’ est une relation 
d’léquivalence sur A’, puisque w est conjugué à z si ce dernier peut être obtenu de w par 
une permutation circulaire de ses lettres. La chse de conjugaison d’un mot peut être 
vue comme un mot circulaire. Les membres de la classe sont alors obtenus en lisant le 
mot circulaire, en commençant par chacune de ses lettres. Par exemple, le mot circulaire 
associé à la classe de conjugaison du mot w = ababb apparaît à la Fig. 1.5. Sa classe de 
,anIjugaison est {ababb, b&ba, abbab, bbaba, babab}. 

S~I w et 2 sont conjugués, alors w est primitif si et seulement si 2 l’est. Supposons que w 
n‘est pas primitif, c’est-à-dire que w = z”, avec L non vide et n 2 2. Alors si on prend 
u = zi et u = zj avec i + j = n, on obtient w = UV = vu. On voit donc que si w n’est 
pas primitif, ses conjugués ne sont pas tous distincts. Pour plus de détails le lecteur est 
renvoyé à [Lo 821. 

Soit H(A) un ensemble de Hall fixé dans A’. On introduit un ordre CH sur A’ qui utilise 
la. factorisation des mots en produit décroissant de mots de Hall. Soient w et t deux 
mots de A’ et leurs factorisations en produits décroissants de mots de Hall: 

w=k ,... k,, z=hl...h,. 

On dit que w précède z, et on écrit w <H t, si et seulement si l’une des deux conditions 
suivantes est satisfaite: 

soitm<netk;=h;pourtouti=l,...,m, 
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soit il existe un indice i tel que: 

k* = hl, . . . , k,-l = hi-17 et ki < hi , 

où les mots ki et hi sont comparés selon l’ordre < sur l’ensemble des mots de Hall. 

Remarque 1.5.1 Nous allons tourner momentanément notre attention sur les mots de 
Lyndon. Ils forment un exemple important d’ensemble de mots de Hall. Nous allons 
montrer que l’ordre <,, construit avec cet ensemble de Hall particulier coïncide avec 
l’ordre lexicographique <lez à partir duquel les mots de Lyndon sont construits. Cette 
observation nous a mené aux résultats des paragraphes 1.5.1 et 1.5.2. Ils généralisent 
des propriétés connues des mots de Lyndon aux mots des ensembles de Hall arbitraires. 

Pour plus de détails sur ce qui est discuté dans cette remarque le lecteur est renvoye à 
[Ga 88, Lo 821. On désigne par <lez l’ordre lexicographique sur A’. Plus précisément, 
supposons que soit donné un ordre total < sur l’alphabet A; on étend cet ordre à A’ 
tout entier en posant: w <lez L si et seulement si soit w est un facteur gauche de z, soit 
il existe des mots S, tl, tz et des lettres a, b tels que: 

w = SU~~, z = sbtz, avec a < b. 

L’ensemble des mots de Lyndon L est l’ensemble des mots qui sont strictement plus 
petits que leurs facteurs droits propres, pour l’ordre CI~~. On peut montrer, de façon 
équivalente, que les mots de Lyndon sont les représentants minimaux des classes de 
conjugaison de mots primitifs. Maintenant, si u E L et si y est le plus long facteur droit 
de u qui est un mot de L, alors u = zy et x est aussi un mot de Lyndon et ils vérifient 
x <lez zy <lez y. Cette factorisation de u est appelée sa factorisation standard. On 
peut montrer que si u est un autre mot de Lyndon tel que u <lez u alors UV est un mot 
de Lyndon, et la factorisation UV est standard si et seulement si y 21~ u. Les mots de 
Lyndon satisfont donc les conditions (1.6), (1.7) et (1.8). La factorisation standard des 
mots de Lyndon est utilisée pour associer à chaque mot un arbre de M(A). On peut 
montrer que l’ensemble des arbres de Lyndon, muni de l’ordre <lct est un ensemble de 
Hall. 

En vertu du Th. 1.4.6, tout mot se factorise de façon unique en produit décroissant de 
mots de Lyndon et par conséquent, on peut considérer l’ordre <t sur le monoide libre 
A’. 

Proposition 1.5.2 L’ordre <L colncide avec l’ordre lezicogmphique sur A’. 

IXnonstrcltion. Notes que w <rcr z si et seulement si uw <lct uz, pour tout u E A’. On 
procède par récurrence sur Iwl + 121 p ouf montrer que w <L 2 implique w <lez 2. Cela 
montrera que les deux ordres sont les mêmes. 
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Si w et z sont des lettres le résultat est vrai. Supposons que w <L z. C’est-à-dire: 

w=u,...u,, z=u,...v,, 

avec U;,Vj E L, u1 zlet . . . 31cl u,,vl & . . . & v, et: 

soitm<netur=vi,...,u,=v, , 

soit u 1 = V,,...,U&-1 = Q-1 t?t ut 21~~ vk. 

Dans le premier cas, on tire de la définition de l’ordre <lLl, que w <lcr z. Il reste à 
considérer le second cas. Si uk n’est pas un facteur gauche de vk, ou si uk est un facteur 
gauche de uk et que k = m alors on obtient facilement w <rr+ z. Supposons donc que 
ut est un facteur gauche propre de vk et que k < m. On a vk = u)z où 2 est non vide. 
Sa8it 2 = hi . . . h,, avec hi riez . . . >lcl h,, sa factorisation en produit décroissant de 
mots de Lyndon. Comme les mots de Lyndon sont plus petits que leurs facteurs droits 
propres, on a h, > vk. On obtient donc la factorisation en produit décroissant de mots 
de Lyndon: zvk+l . . . v, = h, . . . h,vk+, . . . v,. On utilise maintenant l’ordre <L pour 
comparer les mots uk+i . . . um et zvk+l . . .v,. Comme ZUk+l . . . v, = hl . . . hpVk+l . . . v, 

et que h, >ler h, >rcr uk >Ict uk &* uk+i> on voit que uk+r . . . U?n <L 2uk+r . . . u,. Par 
récurrence, cda implique uk+] . . . um <lez zUk+] . . . v,, ce qui à son tour nous donne: 

21, . . . Ukt‘k+, . . . u, <lez t‘, . . . ukxvk+, . . . v, 

= v, . . . vkvk+, . . . v,. 

0 

Nous sommes maintenant prêt à montrer que les mots de Hall forment une section de 
l’ensemble des classes de conjugaison de mots primitifs, chaque mot de Hall étant le 
représentant minimal de sa classe de conjugaison. Nous allons utiliser le système de 
réecriture pour effectuer le calcul de la factorisation des mots en produit décroissant de 
mots de Hall et exploiter quelques-unes de ses propriétés. Nous devons d’abord établir 
deux lemmes. Le premier des deux lemmes est une adaptation du Lemme 2 de [MR 891, 
aux mots de Hall généraux. Nous en redonnons la preuve, dans le contexte présent. 

Nous reportons notre attention sur la suite s”, pour la durée de la démonstration du 
Lemme 1.5.3. Nous dirons que t se dérive de s s’il existe des suites s = ss,sr,. . . ,s,, = f 
telles que pour tout i = 1,. . . ,p on ait soit Si = si-,, soit Si = Sf-r. 

Lemme 1.5.3 (i) Soit s = (h,, . . . , h,) une suite standard d’au moins deuz mots de 

Hall tels que hi est matimal, c’est-à-dirr hi > hz, . . . , h,. Alors toute suite dérivée de 
s est de longueur au moins deuz et son premier terme est hl. 
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(ii) Soit 9 = (h,, . . . h,) une suite standard de mots de Hall telle que hz 2 . . . 1 h,. 
Alors si k = h , . . . h, est un mot de Hall, il eziste une unique dérivation s;t = (k); de 

plus, les autres suites dén’vées de s sont de longueur au moins deuz. 

Wmonstration. (i) On procède par récurrence sur la longueur de la dérivation 3%. Par 

hypoth~, (h,, hz) n’est pas une montée de la suite s, de sorte que s’ est de longueur au 
moins deux et est égale à: 

s’ = (h,, . . . , hi-13 hihi+l, hi+?, * - - 7 hn), 

avec 2 < i 5 n. On a hl 1 hi+1 et hi+.l > hihi+,, en vertu de (1.6), de sorte que s’ 
satisfait les hypothèses du lemme. On peut donc conclure par récurrence sur la longueur 
de la dérivation. 

(ii) On procède par récurrence sur n. Si n = 1 il n’y a rien à montrer. Supposons que 
n 2 2. Si hl 2 hz alors la suite est décroissante et on ne peut rien en dériver d’autre 
qu’elle-même. De plus, le mot hI . . . h, n’est pas un mot de Hall, car sa factorisation 
compte au moins deux facteurs, et on a le résultat. 

On peut donc supposer que hl c h 2. C’est la seule montée de la suite et elle est légale, 
car c’est la plus à droite. On a donc: 

SI = (hh2,h3r...,hn)> 

et s” = (hz,hl,ha >...> h,). 

Notez que hz est le terme maximal de s”, de sorte par la partie (i) du lemme toute suite 
dérivée de s” est de longueur au moins deux. De plus, s’ est de longueur plus petite que 
s et satisfait les hypothèses de l’énoncé. On peut donc conclure par récurrence. 0 

Lemme 1.5.4 Soit s = (h,, hz,. . . ,h,) une suite d’au moins deuz mots de Hall, telle 
que hl est mazimal, hl 2 h2,. . . h,. Il est possible de trouver une suite standard t = 

(k,, k2, . . . , k,) d’au moins deuz mots de Hall telle que: 

hlhz...h,=klkz...k,, hl=kI,etkl>k2 ,..., k,. 

Wnonstration. On définit l’empâtement q(s) d’une suite s = (h,;. . . h,), comme étant la 
différence entre son degré total et sa longueur: q(s) = Ih,l + . . . + lhnl - n. Nous allons 

montrer le lemme par récurrence sur l’empâtement des suites. Les suites d’empâtement 
nul sont les suites de lettres et sont standard. Cependant, il se peut qu’une suite 
d’empâtement non nul soit standard. 

Soit s = (hi,...,h,,) une suite satisfaisant les hypothèses du lemme. Si s est standard 
on ne fait rien. Sinon, il existe des indices i et j tels que: 

i < j, hi n’est pas une lettre et hy < hj. 
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On sait que i > 1 puisque par (1.6), hy > h, et que hI 2 hz,. . . , h,, par hypothèse. La 
suite: 

t = (h,, * e * 9 hi-*, hiy h:‘, hi+,, * m m 1 h,) 

est d’empâtement v(t) = q(s) - 1. De plus, elle satisfait les hypothèses du lemme. En 
effet, on a hi < hl, par (1.7), donc: 

Puisque hlhz . . . h, = hlh2.. . h{hy . . . h,, on peut conclure par récurrence. 0 

On est maintenant en mesure de montrer la moitié de l’enoncé du théorème suivant. 

Théor&me 1.5.5 Soit w E A’, non vide. Alors w est un mot de Hall si et seulement si 
pour toute jactotisation de w en mots non vides, w = uu, on a w CH vu. 

Démonstration. Nous montrons que la condition est nécessaire. La preuve de la suffisance 
est reportée à la fin du paragraphe 1.5.1. 

Traduisons le résultat du Lemme 1.3.1 sur les mots. Soit w un mot de Hall et w = UV 
une factorisation de w en mots non vides. On a: 

OB 

qi,i, E H(A) et ql,. . . ,q,,, < rl, r1 1 . . .r, 2 w”. (1.14) 

On a donc w = uu = q, . . . qmrl . . . r,; par conséquent, le conjugué vu de w peut être 
écrit comme: 

vu = rl . . . r,q, . . . qm. 

11 nous faut maintenant calculer la factorisation du mot uu en produit décroissant de 
mots de Hall, afin de le comparer à w. L’inégalité (1.14) nous assure que la suite: 

s = (rl ,...,rn,ql,-..,qm) 

satisfait les hypothèses du Lemme 1.5.4. On trouve donc une suite standard: t = 

(h,... , k,,) telle que: 
uu=rl...rnql...qm=kl...kp. 

et, 
rl = kI, et k1 2 kz,. . . , k,. (1.15) 

Maintenant, pour obtenir la factorisation du mot vu, on peut utiliser le système de 
rkécriture sur la suite standard t = (ICI,. . . , k,,). Selon (1.15), cette suite satisfait les 
hypothèses du point (i) du Lemme 1.5.3. Par conséquent, toute suite dérivée de t a 
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longueur au moins deux et a pour premier terme kr. On sait donc que la factorisation de 
vu en produit décroissant de mots de Hall compte au moins deux mots et que le premier 
est kr. C’est-à-dire: 

vu = hlh2.. . hd, avec d > 2 et hI = ICI. (1.16) 

Afin de comparer w à vu, il faut donc comparer hl à w. Mais en vertu de (l.l4), (1.15) 
et (1.16), on a hl 2 ru”; de sorte que par (1.6), on obtient hl > w. Par définition de 
l’ordre CH, on a hl >H w et conséquemment vu >H w. 0 

Corollaire 1.5.6 Soit.w E A’, un mot de Hall. Alors w est primitif. 

Démonstration. Supposons qu’au contraire, w n’est pas primitif. Alors il existe des mots 
non vides u et v tel que w = UV = w. Utilisant le Th. 1.5.5, on trouve w <H vu = w, 
et on obtient une contradiction. Donc, w est primitif. 0 

Nous allons maintenant montrer que tout mot primitif est conjugué à un unique mot de 
Hall, et établir la seconde moitié de l’énoncé du Th. 1.5.5. Pour cela, il nous faut définir 
une variante de notre système de réécriture. 

On dit qu’une suite de mots de Hall Q = (h,, . . . , h,) est circulairement standard si pour 
tout i= l,...,n: 

soit hi est une lettre, soit hi = h:hr et alors hn > hl, . . . , h,. 

De façon équivalente, u est circulairement standard si toute suite: 

(1.17) 

(hi,...,hl,hn,...hi-1), i= l,..., n, 

est standard. Par exemple, les suites de lettres sont des suites circulairement stan- 
dard. Une montée (hi, hi+l) d’ une suite circulairement standard est dite Egale si hi+1 2 

hi,..., h,; c’est-à-dire que le facteur hi+1 doit être maximal parmi les termes de la suite. 
On admettra la montée (h,, h,) si h, < hI. On peut résumer ces cas en disant que les 
indices des montées sont pris modula n. 

Soit cr une suite circulairement standard et soit (hi, hi+l) une montée légale de cette 
suite, les indices étant pris modulo n. On définit une nouvelle suite u’. 

Si i < n, alors on définit d de la même façon que s’: 

U’ = (hIy* *. ,hihi+l,. . . ,h,). 

Si i = n, alors on pose: 
u’ = (h,hl,hl >..., h,-*). (1.18) 

Contrairement au système de réécriture précédent, les mots associes à u et à u’ ne sont 
plus égaux. Mais on voit facilement que le mot associé à u’ est conjugué au mot associé 
àu. 
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Proposition 1.5.7 Soit u = (II,, . . . h,) une suite circulairement standard. Alors d est 
cinxlairement standard. De plus, les mots associés à u et u’ appartiennent à la même 
classe de conjugaison. 

démonstration. Soit (hi, hi+r ) la montée légale de u que l’on réécrit, les indices étant pris 
modulo n. D’une part, hi+r est maximal parmi les termes de la suite et d’autre part, on 
a (hihi+r)” = hi+r, selon la Prop. 1.4.4. On a donc, dans tous les cas, (hihi+r)” 2 hr, 

-**> hi-17 hihi+l9 hi+27 . - * 9 h, et d est circulairement standard. La deuxième partie de 
knoncé de la proposition est évidente. 0 

Comme l’ensemble des mots de Hall forment une factorisation du monoide libre A’ (voir 
Th. 1.4.6), on sait, en vertu du Théorème de Schiitzenberger [SC 651, que dans toute 
classe de conjugaison il existe un unique mot qui est une puissance d’un mot de Hall. 
Nous allons obtenir ce résultat comme corollaire de la Prop. 1.5.7, à l’aide de notre 
version circulaire du système de réécriture. 

Corollaire 1.5.8 Tout mot primitif est conjugué à un unique mot de Hall. 

Dhomtretion. Notez que le système de réécriture ‘circulaire’ opère sur les suites jusqu’à 
ce qu’il arrive à une suite qui est réduite à un seul mot ou une répétition du même mot, 
puisque seules ces suites ‘circulaires’ ne comptent pas de montées. 

Maintenant, soit ru E A’, un mot primitif. On utilise le système de réécriture circulaire 
pour calculer successivement des suites standard 00, ut = 00, u2 = QI, . . . , Ut = $.-r 
aveco,=(hr,..., h,) et telles que les mots w et hr . . . h, sont conjugués. 

Si w = ar . . . a,,, avec ai E A, alors la suite u = (a,, . . . ,a,,,) est circulairement standard. 
On pose donc ao = u et on calcule ur = ao, ur = ui, etc . . . On arrive à calculer une 
suite uP = (h,,. . . ,h,) avec hr = . . . = h,. Selon la Prop. 1.5.7, ies mots associes à Ui 

et Ui+l sont conjugues, de sorte que w est conjugué à hl . . . h,. Maintenant, si w est 
primitif, il en est de méme de tous ses conjugués. On doit donc avoir R = 1. Cela montre 
que w est le conjugué du mot de Hall hl. Comme les mots de Hall sont minimaux dans 
leur classe de conjugaison (condition nécéssaire du Th. 1.5.5), hl est unique. 0 

En utilisant les résultats classiques de la combinatoire des mots (voir (Lo 82]), on obtient 
le corollaire suivant: 

Corollaire 1.5.9 Tout mot est conjugué, de façon unique, à une puissance d’un mot de 
Hall. 0 

Nous terminons maintenant la démonstration du Th. 1.5.5. 
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Corollaire 1.5.10 Soit w E A’, tel que pour toute Jactorisation de w en mots non vides, 
w = UV, on ait w <H vu. Alors w est un mot de Hall. 

Démonstration. Observez que w doit être primitif. Si au contraire, w n’était pas primitif, 
alors on pourrait trouver deux mots non vides u et u tels que w = UV = vu; mais c’est 
impossible, en vertu des hypothèses. Le corollaire est donc une conséquence immédiate 
du Cor. 1.5.8 et de la partie démontrée de l’énoncé du Th. 1.5.5. 0 

1.5.2 Facteurs droits. 

Nous donnons maintenant des propriétés des facteurs droits des mots de Hall, par rapport 
à l’ordre <H défini au début du paragraphe 1.5.1. 

Proposition 1.5.11 Soit h = h’h” un mot de Hall de longueur au moins deuz. Alors: 

(i) parmi tous les facteurs droits de h qui sont des mots de Hall, h” est de longueur 
mazimale, 

(ii) parmi tous les facteurs droits de h, h” est minimal pour 1 ‘ordre <H, 

Emonstration. (i) Soit u un facteur droit de h, dont la longueur excède celle de h”. Soit: 

u= hl... h,, avec h,, . . . , h, E H(A), et hl 2 . . . > h,, 

la factorisation de u donnée par le Lemme 1.3.1. Selon la Rem. 1.3.2, cette factorisation 
compte au moins deux facteurs, de sorte que u n’est pas un mot de Hall. 

(ii) Soit un facteur droit de h, dont la longueur excède celle de h”. Alors selon la Rem. 
1.3.2, on a: 

u=hl...h,, avechI,..., h,EH(A),ethl>...>h,, - 

n 2 2 et hl 2 (h’)“. (1.19) 

Pour comparer u à h, il suffit de comparer hl à h. Utilisant, (1.6), (1.8) et (1.19) on 
trouve: 

h < h” 5 (Il’)” 5 hl. 

Donc, h <H u. 

Soit u un facteur droit de h, dont la longueur est excédée par celle de h” (lu/ < lh”l). 
Selon la Rem. 1.3.2, on a: 

u= h , . . . h,, avec h, . . . , h, E H(A), et hl 2 . . . 2 h,, 
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hl 1 . . . 2 h, 1 (h”)“. (1.20) 

Encore une fois, pour comparer u à h il suffit de comparer h, à h. Utilisant (1.6) et 
(1.20), on trouve: 

h < h” < (h”)” 5 hl. 

Donc, h <H v. 0 

Remarque 1.5.12 La partie (i) de la Prop. 1.5.11 est connue. Viennot pi 761 en a 
donné une preuve sensiblement différente. 0 

Théodme 1.5.13 Soit w E A’, un mot. Alors w est un mol de Hall si et seulement si 
w est strictement plus petit que tous ses facteurs droits propms. 

Démonstration. Supposons d’abord que w est un mot de Hall et soit u un facteur droit 
propre de w. Alors selon la Prop. 1.5.11 (ii), on a w’ & u. Comme w <H w”, par (1.6), 
on a bien w <H v. 

Supposons maintenant que w est strictement plus petit que tous ses facteurs droits 
propres. On procède par contradiction. Si w n’est pas un mot de Hall, alors il se 
factorise en: 

W= h I...h,,avechlL...1:hn,etn12. 

Or, on doit avoir hl > h,. En effet, si au contraire on avait hl = . . . = h,, alors par 
définition de l’ordre <H on trouverait: 

hi...h,<Hhl...h,=W,pouri=2 ,..., n. 

Mais cela contredirait les hypothèses faites sur w. On a donc hl > h,. Et cela implique 
h, <,, hi . . . h, = w, ce qui contredit le fait que w est plus petit que tous ses facteurs 
droits propres. On doit donc avoir w E H(A). 0 

Proposition 1.5.14 Soit w E A* et w = hi . . . h, sa jactorisation en produit décrUkant 
de mots de Hall. Alors: 

(i) parmi tous les facteurs droits de w qui sont des mots de Hall, h, est de longueur 
mazimale, 

(ii) parmi tous les facteurs droits de w, h, est minimal pour l’o&v <H. 

Démonstration. Observez que lorsque w est un mot de Hall, la partie (i) de l’énoncé est 
évidente et la partie (ii) est vérifiée, en vertu du Th. 1.5.13. On peut donc supposer que 
w n’est pas un mot de Hall et que n 2 2. Soit z un facteur droit propre de w. 
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Si IzI c Ih,,l, alors h, < z, en vertu du Th. 1.5.13. 

Si 121 > Ihnl, alors 2 = ~h,+~ . . . h, où v est un facteur droit de hi, avec i < n. Soit 
w = hiy soit v est un facteur droit propre de hiy et dans ce cas, selon le Lemme 1.4.7, z 
se factorise en: 

t=uhi+l...h,=kl...~~hi+l...h,, 

avec ICI > . . . 2 km > hi+1 2 . . . 2 h,. (1.21) 

Dans les deux cas, on voit qu’au moins deux facteurs prennent place dans la factorisation 
de z. Donc, .z n’est pas un mot de Hall et la partie (i) de la proposition est montrée. 

Pour comparer L à h,, il suffit de comparer kl à h,. Or, selon (1.21), kl > h,; on a donc 
z >H h,. 0 

Remarque 1.5.15 Duval [Du 831 a montré la Prop. 1.5.14 pour les mots de Lyndon. Il 
a aussi montré que la partie (i) de cette proposition est vraie pour les facteurs gauches des 
mots de Lyndon. Plus précisément, il a montré que parmi tous les facteurs gauches d’un 
mot w qui sont des mots de Hall, hl (le facteur le plus à gauche de sa factorisation), 
est de longueur maximale. Ce n’est pas le cas en général. Par exemple, prenons un 
ensemble de Hall dont les mots de Hall de longueur au plus cinq sont ceux de 1’Ex. 1.2.1. 
Alors w = abbab se factorise en w = hl hz avec hl = abb et hz = ab, hl 2 hz. Comme 
le mot abba est un mot de Hall, on voit que abb n’est pas le facteur gauche de longueur 
maximale dans w qui est un mot de Hall. 0 

Le prochain résultat est de Viennot [Vi 761. Il peut être utilisé pour obtenir la factori- 
sation standard d’un mot de Hall, en calculant la factorisation de son plus long facteur 
gauche propre. On peut le montrer de deux façons en utilisant les parties (i) et (ii) des 
Prop. 1.5.11 et Prop. 1.5.14. 

Corollaire 1.5.16 Soit w E A’ un mot de Hall de longueur au moins deuz; c’est-à-dire 

w = az avec a E A et z E A’, 1.~1 2 1. Supposons que la factorisation en mots de Hall 
de z est: 

Alors w” = h,. 

t= h 1.. . h,, avec hl 2 . . . 2 h,. 

0 

Remarque 1.5.17 Les ordres sur A’ qui donnent lieu à des factorisations de Hall du 
monoide libre ne sont toujours pas caractérisés. Le problème reste ouvert. 0 
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1.6 Réécritures dans l’algébre de Lie libre. 

Soit K un corps de caractéristique nulle. Nous allons maintenant travailler dans la K- 
algèbre associative libre sur l’aphabet A; on la note K<A>. C’est l’algèbre des polynômes 
non commutatifs sur A. C’est aussi le K-module libre sur A’; les polynômes de K<A> 
sont des combinaisons linéaires de mots de A’ à coefficients dans K. On désigne le 
coefficient d’un mot UJ dans un polynôme P par (P, w). On écrira abusivement w E P 
lorsque (P, w) # 0; on dira alors que UJ apparaît dans P. On peut donc dtinir l’addition 
et la multiplication de deux polynômes P et Q par les égalités: 

(P+Q,w) = (P, w) + (Qv ~1, 

(PQ,w) = c (P, u)(Q1 v)* 
UEP.VG? “V=U8 

Notez que les mots de A’ peuvent être considérés comme des polynômes de K<A>. Le 
support d’un polynôme est formé des mots qui y apparaissent. Le degré d’un polynôme 
P est égal à la longueur du plus long mot de son support: deg(P) = max{lwl : w E P). 
On dira d’un polynôme P qu’il est homogène de degré n si tous les mots de son support 
sont de longueur n. L’algèbre associative libre est graduée par le degré, c’est-à-dire que 
tout polynôme s’écrit de façon unique comme somme de polynômes homogènes. 

Une algèbre de Lie C (sur Ii) est une Ii-algèbre dont le produit, qui est note par un 
crochet, satisfait: 

b74 = 0, (1.22) 

Ih Y141 = HYV 41 -f II& ZIYI. (1.23) 

La seconde relation, (1.23), est souvent appelée l’identité de Jacobi. On peut munir 
K<A> du produit: 

IP, QI = PQ - QC 
pour en faire une algèbre de Lie C. Le produit [P, Q] des polynômes P et Q est appelé 
le crochet de P et de Q. Soit L(A) 1 a sous-algèbre de Lie de t engendrée par les lettres 
de A. C’est l’algèbre de Lie libre sur A et son algèbre enveloppante est K<A> (voir 
[Lo 82, Reu]). 

Les polynômes de L(A) sont appelés des polynômes de Lie de L(A) ou des éJ4ments de 
Lie de K<A>. On a une application X : M(A)-+ L(A), qui à chaque élément t du magma 
libre associe un polynôme de Lie. La structure arborescente de t fournit un crochetage 
de son feuillage qui, interprété comme un crochetage de Lie, donne un polynôme de Lie. 
Plus précisément, si t E M(A) alors: 

A(f) = f 
{ 

si f est une lettre, 
[A(t), A(P)] si t = [2’,t”] . 

On a donc A(1) = A(i’)X(2”) - A(t 

(1.24) 
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Exemple 1.6.1 Soit [a,b], [[a,b]b] et [[[a,b]b],a] d es éléments de l’ensemble de Hall de 
I’Ex. 1.2.1. Les polynômes de Lie qui leurs sont associés sont: 

[a,b] = ab- ba 

[[a, WI = [a, b]b - b[a, b] = abb - 2bab + bba 

[[[a, bIbIa = [[a, Ola - ah WI 
= bbaa - Pbaba - aabb + 2abab 

Notez que le polynôme de Lie associé à l’arbre de Hall h est homogène de degré lh]. 0 

Fixons un ensemble de Hall H(A). La restriction de l’application X à H(A) nous fournit 
un ensemble de polynômes de Lie, associés aux arbres de Hall. Nous allons voir que ces 
polynômes forment une base du Ii-module C(A). Plusieurs auteurs ont déjà montré ce 
résultat pour divers cas d’ensembles de Hall ( voir par exemple [HM 50a, SC 58, Si 621). 
Le prochain résultat est de Schützenberger. 

Proposition 1.6.2 (Schützenberger) 
Soit h, k E H(A). Alors [X(h), X(k)] es une combinaison linéaire de polynômes de Lie f  

X(r), r E H(A), avec Ir1 = Ihl + Ikl et r < sup(h,k). 

Démonstration. On procède par récurrence sur les couples (]h] + ]k],sup(h, k)) ordonnés 

par: (4, rl ) < (d 2,rz) si et seulement si soit dl < dz, soit dl = dl et rl > r2. 

On peut supposer h < k, par (1.22). On a donc SU~( h, k) = IL. Si h E A ou si h” > k 

alors hk est un mot de Hall écrit sous forme standard et son polynôme de Lie associé 
est X(hk) = [X(h),X(k)]. On a bien (hkl = ]h] + Ikl; comme par (1.6) hk < k, on a aussi 
hk < sup(h, k), et le résultat est vérifié. 

Sinon, on a: 

h” < k, 

et h, h’ < h” par (1.6) et (1.7) 

On utilise. l’identité de Jacobi (1.23), pour obtenir l’égalité: 

IW)? w)l 

1 
lW)9 Wh”)P(k)I 

[X(h’)[X(h”), A(k)]] + [[A(h’), W)]W”)]. 
Par hypothèse de récurrence, on a: 

[A(h’), X(k)] = CoiA( 

[A(h”), X(k)] = i BjX(Pj)v 
j 
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avec: 

jr;1 = lh’l + lkl, et ri C SUp(h’,k) = h’, 

Ipjl = lh”l + lkl, et pj < SUp(h”,k) = h”. 

Alors: 

Or, on a Sup(ri, h”),sUp(pj, h’) < k puisque ri < h’, pj < h” et h’, h” < k. On peut donc 
conclure par récurrence. 0 

Corollaire 1.6.3 Les polynômes de Lie associés auz mots de Hall, {X(h) : h E H(A)}, 
engendrent l’algèbre de Lie libre f(A). 

Démonstration. Posons B = {A(h) : h E H(A)}. L a sous-algèbre de Lie engendrée par les 
polynômes de Lie de B est contenue dans L(A). En vertu de la Prop. 1.6.2, le crochet de 
Lie de deux polynômes de Lie de B est dans le K-module engendré par ces polynômes de 
Lie. Comme les lettres sont dans B, ce Ii-module contient L(A). On peut donc conclure 
à l’égalité. 0 

Remarque 1.6.4 Dans [Ree 611, R ee introduit ce qu’il appelle les &?ments de Lie 
généralisés. Le contexte dans lequel il se place est le suivant. Soit f une K-algèbre 
graduée, dont le produit est noté par des crochets. C’est-à-dire qu’on a L = $,,&, où 
L, est le sous-module des éléments de degré n (Ree considère des graduations sur des 
semi-groupes quelconques, mais nous nous en tiendrons au semi-groupe Iv des entiers 
positifs). Un bi-caractère gauche sur la graduation de & est une application x : Nx N+I( 
qui satisfait: 

x(ml n + P) = x(m, n)x(m PL 

x(m + n,p) = x(ml k)x(n,p), 
x(m,n)x(n,m) = 1, (1.25) 

pour tout m, n,p E N. L’algèbre C est appelée une algèbre de Lie g&?raZ.is&, et ses 
éléments sont appelés des éléments de Lie généralises, si pour P E &,,,,Q E L, et R E C 
on a: 

W=,Qli 
= [P, QI + x(m, n)[Q, PIy (1.26) 

= P’, [Q, RI] - x(m, n)[Q, if’, Rll. (1.27) 
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L’algèbre L: est parfois aussi appelée une superalgèbre de Lie (voir [S 791). Soit E = 
$,,20E, une K-algèbre graduée, munie d’un bi-caractère gauche x sur sa graduation. 
L’algèbre & (obtenue de E) munie du produit [z, y] = zy - x(m, n)ys, pour z E E,,,, y E 
E,,, est alors une algèbre de Lie généralisée. De la condition (1.25), on voit que x doit 
satisfaire x(n, n) = fl. Lorsque x(n,n) = -1, les éléments de L, sont dits impairs, et 
lorsque x(n,n) = +l, ils sont dits pairs. 

L’un des cas intéressant est obtenu en considérant sur l’algèbre associative libre K<A> 
(graduée par le degré), le bi-caractère gauche donné par: 

xtm, n) = 
+l si m ou n est pair, 
-1 si m et n sont tous les deux impairs, 

c’est-à-dire x(m,n) = (-1)““. Dans ce cas, on peut considérer la sous-algèbre de Lie 
généralisée de L engendrée par A; on la notera aussi L(A) (cette notation ne débordera 
pas le cadre de la Rem. 1.6.4). On obtient des bases de C(A) en adjoignant aux ensembles 
de Hall H(A), 1 es arbres de la forme [h, h], où h est un arbre de degré impair de H(A). 
La base de L: est alors obtenue à l’aide de X, comme dans le cas non-généralisé. On 
peut aussi reprendre la preuve de la Prop. 1.6.2 pour montrer que ces polynômes de Lie 
généralisés engendrent bien L, en prenant soin d’exiger [h, h] < h et [h, h] > k pour tout 
k < h. On utilise alors les relations (1.26) et (1.27). 

R.ee a montré que l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie généralisée fZ( A) a pour base 
les produits décroissants d’éléments Pi de la base de L(A): 

p;c..ppng, PI >... > Pp, 

Où les exposants ni satisfont R; = 0,l si Pi est un élément impair de L(A). Cela vient 
du fait que dans l’algèbre enveloppante de f(A), on a: 

[Pi, Pi] = 2P;2. (1.28) 

Revenons au cas de l’algèbre associative libre K<A>; Ree montre que c’est l’algèbre 
enveloppante de l’algèbre de Lie généralisée L(A). Après lecture de ce qui va suivre 
dans ce paragraphe, le lecteur sera en mesure de constater qu’en le modifiant légèrement 
(pour tenir compte des coefficients qui apparaîssent en raison de (1.28)), notre système de 
réécriture peut être utilisé pour calculer dans cette algèbre. On peut faire la réécriture 
comme dans le cas non généralisé, pour ensuite réduire à 0 ou à 1 les exposants des 
polynômes associés à des arbres impairs, à l’aide de (1.28). 0 

A partir de maintenant, nous noterons le polynôme de Lie associé à h E H(A) par [h]. 
Soits=(hr,...,h,) une suite standard de mots de Hall. Nous dirons que le polynôme: 

PJ.. . [kl 
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est le polynôme associé à s dans K<A>. Notez que comme [h] est un polynôme he 
mogène de degré lhl, le polynôme [h,] . . . [h,] est homogène de degré Ih,l + . . . + Ihnl. 
Nous allons montrer que l’ensemble des polynômes associés à des suites décroissantes: 

[hl]...[h,]avecnL0,h15...2h,, (1.29) 

forment une base de K-CA>. A l’aide du Th. 1.4.6, on peut. mettre les mots de A’ en 
bijection avec les polynômes (1.29). Les polynôme-s homogènes de degré n associés à des 
suites décroissantes sont donc au même nombre que les mots de longueur n, pour chaque 
n 2 0. Comme les mots forment une base de K<A>, notre travail se limite à montrer 
que tout mot peut s’écrire comme combinaison linéaire de polynômes de la forme (1.29). 

Nous noterons le polynôme associé à s simplement par s, s’il n’y a aucune confusion 
possible. Si s’ et s” sont les suites dérivées de s définies en (1.12) et (1.13) alors on a: 

s = s’ + s”, 

puisqu’en vertu de la définition du crochet de Lie, 

Partant d’une suite standard s, on peut définir un arbre binaire d(s), dont la racine 
est étiquettée par s. Nous dirons que d(s) est un arbre de dérivations indexarbre de 
dérivations de s. Un tel arbre est défini récursivement. Si la suite s est décroissante, son 
arbre est réduit à une feuille étiquettée par s. Sinon, soient s’ et s” les suites dérivées 
de s par réécriture d’une montée légale de s. La racine de d(s) est étiquettée par s; le 
sous-arbre gauche immédiat de d(s) est un arbre de dérivation A’ = A(s’) de la suite s’ 
et le sous-arbre droit immédiat de d(s) est un arbre de dérivation A” = A(s”) de la suite 
s”. Comme il peut y avoir plus d’une montée légale dans la suite s, il existe plusieurs 
arbres de dérivation associés à s. Les suites qui pendent aux feuilles d’un arbre d(s) 
sont des suites décroissantes. La multiplicité d’une suite décroissante t dans un arbre 
d(s) est égale au nombre de feuilles auxquelles elle est attachée. Convenons de noter le 
multi-ensemble des feuilles d’un arbre de dérivation A par 7(d). Notez qu’on a: 

7(d) = F(A’) u F(A”). 

Exemple 1.6.5 Soit H(A) un ensemble de Hall dont les éléments de degré au plus cinq 
sont ceux de 1’Ex. 1.2.1. On peut construire l’arbre de dérivations de la suite standard 
(a, b, b, a) de la Fig. 1.6. Lorsqu’on passe dans K<A>, on trouve: 

abba = [ab]ba + baba 

= [abb]a + Lb[ab]a t bbaa 

= [abba] t a[aba) t 2b[aba] t Sba[ab] 

Observez que la multiplicité d’une suite décroissante attachée aux feuilles de l’arbre est 
égale à son coefficient dans l’expression obtenue pour abba. 0 
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abba 

[ab]ba Ababa 

[abb]a A b[ab]a b[ob]a -bb.o 

[abba] o[abb] b[aba] bo[ob] b[abo] bo[ab] 

Figure 1.6: Un arbre de dérivation de s = (a, b, 1, a). 

Nous allons utiliser les arbres de dérivation pour faire les calculs dans K<A>. Le lemme 
qui suit est technique. Il montre en quelque sorte la ‘confluence’ de la réécriture dans 
K<A>. 

Lemme 1.6.6 Soit s une suite standard. Alors l’ensemble des suites décroissantes 
qui pendent auz feuilles d’un arbre de dérivation est le même pour tous les arbres de 

dérivation de s, et chaque suite décroissante appamit auz feuilles de ces arbres avec la 
même multiplicité. 

Démonstration. On procède par récurrence sur la longueur et sur le nombre de montées 
éloignées des suites (voir (1.10)). Soient Ai(s) et As(s), deux arbres de dérivation de s. 
Soient SI et sy les fils gauche et droit de s dans Ai(s) (; = 1,2). Désignons par A: et A: 
les sous-arbres gauches et droits immédiats de Ai(s), (i = 1,2). Les suites S: et S: sont 
à la racine de ces arbres. 

Il se peut qu’on ait si = si et si’ = sz, auxquels cas on applique la récurrence. Les suites 
décroissantes qui apparaissent aux feuilles de si et si (resp. sy et sz) sont les mêmes et 
elles y apparaissent avec même multiplicité. Comme l’ensemble des feuilles de Ai(s) est 
formé de l’ensemble des feuilles de ses sous-arbres si et SS, on a le résultat. 

Sinon, c’est que les suites si et si’ d’une part, et les suites si et sg d’autre part, sont 
obtenues de s en réécrivant des montées légales distinctes de s. Soient s = (hl, . . . , h,) 
et (hi, hi+,), (hj, hj+l) les montées légales de s qui sont réécrites. En vertu de Lemme 
1.4.9, on sait que les montées légales ne se chevauchent pas, c’est-à-dire i + 1 < j. On a 
donc: 

si = (hl,...rhi-lrhihi+lr...,hj,...,h~), 

s; = (h l>...>hi-l,hi+l>hir...,hj,...,h~), 

s; = (h 19 * * * 9 hi+19 * - * 9 hjhj+l, hj+2> * * - 7 hn), 
s’i = (h 19. * * 9 hi+19 * * * 7 hj+l, hj,hj+2, * * - 3 ht)* 

La montée (hi, hi+l) est une montée légale des suites si et s!j et la montée (hj, hj+l) 
est une montée légale des suites si et sy; on le vérifie aisément (voir la démonstration 
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du Cor. 1.4.10). Des quatre suites si et sy,(i = 1,2), en réécrivant les montées légales 

thi9 hi+l), thj9 hj+*), on peut en dériver huit. Or, si on effectue le calcul on voit que: 

(si)’ = (si)’ > (si)” = (SZ)’ > (SY)’ = (s;)” , (SY)” = (s;)” . (1.30) 

Soient x (respectivement x) un arbre de dérivation de s: (resp. sr), dont les sous- 
arbres gauches et droits immédiats sont des arbres de dérivation de (s:)’ et (si)” (resp. 
(8:)’ et (SI)“) (; = 1,2). Par récurrence, on a: 

F(A:) = F(x), 

F(A;) = F(x). 
A cela, les égalités (1.30) nous permettent d’ajouter: 

3(XJ u 3(x;) = 3(X2) u 3(x;). 

Par conséquent: 

F(dr) = F(A;) uF(d;) 
= 3(X1) u 3(x;) 
= 3(X~) u 3(x;) 
= F(d;)uF(d;) 
= 3(A) 

On en conclut le résultat. 0 

ThCorème 1.6.7 Soit w E A’ un mot, et A un arbre de dérivation de la suite de ses 
lettres. Alors on a: 

w= c t. (1.31) 
:EnA) 

De plus, l’ezpression (1.31) ne dépend pas du choiz de l’arbre de détivation A. 

Démonstration. On prockde par récurrence sur la longueur et sur le nombre de montées 
éloignées des suites (voir (1.10)). Soit s une suite standard non décroissante. La Prop. 
1.6.6 nous assure que le multi-ensemble 3 = 3(d(s)) ne dépend pas du choix de l’arbre 
d(s). De plus, la démonstration de cette proposition montre que F(A(s)) = 3(d(s’)) U 
3(d(s”)), où s’ et s” sont obtenues de s par kécriture d’une montée légale de s et où 
l’union des multi-ensembles est disjointe. Donc, on a: 

S = s’+ SM 

= Ct+Ct 
1EF(A(r’)) nA(*“H 

= c t 
reF(A(d))uF(A(r”)) 

= c 1. 
tEF(Ab)) 
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Dans le cas où la suite s est décroissante l’expression (1.31) est réduite à un seul terme. 
Si on applique l’argument à la suite standard formée des lettres du mot w, on obtient le 
rfkultat annoncé. 0 

Remarques 1.6.8 (i) Nous avons en fait montré que le Th. 1.6.7 est vérifié pour toute 
suite standard s: 

S= c te 
~WAb)) 

(ii) L’énoncé du Th. 1.6.7 est beaucoup plus fort que ce qui nous est nécessaire. Il nous 
suffisait en fait de montrer que Ii<A> est engendrée par les polynômes associés à des 
suites standard décroissantes (voir la démonstration du Cor. 1.6.9). 0 

On déduit du Th. 1.6.7 le résultat annoncé plus haut. 

Corollaire 1.6.9 Les polynômes associés auz suites décroissantes de mots de Hall for- 
ment une base de K<A>. 

Démonstration. En vertu du Th. 1.6.7, les mots de longueur n sont combinaisons linéaires 
de polynômes homogènes de degré n associés à des suites standard. Ainsi, les polynômes 
associés à ces suites et les mots de longueur n engendrent le même sous-espace (de 
K<A>), soit celui formé des polynômes homogènes de degré n, qu’on note K<A>,. 
Comme on le mentionnait précédemment, à l’aide du Th. 1.4.6, on peut mettre les mots 
de A* en bijection avec les polynômes (1.29). Les polynômes homogènes de degré n 

associés à des suites décroissantes sont donc au même nombre que les mots de longueur 
n, pour chaque n 2 0. 0 r, les mots de longueur n forment une base de K<A>,; par 
conséquent, il en est de même pour les polynômes (homogènes de degré n) associés aux 
suites standard décroissantes. 0 

Corollaire 1.6.10 Les polynômes de Lie associés auz mots de Ha& {[h] : h E H(A)}, 
forment une base du K-module L(A). 

DCmonstratbn. On a vu au Cor. 1.6.3, que les polynômes de Lie associes aux mots de 
Hall engendrent e(A). 0 r, ils forment une sous-famille des polynômes (1.29) et ces 
derniers forment une famille K-linéairement indépendante (Cor. 1.6.9). Par conséquent, 
les polynômes de Lie associés aux mots de Hall sont K-linéairement indépendants et 
forment une base du K-module L(A). 0 
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1.7 Base duale et algèbre de mélange. 

La base 
[hi]. . . [h,] avec n 10, hl 2 . . . 2 h,, 

de l’algèbre K<A> est appelée la base de PoincarbBirkboff-yitt assoc& aux mots de 
Hall. On abrégera son nom par ‘base PBWH’. On étend la notation [w] au monoïde libre 
tout entier. Si 

W= h 1 . . . h,, avec ht 2 . . . 2 h, 

est la factorisation du mot w E A’ en produit décroissant de mots de Hall (voir Th. 
1.4.6), alors on pose: 

14 = [h] . . . Ihnl. 

Avec cette notation la base PBWH est simplement: 

{[tu] : w E A’}. 

Une série formelle S sur A est une somme infinie de mots de A’ à coefficients dans K: 

s = c (S, w)w. 
WEA’ 

Cet espace est noté K«A>> et est naturellement isomorphe à l’espace dual de K<A>. 
La dualité K<<A» x K<A>+Ii s’exprime par: 

(S, P) c-) (S, PI = c (S, w)(ft WI. 
w&4* 

Nous introduisons maintenant une base, S, (w E A’), duale à la base PBWH. Elle est 
définie par: 

u = c &u)Iw17 (1.32) 
WEA’ 

pour tout mot u. 

Remarque 1.7.1 Soit w E A’ et w = hl . . . h, (avec hi E H(A), hl 2 . . . 2 h,, sa 
factorisation en produit décroissant de mots de Hall. On sait, en vertu du Th. 1.6.7, que 
le coefficient (S,, u) est égal à la multiplicité de la suite (hl, . . . , h,) aux feuilles d’un 
arbre de dérivation des lettres de w. Par conséquent, S, est un polynôme à coefficients 
entiers positifs, homogène de degré 1~1. 0 

On définit récursivement le produit de mélange des mots, et on le note ‘LU ‘, par: 

lluu = uLuI=u, 
(au)uJ(bu) = a(uulh)+b(aUuJu). 
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Ce produit est associatif, commutatif et sans diviseurs de zéro (voir Ree [Ree 581). Nous 
dirons qu’un mot w est un mdlange de u et v si w E UUJU. Par exemple, on a: 

abLu ab = Pabab + 4aabb. 

Ce. produit s’étend par linéarité à K<A> tout entier. Nous dirons que K<A> (resp. 
K<<A>>) est munie de sa structure d’algèbre de m8ange lorsque le produit considéré 
sur K<A> (resp. K«A>>) est le produit de mélange. Nous donnons maintenant des 
identités satisfaites par les polynômes S,. Ces identités ont été démontrées pour la 
première fois par Schützenberger [SC 581 pour les bases de Hall-Shirshov. Melançon et 
Reutenauer [MR 891 les ont aussi montrées pour les bases de Lyndon. Nous allons voir 
qu’elles sont aussi vraies pour les bases de Hall générales. 

Théorème 1.7.2 (i) Soit 1 le mol vide de A’. Alors: 

s, = 1. 

(ii).Soit aw un mot de Hall commençant par la lettre a. Alors: 

s aw = a&. 

(iii) Soit w un mot et: 

w=hf’...hn, avec ij>l, h,>...>h,, 

sa factorisation en produit décroissant de mots de Hall. Alors: 

sw=---s~pJ...lJJs~, il!. . . i,! 

oùs~=sh,uJ...uJs~ . 
d 

i, fois 

IXmonstration. (i) Le résultat est évident puisque [l] = 1. 

(ii) Nous utiliserons, pour la démonstration de ce point, les résultats du Lemme 1.5.3. 
. Il nous faut montrer que: 

(&,,h) = x(a = b)(%,u). 

où x(e) est la fonction de vérité qui vaut 1 si l’énoncé ‘*’ est vrai et 0 sinon. On a, en 
vertu de (1.32). 
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On en tire: 

Maintenant, si tu = hl . . . h,, avec hj E H(A),hl 2 . . . 1 h,, est la factorisation de w 
en produit décroissant de mots de Hall alors la suite s = (6, hr,. . . , h,) est standard. 
Selon la Rem. 1.6.8, on a: 

b[w] = c 2. 
E~V(~)) 

Selon le point (ii) du Lemme 1.5.3, la seule suite réduite à un seul terme qu’on puisse 
dériver de s est la suite ([bw]) * 1 SI e mot bw est un mot de Hall. Les autres suites qu’on 
en dérive sont de longueur au moins deux. Donc: 

b[w] = x(b E H(A))[~I + c ~u,,...,u,[ul] . . . [QI. 

Par conséquent, 

bu = c x(h E H(A))(Sw,u)[bwl + c &.....u, [“l] * - * bk], 

(1.33) 

D’autre part, on a par définition: 

&u = c (Lbu)[w] 
(1.34) 

On obtient le résultat en comparant les termes des sommes de gauche de (1.33) et (1.34). 
0 

Avant de démontrer le point (iii) du Th. 1.7.2, il nous faut reprendre les Lerrrmes 3 à 6 
de [MR 891. 

Soit p 2 2 un entier et soit 
c,, : Ir’<A>+Ii<A>‘=P 

I’homomorphisme (pour le produit de concaténation sur K<A>) défini sur A par: 

C~(U) = a 63 1 . ..@l+l@a@...@l+...+l@...@l@a. 
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où chaque tenseur a p facteurs. Si w E A’ on a: 

G(W) = ug (W,Ul LLl . . . uJUC)Ul 63 - y. 8 UC> (1.35) 

(voir [R~U]). Par exemple, si p = 2, on a: 

cz(abb)=abb@1+2ab@b+bb@a+a@bb+2b@ab+l@abb. 

On voit bien dans l’exemple que le coefficient de u @ u est égal au coefticient de w = abb 
dans UUJU. 

Lemme 1.7.3 Soient SI,. . . SP E K«A>> et P E K<A>. Alors: 

(SlLLl... usp, P) = (Sl 63.. . @ S,,%(P)). 

Démonstration. Il suffit de montrer le lemme lorsque les séries Si et les polynômes P sont 
des mots. Dans ce cas, le résultat découle de (1.35). 0 

Lemme 1.7.4 Si P est un polynôme de Lie, P E L(A), alors: 

cJP)=P@l@...@l+lQ,P@...@l+...+l@...@l@P. 

DCmonstration. On montre que l’ensemble des polynômes qui satisfont l’égalité contient 
les lettres et est fermé par crochet de Lie. Par conséquent, il contient L(A). 0 

Lemme 1.7.5 Sotent SI, . . . , S,, E K<<A>> des séries de termes constants RU~S, (Si, 1) 
=O, et p1, . . . , P, E L(A) des polynômes de Lie. Supposons que p > q. Alors: 

(s*Lu...Lusp>P~...Pp)=o. 

Dhonstration. On utilise le Lemme 1.7.3; on obiient: 

(s,U...LlJs,,P,...P,) 

= (S1~...~S,,~(P,...P,)) 

= (Sl 63 . . . 69 Sp,#,)...cp(Pq)). 

Le lemme est une conséquence du Lemme 1.7.4 et du fait suivant: chaque tenseur du 
produit C~(PI). . . cJ Pq) possède au moins un terme égal à 1 (puisque p > q) et chacune 
des séries Si est sans terme constant. 0 
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Lemme 1.7.6 Sorent SI, . . . , SP E K<<A>> des séries de termes constants nuls, (Si, 1) 
= 0, et P,, . . . , P,, E f.(A) des polynômes de Lie. Alors: 

(S,uJ...uJSp,P*... Pp) = c (SI, P,(l)) * * * (S,,&(p)), 
CP 

où la somme s’étend à toutes les permutations u de l’ensemble (1,. . . , p}. 

Dknonstration. Le lemme est une conséquence directe du Lemme 1.7.3 et du Lemme 1.7.4. 
0 

Démonstration du Th. 1.7.2 (ii;). Nous allons utiliser les Lemmes précédents dans le cas 
où les séries Si E K<<A» sont nos séries S,,, définies en (1.32) et où les polynômes de 
Lie Pj sont les polynômes (h],h E H(A), de la base de Hall de L(A). 

Les séries S, (w # 1) sont homogènes de degré 1~1, donc sans termes constants. Soit 
k 1,. . . k, E H(A) avec kl 2 . . . 2 k, et w E A’. Posons u = kl . . . k,,, de sorte que 
[II) = [k,]. . . [k,J. 0 n a, en vertu de la définition (1.32) de la série S,: 

(Su,, [u]) = (Sw, (h] . . . [kn]) = x(u = ~1). (1.36) 

(Voir aussi Rem. 1.7.1). Donc dans le cas où w E H(A) et n 2 2 on a: 

(su, M) = 0. (1.37) 

Maintenant, si hr, . . . , h,, kl,. . . , k, sont des mots de Hall et si p > n alors, selon le 
Lemme 1.7.5, on a: 

(Shi lu . . . UJ SI+, [hl . . . [knl) = 0. (1.38) 

Cette égalité est aussi vraie lorsque p < n. En effet, en vertu du Lemme 1.7.3, on a: 

(& Lu . . . ,A., &,, lhl . . . [km]) = (S/u @. . . @ S+cp([k,]) . . . Cp([k])). 

Or, dans chacun des tenseurs du produit +,(Ikl]). . . %([k,,]), il apparait un terme de la 
forme (k,,] . . . [kV,] avec s 2 2. On a donc, en vertu de l’observation (1.37), que l’égalité 
(1.38) est vérifiée lorsque p < ta. 

Le coefficient (& LU . . . LU SA,,, [kl] . . . [k,,]) est donc non nul seulement lorsque p = n. 
Dans ce cas, en vertu du Lemme 1.7.6, on a: 

(SA, UJ . -. U.J sh.> M - - - Pnl) = c (sh, > [k,(ql). . . (SA., [ko(n)l)> 0 

où la somme s’étend à toutes les permutations u de l’ensemble { 1,. . . , n). 
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Posons, comme dans l’énoncé du Théorème: 

w = hf’ . . . hb, avec hl > . . . > h,. 

soit m = c;zl r i et considérons m mots de Hall ICI,. . . , k,,, E H(A) tels que kr 2 . . . 2 
km. On a: 

(S$ UJ . . . LIJS&[kl] . . .[kJ) 

= C(Shl,[k,(l)])...(Shl>[k,(i,)l)...(Sh., [Ic,(m-i,+l)l) **.(Sh,r [k7(m)I), 
0' 

ir in 

où la somme se fait sur toutes les permutations de l’ensemble (1,. . . , m}. Cette somme 
est non nulle si et seulement si: 

hl =kly...,hi, =kil,...,h -k m  I*+l - m-l~+l>*.., -’ La = km, 

en vertu de (1.36). Dans ce cas, les permutations pour lesquelles le produit: 

(SA~ 7 [b(l)]) *. . (shl> [b(il)l)***(S~,~ (ka(m-i~+l)l)...(Shn, [b(m)]) 

est non nul sont celles qui permutent entre eux les i, facteurs égaux à h, et elles sont au 
nombredeir!...i ,!. On en déduit que la série S, et la série: 

1 
-St, Lu . . . UJsk 
il!...&! 

prennent les mêmes valeurs sur la base PBWH. Elles sont donc égales. La preuve du 
Th. 1.7.2 est complète. 0 

Le corollaire suivant suit immédiatement des résultats du Th. 1.7.2, comme c’est le cas 
dans [MR 891. 

Corollaire 1.7.7 Dans le produit tensoriel complété K«A»éQK<A>, où le module 
K<<A>> est munie de sa structure d’algèbre de mélange et où K<A> est munie du 
produit de concaténation, on a: 

c W@W = n exp(Sh@ [h]), (1.39) 
WEA’ hWA) 

où le produit de droite se fait selon l’ordnz décroissant sur H(A). 

Démonstration. Le membre droit de (1.39) est égal à: 

= ,,.,,, ,ish: UJ . . . u~S;lnn @ [h,]” . . . [h,Jin. 
. . ..ln. 

hl > . ..>k 
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En utilisant le Th. 1.7.2, le Th. 1.4.6 sur la factorisation des mots en produit décroissant 
de mots de Hall et la notation [w] pour décrire la base PBWH, on voit que l’égalité 
précédente est équivalente à: 

c w@w= c Su@[~]. (1.40) 
wca* UE.4. 

L’identité (1.39) est donc équivalente à w = EuEA. (SU, w)[u] qui est vrai par définition. 
0 

Dans [MR 891, 1 es résultats du Th. 1.7.2 nous permettait de montrer un résultat de 
D.E.Radford [Ra 791. N ous en donnons l’énonce (voir Rem. 1.5.1 pour les détails sur 
les mots de Lyndon et l’ordre lexicographique sur les mots). 

Théorème 1.7.8 (Radford [Ra 791) 
Soit L l’ensemble des mots de Lyndon et < l’ordre lezicogmphique sur les mots. Soit 
wEA’et 

w=li;...I>, avecil>...>l,,il ,..., i,zl 

sa factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon. Alors on a: 

où les coeficients Q, sont des entiers positifs ou nuls et où 

lp = 1;Lu . . . LlJli. 
\ / 

ik 

0 

Remarques 1.7.9 En cours de démonstration, on utilise une propriété importante des 
polynômes de Lie associés aux mots de Lyndon. Ils sont triangulaires; plus précisément, 
si 1 E L alors: 

VI = l-t~P”U. 
U>l 

Or, cette propriété n’est pas vérifiée pour les bases de Hall générales pour l’ordre <H 
duquel on aurait pu s’y attendre. En effet, par exemple abbé est un mot de Hall d’un 
ensemble de Hall dont les mots de degré au plus cinq sont ceux de 1’Ex. 1.2.1. Son 
polynôme de Lie associé est: 

[abba] = [[[a, b]b]a] = bbaa - 2baba - aabb + 2abab. 



44 

Le mot abbé n’y apparaît pas. De plus, on a: 

bbaa = (b)(b)(a)(a) >H abh 

baba = (b)(h) >H abba, 

aabb = (a)(abb) >H abba, 

abab = (ab)(ab) <H abba. 

Ainsi, on pouvait s’attendre à ce que les polynômes: 

1 
-h;’ Lu 
il!...&! *-- 

LlJh$, 

dans l’algèbre de mélange It'<A>, ne soient pas linéairement indépendants. Et c’est le 
cas. En effet, sur un alphabet à trois lettres A = {a, b,c} avec a < b < c on a ab, UC, bc E 
H(A). Il se. pourrait que ces mots soient ordonnés par: ab < bc c a < UC < b < c. Ainsi, 
on aurait acb, 6ca E H(A). Mais alors on trouve une relation entre les polynômes: 

buac- au~bc = acb- bca. 

Néanmoins, comme on le mentionait dans [MR g9], la base S,,w E A’ nous fournit une 
base de l’algèbre de mélange Ii<A>. En effet, par dualité (Eq. (1.40)), tout mot s’écrit: 

de sorte qu’en utilisant le Th. 1.7.2, on voit que K<A> est linéairement engendrée par 
les monômes en les séries S,,, h E H(A): 

s$Ll . . . Lu$ n 

il!...i,! . 



Chapitre 2 

Réécritures dans le groupe libre 

2.1 Introduction. 

C’est P. Hall [HP 331, q ui e 1 p remier présentait un système de réécriture de suites de 
commutateurs dans le groupe libre à deux générateurs. M. Hall (HM SOa] allait reprendre 
sa méthode et introduire les commutateurs basiques dans les groupes libres, ainsi que 
le ‘collecting process’ qui permet de calculer, pour chaque élément du groupe libre, une 
décomposition unique en produit (décroissant) de commutateurs basiques. Plusieurs 
auteurs (que nous avons cités au Chap. 1) ont donné des généralisations des travaux de 
M. Hall. Soulignons entre autres Gortikov [Go 691, Lyndon [CFL 581 et Meier-Wunderli 
[MW 521. 

Le calcul avec les commutateurs basiques est au groupe libre ce que le calcul avec les 
‘Bases de Hall’ (voir Chap. 1) est à l’algèbre de Lie libre. En effet, Magnus [Ma 371 a 
donné un isomorphisme entre la suite des quotients de la série centrale descendante du 
groupe libre et l’algèbre de Lie libre (voir Cor. 2.4.6). Ces familles de commutateurs 
basiques peuvent toutes être obtenues à l’aide de constructions d’arbres dont les feuilles 
sont étiquettées par des lettres. Les conditions ‘optimales’ (l.l), (1.2) et (1.3) (données 
par Viennot [Vi 76]), qu’il faut imposer à un ensemble d’arbres pour obtenir une base de 
l’algèbre de Lie libre, doivent aussi être imposées si on veut obtenir une base des quotients 
de la série centrale descendante. Dans ce sens, les conditions de Viennot (sur les arbres 
du magma libre) généralisent les constructions (dans le groupe libre) des auteurs que 
nous avons mentionnés plus haut. Ainsi, on obtiendra d’un ensemble d’arbres de Hall 
(voir Chap. 1, paragraphe l-2), un ensemble de commutateurs dans le groupe libre. Ces 
commutateurs seront appelés des commutateurs de Hall. 

Ce deuxième chapitre se compose de trois parties. Tout d’abord, nous présentons un 



46 

système de réécriture dans le groupe libre, similaire à celui que nous avons développé au 
Chap. 1, puis nous mettons à jour ses propriétés. Il permet d’effectuer le calcul d’une 
décomposition en produit de commutateurs de Hall. La convergence de l’algorithme 
fourni par le système de réécriture n’est pas immédiate puisque les suites peuvent croître 
en longueur au cours du calcul. A notre connaissance, personne n’a encore donné de 
démonstration de la convergence du calcul. Les bases de P. Hall et de M. Hall sont 
ordonnées selon le degré des commutateurs; la convergence des calculs parait alors assez 
évidente. Gorcakov [Go 691, qui semblait avoir constaté que seules les conditions (l.l), 
(1.2) et (1.3) suffis aient pour arriver à calculer une décomposition en produit de commu- 
tateurs basiques, n’en donne pas de démonstration (il ne montre pas non plus l’unicité 
de la décomposition). Nous donnons une démonstration de la convergence des calculs 
en codant de façon appropriée les ‘montées’ des suites de commutateurs de Hall (Prop. 
2.2.8). 

Le choix des exposants (positifs ou négatifs) des commutateurs dans une suite donne lieu 
à cinq règles de réécriture. La simplification possible de deux commutateurs consécutifs 
d’une suite représente en quelque sorte une perte d’information sur la suite. Il n’est plus 
possible ‘d’inverser’ les réécritures pour remonter à la suite de départ. Néanmoins, on 
peut montrer la conff uence de la réécriture. C’est ce que nous faisons au paragraphe 2.3. 

Les propriétés du système de réécriture ne suffisent pas à montrer que la décomposition en 
produit de commutateurs de Hall est unique. Nous avons donc élaboré, dans un deuxième 
temps, un argument algébrique qui permet de montrer l’unicité de la décomposition. En 
cela nous suivons M. Hall [HM 5Oa] et Lyndon [CFL 581. 

Magnus a donné un isomorphisme du groupe libre F(A), sur un ensemble de générateurs 
A, dans un groupe de séries formelles à variables non commutatives dans A (voir par 
exemple [Ma 37, MKS 761). C e isomorphisme est appelé la transformée de Magnus du t 
groupe libre F(A). N ous avons recours au calcul à l’aide de la transformée de Magnus 
pour montrer l’unicité de la décomposition des éléments du groupe libre en produit de 
commutateurs de Hall. On donne, au paragraphe 2.4, une relation qui permet de calculer 
l’exposant n,,(g) d’un commutateur de Hall h dans la décomposition d’un élément g du 
groupe libre, à l’aide des coefficients de la série formelle associée à g (Eq. 2.17). Cette 
relation nous permet de conclure à l’unicité des exposants dans la décomposition en 
produit de commutateurs de Hall des éléments du groupe libre (Th. 2.4.4). On en déduit 
facilement un résultat de Magnus [Ma 371 et Witt [Wi 371: les commutateurs de Hall de 
degré N forment une base du Nième groupe quotient de la série centrale descendante du 
groupe libre (Cor. 2.4.5). 

Une identité du même type que la relation (2.17) a été donnée par Thérien [Th 831, pour 
les bases de M. Hall. Il a montré que l’exposant n,,(g) est une combinaison linéaire des 
coefficients de sa transformée de Magnus lorsque g est un mot positif du groupe libre (un 
produit d’éléments de A, tous avec exposants positifs). Ce résultat lui a permis d’obtenir 
une description des parties du monoide libre qui sont reconnues par certains groupes 
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nilpotents. Au paragraphe 2.5, nous reprenons le résultat de Thérien et montrons qu’il 
est toujours vérifié pour les bases de Hall générales (Lemme 2.5.3). 

Au paragraphe 2.6, nous montrons que l’identité de Thérien (Eq. 2.19) s’étend au groupe 
libre tout entier, et qu’elle est identique à la relation obtenue des calculs à l’aide de k 
transformée de Magnus (voir Th. 2.6.1). Nous en tirons de nouvelles démonstrations 
de deux importants théorèmes de la théorie combinatoire des groupes. Le premier, dP 
à Magnus [Ma 371, donne une caractérisation des éléments du nhm groupe de la skie 
ckntrale descendante de F(A): un élément du groupe libre en fait partie si et seulement 
si les mots non vides qui apparaissent dans sa transformée de Magnus sont de longueur 
au moins n (Cor. 2.6.2). Le second théorème avait permis à P. Hall [HP 331 de montrer 
plusieurs propriétés des p-groupes réguliers. Il affirme que l’exposant nh(g’) est donné 
par une fonction polynômiale (en z) sans terme constant (Cor. 2.6.4). 

C. Reutenauer avait conjecturé que l’identité de Thérien était vérifiée dans le groupe 
libre tout entier et sa conjecture fut à l’origine des travaux qui sont exposés dans ce 
chapitre. 

2.2 Suites standard dans F(A) et systéme de réécriture. 

On se donne un alphabet A et on considère l’alphabet auxiliaire A-’ = {a-’ : a E A}. 
Le groupe libre sur A, qu’on note F(A), peut être construit de la façon suivante. On 
forme le quotient du monoide libre (A U A-‘)’ par la congruence = engendrée par les 
relations: 

aa” Ea-laEl, aEA. (2.1) 

Par construction, a et a-’ sont l’inverse l’un de l’autre. Soit g = ay . . . a$, a; E 
A, hi = fl, un élément du groupe libre. On dira que g est un mot n5duit si pour tout 
2= . 1 , . . . ,m - 1 on a soit ai # ai+], soit ai = ai+1 et ci = Ci+l. En d’autre mots, g ti 
un mot réduit si on ne peut pas y simplifier deux lettres successives à l’aide de (2.1). Ce 
même élément g est appelé un mot positif si ci = 1 pour tout i = 1,. . . , m. Evidemment, 
un mot positif est un mot réduit. A tout élément g E F(A) il correspond un unique mot 
réduit # tel que g = ïj. 

Soient g, h E F(A). On définit leur commutateur b, h] par 

[g, h] = g-Wgh. 

On étend cette notation aux sous-groupes de F(A). Plus précisément, si H, K sont des 
sous-groupes de F(A), on pose: 

[H,K] =<{[h,k]: h E H,k E JC}>, 
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où C X > désigne le sous-groupe engendré par les éléments d’un ensemble X c F(A). 
On définit récursivement une suite Fi, F,, . . . , F,,, . . . de sous-groupes de F(A): 

et pour R 2 1: 
F n+~ = [Fdil. 

La suite FI,. . . , F,,, . . . est appelée la suite centrale descendante du groupe libre. Ces 
sous-groupes satisfont la suite d’inclusion: 

FI > Fz > . . . > F, > . . . (2.2) 

Le sous-groupe F ,,+r est normal dans F,, et les groupes quotients F,JF,+I sont des 
groupes abéliens. Au paragraphe 2.4, nous tirerons avantage de la structure de Z-module 
de ces groupes abéliens. 

Remarque 2.2.1 Soit m < n. Si g1 et gZ sont deux éléments de F(A) tels que g1 E gZ 
mod F, alors g1 E gZ mod F,,,, en vertu des inclusions (2.2). 0 

Remarque 2.2.2 On dit qu’un arbre t du magma libre M(A) (voir paragraphe 1.2) est 
un peigne de degré n si t’ est un peigne de degré n - 1 et 2” est une lettre; les peignes de 
degré un sont les lettres de A (voir Fig. 2.1). On peut montrer, à l’aide de relations du 
type (2.4) et (2.5), que F, est le sous-groupe engendré par les peignes de degré n (pour 
plus de détails, voir [HM 59, MKS 761). 0 

Remarque 2.2.3 Lorsque n = 1, F,/F, est le groupe abélien libre sur A. On peut 
montrer que deux éléments g = a(,l . . . a: et h = by . . . bn sont congruents modulo 
F2 si et seulement si pour toute lettre a E A, la somme des exposants que porte cette 
lettre dans g et dans h est la même. C’est-à-dire qu’on doit avoir Czr X(oi = o)ci = 

Cjn=l Xt6j = ahj, P our tout a E A. Il est donc possible d’associer à tout g E FI = F(A) 
un unique mot réduit 3 = a:’ . . .a? avec oi E 2, tel que g z 9 mod Fz. Si de plus 
l’alphabet A est totalement ordonné, on peut toujours faire en sorte que a1 > . . . > ap. 
0 

On définit récursivement une application K : M(A)+F(A) par: 

n(t) = [n(t’),rc(t”)], si t = [t’,t”]. 

L’image d’un arbre t de M(A) est obtenue en interprétant chaque sommet interne de la 
structure arborescente de t comme le commutateur de ses sous-arbres gauche et droit 
dans le groupe libre. On a aussi un plongement A’ w  F(A) du monoide libre dans le 
groupe libre, dont l’image est l’ensemble des mots positifs de F(A). 
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Figure 2.1: Représentation par arbre du peigne [[[[a,,g2]as]. . .]a,,] E F,. 

Supposons à partir de maintenant que l’alphabet A est totalement ordonné et choisissons 
un ensemble de Hall H(A) ( voir paragraphe 1.2). On peut, à l’aide de l’application n 
considérer les arbres de Hall comme des éléments du groupe libre. Les déments de 
l’ensemble: {n(h) : h E H(A)} seront appelés des commutateurs de Hall. L’ensemble 
des commutateurs de Hall est donc totalement ordonné, par l’ordre 5 sur l’ensemble de 
Hall H(A). On définit le degré d’un commutateur. de Hall r;(h), comme étant le degré 
de l’arbre de Hall h. 

Notations. Le Th. 1.3.3 met en bijection les mots de Hall et les arbres de Hall. La 
structure arborescente accompagne le mot de Hall et lui est intrinsèque. C’est cette 
structure arborescente qui permet à n de calculer le commutateur associé à l’arbre h E 
H(A). On pourrait donc définir l’application n sur l’ensemble des mots de Hall, en 
invoquant le Th. 1.3.3. C’est pourquoi, dans tout ce chapitre, nous écrirons [h] pour 
désigner le commutateurs de Hall à associé au mot de Hall h. Ainsi, si h et k sont 
des mots de Hall tels que hk est un mot de Hall, on a [hk] = [[h],[k]]. Cette notation a 
déjà été utilisée au Chap. 1 (voir page 29). Nous levons toute ambiguité possible dans 
ce chapitre. Nous n’utiliserons cette notation que pour désigner les commutateurs de 
Hall. Dans le cas où h est une lettre, h = a E A, nous écrirons plus simplement [a] = a 
(puisque le commutateur d’un seul élément n’est pas défini). 0 

On considère maintenant des suites de commutateurs de Hall de degré au plus N, 

s = ([hl” > . . . > [hJn ), (2.3) 

avec hi E H(A), Ihil 5 IV et ci = fl. Nous dirons que l’élément du groupe libre -y(s) = 
[h,]‘l . . . [h,Jn est I’éKment assotié à la suite s. On dira qu’une sous-suite s’ = ([hil]“l, 
e m . 9 (hi,]‘lk ) d e a suite (2.3) est connexe si la suite d’entiers 1 5 il < . . . < ic < n est une 1 
suite d’entiers consécutifs. On dira que la suite (2.3) est une suite standard si la suite 
(de mots de Hall) (hl, . . . , h,) est standard au sens du paragraphe 1.4 (c’est-à-dire si elle 
satisfait la condition (1.9)). Par exemple, si g = ay . . . a2 alors la suite s = (a;‘, . . . , a:) 
est standard et -y(s) = g est l’élément associé à s. Aussi, si hl 1 . . . 2 h, aJors la suite 
(2.3) est standard. De même, on définit les montées, les montées éloignées et les mont& 
Ikgales de la suite s comme en (1.10) et (1.11) au paragraphe 1.4. 

Nous allons montrer que pour tout élément g du groupe libre il existe une unique suite 
décroissante s telle que g est congru à -y(s), modulo le (N + l)iLmc groupe de la série 



50 

centrale descendante. Nous allons obtenir la factorisation de g = ail . . . a$ à partir de la 
suite s = (oy,. . . ,a$) d e ses lettres, en réécrivant les termes consécutifs d’une montée 
légale, passant ainsi d’une suite standard à une autre suite standard (de commutateurs 
de Hall), toutes deux associées à des éléments de F(A) congruents modulo FN+,. 

Soientg=a;‘...a>ets=(a;‘,..., am) la suite standard à partir de laquelle le calcul 
de la factorisation de g sera fait. En cours de calcul, on pourra être amené à effectuer 
des réécritures sur des montées légales de l’un des types: ([hi], [hi+,]), ([hi],[hi+l]-‘), 

([hi]-19 [h+l])9 OU ([hi]-', [hi+*]-‘)* U n calcul simple montre que pour z, y, z E F(A) on 
a les relations: 

Y= = ZY[YvZl, (2.4) 

139 Y4 = 123 4[? Y1[1~~Yl~ 4. (2.5) 

Nous allons tirer de ces relations, les règles de réécriture qu’il nous faut. Dans un premier 
temps, nous allons obtenir des congruences (mod FN+I). On a, par (2.5), avec z = y-‘: 

1 = kb yy- = h Y-‘lh Yl[h Yl, Y-‘]? 

ou de façon équivalente: 

[z,y-‘1 = [[~,Y1>Y-ll-l[~>Yl-l. 

De même, par (2.6), encore une fois: 

[[z,y],y-‘1 = [[1~,Y1,Y1~Y-‘1-‘[[~~Y1~Y1-‘* 

Ainsi, pour m assez grand: 

[~,y-~] E [zy’][zy’] . . . [~y~“‘][zy~“‘*~]-~ . . . [sy3]-‘[~y]-’ (mod FN+I). 

Donc, en utilisant (2.4) on trouve: 

2y-' = y-'+, y-'], 

E y-'s[zy2]. . . [zy2*](2y2m*1]-' . . . [zy]-' 

(mod FN+'). 

En développaxat le commutateur (~,y], on trouve l’égalité: 

z-‘y = y[z, y]-‘2-l. 

Finalement, on observe que zS1yV1 = y-‘(yzy-‘)-‘. De (2.7) on obtient: 

yzy-’ 3 z(zy2]. . . [~y~“‘][zy~~*‘]-~ . . . [~y]-’ (mod FN+I), 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8 ) 
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d’où: 

2-ly-l = y-‘(ysy’y 

G y-'[zy] . . . [Zy2m*'][Zy2m]-' . . . [zy2]-'2-l (2.9) 

(mod ~V+I ). (2.10) 

Maintenant, on définit des règles de réécriture des suites standard de commutateurs 
de Hall à partir des congruences ci-haut. Soient [h) et [k] des commutateurs de Hall. 
Supposons que ([h]‘, [rC]&) soi une montée légale d’une suite standard s. Alors on peut ‘t 
réécrire s en une nouvelle suite s’, en substituant à la montée légale ((II]‘, [k16) l’un des 
membres droits des règles de réécritures suivantes, choisi selon les valeurs de c et 6: 

(RI) (PI, PI) + (kl, M WI) ou simplement ([h], [k]) + ([RI, [h]), 
selon que la longueur du mot hk est ]hh] 5 N OU ]hk] > N. 

(R2) ([h], [k]-‘) -+ ([k]-l, [h], [hk2], . . . , [hk2”], [hk2”*‘]-‘, . . . > [h]-‘). 

(R3) (PI-‘, PI) + (PI, [k kl-‘7 W’) ou simplement ([h]-‘, [k)) + ([k], [h]-‘), 
selon que la longueur du mot hk est ]hk] 5 N ou ]hk] > N. 

(R4) ([h]-‘, [k]-‘) + ([k]-‘, [hk], . . . > [hk2”*‘], [hk2”]-‘,. . . ,[hk’]-‘,[h]-‘). 

Remarque 2.2.4 Il faudra, dans le cas des réécritures (R2) et (R4) choisir l’entier m 
le plus grand possible, en prenant soin que dans la nouvelle suite tous les commutateurs 
soient de degré 5 N. Dans l’expression jhk2”*‘] le choix du signe + ou - se fera selon 
ce critère. 0 

Soient s et s’ deux suites standard telles que s’ soit obtenue de s par réécriture d’une 
montée légale. Alors on a r(s) e à, en vertu des congruences (2.4), (2.7), (2.8) et 
(2.9). 

Une dernière règle de réécriture nous sera nécessaire. Soit s = ([hr]‘l, . . . , (h,]‘n) une 
suite standard. Si [hi] = [hi+r] et ci = -ci+1 alors on admet la réécriture: 

On dira dans ce cas qu’on a effacé les termes [hi] et [hi+,]. Observez que plusieurs 
choix de réécritures peuvent se présenter simultanément. Comme nous le verrons, il sera 
toujours possible de n’effectuer que des réécritures du type (Rl), (R2), (R.3) ou (R4) 
jusqu’à l’obtention d’une suite standard décroissante. Puis, on pourra utiliser la règle 
(R5) pour simplifier la suite. Nous désignons par P le système de réécriture qui opère 
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sur les suites standard et qui n’utilise que les règles (Rl), (R2), (R3) ou (R4); et par I” 
le système de réécriture qui opère sur les suites standard et qui utilise toutes les règles: 

W), W), (R3), (R4) ou (R5). Dans r les effacements ne sont pas permis, alors que 
dans r’ ils le sont. 

Exemple 2.2.5 Soit H(A) un ensemble de Hall dont les éléments de degré au plus cinq 
sont ceux de 1’Ex. 1.2.1. Posons, pour les besoins de l’exemple, N = 4. Soit g = a-‘bub-l, 
l’élément du groupe libre que nous allons réécrire: 

(&,b,a,b-‘) 

vw-+ (b, [ab]-‘, a-‘,a, b-‘) 

uw-, (b, WI-‘, a -*, b-‘,a, (ab2], [ab3]-‘, [ab]-‘) 

(R4)-’ (b,[ab]-1,b-1,[ab],[ab3],[ab2]-1,a-1,a, 

(ab2], [ab3]-‘, [ab]-‘) 

Une suite d’applications de (R5) donne: 

Puis: 

-+’ (b, [ab]-‘, b-‘, (ab], [ab3], [ab2)-‘, [ab2], [I#I-‘, [ab]-‘) 

-+’ (b, [ab]-l, b-l, [ab], [ab3), [ab3]-‘, [ab]-‘) 

-4’ (b, [ab]-‘, b-‘, [ab], [ab]-‘) 

(R4)-r (b, b-‘, [ab2], [ab3]-‘, [ab]-‘, [ab], [ab]-l) 

(R5)+’ ([ab2], [ab3]-‘, [ab]-‘, [ab], [ab]-‘) 

ww ([ab2], [ab3]-‘, (ab]-‘) 

WV ( [ab3]-‘, (ab’], [ab]-‘) 

A chaque fois la montée légale qui est réécrite est en caractère gras et la règle appliquée 
est indiquée à l’extrême gauche. Une flèche -+ précède les réécritures qui se font à l’aide 
de I’. Une flèche ‘primée’ +’ précède les effacements (permis dans r’). La dernière suite 
est décroissante, et simplifiée. On a donc: 

a -‘Lb-* E [ab3]-‘(ab2][ab]-’ (mod Fs), 

et on peut vérifier que ce produit est décroissant. 0 

Proposition 2.2.6 Soit s = ([h,]“, . . . , [h,]‘n) une suite standard de commutateurs de 
Hall. Alors toute suite t obtenue de s, à l’aide d’une réécriture de l’un des systèmes I’ 
ou Y, est standard. 
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Démonstration. Comme toute sous-suite d’une suite standard est une suite standard, il est 
clair que si t est obtenue de s à l’aide de (R5), t est standard. 

En ce qui concerne les autres règles de réécriture, il faut remarquer les choses suivantes. 
Soit ([h]‘, [k]&) 1 a montée légale qui fait l’objet de la réécriture. Premièrement, dans le 
membre droit des règles (Rl), (R2), (R3) et (R4), le terme [k16 précède toujours le terme 
[h]‘. Deuxièment, dans ce membre droit les termes [h]’ et [k16 sont toujours suivis (à 
droite) de termes de la forme [Wmf’]*‘. 

Maintenant, soient h, k des mots de Hall tels que h c k et h” 2 k. Si r est un autre mot 
de Hall tel que r” 2 k alors on a r” 2 hkP pour tout p 2 1, puisque par (1.6), hkP < k. 
Aussi, si r est un mot de Hall tel que k 2 r alors on a (hkp)” = k 2 r. 

Ces remarques, jumelées à la démonstration de la Prop. 1.4.4, serviront au lecteur à 
montrer la Prop. 2.2.6. 0 

Dans le cas où t est obtenue à l’aide de I’ ou I”, on dira qu’elle est obtenue par r&crjture 
de la montée JégaJe ([hi], [hi+l]), ou encore que t est dérivée des. Notez que la convergence 
du système de réécriture n’est pas immédiate, puisque la longueur de la suite t peut 
excéder la longueur de la suite s (voir Ex. 2.2.5). 

Rappelons qu’une montée éloignée de la suite s est un couple ([h],[k]) dans s tels que: 
[h] vient avant [k] dans s (en lisant de gauche à droite) et h < k. Soit 5, l’ordre donné 
sur H(A). Soit &s, la relation qui ordonne les éléments de H(A) par degré, puis sur 
chacun des degrés, par l’ordre induit de 2. On définit un ordre total 5 sur l’ensemble 
des couples de mots de Hall de la façon suivante: (h,, ~,) 4 (h,, k*) si et seulement si 
soit kl > k,, soit kz = kl et hl <kg hz (notez le renversement de l’ordre en deuxième 
composante). 

On associe à une suite standard s, un vecteur d’entiers u(s) dont les entrées sont indicées 
par les couples (h, k) de mots de Hall de degré au plus N, tels que h < k. L’entrée 
u(h,k)(s) est égale au nombre de montées éloignées ([h]‘, [k]‘) (toutes valeurs de c et 6 
confondues) dans la suite s. On ordonne l’ensemble de ces vecteurs lexicographiquement. 
C’est-à-dire que deux vecteurs d’entiers v’, V” sont en relation u’ < u” si et seulement s’il 
existe un couple de mots de Hall (h, k) tel que, u{,,~) = ui:,p) pour tout (r,p) 4 (h, k) et 

$A,k) < +i,k)* 

Lemme 2.2.7 Soit s et t des suites standard telles que t soit obtenue de s à l’aide de 
I’. Alors u(t) < u(s). 

Dhonstrstion. Soit (h, k) la montée légale dans s sur laquelle s’effectue la réécriture. On 

a ah u(A,k)(t) = u(A,k)(s) - 1. En examinant les règles de réécriture (Rl), (R2), (R.3) et 
(R4) on voit que les montées éloignées dans t, qui s’ajoutent à celle qui viennent de s, 
sont de l’une des trois formes suivantes (selon qu’elles mettent en jeu un terme de s et 
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un terme nouvellement créé - pour les deux premiers cas, ou deux termes nouvellement 
créés). 

Soit elles sont de la forme ([r], [hk”]), avec m 2 1, où [r) est un élément de la suite qui 
se trouvait (dans s) à gauche de [h]. Dans ce cas, on a (r, hk”‘) + (h, k), puisque par 
(1.6), hk” < k. 

Soit elles sont de la forme ([hk”], [r]), avec m 2 1, où [r] est un élément de la suite qui 
se trouvait (dans s) à droite de [k]. Comme la montée ([h], [k]) dans s est légale, on a 
k 2 r. Si k > r alors (h,k) 4 (hk”,r); si, k = r alors comme ]h] c Ihk”l on trouve 
encore une fois (h, k) + (hk”, r). 

Soit elles sont de la forme (b], [r]), où [r] et (p] sont d eux termes qui apparaissent dans le 
membre droit de l’une des règles (Rl), (R2), (R3) ou (R4). Chacune de ces suites débute 
par [k], et il en est l’élément maximal. Par conséquent, on a [r] = [hk’], [p] = [hkj] avec 
i, j 2 0 et i # j. Comme on a h c k par hypothèse, et hlt’ < k (pour i 2 1) par (1.6), 
on en déduit (h, k) 4 (p, r). 

On voit donc que u(~,~)(s) = ~(,,~)(t), pour tout (r,p) 4 (h,k); comme u(,,,k)(t) = 
V(A.~)(S) - 1, on a bien u(t) < u(s). 0 

Théoreme 2.2.8 Les systèmes de réécriture I’ et I” sont convergents. 

Ahcmstration. Nous allons montrer la proposition par récurrence sur le couple (u(s), ]SI), 
où ]SI désigne la longueur de la suite s. Le résultat est vérifié pour les suites qui ont 
un vecteur u(s) = 0. Ces suites sont soit vides, soit réduites à un seul terme, soit 
décroissantes. La seule réécriture applicable à une suite décroissante est un effacement 
et dans ce cas on en diminue la longueur. Le système de réécriture converge donc sur les 
suites décroissantes. Soit s une suite standard qui n’est pas décroissante. 

Soit t une suite qui s’obtient par réécriture de la suite s. Si t s’obtient de s à l’aide de 
(R5), alors on a ltl < 1s). Si t s’obtient de s à l’aide de F’, alors on a u(t) < u(s), selon le 
Lemme 2.2.7. Par récurrence, le système de réécriture est convergent sur la suite t, par 
conséquent il l’est sur la suite s. 0 

Exemple 2.2.9 Reprenons 1%~. 2.2.5, mais cette fois avec N = 3. On donne, selon 
l’ordre 5, la liste des couples (h, k) (avec h < k et lhl, lkl 5 3): 

(abb, a) (ab, abb) (abs, abb) (abs, ab). 
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On iedique, à droite d’une suite s, son vecteur de montées éloignées et sa longueur 

(4s); 14) : 

(u-l, b, a, b-l) (3,0,0,0,0,0,0,0,0,0; 4) 
+ (b, [ab]-‘,a-‘,a,b-‘) (2,1,0,0,2,0,0,0,0,0; 5) 
* (4 WI-‘, a -l, b-‘, a, [ub2], [ab]-‘) (1,1,0,0,2,0,0,1,0,0;7) 
+ (b, [ay-‘, b-l, [ab], [ab2]-‘,a-’ ,a,[ab2],[ab]-‘) (0,1,0,0,4,0,2,4,0,0;9) 
-+’ (b, [ab]-‘, b-‘, [ab], [a@]-‘, [ab2], [ab]-‘) (0, 190, o,o, 0,0,4,0,0; 7) 
*’ (b, [ab]-‘, b-‘, [ab], [ab]-‘) (0, l,O, 090, 0, o,o,o,o; 5) 
+ (b, b-‘, [ab2], [ab]-‘, [ab], [ab]-‘) (~,0,0,~,~,~,~,~,~,0;6) 
4’ ([abl], [dl-‘, [ab], WI-‘) (0, 0, 0, 0, 0, 0, o,o, 090; 4) 
-bt W21, FI-‘1 (O,O,O 0 0 0 0 0 0 0.2) > 7 > > > 9 > > 

2.3 Confluence. 

En accord avec les notations précédemment utilisées, on définit deux relations + et +’ 
sur l’ensemble des suites standard: 

s + t si et seulement si 2 est dérivée de s à l’aide de I’, 

et 
s +’ t si et seulement si 2 est dérivée de s à l’aide de I”. 

On notera par A et A’ les fermetures réflexives et transitives des relations + et +‘, 
respectivement. Comme au paragraphe 1.4, nous dirons que t est dérivée de s si s:l ou 

si s:‘t. 

Lemme 2.3.1 Soient h,k E H(A) d es mots de Hall iels que h c k et e,6 = fl tels 
que les suites SI = ([h]-‘, [h]‘, [k16) et 92 = ((h]‘, (k16, [klm6) soient standard. Supposons 
que dans chacune de ces suites la montée ((h],(k]) soit légale. Soient 1, et t2 les suites 
obtenues de sl et s2 en réécrivant ces montées: 

S,-‘fl, s2-+t2r 

alors il eziste des dérivations: 

t$([k16), &([h]‘) . 
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Démonstration. Dans les calculs qui vont suivre, nous laissons au lecteur le soin de 
vérifier que les montées auxquelles on applique une réécriture de r’ sont bien légales. 
On le voit facilement, en vertu du fait que toutes les montées ([r], b]) sujettes à des 
réécritures, ont comme deuxième composante [p] = [k], et que k > hk” pour tout 
m 1 0. Toutes les réécritures qui seront effectuées au murs de la démonstration de ce 
lemme sont des réécritures de l”‘. Dans le but d’alléger les notations, nous omettrons le 
’ et indiquerons ces réécriture avec une simple flèche +. Concentrons nous d’abord sur 

~1 = (PI-‘, N’, [kl’). 0 n considère quatre cas selon les valeurs relatives de c et 6. 

Cas 1: c = 1,6 = 1. On a: 

~1 = (PI-‘, [hl, [kl) 

v”)+ t1 = (PI-‘, PI, PHW) 
WI-, ([kl, Pkl-l, PI-‘, PI, WI) 
ps;-+ (FI, [hkl-‘, WI) 
(R5)-, W4 = (P16) 

Chi 2: t = 1,6 = -1. On a: 

~1 = (PI-‘, PI, PI-‘) 
(fw-, t, = ([h]-‘,[k]-‘,[h],[hk’], . . . ,[hk2”‘], 

Pk2”*‘1-’ , . . . , [hk]-‘) 

(R4)-+ ([k]-‘,[hk],. . . ,[hk2m*‘],[hk2m]-1,. . . ,[hk2]-‘,[h]-‘, 

PI, [hk21,. . . > [hk2”], (hk2”*‘]-‘, . . . , [hk]-‘) 

Utilisant une suite d’applications de (RS), on trouve: 

. . .:([k]-‘) = ([k16) 

cas3: t= -1,6 = 1. On a: 

31 = (Pl,thl-l, PI) 
vw+ t1 = (PI, FI, [W-l, VI-‘) 
@‘)-’ ([kl, [hl, WI, W-l-‘, [hl-‘1 
WI+ (PI, [hlv [hl-‘1 
V-W-, WI) = (W) 

cas4: c= -1,6 = -1. On a: 

SI = WI, W’, W) 
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(R4P t* = ((h], [k]-‘, [hk], . . . ( [hk2”f’], 

(hky-1, [hk2]-1, [h]-1) 

(R2)-r ([k]-1, [h], [hk2], . . . , [hk2”), (hk2”f’]-‘, . . . > [hk)-‘, 

WI,. . - > [hk2”*‘], [hk2”]-‘, . . . > [hk2)-‘, [h]-‘) 
* 

Utilisant une suite d’applications de (R5), on trouve: 

. . . A([k]-‘) = ([k]‘) 

Concentrons nous maintenant sur s2 = ([hJ’, [k)&, [kle6). Encore une fois, on considère 
quatre cas selon les valeurs relatives de c et 6. 

Cas 1: c = 1,6 = 1. On a: 

~2 = (PI, PI, PI-‘1 
ml)-, t2 = (PI, PI, WI, k-l) 
uw+ (lkl, (4, PI-‘, WI, lhk31,. . . > [hk2”*‘l, 

[hk2”‘]-‘, . . . , [hk2)-‘) 

(R2)-b ([k], [k]-‘,[h], (hk2],. . . ,[hk2m],[hk2m*1]-1,., . ,[hk]-‘, 

[hk], [hk3], . . . > [hk2”*‘], [hk2”)-‘, . . . > [hk2]-‘) 

Utilisant une suite d’applications de (R5), on trouve: 

* . ..-b ([klv PI-‘3 [W 
(R5)+ w4 = ml’) 

Cas 2: c = 1,6 = -1. On a: 

92 = WI, [kl-‘9 IW 
VW-’ t2 = ([k]-‘,[h], [hk2], . . . > [hk2”], 

[hk”*‘]-‘, . . . , [hk)-l, [k]) 

WV+ ([k]-‘, [h];[hki), . . . , (hk’“‘], 

[hk2m*11-1 >. . .,[k],[hk’]-‘,[hk]-‘) 

(fw-, ([kl-‘, lhl, [hk21,. . . > V@I, 
[hk2”*‘]-‘, . . . > [k], [hk’]“, [hP]-‘[hV]-‘, [hk]-‘) 

Une suite d’applications de (R.3) nous amène à: 

. 
. ..--) ([kl-‘, [hl, [hk21,. . . , [hk2”l, PI 

[hk2”+‘]-‘, [hk”]-‘, [hk2”-‘l-l,. . . > [hk3]-‘, [hk?]“, [hk]‘l) 
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Le terme [hk2”+‘]-’ d e 1 a suite précédente et le terme [hk2m+1] que fait apparaitre la 
prochaine dérivation pourraient bien être absents. Ils ne seront présents que si ]hk’“+’ ] 5 
N. Dans le cas où ]/A’“+’ ] > Iv, il faudrait les omettre des formules. 

(R’P ([k]-1, [h], [hk2], . . . , [k], [hk2”], [hk2”+*] 

[hk2*+‘]-1, [hk~*]-1, [hk2*-‘j-1,. . . , [hk3]-‘, [hk2]-‘, [hk]-1) 

Une suite d’applications de (Rl) nous amène à: 

. 
. ..+ ([k]-‘, [k], [h], [hk], [hk21, [hk31, * * - 9 Pk2ml, [hk2”+‘l 

[hk2*+‘]-1, [hkZ*]-1, [hkS*-y,. . . > [hk3]-‘, [hk2]-‘, [hk]-‘) 

Puis, une suite d’applications de (R5) nous donne: 

Cas 3: 6 = -1,6 = 1. On a: 

32 = (PV9 Ikl, I~l-‘1 

(W-, t2 = ([q p~l-‘~ [hl-‘7 PI-‘) 
@4)-r ([k], [hk]-1, [k]-1, [hk],. . . > [hk2”f’], 

[hky-1,. . . > (hk2]-‘, [h]-‘) 

@4)-c ((k], (k]-‘,(hk2], . . . > [hk2*],[hk2**‘]-‘, . . . , (hk]-*, 

[hkl,. . . , (hk2”*‘], [hk2*]-l , . . . > [hk’]-‘, [h]-‘) 

W)-+ ([hk21,. . . , [hk2”], [hk2”*‘]-‘, . . . > [hk)-’ 

[hk], . . . , [hk2**‘], [hkZm]-l,. . . > [hk2]-‘, [h]-‘) 

Utilisant une suite d’applications de (RS), on trouve: 

. . . A([h]-‘) = ([h]‘) 

CaSkt= -1,6 = -1. On a: 

~2 = ([hl-‘, PI-‘, [kl) 

(R4)-’ t2 = ((k]-‘, (hk],. . . ,[hkPmfl], 

[hk2m]-1 > -. . > [hk21-‘, WI-‘, PI) 
WP ([k]-‘,[hk],. . . ,[hk2m*‘], 

[hklm]-l,. . . > [hk21-‘, [kl, [hkl-‘, [hl-‘) 
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Une suite d’applications de (R3) nous amène à: 

. . ..+ (pc]-‘, [hk], . . . > [hk2”f’], [k], 
[/&2m+l]-1, [)&2rn]-1 >. . . ,(hk2]-1, [hk]-‘, [lb]-‘) 

Encore une fois, le terme [hk 2m+1]-* de la suite précédente et le terme [hk2”+‘] que fait 
apparaître la prochaine dérivation pourraient bien être absents. Ils ne seront présents 
que si Ihk2”+‘I 5 N. Dans le cas où Ihk2”+’ 1 > N, il faudrait les omettre des formules. 

(R’)-, ([W’, [hkl, * - - 9 [kl, Pk2”+‘l, 
[hP*+‘]-1, [hP]-1,. . . , [hk2]-‘, [hk]-‘, [h]-‘) 

Une suite d’applications de (Rl) nous amène à: 

Puis, une suite d’applications de (R5) nous donne: 

. . . ql]-‘) = ((Il]‘) 

0 

Remarque 2.3.2 Comme on le signalait à la fin de la démonstration du Lemme 2.3.1, 
les montées légales qu’on réécrit ont toutes [k] comme deuxième composante. Cela 
permet de voir que si s1 ou s2 sont des sous-suites connexes d’une suite standard s, et 
que la montée légale ((h]‘, [k16) d e s1 et s2 est une montée légale de s, alors les montées 
sur lesquelles les calculs sont effectués (au Lemme 2.3.1) sont des montées légales.de s. 
0 

Proposition 2.3.3 (i) La relation -+ est conjhente. Plus précisément, si s,q et s2 

sont des suites standanl tels que s-s1 et s+s2 alors il eziste une suite standard t telle 
que s14 et s24. 

(ii) La nlation +’ est faiblement confluente. Plus précisément, si s,sl et sa sont des 

suites standard tels que s+‘sl et s+‘s2 alors il eziste une suite standard t telle que slA‘t 

et &‘t. 
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Démonstration. (i) On procède comme à la démonstration de la Prop. 1.4.8. Si s1 et s2 
sont obtenues de s en réécrivant deux montées légales distinctes, alors on est assuré, en 
vertu du Lemme 1.4.9, que ces montées ne se chevauchent pas. On peut donc effectuer 
les rékcritures de ces deux montées légales dans n’importe quel ordre pour obtenir la 
même suite t. 

(ii) Il nous reste à regarder le cas où l’une des deux suites est obtenues de s en effectuant 
un effacement, et le cas où les deux suites sont obtenues en effectuant un effacement 
dans s. 

Si on obtient s1 et s2 en effaçant deux termes consécutifs de s alors on vérifie aisément 
l’existence de la suite t. Dans le cas où il y a chevauchement on doit forcément avoir 
31 = ss. Dans le cas où il n’y a pas de chevauchement, les termes consécutifs de s qui 
ont été effaces pour obtenir s1 se trouvent dans s 2; les termes consécutifs de s qui ont 
été effaces pour obtenir ss se trouvent dans sl. On efface ces couples dans sr et ss et on 
trouve la même suite t. 

Supposons que seulement l’une des deux suites sr ou ss est obtenue en effectuant un 
effacement dans s. Dans le cas où la montée légale ne chevauchent pas le couple de 
termes consécutifs effaces, l’ordre dans lequel sont effectuées ces réécritures ne comptent 
pas, et elles mènent à la même suite 2. Dans le cas où la montée légale et le couple de 
termes consécutifs effacés se chevauchent, la sous-suite formée de ces trois termes est 
l’une des sous-suites traitées au Lemme 2.3.1. En vertu de la Rem. 2.3.2, on peut soit 
effectuer les calculs donnés dans le Lemme 2.3.1, soit effectué l’effacement dans s pour 
obtenir la même suite t. 0 

On en déduit, par récurrence sur la longueur des dérivations, le corollaire suivant. 

Corollaire 2.3.4 Les dations A et A’ sont confluentes. 

Dhonstration. On montre que la relation A est confluente par récurrence sur la longueur 
des dérivations, et en utilisant la confluence de la relation + (Prop. 2.3.3 (i)), 

En effet, on montre que si s,sr,ss sont des suites standard telles que &‘.sr et sA’~~ 

alors il existe une suite standard t telle que sl;‘t et s&‘t, par récurrence sur le couple 
(u(s), ]SI), en utilisant le Lemme 2.2.7 et la confluence faible de la relation -+’ (Prop. 
2.3.3 (ii)). 0 

Donc, partant d’une suite standard s = ( [h,lCl,. . . 
suite décroissante ( [kr161,. . . , [k,,,]‘m), 

, [hJm), il est possible de calculer une 
sur laquelle on ne peut plus effectuer d’effacements 

et telle que: 

lh,]” . . . [hJn E [k#’ . . . [k,,JL (mod F,v+r). 
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En particulier, pour tout g E F(A), il existe des exposants nh(g) E 2 tels que: 

g E n [h)““(‘) (mod FN+~), 
&Il(A) 

(2.11) 

où le produit se fait selon l’ordre décroissant des commutateurs de Hall. Le membre 
droit de l’équation (2.11) sera appelé une décomposition de g en produit décroissant de 
commutateurs de Hall. 

Remarques 2.3.5 (i) Comme on le signalait plus haut, il est possible de retarder les 
effacements à la toute fin. En effet, il est possible d’effectuer le calcul en n’utilisant 
d’abord que les réécritures de r, puis de n’effectuer ensuite que des effacements à l’aide 
de (R5), en vertu du Cor. 2.3.4. 

(ii) Les confluences respectives des relations : et G’ ne nous permettent pas de conclure 
à l’unicité de la décomposition (2.11) en produit décroissant de commutateurs de Hall, 
pour les éléments du groupe libre. En effet, le système de réécriture n’est pas inversible 
comme c’est le cas dans le monoide libre (Prop. prop:remonte). Cela est dû au fait 
que les éléments r(s), 7(t) associés à deux suites s et 2 telles que s&t satisfont la 
congruence r(s) mod y(2), mais ne sont pas nécéssairement égaux. A ce point-ci, nous 
savons seulement que la suite décroissante de commutateurs de Hall calculée par le 
système de réécriture r’, à partir d’un élément g E F(A), est unique. 

(iii) Une preuve de l’unicité de la décomposition (2.1 l), utilisant le système de réécriture, 
nécessite la possibilité de remonter le long d’une dérivation effectuée sur une suite jusqu’à 
la suite de départ. Cela est de toute évidence irréalisable si on travaille avec le système Y, 
puisqu’on peut alors effacer des termes d’une suite. Le système r ne le permet pas non 
plus puisque les éléments y(s) et à associés à deux suites consécutives d’une même 
dérivation (i. e. S-M’) sont seulement congruents mod F’+I (bien que parfois égaux dans 
le cas des règles (RI) et (R3)). 

(iv) Nous allons montrer au paragraphe suivant l’unicité de la décomposition (2.11). La 
démonstration que nous allons en donner ne repose pas sur les résultats que nous avons 

jusqu’ici obtenus. Notez que la confluence de Ia relation A’ en découle. En effet, soient 

s, s1 et s2 trois suites standard telles que sA’sl et SA’+. Comme I” est convergent (Th. 

2.2.8), il existe des suites décroissantes (et simplifiées) tl et t2 telles que sl;‘tl, s2A’t2. 
On a donc: 

S’il y a unicité de la décomposition (2.11), on conclut à t, = t2 et à la confluence de la 

relation A’. 0 
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Remarque 2.3.6 Le commutateur de deux éléments g, h E F(A) aurait pu être défini 
autrement. On aurait pu poser: 

[9, h] = ghg-‘h-l ou [9, h] = g-‘hgh-’ 

Les règles de réécriture sont alors différentes, mais analogues à celles que nous avons 
données. On montre les propriétés des systèmes de réécriture P et I” de la même façon: 
invariant de boucle (Prop. 2.2.6), convergence (Th. 2.2.8) et confluence (Prop. 2.3.3 et 
Cor. 2.3.4). 0 

2.4 Unicité de la décomposition et calcul des exposants de Hall. 

On définit un homomorphisme p : F(A)+K<<A>> en posant ~(a) = 1 +a. Ce polynôme 
est inversible dans K<<A>> et son inverse est égal à: 

P(u-‘) = p(a)-1 =(l+a)-I=l-a+a2-a3+... 

L’application ~1 est appelée la transformée de Magnus du groupe libre. Par exemple, la 
transformée de Magnus du mot w = abb est: 

p(abb) = (1 + a)( 1 + b)2 = 1+a+2b+2ab+bb+abb. 

La transformée de Magnus du commutateur [a, b], développée jusqu’au degré quatre est: 

p([a,b]) = (l-a+a2-a3+ . ..)(l-b+6~-6s+...)(l+a)(l+b) 

= l+ab-ba-aab+aba-bab+bba+ (2.12) 

aaab-aaba+abab-abba+bbab-bbba+... 

L’application p définit donc un isomorphisme de F(A) dans un groupe (multiplicatif) 
de séries formelles de terme constant égal à 1. On vérifie que les coefficients de la série 
p(g) sont des entiers, c’est-à-dire p(g) E Z<<A>>. 

Nous énoncons un lemme dû à Magnus [Ma 371 dont nous donnons ici la démonstra- 
tion. Auparavant, nous introduisons une notation. Soit T E K<<A>> une série for- 
melle non nulle. On définit f’ordre d’une série T, et on le note w(T), comme étant 
la longueur du mot le plus court dans le support de T. Plus précisément, on pose 
w(T) = inf{]w] : w E T}. Nous faisons aussi appel, dans la démonstration du lemme, 
à des notations introduites au paragraphe 1.6 du Chap. 1 et au paragraphe 2.2 de ce 
chapitre. Rappelons que si t est un arbre du magma libre M(A), alors x(t) est le 
polynôme de Lie homogène de degré ]2] associé à t (voir 1.24). 
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Lemme 2.4.1 (Magnus [Ma 371) 
Soit g E F(A),g # 1. Supposons que g = K(t) est l’image par IC d’un arbre t du magma 
libre M(A). Alors 

P(i?) = 1 + x(t) + T, 

où T E K<<A>> est telle que T = 0 si g est une lettre, et w(T) > Itl, si Itl 2 2. 

be Lemme 2.4.1 est illustré par le calcul effectué en (2.12). 

Démonstration. Nous faisons d’abord quelques observations. Soient S et T deux séries 
formelles. On a: 

(1 + T)-‘(1 + S)(i +T) 

= &s(-l)“T”(l +S+T+ST) 

= 1 +c~>~(-~)“T”S+C,~~(-~)“T”ST 

= 1+ S + f,>, (-1)“T”S + C,,>s (-1)“T”ST 

= 1+ S ; Cnlo (-l)“T”(ST - TS). 

De sorte que: 

(1 + S)-‘(1 + T)-‘(1 + S)(I + T) 

= (~mLo(-l)mSm)(l + S+&,(-l)“T”(ST - TS) 

= 1 + Cm,n/O (-l)“S”‘T”(ST - TS) (2.13) 

On montre le lemme par récurrence sur le degré de l’arbre 2. Dans le cas où t est une 
lettre, le résultat est évident, puisqu’alors g = a E A et p(g) = 1 t a. 

Supposons donc que g = te(t) où t est un arbre de degré au moins deux. Il existe alors 
des arbres tl et t2 (les sous-arbres gauche et droit de t) tels que g = n(t) = [n(tl), n(&)]. 
Posons gi = /C(ti) (i = 1,2). On a alors, par récurrence: 

p(gi) = 1 t Xi t Tiy 

où Xi = A(ti) et Ti est une série formelle qui soit est nulle, soit satisfait U(T;) > ItiI 
(i = 1,2). On a: 

P(!I) = ~(g1)-‘~(g2)-‘r(g1)c(o 

= (ltX,tT,)-‘(ltX,tTz)-‘(1tX,tT,)(1tX,tTz), 

et selon (2.13), 1 e membre droit de la dernière égalité est égal à: 

1 t c (-1 j”S”‘T”(ST - TS) 
“8,+0 
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ou s = X1 + Tr et T = X2 + T2. On a w(S) = Itrj et w(T) = It21. Donc, pour m,n tels 
que m + n L 1, la série PT”(ST - TS) est d’ordre au moins jr] + 1; pour m = n = 0, 
on calcule: 

ST-TS 

= (h + TI)(~, + 7’2) - (A2 + T2)(& + TI) 
= (X1x2 - X2&) + (hT2 + T,h + T,T, -TA - X,T, - T2T2) 
= A(t) + (M”2 + T,A, + T,T, - TA - AST, - T2T2). 

Finalement, on vérifie que la série (AIT2 + T,X, + T,T2 - T,X, - X,T, - T,T,) est d’ordre 
au moins Itl + 1. De sorte que le lemme est montré. 0 

On en déduit facilement le corollaire suivant. 

Corollaire 2.4.2 Si deur éléments du groupe libre sont congruents modulo F,,+,, alors 
leurs transformées de hgagnus coïncident jusqu’au degré n. 0 

Soit w E A’ un mot, w = 01.. . a,,. Un sous-mot de w est un mot u = 61.. . br, tel qu’il 
existe une factorisation de w de la forme: 

w = UiJJ,U~ . . . bPt+,, avec vi E A’. 

Par exemple, u = abb est un sous-mot de w = ababab, et ce de quatre façons. 

(2.14) 

Remarque 2.4.3 Soit E c {l,.. . ,n}, E = {i,, . . . ,ir}, avec il < . . . < i,. Alors on 
désignera par u = w(E) le sous-mot de w, u = ai, . . . ai,. Cette notation nous sera utile 
au paragraphe 2.5. 0 

Soit u E A’; on définit la fonction sous-mot (ü) : A*-+2 

en définissant (r ) comme étant le nombre de factorisations (2.14), c’est-à-dire le nombre 

de sous-ensembles E c { 1,. . . ,n) tels que w(E) = u. Par exemple, on a ($*y) = 4. 
La transformée de Magnus est liée aux fonctions sous-mot. En effet, pour tout mot 
w = alaz.. . a, E A’, on a: 

~(~)=(1+01)(l+a2)...(l+a,)= C (E)U 

UEA’ 

(voir [Lo 521 pour cette identité et plusieurs autres). On étend les fonctions sous-mot au 
groupe libre tout entier en posant, pour tout g E F(A), 
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Par exemple, selon les calculs effectués plus haut en (2.12), on a: 

(.-‘t;‘ab) = 1 et (.-‘;;‘ab) = -1. 

Maintenant, soit g E F(A) et 
n [h]“h(g’ 

hEH(A) 

(2.15) 

une décomposition de g en produit décroissant de commutateurs de Hall. 

Donc, en vertu de la Rem. 2.2.1, de la décomposition (2.15) on obtient: 

g E n [h]“” (mod F,), 
hEH(A) 

c’est-à-dire: 
g E n [h]“” (mod F,), 

&A 
(2.16) 

où le produit se fait selon l’ordre décroissant des lettres et où on a posé nh = nh(g) pour 
alléger les notations. Le mot (2.16) est réduit et décroissant. Selon la Rem. 2.2.3, cette 
expression est unique mod F2. Par conséquent, les exposants nh(g) sont uniques pour 
les h E H(A),(hl = 1. De pl us, on vérifie en calculant p(g) que l’exposant de la lettre 
a dans (2.16) est égal au coefficient de a dans y(g), qui est aussi égal à l’exposant de a 
dans g (i. e. C X(ei = e)ci, si g = U; . . . , an). C’est-à-dire que nous avons: 

na(s) = ($ P our tout a E A,g E F(A). 

Nous allons montrer que les exposants nh(g) sont uniques, et sont obtenus comme somme 
de produits de fonctions sous-mot évaluées en g. 

Fixons g E F(A) et posons, comme plus haut, nh = nh(g). Supposons que l’unicité soit 
montrée pour les commutateurs h E H(A), de degré jhl < lhol, et que nh est égal à une 
somme de produits de fonctions sous-mot (évaluées en g). Posons N = lhol, de sorte que 
seuls les commutateurs de degré plus petit que ho ou de même degré que ho apparaissent 
dans la décomposition (2.15). Rappelons encore une fois que le polynôme de Lie associé 
à un mot de Hall h E H(A) est noté ii(h) (voir 1.24). 

On a: 

P( n PI”“) = n /4lW” &If(A) hEH(A) 

= fl (l+~(h)+Th)“” 
AM(A) 
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= (T)...(nc)wl...wk 
. . . ..hk~H(A) 

w,E(:~h,),~~,,)‘.iw,I=it 

Chacun des produits se fait selon l’ordre décroissant des mots de Hall. Il faut expliquer 
les notations utilisées aux deux dernières lignes. Le calcul du produit (X(h) + Th)i se fait 
en choisissant le terme X(h) ou le terme T,, de chacun des i facteurs (A(h) + Th). Chacun 
de ces produits est codé par un mot W à deux lettres (A(h) et Th), de longueur i, c’est- 
à-dire W E {X(h), Th}i. Lorsque toutes les longueurs sont permises, W E {A(h),Th}y. 

Soit P E K<A>, homogène de degré N = Ihsl, tel que (X(h),P) = 0 si h # ho et 
(A(&), P) = 1. Un tel polynôme existe puisqu’en vertu du Th. 1.6.7 et du Cor. 1.6.9, la 
matrice de passage de la base canonique à la base PBWH est inversible. 

Remarquez que (T, P) = 0 si les mots dans le support de T sont de longueur 1 N + 1, 
puisque P est homogène de degré N. La transformée de Magnus de g et la somme de 
droite de la dernière égalité coïncident jusqu’au degré N. On a donc: 

(P(9)>P) = c nh,(WjrP) 
i,=l 

h,cH(A) 
)h,)=N.H;=A(h,) 

+ c (2). . . (n$(w, . . . Wk,P) 
il ,....ik>l 

k~Lh,EW4lh,W’ 
W,E(~(h,),Th,}‘rlW~I=i, 

= nho+ ,c 
(y) . . . (n$k)(wl . . . w,, P) 

al....,ik~l 
k>l.h,EH(A).lh,l<~ 

w,~{X(h,).T~,)‘~lWjl=i) 

D’où: . 

nb = (/47)1P) (2.17) 

c (nz) . . . (n,!$w, . . . wk, p) 
il . . . ..ik>l 

k~l.h,W(A).th,W 
W,E(X(h,).Th,)'.lw,I=i~ 
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Selon l’hypothèse de récurrence, les exposants nh qui apparaissent dans la somme de 
droite sont uniquement déterminés et sont égaux à une somme de produits de fonctions 
sous-mot. Le coefficient (p(g), P) es t 1 ui-même égal à une somme de fonctions sous-mot: 

(P(9)TP) = “5, m4(:)* 

Par conséquent, l’exposant nb est unique et s’exprime comme une somme de produits 
de fonctions sous-mot (évaluées en g). 

Les résultats de ce paragraphe jumelés à ceux des paragraphes précédents nous donnent 
le théorème suivant. L’existence de la décomposition en produit décroissant de commu- 
tateurs de Hall est assuré par les systèmes de réécriture. L’unicité de cette décomposition 
vient d’être montrée à l’aide du calcul de la transformée de Magnus. 

Théorème 2.4.4 Soit g E F(A). Il eziste des ezposants uniques nh(g) E 2, tek que: 

g E n [h]“h(g) (mod FN+,). 
&H(A) 

De plus, cette décomposition de g peut être calculée à l’aide du système de réécrituw 
Y. 0 

Corollaire 2.4.5 ([Ma 37, Wi 37, HM 50a, CFL 581) 
L’ensemble des commutateurs de Hall de poids N forment une base du grvupe quotient 

FN/FN+I. 

Démonstration. Soient g E FN et 

g E n (h]“” (mod FN+I) 
hEH(A),lhl<N 

(2.18) 

sa décomposition en produit décroissant de commutateurs de Hall mod FN+~. En vertu 
de la Rem. 2.2.1, la décomposition de g mod FN est obtenue de (2.18): 

= !l- n [h)“” (mod FN). 
hEH(A),lhl<N-1 

D’autre part, comme g E FN, on a g E 1 mod FN. De sorte que, selon le Th. 2.4.4, 

nh = 0 pour lhl c N et il n’apparaît dans (2.18) que des commutateurs de poids N. 
On a donc montré que les commutateurs .de Hall de poids N engendrent FN/FN+I. On 
déduit facilement du Th. 2.4.4 que ces commutateurs sont libres. 0 
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Il est intéressant de noter que M. Hall montre d’abord le Cor. 2.4.5 à l’aide du Lemme 
2.4.1. Il utilise ensuite ce résultat pour en déduire l’unicité de la décomposition en 
produit décroissant de commutateurs de Hall.. Le fait que ses bases sont ordonnées selon 
le degré des commutateurs lui est nécessaire en cours de démonstration (voir par exemple 
[HM 59, Th. 11. 2. 41). 

Désignons par L,(A) 1 e sous-module (sur 2) de L(A) formé des polynômes de Lie hc+ 
mogènes de degré n. 

Corollaire 2.4.6 (Magnus [Ma 371) 
ks Z-modules F~/Fnr+l et LN(A) sont isomorphes. 

Démonstration. Le Cor. 1.6.10 montre que les polynômes de Lie A(h) (h E H(A), lhl = 
N), forment une base du sous-Z-module LN(A). Selon le Cor. 2.4.5 qui précède, les 
commutateurs K(h) forment une base du Z-module FN/FN+I. Ces Z-modules sont donc 
isomorphes. 0 

2.5 Les identit4s de Thérien. 

Thérien [Th 831 a montré (pour les bases de Hall classiques) que lorsque g est un mot 
positif de F(A), g = w E A’, l’exposant n*(w) est une combinaison linéaire à coeficients 
dans N de fonctions sous-mot: 

nh(w) = c leh.$)* 
rEA’ 

Nous allons reprendre, dans ce paragraphe, le résultat de Thérien. Nous montrerons, au 
paragraphe suivant, que les identités qu’il a mises à jour sont aussi vérifiées pour tous 
les éléments du groupe libre. 

Soit w E A*,w = a1 . ..a.,. Désignons par s(w) la suite standard formée des lettres de 
w: 

s= s(w) = (al.,...,a,) 

et soit s = SO-‘. . . *SP = t une dérivation de s à une suite décroissante de commutateurs 
de Hall t = ([hl], . . . , [h”]). Comme la suite s est la suite des lettres d’un mot positif, nous 
n’utiliserons que la réécriture (Rl) et il n’y aura aucun effacement. La suite décroissante 
t sera constituée de commutateurs de Hall tous afkctés d’un exposant positif. En vertu 
du Th. 2.4.4, la suite t est unique; nous la désignerons par 7(w). 

Suivant Thérien, nous allons associer à chacun des termes de chacune des suites si, 
un ensemble sur { 1,. . . , n}. Au terme a; de la suite SO = s(w) on associe l’ensemble 
E(ai) = {i}. M am * t enant, supposons que tous les termes de la suite sj ont un ensemble 
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associé. Un terme [r] de la suite sj+l est peut-être un terme de la suite sj et alors il 
garde le même ensemble associé. Sinon il est obtenu par réécriture d’une montée légale 
([h], [k]) de sj et est égal à r = [hk]; dans ce cas on pose E([r]) = E([h]) U ~T([IC]). 

Exemple 2.5.1 On réécrit le mot positif w = abab. On choisit un ensemble de Hall 
dont les mots de degré au plus cinq sont ceux de 1’Ex. 1.2.1. On pose N = 3. A chaque 
fois, on réécrit l’inversion la plus à droite de la suite. Sous chacune des lettres d’un 
commutateur de Hall d’une suite se trouve l’indice de cette lettre dans le mot initial. 

a 6 a b 
1 2 3 4 

. a 6 6 a [ab] 

1 2 4 3 34 

b a [ab] b a [ab] 
2 1 12 4 3 34 

b a b [ab] [abb] a [ab] 
2 1 4 12 124 3 34 

6 a 6 [ab] a [abb] [ab] 
2 1 4 12 3 124 34 

b a b a [ab] [aba] [abb] [ab] 

2 1 4 3 12 123 124 34 

b a b a [ab] [abb] [aba] [ab] 

2 1 4 3 12 124 123 34 

b a b a (ab] [abb] [ab] [aba] 
2 1 4 3 12 124 34 123 

b a b a [abb] (ab] [ab] [aba] 
2 1 4 3 124 12 34 123 

b b a [ab] a WI WI WI w4 
2 4 1 14 3 124 12 34 123 

b 6 a a [abl [ah] [abb] [ab] [ab] [Q~Q] 
2 4 1 3 14 143 124 12 34 123 

Les réécritures qui suivent ne font apparaître aucun nouveau terme. Elles réordonnent 
les termes de la dernière suite. Nous les omettons. 

b b a a [abb] [ab] [ab] [ab] [aba] [aba] 
A 2 4 1 3 124 -14 12 34 143 123 

0 
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Soit s(w) = s0-t . ..+sr = 7(w) une dérivation qui mène de w à l’unique suite 
décroissante 7(w). Si E c (1,. . . , n} alors on définit la suite standard S;]E comme 
étant la sous-suite de s, formée des termes [r] de sj tels que &([r]) c E. 

Exemple 2.5.2 Posons E = { 1,3,4}. Comme on le verra au Lemme 2.5.3, si on prend 
les restrictions sj]E de chacune des suites de la dérivation de l’exemple précédent, on 

obtient une dérivation qui va de (a, a, b) à la suite décroissante 7(abab)l(r~,~). 

a a b 
1 3 4 

a b 
+ a WI 

1 4 3 34 

b 
+ 

a [ab] a [ab] 
4 1 14 3 34 

b 
+ 

Q a (ab] [abs] (ab] 
4 1 3 14 143 34 

b a 
+ 

a WI PI kW 
4 1 3 14 34 143 

0 

Lemme 2.5.3 (Thérien (Th 831) 
Soit w E A*,w = al. ..a,, et E c (1,. . . ,n}. Alors: 

Tw(E)) = 7(w)I~. . 

Dhonstratiofl. Soit s(w) = so+. . . +sp = 7(w) une dérivation qui va de 10 à la suite 
décroissante 7(w) qui donne sa décomposition en produit décroissant de commutateurs 
de Hall. Posons Sj = SjlE, pour tout j = O,l,. . . ,p. On a 5s = S~]E = s(w(E)) = S(U) 

( où u = w(E) a été défini à la Rem. 2.4.3). On prockde par récurrence sur j 2 0 pour 
montrer que soit Sj+l = Sj, soit bj+* se dérive de sj à l’aide de I’ : sj+Sj+r. 

Supposons qu’on ait S, = Sj(E. Soit ((h], [k]) la montée légale dans si qui est réécrite 
lors de la dérivation sj*sj+r. On a: 

% = (...,l4,[~1,...), 

sj+l = (...l[kl,[h],[hkl,...). 

Si E([h]) c E ou si E((k]) 6 E 1 a ors &([hk]) = E([h]) u E(W) $Z E et on a 

8j = SjlE = sj+l(E = 8j+l. 
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Sinon, c’est que E([h]) C E et &([k]) C E. Donc, [h] et [k] sont des termes de la suite Sj 
et on a E([U]) = E([h) u E([k]) c E. 0 r , 1 a montée ([h], [k]) est légale dans Sj, en vertu 
de la Hem. 1.4.1, de sorte que bj+r se dérive bien de bj, à l’aide de P. 

En ne conservant que les suites Sj distinctes et en réindiçant ces suites, on obtient une 
dérivation s(u) = go%, = I(w)(E . Observez que comme sp est décroissante il en est de 
même de toute sous-suite de sr. Ainsi, S, = 7(w)]E est décroissante. Or, en vertu du 
Th. 2.4.4, la suite décroissante que l’on peut dériver de s(u) est unique. On doit donc 
avoir 7(w( E)) = ~(~II)\E. 0 

R.ema&e 2.5.4 Quelle que soit la dérivation s( w)A’r(w), les sous-ensembles associés 

aux termes de la suite 7(w) sont toujours les mêmes. On le montre en faisant un 
raisonnement analogue à celui fait à la démonstration du Cor. 2.3.4. 0 

Maintenant, soit w = o1 . . . o, et E c { 1;. . . , n}. Désignons par kt,,E le nombre de 
commutateurs de Hall (h] dans 7(w) tels que E([h]) = E. Si E, F C { 1,. . . , n} donnent 
lieu au même sous-mot w(E) = u = w(F) alors, en vertu du Lemme 2.5.3, on a kh,E = 
kh+F. On dénotera cette valeur commune par k,,,“. 

Remarque 2.5.5 Notez que kh+ est égal au nombre de commutateurs de Hall [h] dans 
la décompsition de u, tels que E([h]) = (1,. . . , ]u]}, Par conséquent, on a kh,” # 0 
seulement si lu] < ]h]. 0 

A chaque commutateur [h] de la suite 7(w) est associé un sous-ensemble E C { 1,. . . , n}. 
L’exposant n,,(w) dans la décomposition en produit décroissant de commutateurs de Hall 
de w est égal au nombre de commutateurs [h] dans la suite 7(w). On a donc l’identité 
de ,Thérien: 

nh(w) = C h,E 
EC{l,...,n) 

~(E)=U 

= c c h.u 
Ec{l,....,n) uEA* 

= c h,u($ 

u~A’J4Slhl 

2.6 Généralisation des identités de Thérien. 

(2.19) 

Nous allons maintenant montrer que l’identité de Thérien (2.19) est valide pour tous 
les éléments du groupe libre. Nous en donnerons deux démonstrations aux paragraphes 
2.6.1 et 2.6.2. 
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Théorème 2.6.1 Soit g E F(A) et ho E, H(A). L ‘ez p osant du commutateur de Hall h,, 
dans la décomposition de g en produit décroissant de commutateurs de Hall est donné 
par: 

nkh) = c kho.u($ (2.20) 
UEA’,blllhOl 

où les coeficients kb,+ ont été définis au pamgmphe 2.5. 

Le Th. 2.6.1 nous permet de donner de nouvelles démonstrations des résultats de Magnus 
et P. Hall. 

Corollaire 2.6.2 (Magnus [Ma 371, Witt [Wi 371) 
Un élément g E F(A) est d ans FJ,J+~ si et seulement si pour tout mot non vide u E A’, 
lu] 5 N implique (p(g),u) = 0 

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante. Supposons que pour 
tout u E A’ non vide, lu] 5 N, on ait (u) = 0. Soit 

g E n hnhtg) (mod FN+*). 
&H(A) 

la décomposition de g en produit décroissant de commutateurs de Hall. Tous les wm- 
mutateurs dans cette décomposition sont de poids au plus N. Or, en vertu de (2.20) et 
des hypothèses faites sur g, l’exposant n,,(g) dans la décomposition de g est égal à: 

Par conséquent, on a g E 1 mod FN+,. De sorte que g E FN+I. 

Supposons maintenant que g E FN+,; on a donc g E 1 mod FN+~. En vertu du Cor. 2.4.6, 
les transformées de Magnus de g et de 1 wîncident jusqu’au degré N. Par conséquent, 

wm.n-kt? 141) = 1, Mg),u) = 0 P our tout mot non vide u E A* de longueur au plus N. 
0 

Remarque 2.6.3 La démonstration de la nécessité de la condition du Cor. 2.6.2 n’est 
pas nouvelle. Elle repose sur les Lemme 2.4.1 et Cor. 2.4.2, dûs ,à Magnus [Ma 371. 0 
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Le prochain résultat (Cor. 2.6.4) a d’abord été montré par P. Hall [HP 331, pour le cas 
g == ab. C’est à cette fin qu’il développait le ‘collecting process’, qui permettait de 
Stkrire (ab)’ (z entier) en produit de commutateurs sur {a, b}. Magnus [Ma 371 et M. 
Hall1 [HM 591 ont repris son résultat, et l’ont montré pour tout mot positif (i.e. g E A’) et 
z =: p’, p E N premier. Nous allons un peu plus loin en le montrant pour tout g E F(A) 
et pour toute valeur entière de z. 

Corollaire 2.6.4 (P. Hall [HP 331) 
Soit g E F(A) et z une indéterminée. Pour chaque h E H(A), il eziste un polynôme en 
z, lde degré ou plus lhl, qui donne Z’ezposant nh(gz) pour les valeurs entières de z. 

Dé~uonstration. Nous allons montrer que l’exposant nh(gz) est un polynôme de la forme: 

dg,(;) + * * * + %(9>(0> 

où q = ]hl et les coefficients o;(g) sont entiers. Cela montrera en effet que nt;(g’) est un 
polynôme en z de degré au plus ]h]. On a, selon (2.20): 

nh(!?=) = 

UEA’.l4llhl 

Posons p(g) = 1 + TB. L e calcul de la transformée de Magnus de g’ donne: 

497 = (P(9))= 
= (1 + TB’)= 

= c (;)T9P- 
PH 

Par conséquent, on a: 

0 

2.6.1 Fonctions représentatives de F(A). 

Nous considérons l’ensemble de toutes les fonctions 9 : F(A)+K. L’ensemble de ces 
fonctions forme une K-algèbre. En effet, si r9,B : F(A)+K sont deux fonctions de cet 
ensemble on pose: 

(ad)(g) = cr(ti(g)), pour tout Q E K , 

(9 + e)(9) = fi(g) + e(9), 

(19 * W9) = ~(sM9); 
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Dans cette algèbre on peut distinguer la sous-algèbre engendrée par les fonctions sous- 
mot. Ainsi, on a montré au paragraphe 2.4 que pour h E H(A) fixé, la fonction nh(-) : 
F(A)-+K est dans l’algèbre des fonctions sous-mot (Eq. (2.17)). 

Une fonction 9 : F(A)+K est une fonction représentative s’il existe un K-espace vecto- 
riel de dimension finie Ed et: 

(i) une action (linéaire) à droite de F(A) sur Eg, 

E,, x F(A) + Ee 

(G9) I-b z-9 

(ii) un vecteur z,r E E* et une fonctionelle linéaire f,r sur Ed tels que pour tout g E F(A): 

fi(g) = fd(Zd.9). 

Le prochain lemme est tiré de [Reu]. L’extension des identités de Thérien au groupe 
libre en découle directement. 

Lekune 2.6.5 (i) L’ensemble des fonctions représentatives forme une sous-algèbre 
de la K-algèbre des fonctions sur F(A), 

(ii) Si une fonction représentative s’annule sur A’ alors elle s’annule sur F(A) tout 
entier, 

(iii) T ou e ont aon sous-mot est représentative. t f t 

Démonstration. (i) Soient 19 et 8 deux fonctions représentatives et o E K. 

On a (M(9) = o(t9(g)) = a(fti(zti.9)) = (ofe)(td.g). On peut donc laisser intact 
l’espace vectoriel, l’action de F(A) sur celui-ci et le vecteur qu’on y a choisi. Il suffit 
de changer la fonctionelle en posant f,,~ = crfe, pour constater que la fonction (~9) est 
représentative. 

Posons E = Ee $ Ee. On définit l’action à droite de F(A) sur E, et la fonctionelle 
linéaire f : E+K en posant, pour tout zr E Ed,22 E Ee: 

(21 + 22J.9 = 21.9 + Z2.9, 

f(z* + 22) = fa(a) + fe(z2). 

Alors, si on pose z = 26 + te, pour tout g E F(A) on a: 

f(z.9) = J((+e + zel.9) 

= f(Zd.9 + ze.9) 

= fd(zd.9) + fd(t0.g) 

= d(9) + O(9) = (fi t fi)(g)* 
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La fonction (9 + 0) est donc représentative. 

Posons E = Es @ Ee. On définit l’action à droite de F(A) sur E, et la fonctionelle 
lin&re j : E+K.en posant, pour tout 21 E Ed, x2 E Ee: 

(21 c3 22).9 = 2h.g c3 2J24> 

f (51 CO 22) = fff (4fe(s2). 

Alors, si on pose z = 54 8 50, pour tout g E F(A) on a: 

f (x47) = f ((26 @ Qh7) 

= f (Q-9 @ Xe.9) 

= fdG9-g)fe(ze.g) 

= %7)&7) = (‘9 * Q7). 

La fonction (9 .0) est d ont représentative. Par conséquent, les fonctions représentatives 
forment bien une sous-algèbre de la IL-algèbre des fonctions sur F(A). 

(ii) Soit 19 une fonction représentative qui s’annule sur A’. 

Tout élément g E F(A) peut s’écrire g = ZI&~U~ . . . V;~U~, avec k 2 O,ui,~j E A’. NOUS 

allons montrer que fi(g) = 0 par récurrence sur k. Si k = 0 alors l’égalité est vérifiée par 
hypothèse. 

La multiplication à droite par UT’ : 3 H x.u;’ est un endomorphisme de Ed. Selon 
le théorème de Cayley-Hamilton il existe un polynôme (commutatif) à coefficients ra- 
tionnels qui annule cet endomorphisme sur tout l’espace. On a donc: 

-n+2 5.q = r12.u;n+’ + r25.v1 + . . . + r,x, 

pour tout vecteur z E Es, où les ri sont des nombres rationnels et où n 2 1 est égal à la 
dimension de Es. En prenant z = z~.usu;-’ cette relation nous donne: 

-1 
X8 .uoq = rlxg.uO t r2x~.u0u1 t . . . t rnx~.uOurml. 

Multipliant cette dernière égalité par uru;’ , . : uc’u, à droite et appliquant jd à chacun 
des membres, on trouve: 

-1 19(u00;‘u*u2 . . . u&) 

-1 
= j~(x~.uou;‘u’u2 . . . u;‘l&) 

= rl jd(xg.uoulu;’ . . . u;‘uk) t r2 j~(x~.uovluIu;l.. . u;‘uk) 

t . . . t r, jfl(x~.uOu~-lu~u;l.. .u;lut) 

= rlr9(uoulu;’ . . . u;‘uk) t r219(u0ululuF1.. . u;‘uk) 

t . . . t r,ô(uov;-‘ulu;’ . . . ti;‘ut) 
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Par récurrence, chacun des termes du membre droit de la dernière égalité est nul. Par 
conséquent, on trouve I9(usv;‘uru;’ . . . V;~U~) = 0. 

(iii) Soit u E A’. On désigne par P l’ensemble des facteurs gauches de u. Soit E le 
sous-espace vectoriel de K<<A>> engendré par P. Soit u : K<<A»-+E l’application 
défini par: 

u(S) = c (S,u)u. 
VE9 

On a, pour S, T E K<<A>>, u(ST) = u(v(S)T). En e.fTet, 

v(ST) = c (ST, V)U 
VE9 

= c c (S,Z)(T,Y)U 
VE9 u=zu 

Comme u E P et u = zy impliquent r E P, la dernière somme est égale à: 

= C C (4S),z)(T, Y) 
VE9 V==u 

= c (4W,uh 
VE9 

et cette dernière égalité nous donne bien: 

v(ST) = v(v(S)T). (2.21) 

On définit une action (linéaire) à droite de F(A) sur E en posant, pour tout X E E: 

x.57 = 4x’Ag))v (2.22) 

où p désigne la transformée de Magnus de F(A) ( voir paragraphe 2.4). Il s’agit d’une 
action du groupe libre sur l’espace E. En effet, soient g, h E F(A); on utilise la relation 
(2.21) pour trouver: 

X.(gh) = 4X’P(S’W 

= 4X’PbMh)) 

= 44XP(S)M~)) 
= u(X.gjl(h)) = (X.g).h . (2.23) 

Nous avons tout ce qu’il faut pour montrer que la fonction sous-mot (L) est représenta- 
tive. Soit 1 E E, le vecteur distingué de E, et la fonctionelle linéaire f : E+K 

x ++ (X,u). 
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On a, par définition, (i) = (p(g),u). Comme u est dans E, on a: 

(P(g)1 u) = (447))9 u) 

= (41 * f47))Y u) 
= (l.g,u) = f(1.g). 

Ainsi, on a montré que la fonction sous-mot (; ) est représentative. 

(Première) Démonstration du Théotème 2.6.1. 

0 

Dans le membre droit de (2.17), considérons les exposants n~(-) comme des fonctions 
sur F(A). Ce membre droit est dans l’algèbre des fonctions sous-mot. Le membre droit 
de la relation de Thérien (2.19) est une combinaison linéaire de fonctions sous-mot. Ces 
deux expressions définissent donc des fonctions représentatives de F(A), en vertu des 
points (i) et (iii) du Lemme 2.6.5. 

La fonction donnée par le membre droit de (2.17) calcule l’exposant nhO(g) de ho dans 
la décomposition de g en produit décroissant de mots de Hall, lorsqu’évaluée en g. 

Pour h = ho, le membre droit de l’identité de Thérien (2.19) calcule aussi l’exposant 
nb(g) lorsque g est un mot positif de F(A). Ainsi, les deux fonctions représentatives 
données par les membres droits de (2.17) et (2.19) coïncident sur A’. Cela implique, 
selo:n le point (ii) du Lemme 2.6.5, qu’elles coïncident sur F(A) tout entier. 0 

2.6.2 Topologie de Hall. 

Nous allons montrer à nouveau que l’identité de Thérien (2.20) est valide sur F(A) tout 
entier, par un argument topologique. Pour plus de détails sur ce qui suit le lecteur est 
renvoyé à [HM SOb]. Nous allons munir le groupe libre F(A) d’une topologie, qu’on 
appelle la topologie de Hall, introduite par M. Hall [HM SOb]. Nous verrons que pour 
cette topologie, le monolde libre est dense dans F(A) et que les fonctions sous-mot 
(;) sont continues. On en déduira que les fonctions définies par (2.17) et (2.19), qui 
coïncident sur A*, coincident sur F(A) tout entier. 

Soit @ = {H,}rE~ une famille de sous-groupes d’un groupe G qui satisfait les conditions 
Suiv<antes: 

n H, = U), (2.24) 
61 

Si H,, H,t E @ alors H, n H,a E a, (2.25) 

Si H, E @ alors 3 un sous-groupe normal H,, tel que H,, C H,. (2.26) 

On peut alors définir sur G une topologie, en prenant comme base d’ouverts de la topolo- 
gie t,ous les translatés à gauche et à droite des sous-groupes de la famille a. C’est-à-dire 
que la base d’ouverts de la topologie est formée des zH,, H,s pour z E G, 1 E 1. 
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Exemple 2.6.6 Soit 2 le groupe (additif) des entiers. Pour tout q 2 1, qZ est un 
sous-groupe (normal) de 2. Soit CO = {qZ},~l. On vérifie aisément que la famille Q, 
satisfait aux conditions (2.24), (2.25) et (2.26) ci-haut. La base d’ouverts de la topologie 
que @ permet de définir est {qZ + b},~1,,-,s~<~-l. 

Remarques 2.6.7 Nous discutons ici, quelques notions él’ementaires de la théorie des 
groupes topologiques, nécessaire pour la suite de notre exposé. Pour plus de détails, le 
lecteur est renvoyé a [BO 60). 

(i) Pour q 2 1, désignons par rrp la projection canonique Z-tZ/qZ. Désignons par 6 la 
classe de b 6 2 dans Z/qZ. Munissons le groupe fini Z/qZ de la topologie discrète. La 
projection ap est alors continue puisque rr;‘(&) = qZ + 6. 

(ii) Soit maintenant un groupe G, muni d’une topologie, et un homomorphisme 4 : G-2. 
Alors 4 est C:ontinu si et seulement si rp o 4 est continu, pour tout q 2 1. En effet, cela 
vient de l’égalité r$-‘(qZ + 6) = (rp o t,+)-‘(i). 

(iii) La remarque en (ii) peut être généralisée. Soit H C Zmx” un groupe (multiplicatif) 
de matrices sur Z. En projetant chacune des entrées d’une matrice sur Z/qZ on ob- 
tient un homomorphisme 7~~ : Zmxm-+(Z/qZ)mxm. Munissons Z”“” et (Z/qZ)“‘” des 
topologies produits. Alors, à l’aide de (ii), on voit que tout homomorphisme 4 : G+H 
est continu si et seulement si îrp 0 d est continu, pour tout q > 1. 

(iv) Soit Sz un espace topologique. La topologie produit sur R x . . . x R peut être obtenue 
en prenant comme base d’ouverts les V, x . . . x V,, où les V, sont pris d’une base d’ouverts 
de R. On montre facilement que la projection sur une composante R x . . . x R-+R est 
continue, pour cette topologie. Par exemple, pour R = Z, comme au point (iii), la 
projection Z”“” +Z qui donne l’entrée d’indices ;,i d’une matrice est continue. 0 

La famille Q, = {H,},,, des sous-groupes de F(A) q ui sont d’index fini satisfait aux 
conditions (2.24), (2.25) et (2.26) et permet de munir F(A) d’une topologie. Muni de 
cette topologie, F(A) devient un groupe topologique. Cette topologie a été introduite 
par M. Hall [HM 50b]; nous la nommerons la topologie de Hall. 

Remarque 2.6.8 On vérifie aisément que pour la topologie de Hall, tout homomor- 
phisme F(A)+G, de F(A) d ans un groupe fini muni de la topologie discrète, est continu. 
Cela découle du fait’ que le noyau de I’homomorphisme est d’index fini. 0 

Pour la topologie de Hall de F(A), une suite d’éléments {g,,},,~r,g,, E F(A), converge 
vers g 6 F(A) si et seulement si pour tout homomorphisme 4 : F(A)+G (où G est 
un groupe fini muni de la topologie discrète), il existe un entier ng tel que pour tout 

n 2 n+,d(d = 4(g)- 0 n d onne maintenant un exemple important de suite convergente 
dans F(A). 
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Proposition 2.6.9 ([Pi 88, Reu 791) Pour tout z, y,g E F(A) on a: 

nl&nr2gn!y = zy. 

Dérnonsrration. On montre facilement que la multiplication (g, h) w gh est continue dans 
F(A). Il suffit donc de montrer que lia+, g”! = 1, pour tout g E F(A). Soit G un 
groupe fini et 4 : F(A)+G un homomorphisme. Alors pour tout n 1 lG1, IGl divise n! 
de sorte que +(g”!) = (g(g))“! = 1. 0 

Corollaire 2.6.10 Le monoïde libre A’ est dense dans le Qroupe libre F(A), pour la 
topologie de Hall. 

Démonstration. Soit g E F(A). Il nous faut construire une suite de mots positifs, 

Wn~h UJ,, E A’, qui converge vers g. Tout g E F(A) peut s’écrireg = ~su;~ur . . . l$Uk, 
avec k 2 O,tli, uj E A’. Posons Zi = ui-ru,“, pour i = 1,. . . , k, et y = u&. On a donc 
g:=q... zky. Comme la multiplication est continue, on peut utiliser la Prop. 2.6.9 pour 
obtenir: 

,‘h&& zl u;! . . . zku;!y 

Or, pour n 2 1 on a ziu,“! E A’. La suite (S~U:! . . . zkU;!y),>r est donc une suite de mots 
positifs qui converge vers g. 0 

Nous allons maintenant montrer que la fonction sous-mot ( ; ), u E A’, est continue pour 
la topologie de Hall. Nous reprenons la construction de la démonstration du point (iii) 
du Lemme 2.6.5. 

Soit u E A’, u = a1 . . . a,,. Considérons la base ordonnée 

B = (1, al, ala2,. . . , a1 . . . 4 

du sous-espace vectoriel E c K«A» engendré par l’ensemble P des facteurs gauches 
de u. On définit, à l’aide de l’application (2.22), un endomorphisme (p(g) de E, en 
posant: (p(g)(X) = X.g, pour chaque g E F(A). On a, pour z E B: 

(î(g)(z) = 2.9 = e49)) 7 c (P(g)YY)~Y. (2.27) 
UÉP,U=Zy 



80 

Ainsi, l’application: 

Q : F(A) +’ End(E) 

9 - Q(g) 

définit un homomorphisme de groupes, en vertu de (2.23). Comme la transformée de 
Magnus est à coefficients dans 2, l’endomorphisme v(g) est codé par une matrice dans 
Zmx”, où on a posé m = n + 1. Nous identifierons <p(g) à sa matrice. Faisant suivre 
l’homomorphisme cp de la projection Zmxm+(Z/qZ)mxm on obtient un homomorphisme 
Qc : F(A)+Z/qZ)mxm, dont l’image est un groupe fini. Or, la topologie de Hall est 
telle que cet homomorphisme est continu, pour tout q 2 1 (Hem. 2.6.8). Selon la Hem. 
2.6.7 (iii), Q : F(A)-+ZmXm est continu. 

La valeur de la fonction sous-mot (; j est inscrite à l’entrée de la matrice cp(g) indicée 
par (1, u). En effet, si on reprend (2.27) avec z = 1, on trouve: 

Or, la projection sur la composante d’indice (l,u), Z”‘“-+Z, est continue (Hem. 2.6.7 

(iv)). Par conséquent, ( ; ) : F(A) 2 Z”““+Z est continue. On obtient ainsi la nouvelle 
démonstration, ci-dessous, du Th. 2.6.1 

(Deuxième) Bmonstration du Théorème 2.6.1. 

Les membres droits des égalités (2.17) et (2.19) sont dans l’algèbre des fonctions sous- 
mot. Par conséquent, ils définissent des fonctions continues F(A)+Z. Or, ces fonctions 
coïncident sur A* puisque leurs valeurs en w E A’ donnent l’exposant du commutateur 
de Hall hs dans la décomposition de w en produit décroissant de commutateurs de Hall. 
Comme A’ est un sous-ensemble dense de F(A), la continuité des fonctions implique 
qu’elles coïncident sur F(A) tout entier. On a donc, pour hs E H(A) et pour tout 
g E F(A): 

-o(g) = c ho&)- 
UW.lUl~lAOl 

0 



Chapitre 3 

Constructions des bases standard 

des K<A>-modules à droite 

3.1 Introduction. 

On sait depuis P.M. Cohn [CO 691 que tout idéal à droite de K<A> est libre (comme 
Ii<A>-module à droite). Berstel et Reutenauer en ont donné une nouvelle preuve qui 
utilise les codes préfixes ([BR 88, Chap. II, Th. 3.21). La présence des codes préfixes dans 
ce contexte est li& aux résultats de Schützenberger [SC 581 concernant les représentations 
minimales des séries rationelles (en variables non commutatives) en rapport avec les 
récurrences linéaires que satisfont ces séries. 

Nous présentons ici des bases pour les sous-K<A>-modules à droite de h’<A>q, que nous 
appelons bases standard (paragraphes 3.4, 3.5). Dans le cas où q = 1, ces sous-modules 
(sous-K<A>-modules à droite) sont des idéaux à droite de K<A> et la construction des 
bases standard est très proche de la construction de Schreier d’une base d’un sous-groupe 
du groupe libre (voir [LS 77, MKS 761). 

Dans le but de donner une construction effective de la base standard d’un sous-module, 
on munit l’ensemble des mots du monoïde libre A’ d’un ordre 5, satisfaisant certaines 
conditions de compatibilité (voir paragraphe 3.2). Cet ordre est un analogue non com- 
mutatif de celui imposé sur l’ensemble des monômes de K[zi, . . . , z,,] pour le calcul des 
bases de GrObner (ou bases standard) des idéaux de cet anneau (voir Rem. 3.2.1). Les 
algorithmes que nous donnons, qui permettent le calcul de la base standard d’un sous- 
module, sont analogues à ceux déjà existant dans le cas des bases de Grobner des idéaux 
de h’[zi,. . . , z,,] (voir [Bu 851). L es calculs effectués sur les systèmes de générateurs se 
font tous à l’aide de réécritures ékmentaires. Ces réécritures élémentaires sont inspirées 
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des transformations de Nielsen (voir [LS 77, MKS 761) utilisées pour le calcul d’une base 
réduite d’un sous-groupe de type fini du groupe libre. 

Une des principales applications de nos résultats est de rendre effectif le travail avec les 
sous-modules M de K<A>q et les quotients K<A>q JM. L’ordre 5 étant fixé, on montre 
l’unicité de 1.a base standard d’un sous-module (Th. 3.4.8, Th. 3.5.11). L’algorithme de 
calcul de la base standard d’un sous-module de type fini (Th. 3.4.9, Tb. 3.5.17) permet 
de tester si deux sous-modules de type fini sont égaux (Cor. 3.4.11, Cor. 3.5.20). On est 
aussi en mesure de tester si un élément de K<A>q appartient à un sous-module M et 
on peut résoudre le “problème des mots,’ dans le quotient K<A>q/M (Cor. 3.4.12, Cor. 
3.5.21). 

Dans [Mo 851, M ora construit des bases de Grobner des idéaux bilatères de K<A>. 
Notre approche est sensiblement différente et nous livre des résultats d’une autre na- 
ture., D’une part, nous considérons les idéaux à droite de K<A>. D’autre part, nous 
nous inspirons de Cohn [CO 61, CO 691 pour introduire la notion de I-dépendance à 
droite d’une famille de polynômes; ce faisant, nous obtenons une version adaptée à notre 
contexte de 1’Algorithme faible (transfini) de Cohn (voir Rem. 3.2.8). Nos méthodes 
permettent aussi de réaliser l’algorithme faible de Cohn (pour le degré des polynômes) 
dans 1’algèb:re des polynômes non commutatifs (voir Prop. 3.3.7). Nous développons 
d’abord, aux paragraphes 3.2, 3.3 et 3.4, la théorie pour les idéaux (le cas q = 1). Nous 
généralisons ensuite aux dimensions supérieures (q 2 1) (paragraphe 3.5). Nous tenons 
à remercier .A. Joyal qui s’est intéressé à notre travail; la définition des bases standard, 
pour le cas Q > 1, nous a été suggérée par lui. 

3.2 Recteurs des polynômes et I-dépendance à droite. 

Nous allons maintenant travailler dans l’algèbre des polynômes non commutatifs sur un 
alphabet A. Nous l’avons introduite au paragraphe 1.6; nous reprenons dans ce chapitre 
les mêmes notations (voir page 29). 

Un ensemble de mots X C A’ est un code préfixe si aucun mot de X n’est préfixe d’un 
autre mot de: X. Par exemple, {abc, ac, 6) et {a’b : n 2 0) sont des codes préfixes. Notez 
que cette définition fait de l’ensemble vide et de l’ensemble {l}, réduit au mot vide, des 
codes préfixes. L’ensemble { 1) est le seul code préfixe dont le mot vide fait partie. On se 
donne un bon ordre 5 sur l’ensemble des mots. On suppose que cet ordre est compatible 
avec la multiplication à droite et qu’il est préfixiel, c’est-à-dire qu’il satisfait: 

Pour tous mots u, u, w E A’, u 5 u implique uw 5 ww, 

Siu,v,wEK,vestnonvideetw=uualorsu<w. 

De la deuxième condition on déduit que 1 5 w pour tout w E A’. 

(3.1) 

(3.2) 
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Figure 3.1: Représentation par arbre du monoide libre sur {a, b}. 

Remarque 3.2.1 Soit 2 = { zI, . . . , z,} un ensemble d’indéterminées qui commutent 
deux à deux; désignons par Ii[Z] 1 ‘anneau de polynômes commutatifs sur Z à coefficient 
dans K. Dans la théorie des Bases de Grobner (ou Bases standard) des idéaux de K[Z] 
(voir [Bu 85]), dans le but de formuler des algorithmes qui calculent les bases standard 
des idéaux, on impose un bon ordre 5 sur l’ensemble des monômes .zr* . . . zc de K[Z]. 
Ce bon ordre doit être compatible avec la multiplication et doit satisfaire: 

(3.3) 

où 1 est l’élément unité de l’anneau et où zf’ . . .rzn est un monôme quelconque de K[Z]. 

On voit que les conditions (3.1) et (3.2) nous donnent un analogue non commutatif (à 
droite) des conditions imposées sur l’ensemble des monômes dans le cas commutatif. En 
effet, dans les deux cas l’ordre doit être compatible avec la multiplication. Si dans K[Z] 
on a: 

2; . . . 2, On = * 81 Pn 11 In 1 . ..zn 21 . ..z. ( 

alors de la condition (3.3), et à l’aide de la commutativité de la multiplication, on 
déduit que: zp . . . z? < zf’ . . .znn. En définissant de façon appropriée les préfixes d’un 
monôme de K[Z], on voit que la condition (3.3) est équivalente à exiger qu’un monôme 
soit précédé par tous ses préfixes. 0 

On peut se représenter le monoide libre sous la forme d’un arbre infini. A la racine de 
l’arbre se trouve le mot vide et à chaque sommet de l’arbre est placé un mot de A’. 
L’ensemble des fils d’un mot w est: { wa : a E A). Notez que l’idéal à droite WA’ dans 
A’, engendré par un mot w est obtenu en détachant de A’ le sous-arbre qui a w pour 
racine. Par exemple, si A = {a,b} l’arbre est binaire. On peut convenir qu’une arête 
vers la gauche correspond à la lettre u et qu’une arête vers la droite correspond à la 
lettre b. Ainsi, à la Fig. 3.1, les sommets marqués d’un point sont a,aba,abb,baL, bb. 
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Remarque 3.2.2 On vérifie facilement avec cette représentation si un ensemble X de 
mots est un code préfixe. Il suffit de s’assurer que jamais deux mots de X ne se trouvent 
le long d’une même branche de l’arbre. 0 

Exemple 3.‘2.3 L’ordre du dictionnaire des mots croisés est un ordre qui satisfait nos 
conditions. Cet ordre est construit en ordonnant d’abord les mots par longueur, puis 
1exicographiq;uement sur chacune des longueurs. Plus précisément, u < u si et seulement 
si soit [ut C 1~1, soit 1~1 = lu1 et u <lu u. C’est l’ordre que nous utiliserons toujours 
dans les exemples. 

Maintenant, ordonnons les lettres de l’alphabet A et convenons de placer les fils d’un 
sommet de l’arbre de A’ de gauche à droite selon l’ordre des lettres de A. Alors, on voit 
que pour parcourir les mots selon l’ordre du dictionnaire de mots croisés dans l’arbre, il 
faut faire comme suit: on commence d’abord par la racine (le mot vide), puis on visite, 
en allant de gauche à droite, les sommets qui se trouvent à distance 1 du mot vide, 
puis ceux qui se trouvent à distance 2, etc.. . Par exemple, si on parcourt l’arbre de 
la Fig. 3.1 selon cet ordre on rencontre les sommets marqués d’un point dans l’ordre 
a, bb, aba, abb., bab. 0 

Soit P E K<A>; le recteur ’ de P est le mot le plus grand qui y appara-: r(P) = 
max{w : w E P}. P ar exemple, r(a6c + 46) = abc et r(ab - 2a) = ab. On conviendra que 
r(0) < r(P),VP E Iï<A>. Nous dirons d’un polynôme qu’il est unitaire si le coefficient 
de son recteur est égal à 1. En d’autres mots, un polynôme P est unitaire s’il s’écrit 
sous la forme: P = u + CvCu (P, V)U . 

Lemme 3.2.4 Soient P, QetPi,Qi E K<A>(i = 1, . . . , N). 

(i) Pour tout w E A’, on a r(Pw) = r(P)w, 

(ii) r(PQ) = max{r(Pw) : w E Q} = max{r(P)w : w E Q}, 

(iii) r(Cfzl PnQn) 5 max,=l,...,N r(P,Q,). 

Démonstration. (i) Soit w’ E Pw. Alors w’ = uw pour un certain u E P. Comme u 5 r(P), 
la condition (3.1) entraîne uw 5 r(P)w, d’où l’assertion, puisque r(P)w E Pw. 

(ii) D’une part, on a PQ = &o(Q, w)Pw. D’autre part, r(Pw) = r(P)w pour tout 
w E Q, en vertu du point (i) de la démonstration. Par conséquent, si le mot max{r(Pw) 
: w E Q} = max{r(P)w : w E Q} a un coefficient non nul dans PQ, alors c’est le 
recteur de PQ. Soient u = r(P) et wl E A* tels que uwr = max{r(Pw) : w f Q}. 11 

‘En grammaire française, le mot qui tient le rôle central dans un groupe de mots s’appelle le recteur de 
ce groupe de mots. Par exemple, dans ‘Le célèbre algorithme faible de Cohn ‘, le recteur est ‘dgorithme’. 
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nous faut montrer que (PQ, uwl) # 0. Supposons qu’au contraire on ait, (PQ, uwl) = 0. 
Alors c’est qu’il existe des mots u E P, 202 E Q tels que u # u et wl # ~2, et tels que 

UWl = vw2. Comme u = r(P), on a u > u, de sorte que la condition (3.1) entraîne 
uw2 > uw2 = uwlr ce qui contredit la maximalité de uwl. On a donc (PQ,uwl) # 0 et 
par conséquent r(PQ) = uwl = max{r(Pw) : w E Q}. 

(iii) Il sufit de voir que si w E xf=, P,,Qn alors w 5 max,=l,...,N r(P,,Q,,). Mais si 
u E P,,u E Qn alors, en vertu des points (i) et (ii) on a UV 5 r(P)u = r(Pu) 5 
max{r(Pu) : u E Qn} = r(P,,Q,,); comme r(P,,Qn) 5 max,,l,...,N r(P,,Q,,), le résultat 
est montré. 0 

Lemme 3.2.5 Soient P et Q des polynômes unitaires de recteurs respectifs u et u. S’il 
eziste w E A’ tel que u = uw, alors r(P - Qw) < r(P). 

&%nonstration. On a, selon le Lemme 3.2.4 (i), u = uw = r(Qw). Comme ce mot apparaît 
dans Qw avec coefficient 1, l’inégalité r(P - Qw) < r(P) est vérifiée. 0 

Soient maintenant N un ensemble d’indices et {Qv}vE~ une famille de polynômes de 
K<A>. Nous ne considérerons que les cas où A’ est l’ensemble des entiers non nuls 
ou N = {l,...,n}. Dans les deux cas nous noterons les familles par {Qn}nZ1 en 
précisant de quel cas il s’agit lorsque cela s’avère nécessaire; les familles finies seront 
parfois notées simplement Ql, . . . , Qn. On dira que les polynômes Qn sont presque tous 
nuls si l’ensemble {n : Qn # 0) est fini; c’est toujours le cas lorsque la famille est finie. 

Soient {pn},~l et {Qnjnll deux familles de polynômes et supposons que les polynômes 
Qn sont presque tous nuls. Alors les polynômes P,Q, sont presque tous nuls et la somme 
Cm?1 P,,Q,, est définie. 

Remarque 3.2.6 Le résultat (iii) du Lemme 3.2.4 reste vrai si on multiplie une famille 

tRJn,1 et une famille de polynômes presque tous nuls {Qn}nzl, à savoir: 

r(c p,Q,) 5 y.a: r(PnQn). 
?I>l 

0 

Nous nous inspirons de Cohn [CO 61, CO 691 pour introduire la notion de L-dépendance 
à droite dans l’algèbre K<A>. On dira qu’une famille de polynômes {P,,}n~l est <- 
dépendante à droite si soit l’un des P, est nul, soit il existe une famille de polynômes 
{Qn}n>l presque tous nuls, mais non tous nuls, tels que: 
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On dira qu’uln polynôme P est s-dépendant à droite de fa famille {P,,},>, si soit il est 
nul, soit il existe une famille de polynômes {Qn}n>i presque tous nuls tels que: 

et tels que r(PnQn) 5 r(P), pour tout n. 

Remarque 3.2.7 Notez que selon cette définition la famille vide est une famille indé- 
pendante. 0 

Remarque 3.2.8 Dans [CO 851, Cohn définit 1’Algorithme faible. Soit R un anneau 
muni d’une fonction v : R+ïV, appelée pseudo-valuation. Pour r E R, l’entier v(r) 
est appelé le degré de r. La fonction tr satisfait des conditions de compatibilité avec 
les opérationls de l’anneau - sirnkires aux propriétés de la fonction de degré dans les 
anneaux de polynômes en variables commutatives (voir [CO 85, Chap. 21). On peut 
définir la dépendance (à droite) d’une famille {r;}i,z, (avec r; E R), et la dépendance 
d’un élément r sur une famille {ri}iE,, par rapport à cette fonction u. On dit que l’anneau 
R satisfait l’algorithme faible si dans toute famille dépendante rl, . . . , r,, d’éléments de 
R, ordonnés ‘de façon croissante (i.e. u(rl) 5 . . . u(r,)), il existe un élément ri qui dépend 
des précédents rl, . . , r;-1. 

Dans #<A>, on peut définir la pseudo-valuation d : K<A>+N qui donne le degré d’un 
polynôme, d(P) = max{lwl : w E P}. On peut montrer que s’il y a une relation de 
dépendance entre des polynômes PI, . . . , P,,, ordonnés selon le degré, cela implique que 
l’un des Pi est dépendant de ses prédécesseurs (cf. [CO 611). L’algèbre associative libre 
satisfait donc l’algorithme faible pour la fonction ‘degré’. 

Cohn [CO 85) d fi t é ni aussi YAlgorithme faible transi%. Etant donné une fonction w 
définie sur un anneau R à valeur dans un ensemble bien ordonné, on peut aussi définir 
la dépendance (à droite) d’une famille {r;}ic, (r; E R), et la dépendance d’un élément 
r sur une famille {ri}iEI, par rapport à w (en imposant à w certaines conditions de 
compatibilite avec les opérations de l’anneau; voir [CO 85, Chap. 21). On dit que l’anneau 
R satisfait l’algorithme faible transfini si dans toute famille dépendante d’éléments de 
R, il existe un élément qui dépend des autres éléments de la famille. 

La fonction r : K<A>dA’ qui donne le recteur.d’un polynôme est une fonction à valeur 
dans un ensemble bien ordonné, en vertu des hypothèses que nous avons faites sur l’ordre 
5 imposé aux mots du monoide libre A’. Le Cor. 3.2.12 (plus loin) montre que K<A> 
satisfait l’algorithme faible transfini pour cette fonction. La notion de <-dépendance (à 
droite) est plus ‘serrée’ que la notion de dépendance (à droite) par rapport au degré. En 
effet, s’il y a une relation de <-dépendance à droite dans une famille de polynômes, elle 
a toujours lieu entre deux polynômes de la famille (voir Cor. 3.2.12). 0 
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Remarques 3.2.9 (i) Si une sous-famille de la famille {P,,},21 est s-dépendante à 
droite alors la famille {P,,},,, est s-dépendante à droite. 

(ii) Si un polynôme P est s-dépendant à droite d’une famille de polynômes {P,,},~l 
alors la famille (P) U {P,,},,, est L-dépendante à droite. 

(iii) Si un polynôme P est s-dépendant à droite d’une sous-famille de la famille {P,,},,, 
alors la famille {P} U {P ,, ,,ll est aussi I-dépendante à droite. } 0 

Remarque 3.2.10 Utilisant le (iii) du Lemme 3.2.4 on voit qu’une famille de polynô- 
mes { P,,},,~~ est indépendante à droite si quelle que soit la famille de polynômes {Q,,),,bl 
Dresaue tous nuls on a: 

r(C PnQ,) = nf~ r(PnQn)- 
?I?l 

Et dans ce cas, selon les résultats du même Lemme, il existe un indice i et des mots 
ui E Pi,vi E Qi tels que r(C,z1 PnQn) = uit>i. 0 

Par la suite, nous abrégerons l’expression ‘s-dépendant à droite’ par dépendant. 

Théorème 3.2.11 Soit {P,,},zl une famille de polynômes non nuls et soit u, = r(P,). 

h famille {P,),LI est indépendante si et seulement si les u, sont distincts deuz à deuz 
et forment un code préfire. 

Démonstration. On peut supposer P, unitaire, pour tout n. 

Supposons d’abord que les mots u, ne soient pas distincts deux à deux ou ne forment 
pas un code préfixe. Alors il existe i # j et un mot w E A’ tels que ui = ujw. Selon le 
Lemme 3.2.4 (i), on a r(Pi) = r(Pjw). Selon le Lemme 3.2.5 on a r(P; - Pjw) < r(P;). 
Par conséquent, Pi est dépendant de Pj. En vertu de la Rem. 3.2.9 (iii), cela implique 
que la famille {P,,},k1 est dépendante. 

Supposons maintenant que les mots u, sont distincts deux à deux et forment un code 
préfixe. Soit {Qn},,ll une famille de polynômés presque tous nuls. Selon les points (i) 
et (ii) du Lemme 3.2.4, pour tout i tel que Qi # 0, il existe un mot vi E Qi tel que 

r(fiQ;) = r(P;)U;. Soient Uk = f(Pk) et uk E Qk tek que UC?& = ma&>1 r(P,,Q,). 
Ce mot est bien défini puisque les polynômes P,,Q,, sont presque tous nuls. Montrons 
que ukvk apparaît dans En,, PnQn. Sinon, c’est qu’il existe un indice j et des mots 
U’ E Pj, U’ E Qj tdS Cpe UkU; = U’U’, et: 

(i) Soit j  = k,u’ E Pk et U’ < Uk, 

(ii) soit j # k,U’ E Pj et 21’ 5 Uje 
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Observons d’abord que dans le cas (ii), on, ne peut avoir u’ = Uj puisqu’alors uku = uju’ et 
que les ui sont distincts deux à deux et forment un code préfixe. On a donc dans tous les 
cas, uj > u’. Mais alors, en utilisant la condition (3.1), on trouve que: uju’ > u’u’ = ukvk> 

ce qui contredit la maximalité de ukuk. 

Comme le mot ukl)k apparaît dans En,, P,,Q,, on a, selon la &m. 3.2.10, r(&, PnQn) 
= ukok; c’est-à-dire r(c,,, P,,Q,) = max,,, r(P,,Qn). La famille {Qn}nzr étant arbi- 
traire, on en conclut, que Ïa famille de polykmes {Pn},,lr est indépendante. 0 

Soit {P,,},zr une famille indépendante de polynômes. Nous dirons que le code préfixe 

{Unln~l, où un = r(Pn), est le code préfixe associé à la famille { P,,},ll. La démonstration 
du Th. 3.2.11 montre aussi le corollaire suivant. 

Corollaire 3.2.12 Si la famille {P,},,, est dépendante alors il eziste des indices i # j 
tels que Pi est dépendant de P,. Plus précisément, il existe des indices i # j et un mot 
UJ E A’ tels que r(P{ - PjW) < r(P;), 0 

Remarque 3.2.13 Du Th. 3.2.11 on déduit un algorithme simple pour vérifier si une 
famille finie de polynômes forment une base de l’idéal qu’elle engendre. Cet algorithme 
devrait trouver, dans le cas où les générateurs sont liés par une relation de dépendance, 
une relation ui = uju entre les recteurs u; et uj de deux générateurs Pi et Pj. On trouve 
donc du même coup, selon le Cor. 3.2.12, la relation de dépendance qui lie Pi et Pj. 0 

Remarque 3.2.14 Dans [Mo 851, M ora suit de très près les concepts et les définitions 
utilisés dans le cas commutatif, pour construire des bases de Grôbner des idéaux bilatères 
de K<A>. L’ordre qu’il utilise sur les mots de A’ differe du nôtre. Il annonce que ses 
résultats restent vrais pour les idéaux à droite. Il mentionne, sans le montrer, que si les 
générateurs d’un idéal ont tous des recteurs distincts qui forment un code préfixe alors 
ces générateurs forment une base de Grobner de l’idéal. 0 

3.3 Idéaux à droite dans K<A>. 

Soient {P,,},~l une famille de polynômes; on désigne par I = < {P,,},,, >, ou Z = < PI, 
. . . , P, > si la famille est finie, l’idéal à droite de K<A> engendré par la famille {P,,},,,. 
Les polynômes qui sont dans I sont tous de la forme Car P,,Q,, où les Qn sont des 
polynômes arbitraires de K<A>, presque tous nuls. On dit aussi que la famille {P,,},,, 
forme un système de générateurs pour l’idéal 1. Dans le cas où il existe une famille finle 
qui engendre Z on dit qu’il est de type fini, ou finiment engendré. On désignera par 
Q : K-CA> + K<A>/Z le morphisme de K-module canonique. 

Soit PI, . ..> P,, un système de générateurs d’un idéal à droite. On définit trois types de 
‘réécritures élémentaires’ d’un tel système : 
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(Rl) si Pi = 0, on permet la réécriture: 

PIy **.y Pn + PIy *+-> Pi-*,Pi+l, *.*, Pn 

(R2) pour a k K,a # 0, on permet la réécriture: 

4, . . . . Pn + PI, .*.y Pi-l,aPiyPi+I, **.y Pm 

(R.3) si i # i et r(PjW) = T(Pj)W 5 r(e), on permet la réécriture: 

P*, ..*, Pn +PI, +**y Pi-l,Pi)yPi+l, ***y Pm 

Oil P,! = Pi - PjW. 

Remarques 3.3.1 (i) Ces trois règles de réécritures élémentaires permettent de rem- 
placer, dans un système de générateurs, un polynôme Pi par le polynôme Pi - Cizj PjQj, 
avec r(PjQj) 5 r(Pi). 

(ii) Bien que les réécritures élémentaires puissent être appliquées à des systèmes de 
générateurs infinis, nous ne le ferons pas. Nous utiliserons les règles de réécritures pour 
formuler des algorithmes de calculs effectifs des bases des idéaux engendrés par des 
familles finies. 0 

Lemme 3.3.2 Soient PI,. . . ,P,, et QI, . . . , Q,,, deuz familles de polynômes. Si la famille 

QI, . . . ,Q,,, peut être obtenue de la famille 4,. . . , P,, par une suite finie de réécritunx 
élémentaires alors elles engendrent le même idéal: 

<PI,..., P,, > = <QI, . ..> Qm >. 

0 

Remarque 3.3.3 Tout idéal à droite de Ii<A> peut être considéré comme un K<A>- 
module à droite. Il est connu depuis Cohn [CO 691 qu’un tel K<A>-module à droite est 
toujours libre. Notez que si une famille de polynômes PI, . . . , P,, est indépendante alors 
elle est a fortiori K<A>-linéairement indépendante. Ainsi, tout idéal à droite engendré 
par une famille indépendante est librement engendré par elle, comme K<A>-module. 0 

Soit PI, . . . . P, une famille finie de polynômes. Posons 9, = I{i : r(Pi) = w} 1; l’entier 
9, compte donc le nombre de fois que w apparaît comme recteur d’un polynôme de la 
famille. Il n’existe qu’un nombre fini de mots w pour lesquels r9, est non nul, c’est-à-dire 
que les entiers r9, sont presque tous nuls. Le multi-indice des recteurs de la famille 

8, “‘I P,, est le vecteur infini d’entiers positifs t9,, presque tous nuls, indices par les 
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mots de A’. On le notera V = V(Pr, . . . , P,) = (19,),e~*. Notez que si la famille 
compte des polynômes nuls, ils ne contribuent en rien aux multi-indice des recteurs. On 
ordonne l’ensemble des multi-indices des recteurs selon l’ordre lexicographique inverse. 
Plus précisément, pour V’ = (19;),e~ . et V = (19~)~~~~~ on aura V’ < V si et seulement 
s’il existe un mot w E A’ tel que 191, < 19, et 191 = t9, pour tout u > w. 

Lemme 3.3.4 Sott P,, . . . , P,, une famille de polyncjmes. Supposons qu’on ait, pour 
i # j, r(Pjw) = r(Pj)w = r(Pi). Al OîS,SiOn~SeP~=Pi-PjW,onaV(P,, . . . . P,)< 

V(S, *-*y Pi-19 P/, Pi+,, *.*, Pn). 

DémoJlstration. On a, selon le Lemme 3.2.5, r(Pi) = r(P; - Pjw) < r(Pi). Comme les 
recteurs des autres polynômes restent inchangés, on a bien 

V(Pl, .“> Pn) < V(Pl, . . .y Pi-l, Pi, Pi+17 * * * 3 Pn).O 

Théorème 3.3.5 Soit I un idéal de Ii<A> engendré par une famille finie de polynô- 
mes PI, . . . , P,. Il est possible de calculer une base <-indépendante à droite de I en 
eflectuant une suite finie de réécritures élémentaires sur la famille P1, . . . , P,,. 

Démonstration. On peut toujours faire en sorte que tous les polynômes de la famille P1, 
. ..> P,, soierrt non nuls et unitaires, à l’aide d’un nombre fini de réécritures du type (Rl) 
et (R2). On suppose donc les Pi non nuls et unitaires et on pose ui = r(Pi) pour i = 1, 
. . . . n. 

On procède :Par récurrence sur le multi-indice des recteurs. Si le multi-indice est nul, i.e. 
9 w = 0 pour tout w E A’, alors c’est que la famille est vide et elle est I-indépendante, en 
vertu de la Rem. 3.2.7. Sinon, il y a deux cas. Soit la famille est I-indépendante et il n’y 
a rien à faire. Soit la famille est s-dépendante et alors, en vertu du Cor. 3.2.12, il existe 
deux polynômes P, et Pj (i # j) et un mot w E A’ tels que r(Pjw) = r(Pj)w = r(Pi). 
Posons P,! = Pi - Pjw, de sorte que la famille PI, . . . , Pi-l, Pi, Pi+*, . . . , P,, est obtenue 
à l’aide d’une réécriture du type (R3) appliquée à P, , . . . , P,,. 

Selon le Lemme 3.3.2, la famille PI, . . . , Pi-l, Pi, Pi+19 . . . , P,,, engendre le même idéal 
que la famille initiale. Selon le Lemme 3.3.4, on a V(S, . . . , Pn) < V(~I, . . . , Pi-l, 

P,v pi+17 - - * 9 P,). On obtient ainsi le résultat, puisque par récurrence, on peut calculer 
une base <-mdépendante de l’idéal à l’aide d’une suite finie de réécritures élémentaires 
appliquées à la famille PI, . . . , Pi-l, P,!, P;+I, . . . , P,. 0 

Remarque 3.3.6 Nous allons montrer comment nos méthodes permettent de réaliser, 
dans K<A>, l’algorithme faible de Cohn (pour le degré) sur une famille finie de poly- 
nômes. Rappelons d’abord quelques propriétés sur le degré. Quels que soient P,Q E 
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K<A>, on a: 

deg(0) = -00 

deg(P + Q) L max(deg(P),dedQ)) 
dedf’+ Q) = deg(Qh si deg(P) c deg(Q) 

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Suivant Cohn [CO 691, nous dirons qu’une famille de polynômes { P,},,r est d-dépendan- 
te (à droite), si soit l’un des P,, est nul, soit il existe une famille de polynômes {Qn}+, 
presque tous nuls et non tous nuls, tels que: 

De même, nous dirons qu’un polynôme P est d-dépendant (à droite) d’une famille 
{P,},?, si soit il est nul, soit il existe des polynômes {Qn}+rr presque tous nuls, tels 
que: 

deg(P - c PnQn) < deg(P), (3.6) 

et tels que deg(P,Q”) 5 deg(P). 

Tout au long de la présente remarque, nous supposerons que l’ordre 5 est compatible 
avec le degré, dans le sens où deg(P) < deg(Q) implique r(P) < r(Q) (autrement dit, 
les mots sont ordonnés selon la longueur). L’ordre du dictionnaire des mots croisés (voir 
Ex. 3.2.3) est un ordre qui satisfait cette hypothèse. 

Proposition 3.3.7 Soit PI, . . . , P,, une famille d-dépendante de polynômes non nuls. Il 
est possible de trouver, à l’aide d’un nombre fini de réécrhres sur la famille P1, . . . , P,, 

une relation de d-dépendance de l’un des P,,, sur les autres membres de la famille qui 
sont de degré n’ezcédant pas celui de P,,,. 

Démonstration. Si PI, . . . , P,, est d-dépendante c’est qu’il existe une famille de polynômes 

QI, . . . , Qn, tels que: 

deg( 5 PmQm) c mt~ deg(PmQm). 
m=l 

Comme l’ordre 5 est compatible avec le degré, on en tire une relation de s-dépendance de 
la famille. Par conséquent, selon le Cor. 3.2.12, il existe i # j et un mot w E A’ tels que 
r(Pi - Pjw) < r(Pi). Notez qu’on a deg(Pj) 5 deg(Pi), de sorte que Pi est s-dépendant 
d’un polynôme de degré au P~US égal à deg(P;): Notez aussi que deg(Pjw) 5 deg(Pi). Si 
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on a deg(P; -Pjw) < deg(P;), 1 a ors on tient là la relation de d-dépendance du polynôme 
Pi sur le reste de la famille. 

Sinon, on pose PA = P,,, pour m # i, et P,! = Pi - Pjwe Nous allons montrer que la 
famille Pi, . . . , PA est une famille d-dépendante. Posons aussi, Qk = Qm, pour m # j, 
et QS = (wQ!i + Qj). Alors, on vérifie facilement que: 

2 PmQ, = 2 P;Q;. 
m=l ??I=l 

(3.9) 

De plus, PmQm = PA&:, pour m # i,j; de sorte que deg(PmQm) = deg(P,,,Q,), 
pour m # i, j. Comme deg( P; - Pjw) = deg(P;), on a en vertu de (3.7), deg(P[Q:) = 
deg(P,!Q;) = deg(P;Qi). Finalement, selon (3.5), on a 

deg(Pj’Qj) L max(deg(PjwQi), deg(PjQj)), 

de sorte que 

deg(Pj’QS) 5 max(deg(EQi), deg(PjQj)), 
puisqu’en vertu de (3.7), deg(PjwQ;) = deg(Pjw) + deg(Qi) = deg(Pi) + deg(Qi) = 

deg(P;Q;)- 

Maintenant, soit k l’indice tel que max,,,>; deg(P,,,Q,,,) = deg(PkQk). Si k # j alors on 
trouve deg( Pi&;) = deg( PkQt) 2 deg(P,Q,), pour tout m = 1, . . . , n. Par conséquent, 
deg(P[QL) 2 deg(P&Qk), pour tout m = 1, . . . , n; on a donc: 

m>: degKQi,J = deg(f’LQL) = deg(PkQk) = :y deg(P,Q,,J 

Si k = j alors on peut supposer deg(PjQj) > deg(PiQi) (sinon on prend k = i et 
on s’en remet au raisonnement précédent). Donc, de (3.6) on obtient deg(Pj’QJ) = 
deg(PjwQ; + PjQ,) = deg(PjQj), puisque deg(PjwQ;) = deg(PiQi) < deg(PjQj). On 
a donc encore une fois deg( PlQi) = deg( PjQj) 2 deg( P,,,Q,), pour tout m = 1, . . . , n, 
d’où deg(PjQi) 2 deg(PkQm), pour tout m = 1, . . . , n. Ainsi: 

I!II: deg(PnQi) = deg(PjQi) = dLg(PjQj) = ~XIII? deg(P,,Q,). 

Par conséquent, 

hdCL %QiJ 
= dedEL PmQm) 
< max,>1 deg(PmQm) 
= max,>1 deg(PAQm). 

(en vertu de (3.9)) 
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La famille de polynômes Pi, . . . , PA est donc d-dépendante. En vertu du Lemme 3.3.4, 
on a V(Pi, . . . , PL) < V( PI, . . . , P,,). Par récurrence, il est possible de trouver, à 
l’aide d’un nombre fini de réécritures, une relation de d-dépendance de l’un des P,d,, sur 
les autres membres de la famille de degré n’excédant pas celui de PA. On peut ensuite 
remonter cette relation de dépendance au niveau de la famille initiale PI, . . . , P,,. 0 

De la Prop. 3.3.7 se dégage un algorithme pour tester si une famille est d-dépendante. 
Etant donnée une famille PI, . . . , P,, de polynômes non nuls, on entreprend le calcul 
d’une base <-indépendante de l’idéal qu’elle engendre. A chaque fois qu’une réécriture 
du type (R.3) Pi* Pi - Pj w est appliquée, on teste pour savoir si on a abaissé le degré du 
polynôme Pi. Dans l’affirmative, on peut remonter le long des réécritures pour obtenir 
la relation de d-dépendance d’un polynôme sur les autres polynômes de la famille. Si 
le calcul de la base se fait sans que jamais le degré ne soit abaisse, alors on sait que la 
famille de départ est d-indépendante, puisque l’ordre 5 est compatible avec le degré. 0 

Exemple 3.3.8 Nous allons calculer une base i-indépendante de l’idéal 1, engendré 
par les polynômes PI = acb + 4b, Pz = UC - 2ab, P3 = abb + 2aa et P, = aa - b. 

Le mot ac = r(Pz) est préfixe de acb = r(s). On effectue les réécritures: 

Pl + PI - Psb = acb + 46 - acb + Pabb = Pabb + 4b, 

s + :PI = abb + 26. 

Le nouveau système de générateurs est Pi = abb + 2b, Pi = Pz = ac - 2ab, Pj = P3 = 
abb+ 2aa et PI = P, = aa - b. PI et Pi ont même recteur, abb. On effectue la réécriture: 

Pi+pi - PI = abb t 2aa - abb - 2b = 2aa - 2b. 

Cette fois, on a abaissé le degré, puisque deg(Pi - Pl) < deg(Pj). La famille de départ 
est donc d-dépendante. La relation de d-dépendance que nous avons calculée, écrite sous 
la forme (3.8), est: 

deg(P3 - PI<~> - P2(Tkb)) < deg(P3). 

Poursuivons le calcul d’une base I-indépendante de 1. On rend le polynôme Pi unitaire: 

1 
Pi-+-P; = aa - b, 

2 

de sorte que le nouveau système de générateurs est P[ = Pi = abb + 2b, Pt = Pi = 
ac-2ab, P[=ua-bet PJ=P:=aa- b. Pjl et Pt ont même recteur au. On effectue 
la réécriture: 

p;+pj’- PJ = 0. 
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On éjecte le polynôme Pl, puisqu’il est nul. Les recteurs {abb, UC, aa} des trois polynômes 
non nuls PF, P{, P(’ forment. un code préfixe. Ces polynômes forment donc une base de 
l’idéal I = c P,, Pz, P3, P4 >. 0 

Le prochain corollaire se trouve implicitement démontré chez Cohn [CO 61, CO 691 puis- 
qu’il est aussi une conséquence de l’algorithme faible (pour le degré des polynômes). 

Corollaire 3.3.9 (Théorème du défaut pour les idéauz à drvite de type fini.) 
Si n polynômes sont K<A>-linéairement dépendants à dn>ite, alors l’idéal à droite qu’ils 
engendrent est libre de rang 5 n - 1. 

Démonstration. On vérifie facilement que si 4, . . . , P,, sont linéairement dépendants 
alors il en est de même de toute famille obtenue de PI,. . . , P,, à l’aide d’une réécriture 
élémentaire de type (R2) ou (R3). P ar conséquent, en appliquant l’algorithme du Th. 
X3.5, à une certaine étape on éjectera un générateur nul à l’aide d’une réécriture du type 

@lb 0 

3.4 Bases standards des idéaux à droite. 

Soit maintenant un idéal à droite 1, quelconque. Nous dirons qu’une famille de mots 
{wi}i>l, finie ou infinie, est linéairement indépendante mod I si leurs images {Cp(wi)}i>l 
sont hnéairement indépendantes dans K<A>/I. De façon équivalente, {wi}iz1 est 
linéairement indépendante mod I s’il est impossible de trouver des scalaires (2; E K, 
presque tous nuls (mais non tous nuls), tels que Ci>, QiWi E 1. 

Désignons par [u, u] l’intervalle des mots compris entre u et u. Plus précisément, [u, u] = 
{w E A’ : u 5 w < u}. On définit une suite (finie ou infinie) de mots u, comme suit: 

u1 = inf{w E A’ : [l, w] est linéairement dépendant mod I}, 

et pour n > 2: 

un = inf{w E A’- {ul,... >un-,}A*:[l,w]n(A’-{u, >..., un-1)A.) 

est linéairement dépendant mod 1). 

Il se peut qu’à un certain moment, la famille {u},~A.-(~,,...,~.-,}A. soit +?.airement in- 
dépendante mod 1. Le mot u,, et les suivants, ne sont alors pas définis. 
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Remarque 3.4.1 Ainsi, pour obtenir les mots u,, il faut parcourir l’arbre du monoide li- 
bre selon l’ordre 5. Au début, à chaque mot rencontré, on cherche s’il y a une dépendance 
K-linéaire parmi ses prédécesseurs. On trouve un premier mot lié à ses prédécesseurs; 
on détache de l’arbre du monoide libre le sous-arbre dont il est la racine. On dira que 
les mots de ce sous-arbre ne sont plus dans l’arbre de départ. On continue le parcours 
de l’arbre dans l’ordre, en s’arrêtant à chaque mot qui est encore dans l’arbre de départ. 
A chaque fois, on cherche une dépendance K-linéaire qui lie un mot à ses prédécesseurs 
qui sont encore dans l’arbre. Cette description géométrique de la définition des mots u,, 
illustre le fait que la famille de mots {u,} forme un code préfixe, puisque jamais deux 
mots ui ne se trouveront le long d’une même branche de l’arbre (voir Rem. 3.2.2). C’est 
ce que montre le lemme qui suit. 0 

Lemme 3.4.2 La famille de mois {un}+, esl un code préf”e qui satisfait Ui < Uj si 
i < j. 

Démonstration. Nous montrons par récurrence sur n, que les mots ~1,. . . , u, forment un 
code préfixe et que ~1 < . . . < un. Il n’y a rien à montrer pour n = 1. 

Soit n > 1. Supposons que les mots ul,. . . , u, forment un code préfixe satisfaisant 
Ul c . . . c u,. Comme u,+l E (A’ - (~1,. . . ,u,,}A*), aucun des mots ~1,. . . ,u, n’est 
préfixe de u,+l; en particulier, u, # u,+l. 

Nous allons montrer que u, < u,,+~. On saura alors, en vertu de (3.2), que u,,+] n’est 
pas préfixe de ul,. . . , u,. Supposons qu’au contraire u,+l < u,. On sait alors, par (3.2), 
que [l, u,+,] n unK = 0. Par conséquent, 

[~,u,+I] n (A’ - (~1,. . . ,un)A*) = [l,~,+l] n (A’ - (~1,. . . >un-I}N). 
Or, par définition de un+lr le membre gauche de cette égalité est linéairement dépendant 
mod 1. Un coup d’oeil au membre droit nous permet de constater que l’on contredit la 
minimalité du mot u,. On a donc u, < u,,+l et le lemme est montré. 0 

Posons pour la suite X, = (~1,. . . , u,-1) et X = {u,,},,>l. Par définition, pour chaque 
n il existe une relation, qui définit un polynôme de l’id&l 1: 

P, = u, + c (P,,u)u E 1. 
V<U. 

VEA*-X”A’ 

En vertu du Lemme 3.4.2, les recteurs des polynômes P,, sont distincts deux à deux 
et forment un code préfixe. Par conséquent, selon le Th. 3.2.11, la famille {P,},,, est 
indépendante; elle est une base du IicA>-module (ou de façon équivalente de l’idéal) 
qu’elle engendre. 
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Remarques 3.4.3 (i) L’ensemble de mots A’ - XA’ est l’ensemble préfixiel qui corre- 
spond à X. C’est l’ensemble formé des mots qu’ils restent dans l’arbre de A’ une fois 
qu’on y a détaché les sous-arbres dont la racine est un mot du code X. 

(ii) Soit u <: un. Si v E A* - XA’ alors on a u E A’ - X,,A’ en vertu de l’inclusion 
X, c X. Inversement, si v f A’ - X, A’ alors on a u E A’ - X A’. En &et, supposons 
qu’au contraire on ait u = u,w pour m 1 n et w E A’. On trouve (en utilisant les 
conditions (3.1) et (3.2)), u, 5 u,w 5 u,w = u, puisque u, < u,, selon le Lemme 3.4.2. 
On contredit ainsi l’inégalité 0 < u,. 

(iii) Ainsi, les polynômes P,, sont aussi égaux à: 

Pli = u, + c (P,,v)u. 
V<UVl 

0 

Lemme 3.4..4 Supposons que soit donné l’idéal à droite 1, et le code préjùe X. Soit 
R E K<A>. Alors il eziste une famille de polynômes {Qn},,zl presque tous nuls, et une 
famille de scalaires {Q v V~A..mXA* plYSqUtT tOUS dS, tek 9°C R PUiSSe S’éCl-iR SOUS h } 
forme: 

R = CPnQ, + C a,~. 
?l>l vEA’-XA’ 

Démonstration~. Il suffit de montrer le lemme dans le cas où R est un mot tu 4 A’ - XA’. 
On a alors tu = U~W’ et on procède par récurrence sur la longueur du mot w’. Le cas 
Iw’l = 0 est donné par la relation qui définit 4. Sinon, on a: 

UkW’ = Sw’- c (S, Gw’. 
V<Uk 

SA*-A.A* 

Les mots uw’ qui apparaîssent dans la somme de droite sont soit des mots de A’ - XA’, 

soit ils sont de la forme uw’ = tljd’ avec Iw!‘~ < Iw’~, car u < ut et u E A’ - XkA’ 
impliquent u E A’ - XA’, comme on a vu à la Rem. 3.4.3 (i). On conclut par récurrence. 
0 

Lemme 3.4.5 La famille de mots {u},,~.-x~. est linéakment indépendante mod I. 

Démonstration. Dans le cas où X = (~1,. . . ,u,} est fini, le résultat est évident: le 

mot un+1 n’est pas défini précisément parce que la famille {u},~A*-~A* est linéairement 
indépendante mod I. 
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Il reste donc à considérer le cas où X est infini. Supposons qu’au contraire il existe des 
scalaires oV, presque tous nuls, tels que C, o,v = 0 mod Z. Soit: 

u; = inf{u, : u, > v pour tout v tel que o, # 0). 

On voit donc, en s’aidant de la Rem. 3.4.3 (i), q ue 1 es mots v E C, Q”V sont des mots 
de A - XiA’y plus petit que vi, de sorte que la relation C, Q”V = 0 mod Z contredit la 
minimalité de ui. 0 

Proposition 3.4.6 La famille de polynômes {P,,},21 engendre l’idéal Z. 

Démonstration. Soit R un polynôme de Z. Selon le Lemme 3.4.4, il existe une famille de 
polynômes {Q,,}+r presque tous nuls, et une famille de scalaires {Q,},,~A*-xA* presque 
tous nuls, tels que 

Par conséquent, 

R=xP,Q,t c Q~V. 
n>l vEA*-XA* 

0 = v(R) = c w(v). 
vEA*-XA- 

On en déduit que a, = 0 pour tout v, en vertu du Lemme 3.4.~. Donc, R = CnlI P,,Q,, 
et la famille {P,,},‘, engendre l’idéal Z. 0 

Corollaire 3.4.7 L’idéal Z est de type fini si et seulement si le code préfize X est fini. 
De plus, l’idéal Z est de codimension finie si et seulement si le code préjke X est fini et 
complet. 

Démonstration. La proposition montre que si l’ensemble X est fini alors Z est finiment 
engendré. Nous serons en mesure de montrer la réciproque plus loin (Th. 3.4.9). Pour la 
deuxième partie de l’énoncé, il faut remarquer que si le code est fini et complet alors la 
famille de mots A’ - XA’ est finie. Le corollaire découle aussi des théorèmes de Cohn 
[CO 691. 0 

Nous allons maintenant montrer que la farnille~{P,},~l est unique. 

Théorème 3.4.8 Soit {Pi}n>l une famille indépendante de polynômes, de recteurs re- 

spectifs {u%~I, satisfaisant 2 < us si i < j. Posons Xi = {ui,. . . , un-,} et supposons 
que: 

Pi = U;t c (PA,v)v. 
V<U; 

wEA’-X;A* 

Si la famille {Pn}nzl engendre le même idéal Z que la famille {P,,},zl alors P,, = PA, 
pour tout n. 
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Démonstration. On procède par récurrence sur k pour montrer que uk = u; et que Pk = PL. 

Le polynôme Pi nous donne une relation Ii-linéaire (mod 1) dans l’intervalle de mots 
[l,ui]. On doit donc avoir u1 5 ui en vertu de la définition de ~1. Comme {Pn}nrl 
engendre 1, .il existe des polynômes Qn, presque tous nuls, tels que PI = &l PAQn. 
Selon la remarque 3.2.10, r(&l Pnqn) = u:v: pour un certain i et un certain-v: E Q:. 
On a donc u1 = r(P,) = ~:VI. On en tire u: 5 ul. Par suite, on a q < ui 5 u: 5 ul; 
donc u1 = ui. On peut en conclure que Pi = Pl puisque la famille de mots [l, ul] - {ul} 
est linéairement indépendante mod 1. 

Supposons qu’on ait montré que u1 = ui, . . . , UC-1 = ui-1 et que s = Pi, . . . , 9-1 = 
Pivl. On a (donc Xk = Xi et le même argument que dans le cas k = 1 montre qu’on 
doit avoir uk 5 u;. Comme Pk E I il existe des polynômes Qk, presque tous nuls, tels 

que pk = &l Pi(&. M ais alors uk = r(Pk) = r(&, PiQ-). Selon la kem. 3.2.10, 
r(&>l PAQL,)-= u:vi pour un certain i et un certain vi ? Q:. On a donc uk = u:v: et on 
en tire u: 5 Uk 5 u;. Maintenant, regardons comment se comparent les indices i et k. 
Le cas i > k est exclu car, par hypothèse, u; 5 uk implique i 5 k. Donc, on a soit i = k 
et alors uk =: u;; soit i < k de sorte que, par récurrence, u: = ui. Mais alors c’est que 
Uk = UiVI ce qui contredit le fait que {u n n>l est un code préfixe. On doit donc avoir } 
uk = u;. 

On conclut à l’égalité PL = Pk en vertu du fait que les mots de A’ - XkK sont 
linéairement indépendants mod Z. 0 

La base {Pn),,~ de l’idéal I sera appelée la base standard de 1. On dira aussi qu’une 
famille est st,andard si elle est la base standard de l’idéal qu’elle engendre. Remarquez 
que la famille vide est la base standard de l’idéal nul et la famille { 1) est la base standard 
de l’algèbre toute entière. 

Théoréme 3.4.9 Soit PI, . . . , P,, une famille indépendante. Il est possible de calculer, 
à l’aide d’une suite finie de réécritures élémentaires, la base standard de l’idéal I = < 
P 1,. . . , P,, >. De plus, le code préjîze associé à la base standard de I est égal au code 
préfize associé à s, . . . , P,. 

Lhwnstration. Supposons les polynômes P, unitaires. Soient Ui = r(9) et X = 

{Ul, a**> un}. On construit d’abord un outil de récurrence pour la démonstration 
du théorème. On définit le multi-indice v = Ü(Pl, . . . , Pn) = (ew)wEXA., en posant 

ew = I{i : W ‘E pi,W # r(fi)}l, p our tout w E XA’. L’entier ew compte donc le nombre 
de polynômes dans lesquels le mot w E XA’ apparaît, sans en être le recteur. On or- 
donne ces multi-indices selon l’ordre lexicographique inverse (comme on 1”a fait plus haut 
pour les multi-indices des recteurs). Nous allons montrer le théorème par récurrence sur 
ü(P,, . ..> 1;). 
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si V(P*, . ..> P,) est nul alors la base est standard. Sinon, il existe tu E XA’ et i tels 
que W E P; et W # r(Pi). C omme w < Ui, la condition (3.2) nous assure que w = UjV 
pour un j # i. Posons Pi = Pi -(Pi, W)PjU, et PA = P,, pour m # i. On a (Pi, W) = 0. 

De plus, si w’ E Pju et w’ # w, alors w’ < w. En effet, tous ces mots sont de la forme 
SU avec s < uj. Donc, par (3.1), W’ = SU < ttiu = W. 

D’une part cela montre que r( PL) = r(P,,,) pour tout m 2 1. De sorte que la famille Pi, 

. . . , Pl est indépendante et X est son code préfixe associé. Nous sommes donc en mesure 
decomparerV(Pi, . . . . PL)etV(Pl, . . . . P,). D’autre part, notre raisonnement montre 
aussi que Y( Pi, . . . , PL) < V( PI, . . . , P,). Par récurrence il est possible, à l’aide d’une 
suite finie de réécritures élémentaires, de calculer la base standard de l’idéal engendré 
par la famille Pi, . . . , PA. Cette base standard aura aussi X comme code préfixe associé. 
Le théorème est montré, puisque selon le Lemme 3.3.2, les deux familles PI, . . . , P,, et 
Pi, . . . . Pi engendrent le même idéal. 0 

Exemple 3.4.10 Nous allons calculer la base standard de l’idéal engendré par les po- 
lynômes (indépendants) PI = aab - 2bc, Pz = QC + 2ab et P3 = b - 2a. On a k E PI et 
bc = r(Ps)c. On applique la réécriture: 

PI + PI + 2P3c = aab - 2bc •t 2bc - 4ac = aab - 4ac. 

La nouvelle base de l’idéal est formée des polynômes QI = aab - 4ac, Qz = ac + 2ab et 
Qs=b-20. OnaacEQ1etac= r(Qs). On applique la réécriture: 

Q1+Q1t4Qz=aab- 4ac + 4ac + 8ab = aab $8ab. 

La nouvelle base RI = aab + 8ab, Rz = ac + 2ab, RB = b - 2a est standard. 0 

Le Th. 3.4.8 et le Th. 3.4.9 s’unissent pour nous donner le corollaire suivant. 

Corollaire 3.4.11 Il est possible de tester si deuz ensembles finis de polynômes engen- 
drent le même idéal. 

Démonstration. En effet, on a montré au Th. 3z4.9, qu’il est possible de calculer la base 
standard d’un idéal. Il est donc possible, étant donné deux familles finies de polynômes, 
de calculer les bases standard des idéaux qu’elles engendrent et de les comparer. On 
conclut à l’égalité des idéaux seulement dans le cas où ces bases standard sont identiques, 
en vertu de l’unicité de la base standard (Th. 3.4.8). 0 

Corollaire 3.4.12 Soient Q et PI, . . . , P,, E K<A> tels que 9, . . . , P, est la base 
standard de l’idéal I qu’ils engendrent. Il est possible de calculer l’image de Q dans 
la base A’ - XA’ du K-module K<A>/I. En particulier, il est possible de tester si 
QE < PI, . ..> P,, >. 



100 

Démonstration. On a montré au Lemme 3.4.5, que la famille de mots A’ - XA’ est 

linéairement indépendante mod 1. C’est bien dire que ces mots forment une base du 
K-module K<A>/I. 

Le polynôme Pi est unitaire, pour tout i. On pose, comme plus haut, ui = r(Pi), X = 

{%, a**, IL,,} et on désigne par ‘p : K<A>+K<A>/I le morphisme canonique. On 
procède par récurrence sur le recteur de Q. 

Cas 1. Si Q = 0, alors p(Q) = 0 et Q E 1. 

Sinon, soit w = r(Q). 
Cas 2. Si w E (A’ - XA’), on a: 

v(Q) = (Q, w)w + 4Q - (Q, w)w). 

Par récurrence, on peut calculer l’image de Q - (Q, w w et terminer le calcul de l’image ) 
de Q. 
Cas 3. Si w E XA’, 
il existe ui E X et v E A’ tels que w = uiu. On a, d’après le Lemme 3.2.5, r(Q - 
(Q,t~)Piv) < r(Q). Comme: 

V(Q) = v(& - (Q,w)P,ty) + d(Q~w)P;~)) 
= v(& - (&y w)P;u) + 0 
= A& - (Qlw)Ru), 

on peut calculer l’image de Q - (Q,w)Piv et terminer le calcul. 

Comme la famille de mots A’ - XA’ est linéairement indépendante mod 1, on saura 
que le polynôme Q est dans I si et seulement si après un certain moment, on trouve le 
polynôme nul. 0 

3.5 K<ti>-modules B droite et l-dépendance B droite. 

Nous considérons maintenant le KcA>-module à droite K<A>q, où q est un entier 
positif, q 2 1. Les éléments de K<A>q sont des vecteurs coIormes V formés de q 
polynômes de K<A>: 

PI 
v= i . 

0 4 

Pour cette raison, nous appellerons les éléments de K<A>q des vecteurs de polynômes, 
ou simplement des vecteurs. Nous allons nous intéresser aux sous-K<A>-modules à 
droite de K<A>q. Par la suite, nous abrégerons l’expression ‘sous-K<A>-module à 
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droite’ simplement par sous-module. Dans le cas où q = 1, un sous-module de K<A>q 
n’est rien d’autre qu’un idéal à droite de K<A>. Nous serons donc en mesure d’utiliser 
une récurrence sur q afin d’étendre les résultats des paragraphes précédents. 

NOUS désignons’ par xi, pour i = 1, . . . , q, la projection canonique des vecteurs sur leur 
ih” composante: 

Nous introduisons aussi les projections R (resp. T) : Ii<A>q+ K<A>q-’ qui oublient 

la première (resp. dernière) composante des vecteurs: 

PI 

r(V) = : ( ) . 

P*LI 

La multiplication à droite d’un vecteur V par un polynôme Q E K<A> s’exprime donc 
PW ri(VQ) = ri(V)Q. N ous désignerons par L le plongement: 

L : K<A>q-’ + K<A>q PI 
v= i l-i ( ) 

0 

s 

P 9-I (:l > 

P’ 9-l 

qui ajoute une première composante nulle; i.e. rrr(t( V)) = 0, rrb+r (L(V)) = *k(V), pour 
k = 1, . . . . q- 1. On a donc, d’une part A o L = id, et d’autre part, L o r(V) = V si 
q(V) = 0. Ces applications sont toutes K<A>-linéaires. 

Soient {Vn}nll une famille de vecteurs et {Q,,},,kr une famille de polynômes presque 

tous nuls. Alors les vecteurs VnQn sont presque tous nuls et on peut former la somme 
Cn,r VnQn. Soit N un ensemble d’indices. Nous dirons qu’une famille El, . . . , Eq de 
q sous-ensembles de N est une partition en q .blocs de la famille {Vn}nE~ si pour tout 
i E N, il existe un unique k tel que i E Ek; c’est-à-dire: 

Ek, fl Ek2 = 0 pour (kl # k,) et b Ek = N. 
kl 

Par la suite, nous abrégerons l’expression ‘partition en q blocs’ à partition. Notez que 
certains blocs de la partition peuvent être vides. Etant donné une famille de vecteurs 

non nuls {Vdnl~ il existe une unique partition El, . . . , E9 telle que Vi E & implique: 

?Fj(Vi)=O pourj=l,...,‘k-1 et sk(vi)#O. 
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Figure 3.2: Partition associée à une famille finie de vecteurs. 

Cette partition sera appelée la partition associée à la famille {V,,},?,. Dans le cas où la 
famille VI, . . . , V, est finie, ces conditions se visualisent facilement. Après avoir réindicé 
la famille on peut placer les vecteurs côte-à-côte pour former une matrice q x n, réduite- 
échelonnée. On fait apparaître la partition associée à la famille de vecteurs en localkant 
les blocs rectangulaires d’entrées nulles dans la matrice (voir Fig. 3.2). 

Remarques 3.5.1 Soit {V,},>, une famille de vecteurs non nuls de K<A>q et ,Y,, 

“‘9 Eq sa partition associée. 

(i) Alors EL = Ek+l (k = 1, . . . , q - l), est la partition associée à la famille de vecteurs 

tIF(~)hLl,nQ& 

(ii) La partition El, . . . , Eq-l et la partition associée à la famille {F(vn)}@l,nQEp. 

(iii) La famille {L(V,)) ,,zl, a pour partition associée Ei = 0, EL = Ek-1 (k = 2, . . . , 
9 + 1). 

(iv) Supposons que, de plus, on ait rt(Vn) # 0 p our tout n 1 1. La partition associée 
à la famille {V } ,, n>l est donc réduite à un seul bloc El. Si {U,,}nli est une famille de 
K<A>‘J-’ de partkio n associée El, . . . . Eiml, alors la partition associée à la famille 
{L(U,,)},~I u {K),,, est E: = EI, E: = EL-, (k = 2, . . . > q). 0 

Soit {Vn},~l une famille de vecteurs non nuls et El, . . . , Eq la partition qui lui est 
associée. Nous dirons que cette famille est s-indépendante à droite si pour tout k = 
1 > *--, q, la famille de polynômes {Xk(K)}ic& est I-indépendante à droite. Notez 
que certains des blocs peuvent être vide, puisqu’une famille vide (de polynômes) est 
indépendante (Rem. 3.2.7). D ans le cas où la famille de vecteurs n’est pas vide, les 
blocs Ek de la partition ne peuvent être tous vides puisque les vecteurs sont non nuls. 
Par la suite, nous abrégerons l’expression ‘s-indépendante à droite’ simplement par 
independante. 

Remarque 3.5.2 Soit {V } ,, ,,ll une famille de vecteurs de K<A>q, telle que la famille 
de polynômes {XI (Vi)} n21 
elle-même indépendante. 

est indépendante. Alors la famille de vecteurs {V,},L~ est 
0 
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Remarques 3.5.3 Soit {V } n ,,21 une famille indépendante de vecteurs de K<A>9. 

(i) Alors on constate facilement, à l’aide des Fkm. 3.5.1 (i), (ii) et (iii), que les familles 

de vecteurs {~(K))n~~,n~~, , OO~)L~I,~~E~ et {4V,)ln~1 sont indépendzuh= 

(ii) Supposons que, de plus, on ait ~I(V~) # 0 pour tout n 2 1. Si {U,},,, est une 
famille indépendante de K<A> 9-l alors on vérifie, à l’aide de la Rem. 3.5.1 (iv), que la 
famille de vecteurs {L(CJ,,)},~~ U {Gn}n>l est indépendante. 0 

Théoréme 3.5.4 Soit {V ) ,, ,,z, une famille indépendante de vecteurs. Alors elle est 
K<A>-linéairement indépendante. 

Dknonstration. On procède par récurrence sur q. On a vu à la Rem. 3.3.3 qu’une famille 
indépendante de polynômes est une famille K<A>-linéairement indépendante de K<A>. 
Par conséquent, le résultat est vrai pour q = 1. On suppose donc q 2 2. 

Imaginons qu’au contraire les vecteurs V, ne soient pas K<A>-linéairement indépen- 
dants. Il existe alors des polynômes {Q n } +, presque tous nuls (mais non tous nuls) tels 
que: 

On déduit de la relation précédente, par application de A, la relation: 

x(x &Qn) = c Wi)Qn = 0. 
nZ1 n>l 

Soit El, . . . . E9 la partition associée à la famille de vecteurs {V,},,,. Les vecteurs 
de K<A>q-‘, {T(V~)}~~~,,,QE~, sont indépendants, en vertu de la Rem. 3.5.3 (i). Par 
récurrence, ils sont aussi K<A>-linéairement indépendants. Si El est vide alors on a 
LO X(V,) = V, (pour tout n) et on conclut à l’indépendance K<A>-linéaire de la famille. 
Sinon, c’est que les polynômes {Qn}nzt,nE~i ne peuvent être tous nuls. Mais alors on 
obtient, par application de ?rl, une relation de dépendance K<A>-linéaire en première 
composante: 

R(E KQn) = c ~l(Vn)Qn = 0. 
VI21 66 

On contredit là l’indépendance des polynômes {~1(1;)},,2l,,,~~, . La famille de vecteurs 
{Vn},,ll est donc KcA>-linéairement indépendante. 0 

On peut définir, comme au paragraphe 3.3, des réécritures ékmentaires de systèmes de 
vecteurs. Soient VI, . . . , V, une famille de vecteurs. On définit trois types de ‘réécritures 
élémentaires’: 

(ql) si Vi = 0, on permet la réécriture: 
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(R,2) pour Q E II’, Q # 0, on permet la réécriture: 

(%3) s’il existe k (1 5 k 5 q), i # j, et r(~~(Vjw)) = r(~~(Vj))w 2 r(rk(K)), on 
permet la réécriture: 

V Il...> Va + V~>...rVi-,,Vi’rVi+l,...>Vn 

ou y= v; - vjw. 

Remarque 3.5.5 Les règles (R,,i) et (Rpsli) sont liées (les règles (R,i) ne sont autres 
que celles introduites au paragraphe 3.3). En effet, soient VI, . . . , V, des vecteurs de 
K<A>q-‘. Alors on peut, de façon équivalente, soit appliquer une règle (Rp-li) à ce 
système, soit plonger les vecteurs dans K<A>‘J: L(V~), . . . , L(V,), appliquer la règle 
corresponda.nte (R,$), et revenir à K<A>q-’ à l’aide de ?r, puisqu’on a A o L = id. 

De même, soient Vk des vecteurs de K<A>q qui satisfont XI(V~) = 0, pour tout k. Alors 
on peut passer dans K<A>q-’ (à l’aide de r), appliquer une règle (Rg-li) à ce système 
et revenir dans K<A>q à l’aide de L, en vertu du fait que L o X(V~) = Vk, pour tout k.0 

On obtient évidemment un analogue du Lemme 3.3.2. 

Lemme 3.5.6 Soient U,, . . . , Un et V,, . . . . V, deuz familles de vecteurs. Si la famille 
v  v  lt -*a> ,,, peut être obtenue de la famille U,, . . . , U,, par une suite finie de réécritures 
élémentaires alors elles engendwzt le même sous-module de K<A>q. 0 

Théoréme 3.5.7 Soit M un sous-module de K<A>q engendré par les vecteurs V,, 
. ..> V,. Il est possible de calculer une base indépendante de M en effectuant une suite 
finie de réécritures élémentaires sur la famille VI, . . . , V,. 

Le lecteur tirera avantage à imaginer les vecteurs VI, . . . , V, disposés dans une ma- 
trice, comme nous l’avons fait plus haut (voir’ Fig. 3.2). La démonstration s’inspire de 
l’algorithme de Gauss-Jordan pour mettre une matrice sous la forme réduite-échelonnée. 

Démonstration. On peut, à l’aide de réécritures du type (&l), éjecter les vecteurs nuls. 
On supposera donc que les vecteurs K sont tous non nuls. Soit El, . . . , E9 la partition 
associée aux générateurs de M. On procède par récurrence sur q, le cas q = 1 ayant été 
traité au Th. 3.3.5. 

Supposons d’abord que El = 0. Alors on a 7r1(Vn) = 0, pour tout n 2 1, de sorte que 

LO~(M)=M. (3.10) 
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Par récurrence, il est possible de calculer, à l’aide de réécritures élémentaires &-ri), une 
base indépendante du sous-module (de K<A>q-‘) engendré par les vecteurs {?T(V’,)},,,,. 
On peut remonter cette base à l’aide de L, pour obtenir une base indépendante de &, 
en vertu de (3.10) et de la Rem. 3.5.3 (i). De pl us, cette base peut être calculée par une 
suite finie de réécritures élémentaires (R.$), en vertu de la Rem. 3.5.5. 

Supposons maintenant que El # 8. Par récurrence, il est possible de calculer, à l’aide 
de réécritures (Rri), une base indépendante du sous-module engendré par la famille de 

polynôma {rl(K))iEEl- C es règles de réécritures peuvent être simulées sur les vecteurs 

{KliE& 9 en appliquant les règles de réécritures (Rgi) correspondantes. Ces réécritures 
donnent lieu, en vertu de la Rem. 3.5.2, à une famille indépendante de vecteurs { &‘}ieEi 9 
(Ei C El), tels que rrr( y!) # 0, et à d’autres vecteurs {Uj}je&\E: tels que rr (Lli) = 0. 

Soient Ml le sous-module de M de base {y!}. 

Par la fan-&- {uj}jEE1\E~ U {K)iQE1. 

,e~; et Mz le sous-module de M engendré 
Chacun des vecteurs V de cette famille satisfait 

?~I(V) = 0 et par conséquent, on a: 

L o n(Mz) = Mz. 

De plus, MI et Mz sont supplémentaires: 

(3.11) 

M=Ml$Mz. (3.12) 

Par récurrence, on peut calculer une base indépendante { Uj}jeEt du sous-module n(Ms) 
engendré par la famille de vecteurs {r(Uj}jcE1\E, t U {A(Vi)}ieEI, à l’aide de réécritures 
élémentaires &-ri). 

Par application de L on obtient une base indépendante de Mz, v = L(U~) (j E E’), en 
vertu de (3.11) et de la Rem. 3.5.3 (i). De pl us, cette base de M peut être calculée par 
une suite finie de réécritures élémentaires (Rqi), en vertu de la Rem. 3.5.5. La réunion 
des ‘bases indépendantes des sous-modules Ml et MS nous donne une base de M, en 
vertu de (3.12). Cette base est indépendante, en vertu de la Rem. 3.5.3 (ii). 0 

Soit {Vn)}~ii une famille de vecteurs indépendants de K<A>q, de partition associée 

EI, . . . . Eq. Posons, pour k = 1, . . . , q, Xk = 0 si Ek = 0 et Xk = {r(ak(F))}icEI, 
sinon. Dans le deuxième cas, Xk est le code préfixe associé à la famille de polynômes 

{rk(K))iEEh* Nous dirons que les parties Xk C A’ sont les codes préfixes associks à la 
famille {V,},?, . Une fois le calcul d’une base indépendante terminé, on peut poursuivre 
le travail sur chaque composante, et utiliser le calcul des bases standard des idéaux (Th. 
3.4.9) pour montrer le corollaire suivant. 

Corollaire 3.5.8 Soit VI, . . . , V, une famille de vecteurs indépendants, E,, . . . , Eq sa 
partition associée et XI, . . . , X, ses codes préfixes associés. Il est possible de calculer, 
à l’aide de réécritures élémentaires, une, base indépendante V,‘, . . . , Vi avec partition 
associée El, . . . , Eq et codes ptifies associés X1, . . . , X, et telle que chacune des 
familles de polynômes { rk( V’)}iEEI, soit stand&. 0 
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Exemple 3.5.9 Ainsi, pour calculer la base indépendante d’un sous-module, on travaille 
sur les générateurs composante par composante. On construit pour les vecteurs du k&’ 
bloc, une base indépendante de l’idéal de polynômes engendrés par les polynômes en 
composante k de ces vecteurs. Soient les vecteurs: 

v,= (3abg2bp),vk= Oa). 

NOUS allons calculer une base indépendante du sous-module qu’ils engendrent. La par- 
tition associée à notre famille de vecteurs est El = { 1,2,3}, Ez = (4) et E3 = (5). 
On dispose les vecteurs dans une matrice; les réécritures élémentaires correspondront 
à effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice. On désignera la 
colonne i de la matrice par Ci et on écrira les réécritures élémentaires (Rs2) et (RS3) 
80~s la forme: Ci+oCi (a # 0) et Ci+Ci - Cjw (i # j, w E A’). 

abc+2b ab - 2a ac+b 0 0 
abbc+2bc+2ac abb+4a Gabc+bc+l 3abc+2bc-1 0 

0 Ch a+b c+2a c+2a 

On calcule d’abord une base indépendante de l’idéal engendré par les polynômes en 
première composante des vecteurs du blocs El. On effectue les réécritures Cr +CI - Czc, 
c,+c,, C+c3 - Cl. 

ac+b ab-2a 0 0 0 
bc -ac abb+4a Gabc+ac+l 3abc+2bc-l 0 
+bac Cba @ac+a+b c+2a c+2a 

La partition associée à cette famille est El = {1,2}, Es = {3,4} et E3 = (5). Oncherche 
à calculer une base indépendante de l’idéal engendré par les polynômes en deuxième 
composante des vecteurs du blocs Ez. On effectue les réécritures C,+ZC,, C,+C, - Cs, 
c,-+g,, c*+,. 

ac+b ab-2a 0 0 
bc-ac abb+4a a&+ $(ac+l) 
-+bac Ch &(cbac + a + b) 

bc- fEc+3) 
-i(cbac - 4c + 26 - 6a) c J2a 
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Cette fois, la partition associée à la famille est restée inchangée: El = { 1,2}, E1 = { 3,4} 
et Es = (5). Il n’y a pas de travail à faire sur le bloc E3 puisqu’il est réduit à un seul 
vecteur. La famille de vecteurs est maintenant indépendante. Les codes préfixes associés 
à cette famille sont X1 = {UC, ab}, Xl = {abc, bc} et Xs = {c}. De plus, on vérifie que 
les polynômes en kkw composante des vecteurs du bloc Ek (k = 1, 2, 3) forment une 
base standard de l’idéal qu’ils engendrent. 

Les vecteurs: 

v:= bc- &+3) 
-;(cbm - 4c + 2b - 6~) b= (.Pz.) 

forment une base indépendante du sous-module engendré par les vecteurs VI, Vs, V’, V, 
et V,. 0 

Comme dans le cas q = 1, bien que les bases indépendantes d’un sous-module (de type 
fini) aient toutes les mêmes codes préfixes associés (Cor. 3.5.8), il n’y a pas unicité de 
la base. On ne gagne pas l’unicité en exigeant que chacune des familles de polynômes 
associées à chacun des blocs de la partition soit standard. Il faut demander un peu plus. 
La définition suivante nous a été suggérée par A. Joyal. 

Soit {V,},>, une famille de vecteurs indépendants de partition associée El, . . . , Ep et 
de codes préfixes associés Xr, . . . , X,. On dira que cette famille est standard si de plus, 
pour tout k= 1, . . ..q. 

(i) la famille de polynômes {*k(x)}ieEk est une base standard de l’idéal qu’elle engen- 
dre, 

(ii) si i E Ek et j > k alors la condition suivante est satisfaite: pour tout w E A’, 
w E Tj(Vi) implique w E A’ - XjA*. 

Remarque 3.5.10 Soit {V } ,, ,+r une famille standard de vecteurs de KcA>*. Alors on 
vérifie (comme à la Rem. 3.5.3-(i)) que les familles {~(V’,)},,~+,QE,, {*(Vn)},,ll,,,~~, et 

ted) ,,Lr sont standard. 0 

Théoréme 3.5.11 Soit M un sous-module de K<A>q. S’il eziste une base standard 

de M alors elle est unique. 
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Démonstration. On procède par récurrence sur q. Le théorème a déjà été nxmtré pour 
q = 1 (Th. 3.4.8). Supposons qu’il existe deux bases standard de M, .F = {V,),lI et 

y = <y&1 avec partition associée et codes préfixes associés respectifs l& . . . , A?$, 

Xl, *a-> X,, et E{, . . . , I?i, Xi, . . . , Xi. Les familles de vecteurs {~(V,,)).+,QE~ et 
{~(VJ},~l,,,gq sont deux bases du même sous-module de K<A>9-‘. De plm selon la 
Rem. 3.5.10 elles sont toutes deux standard. Par récurrence, elles sont égales. On peut 
donc supposer pour la suite, que Ek = EL, Xk = XL (k = 1, . . . , q - 1) et %(V,) = %(V,) 
(pour n 2 1, R $Z E,). 

Nous montrons maintenant que les sous-familles {Vn}nE~q et {Vi},,, sont égales. Les 
idéaux 1 et 1’ (de K<A>), respectivement engendres par les familles de polynômes 

{~9(V”)hEEs et {T,(V~)}~~~; sont égaux. En effet, soit {Qn}nE~o une famiIk de poly- 
nômes presque tous nuls. Alors, puisque F et 3’ sont toutes deux des bases de M, il 
existe une famille {Qn>,,z, de polynômes presque tous nuls tels que: 

c KQn = c <Qi,. 
nEEq ?I>l 

On en tire, par application de X, la relation 

0 = c W,Q:, 
W?E( 

d’où QR = 0 pour tout n # Ei, puisque selon le Th. 3.5.4 la famille {ir(Vi)},,zl est 

K<A>-linéairement indépendante. Par conséquent, 

c &Qn = c V;Q:. 
nEEq ME; 

Par application de x9 on obtient: 

c 7r9K)Qn = c ~9K)Qk 
ME, ME; 

ce qui montre que les deux familles de polynômes {K~(V~)},,~E~ et {X~(~}~~E; en- 
gendrent le même idéal (puisque le raisonnement est symétrique en 3 et n on a donc 
I = I’. Soit l,es blocs E,, Ei sont tous deux vides, et alors on a Z = I’ = (0). Soit ils sont 
tous deux non vides; mais alors, par hypothèse, les familles {T~(V~)},,~E, et {T,(V:)},EE; 
sont toutes deux des bases standard de l’idéal qu’elles engendrent. Selon k Th. 3.4.8, 
elles sont égales. On peut donc supposer que E,, = E$ X9 = Xi et r,(V,) = r9(V..) 
(n f E,), d’où V, = V, pour n E E9. 

Il reste à montrer que 9r,(V;) = X~(V;‘) pour i $? E9. Soit i 1 1, i 4 E,. Alors, comme 3 
et 3’ sont toutes deux des bases de M, il existe des polynômes {Qm},,ir pcsque tous 
nuls, tels que: 

v, = c V,Q;. 
VI21 
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A l’aide de % on trouve: 

On a montré plis haut que %(Vn) = %(Vd) (n 2 1, n $Z Ep) et que la famille {%(Vn)}n~~l 
est la base standard du sous-module qu’elle engendre. Par conséquent, on a Qn = 0 pour 
n @ Ei et n # i, et Q: = 1. La relation initiale est donc 

Par application de 7rq on trouve: 

~q(vi) = *q(V) + c Tq(Vp& 
nCEi 

On fait passer cette dernière égalité au quotient en appliquant la projection canonique 
(p : K<A>+K<A>/I, pour obtenir X,(K) E r&‘) mod I (car I = 1’ est engendré 
par les polynômes { Ap( VR’)}ne~i). Dans le cas où Ep = Ei = 0, on a I = { 0}, et la 
congruence est en fait une égahté. Si Ep = EQ est non vide, on conclut aussi à l’égalité 

rq(K) = r&‘) puisque ces polynômes sont des sommes de mots de A’ - &A’ et que 
cette famille de mots est indépendante mod I (Lemme 3.4.5). 0 

Pour montrer l’existence de la base standard d’un sous-module, on peut faire un raison- 
nement analogue en tout point à celui fait au paragraphe 3.4. On dira qu’un vecteur 
CJ E K<A>q est un vecteur simple si seulement l’une des composantes de U est non 
nulle et qu’elle se réduit à un mot. En d’autres mots, U est un vecteur simple si, pour 
unindice k E {l,..., q}, XL( 17) = u E A’ et rj(U) = 0 pour j # k. Nous dirons alors 
que U est de niveau k. 

Remarque 3.5.12 Tout vecteur V E K<A>q peut être écrit de façon unique comme 
combinaison K-linéaire de vecteurs simples. L’ensemble des vecteurs simples forme la 
K-base canonique de K<A>q vu comme K-module. On notera par (V, W) le coefficient 
du vecteur simple W dans le vecteur V. 0 

Désignons par S l’ensemble des vecteurs simples. On ordonne totalement S d’abord selon 
le niveau, les vecteurs de niveau q devant être les plus petits; puis sur chaque niveau 
selon l’ordre 5 sur le monoïde libre. Plus précisément, pour U, U’ E S, respectivement 
de niveau kl et kz, on aura U < U’ si et seulement si soit kl > k,, soit kl = k = kz 
et T~(U) < r&(U’) (notez le renversement de l’ordre sur le niveau). Cet ordre total sur 
S est un bon ordre. Le vecteur 0 dont toutes les composantes sont nulles n’est pas un 
vecteur simple. Le vecteur de niveau q dont la qème composante est le mot vide est 
le vecteur le plus petit de S; nous le désignerons par 1. On définit aussi l’intervalle 
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[CJ’, U”] = {U E S : U’ 5 U 2 U”}. Etant donné une partie P c A’ du monoide libre, 
on désigne par Sk,p l’ensemble des vecteurs simples U de niveau k tels que A~(U) E P. 

Soit M un sous-module de K<A>. Nous allons définir une suite croissante de vecteurs 
simples, qui donnera lieu à la base standard de M. Nous abrégerons l’expression 
‘linéairement dépendant’ par ‘lin. dép! On dira (comme on l’a fait pour les mots 
au paragraphe 3.4) qu’une famille de vecteurs simples {W,,},,~r est lin. dép. mod M s’il 
est possible de trouver des scalaires {on},,zr (Qi f K), presque tous nuls (mais non tous 

nuls), tels que Ci>l 0iW; E M. 

Nous allons définir, pour k = 1, . . . , q, une suite de vecteurs simples {U~‘)},,~,, de niveau 
k. On désignera la kbe composante du vecteur Cl,!‘) par ur) = rk(Uik)). Prenons k = q. 

On pose d’abord: 

Uiq’ = inf{W E S,,,. : [l, W] O SP.~. est lin. dép. mod M}, 

et pour n 2 2: 
19~) = inf{W E S n q,A”-{ulp’,...,unol~)A’ : 

[l, W] n Sq,A.+p) ,...,” :),}A. et lin. dép. mod Ml. 

Il se peut que pour un certain indice n 2 1, la famille SP A.-ju~),...,up), lA. soit linéairement 

indépendante (mod M). .Le vecteur simple U,, (9) et les suivants ne sont alors pas définis. 

Soit maintenant k < q. Supposons que les familles de vecteurs simples: 

{U(k+l)}n>l, * - * > {u(q))n>1 n n - 

ont toutes été définies. Posons, Xi = {~t)}~>r et Xi = A’-XiA’, pour i = k+ 1, . . . , q. 
On définit la suite {Uf)},,, de la façon suivante: 

uik’ = inf{W E &,A’ : [l, w) fI 
( 

&,A* u b Si,x, 
1 

est lin. dép. mod M}. 
i=k+l 

et pour n 2 2: 
tnk’ = inf { w  E sk,A+y) ,..., ,,tr, )A. : ~ 1 

sk,A.+y) ,...,” yJ,)A’ u ij Sixi est lin- dép- mOd W- 
irk+1 

Encore une fois, il se peut que pour un certain indice n 3 1, la famille 

S k,A*-{u~),...,u(,*ll}A’ 
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soit linéairement indépendante (mod JU). Le vecteur simple U,!“) et les suivants ne sont 
alors pas définis. 

Dans le cas où q = 1, cette construction est la même que celle que nous avons donnée 
au paragraphe 3.4. 

Lemme 3.5.13 Les mots de la famille {u~~)},,~~, si elle n’est pas vide, sont distincts 

deuz à deuz et forment un code préjùe qui satisfait u”) < ~y), si i < j. 

Démonstration. On procède comme au Lemme 3.4.2. Supposons que les mots UP), . . . , ur) 

forment un code préfixe et satisfont UIC’ < . . . < uik). Comme le vecteur simple U$!, est 

dans S,,,.-fUy> ,..., ui~)IA., c’est que ~!,y, E A’ - {uy), . . . ,un)}A’, de sorte que les mots 

*y, lk) . . . > uik) ne sont pas préfixes du mot u,+r. En particulier, un) # u!,!!,. Nous allons 

montrer que un) < u$r ; on en déduira, par (3.1), que ~!y, n’est pas préfixe de un). 

Supposons qu’au contraire u,+r < un); on a donc U,$!r (k) < Un). On sait alors, par (3.1), 

que [l, uri,] n un)A’ = 0, de sorte que: 

Ainsi: 

Or, comme le premier membre de cette égalité est linéairement dépendant, et que U$, c 

V,$&), le second membre contredit la minimalité du vecteur simple Uik). On doit donc 

avoir uLk) < uti1. 0 

Nous allons poser pour toute la suite 3 = (Ji,, S,,x, . Pour chaque vecteur simple Vi’), il 

existe une relation K-linéaire (mod M) qui lie Un’) avec ses prédécesseurs (qui sont dans 
3. Ainsi, pour chaque n et k, il existe un vecteur de polynômes V,,‘) du sous-module 
M, qui peut s’écrire sous la forme: 

V,ck) = U;“’ + c (V:‘),W)W E M. 
WEJ 

w<v’,“’ 
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Selon le Lemme 3.5.13, la famille de mots {u~~)},,~~, si elle n’est. pas vide est un code 
préfixe; cela implique, selon le Th. 3.2.11, que la famille de polynômes {~~(Vn(~))},,2~ 

est indépendante, puisqu’on a r(r~(Vi’))) = n . utk) Par conséquent, la famille de vecteurs 
{VJk)}~,:...,. forme une base indépendante du sous-module qu’elle engendre. Par con- 

struction, elle en est aussi la base standard. En effet, un vecteur simple qui apparaît 
dans V,nk), soit est Uik), soit il est dans 

S k.A’-{ul’),...,un-~}A* 

En effet, selon le point (i) de la Rem. 3.4.3, pour u c un), on a u E x si et seulement 

si u E A’ - {~y), . . . . I&?~}A’. Afi n d e montrer que les vecteurs Vi’) forment la 
base standard du sous-module M, il suffit donc de montrer qu’ils engendrent M. Les 
deux prochains résultats généralisent le Lemme 3.4.4 et le Lemme 3.4.5 que nous avons 
montrés au paragraphe 3.4. 

Lemme 3.5.14 Soit V E K<A>q. fi eziste une famille {Q,,,k}n;;,.,.,, de polynômes 

presque fous nuls et des scalaires {Q~}~~s presque tous nuls tels que V puisse être écrit 
sous la forme: 

v  = c Vn(“Q,,,k + c aww. 
k=l,....q 

?I?l 
WEJ 

Dénwnstration. Il suffit de montrer le lemme dans le cas d’un vecteur simple IV, $ 3. 
Supposons w0 de rang k; on a donc nk(Wo) E &A’. Alors il existe un mot w E A* et 
un vecteur simple Uik) tels que kV0 = CJAk)w. On procéde par récurrence sur les couples 
(k, 1~1) ordonnés par (k,, i) < (k,,j) si et seulement si soit k1 > k,, soit kl = kz et i < j. 
On a: 

w, = uik’w = vJk)w - c ww. 
Wé3 

W<rJik’ 

Dans la somme du membre droit,, soit le vecteur simple Ww est de niveau supérieure à k, 

soit il est de rang A et alors deux cas sont possibles. Soit, Ww E Skxk, soit Ww = U$‘)wr. 

Dans cette dernière éventualité on trouve ?rk(wW) = uw = u$‘)w = ,k(ur’W’) avec 
Iw’I < IwI (puisque u E xk). On peut donc conclure par récurrence et le lemme est 
montré. 0 

Lemme 3.5.15 La famille de oecteurs simples {W},,s est linéaiwment indépendante 
mod M. 
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Démonstration. si x1 = {Un)} ,,>r est vide ou si Xr est fini alors c’est précisément parce 
que la famille { W}w~s est linkrement indépendante mod M. En effet, si Xr est vide 
alors c’est que [l, W] n (&,A- U & S,,J~) est linéairement indépendant mod M pour 

tout W E Sr,~.f c’est donc dire que la famille 3 = &,A* U (Ji=’ Sk,xk est linéairement 
indépendante mod M. Si le code Xr est fini, le résultat est évident. 

Il reste donc à considérer le cas où X1 est infini. Supposons qu’au contraire il existe 
des scalaires {c~w} we~ presque tous nuls (mais non tous nuls) tels que CawW E M. 
Soient n et k tels que: 

Uik) = i*f{U,!j) : LI;(‘) > W pour tout W tel que QW # 0). 

Alors, comme W < UAk) et W E 3, on a en fait 

w ’ sk,A’-~ul”).....“(,-,)A* ” 6 ‘k,%- 
i=k+l 

De sorte que la relation C QW W 
U.$k’. 

= 0 mod M contredit la minimalité du vecteur simple 
0 

Proposition 3.5.16 Les vecteurs {Vi”)} )=l,...& engendrent M. 
?I>l 

Démoostration. Soit 19 : K<A>q+K<A>q/M le morphisme canonique de K<A>-module 
(à droite). Soit V E M; on a alors 19(v) = 0. Selon le Lemme 3.5.14, il existe des 

PblYnôma {Qn.k) =,. L 1 ...,Q presque tous nuls et des scalaires {aw}wss presque tous nuls 

tels que: 

On a donc: 

v = c Vn(k)Q,,,k + c aww. 
k=l,...,q 

nll 
WCS 

0 = 9(V) = d( c Vn(“Qn,k + c aww) 
k=l....,q 

n?l 
WOS 

= d( c tik’Qn.k) +d( c aww) 
k=l,....q 

?I>l 
Wd 

= l9( c awW). 

WC3 

On en déduit QW = 0 pour tout W E s puisque la famille {W},es est lineakement 
indépendante mod M, selon le Lemme 3.5.15. Par conséquent, on obtient: 

v = c ti”‘Qn,k > 
k=l,....q 
n>l 
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et le résultat est montré. 0 

, \ Theoreme 3.5.17 Sod VI, . . . , V, une famille indépendante. Il est possible de calculer, 
ci l’aide d’une suite de réécritures élémentaires, la base standard du sous-module M 
engendré par les vecteurs V,, . . . , V,. De plus, la partition et les codes préjhes associés 
à la base standard de M sont respectivement égauz à la partition et auz codes préjùes 
associés à VI, . . . . V,. 

Démonstration. Nous allons procéder comme au Th. 3.4.9 et construire un outil de 
récurrence pour la démonstration. On pose, pour V E K<A>q, R(V) = max{ W E 
S : W E V}; le vecteur simple R(V) est donc le vecteur simple maximum qui ap- 
parait dans V. Etant donné les codes préfixes X1, . . . , X9, on définit le multi-indice 
ü = qv,, . ..> K) = (e~)~,uf~,~,,,,,., en posant ew = I{i : W E vi, W # W))l. 

Pour W E lJ=, Si,X,A*, l’entier PM~ compte le nombre de vecteurs dans lesquels le 
vecteur simple apparaît, sans en être l’élément maximal. On ordonne ces multi-indices 
selon l’ordre lexicographique inverse. Plus précisément, pour v = (eW)wÉuy=, S,.X,P 

et 7 = hdw,Uf=, s<,x,*. 7 on aura V < IJ si et seulement s’il existe un vecteur simple 

W E & Si,X,A’ tel que & < ew et & = pu pour tOUt U > W. 

Soient El, . . . , E9 et X1, . . . , X, la partition associée et les codes préfixes associés 
à lafanulle VI, . . . . V,. On peut supposer, en vertu du Cor. 3.5.8, qu’en chacune des 
composantes la famille de polynômes { rk( K)}igEi est une base standard de l’idéal qu’elle 
engendre. On procède par récurrence sur v(V,, . . . , V,,). 

Si la famille V,, . . . , V,, n’est pas standard c’est qu’il existe deux vecteurs de la base, 
K et 4, avec i E Ekl, j E Ek2 et kl c kg, un vecteur simple W de niveau kz et des 
mots U, tu E A’ tels que w = R(Vj), Tk,(W) = w = f(Akz(vj)) et WV f K. On a donc 
(Vj,W) = 1 car f(nka(vj)) = W. Posons V, = V,,, pour m # i et v! = fl - (&,W)VjU. 
On a maintenant (I+, WV) = 0. Cette réécriture élémentaire ne modifie pas la kl 
composante du vecteur K puisqu’on a supposé kl < 112. Par conséquent, la partition 
associée et les codes préfixes associés restent inchangés. On est donc en mesure de 
comparer V( VI, . . . , Vn) et V( V:, . . . , VJ. Si W’ # W est un vecteur simple dans Vju 
alors W’ < W. En effet, tous ces vecteurs simples sont de la forme IV’ = UV pour 
un U E Vj. Le niveau de U est au moins égal à kz, car j E Eh. Donc, soit U est de 
niveau plus grand que kz, soit il est de niveau kl et alors *h(U) = u < w = r(Igk,(vj)) 

entraîne Q(w') = Xka(Uv) = *k2(u)v = UV < WV = Z?b(VjU), eII V&U de (3.1). Cela 
montre que Y(V:, . . . , Vi) < ~(VI, . . . , V’,). Selon le Lemme 3.5.6, ces deux familles 
de vecteurs engendrent le même sous-module; on peut donc conclure par récurrence. 0 

Remarque 3.5.18 Le Th. 3.5.7 ( comme le Th. 3.5.17 ci-haut) peut aussi être montré 
en faisant une récurrence sur le multi-indice (défini plutôt de façon analogue au multi- 
indice des recteurs des polynômes - paragraphe 3.3). La démonstration que nous en 
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avons donnée a toutefois l’avantage de mettre en évidence le fait que le calcul de la base 
indépendante d’un sous-module s’effectue composante par composante. 0 

Exemple 3.5.19 Reprenons la base indépendante du sous-module engendré par hz 

vecteurs V,, V,, K, V, et V,, calculée à 1’Ex. 3.5.9 (et les notations que nous avons 
utilisées). Disposons ces vecteurs dans une matrice. 

ac+b ab-2a 0 0 
bc-ac abb+4a abc+ :(a,+ 1) 
-;cbac 

bc- &+3) 
Ch &(cbac+a+b) -i(cbac-4c+2b-6a) cJ2a 

Cette base n’est pas la base standard du sous-module qu’elle engendre. On ‘nettoie’ 
les supports des polynômes en deuxième composante. Le travail est dans ce cas assez 
simple; seul le premier vecteur doit subir une réécriture, qui est CI-CI - C,: 

ac+b ab - 2a 
abc + {yac + 1) 

0 0 
-!;cicl) abb + 4a bc - t(ac + 3) 

zc Cbo h(cbac+a+b) -i(cbac-4c+2b-6a) cJ2a 

0,n poursuit le travail sur la troisième composante des vecteurs en appliquant les ré& 
tritures CI-GI + $shc, C2-C2 - C&a, C3-473 - 1/12C&uc, C4-4, + 1/8C&ac et 
c,-c, - $5: - 

( 

ac+b ab-2a 0 0 0 
-:(a - 1) abb + 4a abc + g(ac + 1) 

abac 
bc- f(ac+3) 0 

-2aba A(-2abac + a + b) f(abac - b - a) c + 2a 

La base formée des vecteurs: 

v= (,oy4J.v= (cp2a) 

est la base standard du sous-module engendré.par les vecteurs VI, V2, Vs, V, et Vs. 0 
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Comme dans le cas q = 1, l’unicité de la base standard (Th. 3.5.11 et Prop. 3.5.16) et 
la possibilité d’en effectuer le calcul (Th.‘3.5.17) nous permettent de tester si deux sous- 
modules finiment engendrés sont égaux. On est aussi en mesure de tester l’appartenance 
d’un vecteur à un sous-module M (finiment engendré), et on peut calculer son image 
dans le quotient K<A>q/M. 

Corollaire 3.5.20 ll est possible de tester si deuz ensembles finis de vecteurs engendrent 
le même sous-module. 0 

Corollaire 3.5.21 Soient V et VI,. . . , V, E K<A>q tels que la famille VI,. . . , V, est 
la base standard du sous-module M qu’elle engendre. Il est possible de calculer l’image 
de V, dans le quotient K<A>q JM. En particulier, il est possible de tester si V E M. 

Démonstration. On désigne par 19 : K<A>q +K<A>q/M la projection canonique. Il nous 
suffit de savoir calculer l’image d’un vecteur simple W E S. On procède par récurrke 
sur l’ordre défini sur S. Soient El, . . . , Eq et X1, . . . , X,, respectivement la partition 
assc&e et les codes préfixes associés à la famille VI, . . . , V,. Supposons W de niveau k. 
Si rk(W) E Xk alors d(W) = W. Sinon, il existe un mot w et un vecteur vi avec i E & 
tels que rr(W) = F(r&))W. 

l9(W) = t9(W - KW) + l9(flw) 

= qw-Kw)+O 

= qw - l(w), 

Le vecteur W - KW fait apparaître des vecteurs simples W’ qui soit sont de niveau 
supérieure à k, soit sont de niveau k et ont une composante rk(W’) plus petite que le 
mot r(rk(x))w. On peut donc, par récurrence, terminer le calcul. 0 



Conclusion 

Nous avons vu que plusieurs propriétés des mots de Lyndon étaient communes à toutes 
les familles de mots de Hall, et que ces propriétés tiennent au tissu subtil d’inégalités 
qui 8e tisse derrière chaque arbre de Hall. Le cas des mots de Lyndon n’en demeure 
pas moins unique. En effet, dans ce cas le choix des mots et la construction de la base 
de l’algèbre de Lie libre qu’ils fournissent, peuvent être faits directement à partir du 
monoide libre (cf. [Ga 88, Lo 82, Vi 761). C e n’est pas le cas pour les autres familles 
de mots de Hall. Pour cette raison, il serait très utile d’obtenir une caractérisation des 
ordres sur le monoide libre, qui autorisent la construction de ces factorisations et de leurs 
bases de l’algèbre de Lie libre associées, comme on le fait pour les mots de Lyndon. On 
obtiendrait du même coup une approche rénovée pour la construction des bases de la 
série centrale descendante du groupe libre. 

Nous avons cherché une réponse à ce problème sans arriver à de résultats satisfaisants. 
Il est possible de donner des conditions assez techniques qui permettent de choisir des 
mots dans le monoïde libre et de leur associer une structure arborescente, de façon à 
ce que la famille de mots forme un ensemble de Hall. Cependant, il semble impossible 
d’éviter, de façon élégante, de formuler des conditions de la trempe des conditions (1.6), 
(1.7) et (1.8). L e ro p bl ème mérite qu’on s’y attarde encore. 

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de ce travail, les idéaux à droite de 
l’anneau des polynômes non commutatifs et les sous-algèbres de Lie de l’algèbre de Lie 
libre sont intimement liés. %rSov[Si 531 a montré que les sous-algèbres de Lie de l’algèbre 
de Lie libre sont elles-mêmes des algèbres de Lie libres. Ce sont ces deux résultats qui 
nous ont poussés à entreprendre notre travail sur le calcul des bases standard des idéaux 
à droite (de l’anneau des polynômes non commutatifs), dans le but de donner un calcul 
effectif des familles basiques des sous-algèbres de Lie de l’algèbre de Lie libre. Nos 
résultats sur le calcul des bases des idéaux à droite laissent espérer qu’il sera possible 
d’en faire autant pour le calcul de familles basiques des sous-algèbres de Lie (de l’agèbre 
de Lie libre). Le travail sur les sous-algèbres de Lie fera partie de recherches futures; 
les travaux de Cohn [CO 61, CO 64, CO 691 pourraient nous être encore une fois d’une 
grande inspiration. 
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