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Résumé 

Cet ouvrage traite principalement des arbres hyperquatemaires de points (“point 

quadtree”) qui sont une gén&alisation des arbres binaires de fouille. En premier lieu, un 

survol des structures de données hiérarchiques est présenté. Sont dtkrits entre autres les 

arbres hyperquatemaires de rQion, les arbres k-d, les arbres pseudo-hyperquatemaires et 

pseudo-kd. Les rksultats relatifs aux arbres binaires de fouille ainsi que ceux concernant 

les arbres pseudo-hyperquatemaires de points sont donnés. Une Ctude plus poussée des 

arbres hyperquatemaires nous a permis d’obtenir des r&ultats concernant la profondeur 

du dernier noeud insM, la proportion des divers types de nœuds dans un arbre hypexqua- 

ternaire de points. Enfin, nous étudions une alternative de ces arbres, soit les arbres 

pseudohyperquatemaires ce qui nous permet de montrer, après étude du cas à deux 

dimensions, que ceux-ci semblent plus performants au niveau de la fouille, de l’ajout et 

de la suppression de points que les arbres hyperquatemaires originaux. 



Abstract 

In this thesis we talk about point quadtrees which are a generalization of the 

binary search tree. Fiist of all, we present a stuvey on hierarchical data structures such as 

pixel quadtrees, k-d trees, pseudo-quadtrees and pseudo k-d trees. Results conceming 

binary search trees are given as well as for point quadtrees. A study in depth allowed us 

to get interesting results about the depth of the last node inserted and the proportion of the 

different kind of nodes in a quad tree. Finally, we study the pseudo-quadtree which cari 

be viewed as a good alternative of the original quadtree in the sense that it is more 

powerful for search, insert and delete points than its counterpart 
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Chapitre 1 

Introduction 

1.1 Introduction 

Comme le mentionne Samet (1984) dans son expose sur les arbres quaternaires et 

les structures de données y étant reliées, les structures de données hi&wchiques, comme le 

sont les arbres quaternaires, deviennent de plus en plus de representations techniques 

importantes dans les domaines du graphisme sur ordinateur, la manipulation d’images, la 

géometrie computationnelle, les systèmes d’information géographiques et la robotique, 

pour n’en nommer que quelques-unes. Toutes sont basées sur la décomposition hiérar- 

chique, c’est-a-dire recursive, de l’entite a décrire, à stocker, à questionner, à manipuler. 

La structure hiérarchique sous-jacente en decoulant permet une observation locale d’un 

sous-ensemble, ou partie, de l’entité pouvant alors être consid&e comme entité propre. 

Ceci permet aussi d’observer la structure a un niveau de detail plus ou moins grossier. Les 

structums de données hierarchiques sont séduisantes a cause de leur clarté conceptuelle, de 

la simplicite de leur implantation ainsi que des algorithmes inhérents à leur manipulation. 

Pour avoir une vue g&&ale assez complète ainsi qu’une bibliographie couvrant tous les 

aspects concernant le sujet, il faut consulter Samet (1984). 

Nous nous proposons d’étudier cette classe sp&ifïque de structures de donnees 
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hi&archiques. On parlera plus spécifiquement d’arbre binaire, d’arbte quaternaire, d’arbre 

hyperquatemaire. On dkrira aussi certains types d’arbres comn~ les arbres pseudohyper- 

quaternaires, les arbres k-d, les arbres pseudo-kd, les “tries” multidimensionnels, pour 

n’en nommer que quelques-uns. Le lecteur doit être avisé qu’un effort a et6 fait pour 

franciser les termes anglais plus connus. Ainsi, ce que Samt (1984) nomme “quad tree” a 

été traduit ici par “arbre hy-perquatemaire”, et lorsqu’on parle d’arbre binaire, il s’agit du 

cas particulier d’arbre hyperquatemaire B une dimension et que lorsqu’on parle d’arbre 

quaternaire, il s’agit des arbres hyperquatemaires a deux dimensions. Il ne semble pas 

exister, à l’heure actuelle, de consensus à ce sujet. Berstel et Abdallah (1989) parlent quant 

à eux de t&arbre qui correspond au terme ‘krbre quatemai& dans le présent ouvrage. 

Le présent chapitre sera consa& aux résultats relatifs aux arbres hyperquatemaires 

de region appel& en anglais “region quadtree” ou “pixel quadtree”. Les arbres hyperqua- 

ternaires de points, nommés “point quadtrees” en anglais, qui sont une gén&alisation de 

l’arbre binaire de fouille, seront examinés de plus près. On mettra en relief les kultats 

théoriques COMUS jusqu’ici, ainsi que des r6sultats originaux constituant la pierre angulaire 

de la présente thèse. 

Le chapitre 2 concerne l’étude plus spkifique de l’arbre hyperquaternaite de points. 

La profondeur du dernier naud ajouté dans un arbre sera la quantid Ctudiée. On y 

retrouvera certains resultats connus sur les arbres binaires de recherche, exprimés selon 

notre nouvelle approche. Des r&ultats relatifs aux arbres hyperquatemaircs de dimension 

deux, plus spécifiquement l’esperance et la variante de la profondeur du dernier nœud 

ajouté a un arbre quaternaire seront d&nontr&. La section 1.5 du pr&ent chapitre fait 

mention de ces r&ultats. 

Au chapitre 3, on retrouvera une étude sur le comportement asymptotique de la 
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profondeur du dernier nœud ajoute a un arbre hyperquatertke de points. 

Le chapitre 4 est consacre aux nouveaux rt%ultats relatifs aux nœuds de l’arbre 

hyperquaternaire de dimension deux. On avait déja des rt%ultats pour les arbres binaires de 

fouille (Mahmoud, 1986.) Tous ces resultats sont aussi r&umés B la section 1.5 de ce 

chapitre. 

Le chapitre 5 fait l’étude d’une version modifiée des arbres hyperquatemaires, soit 

les arbres pseudo-hyperquaternaires. On y étudie la profondeur du dernier nœud ajoute 

dans une telle structure dans le cas à deux dimensions. Nous y retrouvons une Ctude 

empirique sur le sujet. 

Maintenant, attaquons-nous au sujet qui nous pr&ccupe. On pourrait donner 

comme définition d’arbre hyperquatemaire, la définition que Samet (1984) en donne. 

Celle-ci englobe une grande variété de structures. 

Définitioa: Un cubre Iryperquaternaire est une structure de don&% hitkarchique ba- 

s& sur la décomposition nkrrsive de l’espace. 

Ce qui permet de différencier les types d’arbres hyperquatemaires est, premiè- 

rement, le type des donn6es qu’ils repnkntent. Ce peut être un ensemble de points dans 

l’espace, des données de nature g@raphique, la representation d’images, la reprtkentation 

de volumes, etc.. . Deuxièmement, le principe guidant le processus de decomposition les 

caract&ise aussi. Nous verrons des exemples plus loin quand nous parlerons d’arbres 

hyperquatemaires de region et d’arbres hyperquatemaires de points. Finalement, les 

differents types se caractkisent par le niveau de Aolution des données reprksentées. Cette 

r&olution peut être variable ou non. 
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La figure suivante nous donne un bon exemple de ce que peut être un arbre 

hyperquatemaire de points B deux dimensions. Un ensemble de neuf points est representé 

sous forme graphique et sous forme d’arbre. Les points sont ajoutés un a un. Le point X1 

sépare la r&ion initiale en quatre quadrants. Le point X2 se trouve dans le deuxième 

quadrant induit par X1 et divise celui-ci en quatre quadrants. Tous les autres points sont 

ainsi ajoutes à la structure. Le graphique montre bien la hikarchie entre les points, ainsi 

que le principe sous-jacent de subdivision de l’espace. Des branches pointill6es ont Cte 

ajouttks dans l’arbre pour bien montrer où sont les rCgions exemptes de points. On peut 

aussi en faire un arbre plein en ajoutant des nœuds externes (voir la definition de noeud 

externe plus loin) xep&entant les régions vides. 

XI = W), X2 = (3,7),X3 = (1,9), X4 = (531, Xs = (2.8) 
x6 = (6.2). X7 = CM), Xs = (7,4), Xg = (4.1) 

Fig. 1.1 - Arbre hyperquatemaim à deux dimensions. 

Il faut remarquer que la structure de l’arbre représentant les points est moins 
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fonction des coordonnées des points comme telles mais plutôt fonction de l’ordre 

d”‘arrivée” des points. On remarquera, entre autres, que les points qui sont à une même 

profondeur dans l’arbre peuvent arriver dans n’importe quel ordre entre eux sans changer la 

structure de l’arbre. Par exemple, si, au lieu d’insérer les points de X1 a X9 dans cet ordre, 

on avait in&? x1, x4, x2, x3, x7, x8, &j, x9 puis x5, on aurait eu exactement la même 

subdivision du plan ainsi que le même arbre. On peut remarquer aussi que, hormis la 

racine, tout nœud a un nurn&o superieur B celui de son parent. 

La figure 1.2 nous donne la subdivision de l’espace obtenue en prenant les mêmes 

points que ceux utilises pour la figure 1.1 mais en utilisant la structure d’arbre k-d. 

L’espace est subdivise alternativement par la coordonnée x ou y des points considéres. On 

remarque que l’on obtient un arbre binaire. La structure d’arbre k-d nous donne toujours 

un arbre binaire quelle que soit la dimension d considétie car à chaque niveau de l’arbre 

correspond la subdivision selon une des d coordonnées. 

.  .  

Fig. 1.2 - Arbre k-d B deux dimensions. 
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La figure 1.3 utilise le même ensemble de points mais les represente selon un arbre 

pseudo-hyperquatemaire, tandis que la figure 1.4 les repdsente sous forme d’arbre 

pseudo-k-d. La caractétistique fondamentale des ces arbres pseudo-hyperquatemaires et 

pseudo-ki est le fait que les points de l’ensemble sont des feuilles de l’arbre alors que les 

nœuds internes sont des points choisis hors de l’ensemble de points pour effectuer les 

subdivisions. 

Fig. 1.3 - Arbre pseudo-hyperquatemaire a deux dimensions. 

La figure 1.5 nous montre un exemple d’image rangée sous forme d’arbre hyper- 

quaternaire de r6gion a deux dimensions. L’image est d’abord d&ompos& en “pixels” qui 

sont repr6sentés par la valeur 1 pour un pixel noir, et 0 pour un pixel blanc. Ensuite, on 

ajoute une bordure de pixels blancs de façon a avoir un carre de pixels dont chacun des 

côtes contient un nombre de pixels qui soit une puissance de deux. On divise en quatre 

carrés égaux le carre de départ et si un carre n’est pas de couleur uniforme, celui-ci est 

divise à son tour en quatre carres. 
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Fig. 1.4 - Arbre pseudo-k-d B deux dimensions. 

On peut voir ici que le nombre maximal de divisions dépend de la grosseur de 

l’image en nombre de pixels, le pixel étant la plus petite entité non-morcelable. JJ dépend 

aussi de la forme de l’image. L’arbre quaternaire de rQion est donc une structure a 

résolution variable. Chaque nœud a aucun ou quatre enfants, ce qui en fait un arbre plein 

(voir Standish 1980). Les quatre enfants repr&entent respectivement les quadrants nord- 

est, nord-ouest, sud-ouest et sud-est, dans l’ordre habituel. Les feuilles sont noires ou 

blanches et les nœuds non-terminaux sont considér& comme étant gris, car constitués de 

composantes noires, blanches et/ou grises. Comme on ne divise pas une n?gion de couleur 

uniforme, les enfants d’un nœud ne peuvent être tous blancs ou tous noirs. Dans la figure 

1.6, le nœud E est une feuille car on n’a pas eu a subdiviser la region y correspondant 

Puisque la grille de depart comporte 23 x 23 pixels, le nombre maximal de subdivisions 

est de trois. Ce nombre aurait pu ne pas être atteint si la @on avait été toute noire ou toute 

blanche. On aurait alors eu un arbre ne contenant qu’une feuille noire ou blanche selon le 

cas. Une autre caract&istique de cette façon de faim est que, si la grille de départ est un 
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carré de 2” x 2” pixels alors un nœud A une profondeur de i, la racine Ctant a une 

profondeur de Ao, reprhentera un carré de 2”-’ x 2”-’ pixels. Donc, plus on descend 

dans l’arbre, plus on a affaire A de petits car& jusqu’a concurrence d’un pixel. 

Fig. 1.5 - Image dtkomposée en pixels. 

12345678 13 14 13 16 33343%3637363940 

Fig. 1.6 - Arbre quaternaire de r@on. 

Il y a plusieurs façons de reprhenter les rkgions. La façon la plus simple est le 

“run length code”, dkrit par Rutovitz (1968). où les blocs sont restreints A des rectangles 

de 1 par m, m Ctant le nombre de pixels représentant la r&ion. Une autre reprhente la 
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région en un ensemble maximal de blocs carres se chevauchant possiblement. Ces car& 

sont habituellement décrits par leur centre et leur rayon, m&hode appelde “medùzl uxis 

trunsfomution”. L’arbre quaternaire dkrit plus haut est une variante de cette dernière 

methode puisqu’il repose sur un ensemble de carres, ne se chevauchant pas, ayant comme 

grandeur et position des valeurs pr&i&ermin6es. La longueur des côtes est une puissance 

de deux. On peut aussi utiliser une méthode de subdivision non r@rlike qui consisterait, 

par exemple, B diviser, en rectangles de grandeur arbitraire, la r6gion a dkrire. Ceci peut 

prendxe moins d’espace. 

Fig. 1.7 - Image d&ompos&z en pixels. 

Considkons la région de la figure 1.7 qui serait representee par l’arbre quaternaire 

de la figure 1.8. Elle demande beaucoup de subdivisions, alors qu’on voit très bien que la 

region est formée essentiellement de deux rectangles superposés. Cependant, cette 

m&hode a le d&avantage que, n’étant pas r&di&re, il faut dkrminer où l’on effectuera la 

parution en rectangles, ce qui suppose une fouille. Les mkhodes qui subdivisent selon un 
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schème n?gulier sont plus avantageuses. On est atr~nk a penser que la t+gion rCguli&e qui 

résulte du processus de subdivision pourrait ne pas &re un ca&, mais plutôt un triangle 

@ilat&al, un triangle isocèle ou un hexagone (voir figure 1.9). 

Fig. 1.8 - Arbre quaternaire de r&ion. 

Fig. 1.9 - Diff6rentes subdivisions du plan. 

En ghkral, la dkomposition de l’image doit avoir les propriMs suivantes: 

(1) On doit pouvoir r&&er indéfiniment la d&zomposition de façon a pouvoir dkrire des 

images de n’importe quelles dimensions, 

(2) La partition devrait être indéfiniment dkomposable en des partitions de plus en plus 

fines afii d’augmenter la r6solution. 

Dans le cas des hexagones, la propri&e (2) n’est pas tout à fait respectee puisque ceux-ci ne 
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peuvent se diviser en d’autres hexagones plus petits contrairement aux triangles 

équiladraux, par exemple. La m&hode la plus facile reste cependant celle produisant des 

blocs carres, et nous nous en tiendrons B l’étude de celle-ci. 

1.2 Autres structures de donnhr multldimenslonnelles 

Une structure de données hi&archique ds intdmssante est l’arbre k-d, introduit par 

Bentley (1975). C’est une structure particuli&rement avantageuse en ce qui a trait aux bases 

de données puisqu’elle est assez ais& a implanter et permet de pouvoir répondre de façon 

plutôt efficace à un grand nombre de types differents de requêtes. Cette structure est 

appelée aussi “arbre binaire muhidimensionnel”. Cependant, la premiere appellation est 

plus connue et usitée. Dans l’expression “arbre k-d”, k désigne la dimension considt%e. 

Le principal avantage est que, justement, le nombre d’enfants de chaque nceud est limite a 

deux, contrairement a l’arbre hyperquatemaire de dimension d qui peut engendrer jusqu’a 

2d enfants par nœud, ce qui est extrêmement coûteux du strict point de vue mémoire 

utilis6e. L’arbre k-d est construit de sorte que chaque niveau correspond a l’une des k 

coordonn6es. Par exemple, dans le cas à deux dimensions, où il est question d’arbre 2-d. 

le sous-arbm gauche correspond aux points de coordonnBe x plus petite que la coordonnée 

x de la racine, et le sous-arbre droit correspond aux points de coordonnee x plus grande 

que la coordonnée x de la racine. En fait, les niveaux pairs separent les points selon la 

coordonnee x, et les niveaux impairs les divisent selon la coordo~ee y. La figure 1.10 

donne une bonne id6e de quoi il retourne. 

Comme il s’agit fondamentalement d’un arbre binaire, les proprietes de ceux-ci 

demeurent, quelque soit la dimension consid&e. 
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Fig. 1.10 - Arbre k-d. 

Willard (1982) a Claboré une structure hiérarchique, appelée arbre polygone 

(“polygon tree”), qui permet la fouille dans des r&ions plus complexes comme le sont les 

polygones. L’idée est de subdiviser R2 à l’aide de J droites, pas nécessairement ortho- 

gonales entre elles, mais ayant d’autres propriétes. Cette subdivision est appel& “J-way 

division”. Le cas où J = 2 se ramette à l’arbre hypetquatemaire de dimension deux, mais 

avec des droites de subdivision non perpendiculaires. 

Une autre structum hi&archique permettant de representer des ensembles de points, 

définie par Samet (1984), est l’arbre PR hyperquatemaire (P pour point et R pour r&ion), 

appelé en anglais, “PR quadtree”. Ceux-ci sont structur& comme les arbres hyper- 

quaternaires de n5gion en ce sens que la décomposition hi&archique est fixe. La diff6rence 

est que les feuilles sont soit vides (blanc), soit qu’elles contiennent une donnée (noir). La 

figure 1.11 en donne un exemple. Orenstein (1982) a ddfini une structure analogue 
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utilisant des arbres binaires plutôt que des arbres hyperquatemaires et cette structure 

pourrait être appel& arbre k-d PR ou mieux encore, “k-d trie”. 

Fig. 1.11 - arbre PR hyperquatemaire. 

1.3 Historique des arbres hyperquaternaires de points 

Les premiers à parler d’arbre quaternaire furent Finkel & Bentley (1974). Ils dé- 

couvrirent empiriquement que la longueur moyenne du chemin interne (voir la définition 

plus loin), pour un arbre hyperquatemaire à deux dimensions est, en gros, proportionnelle 

à n log n, où n est le nombre de nauds dans l’arbre. On verra plus loin que la valeur 

exacte de la longueur moyenne du chemin interne est de @+*)If” -$x-i, où 
n 

H,, = c!. Ils donnent un algorithme d’insertion dans une telle structure. Aussi, ils ont 
i=l 

essaye d’ameliorer la structure de l’arbre en développant un algorithme simple de 

rebalancement analogue a celui utilisé pour rebalancer les arbres binaires. On peut le voir 

dans les deux figures qui suivent: 
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Fig. 1.12 - Simple rebalancement. 
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-À--; 
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Rebalancement 
longueur du chemin interne: 2 

Fig. 1.13 - Double rebalancement. 

Cependant, ils remarqukent que, dans certains cas, un arbre construit avec l’algo- 

rithme de rebalancement dkit donne un arbre ayant une longueur de chemin interne plus 

grande que celle obtenue sans rebalancement, avec les mêmes points, arrivant dans le rnênw 

ordre. Ils mentionnkent aussi qu’il y a deux classes de fouilles facilit&s par les arbres 
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hyperquatemaires de points. La première est la recherche de points dans un tel arbre. La 

deuxiéme est la fouille de région, par exemple: “Quels sont les points qui sont a l’intkieur 

d’un cercle de rayon 7 et de centre (5,3 l)?” Ils donnent un algorithme effectuant de telles 

fouilles. 

1.4 Revue de littbature 

En fouillant la littkrature sur le sujet, on dkcouvre une abondante bibliographie sur 

les structures de donnees hiérarchiques. Cela va des Ctudes theoriques sur ces structures 

aux diffkents algorithmes inherents à celles-ci. 

La prkente section se veut descriptive de ce qui s’est &A sur le sujet, sans pour 

autant être limitative. 

Tout d’abord, l’article de Samet (1984). dans lequel il expose une Ctude sur les 

arbres hyperquatemaires et les structures de donnéts affkentes, se décompose en trois 

grandes parties, c’est-a-dire: les arbres hyperquatemaires de région, les arbres 

hyperquatemaires de points et les arbres repr&entant des données curvilignes. Ballard 

(1981) introduit la stmcture hikarchique d’arbre de bandes (“suip trees”) qui permet la 

représentation de telles donks. Ces demikres concernent la description de la bordure 

d’une r6gion en opposition avec les arbres hyperquatemaires de r6gion et les arbres 

hypetquatemaires de point qui dkrivent l’intkieur ou la r&ion elle-même. 

Dans la section des arbres hypetquatemaires de mgion, on y decrit aussi les diffé- 

rentes façons de subdiviser l’espace dans le but de décrire une région. Des algorithmes 

permettant de trouver les voisins d’un element de mgion, ainsi que des rtZf6rences s’y rap- 

portant sont donnés. Une section est consacnk aux diffkentes façons de reprknter les ar- 
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bres hyperquaternaires, dont, entres autres, celles utilisant des pointeurs vers les enfants et 

celles n’utilisant pas de pointeurs. On donne en plus des algorithmes pour passer d’une re- 

prtkntation a l’autre. Il est aussi intkessant de pouvoir effectuer l’union, l’intersection, la 

transformation d’images, pour ne nommer que quelques-unes des opérations possibles. 

Des algorithmes permettant d’effectuer de telles op&ations sont dkrits. Dyer, Rosenfeld et 

Samet (1980) ont publié des r15sultats concernant la repr&entation de r@ons et d’images. 

Ils décrivent un algorithme transformant un arbre quaternaire en un code chaînk. Ils en 

donnent aussi une analyse thdorique. Une aune section de l’article de Samet (1984) sur- 

vole le sujet concernant les données de nature volumtnique. Puech et Yahia (1985). 

traitent des structures de données hiérarchiques permettant la description d’images, de 

volumes. Une description formelle et récursive de l’ensemble de tous les arbres 

hyperquatemaires a d dimensions est dont&. Les auteurs donnent des statistiques sur les 

arbres hyperquatemaires. Une section est r&er&e a l’analyse des algorithmes de recherche 

des voisins dans un arbre hyperquatemaire de dimension deux, un autre a la compression 

des arbres hyperquatemaires. Enfin, on fait mention des opkations booltennes possibles 

et de la superposition d’images. 

Pour ce qui est des arbres hyperquatemaires de points, dont il est question dans 

Samet (1984), on en parle comme d’une g&ralisation de l’arbre binaire de fouille. En 

fait, le premier article décrivant les arbres hypenpratemaires de points est celui de Finkel et 

Bentley (1974). Ils les ddcrivent aussi comme &ant une g&kalisation des arbres binaires 

de fouille. Les auteurs mentionnent que l’arbre hypetquatemaire de points est une structum 

bien adapt6e pour la recherche d’un point et pour la recherche dans une r@ion. Ils donnent 

un algorithme pour la fouille dans une rCgion suivi d’une Ctude empirique. Dans l’ouvrage 

d’Overmars (1983). on parle de problèmes de fouille, de reconstruction locale, ou 

rebalancement, de reconstruction partielle, de reconstruction globale, pour ne nommer que 

quelques items discutes qui peuvent s’appliquer aux arbres hyperquaternaites. L’article de 
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Lueker (1978) fait mention des structures de donnbes conçues pour manipuler les 

ensembles de donnees multidimensionnelles. Il y est aussi question d’opérations plus 

générales sur ces structures, comme la recherche dans une région (“range query”). 

L’auteur fait remarquer que Knuth (1973) dit que pour le problème de recherche dans une 

région orthogonale, ou, autrement dit, dans un hyperrectangle, il n’existe pas jusqu’a 

maintenant de structure de données permettant efficacement de r&oudre ce problème. 

Faisant rtZf&ence à l’article de Finkel et Bentley (1974), ainsi qu’a celui de Bentley (1975). 

Lueker nous rappelle que l’on peut effectuer une recherche dans une r6gion orthogonale en 

utilisant un arbre hyperquatemaire, en un temps 0(n’-$dans le pire cas. Ce dernier 

résultat est dû à Bentley et Stanat (1975) et a Lee et Wong (1977). Un cas particulier de la 

recherche dans un hyperrectangle est le problème de recherche partielle (“partial match 

query”) où la recherche se fait dans un sous-espace de dimension c, 0 s c 5 d, d étant la 

dimension de l’espace considere. Lorsque c = d, il s’agit de la recherche d’un point dans 

l’espace. L’auteur fait réference à Rivest (1976) qui montre dans son article que pour 

répondre à la recherche partielle (“partial match query”), en utilisant differentes façons de 

repr&enter les donnees, on a besoin d’un temps d’environ O(n“‘sZ(‘+a)) ou @na) où a = 

1 - s. L’auteur mentionne les travaux de Dobkin et Lipton (1976) sur les problemes de 

fouille multidimensionnelle, et ceux de Kung, Luccio et Preparata (1975) concernant les 

points maxima selon une relation d’ordre partielle, en d dimensions. Fmdman (1981) s’est 

penche quant à lui sur la complexité de la recherche dans un hyperrectangle. JPl montre 

aussi que R(n(log n)d ) est une borne infbrieure du temps requis pour effectuer une 

sequence de n insertions, suppressions et recherches dans une region. Traitant des 

structures basées sur les arbres hyperquatemaires de points, l’article d’Overmars et van 

Leeuwen (1982) se penche sur les cas dynamiques et statiques. 

Lueker (1978) discute d’une structure de dotut&% pour les fouilles dans un hyper- 

rectangle avec laquelle une sequence de n insertions, suppressions et recherches, en partant 
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avec une structure vide, peut s’effectuer en un temps moyen de O(nlogd n). Plus loin, il 

améliore cette structure de sorte que le pire cas est rtsolu en un temps de 0( n logd n) . En 

ce qui concerne l’insertion dans un arbre hyperquatemaire, Finkel et Bentley (1974) 

donnent un algorithme pour l’insertion dans le cas A deux dimensions. Suit une étude 

empirique sur cet algorithme. Leurs resultats corroborent les r&ultats théoriques obtenus 

ultérieurement. Les auteurs donnent ensuite un algorithme d’insertion plus sophistiqué 

utilisant une méthode de rebalancement. Une autre Ctude empirique y faisant suite montre 

que la longueur du chemin interne est inférieure A celle obtenue avec le premier algorithme. 

Ils remarquent cependant que, quelquefois, un arbre construit avec l’algorithme utilisant la 

méthode de rebalancement a une longueur de chemin interne supérieure que s’il avait été 

construit avec l’algorithme simple. 

En ce qui concerne les algorithmes de suppression et d’insertion, plusieurs auteurs 

s’y sont penché. Tous s’accordent pour dite que la suppression dans un arbre hyperqua- 

ternaire de points, même dans le cas à deux dimensions, est une tâche ardue. En effet, 

Finkel et Bentley (1974) notent que la suppression de points est difficile dans le sens qu’il 

faut décider quoi faire avec les points situés dans les sous-arbres du point enlevé. Samet 

(1980) s’y est penché dans un article. Il analyse le cas B deux dimensions. La methode 

suggérée par Finkel et Bentley (1974) qui rtins5r-e les nauds des sous-arbres du nœud 

enlevé dans la structure peut s’av&er tr&s coiiteuse dans le cas, par exemple, où l’on enleve 

la racine de l’arbre. Samet (1980) propose une m&hode analogue a celle milis& dans le cas 

à une dimension, soit pour le cas des arbres binaires de fouille, où l’on remplace le nœud 

enleve par le nœud le plus “pres” de lui. Dans le cas des arbres quaternaires, Samet ajoute 

d’autres conditions à celle d’être plus p& pour choisir le nœud qui remplacera le nœud A 

enlever. Il en r&lte deux proc&iés qui consistent A choisir le nceud le plus près au hasard 

dans l’ensemble des candidats, qui sont au nombre d’au plus quatre, ou choisir le nœud, 

parmi les candidats, qui est le plus pr&, selon les deux axes, du nœud A enlever. Si ce 
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nœud n’existe pas, ou qu’il y a plusieurs candidats, il faut choisir celui qui est le plus près 

selon la métrique L, . II en r&ulte que pour les arbres ayant beaucoup de nœuds, le nœud 

le plus pr& ne devrait pas être choisi au hasard. Une Ctude empirique fait la comparaison 

entre les deux méthodes mentionnées plus haut et celles decrites dans Fiel et Bentley 

(1974). Overmars et van Leeuwen (1982) mentionnent aussi qu’il est difficile d’enlever 

des points dans un arbre hyperquatemaire de points. Ils d&rivent alors une méthode 

permettant d’ins&er et d’enlever des points dans la structure tout en conservant l’arbre 

balancé. Ici, un arbre est consider6 comme balance lorsque pour tous les nœuds internes, 

chacun des sous-arbres associés possède un nombre de nœuds n’excédant pas une certaine 

limite fonction d’une constante fixée d’avance. Cet algorithme a un temps moyen de 

O(log* N) par insertion, où N est le nombre de mises a jour effectuees (insertions avec ou 

sans rebalancement, suppressions avec ou sans rebalancement.) 

Dans Samet (1984), on y discute des arbres k-d introduits par Bentley (1975). Les 

applications possibles aux bases de données sont discutées dans l’article de Bentley (1979). 

Overmars et van Leeuwen (1982) s’interessent aux cas statique et dynamique concernant 

ces arbres k-d. 

Finkel et Bentley (1974) decrivent ce qu’ils appellent l’arbre optimise. Il s’agit en 

fait du cas statique où nous disposons de l’ensemble de points avant de construire la 

structure. R&trsivement, on prend le point m&lian qui servira de racine et qui separera 

l’ensemble en quatre quadrants dont chacun ne contiendra pas plus de [g] points, n etant le 

nombre de points consid&&. Construire un tel arbre prend un temps de O(n log n). 

Overmars et van Leeuwen (1982) mettent au point une structure analogue à l’arbre 

hyperquatemaire, appelle arbre pseudo-hyperquatemaire. Celle-ci permet l’ajout et la 

suppression de points en un temps de O(log* N) . Une structure similaire est aussi decrite 
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pour les arbres kl. Les principaux r6sultats de cet article font l’objet d’une descziption 

plus d&ailEe plus loin dans la thèse, au chapitm 5. 

L’article de van Leeuwen et Wood (1981) fait mention de l’utilisation d’arbres 

hyperquatemaires dans la r6solution du problkte de mesure de Klee (1977). Le problème 

est de trouver un algorithme efficace pour calculer la mesure d’un ensemble de II hyper- 

rectangles dans un espace A d dimensions. Ils mentionnent que le cas A une dimension est 

facilement n%olu en un temps O(n log n) et que Bentley a trouve un algorithme, pour d 2 2, 

en un temps O(&‘logn). Les auteurs présentent un algorithme ayant un temps 

d’execution dans le cas le pire de O(nde’) pour d 2 3. Leur methode est basee sur les 

arbres hyperquatemaires requkant un espace nknoire quadratique. 

Une section de l’article de Samet (1984) fait état de la comparaison entre les arbres 

hyperquaternaires de r&ion et les arbres hyperqua temaires de points. Une autre section est 

consacrke 8 la repr&entation d’un ensemble de rectangles, les arbres CIF, ayant des 

applications dans le design des VLS. 

1.5 R&ultats sur les arbres hyperquaternaires de points 

Quelques definitions 

Définition: L’arbre hyperquaternaire de points, à d dimensions, est un ensemble fini 

de nœuds qui est soit vide, ou est constitué d’un nœud appel6 racine ayant 2d sous-arbres 

hyperquaternaims de points, ordo~ds, étant disjoints les uns par rapport aux autres et de la 

racine. 
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Fig. 1.14 - Exemples d’arbres hyperquatemaires. 

Définition: Un arbre hyperquaternaire de points plein, A d dimensions, est un arbre 

hyperquaternaire de points dont tous les nceuds ont aucun ou 2d enfants. 

Fig. 1.15 - Arbre plein. 

Définition: Un arbre hyperquaternaire de points complet est un arbre hyper- 

quaternaire de points dont les feuilles sont sur au plus deux niveaux adjacents; les feuilles 

du dernier niveau occupent les positions les plus à gauche. 
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Fig. 1.16 - Arbre complet, 

Définition: La profondeur d’un nœud est la longueur du chemin de la racine à ce 

nœud. 

6 

Fig. 1.17 - Profondeur d.‘un nœud 

Dans la figure prkedente, la profondeur du nœud 3 est 2. 

Définition: La hauteur d’un arbre est la longueur du plus long chemin de la racine à 

chacun de ses nœuds. 
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Définition: Tous les nœuds d’un arbre hyperquatemaire de points sont appelés 

nœ& inrernes. Si on ajoute des nœuds partout où il y a un arbre vide, on appelle ces 

nœuds, nawk externes. 

Fig. 1.18 - Arbre quaternaire avec nœuds externes. 

Définition: On appelle longueur du chemin inrerne d’un arbre la somme de la 

profondeur de tous les noeuds internes de l’arbre. 

Définition: On appelle longueur du chemin externe d’un arbre la somme de la 

profondeur de tous les noeuds externes de l’arbre. 

Exemple: La longueur de chemin interne de l’arbre de la figure 1.18 est de 25 tandis 

que la longueur de chemin externe est de 13 1. 

Les arbres binaires de fouille 

Si on considere l’arbre hyperquatemaire de points à une dimension et que l’on exa- 
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mine le modele uniforme, c’est&dire que toutes les permutations de n points sont &quipro- 

bables, on a les &ultats suivants: 

1 2n Le nombre d’arbres differents que l’on obtient est de n+l n 
( 1 

, le nombre de 

permutations &ant de n! , on en conclut que chaque arbre n’a pas le même poids Le nombre 

de nœuds externes est de n + 1. La hauteur minimale d’un arbre binaire est de Llogz n], 

tandis que la hauteur maximale est de n - 1. Si on note par E la longueur de chemin 

externe et par Z, la longueur de chemin interne, alors l’équation qui relie la longueur de 

chemin externe et la longueur de chemin interne est E = I + 2n. La longueur minimale du 

chemin inteme nous est donnée par (n + 1) q - 
q+l 

2 + 2, où q = Llogz n J et la longueur 

maximale du chemin interne par n( n - 1) / 2, pour n Y? 1. La variante de la longueur de 

chemin interne et de 7n2 - 4(n + 1) 2 H, (2) - 2(n + l)H,, + 13n, pour n 2 1 (Knuth 1973), où 

H(i) = ’ 
n c l/ij,où H,= HA1 ), pour n 2 1. Le nombre moyen de comparaisons effectuées 

r=l 

lors d’une fouille fructueuse est egal a 2(1+ 1 / n)H,, - 3 et la variante du nombre de 

comparaisons lors d’une recherche fructueuse est tgale a (2+ lO/ n)H, - 

4(1+ 1 / n)(HA2’ +Hz / n) + 4, pour n 2 1 (Knuth 1973). Maintenant, le nombre moyen 

de comparaisons effectuées lors d’une fouille sans suc& est de 2( H,,+t - l), pour n 2 1. 

Des dernières expressions, il decoule aisément que la profondeur moyenne des nœuds dans 

un arbre binaire de fouille est de 2( 1 + 1 / n) H, - 4, que la profondeur moyenne du dernier 

nœud insére est de 2(H,, - 1) et que la variante de la profondeur du dernier nœud est de 

2H,, - 4HL2’ + 2, pour n 2 1. L’esp&ance du nombre de nœuds de degre i, i = 1,2,3 est 

Cgale a :+CI(l) (Mahmoud, 1986). La quantite 0, / logn, où D, dénote dans cette 

section la profondeur du dernier nœud ajout4 dans un arbre binaire de n nœuds, tend en 

probabilid vers 2 lorsque n + 00 et aussi, E(D,,) - E(A,,) - 210gn. Ces deux derniers 

résultats ainsi que les différentes propriCt& des arbres binaires de recherche peuvent être 

retrouvés dans differents papiers dont ceux de Lynch (1965), Knuth (1973). Robson 

(1979), Sedgewick (1983), F’ittel (1984). Mahmoud et Pittel (1984). Brown et Shubert 
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(1984) et Devroye (1986,1987,1988). 

Les arbres hyperquaternaires 

Considérons maintenant la genéralisation de l’arbre binaire de fouille a d 

dimensions, l’arbre hyperquatemaire. Si on examine le modèle uniforme où l’ensemble 

des titi- coordonnées de chacun des n points est une permutation aléatoire de l’ensemble 

(1, 2, . . . . n), pour 1 5 i < d, où les d permutations sont indépendantes, on a les resultats 

suivants: 

Le nombre d’arbres differents que l’on a est de 
( 1 

2in / ((2d - 1)n + 1) (Puech et 

Yahia, 1985, Flajolet (Berger), 1988), tandis que le nombre d’ensemble de points 

differents est de (n!f. comme pour les arbres binaires, tous les arbres ne sont pas 

équiprobables. Le nombre de nœuds externes est de (2d -I)n + 1 (Gonnet, 1984). La 

hauteur minimale d’un arbre hyperquatemaire est 
1 

logzd n(2d - l)], tandis que la hauteur 

maximale est de n - 1. La hauteur est en probabilid asymptotique à ilogn, où 

c = 4,31107... est l’unique solution supérieure a 2 de l’équation clog(2el c) = 1 

(Devroye, 1987). Si on note par E la longueur de chemin externe et par 1, la longueur de 

chemin interne, alors l’équation qui relie la longueur de chemin externe et la longueur de 

chemin interne est E = n2d + 1(2d - 1). La longueur minimale du chemin interne nous est 

donnée par l’expression ( n+1/(2d - $7 - (2 d(4+‘)-2d)/(2d-l)*, où /J = 

1 log2d nVd - l)l et la longueur maximale du chemin interne par n(n - 1) / 2. Le nombre 

moyen de comparaisons effectuées lors d’une fouille fructueuse, dans un arbre 

hypetquatemaire de dimension deux, est égal à (n + 1 / 3)H,, / n - (n + 1) / 6n pour n 2 1. 

Maintenant, le nombre moyen de comparaisons effectuées lors d’une fouille sans succès, 

dans un arbre quaternaire, est de H,, - 1 / 6 + l/ (3(n + l)), pour n 2 2. Des dernières 

expressions, il dkoule aisément que la profondeur moyenne des nœuds dans un arbre 
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hyperquaternaire dedimensiondeuxestde (n+1/3)H,/n-(7n+1)/6n, pourn r: 1, que 

la profondeur moyenne du dernier nœud ins& est de H,, - 1 / 6 - 2 / 3n, pour II I? 2 et que 

la variante de la profondeur du dernier nœud est de Hi*’ + H,, / 2 + 5 / 9n- 

4/9n* - 13 / 6, pour n 2 2. Le nombre moyen de feuilles dans un arbre hyperquatemaire 

à deux dimensions est de 8HA2)(3n + 1) + 1 1 - 39n - 4 / n, pour n 2 2, ce qui implique que 

la proportion de feuilles dans un arbre hyperquatemaire B deux dimensions est 

asymptotiquement Cgale g 4x2 - 39 = 0.48. Le nombre moyen de nœuds a un enfant 

dans un arbre hyperquatemaire B deux dimensions est de 4/n2 + 16/n - 1171/27 + 2393d9 

+ 4(6 - l/n)H,., - 52(3n + l)Hi*) -8(3n+1)Hn3)+8(3n+1)” Hi/i2,pournZ2,ce 
zi 

qui implique que la proportion de nœuds a un enfant dans un arb& hyperquaternaire B deux 

dimensions est asymptotiquement égale à 0.239651196.. . . Les deux derniers résultats 

sont démontrés au chapitre 4. La quantité D, / logn tend en probabilité vers 2/d lorsque n 

+ 00. Aussi, E(D,) - E(A,,) - alogn lorsque n + 00. Ces deux derniers t&rltats ont 

éte demontres dans Devmye et Laforest (1989), ce dont fait l’objet le troisième chapitre de 

la prknte thèse. 



Chapitre 2 

Étude théorique des arbres hyperquaternaires 

de points 

2.1 L’arbre hyperquaternaire de points, aMatoh-e. 

Nous Ctudierons ici l’allure de la structure de données permettant de garder en 

mémoire un nuage de points ayant certaines propriétés, l’arbre hyperquatemaire. Ici, nous 

nous attarderons au cas où les points sont des vecteurs de Rd, identiquement distribués et 

indépendants, tout comme chaque composante. En fait, ce modele se ramene au cas où 

chaque composante est uniforme, indépendante des autres. En effet, puisque la structure 

depend de la position relative des points entre eux plutôt que de la valeur comme telle des 

coordonnées, la fonction F qui r&it la coordonnk peut être transformée de sorte a agir 

comme une loi uniforme, sans que cela ne change l’ordre des points entre eux, en fonction 

de cette coordonnk Ce raisonnement s’appliquant a toutes les coordonnées, le problème 

unifotme sera donc Ctudié. 

Sans perte de généralid, on peut même considérer sur un même pied, a titre 

équivalent, le modele discret uniforme où l’ensemble des fi& coordonnkes de chacun des 

II points est une permutation aléatoire de l’ensemble ( 1.2, . . ., n) et ce pour 1 5 i S d, ces 
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d permutations Ctant indépendantes entre elles. En effet, pour la même raison invoqude au 

paragraphe pr&dent, la position relative des points entre eux Ctant l’unique aspect 

influençant la structure de l’arbre, nous n’avons qu’a transformer les points de la façon 

suivante: remplacer chacune des coord~~&s par son rang B l%n&rieur de l’ensemble des n 

COOldOMéeS. 

Ce dernier mod&le nous permet de pouvoir gCn&er tous les arbres possibles sur 

ordinateur. Cependant, pour toute l’étude thdorique qui fait l’objet de cette thèse, on 

considérera, sans perte de gMralit6 [O,lld plutôt que Rd. Nous disposons donc de n 

points dans [O,lld, que l’on notera X,, X,, . . . . X,. 

péfmm: Un arbre hyperquaternaire de points, alkatoire, est l’arbre obtenu d’un 

nuage de points ordonnes, indépendants, identiquement distribues et uniformes [O,lld, où 

la racine est d&erminée par le premier point, separant ainsi le nuage en 2d quadrants 

ordonnés, déterminant par le fait même 2d sous-arbres, Ctant eux-mêmes des arbres 

hyperquaternaires de points. 

L’arbre hyperquatemaire considM est en fait une extension de l’arbre binaire de 

fouille (d=l), largement Ctudi6 (voir Knuth (1981)). Il s’agit de l’arbre quaternaire lorsque 

d = 2 et nous utiliserons le terme hyperquaternaire dans le cas général. 

On construit l’arbre au fur et B mesure que l’on ajoute des points. Le premier, la 

racine de l’arbre, separe [O,lld en 2d rCgions appeMes hypexquadrants et déterminés par les 

d hyperplans perpendiculaires entre eux ayant X, comme intersection et paraMes a chacun 

des axes. Ces 2d r&ions d&missent autant de sous-arbres associes a la racine representke 

par X,. On ajoute ensuite Xz qui appartiendra B l’un des 2d hyperquadrants et qui sera a 

son tour d6coupk en 2d autres hyperquadrants. Le point Xz sera la racine du sous-arbre 
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correspondant à l’hyperquadrant dans lequel X, se trouve. On continue de la même 

manière jusqu’a 6puisement des n points. La figure 2.1 en illustre le principe pour d = 2 et 

Xl = 

13 

iJ .mm+-. 
t 
1 j 2 

----_----_ 

‘l; / I 

1 

----i-------- 
----e 

t4 .e.m...&.M------.s’ 

!  
t 

I 

1 
/ 

i 

i 
I 

03S), X2 = (3,719 X3 = (Vh X4 = (5.31, X5 = CU) 

Fig. 2.1 - Arbre quaternaire de points. 

Nous nous indresserons à la profondeur D,, du &me nœud in&6 dans l’arbre 

hyperquatemaire. La variable D, est importante puisqu’elle est reliée au temps de fouille 

sans succès dans un arbre. De cette quantité, on peut directement avoir la profondeur 

moyenne d’un arbre ainsi que sa hauteur qui sont données respectivement par les 

expressions suivantes: 

Devmye (1987) a déjà démontrd le théorème suivant. 
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Thborkme 2.1 (Devroye, 1987) 

Soit 0:. la hauteur d’un arbre hypenluaternairc de points A d dimensions, construit 

à partir de permutations a.Matoires. Alors, 

Di 
d -+ J, en probabilité, 
log n 

où c = 4.31107.. . est l’unique solution plus grande que 2 de 1Vquation 

clog 2 = 1. 
( > C 

Dans la section qui suit, nous étudierons en d&ailD,. 

2.2 Étude de Dn 

Soient CL 1 et pk2, les deux premiers moments non cent& de la variable aléatoire 

Dn, et H!f = CL, où HA” 
i=l iJ 

I H,,. Nous allons montrer dans cette section le r&ultat 

suivant. 
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Théodme 2.2 

Pollrd=2, b?l = 0,pourm>0, 

E(D,,) = pal = H, - + - $, 

E(D;) = prâ = H2, + HI) + +’ - 2 + & - $$, 

ca 
et Var(D,J = H,, + 3 + 2 - 4 - 5, 

9n2 
nZ2. 

Définissons p, , = P(D,, = Z). On a que p1 0 = 1, i.e. la racine est à une 

profondeur de 0. On a aussi que pi o =0 pourit 1 etquepiJ=O pourl2i. 

Nous verrons qu’il est difficile d’expliciter les valeurs de pnI, mais que nous 

n’avons pas besoin de leur valeur explicite pour hluer les divers moments de D,,. Nous 

aurons besoin des résultats intermédiaires suivants. 

Lemme 2.3 

Soient Ut, lJ2, . . ., U,, n variables aléatoires uniformes indépendantes. Soit 

n 
T= Vi. 

rl I= 

Alors la fonction de densid de Test donntk par 

f @) = wol3 o*l ,O<r<l. 
n (n-l)! 
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Preuve du lemme 2.3. 

Voir Devroye (1986, page 24). n 

Lemme 2.4 

Soient No, 1 < a < 2d, la cardinalité de chacun des 2d sous-arbres détertuinés par 

Xl, aléatoire. Alors, 

Pour d = 2, où les quadrants 1 et 2 partagent un côté, ainsi que les quadrants 1 et 3, 

1 1 
b) P(N, =i,Nz = j) = --, 

i+ j+l n 
OSi+jcn,iZO, jZ0. 

c) PV1 =i,Nz=j,N3=k,N4=n-l-i-j-k) 

OSi+j+k<n,iZO,jZO,kZO. 

Preuve du lemme 2.4. 

a) Sans perte de gMralit.6, supposons que N, correspond à l’hyperquadrant dont 

un des coins est (0, 0, . . ., 0). Nous avons que 

p(Nl = i 1 Xl) = (“y l)~i(l-f)“ml-i 

où t est l’hypervolume de l’hyperquadrant correspondant à N,. Cette variable aléatoire est 

le produit de d uniformes ind@endantes dont la fonction de densité nous est donnée par le 
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lemme pn%dent. Nous avons alors 

1 
P(Nl = i) = J W4 = i I Xl )fd (t)dr 

0 

1 

= 
J( 1 

n; 1 t’(l- t)“-l-q-1) d-i (lOgf)d-’ dr 

0 (d - l)! 

On a (Beyer, 1984) que 

1 

J t”(logt)bdr = (-l)bb! 

cl (a + l)b+’ * 

Donc, 

P(Nl = i) = 
(-l)d-l(“~l)*-l-i 

(d-l), z (-l)j(.-:-i)(-l)d-l(d-l)! 
(i+j+l)d 

-1-i 
= n-1 

n-l-i(-l)j ’ j 

( lx i 
( ,) 

’ j=O (i+j+l) 

Par sym&rie, on a le résultat désix+ pour chacun des autres hyperquadrants. 

b) Pour cette probabiliti, la preuve est simple: 

P(Nl=i,N2= j) = P(N, =i,Nl+N2 =i+ j) 

P(Nl=iINl+N~=i+j)P(N,+Nz=i+j)= 
1 1 = --. 

i+ j+l n 

33 

c) Si on conditionne sur le premier point X,, constitué de deux uniformes [O,l] 

indépendantes, la probabiliti cherchée est une multinomiale. Sans condition, on obtient 
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P W1 =i,N,=j,N, = k, N4 = n-l-i-j-k) 

= 
n-l 

i,j,k,n-l-i- j-k (Uv)i(l4(1-v)r’((1-U)v)c((1-I4)(1-v))”-1-i-j-cffU& 

= 
n-l 

i,j,k,n-l-i- j-k 
i+jvi+k~l~U~n-l-i-j~~,v~n-l-i-tdudv~ 

La derni&re expression contient deux fonctions b&a Cette demiere est donc égale a 

= 
n-l (i+ j)!(n-l-i- j)! (i+k)!(n-l-i-k)! 

i,j,k,n-l-i- j-k n! n. t 

( * . ---- 1 -*. 

On connaissait dejà le fait que, pour un arbre binaire, le nombre de nœuds dans le 

sous-arbre gauche est distribue uniform&nent Ce r6sultat se retrouve en utilisant le lemme 

pr&dent avec d = 1,cequidonneP(Nj=i)=l/n,0~i<n,j=1,2. 

Nous verrons plus loin qu’une formule de récurrence pour calculer P(Na = i) est 

plus utile. puisque cette récurrence est fonction de la dimension d, nous introduisons ici 

l’indice d dans la notation. Donc. nous noterons P(N, = i) par P(N,,, = i). Nous 

utiliserons plus loin le lemme suivant 

Lemme 2.5 

PWd,a = 0 OSi<n,dZl, 1SaS2d, 

oùP(No,~=i)=6,1,i,0~i<n. 
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Preuve du lemme 2.5. 

Nous nous préoccuperons de P(N,,, = i), les autres probabilites étant les mêmes, 

s’obtiennent par symetrie. Si on projette le nuage de points uniformes de [O,lld sur 

[O,lld-*, le nuage obtenu demeure uniforme et se ramène donc au même problème mais 

avec une dimension en moins. De plus, les points projet& sur l’hyperquadrant 

comespondant ii Ndel,l p roviennent de deux hyperquadrants dont celui correspondant a 

IV,,. Donc, si l’on fue le nombre de points des deux hyperquadrants au total à j, la 

probabilit6 que ïVd,t en contienne i est égale B l/(j+l). On a alors que 

n-l 

P(h$, = i) = c P(Nd.1 = i 1 le nombre de points projet& sur Nd-r,t = j) 
j=i 

x P(ie nombre de points prOjet6S sur Nd-tl = i) 

Corollaire 2.6 

P(Nz,, = i) = 
Hn-Hi 

, OSien, l<a54, n 

où H,, = l+l+l+ +l 
2 ? *-- ii’ 

Preuve du corollaire 2.6. 

Il suffit d’appliquer le lemme pr&dent avec d = 2. En effet, 

PW2.a 

n-1 P( NI a = k) 
=i)=C 

k=i k’+l 
=,i&=t(Hn-Hi). n 
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En calculant les probabilités dont il est question ici pour quelques valeurs de d, on 

se rend compte que celles-ci ont une allure particul&e. Le corollaire suivant en exhibe 

quelques-unes. 

Corollaire 2.7 

SoitAj=Q’-I$‘,jZ 1, OSi<n,où 

HO = $5, H; 9 0, H,, 4 H;I, 
I- 1 

alors, 

P(NLa = i) = 4 
n 

Al P(Nz,= = i) = n . 

P(Ns,~ = i) = 
A;+A2 

2n , 

P(N4,, = i) = 
A; + 3A,A2 + 2A3 

6n ’ 

P(NS,= = i) = 
A; + 6A;A2 + 8A1A3 + 3A; + 6A4 . 

24n 

Preuve du corollaire 2.7. 

Il suffit, pour chacune des probabilités, d’utiliser le lemme 2.5. Le reste est ardu et 

m6canique. w  

Du dernier corollaire, on remarque l’apparition des nombres de Stirling de prerni&re 
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espike, notés par [T]. V oici les quelques premihes lignes. (Voir Knuth (1973)) 

n& 
1 

2 
3 
4 
5 
. 

1 2 3 4 5 

1 

1 1 

2 3 1 
6 11 6 1 

24 50 35 10 1 
: : : : : . . . . . 

Si on regarde P(N5,a = i) et qu’on krit la liste de toutes les façons d’obtenir le 

nombre5-1=4,ona 

l+l+l+l 

1+1+2 

1+3 et 2+2 

4 

+ A; 1 = C] 

+ 6A;A, 6 = [il 

+ 8A,A, + 34 8+3=11=[;] 

-,% 6= [;]. 

Nous allons maintenant nous attarder àp,*, la probabilité que le @me nœud insM 

dans l’arbre soit à une profondeur de Z, comme indiqué au début de la section. Pour ne pas 

alourdir la notation inutilement, nous n’ajouterons d’indice d ou n que si cela s’avhe 

nécessaire. Dans ce même ordre d’idke, posons P(Naa = i) = Pi 

Lemme 2.8 

2d n-l 
PrSl = - C il$pi,l-l, 1s 1< ?l, n 2 2. 

n - 1 i=l 



38 hda des attwes hyperquaternairer 

Preuve du lemme 2.8. 

Le dernier point insér6 dans l’arbre doit nécessairement tomber dans un des 2d 

sous-arbres. Si le point est au niveau f dans l’arbre, alors il sera au niveau Z-l dans le 

sous-arbre. Le sous-arbre peut contenir i points, 0 S i c n; la probabilid qu’il en contienne 

i hant de Pi. La pmbabiliti que le dernier point soit dans le sous-arbre est de i/(m-1). les n 

points &ant fixb. On peut donc ccrire que: 

2Jr-1 * p n-1 

Phl= 2 ,&ti PiPi.M = - & RPiJ-1 
n-l ,- 

puisque Pij = 0 pour j 2 i. n 

Nous utiliserons ce dernier lemme pour tmuver la fonction g&ratrice des moments 

de 0,. Déftissons 

@Jf) = E Cerna ) 

a 

hm = E (Dr). 

Lemme 2.9 

et, pour m > 0, 

hm 
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Preuve du lemme 2.9. 

Pour p%-,, il suffit de calculer E (Di) qui est Cgal 8 1. Pour p,,,,. on se sert du fait 

que la racine d’un arbre est toujours au niveau 0. Maintenant, en utilisant le lemme 2.8 on 

a que 

ht(t) = 
n-l 

c phlet’ 
I=l 

du-1 i 

Ceci prouve donc la pretnike récurrence du lemme. Pour la deuxième partie, posons 

n-l 

fnCf) = C iP$i(d - 
i=l 

On obtient alors 

prsm = O~-‘(o) 
2d m 

= n-l &(y) ~i~k.j- n 

La deuxième nhrrence du dernier lemme est en fait une double rhrrence qui en 

fait une expression pas très commode a manipuler. En la travaillant un peu, on peut en 

faire une rkw-rence simple, en fonction des moments précédents, la récurrence se faisant 

sur l’indice m. Ceci donne lieu au corollaire suivant. 
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Corollaire 2.10 

m-l 

CL-m = 
x( 1 

m>o, n> 1. 
j=O 

7 p,j(-ly-l-i +2dnm1ipipi m, 
s n-lr=* * 

Preuve du corollaire 2.10. 

Nous utiliserons une preuve par induction sur m. Pour m = 1, en utilisant le lemme 

2.9, on obtient la même chose que 1’6nonc4 du corollaire, c’est-&dire, 

d n-l 

P 41 = l+$ Pipi 1 . 

L’hypothk d’induction nous dit que l’expression suivante est vraie: 

Ce qui nous permet d’écrire que 

que nous utiliserons plus loin. Maintenant, utilisant le lemme pr&&ent, on a que 

= -f+ 3 7 ~i&i,j+~i@i.m} 

-[ (1 j=O i=l 

(2.1) 

En utilisant l’expression (2.1) ci-haut, on obtient 
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En remplaçant, par cette demi& expression, les deux premiers termes de (22) on 

obtient l’expression du corollaire. n 

Nous allons maintenant nous attarder au cas où d = 2, c’est-à-dire lorsque le nuage 

de points se situe dans [0,112. On a dtjA calcul6 (voir corollaire 2.6) que 

PW2,a = 0 
H -H. 

= -, OSicn, lSaS4. 
n 
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À partir de ce rhltat découle directement, pour d = 2, le corollak suivant. 

Corollaire 2.11 

4 
n-l 

P n.1 
=- 

nb-1) ,= T 
iWn-Hi)PiJ-1 9 lSf<n, n>l. 

Preuve du corollaire 2.11. 

Ceci est une const!quence directe du lemme 2.8, lorsque d = 2. n 

Bien que cette dernière expression soit élégante et que nous nous en servions plus 

loin, une tentative de la simplifier h défaut de pouvoir la rkoudre donne quelques rhultats 

non dénués d’inthêt Un premier calcul a do& lieu au corollaire suivant. 

Corollaire 2.12 

P = 4P + 
m-m-2) (n-2)(n-3) d ,2 n-l.I-1 1 5 le n * t12 p _ 1.1- n .2 pez, > . 

Preuve du corollaire 2.12. 

Il suffit de transformer l’expression du corollaire 2.11 dont nous pouvons conclure 
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En utilisant le fait que H,, = H,,+ Un, on a que 

n-2 n-2 

T i= 
iW,-Hj)Pi,+l = + 

?i 
iP+1 + 

(n-m-2) p 

4 n-1.1 
1= 

Donc, l’expression du corollaire 2.11 devient 

P nJ 4P = ,2 n-l.l-1 + LziPiJ-, ++P+I.~ 
P12(n-l) id 

4 IE-1 
= 

n2(n-1) I= T 

n-2 
ipQ-l + ~Ll.1 

et de ceci on conclut que 

d’où 

= ;P”-IJ-I + 
(n - l)(n - 2) n-3 n-2 

Pd - - .2 Pn-lJ n _ 1 Pn-2J 
1 

+ n Pn-1.1) 

et on obtient l’expression voulue en regroupant correctement les termes. 1 

Attardons-nous maintenant au calcul des divers moments de D,,, dans le cas 

planaire. 

Corollaire 2.13 

C(%m = W - Hi kipts m > 0, n > 1, d = 2. 
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Preuve du corollaire 2.13. 

Il suffit de placer d = 2 dans l’expression du corollaire 2.10. n 

Comme on l’avait remarqué dans le cas gCn&al, nous avons une tkurrence pour 

calculer les pnm, en fonction des moments d’ordre S&ieur. Nous avons en particulier 

que: 

p =L n.0 

P fi. 1 = l+ &xiCHnmHi)Pi,l 9 
i-l 

n-l 

p . a.2 
= 2~” 1 - 1 +4 Ci(H,Hi)~i.*’ 

0-l) <=1 

La kurrence du corollaire 2.13 est de la forme: 

xn = aPI + n(n-1) i=l 
4~i(Ha-Hi)xi, tl > 1, X1 = 0. 

Ce qui nous amène le lemme suivant: 

(2.3) 
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Preuve du lemme 2.14. 

De l’expression (2. l), on a que 

n-2 

c 
i(Hn-t-H.@. = 

<=l 
< I (n-1)4(n-2) (xns*-a”-l). 

En remplaçant H-t par Hm-lin, on obtient 

gi(H,,-Hi)xi = (*lTw2) (x~~-u~~) + igixi. 
i=l i=l 

R&%ivons l’expression (2.1) à l’aide des dernières expressions obtenues: 

4 
n-2 

-% = an + TX+1 + q(xel-a*l) + 4-px. 
n2(n-1) l=i ’ 

= un + ~xJz~l) + 

n-l 

- Cixi. 
d(L1) i=l 

De cette demike équation, on peut écrire: 

n-2 

Cixi = 4 (n-l)2b-2) x 

i-l [ 
el-awl- 2 (xe2-ap2)]. 

En remplaçant cette demi& expression dans (2.4), on a: 

x, = a, + ~(x~l-u~l) + 4, 
.2 n-1 

+ 

(yp2) (xn~l-u~l) - +y3) (xn-2-“ns2). 

Si on pose zn = x,,-u, pour n 11, on obtient: 

z, = m-lh-2) z 
,2 n-l 

_ b-Wn-3) z 
.2 n-z + 4 (z n2 n-l-‘n-1 ). 

45 

(2.4) 

Et en posant y, = zn-znTI, pour n 2 2, on a: 
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yn=Ll 
.2 n-1 

+ (w-2)~3) y _ 
,2 nl 

4 =-a 
n2 n-l 

+ %-W-3 a 

n+-1)2 
Il-2 

+ (~2)(n-3)~(n-4) y 

n$l-1)2 
n-2 

4 
= -pl 

+ W-%-3) a 

n$k-1)2 
n-2 

+ 4(n-3)2(n-4) a 

nz(n-1)2(n-2) rt3 

+ (n-3)2(n-4h-5) y 

nz(n-l)2(n-2) “-2 

Si on pose k = n-2, alors y, = z2-zt = (x2-a2) - (x1-al) = a1 et, 

4 
n-2 

Yn = c 
n2(n-1)2(n-2) r=l 

(n-i)2(n-1-i)a,i, ni?3 

4 
n-1 

= 

n2(n-1)2(n-2) i= 7 

&l)a, n 2 3. 

Nous avions que y, = @“-un) - (x+,-a+,), alors, 

<x,-ad - (x2-a2). 

donc, 

. ‘2 

n n i (i-l@ 

x, = 
P i + a, 

‘t; =a,+4 m 
i-- j= ,2(j-l)2(j-2) * I; 

n 

Ce dernier lemme nous permettra de calculer les formules explicites pour pql et 

j.~,,~ que l’on retrouve dans le &Ar&me suivant qui avait éti Cnond au ddbut de la section 

2.2. 
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Théorème 2.2 

bl = O,pourm>O, 

CL 41 
= H,, - 5 _ &, 

P a,=Hz,+HIT’+5’-%+1-77 
6 3n 9n 36’ 

et Var(O,J = HF' + 2 H,+ sif; - d-- y, 
9n2 

nZ2. 

Preuve du théorème 2.2. 

pour CL&,, on utilise le lemme 2.14 avec un = 1, ce qui donne 

j-l 

Ci2(i-1) 
p-1 = 1+4 2 2i=1 2 

j=3 i (i-1) (i-2) 
= ,+pzL = l+Li A+L 

j=3 1(1-l) ( 1 3j=J.l i-1 

H,-l-++2(H,_, -1) 1 = H,,-;-;. 
De ceci, on peut calculer pIs2 en utilisant le lemme 2.14 avec un = 2ph,-1, ce qui donne: 

%l = 2H,, 
4(n + 1) 

--, donc 
3n 

prs2 = 24-~+4~ 2 bi 
,= j (j-U2(j-2) 

où 
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= 2 
P 

i’(i-l)Hi-j2(j-1)Hj 

i=l 1 t: 

-4 ‘I’i(i” -1) 
i-l 

= j(i - Mi - 2) 
72 

[ 12(3j-l)Gj ;(33j+29)]. 

Donc, 

= 2H,, 

= 2H,, 33H, -;-” 
n 1 

lH,-- =- 
6 

;;+$5(2H”+2)+2 

lH =- 
6 n 

101+--4H” +f,2+),(2)+4 
-369n3n m ’ 1 

77 7 4H ‘Ha--+--_ =- 
6 36 9n 3n 

+ H,z + Hk2’. 

Pour effectuer ce dernier developpement, certaines identitks concernant les nombres 
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harmoniques I-f ont Cti utiliséts. On en trouvera une liste en annexe. Pour calculer 

Var(DJ on n’a qu’à calculer PG- pi . 1. 



Chapitre 3 

Analyse probabiliste des arbres hyperquater- 

naires de points 

Les r6sultats de ce chapitre sont issus d’un article de Devroye et Laforest (1990). 

3.1 Introduction 

Nous allons considerer le modele d’arbre décrit au chapitre precédent, a savoir, 

l’arbre hyperquatemaire de points à d dimensions, construit avec une suite de n points 

aléatoires de l’hypercube [0, l] d. Nous nous intéresserons ici au comportement 

asymptotique de la variable aléatoire D,, la profondeur du dernier noeud in&6 dans un 

arbre de n nœuds. Le principal kultat que nous allons démontrer est le suivant. 

Thbor&me 3.1 

D 
La quantite n 

log n 
tend en probabilid vers 2 d lorsque n + 0. On a aussi que 

EU&,) - EM,) - (2/d)logn lorsque n + 00. 
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Comme mentionné au premier chapitre, lorsque d = 1, le problème se rarnene aux 

arbres binaires de fouille, construits à partir de permutations @riprobables. On peut 

retrouver ces propriéds, incluant la loi des grands nombres enonc& au tht$or&me 3.1. dans 

une série de papiers Ccrits par Lynch (1965), Knuth(1973), Robson (1979), Sedgewick 

(1983). Pittel (1984). Mahmoud et Pittel (1984). Brown et Shubert (1984) et Devroye 

(1986, 1987,1988). 

3.2 FMsultats concernant les espacements, les records et les 

coupes al4atolres. 

Nous allons considérer une suite de n variables aleatoires, indépendantes, 

uniformes sur l’intervalle [OJ], que nous noterons U,, Uz, . . ., Un. Soit Snr, la taille de 

l’intervalle auquel x. un nombre fixé de l’intervalle [O,l], appartient. Nous avons le 

n%uhat suivant: 

Lemme 3.2 

Pour tout x E [O,l], S,4 min(x, U,, U,, . . . . U,) + 1 - max(x, U,, U,, . . . . U,). 

où L rep&ente l’égalid en distribution. Si x = U et que UJJ,, Uz, . . . . U,, est une 

suite de variables aléatoires uniformes [O,l], independantes, alors Sn, est distribd 

comme la deuxième plus petite valeur de la suite U, U,, Uz. . . ., U,,. 

Preuve du lemme 3.2. 

Nous allons considerer trois cas selon l’appartenance de x a l’un des trois sous- 

inmalles suivants: 
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[Ov 9 ‘i )* [m;in Up 7 Ui ] et (7 Ui, 11. 

Consid6rons premièrement le cas où x E [xrfn UP max Vi 1. On d&nit 

53 

{ 

x-u i si Ui<x 
vi = 

1+x-ui siUi2x * 1s iSn. 

On remarque que les variables Vi sont indépendantes et aussi uniformes [O,l]. De plus, on 

a que 

= i~~(x-ui> +i~~(‘i-‘) 
. I 1 

= i~~Cr-“i) - ion ( 1+x-ui) + ’ 
1 

= iqgvi - iyavi + ’ 

= yinVi-mfxVi+ 1. 

La demikre Cgalité s’obtient en remarquant que Vi 5 x pour les i tels que Ui < x car 

Vi= x-Ui et que Vi2 x pour les i tels que Ui2 x car Vi= x+(1-Ui), donc 

iyQy 5 $&Vi, ce qui entraîne que L&Vi = mjn Vi et que iIJll&Vi = IIl@CVi. 
: I : 1 : 1 1 : 4 I 

Maintenant, comme 3, = x+n Vi + 1 - y Vi et que les Vi sont indépendantes, 

uniformes [O, 11, S= est bien distxibu6 comme sphfi~ dans l’énoncé du lemme. 

Deuxièmement, si x E [0, ryin Ui ) alors 
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&x = x + “” <q-x> 

=x- 7 <‘-‘i> 

=X - mp (1+x-l) + 1 

=x -Lyxvi+ 1 

= min(n.pvi,x) - mpi + 1, 

Troisi&mement, si x E (ny U, 11, alors 

s, = 1 -x+ yin(x-ui) 

= 1 - max (mpc Vi, x) + mjn Vi 
L ‘ 

puisquex2Ui,15iSnetqueVi- -x-Ui, 1 <i<n,dorsx2Vi, 15iSn. Onadonc 

dhontré la premi&re partie du lemme. 

Pour la deuxibme partie, posons Uf,) = min( U, U,, U,, . . . . U,, ). Ut,+1j = 

max( U, U,, U,, . . . . Un ), et Ut,), le kiéme plus petit de U, U,. U,, . . . . U,,. De plus, 

posons UtO, = 0 et Ut,,) = 1. Supposons que U = UtkJ, 1 < k I n+l. Nous avons que 

S nu = u(k+l) - u(k-l), 1 <k<n+l. 

Si on pose maintenant W, = UtsI- UtrI, 0 5 r c s 5 n+l, on a (voir Gibbons, 1971, page 

28) que la variable al6atoire WI a comme fonction de densiti 

f,(u) = (t-1)$-t)! d-‘( l+g-‘, O<U<~, 1StSn. 

Cette fonction est indépendante des statistiques d’ordre comme telles, elle est plutôt 

fonction du dClai considht. Autrement dit, Sa, L W,, et en particulier, 
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S nU 4 u(,)- U(()) = Ut*, dont la fonction de densiti est donnée par 

J?(u) = n(n + l)u(l - U y-l > 0 < u < 1. 

On peut retrouver le même rhltat en utilisant une propriéd des espacements 

uniformes spécifiant que la somme de R espacements quelconques est distribuée comme la 

somme des k premiers espacements (voir Pyke (1965.1972) pour une vue génhale). Ceci 

termine donc la dhonstration du lemme. w  

Le lemme suivant nous donne des bornes concernant les probabilids de la variable 

aléatoire Sfl 

Lemme 3.3 

Pour t E (O,l), 

P (Snucr) = 1 - (l+rn)(l-r)n < (rn)* 
[i+&] 

et 
-(tn) 

P (Sn,x) = (l+rn)(l-r)” 5 (l+rn)e-‘” < e2(1+rn) 

et pour rn 2 1, 
-0d -tn 

e2(l+tn) 4 
Se . 

Preuve du lemme 3.3. 

Le lemme pr&dent nous assure que S, est distribu comme Ut2,, la deuxième statistique 

d’ordre de la suite U, U,, U2, . . ., U,, dont la fonction de densid nous est donnée par 
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n(n+l)u( l-u)+-‘, 0 S U S 1. 

La fonction &- r+rtition est exprimk par 

t 
I n(n+l)u(l-u)%U = 1 - (1-r)“(l-rn), 
0 

donc, 

P(S&r) = 1 - (1-f)“(l-tn), et 

P (S,p) = (l-r)“(l-rn). 

On peut arriver aux mêmes probabilitks en remarquant que, si Y est binomiale(n+l,r). alors 

P<& < 0 = P(YZ2) 

= l-P(Y=O)-P(Y=l) 

= 1-(1-r)“+’ -(n + l)t(l- f)” 

= l-(l-t)“(l+tn). 

Pour les in6galités du lemme, nous allons nous servir du fait que 

1 - e-” 5 Y (3.1) 

log( l+v) 2 v-v*& pour v20. (3.2) 

log(l-v) 2 -W-v), pour OGJ<l, (3.3) 

log( l+v)-v S - 3 Y*/( 1 +v), pour v20. (3.4) 

Il suffit d’utiliser les sties de Taylor avec reste pour montrer les trois premikes inégalités. 

Eneffet,pourO<G<v, 

log(l+v) = v-y2 l 

2( w* 
l-e-” = ve% et log(l-v) 

=-* 
pourv<l. 

Pour la dernike inégaliti, il suffit de remarquer que les deux côtés de celle-ci s’évaluent a 0 
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lorsque v = 0, et que pour v 2 0, 

~[log(l+v)-v] = 2 a 2% = -$ & 
[ 1 

Maintenant, en ce qui a trait aux indgalitis du lemme, nous avons, en utilisant les 

inégalités (3. l), (3.2) et (3.3), que 

1 
[ y[ &.. = 1 _ /+L& 

- (1-r)“(l+tn) S 1 - et-’ e 

s -tn + q ‘fi = (tn)*[++-&]. 

Pour la deuxiéme probabilite, on se sert de l’inégalité (3.4) et de l’inégalité (3.3). 

Ceci nous donne 

(1-r)“( l+rn) S (l+rn)e-” S e2(‘+‘“). 

De plus, si tn 2 1. alors 22n 2 l+tn et, 

On)* 
2( l+rn) 

2 (rd bt 
2(2tn)=4’ 

Cette dernière expression nous permet donc de d&hGre la dernière in&aiité du lemme. n 

Considérons encore une fois U, Ut, ZJ,. . .., Un, une suite de n+l variables 

aleatoires independantes, uniformes [O,l] et d&%tissons [Vi,U et [U,W,] comme étant les 

sous-intervalles les plus près de U, après avoir consid& U, U,, U,, . . . . U, en ayant 

comme convention que Vo = 0 et que W. = 1. Considérons maintenant N”, le nombre 

d’indices i pour lesquels (Vi,Wi) + (V,,, W,,), 1 5 i S n; autrement dit, le nombre de 

fois où l’on s’est rapproché de U, soit par la gauche, soit par la droite. Dans Devroye 

(1988), le rapprochement entre Nm et la th6orie des records a Cte exploré. Entre autres, il a 
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été montre que N,, est distribue comme la somme d’une suite de n variables aleatoires 

independantes Bemoulli Yi où E(Y,) = &, c’est-Mire que Nn = $tYi et donc que 
I 

UN,) = w,+*-‘1. 

Nous aurons besoin d’en savoir plus sur IV, dans la mesure où ZV,, représente le 

nombre de fois où le sous-intervalle contenant U est %oupe”, it mesure où l’on considère 

les Uï En particulier, nous avons besoin de bornes solides que nous retrouvons dans le 

lemme suivant: 

Lemme 3.4 

Soit E(N,> = 2(Hm+r-1) = p, alors 

pour k 2 p, 

(k--r)* -- 
P(N,Zk) S e *’ ,et 

Preuve du lemme 3.4. 

Dans cette preuve, nous utiliserons la technique de borne exponentielle de 

Chemoff. Nous avons, pour X 2 0, que 
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Puisque l+u s eu, Va, on a que 

L’exposant de la demiére expression est minimal lorsque 6 = k&. Lorsque l’on remplace 

la valeur de k, déduite de l’expression prh?dente pour minimiser l’exposant, on obtient 

que 

Maintenant, on peut montrer, en utilisant le dheloppement en série de Taylor avec reste, 

que pour y 2 0, y-( l+y)log( l+y) 5 - + y?(l+y). Si on pose y = 2-1, on peut h-ire que 

2 

p (NRR) * ePk-(l+Y)wl+YN < ,-& 

Si on revient à la notation de départ, en fonction de k, on retrouve la premihe inégalité du 

lemme. Pour la deuxième inégalité, en prochIe de la même façon que pour la première. 

PourXZOona 

p(N, <k) = E(eA(-)) = e%(e 
-& 

i=’ ) 

=eun 1 d r=l 

-&+22 
i+l 1 

*(c-Q) 
s eufie,+ 

= eue~&(e-*-‘) = ew-c-A N 

I=l 

On remplace, dans l’expression précédente, la valeur de k, provenant du fait que e-’ = k/p 
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minimise l’exposant ce celle-ci. On obtient alors que 

On peut montrer que, pour 0 S y < 1, on a y+( 1-y)log( l-y) 2 +y2, en utilisant le 

développement en skie de Taylor avec reste. En posant y = 1-e-x on obtient que 

PY2 
p (N /&) 

n 
5 ,ub+(~7)~og(lYN 5 e -2 

. 

Cette demiere expression est bien la dernière inégaliu? du lemme si on prend la peine de 

remplacer y = l- k/p. Ceci termine donc la démonstration du lemme. n 

Le dernier lemme montre vraiment clairement que la variable aléatoire Ar” est proche 

de son esp6rance p = 2(H*t-1). 

Nous sommes maintenant presque en mesure de présenter le lemme principal 

concernant les coupes aléatoires. Considkons une s&quence infinie de variables altatoires 

uniformes independantes sur [O,l]. II, U,, U,, . . . . U,,, . . . . et soit Zk, la taille du sous- 

intervalle auquel U appartient apr8s avoir et.6 “coupP, ou %appP k fois par les Cléments 

de la suite U,. U2, . . . . Dans la notation introduite plus haut, Zk = Wi-Vi où <Vi,Wi> est 

la kieme paire n’étant pas égale a la précédente. On peut remarquer que 

z,> z, > . ..> z,> . . . . Il est intéressant de noter que Z,, S”,., et Nn sont reliées 

comme l’indique le lemme suivant. 



Chapitre 3 - Analyse probabiliite des arbres hypwquaternaires de points 61 

Lemme 3.5 

Soit k > 0 et t E (0,l) fixC. Alors, pour tout entier positif n, 

[Zk < 21 s [SS, < 21 u W, < 4, et 

[Z,W s ts&pr1 u wp1. 

Preuve du lemme 3.5. 

Premièrement, comme N,E (0, 1, . . ., n), nous distinguerons le cas où k > n de 

celui où k 5 n. Pour la première inclusion, si k > n et si l’évènement [Z, < 21 s’est realisé 

alors les Mnements [S, < r]’ et [Nn < k]’ ne peuvent se rhliser simultanément. Lorsque 

k 5 n, les évènements [Zk c t], [Sno < tlC et [N” < k]’ ne peuvent se produire 

simultan6ment car N, 2 k a Zk 2 Sn, 2 t, ce qui est une contradiction. Ceci prouve donc 

la première inclusion. On prouve la deuxi8me par un raisonnement analogue. Pour k > n, 

on a que Z, < Sn, et si [Sa, > t]’ s’est Alis&, on a que Z, < S,,” < t donc, l’évènement 

[Zk 2 r] ne peut se rbliser. Pour k < n, si [N” 2 k]’ s’est rblisé, on a que Zk < S,,.,. Si, 

de plus, [Zk 2 t] s’est rhlisé, on a que Sa, > Z, 2 t, ce qui entraîne que l’évènement 

[S,,,., > t]’ ne peut se rhliser. On a donc terminé la dhonstration du lemme. w  

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme principal se rapportant aux k-coupes 

uniformes Zk 
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Lemme 3.6 

PourkZ3etS>O,ona 

- y(1+2S) 1 
&k-1) -- 

~ &iW) + e 2(1+@ 

Aussi, si 6 E (O,;), 6 2 3lk et k 2 2./(1-S), on a 

kil 

[ 1 1 AT s2 2 

- $1-25) 
P Zk2e < eTe4 

yIg -$- 
+ (24~) e . 

Preuve du lemme 3.6. 

Des lemmes 3.3, 3.4 et 3.5, nous avons que, pour une valeur de n que nous 

fixerons plus tard, 

P (Zk<?) s P (Snu<t) + P (N&) 

(p-k+l)2 -7 1 
ceci étant valide pour k-l S p. Considbrons une constante 6 > 0 et définissons 

On note par ailleurs que 

n+l n+2 

H 
tl+l 

- 1 = 
& j ‘= 

+ 2 ;m = log F 2 31+6). 
2 I 1 

Ceci implique que (k-l) I (k-1)(1+@ S 2(H,,-1) = p comme souhait& Maintenant, 

puisque 
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d o-a)* [ 1 dr Y =~>Opoury>a20 
Y2 

, 
on a que 

(p-k+l)* 
e.. 

z ((k-l)(l+&k+l)* 6*(k-1) 
2(k-1)( 14) =20. 

On obtient alors que 

P (Zp) s (rn)* 
[ 

++1 
n( l-f) 

02(k-1) 

1 
-- + c 2(1+@ 

S2(k-1) 

3 

-- 
+ e *cl+@ 

En utilisant le fait que n 2 2 et en assumant que t S f, on obtient que & I; 1 et, 

a2(k-l) -- 
p (zk<r> s &(k--‘Xl+@ + e *U+@. 

On obtient la première moitié du lemme en posant t = e 
- c-1’1+26) 

* . La condition utilisée 

plus haut, t S f, est bien remplie puisque pour k 2 3, (k-1)(1+26) > 2, donc 

- 4+2S) 
e * s e-l c 3. 

Pour ce qui est de la deuxième partie du lemme, assumons que n est tel que 

k 2 2<H,,+1 -1) = p soit v&ifiée. De plus, supposons que tn 2 1. Nous pouvons donc 

écrire, à l’aide des lemmes 3.3.3.4 et 3.5 que 

tn (k-N2 

P (Z,>r) 5 P <sn,x> + P (Iv&) 5 7 + e- 2k 

Si on choisit 6 E (0,;) et 
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on a que 

n+l n+l +1-s) 
H 

Ml 
-1x ? J -! S +d.x = log(n+l) = log( e* 

i= l 
L 1 

1 

15 $-a 

et donc que p = 2(H,,+t-1) S k( l-6) S k. On a donc la valeur de k souhaitée. En plus, si 

k(l-6) 2 2, on a que n 2 1. De plus, en se servant du même argument concernant 

Q-u)*/y, on peut Ccrire que 

On a donc que 

tn S2P 

P (Zk2f) s e-4 + e-2(1-8! 

Puisque 

H n+l- 1 2 log 2 
[ 1 

n+2 - 1 = log(n+2) - log(2e) 

[ 1 1<1--6, 
2 log e* 

k( l-6) 
- log@9 2 = -- log(2e). 

donc Jo 2 k( l-6) - 21og(2e). On obtient alors 

k(l-6) 2 

--+ log(2e) h 

* 
l- 

tn kti’ 62 _- -- 
1-6 

=e 4 + e * (2e) . 

- 31-26) 
Pour obtenir l’expression du lemme, on pose f = e , ce qui donne 
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- 91-2s) &l-a) 
tn2!r2 [ 

,2 _ 2 = e+- 2+2sJ > e!t _ 
1 

Y 

et P (kp) s et-+’ 

a’ 2 

G -= 
+ (2e) e 2. 

On voit bien aussi que la condition tn 2 1 est bien v&ifi& si kS 2 3. 
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2 

1 

3.3 Une loi des grands nombres pour les arbres hyperquaternalres. 

L’objectif de cette section est de prouver le théoreme 3.1. Ceci sera effectué en 

r&iuisant le problème à d dimensions en d problèmes à une dimension pour lesquels nous 

disposons de solutions. Nous considérons l’arbre construit à partir d’insertions 

conskcutives de vecteurs aléatoires ind+endants et tous uniformes [O,lld. Le niveau DM1 

de xn+l correspond au nombre de fois où l’hyperrectangle, provenant de la partition de 

l’arbre et contenant Xn+t, est “coupé” par Xl, X2, . .., X,,. Ici, “coup&’ signifie que 

I’extrknité d’un vecteur est arrivee dans l’hyperrectangle en question. À ce moment là, un 

nouvel hyperrectangle est considCr& celui forme par l’hyperquadrant, déterminé par le 

point ayant “coup&’ l’hyperrectangle, contenant X,,. Au départ, on commence avec 

l’hypercube [O,lld. Le prockie de coupe peut être résumé par une séquence de variables 

altatoires (T,, Z& k 2 0, où T, = 0 et 2, = 1. La variable T, est un compteur 

représentant le nombre de points considérés afin de “couper” l’h ypemaangle k fois, et Zk 

est la taille de l’hyperrectangle contenant X,, apres avoir Cte coupé préciknent k fois. 

Avant d’aller plus loin, voyons un petit exemple simple, à deux dimensions. 

Nous allons considérer 8+1 points, donc n = 8 et d = 2. Ces points sont 

X* = (4,2), X2 = (3,5), X, = (8.3). X, = (5,7), X, = (6,1), X, = (26)s X, = (198). 

X, = (9,4) et Xs = (7,9). Ces points engendrent la partition et l’arbre suivants: 
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Fig. 3.1- Arbre hyperquatemaire A deux dimensions. 

Pour illustrer le couple de variables aléatoires (Tk, Z$ nous allons plutôt placer X9 

dans le rectangle au tout ddbut. Ensuite, on ajoute les huit points, un par un, en 

commençant par X,. On obtient la skrie de figures suivantes. 
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On observe aussi que 2, = ifiIZk(i> où les Z,(i) sont des variables aléatoires 

indépendantes, identiquement distributes comme les koupes aléatoires dont il a Cté fait 

mention dans le lemme 3.6. Nous choisissons une petite constante positive 6 E (0,;) et 

définissons 

4 

-y (l-26) 
=e . 

Soit A, I’ev&rement faisant en sorte que y Zke,(i) I q Nous allons utiliser le fait que si 

A et B sont deux événements alors B ç; (A A B)u A ‘, ce qui entraîne que 

P (B) ~2 P (B 1 A) + P (A’) car P (B 1 A) 2 P (AnB). Aussi, nous utiliserons le fait 

quesiO<p51,alors1+p+p2+...+pn-‘<n. Nous voulons Cvaluer l’expression 

suivante, a savoir, 

Si l’événement AC se rkdise, c’est que m,g” Z,, (i) > q et ce maximum est atteint, soit 

lorsquei=loui=2ou... i = d. Comme les Zkml(i) sont identiquement distribués, on a 

p UC) 5 $y p (Z~gPq) = rfP (Z~,Jlh?). 
i=l 

Maintenant, si A s’est r&lis& c’est que 7 Zkml(i) s q, et on peut voir que 

P <Tk-T&n 1 A) = 2 Z,,( 1-Z,,)‘-’ = Zkml 2 (l-Zk&“’ 5 nb’ 
i=l i-1 

donc, en utilisant le lemme 3.6, on obtient que 
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s2 - 

P(D*$k) S n$+d 
-c-1.2 

+(24pe * 1 (3.5) 

si 6 2 3/(k-1) et k-l 2 U(l-6). Lorsque k + 00, la borne supérieure de l’expression 

pr&dente est & + O( 1). Si on prend maintenant 

on a que 

nb’ 

- $&-l)(l-26) - $1-28 
2 

d(l-3$- ” - e 

=tU? = ne 1 -s q-2@ 
= ,l-36 e* , OI&<l. 

Donc, on peut voir que nqd est O( 1) aussi. En cons&quence, P (D,+$k) = O( 1). En fait, 

P (D,,+$k) = O(log” n), pour toute constante positive R. Ceci prouve donc la première 

moiti6 du Mor&ne 3.1. 

La deuxième moitié se prouve de façon similaire. Posons A comme Ctant 

l’événement voulant que I+II Zkwl(i) 2 q où 

-9(1+2é) 
q=e 

Soit k 2 3 et assumons que S > 0 est une petite constante arbitraire. Alors, 

P PH1 < 4 = P (Tk > n) = P(i Tj-Tbl >n). 
j=l 

Si Tj - TF, I nlk pour 1 5 j I k alors Tk 5 n. De façon Cquivalente, on peut affirmer que 

si T, > n alors 3j tel que Tj - Tjwl > nlk. Ce qui nous permet d’écrire, en termes 

probabilistes que 
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S k P(T,-Tkm,>; 
[ 1 A)+P&)] . 

Si l’événement A ne se realise pas, c’est que +n Zkml(i) < q, c’est-à-dire que 3 tel que 

Zk-,(i) c q. On peut alors écrire que 

P OIC) s P Ci=y ( Zkml(O < 4 1) S dp (Zke,(l) < 4). 

Si maintenant A s’est réalisé, c’est que 9 Zkel(i) 2 q, c’est-Mire que Zk-r(i) 2 q, Vi, 

1 5 i 5 d, ce qui nous permet d’&ire que Zkml 2 qd. Nous allons utiliser la fait que si 

G, et G2 sont deux variables aléatoires &ométriques de paramktres pr et p2 respectivement 

et que p1 2 pz alors P (GI > k) S P (Gz > k). Nous avons donc 

P (Tk - Tkbl >; 1 A) = c Zk-,(l-Zk-,)” < c 8 (l-&-l 
i>” 

k 
i>= 

k 

On obtient, pour la probabilité cherchée, que 

p R+l < k) I k, e-(n/k-l)qd+ dP (Zksl(l) < q) 1 
1 . 

On peut voir que UP (ZkB1( 1) < q) = o( 1) lorsque k -+ 00. En effet, 

S*(k-2) 
-- 

kdP (Zk-r(l) < q) 5 kd 6e-6(k-2) + e 2(1+6) 1 = o(1). 

De plus, &/k + 00 lorsque n + 00 et que l’on pose 

2 
k-2 = 4 1+36) 

log n 
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nbi n &a) 1°g n 
-= 

k 2 
d( 1+36) 

hsn +2 1 
I n 

3 (l+ZS) &) log n - E 
1 

2 
pour OI&<1 

d( 1+36) 
log n 

6 

= 
nlc3S $1+21k 

2 
e2 . 

d( 1+36) 
log n 

De ceci, on peut conclure que P (D*,<k) = 0( 1). 

En manipulant correctement les expressions obtenues, on peut voir que 

VE>O,P(D,>$logn+E) = o(1) et P(D,<$logn-E) = o(l), 

ce qui nous permet de conclure que 

prouvant ainsi la première partie du thhrème 3.1. 

Maintenant, ce dernier n%ltat implique naturellement que 

Aussi, pour une petite constante 6 > 0 et pour une autre constante M > 1, toutes deux 

arbitraires, 

E(D,,) = 1 P(D,>t)dt 
0 
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1 
2 

- log n 
d( l-36) hi log n n 

= 
J 

P(D,>t)dt + J P(D,>t)dt + J P(D,>t)dt 
0 

J 

M log n 

log n + M log n P d(1f3s) log n + nP(D,>Mlogn). 

Pour la demi& expression, il suffit d’utiliser le fait qu9 siflx) 2 0 est dkroissante, 
b 

alors If(x)& 5 !I~(U). On a vu précédemment que P (D,,2 k) = O(logmR n), ce qui 

permit de conclure que le troisième terme de la dernière expression est o(l). Pour le 

dernier terme, utilisons l’expression (3.5) avec 4 comme spécifié dans ce contexte et k = 

h log n 1. On obtient 

P (D,,M-f log n) 
2 2 

- 5 ne $(I-2S)QM log nJ-1) 
1 +S+I) 

5 + d [ $- 7 
+w e 

-+ log nJ-1) 1 
<ne 

- $l-26XM log n-2) 
+ d [ 

1 +,a 2 2 

e*-r 
5 

+(W e 

-+f log n-2) 

3 

=n 
1 -+a)M ,d(‘-28) 

Pour que P (D,,M log n) soit o( l/n), il faut que 

- 4 (l-26)M S -1 et 
2 

-+A4 S -l,c’est-MirequeM 2 max 2 
41-26) - 1 

Donc, 
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E(DJ s 1 + 2 
d( l-36) 

log n + o( 1). 

De ceci, on peut conclure que 

lim E(D,J < 2 
“- logn d(l-36) ’ 

d’où, 

Ainsi, 

WJ - $ogn. 

73 



Chapitre 4 

Étude des noeuds d’un arbre hyperquaternaire 

4.1 Introduction 

Plusieurs resultats intéressants ont Cte obtenus concernant les arbres binaires de 

fouille. Mentionnons entre autres le fait que, dans un arbre binaire de fouille ayant n 

nœuds, le nombre de nœuds qui sont des feuilles, qui ont un enfant et qui en ont deux sont 

en même proportion, en moyenne. Ce fait intéressant a ete Ctudié par Mahmoud (1986). 

Une autre Ctude, effectuée par Poblete et Munro (1985). montre que si, au fur et a mesure 

que l’on ajoute des nœuds dans un arbre binaire de fouille, on restructure localement l’arbre 

pour diminuer la hauteur du sous-arbre impliqué, on diminue la profondeur moyenne des 

nœuds ajoutés. Dans un arbre non tebalancé, cette profondeur est d’environ 1.39 log2 N, 

tandis qu’avec l’heuristique de rebalancement, on a environ 1.19 log2 N . Ceci est a peu près 

à mi-chemin entre les arbres parfaitement balances et les arbres formes altatoirement Cette 

étude est appelée “analyse de la frange”. Nous verrons dans ce chapitre comment on peut 

généraliser certains résultats au cas a plusieurs dimensions, et que, dans certains cas, il 

devient extrêmement compliqué, voire presqu’impossible, même à deux dimensions, 

d’obtenir des n5sultats équivalents. 
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4.2 Étude des nœuds d’un arbre hyperquaternaire. 

Pour l’arbre binaire de fouille, il a éti montré que (Mahmoud, 1986), en moyenne, 

il y a autant de feuilles, de nœuds à un enfant et de nœuds B deux enfants. La technique 

utilisée consiste premi5rement a calculer l’espkance du nombre de feuilles. Posons E. 
13 

comme étant le nombre moyen de nœuds possédant i enfants dans un arbre 

hyperquatemaire de n nœuds, i = 0, 1,2,3,4, n 2 1. On obtient, pour l’arbre binaire, la 

r&urrence suivante: 

EQ,n =;$ EO.i + EO,n-l-i)* 
I- 

puisque la probabilid d’avoir i nœuds dans le sous-arbre gauche dans un arbre de n nœuds 

est I/n (voir chapitre prkédent) et que le nombre de feuilles dans l’arbre est 6gal a la 

somme du nombre de feuilles dans chacun des deux sous-arbres. La rkurrence se resoud 

facilement, et on obtient: 

Eo,n 
?I+l =-. 

3 

Pour obtenir le nombre moyen de nœuds a un enfant et à deux enfants, on utilise le fait que 

la somme des nœuds des trois types donne n, et que si l’on pose vi comme étant le nombre 

de nœuds de degré i (i = 1,2,3), on a 

v1 + 2vz + 3v3 = 2n - 2. 

Il suffit donc de solutionner ce syst&me et on obtient 
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v2 
n+4 4 

= 3-2 

v3 
= n-5+2. 

3 n 

Ceci a donne lieu au théorème suivant: 

Théor&me 4.1 (Mahmoud, 1986) 

Soit vi l’espkance du nombre de nœuds de degre i, i = 1.2.3. Alors 

vi = ;+O(l), i = 1.2.3. 

Voyons comment cette méthode peut se généraliser au cas a deux dimensions. Ici, 

nous nous intéresserons au nombre moyen de nœuds ayant i enfants, i = 0, 1,2, 3,4. 

Ceci constitue une legke différence avec l’approche de Mahmoud qui travaille plutôt avec le 

degré des nœuds, mais celui-ci doit faire de la racine, un cas particulier. Un des principaux 

résultats, dont la preuve sera donnke plus loin est le théorème suivant: 

Thtiorème 4.2 

Le nombre moyen de feuilles dans un arbre hyperquatemaire a deux dimensions 

contenant n nœuds est 

8Hf)(3n+l) + 11 - 39n - $ 
(2) 

nZT,oùH, =l+L+...+ 
22 
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Corollaire 4.3 

La proportion moyenne de feuilles dans un arbre hyperquatemaire de dimension 

deux de n points est donn6e par la foxmule asymptotique suivante: 

En particulier, on a lim EOtl 2 = 0.478417604.... 
n-m n 

Preuve du corollaire 4.3. 

Il suffit d’appliquer la formule d’Euler-Maclaurin à l’expression obtenue au 

théorème 4.2 pour obtenir l’expression du corollaire. n 

Théor&me 4.4 

Le nombre moyen de nœuds A un enfant dans un arbre hyperquatemaire a dem 

dimensions, contenant n nœuds est 

El,” = 
4 16 1171+2393 

-n + 4(6 - $Zf,, - 52(3n + 1)H$2’ 
7+T27 9 n 

- 8(3n+l)Zfy’ + 8(3n+l) 2 5, 
i=4 1’ 

n 2 3. 



Chapitre 4 - &de des nœuds d’un arbre hyparquatornaire 79 

Corollaire 4.5 

La proportion moyenne de nœuds 5 un enfant dans un arbre hyperquatemaire de 

dimension deux de n points est donn& par la formule asymptotique suivante 

;1.(l++f!$+o(“) 
où 3. = 12(2at +19-21;(3)-l%(2)) = 0.239651196..., 

a1 = iz = 2.404113806.. . et c(r) est la fonction &a de Riemann. 

4 n En particulier, on a lim A = Â. = 0.23965 1196.. . . 
n-b- n 

Preuve du corollaire 4.5. 

En appliquant la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin a l’aide de Maple aux 

expressions H, , HA*', HA3) et c 
n Hi 

o Hi i=l / 
i2 on arrive au rhultat. Cependant, l’expression 

a1 = 
x/ i=l i* 

converge extrêmement lentement. Nous avons donc accéléré sa 

convergence de la façon suivante: 

Soit a&) = Posons ak = ak(w). Il peut être 

démonti que 

a1 = HkX2 / 6 -ek + k!ak+l (HF +,*'). 

En prenant une valeur de k appropriée (ici, on a pris k = 10) et une valeur de n 

assez grande (ici, on a utilisé n = 200), on arrive à la valeur numérique donnée pour al. 

Les détails complets de cette preuve ainsi que d’autres termes de l’expression asymptotique 
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peuvent être trouvCs dans Labelle, Laforest (1990). n 

Examinons maintenant le problème plus g&&al encore g deux dimensions. Posons 

a 
i.n 

= P(la racine a i enfants) pour i = 0, 1,2,3,4, et n 2 1. On a entre autres que 

ao. = 1, 

a0Jl 
= O,pourn>l, 

5.1 = 0, 

al.n .2’ 
=+wrn>l. 

En effet, au chapitre pr&%dent, on avait calculé que 

P (N1 =i,N2=j,N3 = k, N, = n- 1 -i-j-k) = 

où N est la cardinalite du p’me 
1 

sous-arbre, et où 0 s i+j+k S n-l, i 2 0, j 2 0 et k 2 0. 

Alors, pour calculer P (la racine a un enfant), il suffit de sommer les quatre possibilids où 

un des quatre sous-arbres pos&de n-1 enfant(s) et où les autres sont vides, ce qui donne le 

r&ultat recherché. Pour calculer les autres a 
igt’ 

il suffit de faire les sommes appropriees, ce 

qui est technique mais cela ne donne pas de “belles” expressions pour i > 1. 

Voyons maintenant les espkances. Nous avons alors que 

E. = hn ai, + 4’i EijP (NI =,J. 
i=o 

Hn-Hi 
En utilisant le fait que P (NI =J> = -, n calcul6e au chapitre prktklent, on obtient que 

m-1 

Ein . = ain+ Eij (H, -Hi). 
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Pour calculer E. n, qui est le nombre moyen de feuilles, on utilise cl0 II = 0 pour 

n > 1. On peut donc démontrer le Mo&rne. 

Preuve du thbor&me 4.2. 

Nous allons laisser tomber l’indice i = 0 pour plus de commodité. Donc, dans cette 

preuve, Eo, = Em. Comme conditions initiales on a E. = 0, El = 1. On a donc, pour n 2 2 

que 
n-l 

E,,=+, 
5 

Ei (H” - Hi), 
I= 

et, de ceci, on conclut que, pour n 2 3, 

n-2 
n- -4’E*, = c Ei CH,, - Hi) = 

i=O 

~E~(H,,+) - icEi* 
i=O r=o 

En remplaçant ceci dans l’@uation (4.1). on obtient 

dont on peut conclure que, pour n 2 4, 

n-2 

C Ei = q (E,,q - 2 Eme2), 
i=O 

et, en remplaçant cette dernihe expression dans (4.2). on a 

48 = +E+,+~E 
.2 n-1 

+ q (E*, - 2 Ew2) 

= 2n2-3~5 E 
.2 a-1 

_ n2-3n+2 E 
,2 n-2’ 

(4.1) 

(4.2) 

Ceci nous permet d’écrire 

El8 - E*, = 3 E 
.2 a-1 

+ (F1;;w2) (Eel - Ee2). 



82 Étude des arbres hyperquaternaires 

Posons maintenant F, = E,, - Envi, po ur n 2 1, et rkrivons la demi&re Equation. 

Nous obtenons, pour n 2 4, 

F, = (4.3) 

De ceci, on conclut que, pour n 2 5, 

n-2 

c E 
= Faml _ hB2)bv31F 

r=l 

i+ 

(n-1)2 n-2 

Si on substitue cette demihe équation dans 1’6quation (4.3), on trouve 

F,, = 
2n2 -5n+6F,-, - 

n2 

n2 - 5n + 6 Fn-2a 

n2 

On peut maintenant h-ire que 

F, - Fa-I = (n-2)y-3)(F,-1 - Fne2), pour n 2 5. 
n 

Comme prtWdemment, posons G,, = F,-Faml, etonaalorsque,pourn25, 

G 
n 

= (n-2)(n-3)G _ 288 

n2 
” 1= 

(n-2)(n-3)(n-3)(n-4)G 

n2 (n-1)2 n-2=“‘=n2(n-1)2(n-2) (34. 

Puisque G4 = F4-F3 = E4-2EJ+E2 = ;-2F+l = -i,onobtient 

G, = 
-16 

n2(n-1)2(n-2) 
, pour n 2 4. 

On peut maintenant tmuver une expression pour F,,. En effet, on a que 
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= 24Hn)-39+ 4 
n2(n-1) 

(6n2-9n+4). 

Cette dernière Cquation est bonne pour n 2 3. Enfin, pour calculer E,,, on utilise la 

même technique que pour F,. c’est-Mire, 

E,, = E,+c& = 1+2 24H,(2)-39+ 
i=3 i=3 

~&C6i2 -9i+4)) 

= I+i 2~#~)-39+%~+-% 
i=3 i 7 i-l 

= 1+24 (n+l)-Hn'-H&I-f)-39(n-2)+2O(o(H.-1-k) 
( 

-,,(H,)-,-$)+4(H+) 

= 8H(2)(3n+l)+11-39n-~ n n’ 

Cette expression est bonne pour n 2 2. 

Nous allons démontrer maintenant le deuxième théorème, dont les premières étapes 

de la dbmarche pourraient être utilisées pour étudier les cas où i = 2.3 et 4. Nous allons 

voir que le cas qui nous inttresse ici est assez ardu à calculer et que l’aide du programme 
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Maple s’est avkée une aide très précieuse. On trouvera les détails du programme en 

annexe. 

Preuve du thborème 4.4. 

Comme pour le nombre moyen de feuilles, on laissera tomber l’indice i. On a donc 

remplacé Et,, par E,,. La démarche calculatoire est la même que pour le nombre moyen de 

feuilles. Nous en indiquerons alors les principales étapes. On a donc que E, = 0, et 

En Ej(H,- Hi), n 12, 

En-an = 2n2-2n+5(E”-1-o,l)-~(E._z-4r2)+~=~-1.n~4. 
n 

On pose maintenant Ei = E,, - a,,, et on obtient 

E; - E;-, = 4 Ei-1 + &,-l + 
n n 

@ - “y - 2, ( Enm1 - Eim2), n 2 4. 
n 

Ensuite, on pose F, = Ei - EL,, ce qui nous permet d’écrire 

F, = 4 
n-l 

n 
Fi+7f”-1+(n-1)2-2)F,_*,n~4, 

n n 

puisque, pour tous les cas, sauf les feuilles, 

n-l n-l 
p = &(E: - E~:~) = Ez-I -E1’ = Eh 

On obtient donc, 

F, = (n-1)(n-2) Fne2, n > 5 
n* 

- . 
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On pose G, = F,, - Fer et g, = a, - a+t, ce qui donne 

G,, = $1 + 
(n-2)(n-3)G 

.2 n-l 

4 n-l 

= Çi2(i-l)gi + 2 (16)(y(2) 
n2(tl-1)2(tt-2) i=4 n (n-1) (n-2) 

G4, tt2 5. 

Jusqu’h maintenant, nous ne nous sommes pas souciés de la valeur de a,,; la 

dernière expression obtenue est bonne pour le cas a 1, 2, 3 ou 4 enfants. Spécifions 

maintenant la valeur de (In afin de calculer le nombre moyen de nœuds à un enfant. Comme 

on l’a vu prhklemment, a, 
4 

= 7,pourn> 1. Deplus, 

F4-F3 ,= E;-2E;+E; 
1 

G4 = = E4-2E3+E2-a4+2a3-& = -5 

et 

On obtient donc 

4(1- 2n) 
g, = a,-a,-1 = 

n2(n - Q2 * 

l6(2~z+H,,-~-8),~~~ 
=- n2(n-1)2(,-2) * 

Maintenant, pour revenir A l’objet qui nous intéresse, il sufflt de voir que 

PuisqueE;=E3-a3=8P-4P=4P,etqueF3=E;-E;=4P-E2+a2=4P,on 

obtient 
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E 
16(2j + Hi-2 - 8) 

n 
i2(j-1)2(j-2) 

Finalement, en utilisant Maple, dont le programme est donne en annexe, on obtient 

E,, = 
4 16 1171+2393n+4 

--~+;-y T 

- 8(3n + 1)Hi3’ + 8(3n + l),z3, n 2 3. w 

4.3 Arbres hyperquaternaires et &ude de la frange. 

Dans leur article sur la frange d’un arbre binaire, Poblete et Munro (1985) 

développent et analysent une heuristique visant à améliorer le temps de fouille dans un arbre 

binaire. La frange qu’ils considèrent est, pour un arbre binaire donné, l’ensemble de tous 

les sous-arbres obtenus en enlevant de l’arbre considém tous les nœuds internes, sauf ceux 

ayant au moins un nœud externe comme enfant. Autrement dit, on enlève les nœuds ayant 

au plus un enfant. Comme mentionné au début de ce chapitre, leur heuristique consiste à 

effectuer un rebalancement au bas de l’arbre lorsque le nœud ajoute, toujours dans la 

frange, produit localement un débalancement, selon certains critkes. Donc, au fur et a 

mesure que l’on construit l’arbre binaire de fouille, la structure de l’arbre est changée par 

rapport à celle que l’on obtiendrait si l’on ajoutait les nœuds sans rebalancement 

Pour les arbres binaires de fouille, sans rebalancement, I’espkance du nombre de 

comparaisons pour un arbre a n nœuds internes, pour une fouille sans succès est 

2H,+1 - 2, avec une variante de 2H,, - 4H(z, + 2 (voir Knuth, 1973.) Ceci est équi- 
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valent à la profondeur moyenne du nœud ajoute a un arbre de n nceuds, le noeud n’étant pas 

préalablement dans l’arbre. Poblete et Munro montrent que cette espérance s’ameliore 

lorsque l’on utilise leur heuristique. En effet, cette esp&ance devient Cgale a 7 H,,+l - $$ 

et la variante devient $$ H,+l - $ ZfEt + E + w(‘t-6)1, 
343 (n+l)l 

pour n 2 6. Puisque 

pour un arbre binaire complet, où tous les niveaux sont remplis, la profondeur du n + litie 

nœud dans un arbre a n nœuds est de Llog#r+l)J, on a que les arbres produits par 

l’heuristique se situent à mi-chemin entre les arbres parfaitement balancés, relativement à 

l’esp&ance du nombre de comparaisons effectuees las de l’ajout d’un nœud. 

Toute l’étude est basée sur le fait que tous les nœuds externes de l’arbre binaire 

consideré sont équiprobables quant a l’endroit où un nœud, non élément de l’arbre, serait 

ajoute, en considérant le modèle uniforme bien sûr. Ceci est effectivement le cas pour les 

arbres binaires, qui constituent le cas des arbres hyperquatemaires de dimension un. Mais, 

pour les arbres hyperquatemaires de dimension supérieure a un, ceci n’est plus vrai. 

Considkons la probabilite suivante: P = P (le troisiéme nœud ajoute est dans le même 

hyperquadrant que le deuxième nœud). Si tous les nœuds externes Ctaient Cquiprobables 

en tant que candidat possible pour le troisieme nœud, on aurait que 

P = 2” = 2d 
f+9-1 2d+‘-1 ’ 

où d est la dimension considtrte. Cependant, si on calcule P, sachant que les points 

génér& sont uniformes [0, lld, et où les coordonnées sont independantes, on a que 

1 

P = k P ( les noeuds 2 et 3 tombent dans le i”k” hyperquadrant ) 
i=l 

= 2dP ( les noeuds 2 et 3 tombent dans le troisi&me hyperquadrant ) 

= 2dE ((U1U2 . . .U,)*) = 2dE (C(v2 . ..U.) = 2d(E (lhd = (5 )d < d+;d 
2 -1’ 

Ici, U1, Uz, . . ., Ud, U, sont des variables aléatoires uniformes [O,l] indépendantes. 
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On en conclut donc que l’on ne peut considerer les (2d - l)(n- 1) + lnœuds 

externes de l’arbre hyperquatemaire comportant n - 1 nœuds internes comme équipro- 

bables pour le nihe nœud. 

4.4 Étude empirique 

Puisque l’analyse théorique ne nous a pas permis jusqu’8 maintenant d’obtenir de 

resultats interessants concemat l’espkmce du nombre de nœuds, dans un arbre hyperqua- 

ternaire a deux dimensions, ayant deux, trois ou quatre enfants, nous avons calculé 

numériquement ces espérances. En disposant des formules exactes pour les probabilités 

impliquées dans ces calculs, nous pouvons calculer la valeur exacte de ces esptkances. Le 

tableau qui suit nous donne ces rt?sultats. Ces calculs ont Cte effectués B l’aide d’un 

programme Pascal, dont on peut trouver le code en annexe. 

10 0.00000000 0.04000000 0.32634921 0.39888889 0.23476190 
20 0.00000000 0.01000000 0.18059936 0.32834921 0.48105143 
30 0.00000000 0.00444444 0.12461010 0.27011141 0.60083404 
40 0.00000000 0.00250000 0.09506779 0.23021873 0.67221348 
50 0.00000000 0.00160000 0.07683411 0.20146821 0.72009768 
60 0.00000000 0.00111111 0.06446396 0.17973010 0.75469482 
70 0.00000000 0.00081633 0.05552240 0.16266832 0.78099295 
80 0.00000000 0.00062500 0.04875812 0.14888272 0.80173416 
90 0.00000000 0.00049383 0.04346247 0.13748561 0.81855810 

100 0.00000000 0.00040000 0.03920413 0.12788685 0.83250902 
110 0.00000000 0.00033058 0.03570557 0.11967838 0.84428547 
120 0.00000000 0.00027778 0.03278015 0.11256864 0.85437343 
130 0.00000000 0.00023669 0.03029772 0.10634346 0.86312213 
140 0.00000000 0.00020408 0.02816476 0.10084182 0.87078934 
150 0.00000000 0.00017778 0.02631232 0.09594017 0.87756973 
160 0.00000000 0.00015625 0.02468850 0.09154204 0.88361321 
170 0.00000000 0.00013841 0.02325342 0.08757092 0.88903724 
180 0.00000000 0.00012346 0.02197601 0.08396534 0.89393519 
190 0.00000000 0.00011080 0.02083162 0.08067528 0.89838230 
200 0.00000000 0.00010000 0.01980051 0.07765960 0.90243989 

Tableau 4.1- Probabilités que la racine ait entre 0 et 4 enfants dans un arbre quaternaire 
de n noeuds. 
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n Eo.An E1,An E2.An E31n E4.An 

10 0.49424 0.24689 0.15308 0.07622 0.02957 
20 0.48638 0.24351 0.14906 0.07582 0.04523 
30 0.40373 0.24227 0.14807 0.07546 0.05047 
40 0.48240 0.24163 0.14762 0.07527 0.05309 
50 0.48161 0.24124 0.14735 0.07515 0.05465 
60 0.48108 0.24098 0.14718 0.07507 0.05570 
70 0.48070 0.24079 0.14706 0.07501 0.05644 
00 0.48041 0.24065 0.14697 0.07497 0.05700 
90 0.48019 0.24054 0.14690 0.07493 0.05744 

100 0.48001 0.24045 0.14685 0.07490 0.05778 
110 0.47987 0.24038 0.14680 0.07488 0.05807 
120 0.47975 0.24032 0.14677 0.07486 0.05831 
130 0.47964 0.24027 0.14674 0.07485 0.05851 
140 0.47956 0.24022 0.14671 0.07403 0.05868 
150 0.47948 0.24018 0.14669 0.07482 0.05883 
160 0.47941 0.24015 0.14666 0.07481 0.05896 
170 0.47936 0.24012 0.14665 0.07480 0.05907 
180 0.47930 0.24009 0.14663 0.07480 0.05918 
190 0.47926 0.24007 0.14662 0.07479 0.05927 
200 0.47921 0.24005 0.14660 0.07478 0.05935 

Tableau 4.2 - Proportion du nombre de nœuds ayant entre 0 et 4 enfants dans un arbre 
quaternaire de n nœuds. 

On peut conclure, à la lumière de ces résultats qu’un peu moins de la moitié des 

nœuds seront des feuilles. En fait, ceci corrobore les rhltats théoriques énoncts au 

corollaire 4.3, qui donne comme valeur asymptotique 4x2 - 39 = 0.4784. La proportion 

de nœuds à enfant unique est de moins de 114 asymptotiquement, ce qui va dans le même 

sens que les rhltats énonch au théorhe 4.4. On remarque de plus que le nombre de 

noeuds à deux enfants, quoiqu’assez faible, est deux fois plus élevC que le nombre de 

nœuds A trois enfants. Le nombre de nœuds Zt quatre enfants est d’environ 80% du nombre 

de nœuds à trois enfants, asymptotiquement. 



Chapitre 5 

Arbres pseudo-hyperquaternaires 

5.1 Introduction 

Une alternative int&essante des arbres hyperquaternaires est la structure d’arbre 

pseudo-hyperquaternaire introduite par Overmars et van Leeuwen (1982). Cette structure 

est en fait la version “fouille des feuilles” des arbres hyperquatemaires. Les points de 

l’ensemble, qui sont autant des nœuds internes que des feuilles dans les arbres hyper- 

quaternaires sont représentés uniquement par des feuilles dans les arbres pseudo-hyper- 

quaternaires, les nœuds internes Ctant des points non prksents de l’ensemble de points. 

Nous pouvons donner une définition de ces arbres: 

Définition: Un arbre pseudo-hyperquaternaire de points est soit une feuille, dans le 

cas où l’ensemble de points ne contient qu’un point, soit un arbre dont la racine n’est pas 

un point de l’ensemble, mais représente le point de rencontre de deux segments 

perpendiculaires, parallèles aux axes, qui séparent l’ensemble de points en 2d sous- 

ensembles, chacun Ctant reprkntc par un arbre pseudo-hyperquatemaire de point. 

La figure suivante nous donne un exemple d’arbre pseudohyperquatemaire de 

points à deux dimensions. 



Étude dos arbres hyperquaternakes 

Fig. 5.1 - Arbre pseudohyperquatemaire a deux dimensions. 

Que ce soit dans un contexte statique où nous disposons de tous les points avant de 

construire la structure, ou dans un contexte dynamique où les points sont ajoutés un a un, 

les arbres pseudo-hyperquatemaires permettent la suppression de points beaucoup plus 

facilement que dans le cas des arbres hyperquatemaires. De plus, les opkations que l’on 

peut effectuer à l’ai& des arbres hyperquatemaires, peuvent tout aussi facilement être effec- 

tuées lorsque les points sont repn%entés avec un arbre pseudo-hyperquatemaim. 

Nous verrons comment on construit un arbre pseudo-hyperquatemaire et comment 

on ajoute et enlève des pointa dans cette structure. Nous venons que (Overmars, 1983) si 

un ensemble de n points nous est donné. en d dimensions, on peut construire un arbre 

pseudo-hyperquatemaire, de hauteur d’au plus rlogd+t nl, en un temps O(nlogn). Le 

temps requis pour construire un arbre hyperquatemaire, Ctant donnés n points en d 

dimensions est aussi de O(nlogn). Ceci s’avère int6ressant car nous savons que même 

l’arbre hyperquatemaire optimal construit pour un ensemble de points peut avoir une 

hauteur de log2 n dans le cas, par exemple, où les points sont sur une diagonale. Dans un 
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contexte dynamique, nous verrons aussi qu’il existe un algorithme effectuant N insertions 

et suppressions dans un arbre pseudo-hyperquaternak de façon a ce que la hauteur soit 

d’au plus logd+r-s n + O(l), n étant le nombre courant de points dans l’arbre, 6 étant une 

constante fix6e, 0 < 6 < d. Le temps moyen de transaction est borne par O(*log2 N) . 

5.2 Construction des arbres pseudo-hyperquaternaires 

Les r6sultats importants relatifs aux arbres pseudo-hypetquatemaires, et qui peu- 

vent être retrouvés, ainsi que leurs démonstrations, dans Overmars et van Leeuwen (1982) 

ainsi que dans Overmars (1983) sont énoncés dans les sections suivantes. Nous y traitons 

des cas statique et dynamique. On doit assumer qu’aucun point ne peut avoir la même 

valeur pour une coordonnée donnée qu’un autre point de l’ensemble, et ce, pour toutes les 

coordonnées. 

Contexte statique 

Le théorème qui suit, ainsi que le corollaire en découlant, nous assure d’une métho- 

de de construction d’un arbre pseudo-hyperquaternaire pour un ensemble de points fats. 

Thbur&me 5.1 (Overmars et van Leeuwen, 1982) 

Étant donné un ensemble de n points X,, X2, . . . . X, dans un espace d-dimen- 

sionne& il existe un point separateur h = (h,, h,, . .., h,J tel que chaque hyperquadrant 

induit par h contient au plus 
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Ce th&xhe anime le corollaire suivant. 

Corollaire 5.2 (Overmars et van Leeuwen, 1982) 

Étant donné un ensemble de n points dans un espace ddimensionnel, il existe UI 

arbre pseudo-hyperquatemaire représentant cet ensemble, de hauteur d’au plu: 

La façon de construire un arbre pseudo-hyperquatemaire avec n points fixés est la 

suivante: On choisit h, tel que points de l’ensemble ont leur coordonnée x1 plus 

petite que ht, les autres points ayant leur coordonnée xt plus grande que ht. Il 

reste d - 1 coordonn6es a d&erminer. On ne considère maintenant que les points ayant leur 

coordonnée xt plus grande que ht. On choisit h, de façon a avoir 

coordonnée x2 plus petite que h,, les points restants ayant leur coordonnee x2 

plus grande que 4. On continue de la même manEre jusqu’a ce qu’on ait déterminé les d 

coordon&s de h. On peut voir que les Id quadrants induits par h contiennent chacun au 

plus points. On retrouve un exemple de cette construction dans le cas B deux 

dimensions dans la figure suivante. 
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(a) 7 points à gauche, 14 points à droite. 
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(c) On refait la même chose dans chaque 
quadrant. 
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(b) On considère les 14 points à droite: 
7 sont sous l’axe horizontal. 

(d) Structure finale. 

Fig. 5.2 - Construction d’un arbre pseudo-hyperquatemaire à 2 dimensions dans le cas 
statique. 

Le résultat du corollaire est optimal comme on peut le constater par le théorème 

suivant. 
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Thbor&me 5.3 (Overmars et van Leeuwen, 1982) 

11 existe un ensemble de n points X,, X2, . . ., X, dans un espace &limensionnel tel 

qu’aucun arbre pseudo-hyperquatemaire repr&entant cet ensemble de points peut avoir 

I une hauteur plus petite que rlogd+r nl. 

Par exemple, si tous les n points sont sur une diagonale, on aura un arbre de 

hauteur [logd+t nl . Le tMori%ne suivant nous assure qu’on peut construire efficacement un 

tel arbre pseudo-hyperquaternaire. 

Théor&me 5.4 (Overmars et van Leeuwen, 1982) 

Étant donnes n points dans un espace d-dimensionnel, un arbre pseudohyperqua- 

ternaire de hauteur d’au plus rlogd+r nl représentant l’ensemble de points peut être 

construit en un temps O(nlogn). 

La façon de construire l’arbre pseudo-hyperquatemaire dont il est question dans le 

théorème prMdent est dkrite suite au corollaire de la page pr&dente. 

Contexte dynamique 

On peut utiliser la même structure, soit celle d’arbre pseudohyperquatemaire pour 

insérer un B un des points. La façon de construire l’arbre est de déterminer dans quel 

hyperquadrant, par rapport a la racine, se trouve le point à insérer. Si l’hyperquadrant est 
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vide, on y “place” le point. Si l’hyperquadrant contient un point, alors il faut choisir un 

point dans cet hyperquadrant, difftkent des deux points qui servira a séparer cet 

hyperquadrant en 4 sous-hyperquadrants de façon à ce que les deux points se retrouvent 

dans deux hyperquadrants différents. Un choix facile pour le point de séparation est le 

point médian. Si l’hyperquadrant est deja subdivisé, on réapplique récursivement la 

procédure en prenant comme racine, la racine de l’hyperquadrant en question. Si on veut 

plutôt enlever un point, il sufftt de descendre jusqu’au noeud parent du point et d’enlever le 

point. S’il ne reste qu’un seul point ou un seul sous-arbre au même niveau que le nœud 

enlevé, alors le parent devient le nœud ou le sous-arbre qui reste. On peut retrouver ces 

deux algorithmes dans ce qui suit: 

Enlover un point p 

parent tnoeud parent de p 
P+h 
Si le nombre d'enfants de parent = 1 

alors parent tenfant 

Ajouter un point p 

parent tnoeud futur parent de p 
Si parent est une feuille 

alors m +-point "entre" p et parent 
enfants ( m ) t{p, parent 1 
parent tm 

sinon enfants ( parent ) t{enfants ( parent 1, p ) 

La figure suivante donne un exemple d’application de ces algorithmes. 
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1j 24 . / i 
/ 3. /4, 

. . . . u . . . k .-.... ~ . . . . . .__... 
; 5: 
i ‘i . . . . . . . . . . . . . . . . 

234 5 6 

: : : : / / 6. 

(a) Arbre de départ 

l i . . 2.: . ~........... . j 
14. 

6. 

6 

(c) A~&S avoir enlevé 5 

2 456 

(b) Après avoir enlevé 3 

234 

(d) Après avoir remis 3 

(e) Après avoir remis 5 

Fig. 5.3 - Suppressions et ajouts de points dans un arbre pseudo-hyperquatemaire a 
deux dimensions. 

Cependant, cette façon de procéder ne nous permet pas de conserver la propriété 

selon laquelle l’arbre a une hauteur d’au plus rlogd+l nl, comme indiqd par un theorème 

de la section pnkédente. Nous pouvons néanmoins obtenir un arbre ayant une hauteur qui 

s’y rapproche en effectuant, a un moment jugé opportun, une rtsuucturation locale, comme 

on peut le constater par le Mor&ne suivant. 
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Théodme 5.5 (Overmars et van Leeuwen, i982) 

Pour toute constante fixée 6 telle que 0 < 6 < d, il existe un algorithme permettanl 

d’effectuer, dans un espace kiimensionnel, N insertions et suppressions dans un arbre 

pseudo-hyperquatemaire initialement vide tel què sa hauteur est toujours d’au plw 

logd+tS6 n + O(l où le temps moyen de transaction est borne par O(ilog* N). Ici, n 

dCsigne le nombre courant de points, 0 5 n S N. 

Ceci nous dit que plus on veut avoir un arbre se rapprochant de l’idéal, soit ayant 

une hauteur d’au plus [logd+t nl, plus on aura a “travai11er fort”. En fait, l’algorithme 

mentionne dans le th&x-&me est le suivant: Pour chaque nœud interne h, ayant un total de k 

points dans ses sous-arbres, on fait en sorte que chacun de ces sous-arbres contienne au 

plus Lf+:_, 1 
k points. Si, lorsque l’on ajoute ou l’on enlève un point, la condition 

pr6cédente n’est plus respectée, on cherche sur le chemin du nœeud, ajoute ou enlevé, vers 

la racine, celui, le plus eleve où le debalancement persiste. Appelons ce nœud h. On 

reconstruit alors l’arbre dont la racine est h, en utilisant l’algorithme d6crit à la section 

pr&klente. 

5.3 Étude théorique et omplrique des arbres pseudo-quaternaires 

aldatoires dans le cas dynamique. 

Dans cette section, nous pr&entons les résultats nouveaux relatifs aux arbres 

pseudo-hyperquatemaires a deux dimensions dans le cas dynamique. Nous allons 

demontrer le théorème suivant qui nous donne le mibne moment non-centre de la variable 

aléatoire D,, la profondeur du dernier nœud ajoute dans un arbre pseudo-hyperquatemaire 
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de n nœuds. 

Théodme 5.6 

m-l 

c( 1 

n-2 

P n.m = iT,(i)(Pi+tm + jiim>, pOu n 2 39 
j=O 

7 pa,j(-l)m-l-j +2 C 

n-2 r=l 

où pn,o=1pourn20, ~o,m=Oetj.tl,=Opourm>O, CL~n,=1pO~m~09 

Puisque, comme mentionné prkdernment, le choix des quatre quadrants se fait de 

façon à avoir deux points dans deux quadrants différents, on a choisi d’utiliser le point 

médian entre les deux points. Nous aurons besoin pour l’étude de la distribution de ce 

point mklian. Ceci nous &ne le lemme suivant. 

Lemme 5.7 

Soient X et Y, deux variables indkpendantes uniformes [O,l]. Soit M = $<X + Y). 

Alors, la fonction de densiti de M est donnet par 

4m 
fdm)= 4 

i- 

pOUr05nt5+ 
4m 

poll+m<l. 
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Preuve du lemme 5.7. 

Voir Devroye (1986), page 22. n 

On aura besoin aussi de la distribution du nombre de points, parmi n, qui sont 

situes dans le troisième quadrant induit par le point m&Iian issu des deux premiers points 

de l’ensemble de points. Pour ce faire, nous devons connaître au pnklable la distribution 

de l’aire de ce troisième quadrant. Celle-ci est pr&ent& dans le corollaire suivant. 

Corollaire 5.8 

Soient X, et X, deux points indépendants uniformes [O,l]*, où X, = (xt,t, x1,*) et 

x2 = (X~,J, x2.2). Soient M, = 3(xl,~+x2,~) et M, = +(x~,~+x~,~> et S = M=M,. 

Alors, la fonction de densité de S nous est donnée par 

32s - 64s log(2) - 16s log(s) pOUrOSSS+ 

32+32log(2)-96s+64slog(2)+16log(s)+48slog(s) pour +s+. 

-32+32s-16log(s)-16slog(s) potl+SIl 

Preuve du corollaire 5.8. 

Nous allons calculer la densite cherch6e par les techniques usuelles. En tenant 

compte des différentes bornes pour m et s on obtient 
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/ 

2s 
1 

‘1 
J~4ws/m)4mdm+ jl4(s,m)4mcim+ J-qs,m)(4-4mja5n, 
sm 2P 1m 

3 1 
‘1 = ~~4(l-s/m)4mdm+~~4(l-s/m)(4-4m)&n+~~4(s~m)(4-4m)h, $SSS+. 

? 2 

Il suffit maintenant d’effectuer les int&rales obtenues dans l’expression pr@dente. 

Nous les avons rholues & l’aide d’un pmgrammc Maple. On pourra trouver le programme 

Maple en annexe. n 

Passons maintenant à la distribution du nombre de points dans le troisieme 

quadrant. 

Corollaire 5.9 

Soient X,, X2, . . ., X,, n points indépendants, de coordonnées indépendantes, 

uniformes [0,112 et A4 = *(X1 +X2). Soit X le nombre de points parmi X,, X2, . . . . 

X, qui sont dans le troisième quadrant induit par M. Alors, 

$&V pouri=o 

P(X = i) = +T,(n- 2) pouri=n-1 

i(T,(i-U+T,(i)) pourO<i<n-1, 
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Preuve du corollaire 5.9. 

Tout d’abord, il faut constater que deux situahons difWentes peuvent se produire, 

et qu’elles influent sur le calcul des probabilitis qui nous inthessent. Le premier cas est 

celui où X, ou X2 se situe dans le premier quadrant induit par M, et par Cons@ent, l’autre 

se situe dans le troisihe quadrant; le deuxiihne cas èssi ceiui où X, ou X2 se situe dans le 

deuxibme quadrant induit par M, et l’aua se situe donc dans le quatrième quadrant. On 

peut visualiser ces deux cas dans la figure suivante. 

Fig. 5.4 - Deux cas pour deux points. 

Il est assez ais6 de montrer que ces deux cas sont 6quiprobables. Maintenant, 

1 

T,(i) = 
ii 

P(Y = (Y - B(n-2,s))f~(s)ds, 

où B(n, p) signifie une binomiale de n essais et de probabilité de succès p. Alors, il 

déçoule imm&iatement les expressions QM&S dans l’énonct du corollaire pour P(X = i), 

pour OSiln-1. PourcequiestdeT,,(i),onaque 
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Pour trouver l’expression finale du corollaire, il faut utiliser la fonction de densité 

de S, donnée dans le corollaire pr#dent, fS(s). Le travail a CtC effectué en utilisant un 

programme Maple qu’on trouvera en annexe. n 

Intkessons nous maintenant a la qnantitt que nous avons Ctudi6e pour les arbres 

hyperquatemaires, soit l’espérance de la profondeur du dernier nœud ajoute dans un arbre 

pseudo-hyperquatemaire. Comme effectué pour le cas des arbres hyperquatemaires, 

Ctudions tout d’abord ~~1, la probabilitc que le n*m nœud ins& le soit à une profondeur 

de 1. Il est à remarquer que, contrairement B l’étude faite pour les arbres hyperquatemaires. 

nous ne considkerons que le cas bidiaensionnel pour les arbres pseudo-hyperquatemaires. 

Nous avons le corollaire suivant. 

Corollaire 5.10 

P*’ = AylTfl(i)(pi+rJ-r + PiJ-r), pour n 2 3* - i= 

I où~,~=l,~,~=l,prS~=Opourn#l,p,l=OpourILn. 

Preuve du corollaire 5.10. 

Nous savons que les deux premiers points de l’ensemble de points déterminent les 

quatre quadrants et que deux quadrants opposk contiennent un point (voir figure 5.4.) En 
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fixant un cas, la probabilid que le dernier nœud in& soit dans un quadrant, fixe au 

pr&kbk, ks n points &ant fx6.s est de ün-& la pmbabmtt que le quadrant f=e contienne i 

points, excluant les deux premiers points, est T,(i). I&intenant, le quadrant fixe contient 

au départ, après d&rmination des quadrants, aucun ou un point selon le cas. S’il en 

contient un alors la probabilité que le dcmkr noeud ins& soit à une profondeur de 2 dans le 

quadrant fixe est de 

n-2 

& 
i 

-T,(i)Pi+lJ-i; 
, n-2 

tandis que si le quadrant fixe ne contient pas de point ia ptobabilid est de 

car, si le point est à une profondeur de 1 dans l’arbre, il le sera a une profondeur de I-1 

dans le sous-arbre associé au quadrant dans lequel il est tombe. Par symt?trie, on obtient le 

nhltat cherché. w  

Nous allons utiliser la technique de la fonction gtnéranice des moments pour 

calculer E(D,), où D, est la profondeur du dernier nceud inseré dont la fonction de 

probabiliu? nous est don& dans le corollaire pr&&ient. Posons 

4+“‘(f) n = E(erDF) et prsm = E(D:). 

Nous savons que 

L.e theoreme suivant, annonce au debut de la section, nous donne une récurrence 

pour Pn,m- On remarquera une similitude avec l’expression obtenue pour les arbres 

hyperquatemaîms. 
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Théori?me 5.6 

m-l 

pn,j(-ly-l-j +2 
n-2 

CL n.m = 
%( ) 

iT,(i)(Pi+~m + Pi,m)* Pour n 2 39 
I= 

7 

T n-2 ,= 

où j,tn,0=1pourn20, j.tO,m=Oet~I,m=Opourm~O, pZm=1pourm20. 

Preuve du théor&me 5.6. 

Tout d’abord, trouvons une expression pour $$,m’(t). NOUS avons 

n-2 

= -&+ ,~oir.(i)($i+l(t) + $i(t))- 

En dtivant le nombre de fois ntkessaires, on obtient 

d’où 
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P 
2 m m n-2 

fwn=- ' zt E n-zj=o ’ i=O 
ir,(i)(Pi+~j + Pi,j)* 

L’expression finale du thkorhe s’obtient en effectuant une preuve par récurrence 

surm. Pourm= 1 on obtient la même expression avec les deux formes de kl, soit 

n-2 

Pn.1 = l+ 
5 

iT,(Wi+ti + cLi.1) 
i= 

n-2 

Cir,(i) = E(T,) = jfS(s)E(qY - B(n- 2,s))ds = (n - Z)jsf,(s)& = y. 
i=O 0 0 

La dernière Cgalitk a Cd obtenue en utilisant Maple. Maintenant, supposons que 

l’expression suivante est vraie 

~n,m-1 =~~~(rnj') &l,j(-1)m-2-j + Pi.na- )* 

alors, on a que 

On sait que 

n-2 

CI n.m =A ,T  7 ,_ iT,(iW+l,j +Pi,j) 
3( 15 ,- ‘- 

En utilisant (5.1), on obtient 
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m-l n-2 
= 

z( 1 
y p&+*-1-i + 

i=O 
;;2? _ 

4 
iT,(iWi+l.m + Pi.m). 

i- a 

Si on calcule p% t = E (D,,) A l’aide de l’expression obtenue au th&hne pnkédent, 

on obtient le corollaire suivant 

Corollaire 5.11 

2 n-2 

Pn.2 =2PnJ-1+- C 
n-2 <=1 

&(i)(Pi+l,2 + Pi.2) Pou n 2 3* Pl.2 = Ov cL2.2 = la 

Preuve du corollaire 5.11. 

Il suffit de remplacer m = 1 et m = 2 dans l’expression du théorème 5.6 et on 

obtient l’expression dt%ink. n 
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Comme on peut le constater, l’expression obtenue pour C(&I est une rkurrence 

difficile A résoudre. 
< 

Cependant. A defaut de pouvoir la rtkudre comme nous y Ctions 

parvenus pour le cas des arbres hyperquaternaires, nous la calculerons numériquement 

pour quelques valeurs de n, et nous verrons qu’empiriquement, la profondeur du dernier 

nœud in&& dans un arbre pseudo-hyperqwemaire semble êtte inferieure B celle du dernier 

nœud inskrt! dans un arbre hyperquaternaire de dimetkon deux. 

Nous avons utilise un programme Mapiè pour C&ler l’espkance et la variante du 

dernier nœud ajoute dans les deux types d’arbres. Rappelons que pour le cas des arbres 

pseudoquaternaims, les deux premiers moments non centrés sont 

j.&l = 1 + & XlTn (i)(pi+*,J + Pi.1 1 pour x ’ 33 Pl.1 = Os P2.1 = ’ et 
i-l 

iTn(i)&+l,2 + pi,21 ~OU n 2 39 Pl.2 = 09 k,2 = ‘9 

et que dans le cas des arbres quaternaires, les deux premiers moments non centres sont 

PnJ =Kl-+-lis; 

Hn 4Hn P,,~ = H;+H;2’+6-,+-&-$. 

Le tableau 5.1 nous donne la comparaison entre les deux types d’arbres pour les 

espèrances et les variantes. Les valeurs tabulées sont p,,, / logn et P,,~ - pi1 pour les 

deux modeles d’arbres. Rappelons que Maple calcule avec les valeurs exactes sans sim- 

plifier les fractions impliquées. Ce n’est qu’au moment de l’impression qu’il transforme 

les valeurs en notation point flottant. Il s’agit donc des ‘traies” valeurs. 
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n 

5 1.216603939 1.232314287 .428320910 .531944444 

10 1.119546271 1.170699371 .597938558 .898696303 

15 1.081622719 1.147363472 .679705186 1.107949842 

20 1.059830747 1.134193361 .735334043 1.255033072 

25 1.045215990 1.125431685 .777338827 1.368546937 

30 1.034513374 1.119046564 .810973272 1.461001708 

35 1.026217943 1.114115149 .838994570 1.539001162 

40 1.019529248 1.110150049 .863009327 1.606459927 

45 1.013977363 1.106866355 -884025128 1.665890521 

50 1.009265709 1.104084852 .902711893 1.719002069 

55 1.005196492 1.101686366 .919536730 1.767010062 

60 1.001631960 1.099588119 .934838250 1.810809860 

65 .998472757 1.097730552 -948869881 1.851080095 

70 .995645136 1.096069553 .961826367 1.888347425 

Tableau 5.1 - Espérance et variante de D, pour les arbres hyperquatemaires et pseudo- 
hyperquatemaires (‘) de dimension 2. 

On peut voir que la profondeur moyenne du dernier naud ins& dans un arbre 

pseudo-quaternaire est inférieure à celle du dernier nœud ins6rtZ dans un arbre quaternaire. 

La variance de la même variable akktoire semble encore être plus petite que celle des arbres 

quaternaires. En conclusion, les arbres pseudo-quaternaires semblent être une structure 

plus intéressante que les arbres quaternaires puisque la suppression de points dans une telle 

structure est plus facile et ne demande pas une restructuration de l’arbre, et qu’en moyenne, 

ce genre d’arbre donne une profondeur moyenne des nceuds plus petite. 
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Programmes 

Programme l- Calcul de I’espbance du nombre de noeuds a un entant dans un arbre 
hyperquaternaire de dimension deux. 

### --- Calcul de 4/"-2+4/9'("-2)-16 l la somme pour j allant de 4 a n de 
%RI --- (n-j+l)'(2'j+h-8-l/j-l/~j-ll~/~j-2*~j-l)~2*~j-2~~ 
%%% --- correspO"da"ce entre les termes et les variables MapIe: 
#%Y --- h ------> H" , somme des inverses 
#%# --- hdeux - - - - - - > H(Z)“, SOINIVS de l'inverse des carres 
##% --- htrois ------> i-1(3)", somme de l'inverse des cubes 
#OP --- hl ------> Hn-1 
OP% --- h2 - - - - - - > Hn-2 
%Y% --- L ------> somme pour i de 4 a n de Hi/i^Z 
%## --- Ll - - - - - - > comme L mais pour i de 3 a n-l 
expression:- ("-j+l)*(2*j+h-8-l/j-l/~j-l~~/~j*2'(j-l~~2*~j-2~~~ 
##% --- Fractions partielles 

expression:=convert((n-j+l)'(2*j+h-E-l/j-l/(j-l)) 
/j/j/(j-l)^Z/(j-Z),parfrac,j); 

p## --- changements de variables pour avoir un POlYnome: 
XI% --- l/j ---> i, l/<j-1) ---> il, l/(j-2) ---> 12 
#%# --- l/j^Z ---> k, l/(j-1)^2, ---> kl, l/(j-2)^2 ---> k2 
##% --- l/ j^3 ---a m, l/(j-1)^3 ---> ml, l/(j-2)"3 ---a m2 
expressionik:=subs((l/j=i, l/(j-l)=il, l/(j-2)=12, l/j^Z=k, 

l/(j-l)^Z=kl, l/(j-2)^2=k2, l/j^3=m, 
l/(j-1)^3=ml, l/(j-2)*3=mZ), expression); 

##) --- calcul des coefficients de chacune des 9 variables; 

,ci:=coeff(expressionik,i.l); cil:=coeff(expressionik,il,l); 
ciz:-coeff(expressionik,iZ,l); 

~ckl;=coeff(expressionik,kl,ll; 
ck:=coeff(expressio"ik.k.l); 
ckZ:-coeff(expressio"ik,kZ,lI; 

cm:-coeff(expressionik.m.1): cml:=coeff(expressio"ik,ml,l); 
cm2:-coeff(expressionik,mZ,l); 
### --- changement au niveau des nombres harmoniques; 
cil:=subs(h=hl+i,cil): ciZ:=subs(h=hZ+i+il,ciZ); 
ckl:=subs(h=hl+i,ckl); ckz:=subs(h=hZ+i+il,ckZ); 
cml:=subs(h=hl+i,cml); cmZ:=subs(h=hZ+i+il,cmZ); 
### --- reformer l'expression 
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nexpression:=expand(i*citil*cil+i2*ci2tk*cktkl*ckltk2*ck2 
+m~cm+ml~cml+m2~cm2~; 

### --- remettre la formule en terme de j 
nexpression:-subs((i=l/j, il=l/(j-1). i2=l/(j-2t, k=l/j^2, 

kl-l/(j-1)^2, kZ=l/(j-2)*2, m=l/j^3, 
ml-l/(j-lt^3, mZ=l/(j-2tA3t, nexpressiont: 

nexpression:=normal(nexpressiont; 
Rtt --- fractions partielles 
nexpression:=convert(nexpression,parfrac,jt; 
### --- revenir aux variables i, il,... m2 
nexpressionik:=subs((l/j=i, l/(j-lt=il, l/(j-2t-12, l/j^2-k, 

l/(j-lt^2=kl, l/(j-2t-2=k2, l/j^3=m, 
l/(j-1tA3=ml, l/(j-2tA3=m2 t, nexpressiont; 

tRt --- calculer les facteurs 
ci:=coeff(nexpressionik,i,lt; cil:=coeff(nexpressionik,il,lt; 
ci2:=coeff(nexpressionik,i2,1); ck:=coeff(nexpressionik,k,lt; 
ckl:=coeff(nexpressionik,kl,lt; ck2:-coeff(nexpressionik,k2,1); 
cm:=coeff(nexpressionik,m,lt; cml:=coeff(nexpressionik,ml,lt; 
cm2:-coeff(nexpressionik,m2,lt; 
#Ç# --- terme constant de l'expression: 
constante:=expand(nexpressionik-i*ci-il*cil-i2*ci2-k*ck-kl*ckl 

-k2*ck2-m*cm-ml*cml-m2*cm2t: 
%Y# --- faire la somme pour j allant de 4 a n 
si:= coeff(ci,h,Ot*(H-l-1/2-1/3) 

ccoeff(ci,h,1)*(1/2*(H^2+Hdeux)-1/2'(~1+1/2t1/3t~2+1t1/4+1/9tt; 
sil:= coeff(cil,hl,Ot*(H-1-1/2-l/nt 

+coeff(cil,hl,lt*(l/2*((H-l/nt*2+Hdeux-l/n/nt 
-1/2*((1+1/2t~2+1+1/4)): 

si2:= coeff(ci2,h2,0t*(H-l-l/n-l/(n-ltt 
+coeff(ci2,h2,1t*(1/2*~(H-l/n-l/~n-ltt~2tHdeux-l/n/n-l/~n-lt~2t 

-1/2'(1+1tt; 
sk:-coeff(ck,h,Ot*(Hdeux-l-1/4-1/9) + coeff(ck,h,lt*L; 
skl:=coeff(ckl,hl,Ot*(Hdeux-l/n/n-l-1/4) + coeff(ckl,hl,lt*Ll: 
sm:-cm*(Htrois-l-1/8-1/27); 
sml:=cml+(Htrois-l/n/n/n-l-1/9); 
s:~expand(subs(Ll=L-H/n/n+ll/54,si+sil+si2+sk+skl+smtsmltt: 
### expression finale 
somme:-expand(norma1((4/n/n+4/9*(n-2t-l6*sttt; 
### facteur de H, Hdeux, Htrois, L 
CH:= normal(coeff(somme,H,ltt; cHdeux:- normal(coeff(somme,Hdeux,ltt; 
cHtrois:-normal(coeff(somme,Htrois,ltt;cL:= normal(coeff(somme,L,ltt; 
ttt facteur constant 
cste:=expand(normal(somme-H*cH-Hdeux*cHdeux-Htrois*cHtrois-L*CLtt; 

Exdcution du programme 1 

I\^/l 
.-I\i I/l-. Mathematics and Computer Science. 
\ MAPLE / Version 4.1 --- May 1987 
< For on-line help, type help0; --' 

l 
### --- Calcul de 4/nA2+4/9*(n-2t-16' la somme pour j allant de 4 a n de 
I#l --- (n-jtl)*(2*j+h-8-l/j-l/(j-ltt/(j-l)~2*(j-2tt 
#I# --- Correspondance entre les termes et les variables Maple: 
### --- h -----_ > Hn, somme des inverses 
ICI --- hdeux ------> H(2tn, somme de l'inverse des carres 
$## --- htrois ---me-> H(3tn. somme de l'inverse des cubes 
### --- hl ------> Hn-1 
### --- h2 - -- - - - > Hn-2 
### --- L ------> somme pour i de 4 a n de Hi/i^Z 
### --- Ll - - -- - - > comme L mais pour i de 3 a n-l 



Annexe A - Programmes 

1 
(n - j + 1) (2 j + h - .9 - l/j - -------) 

j - 1 
CSQXC2SSiOCl := ___-_---____------------------------------- 

2 

j cj - u2 ( 

IX# --- Fractions partielles 
6h+lOnh-37-7511 

rxpression := - 1,8 --------_-----___--------- 

j 

j - 2) 

-17+2 h+2nh-19n 1+n h+nh-6-Bn 
- 1,4 --------------------------- + 1,-J ------- + ------------------- 

j2 j3 
j-1 

nhtl-6n " 2” htll-2h-ll n 
- --------------- + ---------- + 1,8 --__-----___-----__------ 

2 3 j-2 
cj - 1) Cj - 1) 

:X# --- changements de variables pour avoir un polynome: 
:## --- l/j ---> i, l/Cj-1, ---> il, l/<j-2, ---> 12 
!## --- l/ jA2 ---> k, l/(j-1)^2 ---a kl, l/(j-2)^2 ---> k2 
!## --- l/j^3 ---> m. l/Cj-11-3 ---> ml, l/(j-2)^3 ---> m2 
wpressionik := - 1/8 (6 h + 10 " h - 37 - 75 n) i 

- 1/4 (- 17 + 2 h + 2 n h - 19 n) k + 1/2 (1 + n) m + (h + n h - 6 - 8 n) il 

- (n h + 1 - 6 n) kl + n ml + 1/8 (2 n h + 11 - 2 h - 11 n) 12 

!PI --- calcul des coefficients de chacune des 9 variables; 
ci := - 3/4 h - 5/4 n h l 37/8 l 75/0 n 

cil:-h+nh- 6- En 

ci2 := 1/4 n h + 11/8 - 1/4 h - 11/8 n 

ck := 11/4 - 1/2 h - 1/2 n h + 19/4 n 

ckl :- - nh-lt6n 

ck2 := 0 

cm :- I/2 + 1/2 n 

cm1 := n 

cm2 :L 0 

IX# --- changement au niveau des nombres harmoniques; 
cil :- hl + i + n (hl + i) - 6 - 8 n 

ci2 := 1/4 n Ch2 + i + il) + 11/8 - 1/4 h2 - 1/4 i - 1/4 il - 11/8 n 

ckl :- - n (hl + i) - 1 + 6 n 

ck2 := 0 

cm1 := n 

cm2 := 0 

113 



3 6 2 6 
(- 4 - 17nj h-j "h2-4nhj -4"-20j -4j nhl 

5 2 2 3 3 
+3nj h2 +4 h j+71j -8hj -64j +4nhj-3hj 

4 5 3 2 5 4 
+19j -2 j -44" j +57n j -24" jt20" j hl + 35 n j h 

6 5 4 3 4 3 
+5n j h-23" j h-32nj hl+16" j hl-3" j h2+" j h2 
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tt# --- reformer l'expression 
“expression := 1/4 i2 il n - kl i n + 37/8 i + Il/4 k - 1/2 k n h + ::/8 12 

- kl - 6 il + 1/4 i2 i n - kl n hl - 5/4 i n h + il n hl + il i n 

+ 1/4 12 n h2 + n ml - 3/4 i h + 75/0 i n + il hl + il i - 8 il n + 1/2 m 

- 1/4 i2 h2 - 1/4 i2 i - 1/4 i2 il - 11/8 i2 n - 1/2 k h + 19/4 k n + 6 kl n 

+ 1/2 m n 

Ptt --- remettre la formule en terme de j 
"expression := 

-1/4 

5 4 6 5 4 6 5 
-6nj +25n j +3j h-13 j h+17 j h-4 j h1+16 j hl 

4 3 6 5 4 3 
-20 j hl+f3 j hl+j h2-3j h2+3j h2-j h2) 

3 3 
/ cj cj - 1) cj - 2)) 

##t --- fractions partielles 
Snh-15-29nt3h 

nexpression := _ 1,4 ______-_____________----- 

j 

-17 +2h+2nh-19" 1tn 
- 1,4 ___________------___------- + 1,2 ------- 

2 

j j3 

4 n hl - 25 n - 19 + 4 hl nhl-5"+1 n 
+ 1,4 ____________________------- - ____---&-------- + ---------- 

j -1 2 
<j - 1) cj 

3 

- 1) 

nh2-h2-4 "+4 
+ 1,4 _______________------ 

j -2 

### --- revenir aux variables i, il,... m2 
nexpressionik := - 1/4 (5 n h - 15 - 29 n + 3 h) i 

- 1/4 (- 17 + 2 h + 2 " h - 19 n) k + 1/2 (1 + n) m 

+ 1/4 (4 n hl - 25 n - 19 + 4 hll il - (n hl - 5 n + 1) k + n ml 

+ 1/4 (n h2 - h2 - 4 " + 4) i2 
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### --- calculer les facteurs calculer les facteurs 
ci := ci := - 5/4 n h + 15/4 + 29/4 n - 3/4 h - 5/4 n h + 15/4 + 29/4 n - 3/4 h 

cil := n hl - 2514 n - 19/4 + hl cil := n hl - 2514 n - 19/4 + hl 

ci2 := 1/4 n h2 - 1/4 h2 - n + 1 ci2 := 1/4 n h2 - 1/4 h2 - n + 1 

ck := Il/4 - 1/2 h - 1/2 n h + 19/4 n ck := 17/4 - 1/2 h - 1/2 n h + 19/4 n 

ckl := - nhl+Sn-1 ckl := - nhl+Sn-1 

ck2 :- 0 ck2 :- 0 

cm := 1/2 + 1/2 n cm := 1/2 + 1/2 n 

cm1 := " cm1 := " 

cm2 :- 0 cm2 :- 0 

##Y --- terme constant de l'expression: terme constant de l'expression: 
constante := 0 constante := 0 

X#i --- faire la somme pour j allant de 4 a n faire la somme pour j allant de 4 a n 
2 2 

si := (15/4 t 29/4 n) (H - 11/6) + (- 5/4 n - 3/4) (1/2 H t 1/2 Hdeux (15/4 t 29/4 n) (H - 11/6) + (- 5/4 " - 3/4) (1/2 H t 1/2 Hdeux 

I 

_--------- 

2 

(Il - 11 

si1 := (- (- 25/4 n - 25/4 n - 19/4) (H - 3/2 - l/n) 19/4) CH - 3/2 - l/n) 

2 2 1 1 
+ (1 + + n) (1/2 n) (1/2 (H - l/n) + 1/2 Hdeux - 1/2 ---- - 7/4) (H - l/n) + 1/2 Hdeux - 1/2 ---- - 7/4) 

2 2 
" " 

1 1 
si2 := (- (- " t 1) (H - 1 - I/n - -------1 " t 1) (H - 1 - I/n - -------1 

n-l n-l 

+ (1/4 n - 1/4) /4 n - 1/4) 

12 12 1 1 1 
(1/2 1/2 (H (H - l/n - -------1 + 1/2 Hdeux - 1/2 ---- - 1/2 - l/n - -------1 + 1/2 Hdeux - 1/2 ---- - 1/2 ---------- 

n-l n-l 2 2 2 

" " (Il - 11 

49 49 
sk := (17/4 + 19/4 n) (Hdeux - ----1 + (- 1/2 - sk := (17/4 + 19/4 n) (Hdeux - ----1 + (- 1/2 - 1/2 n) L 1/2 n) L 

36 36 

1 1 
skl := (5 n - 1) (Hdeux - ---- - 5/4) - n skl := (5 n - 1) (Hdeux - ---- - 5/4) - n Ll Ll 

2 2 
n n 

251 251 
sm := (1/2 + 1/2 n) (Htrois - -----1 sm := (1/2 + 1/2 n) (Htrois - -----) 

216 216 

1 
sml := n (Htrois - ---- - 9/8) 

3 
" 

1 
sml := " (Htrois - ---- - 9/8) 

3 
" 

85 
- ---) 

36 

- 1) 
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i## expression finale 
somme : = - 156 n Hdeux - 52 Hdeux + 24 H - 4 H/n + 24 n L + 8 L - 24 n Htrois 

1171 1 
- 8 Htrois + 2393/9 n - ------ + 16 l/n + 4 ---- 

21 2 
n 

%## facteur de H, Hdeux, Htrois, L 
6n-1 

n 

ctldeux :- - 156 n - 52 

cHtrois := - 24 n - 8 

CL := 24 n + 8 

#Y# facteur constant 
1171 1 

este := 2393/9 n - ------ + 16 l/n + 4 ---- 
21 2 

n 

Programme 2 - CalarI de I’esp&ance et de la variante de la profondeur du dernier nœud ajout6 
dans un arbre pseudo-hypequatemaire et dans un arbre hypequatemaire de 
dimension deux. 

I T := proc (n,i) local j; 
binomial(n-2,i] l 

end; 
, j=O.. n-2-i) 

procMU := proc ( debut, fin ) local i, n, t, H, H2; 
H := 3/2; HZ :- 5/4: 
for i from 3 to debut-l do H := H + l/i: H2 :* H2 + l/i/i od; 
for n from debut to fin do 

for i from 1 to n-2 do t[i] :- T(n,i) od; i := 'i': 
Mul[n] := 1 + 2/(n-2)*sum~i~t[il*~MUl~i+ll+MUl~il],i=O.."-2~~ 
Mu2["] :- 2'MUl["] - 1 

+ 2/(n-2)*sum(i*t[i]*~MU2~~tll+MU2~1l).I=O.."-2~~ 
H := H t l/"; H2 := H2 + l/"/"; 
MUQl["] := H - 1/6 - 2/3/n; 
MUQ2[n] := H'H + H2 + H/6 - 4'H/3/"+7/9/"-11136 od; 

I end: 

I 
resultats :- proc ( debut, fin 1 local n; 

for n from debut to fin do 
if irem ( n, 5 ) = 0 then 

println, evalf(MUl[n]/loq(n)], evalf~MUQl[n]/log(n)). 
evalf(MU2[n]-MUl[n]^2), evalf(MUQ2[nl-MUQl[n]̂ 2) ] fi od 

I end; 
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init := proc 0; 
MUl[l] :- 0; HUl[Zl := 1; 
ML?[11 := c; MKJ2[2] := 1: 
end: 

init 0 : 
procMU(3,70): 
resulrats(3,70) : 

Programme 3 - Calcul de la probabiüt~ que la racine ait entre 0 at 4 enfants et de I’espbance du 
nombre de nœuds ayant entre 0 et 4 enfants dans un arbre hypequatemaire de 
dimension deux. 

PROGRAM ca1c; 

CONST 
maxN = 200; 

TYPE 
cardinal = 0 . . maxInt; 
nbEnfant = 0 . . 4; 
indice = l..maxN; 
tabRea1 = ARRAY \ indice 1 OF real; 

(+----------------------------------------------------------------* 

I H [nl : somme ( l/i, i - 1 . . n 1 I 
I E Ii, nl : Esperance du nombre de noeuds a i enfants pour les I 
I arbres quaternaires a n noeuds I 
I A fi. nl : probabilite que la racine ait i enfants (dans un I 
I arbre quaternaire de n noeuds) I 
I lg [il : somme ( In(k), k - 1 . . i 1, lg [OI = 0 I 
+----------------------------------------------------------------+1 

VAR 
H : ARRAY [ indice 1 OF Real; 
E : ARRAY [ nbEnfant 1 OF tabRea1; 
A : ARRAY [ nblnfant 1 OF tabRea1; 
1g : ARP.AY [ 0 . . maxN 1 OF real: 
hn : real; 
f : text; 

FUNCTION NbNonZero (a, b, c, d : integer) : integer; 
BEGIN 

NbNonZero :- ORD(a<>O) + ORD(b<>O) + ORD(c<>O) + ORD(d<>O) 
END; 

PROCEDURE Init; 
VAR i, j : cardinal; 
BEGIN 

rewrite(f); 
H[l] :- 1; lg [OI :- 0; 

for i := 0 to 4 do 
E[i, 11 := 0; 

EIO, 11 := 1; 

lg[O] :== 0; 
for i := 1 to maxN do lg[il := lg[i-11 + In(i) 

ENDi 
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PROCEDURE Calculs; 
VAR n, i, j, k, 1, m : cardinal; 

s : rea1; 
BEGIN 

FOR n := 2 TO maxN DO 
BEGIN 

FOR i := 0 TO 4 DO A [i,n ] := 0; 
FOR i := 0 TO n - 1 DO 

FOR j := 0 TO n - 1 - i DO 
FOR k := 0 TO n - 1 - i - j DO 

BEGIN 
l:=n -l-i- j-k; 
m := NbNonZero(i, j, k, 1); 
A[m.nl := A[m,n] + exp(lg[i+j]+lg[n-l-i-j] 

+ lg[i+kl + lg[n-l-i-k] 
-lg[il-lg[jl-lg[kl-lg[ll-lg[n-11); 

END; 
H["I := HI" - 11 + 1 / n; 
h" :- H["I; 
FOR m := 0 TO 4 DO 

BEGIN 
A[m,nl := A[m,nl / n / n; 
s := 0; 
FOR i := 1 TO n - 1 DO 

s := s + E[m, il * ( hn - H[i] ): 
E[m. "1 := A[n,"] + 4/" * s 

END 
END 

END; 

PROCEDURE Resultats; 
VAR i, j : integer; 
BEGIN 

writeln ('Esperance du nombre de noeuds ayant entre 0 et 4 enfants' ); 
writeln; 
FOR i := 1 TO maxN div 10 DO 

BEGIN 
Write ( 10'1:s 1; 
FOR j := 0 TO 4 DO 

Write 1 E[j,lO*i1/i/10:8:5 ); 
writeln 

END; 
writeln; 
writeln ('Probabilites que la racine ait entre 0 et 4 enfants' ); 
writeln; 
FOR i := 1 TO maxN div 10 DO 

BEGIN 
Write ( loti:5 ); 
FOR j := 0 TO 4 DO 

write ( A[j,lO*il:B:5 ); 
writeln 

END; 
END; 

IBEGIN 
Init; 
Calculs; 
Resultats 

END. 
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Programme 4 - Calcul de la fonction de densitd de S du coroNaire 5.8 

##########%#####%##% Calcul de la densit8 de S #######%%### 
R 
% Soient X, Y, 2, T - U10.11, indépendantes 
R Soit S = (X+Y)/2 * (Z+T)/2. 
Y La densité de S est donnée par 14, 12 et Il pour les bornes 
R mentionnées plus bas 
R 
K#%%%%%%#%%%%###%%###%%#########%%###%%#%%%%%%%#%%%%%%#%%%%#%%% 

fMx:=4* (l-s/m) ; fMy:=4*s/m; 
haut := 4/m-4; bas := 4; 
# Pour 0 <- s < 114: 
14 := expand ( int ( fMx*bas, m-s . . 2.9 ) t 

int ( fMy*bas, m=2*s . . 1/2) + 
int ( fMy*haut, m=1/2 . . 1) 1; 

% Pour 1/4 <= s < 1/2: 
12 := expand ( int ( fMx l bas, m=s . . 1/2 1 + 

int ( fMx* haut, m-1/2 . . 2's 1 + 
int ( fMy*haut, ms2.s . . 1 ) ); 

0 Pour 1/2 <- s < 1; 
Il := erpand ( int ( fMx*haut, m=s . . 1)); 

Programme 5 - Calcul intermédiaire servant a la preuve du coroltaire 5.9 

#%%#%%%% 

% 
% 
4 

% 
0 
% 

%##%#%%% 

C:s’C’: p:“p’: 
% lintl: inteqrale de p-a 
lintl:=proc(a,p) 'p^(a+l)/(a+lJ ' end: 
# lint2: integrale de ln(P)*p^a 
lint2:=proc(a,p) 'p^(a+l)/(a+l)'loq(p)-p^(a+ 1 

% Calcul de int ( s^(i+j) * f(s) , s ), ou f 
Ml:=array([0,32-64*c,O,-161): 
M2:=array([32*c+32,64'c-96.16.481): 
M3:=array([-32,32,-16,-1611: 

lesint:=array~[lintl~i+j,p~,lLntl~i+j+l,p~,1 F 

Rl:=linalq[dotprodl (Ml,lesint): 

R2:-linalqldotprod] (M2,lesint): 
R3:=linalg[dotprod) (M3,lesint): 
c:=ln(4)/2: 
p:=1/4: 
t1:=ru: 
t3:=Fl2: 
p:=1/2: 
t2:-R2: 
tS:=R3: 
p:=l: 
t4:=R3: 
reponse:=t1+t2-t3+t4-t5: 

)/(a+1)^2' end: 
s) a ete calcule auparavent 

nt2(i+j,p).lint2(i+j+l,P) 1): 

119 



Annexe B 

Formules utiles 

Hf = l+I+L+...+L, n21. 
2’ 3’ n’ 

s rskj = c ikH/ = H”S~k,j-*-~ ‘-‘*Fi-‘, kZ0, j20, n21. 
i=l I=l 

%k, j 
’ .k = 0; s,,,, = ci . 

i=l 

= (n+l)Hr) - HI-‘) . 
i=l 

fiHn> = 2 A,, +pm 2 ,, 
n(n+l) I Cm) 1 (m-1) _ 1H(m-2) 

. 
i=l 

n(n+l)Qn+l), (m) _ &(m-1) + LHb-2) _ $Cm-3) 

i=l 
6 lin 6” 2” 3”’ 

$Ht = (n+l)d- (2n+l)H,, + 2n. 
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24 = (n+l)H3, - 2 (2n+l)4 + +y)+ 3(2n+l)H, - 6n. 
i=l 

"H. 
zy 
i=l 

= +(HZ,+Hn)). 

b-1) 

~W~)2 = (~+I)(H:‘J~ - H~“‘-‘)$‘)- $5 + AHi, . 
i=l i=l l i=l 1 

$If = 2 .n- 2 H,+!!$Z. nh+l> ,{2 n%-1 
i-l 

ci2~ = “(~‘l)6(2n+‘)H~ _ 4n3-lng2-R+3~. + n(8n2;~8n+25) . 
i=l 

$&f = h++( _ 02-;;3n-21Hn + n(n-l)($G+lO) , 
i=l 

= (n+l)H;)(H,,- 
i=l 

l)- $&Hf')+H,. 

(2) 
nH?+Hi 

pi = 
i=l 

HJff'+Fa+$Hy). 

n H. z (2) 2H 
L=dn-H,, +-$ 

i=,tt+l-i 

fHtHrt+l-i = 
i=l 

(n+2)(4- H;))- 2(n>-1)Hn+ 2n . 
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2 lHH*l-i = (n+1)(n+2)(Hn - H;I) - (n2+n-l)H, + n(n+l) . 
i=l 2 

CiHtilsi = (n+ly+2)H, - $3n+5) . 
i=l 

n 2 c i H,l-i 
(n+l)(n+2)(2n+3) 

= 
i=l 6 

H, - $(22n+69n+53) . 

Tu-( - HIZ’) = (n+l)(d - Hy) + 241 - HJ . 
d-1 

f,i(f( _ Hy) = !$!.!i(*i _ Hlf’) _ n(T1)*n + !$I!l . 

i=l 

Ti2(f(-() = n(n+l~n+lJ(~-H(f))- n(n-ll)rl),rn+ n(n-ll)rll) . 
i=l 

Ci’(~ _ HIZ)) = n2(n4+1)2(Hn _ Hé)) _ n(n2-:43n-2)~~ + n(n-1)(9;8B1gn-2) . 
i=l 

(4 (4 
n H. 

c 
(m+k) 

= H;'H;'+Hn 
n H. 

1 
i=l ik 

-ce. 
i=l 1 

g 
i-1 1 

= +(Hn')2+Hn'). 

= (-l)‘-lHj, jZ0. 
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i 

‘-1 (-l)f {) (-l)j+lHj + (-l)j+l 1 

k=O (j-k)(i+k+l) = (i+ j+l) (i+ j+$ +(i+l)(i+ j+l)(i+:+')' 

j 2 0. 

‘-1 

i 

(-1)’ i 
0 - (-‘)j ’ 1 , izl 

i 1 

-- 
i+j . k=O (i+j-k) i i 

( 1 

j-l 

c 

(-l)‘(i) 

k=O (k+l)(i+ j-k) = 

(-l)j+’ 1 + (-l)j 

i(i+l) (j+l)(i+j+l)+i(i+ j+l i 
i+j 

t 1 

, i21 

1 

x+ 

(-l)‘+lHj+l , i = o 

j+l 
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ktude des arbres hyperquaternaires 

Cet ouvrage traite principalement des arbres hyperquatemaires de points (“point quadtree”) qui sont une 
g&&alisation des arbres binaires de fouille. En premier lieu, un survol des structures de donn&s 
hi&archiqw est @sent&. Sont dkrits entre aubes les arbres hyperquakmanw de r&ion. les arbres Ad, les 
arbres pseudo-hyperqwkanaks et pseudok-d. Les r&sultats relatifs aux arbres bis de fouille ainsi que 
ceux wncemant les arbres pseudo-hyperquatemaires de points sont donnes. Une ttude plus poussk des 
arbres hyperquammahes nous a permis d’obtenir des r&ultats conccmant la profondeur du dernier nœud 
in&& la proportion des divers types de nœuds dans un arbre hyperquatemaire de points. Enfin, nous 
&udions une alternative de ces arbres, soit les arbres pseudo-hyperquatemaires ce qui nous permet de 
montnr, apr&.s &ude du cas B deux dimensions, que ceux-ci semblent plus performants au niveau de la 
fouilla, de l’ajout et de la suppression de points que les arbres hyperquatemaires originaux. 

TABLE DES MATIÈRES 

1. Introduction ............................................................................................................... 1 

2. Étude tbkorique des arbres hyperquaternaires de points.. ........................................ 27 

3. Analyse probabiliste des arbres hyperquaternaires de points .................................. 50 

4. Etude des nœuds d’un arbre hyperquaternaire ........................................................... 73 

5. Arbres pseudo-hyperquaternaires .............................................................................. 88 

Laboratoire de combinatoire et d’informatique mathbmatique 
Wpartement de mathkmatiques et d’informatique 
Universitc du Qu&e~ P MontAI 
C.P.8888. Suc~. A 
Montrcal. Qc. 
CmhH3C3P8 

1 
A. c I 

., 

r/\ 
M 

11 A u 

ISBN 2-89276-080-X 


