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ESTAMPILLAGE BORNE ET AUTOMATES ASYNCHRONES

Robert CORI
LaBRI, Université Bordeaux I
Unité associée au CNRS
351, Cours de la Libération
33405 TALENCE Cedex - FRANCE -

---000---

Dans un systéme distribué des messages circulent entre les
processeurs ; afin de pouvoir ordonner ces messages suivant leur
moment d'émission, une estampille est généralement utilisée (voir
par exemple [5]). Cette estampille, attribuée de facon centralisée et
une fois pour toute 4 un message, consiste souvent en la valeur d'un
compteur qui est incrémenté aprés chaque attribution. Ce procédé
conduit a une infinité d'estampillages possibles. Récemment A.
Israeli et Ming Li [4] se sont intéressés & un probléme voisin, il s'agit
de numérotation de processus. Ils ont montré que si l'on suppose le
nombre de processus vivants a un instant donné borné par un entier
k alors le nombre d'estampilles permettant de les ordonner deux a
deux pouvait lui aussi étre borné par un nombre voisin de 2k ns
utilisent une construction faisant intervenir des graphes de tournoi
[6] et un résultat de P. Erdés (3].

Un probléme de boites aux lettres et de messages a été
considéré [1] dans le cadre d'une propriété d'une famille d'automates
appelés automates asynchrones et introduite par W. Zielonka [7].
Dans ce qui suit nous montrons comment le résultat de A. Israeli et
Ming Li peut étre utilisé pour trouver une autre solution au probléme
posé en [1], cette nouvelle solution bien que plus simple a exposer
est moins efficace en taille des messages que celle donnée en [1].
Ainsi aprés avoir présenté les résultats sur les numérotation de
processus, nous montrons comment ceux-ci peuvent permettre de
résoudre le probléme des boites aux lettres. L'expression de ce



dernier probléme en terme de recherche d'automate asynchrones [7]
particulier est enfin donnée.

Notons que les techniques présentées ici ne permettent pas de
résoudre plus simplement les questions beaucoup plus générales
examinées et résolues dans [2].

1 - ESTAMPILLAGE DE PROCESSUS DANS UN SYSTEME CENTRALISE

Dans ce premier paragraphe nous rappelons et précisons des
résultats, dus a A. Israeli et Ming Li [5]. ‘

Il s'agit de résoudre le probléme suivant : dans un systéme, des
processus naissent et meurent (ou bien plutét se terminent). On
suppose que deux processus ne naissent jamais au méme instant et
que le nombre de processus vivants a un instant donné est inférieur
ou égal 4 une constante p. Lors de la naissance d'un processus un
numeéro lui est affecté, il conservera ce numéro durant toute sa durée
de vie, on dit qu'il est estampillé ; et le numéro est appelé
estampille. Dans toute la suite, l'estampille sert uniquement a
déterminer l'ordre de naissance des processus. Plus précisément
€tant données deux estampilles on veut pouvoir déterminer laquelle
a été attribuée avant l'autre. Une fagon simple de résoudre cette
question est soit de disposer d'une horloge ou d'un compteur ; avec
une horloge centralisée on peut estampiller les processus par 'heure
de leur naissance, avec un compteur on leur affecte la valeur de ce
compteur laquelle est incrémentée une unité immédiatement aprés
chaque nouvel estampillage. Dans ces deux cas la solution utilise un
ensemble infini de possibilités, A. Israeli et Ming Li ont proposé une
méthode permettant d'affecter un nombre fini d'estampilles
possibles, on réutilise ainsi les estampilles des processus qui sont
morts. Une solution est trouvée sans difficulté lorsque p=2. On
choisit alors les étiquettes dans l'ensemble {0,1,2), lorsqu'un
processus P nait, ou bien il est le seul processus vivant et on lui
attribue l'étiquette O, ou bien il y a déja un autre processus Q vivant
et on attribue a (P) I'étiquette de (Q) augmentée de 1 modulo (3).



On obtient alors un automate (déssiné sur la figure 1) ou chaque
état correspond aux processus vivants avec leurs étiquettes, les arcs
en trait plein indiquent la naissance d'un processus et ceux en trait
pointillé leur disparition. L'état noté @ est l'état initial ou aucun
processus n'est vivant.

La solution pour un nombre de processus quelconque p-1 est
bien plus complexe, afin de l'exposer quelques notions de théorie
des graphes sont nécessaires :

Figure 1

Un graphe orienté G est composé d'un ensemble S de sommets et
d'un ensemble E € S x S d'arcs si (x,y) € E on dit que y est un
successeur de x ; et on note y € I'5(x) les graphes considérés par la

suite sont antisymétriques et sans boucle c'est-a-dire :

Vx, x,x) ¢ E; (xy) e E> (y.x) ¢ E.



Pour tout sommet s on note T G(s) l'ensemble de ses
successeurs, les successeurs I‘G(T) d'un ensemble T inclus dans S est
constitué des sommets s, successeur de tous les sommets de T.

rg(r) =( tg rG (t) )

Une clique orientée ou sous ensemble transitif de G est une suite
$1+S5....8, de S tel que pour tout i,j tels que 1< i< j< k on ait sjeI‘G(sx).

DEFINITION 1.1 - Un graphe orienté G = (X,E) est un graphe

d'estampillage d'ordre p si toute clique orientée ayant un nombre
de sommets inférieurs & p admet au moins un successeur.

Exemple 1.1 - Le graphe suivant est le plus petit systéme
d'estampillage d'ordre 2.

3

Exemple 1.2 - Le graphe dont l'ensemble des sommets est
{0,1,2,...6} et la fonction successeur est donnée par I'(0) = {1,3,6},
r(u={(2,3,5), r(2)={0,5.6}, r(3)=(2,46}, I(4)=(0,1,2}, I'(5)=(0,3,4},
r'(6) = {1,4,5), constitue un systéme d'estampillage d'ordre 3. On
peut remarquer que l'existence d'un successeur pour toute clique
orientée d'ordre 2 revient a dire I'(i) N I'(j) #» @ Vi,j, et de fait les
I'(i) représentent les droites du plan de Fano, dont l'intersection est
toujours égale & un point. De ce fait sur cet exemple tout ensemble a
deux éléments constitue une clique et donc tout ensemble a deux
- éléments posséde un successeur.
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Un graphe d'estampillage G d'ordre p permet de résoudre le
probléme de numérotation des processus décrit plus haut en
donnant aux processus des estampilles correspondant aux sommets
du graphe ; la comparaison de lI'ordre des naissances se fait a l'aide
de l'arc joignant les sommets correspondants dans le graphe (x est
plus récent que y si xeI'5(y)) et I'estampillage d'un nouveau processus
est fait 4 l'aide d'un successeur de I'ensemble des estampilles des
processus vivants. On peut remarquer que cet ensemble est toujours
transitif et, puisque le nombre de processus vivants est inférieur ou
égal a p, la propriété du graphe d'estampillage permet alors
d'assurer l'existence du successeur.

DEFINITION 1.2 - Soit deux graphes G = (S,E) et H = (T,F) le
produit lexicographique G®H des deux graphes a pour ensemble de
sommets S x T et pour ensemble d'arcs

G®H = {(s,t), (s'.t) | (s,s') € E ou (s=s' et (t,t') € F)}.

PROPOSITION 1.1 - Si G et H sont des graphes d'estampillage
d'ordre p et q alors G®H est un graphe d'estampillage d'ordre p+q-1.

Preuve - Soit F {ul.uz,...,um} un sous ensemble transitif ou m€p+q-1. w

Chaque u,; se met sous la forme u;=(s;t). Si le nombre des s,

distincts est inférieur a p alors le fait que G est un systéme

d'estampillage d'ordre p permet de trouver s successeur de tous les
s, et en choisissant un teT quelconque le sommet (s,t) de G®H est

alors successeur des u,,...,u . Si le nombre des s, distincts est
supérieur ou égal a p alors pour chaque s, le nombre de t tel que
(s;.t) soit dans la suite est inférieur &4 q c'est le cas en particulier
pour s_ . Soit U l'ensemble des t tels que (s, .,t) € T, U est un



ensemble transitif de H ayant moins de q élément il admet donc un
successeur t* et (s ,t*) est successeur de tous les u,,...,u

m
COROLLAIRE 1.2 - Il existe un graphe d'estampillage d'ordre 2j+1

ayant 7J sommets et un graphe d'estampillage d'ordre 2j ayant 3.7°!
sommets.

Ces graphes sont obtenus en effectuant des produits
lexicographiques successifs des graphes , on peut noter que le
nombre de sommets est une fonction exponentielle de l'ordre mais
de fait on ne peut pas faire beaucoup mieux en raison de la
proposition suivante.

PROPOSITION 1.2 - Si G=(S,E) est un graphe d'estampillage
d'ordre p, s un sommet de G le graphe G, ayant pour ensemble de

sommets I'(s) et pour ensemble d'arcs E N TI'(s) x I'(s) est un graphe
d'estampillage d'ordre p-1.

Preuve - Si 81:8g::-:8) (m < p-1) est un sous ensemble transitif de
Gs alors §,8.8,,...8, est un sous ensemble transitif de G, il admet un

successeur t du fait que G est un systéme d'estampillage d'ordre k.
Clairement t € I'(s) et est donc un successeur de $1:Sg.-+:8, dans G,

COROLLAIRE 1.4 - Le nombre de sommets d'un graphe
d'estampillage d'ordre p est minoré par 2p-1 .

Preuve - On procéde par récurrence sur p, il est assez facile de
voir que pour p=2 le nombre de sommets est au moins de 3. Si G est
un systéme d'estampillage d'ordre p, la proposition 1.3 et
I'hypothése de récurrence impliquent que tout sommet admet au
moins 2p-1-1 successeurs. Ainsi si N est le nombre de sommets le
nombre d'arcs est au moins de N(2p- -1) ; ceci implique

p-1 N(N'l) P
N2 -1)<s—75 et N22 -1.




2 - SYSTEME DE BOITES AUX LETTRES

Avec M. Latteux, Y. Roos, et E. Sopena nous avions
examiné un probléme concernant des processeurs partageant des
mémoires communes. I1 peut étre présenté sous une forme imagée
que l'on se propose de reprendre ici.

Un ensemble de p personnes utilisent un systéme de boites aux
lettres pour échanger des messages. Chaque boite est accessible par
deux usagers, pour tout couple d'usager il existe une boite et une
seule a laquelle ils ont tous les deux accés. Chaque usager peut ainsi
accéder a p-1 boites et le nombre total de boites est p(p-1)/2. En
plus des messages échangés les utilisateurs doivent édicter une régle
permettant a chaque usager accédant au systéme de connaitre le
nom de l'utilisateur ayant accédé immédiatement avant lui (il ne peut
y avoir deux accés simultanés). Chaque usager connait pour chaque
boite a laquelle il a accés le nom de la personne qui la partage avec
lui. Lorsqu'il utilise le systéme il ouvre toutes les p-1 boites dont il
posséde l'accés examine leur contenu et, en fonction de ce contenu,
détermine le nom de l'usager précédent et modifie les contenus en
fonction du comportement a déterminer.

La encore une solution consiste a indiquer son heure de
passage dans toutes les boites auxquelles un usager a accés ;
l'utilisateur peut déterminer son prédécesseur dans le systéme en
déterminant la boite aux lettres qui contient l'indication de 'heure la
plus récente et ce prédécesseur est lui-méme dans le cas ou toutes
les boites contiennent la méme heure.

Nous avions proposé une solution utilisant une information
bornée en commencant par traiter le cas de trois utilisateurs A,B,C et
de trois boites aux lettres accessibles par AB, AC et BC
respectivement. Ces boites contiennent un méme élément i (ce sont
celles qui ont été accédées par le dernier utilisateur) et la troisiéme
contient i-1 (mod 3). Lorsqu'un usager X ouvre ses deux boites deux
situations se présentent



¢ les deux boites ont le méme contenu, alors aucun autre
usager que X n'a accédé au systéme depuis son dernier passage ; X
laissera le contenu des boites tel quel.

¢ les deux boites ont pour contenu i et j (i#j) alors pour
des raisons de symétrie on peut supposer i=j+1 (mod 3), le dernier
usager est Y qui partage avec X la boite contenant i. L'action de X va
consister a remplacer i et j par i+1 (mod 3).

Ce comportement peut étre représenté par le diagramme
suivant : c'est un automate dont chaque état est composé des 3
contenus des boites aux lettres AB, AC, et BC et ou l'action des lettres
a,b,c représente le comportement des usagers A,B,C lorsqu'ils

accédent au systéme. Il est remarquable de noter l'analogie avec le
graphe C; systéme d'estampillage d'ordre 1.

a




Pour résoudre le probléme des boites aux lettres avec k
usagers, un systéme d'estampillage n'est pas tout a fait suffisant. Nous
avons proposé un systéme utilisant 3k-2 messages possibles par boite

[1].

Un graphe d'estampillage G d'ordre p permet aussi de résoudre
le probléme des boites aux lettres pour p+1 utilisateurs XpeeenXp
donnons de fagon intuitive les grandes lignes du protocole utilisé. Par
la suite celui-ci sera précisé a l'aide d'automates asynchrones.

Le systéme se comporte comme si a chaque ouverture de boite
par un usager x, celui-ci faisait mourir un processus qu'il avait créé et
comme s' il en créait un nouveau. Ainsi chacune des boites aux lettres
contient deux étiquettes correspondant aux deux estampilles
détenues par les derniers processus "créés" par chacun des
utilisateurs de la boite. Plus précisément, lorsqu'un usager x; ouvre
ses boites il trouve dans chacune d'entre elles un couple d'estampille
, (ui,uj). L'une des composante, u,, est la méme dans toute les boites,
c'est l'estampille qui lui appartient en propre ; x; est alors capable de

classer l'ensemble des usagers suivant l'ordre de leurs derniéres
interventions. Afin de permettre aux autres usagers de faire de méme

par la suite il retire I'étiquette u, et la remplace par v; successeur

de l'ensemble des p autres estampilles {ul....uH, Uy e up+1}

l'existence de ce successeur est assuré par la propriété des graphes
d'estampillage.

3 - EXPRESSION DU PROBLEME DES BOITES AUX LETTRES EN TERMES
D'AUTOMATES ASYNCHRONES

Rappelons la définition des automates asynchrones
introduits par W. Zielonka (7].

Sont donnés un alphabet A, un ensemble Q d'états produit
cartésien de n composantes,

Q=0;%0,..%Q,
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un état initial q0 e Q et un ensemble F C Q d'états terminaux. A
chaque lettre a est associé un sous ensemble de {1,2,...n} noté
dom(a) et une application 5, de Qilxn. Q dans lui méme ou
dom(a) = {il,..ip}. La fonction de transition globale A de Q dans Q est
alors donnée par si q'=A(q.a) VqeQ q'i=qi si i¢ dom(a) et
q'il,...q"p= Sa(qxl,... qil).

Cette application s'étend classiquement en une application A
de QxA* dans Q.

Pour chaque systéme de boites aux lettres pour les usagers
{xl,...xp} on associe un automate asynchrone dont les composantes

sont indexées par les paires d'usagers, ainsi les indices des
composantes sont de la forme {i,j} avec i#j. L'alphabet A = {al....ap}

correspond aux usages et l'application dom associe a chaque lettre
4, un sous ensemble composé de p-1 indices :

dom(a) = {(1.i}, ..., {2,iLG-L.i}, {i, i+1},....{i, p} }.

Le probléme consiste & déterminer les Q, ] et les 831 de facon a

ce que les composantes suivant les {i,j} de A(qo.ﬂ permettent de
déterminer de fagcon unique la derniére lettre de f. Pour cela étant

donné un graphe d'estampillage G = (S,E) d'ordre p-1 on prend
Q; = S x S et la solution donnée plus haut s'exprime alors :

Pour tout ae A: 8a( v vgv . vipovd v (vve)

= {{vy, v vg. V) Vi Vi Vv ) [V'i. )

oh ve g (Vi Voo Vi 0 Vipys vp).
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Cross-sections for Free Partially Commutative Monoids

Extended abstract of a lecture given at the 57e Congrés
de I’ ACFAS, Montréal, May 15 - May 19, 1989

Roman Konig

Institut fiir Mathematische Maschinen und Datenverarbeitung I, Universitit Erlangen,
Martensstr. 3, D — 8520 Erlangen. e-mail: koenig@informatik.uni-erlangen.de

Let A be a finite set and ({;) the set of all two-element subsets of A. Every
subset 6 of (’;) defines a free partially commutative monoid by allowing two
letters to commute if and only if {a,b} € 6. More precisely, the free partially
commutative monoid over A with commutation relation @ is defined to be

M (A,8) = A"/ {ab=ba | {a,b} € 6},

where A* is the free monoid over the set A with unit-element 1. Free partially
commutative monoids have been introduced by CARTIER and FOATA [1] to
Tepresent certain combinatorial objects like flows and rearrangements. During
the last ten years free partially commutative monoids also occurred in theoretical
computer science as a model of concurrency and were studied by various authors
[2, 5]. Since then elements of M(A,6) usually are called traces, subsets of
M(A,0) are called trace-languages.

For graphs G = (A,0) and H = (B, ¢) we shall say that H is a subgraph
of G,if BC A, and ¢ C 6. For every graph G = (A,8) we have the (edge-)
complementary graph G = (4,8), where 8 = (%) — 6. The corresponding monoid
M(G) = M(A,6) will be denoted by M(4,6) as well.

We define for arbitrary graphs G = (A,6) and H = (B, ¢) their direct sum
to be

GeH=(A+B,0+4),

where "+" for sets means disjoint union, and the "product”

GOH=Go H.

Then
M(GeoH)=M(G)xM(H) (free product)



14

and
M(G®H)=M(G)x M (H) (direct product).

A graph is called indecomposable, if it is connected and its complement is
connected.

Besides @ and ®, the following operations for graphs are convenient:
GUH =(AUB,0U ¢)

GNH=(ANB,0N¢).

The set of all finite graphs can be considered as the free algebra of type
(2,2,0) with the associative and commutative operations ¢ and ® and a common
neutral element & = (§, (), generated by the set of indecomposable graphs over
finite subsets of a countable set. On this algebra we have an involution G — G
which is induced by an involution on the indecomposable graphs, and the laws
GoH=GQHad GRH =GoH.

There is a second normal form for every graph G = (A, ), which we call
the canonical form of G: Up to commutativity and associativity of U and ® and
idempotency of U every graph is uniquely determined by its maximal cliques, i.e.
expressible as union of graphs of the form a; ® a2 ® ... ® an, for some m € N,
and q; € Afor1<:<m. If Cy,...,C, are the maximal cliques of G, then G
can be written G = (C, (02‘)) U...U(Ch, (C,_;")). To simplify notation we write
the canonical foorm of G = C; U ... U Cy.

The following theorem is fundamental for the studies of the combinatorial
properties of free partially commutative monoids and implies the well-known
representation theorems for free partially commutative monoids (see e.g. [2, 3,

SD.

Theorem

Let G = (A,8) be a graph.

(1)If G = GyUG,U ---U Gy is a representation of G as a union of some
subgraphs of G, then M (G) is isomorphic to the free product of the monoids
M(G)i=1,...,n, amalgamated by the monoids M(G; N G;); j=1,..n-

(2)If G = G1 UG U...U G, is a representation of G as a union of some
subgraphs of G, then M(G) is isomorphic to the submonoid of M(G1) x ... x
M(G,), generated by the elements of the form .(a) = (a1,as,...,as), where
a € Aand a; is a if a € G; and 1 otherwise.

(3) Let M(G) be a subdirect product of My and M>. Then G = H UK and
M(H) = M, and M(K) = M.

(4) Let M(G) be an amalgamation of My * M> by some common submonoid
M;. Then G = HUK and M(H) = My, M(K) = M,, M(HN K) = M;.
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By a cover by cliques of the graph G = (A,0) we mean a cover A =
C1UC;U...UCy of Asuchthat § = ($)u(P)u...u (D). Itis called
minimal, if the number n is minimal.

Let M(A,0) = A*/p, where p = {ab = ba| {a,b} € 6}. A subset T of
A* is called a cross-section or a transversal for M(A, 8) if T contains exactly
one element of every p-class. T is called rational, if T is a member of the class
Rat (A*) of subsets of A*, where for some arbitrary monoid M the class Rat (M)
of all rational subsets of M is defined by the following scheme:

e @ € Rat(M),{m} € Rat(M) for every m € M

e UVERa(M)=U -V ={uv|u€U,veV} € Rat(M) and
UUV € Rat(M)

* U € Rat(M) = U* = Up>oUn € Rat(M)

and U° = {1},U™! = U - U™, and §* = {1}.

Let G be a graph with representation G = C; U C, U ... U Cy. According
to the Theorem, M(G) can be considered as the submonoid of the direct product
of the monoids C},C3,...,C;, generated by the ((w), where w € A* and thus
is a rational submonoid of C} x ... x Cj.

Let us consider the following example: Let () be given by

A

Then Q = (¢ ®d® e) U (b® €) U(c ® d) is the canonical form of @ and the
word w = baeacbcedacdb has ((w) = (aeaedad, bebeb, ccdcd).

We can imagine the n-tuple «(w) to be represented as a collection of pipelines,
each representing one component. We start with empty pipes and begin reading
in the first letter of w, in our example this is b, into every pipe which represents
a component : such that b € Cj:
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b a b
b a e
—_— —_ —_
a b a b c
e e e e c
a b d
acbcedacdb e e c
> | d b d
a
d

Now we can read the contents of the pipeline according to the following picture.
We say, a letter is visible, if it is in top position in every pipe which contains
this letter.

a | b | c.
- € . 1. c. .|

a | b | d.

- e. . |.. C. ..
d | b | d |
a |
d

For example, in the above picture the letters a, b, c are visible. A partial order
on the vertex set of the graph with the property that every clique of the graph
is a chain in the order is called an order on the graph. The rule "remove all the
visible letters of the top slice and multiply them according to some given order
of the graph to obtain some slice-product, and then multiply all the slice-products
in the order of the slices" gives FOATA’s normal form F(w) of w relative to the
order of the graph. Similarly, taking at every moment the visible letter which
is minimal in the order of the graph gives the alphabetic normal form L(w) of
w. Note that this letter is unique, because all the letters visible at the same time
belong to one clique. Finally, taking always the leftmost among all visible letters
produces a third normal form, the so-called left-right normal form LR(w) of w.
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In our example, this means F(w) = abclec|able|bdlac|d and L(w)
abeabebccdacd for the oder ¢ < b < ¢,e < ¢,b < d on G, and LR(w)
abeabeccdabed.

We recall that free partially commutative monoids can be considered as a
model for nonsequential processes. The letters of the alphabet A are imagined
as elementary actions and commutation of two letters means that the composition
of the corresponding actions is independent of their order. FOATA’s normal form
for some given w € A*, together with its factorization F(w) = ujfuz|...|us
contains the following information:

e t is the minimal number of steps being necessary to perform w if
arbitrarily high parallelity is allowed.

» The necessary number of processes working in parallel to obtain the
performance of w in ¢ steps is the maximal length of a factor in FOATA’s

normal form.
It can be easily deduced that the set Ty g(G) is rational. Let G=L,ULU
...U L, be a representation of G as a union of cliques, i.e. Li,Ls,...,Ly isa

cover of G by anticliques. For every a € A define i(a) = min{k|a € Li}. Then
the reflexive and transitive closure of the relation "<", defined by

a<bei(a) <i(b) and {a,b} €6
o i(a) < i(8) and Vi (1 < j < m) {a,) ¢ L,

is a partial order < on the set A of vertices of G' with the property that every
clique of G is a chain in the order, because a < b and b < c imply a # c
Hence G is an ordered graph. Note that we also use the character "<" for the
transitive closure of this relation. We call this partial order the order induced by
the representation of G or induced by the representation of M(A,6). If we take
on G the order induced by the canonical form of G, then the alphabetic normal
form according to this order coincides with the LR normal form. This proves

Property
w € T p(G) & (w = zavby, z,v,y € A* {a,b} € 8,a > b =>v ¢ A});
TLr(G)=A4"- |  A%adjbA”.
a>b, {a,b}€d

From this characterization we can again derive that Ty r(G) is a rational
subset of A*

Every system T of normal forms of A/(A,é) can be considered as a monoid
which is isomorphic to M( A4, 6) if we define the product of u and v in the monoid
T as the corresponding normal form of uv. Considered as monoids, the sets
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TF, TL,'and T g are thus isomorphic. Nevertheless the combinatorial structures
of the sets Tr, T, and T g are very different. For example, every factor of some
w in T or in T g is again in alphabetic or left-right normal form resp., whereas
the set Tr is only closed under taking prefixes. The set Ty r has the particular
property that the normal form of some word can be constructed without knowing
the order on G explicitly, but only a canonical form of G together with some total
order on the set of anticliques of G. The Property implies that the concatenation
of two LR-normal forms « and w is again in LR-normal form iff for every letter
a of u which commutes with some letter b of w the following is true:

u = zav),w = vaby,a > b = vivy € A}.

From this observation we can derive the following useful results.

Theorem

Let G and H {J_e arbifrzzry graphs with their partial orders induced by the
canonical forms of G and H. Consider G & H, G @ H as ordered graphs. Then
the following equalities hold:

TrR(G® H) =Tr(G) - Ty p(H)
Tir(G® H)=TLr(G) - (Ter(H) - 1) - (TLr(G) — 1))* - TLr(H)

To construct rational expressions for T g(G) and arbitrary graphs G we see
that it is sufficient to know rational expressions for Ty g(H) for all graphs H
which are indecomposable. All the rational operations used in this Theorem are
unambiguously rational. The Theorem remains true if T g is replaced by T} .

The MOBIUS-function uy of a locally finite monoid M is defined as the
inverse of the series (i = Y epym € Z((M)) : py = (3. For M =
M(G), ppy has been determined in [1] as gy = Y (—1)" a1a2...a, Where the
summation is over all cliques of the graph G.

It is not difficult to see that for graphs G and H the MOBIUS-function of
G ® H and G @ Hcan be calculated by ppycen) = M) + #u(y) — 1 and
EM(GoH) = EM(G) * BM(H)- Moreover, () is an irreducible polynomial ( in
Z((M(G))) ) if and only if the graph G is connected. ’

Let G = (4,6) be a graph and N be a monoid generated by A having a
surjective morphism f onto the monoid M = M(G). We say, uj and (y can
be lifted or have a lifting to Z((N)) if we can find cross-sections T' and T of f
in N such that for p = T'(upr) (= Lpney < M, m > T'(m)) and ¢ = T((py)
the relation x - ( = 1 holds in Z((N)). In this sense the MOBIUS-function of
M(A,0) may be used to calculate cross-sections in N. The following theorem
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shows how far up and (s can be lifted. It states that for the inversion of s
it is not always necessary to use all the commutations specified by 6, depending
on the choice of the cross-section used.

Theorem

(1) Let G = (A,80) be an ordered graph, ¢ = {{a,b}, {b,c} € 6|{a,c} ¢
¢ and a < b < c}. Then pp ) and (p () can be lifted to Z({M(A, ¢))).

(2) If T' and T are cross-sections of M(G) such that pp gy and (p )
can be lifted to Z((N)), then N is a homomorphic image of M(A, ¢), where
é = {{a,b},{d,c} € 0|{a,c} ¢ 6 and abd,bc € T}.

As a special case one can find a result obtained recently by V. DIEKERT [4],
stating that the existence of liftings of () and (y(c) to Z{(A*)) is equivalent
to the existence of transitive orientations of the underlying graph G = (A4, 6).
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CONSTRUCTIONS SUR LES
AUTOMATES ASYNCHRONES

par
Benoit Tremblay

INRS-Télécommunications

Résumé

Le but de cet exposé est de présenter de nouvelles constructions sur les automates asynchrones afin de
s'approcher d'une preuve altemnative au théoréme de Zielonka. Les constructions que nous présentons pour les
automates se veulent plus directes que celles présentées par Zielonka (1987) ou Métivier (1986). En fait,
plutdt que de construire I'automate 2 partir de classes d'équivalence, les constructions se font directement sur
les automates. On verra donc ce que signifie faire le mixage, I'union, l'intersection et le produit de langages
sur les automates asynchrones. Nous présenterons également une construction qui permette de calculer la

co-itération d'une trace.

1 Notations et définitions

Un langage L S M est dit reconnaissable s'il existe un monoide fini N et un morphisme
y: M — N tels que L = yly(L). De maniére équivalente, L est reconnaissable s'il existe un

congruence d'index fini (ayant un nombre fini de classes) qui sature L.

On définit récursivement les langages rationnels d'un monoide comme suit:
(i) les langages finis sont rationnels;
(i) si L; et L, sont des langages rationnels alors Ly U Lo, LiL3, L1* sont des

langages rationnels.
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Théoréme 1.1 (Kleene) (Lallement 1979, Eilenberg 1974) Dans A*, un langage L est
reconnaissable si et seulement s'il est rationnel.

Soit A un alphabet, et 8 & A x A une relation symétrique et ant-réflexive appelée
relation de commutation, on appelle alphaber de commusation le couple (A, 6).

Soit ~g la congruence sur A* définie par la relation {(ab, ba) | (a, b) € 8}, le monoide
partiellement commutatif engendré par (A, 0), M(A, 0) est le monoide quotient A* / ~g. Les
éléments de M(A, 0) sont appelés des fraces et les sous-ensembles, des langages traces.

Soit t une trace de M(A, 6), x € A* est un représentant de t si [x]~g=t. On note ¢ le
morphisme trivial de A* — M(A, 6).

Le graphe de dépendance de (A, 8), noté (A, ©), est le graphe simple ayant pour
sommets les lettres de A et pour arétes, les paires de letres qui ne commutent pas: 6 = { (a,
b} la#b,(a,b) & 6}.

Le graphe de dépendance de t € M(A, 0), G(1), est le graphe (A, ) restreint aux
lettres de t. On dit qu'une trace est connexe si son graphe de dépendance est connexe.

Pour tout sous-ensemble B de A, on ale morphisme de projection alphabétique de A*
sur B* défini par:
[1g(a)

a siae B
€ siae B.

On note []; pour HAi lorsque (Aj, ..., Ap) est une partition en cliques du graphe de

dépendance. On notera C, I'ensemble des indices des cliques qui contiennent la lettre a.

Proposition 1.2 Un langage trace T est reconnaissable si et seulement si ¢-!(T) est
reconnaissable dans A*.

Proposition 1.3 Un langage trace T est rationnel si et seulement s'il existe un langage
rationnel L dans A® tel que (L) = T.

Ainsi, on ne peut étendre le théoréme de Kleene aux monoides partiellement
commutatifs.
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Les résultats suivants nous permettront de caractériser les langages reconnaissables de
M(A, 6).

Soit t une trace de M(A, 0), la décomposition connexe de t, notée \t\, est 'ensemble

des projections alphabétiques de t selon les composantes connexes du graphe de dépendance
de t: \\= {v e M(A, 9) | il existe une composante connexe C de G(t) et v=[Ic(t)}. SiTest
un langage trace de M(A, 6), la décomposition connexe de T est l'ensemble des

décompositions connexes des éléments de T: \T\ = é)‘r\t\

Proposition 1.4 (Ochmanski 1984) Si T est un langage trace reconnaissable alors sa
décomposition connexe \T\ est reconnaissable.

Soit T un langage trace de M(A, 0), la co-itérarion de T, T®, est l'étoile de sa
décomposition connexe: T%=(\T\)*. Voici maintenant un théoréme important, i la base du

travail présenté ici.

Théoreme 1.5 (Ochmanski 1984) L'ensemble des langages reconnaissables de M(A, 6)

est caractérisé comme suit:
L’ensemble des langages traces est le plus petit ensemble E de parties de M(A, 6)

respectant les deux conditions suivantes:
(i) les langages traces finis sont dans E;
(ii) E est fermé pour les opérations union, concaténation et co-itération.

Un automate asynchrone est un quintuplet
Cl = ((le ..oy Qp)' (Al, ceey Ap), I, T ,F) ou:
Q1. ..., Qp sont des ensembles finis définissant Q = Qq x ... x Qp l'ensemble des
états;

Ay, ..., Ap sont des alphabets finis définissant A = lup Aj, I'alphabet de Q;

<i<
I & Q est I'ensemble des états initiaux;

T S Q est I'ensemble des états terminaux;



F < Q x A x Q est I'ensemble des transitions de ¢ défini & partir des ensembles de
fleches d'étiquette a, noté Fp, (a€ A) ol :

FaS (25, @ x5, Q-
On a ((q1, --» Qp), @, (i, -, G)) € F si et seulement si qj = g pour tout j & Cyet
((Qiys -+o> Qig)» (Gys -r Gp)) € Fa, 00 Ca= (i1, .o, in}.

On se rappelle que C; = {ila e Aj}.

On étend F aux ensembles d'états et aux mots de A* de la méme fagon que dans le cas
des automates finis. Les notions de déterminisme, de complétude, d'équivalence

s'appliquent également aux automates asynchrones. De méme, le langage reconnu par un
automate asynchrone est IQl={w € A'lEQ, w) N T = O).

En fait, les automates asynchrones peuvent étre considérés comme une généralisation
des automates finis, ceux-ci étant le cas particulier ot p = 1.

D'un autre point de vue, les automates asynchrones peuvent également €tre considérés
comme un cas particulier d'automates finis avec un choix particulier pour les ensembles
d'états et de transitions.

Proposition 1.6 Soit L un langage reconnu par un automate asynchrone U, L est saturé
par B¢, c'est-g-dire [/ Q] = /€Y.

On définit le langage trace reconnu par un automate asynéhrone ¢, T(Q), comme étant
¢ (I&1) & M(A, 6¢). De plus, un langage trace T & M(A, ) est dit reconnu par un
automate asynchrone s'il existe un automate asynchrone Q tel que 6 =6¢, et T = T(Q).

La proposition ci-dessus montre que tout langage trace reconnu par un automate
asynchrone est reconnaissable. Zielonka (1987) a démontré la réciproque:

Théoréme 1.7 Tout langage trace reconnaissable est reconnu par un automate asynchrone.

Remarque 1.8: Les langages reconnus par des automates asynchrones étant toujours
saturés par les commutations, lorsque l'on veut vérifier que T(Q) = T( Q') il suffit de vérifier
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que |C = |C|. Et réciproquement si T(Q) = T(Q’) alors ¢ {(T(Q)) = ¢ (T(&’)) c’est-a-dirle
/e =rel.

2 Produit de mixage

Soit & = (Qg, A1, I1, Ty, F1) et Qg = (Q2, Az, Iz, T2, F2) deux automates finis, le
mixé des automates QU et Uz, U1 M Uz =(Q, A U Ay, I, T, F) se définit en posant Q =
Q1 xQy, I=1) x I, T=T) x T3 et finalement,

F=Fapa; UFapA; UFA jnAy00

Fapa, = {((p,P)a,(q,p))1ae Aj\NAg,p'e Qzet(p, a,q) € Fy},

Faa; =(((p.P) 2, (p,q)) lae A2\A,pe Qret(p,a, q) e Fal,
Fa;na; = {((p.P) 2, (q,.q))1ae A1n Az, (p.a,q) € Fret(p,a q)e Fp}.

On peut vérifier facilement que le produit de mixage d'automates est associatif et qu'on
peut donc définir sans ambiguité le produit
QMmM..M~ap pourp22.

@ ar —.)
® ax —)@f—@
I . O O O SNORN O

Figure 1 Automates reconnaissant les projections du mot cdeadc
selon les cliques de P.

Exemple 2.1 Soit l'alphaber de commutation ({a, b, c, d, e}, {(a, ¢), (a, d), (a, €), (b, d),
(c, a), (d, a), (d, b), (d, e), (e, a), (e, d)} et la partition en cliques P = ({a, b}, {b, c, e},
{c, d}), soit maintenant x = cdeadc. On peut facilement calculer I'auromate reconnaissant
[x]. On calcule d'abord les projections de x selon chacune des cliques de P: [1)(x) = a,
IT2(x) = cec et [13(x) = cddc. On construit trivialement les automates Cj, Q2 et Q3 qui
reconnaissent chacune des projections. On les retrouve respectivement a la figure 1 (a), (b) et
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(c). Donc, l'automate de mixage Clj IT1 Q2 [T1 Q3 reconnait la classe de commuzation de x.
Cet automate est illustré a la figure 2.

Figure 2 Automate de mixage reconnaissant [cdeadc]

3 Complétion et complémentation d'un automate asynchrone

On sait que la famille des langages traces reconnaissables est fermée pour la
complémentation, on donnera ici une construction qui permettra de calculer un nouvel
automate asynchrone qui reconnaitra le complément du langage associé 2 un automate
déterministe. La construction utilisée suppose d'avoir sous la main un automate complet,
c'est pourquoi nous présenterons d'abord une méthode qui rendra possible de calculer, a

partir d'un automate asynchrone quelconque, un automate asynchrone équivalent qui soit
complet.

Soit & = ((Q1, ..., Qp), (A1, ..., Ap), I, T, F) un automate asynchrone. Soit
également l'automate Q' = ((Q, ..., Q), (A1, ..., Ap) I, T, F) calculé a partir de & en
posant Q = Qj U {.Lj} (Lj est un symbole spécial qui n'est pas dans Q;) et F défini a partir
des ensembles de fleches F; ol

Fa=FaU ((Qa, La)1qa € Qi et ({qa) x Q) N Fa=3.}.
Fa ajoute des transitions par a 12 ot il n'y en a pas déja. Si a partir de qa, on a déja une



27

transition par a dans Fj, il n'y en aura pas de nouvelle dans F;. Cette condition est suffisante
pour permettre d'affirmer que:

« ¢’ est un automate asynchrone complet.
«si & est déterministe alors &' l'est également.

Proposition 3.1 La construction de complétion ne modifie pas le langage reconnu par
l'automate. C'est-a-dire T(Q) = T(Q’).

Exemple 3.2 Soir I'automate de la figure 3, défini par & = (({0, 1, 2}, {0, 1}), ({a, b},
{b, c}), {(0, 0)}, {(2,0), (0, 1)}, F) ou F est défini a partir de.;

Fa = {((0), (1)), ((1),(2))},

Fp = {((0,0),(0, 1)), ((1,0),(2,1)),((2,0),(0,0))},

Fc={((1),(0))}.
Pour obtenir l'automate complet, on doit poser Q1 = {0, 1, 2, L} et Q2 = {0, 1, L}, on doit
modifier les transitions de la fagon suivante:

Fa=Fau{((2), (L)), (L), (L))}

Fp=FpU {((0,1),(L, L)), ((1, 1), (L, L)), ((2, 1), (L, L)), (L, 1), (L, L)), (L,

‘ 0), (L, L)), ((0, L), (L, L)), ((1, L), (L, L)), ((2, L), (L, L)), (L, L),
(L, L))}
F¢=Fc U{((0), (L), ((L), (L))}.

On obrient ainsi I'automate asynchrone complet de la figure 4.

Figure 3 Automate asynchrone déterministe

On sait que la famille des langages reconnaissables d'un monoide partiellement
commutatif est fermée pour la complémentation. En voici une preuve constructive qui
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permette, connaissant un automate asynchrone déterministe reconnaissant T, de calculer un
automate asynchrone qui reconnaisse M(A, 6¢) \ T.

Proposition 3.3 Soit & = ((Qy, ..., @p), (AL, ..., Ap), {i}, T, F) un automate asynchrone
déterministe et complet et soit Q' = ((Qy, ..., Qp), (A1, ..., Ap), (i}, Q\ T, F) l'automate
asynchrone déterministe et complet obtenu en changeant les états terminaux pour les érats
non-terminaux de C et vice-versa. On a alors que le langage reconnu par Q' est le
complément du langage reconnu par C dans M(A, 6¢,).

T(Q) =M(A, 6e)\T(Q")

Figure 4 Automate asynchrone complet

4 Produit direct d'automates asynchrones: union et intersection de
langages traces

Dans cette section, on introduit une nouvelle opération sur les automates asynchrones:
le produit direct. Cette opération nous permettra de calculer un automate qui reconnaisse
l'union ou l'intersection des langages reconnus par deux automates. La construction sera la
méme dans les deux cas, c'est le choix des états terminaux qui permettra de trouver l'union
ou l'intersection des langages. Le produit direct présenté ici est fortement inspiré du produit
direct d'automates finis présentés par Lallement (1979).
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Une construction simple qui nous permette de construire un automate reconnaissant
l'union des langages de B = ((Ry, ..., Rp), (A1, ..., Ap), J, U, G) et T = ((Sy, ..., Sp),
(A1, ..., Ap), K, V, H) consiste a réunir trivialement les deux automates et a les considérer
comme un seul. Cette construction qui donne un automate non-déterministe, permet de
simuler les transitions sur les deux automates 2 la fois. Ainsi, on pose & = ((Qq, ..., Qp),
(A1, ..., Ap), I, T, F) avec Q; = R; U §; (R; et S; sont supposés disjoints), I=JUK,T=U
U Vet Fa = G, U Ha. On peut voir aisément que ¢ reconnait bien 18| U ITI.

11 sera cependant préférable d'avoir une construction qui conserve le déterminisme des
automates de départ car nous ne connaissons toujours pas d'algorithme de déterminisation
pour les automates asynchrones. De plus, advenant le cas ot nous en trouvions un, il serait
fort probablement moins coiiteux d'avoir une construction qui conserve le déterminisme des
automates initiaux que de déterminiser les automates. Une telle construction de I'union utilise
le produirt direct d'automates asynchrones. Le produit direct nous permettra également de
construire un automate qui reconnait l'intersection des langages.

Soit r = (r1, 12, ..., Ip) et s = (s1, S2, ..., Sp) deux états ayant le méme nombre de
composantes, le produir directderet s, noté r @ s, est:
r® s =((r1, s1), ---» (rp, Sp))
et par extension si R et S sont deux ensembles d'états alors
R®S={r®slre Retse S}.

Soit B = ((Ry, ..., Rp), (A1, ..., Ap), J, U, G) et T = ((S1, .., Sp), (A1, ..., Ap), K,
V, H) deux automates asynchrones complets ayant les mémes alphabets, le produit direct de
BetT,B @ T,est l'automate U = ((Q1, ..., Qp), (A1, .., Ap), I, T, F) défini par:
Qi =Rjx §j, c'est-a-direque Q=R ® §,
I =JeK,
F est défini a partir des ensembles F3,a€ A, ol
Fa={((ra® sa), (ra® sp) ! (ra, 12 € Gaet(sa, s € Ha }.

L'ensemble des états terminaux sera déterminé plus loin selon que l'on veut faire
I'union ou I'intersection des langages.
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Remarque 4.1 L'hypothése de complétude de 93 et T nous assure de toujours pouvoir
trouver un chemin pour les mots de | B3] U | G| méme si ces mots ne sont pas dans les deux
langages.

w ’ ' . .
Remarque 4.2 Pour tout mot w, (r ® s) —— (r' ® s') est un chemin dans C si et
. ) . w ’ .
seulement si r —2— r’ est un chemin dans B et s —2— s’ est un chemin dans T.

Remarque 4.3 Si 3 et G sont déterministes alors ¢ l'est également.

Pour reconnaitre 1'union des langages, notre automate produit devra accepter les mots
du langage reconnu par B et ceux du langage reconnu par G. Pour réaliser une telle
condition ’ensemble des états terminaux T devra €tre choisi de la fagon suivante:

T={r®s)eQire Uouse V}
ou de maniére équivalente:

" T=U® SUR® V.

La prochaine proposition vient confirmer notre intuition.

Proposition 4.4: Soit ¢ = ((Q1, ..., Qp), (A}, ... Ap), LT, FJou =B @ T eT=
USUR®ValorsT(Q)=T(B)uT(T).

On trouve une construction tout a fait semblable pour calculer l'intersection. On a
encore & = T ® T mais cette fois, on pose T 1'ensemble des états qui sont le produit direct
de deux états terminaux, c'est-a-dire:

T={T®s)eQre Uetse V}
ou de maniére équivalente:
T=U@®SnReV=U®YV,

Proposition 4.5:Soit =B @ T eaT=U®V, alorsT(A) =T(B)NT(T).

Exemple 4.6 Soit les deux automates asynchrones des figures 4 et 5. Pour permettre de
distinguer les érats de chacun des automates, nous avons notés ceux de l'automate S en
caractéres gras. L'automate de la figure 6 représente I'automate construit en utilisant le
produit direct. Nous n'avons cependant conservé que les états utiles afin d'alléger sa
représentation graphique.
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Figure 6 Automate reconnaissant l'union des langages des
automates 4 et 5
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q
Dans la figure 6, I'érat ((q0, 90). (41, 1)) est représenté par q% .. .

Il est @ noter également que si on compléte l'auromate de la figure 6, on n’obtiendra
pas l'automate produit comme défini ci-haut. La construction génére un nombre assez grand
d'états qui ne sont pas utiles.

Si dans l'automate 6, on avait plutét posé l'ensemble des terminaux égal a T4 ® Ts =
{((2,1),(0,1)),((1,1),(1,1))}, on aurait alors obtenu l'intersection des langages
reconnus par les automates 4 et 5.

5 Concaténation d'automates asynchrones et produit de langages traces

On définit dans cette section une opération de concaténation sur les automates
asynchrones qui permettra de reconnaitre le produit des langages traces reconnus par deux
automates asynchrones.

Remarque 5.1 Soit B = ((Ry, ..., Rp), (A1, ... Ap), J, U, G) et T = ((S], ..., Sp),
(Al, ..., Ap), K, V, H) deux automates asynchrones, il serait facile de montrer que | B| =

Mysy et/ = MJTY, oi

73“ = ((R]» eoey Rp)' (AI’ ceey Ap)r Jr {u}r G) et
Tk = ((S1, ... Sp), (AL, ..., Ap), (k}, V, H).

On trouve alors que | B/ T/ = u\EJU/ B3,/ |T*. Comme on sait faire la construction pour
ke K

l'union finie de langages traces a partir d'automates asynchrones, on saura donc construire le

produit des langages traces de deux automates si on sait le faire dans le cas ou U] = |[K| = 1.

On définira donc une concaténation d'automate qui supposera que B n'a qu'un seul
état terminal u = (uy, ..., up) et T n'a qu'un seul état initial k = (ki, ..., kp). On suppose
aussi que pour tout i, Rj N Sj= 3.
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On suppose également donnée une fonction de transfert T: Q — Q définie par:
t((qy, ---» 9p)) = (q}, ---» qp) O
Qi = qi si gi # uj,
qi = ki si gj = uj.
Cette fonction permet en fait de passer du premier automate au second lorsqu'on arrive 2
I'état terminal. D'un fagon imagée, c'est comme une transition € qui va de u; vers kj. Plutdt
que définir T, pour chacune des lettres de A, on utilise également T comme une fonction de Q,

vers Qj.

L'automate résultant de la concarénation de B et de T est I'automate ¢ = B-T défini

par:
& = ((Q1, - Qp)s (AL -, Ap), L T, F) 00
Qi = Rj U §;,
I =1&Q,
T = {qe Qltuq) e V),

et F est défini a partirdes Fa3,a € A, ou
Fa = Ga U Haavec Ha= {(qa, 5a) | (1(Qa), sa) € Ha ).

Remarque 5.2 L'automate produit sera déterministe si et seulement si les deux automates
sont déterministes et si, pour toute lettre a de A, il existe une transition par a a partir de l'état
k, il n'existe pas de transition par a @ partir de I'état u. C'est-ad-dire:

C est dérerministe = (Vae A)[(F(k a,s)e H) =(F(u, a r) € G)].
Ainsi, si I'automate 03 est complet, on produira un automate qui n'est pas déterministe (sauf
siH = Q).

Proposition 5.3: Soit & = B - TalorsT(A)=T(B)T(T).

Il est assez simple de montrer que [IBITI] S 1&I. Pour montrer que 1| S [IBITI),
on montrera que si w € IQl, alors il existe un mot w' congru & w qui est élément de IBITI.

Cette démonsatration se fait en €tudiant le chemin d’étiquette w dans I’automate Q.

Exemple 5.4 Soir 3 = ((R;, R2), ({a, b}, {b, ¢}), J, U, G) ou R; = {0, 1}, Ry = {0,
1},J =1{(0,0)}, U = {(1,1)} et G est défini par Ga = {((0), (1))}, Gp = {((1, 1), (0,



0))}, Gec = {((0), (1))}. Cet automate est représenté a la figure 7. Soit également T
l'automate de l'exemple 3 2 représenté a la figure 3.

Figure 7 Automate B utilisé pour la concaténation dans I'exemple
5.4

Figure 8 Automate reconnaissant le produit des langages des
automates des figures 3 et 7.

Apreés concaténation des deux automates, on obtient I'automate C représenté a la figure

8 et défini par:
0;=1{0,1,01,2)
0>,=1{(0,10,1)}

I ={(0,0)}

T ={20)(11),(21))

et F est défini a partir de F 4, Fp et F; avec

Fa =1{((0), (1)), ((1), (1)), ((0), (1)), ((1), (2))}

Fp ={((1,1),(0,0)), ((1,1), (0, 1)), ((0,0), (0, 1)), (1, 0), (2, 1)),
((2,0),(0,0)),((1,1),(2, 1)), ((2,1), (1, 1))}

Fe ={((0), (1)), ((1), (0))}
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On peut observer que 'automate produit n'est pas déterministe car de l'é1at (1, 1) dans
B er de l'érat (0, 0) dans T, il existe une transition par b. On obtient donc que de l'éiat (1,
1) dans @, on aura les deux transitions ((1,1), b, (0, 1)) et (1, 1), b, (0, 0)).

On connait maintenant une construction pour reconnaitre une trace via le produit de
mixage, pour l'union de langages traces via le produit direct, et pour le produit de langages
traces via la concaténation d'automates asynchrones. Il reste maintenant a trouver une

construction pour la co-itération.

6 Co-itération

Malheureusement, nous n'avons toujours pas trouvé de construction qui puisse nous
permettre de reconnaitre le co-itéré d'un langage trace. Nous donnerons cependant la
construction permettant d'obtenir un automate asynchrone reconnaissant la co-itération d'une
trace quelconque. Cette construction utilisera le produit de mixage. Elle est donnée pour
construire I'étoile d'une trace connexe par Duboc (1986b). Nous affirmons ici que cette
construction permet en fait d'obtenir un automate reconnaissant la co-itération d'une trace.

On suppose donnée une partition par cliques P = (Aj, ..., Ap) du graphe de
non-commutation de 6. Soit t une trace de M(A, 0), soit tj = [T;(t) les projections de t sur A;,
pour i = 1, ..., p et finalement soit &; = (Qj, Aj, Ii, Ti, Fi) un automate fini avec Q; = {0, 1,
il -1}, L =Ti = {0} et Fi = {G-1, ti(G), ) | 1 <j <1l - 1} U {(gl-1, t(Iejl), 0)) ou ()
estla ji@me letre de tj. Les t; é_tant rigides (aucune lettre ne commute), on peut effectivement
établir un ordre total sur leurs lettres.

Proposition 6.1: Soir t une trace de M(A, 6) et soit Uy, ... Qp les automates qui lui sont
associés. Alors % est reconnu par l'automate ¢ = ¢ T ... T Qp.

Exemple 6.2 Soit la trace t = (cdeadc] et I'alphabet de commutation de I'exemple 2.1. On
a\l\ = {[a], [cdedc]} et ©* = {[a], [cdedc]}", on trouve également 1] = a, 17 = cec, 13 = cddc.
On peut construire les automates Cj, QU et Q3 reconnaissant respectivement t], t2 et t3 et
qui sont illustrés a la figure 9. Le co-itéré de i est reconnu par I'automate construit @ l'aide du
produit de mixage a parrir des automates C;, Clz et U3 et qui est présenté a la figure 10.
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a2 OOQ

as: —)

Figure 9 Automates reconnaissant respectivement a*, (cec)* et
(cddc)*

Figure 10  Automate de mixage & M1 & 2 M1 &3 reconnaissant
[cdeadc]®

On peut constater que le méme résultat aurait été obtenu en travaillant A partir de
l'automate qui reconnait t, en effet, si sur I'automate de la figure 2, on identifiait 1'état
terminal a I'état initial, composante par composante, c'est-a-dire: sur la premiére composante
I'état 1 est identifi€ A I'état 0, sur la seconde composante, 1'état 3 a 1'état O et enfin sur la
troisiéme, I'état 4 2 I'état 0, on obtiendrait exactement I'automate calculé ci-dessus.

Comment se fait-il qu'on ne puisse pas appliquer la méme méthode sur tous les
automates? Une raison fondamentale est que pour certains langages traces reconnaissables, il
est parfois impossible d'obtenir un automate ayant un seul état terminal et lorsqu'il y a plus
d'un état terminal, on ne peut pas utiliser la méthode d'identification des états comme le
montre l'exemple suivant:
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~ Exemple 6.3 Soit A = {a, b, ¢, d}, 6 = {(a, c), (c, a), (b, d), (d, b)} et soit P = ({a, b},
{b, ¢}, {c, d}, {d, a}) I'unique partition en cliques de (A, 6—) Soit également L = {ab, ad,
cb, cd} on a bien [L] = L car L est rigide et comme L est fini, on a (L) est un langage trace
reconnaissable. L'automate asynchrone de la figure 11 reconnait L.

Dans l'automate de la figure 11, on ne peut identifier tous les états terminaux a I'érat
initial. De cette fagon, on trouverait sur chacune des composantes 0 =1 =2 = 3, aprés
simplification, on obtient l'automate d un seul érat de la figure 12. Cet automate reconnait en
fait A* qui est différent de L*.

Figure 11  Automate asynchrone reconnaissant {[ab], [ad], [cb],

(cd]}

ab.cd

T

Figure 12 Automate obtenu en identifiant les états terminaux a I'état
initial de I'automate de la figure 11

Le fait qu'un automate Q ait un seul état initial et un seul état terminal n'est pas un gage
de réussite, il se peut que l'automate obtenu en identifiant 1'état initial et I'état terminal de &
ne reconnaisse toujours pas le co-itéré de IQl. L'exemple suivant illustre bien ce fait.
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MEC : a system for constructing and analysing
transition systems

André Arnold
Laboratoire d’Informatique *
Université Bordeaux I

Abstract

MEC is a tool for constructing and analysing transition systems modelizing
processes and systems of communicating processes.

From representations of processes by transition systems and from a representa-
tion of the interactions between the processes of a system by the set of all allowed
global actions, MEC builds a transition system representing the global system of
processes as the synchronized product of the component processes.

Such transition systems can be checked by computing sets of states and sets
of transitions verifying properties given by the user of MEC. These properties
are expressed in a language allowing definitions of new logical operators as least
fixed points of systems of equations; thus all properties expressed in most of the
branching-time temporal logic can be expressed in this language too.

MEC can handle transition systems with some hundred thousands states and
transitions. Constructions of transition systems by synchronized products and com-
putations of sets of states and transitions are performed in time linear with respect
to the size of the transition system.

Introduction

The notion of transition system plays an important role for describing and studying pro-
cesses and systems of communicating processes. A simple way to represent processes,
introduced for instance in [10] and widely used in many works on semantics and veri-
fication of processes, is to consider that a process is a set of states and that an action
or an even? makes the current state of the process to change; thus the possible elemen-
tary behaviours of the process are represented by transitions: each transition contains
the current state of the process, the new state it enters and the name of the action or
event which caused this change. Transition systems are also used to describe systems
of communicating processes, and not only individual processes; the states of the system
are the tuples of states of its components and the transitions of the systems are tuples

*Unité de Recherche associée au Centre National de la Recherche Scientifique n® 726
"Work supported by the French Research Project C°
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of transitions of the components, provided these transitions are allowed — or obliged -
to be executed simultaneously. Arnold and Nivat [12,3,1] have named this construction,
which is implemented in MEC, synchronization product.

Once a system of processes is represented as a transition system, one can extract,
from this transition system, some informations about the behaviour of the system of
processes it represents. It is what we call analysis of a transition system and it amounts
to computing the set of states or the set of transitions which satisfy some property of
interest when looking at the behaviour of the system. For instance it is easy to check if
the transition system has “deadlocks”, i.e. states in which no transition is executable, or
states in which every executable transition leads to a deadlock; a very simple algorithm
can give the set of all these states. Thus an analyser is simply a tool which computes
the set of all states or of all transitions of a given transition system satisfying some given
property. The main feature of such an analyser is obviously the family of properties of
states and transitions it can deal with.

In the systems Cesar [14] and emc [6], properties of states are expressed by formulas
of branching time temporal logics. Given a formula F and a transition system .A, these
systems compute the set F4 of states of A satisfying F (or, at least, decide if the “initial
state” of A belongs to F4). In MEC we adopt a slightly different point of view, in
some sense more algebraic than logical [7]. Let w be some logical operator and let F =
w(F,...,F,) be a formula. For a transition system A, the set F4 of states satisfying
A depends on the sets (F;)4 of states satisfying F;, thus Fu = wA((F1)4y---»(Fn)A),
where w4 is an operator defined on the cartesian product of the powerset of states
with the powerset of states as a range. Then formulas can be considered as expressions
which have to be evaluated, in a way very similar to what happens in programming
languages with arithmetic or boolean expressions. Thus the language used in MEC
to express properties consists in variables and constants ranging over the powerset of
states and on the powerset of transitions, and of sorted operators; the basic mechanism
implemented in MEC is the execution of assignments variable := ezpression, exactly
like in programming languages.

It remains to define the basic operators which can be used to build expressions.
We can take the operators of branching time temporal logics (which are computable
in linear time with respect to the size of the transition system) but, also, any other
kind of operator which is easily computable. For instance in MEC we use the operator
which associates with a set of states the union of the strongly connected components
intersecting this set; although this operator is not really a logical operator, it is as easy
to compute as the other ones, because of the Tarjan’s algorithm [16] which is linear too.

Another feature of MEC is that the set of basic operators used to build expressions
can be extended, in the same way that the set of operators in arithmetic expressions
can be extended, in some programming languages, by defining new functions (especially
recursive functions). It is well known that temporal logic operators can be characterized
as least fixed points of equations [15,3,6], and this observation has led to the definition of
the p-calculus as an extension of branching time temporal logics [13,11]. MEC provides
for the definition of new operators characterized as least fixed points of systems of
equations [7] and then its expressive power is at least as powerful as the expressive
power of alternation-depth-one u-calculus defined by Emerson and Lei [9]. Indeed these
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new operators defined by systems of equations are still computable in linear time, like the
basic ones, because of the Arnold-Crubillé’s algorithm [2] to solve fixed point equations
on transition systems in linear time.

1 Transition systems

1.1 Labelled transition systems

A labelled transition system over an alphabet A of actions or events is a tuple A =
<S57T,a,8,2 > where

e S is a finite set of states,
e T is a finite set of transitions,

e a,8:T — S are the mappings which associate with every transition ¢ its source
state a(t) and its target state p(t),

e A : T — A labels a transition ¢t by the action or event A(t) which causes this
transition.

We assume that there never exist two different transitions with the same label be-
tween the same two states, i.e. the mapping < a,\,8>: T — S x A x S is injective.
1.2 Parametrized transition systems

A parametrized transition system is a labelled transition system given with some sets
of designed states and some sets of designed transistions, called parameters. The role of
these parameters is to give some additional informations on the transition system; it is
the case when some states play a special role or when some transitions play a special role
which is not specified by the label of the transition. Some example of such situations
will be given below.

Example 1. Let us consider a boolean variable. It has two states, denoted by 0 and
1, according to the current value (0 or 1) of the variable. The set A of actions performed
by such a boolean variable contains

to0 which means that the variable is set to 0,
tol which means that the variable is set to 1,
isO which tests whether the value of the variable is 0,
is1 which tests whether the value of the variableis 1,

e which does nothing.



The first two actions modify the value of the variable, i.e. its state, in an obvious
way. The two tests can be executed only if the variable has the tested value, and this
value is not modified. The last action, when executed, does not change the value of the
variable. As we shall see later on, (example 3, this null action is a way to express the
possibility of occurrence of events which does not modify the state of the variable.

Therefore the transition system has eight transitions: for each one of these transitions
we give, in the following table, its source state, its target state, and its label.

transitions | source target label
1 0 0 e
t2 0 0 to0
i3 0 1 tol
ty 0 0 isO
t5 1 1 e
te 1 0 to0
tr 1 1 tol
s 1 1 is1

Such transition systems often have a graphical representation, more readable when their
size are little, as shown in figure 1

For the system MEC, transition systems are given in the form shown in figure 2. On
the figure 2 one can notice the last line

< initial = { 0 } »>.

which defines a parameter, named “initial”, reduced to a single state, 0. This parameter
is used to say that the state 0 has some special property, indeed it is the initial state of
the transition system: the initial value of the variable, before any action is performed,
is 0.

Example 2. Let us now consider the Peterson’s algorithm for mutual exclusion of two
processes. This algorithm uses three shared boolean variables, f1ag[0], flag[1], and
turn, all three initialised to 0. Each one of the two processes executes the program
given in figure 3 where me is equal to 0 and other is equal to 1 for the first process,
and me is equal to 1 and other is equal to 0 for the second one. This program can also
be represented by a transition system, states of which are the locations in the program
and transitions between locations are labelled by elementary actions performed in the
execution of the program. We also consider a special action e which does not change the
state, which means that a process can stay idle at every moment. The MEC description
of this transition system is given in figure 4.
In this transition system there are three state parameters:

initial which indicates the starting location,
cs which indicates the location where the process is in its critical section,

ncs which indicates the location where the process is not in its critical section.
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isl is0
to0
e e
tol
tol to0

Figure 1: The graphical representation of the transition system for a boolean variable

transition_system b < width = 0 >;

0 |-e -> 0,
to0 ->0,
tol ->1,
isO ->0 ;

1 1-e ->1,
to0 -> 0,
tol ->1,
ist -> 1 ;

< initial = {0} »>.

Figure 2: The transition system for a boolean variable in MEC
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proc( me , other ) =

while true do
begin
{ncs} 0: ... ;
{mutexbegin} flag[me] := 1 ;
1: turn = me ;
2: WAIT (flaglother] = 0 OR turn = other) ;
{cs} 3: ...
{mutexend} flag[me] := 0 ;
end

Figure 3: The Peterson algorithm

transition_system proc < width =0 >;

0 I-e ->0,
my_flag_to_1 -> 1 <property=(mb)>;

1 I-e -> 1 <property=(mb)>,
turn_to_me -> 2 <property=(mb)>;
2 |-e -> 2 <property=(mb)>,

is_other_flag_0 -> 3 <property=(mb)>,
is_turn_other -> 3 <property=(mb)>;

3 Il-e -> 3,
my_flag_to_0 =>0;

< initial ={ 0} ;cs={3};nes={07}>.

Figure 4: The transition system for a process in MEC
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There is also a transition parameter: it is the set of all transitions marked as having
the property mb. These transitions are those executed by the processes when it tries to
enter its critical section. .

Indeed this transition system is obtained by interpreting the command

WAIT( ... OR ... )

in the following way: this command can be executed only if one of the two conditions
is satisfied; in this case the execution of the process reaches the next location. It looks
like idle waiting. Another interpretation of this command (busy waiting) could be: the
process tests the first condition; if it is true it reaches the next location, otherwise it
tests the second condition; if it is true it reaches the next location, otherwise it executes
WAIT again. The transition system representing this interpretation is given in figure 5.

transition_system procbis < width = 0 >;

0 I- e -> 0,
my_flag_to_1 ->1 <property=(mb)>;
1 I- e ->1 <property=(mb)>,
turn_to_me -> 2 <property=(mb)>;
2 |- e -> 2 <property=(mb)>,

is_other_flag. 0 -> 3 <property=(mb)>,
is_other_flag_1l -> 2bis <property=(mb)>;

2bis |- e -> 2bis <property=(mb)>,
is_turn_other -> 3 <property=(mb)>,
is_turn_me -> 2 <property=(mb)>;
3 |- e -> 3,

my_flag_to_0 ->0 ;

< initial = {0} ; ecs={32} ;necs={01}>.

Figure 5: Another transition system for a process in MEC

In the sequel we will deal only with the first of these two transition systems.

1.3 Paths

A path of length » > 0 in a transition system A =< §,T,a,8,\ > is a sequence
P =11,...,t, of transitions such that foralli = 1,...,n -1, B(¢;) = a(ti+1). The source
of this path, denoted by a(p), and its target, denoted by 3(p) are respectively a(t;) and
B(tx). The label of this path, denoted by A(p), is the word A(?;) - - - A(¢s)-
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2 Synchronized systems

Let us consider n transition systems 4; over the alphabets A; of actions,fori=1,...,n.
Let us assume that these transition systems represent processes and shared objects
constituting a system of interacting processes.(For simplicity, from now on, we shall also
call processes the shared objects since they are also represented by transition systems).
That means that some action in some process can be executed only simultaneously
with some other action in some other process, or, on the opposite, cannot be executed
simultaneously with some other action of some other process. Let us call global action
a vector < ay,...,a, > where a; belongs to A;. Such a global action is executed when
the actions a; are simultaneously executed by the n processes. Thus the interactions
between the processes of a system can be represented by the set of all global actions
which are allowed to be executed and in [3], it is advocated that this kind of specification
of the interactions between the processes of the processes of a system is general enough
to formalise most of the concurrent systems of processes.

2.1 Synchronization constraints

As explained above, the interactions between the processes A; of a system are repre-
sented by a subset I of A, X --- X A,, called a synchronization constraint.

Example 3. Let us consider again Peterson’s mutual exclusion algorithm for two pro-
cesses. It is a represented by a system containing two transition systems proc described
in figure 4 and three boolean variables b described in figure 2. The second line of figure
6 gives the list of the transition systems of this system. The other lines are the elements
of the synchronization constraint we are going to comment.

These elements are just those we get when obeying the following rules. (Here we
temporarily come back to the distinction between processes and variables).

1. We assume this system runs on a single processor; therefore the two processes can-
not execute simultaneously a non null action; moreover the two processes cannot
be idle simultaneously.

2. Each action performed by a process consists in setting or testing a variable. When
a process executes such an action, the corresponding variable executes the corre-
sponding action and the other variables execute the null action.

As to rule 1, consider the first two columns of the array of figure 6; the first (resp.
second) column contains all the actions performed by the first (resp. second) process.
In each line of this subarray there is one and only one null action (denoted by e). As
to rule 2, consider the first line of the array: when the first process sets its flag (i.e.
flag[0]) to O, then the first variable b, which represents flag[0], executes the action
“set to 0”. In the third line it is the other process which sets its flag to 0 and it is
the second variable, representing f1ag[1], which executes the action “set to 0”. In the
same vein, the actions turn_to.me are executed simultaneously with an action by the
third variable representing turn, the value to which this variable is set depending on the
process which sets the variable. The test is_other flag.0 is executed simultaneously
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with the action is0, the boolean variable executing this action beeing dependent on the
process which performs this test. Also the action isO or is1 is executed by the third
boolean variable simultaneously with the test is_turn_other executed by the second or
first process.

synchronization_system peterson

< width = § ; list = (proc,proc,b,b,b) > ;

(my_flag_to_0O .e .to0 .e .8 ) ;
(my_flag_to_1 .e .tol .e .o ) ;
(e .my_flag_to_0 e .to0 .e ) ;
(e .my_flag_to_1 e tol .e ) ;
(turn_to_me .e . .e .to0 ) ;
(e .turn_to_me e .e .tol ) ;
(is_other_flag 0 .e .e is0 .e ) ;
(e .is_other_flag. 0 .isO0 .e .e ) ;
(is_turn_other .e .6 .e .is1l ) ;
(e .is_turn_other .e .e .is0 ) .

Figure 6: The system representing Peterson’s algorithm

2.2 Synchronized product

Given a vector < Aj,..., A, > of transition systems, each A; = < S;, T}, a;, Bi, Ai >
over the alphabet A;, the free product of < A,,...,A, > is the transition system
< S,T,a,B8,\> over A; X -+ X Ay, defined by

S = S x---%x8p,

T = Tix---xTy,
a(ts,...yta) = <ai(tr),...,an(ts) >,
B(try.-sta) = < Bi(t1),...,0a(ta) >,
A(t1y...ytn) < A(t1)y. ey An(tn) >

In some sense, the free product represents the evolution of the vector of transition
systems when no constraint is set on the actions which can be performed simultaneously.
In case of a synchronization constraint some transitions of this free product will never
appear : those which are labelled by a vector of actions not allowed by the synchroniza-
tion constraint. Hence we have the following definition.

Given a vector < Aj,..., A, > of transition systems, each .A; over the alphabet A;,
and a synchronization constraint I included in A; X - -+ X A, the synchronized product
of < Ay,..., A, > with respect to I is the transition system < S, Tr,a,B,A > over
Aj X -+ x A, where
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e <S5,T,a,B,) > is the free product of A;,...,Ap;

e Ty is the-set of transitions t =< t;,...,t, > of T having their label A(¢) =
< A(t1)y.. -3 An(tp) >in L

Indeed the synchronized product computed by MEC is only a sub-transition system
of the synchronized system defined above. Each transition system A; = < S;, T;, a;, Bi, A >
which is a component of a synchronization system is assumed to have a parameter
initial, as it is the case for the transition systems described in examples 1 and 2 (if
this parameter is not mentioned, it is considered empty). This parameter defines a
subset initial; of S; and the parameter initial of the product is defined as the subset
initial = initialy; X --- X initial,. The set of global states of the synchronized product
of MEC is the set Reach(initial) of global states which can be reached from initial, i.e.
the states of initial and the targets of paths having their sources in initial. The set of
global transitions of the synchronized product of MEC is the set of global transitions
having both their sources and their targets in Reach(initial).

Example 4. The synchronized product, computed by MEC, of the synchronization
system peterson given in figure 6 is given in figure 7. It was obtained by executing the
MEC command sync(peterson,res); where res is the name given to the product.

3 Elementary computations

The general form of a computation command in MEC is
variable := ezpression;

the ezpression is evaluated and its value is assigned to the variable. The value of an
expression is either a set of states or a set of transitions.

3.1 Set variables

Variables used by MEC are of two different sorts according to the kind of set they can
be assigned. A variable is implicitely declared when it appears for the first time in the
left hand part of an assignment command and its sort is the sort of the expression (if
the sort of the expresssion can be unambiguously determined, otherwise the assignment
is rejected). Every declared variable is displayed on the terminal with the number of
objects (states or transitions) of its value. Parameters are considered as variables with
an initial value.

Let us remark also that variables are local to a transition system. If several transition
systems are under examination, the same variable (properly speaking, the same variable
name) can be used (like initial in the previous examples) but it will have differents
values according to the transition system with which it is associated (in other words a
variable is a pair consisting in a variable name and a transition system).
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transition_system res <
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Figure 7: A syﬁchronized product
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3.2 Expressions

Expressions are built up from variables and operators. Among these operators are
set-theoretical (or boolean) operators union, intersection, and difference as well as the
constants “empty”, denoted by {}, and “all”, denoted by *. Of course the use of these
operators in expressions are submitted to sort restrictions.

Some others operators are primitive and will be described below. New operators can
be defined by the users and this will be explained in the next section.

Finally there are some other ways to define sets of states and sets of transitions. We
will not list all these ways here and we refer to the user manual [4].

Example 5. Let us consider the transition system res of figure 4 constructed by MEC,
which will be our running example from now on.

First of all we want to know if the mutual ezclusion property is verified, i.e. if the
two processes can be or not both together in their critical section. Let us remind that
the set of states in which a process is in its critical section is defined by the parameter cs
as shown in figure 2. Therefore we have just to know whether there are (global) states
in which

(i) the first component is in the value of cs in the first transition system of the
synchronization system peterson,

(i) the second component is in the value of cs in the second transition system of the
synchronization system peterson.

The sets of states satisfying (i) and (i) are respectively denoted by cs[1] and cs[2];
hence the set of states not satisfying the mutual exclusion property is defined and/or
computed by the assignment nok := cs[1]/\cs[2];

After execution of this command, it appears on the screen that the value of nok is a
set of states which has 0 element. o

3.3 Primitive operators

Let us denote by o and 7 the sorts “set of states” and “set of transitions”. We can use
the following operators src of sort 7 — o, tgt of sort 7 — o, rsrc of sort ¢ — 7, rtgt
of sort 0 — 7. The interpretation of these operators is as follows, for a given transition

system < S,T,a,B3,A >: If Q is a set of states included in S and R a set of transitions
included in T, then

src(R) = {a(t)|t€ R},
tgt(R) = {B(t)|t€ R},
rsre(Q) = {t|ea(t) € Q},
rege(Q) = {t|B(t) € Q}.

In other words src(R) and tgt(R) are respectively the sets of sources and targets of
transitions in R and rsrc(Q) and rtgt(Q) are their reciprocals : the sets of transitions
having their source and their target in Q.
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Example 6. If Q is a set of states, the set Pred(Q) is the set of all states which are the
source of a transition whose target is in Q. If Q is a variable whose value is @, Pred(Q)
is the value of the expression src(rtgt(Q)).

In a similar way Succ(Q) is the value of the expression tgt(rsrc(Q)).

If T denotes a set T of transitions, the expression src(T/\rtgt(Q)) evaluates to the
set of sources of transitions in T having their target in Q and tgt(T/\rsrc(Q)) to the
set of targets of transitions in T having their source in Q. m]

We also use the binary operator loop of sort 77 — 7 defined by ¢ € loop(R, R') if
and only if ¢ belongs to a path p such that

(7) the source of p is equal to its target,
(1) every transition of p is in R/,
(ii7) some transition of p is in R,

In other words, a transition t is in loop(R, R’) if it belongs to some loop in R’ containing
some transition in R.

Example 7. Let us now look for a livelock in the transition system res.
Roughly speaking there is a livelock if there is an infinite execution where

(7) both processes are always in their “mutexbegin”, and
(#7) none of the processes remains “inactive” forever.

Condition (¢) means that both processes are trying to enter their critical section
and never succeed; condition (i7) means that both processes are really trying to enter
their critical section : if one of the processes stays idle forever surely it will not enter its
critical section and could even prevent the other process to enter.

Since the only waiting action is denoted by e, a process is active during a transition ¢
if the corresponding component of the label of this transition is not equal to e. Therefore
the sets of transitions in which the first and the second processes are active are computed
by
activel := !label[1] # "e"; and
active2 := !label[2] # "e";
The set of transitions in which both processes are in their “mutexbegin” is computed
by
11 := mb[1]/\mb[2];

If there is a livelock, there is an infinite path p such that

(ia) all its transitions are in 11;
(i#ia) it has an infinite number of transitions in activei;

(777a) it has an infinite number of transitions in active2.
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Since there is a finite number of states this infinite path p contains a loop p’ which
satisfies

(3b) all its transitions are in 11;
(#b) it has at least one transition in activei;
(##4d) it has at least one transition in active2.

Conversely if there is a loop satisfying (ib,iib,iiib), there exists an infinite path
satisfying (ia,#ia,ifia). Hence there is a livelock if and only if there is a loop satisfying
(1b,iib,iiib).

The set 110 of transitions belonging to a loop satisfying (ib) is computed by
110 := loop(*,21);

The set 111 of transitions belonging to a loop satisfying (ib) and (iib) is computed by
111 := loop(activel,110);

(but also by 111 := loop(activel,ll); '

Finally the set 112 of transitions belonging to a loop satisfying (ib),(#ib) and (iiib) is
computed by

112 := loop(active2,111);

Here again this set is empty. o

4 The definition of new operators

4.1 Preliminary examples

Let us consider some given transition system A.

1. Let us consider the set Reach(initial) which was used in the definition of the syn-
chronized product (cf. 2.2).- Indeed for every set Q of states one can define the set
Reach(Q) containing Q and the targets of paths having their source in Q. Thus Reach
can be considered as an operator of sort ¢ — ¢ and one can think of adding it to the
primitive operators.

But we can also remark that this operator can be formally defined in the following
way.

Let us consider the operator Succ defined in example 6. We have the following equal-
ity:

Reach(Q) = Q U Succ(Reach(Q)) (1)

By definition Q C Reach(Q)), and if there is a path from a state s to a state s’ , there
is also a path from s to every state of Succ({s'}), thus Succ(Reach(Q)) C Reach(Q).
Conversely let Qo = Q and Q,,, for n > 0, be the set of targets of paths of length n having
their source in Q; then it is clear that Reach(Q) = Un>o @n and that Qnyq = Suce(Q,)
hence Reach(Q) = Qo U Unpo Suce(@n) C Q U Succ(Reach(Q)).

b
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We have even more: not only Reach(Q) is a solution of the equation
X = QU Suce(X) ’ (2)

but it is the least set of states (for inclusion) satisfying this equation: if X is a set
of states satisfying the equation 2 then Qo = Q@ C X and if @, C X then Qn41 =
Suce(Qn) C Suce(X) C X.

Therefore we can give Reach the following definition: for every set Q of states,
Reach(Q) is the least solution of 2. This definition is expressed in MEC by

function reach(Q:state) return X:state;
begin

X = Q \/ tgt(rsrc(X))

end.

Once this function is defined, the operator reach can be used in expressions exacﬂy like
primitive operators; its sort is ¢ — o, as expressed by the first line of the definition.

2. Let us now consider the two sets ReachEven(Q) and ReachOdd(Q) of states reach-
able from a state of Q by a path of even or of odd length. We have

ReachEven(Q) = Uan
n>0

U Q2n+1

n>0

ReachOdd(Q)

where the sets @, are defined above. Then

ReachEven(Q)
ReachOdd(Q)

Q U Succ(Reach0dd(Q))
Succ( ReachEven(Q))

and the pair < ReachEven(Q), ReachOdd(Q) > is the least pair < X,Y > of sets of
states satisfying

X = QU Suce(Y)
Y = Suce(X)

Thus we can define the operator reacheven of sort ¢ — o by

function reacheven(Q:state) return X:state;
var Y:state

begin

X =Q \/ tgt(rsrc(Y));

Y = tgt(src(X))

end.

It could be noticed that the auxiliary variable Y is not really useful since this defini-
tion is equivalent to
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function reacheven(Q:state) return X:state;
begin
X = Q \/ tgt(rsre(tgt(sre(X))));

end.

Here is an example where the definition cannot be simplified this way.

3. Let us consider some set R of transitions; we denote by F(R,Q) (resp. G(R,Q))
the set of states reachable from Q by a path containing an even (resp. odd) number
of transitions in R. Let us remark that for any set Z; of transitions and any set Z, of
states, the set tgt(Z; N rsrc(Z,)), denoted by Suce(Zy, Z,), is the set of states reachable
from Z, by one transition in Z;. Thus < F(R,Q),G(R,Q) > is the least pair < X,Y >
satisfying

X
Y

Q U Suce(* — R, X)U Suce(R,Y)
Succ(* — R,Y) U Suce(R, X)

where * — R is the complement of R. This definition is expressed in MEC by

function F(R:trans , Q:state) return X:state;

var Y :state

begin

X =Q \/ tgt((* - R)/\rsrc(X)) \/ tgt((R/\rsrc(Y));
Y = tgt((* - R)/\rsrc(Y)) \/ tgt((R/\rsrc(X))

end.

4.2 Systems of equations

We are now going to formally define the systems of equations which can be used to
define new operators in MEC.

Basic operators Let D be the heterogenous algebraic signature with two sorts, o and
T, containing the following operators [7] :

0y, 15, 0r, 1, : constants of sorts o and T;
Ug, Ny, —o : binary operators of sort 00 — o;
Ur, Ny, —; : binary operators of sort 77 — T
src, tgt : binary operators of sort 1 — o;

. rsre, rigt : binary operators of sort ¢ — .

If A=< §5,T,a,B,) > is a transition system, it is given a D-structure in the following
way :

o The set of elements of sort o (resp. 7) is p(S) (resp. p(T)).
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e The interpretation of the operators is

(Oa)A = 0,

(la)A = S

(OT)A = 0’

(11).4 = T,
P(U,)aP' = PUP,
P(N,)4P' = PnPF,
P(—v)AP' = P- Ply
R(U,)4R' = RUR,
R(N;)AR' = RNFR,
R(-,)AR' = R-R,

srca(R) = {a(t)t € R},
tgt(R) = {B(t)lte R},
rsrca(P) = {t|a(t) € P},

rigt(P) = {t|B(t) € P}.

All these operators, but —, and —,, have monotonic interpretations with respect to set
inclusion.

Signed terms Let X, = {z1,...,2,} and ¥, = {y1,...,¥m} be two sets of variables
of sort o and 7. We can build terms with these variables and the operators of D. If t is
such a term, its interpretation t4 will be a mapping from p(S)* x p(T)™ into p(S) or
9(T) according to the sort of this term.

Since the interpretation of a difference operator is not monotonic, the interpretation
of a term is not necessarily monotonic. However we can consider that the interpretation
of a difference becomes monotonic if its first argument is ordered by inclusion and its
second argument is ordered by the inverse relation : containment.

This led us to consider two kinds of order on (S) and p(T'), inclusion and contain-
ment. We shall denote these powersets by p*(S) and p*(T) (resp. p~(S) and p~(T))
when we wish to make clear that they are ordered by inclusion (resp. containment).
For each sort, we consider two kinds of variables : positive variables ranging over a
powerset ordered by inclusion and negative variables ranging over a powerset ordered
by containment. Let X+ and X~ be two sets of positive and negative variables of sort
o,Y* and Y~ two sets of positive and negative variables of sort 7 and Z, et Z, two set
of “parameters”, which will be interpreted as arbitrary sets.

We inductively define the sets of positive and negative terms of sort o, T+ et T,
and of positive and negative terms of 7, 7,* and 7~ by

e XtCTH, X~ CT,/,Y*CTH Y CT ;

e {0,1,}UZ, CT}NnT; (p=o,T);
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e if t; and t; belong to T then t; U, t;, t N, tz belong to 7,55 (p = 0,75 ¢ = +,-);
e if t belongs to T then src(t) and tgt(t) belong to 75; (¢ = +,-) ;
e if t belongs to T then rsrc(t) and rtgt(t) belong to 755 (s = +,—);

e if t; belongs to 7 and t; belongs to 7;," then t; —, t; belongs to 7; (p=o,7;
<6 ¢! >=<+,->, < —,+>);

If t is a term of TS its interpretation t4 is then monotonic or antimonotonic (ac-
cording to the value of ¢<) when the values of variables in Z are fixed and values of other
variables are ordered according to their sign.

Example 8. If Z. is a parameter of sort 7, Z, a parameter of sort o, X; a positive
variable of sort o and Y_ a negative variable of sort , then Z. N, rtgt(l, —, X4) is a
negative term of sort 7 and Z, U, (1, —, sre(Y_.)) is a positive term of sort o. o

Systems of equations Let us consider the following sets of variables :

Xt = {X{,...,X}},

X~ = {X{,...,Xoh
Yt = {Y;,...,Y;},
Y- = {Yl-,...,Y":/},
2, = {Z,...,2Z,},

Z,- = {Z{,---,Z;I},

We consider the sets of terms T;*, 7,7, 7.+ ,7,~ built with these variables.

A system of equations X is

{Xt = ufji1<ci<n} u
{Xx- yfj1<ig<n’} U
{v* vH1<i<m} U
{Y7 = vyj1<ci<m'}.

where v} € TV, v € 7,7, vF € T, v7 € T
With a system of equations £ and a transition system .A we associate the ordered set
Dy = p*(S) xp (S) x pH(T)" x o™ ()™
and the set

Dy = (S x p(T)
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ordered by the empty order. Then I defines a mapping
YA4:Dy x Dy — Dy

This mapping is monotonic with respect to the order defined componentwise on D; and
D; x D,. Thus it has a least fixed point uX 4 : D — D;.

Now if we choose one of the signed variables, by composing 4¥ 4 with the projection
of D, on its component associated with this variable, we get a mapping from D, in p(S)
or p(T'), according to the sort of the variable. Thus we can assume that a new operator
is defined by :

o the list of sorted parameters,

e the list of sorted and signed variables,

o the selected variable defining the result,

e the list of equations, one for each variables.

The interpretation of such an operator in any transition system will be the mapping
defined above.

Example 9. Let us consider the two terms of the example 8. The parameters they
contains are Z, and Z,, and the variables are X, and Y_. Let us consider the two
equations

Xy = ZoUy (L —r sre(Y2))
Y. = Zq- N, Ttgt(la -0 X+)

For every transition system A this defines a mapping from p(T) X p(S) in p(S)xp(T);
if we choose X as principal variable we get a mapping from p(T') X p(S) in p(S).

Let us call unavoidable this operator for some reasons which will be explained
below. In MEC its definition will be written

function unavoidable(Zt:trans ; Zs:state) return X:state;
var Y:_trans

begin

X =2s \/ (* - src(V));

Y = Zt /\ rtgt(x - X)

end.

Let us remark that negative variables are specified by an “underscore” preceding their
sort.

The name “unavoidable” given to this operator comes from the following property.



Let A be any transition system, Q some set of states and R some set of transitions.
Then a state s belongs to unavoidable(R, Q) if and only if every maximal path in A
(i-e. an infinite path or a finite path whose last state has no successor in .A) originated
in s and containing only transitions in R contains a state in Q.

To prove this assertion let us remark that unavoidable( R, Q) is also the least solution
of X = QU (* — Pred(R,+ — X)) where Pred(A,B) = src(A N rtgt(B)) is the set of
origins of transition of A having their target in B. Thus s € X if and only if s € Q or
all transitions of R of source s have their target in X.

In particular unavoidable(T', ®) is the set of states s such that every maximal path
originated in s is finite. This can be considered as a definition of “deadlocking” states,
since once in such a state it is impossible to start an infinite computation.

Least and greatest fixed points The use of signed variables allows to define new
operators as greatest fixed point of system of equations as well as least fixed point just by
playing on the signs : the least element for inclusion is the greatest one for containment
and vice-versa!

Computation of least fixed points If an expression contains an operator defined
by a system of equation it remains to evaluate this expression. This amounts to com-
puting the value of op(Z,,...Z,) when the values of Z,,...,Z, are known and thus
to computing the least fixed point of the equations defining op when the parameters
occuring in these equations are given. This can be done in time linear with respect to
the size of the transition system (i.e. number of states and number of transitions, using
an algorithm described in [2]). Thus all computations performed by MEC are done in a
time linear with the size of the transition system.

5 An example of use

MEC has been used to check some mutual exclusion algorithms. It allowed to discover
that Burns’s algorithms [5] contained livelocks in the case of four processes.

The transition system obtained by synchronizing four processes, four boolean flags
and a “turn” variable, representing the symmetrical Burns’s algorithm with four pro-
cesses has 65 016 states, 260 064 transitions stored in about 13 Mbytes of memory. On
a Sun 3/60, it takes 20 minutes of CPU to construct this product and 11 minutes to
compute unavoidable using the linear algorithm of Arnold and Crubillé.
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Processeur paralléle pour les systémes
experts et les algorithmes de régles

Edward C. Valentine

Concordia University,Montréal,Qc,Canada,
Collége Montmorency, Laval.

Résumé: Lors de l'exécution d'un systéme expert de régles, la plus grande partie du
temps est utilisé pour fouiller la base de connaissance dans le but de trouver les régles
susceptibles d'étre déclenchées. Gupta [G86] a montré que I'utilisation du parallélisme
classique ne permet guére d'espérer mieux qu'une accélération par un facteur de l'ordre de
30. Nous proposons un nouveau type de processeur permettant d'une part d'éliminer cette
recherche et d'autre part de déclencher plusieurs régles en paralléle.

Les systémes experts sont, en général, développés comme des ensembles de régles ayant la
forme (1). Ces ensembles de régles sont parfois appelés "syst¢émes de productions”
(production systems), sans doute a cause d'une certaine analogie de présentation avec les
"productions” dans les grammaires des langages formels.

AMNBA~F =G A*-~C (1

Si on restreint la notion de systéme expert aux systémes qui utilisent la connaissance d'experts
humains, les autres applications ou l'utilisation de syst¢mes de régles permet des mises en
ceuvre efficaces (systeémes de contrdle [AAA],[SL88], traitement d'images) les termes
"algorithme de régles" (rule-based algorithm) semblent préférables pour désigner ces
ensembles de régles.

Un algorithme de régles ( voir [CE] pour une définition plus formelle et [CF] pour un exposé
détaill€) est constitué d'un ensemble de régles de la forme (1), c'est a dire: une conjonction de



faits (ou leur négation) appelée la prémisse ( condition, hypothése, partie gauche, LHS,
antécédant, assumption...), suivie d'un symbole " -> ", suivi d'une conjonction de faits (ou
leur négation) appelée la conclusion ( conséquent, déduction, partie droite, RHS ...). Les faits
prennent une valeur de vérité dans 'ensemble {vrai, faux, inconnu}. Certaines de ces valeurs
sont introduites comme données et forment I'ensemble des valeurs en mémoire de travail.

La figure 1 donne le paradigme de fonctionnement d'un tel algorithme. La premiére étape du
cycle, appelée MATCH, consiste 2 comparer les valeurs en mémoire de travail avec les faits
composant les prémisses de régles. Lorsque tous les faits de la prémisse d'une régle
correspondent a des valeurs en mémoire de travail, cette régle est placée dans un ensemble
appelé "ensemble de conflit" qui est I'ensemble des régles "déclenchables” de ce cycle. La
deuxiéme étape du cycle, appelée CHOIX (conflict resolution) consiste a décider
laquelle(lesquelles) des régle de I'ensemble de conflit déclencher (un ensemble vide entraine
I'arr€t). La troisieme étape, appelée ACTION (act), consiste a utiliser les conclusions de la
(des) regle(s) déclenchée(s) pour modifier les valeurs correspondantes de la mémoire de travail.

TS

figurel

Dés les premiéres mises en ceuvre de systémes de régles, il fut évident que la complexité des
calculs rendaient les 'gros systémes' inéficaces. Le traitement paralléle s'imposa donc comme
une solution possible.Les exemples classiques d'algorithmes de régles, les systémes experts en
particulier, ne permettent pas en général le déclenchement de plusieurs régles en paralléle. Le
parallélisme proposé consiste donc a faire la premiére étape du cycle en paralléle en utilisant le
paradigme de la figure 2. En effet Forgy a montré [Forgy79] [Forgy 82] que cette étape occupe
plus de 90% du temps utilisé par le processeur et on s'attend que toute amélioration par un
facteur important du temps processeur a cette étape entrainera une amélioration comparable de
la performance du systéme entier. Cette attente n'est pas comblée dans la pratique comme le
montre Gupta [G86] par des simulations. La conclusion qu'il tire de ses expériences est que le
déclenchement d'une régle entrainant trés peu de changements dans la mémoire de travail,
I'amélioration de performance obtenue par cette forme de parallélisme plafonne rapidement. On
trouve également dans cette thése une comparaison de plusieurs architectures paralléles pour
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I'exécution de systémes de régles (DADO, NON_VON, etc...).

<
@l (D

(e

figure2

Dans [TS84] et [TS85] on trouve l'idée de I'exécution parall¢le (déclenchement parallele) des
régles. Naturellement on ne saurait passer de I'exécution séquentielle a 1'exécution paralléle
sans apporter certaines modifications aux algorithmes. Dans [MJV86] on présente une fagon
de représenter les régles d'un systéme expert afin d'améliorer, d'une part, la performance du
moteur d'inférence, et d'autre part la lisibilité et I'interface usager. Tirée d'une méthodologie de
développement de systéme plus générale utilisant des tableaux pour représenter des relations
[JFO], mais déja présente d'une fagon plus primitive dans le systeéme IRIS [Trigoboff] [TK],
cette approche suggeére une architecture du type "massivement paralléle” pour le traitement des
régles. La figure 3 montre un ensemble de régles du type (1) qui utilise cette représentation.

{REGLES}
Vo.o.ooo... R1 A->BAC
Vo .. R2 C->E
LV R3 BAD->F
VL. R4 E->H
Y RS BAF->~G
..... V.. R6 C->D
...... V. R7 G->BAD
(FAITS)
L. Cl A
T.t.t.T. C2 B
Teoe...t.. c3 C
..t..TT. C4 D
T, .. C5 E
T . C6 F
...F.t. Cl G
T ... C8 H

figure 3



La partie supérieure du tableau permet d'écrire les régles et d'établir une correspondance entre
celle-ci et les colonnes de la partie inférieure. La partie inférieure permet d'établir les relations
entre les régles et les faits. Un 't' minuscule (resp. 'f') a l'intersection de la ligne i et de la
colonne j indique que le fait i est une prémiSse vraie (resp. fausse) de la régle j. Un 'T
majuscule (resp 'F) a I'intersection de la ligne i et de 1a colonne j indique que le fait i est une
conclusion vraie (resp. fausse) de la régle j. On voit qu'il n'est pas nécessaire comme dans []
de séparer les prémisses et les conclusions en deux tableaux, puisqu'un fait n'apparait pas en
prémisse et en conclusion d'une méme régle.

La figure 4 montre comment la performance du systéme peut étre améliorée en permettant au
moteur d'inférence de tirer des conclusions des régles déja entrées (traitement & 1'avance,
pre-processing) pendant la phase de développement du syst¢éme. On voit (colonne 1) que si la
valeur 'vrai' est attribuée au fait 'A’ alors les valeurs de tous les autres faits se wouvent
déterminés immédiatement. On remarque aussi (colonne 7) que l'attribution ¢g la valeur 'vrai
au fait 'G’ entraine l'obligation de déduire la valeur 'faux' pour ce méme fait et donc que ce
traitement a I'avance permet de déterminer que l'ensemble de régles est inconsistant.

{REGLES}
Voo, Rl A->BAC
R R2 C->E
LV . R3 BAD->F
VL. R4 E->H
R RS BAF->~G
..... V.. R6 C->D
...... V. R7 G->BAD
{FAITS})
| S Cl A
T.t.t.T. C2 B
Te... .. C3 C
+T . t..TT. C4 D
+TT.t.... C5 E
+T . T .t .4T. C6 F
+F .+F . F . «#F. Cl7 G
+T+T . T.... C8 H

figure 4
Cette représentation permet de concevoir une architecture massivement paralléle pour
I'exécution d'un tel systéme de régle. La figure 5 représente un réseau de portes logiques
interconnectées ol nous supposerons que les lignes représentent les faits et les colonnes, les
reégles. Chaque porte peut étre programmée de 5 fagons ( ou prendre I'un des 5 états) soit:
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prémisse vraie, prémisse fausse, conclusion vraie, conclusion fausse, ou non active.

—
-----

i g e e e ]

e —m

155 m— S w— ]

R ey

figure 5

Le processeur fonctionne de la fagon suivante. Lorsqu'un signal circule dans une colonne, on
dira que la régle qui y est programmée déclenche; un signal (vrai ou faux) dans une ligne établit
la valeur de vérité de ce fait. Ce signal peut €tre recu de I'extérieur, c'est a dire que certaines ou
toutes les lignes de faits d'un processeur peuvent accepter des valeur d'entrée. De la méme
fagon certains ou tous les faits peuvent émettre leur signal vers I'extérieur. Les faits faisant
partie de la prémisse d'une régle seront programmés en prémisse vraie ou prémisse fausse;
ceux de la conclusion en conclusion vraie ou conclusion fausse. Puisqu'on désire qu'une régle
ne déclenche que lorsque que ses prémisses sont vérifiées, les portes logiques auront la
fonction d'empécher ce déclenchement lorsque le signal sur une ligne est différent de la valeur
programmée en prémisse d'une régle. Autrement dit, une porte logique qui se trouve a
l'intersection du fait A et de la régle R1 et programmée en prémisse vraie (resp. fausse) coupera
le signal dans R1 i moins que le signal sur A ne soit vrai (resp faux). D'autre part, il faut <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>